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Áèñïèíîðû

Íîâûé òèï ïîëåé, ñâÿçàííûõ ñî ñïèíîðàìè, ëåæèò â îñíîâå êâàíòîâî-
ãî îïèñàíèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö, òàêèõ êàê ëåïòî-
íû è êâàðêè. Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì êëàññè÷åñêèå ñâîéñòâà ýòèõ
ïîëåé. Ïîäðîáíî áóäóò èçó÷åíû òðàíñôîðìàöèîííûå ñâîéñòâà áèñïèíîð-
íîãî ïîëÿ îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà è ðàçëè÷íûõ äèñêðåò-
íûõ ñèììåòðèé. Ðàññìîòðåíû òåíçîðû ñïèíà è ñïèðàëüíîñòè, à òàêæå
ïðåäñòàâëåíèå ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí, ñâÿçàííûõ ñ áèñïèíîðíûì ïîëåì, â
èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå. Çàòåì, íà ïðèìåðå áèñïèíîðíîãî ïîëÿ, áóäåò
ðàññìîòðåí îñíîâîïîëàãàþùèé ïðèíöèï êàëèáðîâî÷íîé èíâàðèàíòíîñòè,
êîòîðûé ëåæèò â îñíîâå ïîñòðîåíèÿ âñåõ ôóíäàìåíòàëüíûõ òåîðèé âçà-
èìîäåéñòâèÿ. Çàêëþ÷àþò ãëàâó ðàçäåëû, ïîñâÿùåííûå êâàíòîâàíèþ ïî-
ëåé, àíòè÷àñòèöàì è ãðàññìàíîâîé ïðèðîäå áèñïèíîðíîãî ïîëÿ.
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9.1 Óðàâíåíèå Äèðàêà

• Åñëè ñïèíîðíûé òåíçîð çàâèñèò îò êîîðäèíàò è âðåìåíè, îí ñòàíî-
âèòñÿ ïîëåì. Ñïèíîðíûå ïîëÿ ñ íå÷åòíûì ÷èñëîì èíäåêñîâ íå âûðàæà-
þòñÿ ÷åðåç 4-òåíçîðû. Ïîýòîìó èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ïîñòðîåíèå ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ñïèíîðíûõ ïîëåâûõ òåîðèé. Ê òîìó æå ýêñïåðèìåíò ïîêà-
çûâàåò, ÷òî âñå ôóíäàìåíòàëüíûå ÷àñòèöû �ìàòåðèè� (ëåïòîíû è êâàðêè)
ÿâëÿþòñÿ ôåðìèîíàìè, è îïèñûâàþòñÿ ñïèíîðíûì äèðàêîâñêèì ïîëåì.
Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ñëó÷àé ñïèíîðà ñ îäíèì èíäåêñîì χµ. Äëÿ íåãî
ìîæíî çàïèñàòü îáû÷íîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ìàññîâûì ÷ëåíîì:

∂2χµ +m2χµ = 0.

Äàëåå áóäåò óäîáíî èñïîëüçîâàòü îïåðàòîð ïðîèçâîäíîé, óìíîæåííûé íà
ìíèìóþ åäèíèöó p̂µ = ı∂µ = {ı∂0, −ı∇}. Øëÿïêà ñâåðõó p̂µ íàïîìèíàåò,
÷òî ýòî íå ïðîñòî 4-âåêòîð, à îïåðàòîð, êîòîðûé äîëæåí ïîäåéñòâîâàòü
íà ôóíêöèþ. Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà èìååò âèä:

p̂2χµ = m2χµ. (9.1)

Ñïèíîðíûå óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü òàêæå äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíå-
íèÿìè ïåðâîãî ïðÿäêà. Äëÿ èõ çàïèñè íåîáõîäèìî ââåñòè ñïèíîðíûé
òåíçîð p̂

ν
•
µ
, ïîñòðîåííûé ïî êîìïîíåíòàì 4-âåêòîðà p̂µ (8.108), ñòð. 547.

Ñâåðòêà òàêîãî òåíçîðà ñ χν ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ, èìåþùåìó èíäåêñ ñ
òî÷êîé. Åãî ìîæíî ïîñòðîèòü èëè èç êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ χν èëè, â
áîëåå îáùåì ñëó÷àå, ââåäÿ åù¼ îäíî ñïèíîðíîå ïîëå ñ ñîîòâåòñòâóþùèì
èíäåêñîì. Äëÿ íåãî íåîáõîäèìî çàïèñàòü àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèå:

p̂
ν
•
µ
χν = mξ•

µ
, p̂µ

•
ν ξ•

ν
= mχµ. (9.2)

Â îáîèõ óðàâíåíèÿõ ñòîèò îäíà è òà æå êîíñòàíòàm. Ìîæíî áûëî áû ââå-
ñòè ðàçëè÷íûå êîíñòàíòû, îäíàêî ýòî íå äîáàâèò îáùíîñòè. Óðàâíåíèÿ
ëèíåéíû, ïîýòîìó ïåðåîïðåäåëåíèåì ñïèíîðîâ (óìíîæàÿ èõ íà êîíñòàí-
òû) ýòè äâà ïàðàìåòðà âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü ðàâíûìè.

Óìíîæèì îáå ÷àñòè âòîðîãî óðàâíåíèÿ (9.2) íà m è ïîäñòàâèì mξ•
ν
èç

ïåðâîãî óðàâíåíèÿ:

m2χµ = p̂µ
•
νmξ•

ν
= p̂µ

•
ν p̂

α
•
ν
χα = δµα p̂

2χα = p̂2χµ,

ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü ñîîòíîøåíèåì (8.111), ñòð. 547. Òàêèì îáðàçîì,
ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (9.2) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (9.1) è àíà-
ëîãè÷íîìó äëÿ ñïèíîðà ξ•

µ
. Îäíàêî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå íàîáîðîò!
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•Ïðè ïîìîùè ìàòðèö Ïàóëè (ñòð. 508) ñèñòåìó (9.2) ìîæíî ïåðåïèñàòü
â ìàòðè÷íîì âèäå. Äëÿ ýòîãî ââåäåì äâà ñòîëáèêà ñ êîìïîíåíòàìè:

χ =

(
χ1

χ2

)
, ξ =

(
ξ•
1

ξ•
2

)
.

Ìåíÿÿ â ïåðâîì óðàâíåíèè (9.2) ïîðÿäîê èíäåêñîâ p̂
ν
•
µ
χν = (p̂T )•

µν
χν è

ó÷èòûâàÿ (8.108),(8.109) ñòð. 547 ïîëó÷àåì ñèñòåìó ìàòðè÷íûõ óðàâíå-
íèé:

(p̂0 − σp̂)χ = mξ, (p̂0 + σp̂)ξ = mχ. (9.3)

Èõ ìîæíî îáúåäèíèòü, ïåðåéäÿ îò ìàòðèö 2x2 ê ìàòðèöå 4x4:(
0 p̂0 + σp̂

p̂0 − σp̂ 0

)(
χ
ξ

)
= m

(
χ
ξ

)
,

ýëåìåíòû êîòîðîé � ýòî ìàòðèöû 2x2. Ââåäÿ 4-õ êîìïîíåíòíóþ âåëè÷èíó,
êîòîðóþ íàçûâàþò äèðàêîâñêèì áèñïèíîðîì:

ψ =

(
χ
ξ

)
=


χ1

χ2

ξ•
1

ξ•
2

 ,

ñèñòåìå (9.2) ìîæíî (lH134) ïðèäàòü åùå áîëåå êîìïàêòíûé âèä (ïî µ
ñóììà îò 0 äî 3):

γµp̂µψ = mψ. (9.4)

Ýòî óðàâíåíèå íîñèò èìÿ Ïîëÿ Àíòóàíà Ìàðèè Äèðàêà. ×åòûðå ìàòðèöû
γµ = {γ0, γ1, γ2, γ3} = {γ0, γ} òàêæå íàçâàíû â ÷åñòü íåãî:

γ0 = β =

(
0 1
1 0

)
, γ =

(
0 −σ
σ 0

)
, α = γ0γ =

(
σ 0
0 −σ

)
. (9.5)

Â óðàâíåíèè Äèðàêà ìîæíî (lH135) ÿâíûì îáðàçîì âûäåëèòü ïðîèçâîä-
íóþ ïî âðåìåíè, óìíîæèâ åãî îáå ÷àñòè íà γ0 (ó÷èòûâàÿ, ÷òî (γ0)2 = 1):

ı
∂ψ

∂t
= (αp̂+ βm)ψ, (9.6)

ãäåα = {γ0γ1, γ0γ2, γ0γ3} � ââåäåííûå âûøå (9.5) òðè ìàòðèöû è β = γ0.
Çàïèøåì â ÿâíîì âèäå âñå èíäåêñû â óðàâíåíèè Äèðàêà (9.4):

γµab p̂µ ψb = mψa .

Ïî èíäåêñó b ïðîâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå îò 1 äî 4, à ïî èíäåêñó µ îò 0
äî 3. ×àñòî îïóñêàþò íå òîëüêî èíäåêñû a è b, íî è èíäåêñ µ, èñïîëüçóÿ
êîâàðèàíòíûå îáîçíà÷åíèÿ 4-âåêòîðîâ: γ0p̂0 − γp̂ = γµp̂µ = γ · p̂.
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• Êðîìå äèðàêîâñêîãî áèñïèíîðà ψ ââåä¼ì ñîïðÿæåííûé áèñïèíîð:

ψ̄ = ψ+γ0 =
(
χ+ ξ+

)(0 1
1 0

)
= (ξ+ χ+). (9.7)

Êðåñòèê � ýòî ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå, êîòîðîå ïðåâðàùàåò ñòîëáèê ψ â
ñòðîêó êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ. Ìàòðèöà γ0 óìíîæàåòñÿ íà
ýòó ñòðîêó ñïðàâà, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ñíîâà ïîëó÷àåòñÿ ñòðîêà. Ñîïðÿ-
æåííûé áèñïèíîð âàæåí òåì, ÷òî åãî ñâåðòêà ñ èñõîäíûì áèñïèíîðîì
äà¼ò èíâàðèàíò îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà:

ψ̄ψ = (ξ+ χ+)

(
χ

ξ

)
= ξ+χ+ χ+ξ = ξ∗•

α
χα + χ∗αξ•

α
= inv.

Â ýòîì âûðàæåíèè ñâ¼ðíóòû ðàçíîòèïíûå èíäåêñû (ñ òî÷êîé è áåç íå¼).
Îäíàêî, òàê êàê êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûé ñïèíîð ñ òî÷êîé ïðåîáðàçóåò-
ñÿ, ïî îïðåäåëåíèþ, òàêæå êàê áåç òî÷êè, ïî ñâîèì òðàíñôîðìàöèîííûì
ñâîéñòâàì ýòî âûðàæåíèå îêàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòîì.
Èç àíàëîãè÷íûõ ñîîáðàæåíèé ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèå ñîîòíîøå-

íèÿ äëÿ êîìïîíåíò äâóõ 4-âåêòîðîâ a = {a0, a} è b = {a0,b}:

χαχ∗β ∼ aα
•
β ∼ 1

2
(a0 + aσ)αβ, ξ∗•

α
ξ•
β
∼ b

α
•
β
∼ 1

2
(b0 − bσT )αβ,

ãäå òèëüäà îáîçíà÷àåò ôðàçó �ïðåîáðàçóåòñÿ òàêæå� (ñì.ñòð. 544). Ýòè
âûðàæåíèÿ ìîæíî îáðàòèòü:

a0 ∼ χ+χ, a ∼ χ+σχ, b0 ∼ ξ+ξ, b ∼ −ξ+σξ. (9.8)

Äåéñòâèòåëüíî, ñëåä ìàòðèö Ïàóëè íóëåâîé, ïîýòîìó ñóììèðóÿ ïî β =
α, ïîëó÷àåì a0 è b0 (ñëåä åäèíè÷íîé ìàòðèöû 2x2 ðàâåí 2). Âåêòîð a
ïîëó÷àåòñÿ (lH136) èç ñâåðòêè χ

∗βσβαχα ñ ó÷åòîì àëãåáðû ìàòðèö Ïàóëè
(8.6), ñòð. 508. Àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ äëÿ âåêòîðà b.
Èç ñîîòíîøåíèé (9.8) ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíà

ψ̄γµψ ∼ aµ + bµ

ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëîðåíöà ìåíÿåòñÿ êàê 4-âåêòîð. Äåéñòâèòåëüíî, å¼
íóëåâàÿ êîìïîíåíòà ðàâíà ψ+γ0γ0ψ = ψ+ψ = χ+χ + ξ+ξ ∼ a0 + b0.
Ïðîñòðàíñòâåííûå:

ψ+γ0γψ = ψ+αψ = (χ+ ξ+)

(
σ 0
0 −σ

)(
χ
ξ

)
= χ+σχ− ξ+σξ ∼ a+ b.

Çàìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (9.8) áîëåå îáùèå, ÷åì ψ̄γµψ ∼ aµ + bµ, òàê â
ïîñëåäíåì 4-âåêòîðû aµ è bµ �ñëèâàþòñÿ� â îäèí, ðàâíûé èõ ñóììå.
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• Íàéäåì óðàâíåíèå êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò ñîïðÿæåííûé áèñïèíîð.
Äëÿ ýòîãî âîçüì¼ì ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå îò óðàâíåíèÿ Äèðàêà (9.4):

−p̂µψ+(γµ)+ = mψ+

(çíàê ìèíóñ ïîÿâèëñÿ îò ìíèìîé åäèíèöû p̂µ = ı∂µ). Ìàòðèöà γ0 � ýðìè-
òîâî ñàìîñîïðÿæåííàÿ. Ýðìèòîâûìè ìàòðèöàìè ÿâëÿþòñÿ òàêæå ìàòðè-
öû Ïàóëè. Ïåðåìíîæàÿ ìàòðèöû íåñëîæíî ïðîâåðèòü ñëåäóþùåå ñîîò-
íîøåíèå:

γ+ = −γ =

(
0 σ
−σ 0

)
=

(
0 1
1 0

)(
0 −σ
σ 0

)(
0 1
1 0

)
= γ0γγ0. (9.9)

Òàê êàê (γ0)2 = 1 (åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà), èìååì ñëåäóþùåå ïðàâèëî äëÿ
ýðìèòîâîãî ñîïðÿæåíèÿ ìàòðèö Äèðàêà:

(γµ)+ = γ0γµγ0. (9.10)

Â ðåçóëüòàòå:
−p̂µψ+γ0γµγ0 = mψ+,

Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ ñïðàâà íà γ0 è ââîäÿ ñîïðÿæåííûé áèñ-
ïèíîð, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå:

p̂µψ̄γ
µ = −mψ̄. (9.11)

Ïðè ïîìîùè ýòîãî óðàâíåíèÿ è èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ Äèðàêà ìîæíî
ïîëó÷èòü óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè. Äëÿ ýòîãî óìíîæèì (9.4) ñëåâà íà
ψ̄, à ñîïðÿæåííîå óðàâíåíèå (9.11) ñïðàâà íà ψ è ñëîæèì èõ:

ψ̄γµp̂µψ + (p̂µψ̄)γ
µψ = p̂µ(ψ̄γ

µψ) = 0.

Âñïîìèíàÿ, ÷òî p̂µ = ı∂µ, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ íåïðåðûâíîñòè:

∂µ(ψ̄γ
µψ) = 0.

Âûðàæåíèå â ñêîáêàõ ÿâëÿåòñÿ 4-âåêòîðîì jµ = ψ̄γµψ, ïîýòîìó ðåçóëü-
òèðóþùåå óðàâíåíèå � ýòî èíâàðèàíò îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé Ëî-
ðåíöà.
Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî íóëåâàÿ êîìïîíåíòà 4-ïëîòíîñòè òîêà (�ïëîò-

íîñòü çàðÿäà�) j0 = χ+χ + ξ+ξ ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé, à
3-ïëîòíîñòü òîêà � íåò. Íàïðèìåð, äëÿ jz = χ+σzχ− ξ+σzξ, èìååì:

jz = (χ∗1 χ∗2)

(
1 0
0 −1

)(
χ1

χ2

)
− (ξ∗•

1
ξ∗•
2
)

(
1 0
0 −1

)(
ξ•
1

ξ•
2

)
èëè, ïåðåìíîæàÿ ìàòðèöû:

jz = |χ1|2 − |χ2|2 − |ξ•
1
|2 + |ξ•

2
|2.

Â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ êîìïîíåíò ñïèíîðîâ ýòî âûðàæåíèå ìî-
æåò áûòü êàê ïîëîæèòåëüíûì, òàê è îòðèöàòåëüíûì.
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• Óðàâíåíèå Äèðàêà ìîæíî çàïèñûâàòü äëÿ ðàçëè÷íûõ ëèíåéíûõ êîì-
áèíàöèé ñïèíîðîâ, âõîäÿùèõ â áèñïèíîð ψ. Ïóñòü, íàïðèìåð:

ϕ =
1√
2
(χ+ ξ), ζ =

1√
2
(χ− ξ) (9.12)

(ýòî óæå íå ñïèíîðû, òàê êàê îíè èìåþò ñìåøàííûå èíäåêñû). Ñêëàäû-
âàÿ è âû÷èòàÿ (9.3), äëÿ ââåäåííûõ ôóíêöèé, ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ:

(p̂0 −m)ϕ = σp̂ ζ, (p̂0 +m)ζ = σp̂ϕ, (9.13)

èëè ââîäÿ ÷åòûðåõêîìïîíåíòíóþ ôóíêöèþ ψ̃ = (ϕ ζ)T :(
p̂0 −m −σp̂
σp̂ −p̂0 −m

)(
ϕ
ζ

)
= 0.

Ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â äèðàêîâñêîé ôîðìå γ̃µp̂µψ̃ = mψ̃,
åñëè ìàòðèöû îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

γ̃0 = β̃ =

(
1 0
0 −1

)
, γ̃ =

(
0 σ
−σ 0

)
, α̃ = γ̃0γ̃ =

(
0 σ
σ 0

)
. (9.14)

Òàêóþ çàïèñü ìàòðèö Äèðàêà íàçûâàþò ñòàíäàðòíûì ïðåäñòàâëåíèåì.
Ìàòðèöû Äèðàêà â ôîðìå (9.5) íàçûâàþò ñïèíîðíûì ïðåäñòàâëåíèåì.
Â îáùåì ñëó÷àå ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèå ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

äëÿ áèñïèíîðà è ìàòðèö Äèðàêà:

ψ̃ = Uψ, γ̃µ = UγµU−1, (9.15)

ãäå U � ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà 4x4. Íîâàÿ 4-êîìïîíåíòíàÿ ôóíêöèÿ ψ̃ ñíîâà
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Äèðàêà (íàäî ñëåâà óìíîæèòü íà U−1):

p̂µ (Uγ
µU−1)Uψ = mUψ.

Â ÷àñòíîñòè, ïðåîáðàçîâàíèå (9.12) ñîîòâåòñòâóåò óíèòàðíîé ìàòðèöå:

U = U−1 =
1√
2

(
1 1
1 −1

)
, (9.16)

êîòîðàÿ ïåðåâîäèò ñïèíîðíîå ïðåäñòàâëåíèå â ñòàíäàðòíîå è íàîáîðîò.
Ñòîèò ïðîâåðèòü (lH137), ÷òî óíèòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå

U = U−1 =
1√
2

(
1 σy
σy −1

)
ïåðåâîäèò ñòàíäàðòíîå ïðåäñòàâëåíèå â òàêîå, â êîòîðîì óðàâíåíèå Äè-
ðàêà ñòàíîâèòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ñ äåéñòâèòåëüíûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè, à, ñëåäîâàòåëüíî, ðàñïàäàåòñÿ íà íåçàâèñèìûå óðàâíå-
íèÿ äëÿ äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòè ψ (ïðåäñòàâëåíèå Ìàéîðàíû).
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• Íà÷àâ â ïðåäûäóùåé ãëàâå ñ êâàòåðíèîííîãî îïèñàíèÿ ïðåîáðàçî-
âàíèé Ëîðåíöà è ýëåêòðîäèíàìèêè, ìû ïðèøëè ê íîâîìó ìàòåìàòè÷å-
ñêîìó îáúåêòó � ñïèíîðó. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ñïèíîðíîãî
ïîëÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì çàïèñûâàåòñÿ â òåðìèíàõ áèñïèíîðà � âåëè-
÷èíû, ñîñòîÿùåé èç äâóõ ñïèíîðîâ. Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êëàññè÷åñêóþ
òåîðèþ áèñïèíîðíîãî ïîëÿ, àíàëîãè÷íî ñêàëÿðíîìó èëè âåêòîðíîìó ïî-
ëÿì. Îíî îòëè÷àåòñÿ îò ïîñëåäíèõ òîëüêî ñâîéñòâàìè òðàíñôîðìàöèè
ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëîðåíöà. Èìåííî ýòè ñâîéñòâà, â êîíå÷íîì ñ÷¼òå,
è îïðåäåëÿþò ÿâíûé âèä óðàâíåíèé ïîëÿ.
Èñòîðè÷åñêèé ïóòü, êîòîðûé ïðèâ¼ë Äèðàêà â 1928 ã. ê åãî óðàâíå-

íèþ, áûë ñîâåðøåííî äðóãèì. Â ýòî âðåìÿ àêòèâíî ðàçâèâàëàñü êâàíòî-
âàÿ ìåõàíèêà. Áëàãîäàðÿ ðàáîòàì Ëóè äå Áðîéëÿ è Ýðâèíà Øðåäèíãåðà
áûëî çàïèñàíî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ,
êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿëà àìïëèòóäà âåðîÿòíîñòè íàõîæäåíèÿ ÷àñòèöû
â ïðîñòðàíñòâå. Ýòî óðàâíåíèå ïðåêðàñíî îïèñûâàëî ýôôåêò èíòåðôå-
ðåíöèè ÷àñòèö, êîãäà îíè âåäóò ñåáÿ ïîäîáíî âîëíàì. Êðîìå ýòîãî, óðàâ-
íåíèå Øðåäèíãåðà ïðèâîäèëî ê âåðíûì äèñêðåòíûì çíà÷åíèÿì ýíåðãèè
ýëåêòðîíà â àòîìå âîäîðîäà. Èñõîäíûå ðàññóæäåíèÿ äå Áðîéëÿ è Øðå-
äèíãåðà îñíîâûâàëèñü íà ðåëÿòèâèñòñêèõ ñîîáðàæåíèÿõ, â ðåçóëüòàòå
êîòîðûõ óñòàíàâëèâàëàñü ëèíåéíàÿ ñâÿçü p = ~k ìåæäó 4-âåêòîðîì èì-
ïóëüñà ÷àñòèöû p = {E,p} è âîëíîâûì 4-âåêòîðîì k = {ω, k}, îïðåäå-
ëÿþùèì ÿâëåíèÿ èíòåðôåðåíöèè. Îäíàêî, òàê êàê ðåëÿòèâèñòñêîå óðàâ-
íåíèå Øðåäèíãåðà íå ó÷èòûâàëî íàëè÷èå ó ýëåêòðîíà ñïèíà, îíî äàâàëî
óðîâíè ýíåðãèè àòîìà âîäîðîäà ñ áîëüøèìè îøèáêàìè. Ïîýòîìó Øðå-
äèíãåð ïåðåø¼ë ê åãî íåðåëÿòèâèñòñêîìó àíàëîãó, ãäå ñîãëàñèå îêàçàëîñü
ñóùåñòâåííî âûøå. Â äàëüíåéøåì, ðåëÿòèâèñòñêîå óðàâíåíèåØðåäèíãå-
ðà áûëî ïåðåîòêðûòî Êëåéíîì, Ãîðäîíîì, Ôîêîì è äðóãèìè ôèçèêàìè.
Ìàòåìàòè÷åñêè îíî ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ êëàññè÷åñêîãî ñêàëÿðíîãî
êîìïëåêñíîãî ïîëÿ (∂2 +m2)Ψ = 0. Óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè (ñîõðàíå-
íèå òîêà) äëÿ Ψ ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî âåðîÿòíîñòü íàõîæäåíèÿ ÷àñòèöû
â ïðîñòðàíñòâå (åñëè èíòåðïðåòèðîâàòü Ψ êàê àìïëèòóäó âåðîÿòíîñòè)
íå ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé (ñì. ñòð. 453), ÷òî íåäîïóñòèìî.
Íàäåÿñü ðåøèòü ýòó ïðîáëåìó Äèðàê èñêàë óðàâíåíèå, êîòîðîå èìå-

ëî áûëî áû ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè ïåðâîãî ïîðÿäêà, êàê è íåðåëÿòè-
âèñòñêîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà (ó êîòîðîãî âñ¼ íîðìàëüíî ñî çíàêîì
âåðîÿòíîñòè). Ïðè ýòîì ðåøåíèÿ òàêîãî óðàâíåíèå äîëæíû áûëè óäî-
âëåòâîðÿòü è ðåëÿòèâèñòñêîìó óðàâíåíèþ. Âûÿñíèëîñü, ÷òî ýòî ìîæíî
ñäåëàòü, åñëè Ψ áóäåò ÷åòûð¼õêîìïîíåíòíîé, à óðàâíåíèå ìàòðè÷íûì.
Òàê èñòîðè÷åñêè ïîÿâèëñÿ áèñïèíîð è ìàòðèöû Äèðàêà.
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9.2 Àëãåáðà ìàòðèö Äèðàêà

• Êðîìå ÷åòûðåõ ìàòðèö Äèðàêà γ0 è γ = {γ1, γ2, γ3} âàæíóþ ðîëü
èãðàþò èõ ïðîèçâåäåíèÿ:

α = γ0γ, γ5 = ı γ0γ1γ2γ3.

Ìàòðèöû ìîæíî çàïèñûâàòü â ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ γ̃µ = UγµU−1,
êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ëèíåéíûì êîìáèíàöèÿì áèñïèíîðà ψ̃ = Uψ. Ïðè-
âåäåì â ñïðàâî÷íûõ öåëÿõ íàèáîëåå ïîïóëÿðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ:
ñïèíîðíîå ïðåäñòàâëåíèå:

γ0 =

(
0 1
1 0

)
, γ =

(
0 −σ
σ 0

)
, α =

(
σ 0
0 −σ

)
, γ5 =

(
1 0
0 −1

)
,

ñòàíäàðòíîå ïðåäñòàâëåíèå èëè ïðåäñòàâëåíèå Äèðàêà:

γ0 =

(
1 0
0 −1

)
, γ =

(
0 σ
−σ 0

)
, α =

(
0 σ
σ 0

)
, γ5 =

(
0 1
1 0

)
,

ïðåäñòàâëåíèå Âåéëÿ:

γ0 =

(
0 1
1 0

)
, γ =

(
0 σ
−σ 0

)
, α =

(
−σ 0
0 σ

)
, γ5 =

(
−1 0
0 1

)
.

Â ñïèíîðíîì ïðåäñòàâëåíèè ìàòðèöà γ5 îïðåäåëÿåò òàê íàçûâàåìûå ïðî-
åêöèîííûå ìàòðèöû:

1

2
(1 + γ5) =

(
1 0
0 0

)
,

1

2
(1− γ5) =

(
0 0
0 1

)
,

�âûðåçàþùèå� ïðè äåéñòâèè íà áèñïèíîð âåðõíèé èëè íèæíèé ñïèíîðû.
Â âåéëåâñêîì ïðåäñòàâëåíèè ïðîåêöèîííûå ìàòðèöû ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè.
Ñòîèò íàéòè ìàòðèöó U ïåðåõîäà îò ñïèíîðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ê ïðåä-
ñòàâëåíèþ Âåéëÿ (lH138).
Ïðÿìûì ïåðåìíîæåíèåì ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ìàòðèö Äèðàêà

âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ àëãåáðà:

γµγν + γνγµ = 2gµν, (9.17)

ãäå gµν = diag(1,−1,−1,−1) � ìåòðè÷åñêèé òåíçîð 4-ïðîñòðàíñòâà, êî-
òîðûé óìíîæàåòñÿ íà åäèíè÷íóþ ìàòðèöó. Â ñîîòíîøåíèå (9.17) ìîæíî
âêëþ÷èòü è ìàòðèöó γ5 åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî g55 = 1. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü
ýòó àëãåáðó òîëüêî äëÿ îäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, òàê êàê îíà èíâàðèàí-
òà îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ γ̃µ = UγµU−1. Òàêèì îáðàçîì, êâàäðàò
ìàòðèö γ0 è γ5 ðàâåí 1, à êâàäðàò ìàòðèö γ1, γ2, γ3 ðàâåí −1. Åñëè èí-
äåêñû µ è ν ðàçëè÷íû, òî ìàòðèöû àíòèêîììóòèðóþò: γµγν = −γνγµ.
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Ìàòðèöû α îáëàäàþò ïîõîæåé àëãåáðîé, íî ñ ñèìâîëîì Êðîíåêåðà:

αiαj + αjαi = 2δij. (9.18)

Ìàòðèöû γ5 è α êîììóòèðóþò, à β = γ0 ñ γ5 è α � àíòèêîììóòèðóþò:

αγ5 = γ5α, βγ5 = −γ5β, βα = −αβ. (9.19)

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî (lH139) óæå ïðîâåðèòü íå ïåðåìíîæàÿ ìàòðè-
öû, à èñïîëüçóÿ àëãåáðó (9.17) è îïðåäåëåíèå α è β.
Íàì ïîòðåáóåòñÿ òàêæå ñëåäóþùèé íàáîð èç øåñòè ìàòðèö:

σµν =
1

2
(γµγν − γνγµ) = γµγν − gµν, (9.20)

ãäå âòîðîå ðàâåíñòâî çàïèñàíî ïðè ïîìîùè àëãåáðû (9.17). Çàìåòèì,
÷òî γµγν = σµν + gµν ðàçáèâàåòñÿ íà ñóììó ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà gµν

(óìíîæåííîãî íà åäèíè÷íóþ ìàòðèöó) è àíòèñèììåòðè÷íîãî ìàòðè÷íîãî
òåíçîðà σµν.
Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî èíäåêñû µ è ν ïåðå÷èñëÿþò ìàòðèöû σµν, à íå

ÿâëÿþòñÿ íîìåðàìè èõ êîìïîíåíò. Àíòèñèììåòðè÷íûé ìàòðè÷íûé òåí-
çîð σµν = −σνµ ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç äâà ìàòðè÷íûõ âåêòîðà. Òàê,
σ0i = γ0γi = αi èëè α = {σ01, σ02, σ03}. Òðè íåçàâèñèìûå ïðîñòðàíñòâåí-
íûå êîìïîíåíòû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç âåêòîðíóþ ìàòðèöó:

Σ = ı {σ23, σ31, σ12} = ı {γ2γ3, γ3γ1, γ1γ2} =
(
σ 0
0 σ

)
, (9.21)

ãäå çàïèñü ÷åðåç ìàòðèöû Ïàóëè ñïðàâåäëèâà äëÿ âñåõ ïðèâåäåííûõ âû-
øå ïðåäñòàâëåíèé (íî íå äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ!). ×åðåç âåêòîðíûå ìàòðè-
öû α è Σ òåíçîðíóþ ìàòðèöó σµν ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

σµν =


0 αx αy αz

−αx 0 −ıΣz ıΣy

−αy ıΣz 0 −ıΣx

−αz −ıΣy ıΣx 0

 , (9.22)

èëè èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ 3-é ãëàâû (ñòð. 180) σµν = (−α,−ıΣ).
Â ëþáîì ïðåäñòàâëåíèè ìîæíî ïðîâåðèòü (lH140), ÷òî

det γ0 = detγ = det γ5 = detα = detΣ = 1. (9.23)

Îïðåäåëèòåëü èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ñìåíû ïðåäñòàâëåíèÿ:

det(UΓU−1) = detU det Γ detU−1 = det Γ det(UU−1) = det Γ,

ïîýòîìó îïðåäåëèòåëè ìàòðèö áóäóò ðàâíû åäèíèöå â ëþáîì ïðåäñòàâ-
ëåíèè.
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• Ââåä¼ì ìàòðèöû Äèðàêà ñ íèæíèì èíäåêñîì:

γµ = gµνγ
ν = {γ0, −γ} = (γµ)+ = γ0γµγ0, (9.24)

ãäå êðåñòèê � ýòî ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå. Ñîîòíîøåíèå (γµ)+ = γ0γµγ0

ñïðàâåäëèâî äëÿ ïðåäñòàâëåíèé, ïîëó÷àþùèõñÿ èç ñïèíîðíîãî ïðè ïî-
ìîùè óíèòàðíîé ìàòðèöû U+U = 1 (lH141). Â òàêèõ ïðåäñòàâëåíèÿõ
(âñå ïðèâåäåííûå âûøå) β = γ0, γ5, α è Σ ÿâëÿþòñÿ ýðìèòîâûìè ìàò-
ðèöàìè, à (lH142)

(σµν)+ = −γ0σµνγ0. (9.25)

Ïî àíàëîãèè ñ êîâàðèàíòíûì òåíçîðíûì àíàëèçîì îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðè÷-
íûé òåíçîð σµν ñ íèæíèìè èíäåêñàìè, ïðè ïîìîùè ñâåðòêè σµν ñ äâóìÿ
ìåòðè÷åñêèìè òåíçîðàìè. Â ýòîì ñëó÷àå íóëåâûå êîìïîíåíòû ìåíÿþò
çíàê, à ïðîñòðàíñòâåííûå � íåò: σµν = (α,−ıΣ).

Âî âñåõ ïðèâåäåííûõ âûøå ïðåäñòàâëåíèÿõ ìàòðèöû γ0 è γ2 ñèììåò-
ðè÷íû, à γ1 è γ3 � àíòèñèììåòðè÷íû:

(γ0)T = γ0, (γ2)T = γ2, (γ1)T = −γ1, (γ3)T = −γ3.

Ïîäîáíîå ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ è â äðóãèõ ïðåäñòàâëåíèÿõ, êîòîðûå ïî-
ëó÷àþòñÿ ïðè ïîìîùè îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû UTU = 1. (ò.å. íå âî âñåõ
ïðåäñòàâëåíèÿõ). Ïðè ïîìîùè ìàòðèöû γ2 ýòè ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî çà-
ïèñàòü â âèäå îäíîãî (ñïðàâà èíäåêñ âíèçó!):

(γµ)T = γ2γµγ
2. (9.26)

Êðîìå ýòîãî èç (γµ)+ = (γµ)∗T = γµ ñëåäóåò, ÷òî ïðè êîìïëåêñíîì ñî-
ïðÿæåíèè ìàòðèöû ìåíÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: (γµ)∗ = γTµ = γ2γµγ2.

• Ïðè ïîìîùè àëãåáðû ìàòðèö Äèðàêà (9.17) ìîæíî âû÷èñëÿòü êîì-
ìóòàòîðû (íàïîìíèì, ÷òî [A,B] = AB −BA). Íàïðèìåð (lH143):

[γα, γµγν] = 2(gαµγν − gανγµ). (9.27)

Òàêîé æå ðåçóëüòàò ïîëó÷èòñÿ ïðè êîììóòèðîâàíèè γα ñ σµν. Ñâåðòêà
êîììóòàòîðà ñ gµν â ïðàâîé ÷àñòè (9.27) äà¼ò íîëü. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî
gµνγ

µγν = γµγµ ïðîïîðöèîíàëüíà åäèíè÷íîé ìàòðèöå. Äåéñòâèòåëüíî,
ïðè ïîìîùè àëãåáðû (9.17) äîêàæåì ÷òî

γµγµ = 4. (9.28)

Ïî îïðåäåëåíèþ γµ = gµνγ
ν è gµν = gνµ, ïîýòîìó:

γµγµ = gµνγ
µγν = gµν(−γνγµ + 2gµν) = −γµγµ + 2gµνg

µν.

Ïåðåíîñÿ γµγµ âëåâî è ó÷èòûâàÿ gµνg
µν = δµµ = 4, ïðèõîäèì ê (9.28).
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• Ïóñòü ìåæäó ñâåðòûâàþùèìèñÿ ìàòðèöàìè Äèðàêà ñòîèò ïðîèç-
âåäåíèå ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ìàòðèö Äèðàêà: γµAγµ, ãäå A = γλ1...γλn.
Äëÿ óïðîùåíèÿ òàêèõ âûðàæåíèé, îäíà èç ñâîðà÷èâàþùèõñÿ ìàòðèö ïðè
ïîìîùè àëãåáðû (9.17) ïåðåíîñèòñÿ êî âòîðîé, ïîñëå ÷åãî èõ ñâåðòêà óáè-
ðàåòñÿ ïî (9.28): Íàïðèìåð:

γµγνγµ = −γνγµγµ + 2gµνγµ = −4γν + 2γν = −2γν. (9.29)

Ïðèâåä¼ì íåñêîëüêî òàêèõ ñâ¼ðòîê:

γµγνγµ = −2γν,

γµγλγργµ = 4gλρ,

γµγλγνγργµ = −2γργνγλ,
γµγλγνγργσγµ = 2(γλγσγργν + γνγργσγλ).

Àíàëîãè÷íî óïðîùàþòñÿ âûðàæåíèÿ ñî ñâåðòêàìè ìàòðèö Äèðàêà, ñòî-
ÿùèìè â ïðîèçâîëüíûõ ìåñòàõ. Ìàòðèöû ñ îäèíàêîâûìè èíäåêñàìè ñî-
áèðàþòñÿ âìåñòå, ïîñëå ÷åãî ïðèìåíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (9.28).

• Ñëåä (ñóììà äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ) ìàòðèö Äèðàêà γµ, γ5 ðàâåí
íóëþ. Äëÿ ñëåäà ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö Äèðàêà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå
ñîîòíîøåíèÿ (èíäåêñû ðàâíû 0, ..., 5 è g00 = g55 = 1):

1

4
Tr(γµγν) = gµν, (9.30)

1

4
Tr(γλγµγνγρ) = gλµgνρ − gλνgµρ + gλρgµν. (9.31)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìî ïåðåíåñòè ïåðâóþ ìàòðèöó ïîä ñëåäîì
âïðàâî, ïðè ïîìîùè àëãåáðû (9.17), çàòåì, âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî
ïîä ñëåäîì ìîæíî äåëàòü öèêëè÷åñêóþ ïåðåñòàíîâêó, ïîëó÷èòü èñõîäíîå
âûðàæåíèå. Òàê:

Tr(γµγν) = Tr(−γνγµ + 2gµν) = −Tr(γµγν) + 2gµν Tr 1.

Òàê êàê Tr 1 = 4, ïîëó÷àåì (9.30) è àíàëîãè÷íî (9.31). Ñëåä íå÷åòíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö Äèðàêà ðàâåí íóëþ (íàïðèìåð, Tr(γµγνγλ) = 0,
èíäåêñû 0...3). Ýòî ìîæíî ïîêàçàòü (lH144), óìíîæèâ âûðàæåíèå ïîä
ñëåäîì íà 1 = γ5γ5 (γ5 àíòèêîììóòèðóåò ñî âñåìè ìàòðèöàìè Äèðàêà).
Ñëåä γ5 ñ äâóìÿ è ÷åòûðüìÿ ìàòðèöàìè Äèðàêà ðàâåí (lH145):

Tr(γ5γµγν) = 0,

Tr(γ5γλγµγνγρ) = 4ı ελµνρ,

ãäå ελµνρ � òåíçîð Ëåâè-×åâèòû (ε0123 = −1). Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöó γ5

ìîæíî òàêæå çàïèñàòü â âèäå γ5 = (ı/4!)ελµνργ
λγµγνγρ.
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•Ìàòðèöû γ5, σµν èëè γ5, α, Σ, âìåñòå ñ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé îáðàçó-
þò çàìêíóòóþ àëãåáðó, â òîì ñìûñëå, ÷òî èõ ïðîèçâåäåíèÿ âûðàæàþòñÿ
ñíîâà ÷åðåç ýòè æå ìàòðèöû. Òàê:

γ5α = αγ5 = Σ, γ5Σ = Σγ5 = α. (9.32)

Ýòè ôîðìóëû ïðîùå âñåãî ïðîâåðèòü â ëþáîì êîíêðåòíîì ïðåäñòàâëå-
íèè. Ïîíÿòíî, ÷òî ïðè ïðåîáðàçîâàíèè Γ̃ = UΓU−1 ýòè è èì ïîäîáíûå
ñîîòíîøåíèÿ íå èçìåíÿòñÿ. Äëÿ îïèñàíèÿ àëãåáðû ìàòðèö α è Σ óäîáíî
ñêàëÿðíî óìíîæèòü èõ íà äâà ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðà a è b. Ñíîâà âû-
áèðàÿ, íàïðèìåð, ñïèíîðíîå ïðåäñòàâëåíèå è, èñïîëüçóÿ àëãåáðó ìàòðèö
Ïàóëè (ñòð. 508), ïîëó÷àåì:

(aα)(bα) = (aΣ)(bΣ) = ab + ı[a× b]Σ. (9.33)

(aα)(bΣ) = (aΣ)(bα) = ab γ5 + ı [a× b]α. (9.34)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ïðè óìíîæåíèè ìàòðèö α è Σ âîçíèêàåò ìàòðè-
öà γ5, ïîýòîìó áåç íå¼ àëãåáðà áóäåò íåçàìêíóòà. Ïðè ïîìîùè ýòèõ òîæ-
äåñòâ ìîæíî ïîëó÷àòü ðàçëè÷íûå ïðîèçâîäíûå ñîîòíîøåíèÿ. Íàïðèìåð,
îïóñêàÿ âåêòîð a (îí ïðîèçâîëüíûé!) â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå, èìååì:

Σ(bα) = b γ5 + ı [b×α], (9.35)

ãäå âåêòîð a áûë ïðåäâàðèòåëüíî âíåñåí èç âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
(ïðàâèëî âûòàëêèâàíèÿ). Àíàëîãè÷íî, òîæäåñòâî (9.34) äà¼ò çíà÷åíèå
êîììóòàòîðà:

[aΣ, bα] = 2ı [a× b]α. (9.36)

Èç (9.33) ñëåäóþò êîììóòàòîðû äëÿ âåêòîðíûõ ìàòðèö ìåæäó ñîáîé:

[aα, bα] = [aΣ, bΣ] = 2ı [a× b]Σ. (9.37)

Åñëè îïóñòèòü âåêòîðû a è b, òî âìåñòî âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèå íåîá-
õîäèìî áóäåò íàïèñàòü ñèìâîë Ëåâè-×åâèòû εijk Σk. Ìàòðèöà γ5 â ñîîò-
âåòñòâèè ñ (9.32) êîììóòèðóåò ñ α è Σ.

Â ïðåäñòàâëåíèÿõ â êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî ïðàâèëî òðàíñïîíèðîâàíèÿ
ìàòðèö Äèðàêà (9.26), ñòð. 568 âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ (lH146):

(γ5)T = γ5, αT = −γ2αγ2, ΣT = γ2Σγ2 (9.38)

Èç òîæäåñòâ (9.33) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ åäèíè÷íîãî âåêòîðà n2 = 1 èìå-
åò ìåñòî (nΣ)2 = (nα)2 = 1. Ïîýòîìó, ðàñêëàäûâàÿ ýêñïîíåíòó â ðÿä,
ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå: eϕnα = chϕ + nα shϕ è àíà-
ëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèå äëÿ Σ. Êðîìå ýòîãî eϕγ

5

= chϕ+ γ5 shϕ.
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• Ëþáàÿ ìàòðèöà 2x2 ñ ÷åòûðüìÿ êîìïëåêñíûìè ýëåìåíòàìè ìîæåò
áûòü ðàçëîæåíà ïî áàçèñó, ñîñòîÿùåìó èç åäèíè÷íîé ìàòðèöû è òðåõ
ìàòðèö Ïàóëè σ. Àíàëîãè÷íî, ëþáàÿ ìàòðèöà 4x4 èìååò 16 ýëåìåíòîâ è
ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà ïî øåñòíàäöàòè ìàòðèöàì (µ < ν):

Γa = { 1, γ5, γµ, γµγ5, σµν },

êîòîðûå ñîñòàâëÿþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö 4x4. Ìàòðèöû σµν, êàê
ìû âèäåëè, ýêâèâàëåíòíû äâóì ïàðàì âåêòîðíûõ ìàòðèö α è −ıΣ, êî-
òîðûå ìîæíî èñïîëüçîâàòü â áàçèñå âìåñòî σµν:

Γa = { 1, γ5, γµ, γµγ5, α, −ıΣ }.

Â ñïèíîðíîì ïðåäñòàâëåíèè ñëåä âñåõ ìàòðèö áàçèñà Γa, êðîìå åäèíè÷-
íîé Γ0 = 1, ðàâåí íóëþ. Ñëåä èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî óíèòàðíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ Γ̃a = UΓaU

+, ïîýòîìó â ëþáîì òàêîì ïðåäñòàâëåíèè:

1

4
Tr Γa = δ0a.

Ïðè ïîìîùè (9.30), (9.31) ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî

1

4
Tr(Γa Γ

+
b ) = δab.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû M âñåãäà ìîæíî çàïèñàòü:

M =
16∑
a=1

caΓa, (9.39)

ãäå ca � êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ (ïðîåêöèè ìàòðèöûM
íà áàçèñíûå ìàòðè÷íûå âåêòîðû Γa) ðàâíû:

ca =
1

4
Tr(MΓ+

a ).

Åñëè ìàòðèöàM íóëåâàÿ (âñå ýëåìåíòû íóëè), òî êîýôôèöèåíòû å¼ ðàç-
ëîæåíèÿ ïî áàçèñó áóäóò ðàâíû íóëþ.

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ΓaΓb âñåãäà ïðåäñòàâèìà â ôîðìå (9.39), ò.å.
ïðîèçâåäåíèå áàçèñíûõ ìàòðèö ñíîâà äàåò íåêîòîðóþ ëèíåéíóþ êîìáè-
íàöèþ áàçèñíûõ ìàòðèö. Ïîýòîìó, â ÷àñòíîñòè, ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïðî-
èçâîëüíûõ ìàòðèö 4x4, çàïèñàííûõ â ôîðìå (9.39), ñíîâà ïðèâåä¼ò ê
àíàëîãè÷íîìó ðàçëîæåíèþ.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî äåâÿòü ìàòðèö áàçèñà Γa ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâûìè:
{1, γ5, γ0, γγ5, α}, îñòàëüíûå ñåìü: {γ0γ5, γ, −ıΣ} � àíòèýðìèòîâûìè
(ïðè ýðìèòîâîì ñîïðÿæåíèè ó íèõ ïîÿâëÿåòñÿ çíàê ìèíóñ).
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9.3 Ïðåîáðàçîâàíèå áèñïèíîðà

Äâóõêîìïîíåíòíûå ñïèíîðû, ïî îïðåäåëåíèþ, ïðåîáðàçóþòñÿ ïðè ïî-
ìîùè ìàòðèöû 2x2, ñ åäèíè÷íûì îïðåäåëèòåëåì (ãðóïïà SL(2, C)). Çà-
ïèøåì ýòó ìàòðèöó (ñòð. 542), âûäåëèâ äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè
â å¼ ïàðàìåòðàõ:

S = c0 + ıc1 + (a+ ıb)σ.

Òàê êàê SS̄ = I, òî ñóùåñòâóåò ñâÿçü (c0 + ıc1)
2 − (a + ıb)2 = 1. Ìàò-

ðèöà S ïðåîáðàçóåò ñïèíîð áåç òî÷êè ñ âåðõíèì èíäåêñîì: χµ = Sµνχν.
Ïðåîáðàçîâàíèå æå ñïèíîðà ñ íèæíèì èíäåêñîì âûãëÿäèò òàê:

χ′µ = εµνχ
′ν = εµνSνλ χλ = εµνSνλ χτε

τλ = −(εSε) τ
µ χτ .

Ñïèíîð ñ íèæíèì èíäåêñîì è òî÷êîé, ïðåîáðàçóåòñÿ êàê êîìïëåêñíîå
ñîïðÿæåíèå ñïèíîðà áåç òî÷êè:

ξ′•
µ
= −(εS∗ε)

•
τ

•
µ
ξ•
τ

(íàïîìíèì, ÷òî ε � äåéñòâèòåëüíà). Êâàäðàò ìàòðèöû ε ðàâåí ε2 = −1 è
εσε = σT = σ∗, ïîýòîìó:

−εS∗ε = c0 − ıc1 − (a− ıb)σ.
Çàïèøåì ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ áèñïèíîðà ψ = (χν ξ•

µ
)T ≡ (χ ξ)T :

ψ′ =

(
χ′

ξ′

)
=

(
S 0
0 −εS∗ε

)(
χ

ξ

)
= Sψ.

Ó÷èòûâàÿ ÿâíûé âèä ìàòðèö â ñïèíîðíîì ïðåäñòàâëåíèè, îêîí÷àòåëüíî,
ïîëó÷àåì:

S = c0 + ıc1γ
5 + aα+ ıbΣ. (9.40)

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå ψ′ = Sψ ñ òàêîé ìàòðèöåé ñïðà-
âåäëèâî â ëþáîì ïðåäñòàâëåíèè ψ̃ = Uψ, Γ̃ = UΓU−1, à íå òîëüêî â ñïè-
íîðíîì. Îáðàòèì âíèìàíèå íà íàëè÷èå ìàòðèöû γ5. ×àñòî å¼ èãíîðèðó-
þò, îãðàíè÷èâàÿñü òîëüêî ìàòðèöàìè α, Σ èëè èõ êîâàðèàíòíûì àíà-
ëîãîì σµν. Â ñëó÷àå áóñòîâ èëè ïðîñòðàíñòâåííûõ âðàùåíèé ñêàëÿðíàÿ
÷àñòü êâàòåðíèîíîâ ïðåîáðàçîâàíèé äåéñòâèòåëüíà è c1 = 0. Ïîýòîìó,
â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà γ5 íå âîçíèêàåò. Îäíàêî óæå êîìïîçèöèÿ ïðîèç-
âîëüíîãî áóñòà è âðàùåíèÿ ïðèâîäèò ê γ5. Ñâÿçàíî ýòî ñ òåì ôàêòîì,
÷òî σµν èëè α, Σ íå îáðàçóþò çàìêíóòîé àëãåáðû îòíîñèòåëüíî óìíîæå-
íèÿ. Êàê áûëî ïîêàçàíî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå òàêóþ àëãåáðó, íàðÿäó
ñ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé, èìåþò ìàòðèöû α, Σ è γ5. Ïîýòîìó ïîñëåäíÿÿ
íåèçáåæíî ïîÿâëÿåòñÿ â ìàòðèöå ïðåîáðàçîâàíèÿ áèñïèíîðà îòíîñèòåëü-
íî îáùèõ ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà.



ÁÈÑÏÈÍÎÐÛ 573

Îáðàòíûé êâàòåðíèîí ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëó÷àåòñÿ èç èñõîäíîãî, ñî-
ïðÿæåíèåì SS̄ = I, ò.å. ñìåíîé çíàêà ó âåêòîðíûõ êîìïîíåíò. Ïîýòîìó,
äëÿ çàïèñè îáðàòíîé ìàòðèöû S−1 íåîáõîäèìî èçìåíèòü çíàê ó âåêòî-
ðîâ a è b. Äåéñòâèòåëüíî, ïðÿìûì ïåðåìíîæåíèåì ñ ó÷åòîì òîæäåñòâ
(9.32)-(9.34) è ñîîòíîøåíèé c20− c21− a2+b2 = 1, c0c1 = ab, ñëåäóþùèõ
èç ñâÿçè êîýôôèöèåíòîâ êâàòåðíèîíà, íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî:

S−1 = c0 + ıc1γ
5 − aα− ıbΣ. (9.41)

Åñëè ââåñòè àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð ωµν = 2(−a, −b), êîìïîíåí-
òû êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòüþ âåêòîðíûõ
êîìïîíåíò êâàòåðíèîíà è ìàòðèöó σµν = (−α,−ıΣ), òî ìàòðèöû ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ áèñïèíîðà ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

S = c0 + ıc1γ
5 +

1

4
ωµνσ

µν, S−1 = c0 + ıc1γ
5 − 1

4
ωµνσ

µν. (9.42)

Äëÿ ëîðåíöåâñêîãî áóñòà ñî ñêîðîñòüþ v è ïðîñòðàíñòâåííîãî âðàùå-
íèÿ íà óãîë ϕ âîêðóã åäèíè÷íîãî âåêòîðà n ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèÿ
áèñïèíîðà âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì.(8.93), ñòð. 542):

L = ch
(α
2

)
− sh

(α
2

)
mα, R = cos

(
ϕ

2

)
+ ı sin

(
ϕ

2

)
nΣ, (9.43)

ãäå thα = v, m = v/v (íå ïóòàòü ïàðàìåòð α ñ òðîéêîé ìàòðèö α).
Ïåðåìíîæåíèå ìàòðèö L è R ïðè ïðîèçâîëüíîì çíà÷åíèè èõ ïàðàìåòðîâ
äàñò ìàòðèöó îáùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî ïðè ýòîì äîïîë-
íèòåëüíî ê ìàòðèöàì α è Σ ïîÿâèòñÿ ìàòðèöà γ5.
Ïðè áåñêîíå÷íî ìàëîì ïðåîáðàçîâàíèè δv = αm è δϕ = ϕn ñèíóñû

è êîñèíóñû â (9.43) ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä è ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèé
ïðèíèìàþò âèä:

L ≈ 1− 1

2
δvα, R ≈ 1 +

ı

2
δϕΣ.

Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè òàêàÿ êîìïîçèöèÿ ëîðåíöåâñêîãî áóñòà è ïîâî-
ðîòà âûïîëíåííàÿ â ëþáîì ïîðÿäêå, ðàâíà:

S = LR ≈ RL ≈ 1− 1

2
δvα+

ı

2
δϕΣ = 1 +

1

4
ωµνσ

µν, (9.44)

ãäå ωµν = (δv, −δϕ). Â ýòîì ïðèáëèæåíèè ñêàëÿðíàÿ ÷àñòü êâàòåðíèî-
íà äåéñòâèòåëüíà, ïîýòîìó, â îòëè÷èå îò (9.42), ìàòðèöà γ5 íå âîçíèêàåò.
Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ (lH147) ïðåäëàãàåòñÿ óáåäèòüñÿ, ÷òî àíòèñèì-
ìåòðè÷íàÿ ìàòðèöà ωµ

ν = gµαωαν ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé áåñêîíå÷íî ìàëîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ 4-âåêòîðîâ: x′µ ≈ xµ + ωµ

νx
ν.
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• Íàéä¼ì ñâÿçü ìàòðèöû S ïðåîáðàçîâàíèÿ ñïèíîðà è ìàòðèöû Λµ
ν

ïðåîáðàçîâàíèÿ 4-âåêòîðà:

ψ(x) 7→ ψ′(x′) = Sψ(x), xµ 7→ x′µ = Λµ
νx

ν, (9.45)

ãäå Λµ
ν ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ãðóïïû Ëîðåíöà (ñ÷èòàåì, ÷òî Λ0

0 > 0).
Çàïèøåì óðàâíåíèå Äèðàêà â øòðèõîâàííîé ñèñòåìå îòñ÷åòà:

ıγµ∂′µψ
′(x′) = mψ′(x′).

Ïðîèçâîäíàÿ ∂µ ïðåîáðàçóåòñÿ êàê è ëþáîé 4-âåêòîð â ñîîòâåòñòâèè ñî
âòîðûì ñîîòíîøåíèåì (9.45):

∂′µ = gµα∂
′α = gµαΛ

α
β ∂

β = gµαΛ
α
β g

βν ∂ν = Λ̃ ν
µ ∂ν. (9.46)

Ïîýòîìó â íåøòðèõîâàííîé ñèñòåìå óðàâíåíèå Äèðàêà èìååò âèä:

ıγµ Λ̃ ν
µ ∂ν Sψ(x) = mSψ(x).

Óìíîæàÿ åãî ñëåâà íà S−1 è òðåáóÿ, ÷òîáû ïîëó÷èëîñü èñõîäíîå óðàâíå-
íèå ıγν∂νψ = mψ, èìååì:

S−1γµS Λ̃ ν
µ = γν.

Ýòî ñîîòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåé ñâÿçè S è Λ:

S−1γµ S = Λµ
λγ

λ, (9.47)

÷òî ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ïðè ïîìîùè óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè ëîðåíöåâ-
ñêîé ìàòðèöû: Λ̃ ν

µ Λµ
λ = δνλ, ñì. ñòð. 139. Â êà÷åñòâå ïîëåçíîãî óïðàæ-

íåíèÿ (lH148) ïðåäëàãàåòñÿ åù¼ ðàç íàéòè ìàòðèöó S ïðè áåñêîíå÷íî
ìàëîì ïðåîáðàçîâàíèè Ëîðåíöà. Äëÿ ýòîãî å¼ íåîáõîäèìî çàïèñàòü â âè-
äå S ≈ 1 + Ω, íàéäÿ ïðè ïîìîùè (9.47) ìàòðèöó Ω.
Èç èíâàðèàíòíîñòè ψ̄′ψ′ = ψ′+γ0ψ′ = ψ+S+γ0Sψ = ψ+γ0ψ ñëåäóåò,

÷òî S+γ0S = γ0 èëè
S−1 = γ0S+γ0. (9.48)

Ïðè ïîìîùè ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ, ñòîèò ïðîâåðèòü (9.41). Â ïðåäñòàâëå-
íèÿõ â êîòîðûõ ñïðàâåäëèâû ïðàâèëà òðàíñïîíèðîâàíèÿ (9.38), ñòð. 570,
èç (9.40) è ýðìèòîâîñòè ìàòðèö, âõîäÿùèõ â S íåñëîæíî ïîëó÷èòü:

S+ = −γ2STγ2. (9.49)

Îòìåòèì òàêæå, ïðåîáðàçîâàíèå ñîïðÿæåííîãî áèñïèíîðà:

ψ̄(x) 7→ ψ̄′(x′) = ψ̄(x)S−1, (9.50)

êîòîðîå íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç (9.48) è (9.45).



ÁÈÑÏÈÍÎÐÛ 575

• Ñîîòíîøåíèå (9.47) ïîçâîëÿåò óñòàíàâëèâàòü òðàíñôîðìàöèîííûå
ñâîéñòâà ðàçëè÷íûõ âûðàæåíèé ñîäåðæàùèõ ñïèíîðû è ìàòðèöû Äè-
ðàêà (ò.í. áèëèíåéíûå ôîðìû). Äîêàæåì, íàïðèìåð, åù¼ ðàç, ÷òî ψ̄γµψ
ïðåîáðàçóåòñÿ êàê 4-âåêòîð:

ψ̄′γµψ′ = ψ̄S−1γµSψ = Λµ
ν ψ̄γ

νψ.

Àíàëîãè÷íî, 4-òåíçîðîì áóäåò âûðàæåíèå â êîòîðîì ìåæäó ñîïðÿæåí-
íûì ñïèíîðîì è ñïèíîðîì íàõîäèòñÿ ïðîèçâåäåíèå ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà
ìàòðèö Äèðàêà. Íàïðèìåð:

ψ̄γµγνψ 7→ ψ̄S−1γµγνSψ = ψ̄S−1γµSS−1γνSψ = Λµ
αΛ

ν
β ψ̄γ

αγβψ.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì 4-òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà.
Â ÷àñòíîñòè ψ̄σµνψ ÿâëÿåòñÿ àíòèñèììåòðè÷íûì 4-òåíçîðîì. Î÷åâèäíî
òàêæå, ÷òî ψ̄ψ � ýòî ñêàëÿð (èíâàðèàíò ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà).
Ìàòðèöà S ïðåîáðàçîâàíèÿ ñïèíîðà çàâèñèò òîëüêî îò α, Σ è γ5, ñ

êîòîðûìè γ5 êîììóòèðóåò, ïîýòîìó:

Sγ5 = γ5S. (9.51)

Â ðåçóëüòàòå, 4-âåêòîðîì îêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèé ïñåâäîâåêòîð: ψ̄γµγ5ψ
(ñìûñë ïðèñòàâêè �ïñåâäî� ïðîÿñíèòñÿ íà ñòð. 628, ïðè èçó÷åíèè äèñêðåò-
íûõ ñèììåòðèé). Äåéñòâèòåëüíî:

ψ̄γµγ5ψ 7→ ψ̄S−1γµγ5Sψ = ψ̄S−1γµSγ5ψ = Λµ
ν ψ̄γ

µγ5ψ.

Êîìáèíàöèÿ ψ̄γ5ψ íàçûâàåòñÿ ïñåâäîñêàëÿðîì è, êàê ëåãêî âèäåòü, îíà
èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà.
Íàïîìíèì (ñòð. 571), ÷òî ëþáóþ ìàòðèöó 4x4 ìîæíî ðàçëîæèòü ïî áà-

çèñó èç 16 ìàòðèö Γa = { 1, γ5, γµ, γµγ5, σµν }. Êàæäàÿ èç ýòèõ
ìàòðèö â áèëèíåéíîì âûðàæåíèè ψ̄Γaψ ïðèíèìàåò ïîíÿòíûé ñìûñë îò-
íîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà. Ïîýòîìó, ëþáàÿ áèëèíåéíàÿ ôîð-
ìà ñ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöåé 4x4, íàõîäÿùàÿñÿ ìåæäó ψ̄ è ψ ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà â âèäå íåêîòîðîãî êîâàðèàíòíîãî âûðàæåíèÿ. Êîýôôèöè-
åíòû ðàçëîæåíèÿ òàêîãî âûðàæåíèÿ ïî áàçèñíûì ìàòðèöàì, â ñâîþ î÷å-
ðåäü, ÿâëÿþòñÿ ñêàëÿðàìè, 4-âåêòîðàìè èëè òåíçîðàìè.
Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ψ̄ = ψ+γ0 ìîæíî çàïèñûâàòü áèëèíåéíûå ôîð-

ìû è â âèäå ψ+...ψ. Íàïðèìåð, òàê êàê γ0Σ = γγ5, òî âûðàæåíèÿ ψ+γ5ψ
è ψ+Σψ ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè 4-âåêòîðà.
Îòìåòèì òàêæå èíâàðèàíòíîñòü âûðàæåíèÿ:

ψTγ0γ2ψ = inv,

êîòîðóþ íåñëîæíî äîêàçàòü ïðè ïîìîùè (9.48) è (9.49).
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9.4 Ëàãðàíæåâ ôîðìàëèçì

• Óðàâíåíèÿ ïîëÿ áóäóò êîâàðèàíòíûìè, åñëè ëàãðàíæèàí èíâàðè-
àíòåí îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà. Êàê ìû âûÿñíèëè, êîì-
áèíàöèÿ ψ̄ψ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì, à ψ̄γµψ � 4-âåêòîðîì. Ëåãêî ïðîâå-
ðèòü, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (9.8), ñòð.562 ñïðàâåäëèâû è äëÿ êîìáèíàöèé âèäà
χαχ̃∗β, ãäå χ̃α ñïèíîð, îòëè÷íûé îò χα. Ïîýòîìó 4-âåêòîðîì ïî èíäåêñó µ
áóäåò è ψ̄γµ∂νψ (õîòÿ ∂νψ îòëè÷àåòñÿ îò ψ, íî îí òàêæå ñîñòîèò èç äâóõ
ñïèíîðîâ). Ïîýòîìó èíâàðèàíòàìè îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåí-

öà áóäóò êîìáèíàöèè ψ̄γµ∂µψ è ψ̄γµ
←
∂µψ, ãäå ñòðåëêà íàä ïðîèçâîäíîé

îçíà÷àåò, ÷òî îíà äåéñòâóåò âëåâî (íà ñîïðÿæåííûé áèñïèíîð ψ̄).
Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ïîëÿ ïîëó÷àòñÿ, åñëè ëàãðàíæèàí áóäåò êâàäðà-

òè÷åí ïî ïîëÿì. Íàêîíåö, äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ áó-
äóò ïåðâîãî ïîðÿäêà, åñëè ïðîèçâîäíàÿ âõîäèò â ëàãðàíæèàí ëèíåéíûì
îáðàçîì. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëåäóþùèé ëàãðàíæèàí:

L = ψ̄(γν p̂ν −m)ψ = ıψ̄γν∂νψ −mψ̄ψ. (9.52)

Ñòîèò (lH149), åãî çàïèñàòü â òåðìèíàõ äâóõ ñïèíîðîâ èç êîòîðûõ ñîñòî-
èò áèñïèíîð ψ = (χ ξ)T . Êàê è â ñëó÷àå êîìïëåêñíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ
(ñòð. 452), äëÿ ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèé Ëàãðàíæà íåîáõîäèìî ðàññìàòðè-
âàòü âñå ñòåïåíè ñâîáîäû ïîëÿ (ò.å. åãî äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìûå ÷àñòè).
Âìåñòî êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ ìîæíî âçÿòü ñîïðÿæåííûé áèñïèíîð
ψ̄ = ψ+γ0, ðàññìàòðèâàÿ åãî êàê íåçàâèñèìîå ïîëå íàðÿäó ñ èñõîäíûì
áèñïèíîðîì ψ. Óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà â ýòîì ñëó÷àå èìåþò âèä:

∂ν

(
∂L

∂(∂νψ)

)
=
∂L
∂ψ

, ∂ν

(
∂L

∂(∂νψ̄)

)
=
∂L
∂ψ̄

.

Ýòè óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ìàòðè÷íûìè, ò.ê. èíäåêñû ó ψ è ψ̄ îïóùåíû.
Áåðÿ ïðîèçâîäíûå ëàãðàíæèàíà (9.52), ïîëó÷àåì (lH150) óðàâíåíèå Äè-
ðàêà (9.4) è åãî ñîïðÿæåííóþ âåðñèþ (9.11):

(ıγµ∂µ −m)ψ = 0, ψ̄(γµ
←
∂µ +m) = 0.

Åñëè ψ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, òî ëàãðàíæèàí (9.52)
ðàâåí íóëþ è ñëåäîâàòåëüíî ýêñòðåìàëüíîå äåéñòâèå òàêæå íóëåâîå.
Ëàãðàíæèàí èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðóïïû U(1)

âèäà ψ 7→ eıαψ, ãäå α � êîíñòàíòà. Ïîýòîìó, â ñèëó òåîðåìû Í¼òåð (7.55),
ñòð. 452, äîëæåí ñîõðàíÿòñÿ òîê:

jν = ıψ̄
∂L

∂(∂µψ̄)
− ı ∂L

∂(∂µψ)
ψ = ψ̄γµψ,

êîòîðûé ìû ðàíåå ïîëó÷èëè íåïîñðåäñòâåííî èç óðàâíåíèé äâèæåíèÿ.
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Êàíîíè÷åñêèé òåíçîð ýíåðãèè èìïóëüñà äëÿ áèñïèíîðíîãî ïîëÿ Äè-
ðàêà èìååò âèä

T µν = ∂νψ̄
∂L

∂(∂µψ̄)
+

∂L
∂(∂µψ)

∂νψ − gµνL.

Áåðÿ ïðîèçâîäíóþ îò ëàãðàíæèàíà (9.52) è ó÷èòûâàÿ óðàâíåíèÿ äâèæå-
íèÿ (L = 0), èìååì:

T µν = ıψ̄γµ∂νψ. (9.53)

Ýòîò òåíçîð íåñèììåòðè÷åí T µν ̸= T νµ, è äà¼ò ñëåäóþùèå ïëîòíîñòü
ýíåðãèè W = T 00 è èìïóëüñà P i = T 0i:

W = ψ+(αp̂+mβ)ψ, P = ψ+p̂ψ, (9.54)

ãäå ñíîâà ââåäåí îïåðàòîð p̂ = −ı∇, ìàòðèöû α = γ0γ, β = γ0, à äëÿ
ïëîòíîñòè ýíåðãèè ó÷òåíî óðàâíåíèå (9.6), ñòð. 561.

Ëàãðàíæèàí, ïðèâîäÿùèé ê óðàâíåíèþ Äèðàêà, ìîæíî çàïèñàòü íå
åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Íàïðèìåð, âìåñòî (9.52) ìîæíî âçÿòü ñëåäóþùèé
èíâàðèàíò:

L2 =
ı

2
ψ̄γµ(∂µ −

←
∂µ)ψ −mψ̄ψ. (9.55)

Â îòëè÷èå îò (9.52) ñîîòâåòñòâóþùåå äåéñòâèå ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëü-

íûì. Ëàãðàíæèàíû (9.52) è (9.55) îòëè÷àþòñÿ íà 4-äèâåðãåíöèþ îò òîêà
(lH151):

L = L2 +
ı

2
∂µ(ψ̄γ

µψ)

è ïðèâîäÿò ê îäèíàêîâûì óðàâíåíèÿì ïîëÿ è âûðàæåíèÿì äëÿ òîêà.
Êðîìå ýòîãî, (9.55) òàêæå îáðàùàåòñÿ â íîëü íà ðåøåíèÿõ óðàâíåíèÿ
Äèðàêà. Òåì íå ìåíåå, òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ëàãðàíæèàíà (9.55) îò-
ëè÷àåòñÿ îò (9.53) è ðàâåí:

T µν
2 =

ı

2
ψ̄γµ(∂ν −

←
∂ν)ψ = T µν − ı

2
∂ν(ψ̄γµψ).

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ðàçíèöà ìåæäó òåíçîðàìè àâòîìàòè÷åñêè óäîâëå-
òâîðÿåò óðàâíåíèþ íåïðåðûâíîñòè òàê êàê 4-òîê jµ = ψ̄γµψ ñîõðàíÿåòñÿ.
Ïëîòíîñòü ýíåðãèè è èìïóëüñà ïîëÿ äëÿ T µν

2 ðàâíû:

W2 = W − ı

2
∂0(ψ+ψ), P2 = P+

ı

2
∇(ψ+ψ).

Ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó, â ñèëó ñîõðàíåíèÿ òîêà, ïîë-
íûé çàðÿä (èíòåãðàë îò j0 = ψ+ψ) ñîõðàíÿåòñÿ (íå çàâèñèò îò âðåìåíè),
ïîýòîìó ñóììàðíûå ýíåðãèÿ è èìïóëüñ ëàãðàíæèàíîâ (9.52) è (9.55), êàê
ýòî è äîëæíî áûòü, ñîâïàäàþò.
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• Íàéä¼ì ïðè ïîìîùè òåîðåìû Í¼òåð òåíçîð ñïèíà ïîëÿ Äèðàêà. Ïî-
ëåâîé èíäåêñ k â îáùèõ ñîîòíîøåíèÿõ (ñòð. 447) ïðèíèìàåò 8 çíà÷åíèé
(4 ñïèíîðíûå êîìïîíåíòû è ó êàæäîé åñòü äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ
÷àñòè). Ïî-ïðåæíåìó âìåñòî ðàçáèåíèÿ áèñïèíîðà íà äåéñòâèòåëüíóþ è
ìíèìóþ ÷àñòè, ðàññìàòðèâàåì áèñïèíîð ψ è åãî ñîïðÿæåíèå ψ̄ â êà÷å-
ñòâå íåçàâèñèìûõ ïîëåé. Â ýòîì ñëó÷àå âûðàæåíèå äëÿ òåíçîðà ñïèíà
ïðèíèìàåò âèä:

Sµ,αβ =
∂L

∂(∂µψ)
Y αβ + Ȳ αβ ∂L

∂(∂µψ̄)
,

ãäå îñòàâøèåñÿ 4 çíà÷åíèÿ èíäåêñà k �óïðÿòàíû� â ìàòðè÷íîé çàïèñè áèñ-
ïèíîðíîãî âûðàæåíèÿ (áèñïèíîðàìè ÿâëÿþòñÿ âåëè÷èíû Yαβ äëÿ êàæ-
äîãî çíà÷åíèÿ èíäåêñîâ α è β; ïðîèçâîäíàÿ ëàãðàíæèàíà ïî ∂µψ � òàêæå
áèñïèíîð). Ó÷èòûâàÿ ïðåîáðàçîâàíèå (9.44), ñòð. 573 èìååì (lH152):

Y αβ =
∂ψ′

∂ωαβ
=
∂(1 + ωµνσ

µν/4 + ...)ψ

∂ωαβ
=

1

2
σαβψ.

Èñïîëüçóÿ ëàãðàíæèàí L = ψ̄(ıγµ∂µ −m)ψ, ïîëó÷àåì:

Sµ,αβ =
ı

2
ψ̄γµσαβψ. (9.56)

Ïðîñòðàíñòâåííûå ïî α, β êîìïîíåíòû ïðè µ = 0 äàþò ïëîòíîñòü 3-
âåêòîðà ñïèíà S = {S0,23, S0,31, S0,12}:

S =
1

2
ψ+Σψ =

1

2
ψ̄ γγ5 ψ =

1

2
χ+σχ+

1

2
ξ+σξ, (9.57)

ãäå âòîðîå ðàâåíñòâî çàïèñàíî ñ ó÷¼òîì ñîîòíîøåíèÿ γ0Σ = γγ5, à òðåòüå
� äëÿ äâóõêîìïîíåíòûõ ñïèíîðîâ. Âòîðîé 3-âåêòîð îò êîòîðîãî çàâèñÿò
íóëåâûå êîìïîíåíòû àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà S0,αβ èìååò ïðîåêöèè
G = {S0,10, S0,20, S0,30} = (−ı/2)ψ+αψ = (−ı/2) ψ̄γψ.
Ìíîæèòåëü 1/2 â âûðàæåíèè äëÿ âåêòîðà ñïèíà èãðàåò âàæíóþ ðîëü.

Îí ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ ñïèí êâàíòà äèðàêîâ-
ñêîãî ïîëÿ ðàâåí ~/2 (ñì. ñòð. 616). Òàêèå ÷àñòèöû ñ ïîëóöåëûì ñïèíîì
(â äîëÿõ ïîñòîÿííîé Ïëàíêà) ÿâëÿþòñÿ ôåðìèîíàìè. Íàø ìèð óñòðîåí
òàêèì îáðàçîì, ÷òî âñå ôóíäàìåíòàëüíûå ÷àñòèöû ìàòåðèè îêàçûâàþò-
ñÿ ôåðìèîíàìè è îïèñûâàþòñÿ äèðàêîâñêèì áèñïèíîðíûì ïîëåì. Ê íèì
îòíîñÿòñÿ ëåïòîíû (ýëåêòðîí, ìþîí, òàó-ëåïòîí), òðè ñîðòà íåéòðèíî è
øåñòü êâàðêîâ. Èç êâàðêîâ ñîñòîÿò ïðîòîíû è íåéòðîíû, à òàêæå ìíîãî-
÷èñëåííûå ÷àñòèöû, îòíîñÿùèåñÿ ê ñåìåéñòâó àäðîíîâ.
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• Òåíçîð ñïèíà (9.56) ñàì ïî ñåáå íå ñîõðàíÿåòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, âîçü-
ì¼ì ïðîèçâîäíóþ

∂µS
µ,αβ =

ı

2
(∂µψ̄)γ

µσαβψ +
ı

2
ψ̄γµσαβ∂µψ.

Â ïåðâîì ñëàãàåìîì ïîäñòàâèì óðàâíåíèå Äèðàêà äëÿ ψ̄ (9.11), ñòð. 563,
à âî âòîðîì ïåðåñòàâèì ìåñòàìè γµ è σαβ ïðè ïîìîùè (9.27) ñòð. 568 è
ïîäñòàâèì óðàâíåíèå Äèðàêà (9.4) äëÿ ψ:

∂µS
µ,αβ = ıψ̄(∂αγβ − ∂βγα)ψ. (9.58)

Òàêèì îáðàçîì, 4-äèâåðãåíöèÿ òåíçîðà ñïèíà íå ðàâíà íóëþ. Òåì íå ìå-
íåå, åñòåñòâåííî, ñîõðàíÿåòñÿ ïîëíûé ìîìåíò, ðàâíûé ñóììå ñïèíîâîãî
è óãëîâîãî ìîìåíòà:

Jµ,αβ = Lµ,αβ + Sµ,αβ,

ãäå óãëîâîé ìîìåíò âûðàæàåòñÿ (ñì. ñòð. 450) ÷åðåç êàíîíè÷åñêèé òåíçîð
ýíåðãèè-èìïóëüñà T µν = ıψ̄γµ∂νψ (ñòð. 577):

Lµ,αβ = xαT µβ − xβT µα = ıψ̄γµ(xα∂β − xβ∂α)ψ. (9.59)

Ïðîñòðàíñòâåííûå êîìïîíåíòû ýòîãî òåíçîðà äàþò ïëîòíîñòü 3-âåêòîðà
óãëîâîãî ìîìåíòà L = {L0,23, L0,31, L0,12} ñïèíîðíîãî ïîëÿ (p̂ = −ı∇):

L = ψ+[r× p̂]ψ. (9.60)

Òàê êàê ∂µL
µ,αβ = T αβ − T βα, ïîäñòàâëÿÿ òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà, ïî-

ëó÷àåì (9.58), íî ñ îáðàòíûì çíàêîì. Ïîýòîìó ñóììà 4-äèâåðãåíöèé óã-
ëîâîãî è ñïèíîâîãî ìîìåíòà áóäåò ðàâíà íóëþ.

Åñëè áû ìû âûáðàëè ëàãðàíæèàí L2 = (ı/2)ψ̄γµ(∂µ−
←
∂µ)ψ−mψ̄ψ, òî

ïîëó÷èëñÿ áû äðóãîé òåíçîð ñïèíà (Ȳ αβ = −ψ̄σαβ/2):

Sµ,αβ
2 =

ı

4
ψ̄(γµσαβ + σαβγµ)ψ.

Èñïîëüçóÿ êîììóòàòîð (9.27) äëÿ γµ è σαβ, ýòî âûðàæåíèå ìîæíî ïåðå-
ïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

Sµ,αβ
2 = Sµ,αβ − ı

2
(gµαjβ − gµβjα),

ãäå jµ = ψ̄γµψ. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâåííàÿ ÷àñòü Sµ,αβ
2 ñîâ-

ïàäàåò ñ âûðàæåíèåì (9.57). Êðîìå ýòîãî, òåíçîð ñïèíà Sµ,αβ
2 êàê è Sµ,αβ

íå ñîõðàíÿåòñÿ. Ñâÿçàíî ýòî ñ íåñèììåòðè÷íîñòüþ êàíîíè÷åñêèõ òåíçî-
ðîâ ýíåðãèè-èìïóëüñà, ñëåäóþùèõ èç îáîèõ ëàãðàíæèàíîâ.
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• Íàéä¼ì ñèììåòðè÷íûé òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ñïèíîðíîãî ïîëÿ,
ïîëüçóÿñü ïðîöåäóðîé Áåëèôàíòå (ñòð. 455). Äëÿ ýòîãî âûáåðåì òåíçîð
Φλ,µν ñî ñòðàíèöû 455 ðàâíûì òåíçîðó ñïèíà Sλ,µν:

T̃ µν = T µν +
1

2
∂λ (Φ

λ,µν − Φµ,λν − Φν,λµ) = T µν +
ı

4
∂λ (ψ̄ G

λµν ψ),

ãäå T µν = ıψ̄γµ∂νψ è ââåäåí ìàòðè÷íûé òåíçîð:

Gλµν = γλσµν + γµσνλ + γνσµλ.

Âû÷èñëèì 4-äèâåðãåíöèþ:

∂λ (ψ̄ G
λµν ψ) = ψ̄

←
∂λG

λµν ψ + ψ̄ Gλµν ∂λψ,

ãäå ñòðåëî÷êà íàä ïðîèçâîäíîé, êàê è ðàíüøå, óêàçûâàåò, ÷òî îíà äåé-
ñòâóåò íà ψ̄. ×òîáû ìîæíî áûëî âîñïîëüçîâàòüñÿ óðàâíåíèÿìè Äèðàêà,
íåîáõîäèìî â ïåðâîì ñëàãàåìîì äëÿ 4-äèâåðãåíöèè â òåíçîðå Gλµν ïðè-
æàòü ìàòðèöó γλ âëåâî ê ψ̄, à âî âòîðîì � âïðàâî ê ψ. Ïîäñòàâèì â Gλµν

îïðåäåëåíèå σνλ = γνγλ− gνλ, ñì. (9.22), ñòð. 567 è àíàëîãè÷íîå äëÿ σµλ,
à çàòåì ó÷ò¼ì àëãåáðó ìàòðèö Äèðàêà (9.17):

Gλµν = γλσµν + 2gµνγλ − gνλγµ − gµλγν.

×òîáû ïðèæàòü γλ âïðàâî, ïåðåñòàâèì å¼ ñ σµν, âîñïîëüçîâàâøèñü êîì-
ìóòàòîðîì (9.27):

Gλµν = σµνγλ + 2gµνγλ − 3gνλγµ + gµλγν.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè óðàâíåíèé Äèðàêà, ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ â êàæ-
äîì âûðàæåíèè äëÿ Gλµν ñîêðàùàþòñÿ è ñèììåòðè÷íûé òåíçîð ýíåðãèè-
èìïóëüñà ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

T̃ µν =
ı

4
ψ̄(γµ∂ν + γν∂µ)ψ − ı

4
ψ̄(
←
∂µγν +

←
∂νγµ)ψ. (9.61)

Ýòîò òåíçîð îêàçûâàåòñÿ íå òîëüêî ñèììåòðè÷íûì, íî è äåéñòâèòåëü-
íûì. Ñâÿçàííûé ñ íèì òåíçîð óãëîâîãî ìîìåíòà âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñïèíî-
âûå ñîñòàâëÿþùèå âðàùåíèÿ, à òåíçîð ñïèíà ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì íóëþ:

L̃µ,αβ = xαT̃ µβ − xβT̃ µα, S̃µ,αβ = 0.

Íàïîìíèì, ÷òî íåñìîòðÿ íà íåîäíîçíà÷íîñòü â îïðåäåëåíèè ëîêàëüíûõ
âåëè÷èí, óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ íåïðåðûâíîñòè, èíòåãðàëüíûå ôè-
çè÷åñêèå âåëè÷èíû ïðèâîäÿò ê îäíîçíà÷íûì ðåçóëüòàòàì. Ïîýòîìó èñ-
ïîëüçîâàíèå êàíîíè÷åñêîãî ïîëíîãî ìîìåíòà (ñóììà óãëîâîãî è ñïèíîâî-
ãî) è óãëîâîãî ìîìåíòà, ïîñòðîåííîãî ïðè ïîìîùè ñèììåòðè÷íîãî òåí-
çîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà, ýêâèâàëåíòíî ïî ñâîèì ôèçè÷åñêèì ñëåäñòâèÿì.
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Ïðîâåðèì ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì, ÷òî (9.61) ñîõðàíÿåòñÿ. Äëÿ ýòîãî
âîçüìåì 4-äèâåðãåíöèþ êàê ïðîèçâîäíóþ ïðîèçâåäåíèÿ (îäèí ðàç ñî ñòðå-
ëî÷êîé, ò.å. îò ψ̄, à âòîðîé ðàç áåç ñòðåëî÷êè):

∂µT̃
µν = ı

4 ψ̄(
←
∂µ∂

νγµ +
←
∂µ∂

µγν + ∂µ∂
νγµ + ∂2γν)ψ

− ı
4 ψ̄(

←
∂2γν +

←
∂µ
←
∂νγµ + ∂µ

←
∂µγν + ∂µ

←
∂νγµ)ψ.

Ýòî âûðàæåíèå ðàâíî íóëþ, áëàãîäàðÿ óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ:

ıγµ∂µψ = mψ, ıψ̄γµ
←
∂µ = −mψ̄

è ñëåäóþùèì èç íèõ óðàâíåíèÿì âòîðîãî ïîðÿäêà:

∂2ψ = −m2ψ, ψ̄
←
∂2 = −m2ψ̄,

êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ äâóõêðàòíûì ïðèìåíåíèåì óðàâíåíèÿ Äèðàêà è èñ-
ïîëüçîâàíèåì òîæäåñòâà:

(γµ∂µ)(γ
ν∂ν) =

1

2
(γµγν + γνγµ)∂µ∂ν = gµν∂µ∂ν = ∂2.

Ïðè ïîìîùè ñîõðàíÿþùåãîñÿ òîêà jµ = ψ̄γµψ ñèììåòðè÷íûé òåíçîð
ýíåðãèè-èìïóëüñà (9.61) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì ýêâèâàëåíòíîì
âèäå:

T̃ µν =
ı

2
ψ̄(γµ∂ν + γν∂µ)ψ − ı

4
(∂µjν + ∂νjµ), (9.62)

îòêóäà íåñëîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè ýíåðãèè ïîëÿ:

W̃ = T̃ 00 = ψ+(αp̂+mβ)ψ − ı

2

∂(ψ+ψ)

∂t
.

Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó ðàâ-
íî íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî ψ+ψ = j0 è â ñèëó óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè
∂µj

µ = 0 èíòåãðàë îò íåãî íå çàâèñèò îò âðåìåíè. Ïîýòîìó, êàê è äîëæ-
íî áûòü, ñóììàðíàÿ ýíåðãèÿ ñïèíîðíîãî ïîëÿ, âû÷èñëåííàÿ ïðè ïîìîùè
êàíîíè÷åñêîãî è ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà, ïîëó÷àåòñÿ îäèíàêîâîé.
Çàìåòèì, ÷òî ñëåä (ñâ¼ðòêà ïî îáîèì èíäåêñàì) èìååò îäíî è òîæå

çíà÷åíèå, êàê äëÿ ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà ýíåðãèè èìïóëüñà, òàê è äëÿ
åãî íåñèììåòðè÷íûõ âàðèàíòîâ:

T µ
µ = gµνT

µν = ıψ̄∂µγ
µψ = mψ̄ψ,

ãäå â (9.62) ó÷òåí çàêîí ñîõðàíåíèÿ òîêà ∂µj
µ = 0 è â ïîñëåäíåì ðàâåí-

ñòâå � óðàâíåíèå Äèðàêà. Åñòåñòâåííî, ñëåä 4-òåíçîðà ÿâëÿåòñÿ èíâàðè-
àíòîì îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà, ò.ê. èíâàðèàíòíî âûðàæå-
íèå ψ̄ψ.
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9.5 Òåíçîð ñïèðàëüíîñòè

• Êàê ìû âèäåëè â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, êàíîíè÷åñêèé òåíçîð ñïèíà
íå ñîõðàíÿåòñÿ. Òåì íå ìåíåå, ìîæíî ïîñòðîèòü ñîõðàíÿþùóþñÿ âåëè÷è-
íó òåñíî ñâÿçàííóþ ñî ñïèíîì. Âû÷èñëèì äëÿ òåíçîðà

hµν =
1

2
εαβγν ψ̄γ

µσαβ∂γψ (9.63)

4-äèâåðãåíöèþ ïî èíäåêñó µ:

∂µh
µ
ν =

1

2
εαβγν ψ̄(

←
∂µ + ∂µ)γ

µσαβ∂γψ.

Âî âòîðîì ñëàãàåìîì â ñêîáêàõ ïåðåñòàâèì ìåñòàìè ìàòðèöû γµ è σαβ,
ïîëüçóÿñü êîììóòàòîðîì (9.27), ñòð. 568:

∂µh
µ
ν =

1

2
εαβγν

{
ψ̄(
←
∂µγ

µσαβ + σαβγµ∂µ)∂
γψ + 2ψ̄(gµαγβ − gµβγα)∂µ∂γψ

}
.

Ïåðâûé ÷ëåí â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ ðàâåí íóëþ â ñèëó óðàâíåíèé Äèðàêà
äëÿ ψ è ψ̄. Âòîðîé ÷ëåí îáíóëÿåòñÿ ïîñëå ñóììèðîâàíèÿ ñ ìåòðè÷åñêèì
òåíçîðîì, òàê êàê âîçíèêàþò âûðàæåíèÿ εαβγν∂

α∂γ = 0 (ñâ¼ðòêà àíòè-
ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà εαβγν ïî α, γ è ñèììåòðè÷íîãî: ∂α∂γ = ∂γ∂α).
Òàêèì îáðàçîì:

∂µh
µ
ν = 0.

Âàæíûé ôèçè÷åñêèé ñìûñë èìååò ñîõðàíÿþùèéñÿ èíòåãðàë îò h00:

h00 = h00 = ε1230 ψ
+σ12∂3ψ + ε3120 ψ

+σ31∂2ψ + ε2310 ψ
+σ23∂1ψ.

Âñå ñèìâîëû Ëåâè-×åâèòû ñ òàêèì ïîðÿäêîì èíäåêñîâ ðàâíû −1. Ââîäÿ
ìàòðèöó Σ = ı{σ23, σ31, σ12} è îïåðàòîð p̂ = ı∂i = −ı∇, ïîëó÷àåì:

h0 =

∫
h00 d3x =

∫
ψ+Σp̂ψ d3x = const. (9.64)

Ýòà âåëè÷èíà íàçûâàåòñÿ ñïèðàëüíîñòüþ (helicity). Òàê êàê ψ+p̂ψ ÿâ-
ëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ èìïóëüñà (êàíîíè÷åñêèé òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà),
à (1/2)ψ+Σψ � ïëîòíîñòüþ ñïèíà ïîëÿ Äèðàêà, òî ïëîòíîñòü ñïèðàëü-
íîñòè èìååò ñìûñë ïðîåêöèè íàïðàâëåíèÿ âåêòîðà ñïèíà íà èìïóëüñ.
Ñîõðàíåíèå òåíçîðà ñïèðàëüíîñòè (9.63) ñâÿçàíî ñî ñïåöèôè÷åñêîé èí-

âàðèàíòíîñòüþ óðàâíåíèÿ Äèðàêà îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ:

ψ 7→ ψ′ = ψ + ıaνεναβγσ
αβ∂γψ, (9.65)

ãäå aν � ïàðàìåòðû ïðåîáðàçîâàíèÿ. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè ψ
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Äèðàêà, òî è ψ′ , áóäåò åìó óäîâëåòâîðÿòü. Ïðè
âûïîëíåíèè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ (9.65)
áóäåò èíâàðèàíòåí òàêæå è ëàãðàíæèàí L.
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Òàê êàê òåíçîð hµν = gναhµα óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ íåïðåðûâíîñòè
ïî èíäåêñó µ, òî èíòåãðàë ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó îò h0ν ÿâëÿåòñÿ 4-
âåêòîðîì (ñì.ñòð. 458). Åãî íóëåâîé êîìïîíåíòîé ÿâëÿåòñÿ ñïèðàëüíîñòü.
Íàéä¼ì ïðîñòðàíñòâåííûå êîìïîíåíòû ýòîãî 4-âåêòîðà:

h01 = ε0231 ψ
+σ02∂3ψ + ε0321 ψ

+σ03∂2ψ + ε2301 ψ
+σ23∂0ψ.

Àíàëîãè÷íî ðàñïèñûâàþòñÿ h02 è h
0
3. Ïîäíèìàÿ íèæíèé èíäåêñ ââåðõ

(h01 = −h01) è ïîäñòàâëÿÿ êîìïîíåíòû ìàòðèöû α = {σ01, σ02, σ03},
ïîëó÷àåì:

{h01, h02, h03} = ıψ+α× p̂ψ + ψ+Σ(αp̂+ βm)ψ,

ãäå âî âòîðîì ñëàãàåìîì, âìåñòî ı∂0ψ ïîäñòàâëåíî óðàâíåíèå Äèðàêà
(9.6), ñòð. 561. Ýòî âûðàæåíèå ìîæíî óïðîñòèòü, ó÷èòûâàÿ òîæäåñòâî
äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö Σ è α (9.35), ñòð. 570. Â ðåçóëüòàòå, ñîõðàíÿ-
þùèéñÿ âåêòîð ñïèðàëüíîñòè (èíòåãðàë îò h0i) èìååò âèä:

h =

∫
ψ+(p̂ γ5 +mβΣ)ψ d3x. (9.66)

Çàìåòèì, ÷òî Σβ = βΣ = γγ5. Âìåñòå ñî ñïèðàëüíîñòüþ (9.64) 3-
âåêòîð h ÿâëÿåòñÿ êîìïîíåíòàìè ñîõðàíÿþùåãîñÿ 4-âåêòîðà ñïèðàëüíî-
ñòè hν = {h0, h}. Ýòîò âåêòîð äåéñòâèòåëåí. Íàïðèìåð, áåðÿ ýðìèòîâî
ñîïðÿæåíèå åãî íóëåâîé êîìïîíåíòû, èìååì:

(h0)+ =
(
−ı
∫
ψ+Σ∇ψ d3x

)+
= ı

∫
(∇ψ+)Σψ d3x = −ı

∫
ψ+Σ∇ψ d3x,

ãäå ó÷òåíà ýðìèòîâîñòü ìàòðèöû Σ è â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå âûïîëíåíî
èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì (êàê îáû÷íî, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïîëÿ äîñòà-
òî÷íî áûñòðî óáûâàþò íà áåñêîíå÷íîñòè). Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ äåé-
ñòâèòåëüíîñòü âåêòîðà h. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî ïðèíÿòü âî âíèìàíèå,
÷òî ìàòðèöû γ5, Σ è β ýðìèòîâû.
Ìàòðèöà Σ ÿâëÿåòñÿ áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé. Ïîýòîìó ïëîòíîñòü ñïè-

ðàëüíîñòè h0 â òåðìèíàõ äâóõêîìïîíåíòíûõ ñïèíîðîâ ðàñïàäàåòñÿ íà
äâå íåçàâèñèìû ñóììû äëÿ êàæäîãî ñïèíîðà:

ψ+Σp̂ψ = χ+σ p̂χ+ ξ+σ p̂ ξ. (9.67)

Èíàÿ ñèòóàöèÿ ïðè m ̸= 0 ñ âåêòîðîì h. Åãî ïëîòíîñòü èìååò âèä:

ψ+(p̂γ5 +mβΣ)ψ = χ+p̂χ− ξ+p̂ ξ +m (χ+σ ξ + ξ+σ χ), (9.68)

ãäå ìàòðèöû âçÿòû â ñïèíîðíîì ïðåäñòàâëåíèè. Îáðàòèì âíèìàíèå íà
ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ñ �ïåðåìåøàííûìè� ñïèíîðàìè.
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• Ïðîäåìîíñòðèðóåì åù¼ îäíèì ñïîñîáîì ñîõðàíåíèå ñïèðàëüíîñòè.
Ýòî ïîçâîëèò íàì ñâÿçàòü òåîðèþ êëàññè÷åñêîãî ñïèíîðíîãî ïîëÿ ñ îä-
íî÷àñòè÷íîé êâàçèðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé òåîðèåé ôåðìèîíîâ. Ïóñòü
íåêîòîðàÿ èíòåãðàëüíàÿ âåëè÷èíà èìååò âèä:

A =

∫
ψ+Â ψ d3x,

ãäå Â � ìàòðè÷íûé (è âîçìîæíî äèôôåðåíöèàëüíûé) îïåðàòîð, äåéñòâó-
þùèé íà ψ. Ïóñòü Â íå çàâèñèò îò âðåìåíè ÿâíûì îáðàçîì, òîãäà:

ı
dA

dt
=

∫ (
ı
∂ψ+

∂t
Â ψ + ψ+Â ı

∂ψ

∂t

)
d3x = 0.

Çàïèøåì óðàâíåíèå Äèðàêà (9.6), ñòð. 561 ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà Ĥ:

ı
∂ψ

∂t
= Ĥψ, Ĥ = αp̂+mβ.

Ïðè ýðìèòîâîì ñîïðÿæåíèè â óðàâíåíèè ïîÿâëÿþòñÿ çíàêè ìèíóñ çà ñ÷¼ò
ìíèìûõ åäèíèö ïðè ïðîèçâîäíûõ ïî âðåìåíè è êîîðäèíàòàì (p̂ = −ı∇):

ı
∂ψ+

∂t
= ψ+(α

←
p̂ −mβ),

ãäå ó÷òåíà ýðìèòîâîñòü ìàòðèö α è β. Ïðè ñîïðÿæåíèè, ìàòðèöû è âåê-
òîð ψ ïåðåñòàâëåíû ìåñòàìè, ïîýòîìó ââåäåí îïåðàòîð ñî ñòðåëî÷êîé,
êîòîðûé äåéñòâóåò íà ψ+. Ïîäñòàâèì ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè â óðàâíå-
íèå äëÿ dA/dt è ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì ïåðâîå ñëàãàåìîå, ïåðåáðîñèâ
ñî çíàêîì ìèíóñ äåéñòâèå îïåðàòîðà p̂ ñ ψ+ íà ψ:∫

ψ+α
←
p̂ ψ d3x = −ı

∫
∇(ψ+)αψ d3x = −

∫
ψ+αp̂ψ d3x.

Â ðåçóëüòàòå

ı
dA

dt
=

∫
ψ+(−ĤÂ+ ÂĤ)ψ d3x = 0.

Ïîýòîìó, èíòåãðàëüíàÿ âåëè÷èíà A ñîõðàíÿåòñÿ, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèé
åé îïåðàòîð Â êîììóòèðóåò ñ Ĥ:

[Ĥ, Â] = ĤÂ− ÂĤ = 0. (9.69)

Â îäíî÷àñòè÷íîé êâàíòîâîé òåîðèè áèñïèíîð ψ èìååò ñìûñë àìïëèòó-
äû âåðîÿòíîñòè îáíàðóæèòü ÷àñòèöó â äàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà (ψ+ψ
� ýòî âåðîÿòíîñòü). Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðîâ îïðåäåëÿþò íà-
áëþäàåìûå çíà÷åíèÿ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ýòèì
îïåðàòîðàì (ñì. ñòð. 602).
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Ïðîâåðèì, ÷òî îïåðàòîð ñïèðàëüíîñòè ĥ0 = Σp̂ êîììóòèðóåò ñ ãà-
ìèëüòîíèàíîì:

[Ĥ, ĥ0] = [αp̂,Σp̂] +m[β,Σp̂] = 0.

Îïåðàòîðû p̂ � ýòî îáû÷íûå ïðîèçâîäíûå, êîòîðûå ìîæíî âûíåñòè çà
êîììóòàòîð ìàòðèö, íåçàâèñÿùèõ îò êîîðäèíàò. Ïåðâûé êîììóòàòîð ðà-
âåí íóëþ â ñèëó òîæäåñòâà (9.36) ñòð. 570. Âòîðîé êîììóòàòîð ðàâåí
íóëþ, òàê êàê βΣ = Σβ. Òàêèì îáðàçîì, ñïèðàëüíîñòü h0 (èíòåãðàë ïî
âñåìó ïðîñòðàíñòâó îò ψ+ĥ0ψ) ñîõðàíÿåòñÿ.
Àíàëîãè÷íî ñ Ĥ êîììóòèðóåò îïåðàòîð ĥ = p̂ γ5 +mβΣ:

[Ĥ, ĥ] = m [αp̂, βΣ] +mp̂[β, γ5] +m2[β, βΣ] = 0, (9.70)

ãäå ñðàçó ó÷òåíî, ÷òî γ5 êîììóòèðóåò ñ α. Ïîñëåäíèé êîììóòàòîð ðàâåí
íóëþ, òàê êàê β êîììóòèðóåò ñ Σ. Ïåðâûé êîììóòàòîð âû÷èñëèì ïðè
ïîìîùè òîæäåñòâà [Â, B̂Ĉ] = [Â, B̂]Ĉ + B̂[Â, Ĉ]:

[αp̂, βΣ] = [αp̂, β]Σ+ β[αp̂, Σ] = −2β(αp̂)Σ+ 2ıβ[α× p̂] = −2p̂βγ5,

ãäå âî âòîðîì ðàâåíñòâå ó÷òåíî, ÷òîαβ = −βα è ïîäñòàâëåí êîììóòàòîð
(9.36), ñòð. 570. Òðåòüå ðàâåíñòâî çàïèñàíî ïðè ïîìîùè òîæäåñòâà (9.34).
Èòîã ðàâåí ñ îáðàòíûì çíàêîì êîììóòàòîðó [β, γ5] = 2βγ5 (âòîðîé ÷ëåí
â (9.70)). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ íîëü.
�Íåäèàãîíàëüíîñòü� âåêòîðà ñïèðàëüíîñòè h â ïðîñòðàíñòâå ñïèíîð-

íûõ êîìïîíåíò (9.68), ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî îí íå êîììóòèðóåò ñ ĥ0:

[ĥ0, ĥ] = 2ımβΣ× p̂,

à, ñëåäîâàòåëüíî, ýòè îïåðàòîðû íå èìåþò îáùèõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé.
Êâàäðàò îïåðàòîðà ĥ ïðîïîðöèîíàëåí åäèíè÷íîé ìàòðèöå:

ĥ2 = p̂2 + 3m2,

ïîýòîìó îí êîììóòèðóåò ñî âñåìè îïåðàòîðàìè, íå çàâèñÿùèìè îò êîîð-
äèíàò. Îïåðàòîð ĥ êîììóòèðóåò p̂ è èõ ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ñîâïàäàþò.
Ñ÷èòàÿ, ÷òî p̂ψ = pψ, ñì. ñòð. 586, íåñëîæíî (lH153) íàéòè ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà ĥ: åãî ïðîåêöèÿ íà îñü x ðàâíà hx = ±

√
p2x +m2, è

àíàëîãè÷íî äëÿ îñåé y è z.
Ïðèâåä¼ì òàêæå çíà÷åíèå êîììóòàòîðà ñïèíà è ãàìèëüòîíèàíà:

[Σ, Ĥ] = [Σ, αp̂] = 2ıp̂×α.

Åãî íåíóëåâîå çíà÷åíèå ñâèäåòåëüñòâóåò î íåñîõðàíåíèè ñïèíà. Îäíàêî,
ìîæíî ïðîâåðèòü (lH154), ÷òî ñîõðàíÿåòñÿ ñóììà x×p̂+(1/2)Σ, êîòîðàÿ
â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ñîîòâåòñòâóåò ïîëíîìó ìîìåíòó ÷àñòèöû (óãëîâîé
ìîìåíò + ñïèíîâûé).
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9.6 Èìïóëüñíîå ïðîñòðàíñòâî

• Íàéäåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Äèðàêà. Îíî ëèíåéíî è àíàëîãè÷íî ýëåê-
òðîìàãíèòíûì âîëíàì (ñòð. 332), ìîæíî èñïîëüçîâàòü ôóðüå-ðàçëîæåíèå:

ψ(r, t) =

∫
ψ(p, t) eıpr d3p.

Ïîäñòàâèâ åãî â óðàâíåíèå Äèðàêà (9.6), ñòð. 561, ïîëó÷èì:

ı
∂ψ(p, t)

∂t
= (αp+ βm)ψ(p, t), (9.71)

ãäå p � îáû÷íûé âåêòîð (áåç øëÿïêè), ïîÿâèâøèéñÿ ïîñëå âçÿòèÿ ïðî-
èçâîäíîé îò eıpr. Ìû åãî íàçîâ¼ì èìïóëüñîì (ïî÷åìó, ðàçúÿñíèòñÿ ÷óòü
ïîçæå). Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå (9.71) â âèäå: ψ(p, t) = u(p)e−ıλt, ãäå áèñ-
ïèíîð u(p) äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ:

(αp+ βm)u(p) = λu(p).

Ðàçáèâàÿ áèñïèíîð íà äâà ñïèíîðà u(p) = (ϕp ζp)
T è ïîäñòàâëÿÿ ÿâíûé

âèä ìàòðèö â ñòàíäàðòíîì ïðåäñòàâëåíèè (ñòð. 566) ïîëó÷àåì:

(λ−m)ϕp = σp ζp, (λ+m) ζp = σpϕp. (9.72)

Óìíîæèì âòîðîå óðàâíåíèå íà σp. Ó÷èòûâàÿ ïåðâîå óðàâíåíèå è òîæ-
äåñòâî äëÿ ìàòðèö Ïàóëè (σp)2 = p2 (ñì. ñòð. 508), èìååì:

(λ2 −m2)ϕp = p2ϕp.

Ýòî óðàâíåíèå âûïîëíÿåòñÿ, åñëè λ = ±εp, ãäå εp =
√
p2 +m2 (íå ïó-

òàòü ñ ìàòðèöåé ε). Îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ðàâíî ñóììå
åãî íåçàâèñèìûõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé, óìíîæåííûõ íà ïðîèçâîëüíûå êîýô-
ôèöèåíòû, ïîýòîìó:

ψ(r, t) =

∫
(u1(p)e

−ıεpt+ıpr + u2(p)e
ıεpt+ıpr) d3p.

Ðàçîáü¼ì èíòåãðàë íà äâà è ñäåëàåì âî âòîðîì çàìåíó p 7→ −p (lH45):

ψ(r, t) =

∫
(u1(p)e

−ıp·x + u2(−p)eıp·x) d3p, (9.73)

ãäå p � 4-âåêòîð {εp,p}, à x = {t, r}. Êîìïîíåíòû áèñïèíîðîâ u1(p) è
u2(−p) ñâÿçàíû óðàâíåíèÿìè (9.72):

u1(p) =

(
ϕp

σp
ε+m ϕp

)
, u2(−p) =

( σp
ε+m ζ−p
ζ−p

)
, (9.74)

ãäå äëÿ u1(p) âî âòîðîì óðàâíåíèè (9.72) íàäî ïîäñòàâèòü λ = εp, à äëÿ
u2(−p) â ïåðâîì óðàâíåíèè λ = −εp è p 7→ −p. Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå
çàâèñèò îò äâóõ ñïèíîðíûõ ôóíêöèé îò èìïóëüñà ϕp è ζ−p.
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Çàïèøåì óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è âåêòîðû ìàòðèöû nσ,
ãäå n = p/|p| � åäèíè÷íûé âåêòîð â íàïðàâëåíèè p:

nσw(s) = sw(s). (9.75)

Ñòîèò ðåøèòü ýòî ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå (lH155) è íàéòè ÿâíûé âèä ñîá-
ñòâåííûõ âåêòîðîâ w(1) è w(−1), ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûì çíà÷åíè-
ÿì s = ±1. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû ýðìèòîâîé ìàòðèöû nσ îðòîãîíàëüíû
è èõ ìîæíî íîðìèðîâàòü íà åäèíèöó, òàê ÷òîáû

+
w (s)w (s′) = δss′. (9.76)

Ââåäåì 4 ôóíêöèè as(p), b
∗
s(p), ÿâëÿþùèåñÿ êîýôôèöèåíòàìè ðàçëîæå-

íèÿ (ïî s = ±1 ñóììà) ñïèíîðîâ ϕp è ζ−p ïî áàçèñó w(s):

ϕp =

√
εp +m√
(2π)32εp

as(p)w
(s), ζ−p =

√
εp +m√
(2π)32εp

b∗s(p)w
(s)

(ñìûñë ìíîæèòåëåé ïðîÿñíèòñÿ íèæå). Â ðåçóëüòàòå:

ψ(r, t) =

∫ (
as(p)As,p e

−ıp·x + b∗s(p)Bs,p e
ıp·x) d3p√

(2π)32εp
, (9.77)

ãäå ââåäåíû áèñïèíîðû, êîìïîíåíòû êîòîðûõ ñëåäóþò èç (9.74), åñëè
ó÷åñòü, ÷òî pσw(s) = s|p|w(s) = s (ε2p −m2)1/2w(s):

As,p =

( √
εp +mw(s)

s
√
εp −mw(s)

)
, Bs,p =

(
s
√
εp −mw(s)

√
εp +mw(s)

)
. (9.78)

Çàìåòèì, ÷òî â ñòàíäàðòíîì ïðåäñòàâëåíèè Bs,p = γ5As,p.
Ïëîñêèìè ñïèíîðíûìè âîëíàìè íàçûâàþòñÿ áèñïèíîðû

ψ+(r, t) = As,p e
−ıp·x, ψ−(r, t) = Bs,p e

ıp·x.

Îíè óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ Äèðàêà (ıγµ∂µ−m)ψ± = 0. Ïåðâàÿ âîëíà
ñîîòâåòñòâóåò ïîëîæèòåëüíîìó λ = εp è èìïóëüñó p. Âòîðàÿ âîëíà �
îòðèöàòåëüíûì: λ = −εp è −p. Êðîìå ýòîãî:

(γµpµ −m)As,p = 0, (γµpµ +m)Bs,p = 0, (9.79)

÷òî ïðîâåðÿåòñÿ â ñòàíäàðòíîì ïðåäñòàâëåíèè ÿâíîé ïîäñòàíîâêîé (9.78).
Â ïðåäåëå ìàëûõ èìïóëüñîâ p 7→ 0, εp 7→ m àìïëèòóäû ñïèíîðíûõ âîëí
ðàâíû:

As,p =
√
2m

(
w(s)

0

)
, Bs,p =

√
2m

(
0

w(s)

)
.

Â ñïèíîðíîì ïðåäñòàâëåíèè èõ íåîáõîäèìî óìíîæèòü íà ìàòðèöó (9.16)
è îáå êîìïîíåíòû áèñïèíîðîâ As è Bs îêàæóòñÿ îòëè÷íûìè îò íóëÿ.
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• Âûðàçèì ÷åðåç àìïëèòóäû ôóðüå-ðàçëîæåíèÿ as(p) è bs(p) îñíîâíûå
ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû. Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáÿòñÿ óñëîâèÿ îðòîãîíàëü-
íîñòè äëÿ áèñïèíîðîâ As,p è Bs,p. Ïðÿìûì ïåðåìíîæåíèåì (9.78), ñ ó÷¼-
òîì (9.76), ïîëó÷àåì (äëÿ Bs,p ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñâÿçü Bs,p = γ5As,p):

A+
s,pAs′,p = B+

s,pBs′,p = 2εp δss′. (9.80)

Êðîìå ýòîãî ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:

A+
s,pBs′,−p = B+

s,pAs′,−p = 0. (9.81)

Äëÿ èõ äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìî ó÷åñòü, ÷òî ïðè èíâåðñèè âåêòîðà p
â óðàâíåíèè (nσ)w(s) = sw(s) âåêòîð n = p/|p| ìåíÿåò çíàê è, ñëåäîâà-
òåëüíî, ìåíÿåò çíàê ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå s:

A+
s,pBs,−p =

(√
εp +m

+
w (s) s

√
εp −m

+
w (s)

)(−s√εp −m w(s)

√
εp +m w(s)

)
= 0.

Íàéä¼ì çàðÿä áèñïèíîðíîãî ïîëÿ (èíòåãðàë îò j0 = ψ̄γ0ψ = ψ+ψ):

Q =

∫
ψ+(x)ψ(x) d3x.

Ïðè ïîäñòàíîâêå ôóðüå-ðàçëîæåíèÿ (9.77) äëÿ êàæäîãî áèñïèíîðà ψ+ è
ψ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü èíòåãðàëû ñî ñâîåé ïåðåìåííîé èíòåãðèðî-
âàíèÿ è ñóììû ïî ðàçëè÷íûì èíäåêñàì s è s′:(
a∗spA

+
sp e

ıp·x+bspB
+
sp e

−ıp·x)(as′kAs′k e
−ık·x+b∗s′kBs′k e

ık·x) d3p√
2εp

d3k√
2εk

d3x

(2π)3
.

Ïðè ïåðåìíîæåíèè ñêîáîê è èíòåãðèðîâàíèè ïî d3x âîçíèêàþò äåëüòà-
ôóíêöèè Äèðàêà:∫

eı(p−k)x
d3x

(2π)3
= eı(εp−εk)t

∫
e−ı(p−k)x

d3x

(2π)3
= δ(p− k),

ãäå eı(εp−εk)t â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå îïóùåíà, òàê êàê ïðè p = k îíà ðàâíà
åäèíèöå, à ïðè p ̸= k âñ¼ âûðàæåíèå ðàâíî íóëþ. Àíàëîãè÷íî:∫

eı(p+k)x d3x

(2π)3
= δ(p+ k) e2ıεpt.

Ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî d3k c δ(p − k) èíòåãðàë îïóñêàåòñÿ è â ïîäûí-
òåãðàëüíîì âûðàæåíèè ïðîèñõîäÿò çàìåíû k 7→ p. Ïðè èíòåãðèðîâàíèè
ñ δ(p+ k), ñîîòâåòñòâåííî, k 7→ −p.
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Ïîýòîìó, ïåðåìíîæàÿ ñêîáêè â âûðàæåíèè äëÿ Q è èíòåãðèðóÿ ñíà÷à-
ëà ïî d3x, à çàòåì ïî d3k ñ äåëüòà-ôóíêöèÿìè Äèðàêà, ïîëó÷àåì:

Q =

∫
(a∗spasp + bspb

∗
sp) d

3p, (9.82)

ãäå ó÷òåíû (9.80), (9.81) è ïî s ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå (s = ±1).
Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîëíîé ýíåðãèè ñïèíîðíîãî ïîëÿ âîñïîëüçóåìñÿ êà-

íîíè÷åñêèì òåíçîðîì ýíåðãèè-èìïóëüñà:

E =

∫
ψ+(αp̂+ βm)ψ d3x = ı

∫
ψ+ ∂ψ

∂t
d3x,

ãäå âî âòîðîì ðàâåíñòâå ïîäñòàâëåíî óðàâíåíèå Äèðàêà (9.6), ñòð. 561.
Ñ ó÷åòîì ýòîãî ðàâåíñòâà âû÷èñëåíèÿ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íû çàðÿäó, çà
èñêëþ÷åíèåì òîãî, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè äà¼ò äîïîëíèòåëüíûé
ìíîæèòåëü, ðàâíûé �ýíåðãèè� εp è çíàê ìèíóñ âî âòîðîì ñëàãàåìîì:

E =

∫
εp (a

∗
spasp − bspb∗sp) d3p. (9.83)

Àíàëîãè÷íî, ïîëíûé èìïóëüñ ïîëÿ (èíòåãðàë îò −ıψ+∇ψ) ðàâåí:

P =

∫
p (a∗spasp − bspb∗sp) d3p. (9.84)

Âî âñåõ âûðàæåíèÿõ àìïëèòóäû |asp|2 è |bsp|2 ÿâëÿþòñÿ èíòåíñèâíî-
ñòÿìè âêëàäà â çàðÿä, ýíåðãèþ è èìïóëüñ ìîä ôóðüå-ðàçëîæåíèÿ, ñîîò-
âåòñòâóþùåãî òîìó èëè èíîìó çíà÷åíèþ p. Â ñâÿçè ñ âûðàæåíèåì (9.84),
åñòåñòâåííî íàçâàòü òàêîå ðàçëîæåíèå èìïóëüñíûì.
Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî çàðÿä Q ïîëó÷èëñÿ ïîëîæèòåëüíûì. Â òîæå

âðåìÿ ýíåðãèÿ E îêàçàëàñü çíàêî-ïåðåìåííîé âåëè÷èíîé, â îòëè÷èè îò
ýíåðãèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ýòî íà ñàìîì äåëå ïðîáëåìà êëàññè-
÷åñêîãî ñïèíîðíîãî ïîëÿ. Oíà ïîëó÷àåò èçÿùíîå ðåøåíèå â òåîðèè ãðàñ-
ñìàíîâûõ êëàññè÷åñêèõ (íåêâàíòîâûõ) áèñïèíîðîâ (ñòð. 618) â êîòîðîé
áèñïèíîðíûå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ àíòèêîììóòèðóþùèìè âåëè÷èíàìè, ò.å.
ïðè ïåðåñòàíîâêå èõ ìåñòàìè ïîÿâëÿåòñÿ çíàê ìèíóñ:

bsp b
∗
s′k = −b∗s′k bsp.

Ïåðåñòàâëÿÿ b̂sp è b̂∗sp â (9.82)-(9.84), ìû ïîëó÷èì ïîëîæèòåëüíóþ ýíåð-
ãèþ è çíàêî-ïåðåìåííûé çàðÿä. Â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ âåëè÷èíû asp
è bsp ñòàíîâÿòñÿ àíòèêîììóòèðóþùèìè îïåðàòîðàìè. Îïåðàòîðû â∗sp ÿâ-

ëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ðîæäåíèÿ ôåðìèîíà ñ ïîëîæèòåëüíûì çàðÿäîì, à b̂∗sp
� îïåðàòîðîì ðîæäåíèÿ àíòèôåðìèîíà ñ îòðèöàòåëüíûì çàðÿäîì. Àíòè-
êîììóòàòîðû ïðèâîäÿò ê ñòàòèñòèêå Ôåðìè äëÿ êâàíòîâ áèñïèíîðíîãî
ïîëÿ. Ïîäðîáíåå ìû ðàññìîòðèì ýòè âîïðîñû â êîíöå ãëàâû.
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• Êðîìå çàðÿäà, ýíåðãèè è èìïóëüñà ó ñïèíîðíîãî ïîëÿ ñîõðàíÿåòñÿ
ñïèðàëüíîñòü (ïðîåêöèÿ ñïèíà íà èìïóëüñ):

h0 =

∫
ψ+Σp̂ψ d3 x.

Âûðàçèì å¼ ÷åðåç àìïëèòóäû ôóðüå-ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Äèðàêà. Äëÿ
ýòîãî ïîäåéñòâóåì ìàòðèöåé Σp íà áèñïèíîð Asp:

ΣpAsp =

(
σp 0
0 σp

)( √
εp +mw(s)

s
√
εp −mw(s)

)
= s |p|Asp,

ãäå ó÷òåíî óðàâíåíèå (9.75). Àíàëîãè÷íîå âûðàæåíèå âîçíèêàåò ïðè äåé-
ñòâèè Σp íà Bsp. Ïîâòîðÿÿ âûêëàäêè, êîòîðûå ïðèâåëè íàñ ê âûðàæå-
íèþ äëÿ çàðÿäà, ïîëó÷àåì:

h0 =

∫
s|p| (a∗spasp − bspb∗sp) d3p.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â ñóììèðîâàíèè ïî s ïðèíèìàþò ó÷àñòèå íå òîëü-
êî èíäåêñû àìïëèòóä ôóðüå-ðàçëîæåíèÿ, íî è ìíîæèòåëü s. Îäèí ðàç îí
äà¼ò çíàê ïëþñ (s = 1), à âòîðîé � çíàê ìèíóñ (s = −1).
Çàìåòèì, ÷òî ñïèðàëüíîñòü ÷àñòèö (êâàíòîâ ïîëÿ Äèðàêà) îïðåäåëÿþò

ðàçëè÷íûì îáðàçîì. Åñëè S � ñïèí ÷àñòèöû, à p � å¼ èìïóëüñ, òî âîç-
ìîæíû ñëåäóþùèå âàðèàíòû: Sp, Sp/|p|, Sp/|S||p|. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå
ñïèðàëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ áåçðàçìåðíîé âåëè÷èíîé è äëÿ ôåðìèîíîâ ñî ñïè-
íîì ~/2 îíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1 èëè -1.
×òîáû íàéòè âûðàæåíèå äëÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ êîìïîíåíò òåíçîðà

ñïèðàëüíîñòè, íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü ýëåìåíòû ìàòðèö Ïàóëè â îðòî-
ãîíàëüíîì áàçèñå âåêòîðîâ ω(s) (9.75). Ýòî ìîæíî ñäåëàòü (lH156) ïðè
ïîìîùè ÿâíîãî âèäà âåêòîðîâ ω(s) (ñòð. 876). Òàê êàê ìàòðèöà nσ íå
êîììóòèðóåò ñ σ, ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû íåäèàãîíàëüíû:

+
w (s)σw (s′) =

{
sn, s = s′

q− ıs [n× q], s ̸= s′
, (9.85)

ãäå n = p/|p| � åäèíè÷íûé âåêòîð â íàïðàâëåíèè èìïóëüñà â ñôåðè-
÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ èìååò êîìïîíåíòû n = {sθcϕ, sθsϕ, cθ}. Åäèíè÷íûé
âåêòîð q = {cθcϕ, cθsϕ, −sθ} îðòîãîíàëåí n è ïîâåðíóò îòíîñèòåëüíî
íåãî ïî óãëó θ íà π/2. Òðîéêà âåêòîðîâ n, q è [n× q] = {−sϕ, cϕ, 0} ñî-
ñòàâëÿåò îðòîãîíàëüíûé åäèíè÷íûé áàçèñ. Ìàòðèöó

+
w (s)σw (s′) ìîæíî

çàïèñàòü ïðè ïîìîùè ìàòðèö Ïàóëè:

+
w (s)σw (s′) = (qσx + [n× q] σy + nσz)

ss′,

ãäå ïåðå÷èñëåíèå èíäåêñîâ s è s′ èä¼ò â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå: 1, −1.
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Ó÷èòûâàÿ ÿâíûé âèä ìàòðèöû γ5 â ñòàíäàðòíîì ïðåäñòàâëåíèè è ñâÿçü
Bs,p = γ5As,p, äëÿ àìïëèòóä ïëîñêèõ âîëí (9.78) ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå
ñîîòíîøåíèÿ:

A+
s,p γ

5As′,p = B+
s,p γ

5Bs′,p = 2s|p| δss′,
A+

s,p γ
5Bs′,−p = B+

s,p γ
5As′,−p = 2mδss′.

Êðîìå ýòîãî, èñïîëüçóÿ (9.85), èìååì

A+
s,p βΣAs′,p = −B+

s,p βΣBs′,p = 2εpcss′ = 2εp

{
snm/εp, s = s′

q− ıs [n× q], s ̸= s′
.

Çàïèøåì â ÿâíîì âèäå ìàòðè÷íûé (2x2) âåêòîð c:

c =

(
nm/εp q− ın× q

q+ ın× q −nm/εp

)
= qσx + [n× q]σy +

m

εp
nσz.

Ýòà âåêòîðíàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ áåçðàçìåðíîé, ýðìèòîâîé è ïðè εp →∞
îðòîãîíàëüíà èìïóëüñó. Íàì òàêæå ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ:

A+
s,p βΣBs′,−p = −B+

s,p βΣAs′,−p = −2p δss′.

Ïðè ïîìîùè ýòèõ ñîîòíîøåíèé ìîæíî íàéòè âåêòîð ñïèðàëüíîñòè (ïî s
è s′ ñóììèðîâàíèå):

h =

∫ [
sp
|p|
εp

(a∗spasp − bspb∗sp) +m css′ (a
∗
spas′p − bspb∗s′p)

]
d3p. (9.86)

Åñòåñòâåííî, ñîõðàíÿþùèéñÿ âåêòîð h íå çàâèñèò îò âðåìåíè. Íåäèàãî-
íàëüíûé ïî s âòîðîé ÷ëåí (ìàòðèöà css′) ñâÿçàí ñ íåêîììóòàòèâíîñòüþ
îïåðàòîðîâ p̂Σ è p̂γ5 + mβΣ, îïðåäåëÿþùèõ ñïèðàëüíîñòè h0 è h. Â
îáëàñòè áîëüøèõ èìïóëüñîâ èì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.
Àíàëîãè÷íî, íåäèàãîíàëüíûì áóäåò âåêòîð ñïèíà (1/2)ψ+Σψ. Òàê êàê

ñïèí íå ñîõðàíÿåòñÿ, â åãî ôóðüå ïðåäñòàâëåíèè ïîÿâÿòñÿ ýêñïîíåíòû
e±2εpt. Ñîîòâåòñòâóþùèå âû÷èñëåíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ ïðîäåëàòü ñàìîñòîÿ-
òåëüíî. Äëÿ ýòîãî ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

A+
s,pΣAs′,p = B+

s,pΣBs′,p = 2m

{
sn εp/m, s = s′

q− ısn× q, s ̸= s′
,

A+
s,pΣBs′,−p = B+

s,pΣAs′,−p = 2s|p|
{

0, s = s′

q− ısn× q, s ̸= s′
.

Ñòîèò ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè p = 0 (n = {0, 0, 1}, q = {0, 1, 0}) ïëîòíîñòü
z-é êîìïîíåíòû ñïèíà â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå íå çàâèñèò îò âðåìåíè:

1

2
(a∗10a10 − a∗−10a−10 + b10b

∗
10 − b−10b∗−10),

à ïðè p ̸= 0 ñóùåñòâóåò îñöèëëèðóþùàÿ âî âðåìåíè ñîñòàâëÿþùàÿ.
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9.7 Íåéòðèíî

• Ïàðàìåòð m, ââåäåííûé äëÿ çàïèñè óðàâíåíèÿ Äèðàêà, ïîñëå êâàí-
òîâàíèè ñïèíîðíîãî ïîëÿ (ñòð. 616), ïðèîáðåòàåò ñìûñë ìàññû ôåðìèîíà.
Äëÿ ìàññèâíûõ ôåðìèîíîâ (m ̸= 0) ñïèðàëüíîñòü ìîæåò ïðèíèìàòü ëþ-
áîå çíà÷åíèå. Åñëè îíà ïîëîæèòåëüíà, òî ñïèí è èìïóëüñ íàïðàâëåíû �â
îäíó ñòîðîíó�. Òàêàÿ ñïèðàëüíîñòü íàçûâàåòñÿ ïðàâîé. Îòðèöàòåëüíàÿ
ñïèðàëüíîñòü, ñîîòâåòñòâåííî, íàçûâàåòñÿ ëåâîé.
Ìîæíî ðàññìîòðåòü òåîðèþ ñ ïàðàìåòðîì m = 0. Ó íåéòðèíî, åñëè

ìàññà è ñóùåñòâóåò, òî îíà ñóùåñòâåííî ìåíüøå ìàññû ýëåêòðîíà, ïîýòî-
ìó òàêîå ïîëå íàçûâàþò íåéòðèííûì. Óðàâíåíèå Äèðàêà ìû ïîñòðîèëè
ðàññìàòðèâàÿ ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà
äëÿ äâóõ-êîìïîíåíòíîãî ñïèíîðà (ñòð. 560). Åñëè ïàðàìåòð m = 0, òî
ââåäåíèå âòîðîãî ñïèíîðà íå òðåáóåòñÿ. Òàê, äëÿ ñïèíîðà ñ òî÷êîé ìîæ-
íî çàïèñàòü êîâàðèàíòíîå óðàâíåíèå:

p̂ν
•
µ ξ•

µ
= (p̂0 + σp̂)ν

•
µξ•

µ
= [(p̂0 + σp̂)ξ]ν = 0.

èëè, îïóñêàÿ èíäåêñ

(p̂0 + σp̂) ξ = σµp̂
µ ξ = 0, (9.87)

ãäå p̂µ = ı∂µ è 4-êà ìàòðèö σµ = {1, σ} îïðåäåëåíà íà ñòðàíèöå 538.
Ñòðîÿ ôóðüå-ðàçëîæåíèå ñïèíîðà (ñòð. 586), ïîëó÷àåì äâå ïëîñêèå âîë-
íû ñîîòâåòñòâóþùèå λ = ±|p|. Äëÿ ïëîñêîé âîëíû îïåðàòîð p̂µ çàìåíÿåò-
ñÿ íà îáû÷íûé 4-âåêòîð pµ. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå äëÿ ñïèíîðà ïðèíè-
ìàåò ôîðìó óðàâíåíèÿ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñïèðàëüíîñòè ñ ôèêñè-
ðîâàííûì îòðèöàòåëüíûì çíà÷åíèåì (ïðè m = 0 èìååì p0 = εp = |p|):

pσ

|p|
ξ = −ξ.

Ýòî æå ñîîòíîøåíèå ïîëó÷èòñÿ äëÿ îòðèöàòåëüíûõ ýíåðãèé è èìïóëüñà
(λ = −|p|, p 7→ −p). Òàêîå ïîëå, èìåþùåå âñåãäà ëåâóþ ñïèðàëüíîñòü, â
ìèêðîìèðå ñîîòâåòñòâóåò íåéòðèíî.
Àíàëîãè÷íî, äëÿ ñïèíîðà áåç òî÷êè χ = {χ1 χ2} èìååì ñëåäóþùåå

áåçìàññîâîå óðàâíåíèå:

(p̂0 − σp̂)χ = σ̄µp̂
µ χ = 0, (9.88)

ãäå σ̄µ = {1, −σ}. Â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå îíî èìååò âèä:

pσ

|p|
χ = χ.

×àñòèöà ñî âñåãäà ïîëîæèòåëüíîé (ïðàâîé) ñïèðàëüíîñòüþ ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ ýòîìó ïîëþ � ýòî àíòèíåéòðèíî.
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Îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî íåéòðèíî è àíòèíåéòðèíî ýòî ðàçëè÷íûå ÷à-
ñòèöû. Äëÿ èõ îïèñàíèÿ íåîáõîäèìû äâà íåçàâèñèìûõ ñïèíîðíûõ ïîëÿ
(ξ äëÿ íåéòðèíî è χ äëÿ àíòèíåéòðèíî). Ðàññìàòðèâàåìûå â ýòîé ãëà-
âå ÷åòûðåõ-êîìïîíåíòíûå áèñïèíîðíûå ïîëÿ Äèðàêà â ôèçèêå ýëåìåí-
òàðíûõ ÷àñòèö îïèñûâàþò ìàññèâíûå ôåðìèîíû, íàïðèìåð, ýëåêòðîí.
Íåéòðèíî æå ñîîòâåòñòâóåò â íåêîòîðîì ñìûñëå áîëåå ôóíäàìåíòàëüíîå
äâóõ-êîìïîíåíòíîå ñïèíîðíîå ïîëå.
Îáðàòèì òàêæå âíèìàíèå íà ÿâíîå íàðóøåíèå ñèììåòðèè ïðàâîãî è ëå-

âîãî â ïîâåäåíèè íåéòðèíî è àíòèíåéòðèíî. Íåéòðèíî �çàêðó÷åíà� âñåãäà
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè (ëåâûé âèíò). Íè â îäíîé ðåàêöèè íå îáíàðóæå-
íî íåéòðèíî, êîòîðîå áû �âðàùàëîñü� ïî ïðàâîìó âèíòó. Äëÿ àíòèíåé-
òðèíî âñ¼ íàîáîðîò. Âûøå êàâû÷êè èñïîëüçîâàíû, ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü
æàðãîííîñòü ñäåëàííîãî óòâåðæäåíèÿ. Íà ñîâðåìåííîì óðîâíå ïîíèìà-
íèÿ ïðèðîäû ìèêðîìèðà, íåéòðèíî è ýëåêòðîí ÿâëÿþòñÿ áåññòðóêòóðíû-
ìè (�òî÷å÷íûìè�) îáðàçîâàíèÿìè. Èõ ñïèí âñåãäà ðàâåí ~/2 è íå ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåí êàê âðàùåíèå ÷åãî ëèáî, ÷òî ìîæíî áûëî áû çàòîð-
ìîçèòü èëè óñêîðèòü. Âïðî÷åì, â ðàìêàõ íåêâàíòîâîé ðåëÿòèâèñòñêîé
òåîðèè (êîòîðîé ïîñâÿùåíà ýòà êíèãà) âïîëíå ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñïèí
ôåðìèîíîâ êàê íåêîòîðóþ öèðêóëÿöèþ ñïèíîðíîãî (äëÿ íåéòðèíî) èëè
áèñïèíîðíîãî (äëÿ ýëåêòðîíà) ïîëÿ. Ê âîïðîñó î íàðóøåíèè ñèììåòðèè
ìåæäó ïðàâûì è ëåâûì ìû âåðí¼ìñÿ â êîíöå ãëàâû.
Çàìåòèì, ÷òî ôèçè÷åñêàÿ ïðè÷èíà ñîõðàíåíèÿ íåéòðèíî îäíîé è òîé

æå ñïèðàëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ å¼ áåçìàññîâîñòü. Êàê è ôîòîí, íåéòðèíî äâè-
æåòñÿ ñ ôóíäàìåíòàëüíîé ñêîðîñòüþ, ïîýòîìó å¼ íåëüçÿ äîãíàòü è îáî-
ãíàòü. Ñëåäîâàòåëüíî íåò âîçìîæíîñòè �ïåðåâåðíóòü� âåêòîð èìïóëüñà,
âõîäÿùèé â îïðåäåëåíèå ñïèðàëüíîñòè, ïîìåíÿâ å¼ çíàê.
Â ïðèðîäå ñóùåñòâóåò 3 ïîêîëåíèÿ ëåïòîíîâ. Êðîìå ýëåêòðîíà ñ ìàñ-

ñîé me = 0.511 MýÂ åñòü åùå äâà åãî áîëåå òÿæåëûõ �áëèçíåöà�: ìþîí
ñ ìàññîé mµ = 207me è òàó-ëåïòîí ñ mτ = 16.8mµ. Êàæäîìó ìàññèâ-
íîìó ëåïòîíó ñîîòâåòñòâóåò ñâîé òèï íåéòðèíî νe, νµ, ντ (ýëåêòðîííîå,
ìþîííîå è òàîííîå íåéòðèíî).
Äîëãîå âðåìÿ ñ÷èòàëîñü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ëåïòîí-

íîãî çàðÿäà (êîëè÷åñòâî ëåïòîíîâ êàæäîãî ïîêîëåíèÿ âî âñåõ ðåàêöè-
ÿõ íå ìåíÿåòñÿ). Ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî íåéòðèíî
ðàçëè÷íûõ ïîêîëåíèé ìîãóò ïåðåõîäèòü äðóã â äðóãà (íåéòðèííûå îñ-
öèëëÿöèè), ò.å. ëåïòîííûé çàðÿä ñîõðàíÿåòñÿ ëèøü ïðèáëèæåííî. Ýòîò
ýôôåêò ìîæåò áûòü ñâÿçàí ñ ñóùåñòâîâàíèåì ìàëîé, íî íåíóëåâîé ìàñ-
ñû íåéòðèíî. Âïðî÷åì, å¼ ïðÿìîãî èçìåðåíèÿ íå ïðîäåëàíî è âîïðîñ î
çíà÷åíèè ìàññû íåéòðèíî ïîêà îñòà¼òñÿ îòêðûòûì.
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• Ïðè îïèñàíèè âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ýëåêòðîíàìè è íåéòðèíî óäîá-
íî ðàññìàòðèâàòü èõ åäèíûì îáðàçîì íà îñíîâå áèñïèíîðíîãî ïîëÿ. Ïðî-
åêöèîííàÿ ìàòðèöà (ñòð. 566), âûðåçàåò ó áèñïèíîðà íèæíèé èëè âåðõíèé
ñïèíîð (òèëüäîé ïîìå÷àåì àíòèíåéòðèíî):

1− γ5

2
ψν =

(
0 0
0 1

)(
ν1
ν2

)
=

(
0
ν2

)
,

1 + γ5

2
ψν̃ =

(
1 0
0 0

)(
ν̃1
ν̃2

)
=

(
ν̃1
0

)
.

Ñ å¼ ïîìîùüþ ëàãðàíæèàí ñâîáîäíîãî íåéòðèííîãî ïîëÿ â òåðìèíàõ áèñ-
ïèíîðà ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

L =
ı

2
ψ̄γµ∂µ(1− γ5)ψ = ı ξ+(∂t − σ∇)ξ, (9.89)

ãäå âî âòîðîì ðàâåíñòâå ïîäñòàâëåíû êîìïîíåíòû áèñïèíîðà ψ = (χ ξ)T .
Çàìåòèì, ÷òî õîòÿ ëàãðàíæèàí çàïèñàí â òåðìèíàõ áèñïèíîðà, íà ñàìîì
äåëå îí íå çàâèñèò îò �âåðõíåãî� ñïèíîðà χ. Óðàâíåíèÿ ïîëÿ (p̂µ = ı∂µ),
ñëåäóþùèå èç ëàãðàíæèàíà, èìåþò âèä:

γµp̂µ(1− γ5)ψ = 0, (9.90)

èëè ïåðåõîäÿ ê ñïèíîðàì ψ = (χ ξ)T â ñïèíîðíîì ïðåäñòàâëåíèè:(
0 p̂0 + σp̂

p̂0 − σp̂ 0

)(
0
ξ

)
= 0 => (p̂0 + σp̂) ξ = 0.

Óðàâíåíèå äëÿ ñîïðÿæåííîãî áèñïèíîðà ψ̄ = ψ+γ0 ïîëó÷àåòñÿ âçÿòèåì
ýðìèòîâîãî ñîïðÿæåíèÿ:

p̂µψ̄γ
µ(1 + γ5) = 0,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî γ5 ýðìèòîâàÿ ìàòðèöà, à γµ ïðè ýðìèòîâîì ñîïðÿæåíèè
ïåðåõîäèò â γ0γµγ0 è γ5γ0 = −γ0γ5.
Òåîðåìà Í¼òåð ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó òåíçîðó ýíåðãèè-èìïóëüñà íåé-

òðèííîãî ïîëÿ, âûðàæåííîìó â òåðìèíàõ áèñïèíîðà:

T µν =
ı

2
ψ̄γµ∂ν(1− γ5)ψ.

Ïëîòíîñòü ýíåðãèè W = T 00 è èìïóëüñà P i = T 0i ðàâíû:

W =
1

2
ψ+(1− γ5) ı∂0ψ, P =

1

2
ψ+(1− γ5) p̂ψ.

Êàê è ëàãðàíæèàí, ýòè âåëè÷èíû çàâèñÿò òîëüêî îò îäíîãî äâóõ êîìïî-
íåíòíîãî ñïèíîðíîãî ïîëÿ ξ. Ñîõðàíÿþùèéñÿ òîê, â ñèëó òåîðåìû Í¼òåð,
èìååò âèä:

jµ =
1

2
ψ̄γµ(1− γ5)ψ = ξ+σµξ.

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî áëàãîäàðÿ óðàâíåíèþ σµ∂
µξ = 0 âûïîëíÿåòñÿ

óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè ∂µj
µ = 0.
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• Ñâîáîäíûå ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ îñíîâîé ïîñòðîåíèÿ òåîðèé âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ÷àñòèö. Èìåííî òîò èëè èíîé òèï âçàèìîäåéñòâèÿ ïðèâîäèò ê ðàç-
ëè÷íûì òèïàì ðåàêöèé ïðåâðàùåíèÿ ÷àñòèö ïðè èõ ñòîëêíîâåíèÿõ è
ðàñïàäàõ. Íàïðèìåð, çà ðàñïàä ìþîíà:

µ 7→ e− + νµ + ν̄e

�îòâåòñòâåííî� ñëàáîå âçàèìîäåéñòâèå. Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè (òåîðèÿ
Ôåðìè) îíî ìîæåò áûòü îïèñàíî ïðè ïîìîùè ñóììû ëàãðàíæèàíîâ ñâî-
áîäíîãî ýëåêòðîíà è íåéòðèíî ê êîòîðûì äîáàâëåí ÷ëåí âçàèìîäåéñòâèÿ
ýòèõ ïîëåé:

LF =
GF√
2
Jµ+Jµ,

ãäå GF ≈ 10−5/m2
p � êîíñòàíòà Ôåðìè (mp = 938MýÂ � ìàññà ïðîòîíà),

à òîê, âõîäÿùèé â ëàãðàíæèàí, èìååò âèä:

Jα =
1

2
ēγα(1− γ5)νe +

1

2
µ̄γα(1− γ5)ντ ,

ãäå e, µ � áèñïèíîðíûå ôóíêöèè ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåêòðîíó è ìþîíó,
à νe è νµ � ýôôåêòèâíûå áèñïèíîðû äëÿ ýëåêòðîííîãî è ìþîííîãî íåé-
òðèíî.

Îòíîñèòåëüíî èíâåðñèè ïðîñòðàíñòâåííûõ îñåé êîîðäèíàò (ñì. ñòð. 624)
ýòè òîêè ÿâëÿþòñÿ ðàçíèöåé �îáû÷íîãî� (ïîëÿðíîãî) âåêòîðà (ψ̄eγ

αψν) è
àêñèàëüíîãî âåêòîðà (ψ̄eγ

αγ5ψν). Ãîâîðÿò, ÷òî òîê ñëàáîãî âçàèìîäåé-
ñòâèÿ èìååò V −A ñòðóêòóðó, â îòëè÷èè îò âåêòîðíîãî V òîêà ýëåêòðî-
ìàãíèòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Çàìåòèì, ÷òî õîòÿ ñëàáûå òîêè çàïèñàíû
äëÿ ñïèíîðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (ãäå �ðàáîòàþò�) ïðîåêöèîííûå ìàòðèöû,
ïðè ïîìîùè ñòàíäàðòíîãî ïåðåõîäà ψ 7→ Uψ è γα 7→ UγαU−1 èõ ìîæíî
èñïîëüçîâàòü â ëþáîì ïðåäñòàâëåíèè.

Òåîðèÿ Ôåðìè ÿâèëàñü ïåðâûì øàãîì ê ïîñòðîåíèþ ñëàáîãî, à çàòåì
îáúåäèíåííîãî ýëåêòðîñëàáîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Ïðè ýëåêòðîìàãíèòíîì
âçàèìîäåéñòâèè çàðÿæåííûå ÷àñòèöû �îáìåíèâàþòñÿ� êâàíòàìè ýëåêòðî-
ìàãíèòíîãî ïîëÿ (ôîòîíàìè), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ áåçìàññîâûìè. Â ñëàáîì
âçàèìîäåéñòâèè àíàëîãîì ôîòîíîâ âûñòóïàåò ìàññèâíîå çàðÿæåííîå âåê-
òîðíîå ïîëå. Åãî êâàíòû ñîîòâåòñòâóþò ÷àñòèöàì W± ñ ìàññîé 80 ÃýÂ.
Èìåííî ìàññèâíîñòü ýòèõW -áîçîíîâ ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî â ïåðâîì ïðè-
áëèæåíèè ñ îïèñàíèåì ñëàáûõ âçàèìîäåéñòâèé äîñòàòî÷íî õîðîøî ñïðàâ-
ëÿåòñÿ �òî÷å÷íûé� (ïðîèçâåäåíèå äâóõ òîêîâ) ëàãðàíæèàí Ôåðìè. Íà ñà-
ìîì äåëå â 1932 ã. ïðè åãî çàïèñè Ýíðèêî Ôåðìè íå ìîã ïðåäïîëîæèòü,
÷òî ïðèðîäà íå ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî èíâåðñèè ïðîñòðàíñòâåííûõ
îñåé. Ïîýòîìó òîãäà â ñîîòâåòñòâóþùèõ òîêàõ íå áûëî ìàòðèöû γ5.
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9.8 Êàëèáðîâî÷íûå òåîðèè ∗

• Ðàññìîòðèì ïðèíöèï êàëèáðîâî÷íîé èíâàðèàíòíîñòè, êîòîðûé ëå-
æèò â îñíîâå âñåõ ñîâðåìåííûõ òåîðèé âçàèìîäåéñòâèé. Ëàãðàíæèàí äè-
ðàêîâñêîãî áèñïèíîðà:

L0 = ψ̄(γµı∂µ −m)ψ.

èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ãëîáàëüíîãî êàëèáðîâî÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
ãðóïïû U(1):

ψ 7→ ψ′ = eıωψ, ψ̄ 7→ ψ̄′ = e−ıωψ̄,

ãäå ω � âåùåñòâåííàÿ êîíñòàíòà. Â ñèëó òåîðåìû Í¼òåð, ýòî ïðèâîäèò ê
ñîõðàíåíèþ òîêà jµ = ψ̄γµψ. Ïîòðåáóåì, ÷òîáû âìåñòå ñ ãëîáàëüíîé âû-
ïîëíÿëàñü òàêæå è ëîêàëüíàÿ êàëèáðîâî÷íàÿ èíâàðèàíòíîñòü, ïðè êî-
òîðîé ôàçà ïðåîáðàçîâàíèÿ çàâèñèò îò òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå è âðåìåíè:
ω = ω(x). Ñàì ïî ñåáå èñõîäíûé ëàãðàíæèàí îòíîñèòåëüíî ëîêàëüíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ íåèíâàðèàíòåí:

L′0 = ψ̄e−ıω(γµı∂µ −m)eıωψ = L0 − jµ ∂µω.

×òîáû ñêîìïåíñèðîâàòü ïîÿâèâøèéñÿ ÷ëåí, ñîäåðæàùèé ∂µω, äîáàâèì â
ëàãðàíæèàí âåêòîðíîå ïîëå Aµ, �óäëèíèâ� ïðîèçâîäíóþ ∂µ:

L = ψ̄γµı(∂µ − ıeAµ)ψ −mψ̄ψ = L+ ejµAµ, (9.91)

ãäå e � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Åñëè ïðè êàëèáðîâî÷íîì ïðåîáðàçîâàíèè
âåêòîðíîå ïîëå èçìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Aµ 7→ A′µ = Aµ +
1

e
∂µω, (9.92)

òî ýòî ñêîìïåíñèðóåò íåèíâàðèàíòíîñòü äèðàêîâñêîãî ëàãðàíæèàíà L0.
Â ðåçóëüòàòå òåîðèÿ ïîëÿ, ïîñòðîåííàÿ íà îñíîâå ëàãðàíæèàíà (9.91),
áóäåò ëîêàëüíî êàëèáðîâî÷íî èíâàðèàíòíà.
Åñòåñòâåííî è äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ íåîáõîäèìî çàïèñàòü óðàâíåíèÿ

äâèæåíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèé ëàãðàíæèàí. Îíè òàêæå äîëæíû áûòü
èíâàðèàíòû îòíîñèòåëüíî êàëèáðîâî÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (9.92). Ýòîìó
òðåáîâàíèþ óäîâëåòâîðÿåò òåíçîð íàïðÿæåííîñòåé ïîëÿ

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ,

êîòîðûé íå èçìåíÿåòñÿ ïðè (9.92). Êâàäðàò ýòîãî òåíçîðà ïðîïîðöèîíà-
ëåí ëàãðàíæèàíó ñâîáîäíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, êîòîðûé íåîáõî-
äèìî äîáàâèòü ê îáùåìó ëàãðàíæèàíó L. Çàìåòèì, ÷òî ïðèíöèï êàëèá-
ðîâî÷íîé èíâàðèàíòíîñòè íå ïîçâîëÿåò äîáàâèòü â ëàãðàíæèàí ìàññîâûé
÷ëåí µ2AαA

α, êîòîðûé íåèíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî (9.92).
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Âûáîð äèðàêîâñêîãî áèñïèíîðíîãî ñâîáîäíîãî ïîëÿ íå ÿâëÿåòñÿ ïðèí-
öèïèàëüíûì ïðè ïîñòðîåíèè êàëèáðîâî÷íîé òåîðèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ. Ïîäõîäèò ëþáîå êîìïëåêñíîå ïîëå, ïðèâîäÿùåå ê ñîõðà-
íÿþùåìóñÿ òîêó. Íàïðèìåð, ìîæíî âçÿòü êîìïëåêñíîå ñêàëÿðíîå ïîëå
(7.58) ñòð. 453:

L0 = (∂µΨ
∗)(∂µΨ)−m2Ψ∗Ψ.

Ýòîò ëàãðàíæèàí èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ãëîáàëüíîãî êàëèáðîâî÷íî-
ãî ïðåîáðàçîâàíèÿΨ 7→ eıωΨ. ×òîáû åãî ñäåëàòü èíâàðèàíòíûì è îòíîñè-
òåëüíî ëîêàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ íåîáõîäèìî �óäëèíèòü� ïðîèçâîäíûå,
ââåäÿ êàëèáðîâî÷íîå ïîëå:

L = {(∂µ − ıeAµ)Ψ}∗{(∂µ − ıeAµ)Ψ} −m2Ψ∗Ψ.

Êàëèáðîâî÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå (9.92) ñêîìïåíñèðóåò ïðîèçâîäíóþ îò ôà-
çû ëîêàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ U(1) è ëàãðàíæèàí áóäåò èíâàðèàíòíûì.

Èç òåîðåìû Í¼òåð ñëåäóåò, ÷òî ñèììåòðèÿ ëàãðàíæèàíà L0 îòíîñè-
òåëüíî ãëîáàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ U(1) ïðèâîäèò ê ñîõðàíåíèþ òîêà:

Jµ = ı (Ψ∂µΨ∗ −Ψ∗∂µΨ).

Åñëè ðàñêðûòü ñêîáêè â ëàãðàíæèàíå L (íå çàáûâàåì, ÷òî ı∗ = −ı), òî
ïîëó÷èòñÿ ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

L = L0 − e JµAµ + e2AµAµΨ
∗Ψ. (9.93)

Âòîðîå ñëàãàåìîå, ýòî ñòàíäàðòíûé äëÿ ýëåêòðîäèíàìèêè ÷ëåí âçàèìî-
äåéñòâèÿ òîêà è 4-ïîòåíöèàëà ïîëÿ. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òðåòèé ÷ëåí,
êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîé ìîäèôèêàöèè ìàññîâîãî ÷ëåíà ëàãðàí-
æèàíà m2 7→ m2 − e2A2. Äëÿ ñïèíîðíîãî æå ëàãðàíæèàíà (9.91) âîçíè-
êàåò òîëüêî ÷ëåí âçàèìîäåéñòâèÿ ñ òîêîì. Çàìåòèì, ÷òî â ëàãðàíæèàíå
ñêàëÿðíîãî è ñïèíîðíîãî ïîëåé ïîëó÷èëñÿ ðàçëè÷íûé çíàê â òîêîâîì
ñëàãàåìîì. Ïîíÿòíî, ÷òî îí çàâèñèò îò çíàêà êîíñòàíòû e è îïðåäåëåíèÿ
ñàìîãî òîêà Jµ. Êàê è â ñëó÷àå ñ áèñïèíîðíûì ïîëåì, äëÿ ïîëíîãî îïè-
ñàíèÿ äèíàìèêè íåîáõîäèìî ê ëàãðàíæèàíó (9.93) äîáàâèòü ëàãðàíæèàí
ñâîáîäíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, ïîñòðîåííîãî ïðè ïîìîùè êàëèáðî-
âî÷íî èíâàðèàíòíîãî òåíçîðà Fµν.

Êðîìå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â ïðèðîäå ñóùåñòâóþò è äðóãèå âçàè-
ìîäåéñòâèÿ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðèíöèï ëîêàëüíîé êàëèáðîâî÷íîé èíâà-
ðèàíòíîñòè ÿâëÿåòñÿ ñàìûì ìîùíûì ýâðèñòè÷åñêèì ïðèåìîì ïîëó÷åíèÿ
ëàãðàíæèàíîâ òàêèõ âçàèìîäåéñòâèé. Îäíàêî, ÷òîáû âîçíèêëî íå÷òî ñó-
ùåñòâåííî îòëè÷íîå îò ýëåêòðîäèíàìèêè íåîáõîäèìî ðàñøèðèòü ãðóïïó
ëîêàëüíîãî êàëèáðîâî÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.
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• Ðàññìîòðèì êàëèáðîâî÷íîå ïîëå ßíãà-Ìèëëñà, ïîðîæäàåìîå ãðóïïîé
SU(2) (ñòð. 388). Ìàòðèöû ýòîé ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ ñïåöèàëüíûìè óíèòàð-
íûìè ìàòðèöàìè 2x2, êîòîðûå ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ìàòðèöû Ïàóëè
(ñòð. 508) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

U = e
ı
2 ωσ = cos

ϕ

2
+ ınσ sin

ϕ

2
, (9.94)

ãäå ωσ = ωaσa (ñóììà ïî a îò 1 äî 3), ω = nϕ � òðè âåùåñòâåííûõ ïàðà-
ìåòðà ãðóïïû, à n � åäèíè÷íûé âåêòîð, äëÿ êîòîðîãî (nσ)2 = 1. Èìåííî
ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ïîçâîëÿåò çàïèñàòü ìàòðèöó ãðóïïû SU(2) â ýêñ-
ïîíåíöèàëüíîé ôîðìå (â ýòîì ðàçäåëå äëÿ íå¼ áóäåò âûáðàí íåæèðíûé
ïðÿìîé øðèôò, à æèðíûé � äëÿ òðîéêè ìàòðèö Ïàóëè σ = {σ1, σ2, σ3}).
Òàê êàê UU+ = 1, ïðåîáðàçîâàíèÿ (9.94) îñòàâëÿþò èíâàðèàíòíûì íîð-
ìó äâóõ-êîìïîíåíòíîãî êîìïëåêñíîãî âåêòîðà ψ+ψ = ψ∗1ψ1+ψ∗2ψ2. Åãî
êàæäàÿ êîìïîíåíòà, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæåò áûòü íåêîòîðûì ìíîãîêîì-
ïîíåíòíûì îáúåêòîì, íàïðèìåð, ñïèíîðîì. Ââåäåì äèðàêîâñêîå áèñïè-
íîðíîå ïîëå, êîòîðîå êðîìå ñïèíîðíûõ èíäåêñîâ èìååò åùå 2 èíäåêñà:

ψ =

(
ψ1

ψ2

)
.

Êàæäàÿ âåëè÷èíà ψc ≡ ψc
α ÿâëÿåòñÿ 4-êîìïîíåíòíûì áèñïèíîðîì. Ïî-

ýòîìó ïîëå ψ èìååò 8 êîìïëåêñíûõ êîìïîíåíò. Çàïèøåì ëàãðàíæèàí:

L = ψ̄γµ ı∂µψ −mψ̄ψ

è âîññòàíîâèì â íåì èíäåêñû (ïî c ñóììà îò 1 äî 2, ïî α, β � îò 1 äî 4):

L = ψ+c
α (γ0γµ)αβ ı∂µ ψ

c
β −mψ+c

α γ0αβψ
c
β.

Ýòîò ëàãðàíæèàí èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ãëîáàëüíîãî ïðåîáðàçîâà-
íèÿ SU(2), ïàðàìåòðû êîòîðîãî íå çàâèñÿò îò êîîðäèíàò è âðåìåíè:

ψc
α 7→ ψ′cα = Ucbψ

b
α, U+

acUcb = U ∗caUcb = δab.

Èíäåêñû ó÷àñòâóþùèå â SU(2) ïðåîáðàçîâàíèè ìû áóäåì íàçûâàòü öâåò-
íûìè (òåðìèí �öâåò� ê ðåàëüíîìó öâåòó, êîíå÷íî, îòíîøåíèÿ íå èìååò).
Îíè îáîçíà÷åíû ëàòèíñêèìè áóêâàìè a, b, c... è èõ ïîëîæåíèå ïî âåðòè-
êàëè â òåíçîðíûõ âûðàæåíèÿõ íåñóùåñòâåííî.
Ïîòðåáóåì, ÷òîáû âûïîëíÿëàñü íå òîëüêî ãëîáàëüíàÿ, íî è ëîêàëüíàÿ

êàëèáðîâî÷íàÿ ñèììåòðèÿ, ò.å. ïàðàìåòðû ãðóïïû çàâèñåëè îò êîîðäèíàò
è âðåìåíè ωa = ωa(x). Òàê êàê äëÿ ðàçíûõ âåêòîðîâ ∂νω è ω èõ ñâåðòêè
ñ ìàòðèöàìè Ïàóëè ∂νωσ è ωσ íå êîììóòèðóþò, äèôôåðåíöèðîâàòü
ýêñïîíåíöèàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ìàòðèöû U ïðîáëåìàòè÷íî. Ïîýòîìó
ìû áóäåì ðàáîòàòü íåïîñðåäñòâåííî ñ ìàòðèöåé U.
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Ââåä¼ì âåêòîðíîå ïîëå Aµ, ÿâëÿþùååñÿ ÷åòûðüìÿ ìàòðèöàìè 2x2, ò.å.
èìåþùåå êðîìå êîâàðèàíòíîãî èíäåêñà µ äâà öâåòíûõ èíäåêñà:Aµ ≡ Aµ

ab.
Ñ åãî ïîìîùüþ çàïèøåì óäëèíåííóþ ïðîèçâîäíóþ â ëàãðàíæèàíå:

L = ψ̄γµ ı(∂µ − igAµ)ψ −mψ̄ψ,

ãäå g � êîíñòàíòà âçàèìîäåéñòâèÿ ñïèíîðíîãî è âåêòîðíîãî ïîëÿ. Ïðè
êàëèáðîâî÷íîì ïðåîáðàçîâàíèè ψ 7→ ψ′ = Uψ:

L 7→ L′ = ψ̄γµ ı
(
U+(∂µU) + ∂µ − ıgU+A′µU

)
ψ −mψ̄ψ

ïîëó÷èòñÿ èñõîäíûé ëàãðàíæèàí, åñëè ıgU+A′µU = U+(∂µU)+ ıgAµ, èëè
óìíîæàÿ ñëåâà íà U, à ñïðàâà íà U+:

Aµ 7→ A′µ =
ı

g
U∂µU

+ +UAµU
+ =

ı

g
UDµU

+, (9.95)

ãäå ó÷òåíî òîæäåñòâî (∂µU)U
+ = −U∂µU+, ñëåäóþùåå èç óñëîâèÿ óíè-

òàðíîñòè UU+ = 1 è ââåäåíà óäëèí¼ííàÿ ïðîèçâîäíàÿ (ýòî ìàòðèöà!):

Dµ = ∂µ − ıgAµ.

Ïðè êàëèáðîâî÷íîì ïðåîáðàçîâàíèè óäëèí¼ííàÿ ïðîèçâîäíàÿ, äåéñòâó-
þùàÿ íà ëþáóþ ìàòðè÷íóþ ôóíêöèþ Ψ ≡ Ψab(x), ìåíÿåòñÿ (lH157)
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

DµΨ 7→ D′µΨ
′ = UDµ(U

+Ψ′). (9.96)

Â îòëè÷èå îò îáû÷íûõ ïðîèçâîäíûõ ∂µ, äèôôåðåíöèàëüíûå ìàòðè÷íûå
îïåðàòîðû Dµ íå ïåðåñòàíîâî÷íû è èõ êîììóòàòîð, äåéñòâóþùèé íà ïðî-
èçâîëüíóþ ìàòðè÷íóþ ôóíêöèþ Ψ ðàâåí (lH158):

[Dµ, Dν] Ψ = (DµDν −DνDµ)Ψ = −ıg Fµν Ψ,

ãäå Fµν � ìàòðèöà òåíçîðîâ íàïðÿæåííîñòè:

Fµν = DµAν −DνAµ = ∂µAν − ∂νAµ − ıg[Aµ,Aν]

è êâàäðàòíûå ñêîáêè � êîììóòàòîð äâóõ ìàòðèö. Ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ
(9.95), (9.96) ýòîò òåíçîð ìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì (lH159):

Fµν 7→ F′µν = UFµνU
+.

ÏîýòîìóTr(FµνF
µν) áóäåò êàëèáðîâî÷íî èíâàðèàíòíûì âûðàæåíèåì, òàê

êàê ïîä ñëåäîì Tr (ñóììà äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ) ìàòðèöû ìîæíî öèê-
ëè÷åñêè ïåðåñòàâëÿòü:

Tr(UFµνF
µνU+) = Tr(U+UFµνF

µν) = Tr(FµνF
µν),

ãäå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ó÷òåíî óñëîâèå óíèòàðíîñòè U+U = 1.
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• Ïðîâåäåííûå âûøå âû÷èñëåíèÿ â ðàâíîé ñòåïåíè îòíîñèëèñü ê ëþ-
áîé ãðóïïåU(n). Çàïèøåì òåïåðü â ÿâíîì âèäå ëàãðàíæèàí è óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ äëÿ ïîëåé ßíãà-Ìèëëñà êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ãðóïïå SU(2).
Ðàçëîæèì ÷åòâåðêó 2x2 ìàòðèö Aµ ïî ìàòðèöàì Ïàóëè:

Aµ =
1

2
Ac

µ σc =
1

2
Aµσ,

ãäå äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ Aµ ïîëåé ßíãà-Ìèëëñà Aµ èñïîëü-
çóþòñÿ âåêòîðíûå îáîçíà÷åíèÿ Aµ = {A1

µ, A
2
µ, A

3
µ}. Òàêèì îáðàçîì, ëàã-

ðàíæèàí áèñïèíîðíîãî ïîëÿ, èíâàðèàíòíûé îòíîñèòåëüíî ãðóïïû SU(2),
â ñèëó ïðèíöèïà ëîêàëüíîé êàëèáðîâî÷íîé ñèììåòðèè, äîëæåí âçàè-
ìîäåéñòâîâàòü ñ òðåìÿ âåêòîðíûìè ïîëÿìè {A1

µ, A
2
µ, A

3
µ}. Ýêâèâàëåíò-

íî ìîæíî ãîâîðèòü, ÷òî ýòî ÷åòûðå (µ = 0, ..., 3) 3-âåêòîðà â �öâåòíîì
ïðîñòðàíñòâå� Aµ. Â ëþáîì ñëó÷àå ýòî 12-êîìïîíåíòíûé îáúåêò. Âîîáùå
ãîâîðÿ, ðàçëîæåíèå ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû 2x2 ïî áàçèñó ìàòðèö Ïàóëè
äîëæíî äîïîëíèòåëüíî ñîäåðæàòü åäèíè÷íóþ ìàòðèöó, óìíîæåííóþ íà
åùå îäíî âåêòîðíîå ïîëå. Îäíàêî ýòî ïîëå îêàçûâàåòñÿ îáû÷íûì ýëåê-
òðîìàãíèòíûì ïîëåì (ãðóïïàU(1) ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû SU(2)).
Ðàçëîæèì òåíçîðû íàïðÿæåííîñòè ïî ìàòðèöàì Ïàóëè:

Fµν =
1

2
(∂µAν − ∂νAµ)σ −

ıg

4
Aa

µA
b
µ [σa, σb] =

1

2
Fµν σ,

ãäå ââåäåíû òðè òåíçîðà äëÿ êàæäîãî 4-ïîòåíöèàëà ßíãà-Ìèëëñà:

F c
µν = ∂µA

c
ν − ∂νAc

µ + gεcabA
a
µA

b
ν

è ó÷òåíî ñâîéñòâî ìàòðèö Ïàóëè [σa, σb] = 2ıεabc σc, ñëåäóþùåå èç àëãåá-
ðû (8.6), ñòð. 508. Â öâåòíûõ âåêòîðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ òåíçîðû íàïðÿ-
æåííîñòåé èìåþò áîëåå êîìïàêòíûé âèä:

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ + gAµ ×Aν.

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó àíòèñèììåòðè÷íîñòè âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ýòîò
òåíçîð àíòèñèììåòðè÷åí ïî èíäåêñàì µ è ν.
Ñîâìåñòíûé ëàãðàíæèàí ñïèíîðíîãî è êàëèáðîâî÷íîãî ïîëÿ òåïåðü

ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

L = ψ̄ıγµ(∂µ −
ıg

2
Aµσ)ψ −mψ̄ψ −

1

16π
FµνF

µν. (9.97)

Íàïîìíèì, ÷òî ψ � ýòî 16 êîìïëåêñíûõ âåëè÷èí èëè 2 áèñïèíîðà. Äè-
ðàêîâñêèå ìàòðèöû γµ äåéñòâóþò íà áèñïèíîðíûå èíäåêñû, òîãäà êàê
öâåòíûå èíäåêñû ñâîðà÷èâàþòñÿ ñ ìàòðèöàìè Ïàóëè. Òàê êàê ñóììèðî-
âàíèå ïî ýòèì âñåì èíäåêñàì ïðîâîäèòñÿ íåçàâèñèìûì îáðàçîì, ìàòðèöû
Ïàóëè è Äèðàêà ìîæíî ïåðåñòàâëÿòü äðóã ñ äðóãîì.
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Íàéäåì óðàâíåíèÿ ïîëÿ ßíãà-Ìèëëñà. Ïðîèçâîäíûå ëàãðàíæèàíà ïî
(∂αA

d
β) âû÷èñëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî ýëåêòðîäèíàìèêå è ðàâíû −F αβ

d /4π.
Êðîìå ýòîãî:

−1
4

∂(FµνFµν)

∂Ad
β

= −1
2
F µν
c

∂F c
µν

∂Ad
β

= gεdbcAb
αF

αβ
c = g[Aα × Fαβ]c.

Â ðåçóëüòàòå, óðàâíåíèÿ ïîëÿ èìåþò âèä:

∂αF
αβ + gAα × Fαβ = −4π g

2
ψ̄γβσψ. (9.98)

Íàéäåì ñîõðàíÿþùèéñÿ òîê, ñîîòâåòñòâóþùèé ëàãðàíæèàíó (9.97). Â
îòëè÷èè îò ýëåêòðîäèíàìèêè, â ãëîáàëüíîì (ω = const) êàëèáðîâî÷íîì
ïðåîáðàçîâàíèè ó÷àñòâóþò íå òîëüêî äâà áèñïèíîðà ψ, íî è ïîëÿ Aµ.
Ðàñêëàäûâàÿ ìàòðèöó U ïðåîáðàçîâàíèÿ ψ′ = Uψ â ðÿä, èç (9.95) èìååì:

ψ′ ≈ (1 +
i

2
ωσ)ψ, ψ̄′ ≈ ψ̄(1− i

2
ωσ), A′µ ≈ Aµ +Aµ × ω.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé Íåòåð (ñòð. 447) äîëæåí ñîõðàíÿòüñÿ ñëåäóþ-
ùèé òîê:

Jµ
a =

[
∂L

∂(∂µψ)

∂ψ′

∂ωa
+
∂ψ̄′

∂ωa

∂L
∂(∂µψ̄)

+
∂L

∂(∂µAν)

∂A′ν
∂ωa

]
ω=0

.

Âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîäíûå ëàãðàíæèàíà (9.97), èìååì:

Jµ = −1
2
ψ̄γµσψ − 1

4π
Aα × Fαµ.

Ïðè ïîìîùè ýòîãî òîêà óðàâíåíèÿ ßíãà-Ìèëëñà ìîãóò áûòü çàïèñàíû
â ìàêñâåëëîâñêîì âèäå ∂µF

µν = −4π g Jν . Îáðàòèì âíèìàíèå íà âòîðîå
ñëàãàåìîå â Jµ, îçíà÷àþùåå, ÷òî ïîëÿ Aµ ÿâëÿþòñÿ çàðÿæåííûìè.
Ìîæíî îïðåäåëèòü öâåòíîå ýëåêòðè÷åñêîå Ei = {F 10, F 20, F 10} è ìàã-

íèòíîå ïîëå Bi = {F 32, F 23, F 21}. Îíè íåëèíåéíî ñâÿçàíû ñ ïîòåíöèà-
ëàìè:

Ei = −∇iϕ−
∂Ai

∂t
+ gAi × ϕ, Bi = εijk

(
∇jAk −

g

2
Aj ×Ak

)
,

ãäå æèðíûì øðèôòîì ïîìå÷àþòñÿ âåêòîðû â öâåòîâîì ïðîñòðàíñòâå
SU(2), à êîìïîíåíòû âåêòîðîâ â îáû÷íîì ïðîñòðàíñòâå ïåðå÷èñëÿþòñÿ
ïðè ïîìîùè ëàòèíñêèõ èíäåêñîâ. Êðåñòèê âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ îò-
íîñèòñÿ ê öâåòíûì êîìïîíåíòàì, à äëÿ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â îáû÷-
íîì ïðîñòðàíñòâå èñïîëüçóåòñÿ ñèìâîë Ëåâè-×åâèòà. Ìíîæèòåëü 1/2 â
ìàãíèòíîì ïîëå ïîÿâèëñÿ, òàê êàê, íàïðèìåð, A2×A3 çàïèñûâàåòñÿ òàê
(1/2) ε1ij Ai ×Aj = (1/2) (A2 ×A3 −A3 ×A2).
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9.9 Îñíîâû êâàíòîâîé òåîðèè ∗

Ýòîò è ñëåäóþùèé ðàçäåëû ïîïàëè â êíèãó ñîâñåì èç äðóãîãî, êâàí-
òîâîãî ìèðà. Îäíàêî, ìû òàê ÷àñòî, ðàññìàòðèâàÿ ôóðüå ðàçëîæåíèå
ñïèíîðíîãî ïîëÿ, óïîìèíàëè î åãî êâàíòàõ, ÷òî âïîëíå óìåñòíî áóäåò
ñäåëàòü ñîîòâåòñòâóþùåå îòñòóïëåíèå.

Ìèð áîëüøèõ ñêîðîñòåé ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ïðèâû÷íîãî äëÿ
íàøåãî ïîâñåäíåâíîãî îïûòà ìèðà êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè. Êâàíòîâûå
ÿâëåíèÿ ìèêðîìèðà åù¼ ñèëüíåå ïðîòèâîðå÷àò îáûäåííîé èíòóèöèè. Òåì
íå ìåíåå, Âñåëåííàÿ óñòðîåíà òàêèì îáðàçîì, ÷òî êëàññè÷åñêàÿ ìåõàíè-
êà îõâàòûâàåò ëèøü íåáîëüøóþ ÷àñòü ïðîöåññîâ êîòîðûå â ýòîé Âñåëåí-
íîé ïðîèñõîäÿò. Êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà, êàê è ðåëÿòèâèñòñêàÿ, ÿâëÿåòñÿ
ïàðàìåòðè÷åñêè íåïîëíîé òåîðèåé (ñòð. 44). Å¼ îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ
îïðåäåëÿþòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé êîíñòàíòîé � ïîñòîÿííîé Ïëàíêà ~.
Îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî â ìèêðîìèðå ìíîãèå ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû ïðè-

íèìàþò äèñêðåòíûå çíà÷åíèÿ. Ïðèìåðîì ÿâëÿþòñÿ ñïèí ÷àñòèö, ìîìåíò
èìïóëüñà èëè ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà â àòîìå. Êðîìå ýòîãî, ÷àñòî äâå ôè-
çè÷åñêèå âåëè÷èíû íå ìîãóò áûòü îäíîâðåìåííî èçìåðåíû ñêîëü óãîäíî
òî÷íî. Íàèáîëåå àäåêâàòíûì ìàòåìàòè÷åñêèì àïïàðàòîì, êîòîðûé ïîç-
âîëÿåò âñ¼ ýòî îïèñàòü, îêàçûâàåòñÿ òåîðèÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, äåé-
ñòâóþùèõ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Êàæäîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíå (êîîðäèíàòå ÷àñòèöû, å¼ èìïóëüñó, ýíåð-
ãèè è ò.ä.) â êâàíòîâîé òåîðèè ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ëèíåéíûé îïåðà-

òîð Â. Ýòîò îïåðàòîð äåéñòâóåò íà âåêòîðû êîìïëåêñíîãî âåêòîðíîãî
ïðîñòðàíñòâà (ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî). Áóäåì ïîìå÷àòü îïåðàòîðû
ñâåðõó øëÿïêàìè, à âåêòîðû îáîçíà÷àòü áîëüøèìè ãðå÷åñêèìè áóêâàìè
è, ÷òîáû íå ïóòàòü ñ ïîëåâûìè ôóíêöèÿìè, îêðóæàòü èõ ïðÿìîé è óã-
ëîâîé ñêîáêîé:

∣∣Ψ⟩. Âåêòîðû ìîæíî óìíîæàòü íà êîìïëåêñíûå ÷èñëà è
ñêëàäûâàòü äðóã ñ äðóãîì. Â ðåçóëüòàòå ýòèõ îïåðàöèé ñíîâà ïîëó÷àåòñÿ
âåêòîð èç ýòîãî æå ïðîñòðàíñòâà: α

∣∣Ψ⟩+ β
∣∣Φ⟩. Ïðè äåéñòâèè îïåðàòîðà

íà âåêòîð ïîëó÷àåòñÿ íîâûé âåêòîð:

Â
∣∣Ψ⟩ = ∣∣Φ⟩.

Îïåðàòîð íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ ÷èñåë è âåêòîðîâ âû-
ïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå:

Â
(
α
∣∣Ψ⟩+ β

∣∣Φ⟩ ) = α Â
∣∣Ψ⟩+ β Â

∣∣Φ⟩, (9.99)

ò.å. äåéñòâèå îïåðàòîðà íà ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ âåêòîðîâ ýêâèâàëåíòíî
ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ðåçóëüòàòà äåéñòâèÿ îïåðàòîðà íà êàæäûé âåêòîð.
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Èíîãäà ïðè äåéñòâèè îïåðàòîðà íà íåêèé âåêòîð ïîëó÷àåòñÿ òîò æå
âåêòîð, óìíîæåííûå íà êîíñòàíòó:

Â
∣∣a⟩ = a

∣∣a⟩.
Òàêîå ñîîòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.
Ñîîòâåòñòâåííî

∣∣a⟩ ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì, à êîíñòàíòà a �

ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà Â. Äàííîå óðàâíåíèå îáû÷íî èìååò
íåñêîëüêî ðåøåíèé (ðàçëè÷íûõ a è

∣∣a⟩). Âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïå-

ðàòîðà Â ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì �ðàçðåøåííûõ� çíà÷åíèé ôèçè÷åñêîé
âåëè÷èíû A, êîòîðîé â êâàíòîâîé òåîðèè ñîîòâåòñòâóåò îïåðàòîð Â.
Îïåðàòîðû è âåêòîðû � ýòî àáñòðàêòíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îáúåêòû. Â

çàâèñèìîñòè îò çàäà÷è èõ ìîæíî ðåàëèçîâûâàòü ïðè ïîìîùè òåõ èëè
èíûõ �áîëåå ïðèâû÷íûõ� êîíñòðóêöèé. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ýëåêòðîí.
Ýêñïåðèìåíò ïîêàçûâàåò, ÷òî îí îáëàäàåò ñîáñòâåííûì ìîìåíòîì âðàùå-
íèÿ (ñïèíîì), ïðîåêöèè êîòîðîãî íà êîîðäèíàòíûå îñè âñåãäà ïðèíèìàþò
òîëüêî äâà çíà÷åíèÿ, ðàâíûå ~/2 è −~/2. Òàêîå êâàíòîâàíèå ôèçè÷å-
ñêîé âåëè÷èíû ìîæíî îïèñàòü ïðè ïîìîùè ìàòðèöû 2x2, äåéñòâóþùåé
íà ñòîëáèê èç äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå
îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé, â âåêòîð � ñòîëáèêîì:

Ŝ =
~
2
σ,

∣∣Φ⟩ = (α
β

)
,

ãäå σ = {σx, σy, σz} � ìàòðèöû Ïàóëè, ñòð.508. Âîçìîæíû äâà ðåøå-
íèÿ óðàâíåíèÿ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ïðîåêöèè ñïèíà íà îñü z,
ñîîòâåòñòâóþùèå äâóì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì ±~/2:

~
2

(
1 0
0 −1

)(
1
0

)
=

~
2

(
1
0

)
,

~
2

(
1 0
0 −1

)(
0
1

)
= −~

2

(
0
1

)
.

Îïåðàòîð Ŝx (ïðîåêöèÿ ñïèíà íà îñü x) òàêæå èìååò äâà ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèÿ ±~/2. Îäíàêî, ñîáñòâåííûå âåêòîðû, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì
ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì îòëè÷àþòñÿ îò Ŝz è ðàâíû (lH160):∣∣S+

x

⟩
=

1√
2

(
1
1

)
,

∣∣S−x ⟩ = 1√
2

(
1
−1

)
,

ãäå ïëþñ ñîîòâåòñòâóåò Sx = ~/2, à ìèíóñ � Sx = −~/2.
Îäèí âåêòîð ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè äðóãèõ âåê-

òîðîâ. Íàïðèìåð:∣∣S+
x

⟩
=

1√
2

∣∣S+
z

⟩
+

1√
2

∣∣S−z ⟩ = 1√
2

(
1
0

)
+

1√
2

(
0
1

)
, (9.100)

ò.å. ñîáñòâåííûé âåêòîð ïðîåêöèè ~/2 ñïèíà íà îñü x ðàâåí ñóììå ñîá-
ñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà Ŝz ñ ðàâíûìè êîýôôèöèåíòàìè.
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• Ñ êàæäîé ïàðîé âåêòîðîâ
∣∣Ψ⟩ è ∣∣Φ⟩ ñâÿæåì êîìïëåêñíîå ÷èñëî, êîòî-

ðîå íàçîâ¼ì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ è îáîçíà÷èì óãëîâûìè
ñêîáêàìè ñ ðàçäåëÿþùåé âåðòèêàëüíîé ÷åðòîé:

⟨
Ψ|Φ

⟩
. Ïîñòóëèðóåòñÿ,

÷òî ïðè êîìïëåêñíîì ñîïðÿæåíèè ïðîèñõîäèò ïåðåñòàíîâêà âåêòîðîâ⟨
Ψ|Φ

⟩∗
=
⟨
Φ|Ψ

⟩
(9.101)

è âûïîëíÿþòñÿ ñâîéñòâà ëèíåéíîñòè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:⟨
Ψ|
(
α1

∣∣Φ1

⟩
+ α2

∣∣Φ2

⟩)
= α1 ⟨Ψ| Φ1⟩+ α2 ⟨Ψ| Φ2⟩ , (9.102)

ãäå ñëåâà â êðóãëûõ ñêîáêàõ ñòîèò íåêîòîðûé âåêòîð, ñêàëÿðíîå ïðî-
èçâåäåíèå êîòîðîãî ñ âåêòîðîì

∣∣Ψ⟩ ðàâíî ëèíåéíîé ñóììå ñêàëÿðíûõ
ïðîèçâåäåíèé, çàïèñàííûõ â ïðàâîé ÷àñòè.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà íà ñåáÿ ñàìîãî íàçûâàåòñÿ íîðìîé

âåêòîðà. Ïîñòóëèðóåòñÿ, ÷òî íîðìà âñåãäà íåîòðèöàòåëüíà
⟨
Ψ|Ψ

⟩
> 0.

Îáû÷íî âåêòîðû íîðìèðóþòñÿ íà åäèíèöó:
⟨
Ψ|Ψ

⟩
= 1 (åñëè íîðìà êî-

íå÷íà, óìíîæåíèåì âåêòîðà íà ÷èñëî ýòîãî âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ).

Â ïðèìåðå ñ ìàòðè÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì ñïèíà ýëåêòðîíà, ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëèì êàê óìíîæåíèå ñòîëáèêà âåêòîðà íà åãî ýðìè-
òîâî ñîïðÿæåíèå (ñòðî÷êó êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ). Íàïðè-
ìåð: ⟨

S+
x |S+

z

⟩
=

1√
2

(
1 1

)∗(1
0

)
=

1√
2
.

Â ÷àñòíîñòè, èìåííî òàêèì îáðàçîì ïîëó÷åí íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü
1/
√
2 ó âåêòîðîâ

∣∣S±x ⟩ ïðè íîðìèðîâàíèè èõ íà åäèíèöó:
⟨
S+
x |S+

x

⟩
= 1.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ÿâëÿåòñÿ áèëèíåéíîé êîìïëåêñíîé ôóíêöè-
åé âåêòîðîâ, ñì. (9.101) (9.102). Å¼ óäîáíî çàïèñûâàòü â òåðìèíàõ ñîïðÿ-
æåííîãî ãèëüáåðòîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïî-ìèìî èñ-
õîäíûõ âåêòîðîâ

∣∣Ψ⟩, ∣∣Φ⟩ ñóùåñòâóþò ñîïðÿæåííûå èì ⟨Ψ∣∣, ⟨Φ∣∣. Òàêèå
âåêòîðû íàçûâàþòñÿ �áðà�, â îòëè÷èå îò èñõîäíûõ �êåò� âåêòîðîâ. Ýòè
íàçâàíèÿ ïðîèñõîäÿò îò äâóõ ÷àñòåé àíãëèéñêîãî ñëîâà bracket (ñêîá-
êà) è áûëè ïðèäóìàíû Äèðàêîì. Ìåæäó èñõîäíûì ãèëüáåðòîâûì ïðî-
ñòðàíñòâîì è åìó ñîïðÿæåííûì ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîò-
âåòñòâèå. Ýòî ñîîòâåòñòâèå, ïî àíàëîãèè ñ ñîïðÿæåíèåì ìàòðè÷íûõ ñòîë-
áèêîâ, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

∣∣Ψ⟩+ =
⟨
Ψ
∣∣, èëè ⟨Ψ∣∣+ =

∣∣Ψ⟩. Â ðåçóëüòàòå
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ÿâëÿåòñÿ êàê áû ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðà èç ñî-
ïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà è âåêòîðà èç èñõîäíîãî:

⟨
Ψ
∣∣Φ⟩ = ⟨Ψ∣∣∣∣Φ⟩, ãäå

äëÿ êðàòêîñòè óáèðàåòñÿ îäíà âåðòèêàëüíàÿ ÷åðòà.
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• Ïî àíàëîãèè ñ ìàòðèöàìè, ýðìèòîâîå ñîïðÿæåíèå îïåðàòîðà îïðåäå-
ëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì (îáîçíà÷àåì åãî êðåñòèêîì):⟨

Ψ|Â+|Φ
⟩
=
⟨
Φ|Â|Ψ

⟩∗
, (9.103)

ãäå Ψ è Φ � ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû ãèëüáåðòîâîãî ïðîñòðàíñòâà, à çâåç-
äî÷êà � êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóþò ñëåäóþùèå
ñâîéñòâà ýðìèòîâîãî ñîïðÿæåíèÿ:

(Â+)+ = Â, (ÂB̂)+ = B̂+Â+,
⟨
Ψ|Â+Â|Ψ

⟩
> 0. (9.104)

Ïåðâîå äîêàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíî, à äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàëüíûõ íåîá-
õîäèìî (lH161) èñïîëüçîâàòü ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè (ñì. íèæå).
Åñëè ýðìèòîâîå ñîïðÿæåíèå îïåðàòîðà Â+ ñîâïàäàåò ñ Â, òî òàêîé

îïåðàòîð íàçûâàåòñÿ ýðìèòîâûì èëè ñàìîñîïðÿæåííûì. Â ÷àñòíîñòè,
åäèíè÷íûé îïåðàòîð Â = 1̂ â ñèëó (9.101) ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâûì: 1̂+ = 1̂.
Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýðìèòîâûõ îïåðàòîðîâ äåéñòâèòåëüíû, à ñîá-

ñòâåííûå âåêòîðû îðòîãîíàëüíû. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç îïðå-
äåëåíèÿ ñîïðÿæåíèÿ (9.103), åñëè â êà÷åñòâå ñîñòîÿíèé Ψ è Φ âçÿòü ñîá-
ñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðà Â:⟨

a|Â|a
⟩
=
⟨
a|Â|a

⟩∗
=> a

⟨
a|a
⟩
= a∗

⟨
a|a
⟩
,

ãäå ó÷òåíà ýðìèòîâîñòü Â+ = Â, óðàâíåíèå Â|a
⟩
= a|a

⟩
è (9.101). Òàêèì

îáðàçîì a∗ = a. Òàê êàê ôèçè÷åñêè èçìåðèìûå âåëè÷èíû äåéñòâèòåëüíû,
ñîîòâåòñòâóþùèå èì îïåðàòîðû âñåãäà ýðìèòîâû. Íàïðèìåð, ìàòðèöà
ñïèíà ýðìèòîâà (òàê êàê ýðìèòîâû ìàòðèöû Ïàóëè).
Óòâåðæäåíèå îá îðòîãîíàëüíîñòè, âîîáùå ãîâîðÿ ñïðàâåäëèâî äëÿ ñîá-

ñòâåííûõ âåêòîðîâ |a
⟩
è |a′

⟩
, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì

çíà÷åíèÿì. Äåéñòâèòåëüíî, çàïèøåì:⟨
a′|Â|a

⟩
= a
⟨
a′|a
⟩
,

⟨
a|Â|a′

⟩
= a′

⟨
a|a′
⟩
.

Áåðÿ êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ (a′∗ = a′, Â+ = Â
è
⟨
a|a′
⟩∗

=
⟨
a′|a
⟩
) è âû÷èòàÿ èç ïåðâîãî, ïîëó÷àåì (a − a′)

⟨
a′|a
⟩
= 0.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè a ̸= a′ � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñîáñòâåííûõ âåê-
òîðîâ ðàâíî íóëþ. Òàê êàê âåêòîðû îáû÷íî íîðìèðóþòñÿ íà åäèíèöó:⟨
a|a
⟩
= 1, òî äëÿ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçëè÷íûì

ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, çàïèñûâàåòñÿ óñëîâèå îðòîíîðìèðîâàííîñòè:⟨
a|a′
⟩
= δaa′,

ãäå δaa′ � ñèìâîë Êðîíåêåðà äëÿ äèñêðåòíîãî ñïåêòðà (äèñêðåòíûå ñîá-
ñòâåííûå çíà÷åíèÿ) è δ−ôóíêöèÿ Äèðàêà δ(a − a′) äëÿ íåïðåðûâíîãî
ñïåêòðà (íåïðåðûâíîå ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé).
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• Âåêòîð ãèëüáåðòîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñîîòâåòñòâóåò òîìó èëè èíîìó
ñîñòîÿíèþ êâàíòîâîé ñèñòåìû. Îïðåäåëÿÿ ñîñòîÿíèå ïðè ïîìîùè íåêî-
òîðîãî âåêòîðà

∣∣Ψ⟩, ìû ïîëíîñòüþ õàðàêòåðèçóåì äàííóþ ñèñòåìó. Â
êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå äëÿ îäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñèñòå-
ìû, ñîñòîÿùåé èç ÷àñòèö, òðåáóåòñÿ çíàíèå òåêóùåãî çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò
è ñêîðîñòåé ýòèõ ÷àñòèö. Â êâàíòîâîé òåîðèè âìåñòî ýòîãî íàì íåîáõîäèì
âåêòîð ãèëüáåðòîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Îáû÷íî òåðìèíû �âåêòîð� è �ñîñòî-
ÿíèå� èñïîëüçóþòñÿ êàê ñèíîíèìû.
Ïðîèçâîëüíûé âåêòîð

∣∣Ψ⟩ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ñóììû ñîá-

ñòâåííûõ âåêòîðîâ
∣∣a⟩ íåêîòîðîãî îïåðàòîðà Â ïî âñåì åãî ñîáñòâåííûì

çíà÷åíèÿì (ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè):∣∣Ψ⟩ =∑
a

∣∣a⟩ ⟨a|Ψ⟩, (9.105)

ãäå êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ìû îáîçíà÷èëè êàê
⟨
a|Ψ
⟩
.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè âû÷èñëèòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñ ôèêñèðîâàí-
íûì ñîáñòâåííûì âåêòîðîì îïåðàòîðà Â (óìíîæèâ ðàâåíñòâî ñëåâà íà⟨
a′
∣∣), òî ïîä ñóììîé ïîëó÷èòñÿ ñèìâîë Êðîíåêåðà

⟨
a′|a
⟩
= δaa′ (äëÿ äèñ-

êðåòíîãî ñïåêòðà). Ïðîâîäÿ ñóììèðîâàíèå ìû ïðèõîäèì ê òîæäåñòâó:⟨
a′|Ψ

⟩
=
⟨
a′|Ψ

⟩
. Äëÿ íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà âìåñòî ñóììû áóäåò èí-

òåãðàë ïî da, à ñèìâîë Êðîíåêåðà çàìåíèòñÿ íà δ−ôóíêöèþ Äèðàêà.
Çàìåòèì, ÷òî ñóììó: ∑

a

∣∣a⟩⟨a∣∣ = 1̂ (9.106)

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê åäèíè÷íûé îïåðàòîð. Åãî äåéñòâèå íà ïðîèç-
âîëüíûé âåêòîð

∣∣Ψ⟩ â ñîîòâåòñòâèè ñ (9.105) ñíîâà äà¼ò ýòîò âåêòîð.
Êâàäðàò ìîäóëÿ êîýôôèöèåíòîâ |

⟨
a|Ψ
⟩
|2 ðàâåí âåðîÿòíîñòè îáíàðó-

æèòü çíà÷åíèå a ïðè èçìåðåíèè ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíà A â ñèñòåìå, íàõî-
äÿùåéñÿ â ñîñòîÿíèè

∣∣Ψ⟩. Îñòàíîâèìñÿ íà ýòîì êëþ÷åâîì äëÿ êâàíòîâîé
òåîðèè óòâåðæäåíèè. Èçìåðÿÿ ó ýëåêòðîíà ïðîåêöèþ ñïèíà íà îñü x, ìû
ïîëó÷àåì ~/2 èëè −~/2. Îòáåðåì ýëåêòðîíû ó êîòîðûõ Sx = ~/2. Òåì
ñàìûì ìû ïîäãîòîâèì àíñàìáëü ìèêðîîáúåêòîâ, íàõîäÿùèõñÿ â îäíîì è
òîì æå ñîñòîÿíèè. Ýòî ñîñòîÿíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòî-
ðîì

∣∣S+
x

⟩
. Åñëè ñíîâà èçìåðèòü çíà÷åíèå Sx ó ëþáîãî ýëåêòðîíà èç ýòîãî

àíñàìáëÿ, òî âñåãäà áóäåò ïîëó÷àòüñÿ ~/2. Èíàÿ ñèòóàöèÿ íàáëþäàåòñÿ,
åñëè ó ýòèõ ýëåêòðîíîâ èçìåðèòü çíà÷åíèå ïðîåêöèè ñïèíà Sz. Â ïîëî-
âèíå ñëó÷àåâ ïîëó÷èòñÿ ~/2, à âî âòîðîé ïîëîâèíå −~/2. Òàêèì îáðàçîì,
â ñîñòîÿíèè

∣∣S+
x

⟩
ñîñòîÿíèÿ

∣∣S+
z

⟩
è
∣∣S−z ⟩ íàõîäÿòñÿ ðàâíîâåðîÿòíî. Ìà-

òåìàòè÷åñêè ýòî ñâÿçíî ñ òåì, ÷òî êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ â (9.100)
ðàâíû

⟨
S+
z |S+

x

⟩
=
⟨
S−z |S+

x

⟩
= 1/

√
2. Êâàäðàò èõ ìîäóëÿ ðàâåí 1/2.
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• Åñëè êâàíòîâàÿ ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè |Ψ
⟩
, êîòîðîå íå ÿâ-

ëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì îïåðàòîðà Â, òî ïðè èçìåðåíèè âåëè÷èíû
A êàæäûé ðàç áóäóò ïîëó÷àòüñÿ ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ a (ïðèíàäëåæàùèå
ìíîæåñòâó ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà Â). Îäíè èç ýòèõ çíà÷åíèé
áóäóò ïîëó÷àòüñÿ ÷àùå, äðóãèå � ðåæå. Çíàÿ ñîîòâåòñòâóþùèå âåðîÿòíî-
ñòè ìîæíî âû÷èñëèòü ñðåäíåå çíà÷åíèå ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû A â ñîñòî-
ÿíèè |Ψ

⟩
. Òàêîå ñðåäíåå îáîçíà÷àåòñÿ òðåìÿ ýêâèâàëåíòíûìè ñïîñîáàìè:⟨

Ψ|Â |Ψ
⟩
=
⟨
Â
⟩
= Ā.

Â ïåðâîé çàïèñè îïåðàòîð Â äåéñòâóåò íà âåêòîð
∣∣Ψ⟩. Â ðåçóëüòàòå ïî-

ëó÷àåòñÿ íîâûé âåêòîð Â
∣∣Ψ⟩, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå êîòîðîãî íà èñ-

õîäíûé âåêòîð ñîñòîÿíèÿ
∣∣Ψ⟩ äàåò ñðåäíåå çíà÷åíèå. Âòîðîå îáîçíà÷å-

íèå äëÿ ñðåäíåãî èñïîëüçóåòñÿ êîãäà èçâåñòíî î êàêîì ñîñòîÿíèè èäåò
ðå÷ü (èëè îíî ïðîèçâîëüíîå). Òîãäà îáîçíà÷åíèå ñîñòîÿíèÿ Ψ óáèðàåòñÿ
è îñòàþòñÿ òîëüêî óãëîâûå ñêîáêè âîêðóã îïåðàòîðà. Íàêîíåö, ñðåäíåå
ìîæíî îáîçíà÷àòü ÷åðòîé íàä ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíîé. Òàê êàê ñðåäíåå
îïðåäåëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ � ýòî ÷èñëî, ïðè÷åì
äëÿ ýðìèòîâûõ îïåðàòîðîâ âñåãäà äåéñòâèòåëüíîå.

Óáåäèìñÿ, ÷òî ïîäîáíûå áðà-êåò îáîçíà÷åíèÿ äåéñòâèòåëüíî äàþò çíà-
÷åíèå äëÿ ñðåäíåãî. Äëÿ ýòîãî ðàçëîæèì ïðàâûé âåêòîð â ðÿä ïî ñîá-
ñòâåííûì çíà÷åíèÿì îïåðàòîðà Â:⟨

Ψ|Â |Ψ
⟩
=
∑
a

⟨
Ψ|Â|a

⟩ ⟨
a|Ψ
⟩
=
∑
a

a
⟨
Ψ|a
⟩ ⟨
a|Ψ
⟩
=
∑
a

a|
⟨
a|Ψ
⟩
|2,

ãäå âî âòîðîì ñëàãàåìîì ìû âîñïîëüçîâàëèñü óðàâíåíèåì íà ñîáñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ Â|a

⟩
= a|a

⟩
è âûíåñëè a çà ñêîáêè (ëèíåéíîñòü ñêàëÿð-

íîãî ïðîèçâåäåíèÿ). Íàêîíåö â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ïðèìåíåíî ñâîéñòâî
(9.101). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èëàñü ñóììà ïî âñåì çíà÷åíèÿì a ôèçè÷å-
ñêîé âåëè÷èíû A, óìíîæåííîé íà âåðîÿòíîñòè ýòîãî çíà÷åíèÿ |

⟨
a|Ψ
⟩
|2.

Ýòî ïî îïðåäåëåíèþ è åñòü ñðåäíåå çíà÷åíèå. Åñòåñòâåííî, ñóììàðíàÿ
âåðîÿòíîñòü îáíàðóæèòü ëþáîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû a äîëæíà ðàâíÿòüñÿ
åäèíèöå. Ïîâòîðÿÿ âû÷èñëåíèÿ äëÿ íîðìû âåêòîðà, èìååì:⟨

Ψ|Ψ
⟩
=
∑
a

|
⟨
a|Ψ
⟩
|2 = 1.

Èìåííî èç ýòèõ ñîîáðàæåíèé âåêòîðû ñîñòîÿíèé íîðìèðóþò íà åäèíèöó.
Åñëè ñîñòîÿíèå íå íîðìèðîâàíî, òî ñðåäíåå íåîáõîäèìî âû÷èñëÿòü ïî
ôîðìóëå

⟨
Ψ|Â |Ψ

⟩
/
⟨
Ψ|Ψ

⟩
.
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• Åñëè äâóì ôèçè÷åñêèì âåëè÷èíàì A è B ñîîòâåòñòâóþò îïåðàòîðû
Â è B̂, êîòîðûå íå êîììóòèðóþò äðóã ñ äðóãîì, òî ýòè âåëè÷èíû íå
ìîãóò áûòü îäíîâðåìåííî èçìåðåíû. Ýòîò ôàêò âûðàæàåòñÿ ïðè ïîìîùè
ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé. Ïóñòü:

[Â, B̂] = ıĈ (9.107)

è ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â íåêîòîðîì ñîñòîÿíèè |Ψ
⟩
. Â ýòîì ñîñòîÿíèè ñðåä-

íèå çíà÷åíèÿ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí ðàâíû:

Ā =
⟨
Ψ|Â|Ψ

⟩
, B̄ =

⟨
Ψ|B̂|Ψ

⟩
.

Ââåäåì îïåðàòîðû �îòêëîíåíèÿ îò ñðåäíåãî� ∆Â = Â− Ā è àíàëîãè÷íî
äëÿ ∆B̂. Âû÷èñëèì ñðåäíåå, çàâèñÿùåå îò äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà α:

I(α) =
⟨
(α∆Â+ı∆B̂)(α∆Â−ı∆B̂)

⟩
= α2

⟨
(∆Â)2

⟩
+α
⟨
Ĉ
⟩
+
⟨
(∆B̂)2

⟩
> 0,

ãäå âòîðîå ðàâåíñòâî ïîëó÷åíî ïåðåìíîæåíèåì ñêîáîê (ïîðÿäîê îïåðàòî-
ðîâ âàæåí!) ïðè ïîìîùè (9.107). Ýòî âûðàæåíèå íåîòðèöàòåëüíî â ñèëó
ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ (9.104). Íàéä¼ì åãî íàèìåíüøåå çíà÷åíèå, âçÿâ
ïðîèçâîäíóþ ïî ïàðàìåòðó α (lH162):⟨

(Â− Ā)2
⟩ ⟨

(B̂ − B̄)2
⟩
> 1

4

⟨
Ĉ
⟩2
. (9.108)

Ñðåäíèå, ñòîÿùèå ñëåâà, èìåþò ñìûñë êâàäðàòîâ îøèáîê èçìåðåíèé âå-
ëè÷èí A è B. Ìàòåìàòè÷åñêè ýòî äèñïåðñèè èëè ñðåäíåêâàäðàòè÷íûå
îòêëîíåíèÿ îò ñðåäíåãî:⟨

Ψ
∣∣(Â− Ā)2∣∣Ψ⟩ =∑

a

⟨
Ψ
∣∣(Â− Ā)2∣∣a⟩⟨a∣∣Ψ⟩ =∑

a

(a− Ā)2
∣∣⟨a∣∣Ψ⟩∣∣2.

×åì áîëüøèå îòêëîíåíèÿ îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ Ā ïðè èçìåðåíèè âåëè÷è-
íû A ïîëó÷àþòñÿ ðåçóëüòàòû, òåì áîëüøèì áóäåò çíà÷åíèå

⟨
(Â − Ā)2

⟩
.

Îòìåòèì, ÷òî
⟨
(Â− Ā)2

⟩
=
⟨
Â2
⟩
− Ā2 (lH163).

Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå òàêæå ñóùåñòâóþò îøèáêè èçìåðåíèé çíà÷å-
íèé ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí. Îäíàêî èõ âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî
ìàëûìè. Â êâàíòîâîé òåîðèè, åñëè ÂB̂ ̸= B̂Â è ñðåäíåå êîììóòàòîðà
ýòèõ îïåðàòîðîâ îòëè÷íî îò íóëÿ, òî ïðîèçâåäåíèå äèñïåðñèé (êâàäðà-
òîâ îøèáîê èçìåðåíèé) âñåãäà áîëüøå íóëÿ. Åñëè ìû óìåíüøàåì îøèáêó
èçìåðåíèÿ îäíîé âåëè÷èíû, òî âûðàñòàåò îøèáêà â èçìåðåíèÿõ äðóãîé è
íàîáîðîò. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòåé � ýòî ñòàòè-
ñòè÷åñêîå óòâåðæäåíèå. Îíî íå ïðèìåíèìî äëÿ îäíîêðàòíûõ èçìåðåíèé.
Ñðåäíåå çíà÷åíèå è äèñïåðñèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïî ñîâîêóïíîñòè èçìåðåíèé,
à íå ïî îäíîìó èçìåðåíèþ.
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• Â íåðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé ìåõàíèêå êîîðäèíàòå è èìïóëüñó ÷à-
ñòèöû ñîîòâåòñòâóþò îïåðàòîðû x̂ è p̂. Îíè íå êîììóòèðóþò äðóã ñ äðó-
ãîì è ïîñòóëèðóåòñÿ ÷òî:

[x̂, p̂] = ı ~. (9.109)

Äëÿ äâèæåíèÿ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, îòëè÷íûå îò íóëÿ êîììóòà-
òîðû áóäóò òîëüêî äëÿ ïðîåêöèé îïåðàòîðîâ íà îäíó îñü [x̂i, p̂j] = ı~ δij.
Êðîìå ýòîãî [x̂i, x̂j] = [p̂i, p̂j] = 0. Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåí-

íîñòåé (9.108), äëÿ îøèáîê èçìåðåíèé ∆x =
⟨
(∆x̂)2

⟩1/2
(áåç øëÿïêè!),

ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòè Ãåéçåíáåðãà:

∆x∆p > ~
2
.

Åñëè â äàííîì ñîñòîÿíèè êîîðäèíàòà ÷àñòèöû îïðåäåëåíà òî÷íî, ò.å.
∆x = 0, òî çíà÷åíèå å¼ èìïóëüñà áóäåò ïðîèçâîëüíûì (∆p = ∞). Ãîâî-
ðÿò, ÷òî êîîðäèíàòà è èìïóëüñ îäíîâðåìåííî (ñîâìåñòíî) íå èçìåðèìû.
Â ÷àñòíîñòè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ñîñòîÿíèÿ êîòîðîå îäíîâðå-
ìåííî ÿâëÿëîñü áû ñîáñòâåííûì ñîñòîÿíèåì îáîèõ îïåðàòîðîâ x̂ è p̂.
Â áàçèñå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ íåêîòîðîãî îïåðàòîðà: Â

∣∣a⟩ = a
∣∣a⟩,

ëþáûå îïåðàòîðû ìîæíî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîì âèäå. Ïî îïðåäåëåíèþ,
ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå îïåðàòîðà B̂ èìååò âèä

⟨
a
∣∣B̂∣∣a′⟩. Åñëè ñïåêòð

äèñêðåòíûé � ýòî îáû÷íàÿ ìàòðèöà ñ èíäåêñàìè Baa′ (âîçìîæíî áåñêî-
íå÷íîìåðíàÿ, åñëè ñïåêòð íåîãðàíè÷åí). Äëÿ íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà ïðî-
èçâåäåíèå �íåïðåðûâíûõ� ìàòðèö îïðåäåëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè èíòåãðèðî-
âàíèÿ (à íå ñóììèðîâàíèÿ) ïî íåïðåðûâíîìó èíäåêñó. Äåéñòâèå îïåðà-
òîðà íà âåêòîð B̂

∣∣Ψ⟩ = ∣∣Φ⟩ â ìàòðè÷íîì âèäå çàïèñûâàåòñÿ òàê:⟨
a
∣∣Φ⟩ = ⟨a∣∣B̂∣∣Ψ⟩ =∑

a′

⟨
a
∣∣B̂∣∣a′⟩⟨a′∣∣Ψ⟩.

Åñëè â êà÷åñòâå áàçèñà âûáèðàþòñÿ ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðà êî-
îðäèíàòû x̂

∣∣x⟩ = x
∣∣x⟩ ñ íåïðåðûâíûì ñïåêòðîì, òî ýòî íàçûâàåòñÿ êîîð-

äèíàòíûì ïðåäñòàâëåíèåì. �Íåïðåðûâíàÿ� ìàòðèöà îïåðàòîðà êîîðäè-
íàòû â ýòîì áàçèñå äèàãîíàëüíà è èìååò âèä xxx′ =

⟨
x|x̂|x′

⟩
= xδ(x−x′).

Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ (lH164) ñòîèò ïðîâåðèòü, ÷òî èç êîììóòàòîðà
(9.109) ñëåäóåò, ÷òî

⟨
x|p̂|x′

⟩
= −ı~ dδ(x − x′)/dx. Ïðè äåéñòâèè òàêîé

ìàòðèöû íà ñòîëáèê
⟨
x|Ψ

⟩
ôóíêöèÿ Äèðàêà ñíèìàåò ñóììèðîâàíèå (èí-

òåãðèðîâàíèå) è îïåðàòîð èìïóëüñà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äèôôå-
ðåíöèàëüíûé îïåðàòîð p̂ = −ı~ d/dx, äåéñòâóþùèé â ïðîñòðàíñòâå êîì-
ïëåêñíûõ ôóíêöèéΨ(x) =

⟨
x|Ψ

⟩
, ÷àñòî íàçûâàåìûõ âîëíîâûìè ôóíêöè-

ÿìè. Êâàäðàò èõ ìîäóëÿ |Ψ(x)|2 ðàâåí ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè (|Ψ(x)|2 dx
� âåðîÿòíîñòü) îáíàðóæèòü ÷àñòèöó â òî÷êå x. Ñòîèò (lH165) íàéòè ñîá-
ñòâåííûå âåêòîðû (ôóíêöèè) îïåðàòîðà èìïóëüñà p̂ = −ı~ d/dx.
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9.10 Êâàíòû ïîëÿ ∗

Êâàíòîâàÿ òåîðèÿ ïîëÿ � ýòî îáúåäèíåíèå ðåëÿòèâèñòñêîé è êâàíòî-
âîé ìåõàíèêè. Îíà óñïåøíî îïèñûâàåò ìíîæåñòâî ÿâëåíèé ìèêðîìèðà â
êîòîðûõ ñóùåñòâåííû êàê áîëüøèå ñêîðîñòè, òàê è êâàíòîâûå ýôôåêòû.

Ðàññìîòðèì äåéñòâèòåëüíîå ñêàëÿðíîå ïîëå, äèíàìèêà êîòîðîãî îïðå-
äåëÿåòñÿ ëàãðàíæèàíîì L = ((∂φ)2 −m2φ2)/2. Ýíåðãèÿ ïîëÿ (êîòîðóþ
ìû áóäåì îáîçíà÷àòü áóêâîé H) è èìïóëüñ ðàâíû (ñòð. 496):

H =
1

2

∫
(φ̇2 + (∇φ)2 +m2φ2) d3x, P = −

∫
φ̇∇φd3p,

ãäå òî÷êà íàä ôóíêöèåé îáîçíà÷àåò ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè.
Ðåøåíèå óðàâíåíèé ïîëÿ (∂2 +m2)φ = 0 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ôóðüå-
èíòåãðàëà. Ïîâòîðÿ ðàññóæäåíèÿ äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî (ñòð. 332) èëè
ñïèíîðíîãî (ñòð. 586) ïîëåé, èìååì:

φ(x, t) =

∫
(ape

−ıpx + a∗pe
ıpx)

d3p√
(2π)32εp

, (9.110)

ãäå, êàê îáû÷íî, p = {εp, p} è εp =
√

p2 +m2. Òàê êàê ïîëå äåéñòâèòåëü-
íî (φ∗ = φ), òî àìïëèòóäû ôóðüå ðàçëîæåíèÿ ïî ïîëîæèòåëüíûì è îò-
ðèöàòåëüíûì çíà÷åíèÿì ±εp ñâÿçàíû êîìïëåêñíûì ñîïðÿæåíèåì. Ïîä-
ñòàâëÿÿ ôóðüå-ðàçëîæåíèå â ïîëíóþ ýíåðãèþ è èìïóëüñ ïîëÿ (ñòð. 588),
ïîëó÷àåì (lH166):

H =

∫
εp a

∗
pap d

3p, P =

∫
p a∗pap d

3p.

Â êâàíòîâîé òåîðèè ýíåðãèè è èìïóëüñó äîëæíû ñîîòâåòñòâîâàòü îïåðà-
òîðû. Ïîýòîìó çàìåíèì êëàññè÷åñêèå âåëè÷èíû îïåðàòîðàìè, ïîñòàâèâ
íàä íèìè øëÿïêè. Òàê êàê ýíåðãèÿ è èìïóëüñ çàâèñÿò îò ôóðüå àìïëè-
òóä ðàçëîæåíèÿ ïîëÿ, òî ýòè àìïëèòóäû òàêæå ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðàìè
(åñòåñòâåííî è ñàìî ïîëå φ � ýòî îïåðàòîð):

Ĥ =

∫
εp â

+
p âp d

3p, P̂ =

∫
p â+p âp d

3p,

ãäå âìåñòî çâåçäî÷êè êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ ó îïåðàòîðà ïîñòàâëåí
çíà÷îê ýðìèòîâîãî ñîïðÿæåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ
ïîëåâûå ôóíêöèè φ(x, t) ñòàíîâÿòñÿ îïåðàòîðàìè φ̂(x, t). Ýòè îïåðàòîðû
çàâèñÿò îò âðåìåíè è òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå (ôàêòè÷åñêè ýòî ìíîæåñòâî
îïåðàòîðîâ, �íóìåðóþùèõñÿ� ïðè ïîìîùè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé x).
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• Â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ ïîñòóëèðóåòñÿ, ÷òî îïåðàòîðû óäîâëåòâî-
ðÿþò ñëåäóþùèì êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì:

[âp , â
+
k ] = ~ δ(p− k), [âp , âk ] = [â+p , â

+
k ] = 0. (9.111)

Íàéä¼ì ïðè ïîìîùè (9.110) êîììóòàòîð îïåðàòîðà φ̂(x, t) è åãî ïðîèçâîä-
íîé ïî âðåìåíè ˆ̇φ(y, t) â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà [φ̂(x, t), ˆ̇φ(y, t)] :∫

d3p√
(2π)32εp

∫
d3k√

(2π)32εk
ıεk
(
[âp , â

+
k ]e
−ıpx+ıky − [â+p , âk ]e

ıpx−ıky) ,
ãäå x0 = y0 = t, îïóùåíû íóëåâûå êîììóòàòîðû è ìíîæèòåëü ıεk âîçíèê
ïîñëå âçÿòèÿ ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè. Ïîäñòàâëÿÿ ïåðâûé êîììóòàòîð
(9.111) è èíòåãðèðóÿ ïî d3k ñ δ-ôóíêöèåé Äèðàêà, ïîëó÷àåì:

[φ̂(x, t), ˆ̇φ(y, t)] = ı~
∫

d3p

(2π)3
eıp(x−y) = ı~ δ(x− y).

Îáîçíà÷èâ π̂(x, t) = ˆ̇φ(x, t) (π̂ � ýòî îïåðàòîð, à íå ÷èñëî π = 3.14...),
ïîëó÷èâøèéñÿ êîììóòàòîð ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

[φ̂(x, t), π̂(y, t)] = ı~ δ(x− y). (9.112)

Ýòî ñîîòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì êîììóòàòîðà äëÿ êîîðäèíàòû è
èìïóëüñà [x̂i, p̂j] = ı~ δij, ñïðàâåäëèâîãî äëÿ òî÷å÷íîé ÷àñòèöû â íåðå-
ëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé ìåõàíèêå. Äåéñòâèòåëüíî, â ëàãðàíæåâîì ôîð-
ìàëèçìå èìïóëüñ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñòð. 432):

pi =
∂L

∂ẋi
=
∂(mẋ2/2)

∂ẋi
= mẋi.

Àíàëîãè÷íî, â òåîðèè ïîëÿ ìû ìîæåì íàçâàòü êàíîíè÷åñêèì èìïóëüñîì:

π =
∂L
∂φ̇

=
1

2

∂(∂φ)2

∂φ̇
= φ̇.

Èìåííî ýòà àíàëîãèÿ ïðèâîäèò ê ïîñòóëàòó (9.112). Ïîñòóëèðîâàâ (9.112)
è âûðàçèâ îïåðàòîðû ôóðüå-ðàçëîæåíèÿ âp , â

+
p ÷åðåç φ̂(x, t) è π̂(x, t),

íåñëîæíî (lH167) ïîëó÷èòü (9.111). Òàê êàê [x̂i, x̂j] = [p̂i, p̂j] = 0, òî
îïåðàòîðû ïîëÿ â îäèí ìîìåíò âðåìåíè äîëæíû êîììóòèðîâàòü äðóã ñ
äðóãîì (è àíàëîãè÷íî êàíîíè÷åñêèå èìïóëüñû):

[φ̂(x, t), φ̂(y, t)] = 0, [π̂(x, t), π̂(y, t)] = 0. (9.113)

Åñòåñòâåííî ïîäîáíàÿ àíàëîãèÿ ñ íåðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé ìåõàíè-
êîé ÿâëÿåòñÿ íå åäèíñòâåííîé ìîòèâèðîâêîé ïðè âûáîðå (9.112) è (9.113).
Ðàññìîòðèì åùå îäíó, ñâÿçàííóþ íåïîñðåäñòâåííî ñ êâàíòàìè ïîëÿ.
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• Âû÷èñëèì êîììóòàòîð îïåðàòîðà â+k è îïåðàòîðà Ãàìèëüòîíà Ĥ,
ïîëüçóÿñü òîæäåñòâîì [Â, B̂Ĉ] = [Â, B̂]Ĉ+ B̂[Â, Ĉ], êîòîðîå ñïðàâåäëè-
âî äëÿ ëþáûõ òð¼õ îïåðàòîðîâ:

[â+k , Ĥ] =

∫
εp [â

+
k , â

+
p âp ] d

3p =

∫
εp â

+
p [â

+
k , âp ] d

3p = −εkâ+k ,

ãäå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå îïåðàòîðû â êîììóòàòîðå ïåðåñòàâëåíû ìå-
ñòàìè (ñî çíàêîì ìèíóñ!) è âìåñòî êîììóòàòîðà ïîäñòàâëåíà δ-ôóíêöèÿ
Äèðàêà (9.111), êîòîðàÿ óáèðàåò èíòåãðàë ïî p. Äàëåå â ýòîì ðàçäåëå
ìû èñïîëüçóåì ñèñòåìó åäèíèö â êîòîðîé íå òîëüêî ôóíäàìåíòàëüíàÿ
ñêîðîñòü ðàâíà åäèíèöå (c = 1), íî è ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà (~ = 1). Àíà-
ëîãè÷íî âû÷èñëÿåòñÿ êîììóòàòîð ñ ak. Òàêèì îáðàçîì, ïåðåîáîçíà÷àÿ
k 7→ p, èìååì:

[Ĥ, â+p ] = εp â
+
p , [Ĥ, âp ] = −εp âp .

Ïîäåéñòâóåì ïåðâûì êîììóòàòîðîì íà ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðà
ýíåðãèè (ãàìèëüòîíèàíà) Ĥ

∣∣E⟩ = E
∣∣E⟩:

(Ĥ â+p − â+p Ĥ)|E ⟩ = (Ĥ − E) â+p |E ⟩ = εp â
+
p |E ⟩

èëè

Ĥ â+p |E ⟩ = (E + εp) â
+
p |E ⟩ .

Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð â+p , äåéñòâóÿ íà ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðà
ýíåðãèè, ñíîâà äà¼ò ñîáñòâåííûé âåêòîð, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò ýíåðãèè,
óâåëè÷åííîé íà εp. Àíàëîãè÷íî ïðè äåéñòâèè â+p íà ñîáñòâåííûé âåêòîð
îïåðàòîðà èìïóëüñà, åãî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå óâåëè÷èâàåòñÿ íà p. Ýíåð-
ãèÿ è èìïóëüñ ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû ñ ìàññîé m ñâÿçàíû ñëåäóþùèì
îáðàçîì εp =

√
p2 +m2. Ïîýòîìó òàêèå óâåëè÷åíèÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà

ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ðîæäåíèå ÷àñòèöû, äâèæóùåéñÿ ñ èìïóëü-
ñîì p è ýíåðãèåé εp. Ñîîòâåòñòâåííî îïåðàòîð â+p íàçûâàåòñÿ îïåðàòî-

ðîì ðîæäåíèÿ ÷àñòèöû. Òå æå âû÷èñëåíèÿ ñ îïåðàòîðîì âp ïðèâåäóò
ê óìåíüøåíèþ ýíåðãèè è èìïóëüñà, ïîýòîìó åãî íàçûâàþò îïåðàòîðîì
óíè÷òîæåíèÿ ÷àñòèöû.

Çàìåòèì, ÷òî εp = ω è p = k âõîäÿò â ïðîèçâåäåíèå xp = ωt − kx.
Ïî ðàçìåðíîñòè ýòî ÷àñòîòà è âîëíîâîé âåêòîð (ñòð.304). Åñëè âîññòàíî-
âèòü êîíñòàíòó ~, òî èçìåíåíèå ýíåðãèè ðàâíî ~ω, à èìïóëüñà ~k. Ñ ýòèõ
ôîðìóë íà÷àëîñü ñîçäàíèå êâàíòîâîé ìåõàíèêè (òåîðèÿ ñïåêòðà èçëó÷å-
íèÿ ÷åðíîãî òåëà è ôîòîýôôåêò). Ëþáîïûòíî, ÷òî ôàêòè÷åñêè ïåðâûìè
èçó÷åííûìè êâàíòîâûìè ÿâëåíèÿìè áûëè ýôôåêòû èç êâàíòîâîé òåîðèè
ïîëÿ, à íå êâàíòîâîé íåðåëÿòèâèñòñêîé ìåõàíèêè.
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Òàê êàê îïåðàòîðû Ĥ è P̂ êîììóòèðóþò (êîììóòàòîð ðàâåí íóëþ),
îíè èìåþò îáùèå ñîáñòâåííûå âåêòîðû. Ñîñòîÿíèå ñ íàèíèçøåé ýíåðãèåé
íàçûâàåòñÿ âàêóóìîì è îáîçíà÷àåòñÿ ïóñòûìè ñêîáêàìè | ⟩. Òàê êàê, ïî
îïðåäåëåíèþ, ýíåðãèþ âàêóóìà óìåíüøèòü íåëüçÿ, òî äåéñòâèå íà íåãî
îïåðàòîðà óíè÷òîæåíèÿ íå äîëæíî ïðèâîäèòü ê íîâûì ñîñòîÿíèÿì:

âp| ⟩ = 0.

Ñîîòâåòñòâåííî Ĥ| ⟩ = 0, ò.å. âàêóóì ñîîòâåòñòâóåò íóëåâîé ýíåðãèè ñè-
ñòåìû. Ïðè äåéñòâèè íà âàêóóì îïåðàòîðîì ðîæäåíèÿ ìû ñîçäà¼ì îäíî-

÷àñòè÷íîå ñîñòîÿíèå ñ îïðåäåë¼ííûì èìïóëüñîì è ýíåðãèåé:

| p ⟩ = â+p | ⟩ .
Ïîâòîðíîå äåéñòâèå îïåðàòîðîì ðîæäåíèÿ äàåò äâóõ÷àñòè÷íîå ñîñòîÿ-
íèå, êîòîðîå îïèñûâàåò äâå ÷àñòèöû, ñ èìïóëüñàìè p è k:

| k,p ⟩ = â+k â
+
p | ⟩ .

Òàê êàê îïåðàòîð â+k êîììóòèðóåò ñ â+p , òî | k,p ⟩ = | p,k ⟩, ò.å. ïðè ïå-
ðåñòàíîâêå ÷àñòèö ìåñòàìè ñîñòîÿíèå íå èçìåíÿåòñÿ. Òàêàÿ òîæäåñòâåí-
íîñòü ÷àñòèö ñîîòâåòñòâóåò ñòàòèñòèêå Áîçå, à êâàíòû ñêàëÿðíîãî ïîëÿ
íàçûâàþòñÿ áîçîíàìè.
Ìîæíî òàêæå ââåñòè îïåðàòîð ÷èñëà ÷àñòèö:

N̂ =

∫
â+p âp d

3p.

Îí êîììóòèðóåò ñ ýíåðãèåé è èìïóëüñîì. Ìîæíî ïðîâåðèòü (lH168), ÷òî

N̂
∣∣p⟩ = ∣∣p⟩, N̂

∣∣p, k⟩ = 2
∣∣p, k⟩

è ò.ä. Â òåîðèè ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ñ ëàãðàíæèàíîì â êîòîðîì åñòü ñëàãà-
åìûå òèïà φ4, îïåðàòîð ÷èñëà ÷àñòèö è ýíåðãèè óæå íå áóäóò êîììóòè-
ðîâàòü. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèåì íåîïðåäåëåííîñòè (ñòð. 608) ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ýíåðãèÿ è ÷èñëî ÷àñòèö íå ìîãóò áûòü îäíîâðåìåííî èçìå-
ðåíû è â ñîñòîÿíèè ñ îïðåäåëåííîé ýíåðãèåé ÷èñëî êâàíòîâ ñâîáîäíîãî

ïîëÿ èç êîòîðûõ �ñîñòîèò� ñèñòåìà íåîïðåäåëåíî. Òàêèì îáðàçîì, ïîíÿ-
òèå ñîñòàâíîãî îáúåêòà â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ ïðåòåðïåâàåò èçìåíåíèå,
îñîáåííî ñóùåñòâåííîå ïðè ñèëüíîì âçàèìîäåéñòâèè ìåæäó ÷àñòèöàìè.
Îòìåòèì, ÷òî åñëè ïðè çàïèñè âûðàæåíèÿ äëÿ ýíåðãèè â èìïóëüñíîì

ïðîñòðàíñòâå ìû áû ñëåäèëè çà ïîðÿäêîì ìíîæèòåëåé, òî âìåñòî â+p âp
ïîëó÷èëèñü áû âûðàæåíèÿ (â+p âp+âp â

+
p )/2. Ïåðåñòàíîâêà îïåðàòîðîâ âî

âòîðîì ñëàãàåìîì ïðè ýòîì ïðèâîäèò ê áåñêîíå÷íîé êîíñòàíòå δ(0). Äëÿ
ñâîáîäíîãî ïîëÿ ýòî íå ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìîé, ò.ê. �íóëåâîå� çíà÷åíèå îò
êîòîðîãî îòñ÷èòûâàåòñÿ ýíåðãèÿ ìîæíî âûáðàòü ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì.
Ïîýòîìó ïîäîáíóþ êîíñòàíòó ïðîñòî îòáðàñûâàþò.
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• Àíàëîãè÷íî äåéñòâèòåëüíîìó ñêàëÿðíîìó ïîëþ ñòðîèòñÿ êâàíòîâàÿ
òåîðèÿ êîìïëåêñíîãî ïîëÿ ñ ëàãðàíæèàíîì L = (∂µΨ∗)(∂µΨ) −m2Ψ∗Ψ
(ñòð. 453). Ôóðüå-ðàçëîæåíèå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ïîëÿ (∂2 + m2)Ψ = 0
èìååò âèä:

Ψ =

∫
(âpe

−ıpx + b̂+pe
ıpx)

d3p√
(2π)32εp

.

Òàê êàê ïîëå êîìïëåêñíîå, òî ôóðüå-àìïëèòóäû, ñîîòâåòñòâóþùèå äâóì
çíàêàì ±εp � ýòî ðàçëè÷íûå ôóíêöèè, êîòîðûì â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ
ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûå îïåðàòîðû (~ = 1):

[âp , â
+
k ] = δ(p− k), [b̂p , b̂

+
k ] = δ(p− k). (9.114)

Ïðè ýòîì îñòàëüíûå êîììóòàòîðû [âp, âk], [âp, b̂k] è ò.ä. ðàâíû íóëþ.
Ýíåðãèÿ è èìïóëüñ â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå èìåþò âèä (lH169):

Ĥ =

∫
εp (â

+
p âp + b̂+p b̂p ) d

3p, P̂ =

∫
p (â+p âp + b̂+p b̂p ) d

3p.

Ïîâòîðÿÿ âû÷èñëåíèÿ, ïðîäåëàííûå äëÿ äåéñòâèòåëüíîãî ñêàëÿðíîãî ïî-
ëÿ, ìû ïðèõîäèì ê êîììóòàòîðàì

[Ĥ, â+p ] = εp â
+
p , [Ĥ, b̂+p ] = εp b̂

+
p .

Îïåðàòîðû â+p è b̂+p ðàçëè÷íû, ïîýòîìó èç ýòèõ êîììóòàòîðîâ ñëåäó-
åò, ÷òî âîçìîæíû äâà âèäà êâàíòîâ ïîëÿ. Èõ àññîöèèðóþò ñ ÷àñòèöà-
ìè è àíòè÷àñòèöàìè. Îíè îáëàäàþò îäèíàêîâîé çàâèñèìîñòüþ ýíåðãèè
εp =

√
p2 +m2 îò èìïóëüñà p, îäíàêî èìåþò ðàçëè÷íûé çàðÿä. Äåéñòâè-

òåëüíî, êîìïëåêñíîå ïîëå ÿâëÿåòñÿ êàëèáðîâî÷íî èíâàðèàíòíûì (ñèì-
ìåòðèÿ ëàãðàíæèàíàΨ 7→ eıαΨ), ÷òî ïðèâîäèò ê ñîõðàíÿþùåìóñÿ çàðÿäó
(ñì. êîìïîíåíòó J0 â (7.59), ñòð. 453). Ýòîò çàðÿä â ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèè
èìååò âèä (lH170):

Q̂ =

∫
(â+p âp − b̂+p b̂p ) d3p.

Ýòî âûðàæåíèå ïîõîæå íà îïåðàòîðû ýíåðãèè è èìïóëüñà. Îäíàêî çíàê
ìèíóñ ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïðè ðîæäåíèè ÷àñòèöû çàðÿä óâåëè÷èâàåòñÿ,
à ïðè ðîæäåíèè àíòè÷àñòèöû � óìåíüøàåòñÿ. Â ÷àñòíîñòè:

Q̂ â+p
∣∣⟩ = â+p

∣∣⟩, Q̂ b̂+p
∣∣⟩ = −b̂+p ∣∣⟩.

Îïåðàòîðû ýíåðãèè Ĥ, èìïóëüñà P̂ è çàðÿäà Q̂ êîììóòèðóþò äðóã ñ äðó-
ãîì, ïîýòîìó èìåþò îáùèå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè. Ñîîòâåòñòâåííî ñîá-
ñòâåííîå çíà÷åíèå çàðÿäà äëÿ îäíî÷àñòè÷íîãî ñîñòîÿíèÿ â+p

∣∣⟩ èìååò çíà-
÷åíèå Q = 1, à äëÿ ñîñòîÿíèÿ b̂+p

∣∣⟩ � Q = −1.
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Äëÿ ñâîáîäíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ çàðÿä ÿâëÿåòñÿ ëèøü àáñòðàêòíûì
êâàíòîâûì ÷èñëîì. Åãî ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïðîÿâëÿåòñÿ, êîãäà ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ âçàèìîäåéñòâèå ýòîãî ïîëÿ ñ äðóãèìè ïîëÿìè. Íàïðèìåð, â
ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì ëîêàëüíîé êàëèáðîâî÷íîé èíâàðèàíòíîñòè,
ìîæíî ðàññìîòðåòü ëàãðàíæèàí ñ âåêòîðíûì ïîëåì Aµ:

L = (∂µΨ∗)(∂µΨ)−m2Ψ∗Ψ− eJµAµ + e2AµAµΨ
∗Ψ− 1

16π
F µνFµν,

ãäå Jµ = ı(Ψ∂µΨ∗ − Ψ∗∂µΨ) � òîê ñêàëÿðíîãî ïîëÿ, èíòåãðàë ïî âñåìó
ïðîñòðàíñòâó îò íóëåâîé êîìïîíåíòû êîòîðîãî ðàâåí çàðÿäó Q.
Â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ êàëèáðîâî÷íîå ïîëå Aµ òàêæå ÿâëÿåòñÿ îïå-

ðàòîðîì, à åãî êâàíòû ñîîòâåòñòâóþò ôîòîíàì. Òàê êàê ýòî ïîëå äåéñòâè-
òåëüíî, îíî íå èìååò çàðÿäà è åãî ÷àñòèöû è àíòè÷àñòèöû ñîâïàäàþò
(àíàëîãè÷íî äåéñòâèòåëüíîìó ñêàëÿðíîìó ïîëþ). Ìàññîâîãî ÷ëåíà òè-
ïà µ2A2 â ëàãðàíæèàíå ñâîáîäíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ F µνFµν/16π
íåò. Ïîýòîìó ôîòîíû íå èìåþò ìàññû è èõ ýíåðãèÿ ðàâíà εp = |p|.
×ëåí â ëàãðàíæèàíå JµAµ îïèñûâàåò âçàèìîäåéñòâèå ÷àñòèö è àí-

òè÷àñòèö (êâàíòîâ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ) ñ ôîòîíàìè. Íà êâàíòîâîì óðîâíå
÷àñòèöû è àíòè÷àñòèöû êàê áû �îáìåíèâàþòñÿ� ôîòîíàìè. Â ðåçóëüòàòå
ýòîãî âîçíèêàåò íàáëþäàåìîå (â òîì ÷èñëå è íà êëàññè÷åñêîì óðîâíå)
âçàèìîäåéñòâèå ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ çàðÿäîâ.
Äëÿ îïèñàíèÿ ýòèõ è äðóãèõ ýôôåêòîâ èñïîëüçóþò ðàçëè÷íûå ìàòå-

ìàòè÷åñêèå ìåòîäû. Íàèáîëåå ðàçðàáîòàííîé ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ âîçìóùå-
íèé ïî êîíñòàíòå e, â òîì ñëó÷àå êîãäà îíà ìàëà. Åñëè e = 0 èìåþòñÿ
íåñâÿçàííûå ñâîáîäíûå ïîëÿ, êâàíòîâàíèå êîòîðûõ ìû ðàññìîòðåëè â
ýòîì ðàçäåëå. Ðàçëîæåíèå â ðÿä ïî e ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí
ïîçâîëÿåò îïèñàòü ìíîãèå ýôôåêòû, íàáëþäàåìûå â ìèðå ýëåìåíòàðíûõ
÷àñòèö ñ î÷åíü âûñîêîé òî÷íîñòüþ. Â ïåðâóþ î÷åðåäü ýòî îòíîñèòñÿ ê
êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêå â êîòîðîé e2/~c ≈ 1/137.
Âûøå óïîìèíàëîñü, ÷òî ïðè êâàíòîâàíèè ñâîáîäíîãî ïîëÿ â âûðàæå-

íèè äëÿ ýíåðãèè âîçíèêàåò àääèòèâíàÿ áåñêîíå÷íàÿ êîíñòàíòà. Åñëè äëÿ
ñâîáîäíîãî ïîëÿ ýòî íå ïðîáëåìà, òî ïðè ïîñòðîåíèè òåîðèè âçàèìîäåé-
ñòâóþùèõ ïîëåé ïîäîáíûå áåñêîíå÷íîñòè óæå äîñòàâëÿþò íåìàëî õëî-
ïîò. Òåì íå ìåíåå, ðàçâèòû ìåòîäû ïîçâîëÿþùèå ïîëó÷àòü îñìûñëåííûå
êîíå÷íûå âûðàæåíèÿ äëÿ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí íå ñìîòðÿ íà ïîÿâëåíèå
òàêèõ áåñêîíå÷íîñòåé.
Êâàíòû êîìïëåêñíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ Ψ è âåêòîðíîãî ïîëÿ Aµ, êàê

è äåéñòâèòåëüíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ φ ÿâëÿþòñÿ áîçîíàìè. Ïåðåéäåì òå-
ïåðü ê êâàíòîâàíèþ ñïèíîðíîãî ïîëÿ, êâàíòû êîòîðîãî èìåþò äðóãóþ
ïðèðîäó, ÿâëÿÿñü ôåðìèîíàìè.
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•Êâàíòîâàíèå áèñïèíîðíîãî äèðàêîâñêîãî ïîëÿ, ðàññìîòðåííîãî â ýòîé
ãëàâå, îòëè÷àåòñÿ îò ïîëÿ ñêàëÿðíîãî. Çàïèøåì â èìïóëüñíîì ïðîñòðàí-
ñòâå (ñòð. 589) ýíåðãèþ è èìïóëüñ. Ïðè ýòîì áóäåì ñëåäèòü çà ïîðÿäêîì
ïðîèçâåäåíèÿ îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ (ïî s = ±1 ñóììà):

Ĥ =

∫
εp (â

+
spâsp − b̂spb̂+sp) d3p, P̂ =

∫
p (â+spâsp − b̂spb̂+sp) d3p.

Ýòè âûðàæåíèÿ îòëè÷àþòñÿ îò ñêàëÿðíîãî ïîëÿ çíàêîì ìèíóñ ïåðåä âòî-
ðûìè ñëàãàåìûìè ïîä èíòåãðàëîì. Îïåðàòîð çàðÿäà, íàîáîðîò, âìåñòî
ìèíóñà ïåðåä îïåðàòîðàìè àíòè÷àñòèö èìååò çíàê ïëþñ:

Q̂ =

∫
(â+spâsp + b̂spb̂

+
sp) d

3p.

Åñëè äëÿ îïåðàòîðîâ âsp è b̂sp ìû âûáåðåì êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøå-
íèÿ ïîäîáíûå (9.114), òî ïîëó÷àòñÿ ôèçè÷åñêè íåóäîâëåòâîðèòåëüíûå
ðåçóëüòàòû. Àíòè÷àñòèöû áóäóò èìåòü ïîëîæèòåëüíûé çàðÿä è îòðè-

öàòåëüíóþ ýíåðãèþ. Ðåøåíèåì ýòîé ïðîáëåìû ÿâëÿåòñÿ ïîñòóëèðîâàíèå
ñëåäóþùèõ àíòèêîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé

{âsp, â+λk} = δsλ δ(p− k), {b̂sp, b̂+λk} = δsλ δ(p− k), (9.115)

ãäå ôèãóðíûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò àíòèêîììóòàòîð {Â, B̂} = ÂB̂ + B̂Â.
Àíàëîãè÷íî àíòèêîììóòèðóþò íà íîëü îäíîòèïíûå îïåðàòîðû:

{âsp, âλk} = 0, {b̂sp, b̂λk} = 0 (9.116)

è èõ ýðìèòîâûå ñïðÿæåíèÿ. Ïîñìîòðèì ê ÷åìó ïðèâîäÿò òàêèå ïðàâèëà.
Ïðè ïåðåñòàíîâêå àíòèêîììóòèðóþùèõ âåëè÷èí ïîÿâëÿåòñÿ çíàê ìèíóñ.
Ïîýòîìó (îòáðàñûâàÿ äëÿ ýíåðãèè áåñêîíå÷íóþ êîíñòàíòó) ïîëó÷àåì:

Ĥ =

∫
εp (â

+
spâsp + b̂+spb̂sp) d

3p, P̂ =

∫
p (â+spâsp + b̂+spb̂sp) d

3p

è

Q̂ =

∫
(â+spâsp − b̂+spb̂sp) d3p.

Ýòè âûðàæåíèÿ âûãëÿäÿò óæå áîëåå ôèçè÷íûìè. ×òîáû óáåäèòüñÿ, ÷òî
âîçíèêàþò ïðàâèëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ýíåðãèè-èìïóëüñà è
çàðÿäà íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü êîììóòàòîðû òèïà [Ĥ, â+sp] è [Ĥ, b̂+sp]. Äå-
ëàåòñÿ ýòî àíàëîãè÷íî ñêàëÿðíîìó ïîëþ, îäíàêî ïðè ýòîì íåîáõîäèìî
ïîëüçîâàòüñÿ òîæäåñòâîì

[Â, B̂Ĉ] = {Â, B̂} Ĉ − B̂ {Â, Ĉ},
â êîòîðîì ñïðàâà ñòîÿò íå êîììóòàòîðû, à àíòèêîììóòàòîðû. Ýòî òîæ-
äåñòâî ïðîâåðÿåòñÿ ðàñêðûòèåì îïðåäåëåíèé êîììóòàòîðà è àíòèêîììó-
òàòîðà â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè.
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Ïðîâîäÿ íåñëîæíûå âû÷èñëåíèÿ, ïîëó÷àåì êàê è ðàíüøå:

[Ĥ, â+sp] = εp â
+
sp, [Ĥ, b̂+sp] = εp b̂

+
sp.

Àíàëîãè÷íûå êîììóòàòîðû ñïðàâåäëèâû äëÿ îïåðàòîðà èìïóëüñà P̂:

[P̂, â+sp] = p â+sp, [P̂, b̂+sp] = p b̂+sp.

Äëÿ îïåðàòîðà çàðÿäà Q̂ â êîììóòàòîðå ñ b̂+sp â ïðàâîé ÷àñòè ïîëó÷èòñÿ
çíàê ìèíóñ:

[Q̂, â+sp] = â+sp, [Q̂, b̂+sp] = −b̂+sp.

Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ, ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî
îïåðàòîð â+sp ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ðîæäåíèÿ ÷àñòèöû ñ ïîëîæèòåëüíîé

ýíåðãèåé è çàðÿäîì, à îïåðàòîð b̂+sp ðîæäàåò àíòè÷àñòèöó ñ ïîëîæèòåëü-
íîé ýíåðãèåé è îòðèöàòåëüíûì çàðÿäîì.

Àíòèêîììóòèðîâàíèå îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïå-
ðåñòàíîâêà ìåñòàìè äâóõ ÷àñòèö ìåíÿåò çíàê ó âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ:∣∣s,p; λ ,k⟩ = â+spâ

+
λk

∣∣⟩ = −â+λkâ+sp∣∣⟩ = −∣∣λ,k; s,p⟩.
Ïîäîáíàÿ �àíòèñèììåòðè÷íàÿ òîæäåñòâåííîñòü� äëÿ ñèñòåìû ñâîáîäíûõ
êâàíòîâ áèñïèíîðíîãî ïîëÿ ïðèâîäèò ê ñòàòèñòèêå Ôåðìè è òàêèå ÷àñòè-
öû íàçûâàþò ôåðìèîíàìè.

Èñïîëüçóÿ àíòèêîììóòàòîð äëÿ îïåðàòîðíûõ ôóðüå-êîýôôèöèåíòîâ,
ìîæíî íàéòè êàê àíòèêîììóòèðóåò áèñïèíîðíîå ïîëå ψ(x, t) (ñòð. 587):

ψ̂(x, t) =

∫ (
âspAs,p e

−ıp·x + b̂+spBs,p e
ıp·x) d3p√

(2π)32εp
, (9.117)

è åãî ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå ψ+:

{ψ̂α(x, t), ψ̂
+
β (y, t)} = δαβ δ(x− y), {ψ̂α(x, t), ψ̂β(y, t)} = 0,

ãäå ÿâíûì îáðàçîì âûïèñàíû ñïèíîðíûå èíäåêñû α, β = 1...4. Îáðàòèì
âíèìàíèå, ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè ðàçëîæåíèÿ (9.117) îïåðàòîðàìè ÿâëÿþòñÿ
òîëüêî âsp è b̂+sp. Îñòàëüíûå âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ îáû÷íûìè ôóíêöèÿìè.
Ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå áèñïèíîðíîãî ïîëÿ, óìíîæåííîå íà ìíèìóþ åäè-
íèöó, ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì èìïóëüñîì, òàê êàê:

∂L
∂ψ̇

=
∂(ψ̄γνı∂νψ)

∂ψ̇
= ıψ+.

Îäíàêî ýòîò èìïóëüñ àíòèêîììóòèðóåò ñ ïîëåâûì îïåðàòîðîì, à íå êîì-
ìóòèðóåò, êàê ýòî áûëî â ñëó÷àå ñêàëÿðíîãî ïîëÿ.
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9.11 Ãðàññìàíîâû ïåðåìåííûå

• Êëàññè÷åñêèå ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ ïåðâûì øàãîì ê ïîñòðîåíèþ êâàíòî-
âîé òåîðèè ïîëÿ, ëåæàùåé â îñíîâå òåîðèè ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö. Îïûò
ïîêàçûâàåò, ÷òî âñå ÷àñòèöû äåëÿòñÿ íà äâà êëàññà: áîçîíû è ôåðìèî-
íû. Áîçîíû èìåþò öåëûé ñïèí (â äîëÿõ ïîñòîÿííîé Ïëàíêà), à ôåðìè-
îíû � ïîëóöåëûé. Ó íèõ ðàçëè÷íûå ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà: íåñêîëüêî
òîæäåñòâåííûõ áîçîíîâ ìîãóò íàõîäèòñÿ â îäíîì ñîñòîÿíèè, òîãäà êàê
íåñêîëüêî ôåðìèîíîâ � íåò.

Êàê ìû âèäåëè âûøå, áîçîíàì ñîîòâåòñòâóþò êâàíòîâûå ñêàëÿðíûå è
âåêòîðíûå (à òàêæå òåíçîðíûå) ïîëÿ. Íàïðèìåð, êîììóòàöèîííûå ñîîò-
íîøåíèÿ ([Â, B̂] = ÂB̂ − B̂Â) äëÿ ôóðüå-êîýôôèöèåíòîâ äåéñòâèòåëü-
íîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ èìåþò âèä:

[âp, âk] = 0, [â+p , â
+
k ] = 0, [âp, â

+
k ] = ~ δ(p− k),

ãäå ~ � ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà. Â ðåëÿòèâèñòñêîé êëàññè÷åñêîé (íå êâàíòî-
âîé) òåîðèè íåîáõîäèìî ïîëîæèòü ~→ 0. Â ýòîì ïðåäåëå âñå êîììóòàòî-
ðû ðàâíû íóëþ, è îïåðàòîðû ïîëÿ ïåðåõîäÿò â �îáû÷íûå� ôóíêöèè. Ïðè
çàïèñè ïðîèçâåäåíèÿ òàêèõ ôóíêöèé ìîæíî íå ó÷èòûâàòü èõ ïîðÿäîê,
ñ÷èòàÿ, ÷òî AB = BA. Òàêèì îáðàçîì, êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ áîçîííûõ
ïîëåé ÿâëÿåòñÿ òåîðèåé âåùåñòâåííûõ èëè êîìïëåêñíûõ ôóíêöèé, óäî-
âëåòâîðÿþùèõ òåì èëè èíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì.

Íåñêîëüêî èíàÿ ñèòóàöèÿ ñî ñïèíîðíûìè ïîëÿìè, îïèñûâàþùèìè (ïî-
ñëå êâàíòîâàíèÿ) ôåðìèîíû. Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè ñïèíîðû è
áèñïèíîðû êàê îáû÷íûå 2-õ è 4-õ êîìïîíåíòíûå ôóíêöèè îïðåäåëåííûì
îáðàçîì èçìåíÿþùèåñÿ ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëîðåíöà. Â êâàíòîâîé òåî-
ðèè ïîëÿ èì ñîîòâåòñòâóþò îïåðàòîðû. Îäíàêî â îòëè÷èè îò áîçîííûõ
ïîëåé, ñïèíîðíûå (ôåðìèîííûå) îïåðàòîðû óäîâëåòâîðÿþò àíòèêîììó-
òàöèîííûì ({Â, B̂} = ÂB̂ + B̂Â) ñîîòíîøåíèÿì. Íàïðèìåð, êîýôôèöè-
åíòû ôóðüå-ðàçëîæåíèÿ àíòèêîììóòèðóþò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

{âsp, â+s′k} = ~ δss′ δ(p− k), {b̂sp, b̂+s′k} = ~ δss′ δ(p− k).

Äàæå â êëàññè÷åñêîì ïðåäåëå ~ → 0 ýòè àíòèêîììóòàòîðû îñòàþòñÿ
àíòèêîììóòàòîðàìè. Ïîäîáíûå àíòèêîììóòèðóþùèå âåëè÷èíû íàçûâà-
þòñÿ ãðàññìàíîâûìè.

Òàêèì îáðàçîì, êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ ñïèíîðíîãî ïîëÿ äîëæíà ñòðî-
èòñÿ êàê òåîðèÿ àíòèêîììóòèðóþùèõ ãðàññìàíîâûõ ôóíêöèé, ïåðåñòà-
íîâêà êîòîðûõ â èõ ïðîèçâåäåíèè ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ çíàêà ìèíóñ:
AB = −BA.
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• Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà êîíå÷íûé íàáîð èç n âåëè÷èí ψ1, ..., ψn, ïîïàðíî
àíòèêîììóòèðóþùèõ äðóã ñ äðóãîì:

ψiψj = −ψjψi.

Ïîíÿòíî, ÷òî êâàäðàò òàêîé ãðàññìàíîâîé âåëè÷èíû ðàâåí íóëþ: ψ2 = 0.
Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ìíîãèå îáû÷íûå ôóíêöèè, êîòîðûå ìîãóò áûòü
ðàçëîæåíû â ðÿä Òåéëîðà, îêàçûâàþòñÿ êîíå÷íûìè ïðîñòûìè ïîëèíîìà-
ìè ãðàññìàíîâîé âåëè÷èíû:

exp(ψ) = 1 + ψ, ln(1 + ψ) = ψ, sin(ψ) = ψ, cos(ψ) = 1.

Àíàëîãè÷íî îáðûâàþòñÿ ðÿäû ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Òàê,
äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè äâóõ ãðàññìàíîâûõ âåëè÷èí, èìååì:

f = f(ψ1, ψ2) = f0 + f1 ψ1 + f2 ψ2 + f12 ψ1ψ2.

Ýòà ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ÷åòâåðêîé êîìïëåêñíûõ êîýôôèöèåíòîâ ðàç-
ëîæåíèÿ f0, f1, f2 è f12. Ïðè ïåðåìíîæåíèè òàêèõ ôóíêöèé:

fg = (f0 + f1 ψ1 + f2 ψ2 + f12 ψ1ψ2)(g0 + g1 ψ1 + g2 ψ2 + g12 ψ1ψ2)

ñíîâà ïîëó÷àåòñÿ ïîëèíîì âòîðîé ñòåïåíè. Äåéñòâèòåëüíî, ïåðåìíîæàÿ,
ñêîáêè è îòáðàñûâàÿ ψ2

1 = ψ2
2 = 0, èìååì:

fg = f0g0+(f0g1+f1g0)ψ1+(f0g2+f2g0)ψ2+(f0g12+f1g2−f2g1+f12g0)ψ1ψ2.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà çíàê ìèíóñ â ïîñëåäíåì ñëàãàåìîì, âîçíèêøåì ïðè
óïîðÿäî÷èâàíèè èíäåêñîâ: ψ2ψ1 = −ψ1ψ2. Äëÿ îäíîçíà÷íîñòè îïèñàíèÿ
ôóíêöèè òàêîå óïîðÿäî÷èâàíèå ïðåäïîëàãàåòñÿ âñåãäà. Â îáùåì ñëó÷àå,
ðÿä äëÿ ôóíêöèè n ãðàññìàíîâûõ âåëè÷èí f = f(ψ1, ..., ψn) çàïèñûâàåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f = f0 +
∑
i

fi ψi +
∑
i<j

fij ψiψj +
∑
i<j<k

fijk ψiψjψk + ...+ f1..nψ1, ..., ψn.

Òàêàÿ ôóíêöèÿ n ïåðåìåííûõ îïðåäåëÿåòñÿ 2n êîýôôèöèåíòàìè ðàçëî-
æåíèÿ (lH171).
Ïðîèçâåäåíèÿ ÷åòíîãî ÷èñëà ãðàññìàíîâûõ âåëè÷èí âñåãäà êîììóòè-

ðóþò äðóã ñ äðóãîì:

(ψ1ψ2)(ψ3ψ4) = −ψ1ψ3ψ2ψ4 = ψ1ψ3ψ4ψ2 = −ψ3ψ1ψ4ψ2 = (ψ3ψ4)(ψ1ψ2).

Ïðîèçâåäåíèÿ íå÷åòíîãî ÷èñëà âåëè÷èí � àíòèêîììóòèðóþò. ×åòíîãî è
íå÷åòíîãî ÷èñëà � êîììóòèðóþò:

(ψ1ψ2ψ3)(ψ4ψ5ψ6) = −(ψ4ψ5ψ6)(ψ1ψ2ψ3), ψ1(ψ2ψ3) = (ψ2ψ3)ψ1.

Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ÷åòíîãî ÷èñëà ãðàññìàíîâûõ âåëè÷èí
ñòàíîâèòñÿ �îáû÷íûì� àëãåáðàè÷åñêèì îáúåêòîì, â òî âðåìÿ êàê íå÷åò-
íîå ïðîèçâåäåíèå îñòàåòñÿ ãðàññìàíîâûì.
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• Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé ïî ãðàññìàíîâûì
ïåðåìåííûì íåîáõîäèìû íåêîòîðûå óõèùðåíèÿ. Åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü,
÷òî åñëè â ïðîèçâåäåíèè îò êîòîðîãî áåðåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî ψ1 íåò ýòîé
âåëè÷èíû, òî ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà íóëþ, à ïðîèçâîäíàÿ îò ñàìîé âåëè÷èíû
ðàâíà 1:

∂ψ2

∂ψ1
=
∂(ψ2ψ3)

∂ψ1
= 0,

∂ψ1

∂ψ1
= 1.

Îäíàêî ïðîèçâîäíàÿ ïî ψ1 îò ïðîèçâåäåíèÿ ψ1ψ2 òðåáóåò äîîïðåäåëåíèÿ.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðè âçÿòèè ïðîèçâîäíîé ïðîñòî âû÷åðêíóòü èç âû-
ðàæåíèÿ ïåðåìåííóþ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, òî ìîæíî ïîëó÷èòü ïðîòèâî-
ðå÷èå. Íàïðèìåð, áåðÿ òàêèì îáðàçîì ïðîèçâîäíóþ ïî ψ1 îò àíòèêîììó-
òàòîðà ψ1ψ2 + ψ2ψ1 = 0 ìû ïîëó÷èì 2ψ2 = 0. Äëÿ èçáåæàíèÿ ïîäîáíûõ
ïðîáëåì ââîäÿò ñëåäóþùåå ïðàâèëî:

Ïðè âçÿòèè ïðîèçâîäíîé, ñíà÷àëà íåîáõîäèìî ïåðåìåííóþ äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ ïåðåíåñòè âëåâî, à òîëüêî çàòåì å¼ âû÷åðêíóòü.

Òàêóþ ïðîèçâîäíóþ íàçûâàþò ïðîèçâîäíîé ñëåâà. Ïðèâåäåì íåñêîëüêî
ïðèìåðîâ:

∂(ψ1ψ2)

∂ψ1
= ψ2,

∂(ψ1ψ2)

∂ψ2
= −∂(ψ2ψ1)

∂ψ2
= −ψ1.

Òåïåðü ïðîèçâîäíàÿ îò àíòèêîììóòàòîðà ψ1ψ2 + ψ2ψ1 = 0 äàñò â îáîèõ
÷àñòÿõ ðàâåíñòâà íîëü. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ ñïðàâà,
êîòîðàÿ äåéñòâóåò ñïðàâà íàëåâî:

Ïðè âçÿòèè ïðîèçâîäíîé ñïðàâà, íåîáõîäèìî ïåðåìåííóþ äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ ïåðåíåñòè âïðàâî, à çàòåì å¼ âû÷åðêíóòü.

Ïðîèçâîäíàÿ ñïðàâà ïîìå÷àåòñÿ ñòðåëî÷êîé. Íàïðèìåð:

(ψ1ψ2)

←
∂

∂ψ2
= ψ1, (ψ1ψ2)

←
∂

∂ψ1
= −(ψ2ψ1)

←
∂

∂ψ1
= −ψ2.

Ãðàññìàíîâû âåëè÷èíû íå ÿâëÿþòñÿ îáû÷íûìè ÷èñëàìè äëÿ êîòîðûõ
ñóùåñòâóåò ïîíÿòèå ìàëîñòè. Òåì íå ìåíåå, ïðîèçâîäíóþ ìîæíî çàïèñàòü
àíàëîãè÷íî îáû÷íûì ôóíêöèÿì â âèäå ðàçíîñòè. Íàïðèìåð, ââåäåì �ìà-
ëóþ� ãðàññìàíîâó âåëè÷èíó ∆ψ2 è âîçüìåì ïðîèçâîäíóþ ñëåâà îò ψ1ψ2

ïî ψ2:

∆ψ−12

(
ψ1 (ψ2 +∆ψ2)− ψ1ψ2

)
= ∆ψ−12 ψ1∆ψ2 = −ψ1∆ψ

−1
2 ∆ψ2 = −ψ1,

ãäå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ∆ψ−12 ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ñëåâà ê ∆ψ2, òàê, ÷òî
ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå: ∆ψ−12 ∆ψ2 = 1. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïðîâåñòè
âû÷èñëåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíîé ñïðàâà.
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Îäíîèìåííûå ïðîèçâîäíûå (ëåâûå ñ ëåâûìè èëè ïðàâûå ñ ïðàâûìè)
àíòèêîììóòèðóþò äðóã ñ äðóãîì:

∂

∂ψ1

∂

∂ψ2
f = − ∂

∂ψ2

∂

∂ψ1
f, f

←
∂

∂ψ1

←
∂

∂ψ2
= −f

←
∂

∂ψ2

←
∂

∂ψ1
.

Ôóíêöèÿ f äëÿ ëåâûõ ïðîèçâîäíûõ çàïèñûâàåòñÿ, êàê îáû÷íî ñïðàâà
îò çíà÷êîâ ïðîèçâîäíûõ. Â ñëó÷àå ñ ïðàâûìè ïðîèçâîäíûìè, å¼ ìîæíî
çàïèñûâàòü êàê ñëåâà, òàê è ñïðàâà. Ñòðåëî÷êà íàä ïðîèçâîäíîé âñåãäà
íàïîìèíàåò î êàêîé ïðîèçâîäíîé èä¼ò ðå÷ü. Â ÷àñòíîñòè ðàçíîèìåííûå
ïðîèçâîäíûå êîììóòèðóþò äðóã ñ äðóãîì. Ýòî ìîæíî çàïèñàòü òàê:

∂

∂ψ1

←
∂

∂ψ2
f =

←
∂

∂ψ2

∂

∂ψ1
f.

Âñå ýòè ïðàâèëà ïåðåñòàíîâîê ïðîèçâîäíûõ ëåãêî ïðîâåðèòü äëÿ ôóíê-
öèè f = ψ1ψ2. Ïðîèçâîäÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåíîñû ãðàññìàíîâûõ âå-
ëè÷èí ψi âëåâî è âïðàâî îò âûðàæåíèÿ â êîòîðîå îíè âõîäÿò, ìîæíî
ïðîâåðèòü âûïîëíèìîñòü ïðàâèë ïåðåñòàíîâêè ïðîèçâîäíûõ è â îáùåì
ñëó÷àå. Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ ñòîèò âû÷èñëèòü ïîâòîðíûå ïðîèçâîä-
íûå ïî ψ1 è ψ2 äëÿ ôóíêöèé f = ψ1ψ2ψ3 è f = ψ1ψ2ψ3ψ4.
Òàê êàê äàííàÿ ãðàññìàíîâà âåëè÷èíà âõîäèò â ïðîèçâåäåíèå òîëüêî

îäèí ðàç, ïîâòîðíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî îäíîé è òîé æå ïåðåìåííîé âñåãäà
áóäåò ðàâíà íóëþ.
Ðàññìîòðèì äâå ãðàññìàíîâû âåëè÷èíû φ è ψ àíòèêîììóòèðóþùèå

äðóã ñ äðóãîì. Äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâà �òðàíñëÿöèîííàÿ ôîðìóëà�:

f(φ+ ψ) = exp
(
φ
∂

∂ψ

)
f(ψ). (9.118)

Äîêàçûâàåòñÿ îíà, êàê è å¼ àíàëîã äëÿ îáû÷íûõ âåùåñòâåííûõ ïåðåìåí-
íûõ, ðàçëîæåíèåì â ðÿä ýêñïîíåíòû. Äëÿ ãðàññìàíîâûõ âåëè÷èí ýòî ðÿä
ñîñòîèò èç äâóõ ñëàãàåìûõ:

exp
(
φ
∂

∂ψ

)
= 1 + φ

∂

∂ψ
,

òàê êàê φ2 = 0. Çàïèñûâàÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåíîé
ðÿä f(ψ) = f0 + f1ψ, íåñëîæíî ïðîâåðèòü (9.118). Áîëåå ñëîæíûì áóäåò
äîêàçàòåëüñòâî ñîîòíîøåíèÿ (ïî èíäåêñó i ñóììèðîâàíèå îò 1 äî n):

f(ψ + φ) = exp
(
φi

∂

∂ψi

)
f(ψ),

ãäå ψi è φi äâà íàáîðà n ãðàññìàíîâûõ âåëè÷èí, êîòîðûå àíòèêîììóòè-
ðóþò äðóã ñ äðóãîì (ò.å. íå òîëüêî ψiψj = −ψjψi, íî è ψiφj = −φjψi).
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• Ãðàññìàíîâû ïîëÿ ψi(x, t) �ïåðå÷èñëÿþòñÿ� íå òîëüêî äèñêðåòíûì
èíäåêñîì, íî è ïðè ïîìîùè âåùåñòâåííûõ àðãóìåíòîâ. Òàê, íàïðèìåð,
ψ1(x, t)ψ1(x, t) = 0. Åñëè æå îòëè÷íû èíäåêñû èëè àðãóìåíòû ôóíêöèé,
òî òàêîå ïðîèçâåäåíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, îòëè÷íî îò íóëÿ. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî
x è t � ýòî îáû÷íûå âåùåñòâåííûå âåëè÷èíû. �Ãðàññìàíîâîñòü� ïîëåâîé
ôóíêöèè âîçíèêàåò èç-çà íàëè÷èÿ â íåé ãðàññìàíîâûõ ïåðåìåííûõ. Íà-
ïðèìåð, ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè ìîæåò áûòü çàïèñàíà ñëåäóþùèì
îáðàçîì ψ(t) = ψ1 + ψ2 t, ãäå ψ1 è ψ2 � ãðàññìàíîâû âåëè÷èíû.

Âû÷èñëèì äèôôåðåíöèàë ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ãðàññìàíîâûõ ôóíêöèé.
Èñïîëüçóÿ îáû÷íîå îïðåäåëåíèå äèôôåðåíöèàëà, èìååì:

d(ψ1ψ2) = (ψ1+∂µψ1 dx
µ)(ψ2+∂νψ2 dx

ν)−ψ1ψ2 = (ψ1∂µψ2+∂µψ1 ψ2) dx
µ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé ñòîÿò íà òåõ æå ìåñòàõ íà êîòîðûõ
ñòîÿëè ñàìè ôóíêöèè. Òàê êàê ýòè ïðîèçâîäíûå ÿâëÿþòñÿ ãðàññìàíîâû-
ìè ôóíêöèÿìè [(∂µψ1)ψ2 = −ψ2 ∂µψ1], ïåðåíåñåíèå èõ â íà÷àëî âûðà-
æåíèÿ òðåáóåò èñïîëüçîâàíèÿ àíòèêîììóòàöèîííîãî ïðàâèëà. Íåñëîæíî
âèäåòü, ÷òî ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå îáùåå ñîîòíîøåíèå:

dF =
∑
i

∂µψi
∂F

∂ψi
dxµ =

∑
i

←
∂F

∂ψi
∂µψi dx

µ. (9.119)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ïðîèçâîäíûå ∂µψi ó ëåâîé ïðîèçâîäíîé îò ôóíê-
öèè F ñòîÿò ñëåâà îò íå¼, à ó ïðàâîé ïðîèçâîäíîé (âòîðîå ðàâåíñòâî),
ñîîòâåòñòâåííî, ñïðàâà.

Âàðèàöèîííûé ïðèíöèï äëÿ àíòèêîììóòèðóþùèõ ôóíêöèé ñòðîèòñÿ
àíàëîãè÷íî îáû÷íûì ôóíêöèÿì. Äëÿ ýòîãî ê ãðàññìàíîâûì ôóíêöè-
ÿì ψk íà êîòîðûõ äåéñòâèå ýêñòðåìàëüíî (ñòð.431) ïðèáàâëÿþòñÿ òàêæå
ãðàññìàíîâû ôóíêöèè ϕk, îáðàùàþùèåñÿ â íîëü â íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ,
óìíîæåííûå íà îáû÷íîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî ε:

d

dε

∫
L(ψk+εϕk, ∂αψk+ε∂αϕk)d

4x =

∫ [
ϕk

∂L
∂ψk

+ ∂αϕk
∂L

∂(∂αψk)

]
d4x = 0.

Ïðè ýòîì ïðîèçâîäíûå îò ëàãðàíæèàíà ñ÷èòàþòñÿ ëåâûìè è ϕk, àíàëî-
ãè÷íî (9.119) ñòîÿò ñëåâà îò íèõ. Äàëåå, ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ íà ñòðà-
íèöå 431, ïîëó÷àåì îáû÷íûå óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà:

∂α

(
∂L

∂ (∂αψk)

)
=

∂L
∂ψk

, (9.120)

â êîòîðûõ ïðîèçâîäíûå ëàãðàíæèàíà áåðóòñÿ ñëåâà. Òàêèå æå óðàâíåíèÿ
ñïðàâåäëèâû äëÿ ïðîèçâîäíûõ ñïðàâà.
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Ïðè âûâîäå âûðàæåíèÿ äëÿ òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà â ñëó÷àå ãðàñ-
ñìàíîâûõ ïîëåé, íåîáõîäèìî ñëåäèòü çà ïîðÿäêîì ïðîèçâîäíûõ. Òàê, åñ-
ëè èñïîëüçóåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèå ñëåâà, èìååì:

∂νL = ∂νΨk
∂L
∂Ψk

+ ∂ν(∂µΨk)
∂L

∂(∂µΨk)

èëè, èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà:

∂µ

(
∂νΨk

∂L
∂(∂µΨk)

− gµνL
)

= 0.

Áèñïèíîð ψ è åãî ñîïðÿæåíèå ψ̄ (èëè ψ+) � ýòî íåçàâèñèìûå äèíàìè÷å-
ñêèå ïåðåìåííûå. Ïîýòîìó âûøå â ñóììå ïî k ñîäåðæèòñÿ 8 ñëàãàåìûõ:
Ψk = {ψ̄a, ψa}. Äâå ñóììû ìîæíî âûäåëèòü ÿâíûì îáðàçîì:

T µν = ∂νψ̄a
∂L

∂(∂µψ̄a)
+

←
∂L

∂(∂µψa)
∂νψa − gµνL, (9.121)

ãäå âî âòîðîì ñëàãàåìîì ïðîèçâîäíàÿ ïîëÿ è ëàãðàíæèàíà ïåðåñòàâëåíû
ìåñòàìè è ïðîèçâîäíàÿ ëàãðàíæèàíà ñäåëàíà ïðàâîé (9.119).
Ðàññìàòðèâàÿ â ýòîé ãëàâå áèñïèíîðíîå ïîëå, â ñèëó åãî ìàòðè÷íîãî

õàðàêòåðà, ìû âñåãäà âûäåðæèâàëè ïîðÿäîê áèñïèíîðîâ. Ñîïðÿæåííûé
áèñïèíîð ψ̄ ñòîÿë ñëåâà, à ψ ñïðàâà. Íàïðèìåð, âûðàæåíèå äëÿ òåíçîðà
ýíåðãèè-èìïóëüñà áûëî çàïèñàíî (ñòð. 577) â ìàòðè÷íîì âèäå (áåç áèñ-
ïèíîðíîãî èíäåêñà):

T µν = ∂νψ̄
∂L

∂(∂µψ̄)
+

∂L
∂(∂µψ)

∂νψ − gµνL. (9.122)

Â ïåðâîì ñëàãàåìîì ïðîèçâîäíàÿ ñîïðÿæåííîãî ñïèíîðà ∂νψ̄ ñòîèò ñëå-
âà îò ïðîèçâîäíîé ëàãðàíæèàíà, à âî âòîðîì, ∂νψ ñòîèò ñïðàâà. Íàïîì-
íèì, ÷òî â ìàòðè÷íûõ îáîçíà÷åíèÿõ ψ̄ ÿâëÿåòñÿ ñòðî÷êîé. Åñëè ñïðàâà
íà íå¼ óìíîæèòü ìàðèöó, òî ñíîâà ïîëó÷èòñÿ ñòðî÷êà. Ñîîòâåòñòâåííî
ψ, γµψ � ýòî ñòîëáèêè. Â ìàòðè÷íîé çàïèñè ñòðîêè ñòîÿò âñåãäà ëåâåå
ñòîëáèêîâ è èõ ñâ¼ðòêà äà¼ò ÷èñëî. Ïóñòü, íàïðèìåð, íàõîäèòñÿ òåíçîð
ýíåðãèè-èìïóëüñà ëàãðàíæèàíà: L = (ı/2) (ψ̄γµ∂µψ − ∂µψ̄γ

µψ) − mψ̄ψ.
Âçÿòèå ïðîèçâîäíîé ∂L/∂(∂µψ̄) äà¼ò ñòîëáèê, ïîýòîìó â âûðàæåíèè äëÿ
T µν îíà ñòîèò ïðàâåå ìàòðè÷íîé ñòðîêè ∂νψ̄. Âî âòîðîì ñëàãàåìîì T µν

ñèòóàöèÿ îáðàòíàÿ. Áëàãîäàðÿ òàêîìó óïîðÿäî÷èâàíèþ, âûðàæåíèå äëÿ
òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà, âçÿòîå ïî �ïðàâèëüíîé� äëÿ ãðàññìàíîâûõ ïî-
ëåé ôîðìóëå (9.121) äàñò òàêîé æå ðåçóëüòàò, êàê è ðàáîòà ñ îáû÷íûìè
ìàòðè÷íûìè ôóíêöèÿìè ïî ôîðìóëå (9.122). Àíàëîãè÷íà ñèòóàöèÿ äëÿ
äðóãèõ ñîîòíîøåíèé, ïîëó÷åííûõ â ýòîé ãëàâå.
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9.12 PTC-ñèììåòðèè

• Â ãëàâå 5 ìû èçó÷èëè (ñòð. 294), êàê èçìåíÿåòñÿ ýëåêòðîìàãíèòíîå
ïîëå ïðè îòðàæåíèè êîîðäèíàòíûõ îñåé (P � èíâåðñèÿ), ñìåíå íàïðàâ-
ëåíèÿ òå÷åíèÿ âðåìåíè (T � èíâåðñèÿ) è èçìåíåíèè çíàêà çàðÿäîâ (çà-
ðÿäîâîå ñîïðÿæåíèå èëè C � èíâåðñèÿ). Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì
êàê ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ èçìåíÿþò áèñïèíîðíîå ïîëå. Ñóùåñòâóåò òåîðå-
ìà, äîêàçûâàåìàÿ â ðàìêàõ êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ, î òîì, ÷òî ñîâìåñò-
íîå ïðèìåíåíèå ýòèõ òð¼õ ïðåîáðàçîâàíèé äîëæíî îñòàâèòü âñå ïðîöåñ-
ñû íåèçìåííûìè. Â òîæå âðåìÿ, îòäåëüíûå ñèììåòðèè â òåõ èëè èíûõ
âçàèìîäåéñòâèÿõ ìîãóò íàðóøàòüñÿ (ò.å. ñîîòâåòñòâóþùèå ëàãðàíæèàíû
îêàçûâàþòñÿ íå èíâàðèàíòíû). Íàïðèìåð, íåéòðèíî èìååò ôèêñèðîâàí-
íóþ ñïèðàëüíîñòü (âñåãäà �çàêðó÷åíî� â îäíó ñòîðîíó). Ïîýòîìó ðåàêöèè
â êîòîðûõ ó÷àñòâóåò íåéòðèíî (ñëàáîå âçàèìîäåéñòâèå) íåèíâàðèàíòíû
îòíîñèòåëüíî P � ñèììåòðèè. Áîëüøèíñòâî òàêèõ ðåàêöèé èíâàðèàíòíû
îòíîñèòåëüíî ïîñëåäîâàòåëüíîãî èíâåðòèðîâàíèÿ êîîðäèíàòíûõ îñåé è
ïåðåñòàíîâêè ÷àñòèö ñ àíòè÷àñòèöàì (ò.í. êîìáèíèðîâàííàÿ ÷åòíîñòü

èëè PC � èíâåðñèÿ) Íàêîíåö, âñå èçâåñòíûå ðåàêöèè èíâàðèàíòíû îò-
íîñèòåëüíî êîìáèíàöèè âñåõ òðåõ PTC � ïðåîáðàçîâàíèé. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî åñëè �ñìîòðåòü� íà çåðêàëüíîå îòðàæåíèå ïðîöåññà, �ïðîêðó÷èâàòü�
åãî â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè ïî âðåìåíè è ïðè ýòîì ïîìåíÿòü ÷àñòèöû è
àíòè÷àñòèöû ìåñòàìè, òî ïîëó÷èòñÿ èñõîäíûé ïðîöåññ.
Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ çàêîíîâ èçìåíåíèé áèñïèíîðà ïðè P , T è C ïðå-

îáðàçîâàíèÿõ áóäåì òðåáîâàòü, ÷òîáû ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû, ñâÿçàííûå
ñ áèñïèíîðíûì ïîëåì, ïðåîáðàçîâûâàëèñü �åñòåñòâåííûì� îáðàçîì. Íà-
ïðèìåð, çàðÿä, òîê, ýíåðãèÿ è èìïóëüñ ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëàìè ïî
d3x îò ñëåäóþùèõ âåëè÷èí:

j0 = ψ+ψ, j = ψ+αψ, T 00 = ψ+(αp̂+mβ)ψ, T 0i = ψ+p̂i ψ.

Ïðè èíâåðñèè ïðîñòðàíñòâåííûõ îñåé, çàðÿä è ýíåðãèÿ íå äîëæíû èçìå-
íèòüñÿ, òîãäà êàê òîê è èìïóëüñ ìåíÿþò ñâîé çíàê (ñì. ñòð. 294). Ïóñòü
áèñïèíîðíîå ïîëå ïðè èíâåðñèè ïåðåìåøèâàåò ñâîè êîìïîíåíòû ïðè ïî-
ìîùè íåêîòîðîé ìàòðèöû U ñ ïîñòîÿííûìè ýëåìåíòàìè, òàê, ÷òî ïðè
r 7→ −r ìû èìååì ψ 7→ ψ′ = Uψ. Çàðÿä íå èçìåíèòñÿ, åñëè ìàòðèöà U
ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíîé (U+U = 1):

j0 7→ ψ′+ψ′ = ψ+U+Uψ = ψ+ψ.

Òàê êàê p̂ = −ı∇, ïðè èíâåðñèè ýòîò äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ìå-
íÿåò ñâîé çíàê p̂ 7→ −p̂. Ïîýòîìó ïëîòíîñòü èìïóëüñà ïîëÿ T 0i èçìåíÿåò
ñâîé çíàê, êàê è èíòåãðàë îò íå¼ ïî d3x.
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Ïëîòíîñòü ýíåðãèè ïðè èíâåðñèè ïðåîáðàçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

T 00 7→ ψ′+(−αp̂+mβ)ψ′ = ψ+U+(−αp̂+mβ)Uψ.

Îíà îñòàíåòñÿ íåèçìåííîé, åñëè ìàòðèöà U óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíè-
ÿì: U+αU = −α è U+β U = β, óìíîæàÿ êîòîðûå ñëåâà íà U , èìååì:

βU = Uβ, αU = −Uα.

Èì óäîâëåòâîðÿåò ìàòðèöà β = γ0 (9.19), ñòð. 567, âîîáùå ãîâîðÿ, óìíî-
æåííàÿ íà íåêîòîðóþ êîíñòàíòó: U = µ γ0. Â ñèëó óñëîâèÿ óíèòàðíîñòè
µ∗µ = 1, ïîýòîìó U = eıϕ γ0. Âûáîð àðãóìåíòà ϕ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà µ
ïðîèçâîëåí (íî îäèíàêîâ äëÿ âñåõ áèñïèíîðîâ). Äëÿ ñîãëàñèÿ èíâåðñèé
ñïèíîðîâ è ïîëÿðíûõ âåêòîðîâ (ñì. íèæå), ïðèíèìàåòñÿ ϕ = π/2:

P : ψ(t, r) 7→ ψ′(t, r′) = ıγ0ψ(t,−r). (9.123)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ïðè ïðåîáðàçîâàíèè áèñïèíîðà èçìåíÿåòñÿ íå
òîëüêî åãî êîìïîíåíòû (óìíîæàþùèåñÿ íà ìàòðèöó ıγ0), íî è àðãóìåíò
ó ôóíêöèè. Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ (lH172) ñòîèò ïðîâåðèòü, ÷òî óðàâ-
íåíèå Äèðàêà ïðè èíâåðñèè (9.123) îñòàåòñÿ íåèçìåííûì.
Çàïèøåì â ÿâíîì âèäå P � ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ 2-õ êîìïîíåíòíûõ ñïè-

íîðîâ, âõîäÿùèõ â äèðàêîâñêèé áèñïèíîð ψ = (χα ξ•
β
)T . Èñïîëüçóÿ γ0 â

ñïèíîðíîì ïðåäñòàâëåíèè (9.5), ñòð. 561, èìååì:

χα 7→ ıξ•
α
, ξ•

α
7→ ıχα,

èëè, îïóñêàÿ è ïîäíèìàÿ èíäåêñû (ñòð. 543):

χ1 7→ ıξ
•
2, χ2 7→ −ıξ

•
1, ξ

•
1 7→ −ıχ2, ξ

•
2 7→ ıχ1.

Òàê êàê χαξ
•
β ïðåîáðàçóåòñÿ êàê ñïèíîðíûé òåíçîð aα

•
β, ïîëó÷àåì:

a1
•
1 7→ a2

•
2, a2

•
2 7→ a1

•
1, a1

•
2 7→ −a1

•
2, a2

•
1 7→ −a2

•
1.

Åñëè âûðàçèòü êîìïîíåíòû ñïèíîðíîãî òåíçîðà aα
•
β ÷åðåç êîìïîíåíòû

4-âåêòîðà Aµ = {A0, A} (ñòð. 547), òî ýòî ïðåîáðàçîâàíèå èìååò âèä:

P : aµ
•
ν =

(
A0 + A3 A1 − ıA2

A1 + ıA2 A0 − A3

)
7→
(

A0 − A3 −A1 + ıA2

−A1 − ıA2 A0 + A3

)
.

Ïðè ýòîì ïðîñòðàíñòâåííàÿ ÷àñòü 4-âåêòîðà ìåíÿåò çíàê:Aν 7→ {A0, −A}.
Ïðîñòðàíñòâåííûå êîìïîíåíòû áîëüøèíñòâà 4-âåêòîðîâ ÿâëÿþòñÿ ïî-
ëÿðíûìè âåêòîðàìè. Âïðî÷åì, íàì âñòðå÷àëèñü è àêñèàëüíûå 4-âåêòîðû.
Íàïðèìåð, 4-âåêòîð ñïèíà (ñòð. 188,462) ïðè èíâåðñèè ìåíÿåòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì: Sν 7→ {−S0,S}. Òàêîìó âåêòîðó ñîîòâåòñòâóåò âûáîð ôàçû
ϕ = 0. Äëÿ äàëüíåéøåãî âûáîð ìåæäó ϕ = π/2 è ϕ = 0 íåñóùåñòâåíåí.
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• Ïðè T � èíâåðñèè çàðÿä, ýíåðãèÿ, òîê è èìïóëüñ âåäóò ñåáÿ òàêæå,
êàê è ïðè èíâåðñèè êîîðäèíàò. Ïóñòü ñíîâà ïðåîáðàçîâàíèå áèñïèíîðà
èìååò âèä ψ 7→ ψ′ = Uψ. Òîãäà èç èíâàðèàíòíîñòè çàðÿäà èìååì óñëîâèå
óíèòàðíîñòè U+U = 1. Îäíàêî, òàê êàê ïëîòíîñòü èìïóëüñà ÿâíûì îá-
ðàçîì íå çàâèñèò îò âðåìåíè, ïîäîáíîå ïðåîáðàçîâàíèå íå èçìåíèò çíàêà
ó èìïóëüñà. Ïîýòîìó äîáàâèì ê ìàòðè÷íîìó ïåðåìåøèâàíèþ îïåðàöèþ
êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ êîìïîíåíò áèñïèíîðà:

T : ψ(t, r) 7→ ψ′(t′, r) = Uψ∗(−t, r).

Òîãäà äëÿ óíèòàðíîé ìàòðèöû U ñìåíà çíàêà èìïóëüñà ïðîèçîéä¼ò ïî-
ñëå èíòåãðèðîâàíèÿ åãî ïî ÷àñòÿì. Ñóùåñòâóåò, ïðàâäà, îäíà òîíêîñòü.
Áèñïèíîðíûå ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ ãðàññìàíîâûìè è èõ ïåðåñòàíîâêà ìåíÿ-
åò çíàê âûðàæåíèÿ (ñòð. 618). Ïîýòîìó äîïîëíèòåëüíî ïîñòóëèðóåì, ÷òî
îïåðàöèÿ èíâåðñèè âðåìåíè, äåéñòâóÿ íà ïðîèçâåäåíèå íåñêîëüêèõ áèñ-
ïèíîðîâ, ïåðåñòàâëÿåò èõ ìåñòàìè:

T̂ (ψ1ψ2) = T̂ (ψ2) T̂ (ψ1). (9.124)

Â ýòîì ñëó÷àå ïðåîáðàçîâàíèå èìïóëüñà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:∫
T̂ (ψ∗a p̂ψa) d

3x =

∫
T̂ (p̂ψa) T̂ (ψ

∗
a) d

3x =

∫
(p̂Uabψ

∗
b ) (U

∗
acψc ) d

3x,

ãäå â ÿâíîì âèäå âûïèñàíû áèñïèíîðíûå èíäåêñû. Òàê êàê U∗ac = U+
ca,

ñâåðòêà ìàòðèö äà¼ò åäèíè÷íóþ U+
caUab = δcb. Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì

ñ îïåðàòîðîì íàáëà p̂ = −ı∇ ïðèâåäåò ê èñõîäíîìó âûðàæåíèþ, èìåþ-
ùåìó îáðàòíûé çíàê è �ïðàâèëüíûé� ïîðÿäîê áèñïèíîðîâ: −ψ+p̂ψ.
Áèëèíåéíàÿ ôîðìà ψ+Mψ, ãäå M � íåêîòîðàÿ ìàòðèöà, ïðè èíâåð-

ñèè âðåìåíè ïåðåõîäèò (lH173) â ñëåäóþùåå âûðàæåíèå: ψ
+(U+M U)Tψ.

Ïîýòîìó, òîê èçìåíèò çíàê, à ýíåðãèÿ (÷ëåí mψ+β ψ) íåò, åñëè:

U+αU = −αT , U+β U = βT .

Íà ñòðàíèöàõ 568 è 570 ìû óñòàíîâèëè ïðàâèëà òðàíñïîíèðîâàíèÿ ìàò-
ðèö Äèðàêà: βT = β è αT = −γ2αγ2, ïîýòîìó:

U+αU = γ2αγ2, U+β U = β.

Ýòèì ñîîòíîøåíèÿì ìîæíî óäîâëåòâîðèòü (lH174), åñëè U = ıγ3γ1, èëè:

T : ψ(t, r) 7→ ψ′(t′, r) = ıγ3γ1 ψ∗(−t, r), (9.125)

ãäå ìíîæèòåëü ı âûáðàí òàê, ÷òîáû ñäåëàòü ìàòðèöó íå òîëüêî óíèòàð-
íîé, íî è ýðìèòîâîé: U+ = U èëè U2 = 1 (lH175). Èíâåðñèÿ âðåìåíè,
êàê è êîîðäèíàò, ÿâíûé âèä óðàâíåíèÿ Äèðàêà íå èçìåíÿåò (lH176).
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• Ïðè çàðÿäîâîì ñîïðÿæåíèè (C � èíâåðñèÿ) çàðÿä è òîê äîëæíû
èçìåíèòü çíàê, à ýíåðãèè è èìïóëüñ � íåò. Àíàëîãè÷íî T � ïðåîáðàçî-
âàíèþ, ïåðåìåøàåì íå òîëüêî êîìïîíåíòû áèñïèíîðà, íî è âîçüì¼ì èõ
êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå:

C : ψ(t, r) 7→ ψ′(t, r) = Uψ∗(t, r).

Îäíàêî ïðè ýòîì íå áóäåì èçìåíÿòü ïîðÿäîê áèñïèíîðîâ:

Ĉ(ψ1ψ2) = Ĉ(ψ1) Ĉ(ψ2). (9.126)

Òîãäà äëÿ óíèòàðíîé ìàòðèöû (U+U = 1) çàðÿä èçìåíèòñÿ â ñèëó ãðàñ-
ñìàíîâîñòè áèñïèíîðîâ (ψ′+ = ψTU+):

ψ+ψ 7→ ψ′+ψ′ = ψTU+Uψ∗ = ψTψ∗ = −ψ∗Tψ = −ψ+ψ.

Àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ äëÿ èìïóëüñà (ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷à-
ñòÿì è ïåðåñòàíîâêè ãðàññìàíîâûõ áèñïèíîðîâ) ïðèâîäÿò ê íåèçìåííî-
ñòè åãî çíàêà. Òîê ïðè çàðÿäîâîì ñîïðÿæåíèè äîëæåí ìåíÿòüñÿ, à ýíåð-
ãèÿ � íåò. C ó÷åòîì ãðàññìàíîâîñòè, ýòî äîñòèãàåòñÿ (lH177), åñëè:

U+αU = αT = −γ2αγ2, U+β U = −βT = −β.

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ èìåþò îáðàòíûé çíàê ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàòðèöåé U äëÿ
T � èíâåðñèè. Îíè âûïîëíÿþòñÿ, åñëè U ïðîïîðöèîíàëüíà ìàòðèöå γ2,
òàê êàê (γ2)+ = −γ2 Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíî:

C : ψ(t, r) 7→ ψ′(t, r) = γ2ψ∗(t, r), (9.127)

ãäå, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðîèçâîëüíûé ôàçîâûé ìíîæèòåëü ìàòðèöû U âû-
áðàí ðàâíûì åäèíèöå. Çàðÿäîâîå ñîïðÿæåíèå, êàê è îñòàëüíûå ñèììåò-
ðèè, ÿâíûé âèä óðàâíåíèÿ Äèðàêà íå èçìåíÿåò (lH178).

Ïîñëåäîâàòåëüíîå âûïîëíåíèå ðàññìîòðåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé èìååò
âèä (PT îáîçíà÷àåò ñíà÷àëà T , çàòåì P � ïðåîáðàçîâàíèå):

PT : ψ(t, r) 7→ ψ′(t′, r′) = ıγ2γ5 ψ∗(−t, −r),
PC : ψ(t, r) 7→ ψ′(t , r′) = ıγ0γ2 ψ∗( t, −r),
TC : ψ(t, r) 7→ ψ′(t′, r ) = −γ0γ5 ψ∗(−t, r),

PTC : ψ(t, r) 7→ ψ′(t′, r′) = −ıγ5 ψ (−t, −r).

Âûáðàííûå ôàçîâûå ìíîæèòåëè ïðåîáðàçîâàíèé ïðèâîäÿò ê òîìó, ÷òî
ïîðÿäîê âûïîëíåíèÿ P è C èíâåðñèé ðîëè íå èãðàåò: P C = CP . Àíà-
ëîãè÷íî TC = C T , íî ïðè ýòîì P T = −TP .
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• Ïóñòü M � íåêîòîðàÿ ìàòðèöà 4x4 è ψ̄ = ψ+γ0. Òîãäà áèëèíåéíàÿ
ôîðìà ψ̄Mψ ïðè èíâåðñèÿõ ïðåîáðàçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì (lH179):

P : ψ̄Mψ 7→ ψ̄ (γ0Mγ0)ψ,

T : ψ̄Mψ 7→ ψ̄ (γ0γ1γ3MTγ0γ3γ1)ψ,

C : ψ̄Mψ 7→ ψ̄ (γ0γ2MTγ0γ2)ψ.

(9.128)

Èñïîëüçóÿ ýòè ïðàâèëà, íåñëîæíî âûÿñíèòü êàê ïðè èíâåðñèÿõ ìåíÿþò-
ñÿ ðàçëè÷íûå êîâàðèàíòíûå âûðàæåíèÿ. Òàê, ψ̄ψ ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðîì, à
ψ̄γ5ψ � ïîñåâäîñêàëÿðîì, ò.å. åãî çíàê ìåíÿåòñÿ ïðè îòðàæåíèè îñåé:

P, T : ψ̄ψ 7→ ψ̄ψ, ψ̄γ5ψ 7→ −ψ̄γ5ψ,
C : ψ̄ψ 7→ ψ̄ψ, ψ̄γ5ψ 7→ ψ̄γ5ψ,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî (γ5)T = γ5 è ïåðå÷èñëåíèå èíâåðñèé ÷åðåç çàïÿòóþ, îçíà-
÷àò ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñïðàâåäëèâû äëÿ êàæäîé èç íèõ. Àíàëîãè÷íî
äëÿ òîêà ((γ0)T = γ0 è γT = −γ2γγ2):

P, T : ψ̄γ0ψ 7→ ψ̄γ0ψ, ψ̄γψ 7→ −ψ̄γψ.
C : ψ̄γ0ψ 7→ −ψ̄γ0ψ, ψ̄γψ 7→ −ψ̄γψ

è ïñåâäîòîêà:

P : ψ̄γ0γ5ψ 7→ −ψ̄γ0γ5ψ, ψ̄γγ5ψ 7→ ψ̄γγ5ψ,

T : ψ̄γ0γ5ψ 7→ ψ̄γ0γ5ψ, ψ̄γγ5ψ 7→ −ψ̄γγ5ψ,
C : ψ̄γ0γ5ψ 7→ ψ̄γ0γ5ψ, ψ̄γγ5ψ 7→ ψ̄γγ5ψ

(ïñåâäîòîê ïðè P èíâåðñèè âåä¼ò ñåáÿ òàêæå, êàê è 4-âåêòîð ñïèíà Sν).
Ïîõîæèì îáðàçîì èçìåíÿþòñÿ êîìïîíåíòû àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà
ψ̄σµνψ. Åãî �âðåìåííûå� êîìïîíåíòû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ìàòðèöó α, à
�ïðîñòðàíñòâåííûå� ÷åðåç −ıΣ:

P : ψ̄αψ 7→ −ψ̄αψ, ψ̄Σψ 7→ ψ̄Σψ,

T : ψ̄αψ 7→ ψ̄αψ, ψ̄Σψ 7→ −ψ̄Σψ,
C : ψ̄αψ 7→ −ψ̄αψ, ψ̄Σψ 7→ −ψ̄Σψ,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî αT = −γ2αγ2 è ΣT = γ2Σγ2 (9.38) ñòð.570. Ïðè P è
T èíâåðñèÿõ àíòèñèììåòðè÷íîãî ïñåâäîòåíçîðà ψ̄σµνγ5ψ çíàêè ìåíÿ-
þòñÿ ìåñòàìè ïî ñðàâíåíèþ ñ ψ̄σµνψ, òàê êàê αγ5 = Σ è Σγ5 = α
(ñì. ñòð. 570).
Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ (lH180) ñòîèò ïðîâåðèòü, ÷òî ÷ëåí âçàèìî-

äåéñòâèÿ â êàëèáðîâî÷íî èíâàðèàíòíîì ëàãðàíæèàíå ýëåêòðîìàãíèòíî-
ãî ïîëÿ ψ̄γµψAµ èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî êàæäîé èç ðàññìîòðåííûõ
ñèììåòðèé.
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• Äîëãîå âðåìÿ ñ÷èòàëîñü, ÷òî îòëè÷èÿ ìåæäó ïðàâûì è ëåâûì áûòü
íå ìîæåò (ïðèðîäà P -èíâàðèàíòíà). È ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê â ýëåêòðî-
ìàãíèòíûõ è ñèëüíûõ âçàèìîäåéñòâèÿõ. Îäíàêî, â 1957 ã. îáíàðóæèëîñü,
÷òî ñëàáûå âçàèìîäåéñòâèÿ íå îáëàäàþò P -èíâàðèàíòíîñòüþ. Â ÷àñòíî-
ñòè, â îïûòå Âó èçó÷àëñÿ ðàñïàä ÿäåð êîáàëüòà:

60Co→ 60Ni + e− + ν̄e.

Ïðè ïîìîùè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñïèíû ÿäåð îðèåíòèðîâàëèñü ïàðàëëåëüíî
äðóã äðóãó è èçìåðÿëîñü óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå ïîÿâèâøèõñÿ â ðåçóëüòà-
òå ðàñïàäà ýëåêòðîíîâ. Îêàçàëîñü, ÷òî ýëåêòðîíû èñïóñêàþòñÿ ïðåèìó-
ùåñòâåííî â íàïðàâëåíèè ïðîòèâîïîëîæíîì ñïèíó. Ñêîðîñòü (èìïóëüñ)
ýëåêòðîíîâ ýòî ïîëÿðíûé âåêòîð, ìåíÿþùèé ñâîé çíàê ïðè çåðêàëüíîì
îòðàæåíèè îñåé êîîðäèíàò (ñòð. 296). Ñïèí, êàê è ìîìåíò èìïóëüñà, ýòî
àêñèàëüíûé âåêòîð è åãî íàïðàâëåíèå ïðè òàêîì îòðàæåíèè íå ìåíÿåò-
ñÿ. Ïîýòîìó àñèììåòðèÿ òàêîãî ðàñïàäà ñâèäåòåëüñòâóåò î íàðóøåíèè
P -èíâàðèàíòíîñòè:

Äðóãîé ïðèìåð � ýòî ðàñïàä π-ìåçîíà íà ìþîí è ìþîííîå íåéòðèíî:

π+ → µ+ + νµ, π− → µ− + ν̄µ.

Ñïèí π-ìåçîíà ðàâåí íóëþ, ïîýòîìó ñïèíû íåéòðèíî è ìþîíà íàïðàâ-
ëåíû â ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû. Â ïåðâîì ðàñïàäå âñåãäà ðîæäàåòñÿ
ìþîí è íåéòðèíî òîëüêî ñ ëåâîé ñïèðàëüíîñòüþ (ñïèí íàïðàâëåí ïðîòèâ
èìïóëüñà), ñì. ïåðâûé ðèñóíîê:

Íà âòîðîì ðèñóíêå, ê ýòîé ðåàêöèè ïðèìåíåíà P � èíâåðñèÿ. Íàêîíåö, íà
òðåòüåì ÷àñòèöû è àíòè÷àñòèöû ïåðåñòàâëåíû ìåñòàìè (C � èíâåðñèÿ).
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èëñÿ ðàñïàä π− → µ−+ ν̄µ ñ ïðàâèëüíûìè ñïèðàëüíî-
ñòÿìè ÷àñòèö. Òàêèì îáðàçîì, â ýòèõ ðàñïàäàõ ñîõðàíÿåòñÿ êîìáèíèðî-
âàííàÿ ÷åòíîñòü, ò.å. âûïîëíÿåòñÿ PC-èíâàðèàíòíîñòü. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî åñëè îäíîâðåìåííî ñ îòðàæåíèåì âñåõ îñåé ìû çàìåíèì ÷àñòèöû íà
àíòè÷àñòèöû, òî ïîëó÷èòñÿ ñóùåñòâóþùàÿ â ïðèðîäå ðåàêöèÿ.
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IX Áèñïèíîðû

• H134 Óðàâíåíèå Äèðàêà (ñòð. 561)
Ðàñïèøåì ñóììó ïî èíäåêñó µ â óðàâíåíèè Äèðàêà:

γµp̂µψ = (γ0p̂0 + γip̂i)ψ = (γ0p̂0 − γp̂)ψ = mψ.

Ïîäñòàâëÿÿ ìàòðèöû, èìååì:[(
0 p̂0
p̂0 0

)
−
(

0 −p̂σ
p̂σ 0

)](
χ
ξ

)
=

(
m 0
0 m

)(
χ
ξ

)
.

• H135 Óðàâíåíèå Äèðàêà ñ âûäåëåííîé ïðîèçâîäíîé ïî t (ñòð. 561)
Óðàâíåíèå Äèðàêà: (γ0p̂0 − γp̂)ψ = mψ óìíîæèì ñïðàâà íà γ0:

(γ0γ0p̂0 − γ0γp̂)ψ = mγ0ψ.

Ïðÿìûì óìíîæåíèåì ìàòðèö óáåæäàåìñÿ, ÷òî γ0γ0 = 1. Ââîäÿ òðè ìàò-
ðèöû α = γ0γ, çàïèñàííûå àíàëîãè÷íî ìàòðèöàì Ïàóëè êàê âåêòîð,
ïîëó÷àåì (9.6), ñòð. 561.

• H136 Ñîîòíîøåíèå a ∼ χ+σχ (ñòð. 562)

χ+σχ = χ∗βσβαχα =
1

2
(a0 + σa)αβσβα =

1

2
Tr((a0 + σa)σ) = a,

òàê êàê ñëåä îäíîé ìàòðèöû Ïàóëè ðàâåí íóëþ, è σiσj = δij1 + ıεijkσk,
ïîýòîìó Tr(σiaiσj) = δijaj Tr1 = 2aj.

• H137 Ïðåäñòàâëåíèå Ìàéîðàíû (ñòð. 564)

γ0 =

(
0 σy
σy 0

)
, γ1 =

(
ıσz 0
0 ıσz

)
, γ2 =

(
0 −σy
σy 0

)
, γ3 =

(
−ıσx 0
0 −ıσx

)
.

Íåíóëåâûå ýëåìåíòû ìàòðèö ÷èñòî ìíèìûå è ıγµ∂µ � äåéñòâèòåëüíî.

• H138 Ïåðåõîä ê ïðåäñòàâëåíèþ Âåéëÿ (ñòð. 566)
Èç γ̃µ = UγµU−1 ñëåäóåò, ÷òî γ̃µU = Uγµ. Ïîýòîìó, çàïèñûâàÿ U ïðè

ïîìîùè 4-õ ïðîèçâîëüíûõ ìàòðè÷íûõ áëîêîâ 2x2 è ïîäñòàâëÿÿ ÿâíûé
âèä ìàòðèö γµ è γ̃µ, íåñëîæíî íàéòè çíà÷åíèÿ ýòèõ áëîêîâ. Â ÷àñòíîñòè,
ïðè ïåðåõîäå îò ñïèíîðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ê ïðåäñòàâëåíèþ Âåéëÿ (è
îáðàòíî) èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ìàòðèöà:

U = U−1 =

(
0 1
1 0

)
.

Ýòèì æå ñïîñîáîì ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî γ0 íè â êàêîì ïðåäñòàâëåíèè íå
ìîæåò áûòü ðàâíà åäèíè÷íîé ìàòðèöå.
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• H139 Àëãåáðà ìàòðèö Äèðàêà (ñòð. 567)

γ5α = γ5γ0γ = −γ0γ5γ = γ0γγ5 = αγ5,

βα = γ0γ0γ = −γ0γγ0 = −αβ,
ãäå ó÷òåíî àíòèêîììóòèðîâàíèå ìàòðèö ñ ðàçëè÷íûìè èíäåêñàìè.

• H140 Îïðåäåëèòåëü ìàòðèö Äèðàêà (ñòð. 567)
Ìàòðèöû Äèðàêà � ýòî ìàòðèöû 4x4. Ïîýòîìó â ñïèíîðíîì ïðåäñòàâ-

ëåíèè det γ0 ̸= 0 · 0− 1 · 1, à

det γ0 = det


0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

 = (−1) · (+1) · (0 · 0− 1 · 1) = 1.

• H141 Óíèòàðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ (ñòð. 568)

(γ̃µ)+ = (Uγµ
+

U)+ = U(γµ)+
+

U = Uγ0γµγ0
+

U = Uγ0
+

UUγµ
+

UUγ0U+ = γ̃0γ̃µγ̃0.

• H142 Ñîïðÿæåíèå σµν (ñòð. 568)

(σµν)+ =
1

2
(γµγν−γνγµ)+ =

1

2
(γν+γµ+−γµ+γν+) = 1

2
γ0(γνγµ−γµγν)γ0.

• H143 Êîììóòàòîð γ
α è γµγν (ñòð. 568)

Ïîëüçóÿñü àëãåáðîé (9.17) ñòð. 566, ïåðåñòàâèì γα è γµ:

γαγµγν = (2gαµ − γµγα)γν = 2gαµγν − γµγαγν.

Åùå ðàç ïåðåñòàâëÿÿ â ïîñëåäíåì ñëàãàåìîì γα è γν, ïîëó÷àåì:

γαγµγν − γµγνγα = 2(gαµγν − gανγµ).

• H144 Ñëåä ïðîèçâåäåíèÿ íå÷åòíîãî ÷èñëà ìàòðèö (ñòð. 569)
Ðàññìîòðèì ñëåä îò 3-õ ìàòðèö Äèðàêà (èíäåêñû ðàâíû 0...3)

Tr(γµγνγλ) = Tr(γµγνγλγ5γ5) = −Tr(γ5γµγνγλγ5) = −Tr(γ5γ5γµγνγλ),

ãäå âî âòîðîì ðàâåíñòâå ìû ïåðåíåñëè îäíó ìàòðèöó γ5, èñïîëüçóÿ ñâîé-
ñòâî γµγ5 = −γ5γµ, à â òðåòüåì ðàâåíñòâå, îñòàâøóþñÿ ìàòðèöó öèê-
ëè÷åñêèì îáðàçîì ïåðåñòàâèëè â íà÷àëî (ýòî âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü ïîä
ñëåäîì). Òàê êàê (γ5)2 = 1 ïîëó÷àåòñÿ èñõîäíîå âûðàæåíèå ñî çíàêîì
ìèíóñ, ÷òî âîçìîæíî òîëüêî, åñëè îíî ðàâíî íóëþ.
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• H145 Ñëåä γ
5 ñ ÷¼òíûì ÷èñëîì ìàòðèö Äèðàêà (ñòð. 569)

Ïåðâîå òîæäåñòâî ïðîâåðÿåòñÿ ïåðåáîðîì âñåõ çíà÷åíèé èíäåêñîâ µ è
ν, ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ γ5 = ı γ0γ1γ2γ3. Âî âòîðîì òîæäåñòâå âû÷èñëèì

Tr(γ5γ0γ1γ2γ3) = ıTr(γ0γ1γ2γ3γ0γ1γ2γ3) = −4ı,

ñîáèðàÿ âìåñòå îäèíàêîâûå ìàòðèöû. Çàòåì ïðîâåðÿåì, ÷òî òîæäåñòâî
ðàâíî 0 ïðè îäèíàêîâûõ èíäåêñàõ è àíòèñèììåòðè÷íî ïðè ðàçëè÷íûõ.

• H146 Òðàíñïîíèðîâàíèå γ
5, α è Σ (ñòð. 570)

Âî âñåõ ïðåäñòàâëåíèÿõ íà ñòðàíèöå 566 ìàòðèöà γ5 ñèììåòðè÷íà, ïî-
ýòîìó (γ5)T = γ5 = γ2γ5γ2 = −γ2γ2γ5 = γ5. Òðàíñïîíèðîâàíèå α âû÷èñ-
ëÿåì ïî å¼ îïðåäåëåíèþ:

αT = (γ0γ)T = γTγ0 = −γ2γγ2γ0 = γ2γγ0γ2 = −γ2γ0γγ2 = −γ2αγ2.

Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿåì òðàíñïîíèðîâàíèå äëÿ Σ. Íàïðèìåð, äëÿ x è y
ñîñòàâëÿþùèõ ìàòðèöû èìååì:

−ıΣT
x = (γ2γ3)T = (γ3)T (γ2)T = (γ2γ3γ2)(γ2γ2γ2) = γ2(γ2γ3)γ2,

−ıΣT
y = (γ3γ1)T = (γ1)T (γ3)T = (γ2γ1γ2)(γ2γ3γ2) = γ2(γ3γ1)γ2.

• H147 Òåíçîð áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà (ñòð. 573)
Çàïèøåì â ïåðâîì ïîðÿäêå ìàëîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà (1.12),

ñòð. 33:

t′ ≈ t− δv r, r′ ≈ r− δvt
è ìàëûå âðàùåíèÿ íà óãîë ϕ âîêðóã åäèíè÷íîé îñè n (6.25), ñòð. 385:

t′ = t, r′ ≈ r+ [r× n]ϕ.

Èì ñîîòâåòñòâóþò ìàòðèöû (δϕ = {nxϕ, nyϕ, nzϕ}):

L =


1 −δvx −δvy −δvz
−δvx 1 0 0
−δvy 0 1 0
−δvz 0 0 1

 , R =


0 0 0 0
0 0 δϕz −δϕy
0 −δϕz 0 δϕx
0 δϕy −δϕx 0

 .

Èõ ïðîèçâåäåíèå â ëþáîì ïîðÿäêå ðàâíî δµν + ωµ
ν èëè, îïóñêàÿ èíäåêñ

âíèç: ωµν = gµαω
α
ν , ïðèõîäèì ê ìàòðèöå:

ωµν =


0 −δvx −δvy −δvz
δvx 0 −δϕz δϕy
δvy δϕz 0 −δϕx
δvz −δϕy δϕx 0

 = (δv, −δϕ).
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• H148 Áåñêîíå÷íî ìàëîå ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ áèñïèíîðà (ñòð. 574)
Ïîäñòàâèì S ≈ 1 + Ω è Λµ

ν ≈ δµν + ωµ
ν â ñîîòíîøåíèå (9.47):

S−1γµS = (1− Ω)γµ(1 + Ω) = Λµ
λγ

λ = γµ + ωµ
νγ

ν,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè S−1 ≈ 1 − Ω,
÷òî ïðîâåðÿåòñÿ ïðÿìûì ïåðåìíîæåíèåì ñ S ≈ 1 + Ω. Ðàñêðîåì ñêîáêè:

γµΩ− Ωγµ = ωµνγ
ν.

Óìíîæèì ýòî óðàâíåíèå ñëåâà íà γµ, ïðîñóììèðîâàâ ïî µ:

4Ω− γµΩγµ = ωµνγ
µγν = ωµνσ

µν,

ãäå ó÷òåíî òîæäåñòâî γµγµ = 4 (ñòð. 568) è àíòèñèììåòðè÷íîñòü ωµν.
Ìàòðèöà Ω ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà ïî áàçèñó 16 ìàòðèö Γa (ñòð. 571):
Ω = a5γ

5 + aλγ
λ + bλγ

λγ5 + cλτσ
λτ (åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà âûäåëåíà â S).

Ïîäñòàâèì ýòî ðàçëîæåíèå è ïðîâåä¼ì ñâåðòêè γµ...γµ (ñòð. 569):

8a5γ
5 + 6aλγ

λ + 2bλγ
λγ5 + (4cλτ − ωλτ)σ

λτ = 0.

Ïîýòîìó a5 = 0, aλ = bλ = 0 è cλτ = (1/4)ωλτ .

• H149 Ëàãðàíæèàí äëÿ ñïèíîðîâ (ñòð. 576)

L = χ+(p̂0 − σp̂)χ+ ξ+(p̂0 + σp̂)ξ −m (χ+ξ + ξ+χ).

• H150 Ïîëó÷åíèå óðàâíåíèå Äèðàêà èç óðàâíåíèé Ëàãðàíæà (ñòð. 576)
Ïðîèçâîäíûå ëàãðàíæèàíà èìåþò âèä (ïîðÿäîê ñèìâîëîâ âàæåí, òàê

êàê ýòî ìàòðèöû):

∂L
∂ψ

= −mψ̄, ∂L
∂ψ̄

= (ıγν∂ν −m)ψ,
∂L

∂(∂νψ)
= ψ̄ıγν,

∂L
∂(∂νψ̄)

= 0.

Èìååò ñìûñë âîññòàíîâèòü èíäåêñû ó ψ, ψ̄ è γµ â ëàãðàíæèàíå è âçÿòü
ýòè ïðîèçâîäíûå íå â ìàòðè÷íîì, à èíäåêñíîì âèäå.

• H151 Ðàçíîñòü äâóõ ëàãðàíæèàíîâ (ñòð. 577)

∂µ(ψ̄γ
µψ) = (∂µψ̄)γ

µψ + ψ̄γµ(∂µψ) = ψ̄γµ(
←
∂µ + ∂µ)ψ.

• H152 Ïðîèçâîäíàÿ σ
µνωµν ïî ωµν (ñòð. 578)

σµνωµν = 2(σ01ω01 + σ02ω02 + σ03ω03) + 2(σ12ω12 + σ13ω13 + σ23ω23),

ãäå 2-êè ïîÿâèëèñü îò îñòàëüíûõ êîìáèíàöèé ïðîèçâåäåíèé äâóõ àíòè-
ñèììåòðè÷íûõ òåíçîðîâ. Ïîýòîìó ïðè âçÿòèè ïðîèçâîäíîé ïîÿâèòñÿ 2-
êà. Ñëåäîâàòåëüíî, íàïðèìåð ∂(σµνωµν)/∂ω01 = 2σ01.
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• H153 Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà ĥ (ñòð. 585)

Óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ â ñïèíîðíîì ïðåäñòàâëåíèè:

ĥ

(
χ
ξ

)
=

(
p mσ
mσ −p

)(
χ
ξ

)
= h

(
χ
ξ

)
,

ãäå h = {hx, hy, hz} � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è p = {px, py, pz} ÿâëÿþòñÿ
÷èñëàìè. Äëÿ x-âîé ïðîåêöèè âåêòîðà ïîëó÷àåì:

(hx − px)χ = mσxξ, (hx + px)ξ = mσxχ.

Ïîäñòàâëÿÿ îäíî óðàâíåíèå â äðóãîå ïîëó÷àåì m2 = h2x − p2x èëè hx =
±
√
p2x +m2. Àíàëîãè÷íî äëÿ îñòàëüíûõ ïðîåêöèé.

• H154 Êîììóòàòîð ãàìèëüòîíèàíà è óãëîâîãî ìîìåíòà (ñòð. 585)

[x× p̂, αp̂]i = εijk[xj p̂k, p̂l]αl = εijk[xj, p̂l]p̂kαl = ıεijkδjlp̂kαl = ı[α× p̂]k,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî [xj, p̂l] = −[p̂l, xj] = ı[∂l, xj] = ıδlj.

• H155 Ñîáñòâåííûå âåêòîðû è çíà÷åíèÿ ìàòðèöû nσ (ñòð. 587)

Èç óðàâíåíèÿ nσw = sw ñëåäóåò (nσ)2w = snσw = s2w. Òàê êàê äëÿ
åäèíè÷íîãî âåêòîðà (nσ)2 = 1, òî s2 = 1 èëè s = ±1. Ïóñòü s = 1:(

nz nx − ıny
nx + ıny −nz

)(
w1

w2

)
=

(
w1

w2

)
,

îòêóäà w1 = nzw1 + (nx− ıny)w2 èëè w1 = w2(nx− ıny)/(1− nz). Ââåä¼ì
äâà óãëà ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò n = {sθcϕ, sθsϕ, cθ}. Òîãäà

w1 =
e−ıϕ sin θ

1− cos θ
w2 =

e−ıϕ

tg(θ/2)
w2.

Íîðìèðóÿ ñîáñòâåííûé âåêòîð w+w = |w1|2+ |w2|2 = 1, ïîëó÷àåì |w2|2 =
sin2(θ/2). Ïðè èçâëå÷åíèè êîðíÿ ôàçó ìîæíî âûáðàòü ëþáîé è äëÿ ñèì-
ìåòðèè ìåæäó w1 è w2 óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî w2 = eıϕ/2 sin(θ/2). Ïîýòîìó:

w(1) =

(
e−ıϕ/2 cos θ

2

e+ıϕ/2 sin θ
2

)
, w(−1) =

(
−e−ıϕ/2 sin θ

2

e+ıϕ/2 cos θ
2

)
,

ãäå w(−1) íàõîäèòñÿ àíàëîãè÷íî (ñ s = −1). Çàìåòèì, ÷òî w(1)+w(−1) = 0.
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• H156 Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû
+
w (s)σw (s′) (ñòð. 590)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû íåîáõîäèìî ïåðåáðàòü 4 êîìáè-
íàöèè èíäåêñîâ s è s′, ïîëüçóÿñü ÿâíûì âûðàæåíèåì ω(s) èç çàäà÷è
(lH155). Óìíîæèì σ íà ïðîèçâîëüíûé âåêòîð k = {kx, ky, kz}. Òîãäà
äëÿ s = s′ = 1 èìååì:

+
w (1)σw (1) =

(
eı

ϕ
2 c θ

2
e−ı

ϕ
2 s θ

2

)( kz kx − ıky
kx + ıky −kz

)(
e−ı

ϕ
2 c θ

2

eı
ϕ
2 s θ

2

)
,

÷òî ðàâíî kzcθ+sθ (kxcϕ+kysϕ). Îïóñêàÿ âåêòîð k (ïîëîæèâ kx = ky = 0,

kz = 1 è ò.ä.), ïðèõîäèì ê
+
w (1)σw (1) = {sθcϕ, sθsϕ, cθ} = n. Âåêòîð ω(−1)

ïîëó÷àåòñÿ èç ω(1) çàìåíîé θ 7→ θ+π, ÷òî ïðèâîäèò ê
+
w (−1)σw (−1) = −n.

Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿþòñÿ îñòàëüíûå ýëåìåíòû.

• H157 Êàëèáðîâî÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå äëèííîé ïðîèçâîäíîé (ñòð. 599)

Çàïèøåì ïðåîáðàçîâàíèå (øòðèõ ó Ψ îïóñòèì):

D′µΨ = (∂µ − ıgA′)Ψ = (∂µ − ıgUAµU
+ +U(∂µU

+))Ψ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, áåðÿ ïðîèçâîäíóþ ïðîèçâåäåíèÿ ∂µ(U
+ψ):

U(∂µ − ıgAµ)U
+Ψ = (U∂µU

+)Ψ + ∂µΨ− ıgUAµU
+Ψ.

• H158 Êîììóòàòîð [Dµ, Dν] (ñòð. 599)

Çàïèøåì äâîéíóþ ïðîèçâîäíóþ DµDνΨ:

(∂µ − ıgAµ)(∂ν − ıgAν)Ψ = ∂µ∂νΨ− ıg∂µ(AνΨ)− ıgAµ∂νΨ− g2AµAνΨ.

Ðàñêðîåì ïðîèçâîäíóþ ïðîèçâåäåíèÿ âî âòîðîì ñëàãàåìîì è âû÷òåì àíà-
ëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèå ñ ïåðåñòàâëåííûìè èíäåêñàìè:

[Dµ, Dν] Ψ = −ıg (∂µAν − ∂νAµ − ıg[Aµ, Aν]) Ψ = −ıg Fµν Ψ.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ôóíêöèÿ Ψ óìíîæàåòñÿ íà ìàòðèöó Fµν, íî ïðî-
èçâîäíûå íà íå¼ óæå íå äåéñòâóþò.

• H159 Êàëèáðîâî÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå Fµν (ñòð. 599)

Fµν 7→ D′µA
′
ν −D′νA

′
µ =

ı

g
UDµ(DνU

+)− ı

g
UDν(DµU

+) =
ı

g
U [Dµ, Dν] U

+,

ãäå ïîäñòàâëåíû ïðåîáðàçîâàíèÿ (9.95), (9.96), ñòð. 599. Êîììóòàòîð äëèí-
íûõ ïðîèçâîäíûõ ðàâåí −ıg Fµν, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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• H160 Óðàâíåíèÿ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Ŝx (ñòð. 603)

Ðåøàÿ óðàâíåíèÿ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ Sx = ~/2:(
0 1
1 0

)(
α

β

)
=

(
α

β

)
,

ïîëó÷àåì β = α. Ïîýòîìó ñîáñòâåííûé âåêòîð ðàâåí

∣∣S+
x

⟩
= α

(
1
1

)
.

Âûáîð êîýôôèöèåíòà α = 1/
√
2 íàçûâàåòñÿ íîðìèðîâêîé âåêòîðà (ñì.

ñòð.604). Àíàëîãè÷íî, äëÿ çíà÷åíèÿ Sx = −~/2 ïîëó÷àåì β = −α.

• H161 Ñâîéñòâà ýðìèòîâîãî ñîïðÿæåíèÿ (ñòð. 605)

Ñîîòíîøåíèå (Â+)+ = Â íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ýð-
ìèòîâîãî ñîïðÿæåíèÿ:⟨

Ψ
∣∣(Â+)+

∣∣Φ⟩ = ⟨Φ∣∣Â+
∣∣Ψ⟩∗ = ⟨Ψ∣∣Â∣∣Φ⟩∗∗ = ⟨Ψ∣∣Â∣∣Φ⟩.

Òîæäåñòâî (ÂB̂)+ = B̂+Â+ õîðîøî èçâåñòíî äëÿ ìàòðèö è ìîæåò áûòü
äîêàçàíî àíàëîãè÷íî. Äëÿ ýòîãî ðàçëîæèì âåêòîð B̂

∣∣Ψ⟩ ïî ñîáñòâåííûì
âåêòîðàì íåêîòîðîãî îïåðàòîðà Ĉ, âñòàâèâ ìåæäó îïåðàòîðàìè åäèíè÷-
íûé îïåðàòîð (9.106), ñòð.606, ïîñòðîåííûé ïî âåêòîðàì

∣∣c⟩:⟨
Ψ
∣∣(ÂB̂)+

∣∣Φ⟩ = ⟨Φ∣∣ÂB̂∣∣Ψ⟩∗ =∑
c

⟨
Φ
∣∣Â∣∣c⟩∗⟨c∣∣B̂∣∣Ψ⟩∗.

Äëÿ êàæäîãî îïåðàòîðà âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì ýðìèòîâîãî ñîïðÿ-
æåíèÿ:

=
∑
c

⟨
c
∣∣Â+

∣∣Φ⟩⟨Ψ∣∣B̂+
∣∣c⟩ =∑

c

⟨
Ψ
∣∣B̂+

∣∣c⟩⟨c∣∣Â+
∣∣Φ⟩ = ⟨Ψ∣∣B̂+Â+

∣∣Φ⟩,
ãäå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå óáðàí åäèíè÷íûé îïåðàòîð.

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå
⟨
Ψ
∣∣Â+Â

∣∣Ψ⟩ > 0 äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî:∑
c

⟨
Ψ
∣∣Â+

∣∣c⟩⟨c∣∣Â∣∣Ψ⟩ =∑
c

⟨
c
∣∣Â∣∣Ψ⟩∗⟨c∣∣Â∣∣Ψ⟩ =∑

c

∣∣⟨c∣∣Â∣∣Ψ⟩∣∣2 > 0.

Êâàäðàò ìîäóëÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà âñåãäà íåîòðèöàòåëåí. Íåîòðèöà-
òåëüíîé áóäåò è èõ ñóììà.
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• H162 Ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòè (ñòð. 608)
Íàõîäèì ýêñòðåìóì âûðàæåíèÿ I(α) = α2

⟨
(∆Â)2

⟩
+α
⟨
Ĉ
⟩
+
⟨
(∆B̂)2

⟩
,

âçÿâ ïðîèçâîäíóþ ïî α è ïðèðàâíÿâ åå íóëþ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì
α0 = −

⟨
Ĉ
⟩
/2
⟨
(∆Â)2

⟩
. Ïîýòîìó:

I(α0) = −
⟨
Ĉ
⟩

4
⟨
(∆Â)2

⟩ + ⟨(∆B̂)2
⟩
> 0,

îòêóäà ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòè.

• H163 Äèñïåðñèÿ (ñòð. 608)
Âîçâåäåì

⟨
(Â− Ā)2

⟩
ïîä çíàêîì ñðåäíåãî â êâàäðàò:

⟨
Â2−2ÂĀ+ Ā2

⟩
.

Êîíñòàíòó Ā ìîæíî âûíîñèòü çà çíàê ñðåäíåãî (ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè
ñòð. 602). Ïîýòîìó:

⟨
ÂĀ
⟩
= Ā

⟨
Â
⟩
= (Ā)2 è

⟨
(Ā)2

⟩
= (Ā)2

⟨
1
⟩
= (Ā)2.

• H164 Êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå (ñòð. 609)
Êîììóòàöèîííîå ñîîòíîøåíèå x̂p̂− p̂x̂ = ı~ óìíîæàåì ñïðàâà íà

∣∣x′⟩,
à ñëåâà íà ñîïðÿæåííûé âåêòîð

⟨
x
∣∣. Ó÷èòûâàÿ óðàâíåíèÿ íà ñîáñòâåí-

íûå çíà÷åíèÿ x̂
∣∣x′⟩= x′

∣∣x′⟩ è åãî �ñîïðÿæåííûé� âàðèàíò
⟨
x
∣∣x̂ = x

⟨
x
∣∣

(ýðìèòîâûé îïåðàòîð x̂+ = x̂ â íåì äåéñòâóåò íàëåâî), ïîëó÷àåì:

(x− x′)
⟨
x|p̂|x′

⟩
= ı~

⟨
x
∣∣x′⟩ = ı~δ(x− x′).

Ýòî ðàâåíñòâî óäîâëåòâîðÿåòñÿ, åñëè
⟨
x|p̂|x′

⟩
= −ı~ δ′(x−x′), ãäå δ′(x) =

dδ(x)/dx. Ìàòðèöà îïåðàòîðà ñâîðà÷èâàåòñÿ ñ âåêòîðîì, ñóììèðîâàíè-
åì (èíòåãðèðîâàíèåì) ïî âñåì x (îò −∞ äî ∞). Ïîýòîìó ñîîòíîøåíèå
xδ′(x) = −δ(x) ïðîâåðÿåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì ñ ïðîèçâîëüíîé
ôóíêöèåé Ψ(x) =

⟨
x
∣∣Ψ⟩:

∞∫
−∞

x
dδ(x)

dx
Ψ(x) dx =

∞∫
−∞

xΨ(x)dδ(x) = xΨ(x)δ(x)
∣∣∣∞
−∞
−

∞∫
−∞

δ(x)(xΨ)′ dx.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ðàâíî íóëþ òàê δ(±∞) = 0. Âî
âòîðîì ñëàãàåìîì ïîä èíòåãðàëîì áåðåì ïðîèçâîäíóþ (xΨ)′ = Ψ+ xΨ′.
Òàê êàê âñåãäà δ(x)x = 0, ïîëó÷àåì ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ −Ψ(0), ÷òî è
òðåáîâàëîñü ïîêàçàòü.
Äåéñòâèå ìàòðèöû

⟨
x|p̂|x′

⟩
íà ëþáóþ ôóíêöèþ Ψ(x) =

⟨
x
∣∣Ψ⟩, ò.å.

ñóììèðîâàíèå
∑

x′

⟨
x|p̂|x′

⟩⟨
x′
∣∣Ψ⟩ ìîæíî âû÷èñëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

−ı~
∞∫

−∞

∂δ(x− x′)
∂x

Ψ(x′) dx′ = −ı~ ∂
∂x

∞∫
−∞

δ(x− x′)Ψ(x′) dx′ = −ı~dΨ(x)

dx
.

Ïîýòîìó, èíòåãðàëû ìîæíî íå ïèñàòü è äëÿ èìïóëüñà èñïîëüçîâàòü îïå-
ðàòîð p̂ = −ı~ d/dx, äåéñòâóþùèé íà ôóíêöèè Ψ(x).
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• H165 Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà èìïóëüñà (ñòð. 609)
Èñïîëüçóåì ìàòðèöó èìïóëüñà êàê äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð:

−ı~ dΨp(x)

dx
= pΨp(x).

Ýòî óðàâíåíèå ýëåìåíòàðíî èíòåãðèðóåòñÿ:

Ψp(x) =
⟨
x
∣∣p⟩ = e

ı
~ px

√
2π~

.

Êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ 1/
√
2π~ (íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü) âûáè-

ðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îáåñïå÷èòü îðòîíîðìèðîâàííîñòü ñîáñòâåí-
íûõ ôóíêöèé íà δ-ôóíêöèþ:

⟨
p′
∣∣p⟩=∑

x

⟨
p′
∣∣x⟩⟨x∣∣p⟩= ∞∫

−∞

Ψ∗p′(x)Ψp(x) dx =

∞∫
−∞

e
ı
~ (p−p′)x

2π~
dx = δ(p− p′),

ãäå ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå çàìåíû x 7→ ~x.

• H166 Ýíåðãèÿ è èìïóëüñ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ (ñòð. 610)
Çàïèøåì èìïóëüñ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ, ðàâíûé èíòåãðàëó îò −φ̇∇φ. Ïîä-

ñòàâëÿÿ äëÿ êàæäîãî ñîìíîæèòåëÿ îòäåëüíûé èíòåãðàë ïî d3p è d3q,
èìååì: P =∫

(ıεp ape
−ıpx−ıεp a∗peıpx) (ıq aqe−ıqx−ıq a∗qeıqx)

d3p√
(2π)32εp

d3q√
(2π)32εq

d3x.

Ïåðåìíîæèì ñêîáêè:

q εp

(
apa

∗
q e

ı(q−p)x + a∗paq e
ı(p−q)x − apaq e

−ı(p+q)x − a∗pa
∗
q e

ı(p+q)x
)
.

Ïðè èíòåãðèðîâàíèè ýòîãî âûðàæåíèÿ ïî d3x/(2π)3 â ïåðâûõ äâóõ ñëàãà-
åìûõ ïîëó÷àåì âìåñòî ýêñïîíåíò ôóíêöèè Äèðàêà δ(p−q), ñì. ñòð. 588.
Â ïîñëåäíèõ äâóõ ñëàãàåìûõ ïîÿâëÿåòñÿ δ(p + q). Èíòåãðèðóÿ ïî d3q,
ïîëó÷àåì:

P =
1

2

∫
p
(
apa

∗
p + a∗pap + apa−p e

−2ı εp t + a∗pa
∗
−p e

2ı εp t
)
d3p.

Ïîñëåäíèå ñëàãàåìûå � ýòî ÷åòíûå ôóíêöèè (íå ìåíÿþòñÿ ïðè q 7→ −q).
Òàê êàê îíè óìíîæàþòñÿ íà íå÷¼òíóþ ôóíêöèþ q, ðåçóëüòàò áóäåò íå÷åò-
íîé ôóíêöèåé, èíòåãðàë îò êîòîðîé ðàâåí íóëþ. Ïîýòîìó îêîí÷àòåëüíî:

P =
1

2

∫
p
(
apa

∗
p + a∗pap

)
d3p.



H: ÏÎÌÎÙÜ 881

• H167 Ïîëó÷åíèå êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé (ñòð. 611)
Óìíîæèì ðàçëîæåíèå ñêàëÿðíîãî ïîëÿ

φ(x, t) =

∫
(ape

−ıpx + a∗pe
ıpx)

d3p√
(2π)32εp

,

íà ýêñïîíåíòó e−ıqx è ïðîèíòåãðèðóåì ïî d3x/(2π)3/2. Ñïðàâà âîçíèêíóò
δ-ôóíêöèè Äèðàêà. Èíòåãðèðóÿ c íèìè ïî d3p, èìååì:∫

φ(x, t) e−ıqx
d3x

(2π)3/2
=

1√
2εq

(aq e
−ıεqt + a∗−qe

ıεqt).

Âîçüì¼ì ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè îò ýòîãî âûðàæåíèÿ:∫
φ̇(x, t) e−ıqx

d3x

(2π)3/2
= ı

√
εq
2
(−aq e−ıεqt + a∗−qe

ıεqt).

Èç ýòèõ äâóõ âûðàæåíèé ìîæíî èñêëþ÷èòü a∗q:

aq =

∫
(ıφ̇+ εqφ) e

ıqx d3x√
(2π)3 2εq

.

Ïåðåõîäÿ ê îïåðàòîðàì è èñïîëüçóÿ êîììóòàòîð (9.112), ñòð.611, íåñëîæ-
íî ïîëó÷èòü òåïåðü [âp , â

+
q ] = ~ δ(p− q) (ïðè âçÿòèè ýðìèòîâîãî ñîïðÿ-

æåíèÿ, ó÷èòûâàåì, ÷òî ïîëå äåéñòâèòåëüíî, à ı+ = ı∗ = −ı).

• H168 Îïåðàòîð ÷èñëà ÷àñòèö (ñòð. 613)
Ïîëüçóÿñü êîììóòàöèîííûìè ñîîòíîøåíèÿìè, èìååì (~ = 1)

N̂
∣∣p⟩ = ∫ a+qaqa

+
p

∣∣⟩ d3q =

∫
a+q (a

+
paq + δ(p− q))

∣∣⟩ d3q = a+p
∣∣⟩ = ∣∣p⟩,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî aq
∣∣⟩ = 0. Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿåòñÿ äåéñòâèå îïåðàòîðà

N̂ íà
∣∣p ,q⟩. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî äâàæäû èñïîëüçóÿ êîììóòàöèîííûå

ñîîòíîøåíèÿ �ïåðåíåñòè� îïåðàòîð óíè÷òîæåíèÿ ê âàêóóìíîìó ñîñòîÿ-
íèþ.

• H169 Òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà êîìïëåêñíîãî ïîëÿ (ñòð. 614)
Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùèì îïðåäåëåíèåì (7.33), ñòð.438, èìååì:

T µν = ∂µΨ∂νΨ∗ + ∂µΨ∗∂νΨ− gµνL
Ñîîòâåòñòâåííî èíòåãðàëû îò T 00 è T 0i ðàâíû:

H =

∫
(Ψ̇∗Ψ̇+∇Ψ∗∇Ψ+m2Ψ∗Ψ) d3x, P = −

∫
(Ψ̇∗∇Ψ+Ψ̇∇Ψ∗) d3x.

Çàðÿä êîìïëåêñíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ðàâåí:

Q = ı

∫
(ΨΨ̇∗ −Ψ∗Ψ̇) d3x.
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• H170 Îïåðàòîð çàðÿäà êîìïëåêñíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ (ñòð. 614)

Â âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè çàðÿäà Ĵ0 = ı(Ψ̂∂0Ψ̂+−Ψ̂+∂0Ψ̂) ïîäñòàâèì
ôóðüå-ðàçëîæåíèå: Â ðåçóëüòàòå âîçíèêíåò ïðîèçâåäåíèå ñêîáîê:

(âpe
−ıpx+b̂+pe

ıpx) εq(−â+q eıqx+b̂qe−ıqx)−(â+peıpx+b̂pe−ıpx) εq(âqe−ıqx−b̂+q eıqx).

Ïåðåìíîæàÿ ñêîáêè è èíòåãðèðóÿ ïî d3x/(2π)3, d3p/
√
2εp è d

3q/
√
2εq,

ïîëó÷àåì òðåáóåìîå âûðàæåíèå (èíòåãðàë ïî d3x äà¼ò δ-ôóíêöèè Äèðà-
êà, êîòîðûå �óõîäÿò� ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî d3q).

• H171 Êîëè÷åñòâî êîýôôèöèåíòîâ ó ãðàcñìàíîâîé ôóíêöèè (ñòð. 619)

Åñëè ôóíêöèÿ çàâèñèò îò n ãðàñcìàíîâûõ âåëè÷èí ψ1, ... ψn, òî â ðàç-
ëîæåíèè â ðÿä Òåéëîðà îäèí êîýôôèöèåíò (f0) ñîîòâåòñòâóåò îòñóòñòâèþ
âåëè÷èí, n êîýôôèöèåíòîâ, åñëè åñòü îäíà âåëè÷èíà: f1ψ1 + ... + fnψn,
çàòåì (n2−n)/2 øòóê ïî 2 âåëè÷èíû: f12ψ1ψ2, f13ψ1ψ3, ...., fn−1,nψn−1ψn,
è ò.ä. Ïåðå÷èñëèòü âñå âàðèàíòû ìîæíî ïðè ïîìîùè áèíàðíîãî ÷èñëà,
ñîñòîÿùåãî èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè n íóëåé è åäèíèö (åñëè íà i-îì ìåñòå
ñòîèò 0, òî ψi îòñóòñòâóåò, à åñëè 1, òî îíà åñòü). Êîëè÷åñòâî òàêèõ ÷è-
ñåë ðàâíî 2n (2 âàðèàíòà: 0 èëè 1 íà ïåðâîì ìåñòå; äëÿ êàæäîãî èç íèõ
2 âàðèàíòà íà âòîðîì ìåñòå, è ò.ä.: 2 · 2 · ... · 2 = 2n).

•H172 Èíâàðèàíòíîñòü óðàâíåíèÿ Äèðàêà ïðè P � èíâåðñèè (ñòð. 625)

Â óðàâíåíèè Äèðàêà ı(γ0∂0 + γ∇)ψ = mψ ñäåëàåì çàìåíû r 7→ −r
(èëè ∇ 7→ −∇) è ψ 7→ ıγ0ψ:

ı(γ0∂0 − γ∇) γ0ψ = mγ0ψ.

Óìíîæèì åãî ñëåâà íà γ0. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî (γ0)2 = γ0 è γ0γ = −γγ0,
ïîëó÷àåì èñõîäíîå óðàâíåíèå Äèðàêà.

• H173 Èçìåíåíèå áèëèíåéíîé ôîðìû ïðè èíâåðñèè âðåìåíè (ñòð. 626)

Çàïèøåì â èíäåêñíîì âèäå T � ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ âûðàæåíèÿ ψ+Mψ:

T̂ (ψ∗aMab ψb ) = T̂ (ψb )Mab T̂ (ψ
∗
a) = Ubcψ

∗
cMabU

∗
adψd = ψ∗cU

T
cbM

T
baU

∗
adψd,

ãäå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå èíäåêñû óïîðÿäî÷åíû òàê, ÷òî èõ òåïåðü ìîæ-
íî îïóñòèòü: ψ+UTMTU∗ψ. Òàê êàê U ∗ = U+T è ïðè òðàíñïîíèðîâàíèè
ìàòðèöû ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè, îêîí÷àòåëüíî, èìååì ψ+(U+M U)Tψ.
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• H174 Ìàòðèöà U ïðè T -èíâåðñèè (ñòð. 626)
Ñîîòíîøåíèå äëÿ β = γ0 ïðîâåðÿåòñÿ ýëåìåíòàðíî:

(γ1)+(γ3)+γ0γ3γ1 = γ1γ3γ0γ3γ1 = γ1γ3γ3γ1γ0 = −γ1γ1γ0 = γ0.

Â ñîîòíîøåíèè äëÿ α = γ0γ óäîáíî âûäåëèòü ìàòðèöó γ5 = ıγ0γ1γ2γ3,
óìíîæèâ ñëåâà è ñïðàâà íà γ2 è çàòåì ñëåâà íà γ0.

γ0γ2(γ1γ3)γ0γ(γ3γ1)γ2 = γ.

Óïîðÿäî÷èâàÿ â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ìàòðèöû, ïîëó÷àåì −γ5γγ5 = γ
èëè γ5γ + γγ5 = 0, ñì. ñòð. 566.

• H175 Ýðìèòîâîñòü T -èíâåðñèè (ñòð. 626)
Ïðè âçÿòèè ýðìèòîâîãî ñîïðÿæåíèÿ U = ıγ3γ1 ìàòðèöû ïåðåñòàâëÿ-

þòñÿ ìåñòàìè è γ+ = −γ:

U+ = −ı(γ1)+(γ3)+ = −ıγ1γ3 = ıγ3γ1 = U.

•H176 Èíâàðèàíòíîñòü óðàâíåíèÿ Äèðàêà ïðè T � èíâåðñèè (ñòð. 626)
Âîçüì¼ì êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå óðàâíåíèÿ: ı(γ0∂0 + γ∇)ψ = mψ:

−ı(γ0∂0 + γ2γγ2∇)ψ∗ = mψ∗,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî (γ0)∗ = γ0, γ∗ = γ2γγ2. Äåëàÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ t 7→ −t
(èëè ∂0 7→ −∂0) è

ψ∗ 7→ −ı(γ3γ1)∗ψ = −ı (γ2γ3γ2) (γ2γ1γ2)ψ = −ıγ3γ1 ψ.

Â ðåçóëüòàòå:

−ı(−γ0∂0 + γ2γγ2∇) γ3γ1ψ = mγ3γ1ψ.

Óìíîæàÿ ñëåâà íà γ1γ3, ïîëó÷àåì:

ı(γ1γ3γ0γ3γ1 ∂0 − γ1γ3γ2γγ2γ3γ1∇)ψ = mψ.

Â ïåðâîì ñëàãàåìîì â ñêîáêàõ ïåðåñòàâëÿåì γ3 è γ1 ñ ìàòðèöåé γ0, îò-
êóäà γ1γ3γ0γ3γ1 = γ0. Àíàëîãè÷íî ïîñòóïàÿ äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû
ìàòðèöû γ = {γ1, γ2, γ3} âî âòîðîì ñëàãàåìîì, ïîëó÷àåì −γ è, ñëåäî-
âàòåëüíî, èñõîäíîå óðàâíåíèå Äèðàêà.

• H177 Óñëîâèÿ íà ìàòðèöó U ïðè C-èíâåðñèè (ñòð. 627)
Äëÿ òîêà èìååì ïðåîáðàçîâàíèå:

j 7→ ψa(U
+αU)abψ

∗
b = −ψ∗b (U+αU)abψa = −ψ+(U+αU)Tψ,

îòêóäà (U+αU)T = α èëè U+αU = αT . Àíàëîãè÷íî äëÿ ψ+βψ.
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•H178 Èíâàðèàíòíîñòü óðàâíåíèÿ Äèðàêà ïðè C � èíâåðñèè (ñòð. 627)
Âûïîëíèì ïðåîáðàçîâàíèå óðàâíåíèÿ Äèðàêà (êîîðäèíàòû è âðåìÿ

íåèçìåííû): ı γµ∂µ(Uψ
∗) = mUψ∗ è âîçüì¼ì åãî êîìïëåêñíîå ñîïðÿæå-

íèå:
−ı γ∗µ ∂µ U ∗ψ = mU ∗ψ.

Óìíîæàÿ íà U ∗−1, ïîëó÷èì èñõîäíîå óðàâíåíèå, åñëè U∗−1γ∗µU ∗ = −γµ.
Áåðÿ êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèÿ è çàìåíÿÿ äëÿ óíèòàðíîé ìàòðèöû U−1

íà U+, èìååì:

U+γµU = −γ∗µ = −γ2γµγ2 = (γ2)+γµγ2,

ãäå ó÷òåíî ñîîòíîøåíèå (9.26) ñòð. 568 è àíòèýðìèòîâîñòü ìàòðèöû γ2.

• H179 Ïðåîáðàçîâàíèÿ áèëèíåéíûõ ôîðì (ñòð. 628)
Äëÿ P � èíâåðñèè ψ 7→ ıγ0ψ è ψ+ 7→ −ıψ+γ0 (ò.ê. (γ0)+ = γ0), ïîýòîìó:

ψ̄Mψ = ψ+γ0Mψ 7→ ψ+γ0γ0Mγ0ψ = ψ̄ γ0Mγ0 ψ.

Ïóñòü äëÿ T � èíâåðñèè U = ıγ3γ1. Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè T̂ (ψ∗a(γ
0M)abψb ),

ïåðåñòàâëÿåì ìåñòàìè áèñïèíîðû (9.124), ñòð. 626:

T̂ (ψb ) (γ
0M)ab T̂ (ψ

∗
a) = Ubdψ

∗
d (γ

0M)ab U
∗
aeψe = ψ+ UT (γ0M)TU ∗ ψ.

Ïðè òðàíñïîíèðîâàíèè γ0 íå ìåíÿåòñÿ, à γ1 è γ3 ìåíÿþò çíàê. Ïðè êîì-
ïëåêñíîì ñîïðÿæåíèè ýòè òðè ìàòðèöû íåèçìåííû, ïîýòîìó:

T̂ (ψ̄Mψ) = ψ+ γ1γ3MTγ0γ3γ1 ψ = ψ̄ γ0γ1γ3MTγ0γ3γ1 ψ.

Äëÿ C � èíâåðñèè ψ 7→ γ2ψ∗ è ψ+ 7→ −ψTγ2, ïîýòîìó

ψ+(γ0M)ψ 7→ −ψa(γ
2γ0Mγ2)abψ

∗
b = ψ+(γ2γ0Mγ2)Tψ = ψ+γ2MTγ0γ2ψ,

ãäå ïåðåñòàâëåíû ìåñòàìè ψ∗b è ψa ñî çíàêîì ìèíóñ è ó÷òåíû ïðàâèëà
òðàíñïîíèðîâàíèÿ ìàòðèö. Âñòàâëÿÿ ïåðåä ψ+ åäèíè÷íóþ ìàòðèöó γ0γ0,
ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ñîîòíîøåíèå.

• H180 P, T, C èíâàðèàíòíîñòü ýëåêòðîäèíàìèêè (ñòð. 628)
Â ãëàâå 5 íà ñòð. 294 ìû óñòàíîâèëè êàê ïðè äèñêðåòíûõ ñèììåòðèÿõ

èçìåíÿåòñÿ 4-ïîòåíöèàë ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ Aµ = {φ, A}:

P, T : Aµ 7→ {φ, −A}, C : Aµ 7→ {−φ, −A}.

Ïðè P è T èíâåðñèÿõ íóëåâàÿ êîìïîíåíòà 4-òîêà ψ̄γµψ íå ìåíÿåòñÿ,
à ïðîñòðàíñòâåííûå êîìïîíåíòû ìåíÿþò ñâîé çíàê. Ïîýòîìó ñâåðòêà
ψ̄γµψAµ îñòà¼òñÿ íåèçìåííîé äëÿ êàæäîé èç ýòèõ èíâåðñèé. Àíàëîãè÷íî,
ïðè çàðÿäîâîì ñîïðÿæåíèè ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå çíàêà âñåõ êîìïîíåíò
4-òîêà è 4-ïîòåíöèàëà, ñëåäîâàòåëüíî, èõ ñâåðòêà òàêæå îñòàåòñÿ áåç èç-
ìåíåíèé.


