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Â ðàáîòå àíàëèçèðóåòñÿ èçâåñòíàÿ çàäà÷à èç òåîðèè âåðîÿòíîñòè,
èìåþùàÿ õàðàêòåð ïàðàäîêñà. Íå ñìîòðÿ íà äîñòàòî÷íî äëèííóþ
èñòîðèþ, è ïðîñòîå îáúÿñíåíèå ïàðàäîêñà, îí ïðèâëåêàåò øèðîêîå
âíèìàíèå.

1 Ôîðìóëèðîâêà ïàðàäîêñà

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ èãðó:

Åñòü 2 íåðàçëè÷èìûõ êîíâåðòà. Â îäèí âêëàäûâàåòñÿ ñóììà x,
âî âòîðîé � 2x. Çíà÷åíèå x íåèçâåñòíî. Ýòè êîíâåðòû âûäàþòñÿ
2-ì èãðîêàì. Êàæäûé èç íèõ, âûÿñíèâ ñóììó ëåæàùóþ â åãî
êîíâåðòå, äîëæåí ðåøèòü: âûãîäíî ëè åìó ïîìåíÿòü ñâîé êîíâåðò
íà ÷óæîé èëè íåò?

Îáà èãðîêà ðàññóæäàþò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ó ìåíÿ â êîíâåðòå
ñóììà v1 = x. Â ÷óæîì êîíâåðòå, ðàâíîâåðîÿòíî íàõîäèòñÿ x/2
èëè 2x. Ïîýòîìó, ïîëó÷èâ ÷óæîé êîíâåðò, ÿ áóäó èìåòü â ñðåäíåì

v2 =
1

2
(2x) +

1

2
(x/2) =

5

4
x,

ò.å. áîëüøå, ÷åì ñåé÷àñ. Îäíàêî îáìåí íå ìîæåò áûòü âûãîäåí
îáîèì ó÷àñòíèêàì. Ãäå â èõ ðàññóæäåíèÿõ ñîäåðæèòñÿ îøèáêà?

Ýòî ïðîòèâîðå÷èå è íàçûâàåòñÿ �ïàðàäîêñîì äâóõ êîíâåðòîâ�. Ñóùå-
ñòâóþò òàêæå âåðñèè íàçâàíèÿ: �ïàðàäîêñ îáìåíà�, �ïàðàäîêñ äâóõ øêà-
òóëîê�, �ïàðàäîêñ äâóõ êàðìàíîâ� è ò.ä.
Âîêðóã ýòîãî ïàðàäîêñà âðåìÿ îò âðåìåíè âñïûõèâàþò ñïîðû â èíòåðíåò-

ñîîáùåñòâå. Èíîãäà ïîÿâëÿþòñÿ �ñåíñàöèîííûå� çàÿâëåíèÿ î òîì, ÷òî
íåêòî ïàðàäîêñ íàêîíåö ðåøèë. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÷àñòî â îáùèõ ñëîâàõ
ïðîèñõîäèò, â ïðèíöèïå, âåðíîå îáúÿñíåíèå ñóòè, íî îáû÷íî áåç êîíêðåò-
íûõ ðàñ÷¼òîâ.
Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ïàðàäîêñ äîñòàòî÷íî ïðîñò, ìíå íå óäàëîñü áûñòðî

íàéòè ïîäõîäÿùèé èñòî÷íèê, à òàê êàê ñûí ñðî÷íî òðåáîâàë ðàçúÿñíå-
íèé, ïðèøëîñü ñåñòü è íàïèñàòü ñåé òðàêòàò.
Íàïîìíèì êðàòêî èñòîðèþ. Ïàðàäîêñ áûë ïðåäëîæåí â 1953 ãîäó Ìî-

ðèñîì Êðàé÷èêîì [1]. Øèðîêóþ èçâåñòíîñòü îí ïîëó÷èë áëàãîäàðÿ Ìàð-
òèíó Ãàðäíåðó [2], êîòîðûé îïèñàë åãî â êíèãå �À íó-êà, äîãàäàéñÿ!� â
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1982 ã. Èñõîäíàÿ âåðñèÿ ïàðàäîêñà �×åé êîøåë¼ê òîëùå?� çâó÷àëà ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

Äâà ÷åëîâåêà ðåøàþò ñðàâíèòü ñóììû äåíåã â èõ êîøåëüêàõ.
Ïðè ýòîì îíè äîãîâàðèâàþòñÿ, ÷òî òîò, ó êîãî èõ îêàæåòñÿ ìåíü-
øå, çàáèðàåò âñå äåíüãè ñåáå. Êàæäûé èç íèõ ðàññóæäàåò ñëå-
äóþùèì îáðàçîì. Ìàêñèìóì, ÷òî ÿ ìîãó ïðîèãðàòü ýòî äåíüãè
êîòîðûå èìåþ. À âûèãðàòü ìîãó áîëüøå, ïîýòîìó ýòà èãðà âû-
ãîäíà äëÿ ìåíÿ.

Ïîíÿòíî, ÷òî ñèììåòðè÷íàÿ èãðà íå ìîæåò áûòü îäíîâðåìåííî âûãîä-
íîé îáåèì ñòîðîíàì. Ïîëó÷àåòñÿ ïàðàäîêñ.
Ãàðäíåð îòìå÷àåò, ÷òî Êðàé÷èê äëÿ îáúÿñíåíèÿ ðàññìàòðèâàåò îäè-

íàêîâîå ðàâíîâåðîÿòíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñóìì â êàæäîì êî-
øåëüêå. Ïðè ýòîì ïîëó÷àåòñÿ íóëåâàÿ ìàòðèöà ïëàòåæåé è èãðà îêàçûâà-
åòñÿ ñèììåòðè÷íîé. Îäíàêî, ïèøåò Ãàðäíåð, �ê ñîæàëåíèþ, ýòî íè÷åãî

íå ãîâîðèò íàì î òîì, ãäå èìåííî â ðàññóæäåíèÿõ äâóõ èãðîêîâ êðîåò-

ñÿ îøèáêà. Êàê ìû íè áèëèñü, íàì òàê è íå óäàëîñü íàéòè ïðîñòîå è

óäîâëåòâîðèòåëüíîå ðåøåíèå ïàðàäîêñà Êðàé÷èêà.� Íåóäèâèòåëüíî, ÷òî
ïîñëå òàêîãî çàÿâëåíèÿ ïàðàäîêñ âûçâàë áîëüøîé èíòåðåñ. Èñïîëüçîâà-
íèå êîíâåðòîâ è êîíêðåòíîå âû÷èñëåíèå ñðåäíåãî îò îáëàäàíèÿ ÷óæèì
êîíâåðòîì áûëî ñäåëàíî Áàððè Íåéëáóôîì [3].
×òîáû ïàðàäîêñ Êðàé÷èêà ñòàë áîëüøå ïîõîæ íà çàäà÷ó ñ äâóìÿ êîí-

âåðòàìè, íåîáõîäèìî ÷óòü èçìåíèòü ðàññóæäåíèÿ êàæäîé èç ñòîðîí:

ß çíàþ, ÷òî ó ìåíÿ â êîøåëüêå ñóììà x. Ìîé îïïîíåíò èìååò
íåèçâåñòíóþ ñóììó y. Ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2 ÿ ïîòåðÿþ ñâîè äåíüãè
è ïîñëå îòêðûòèÿ êîøåëüêîâ áóäó èìåòü 0. Ñ âåðîÿòíîñòüþ æå
1/2 ÿ çàáåðó äåíüãè îïïîíåíòà, è ó ìåíÿ áóäåò x + y, ãäå y > x.
Ïîýòîìó â ñðåäíåì ïîñëå èãðû ó ìåíÿ áóäåò:

1

2
(x+ y) +

1

2
0 =

x+ y

2
> x.

Ìû áóäåì îáñóæäàòü ïàðàäîêñ â �ñîâðåìåííîé� ôîðìóëèðîâêå äâóõ êîí-
âåðòîâ, è âåðí¼ìñÿ ê ïàðàäîêñó Êðàé÷èêà â çàêëþ÷èòåëüíîì ðàçäåëå
ñòàòüè.

2 Îáúÿñíåíèå ïàðàäîêñà

• Î÷åâèäíî, ÷òî ïàðàäîêñ âîçíèêàåò â ðåçóëüòàòå íåâåðíîãî âû÷èñëå-
íèÿ âåëè÷èíû ñðåäíåé ñóììû â ÷óæîì êîíâåðòå. Ýòîò ðàñ÷¼ò ÿâëÿåòñÿ
óñëîâíûì ñðåäíèì è èñïîëüçóåò óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè. Äåéñòâèòåëüíî,
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èãðîê A âèäèò â ñâî¼ì êîíâåðòå ñóììó x. Ïðè ýòîì óñëîâèè óñëîâíàÿ âå-
ðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ÷óæîì êîíâåðòå B íàõîäèòñÿ 2x ðàâíà p(B2x |Ax).
Ñîîòâåòñòâåííî, âåðîÿòíîñòü ñóììû x/2 â ÷óæîì êîíâåðòå ðàâíà:

p(Bx/2 |Ax) = 1− p(B2x |Ax).

Óñëîâíîå ñðåäíåå ñóììû â ÷óæîì êîíâåðòå ðàâíî:

v2(x) = p(B2x |Ax) 2x+ p(Bx/2 |Ax) (x/2).

Â çàäà÷å èãðîêè ñ÷èòàþò, ÷òî p(B2x |Ax) = 1/2 ïðè ëþáîì çíà÷åíèè x. Â
ýòîì è ñîñòîèò èõ îøèáêà. Ïî êàêîìó áû àëãîðèòìó íå ôîðìèðîâàëèñü
çàêðûòûå êîíâåðòû, óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü, ðàâíàÿ âñåãäà 1/2, íåâîçìîæ-
íà.
Ôîðìàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî áûëî ïðèâåäåíî åù¼ Íåéëáóôîì [3].

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè òîì èëè èíîì àëãîðèòìå ôîðìèðîâàíèÿ êîíâåð-
òîâ, âåðîÿòíîñòü ñóììû X â ÷óæîì êîíâåðòå ðàâíà f(X). Òîãäà, åñëè
èãðîê âèäèò â ñâî¼ì êîíâåðòå ñóììó x, òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ÷ó-
æîì íàõîäèòñÿ 2x ðàâíà:

p(B2x |Ax) =
f(2x)

f(2x) + f(x/2)
,

ãäå âûðàæåíèå â çíàìåíàòåëå íåîáõîäèìî äëÿ íîðìèðîâêè, ÷òî áû ñóì-
ìàðíàÿ âåðîÿòíîñòü îáîèõ èñõîäîâ B2x è Bx/2 (ïðè Ax) áûëà ðàâíà åäè-
íèöå. Òåïåðü íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî:

åñëè p(B2x |Ax) =
1

2
, òî f(2x) = f(x/2), ïðè ëþáîì x.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé f(x) ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé
íà âñ¼ì äèàïàçîíå îò 0 äî áåñêîíå÷íîñòè. Îäíàêî, òàêàÿ ïëîòíîñòü âå-
ðîÿòíîñòè íå ÿâëÿåòñÿ íîðìèðóåìîé, ò.å. ñóììà âåðîÿòíîñòåé ïðè âñåõ
çíà÷åíèÿõ x íå áóäåò ðàâíÿòüñÿ åäèíèöå.
Äðóãèìè ñëîâàìè, íè ïðè êàêîì äîîïðåäåëåíèè óñëîâèÿ çàäà÷è (êîí-

êðåòèçàöèè âåëè÷èí ñóìì è ñïîñîáà èõ ïîìåùåíèÿ â êîíâåðòû) íåâîç-
ìîæíî ïîëó÷èòü óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü ðàâíóþ âñåãäà 1/2.

• Ïðåæäå ÷åì ðàññìàòðèâàòü ðàçëè÷íûå óòî÷íåíèÿ çàäà÷è ïðèâåä¼ì
î÷åíü ïðîñòîé ïðèìåð. Èç íåãî áóäåò ÿâíî âèäíî, ÷òî óñëîâíûå âåðîÿò-
íîñòè íå ðàâíû âñåãäà 1/2. Ïóñòü â êîíâåðòàõ ìîæåò íàõîäèòüñÿ òîëüêî
òðè ñóììû 1, 2 èëè 4. Ôîðìèðóþùèé êîíâåðòû ðàâíîâåðîÿòíî âûáèðàåò
îäíó èç âîçìîæíûõ ïàð: (1,2) èëè (2, 4), êëàä¼ò ñîîòâåòñòâóþùèå ñóììû
â êîíâåðòû, ïåðåìåøèâàåò èõ è âûäà¼ò ó÷àñòíèêàì. Ìû ïðåäïîëàãàåì,
÷òî èãðîêàì èçâåñòíû �ïðàâèëà èãðû�.
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Åñëè èãðîê A âèäèò ó ñåáÿ ñóììó 1, òî î÷åâèäíî, ÷òî â ÷óæîì êîíâåð-
òå ãàðàíòèðîâàíî áóäåò íàõîäèòüñÿ 2 è îáìåí âûãîäåí. Àíàëîãè÷íî, åñëè
èãðîê A âèäèò 4, òî â ÷óæîì êîíâåðòå òàêæå íàõîäèòñÿ â òî÷íîñòè 2 è
îáìåí íå âûãîäåí. À âîò åñëè ó íåãî 2, òî â ÷óæîì êîíâåðòå ðàâíîâåðî-
ÿòíî íàõîäèòñÿ 1 èëè 4. Òàêèì îáðàçîì, íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ óñëîâíûõ
âåðîÿòíîñòåé ðàâíû:

P (B2|A1) = 1, P (B1|A2) = P (B4|A2) =
1

2
, P (B2|A4) = 1.

Ìû âèäèì, ÷òî íå ïðè ëþáîì x âåðîÿòíîñòè ðàâíû 1/2. Áîëåå òîãî, âîç-
íèêàåò ïîíÿòíàÿ ñòðàòåãèÿ èãðû. Åñëè x = 1 èëè x = 2 ëó÷øå âçÿòü
÷óæîé êîíâåðò. Ïðè x = 4 � îñòàòüñÿ ïðè ñâîèõ.
Ïîíÿòíî, ÷òî ïðè òàêîì äîîïðåäåëåíèè çàäà÷è èãðîêè ôàêòè÷åñêè èã-

ðàòü íå ñìîãóò, òàê êàê âûãîäíîñòü èëè íåò îáìåíà âñåãäà î÷åâèäíà äëÿ
îäíîãî èç èãðîêîâ. Â äàëüíåéøåì ìû îáñóäèì ðàçëè÷íûå âåðñèè èãðû ñ
îãðàíè÷åííûìè ñóììàìè, à òàêæå ðàçáåð¼ì âàðèàíòû íåîãðàíè÷åííûõ
ñâåðõó ñóìì â êîíâåðòàõ.
Ñåé÷àñ æå ýòîò ïðèìåð íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü êàê èëëþñòðàöèþ

òîãî, ÷òî óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü íå ìîæåò áûòü ïîñòîÿííîé. Íå âîçìîæíî
ïðèäóìàòü ïðàâèëà èãðû (ñïîñîá ôîðìèðîâàíèÿ êîíâåðòîâ) ïðè êîòîðûõ
p(B2x|Ax) = 1/2 ïðè ëþáûõ x.
Ìû îñòàâèì â ñòîðîíå íþàíñû, ñâÿçàííûìè ñ òåîðèåé èãð â óñëîâèÿõ

àíòàãîíèçìà. Ïîýòîìó óáåð¼ì îäíîãî èãðîêà, è ïðèäàäèì çàäà÷å ôîð-
ìó ëîòåðåè. Èãðàþùèé, ïîëó÷èâ êîíâåðò è îòêðûâ åãî, äîëæåí ïðèíÿòü
ðåøåíèå, ñòîèò ëè åìó îáìåíÿòü ñâîé êîíâåðò íà âòîðîé, ïîêà åù¼ çà-
êðûòûé.

3 Óòî÷íåíèå çàäà÷è

Ìàòåìàòèêà ðàáîòàåò ñ íåïðîòèâîðå÷èâî îïðåäåë¼ííûìè ìîäåëÿìè.
Ïîêà èñõîäíûå ôîðìóëèðîâêè íå÷¼òêè, ëþáûå ðàññóæäåíèÿ ìîãóò ïðè-
âåñòè ê ëþáîìó îòâåòó, â ðåçóëüòàòå ÷åãî è âîçíèêàþò òàêèå ïàðàäîêñû.
Â çàäà÷å ñ äâóìÿ êîíâåðòàìè íåîáõîäèìî ñíà÷àëà îïðåäåëèòü ñïîñîá

ôîðìèðîâàíèÿ êîíâåðòîâ. Âàðèàíòîâ ìîæåò áûòü ìíîæåñòâî. Äëÿ îïðå-
äåë¼ííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåäóùèé èãðó âûáèðàåò íåêîòîðóþ ñóììó
xmax, êîòîðóþ ñ÷èòàåò áîëüøåé. Ñîîòâåòñòâåííî âî âòîðîé êîíâåðò îí
êëàä¼ò xmin = xmax/2. Ïîñëå ýòîãî êîíâåðòû ñëó÷àéíî ïåðåìåøèâàþòñÿ.
Âòîðîå óòî÷íåíèå ñâÿçàíî ñî ñïîñîáîì âûáîðà áîëüøåé ñóììû x =

xmax. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îíà âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé âûáîðà òîãî èëè èíî-
ãî çíà÷åíèÿ x. Âîçìîæíû äâà âàðèàíòà:
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1) Ñóììû, ó÷àñòâóþùèå â èãðå, ÿâëÿþòñÿ äèñêðåòíûìè. Íàïðèìåð, ýòî
ìîæåò áûòü îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {1, 2, 4, 8} ñ âîçìîæ-
íûìè ïàðàìè êîíâåðòîâ (1, 2), (2, 4) è (4, 8). Ìîæíî òàêæå ðàññìàò-
ðèâàòü íåîãðàíè÷åííûå (â îäíó èëè îáå ñòîðîíû) ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè. Íàïðèìåð: {..., 2−2, 2−1, 1, 2, 22, ...}. Â ëþáîì ñëó÷àå âåðîÿòíî-
ñòè áóäóò äèñêðåòíûìè ÷èñëàìè pi, ãäå i � íîìåð çíà÷åíèÿ ñóììû.

2) Ñóììû, ó÷àñòâóþùèå â èãðå � íåïðåðûâíûå âåùåñòâåííûå ïîëîæè-
òåëüíûå ÷èñëà. Èõ âåðîÿòíîñòü íåîáõîäèìî óæå çàäàâàòü ïðè ïîìî-
ùè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè P (x) (èëè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé).
Â ýòîì ñëó÷àå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè íåêîòîðîì ìàëîì ∆x, âû-
áðàííîå ÷èñëî ïîïàä¼ò â èíòåðâàë [x, x+∆x], ðàâíÿåòñÿ P (x)∆x.

Â îáîèõ âàðèàíòàõ äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå íîðìèðîâêè, ïðè êî-
òîðîì ïîëíàÿ âåðîÿòíîñòü ëþáîãî èñõîäà ïðèíèìàåòñÿ çà åäèíè÷íóþ. Â
îáùåì ñëó÷àå óñëîâèÿ íîðìèðîâêè èìåþò âèä:

∞∑
i=0

pi = 1, èëè

∞∫
0

P (x)dx = 1.

Ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ ðàâíîâåðîÿòíûõ çíà÷åíèé x (ò.å. pi = const èëè P (x) =
const) èç áåñêîíå÷íîãî äèàïàçîíà ýòè ñîîòíîøåíèÿ âûïîëíÿòñÿ íå ìîãóò.
Äðóãèìè ñëîâàìè, íåâîçìîæíî íè â òåîðèè, íè íà ïðàêòèêå ðåàëèçîâàòü
ðàâíîâåðîÿòíîå ðàñïðåäåëåíèå íà áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå.
Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà x íåïðåðûâíà. Ðàññìîòðèì äâà âàðèàíòà:

1) ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ãðàíèöåé òàê, ÷òî P (x) = 0 ïðè x > L.
2) íåðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå, ïðè êîòîðîì P (x) óáûâàåò ïðè x → ∞.

Íèæå íà ëåâîì ðèñóíêå ïðåäñòàâëåí ïåðâûé âàðèàíò, à íà ïðàâîì,
ñîîòâåòñòâåííî, âòîðîé:

Ïîíÿòíî, ÷òî ïåðâûé âàðèàíò íà ñàìîì äåëå ýêâèâàëåíòåí âòîðîìó, íî
èìååò áîëåå �èçëîìàííîå óáûâàíèå� íà áåñêîíå÷íîñòè. Òåì íå ìåíåå, íàì
áóäåò óäîáíåå èõ ðàçëè÷àòü.
Çàäà÷à äâóõ êîíâåðòîâ â áîëåå îáùåé ïîñòàíîâêå ïðåäïîëàãàåò ôîðìè-

ðîâàíèå ðàçëè÷íûõ ñòðàòåãèé ïîâåäåíèÿ èãðîêà è âûáîð èç íèõ íàèáîëåå
äîõîäíîé. Ñòðàòåãèè ìîãóò ó÷èòûâàòü èëè íå ó÷èòûâàòü èíôîðìàöèþ î
ñóììå x â îòêðûòîì êîíâåðòå. Íàïðèìåð:
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v1: Âñåãäà çàáèðàþ îòêðûòûé êîíâåðò.

v2: Âñåãäà çàáèðàþ çàêðûòûé êîíâåðò.

v3: Åñëè x > 100, áåðó îòêðûòûé êîíâåðò, èíà÷å � çàêðûòûé.

Â ñëó÷àå, åñëè êîíâåðòû áûëè òùàòåëüíî ïåðåìåøàíû, ïåðâûå äâå ñòðà-
òåãèè äîëæíû ïðèâîäèòü ê îäèíàêîâîìó äîõîäó. Îíè íèêàê íå èñïîëü-
çóþò çíàíèÿ îá x, è â îòêðûòûé êîíâåðò â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî äàæå íå
çàãëÿäûâàòü.
Ñíà÷àëà ìû ðàññìîòðèì âëèÿíèå êðàåâîãî ýôôåêòà äëÿ ðàâíîìåðíî-

ãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ãðàíèöåé. Ìû óâèäèì, ÷òî äàæå ïðè ôîðìàëüíîì
�îòîäâèãàíèè� ãðàíèöû íà áåñêîíå÷íîñòü ñóùåñòâóåò áîëåå âûèãðûøíàÿ
�àêòèâíàÿ� ñòðàòåãèÿ. Êðîìå ýòîãî áóäóò âû÷èñëåíû äîõîäíîñòè ðàçëè÷-
íûõ ñòðàòåãèé â ìîäèôèöèðîâàííûõ ïðàâèëàõ èãðû, ïðè ïîìîùè êîòî-
ðûõ äåëàåòñÿ ïîïûòêà ñíèçèòü âëèÿíèå êðàåâîãî ýôôåêòà. Â ýòîì ñëó÷àå
êîíâåðòû ïåðåñòàþò áûòü ñèììåòðè÷íûìè. Çàòåì ìû íàéä¼ì îïòèìàëü-
íóþ ñòðàòåãèþ äëÿ íåïðåðûâíîãî óáûâàþùåãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

4 Ðàâíîìåðíîå îãðàíè÷åííîå ðàñïðåäåëåíèå

Ïóñòü â êîíâåðòàõ íå ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ ñóììû áîëüøèå, ÷åì L (âåðõ-
íÿÿ ãðàíèöà). Âåäóùèé ñëó÷àéíî âûáèðàåò èç èíòåðâàëà [0, L] áîëüøóþ
ñóììó x, à ìåíüøóþ ïîëó÷àåò äåëåíèåì x íà 2. Ïîíÿòíî, ÷òî ìåíüøàÿ
ñóììà áóäåò òàêæå ðàâíîâåðîÿòíî ðàñïðåäåëåíà, íî óæå íà èíòåðâàëå
[0, L/2]. Ïîñëå çàïå÷àòûâàíèÿ êîíâåðòû ñëó÷àéíûì îáðàçîì ïåðåìåøè-
âàþòñÿ.
Íà ëåâîì ðèñóíêå ïðèâåäåíî ðàâíîìåðíîå îãðàíè÷åííîå ðàñïðåäåëå-

íèå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé. Íà ïðàâîì ðèñóíêå èçîáðàæåíî äåðåâî âà-
ðèàíòîâ, ñîïðîâîæäàþùèõ îòêðûòèå êîíâåðòà. Ñ âåðîÿòíîñòÿìè 1/2 â
îòêðûòîì êîíâåðòå ìîæåò íàõîäèòüñÿ ìåíüøàÿ (xmin) èëè áîëüøàÿ ñóì-
ìà (xmax). Åñëè ýòà ñóììà áîëüøàÿ, îíà ñíîâà ðàâíîâåðîÿòíî ìîæåò áûòü
ìåíüøå èëè áîëüøå L/2.

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóþò òðè èñõîäà ïðè îòêðûòèè êîíâåðòà ñî ñëå-
äóþùèìè âåðîÿòíîñòÿìè:

x = xmin xmax <
L
2 xmax >

L
2

pi = 1/2 1/4 1/4
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Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïàññèâíûå ñòðàòåãèè: �âñåãäà áåð¼ì îòêðûòûé
êîíâåðò� (v1) è �âñåãäà áåð¼ì çàêðûòûé êîíâåðò� (v2). Åñëè â îòêðû-
òîì êîíâåðòå íàõîäèòñÿ ñóììà x, òî ïîíÿòíî, ÷òî ñðåäíÿÿ äîõîäíîñòü
ïåðâîé ñòðàòåãèè ðàâíà v1 = x. Êîíâåðòû áûëè ïåðåìåøàíû, çíà÷åíèå
x íèêàê íå ó÷èòûâàåòñÿ, ïîýòîìó âòîðàÿ ñòðàòåãèÿ äîëæíà èìåòü òàêóþ
æå äîõîäíîñòü v2 = x.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2 â çàêðûòîì êîíâåðòå íàõîäèòñÿ

2x (áîëüøàÿ ñóììà). Ñ òàêîé æå âåðîÿòíîñòüþ òàì x/2 (ìåíüøàÿ ñóììà).
Ïîýòîìó:

v2 =
1

2
(2x) +

1

2
(x/2) =

5

4
x.

Ôàêòè÷åñêè ìû ïîâòîðèëè ðàññóæäåíèå ïàðàäîêñà è, íåñìîòðÿ íà âñå
óòî÷íåíèÿ ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è, ñíîâà ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ. ×òî
íåâåðíî â íàøèõ âû÷èñëåíèÿõ?
Çàéä¼ì ñ äðóãîãî êîíöà è âû÷èñëèì àáñîëþòíûé (áåçóñëîâíûé) ñðåä-

íèé äîõîä, ïîëó÷àåìûé èãðîêîì ïðè âûáîðå äåíåã èç îòêðûòîãî êîíâåð-
òà. Áîëüøàÿ è ìåíüøàÿ ñóììà â îòêðûòîì êîíâåðòå ìîæåò ïîÿâèòüñÿ
ðàâíîâåðîÿòíî. Ìåíüøàÿ ñóììà èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà èí-
òåðâàëå [0, L/2]. Ïîýòîìó å¼ ñðåäíåå çíà÷åíèå ðàâíî L/4. Áîëüøàÿ ñóììà,
ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåë¼ííàÿ íà èíòåðâàëå [0, L], èìååò ñðåäíåå çíà÷åíèå
L/2. Ïîýòîìó ñðåäíåå çíà÷åíèå ñóììû â îòêðûòîì êîíâåðòå ðàâíî:

⟨x⟩ = 1

2
· L
4
+

1

2
· L
2
=

3L

8
.

Î÷åâèäíî, ÷òî òàêîå æå ðàññóæäåíèå è ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâû äëÿ ñðåä-
íåé äîõîäíîñòè îò âûáîðà çàêðûòîãî êîíâåðòà. Ïîýòîìó ñðåäíèå äîõîä-
íîñòè ïåðâîé è âòîðîé ñòðàòåãèé ðàâíû ⟨v1⟩ = ⟨v2⟩ = 3L/8.
Íî ÷òî æå òîãäà îçíà÷àþò ñîîòíîøåíèÿ v1 = x, v2 = 5x/4, ïîëó÷åí-

íûå âûøå, è êàêàÿ ïðè èõ âûâîäå áûëà ñäåëàíà îøèáêà? Îòâåò ïðîñò.
Âåðîÿòíîñòè ïîÿâëåíèÿ áîëüøåé èëè ìåíüøåé ñóììû â îòêðûòîì êîí-
âåðòå äåéñòâèòåëüíî îäèíàêîâû. Îäíàêî, âûðàæàÿ äîõîä, ïîëó÷åííûé îò
âûáîðà çàêðûòîãî êîíâåðòà ÷åðåç ñóììó x, êîòîðàÿ îáíàðóæèëàñü â îò-
êðûòîì, ìû âû÷èñëÿåì óñëîâíîå ñðåäíåå. Ò.å. âîïðîñ ñòîèò òàê: êàêîâà
â ñðåäíåì ñóììà â çàêðûòîì êîíâåðòå, åñëè â îòêðûòîì ìû âèäèì x.
Çíàíèå çíà÷åíèÿ x ìåíÿåò âåðîÿòíîñòè äëÿ ñóìì x/2 è 2x â çàêðûòîì
êîíâåðòå. Íàïðèìåð, åñëè x > L/2, òî â çàêðûòîì êîíâåðòå çàâåäîìî
íàõîäèòñÿ ìåíüøàÿ ñóììà (âåðîÿòíîñòü áîëüøåé ðàâíà íóëþ). Ïîýòîìó
â ýòîì ñëó÷àå:

v2 = 0 · (2x) + 1 · (x/2) = x

2
.

Åñëè æå x < L/2, òî âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî â îòêðûòîì êîíâåðòå ëåæèò
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ìåíüøàÿ èëè áîëüøàÿ ñóììû x, èçìåíÿþòñÿ. Ýòî óæå óñëîâíûå âåðîÿò-

íîñòè, ðàññ÷èòàííûå ïîñëå ïîëó÷åíèè èíôîðìàöèè î òîì, ÷òî x < L/2.
Îíè ïî-ïðåæíåìó ïðîïîðöèîíàëüíû 1/2 è 1/4, ò.å. ìåíüøàÿ ñóììà â
îòêðûòîì êîíâåðòå â äâà ðàçà áîëåå âåðîÿòíà. Îäíàêî, èõ íåîáõîäèìî
îòíîðìèðîâàòü, ÷òîáû ñóììàðíàÿ âåðîÿòíîñòü áûëà ðàâíà åäèíèöå. Â
ðåçóëüòàòå äëÿ îòêðûòîãî êîíâåðòà åñòü äâà èñõîäà:

if x <
L

2
:

x = xmin xmax <
L
2

pi = 2/3 1/3

Òàêèì îáðàçîì, äî îòêðûòèÿ âåðîÿòíîñòè áûëè 1/2 è 1/2. Ïîñëå îòêðû-
òèÿ è ïîëó÷åíèÿ èíôîðìàöèè, ÷òî x < L/2 îíè ñòàëè 2/3 è 1/3. Ñîîò-
âåòñòâåííî â çàêðûòîì êîíâåðòå ýòè âåðîÿòíîñòè îáðàòíûå.
Òåïåðü íå ñîñòàâëÿåò òðóäà çàïèñàòü óñëîâíîå ñðåäíåå äëÿ ñòðàòåãèè

v2 ïðè óñëîâèè, ÷òî x < L/2:

v2 =
2

3
· (2x) + 1

3
· (x/2) = 3

2
x.

Îêîí÷àòåëüíî, ïðàâèëüíîå âûðàæåíèå äëÿ v2, ò.å. äëÿ çíà÷åíèÿ óñëîâ-

íîãî ñðåäíåãî äîõîäà ïðè âûáîðå çàêðûòîãî êîíâåðòà, åñëè â îòêðûòîì
îáíàðóæåíà ñóììà x, èìååò âèä:

v2 =

{
3x/2, if x < L/2
x/2, if x > L/2.

Íà ïðÿìóþ v2 íåëüçÿ ñðàâíèâàòü c v1 = x, òàê êàê ïðè x < L/2 èìååì
v2 > v1, èíà÷å v2 < v1. Ïîýòîìó, ÷òîáû âûÿñíèòü, êàêàÿ èç ñòðàòåãèé
áîëåå äîõîäíàÿ, íåîáõîäèìî óñðåäíèòü ýòè óñëîâíûå ñðåäíèå.
Äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé äëÿ ñóìì x â îò-

êðûòîì êîíâåðòå. Ìåíüøàÿ ñóììà ñóùåñòâóåò íà èíòåðâàëå [0, L/2], ïî-
ýòîìó îáîçíà÷èì ñòóïåíüêó å¼ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé êàê PL/2(x). Ñîîò-
âåòñòâåííî, äëÿ áîëüøåé ñóììû ýòî ôóíêöèÿ-ñòóïåíüêà PL(x). Êîíâåðòû
ðàâíîâåðîÿòíî ïåðåìåøàíû, ñëåäîâàòåëüíî ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè äëÿ
ñóììû x â îòêðûòîì êîíâåðòå ðàâíà:

P (x) =
1

2
PL/2(x) +

1

2
PL(x).

Äðóãèìè ñëîâàìè, êàæäóþ ñòóïåíüêó íåîáõîäèìî ðàçäåëèòü íà 2 è ðå-
çóëüòàòû ñëîæèòü. Èòîãîâàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ïðåäñòàâëåíà íèæå
íà ïðàâîì ðèñóíêå:
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Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî PL/2(x) â 2 ðàçà óæå è âûøå ÷åì PL(x), êàê è
äîëæíî áûòü äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ íîðìèðîâêè (ñì. ëåâûé ðèñóíîê).
Àáñîëþòíûé ñðåäíèé äîõîä îò âûáîðà âòîðîãî êîíâåðòà ðàâåí:

⟨v2⟩ =
L∫

0

v2(x) · P (x)dx =

L/2∫
0

3x

2
· 3

2L
dx+

L∫
L/2

x

2
· 1

2L
dx =

3

8
L.

Ýòîò æå ðåçóëüòàò ðàíåå ìû ïîëó÷èëè áîëåå ïðîñòûì ñïîñîáîì.
Åñëè ñ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòåé P (x) óñðåäíèòü v1 = x, òî ïîëó÷èò-

ñÿ òàêîå æå âûðàæåíèå: ⟨v1⟩ = 3L/8. Ïîýòîìó, ïðè àêêóðàòíîé çàïèñè
óñëîâíûõ ñðåäíèõ, ðåçóëüòàòû åñòåñòâåííî ñîâïàäàþò.

• Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê áîëåå àêòèâíîé è äîõîäíîé ñòðàòåãèè. Åñëè èãðîê
â îòêðûòîì êîíâåðòå âèäèò x > L/2, òî îí äîëæåí áðàòü ýòó ñóììó,
òàê êàê â çàêðûòîì êîíâåðòå ëåæèò çàâåäîìî ìåíüøå. Â ýòîì ñëó÷àå
âûèãðûø v3 = x. Åñëè x < L/2, òî áîëåå âåðîÿòíî, ÷òî â îòêðûòîì
êîíâåðòå ìåíüøàÿ ñóììà, ïîýòîìó ñòîèò âûáðàòü çàêðûòûé êîíâåðò. Â
ýòîì ñëó÷àå v3 = v2. Îáúåäèíÿÿ îáà âàðèàíòà, çàïèøåì óñëîâíîå ñðåäíåå
âûèãðûøà îò �àêòèâíîé ñòðàòåãèè� ñëåäóþùèì îáðàçîì:

v3 =

{
3x/2, if x < L/2
x, if x > L/2.

×òîáû íàéòè ñðåäíèé äîõîä, ïîëó÷àåìûé ïðè èñïîëüçîâàíèè àêòèâíîé
ñòðàòåãèè, íåîáõîäèìî ñíîâà ïðîèíòåãðèðîâàòü v3 c ïëîòíîñòüþ P (x):

⟨v3⟩ =
L∫

0

v3(x) · P (x)dx =
15

32
L ≈ 0.469L.

�Îòîäâèãàíèå� ãðàíèöû L íà áåñêîíå÷íîñòü íå ìåíÿåò îòíîñèòåëüíîé
äîõîäíîñòè (⟨v3⟩ − ⟨v1⟩)/ ⟨v1⟩ = 25% àêòèâíîé è ïàññèâíîé ñòðàòåãèé.

• Ìîæíî èçìåíèòü ïðàâèëà èãðû äëÿ îñëàáëåíèÿ êðàåâîãî ýôôåêòà.
Ïóñòü, åñëè â îòêðûòîì êîíâåðòå ëåæèò x > L/2, ðàóíä èãðû îñòàíàâ-
ëèâàåòñÿ. Èãðîê íè÷åãî íå âûáèðàåò è íå ïîëó÷àåò. Èãðà ïðîèñõîäèò,
òîëüêî åñëè x < L/2. Â ýòîì ñëó÷àå èãðîê ëèøåí �àêòèâíîé� ñòðàòåãèè.
Íàéä¼ì äîõîäû îò âûáîðà îòêðûòîãî (v1) è âûáîðà çàêðûòîãî (v2) êîí-

âåðòà. Â ïåðâîì ñëó÷àå èãðîê âñåãäà ïîëó÷àåò òó ñóììó êîòîðóþ âèäèò:
v1 = x. Ïðè âûáîðå çàêðûòîãî êîíâåðòà íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ
óñëîâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè:

v2 =
2

3
· (2x) + 1

3
· (x/2) = 3

2
x.
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Çàêðûòûé êîíâåðò íà 50% áîëåå äîõîäíûé. Ýòî è ïîíÿòíî: äîïîëíèòåëü-
íîå ïðàâèëî èçìåíèëî ñèììåòðèþ ìåæäó êîíâåðòàìè.
Àáñîëþòíàÿ ñðåäíÿÿ äîõîäíîñòü ðàâíà:

⟨x⟩ = 2

3
· L
4
+

1

3
· L
4
=

L

4
,

ãäå L/4 � ñðåäíåå çíà÷åíèå ìåíüøåé ñóììû, à L/4 � ñðåäíåå çíà÷å-
íèå áîëüøåé íà èíòåðâàëå [0, L/2] (ïðè óñëîâèè, ÷òî èãðà íà÷àëàñü, ò.å.
x < L/2). Ôàêòè÷åñêè ñðàçó ìîæíî íàïèñàòü L/4, òàê êàê ýòî ñåðåäèíà
èíòåðâàëà äëÿ ñóìì, âîçìîæíûõ â ïåðâîì êîíâåðòå. Ïîýòîìó ïðè âçÿ-
òèè çàêðûòîãî êîíâåðòà ïîëó÷àåòñÿ äîõîä ⟨v2⟩ = (3/2) · (L/4) = 3L/8 =
0.375L. Ýòà ñóììà íåñêîëüêî íèæå, ÷åì ó àêòèâíîé ñòðàòåãèè â èãðå,
êîòîðàÿ íà÷èíàåòñÿ íåçàâèñèìî îò ñóììû â îòêðûòîì êîíâåðòå.

5 Íåðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå

Â ñëó÷àå íåðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ î÷åâèäíî, ÷òî êîíâåðòû íåðàâ-
íîïðàâíû. Êðîìå ôóíêöèè P (x) íåîáõîäèìî ôèêñèðîâàòü òàêæå ïðàâèëî
ôîðìèðîâàíèÿ êîíâåðòîâ. Ïóñòü âåäóùèé èãðó, êàê è ðàíüøå, âûáèðà-
åò ñëó÷àéíîå ÷èñëî ñ ðàñïðåäåëåíèåì P (x), ñ÷èòàÿ åãî ìàêñèìàëüíîé
ñóììîé. Ìèíèìàëüíàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç x äåëåíèåì íà 2. Çàòåì êîíâåðòû
ïåðåìåøèâàþòñÿ.
Åñëè èçâåñòíî ðàñïðåäåëåíèå P (x) äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû x, òî ðàñ-

ïðåäåëåíèå äëÿ âåëè÷èíû y = x/2 èìååò âèä 2P (2y). Äåéñòâèòåëüíî,
ïóñòü âû÷èñëÿåòñÿ ñðåäíåå îò íåêîòîðîé ôóíêöèè f(y). Åãî ìîæíî âû-
÷èñëèòü ïðè ïîìîùè âåðîÿòíîñòè P (x):

⟨f(y)⟩ =
∞∫
0

f(x/2)P (x)dx =

∞∫
0

f(y)2P (2y)dy.

Âî âòîðîì ðàâåíñòâå ñäåëàíà çàìåíà ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ x = 2y.
Òàê êàê ïîñëåäíèé èíòåãðàë óñðåäíÿåò f(y) ïî y, òî ìíîæèòåëü ïðè
ôóíêöèè è ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ y.
Òàêèì îáðàçîì, â ïðèâåäåííîì âûøå àëãîðèòìå ôîðìèðîâàíèÿ ñëó-

÷àéíî ïåðåìåøàííûõ êîíâåðòîâ, ñóììà x â îòêðûòîì êîíâåðòå èìååò
ñëåäóþùóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè:

Po(x) =
1

2
· P (x) +

1

2
· 2P (2x).
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Â ÷àñòíîñòè, ñðåäíåå çíà÷åíèå ñóììû â îòêðûòîì êîíâåðòå ðàâíî:

⟨x⟩open =

∞∫
0

xPo(x)dx =
3

4

∞∫
0

xP (x) dx.

Åñòåñòâåííî, ÷òî òàêàÿ æå ñóììà â ñðåäíåì áóäåò íàõîäèòüñÿ è â çàêðû-
òîì êîíâåðòå.
Íàéä¼ì òåïåðü îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ èãðû. Äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè áó-

äåì ñ÷èòàòü, ÷òî èòîãîâàÿ âåðîÿòíîñòü Po(x), îáíàðóæèòü ñóììó x â îò-
êðûòîì êîíâåðòå ìîíîòîííî ñíèæàåòñÿ ñ ðîñòîì x. Òîãäà ñóùåñòâóåò
íåêîòîðàÿ îïòèìàëüíàÿ êîíñòàíòà x0 äëÿ êîòîðîé ñëåäóþùàÿ ñòðàòåãèÿ
ïðèíîñèò ìàêñèìàëüíûé äîõîä:

v3: Åñëè â îòêðûòîì êîíâåðòå îáíàðóæåíà ñóììà x è ïðè ýòîì
x > x0 � çàáèðàåì îòêðûòûé êîíâåðò, èíà÷å � çàêðûòûé.

Íàøà çàäà÷à ñîñòîèò â âû÷èñëåíèè îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ x0.
Çàïèøåì óñëîâíîå ñðåäíåå. Åñëè x > x0, òî v3 = x. Åñëè æå x < x0,

äëÿ çàêðûòîãî êîíâåðòà íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ óñëîâíûìè âåðî-
ÿòíîñòÿìè. Åñëè ìû âèäèì â îòêðûòîì êîíâåðòå ñóììó x, òî âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî ýòî ìåíüøàÿ ñóììà ïðîïîðöèîíàëüíà 2P (2x). Âåðîÿò-
íîñòü áîëüøîé ñóììû ïðîïîðöèîíàëüíà P (x). Ïîýòîìó â ýòîì ñëó÷àå:

v3 =
2P (2x)

2Po(x)
· 2x+

P (x)

2Po(x)
· (x/2), if x < x0.

Âåðîÿòíîñòè ðàçäåëåíû íà 2Po(x), ÷òîáû ñóììà óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé
áûëà ðàâíà åäèíèöå. Íàéä¼ì ñðåäíåå çíà÷åíèå v3:

⟨v3⟩ =
∞∫
0

v3(x)Po(x)dx =

x0∫
0

x

[
2P (2x) +

1

4
P (x)

]
dx+

∞∫
x0

xPo(x)dx.

Ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïîëó÷àåì:

⟨v3⟩ =
x0∫
0

x ·
[
P (2x)− 1

4
P (x)

]
dx+

3

4

∞∫
0

xP (x)dx.

Âòîðîé èíòåãðàë ðàâåí ñðåäíåìó äîõîäó îò ïàññèâíûõ ñòðàòåãèé. Ïåðâûé
èíòåãðàë � áîíóñ çà àêòèâíîñòü. Íàéä¼ì åãî ìàêñèìóì, âçÿâ ïðîèçâîäíóþ
ïî x0 è ïðèðàâíÿâ å¼ íóëþ. Ýòî äàñò ñëåäóþùåå óðàâíåíèå äëÿ x0:

4P (2x0) = P (x0).

Ê ïðèìåðó, âû÷èñëèì äîõîäíîñòè äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ â âèäå óáûâàþ-
ùåé ýêñïîíåíòû:

P (x) = e−x.

11



Îíà íîðìèðîâàíà íà åäèíèöó è èìååò åäèíè÷íîå ñðåäíåå ⟨x⟩ = 1. Ïî-
ýòîìó ñðåäíèé äîõîä îò ïàññèâíîãî âûáîðà îòêðûòîãî èëè çàêðûòîãî
êîíâåðòîâ ñîñòàâëÿåò ⟨v1⟩ = ⟨v2⟩ = 3/4 = 0.75.
Îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå êîíñòàíòû ðàâíî x0 = ln 4. Ñîîòâåòñòâåííî,

ñðåäíèé äîõîä îò àêòèâíîé ñòðàòåãèè áóäåò ðàâåí:

⟨v3⟩ =
3 + ln 16

64
+

3

4
=

51 + ln 16

64
≈ 0.840.

Â ðåçóëüòàòå, àêòèâíàÿ ñòðàòåãèÿ îêàçûâàåòñÿ íà 12% áîëåå äîõîäíîé,
÷åì ïàññèâíûå.
Â ñëó÷àå íåìîíîòîííûõ ôóíêöèé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ, ýôôåê-

òèâíàÿ ñòðàòåãèÿ ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî áîëåå çàòåéëèâîé, ÷åì ïðî-
ñòîé ïîðîãîâûé âûáîð îäíîãî èëè äðóãîãî êîíâåðòà.

6 Ïàðàäîêñ âîçâðàùàåòñÿ

Ñóùåñòâóåò î÷åíü ëþáîïûòíàÿ ìîäèôèêàöèÿ ïàðàäîêñà äëÿ äèñêðåò-
íûõ ñóìì ñ óáûâàþùèìè âåðîÿòíîñòÿìè. Âûáåðåì íåêîòîðîå ÷èñëî q >
1, è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ èãðû ôîðìèðóþòñÿ ïàðû êîíâåðòîâ ñî ñëå-
äóþùèìè ñóììàìè è âåðîÿòíîñòÿìè:

ñóììû : (1, q) (q, q2) (q2, q3) ... (qn−1, qn) (qn, qn+1) ...

pi = 1/2 1/4 1/8 ... 1/2n 1/2n+1 ...

Òàêèì îáðàçîì ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2n áîëüøàÿ ñóììà â êîíâåðòå ðàâíà
qn, à ìåíüøàÿ â q ðàç ìåíüøå, ãäå n = 1, 2, ...,∞. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî
ñóììà âñåõ âåðîÿòíîñòåé ðàâíà åäèíèöå, è òàêîå ðàñïðåäåëåíèå âïîëíå
ðåàëèçóåìî íà ïðàêòèêå. Êàê è ðàíüøå, ïîñëå òîãî êàê â äâà êîíâåðòà
êëàäóòñÿ äåíüãè, ýòè êîíâåðòû ñëó÷àéíûì îáðàçîì òàñóþòñÿ. Â ýòîì ñëó-
÷àå ñðåäíèé âûèãðûø îò âçÿòèÿ ñóììû x èç îòêðûòîãî êîíâåðòà ðàâåí
ñðåäíåìó âûèãðûøó îò âûáîðà çàêðûòîãî êîíâåðòà.
Óñëîâíîå ñðåäíåå ïðè âûáîðå îòêðûòîãî êîíâåðòà ðàâíî v1 = x. Äëÿ

çàêðûòîãî êîíâåðòà íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü äâå ñèòóàöèè. Åñëè x = 1,
çíà÷èò ãàðàíòèðîâàííî, â çàêðûòîì êîíâåðòå íàõîäèòñÿ ñóììà v2 = q.
Âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â îòêðûòîì êîíâåðòå
íàõîäèòñÿ ìåíüøàÿ ñóììà â 2 ðàçà âûøå, ÷åì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýòî
áîëüøàÿ ñóììà. Ñëåäîâàòåëüíî óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè ðàâíû 2/3 è 1/3.
Ñîîòâåòñòâåííî, óñëîâíîå ñðåäíåå äëÿ çàêðûòîãî êîíâåðòà, åñëè x = qn,
ðàâíî:

1

3
qn−1 +

2

3
qn+1 =

2 + q2

3q
qn.
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Ïîýòîìó, óñëîâíûå ñðåäíèå îò âûáîðà îòêðûòîãî è çàêðûòîãî êîíâåðòà
ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

v1 = qn, v2 =

{
q, if n = 0

2+q2

3q qn, if n > 0

Òåïåðü âðåìÿ ïàðàäîêñà. Ïóñòü q = 2 (êàê è ïðèíèìàåòñÿ â êëàññè÷åñêîé
çàäà÷å äâóõ êîíâåðòîâ). Òîãäà, ïðè n > 0 èìååì ðàâåíñòâî ñòðàòåãèé
v1 = v2, à ïðè n = 0 çàêðûòûé êîíâåðò ëó÷øå (v2 = 2 ïðîòèâ v1 = 1).
Ïîýòîìó, ïðè ïðî÷èõ ðàâíûõ, íàäî ïðåäïî÷åñòü çàêðûòûé êîíâåðò. Åñëè
æå q > 2, òî äëÿ ëþáûõ n óñëîâíîå ñðåäíåå çàêðûòîãî êîíâåðòà áîëüøå:
v2 > v1. Íî êîíâåðòû-òî íåðàçëè÷èìû è ðàâíîïðàâíû!
×òîáû ðàçîáðàòüñÿ â ÷¼ì äåëî, âû÷èñëèì àáñîëþòíûé ñðåäíèé äîõîä

ïðè ëþáîì x. Âåðîÿòíîñòè pn îáíàðóæèòü ïðè îòêðûòèè êîíâåðòà ñóììó
x = qn ðàâíû:

p0 =
1

4
, pn =

3

2n+2
.

Ñ p0 � ïîíÿòíî. Ïàðà êîíâåðòîâ (1, q) âûáèðàåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2.
Êàæäûé èç êîíâåðòîâ ìîæåò áûòü îòêðûò òàêæå ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2.
Äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ ïàð èìååì (1/2)(1/2n) + (1/2)(1/2n+1) = 3/2n+2.
Åñòåñòâåííî àáñîëþòíûå ñðåäíèå äîõîäíîñòè îêàçûâàþòñÿ ðàâíûìè:

⟨v1⟩ =
1

4
· 1 +

∞∑
n=1

3

2n+2
· qn =

1 + q

2(2− q)
.

⟨v2⟩ =
1

4
· q +

∞∑
n=1

3

2n+2
· 2 + q2

3q
qn =

1 + q

2(2− q)
.

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ïðè q > 2 ýòè âûðàæåíèÿ îñòàþòñÿ ðàâíûìè, íî
òåðÿþò ñìûñë. Â ýòîì è êðîåòñÿ êîðåíü ïðîáëåìû. Åñëè 1 < q < 2,
òî äðîáü (2 + q2)/(3q) â v2 ìåíüøå åäèíèöû, ïîýòîìó ñðàâíèòü óñëîâ-
íûå ñðåäíèå v1 è v2 íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Åñëè n = 0, òî
áîëüøå v2, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � áîëüøå v1. Åäèíñòâåííûé ñïîñîá, íà
îñíîâàíèè ýòèõ óñëîâíûõ ñðåäíèõ ïðèíÿòü ïðàâèëüíîå ðåøåíèå, ýòî èõ
óñðåäíèòü. Â ðåçóëüòàòå îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âûáîð êîíâåðòà ðîëè íå èãðà-
åò: ⟨v1⟩ = ⟨v2⟩ = (1 + q)/(2(2− q)). Òî÷êà q = 2 îêàçûâàåòñÿ ïîðîãîâîé,
êàê äëÿ âîçìîæíîñòè îäíîçíà÷íîãî ñðàâíåíèÿ óñëîâíûõ ñðåäíèõ, òàê è
äëÿ ñõîäèìîñòè ðÿäîâ ïðè óñðåäíåíèè ïî âñåì x.
È âñ¼ æå, ïî÷åìó íåëüçÿ ñðàâíèâàòü óñëîâíûå ñðåäíèå ïðè q > 2? Äà,

èõ óñðåäíåíèå íåâîçìîæíî (äà¼ò áåñêîíå÷íûé ðåçóëüòàò). Îäíàêî åñëè
ïðè ëþáîì óñëîâèè x äëÿ êîíå÷íûõ óñëîâíûõ ñðåäíèõ âñåãäà v2 > v1, òî
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õî÷åòñÿ ñäåëàòü âûâîä, ÷òî çàêðûòûé êîíâåðò ëó÷øå. Õîòÿ ïîíÿòíî, ÷òî
ýòî çàâåäîìî íåâåðíûé âûâîä. Â ÷¼ì äåëî?
Äåëî, ïî âñåé âèäèìîñòè, â ìàòåìàòè÷åñêîì ñìûñëå óñëîâíîãî ñðåäíå-

ãî. Ãîâîðÿ, ÷òî ïðè äàííîì x óñëîâíàÿ ñðåäíÿÿ äîõîäíîñòü ðàâíà v2(x),
ìû ïîäðàçóìåâàåì, ÷òî äëÿ íå¼ äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå íîðìèðîâ-
êè, êàê è äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé P (x). Ïðè óñðåäíåíèè ïî âñåì
âîçìîæíûì x äîëæíî ïîëó÷àòüñÿ îñìûñëåííîå (êîíå÷íîå) âûðàæåíèå.
Åñëè ýòîãî íå ïðîèñõîäèò, òî ôóíêöèÿ v2(x) ïëîõî îïðåäåëåíà. Òàêæå êàê
ïëîõî îïðåäåëåíî íåíîðìèðóåìîå ðàñïðåäåëåíèå P (x). Â ýòîì ñëó÷àå âû-
âîäû íà îñíîâå ñðàâíåíèÿ ðàçëè÷íûõ óñëîâíûõ ñðåäíèõ ìîãóò îêàçàòüñÿ
îøèáî÷íûìè.

7 Êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå

Ðåøåíèå èëè ïðîâåðêà ðåøåíèÿ çàäà÷ ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòè ïî÷òè
âñåãäà ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû ïðè ïîìîùè êîìïüþòåðà. Íèæå ïðèâå-
äåí èñõîäíûé êîä íà C++, êîòîðûé ìîäåëèðóåò èãðó ñ íåïðåðûâíûì
ïîñòîÿííûì ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé øèðèíîé L.

#include <stdlib.h>
#include <stdio.h>
#include <math.h>
#include <time.h>

// ñëó÷àéíîå ÷èñëî (0 . . 1 ]
inline double Rnd(){ return double(rand()+1) / double(RAND_MAX+1); }

void main()
{

srand(time(0)); // âñòðÿõèâàåì ãåíåðàòîð
double c[2]; // êîíâåðòû
double L = 1; // ãðàíèöà

int n=0; // ÷èñëî èãð
double v1=0, v2=0, v3=0; // çàðàáîòêè îò ñòðàòåãèé
for(int iter=0; iter<10000000; iter++){

c[0]=Rnd()*L;
c[1]=c[0]/2;

int i1 = rand()%2; // íîìåð îòêðûòîãî êîíâåðòà
int i2 = (i1+1)%2; // íîìåð çàêðûòîãî êîíâåðòà

// i f ( c [ i1 ]>L/2) continue ; // ïðåðûâàåì ðàóíä

v1+=c[i1]; // äîõîäû îò ñòðàòåãèé :
v2+=c[i2];
v3+=( (c[i1]>L/2)? c[i1]: c[i2] );
n++;

}
v1/=n; v2/=n; v3/=n; // ñðåäíèå çíà÷åíèÿ

printf("v1=%.4f\tv2=%.4f\tv3=%.4f\n", v1, v2, v3);
}
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Â îñíîâíîì öèêëå ïðîãðàììû, êîòîðûé ñîâåðøàåòñÿ 10 ìèëëèîíîâ ðàç
ïðîèñõîäèò ôîðìèðîâàíèå ñóìì â êîíâåðòàõ. Êîíâåðòû ðåàëèçîâàííû â
âèäå ìàññèâà c[0], c[1]. Â �íóëåâîé� êîíâåðò c[0] êëàä¼òñÿ ðàâíîìåðíî ðàñ-
ïðåäåë¼ííîå ñëó÷àéíîå ÷èñëî èç äèàïàçîíà (0, L]. Äëÿ ýòîãî ôóíêöèÿ
Rnd(), âîçâðàùàþùàÿ ñëó÷àéíîå ÷èñëî â äèàïàçîíå (0, 1], óìíîæàåòñÿ
íà L. Â êîíâåðò c[1] ïîìåùàåòñÿ ïîëîâèíà îò c[0]. Çàòåì, ñëó÷àéíî âû-
áèðàåòñÿ íîìåð îòêðûòîãî êîíâåðòà i1. Ñîîòâåòñòâåííî i2 � ýòî íîìåð
çàêðûòîãî êîíâåðòà.
Çàêîììåíòèðîâàííàÿ ñòðîêà ñîîòâåòñòâóåò äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ

ïî íà÷àëó èãðû (ïðåðûâàåì ðàóíä, åñëè â îòêðûòîì êîíâåðòå ñóììà
áîëüøå, ÷åì L/2).
Äëÿ êîíòðîëÿ ñòàòèñòè÷åñêîé îöåíêè äîñòîâåðíîñòè ïîëó÷àåìûõ ðå-

çóëüòàòîâ, â íà÷àëå ïðîãðàììû ñòîèò �âñòðÿõèâàòåëü� ñëó÷àéíûõ ÷èñåë:
srand(time(0)). Íåñêîëüêî ïîñëåäîâàòåëüíûõ çàïóñêîâ ïîçâîëÿò óâèäåòü,
êàêàÿ öèôðà ðåçóëüòàòà èçìåíÿåòñÿ. Ýòî è åñòü ïðèìåðíàÿ îøèáêà ìî-
äåëèðîâàíèÿ. Ïðèâåä¼ì ïðèìåðû ðàáîòû ïðîãðàììû:

v1=0.3752 v2=0.3751 v3=0.4689
v1=0.3750 v2=0.3751 v3=0.4688
v1=0.3750 v2=0.3750 v3=0.4687

Êàæäàÿ ñòðîêà âû÷èñëåíèé çàíèìàåò îêîëî ÷åòâåðòè ñåêóíäû íà ìàøèíå
ñðåäíåé ìîùíîñòè. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ñ ðàñêîììåíòèðîâàííûì óñëîâè-
åì ïðåðûâàíèÿ ðàóíäà ñëåäóþùèå:

v1=0.2500 v2=0.3749 v3=0.3749
v1=0.2501 v2=0.3751 v3=0.3751
v1=0.2499 v2=0.3749 v3=0.3749

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïðîâåäåíèÿ áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ÷èñëåííûõ èòåðà-
öèé íåîáõîäèìî îáÿçàòåëüíî èñïîëüçîâàòü òèï óäâîåííîé òî÷íîñòè double,
à íå îäèíàðíîé � �oat. Îøèáêè îêðóãëåíèÿ äîñòàòî÷íî áûñòðî íàêàïëè-
âàþòñÿ, è áåç óäâîåííîé òî÷íîñòè ïîÿâèòñÿ ñèñòåìàòè÷åñêàÿ îøèáêà. Âî-
îáùå ãîâîðÿ, èñïîëüçîâàíèå âñòðîåííîãî â Ñ++ ãåíåðàòîðà ñëó÷àéíûõ
÷èñåë äëÿ ïîäîáíûõ ìîäåëèðîâàíèé ýòî íå ëó÷øèé âûáîð. Îí ãåíåðèò
òîëüêî 32768 ðàçëè÷íûõ ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë, õîòÿ è ñ äîñòàòî÷íî
áîëüøèì ïåðèîäîì ïîâòîðåíèÿ. Òåì íå ìåíåå äëÿ ýêñïåðèìåíòîâ �íà ñêî-
ðóþ ðóêó� îí âïîëíå ïðèåìëåì.
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ ðàñïðåäåëåíèåì P (x) = e−x,

ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé x = − ln r, ãäå r � ðàâíîìåðíî ðàñïðå-
äåë¼ííàÿ íà èíòåðâàëå (0,1] ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ò.å. Rnd(). Äåéñòâèòåëü-
íî, èíòåãðàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ P (x) = e−x ðàâíî: W (x) = 1 − e−x
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è èçìåíÿåòñÿ îò 0 äî 1. Ïîýòîìó ðàâíîâåðîÿòíî âûáðàâ òî èëè èíîå çíà-
÷åíèå W = W (x) íåñëîæíî íàéòè x.
Àíàëîãè÷íî, ìîæíî ñìîäåëèðîâàòü äèñêðåòíûå ñëó÷àéíûå ÷èñëà, ïî-

ÿâëÿþùèåñÿ ñ âåðîÿòíîñòÿìè 1/2n. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî âûÿñíèòü â
êàêîé èç èíòåðâàëîâ [1 − 1/2n−1, 1 − 1/2n] ïîïàëà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
r. Îäíèì ñëîâîì, âàðèàíòîâ äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ çàäà÷è äâóõ
êîíâåðòîâ ñóùåñòâóåò îãðîìíîå ìíîæåñòâî.

8 Íåìíîãî ôèëîñîôèè

Èíîãäà íà ôîðóìàõ ïðè îáñóæäåíèè çàäà÷è î äâóõ êîíâåðòàõ, çàäà¼òñÿ
ñëåäóþùèé âîïðîñ:

Õîðîøî. Âûáðàâ êîíêðåòíûå ïðàâèëà èãðû (=ðàñïðåäåëåíèå),
ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðîòèâîðå÷èÿ íåò. Íî êàê áûòü, åñëè èãðîê
íå çíàåò êàêèì îáðàçîì ôîðìèðóþòñÿ êîíâåðòû è ñóììû â íèõ.
Â ýòîì æå ñëó÷àå âåðîÿòíîñòè ïî-ëþáîìó 50/50?

Íåò, ýòî íå âåðíî. Âàæíî ïîíèìàòü, ÷òî îòñóòñòâèå çíàíèÿ íå ñâèäåòåëü-
ñòâóåò î ðàâíîâåðîÿòíîñòè èñõîäîâ. Íàîáîðîò, ðàâíîâåðîÿòíîñòü âîçíè-
êàåò, åñëè ìû óâåðåíû â ñèììåòðè÷íîñòè èñõîäîâ, ïîýòîìó:

íåçíàíèå ̸= ðàâíîâîçìîæíîñòè

Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé ìîæåò îïåðèðîâàòü òîëüêî âåðîÿòíîñòÿìè, êîòîðûå
çàäàííû èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè èëè ïîëó÷åíû â ýìïèðè÷åñêîì èñ-
ñëåäîâàíèè. Íàïðèìåð, ïîäáðàñûâàÿ ñèììåòðè÷íóþ ìîíåòó ìû ïðèñâàè-
âàåì êàæäîìó èñõîäó (îð¼ë èëè ðåøêà) âåðîÿòíîñòü 1/2 èìåííî ïîòîìó,
÷òî ìîíåòà ñèììåòðè÷íà, à íå ïîòîìó, ÷òî ìû íå çíàåì, ÷òî âûïàäåò. Áðî-
ñàÿ êîñòü, ìû òîæå íå çíàåì ÷òî âûïàäåò, íî èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè
óæå ñ÷èòàåì âåðîÿòíîñòè ðàâíûìè 1/6. Åñëè ïðîâîäèòñÿ ýìïèðè÷åñêîå
îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé, èñõîäÿ èç íàáëþäàåìûõ ÷àñòîò, òî ìû ïðåä-
ïîëàãàåì, ÷òî ýòè âåðîÿòíîñòè íå èçìåíÿþòñÿ âî âðåìåíè (÷åãî óâû íåò,
íàïðèìåð, íà ôèíàíñîâûõ ðûíêàõ).
Íè êàêèõ äðóãèõ ñïîñîáîâ çàäàíèÿ âåðîÿòíîñòåé íåò. Åù¼ ðàç íàïîì-

íèì, ÷òî ìàòåìàòèêà � ýòî èãðà ñ ÷¼òêî îïðåäåë¼ííûìè ïðàâèëàìè. Íåÿâ-
íûé âûõîä çà íèõ è ïðèâîäèò ïàðàäîêñàì.
Íåçíàíèå íå îáëàäàåò ñèììåòðèåé. ×òîáû íåçíàíèå ïðåâðàòèòü â ÷èñ-

ëà (âåðîÿòíîñòè) íåîáõîäèìî, êàê ìèíèìóì ïðîâåñòè íåêîå ýìïèðè÷åñêîå
èññëåäîâàíèå. Îäíàêî è â ýòîì ñëó÷àå èññëåäîâàòåëÿ ïîäñòåðåãàåò ìíî-
æåñòâî íåïðèÿòíîñòåé (íåñòàöèîíàðíîñòü, âîçìîæíîñòü ÷óäà è ò.ï.).
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Ñòîèò íàïîìíèòü ñòàðóþ øóòêó ïðî áëîíäèíêó, êîòîðàÿ óâåðåíà, ÷òî
çàâòðà îíà ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2 âñòðåòèò äèíîçàâðà, ïîòîìó, ÷òî îíà åãî
ëèáî âñòðåòèò, ëèáî íå âñòðåòèò.
Òåïåðü ìû ìîæåì âåðíóòüñÿ ê ïàðàäîêñó Êðàé÷èêà ñ äâóìÿ êîøåëü-

êàìè. Íàïîìíèì, ÷òî âûâîä î âûãîäíîñòè èãðû äëÿ êàæäîãî èãðîêà áûë
ñäåëàí íà îñíîâàíèè âåðîÿòíîñòåé âûèãðûøà èëè ïðîèãðûøà ðàâíûõ
1/2. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû, íàïðèìåð, âåðîÿòíîñòü âûèãðàòü íåêîòî-
ðóþ ñóììó áûëà ñóùåñòâåííî íèæå âåðîÿòíîñòè ëèøèòüñÿ ñâîèõ äåíåã,
âðÿä-ëè ó÷àñòâóþùèå æåëàëè áû ñûãðàòü â òàêóþ èãðó.
Ïîýòîìó ýòî òèïè÷íàÿ ñêàçêà î äèíîçàâðå. Íà îñíîâàíèè íåçíàíèÿ äå-

ëàåòñÿ âûâîä î ðàâíîâåðîÿòíîñòè, à çàòåì ïðèìåíÿåòñÿ òåîðèÿ âåðîÿò-
íîñòè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ïàðàäîêñ.
Åñòåñòâåííî, åñëè ñëåäóÿ Êðàé÷èêó ìû çàäàäèì êîíêðåòíûå âåðîÿòíî-

ñòè ðàñïðåäåëåíèÿ äåíåã â êîøåëüêàõ, ïîñìîòðèì â ñâîé è óâèäèì ñóììó
x, òî áóäåì çíàòü, ñòîèò èëè íåò èãðàòü â òàêóþ èãðó.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðîàíàëèçèðîâàëè çàäà÷ó äâóõ êîíâåðòîâ íà ïðè-
ìåðå ðàçëè÷íûõ ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé äëÿ ñóìì, íàõîäÿùèõñÿ â
êîíâåðòàõ. Åñëè èãðà ïðîèñõîäèò áåç îãðàíè÷åíèé (íåò ñåëåêöèè îòêðû-
òîãî êîíâåðòà), òî äîõîäíîñòü âûáîðà îòêðûòîãî è çàêðûòîãî êîíâåðòîâ
îäèíàêîâû, êàê è ñëåäóåò èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè. Îäíàêî ñóùåñòâóåò
áîëåå äîõîäíàÿ (�àêòèâíàÿ�) ñòðàòåãèÿ, ó÷èòûâàþùàÿ çíà÷åíèå ñóììû â
îòêðûòîì êîíâåðòå. Â ñëó÷àå ðàâíîìåðíîãî îãðàíè÷åííîãî è ìîíîòîííî
óáûâàþùåãî ðàñïðåäåëåíèé ýòà ñòðàòåãèÿ ïîðîãîâàÿ. Â çàâèñèìîñòè îò
òîãî áîëüøå x íåêîòîðîé êîíñòàíòû èëè ìåíüøå, âûáèðàåòñÿ îòêðûòûé
èëè çàêðûòûé êîíâåðò.
Åñëè äëÿ ðàâíîìåðíîãî íà èíòåðâàëå [0, L] ðàñïðåäåëåíèÿ ïðàâèëà èã-

ðû èçìåíèòü, ÷òîáû îñëàáèòü êðàåâîé ýôôåêò, òî àêòèâíàÿ ñòðàòåãèÿ
ñòàíîâèòñÿ íåäîñòóïíîé. Îäíàêî ñèììåòðèÿ ìåæäó êîíâåðòàìè íàðóøà-
åòñÿ. Â îòêðûòîì êîíâåðòå ìîæåò ëåæàòü òîëüêî ñóììà [0, L/2], òîãäà
êàê â çàêðûòîì îíà íàõîäèòñÿ â äèàïàçîíå [0, L]. Ïîýòîìó è äîõîäíîñòü
âûáîðà çàêðûòîãî êîíâåðòà âûøå, ÷åì îòêðûòîãî.
Ïàðàäîêñ äâóõ êîíâåðòîâ âîçíèêàåò ïî äâóì ïðè÷èíàì. Âî-ïåðâûõ

ïðîâîäèòñÿ íåêîððåêòíîå âû÷èñëåíèå óñëîâíîãî ñðåäíåãî äîõîäà ïðè âû-
áîðå çàêðûòîãî êîíâåðòà. Âî-âòîðûõ ýòî âû÷èñëåíèå äåëàåòñÿ áåç êîí-
êðåòèçàöèè óñëîâèé çàäà÷è, ñ íåâåðíîé ïîñûëêîé î òîì, ÷òî íåçíàíèå
ýòèõ óñëîâèé ñîîòâåòñòâóåò ðàâíîâåðîÿòíîñòè âñåõ èñõîäîâ.
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