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ÀÍÍÎÒÀÖÈß

Îáñóæäàþòñÿ ïðîáëåìû íåñòàöèîíàðíîñòè ôèíàíñîâûõ ðûíêîâ, ñâÿçàí-

íûå ñ äèíàìè÷åñêèì õàðàêòåðîì âîëàòèëüíîñòè öåí. Ïðåäëîæåíà íîâàÿ

ìåòîäèêà âû÷èñëåíèÿ òåêóùåé âîëàòèëüíîñòè ðûíêà. Äàíî ïðîñòîå è íà-

ãëÿäíîå îáúÿñíåíèå ïðè÷èí ïîÿâëåíèÿ çàìåòíûõ êîððåëÿöèé ìåæäó ïî-

ñëåäîâàòåëüíûìè çíà÷åíèÿìè âîëàòèëüíîñòåé èëè êâàäðàòîâ äîõîäíîñòè.

Ïîêàçàíî, ÷òî ïîñëå óñòðàíåíèÿ íåñòàöèîíàðíîñòè àâòîêîððåëÿöèè ñóùå-

ñòâåííî ñíèæàþòñÿ, ñòàíîâÿñü ñòàòèñòè÷åñêè íåçíà÷èìûìè. Ðàññìîòðå-

íû ïðè÷èíû íåãàóññîâîãî õàðàêòåðà âåðîÿòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ äîõîäíî-

ñòåé. Íà äàííûõ ôîíäîâîãî è âàëþòíîãî ðûíêîâ ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî

óñòðàíåíèå íåñòàöèîíàðíîñòè ñóùåñòâåííî ñíèæàåò ýêñöåññ ðàñïðåäåëå-

íèÿ, ïðèáëèæàÿ åãî ê íîðìàëüíîé ôóíêöèè Ãàóññà. Ïðåäëîæåíû ñòàòèñòè-

÷åñêèå êðèòåðèè êîíòðîëÿ ñòåïåíè ñãëàæèâàíèÿ ýìïèðè÷åñêèõ çíà÷åíèé

âîëàòèëüíîñòè. Ââîäèòñÿ ãèïîòåçà î ãëàäêîé, íåñòîõàñòè÷åñêîé ïðèðîäå

âîëàòèëüíîñòè è ïðè÷èíàõ å¼ èçìåíåíèÿ.

1 Ââåäåíèå

Ïî-âèäèìîìó, íàèáîëåå õàðàêòåðíûì ñâîéñòâîì ôèíàíñîâûõ ðûíêîâ ÿâëÿ-
åòñÿ èõ íåñòàöèîíàðíîñòü. Ñòàòèñòè÷åñêèå ïàðàìåòðû öåíîâîé äèíàìèêè èçìå-
íÿþòñÿ ñî âðåìåíåì. Ýòîò ôàêò íåïðèÿòåí êàê äëÿ èññëåäîâàòåëåé, òàê è äëÿ
ó÷àñòíèêîâ ðûíêà, òàê êàê îáíàðóæåííûå çàêîíîìåðíîñòè èëè ïîñòðîåííûå
òîðãîâûå ñèñòåìû ñî âðåìåíåì óòðà÷èâàþò ñâîþ àêòóàëüíîñòü. Íàèëó÷øèì
ðåøåíèåì ïðîáëåìû íåñòàöèîíàðíîñòè ñòàëî áû âêëþ÷åíèå å¼ â âåðîÿòíîñò-
íóþ ìîäåëü ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ðûíêà.

Îäíîé èç âàæíåéøèõ õàðàêòåðèñòèê äîõîäíîñòè ôèíàíñîâîãî èíñòðóìåíòà
ÿâëÿåòñÿ åãî âîëàòèëüíîñòü. Íå âûçûâàåò ñîìíåíèÿ, ÷òî âîëàòèëüíîñòü èçìå-
íÿåòñÿ ñî âðåìåíåì [1]. Ñóùåñòâóþò ïåðèîäû �ñïîêîéíîãî� ïîâåäåíèÿ ðûíêà è
ïåðèîäû ñ ïîâûøåííîé âîëàòèëüíîñòüþ. Âîëàòèëüíîñòü õàðàêòåðèçóåò �òåì-
ïåðàòóðó� ðûíêà, âåëè÷èíó åãî ýìîöèîíàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ. Ïðåäñêàçàíèå å¼
áóäóùåãî çíà÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî âàæíûì, íàïðèìåð, äëÿ îïðåäå-
ëåíèÿ öåí îïöèîíîâ èëè óïðàâëåíèÿ ðèñêàìè ïîðòôåëüíûõ èíâåñòîðîâ. Ïîíè-
ìàíèå ïðè÷èí è õàðàêòåðà íåñòàöèîíàðíîñòè âîëàòèëüíîñòè ïðèâîäèò òàêæå ê
áîëåå ãëóáîêîìó ïðîíèêíîâåíèþ â ñóùíîñòü ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ôèíàíñîâûõ
ðûíêîâ.
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Â òåðìèí âîëàòèëüíîñòü âêëàäûâàþò, êàê ìèíèìóì, ÷åòûðå ðàçëè÷íûõ
ñìûñëà - 1) ýìîöèîíàëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðûíêà, 2) âûáîðî÷íîå ñðåäíå -
êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå ëîãàðèôìè÷åñêèõ äîõîäíîñòåé, 3) åãî �èñòèííîå� çíà-
÷åíèå ïî ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè, è 4) ïîäðàçóìåâàåìàÿ âîëàòèëüíîñòü â îï-
öèîííûõ êîíòðàêòàõ [2]. Ìû èñïîëüçóåì âîëàòèëüíîñòü âî âòîðîì è òðåòüåì
ñìûñëàõ. Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü, êàêîå îïðåäåëåíèå âûáîðî÷íîé âîëàòèëüíî-
ñòè ïðèâîäèò ê ìèíèìàëüíîé îøèáêå â òîé èëè èíîé ìîäåëè ñëó÷àéíîãî ïðî-
öåññà. �Èñòèííàÿ� âîëàòèëüíîñòü, åñòåñòâåííî, ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíîé íåíàáëþ-
äàåìîé, è âîïðîñ å¼ ïðèðîäû è îöåíêè îñîáåííî óñëîæíÿåòñÿ íåñòàöèîíàðíûì
õàðàêòåðîì ðûíêîâ.

Îáùåïðèíÿòûì ïîäõîäîì ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå âîëàòèëüíîñòè êàê ñòîõà-
ñòè÷åñêîé âåëè÷èíû [3], [4], [5]. Îäíà èç ïðè÷èí ýòîãî - âûñîêèå àâòîêîððåëÿ-
öèîííûå êîýôôèöèåíòû ìåæäó âîëàòèëüíîñòÿìè èëè êâàäðàòàìè äîõîäíîñòè,
ïîñ÷èòàííûìè çà ðàçëè÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíûå ïåðèîäû âðåìåíè [6]. Ïîñëå
ïðàêòè÷åñêè íóëåâûõ êîððåëÿöèé ìåæäó ëîãàðèôìè÷åñêèìè äîõîäíîñòÿìè îá-
íàðóæåíèå ïîäîáíîé çàêîíîìåðíîñòè îêàçûâàåò íåèçãëàäèìîå âïå÷àòëåíèå.

Â âåðîÿòíîñòíûõ ìîäåëÿõ ñ ïåðåìåííîé âîëàòèëüíîñòüþ áëóæäàíèå öåíû
x(t) îïèñûâàåòñÿ äèñêðåòíûìè èëè íåïðåðûâíûìè óðàâíåíèÿìè, ïàðàìåòðû
êîòîðûõ, â ñâîþ î÷åðåäü, ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè. Øèðîêóþ ïîïóëÿðíîñòü ïî-
ëó÷èëà ìîäåëü GARCH(p, q) è å¼ âñåâîçìîæíûå îáîáùåíèÿ [7], [8]. Â ýòîì ñëó-
÷àå âðåìåííàÿ øêàëà ðàçáèâàåòñÿ íà êîíå÷íûå èíòåðâàëû âðåìåíè (ëàãè) äëè-
òåëüíîñòüþ τ , òàê ÷òî ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî öåíû �çàêðûòèÿ� ýòèõ èíòåðâà-
ëîâ xk = x(k · τ), ãäå k = 0, 1, ... Ëîãàðèôìè÷åñêèå äîõîäíîñòè rk = lnxk/xk−1

ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, ñ ïåðåìåííîé âîëàòèëüíî-
ñòüþ σk, êâàäðàò êîòîðîé ëèíåéíî çàâèñèò îò ïðåäûäóùèõ êâàäðàòîâ âîëà-
òèëüíîñòåé è äîõîäíîñòåé:

rk = σk εk, σ2
k = α0 +

p∑
i=1

αi σ
2
k−i +

q∑
i=1

βi r
2
k−i. (1)

Çäåñü è äàëåå εk - ýòî íåñêîððåëèðîâàííûå íîðìèðîâàííûå ñëó÷àéíûå ÷èñëà
ñ íóëåâûì ñðåäíèì è åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé: εi = 0, ε2i = 1, εi · εj = 0. ×åðòà
ñâåðõó, êàê îáû÷íî, îáîçíà÷àåò ñðåäíåå ïî âñåì âîçìîæíûì ðåàëèçàöèÿì εi.

Â íåïðåðûâíîì êëàññå ìîäåëåé êàê äëÿ öåíîâîé äèíàìèêè, òàê è äëÿ äè-
íàìèêè âîëàòèëüíîñòè âûáèðàåòñÿ òî èëè èíîå ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå Èòî.
Íàïðèìåð [9], öåíà ìîæåò ñîâåðøàòü îáû÷íîå ëîãàðèôìè÷åñêîå áëóæäàíèå, à
âîëàòèëüíîñòü - ïîä÷èíÿòüñÿ óðàâíåíèþ Îðíøòåéíà - Óëåíáåêà:

dx

x
= µdt+ σ(t)δW1, d lnσ = β · (α− lnσ) dt+ γδW2, (2)

ãäå δW1, δW2 - íåñêîððåëèðîâàííûå âèíåðîâñêèå ïåðåìåííûå δW = ε
√
dt. Ñîá-

ñòâåííî, èìåííî äëÿ ýòîãî êëàññà ìîäåëåé ïðèíÿòî èñïîëüçîâàíèå òåðìèíà
�ñòîõàñòè÷åñêàÿ âîëàòèëüíîñòü�, õîòÿ ìû åãî áóäåì èñïîëüçîâàòü â íåñêîëüêî
áîëåå øèðîêîì ñìûñëå.

È â äèñêðåòíûõ, è â íåïðåðûâíûõ ìîäåëÿõ èíîãäà ââîäèòñÿ îäíà èëè íåñêîëü-
êî �ñêðûòûõ� ñòîõàñòè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, ôóíêöèåé êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ âîëà-
òèëüíîñòü. Âîçìîæíû è äðóãèå, äîñòàòî÷íî ñëîæíûå ïîäõîäû [29]. Îáùåå, ÷òî
èõ îáúåäèíÿåò, - ýòî âåðîÿòíîñòíîå îïèñàíèå ëîêàëüíîé äèíàìèêè çíà÷åíèé
âîëàòèëüíîñòè (äèñêðåòíîå èëè íåïðåðûâíîå) [10].
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Ñóùåñòâóþò îáøèðíûå ýìïèðè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ, ïîñâÿù¼ííûå òåñòè-
ðîâàíèþ ïðåäñêàçàòåëüíîé ñèëû ñòîõàñòè÷åñêèõ ìîäåëåé [11], è êðèòèêà èõ
ìåòîäèêè [12]. Â öåëîì, â ïîñëåäíèå ãîäû, íà÷àë íàêàïëèâàòüñÿ îïðåäåë¼ííûé
ñêåïñèñ êàñàòåëüíî ïðîãíîñòè÷åñêèõ âîçìîæíîñòåé ïîäîáíûõ ìîäåëåé. Íåäàâ-
íî áûëè âûñêàçàíû ñîîáðàæåíèÿ î òîì, ÷òî àâòîêîððåëÿöèîííûå êîýôôèöè-
åíòû ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûõ âåëè÷èí ìîãóò âîçíèêàòü ïî ïðè÷èíå èõ
íåñòàöèîíàðíîñòè [30].

Ñ ýôôåêòîì íåñòàöèîíàðíîñòè íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàíà òàêæå ïðîáëåìà
ïîèñêà ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé äîõîäíîñòè ôèíàíñîâîãî èíñòðóìåíòà. Õî-
ðîøî èçâåñòíî, ÷òî ýòî ðàñïðåäåëåíèå íå îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ãàóññà. Îíî
èìååò òîëñòûå õâîñòû è, êàê ñëåäñòâèå, âûñîêèé ýêñöåññ è áîëüøèå âåðîÿòíî-
ñòè çàìåòíûõ âûáðîñîâ äîõîäíîñòåé. Íà÷èíàÿ ñ ðåâîëþöèîííûõ ðàáîò Ìàí-
äåëüáðîòà [13], ýòîò ôàêò ïîñòåïåííî ñòàë ñòàíäàðòîì â ôèíàíñîâîì èíæåíå-
ðèíãå. Îäíàêî, ïðè ïîñòðîåíèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíûõ ÷èñåë
íåÿâíî ïîäðàçóìåâàåòñÿ èõ ñòàöèîíàðíîñòü, êîòîðîé ìû íå èìååì íà ôèíàí-
ñîâûõ ðûíêàõ.

Èäåÿ î òîì, ÷òî íåñòàöèîíàðíîñòü ìîæåò áûòü ïðè÷èíîé íåãàóññîâîñòè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ äîõîäíîñòè âîñõîäèò åù¼ ê êëàññè÷åñêîé ðàáîòå [31]. Òàì æå îíà
ïîäâåðãàåòñÿ êðèòèêå. Òåì íå ìåíåå, âîïðîñ î õàðàêòåðå ðàñïðåäåëåíèÿ è âëè-
ÿíèè íà íåãî íåñòàöèîíàðíîñòè òðåáóåò áîëåå àêêóðàòíîãî ðàññìîòðåíèÿ.

Íèæå ìû ïðèâîäèì àðãóìåíòû â ïîëüçó òîãî, ÷òî âîëàòèëüíîñòü σ(t) ÿâ-
ëÿåòñÿ ãëàäêîé, à íå ñòîõàñòè÷åñêîé ôóíêöèåé âðåìåíè. Áóäåò äàíî îáúÿñíå-
íèå ïðîèñõîæäåíèÿ âûñîêèõ àâòîêîððåëÿöèîííûõ êîýôôèöèåíòîâ è íåãàóññî-
âîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ äîõîäíîñòåé. Ñôîðìóëèðîâàíà ãèïîòåçà î òîì, ÷òî âîëà-
òèëüíîñòü îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïëàñòè÷íîñòè. Ïîä âîçäåéñòâèåì íåðåãóëÿðíûõ,
îòíîñèòåëüíî ðåäêèõ è ïðèíöèïèàëüíî íå ïðåäñêàçûâàåìûõ øîêîâûõ âîçäåé-
ñòâèé íà ðûíîê îíà ïîñòåïåííî äåôîðìèðóåòñÿ. Ïîñëå ïðåêðàùåíèÿ ïîäîáíûõ
âîçäåéñòâèé ïðîèñõîäèò ïðîöåññ ðåëàêñàöèè, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî âîëàòèëü-
íîñòü ïëàâíî ñíèæàåòñÿ.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàòåðèàëà ñòàòüè ñëåäóþùàÿ. Ñíà÷àëà ìû îáñóäèì
íîâóþ ìåðó èçìåðåíèÿ âîëàòèëüíîñòè è ïðîäåìîíñòðèðóåì å¼ ýôôåêòèâíîñòü.
Çàòåì áóäóò ïåðå÷èñëåííû îñíîâíûå ýìïèðè÷åñêèå ñâîéñòâà àâòîêîððåëÿöè-
îííûõ êîýôôèöèåíòîâ, ñâÿçàííûõ ñ âîëàòèëüíîñòüþ, è ïðåäëîæåíà ïðîñòàÿ
íåñòàöèîíàðíàÿ ìîäåëü, â êîòîðîé ïîäîáíàÿ àâòîêîððåëÿöèÿ âîçíèêàåò. Ìå-
õàíèçìó ïîÿâëåíèÿ àâòîêîððåëÿöèé ñ õàðàêòåðíûìè ñâîéñòâàìè áóäåò äàíà
î÷åíü íàãëÿäíàÿ ãðàôè÷åñêàÿ ôîðìà è ïðåäëîæåí ïðîñòîé ìàòåìàòè÷åñêèé
àïïàðàò äëÿ ïðîâåäåíèÿ íåîáõîäèìûõ âû÷èñëåíèé.

Ñâèäåòåëüñòâîì òîãî, ÷òî ïîäîáíûé ìåõàíèçì ðåàëèçóåòñÿ íà ôèíàíñîâûõ
ðûíêàõ, ñëóæàò íóëåâûå àâòîêîððåëÿöèîííûå êîýôôèöèåíòû äëÿ ðàçíîñòåé
âîëàòèëüíîñòè ñîñåäíèõ äíåé èëè å¼ îñòàòêîâ ïîñëå âûäåëåíèÿ ãëàäêîé ñî-
ñòàâëÿþùåé σ(t). Áóäóò ïðèâåäåíû ýìïèðè÷åñêèå äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ ôàêòîâ
íà ïðèìåðàõ ôîíäîâîãî è âàëþòíîãî ðûíêîâ.

Äàëåå ìû ïîêàæåì, ÷òî íîðìèðîâàíèå äîõîäíîñòåé íà σ(t) ïðèâîäèò ê ñó-
ùåñòâåííîìó ñíèæåíèþ ýêñöåññà ðàñïðåäåëåíèÿ, ïðèâîäÿ â ðÿäå ñëó÷àåâ åãî
ê íîðìàëüíîìó âèäó. Áóäóò ðàçðàáîòàíû îïðåäåë¼ííûå ñòàòèñòè÷åñêèå êðèòå-
ðèè êîíòðîëÿ ñòåïåíè ñãëàæèâàíèÿ äàííûõ. Ðàññìîòðåíû àðãóìåíòû êàñàòåëü-
íî ëîêàëüíîãî ïîñòîÿíñòâà �èñòèííîé� âîëàòèëüíîñòè. Â çàêëþ÷åíèè ñôîðìó-
ëèðîâàí ðÿä ïðåäïîëîæåíèé î âîçìîæíûõ ñâîéñòâàõ äèíàìèêè âîëàòèëüíîñòè.

Â ïðèëîæåíèÿ, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé çàìêíóòûå èíôîðìàöèîííûå áëîêè,
âûíåñåíû ðàçëè÷íûå òåõíè÷åñêèå äåòàëè.
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2 Èçìåðåíèå âîëàòèëüíîñòè

Èñòîðè÷åñêèå äàííûå öåíîâîé äèíàìèêè ðàçëè÷íûõ ôèíàíñîâûõ èíñòðó-
ìåíòîâ îáû÷íî àãðåãèðîâàíû â òî÷êè, ìåæäó êîòîðûìè ñóùåñòâóåò îïðåäå-
ë¼ííûé ïåðèîä âðåìåíè (ëàã). Íàèáîëåå äîñòóïíûìè ÿâëÿþòñÿ äíåâíûå ëàãè,
ðåæå âñòðå÷àþòñÿ ÷àñîâûå, è åù¼ ðåæå - ìèíóòíûå. Êðîìå öåíû çàêðûòèÿ Ct

(ïîñëåäíåå çíà÷åíèå ëàãà), îáùåïðèíÿòûìè ÿâëÿþòñÿ: êîòèðîâêà îòêðûòèÿ Ot

(ïåðâàÿ öåíà ëàãà), ìàêñèìàëüíîå Ht è ìèíèìàëüíîå Lt çíà÷åíèÿ öåíû. Ïðè
ïîìîùè ýòèõ ÷åòûðåõ öåí ìîæíî îáðàçîâàòü òðè íåçàâèñèìûå îòíîñèòåëüíûå
âåëè÷èíû, êîòîðûå ìû áóäåì íàçûâàòü áàçèñîì ëàãà:

H

L

C

O

a
h

l

Ðèñ.1: Õàðàêòåðèñòèêè âîëàòèëüíîñòè

ht = Ht −Ot

lt = Ot − Lt (3)

rt = Ct −Ot

Âûñîòà ïîäúåìà h è ãëóáèíà îïóñêàíèÿ öåíû l - âåëè÷èíû ïîëîæèòåëüíûå. Ñ
èõ ïîìîùüþ îïðåäåëÿåòñÿ àìïëèòóäà ðàçìàõà öåíû a = h + l. Äîõîäíîñòü r
ìîæåò áûòü êàê ïîëîæèòåëüíîé, òàê è îòðèöàòåëüíîé.

Â ìîäåëÿõ àääèòèâíîãî âèíåðîâñêîãî áëóæäàíèÿ dx = µ dt+ σ δW ÷åòâ¼ð-
êà {Ot,Ht, Lt, Ct} íåïîñðåäñòâåííî ÿâëÿþòñÿ öåíàìè. Äëÿ ëîãàðèôìè÷åñêîãî
áëóæäàíèÿ dx/x = µ dt + σ δW ýòî ëîãàðèôìû öåíîâûõ çíà÷åíèé lnx. Ïî-
ýòîìó â ýòîì ñëó÷àå, íàïðèìåð, ðàçìàõ at áóäåò ðàâåí ëîãàðèôìó îòíîøåíèÿ
ìàêñèìóìà ê ìèíèìóìó öåíû at = lnHt/Lt, äîõîäíîñòü - ëîãàðèôìè÷åñêîé
äîõîäíîñòè rt = lnCt/Ot, è ò.ä.

Ïîä âîëàòèëüíîñòüþ σ ëàãà äëèòåëüíîñòüþ T áóäåì ïîäðàçóìåâàòü óñðåä-
íåíèå ïî äîñòàòî÷íî áîëüøîìó ÷èñëó ëàãîâ îòêëîíåíèÿ äîõîäíîñòè r îò ñðåä-
íåãî: σ2 =

⟨
(r − r̄)2

⟩
. Åñëè âîëàòèëüíîñòü σ ïîñòîÿííà, òî çíà÷åíèÿ ïîëîæè-

òåëüíûõ âåëè÷èí {h, l, |r|, a} â òîé èëè èíîé ìåðå õàðàêòåðèçóþò å¼ çíà÷åíèå.
×åì âîëàòèëüíîñòü ðûíêà âûøå, òåì âåðîÿòíåå áóäóò èõ áîëüøèå çíà÷åíèÿ. Â
÷àñòíîñòè, åñëè ñíîñà íåò (µ = 0), ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíû âîëà-
òèëüíîñòè: ā = 1.596 · σ, h̄ = l̄ = |r| = 0.798 · σ (ñì. ïðèëîæåíèå A).

Îäíàêî, èíôîðìàöèîííàÿ çíà÷èìîñòü êàæäîãî èç ïàðàìåòðîâ è èõ âîçìîæ-
íûõ êîìáèíàöèé ðàçëè÷íà. Ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè äëÿ P (a)
è P (h), P (l),P (|r|), â ñëó÷àå âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà, èìåþò ñëåäóþùèé âèä
(ïóíêòèðíûå ëèíèè - ýòî ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ïðè σ = 1):

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 1 2 3 4

h,l,|r|

P(a) P(h), P(l), P(|r|)

a=h+l
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 1 2 3 4

Ðèñ.2: Ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè áàçèñà

Èç ÷åòâ¼ðêè {a, h, l, |r|} òîëüêî àìïëèòóäà ðàçìàõà èìååò äîñòàòî÷íî óçêèé
ìàêñèìóì â îêðåñòíîñòè ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ. Ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè îñòàëüíûõ
âåëè÷èí ìîíîòîííî ñíèæàþòñÿ ñ èõ ðîñòîì. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî h, l è |r|
ñ âûñîêîé âåðîÿòíîñòüþ ìîãóò èìåòü çíà÷åíèÿ áëèçêèå ê íóëþ. Àìïëèòóäà
ðàçìàõà �a�, íàîáîðîò, èçáåãàåò áûòü íóëåâîé è âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî a < 0.75σ,
ðàâíà 0.002. Òàê, ÷àñòî ðûíîê çàêðûâàåòñÿ ñ áëèçêèì ê íóëþ ïðèðîñòîì öåí
|r| ∼ 0, â òî âðåìÿ êàê åãî âîëàòèëüíîñòü â òå÷åíèè äíÿ áûëà ñóùåñòâåííîé.
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×åì óæå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè äëÿ ìåðû èçìåðåíèÿ âîëàòèëüíîñòè,
òåì îíà ëó÷øå. Äëÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé âåëè÷èíû v îòíîñèòåëüíóþ
ñòåïåíü óçîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæíî õàðàêòåðèçîâàòü îòíîøåíèåì σv/v̄, ãäå
σ2
v = (v − v̄)2 - óñðåäíåíèå êâàäðàòîâ îòêëîíåíèÿ îò ñðåäíåãî v̄. Äëÿ àìïëè-
òóäû ðàçìàõà σa/ā = 0.30, ÷òî â áîëåå ÷åì â äâà ðàçà ìåíüøå àíàëîãè÷íîãî
îòíîøåíèÿ, íàïðèìåð, äëÿ âûñîòû σh/h̄ = 0.76.

Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ - íå ñóùåñòâóåò ëè êîìáèíàöèè áàçèñíûõ
âåëè÷èí f(h, l, r), êîòîðàÿ èìåëà áû áîëåå óçêîå ðàñïðåäåëåíèå, ÷åì àìïëè-
òóäà öåíîâîãî ðàçìàõà �a�? Ýòîé òåìå ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà (ñì.,
íàïðèìåð [21] - [25]).

Â ýòîé ñòàòüå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðîñòóþ ìîäèôèêàöèþ àìïëèòó-
äû ðàçìàõà. Åñëè äèíàìèêà öåíû âíóòðè ëàãà ñîïðîâîæäàåòñÿ ñóùåñòâåííûì
òðåíäîì |r| ≠ 0 (íå âàæíî, ââåðõ èëè âíèç), òî âîëàòèëüíîñòü ìîæåò áûòü
íèæå, ÷åì ïðè òîì æå ðàçìàõå, íî â îòñóòñòâèå òðåíäà (|r| = 0). Ïîýòîìó
öåëåñîîáðàçíî ïîíèæàòü çíà÷åíèå àìïëèòóäû ðàçìàõà â ñëó÷àå áîëüøèõ |r|.
Áóäåì íàçûâàòü ìîäèôèöèðîâàííîé àìïëèòóäîé ðàçìàõà ñëåäóþùóþ âåëè÷è-
íó:

v = a− |r|
2
.

Íèæå â òàáëèöå ïðèâåäåíû ñòàòèñòè÷åñêèå ïàðàìåòðû (ñðåäíåå çíà÷åíèå (av),
ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå îò íåãî (si), àñèììåòðèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ (as)
è åãî ýêñöåññ (ex) ïðè σ = 1:

Òàáëèöà 1.: Ñòàòèñòè÷åñêèå ïàðàìåòðû ðàñïðåäåëåíèé äëÿ |r|, a è v.

av si as ex si/av

|r| 0.798 0.603 1.00 0.87 0.76

a 1.596 0.476 0.97 1.24 0.30

v 1.197 0.300 0.53 0.26 0.25

Âèäíî, ÷òî îòíîñèòåëüíàÿ øèðèíà ðàñïðåäåëåíèÿ ìîäèôèöèðîâàííîé àìïëè-
òóäû ðàçìàõà σv/v̄ = 0.25, ÷òî ëó÷øå, ÷åì ó ïðîñòîãî ðàçìàõà a. Ñòàòèñòè-
÷åñêèå ïàðàìåòðû ïîêàçûâàþò òàêæå, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå äëÿ �v� áîëåå ñèì-
ìåòðè÷íî âîêðóã ìàêñèìóìà è èìååò ìåíüøèé ýêñöåññ, ÷åì �a�. Ïðèâåä¼ì âèä
ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ P (v) âìåñòå ñ P (a) (ïóíêòèð), è âûðàæåíèÿ äëÿ ñðåäíåãî
v è åãî êâàäðàòà â ñëó÷àå áðîóíîâñêîãî áëóæäàíèÿ:

0
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0.6

0.8

1.0

1.2

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

P(  )

P(a)

v̄ =
3√
2π

· σ,

v2 =

(
4 ln 2− 5

4

)
· σ2.

Ðèñ.3: Ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè P (v), P (a) è ñðåäíèå äëÿ v è v2

Òàêèì îáðàçîì, ìîäèôèöèðîâàííàÿ àìïëèòóäà ðàçìàõà îêàçûâàåòñÿ ëó÷-
øåé ìåðîé âîëàòèëüíîñòè, ÷åì ïðîñòîé ðàçìàõ, è ñóùåñòâåííî ëó÷øå, ÷åì ìî-
äóëü ëîãàðèôìè÷åñêîé äîõîäíîñòè. Â ïðèëîæåíèè B. ìû ñðàâíèâàåì ìîäèôè-
öèðîâàííóþ àìïëèòóäó ðàçìàõà ñ íåêîòîðûìè äðóãèìè èçâåñòíûìè ñïîñîáàìè
èçìåðåíèÿ âîëàòèëüíîñòè. Ïðè àíàëîãè÷íîé èëè ìåíüøåé îøèáêå îïðåäåëåíèÿ
âîëàòèëüíîñòè ìåðà �v� èìååò ñóùåñòâåííî áîëåå ïðîñòîå îïðåäåëåíèå è íåñìå-
ù¼ííîñòü äëÿ ìàëîãî ÷èñëà ëàãîâ, ïîýòîìó äàëåå â ñòàòüå ìû áóäåì øèðîêî
å¼ èñïîëüçîâàòü.
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3 Âíóòðèäíåâíàÿ âîëàòèëüíîñòü

Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýôôåêòèâíîñòü ìîäèôèöèðîâàííîé àìïëèòóäû ðàçìà-
õà íà ðåàëüíûõ äàííûõ. Ðàññìîòðèì 15-ìèíóòíûå êîòèðîâêè íà ðûíêå Ôîðåêñ
çà ïåðèîä ñ 2004 ïî 2008 ãîä äëÿ ïàðû EURUSD. Ïðîèçâåä¼ì èõ àãðåãèðîâàíèå
â äíåâíûå òî÷êè, âû÷èñëÿÿ, êðîìå ìèíèìàëüíîãî è ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ,
òàêæå âíóòðèäíåâíóþ âîëàòèëüíîñòü íà îñíîâå ëîãàðèôìè÷åñêèõ äîõîäíîñòåé
15-ìèíóòíûõ ëàãîâ:

σ2 =
n

n− 1

n∑
i=1

(ri − r̄)2. (4)

Â òå÷åíèå äíÿ ìû èìååì n = 96 = 4 · 24 ïÿòíàäöàòèìèíóòíûõ ëàãîâ. Ìíî-
æèòåëü n â (4) ïðèâîäèò 15-ìèíóòíóþ âîëàòèëüíîñòü ê äíåâíîìó çíà÷åíèþ.
Âðåìåííàÿ äèíàìèêà âíóòðèäíåâíîé âîëàòèëüíîñòè èìåëà ñëåäóþùèé âèä
(1250 òîðãîâûõ äíåé, áåç ó÷¼òà âûõîäíûõ è îñíîâíûõ ïðàçäíèêîâ):

Ðèñ.4: Âíóòðèäíåâíàÿ âîëàòèëüíîñòü EURUSD

Âèäíî, ÷òî, íà÷èíàÿ ñ îñåíè 2008-ãî ãîäà, âîëàòèëüíîñòü âàëþòíîãî ðûíêà,
êàê, âïðî÷åì, è äðóãèõ ôèíàíñîâûõ ðûíêîâ, ñóùåñòâåííî âûðîñëà, â ñâÿçè ñ
îáîñòðåíèåì ôèíàíñîâîãî êðèçèñà. Îäíàêî, äàæå â äîêðèçèñíûé ïåðèîä âîëà-
òèëüíîñòü èìååò ÿðêî âûðàæåííóþ íåñòàöèîíàðíóþ ñîñòàâëÿþùóþ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ïî âûáîðêå èç n = 96 ÷èñåë âûáîðî÷íàÿ
âîëàòèëüíîñòü ëó÷øå õàðàêòåðèçóåò �èñòèííóþ� âîëàòèëüíîñòü, ÷åì òîëüêî
äíåâíîé áàçèñ èç òð¼õ ÷èñåë {h, l, r} [14], [15], [16], [17]. Áîëåå êà÷åñòâåííàÿ
ìåðà âîëàòèëüíîñòè, îñíîâàííàÿ íà áàçèñå, äîëæíà áûòü ëó÷øå ñêîððåëèðî-
âàíà ñ âíóòðèäíåâíîé âîëàòèëüíîñòüþ. Ïîñòðîèì òî÷å÷íûå äèàãðàììû çàâè-
ñèìîñòè åæåäíåâíûõ çíà÷åíèé vt, at è |rt| îò âíóòðèäíåâíîé âîëàòèëüíîñòè σt

(EURUSD 2004-2008):

Ðèñ.5: Çàâèñèìîñòè v(σ), a(σ) è |r|(σ)

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî vt è at ñóùåñòâåííî ëó÷øå ñâÿçàíû ñ σt, ÷åì |rt|. Ïåðåõîä
îò àìïëèòóä �a� ê ìîäèôèöèðîâàííûì àìïëèòóäàì �v� äà¼ò îïðåäåë¼ííûé
âûèãðûø, îäíàêî îí, êîíå÷íî, íå ñòîëü çíà÷èòåëåí.
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Ïîõîæèå ðåçóëüòàòû ïîëó÷àþòñÿ è äëÿ äðóãèõ âàëþò. Íàêëîíû ðåãðåñ-
ñèîííûõ ïðÿìûõ vt/σt è at/σt äëÿ øåñòè âàëþòíûõ ïàð èìåþò ñëåäóþùèå
çíà÷åíèÿ:

eurusd gbpusd usdchf usdjpy usdcad audusd average

⟨v/σ⟩ 1.263 1.260 1.289 1.251 1.241 1.243 1.258

⟨a/σ⟩ 1.671 1.665 1.692 1.640 1.621 1.660 1.658

⟨|r|/σ⟩ 0.817 0.809 0.807 0.776 0.761 0.834 0.801

Â êàæäîì ñëó÷àå îøèáêà ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè äëÿ v áûëà ìåíüøå, ÷åì
äëÿ a, è ñóùåñòâåííî ìåíüøå, ÷åì äëÿ |r|.

Íåñìîòðÿ íà çàìåòíûé ðàçáðîñ, çíà÷åíèÿ v/σ, a/σ è |r|/σ áëèçêè ê ñâîèì
òåîðåòè÷åñêèì âåëè÷èíàì 1.197, 1.596 è 0.798, âîçíèêàþùèì ïðè ñëó÷àéíîì
âèíåðîâñêîì áëóæäàíèè. Òåì íå ìåíåå, íåîáõîäèìî ïîìíèòü, ÷òî, íàïðèìåð,
îòíîøåíèå v/σ = 3/

√
2π ñïðàâåäëèâî òîëüêî äëÿ áðîóíîâñêîãî áëóæäàíèÿ ñ

íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì äîõîäíîñòè ëàãà. Íà ïðàêòèêå ýòî íå ñîâñåì òàê,
è îòíîøåíèå v/σ ìîæåò áûòü ðàâíî íåêîòîðîé êîíñòàíòå, îòëè÷íîé îò 3/

√
2π,

îïðåäåëåíèå çíà÷åíèÿ êîòîðîé ìû îáñóäèì íèæå.

Åù¼ îäíèì ïðèçíàêîì çíà÷èìîñòè ìîäèôèöèðîâàííîé àìïëèòóäû ðàçìàõà
öåíû ÿâëÿþòñÿ àâòîêîððåëÿöèîííûå êîýôôèöèåíòû, êîòîðûå áóäóò îáúåêòîì
íàøåãî èíòåðåñà:

ρs(v) = cor(vt, vt−s) =
⟨(vt − v̄)(vt−s − v̄)⟩

σ2
v

, (5)

ãäå óñðåäíåíèå ïðîâîäèòñÿ ïî âñåì íàáëþäàåìûì çíà÷åíèÿì vt = v1, .., vn. Äëÿ
äíåâíûõ êóðñîâ EURUSD (2004-2008) ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå äèàãðàììû àâ-
òîêîððåëÿöèè êàê ôóíêöèè ïàðàìåòðà ñäâèãà s:

Ðèñ.6: Êîððåëîãðàììû âîëàòèëüíîñòè äëÿ EURUSD

Âèäíî, ÷òî íàèáîëåå âûñîêèìè ÿâëÿþòñÿ àâòîêîððåëÿöèè âíóòðèäíåâíîé âî-
ëàòèëüíîñòè ρ1(σ) = 0.77, çàòåì èäóò ìîäèôèöèðîâàííûå àìïëèòóäû ðàçìàõà
öåíû ρ1(v) = 0.54, ïðîñòîé àìïëèòóäû ρ1(a) = 0.47, è ñàìûå ìàëåíüêèå çíà÷å-
íèÿ êîýôôèöèåíòîâ ó ìîäóëÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé äîõîäíîñòè ρ1(|r|) = 0.11.

Âûñîêèå àâòîêîððåëÿöèè ïîÿâëÿþòñÿ ïðè ðàññìîòðåíèè ñàìûõ ðàçíîîáðàç-
íûõ ôèíàíñîâûõ èíñòðóìåíòîâ è ÿâëÿþòñÿ äîâîëüíî èíòðèãóþùèì ôàêòîì
[27]. Äëÿ ñðàâíåíèÿ, 1-é àâòîêîððåëÿöèîííûé êîýôôèöèåíò äîõîäíîñòè êóðñà
EURUSD ðàâåí ρ1(r) = −0.02, ÷òî ñ ó÷¼òîì äâîéíîé ñòàòèñòè÷åñêîé îøèáêè
0.06 (1250 òîðãîâûõ äíåé) ñîîòâåòñòâóåò îòñóòñòâèþ êîððåëÿöèè. Ýòà íåïðåä-
ñêàçóåìîñòü ðûíêà ÿâëÿåòñÿ ïðîÿâëåíèåì åãî ýôôåêòèâíîñòè.

Îäíàêî äëÿ ìîäóëåé äîõîäíîñòè, è òåì áîëåå âîëàòèëüíîñòåé, ýòî íå òàê. Íà
îñíîâàíèè ýòîãî ôàêòà ñòðîèòñÿ îãðîìíîå êîëè÷åñòâî ñòîõàñòè÷åñêèõ ìîäåëåé,
ïðåòåíäóþùèõ íà ïðåäñêàçàíèå áóäóùèõ çíà÷åíèé âîëàòèëüíîñòè. Â áîëüøèí-
ñòâå ñâî¼ì ýòè ìîäåëè íîñÿò ýìïèðè÷åñêèé õàðàêòåð, íå îáúÿñíÿÿ ïðè÷èí ïî-
ÿâëåíèÿ àâòîêîððåëÿöèé. Îäíîé èç íàøèõ çàäà÷ áóäåò ïðåäëîæèòü ïîäîáíîå
îáúÿñíåíèå.
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4 Ýìïèðè÷åñêèå îñîáåííîñòè àâòîêîððåëÿöèé

Â öåëÿõ äàëüíåéøåãî àíàëèçà îòìåòèì ðÿä îñîáåííîñòåé ïîâåäåíèÿ àâòî-
êîððåëÿöèîííûõ êîýôôèöèåíòîâ, ñâÿçàííûõ ñ âîëàòèëüíîñòüþ.

1. Àâòîêîððåëÿöèè óáûâàþò ìîíîòîííî è î÷åíü ìåäëåííî.

Ýòîò ðåçóëüòàò øèðîêî èçâåñòåí. Ñóùåñòâóåò ðÿä èññëåäîâàíèé ïî îïðåäåëå-
íèþ ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè àâòîêîððåëÿöèîííîãî êîýôôèöèåíòà îò ïà-
ðàìåòðà ñäâèãà s. Îáû÷íî àâòîêîððåëÿöèè àïïðîêñèìèðóþò ñòåïåííîé ôóíê-
öèåé s−µ. Ïðè ýòîì ïàðàìåòð µ îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî ìàëåíüêèì.

2. Àâòîêîððåëÿöèè òåì âûøå, ÷åì øèðå âðåìåííîé èíòåðâàë.

Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå àâòîêîððåëÿöèîííûõ êîýôôèöèåíòîâ åæåäíåâíîé ìî-
äèôèöèðîâàííîé àìïëèòóäû ðàçìàõà v = a − |r|/2 äëÿ ôîíäîâîãî èíäåêñà
S&P500 çà ïåðèîä ñ 2001 ïî 2006 ãîä. Ðàçîáü¼ì ýòîò èíòåðâàë íà äâà òð¼õëåò-
íèõ ïåðèîäà 2001-2003 è 2004-2006. Â ïåðâîì ñëó÷àå áûëî n = 752 òîðãîâûõ
äíÿ, à âî âòîðîì - n = 755. Âû÷èñëèì àâòîêîððåëÿöèîííûå êîýôôèöèåíòû
êàæäîãî ïåðèîäà ïî îòäåëüíîñòè è àâòîêîððåëÿöèþ ïî îáúåäèí¼ííûì äàííûì.

Ðåçóëüòèðóþùèå àâòîêîððåëîãðàììû ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå íèæå (îáú-
åäèí¼ííàÿ àâòîêîððåëÿöèÿ ïîâòîðåíà íà êàæäîì èç íèõ):

2001-2006 2001-2006

2004-2006
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Ðèñ.7: Êîððåëîãðàììû S&P500 çà ðàçëè÷íûå èíòåðâàëû âðåìåíè

Âèäíî, ÷òî ñóììàðíàÿ êîððåëîãðàììà ëåæèò âûøå êîððåëîãðàìì êàæäîãî èç
ïåðèîäîâ. Ýòà çàêîíîìåðíîñòü, âîîáùå ãîâîðÿ, âûïîëíÿåòñÿ íå âñåãäà, è óñëî-
âèÿ, ïðè êîòîðûõ îíà âîçíèêàåò, áóäóò ïîíÿòíû èç äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé.

Çäåñü è äàëåå ïóíêòèðíûå ãîðèçîíòàëüíûå ëèíèè íà êîððåëîãðàììàõ îáðà-
çóþò êîðèäîð ñ äâîéíîé îøèáêîé ±2/

√
n, ãäå n - êîëè÷åñòâî ÷èñåë, ó÷àñòâóþ-

ùèõ â âû÷èñëåíèè àâòîêîððåëÿöèîííûõ êîýôôèöèåíòîâ. Â òàáëèöå ïðèâåäåíû
îñíîâíûå ñòàòèñòè÷åñêèå ïàðàìåòðû åæåäíåâíîé ëîãàðèôìè÷åñêîé äîõîäíî-
ñòè èíäåêñà S&P500 íà ðàçëè÷íûõ ýòàïàõ:

Ïåðèîä n r σ as ex p0 p1 ρ1(v)

2004-2006 755 0.032 0.659 -0.02 0.25 55.9 69.4 0.16

2001-2003 752 -0.023 1.376 0.20 1.27 48.9 71.4 0.42

2001-2006 1507 0.005 1.078 0.15 2.84 52.4 75.7 0.55

Êðîìå ñðåäíåãî (r), äíåâíîé âîëàòèëüíîñòè σ, àñèììåòðèè (as) è ýêñöåññà (ex)
âû÷èñëåíû äîëÿ â ïðîöåíòàõ ïîëîæèòåëüíûõ äîõîäíîñòåé p0 = p(r > 0) è äîëÿ
èõ ïîïàäàíèé â îäíó ñèãìó: p1 = p(|r − r̄| < σ). Îòìåòèì, ÷òî p1 ñóùåñòâåííî
óñòîé÷èâåå ïî îòíîøåíèþ ê áîëüøèì âûáðîñàì, ÷åì ýêñöåññ. Òàê, çà ïåðèîä
1950-2008 (n = 14844) ìû ïîëó÷èì ex = 32.2, p1 = 78.9. Çàìåíà òîëüêî òðåõ
ïîñëåäîâàòåëüíûõ äíåé, ñîïðîâîæäàþùèõ áèðæåâîé êðàõ 1987 ãîäà ñ ïîíå-
äåëüíèêà, 19 îêòÿáðÿ, r = −22.9%, +5.2%, +8.7%, íà îäíî ñóììàðíîå ïàäåíèå
r = −9% â òðè ðàçà óìåíüøàåò ýêñöåññ ex = 10.5, è ëèøü íåçíà÷èòåëüíî -
âåðîÿòíîñòü p1 = 78.3.
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Èç ïðèâåäåííîé âûøå òàáëèöû âèäíî, ÷òî êîãäà ðûíîê ñïîêîåí (2004-
2006: σ = 0.659%), îí äîñòàòî÷íî áëèçîê ê íîðìàëüíîìó (ex = 0.25). Ïî-
ñëå ðàñøèðåíèÿ èíòåðâàëîâ âðåìåíè íîðìàëüíîñòü ñóùåñòâåííî óõóäøàåòñÿ.
Îäíîâðåìåííî ñ ýòèì íà÷èíàåò âîçðàñòàòü àâòîêîððåëÿöèÿ âîëàòèëüíîñòåé
ρ1(v) = cor(vt, vt−1).

Àíàëîãè÷íî îáñòîèò ñèòóàöèÿ íà âàëþòíîì ðûíêå. Îòáðàñûâàíèå êðèçèñ-
íîãî 4-ãî êâàðòàëà 2008 ãîäà ñóùåñòâåííî ñíèæàåò àâòîêîððåëÿöèîííûå êîýô-
ôèöèåíòû ñòàòèñòèê, ñâÿçàííûõ ñ âîëàòèëüíîñòüþ äëÿ EURUSD:

Ïåðèîä n ρ1(σ) ρ1(v) ρ1(a) ρ1(|r|)
1Q-2004 .. 4Q-2008 1302 0.80 0.54 0.47 0.11

1Q-2004 .. 3Q-2008 1215 0.51 0.25 0.16 0.01

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì ïðîèñõîäèò óìåíüøåíèå êîëè÷åñòâà äíåé, ïî êîòîðûì
âû÷èñëÿþòñÿ àâòîêîððåëÿöèîííûå êîýôôèöèåíòû, âñåãî íà 7%.

3. Òî÷å÷íàÿ äèàãðàììà âîëàòèëüíîñòè èìååò ôîðìó �âåíèêà�.

Ïîñòðîèì òî÷å÷íûå ãðàôèêè ìîäèôèöèðîâàííûõ àìïëèòóä ðàçìàõà {vt−1, vt},
èëëþñòðèðóþùèå �íàëè÷èå âðåìåííîé ïàìÿòè� âîëàòèëüíîñòè äëÿ òð¼õ ðàñ-
ñìîòðåííûõ âûøå ïåðèîäîâ èíäåêñà S&P500:

  t-1

   t

0 3

3

0   t-1

   t

0 3

3

0    t-1
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3

0

2004-2006 2001-20062001-2003

Ðèñ.8: Çàâèñèìîñòè at(at−1), S&P500

Êàê âèäíî èç äèàãðàììû, òî÷êè çàïîëíÿþò îáëàñòü ñ õàðàêòåðíîé ôîðìîé
�âåíèêà�, ðàñøèðÿþùåãîñÿ â îáëàñòü ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé. Åñòåñòâåííî,
îí òåì áîëåå ÿðêî âûðàæåí, ÷åì âûøå àâòîêîððåëÿöèîííûå êîýôôèöèåíòû.

Ôîðìà îáëàñòè σt = f(σt−s) ïðàêòè÷åñêè íå çàâèñèò îò âåëè÷èíû ñäâè-
ãà è ñïîñîáà èçìåðåíèÿ âîëàòèëüíîñòè. Äëÿ âàëþòíîé ïàðû EURUSD íà èí-
òåðâàëå 2004-2008 ìû èìååì ñëåäóþùèå òî÷å÷íûå äèàãðàììû âíóòðèäíåâíûõ
âîëàòèëüíîñòåé, ïîëó÷åííûõ ïî 15-ìèíóòíûì ëàãàì:
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Ðèñ.9: Çàâèñèìîñòè σt(σt−s), s = 1, 5, 10, EURUSD

Íà ýòèõ ðèñóíêàõ â êà÷åñòâå ñäâèãà âçÿò îäèí äåíü (s = 1), íåäåëÿ (s = 5), è äâå
íåäåëè (s = 10). Âèäíî, ÷òî ôîðìà �âåíèêà� çàìåòíûì îáðàçîì íå èçìåíÿåòñÿ,
ïîñòåïåííî ðàñïëûâàÿñü ñ ïîíèæåíèåì àâòîêîððåëÿöèîííîãî êîýôôèöèåíòà.
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5 Êîãäà àâòîêîððåëÿöèè íå çàòóõàþò

Ìåäëåííîå ñíèæåíèå çíà÷åíèé àâòîêîððåëÿöèîííîãî êîýôôèöèåíòà ñ óâå-
ëè÷åíèåì ïàðàìåòðà ñäâèãà, íà ñàìîì äåëå, äîëæíî íàñòîðàæèâàòü. Ñóùåñòâó-
þò î÷åíü ïðîñòûå ìîäåëè, íå ñâÿçàííûå ñî ñòîõàñòè÷íîñòüþ âîëàòèëüíîñòè, â
êîòîðûõ âîçíèêàåò ïîäîáíûé ýôôåêò.

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, îáû÷íîå ëîãàðèôìè÷åñêîå áëóæäàíèå:

dx

x
= µ dt+ σ δW. (6)

Ñìîäåëèðóåì �äâàäöàòèëåòíþþ� (5000=20·250 òîðãîâûõ äíåé) ýâîëþöèþ öå-
íû, ïðè êîòîðîé â ïåðâûå 10 ëåò âîëàòèëüíîñòü áûëà ïîñòîÿííîé è ðàâíîé
σ1 = 1%, à âî âòîðîå äåñÿòèëåòèå îíà ñêà÷êîì ïîâûñèëàñü äî σ2 = 2%. Ïðè
ýòîì âèíåðîâñêàÿ ïåðåìåííàÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå δW = ε

√
dt, ãäå ε - íîð-

ìàëüíî ðàñïðåäåë¼ííîå ñëó÷àéíîå ÷èñëî ñ íóëåâûì ñðåäíèì è åäèíè÷íîé äèñ-
ïåðñèåé. Â êà÷åñòâå ìàëîãî èíòåðâàëà âðåìåíè dt âûáðàíà îäíà ñåêóíäà dt =
1/(24 · 60 · 60), ñì. ïðèëîæåíèå Ñ.

Äèíàìèêà åæåäíåâíûõ çíà÷åíèé ìîäèôèöèðîâàííîé àìïëèòóäû ðàçìàõà
vt = at−|rt|/2 íà �ïåðåëîìíûõ� 10-ì è 11-îì ãîäàõ èìåëà âèä (âðåìÿ â �äíÿõ�):

1

2

2250 2500 2750

t /1.197

t

Ðèñ.10: Äâà ãîäà áëóæäàíèÿ íà �ïåðåñêîêå� âîëàòèëüíîñòè

Ïîäîáíûé ðÿä ñ íåñòàöèîíàðíîñòüþ â âèäå ñòóïåíüêè îáëàäàåò çàìåòíûìè
àâòîêîððåëÿöèîííûìè êîýôôèöèåíòàìè äëÿ ìîäóëÿ äîõîäíîñòè (âòîðîé ðèñó-
íîê) è åù¼ áîëüøèìè - äëÿ àìïëèòóäû ðàçìàõà (òðåòèé ðèñóíîê):
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Ðèñ.11: Àâòîêîððåëÿöèè äîõîäíîñòè, å¼ ìîäóëÿ è ìîäèôèöèðîâàííîé àìïëèòóäû.

Õàðàêòåðíî, ÷òî îíè î÷åíü ìåäëåííî óáûâàþò ñ ðîñòîì ïàðàìåòðà ñäâèãà s. Â
ïðîòèâîïîëîæíîñòü |rt| è vt, êîððåëÿöèè äîõîäíîñòåé öåíû rt (ïåðâûé ðèñóíîê
íèæå), â ïðåäåëàõ äâóõ ñòàíäàðòíûõ îøèáîê, ðàâíû íóëþ.

Òàêèì îáðàçîì, íåñìîòðÿ íà ñòàòèñòè÷åñêóþ íåçàâèñèìîñòü äâóõ ñîñåä-
íèõ äíåé, âîçíèêàþò êîððåëÿöèîííûå çàêîíîìåðíîñòè. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî
íåçàâèñèìûìè ÿâëÿþòñÿ íå òîëüêî äîõîäíîñòè r, íî è èõ ìîäóëè |r|, èëè àì-
ïëèòóäû ðàçìàõà v. Åñëè áû âîëàòèëüíîñòü áûëà ïîñòîÿííîé äâàäöàòü ëåò,
òî âñå êîððåëîãðàììû ρs(|r|) è ρs(v) áûëè áû ðàâíû íóëþ. Ïðè ïîÿâëåíèè
íåñòàöèîíàðíîñòè ñèòóàöèÿ èçìåíÿåòñÿ.
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Ïðè÷èíó ïîäîáíîãî ýôôåêòà íåñëîæíî ïîíÿòü. Íèæå íà òð¼õ òî÷å÷íûõ
äèàãðàììàõ ïðåäñòàâëåíû çíà÷åíèÿ ëîãàðèôìè÷åñêèõ äîõîäíîñòåé, èõ ìîäó-
ëåé è ìîäèôèöèðîâàííûõ àìïëèòóä äâóõ ñîñåäíèõ äíåé â òå÷åíèå ïåðâîãî äå-
ñÿòèëåòèÿ ýâîëþöèè ñ ïîñòîÿííîé âîëàòèëüíîñòüþ σ = 1%.
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Ðèñ.12: Ïåðâîå äåñÿòèëåòèå

Â ïåðâîì ñëó÷àå òî÷êè îáðàçóþò ïðàêòè÷åñêè ñèììåòðè÷íîå îáëàêî, è, åñòå-
ñòâåííî, êîððåëÿöèÿ ðàâíà íóëþ. Âî âòîðîì è òðåòüåì - ïîëíîé ñèììåòðèè
íåò, òàê êàê ýòèì ñâîéñòâîì íå îáëàäàþò ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè P (|r|) è P (v).
Îäíàêî, â ñèëó íåçàâèñèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíûõ äíåé, êîððåëÿöèîííûé êî-
ýôôèöèåíò ðàâåí íóëþ. Åñëè, íàïðèìåð, x = vt, à y = vt−1, òî íåçàâèñèìîñòü
îçíà÷àåò, ÷òî ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ïëîòíî-
ñòåé âåðîÿòíîñòè êàæäîé âåëè÷èíû P (x, y) = P (x) · P (y). Ïîýòîìó ïðè ëþáîì

ðàñïðåäåëåíèè êîâàðèàöèÿ áóäåò ðàâíà íóëþ: (x− x̄)(y − ȳ) = 0.
Âàæíûì ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî äëÿ äîõîäíîñòåé rt öåíòð îáëàêà ðàñïîëî-

æåí â íà÷àëå êîîðäèíàò, òîãäà êàê äëÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûõ âåëè÷èí
|rt| è vt îí ñäâèíóò âïðàâî è ââåðõ â îáëàñòü ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé.

Äîáàâèì òåïåðü íà äèàãðàììû òî÷êè âòîðîãî äåñÿòèëåòèÿ:

5-5

5

-5 t-1rt-1

rt

50

5

0

50

5

0

t|r|t

|r|t-1

Ðèñ.13: Îáà äåñÿòèëåòèÿ

Äëÿ ëîãàðèôìè÷åñêèõ äîõîäíîñòåé (ïåðâàÿ äèàãðàììà) ïðîèñõîäèò íàëîæåíèå
äâóõ îáëàêîâ ñ îäèíàêîâûì öåíòðîì r̄ = 0. Ðåçóëüòèðóþùåå îáëàêî îñòà¼òñÿ
ñèììåòðè÷íûì, ïîýòîìó àâòîêîððåëÿöèÿ ïî-ïðåæíåìó ðàâíà íóëþ. Â ñëó÷àå
àìïëèòóä ðàçìàõà (òðåòüÿ äèàãðàììà) âîçíèêàþò äâà íåñîâïàäàþùèõ îáëàêà,
îäíî èõ êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò σ1 = 1%, à âòîðîå σ2 = 2% (íàïîìíèì, ÷òî v̄ =
1.197σ). Ïåðåìû÷êà ìåæäó îáëàêàìè ðàçìûâàåòñÿ, è â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ
ôèãóðà ñ õàðàêòåðíîé ôîðìîé âåíèêà (âåðõíåå îáëàêî èìååò áîëüøèé ðàçìåð).
×åðåç íå¼ ìîæíî, ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, ïðîâåñòè ïðÿìóþ, íàêëîí
êîòîðîé è áóäåò ïðîïîðöèîíàëåí êîððåëÿöèîííîìó êîýôôèöèåíòó.

Äèàãðàììà íå èçìåíèòñÿ, åñëè ìû âîçüì¼ì ñäâèã â äâà äíÿ {vt, vt−2}, òàê
êàê, çà èñêëþ÷åíèåì ïåðåõîäíûõ òî÷åê â ìîìåíò ñêà÷êà âîëàòèëüíîñòè, çíà-
÷åíèÿ êàæäîãî äåñÿòèëåòèÿ áóäóò êëàñòåðèçîâàòüñÿ â ñâî¼ì îáëàêå.

Íåñêîëüêî ñëîæíåå ñèòóàöèÿ îáñòîèò ñî âòîðîé òî÷å÷íîé äèàãðàììîé äëÿ
ìîäóëåé äîõîäíîñòè {|rt−1|, |rt|}. Âèçóàëüíî îíà íå îòëè÷àåòñÿ îò àíàëîãè÷íîé
äëÿ ïåðâîãî äåñÿòèëåòèÿ. Êîððåëÿöèÿ, òåì íå ìåíåå, âîçíèêàåò. ×òîáû ïîíÿòü
å¼ ïðîèñõîæäåíèå, íåîáõîäèìî ðàñøèðèòü ñòàíäàðòíûå ñòàòèñòè÷åñêèå ñîîò-
íîøåíèÿ íà ñëó÷àé íåñòàöèîíàðíûõ äàííûõ.
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6 Íåñòàöèîíàðíàÿ ñòàòèñòèêà

Ïóñòü ïàðàìåòðû ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû x ïëàâíî èçìåíÿþòñÿ
ñî âðåìåíåì. Åñëè ìû, íå ó÷èòûâàÿ ýòîãî, ïðîèçâîäèì óñðåäíåíèå íàáëþäå-
íèé çà íåêîòîðûé èíòåðâàë âðåìåíè T , òî ñðåäíåå çíà÷åíèå x̄ ïî âñåì äàííûì
ôàêòè÷åñêè áóäåò ðàâíî:

x̄ = ⟨x̄(t)⟩ = 1

T

T∫
0

x̄(t) dt, ãäå x̄(t) =

∞∫
−∞

x · P (x, t) dx. (7)

Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû â êàæäûé ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè âû÷èñëÿ-
åì ëîêàëüíîå ñðåäíåå x̄(t), à çàòåì ðàâíîìåðíî óñðåäíÿåì âñå òàêèå ñðåäíèå
ïî èíòåðâàëó âðåìåíè T (óãëîâûå ñêîáêè). Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì ëîêàëüíóþ

äèñïåðñèþ:

σ2(t) =

∞∫
−∞

(x− x̄(t))2 · P (x, t) dx = x2(t)− x(t)2. (8)

Äèñïåðñèÿ, âû÷èñëåííàÿ ïî âñåì äàííûì, áóäåò ðàâíà:

σ2 = (x− x̄)2 =
⟨
x2(t)

⟩
−
⟨
x(t)

⟩2
=

⟨
σ(t)2

⟩
+

⟨
x(t)2

⟩
−
⟨
x(t)

⟩2
, (9)

ãäå óãëîâûå ñêîáêè, êàê è âûøå, îáîçíà÷àþò óñðåäíåíèå ïî èíòåðâàëó âðåìåíè
T . Òàêèì îáðàçîì, σ2 îïðåäåëÿåòñÿ ñóììîé âçâåøåííîé ëîêàëüíîé äèñïåðñèè⟨
σ2(t)

⟩
è âðåìåííîé äèñïåðñèè ñðåäíåãî (âòîðîå è òðåòüå ñëàãàåìûå).

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïàðàìåòðè÷åñêîé íåñòàöèîíàðíîñòè âåëè÷èíó xt ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå xt = µ(t) + σ(t) · ηt, ãäå ηt - ñòàöèîíàðíûå íåçàâèñèìûå
ñëó÷àéíûå ÷èñëà ñ íóëåâûì ñðåäíèì è åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé (η = 0, η2 = 1).

Ñðåäíåå ýòèõ âåëè÷èí ðàâíî
⟨
µ(t)

⟩
, à äèñïåðñèÿ:

⟨
σ(t)2

⟩
+
⟨
µ(t)2

⟩
−

⟨
µ(t)

⟩2
.

Ðàññìîòðèì òåïåðü äâå ëîêàëüíî íåçàâèñèìûå âåëè÷èíû x è y. Èõ íåçà-
âèñèìîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ïëîòíîñòü ñîâìåñòíîé âåðîÿòíîñòè â ôèêñèðîâàííûé
ìîìåíò âðåìåíè t ðàñùåïëÿåòñÿ P (x, y, t) = P (x, t) · P (y, t), è

x · y (t) = x(t) · y(t). (10)

Îäíàêî ïðè óñðåäíåíèè ïî âñåì äàííûì ýòè âåëè÷èíû óæå ïåðåñòàþò áûòü
íåçàâèñèìûìè. Äåéñòâèòåëüíî, âðåìåííîå ñðåäíåå ïðîèçâåäåíèÿ:

x · y =
1

T

T∫
0

∞∫
−∞

x · y P (x, y, t) dxdydt =
1

T

T∫
0

x̄(t)ȳ(t) dt = ⟨x̄(t) · ȳ(t)⟩ , (11)

âîîáùå ãîâîðÿ, íå ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ âðåìåííûõ ñðåäíèõ: x ·y = ⟨x̄(t)⟩·⟨ȳ(t)⟩.
Åñëè ëîêàëüíûå ñðåäíèå x̄(t), ȳ(t) îòëè÷íû îò íóëÿ, òî, â îáùåì ñëó÷àå, áóäåò
íå íóëåâûì è êîððåëÿöèîííûé êîýôôèöèåíò. Â ïðèìåðå ïðåäûäóùåãî ðàç-
äåëà ñðåäíåå çíà÷åíèå äîõîäíîñòåé â êàæäîì äåñÿòèëåòèè áûëî ðàâíî íóëþ,
ïîýòîìó èõ àâòîêîððåëÿöèÿ íå âîçíèêàëà. Äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ âåëè÷èí |r| è
a ñðåäíèå çíà÷åíèÿ íå íóëåâûå, è, íåñìîòðÿ íà íåçàâèñèìîñòü äâóõ ïîñëåäîâà-
òåëüíûõ äíåé, âîçíèêàåò àâòîêîððåëÿöèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ëîêàëüíî íåçàâèñèìûå âåëè÷èíû, îáëàäàÿ îäíîòèïíîé äîë-
ãîñðî÷íîé íåñòàöèîíàðíîñòüþ, íåèçáåæíî ñòàíîâÿòñÿ çàâèñèìûìè. Îäíàêî ýòà
çàâèñèìîñòü èìååò íå ñòîõàñòè÷åñêóþ, à �äåòåðìèíèðîâàííóþ�, ãëàäêóþ ïðè-
ðîäó, ñâÿçàííóþ âðåìåííîé ñèíõðîíèçàöèåé.
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Íàïðèìåð, åñëè íåñòàöèîíàðíîñòü âîëàòèëüíîñòè èìååò ôîðìó ñòóïåíüêè
ñ îäèíàêîâîé äëèòåëüíîñòüþ, ñðåäíåå çíà÷åíèå è äèñïåðñèÿ ïî âñåì äàííûì
ðàâíû:

x̄ =
x̄1 + x̄1

2
, σ2 =

σ2
x1 + σ2

x2

2
+

(x̄1 − x̄2)
2

4
, (12)

ãäå x îáîçíà÷àåò �|r|� èëè �v�, ñòàòèñòè÷åñêèå ïàðàìåòðû ïåðâîãî äåñÿòèëåòèÿ
ðàâíû x̄1, σx1, à âòîðîãî x̄2, σx2. Åñëè ñäâèã ïðè âû÷èñëåíèè àâòîêîððåëÿöèîí-
íîãî êîýôôèöèåíòà ìàë ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèòåëüíîñòüþ T , â ïåðâîì ïðèáëèæå-
íèè êðàåâûìè ýôôåêòàìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü è ñ÷èòàòü, ÷òî x = vt è y = vt−1

- äâå íåçàâèñèìûå âåëè÷èíû. Èõ êîâàðèàöèÿ ðàâíà:

x · y − x · y =
x̄1ȳ1 + x̄2ȳ2

2
− x̄1 + x̄2

2
· ȳ1 + ȳ2

2
=

(x̄1 − x̄2)(ȳ1 − ȳ2)

4
. (13)

Òàê êàê x̄i = ȳi, òî äëÿ àâòîêîððåëÿöèîííîãî êîýôôèöèåíòà ïîëó÷àåì:

cor(x, y) =
(x̄1 − x̄2)

2

(x̄1 − x̄2)2 + 2(σ2
x1 + σ2

x2)
. (14)

ßâíî âèäíî, ÷òî òàêàÿ �êîððåëÿöèÿ� äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ äàííûõ âîçíèêàåò
òîëüêî ó âåëè÷èí ñ íåðàâíûìè ñðåäíèìè. Äëÿ v è |r| èõ ñðåäíèå è ñèãìû ïðî-
ïîðöèîíàëüíû âîëàòèëüíîñòè ëîãàðèôìè÷åñêîé äîõîäíîñòè x̄ = ασ, σx = βσ.
Äëÿ ìîäóëÿ äîõîäíîñòè α = 0.795, β = 0.605, à äëÿ ìîäèôèöèðîâàííîé àìïëè-
òóäû ðàçìàõà öåíû α = 1.197, β = 0.300. Åñëè âîëàòèëüíîñòü ðûíêà èçìåíÿ-
åòñÿ, òî èçìåíÿåòñÿ è ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûõ âåëè÷èí
v è |r|. Ïðè óäâîåíèè âîëàòèëüíîñòè ëîãàðèôìè÷åñêîé äîõîäíîñòè âîçíèêàåò
êîððåëÿöèÿ 1/(1 + 10(β/α)2). Äëÿ ìîäóëÿ äîõîäíîñòè îíà ðàâíà 0.15, à äëÿ
ìîäèôèöèðîâàííîé àìïëèòóäû ðàçìàõà 0.61. Èìåííî ýòî ìû è íàáëþäàëè â
÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå.

Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ïîëó÷åíèÿ àâòîêîððåëÿöèîííûõ êîýôôèöèåíòîâ, çàâè-
ñÿùèõ îò ñäâèãà s, íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ èõ îïðåäåëåíèåì â âèäå ñóìì.
Îäíàêî áîëåå êîìïàêòíûì áóäåò íåïðåðûâíûé ïðåäåë. Áóäåì ñ÷èòàòü T è
ñäâèã s âåëè÷èíàìè íåïðåðûâíûìè. Â ñëó÷àå n ëàãîâ äëèòåëüíîñòüþ τ êàæäûé
T = nτ , à s = kτ , ïðè÷¼ì k ≪ n. Ïóñòü íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ
âåëè÷èíà σt, ñâÿçàííàÿ ñ âîëàòèëüíîñòüþ, ïðîìîäóëèðîâàíà íåñòàöèîíàðíîé
ñîñòàâëÿþùåé σt = σ(t) · θt, ãäå θt - ñòàöèîíàðíîå ñëó÷àéíîå ÷èñëî ñ åäèíè÷-
íûì ñðåäíèì. Íàïðèìåð, äëÿ ìîäèôèöèðîâàííîé àìïëèòóäû θt = vt

√
2π/3.

Òàê êàê ñëó÷àéíûå ÷èñëà θt ðàçëè÷íûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè íåñêîððåëèðîâàíû,
íî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíû, òî θt · θt−s ðàâíî åäèíèöå ïðè s ̸= 0, è θ2 ïðè
s = 0. Îïðåäåëèì êîâàðèàöèîííûé êîýôôèöèåíò äëÿ ñëó÷àÿ s ̸= 0 ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

γs(σ) = ⟨σt · σt−s⟩ − ⟨σt⟩2 =
1

T − s

T∫
s

σ(t)σ(t− s) dt−

 1

T

T∫
0

σ(t) dt

2

. (15)

Çàìåòèì, ÷òî ýòî íå åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü â ñëó÷àå êîíå÷íîé âûáîðêè
äëèòåëüíîñòüþ T . Â ëþáîì ñëó÷àå ìû òðåáóåì, ÷òîáû êîâàðèàöèÿ (15) áûëà
ðàâíà íóëþ, åñëè σ(t) = const. Äèñïåðñèÿ ïîëîæèòåëüíîé âåëè÷èíû σt ðàâíà

γ0 = θ2
⟨
σ2(t)

⟩
− ⟨σ(t)⟩2. Ñîîòâåòñòâåííî, àâòîêîððåëÿöèîííûé êîýôôèöèåíò

ρs = γs/γ0 ïîçâîëÿåò íàéòè çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðà ñäâèãà â ðàçëè÷íûõ
ñèòóàöèÿõ íåñòàöèîíàðíîñòè (ñì. ïðèëîæåíèå D).

Òàêèì îáðàçîì, àâòîêîððåëÿöèè ìåæäó ìåðàìè âîëàòèëüíîñòè ìîãóò âîç-
íèêàòü ïî ïðè÷èíå äîñòàòî÷íî ãëàäêîé íåñòàöèîíàðíîñòè, à íå â ñèëó ñòîõàñòè-
÷åñêîé ïðèðîäû âîëàòèëüíîñòè. Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: íå îáÿçàíû ëè
íàáëþäàåìûå íà ðàçëè÷íûõ ôèíàíñîâûõ ðûíêàõ çàìåòíûå àâòîêîððåëÿöèè âî-
ëàòèëüíîñòè ïîäîáíîìó ìåõàíèçìó?
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7 Êîððåëÿöèÿ ðàçíîñòåé

Ïðîñòåéøèé ñïîñîá óñòðàíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ãëàäêèõ íåñòàöèîíàðíîñòåé
âî âðåìåííûõ ðÿäàõ - ýòî ïåðåõîä ê ðàçíîñòÿì âåëè÷èí. Åñëè vt èñïûòûâàåò
ëîêàëüíî ïîñòîÿííûé ñíîñ, òî ýòî áóäåò ïðèâîäèòü ê ïîÿâëåíèþ àâòîêîððå-
ëÿöèé. Ðàçíîñòü äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ âåëè÷èí ïîäîáíûé ñíîñ óñòðàíÿåò.
Äàæå, åñëè òðåíä äàííûõ vt ìåäëåííî èçìåíÿåò ñâî¼ íàïðàâëåíèå, òî â ðàìêàõ
âîñõîäÿùèõ è íèñõîäÿùèõ ó÷àñòêîâ çíà÷åíèÿ ðàçíîñòåé ìåíÿþòñÿ íåçíà÷è-
òåëüíî è ñòàíîâÿòñÿ ëîêàëüíî êâàçèñòàöèîíàðíûìè.

Ðàññìîòðèì èçìåíåíèå ìîäèôèöèðîâàííîé àìïëèòóäû ðàçìàõà öåíû:

δvt = vt − vt−1. (16)

Â êà÷åñòâå äàííûõ âîçüì¼ì åæåäíåâíóþ ñòàòèñòèêó ïî ôîíäîâîìó èíäåêñó
S&P500 çà ïåðèîä 1990-2008 (4791 òîðãîâûé äåíü) è êóðñà EURUSD (1999-
2008, 2495 äíÿ, èñêëþ÷àÿ ïðàçäíèêè). Ïîñòðîèì ñíà÷àëà àâòîêîððåëÿöèîííûå
êîýôôèöèåíòû àìïëèòóä åæåäíåâíîãî ðàçìàõà öåíû ρs(v) = cor(vt, vt−s):

S&P500 EURUSD
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Ðèñ.14: S&P500 è EURUSD êîððåëîãðàììû àìïëèòóä ðàçìàõà öåíû

Êàê îáû÷íî, êîýôôèöèåíòû ρs äîñòàòî÷íî âûñîêèå, îäíàêî àâòîêîððåëÿöèè
äëÿ èíäåêñà S&P500 áîëåå çíà÷èòåëüíû, ÷åì äëÿ êóðñà EURUSD, è èìåþò
ìåíüøèå êîëåáàíèÿ.

Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê ðàçíîñòÿì àìïëèòóä äâóõ ñîñåäíèõ äíåé. Èõ àâòîêîð-
ðåëÿöèÿ ρs(δv) òóò æå ðåçêî ïàäàåò:

S&P500 EURUSD(   )s
(   )s

10 20 30 40 500

-0.1

0

0.1

-0.1

0

0.1

10 20 30 40 500

Ðèñ.15: S&P500 è EURUSD êîððåëîãðàììû ïîñëå ïåðåõîäà ê ðàçíîñòÿì

Îòëè÷èÿ ðàçèòåëüíû. Âòîðîé àâòîêîððåëÿöèîííûé êîýôôèöèåíò â ñëó÷àå èí-
äåêñà S&P500 ïàäàåò â 24 ðàçà, ñî çíà÷åíèÿ 0.618 äî âåëè÷èíû 0.026. Äëÿ êóðñà
EURUSD ñíèæåíèå ñîñòàâëÿåò 17 ðàç - ñ 0.449 äî 0.027

Ïóíêòèðíûå ëèíèè íà âñåõ ðèñóíêàõ îçíà÷àþò äâîéíóþ ñòàíäàðòíóþ îøèá-
êó, ðàâíóþ 0.03 = 2/

√
4791 äëÿ èíäåêñà S&P500 è 0.04 = 2/

√
2495 äëÿ EURUSD.

Íàãëÿäíî èñ÷åçíîâåíèå êîððåëÿöèîííîé çàâèñèìîñòè ìîæíî ïðîäåìîíñòðè-
ðîâàòü íà òî÷å÷íûõ äèàãðàììàõ ñâÿçè ïîñëåäîâàòåëüíûõ çíà÷åíèé vt è vt−s.
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Íèæå íà òî÷å÷íûõ äèàãðàììàõ ÿâíî âèäíû �êîððåëÿöèè� ìåæäó {vt, vt−1}
èíäåêñà S&P500 è èõ îòñóòñòâèå äëÿ {δvt, δvt−2}:

   t-1

   t

   t-2
0 5

5

5-5

-5

5

0

   t

Ðèñ.16: Òî÷å÷íûå äèàãðàììû äëÿ S&P500 äî è ïîñëå ïåðåõîäà ê ðàçíîñòÿì

Íà ðèñóíêå ñëåâà òî÷êè çàïîëíÿþò îáëàñòü ñ õàðàêòåðíîé ôîðìîé âåíèêà, òî-
ãäà êàê ñïðàâà ìû èìååì ñèììåòðè÷íîå îáëàêî ñ íóëåâîé êîððåëÿöèåé. Ïîõî-
æèå ðåçóëüòàòû îáíóëåíèÿ àâòîêîððåëÿöèîííûõ êîýôôèöèåíòîâ ïîëó÷àþòñÿ
òàêæå äëÿ ìîäóëåé ëîãàðèôìè÷åñêîé äîõîäíîñòè |rt|, è äðóãèõ ôèíàíñîâûõ
èíñòðóìåíòîâ.

Çàìåòèì, ïðàâäà, ÷òî äëÿ ðàçíîñòåé δvt ñóùåñòâóåò âûñîêàÿ îòðèöàòåëüíàÿ
àâòîêîððåëÿöèÿ ñî ñäâèãîì â îäèí äåíü ρ1(δv) = cor(δvt, δvt−1). Â ïðèìåðå âû-
øå îíà ðàâíà -0.49 äëÿ S&P500 è -0.53 äëÿ EURUSD. Îäíàêî å¼ ïðîèñõîæäåíèå
ñâÿçàíî íå ñî ñòîõàñòè÷åñêîé äèíàìèêîé âîëàòèëüíîñòè, à ñ ýôôåêòîì ïåðå-
êðûòèÿ. Ïîÿñíèì ýòî íà ñëåäóþùåì ïðèìåðå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñïðàâåäëèâà
ïðîñòåéøàÿ ìîäåëü:

vt = σ · θt, (17)

ãäå σ = const, à θt - íåçàâèñèìûå ñòàöèîíàðíûå ïîëîæèòåëüíûå ñëó÷àéíûå
÷èñëà, âîçíèêàþùèå ïî ïðè÷èíå îøèáîê êîíå÷íîñòè âûáîðêè ïî êîòîðîé èç-
ìåðÿåòñÿ âîëàòèëüíîñòü. Â ýòîì ñëó÷àå èçìåíåíèÿ δvt = σ · (θt − θt−1) èìåþò
íóëåâîå ñðåäíåå δvt = 0. Ïåðâûé àâòîêîâàðèàöèîííûé êîýôôèöèåíò ðàâåí:

⟨δvt · δvt−1⟩ = σ2 ⟨(θt − θt−1) · (θt−1 − θt−2)⟩ = −σ2 ·
[
θ2 − θ

2
]
= −σ2 ·σ2

θ , (18)

ãäå σ2
θ - äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí θ. Ñðåäíåå êâàäðàòà âîçíèêàåò â ñëà-

ãàåìîì −⟨θt−1 · θt−1⟩ = θ2, êîòîðîå è îòâåòñòâåííî çà ýôôåêò ïåðåêðûòèÿ.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷àåòñÿ äèñïåðñèÿ ðàçíîñòè

⟨
δv2t

⟩
= 2σ2σ2

θ . Ïîýòî-
ìó ïåðâûé àâòîêîððåëÿöèîííûé êîýôôèöèåíò â òî÷íîñòè ðàâåí ρ1(δv) = −0.5,
÷òî è íàáëþäàåòñÿ âûøå. Êîððåëÿöèè ñî ñäâèãàìè s > 1 áóäóò íóëåâûìè, òàê
êàê ïåðåêðûòèÿ óæå íå âîçíèêàåò.

Òîò ôàêò, ÷òî äëÿ àâòîêîððåëÿöèé ðàçíîñòåé ñ õîðîøåé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè
âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ ρ1(δv) = −0.5 è ρs(δv) = 0 ïðè s > 1 ñâèäåòåëü-
ñòâóåò â ïîëüçó ìîäåëè (17). Îäíàêî, åñëè áû ïàðàìåòð σ áûë êîíñòàíòîé,
òî íå âîçíèêàëî áû êîððåëÿöèé ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè çíà÷åíèÿìè âîëà-
òèëüíîñòè ρs(v) = 0 (â ñèëó íåçàâèñèìîñòè θt). Îíà ìîæåò âîçíèêàòü, êàê ìû
ïîêàçàëè âûøå, â ðåçóëüòàòå ïëàâíîãî èçìåíåíèÿ âåëè÷èíû σ ñî âðåìåíåì.
Òàêèì îáðàçîì, ôàêòè÷åñêè σ = σ(t), è ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ôóíêöèåé âðåìåíè.

Êàê äëÿ îêîí÷àòåëüíîãî ïðîÿñíåíèÿ ñèòóàöèè ñ ρ1(δv), òàê è äëÿ öåëåé
äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé íàì íåîáõîäèìà ìåòîäîëîãèÿ âûäåëåíèÿ ãëàäêîé
íåñòàöèîíàðíîé ñîñòàâëÿþùåé âîëàòèëüíîñòè.
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8 Âûäåëåíèå ãëàäêîé íåñòàöèîíàðíîñòè

Äëÿ âûäåëåíèÿ ìåäëåííî ìåíÿþùåéñÿ ñîñòàâëÿþùåé âî âðåìåííîì ðÿäó
xk = x(tk) ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ôèëüòð Õîäðèêà-Ïðåñêîòòà (äàëåå HP-
ôèëüòð). Ãëàäêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ sk ðÿäà íàõîäèòñÿ â ðåçóëüòàòå ìèíèìèçàöèè
êâàäðàòîâ å¼ îòêëîíåíèé îò ýìïèðè÷åñêèõ äàííûõ xk, îäíîâðåìåííî ñ òðåáî-
âàíèåì ìèíèìàëüíîñòè êðèâèçíû sk:

n∑
k=1

(xk − sk)
2 + λ ·

n−1∑
k=2

(∇2sk)
2 = min, (19)

ãäå âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ â ðàçíîñòÿõ ðàâíà ∇2sk = (sk+1 − sk) − (sk − sk−1).
Ñòåïåíü ãëàäêîñòè sk áóäåò òåì âûøå, ÷åì áîëüøå ïàðàìåòð λ. Çíà÷åíèÿ λ
âàðüèðóþòñÿ â î÷åíü øèðîêîì äèàïàçîíå, ïîýòîìó ìû áóäåì ïðèâîäèòü åãî
äåñÿòè÷íûé ëîãàðèôì ν, ïðåäñòàâëÿÿ λ = 10ν .

Ïðè ñãëàæèâàíèè ñèëüíî çàøóìë¼ííûõ äàííûõ âñåãäà ïðèñóòñòâóåò ïðî-
èçâîë â âûáîðå ïàðàìåòðà λ. Åñëè λ ìàë, ñóùåñòâóåò îïàñíîñòü îáíàðóæèòü
íåñòàöèîíàðíîñòü òàì, ãäå å¼ íåò. Ïðè ñëàáîì ñãëàæèâàíèè ãëàäêàÿ ñîñòàâëÿ-
þùàÿ áóäåò ïîâòîðÿòü ëþáûå ëîêàëüíûå ôëóêòóàöèè, íå èìåþùèå ê íåñòàöè-
îíàðíîñòè íè êàêîãî îòíîøåíèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè ñèëüíîì ñãëàæèâàíèè
ìû ðèñêóåì óïóñòèòü âàæíûå äåòàëè èíòåðåñóþùåé íàñ äèíàìèêè.

Ïîýòîìó íàì íåîáõîäèì íåêîòîðûé ñòàòèñòè÷åñêèé êðèòåðèé ñòåïåíè ñãëà-
æèâàíèÿ äëÿ óìåíüøåíèÿ âîçìîæíîãî ïðîèçâîëà. Êàê îáû÷íî, áóäåì â êà÷å-
ñòâå ýòàëîíà èñïîëüçîâàòü ìîäåëü ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ.

Ñðåäíåå çíà÷åíèå ëîãàðèôìè÷åñêîé äîõîäíîñòè ðàâíî îòíîñèòåëüíîìó èç-
ìåíåíèþ öåíû âíóòðè âðåìåííîãî ëàãà rt = lnCt/Ot. Âîëàòèëüíîñòü áóäåì âîñ-
ñòàíàâëèâàòü ïî ñãëàæåííîìó ñðåäíåìó ìîäèôèöèðîâàííîé àìïëèòóäû ðàçìà-
õà öåíû âíóòðè ëàãà σ(t) = (a− |r|/2) ·

√
2π/3. Ãîâîðÿ î âîëàòèëüíîñòè, âñåãäà

ïîäðàçóìåâàåì âîëàòèëüíîñòü ëàãà (ìèíóòíóþ, ÷àñîâóþ, äíåâíóþ è ò.ä.).
Åñëè ÷èñëî äèñêðåòíûõ áëóæäàíèé öåíû âíóòðè ëàãà äîñòàòî÷íî âåëèêî,

òî, íåçàâèñèìî îò èõ ðàñïðåäåëåíèÿ, ëîãàðèôìè÷åñêèå äîõîäíîñòè rt áóäóò
íåñêîððåëèðîâàííûìè ãàóññîâûìè ñëó÷àéíûìè ÷èñëàìè. Ñãëàäèì èõ ñðåäíåå
çíà÷åíèå r̄(t) ïðè ïîìîùè HP-ôèëüòðà ñ ðàçëè÷íûìè ïàðàìåòðàìè λ è âû÷èñ-
ëèì òèïè÷íóþ âåëè÷èíó Err

[
r̄(t)

]
êîëåáàíèé r̄(t) âîêðóã ñðåäíåãî r̄ ïî âñåì

ýìïèðè÷åñêèì òî÷êàì:

Err
[
r̄(t)

]
=

√
⟨(r̄(t)− r̄)2⟩. (20)

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ îøèáêà âû÷èñëåíèÿ ñãëàæåííîé âîëàòèëüíîñòè ëà-
ãà. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ýòè îøèáêè, ñ õîðîøåé ñòåïåíüþ
òî÷íîñòè, óáûâàþò ñ ðîñòîì ïàðàìåòðà λ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Err
[
r̄(t)

]
≈ 0.50 σ

λ1/8
, Err

[
σ(t)

]
≈ 0.15 σ

λ1/8
, (21)

è ïðàêòè÷åñêè íå çàâèñÿò îò ÷èñëà ýìïèðè÷åñêèõ òî÷åê n. Áîëåå òîãî, îøèá-
êè íå çàâèñÿò è îò òèïà ðàñïðåäåëåíèÿ (â ñëó÷àå äèñêðåòíîé ìîäåëè ëàãîâîãî
áëóæäàíèÿ). Ìàëàÿ ñòåïåíü 1/8 îáúÿñíÿåò ïðè÷èíó íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçî-
âàíèÿ øèðîêîãî äèàïàçîíà äëÿ èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà λ.

Ñîîòíîøåíèÿ (21) çàäàþò òèïè÷íûé êîðèäîð êîëåáàíèé ñãëàæåííûõ âåëè-
÷èí r̄(t) è σ(t), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ôëóêòóàöèÿìè è ñòàòèñòè÷åñêè íå çíà÷èìû
â ñëó÷àå ïîñòîÿíñòâà âîëàòèëüíîñòè. Ïîýòîìó îíè áóäóò íàøèìè îðèåíòèðà-
ìè, ïî êðàéíåé ìåðå, íà ãîðèçîíòàëüíûõ ó÷àñòêàõ σ(t).
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Ïðèâåä¼ì òèïè÷íûé ïðèìåð ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ (σ = 1, n = 1000)
äëÿ òð¼õ çíà÷åíèé λ (ν = log10 λ):

Ðèñ.17: Ñãëàæåííîå ñðåäíåå ãàóññîâîãî øóìà

Áîëåå æèðíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò λ = 1000000 (ν = 6), à òîíêàÿ - λ = 1000
(ν = 3). Ñïëîøíûå ãîðèçîíòàëüíûå �óðîâíè çíà÷èìîñòè� îïðåäåëÿþò äâîéíóþ
îøèáêó ±2Err[r̄(t)] â ñëó÷àå ν = 6, à ïóíêòèðíûå - äëÿ ν = 3 è ν = 9. Â
îòëè÷èå îò óðîâíåé çíà÷èìîñòè êîððåëÿöèîííûõ êîýôôèöèåíòîâ, ìû èìååì
ãëàäêóþ âåëè÷èíó r̄(t), êîòîðàÿ ìîæåò íåêîòîðîå âðåìÿ �æèòü� âíå çàäàííîãî
îøèáêîé äèàïàçîíà. Òåì íå ìåíåå, ñîîòíîøåíèÿ (21) õàðàêòåðèçóþò çíà÷åíèå
òèïè÷íûõ êîëåáàíèé ñãëàæåííîé âåëè÷èíû äëÿ ñëó÷àéíûõ äàííûõ.

Îäíàêî â ñèòóàöèè íåñòàöèîíàðíîñòè, êîòîðàÿ íàñ, ñîáñòâåííî, è èíòåðå-
ñóåò, íåîáõîäèìî âûäåðæèâàòü áàëàíñ ìåæäó ãëàäêîñòüþ è îòñóòñòâèåì èç-
ëèøíåãî ñãëàæèâàíèÿ. Òàê, åñëè σ(t) = 1 + 0.5 · sin(2πt/T ), ãäå T - îáùàÿ
äëèòåëüíîñòü ýêñïåðèìåíòà, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå âàðèàíòû ñãëàæèâàíèÿ âî-
ëàòèëüíîñòè, îöåíåííîé ïî ìîäèôèöèðîâàííîé àìïëèòóäå ðàçìàõà:

Ðèñ.18: Ñãëàæåííàÿ âîëàòèëüíîñòü áëóæäàíèÿ ñ σ(t) = 1 + 0.5 · sin(2πt/T )

Â äàííîì ñëó÷àå îïòèìàëüíûì çíà÷åíèåì áûëà ν = 6, òàê êàê ν = 3 èñïûòûâà-
åò øóìÿùèå êîëåáàíèÿ âîêðóã èñòèííîé âîëàòèëüíîñòè, à ν = 9 - ôàêòè÷åñêè
íå �ëîâèò� ñèíóñîèäó. Îäíàêî ñèòóàöèÿ ñèëüíî óõóäøàåòñÿ, åñëè âîëàòèëü-
íîñòü èñïûòûâàåò ñêà÷îê. Òàê, ïóñòü ïîëîâèíó èç n = 1000 �òîðãîâûõ äíåé�
âîëàòèëüíîñòü áûëà σ = 1%, à âòîðóþ ïîëîâèíó σ = 2%. Òîãäà ñãëàæèâàíèÿ
ñ ðàçëè÷íûìè λ äàþò òàêèå ðåçóëüòàòû:

Ðèñ.19: Ñãëàæåííàÿ âîëàòèëüíîñòü áëóæäàíèÿ σ(t) ñòóïåíüêè

Âèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ν = 6 ñóùåñòâåííî ðàçìûâàåò ñòóïåíüêó. Ñãëàæè-
âàíèå ñ ν = 3 ðàçìûâàåò ñêà÷îê âîëàòèëüíîñòè ñóùåñòâåííî ìåíüøå, íî çàòî
äà¼ò øóìÿùèå è íåçíà÷èìûå êîëåáàíèÿ ïðè ïîñòîÿíñòâå σ.
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9 Àâòîêîððåëÿöèÿ îñòàòêîâ

Âîñïîëüçóåìñÿ HP-ôèëüòðîì äëÿ âûäåëåíèÿ ãëàäêîé íåñòàöèîíàðíîé ñî-
ñòàâëÿþùåé âîëàòèëüíîñòè è óñòðàíåíèÿ å¼ èç äàííûõ. Íàñ áóäóò èíòåðåñî-
âàòü îñòàòî÷íûå ïîñëå òàêîãî âûäåëåíèÿ çíà÷åíèÿ âîëàòèëüíîñòè è èõ àâòî-
êîððåëÿöèîííûå êîýôôèöèåíòû.

Ðàññìîòðèì åæåäíåâíûå ìîäèôèöèðîâàííûå àìïëèòóäû ðàçìàõà öåíû vt =
at − |rt|/2 äëÿ êóðñà EURUSD çà ïåðèîä 1999-2008. Ñ èõ ïîìîùüþ îöåíèì
åæåäíåâíóþ âîëàòèëüíîñòü σt = vt

√
2π/3.

   t /1.197 EURUSD

0

1

2

1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008

Ðèñ.20: Âîëàòèëüíîñòü EURUSD ïî àìïëèòóäàì ðàçìàõà

Âûäåëèì íåñòàöèîíàðíîñòü ïðè ïîìîùè HP-ôèëüòðà. Æèðíàÿ ëèíèÿ íà
ðèñóíêå íèæå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñãëàæåííóþ âîëàòèëüíîñòü ñ λ = 1000000
(ν = 6). Äâîéíàÿ îøèáêà, â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (21), ïðè çíà÷åíèè âîëà-
òèëüíîñòè 0.5 (ñðåäíåå çà 2004-2007 ã.ã.) ðàâíà ±0.026. Ôàêòè÷åñêè, ýòî ëèøü
íåìíîãèì áîëåå òîëùèíû ëèíèè. Ïîýòîìó èçãèáû íåñòàöèîíàðíîé âîëàòèëü-
íîñòè σ(t) ïðè ν = 6 ìîæíî ñ÷èòàòü ñòàòèñòè÷åñêè çíà÷èìûìè:

   (t)/1.197
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=50.5
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Ðèñ.21: Ñãëàæèâàíèå âîëàòèëüíîñòè HP-ôèëüòðîì

Èíàÿ ñèòóàöèÿ ïðè ñãëàæèâàíèè ñ ïàðàìåòðîì ν = 5. Áóäåì îòòàëêèâàòü-
ñÿ îò êðèâîé σ(t) äëÿ ν = 6. Ïîñòðîèì âîêðóã íå¼ êîðèäîð äâîéíîé îøèáêè
(1 ± 0.036) · σ(t) (ïóíêòèðíûå ëèíèè) ñîîòâåòñòâóþùèé çíà÷èìîñòè äëÿ ñãëà-
æèâàíèÿ ïàðàìåòðîì ν = 5. Âèäíî, ÷òî ñãëàæåííàÿ âîëàòèëüíîñòü ïðè ν = 5
(òîíêàÿ ëèíèÿ) èçãèáàåòñÿ âíóòðè ýòîãî êîðèäîðà. Ïîýòîìó ýòè èçãèáû, ïî
âñåé âèäèìîñòè, íå ÿâëÿþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè çíà÷èìûìè. Îäíàêî íà÷àëî îñåí-
íåãî �ïåðåëîìà� 2008-ãî ãîäà ν = 5, ïî-âèäèìîìó, óõâàòûâàåò çàìåòíî ëó÷øå.

Êàê ïîíÿòíî èç ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà, HP-ôèëüòð âûäåðæèâàåò ìèíèìàëü-
íóþ è ïðèìåðíî ïîñòîÿííóþ êðèâèçíó âñåé êðèâîé. Ïîýòîìó îí äà¼ò õîðîøèå
ðåçóëüòàòû íà îòíîñèòåëüíî ãëàäêèõ ó÷àñòêàõ è âíîñèò îïðåäåë¼ííûå èñêàæå-
íèÿ íà ïåðåëîìàõ.
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Óñòðàíèì òåïåðü èç äàííûõ ãëàäêèé òðåíä σ(t). Äëÿ ýòîãî ìû áóäåì íå
âû÷èòàòü åãî, êàê ïðèíÿòî ïðè îáðàáîòêå âðåìåííûõ ðÿäîâ, à äåëèòü íà íåãî:

σt →
σt

σ(t)
. (22)

Ñìûñë ïîäîáíîé ïðîöåäóðû ïîíÿòåí. Ïðîèñõîäèò ïåðåõîä ê íîðìèðîâàííîé
âîëàòèëüíîñòè äëÿ âñåãî ðÿäà. Â ðåçóëüòàòå âîëàòèëüíîñòè âûðàâíèâàþò íå
òîëüêî ñâî¼ ñðåäíåå ïîëîæåíèå ðàâíîå 1, íî è äèñïåðñèþ:

   t /  (t) =6 EURUSD
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Ðèñ.22: Àìïëèòóäû ïîñëå íîðìèðîâêè

Ñðàâíèì àâòîêîððåëÿöèîííûå êîýôôèöèåíòû äî ïðîöåäóðû íîðìàëèçàöèè
(22) (ïåðâûé ðèñóíîê), è ïîñëå íå¼ (âòîðîé è òðåòèé):
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Ðèñ.23: Àâòîêîððåëÿöèè äî è ïîñëå íîðìèðîâêè

Êàê ìû âèäèì, àâòîêîððåëÿöèè ïàäàþò ïî÷òè â 10 ðàç. Ýòî æå îòíîñèòñÿ
è ê ïåðâîìó êîððåëÿöèîííîìó êîýôôèöèåíòó, êîòîðûé â ñëó÷àå ðàçíîñòåé àì-
ïëèòóä èìåë çíà÷åíèå -0.50. Ñëåäîâàòåëüíî, åãî ïðîèñõîæäåíèå äåéñòâèòåëüíî
áûëî ñâÿçàíî ñ ýôôåêòîì ïåðåêðûòèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ïðîöåäóðå íîðìàëèçàöèè ìû äåëèì âñå äíåâíûå àìïëè-
òóäû íà ñãëàæåííóþ âåëè÷èíó σ(t). Îäíàêî ïðè å¼ âû÷èñëåíèè èñïîëüçóåòñÿ
ìíîæåñòâî çíà÷åíèé σt â îêðåñòíîñòè òåêóùåãî âðåìåíè t. Â ðåçóëüòàòå ñîñåä-
íèå çíà÷åíèÿ σ(t) áóäóò ñóùåñòâåííî ñêîððåëèðîâàíû. Ýòî ìîæåò ïðèâîäèòü ê
âîçíèêíîâåíèþ íåáîëüøèõ àâòîêîððåëÿöèé ïîñëå íîðìèðîâàíèÿ. Òåì íå ìåíåå,
ρs(v/v(t)) î÷åíü ìàëû.

Òàêèì îáðàçîì, êàê ïðîñòîé ïåðåõîä ê ðàçíîñòÿì, òàê è óñòðàíåíèå ãëàä-
êîé ñîñòàâëÿþùåé âîëàòèëüíîñòè ïðè ïîìîùè HP-ôèëüòðà äåëàåò êîððåëÿ-
öèîííûå êîýôôèöèåíòû, ôàêòè÷åñêè, ñòàòèñòè÷åñêè íåçíà÷èìûìè. Ïðîñòîå
îáúÿñíåíèå ïðè÷èí ïîÿâëåíèÿ àâòîêîððåëÿöèè â óñëîâèÿõ íåñòàöèîíàðíîñòè,
â ñîâîêóïíîñòè ñ ýòèì, çàñòàâëÿåò óñîìíèòüñÿ â ñòîõàñòè÷åñêîé ïðèðîäå âîëà-
òèëüíîñòè. Îäíàêî ïðè÷èíó å¼ øóìÿùåé ñîñòàâëÿþùåé íåîáõîäèìî äîïîëíè-
òåëüíî èññëåäîâàòü. Ìû âåðí¼ìñÿ ê ýòîìó âîïðîñó â ïîñëåäíåì ðàçäåëå.
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10 Íàçàä ê íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ

Êàê óæå óïîìèíàëîñü âî ââåäåíèè, ñóùåñòâóåò áîëüøîå ÷èñëî èññëåäîâà-
íèé, êîòîðûå èçó÷àþò ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè ëîãàðèôìè÷åñêîé äîõîäíî-
ñòè. Îáùåïðèíÿòûì ñòàë ôàêò åãî íåíîðìàëüíîñòè. Îäíàêî, êîãäà ìû ãîâîðèì
î ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè êàê ôóíêöèè òîëüêî äîõîäíîñòè P (r), ìû, î÷åâèäíî,
ïîäðàçóìåâàåì ñòàöèîíàðíîñòü ñëó÷àéíûõ ÷èñåë r, òàê êàê íå ââîäèì çàâèñè-
ìîñòè îò âðåìåíè. ×òîáû ïîëó÷èòü áîëåå èëè ìåíåå íàä¼æíûå ñòàòèñòè÷åñêèå
ðåçóëüòàòû, ïðè ïîñòðîåíèè P (r) âûáèðàåòñÿ êàê ìîæíî áîëåå øèðîêèé èí-
òåðâàë âðåìåíè, ñîäåðæàùèé áîëüøîå ÷èñëî äàííûõ n.

Â óñëîâèÿõ íåñòàöèîíàðíîñòè ïîäîáíûå äåéñòâèÿ çàìåòíî èñêàæàþò �èñ-
òèííûé� âèä ðàñïðåäåëåíèÿ. Åñëè ñòàòèñòè÷åñêèå ïàðàìåòðû çàâèñÿò îò âðå-
ìåíè, òî è ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ òàêæå íå áóäåò ñòàöèîíàðíîé P (r, t). Áó-
äåì ñ÷èòàòü, ÷òî íåñòàöèîíàðíîñòü ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêîé è ñîñðåäîòî÷å-
íà òîëüêî â âîëàòèëüíîñòè σ(t). Ïóñòü äëÿ P (r, t) = P (r, σ(t)) ñïðàâåäëèâî
ðàñïðåäåëåíèå Ãàóññà (rt = σ(t) · εt):

P (r, t) =
1

σ(t)
√
2π

e−
1
2 r2/σ2(t). (23)

Âòîðîé è ÷åòâ¼ðòûé ìîìåíòû ðàâíû: r2 =
⟨
σ2(t)

⟩
, r4 = 3

⟨
σ4(t)

⟩
, è â îáùåì

ñëó÷àå, íåñìîòðÿ íà ãàóññîâîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ, åãî �èíòåãðàëüíûé� ýêñöåññ
áåç ó÷¼òà íåñòàöèîíàðíîñòè ñòàíîâèòñÿ îòëè÷íûì îò íóëÿ:

ex = 3 ·

[ ⟨
σ4(t)

⟩
⟨σ2(t)⟩2

− 1

]
. (24)

Â ìîäåëüíîì ïðèìåðå 20-ëåòíåãî áëóæäàíèÿ ñ óäâîåíèåì âîëàòèëüíîñòè ýêñ-
öåññ îáúåäèí¼ííûõ äàííûõ ðàâåí 27/25=1.08. Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå íà íåãàóñ-
ñîâîñòü ìîãóò âëèÿòü è äðóãèå âèäû íåñòàöèîíàðíîñòè, íàïðèìåð, ñíîñ äîõîä-
íîñòè: rt = µ(t) + σ(t) · εt.

Ïîñìîòðèì, ÷òî ïðîèçîéä¼ò ñ ýìïèðè÷åñêèìè äàííûìè ïîñëå óñòðàíåíèÿ
íåñòàöèîíàðíîñòè. Äëÿ ýòîãî ðàçäåëèì âñå rt íà âåëè÷èíó âîëàòèëüíîñòè â
äàííûé ìîìåíò âðåìåíè. Å¼ òåêóùåå çíà÷åíèå áóäåì ïîëó÷àòü ïðè ïîìîùè
ñãëàæèâàíèÿ HP-ôèëüòðîì äíåâíûõ ìîäèôèöèðîâàííûõ àìïëèòóä ðàçìàõà
σt = (at − |rt|/2)

√
2π/3. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðîâîäèì ñëåäóþùåå ïðåîáðà-

çîâàíèå èñõîäíûõ ëîãàðèôìè÷åñêèõ äîõîäíîñòåé:

rt → r′t =
rt
σ(t)

. (25)

Ïîäîáíàÿ íîðìàëèçàöèÿ äåëàåò ïðîìîäóëèðîâàííûå ôóíêöèåé σ(t) ñëó÷àéíûå
÷èñëà r′t ñòàöèîíàðíûìè.

Íèæå â òàáëèöå ïðèâåäåíû ñòàòèñòè÷åñêèå ïàðàìåòðû ëîãàðèôìè÷åñêîé
äîõîäíîñòè èíäåêñà S&P500 çà ïåðèîä 1990-2008. Îáùåå ÷èñëî òîðãîâûõ äíåé
ðàâíî n = 4791, äîëÿ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé âî âñåõ ñëó÷àÿõ 52.8%.

aver sigma asym excess p1
r 0.020 1.137 -0.23 10.18 78.9

ν = 6 0.051 1.199 -0.15 1.19 71.1

ν = 5 0.055 1.187 -0.12 0.82 70.4

ν = 4 0.059 1.177 -0.08 0.51 69.5

Ïåðâàÿ ñòðîêà ñîîòâåòñòâóåò ñòàòèñòèêàì äî ïðåîáðàçîâàíèÿ íîðìèðîâàíèÿ
(25). Çàòåì èäóò ñòàòèñòèêè ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ, â êîòîðîì èñïîëüçîâàëîñü
ñãëàæèâàíèå ñ ðàçëè÷íûì ïàðàìåòðîì ν = log10 λ.
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Ñòîèò îáðàòèòü âíèìàíèå íà êîëîíêè excess è p1. Âèäíî, ÷òî ñãëàæèâàíèå
ðàäèêàëüíî óìåíüøàåò çíà÷åíèå ýòèõ ïàðàìåòðîâ. Ýòî ïðîèñõîäèò äàæå äëÿ
äîñòàòî÷íî ïëàâíîé ôóíêöèè σ(t), ñîîòâåòñòâóþùåé ν = 6. Íèæå íà ðèñóíêå
îíà ïðåäñòàâëåíà áîëåå òîëñòîé ëèíèåé:

S&P500
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Ðèñ.24: Ãëàäêàÿ âîëàòèëüíîñòü S&P500 äëÿ ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ ν

Îòìåòèì òàêæå òîò ôàêò, ÷òî âîëàòèëüíîñòü ïîñëå íîðìèðîâàíèÿ íåñêîëü-
êî áîëüøå åäèíèöû. Ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî äëÿ ôîíäîâîãî ðûíêà
íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ïîïðàâî÷íûé ìíîæèòåëü â îòíîøåíèè v/σ è ôàêòè-
÷åñêè σ ≈ a− |r|/2 áåç êîýôôèöèåíòà

√
2π/3.

×åì ìåíüøå ïàðàìåð ν, òåì ñèëüíåå èçãèáû âîëàòèëüíîñòè σ(t), òàê êàê
íà óñðåäíåíèè íà÷èíàþò ñêàçûâàòüñÿ ôëóêòóàöèè äîõîäíîñòè. Ïîíÿòíî, ÷òî â
ýòîì ñëó÷àå ïðîèñõîäèò óìåíüøåíèå ýêñöåññà äàæå äëÿ ñòàöèîíàðíûõ íåãàóñ-
ñîâûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë. ×òîáû êîíòðîëèðîâàòü ýòîò ýôôåêò, ïðîâåä¼ì ñëåäó-
þùèé ýêñïåðèìåíò. Èñõîäíûå ïàðû åæåäíåâíîé äîõîäíîñòè è âîëàòèëüíîñòè
{rt, σt} ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ïåðåìåøàåì äëÿ óñòðàíåíèÿ íåñòàöèîíàðíîñòè.
Ïîñëå ýòîãî áóäåì ïðèìåíÿòü ñãëàæèâàíèå HP-ôèëüòðîì è íîðìàëèçàöèþ (25)
êàê ê èñõîäíûì äàííûì (original), òàê è ê ïåðåìåøàííûì (mixed). Íèæå íà
ðèñóíêàõ ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü ýêñöåññà (ñëåâà) è âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ
äîõîäíîñòè â îäíó ñèãìó p1 (ñïðàâà), êàê ôóíêöèé ïàðàìåòðà ñãëàæèâàíèÿ
ν = log10 λ.
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Ðèñ.25: Ýêñöåññ ex è âåðîÿòíîñòü p1 äëÿ ðàçíûõ ν, 1990-2008

Õîðîøî âèäíî, ÷òî âûøå çíà÷åíèé ν ∼ 6 ýêñöåññ è âåðîÿòíîñòü p1 äëÿ ïåðå-
ìåøàííûõ äàííûõ óáûâàþò î÷åíü ñëàáî. Â òî æå âðåìÿ ñòàòèñòè÷åñêèå ïàðà-
ìåòðû íåãàóññîâîñòè èñõîäíûõ äàííûõ ñòðåìèòåëüíî ïàäàþò.

Â êà÷åñòâå íåêîòîðîãî êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ν ìîæíî âûáðàòü
òî÷êó, â êîòîðîé ðàçíèöà ìåæäó ñòàòèñòèêîé ïî ïåðåìåøàííûì è èñõîäíûì
äàííûì äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ.

Åù¼ îäíèì àðãóìåíòîì ñóùåñòâåííîãî âêëàäà ýôôåêòîâ íåñòàöèîíàðíîñòè
â íåãàóññîâîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàçâîðà÷èâàþùèéñÿ â 2008-ì ãîäó ôè-
íàíñîâûé êðèçèñ. Êàê âèäíî èç òàáëèöû, ýêñöåññ çà ïåðèîä 1990-2008 ñîñòàâèë
ex = 10.2. Îäíàêî, äîñòàòî÷íî îòáðîñèòü âîëàòèëüíûé 2008-é ãîä, è ýêñöåññ
óìåíüøèòñÿ â òðè ðàçà äî çíà÷åíèÿ ex = 3.8. Êîëè÷åñòâî òîðãîâûõ äíåé, ïî
êîòîðûì îí âû÷èñëÿëñÿ, óìåíüøàåòñÿ ïðè ýòîì âñåãî íà 5% äî n = 4528.
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Íèæå ïðèâåäåí ãðàôèê çàâèñèìîñòè ýêñöåññà è âåðîÿòíîñòè p1 îò ïàðàìåò-
ðà ñãëàæèâàíèÿ ν äëÿ ïåðåìåøàííûõ è èñõîäíûõ äàííûõ åæåäíåâíûõ äîõîä-
íîñòåé èíäåêñà S&P500 çà ïåðèîä 1990-2007:
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Ðèñ.26: Ýêñöåññ ex è âåðîÿòíîñòü p1 äëÿ ðàçíûõ ν, S&P500, 1990-2007

Âèäíî, ÷òî, õîòÿ íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ýêñöåññà äîñòàòî÷íî íåâåëèêî, îíî, òåì
íå ìåíåå, ñòàòèñòè÷åñêè çíà÷èìî ïàäàåò ïðè óñòðàíåíèè â äàííûõ íåñòàöè-
îíàðíîñòè. Ìîæíî ñ÷èòàòü çíà÷èìûì äëÿ íîðìàëèçîâàííûõ äàííûõ ýêñöåññ
ïîðÿäêà ex = 1, ò.å. â 4-å ðàçà ìåíüøå, ÷åì ó èñõîäíûõ.

Ïðèâåä¼ì ãèñòîãðàììû ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè è ãðàô íîð-
ìàëüíîé âåðîÿòíîñòè [31], ôîðìàëüíî ïîñòðîåííûå ïî èñõîäíûì íåñòàöèîíàð-
íûì äàííûì:
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Ðèñ.27: Ðàñïðåäåëåíèå äîõîäíîñòåé S&P500 1990-2008

è äàííûì ïîñëå ïðîöåäóðû èõ íîðìàëèçàöèè (25):
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Ðèñ.28: Ðàñïðåäåëåíèå äîõîäíîñòåé S&P500 1990-2008 ïîñëå íîðìàëèçàöèè

Ëèíèÿ áåç ìàðêåðîâ íà ðèñóíêàõ ñîîòâåòñòâóåò ðàñïðåäåëåíèþ Ãàóññà. Ãðàô
íîðìàëüíîé âåðîÿòíîñòè ÿâëÿåòñÿ çàâèñèìîñòüþ y = f(r) ñâÿçè FN(y) = F (r),
ãäå FN(y) - èíòåãðàëüíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, à F (r) - ýìïèðè÷åñêîå èí-
òåãðàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ äîõîäíîñòåé. Åñëè ýìïèðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå
F (r) ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâûì, òî ýòîò ãðàô äîëæåí áûòü ïðÿìîé ëèíèåé. Âèäíî,
÷òî ïîñëå íîðìàëèçàöèè ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííî áîëåå
íîðìàëüíîé. Îòêëîíåíèÿ îò ïðÿìîé íà ãðàôå îñîáåííî çàìåòíû äëÿ áîëüøèõ
îòðèöàòåëüíûõ âûáðîñîâ, ÷òî ñâÿçàíî ñ ðåäêèìè íåãàòèâíûìè øîêîâûìè âîç-
äåéñòâèÿìè íà ðûíîê.
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Ðàññìîòðèì, äëÿ ñðàâíåíèÿ, ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè åæåäíåâíûõ äî-
õîäíîñòåé âàëþòíîãî ðûíêà íà ïðèìåðå êóðñà EURUSD çà ïåðèîä 1999-2008.
Îñíîâíûå ñòàòèñòè÷åñêèå ïàðàìåòðû äî íîðìèðîâàíèÿ (ïåðâàÿ ñòðîêà) è ïî-
ñëå ñãëàæèâàíèÿ ñ ðàçëè÷íûìè ïàðàìåòðàìè ν ïðèâåäåíû â òàáëèöå íèæå:

aver sigma asym excess p1
r 0.008 0.652 0.05 1.3 72.7

ν = 10 0.017 1.022 0.03 0.8 71.5

ν = 6 0.022 0.995 0.00 0.1 69.3

ν = 4 0.022 0.993 0.01 0.1 69.0

Âèäíî, ÷òî ó èñõîäíûõ äàííûõ ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøîé ýêñöåññ, îäíàêî ïîñëå
ñãëàæèâàíèÿ îí óìåíüøàåòñÿ åù¼ ñèëüíåå. Ñðåäíåå çíà÷åíèå âîëàòèëüíîñòè
ïîñëå íîðìèðîâêè áëèçêî ê åäèíèöå. Ýòî ãîâîðèò î òîì, ÷òî σ = v

√
2π/3 ÿâ-

ëÿåòñÿ õîðîøåé íåñìåù¼ííîé îöåíêîé åæåäíåâíîé âîëàòèëüíîñòè äîõîäíîñòè
êóðñà.

Òåñò íà ñòàòèñòè÷åñêóþ çíà÷èìîñòü ïàäåíèÿ ýêñöåññà è âåðîÿòíîñòè p1 ñâè-
äåòåëüñòâóåò î áëèçêîì ê íóëþ ýêñöåññå íîðìèðîâàííûõ äîõîäíîñòåé:
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Ðèñ.29: Ýêñöåññ ex è âåðîÿòíîñòü p1 äëÿ ðàçíûõ ν, EURUSD, 1999-2008

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãèñòîãðàììà è ãðàô íîðìàëüíîé âåðîÿòíîñòè èìåþò âèä:
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Ðèñ.30: Ðàñïðåäåëåíèå äîõîäíîñòåé EURUSD, 1999-2008 ïîñëå íîðìàëèçàöèè

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ïðàêòè÷åñêè êàíîíè÷åñêîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå
ñ îòêëîíåíèÿìè, äîñòàòî÷íî òèïè÷íûìè äëÿ ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøîé âûáîðêè
(n = 2495).

Ìû íå áóäåì ïðîâîäèòü áîëåå äåòàëüíûé ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèç ôîðìû
ðàñïðåäåëåíèÿ, îãðàíè÷èâøèñü ýòèìè èëëþñòðàòèâíûìè ïðèìåðàìè. Ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ (ñì. Çàêëþ÷åíèå), ÷òî íàáëþäàåìûå äàííûå ÿâëÿþòñÿ ñìåñüþ íîð-
ìàëüíî ðàñïðåäåë¼ííûõ ôëóêòóàöèé ðûíêà, ïðîìîäóëèðîâàííûõ íåñòàöèîíàð-
íîé âîëàòèëüíîñòüþ, è ðåäêèõ øîêîâûõ âîçäåéñòâèé. Ïîýòîìó äàæå ïîñëå
óñòðàíåíèÿ íåñòàöèîíàðíîñòè äàííûõ â íèõ ìîãóò îñòàâàòüñÿ øîêîâûå âû-
áðîñû, êîòîðûå äåëàþò ñóììàðíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëàáî-íåãàóññîâûì.
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11 Êâàçèñòàöèîíàðíîñòü âîëàòèëüíîñòè

Íóëåâûå àâòîêîððåëÿöèîííûå êîýôôèöèåíòû ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè
çíà÷åíèÿìè âîëàòèëüíîñòè, âîîáùå ãîâîðÿ, íå èñêëþ÷àþò âîçìîæíîñòè å¼ ñòî-
õàñòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ìû ìîæåì çàïèñàòü ñëåäóþùóþ ïðîñòåé-
øóþ äèñêðåòíóþ ìîäåëü:

rt = σt · νt, σt = σ · (1 + β · µt), (26)

ãäå νi è µi - íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå ÷èñëà, à σ, β - êîíñòàíòû. Îäíàêî â òà-
êîì âèäå èíòåðïðåòàöèÿ âîëàòèëüíîñòè σt êàê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû äîñòàòî÷íî
áåññìûñëåííà. Ôàêòè÷åñêè, ìû âîçâðàùàåìñÿ ê îáû÷íîé ñòàöèîíàðíîé ìîäåëè
rt = σεt, ãäå εt = νt + β · µtνt. Â ÷àñòíîñòè, åñëè νi è µi èìåþò íîðìàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå, òî ðàñïðåäåëåíèå äëÿ εi áóäåò óæå íå íîðìàëüíûì c ýêñöåññîì,
ðàâíûì 6β2(2 + β2)/(1 + β2)2. Òåì íå ìåíåå, âîïðîñ î ëîêàëüíîì ïîñòîÿíñòâå
�èñòèííîé� âîëàòèëüíîñòè îñòà¼òñÿ îòêðûòûì.

Ïðîâåä¼ì íåêîòîðûå ñòàòèñòè÷åñêèå îöåíêè. Ðàññìîòðèì ñïåðâà ìîäèôè-
öèðîâàííóþ àìïëèòóäó âåðîÿòíîñòè. Ðàçáðîñ å¼ çíà÷åíèé ïðè ïîñòîÿííîé âî-
ëàòèëüíîñòè σ ïðîèñõîäèò ïî ïðè÷èíå êîíå÷íîé øèðèíû ïëîòíîñòè ðàñïðåäå-
ëåíèÿ P (v). Å¼ àíàëèòè÷åñêèé âèä ìîæíî ïîëó÷èòü èç óðàâíåíèÿ (31) ïðèëî-
æåíèÿ A â âèäå ñëåäóþùåãî ðÿäà:

P (v) = (32v4−9)N(2v)+
∞∑
k=2

{
4(2k − 1)2

k2(k − 1)2
N1 −

8k2
(
1 + k2 − 4(k4 − k2)v2

)
(k2 − 1)2

N2

}
,

ãäå N1 = N(2(2k−1)v), N2 = N(2kv) - íîðìèðîâàííûå ãàóññîâû ôóíêöèè (ñì.
ïðèëîæåíèå A). Íèæå ïðèâåäåíû èíòåãðàëüíûå âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ âåëè-
÷èíû σ = v

√
2π/3 â èíòåðâàë [0..σ0] (ïåðâàÿ ñòðîêà - σ0, âòîðàÿ - âåðîÿòíîñòü

â ïðîöåíòàõ):

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6

0.6 3.3 10.4 22.5 37.8 53.7 68.1 79.5 87.7 93.1 96.4 98.2

Â èíòåðâàë [0 .. 1.5] ìîäèôèöèðîâàííàÿ àìïëèòóäà ðàçìàõà v
√
2π/3 äîëæíà

ïîïàäàòü îêîëî 96.4% äíåé. Íèæå 0.5 îíà ìîæåò îïóñêàòüñÿ êðàéíå ðåäêî.
Åñëè ìû óñòðàíèì (25) ïðè ïîìîùè ñãëàæèâàíèÿ (ν = 4) íåñòàöèîíàð-

íîñòü â åæåäíåâíûõ ìîäèôèöèðîâàííûõ àìïëèòóäàõ ðàçìàõà v äëÿ EURUSD
çà 2007-2008 ãîä, ïîëó÷èòñÿ ñëåäóþùàÿ äèíàìèêà:
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Ðèñ.31: Ñòàöèîíàðíàÿ àìïëèòóäà EURUSD â 2007-2008

Ïóíêòèðíûå ëèíèè â ñëó÷àå áðîóíîâñêîãî áëóæäàíèÿ ñîîòâåòñòâóþò âåðîÿò-
íîñòè 96% ïîïàäàíèÿ â èíòåðâàë 0.5 < v

√
2π/3 < 1.5. Âèäíî, ÷òî çà èñêëþ÷å-

íèåì äîñòàòî÷íî ðåäêèõ âûáðîñîâ áîëüøèíñòâî åæåäíåâíûõ âîëàòèëüíîñòåé,
îöåíåííûõ ïî ìîäèôèöèðîâàííîé àìïëèòóäå âåðîÿòíîñòè, ïîïàäàþò â ïóíê-
òèðíûé êîðèäîð. Âûáðîñîâ èç íåãî íåñêîëüêî áîëüøå, ÷åì 4% (â ãîäó îêîëî 250
òîðãîâûõ äíåé, 250*4%=10). Íåçíà÷èòåëüíîå ïðåâûøåíèå ìîæíî èíòåðïðåòè-
ðîâàòü, êàê ðåäêèå øîêîâûå âîçäåéñòâèÿ íà ðûíîê, íå ñâÿçàííûå ñ �òèïè÷íîé�
äëÿ íåãî äèíàìèêîé, îñîáåííî â êðèçèñíûé 2008-é ãîä.
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Êàê ìû óæå îáñóæäàëè âûøå, �åæåäíåâíóþ� âîëàòèëüíîñòü ìîæíî ïîëó-
÷èòü, íå òîëüêî ïðè ïîìîùè ìîäèôèöèðîâàííûõ àìïëèòóä ðàçìàõà, íî è âû-
÷èñëÿÿ å¼ çíà÷åíèÿ íà îñíîâå âíóòðèäíåâíûõ ëàãîâ äëÿ, íàïðèìåð, ïÿòíàäöàòè
- ìèíóòíûõ òî÷åê. Íèæå ïðèâåäåíà äèíàìèêà âîëàòèëüíîñòè, ïîñëå óñòðàíå-
íèÿ íåñòàöèîíàðíîñòè, ïîëó÷åííàÿ òàêèì ñïîñîáîì çà ïåðèîä 2007-2008 äëÿ
êóðñà EURUSD:
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Ðèñ.32: Âíóòðèäíåâíàÿ âîëàòèëüíîñòü EURUSD â 2007-2008

Â äàííîì ñëó÷àå ðàçáðîñ çíà÷åíèé ñâÿçàí ñ êîíå÷íîñòüþ âûáîðêè, ïî êîòîðîé
âû÷èñëÿåòñÿ âîëàòèëüíîñòü (n = 96 = 4 · 24). ×òîáû ïðîâåñòè óðîâíè çíà÷è-
ìîñòè, íåîáõîäèìî çíàíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè. Êàê
èçâåñòíî, îøèáêà âû÷èñëåíèÿ ñòàöèîíàðíîé âîëàòèëüíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ìî-
ìåíòàìè ÷åòâ¼ðòîãî ïîðÿäêà è, â ñëó÷àå áîëüøîãî ýêñöåññà, îíà áóäåò äîñòà-
òî÷íî âåëèêà.

Âíóòðèäíåâíûå 15-ìèíóòíûå äàííûå îáëàäàþò çàìåòíûì ýêñöåññîì. Ïðè
ôîðìàëüíîì åãî âû÷èñëåíèè äëÿ EURUSD 2004-2008 ïîëó÷àåòñÿ çíà÷åíèå ïî-
ðÿäêà 20. Òàêîé âûñîêèé ýêñöåññ îáóñëîâëåí äîëãîñðî÷íîé íåñòàöèîíàðíîñòüþ,
ñóùåñòâåííûìè öèêëè÷åñêèìè ýôôåêòàìè àêòèâíîñòè âíóòðè äíÿ, à òàêæå ðÿ-
äîì äðóãèõ ñïåöèôè÷åñêèõ ïðè÷èí, íà êîòîðûõ ìû ñåé÷àñ îñòàíàâëèâàòüñÿ íå
áóäåì.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè óðîâíåé çíà÷èìîñòè ïðîâåä¼ì ñëåäóþùèé ïðîñòîé
ýêñïåðèìåíò ñ äàííûìè. Âû÷èñëèì ëîãàðèôìè÷åñêèå äîõîäíîñòè íà îñíîâå
15 - ìèíóòíûõ ëàãîâ êóðñà EURUSD. Çàòåì, äëÿ ñîõðàíåíèÿ âíóòðèäíåâíîé
ïåðèîäè÷íîñòè, ïåðåìåøàåì äîõîäíîñòè ñ îäèíàêîâûìè çíà÷åíèÿìè âðåìåíè
ñóòîê. Äðóãèì ñëîâàìè, ñëó÷àéíûì îáðàçîì ïåðåñòàâëÿåì âñå ëàãè â 00:00,
îòäåëüíî îò íèõ ïåðåìåøèâàåì ëàãè â 00:15, è ò.ä. Ïî ýòèì ñèíòåòè÷åñêèì
äàííûì, ïîòåðÿâøèì ëþáóþ ïàìÿòü, êðîìå âíóòðèäíåâíûõ öèêëîâ, âû÷èñëèì
çíà÷åíèÿ âíóòðèäíåâíîé âîëàòèëüíîñòè. Îòíîðìèðóåì èõ òàêèì îáðàçîì, ÷òî-
áû ñðåäíåå áûëî ðàâíî åäèíèöå, è ïîñòðîèì ñîîòâåòñòâóþùåå ðàñïðåäåëåíèå
âåðîÿòíîñòè. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â êîðèäîð 1 ± 0.4 ïîïàäåò îêîëî 96% äàííûõ.
Èìåííî ýòè óðîâíè, õàðàêòåðèçóþùèå �òèïè÷íûé� ðàçáðîñ âîëàòèëüíîñòè çà
ñ÷¼ò êîíå÷íîñòè äàííûõ, ïðîâåäåíû íà ðèñóíêå âûøå ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè.
Äàííûå äîñòàòî÷íî õîðîøî óêëàäûâàþòñÿ â ýòîò êîðèäîð.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïðîäåëàííûå âûøå âû÷èñëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñêîðåå îöåíêîé,
÷åì ñòðîãèì ñòàòèñòè÷åñêèì àíàëèçîì, êîòîðûé, âîçìîæíî, è íåóìåñòåí áåç
ïîñòðîåíèÿ ïîëíîé ìîäåëè íåñòàöèîíàðíîñòè äàííûõ íà ðàçëè÷íûõ âðåìåí-
íûõ ìàñøòàáàõ. Îäíàêî âûãëÿäèò äîñòàòî÷íî ïðàâäîïîäîáíûì ïðåäïîëîæå-
íèå î ëîêàëüíîì ïîñòîÿíñòâå âîëàòèëüíîñòè äëÿ äîõîäíîñòè äíåâíûõ ëàãîâ.
Äðóãèìè ñëîâàìè, äíåâíàÿ âîëàòèëüíîñòü ðûíêà, ïî âñåé âèäèìîñòè, ÿâëÿåò-
ñÿ ãëàäêîé, äîñòàòî÷íî ìåäëåííî èçìåíÿþùåéñÿ ôóíêöèåé âðåìåíè. Â äàííûé
ìîìåíò å¼ çíà÷åíèå ìîæíî ñ÷èòàòü ïîñòîÿííûì è îïðåäåëÿþùåì ñòîõàñòè÷å-
ñêóþ äèíàìèêó äîõîäíîñòè öåí ôèíàíñîâîãî èíñòðóìåíòà.

25



12 Çàêëþ÷åíèå

Îñíîâíîé òåçèñ, êîòîðûé ìû àðãóìåíòèðîâàëè â íàñòîÿùåé ðàáîòå, ñîñòîèò
â ñëåäóþùåì:

Âîëàòèëüíîñòü è äðóãèå ñòàòèñòè÷åñêèå ïàðàìåòðû ñòîèò ðàññìàò-
ðèâàòü êàê ïëàâíî èçìåíÿþùèåñÿ ôóíêöèè âðåìåíè. Îíè îïðåäå-
ëÿþò ëîêàëüíî - êâàçèñòàöèîíàðíóþ ñòîõàñòè÷åñêóþ äèíàìèêó öåí
ôèíàíñîâûõ èíñòðóìåíòîâ. Îòíîñèòåëüíî ðåäêî è íåðåãóëÿðíî âîç-
íèêàþò òî÷å÷íûå øîêîâûå âîçäåéñòâèÿ íà ðûíêè, êîòîðûå èçìåíÿ-
þò åæåäíåâíûå çíà÷åíèÿ äîõîäíîñòåé, è, íàêàïëèâàÿñü, ìîãóò âîç-
äåéñòâîâàòü íà äîëãîñðî÷íûå çíà÷åíèÿ âîëàòèëüíîñòè.

Ñèòóàöèÿ íàïîìèíàåò äåôîðìàöèþ ïëàñòè÷íîãî ìàòåðèàëà ïîñëå ñåðèè
óäàðîâ ïî íåìó è ïîñòåïåííîå âîññòàíîâëåíèå ôîðìû ïðè èõ îòñóòñòâèè. Èñ-
êëþ÷èòåëüíûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ïîäîáíîé ïëàñòè÷-
íîñòè âîëàòèëüíîñòè, îñîáåííî â öåëÿõ ïðåäñêàçàíèÿ âðåìåíè å¼ âîçâðàòà íà
äîëãîñðî÷íûå óðîâíè.

Òàêèì îáðàçîì, ñòîõàñòè÷íîñòü ðûíêîâ ñîñòîèò èç äâóõ ñîñòàâëÿþùèõ -
1) åñòåñòâåííîé ãàóññîâî ðàñïðåäåë¼ííîé åæåäíåâíîé äîõîäíîñòè ñ ìåäëåííî
èçìåíÿþùåé âîëàòèëüíîñòüþ è 2) øîêîâûõ âîçäåéñòâèé, ïðîèñõîäÿùèõ äîñòà-
òî÷íî ðåäêî. Øîêè ïðåäïîëàãàþòñÿ ïðèíöèïèàëüíî íåïðåäñêàçóåìûìè, îäíà-
êî èõ âîçäåéñòâèå íà âîëàòèëüíîñòü è å¼ ïîñëåäóþùàÿ ýâîëþöèÿ äîëæíû áûòü
ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèé.

Âîîáùå ãîâîðÿ, øîêè, äî íåêîòîðîé ñòåïåíè, ÿâëÿþòñÿ �âåùüþ â ñåáå�. Â
ðåàëüíîñòè äîñòàòî÷íî ñëîæíî îòäåëèòü �íååñòåñòâåííîå� ïîâåäåíèå ðûíêà â
ðåçóëüòàòå øîêîâîãî âîçäåéñòâèÿ îò åãî �îáû÷íîé� âîëàòèëüíîñòè. Àíàëèòèêè
è ýêîíîìè÷åñêèå îáîçðåâàòåëè åæåäíåâíî íàõîäÿò íîâîñòèéíîå îáúÿñíåíèå ëþ-
áûì ñêà÷êàì öåí. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàêèå ñîáûòèÿ, êàê áàíêðîòñòâî Lehman
Brothers, âðÿä ëè ÿâëÿþòñÿ ðÿäîâûìè íîâîñòÿìè.

Âîëàòèëüíîñòü ìîæåò ïîñòåïåííî ïîâûøàòüñÿ è â ðåçóëüòàòå îòíîñèòåëüíî
íåçíà÷èìîãî íåãàòèâíîãî íîâîñòèéíîãî ôîíà, åñëè îí äëèòñÿ äîñòàòî÷íî äîë-
ãî. Òàê, ïîñòåïåííûé ðîñò âîëàòèëüíîñòè ñ íà÷àëà 2007 ãîäà áûë ðåçóëüòàòîì
èìåííî òàêîãî �ìÿãêîãî� äàâëåíèÿ íà ðûíêè ñî ñòîðîíû ñåêòîðà íåäâèæèìî-
ñòè. Ñ îñåíè 2008 ãîäà ýòîò ðîñò ñòàë âçðûâíûì è áåñïðåöåäåíòíûì äëÿ íîâåé-
øåé èñòîðèè ôèíàíñîâûõ ðûíêîâ. Ïðîèçîøëî ýòî, êàê èçâåñòíî â ôèíàíñîâîì
ñåêòîðå, ÷òî ñïðîâîöèðîâàëî ëàâèíîîáðàçíûé ýôôåêò êðèçèñà äîâåðèÿ è ïà-
íè÷åñêèõ íàñòðîåíèé. Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, íåìåäëåííî ñêàçàëîñü íà ðåàëüíîì
ñåãìåíòå ýêîíîìèêè.

Íàêîíåö, ðîñò âîëàòèëüíîñòè îáû÷íî ñîïðîâîæäàåò �íåìîòèâèðîâàííûé�
àæèîòàæ íà ðûíêå â ïðîöåññå âîçíèêíîâåíèÿ òîãî èëè èíîãî ôèíàíñîâîãî ïó-
çûðÿ. Åñòåñòâåííî, âûñîêàÿ âîëàòèëüíîñòü ñîõðàíÿåòñÿ è â ïåðèîä åãî ñäóòèÿ.
Â ôàçå �ñïîêîéíîãî� ðîñòà âîëàòèëüíîñòü îáû÷íî ìåäëåííî ñíèæàåòñÿ.

Ïèêè íà äèàãðàììàõ äèíàìèêè íåñòàöèîíàðíîé âîëàòèëüíîñòè íàâîäÿò íà
àíàëîãèþ ñ ðåçîíàíñíûìè ÿâëåíèÿìè â ôèçè÷åñêèõ ñèñòåìàõ. Ýòî, â ñâîþ î÷å-
ðåäü, ïîäðàçóìåâàåò íàëè÷èå íåêîòîðûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ïîäîáíóþ
äèíàìèêó. Íå âûçûâàåò òàêæå ñîìíåíèÿ ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ ìåõàíèçìà ðå-
ëàêñàöèè è îïðåäåë¼ííîãî âðåìåíè æèçíè ðåçîíàíñà, ïîñëå êîòîðîãî ïðîèñõî-
äèò çàòóõàíèå âîçáóæäåíèÿ ñèñòåìû.

26



Ãîâîðÿ î ïëàâíîì õîäå èçìåíåíèÿ âîëàòèëüíîñòè íàäî èìåòü ââèäó, ÷òî
ýòî îòíîñèòñÿ ê �òèïè÷íûì� äîëãîñðî÷íûì ñèòóàöèÿì íà ðûíêå. Èíîãäà, òåì
íå ìåíåå, ìîãóò ïðîèñõîäèòü áèôóðêàöèîííûå, ñêà÷êîîáðàçíûå ïåðåñòðîéêè
ñòàòèñòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ îïðåäåëÿþùèõ ñòîõàñòè÷åñêóþ äèíàìèêó öåí. Ïî-
âèäèìîìó ñ òàêîé áèôóðêàöèîííîé ïåðåñòðîéêîé ìû èìåëè äåëî â ñåíòÿáðå
2008 ãîäà. Âûõîä èç ýòîé áèôóðêàöèè ñêîðåå âñåãî áóëåò äîñòàòî÷íî ïëàâíûé
è çàòÿæíîé.

Íåãàóññîâûé õàðàêòåð ðûíêîâ îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ ïðè÷èíàìè. Âî-ïåðâûõ,
îí ÿâëÿåòñÿ àðòåôàêòîì íåêðèòè÷íîãî ïîñòóëèðîâàíèÿ ñòàöèîíàðíîñòè â óñëî-
âèÿõ, êîãäà å¼ íà ñàìîì äåëå íåò. Ýòà ñîñòàâëÿþùàÿ, â ïðèíöèïå, óñòðàíè-
ìà. Ïîñëå ïðèâåäåíèÿ äàííûõ â ñòàöèîíàðíûé âèä îíè ñóùåñòâåííî ñíèæàþò
ñâîþ íåãàóññîâîñòü. Òåì íå ìåíåå, ðåäêèå øîêîâûå âîçäåéñòâèÿ, ñìåøàííûå
ñî ñòàöèîíàðíûìè ãàóññîâûìè äîõîäíîñòÿìè, äåëàþò ðàñïðåäåëåíèå ñëàáî-
íåãàóññîâûì. Îñîáåííî ýòî ïðîÿâëÿåòñÿ â ñëó÷àå ôîíäîâîãî ðûíêà, êîòîðûé
îáëàäàåò âíåáèðæåâûì ïåðèîäîì íàêîïëåíèÿ íåãàòèâíûõ èëè ïîçèòèâíûõ íî-
âîñòåé. Êîãäà ðûíêè îòêðûâàþòñÿ, ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü �ðàçîâîãî âûïë¼ñ-
êèâàíèÿ� íàêîïèâøèõñÿ ýìîöèé. Êðóãëîñóòî÷íî ðàáîòàþùèå âàëþòíûå ðûíêè
ìîãóò �ïëàâíåå� ðåàãèðîâàòü íà ïîÿâëåíèå ïîäîáíûõ øîêîâûõ âîçäåéñòâèé.

Àâòîêîððåëÿöèîííûå êîýôôèöèåíòû ìåæäó ðàçëè÷íûìè ìåðàìè, õàðàê-
òåðèçóþùèìè âîëàòèëüíîñòü, òàêæå âîçíèêàþò ïî ïðè÷èíå íåñòàöèîíàðíîñòè
äàííûõ è èñ÷åçàþò ïîñëå å¼ óñòðàíåíèÿ. Â ýòîì ñìûñëå îíè, åñòåñòâåííî, ÿâ-
ëÿþòñÿ ñâèäåòåëüñòâîì äîëãîñðî÷íîé ïàìÿòè, íî íå èìåþò íè ÷åãî îáùåãî ñ
êðàòêîñðî÷íûìè ñòîõàñòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè âîëàòèëüíîñòè, êîòîðûå ïðåä-
ïîëàãàþòñÿ â ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîäåëÿõ. Ïî âñåé âèäèìîñòè, äàëüíåéøèå èñ-
ñëåäîâàíèÿ äîëæíû ñêîíöåíòðèðîâàòüñÿ íà ïðîãíîçèðîâàíèè ãëàäêîé äèíàìè-
êè âîëàòèëüíîñòè, à íå íà å¼ ñòîõàñòè÷åñêèõ òåîðèÿõ.
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A Ïðèëîæåíèå: Áðîóíîâñêîå áëóæäàíèå.

Ïðèâåä¼ì îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ òåîðèè áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ, îïèñûâà-
åìîãî ñòîõàñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì dx = µdt+σδW . Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé
îòñóòñòâèÿ ñíîñà (µ = 0). Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â íà÷àëü-
íûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 0. Ìàêñèìàëüíîå è ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèÿ x çà
ïåðèîä 0 6 t 6 T ðàâíû H è L, è r = x(T ). Âûñîòà ïîäúåìà h = H è ãëóáèíà
îïóñêàíèÿ l = −L âñåãäà ïîëîæèòåëüíû, è −l 6 r 6 h. Àìïëèòóäà ðàçìà-
õà ðàâíà a = h + l. Íèæå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé åäèíè÷íîé âîëàòèëüíîñòè
σ = 1 è åäèíè÷íîãî èíòåðâàëà âðåìåíè T = 1. Äëÿ èõ âîññòàíîâëåíèÿ íåîáõî-
äèìî âî âñåõ �ðàçìåðíûõ� âåëè÷èíàõ r, h, l, a ïðîäåëàòü çàìåíó r → r/σ

√
T .

Ýòî æå íåîáõîäèìî ñäåëàòü è â äèôôåðåíöèàëàõ dr è ò.ï. ïðè èíòåãðèðîâàíèè
ïëîòíîñòåé âåðîÿòíîñòåé. Äëÿ ñîêðàùåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ôóíêöèÿ íîðìàëüíî-
ãî ðàñïðåäåëåíèÿ: N(x) = e−x2/2/

√
2π.

• Èñõîäíûì ñîîòíîøåíèåì ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî x íå ïîäíèìåòñÿ
âûøå h è íå îïóñòèòñÿ íèæå −l, çàêðûâøèñü íà äîõîäíîñòè r:

p(−l < L,H < h, r) =

∞∑
k=−∞

{
N
(
r + 2ka

)
−N

(
r + 2l + 2ka

)}
. (27)

Ýòó ôîðìóëó ïîëó÷èë Ôåëëåð â 1951 [20]. Îòìåòèì òàêæå èñêëþ÷èòåëüíî ïî-
ëåçíûé ñïðàâî÷íèê [26]. Èç âåðîÿòíîñòè Ôåëëåðà (27) âûâîäÿòñÿ äðóãèå ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ. Òàê, äëÿ äîõîäíîñòè, âûñîòû è ãëóáèíû èìååì:

P (r) = N(r), P (h) = 2N(h), P (l) = 2N(l). (28)

Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ðàçìàõà a âûðàæàåòñÿ â âèäå áåñêîíå÷íîãî ðÿäà ïî
ãàóññîâîìó áàçèñó:

P (a) = 8
∞∑
k=1

(−1)k+1 · k2 ·N(ka). (29)

Ðÿä äîñòàòî÷íî áûñòðî ñõîäèòñÿ äëÿ âñåõ a ̸= 0. Õàðàêòåðíûì ñâîéñòâîì ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ Ôåëëåðà P (a) ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíî áûñòðîå ñíèæåíèå ïëîòíîñòè
âåðîÿòíîñòè ïðè óìåíüøåíèè a. Ïðèâåä¼ì íåêîòîðûå çíà÷åíèÿ èíòåãðàëüíûõ
âåðîÿòíîñòåé F (a) = p(H − L < a):

a 0.750 1.000 1.500 2.000 2.500 3.000 3.500 4.000

F (a) 0.002 0.063 0.487 0.819 0.950 0.989 0.998 1.000

Íèæå çíà÷åíèÿ 0.75 (σ = 1) ïàðàìåòð a îïóñêàåòñÿ òîëüêî â 2-õ ñëó÷àÿõ èç
1000. Ñðåäíåå çíà÷åíèå ā = 1.5958, ñèãìà σa = 0.29798 · ā. Â èíòåðâàë îäíîé
ñèãìû ā ± σa = [1.120 .. 2.071] ïîïàäàåò 71.6% çíà÷åíèé a. Â äâîéíóþ ñèãìó
ā± 2σa = [0.645 .. 2.547] ïîïàäåò 95.6% çíà÷åíèé, ïðè÷¼ì âûïàäàíèÿ èç ýòîãî
èíòåðâàëà, ïðàêòè÷åñêè, äîëæíû âñòðå÷àòüñÿ òîëüêî ñâåðõó.

Ñîâìåñòíûå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè äëÿ âûñîòû (r 6 h) ãëóáèíû (−l 6 r)
è àìïëèòóäû (|r| 6 a) èìåþò âèä:

P (h, r) = 2(2h− r) ·N(2h− r), P (l, r) = 2(2l + r) ·N(2l + r). (30)

P (a, r) = 4
∞∑

k=−∞

k ·
{
−|r|−k(2k+3)a+k ·

(
a−|r|

)(
2ka+|r|

)2}·N(
|r|+2ka

)
. (31)

Çàìåòèì, ÷òî P (a,−r) = P (a, r), è P (a, |r|) = 2P (a, r).
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• Ïðèâåä¼ì òàáëèöó ñðåäíèõ çíà÷åíèé ðàçëè÷íûõ âåëè÷èí:

r = 0, r2 = 1, r3 = 0, r4 = 3,

h̄ =

√
2

π
, h2 = 1, h3 =

√
8

π
, h4 = 3,

a =

√
8

π
, a2 = 4 ln 2, a3 =

(2π)3/2

3
, a4 = 9 · ζ[3],

v =
3√
2π

, v2 = 4 ln 2− 5

4
, v3 =

21 + π2

6
√
2π

, v4 = 6 ln 2− 27

16
+

3

8
· ζ[3],

ãäå ζ[n] =
∑∞

k=1 k
−n - ôóíêöèÿ Ðèìàíà. Ñðåäíèå äëÿ l è |r| ýêâèâàëåíòíû h.

Íèæå äàíû çíà÷åíèÿ íåêîòîðûõ ñìåøàííûõ ïðîèçâåäåíèé:

h r =
1

2
, h r2 =

4

3

√
2

π
, h r3 =

3

2
, h r4 =

24

5

√
2

π
,

l rn = (−1)n · h rn, a r2n+1 = 0, a r2n = 2 · h r2n, a |r| = 3

2
.

Äðóãèå ñðåäíèå, à òàêæå èõ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ ìîæíî íàéòè â [22].
Äëÿ áëóæäàíèÿ ñî ñíîñîì dx = µdt+σδW áóäåì èñïîëüçîâàòü óæå îïðåäå-

ë¼ííûå ðàíåå ïëîòíîñòè áåç ñíîñà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû âîññòàíîâèòü âðåìÿ è âî-
ëàòèëüíîñòü, íåîáõîäèìî äîïîëíèòåëüíî ñäåëàòü çàìåíó ñíîñà µ → µT/σ

√
T .

Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè äëÿ äîõîäíîñòè ðàâíà:

Pµ(r) = N
(
r − µ

)
= eµr−µ2/2 P (r).

Âûðàæåíèÿ äëÿ ñîâìåñòíûõ ïëîòíîñòåé [26]:

Pµ(h, r) = eµr−µ2/2 P (h, r), Pµ(l, r) = eµr−µ2/2 P (l, r),

Pµ(a, r) = eµr−µ2/2 P (a, r), Pµ(h, l, r) = eµr−µ2/2 P (h, l, r).

Òàêèì îáðàçîì, âî âñåõ ñëó÷àÿõ ïëîòíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèå µ = 0 óìíîæàþò-
ñÿ íà ôàêòîð eµr−µ2/2. Ïðè íàëè÷èè ñíîñà:

r = µ, r2 = 1 + µ2, r3 = 3µ+ µ3, r4 = 3 + 6µ2 + µ4.

Âûðàæåíèÿ äëÿ ñðåäíèõ çíà÷åíèé äðóãèõ âåëè÷èí äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêè. Îä-
íàêî, òàê êàê äëÿ ôèíàíñîâûõ äàííûõ µ ≪ σ = 1, óìåñòíî ðàçëîæèòü â ðÿä
ôàêòîð eµr−µ2/2 è èñïîëüçîâàòü ñðåäíèå äëÿ ñëó÷àÿ µ = 0. Â ðåçóëüòàòå:

h =

√
2

π
+

µ

2
+

µ2

3
√
2π

− µ4

60
√
2π

+ .., |r| =
√

2

π
+

µ2

√
2π

− µ4

12
√
2π

+ .., (32)

l =

√
2

π
− µ

2
+

µ2

3
√
2π

− µ4

60
√
2π

+ .., a =

√
8

π
+

2µ2

3
√
2π

− µ4

30
√
2π

+ ... (33)

Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ âûñîòû è ãëóáèíû ëèíåéíû ïî µ, è äàëåå â ðàçëîæåíèè
èäóò òîëüêî ÷¼òíûå ñòåïåíè. Àìïëèòóäû ðàçìàõà è ìîäóëÿ äîõîäíîñòè çàâèñÿò
òîëüêî îò ÷¼òíûõ ñòåïåíåé µ. Îòìåòèì òàêæå ïðîñòûå êîíå÷íûå ñîîòíîøåíèÿ:
h− l = r = µ, h2 + l2 = 2 + µ2, h r = h2 − 1/2, l r = 1/2− l2.
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B Ïðèëîæåíèå: Ìåðû âîëàòèëüíîñòè.

Äëÿ ïîëîæèòåëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû z > 0 øèðèíó å¼ ðàñïðåäåëåíèÿ
ìîæíî õàðàêòåðèçîâàòü îòíîñèòåëüíîé îøèáêîé σz/z̄, ãäå σz, êàê îáû÷íî, îáî-
çíà÷àåò ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå σ2

z = (z − z̄)2.
Çàìåòèì, ÷òî îòíîñèòåëüíûå øèðèíû ðàñïðåäåëåíèé äëÿ z è z2 ðàçëè÷-

íû, ïîýòîìó, âîîáùå ãîâîðÿ, ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå êðèòåðèè îïòèìàëüíîñòè
ìåð èçìåðåíèÿ âîëàòèëüíîñòè. Íàïðèìåð, äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñòàöèîíàðíîé âîëà-
òèëüíîñòè îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ, óñðåäíåíèå ëèáî êâàäðàòîâ äîõîäíîñòåé, ëèáî
êâàäðàòîâ àìïëèòóä ðàçìàõà [21]:

σ2
R =

1

n− 1

n∑
t=1

(rt − r̄)2, σ2
P =

1

n

n∑
t=1

a2t
4 ln 2

. (34)

Òàê êàê â ýòîé ñòàòüå ìû èçó÷àåì íåñòàöèîíàðíûé õàðàêòåð âîëàòèëüíîñòè, è
äëÿ å¼ ñãëàæèâàíèÿ èñïîëüçóåì íåëèíåéíûé HP-ôèëüòð, òî óäîáíåå óñðåäíÿòü
íåïîñðåäñòâåííî âîëàòèëüíîñòè σ, à íå èõ êâàäðàòû, êîòîðûå, êàê ìû óâèäèì
íèæå, ïðè ìàëûõ n äàþò, ê òîìó æå, ñìåù¼ííîå çíà÷åíèå σ. Òåì íå ìåíåå,
ãîâîðÿ î ðàçëè÷íûõ ìåðàõ âîëàòèëüíîñòè, ìû áóäåì âû÷èñëÿòü îòíîñèòåëüíóþ
øèðèíó êàê ñàìîé âåëè÷èíû, òàê è å¼ êâàäðàòà.

Ïðèâåä¼ì íåêîòîðûå èçâåñòíûå ìåðû. Áàçîâîé áóäåò ìåðà Parkinson (1980)
[21], ðàâíàÿ àìïëèòóäå ðàçìàõà vP = a. Garman and Klass (1980) [22], â êëàñ-
ñå àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé ïî h, l, r, ïðåäëîæèëè ñëåäóþùóþ îïòèìàëüíóþ
êîìáèíàöèþ, êîòîðàÿ ëó÷øå ìåðû Parkinson:

v2GK = 0.511 · a2 − 0.019
(
r · (h− l) + 2h · l

)
− 0.383 · r2. (35)

Îòìåòèì òàêæå áîëåå ïðîñòóþ è íå çàâèñÿùóþ îò ñíîñà µ ìåðó Rogers and
Satchell (1991) [23]:

v2RS = h · (h− r) + l · (l + r). (36)

Ïîêàæåì, ÷òî ïðîñòåéøàÿ ëèíåéíàÿ ìîäèôèêàöèÿ ìåðû Parkinson

vβ = a− β · |r| (37)

ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé β > 0 ïðèâîäèò ê áîëåå óçêîìó ðàñïðåäåëåíèþ, ÷åì
àìïëèòóäà ðàçìàõà. Åñëè â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ óçîñòè èñïîëüçîâàòü îòíîñè-
òåëüíóþ âîëàòèëüíîñòü σv, òî ïðè ïîìîùè ñðåäíèõ èç ïðèëîæåíèÿ A íåñëîæíî
íàéòè îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà β:

(a− β · |r|)2(
ā− β · |r|

)2 = min => β = 6− 8 ln 2 ≈ 0.455. (38)

Îäíàêî, òàê êàê êðèòåðèé σv/v̄ íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì, è â ñèëó ñëàáîé
÷óâñòâèòåëüíîñòè îòíîñèòåëüíîé âîëàòèëüíîñòè îò β, ìû â ñòàòüå èñïîëüçîâà-
ëè çíà÷åíèå β = 1/2 è îáîçíà÷åíèå v = a− |r|/2. Äàëåå vβ = a− 0.455 · |r|.

Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò åù¼ îäíà ïðîñòàÿ ìåðà âîëàòèëüíîñòè, ñðàâíèìàÿ
ïî ýôôåêòèâíîñòè ñ (37), ñëåäóþùåãî âèäà:

vF =
a

1 + r2/a2
. (39)

Õîòÿ âåðîÿòíîñòü íóëåâîãî çíà÷åíèÿ a äëÿ êîíå÷íîé äëèòåëüíîñòè ëàãà T èñ-
÷åçàþùå ìàëà, íåîáõîäèìî, òåì íå ìåíåå, äîîïðåäåëèòü vF = 0 ïðè a = 0.
Âîîáùå, (37) è (39) íå ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè ïî a è r è âûïà-
äàþò èç äåéñòâèÿ ëåììû ïðèëîæåíèÿ B. ðàáîòû [22].

30



• Êðîìå øèðèíû ðàñïðåäåëåíèÿ, â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ èíîãäà èñïîëüçóåòñÿ
îòñóòñòâèå èëè ñëàáàÿ çàâèñèìîñòü îò ñíîñà µ. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ äíåâíûõ
èëè áîëåå êîðîòêèõ ëàãîâ µ ≪ σ. Ïîýòîìó ýòîò êðèòåðèé íå ÿâëÿåòñÿ ñòîëü
çíà÷èìûì. Ïðåäëîæåííàÿ âûøå ìåðà ìîäèôèöèðîâàííîé àìïëèòóäû ðàçìàõà,
êàê è ñàìà àìïëèòóäà, çàâèñèò îò µ. Îäíàêî ýòà çàâèñèìîñòü ñóùåñòâåííî
ñëàáåå, ÷åì ó àìïëèòóäû. Åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàçëîæåíèÿìè (32), (33), äëÿ
vβ ìîæíî çàïèñàòü:

vβ = (2− β) ·
√

2

π
+

(2− 3β)µ2

3
√
2π

− (2− 5β)µ4

60
√
2π

+ ...

Âèäíî, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðè µ2 â ñëó÷àå β = 1/2 â ÷åòûðå ðàçà ìåíüøå, ÷åì
â ñëó÷àå β = 0 (vP = a). Ñîîòâåòñòâåííî, â ÷åòûðå ðàçà ìåíüøå è çàâèñèìîñòü
îò µ. Ïðè β = 2/3 (äàëåå v2/3) êîýôôèöèåíò ïðè µ2 ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì íóëþ è
çàâèñèìîñòü îò µ îñëàáåâàåò åù¼ ñèëüíåå, õîòÿ ïîëíîñòüþ îíà èñ÷åçàåò òîëüêî
äëÿ ìåðû Rogers and Satchell.

• Ñðàâíèì òåïåðü ñòàòèñòè÷åñêèå ïàðàìåòðû ðàçëè÷íûõ ìåð âîëàòèëüíî-
ñòè:

Ìåðà v̄ v2 σv as ex p1 σv/v̄ σv2/v2

vP 1.596 2.773 0.476 0.97 1.24 70.6 0.298 0.638
vRS 0.960 0.998 0.275 0.46 0.42 69.5 0.287 0.576

v2/3 1.064 1.217 0.292 0.52 0.29 68.4 0.275 0.557

vGK 0.968 0.998 0.245 0.60 0.39 68.6 0.253 0.519

vF 1.254 1.673 0.316 0.53 0.28 68.4 0.252 0.513

v 1.197 1.523 0.300 0.53 0.26 68.2 0.251 0.511

vβ 1.233 1.615 0.308 0.55 0.29 68.3 0.250 0.510

Êóðñèâíûì øðèôòîì ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ Ìîíòå-Êàðëî ìîäåëèðîâàíèÿ ïî 3.5
ìèëëèîíàì ëàãîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ÿâëÿëñÿ áëóæäàíèåì èç ìèëëèîíà òè-
êîâ. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ñðåäíèõ è âîëàòèëüíîñòè â ïîñëåäíåì çíàêå âîçìîæíà
îøèáêà ïîðÿäêà ±0.002. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ îñòàëüíûõ çíà÷åíèé (íå êóðñèâíûõ)
èñïîëüçîâàëèñü àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ.

• Â óñëîâèÿõ íåñòàöèîíàðíîñòè äàííûõ ÷àñòî íåîáõîäèìî ïðîâîäèòü óñðåä-
íåíèå ïî äîñòàòî÷íî ìàëîìó ÷èñëó íàáëþäåíèé n. Â ýòîì ñëó÷àå íà÷èíàåò ïðî-
ÿâëÿòüñÿ ñìåù¼ííîñòü êâàäðàòè÷íûõ ìåð äëÿ îöåíêè âîëàòèëüíîñòè σ. Äàæå,
åñëè ìû âû÷èñëÿåì êëàññè÷åñêèé êâàäðàò âîëàòèëüíîñòè σ2

R ïî íåñìåù¼ííîé
ôîðìóëå (34), çíà÷åíèå σR áóäåò ñìåùåíî, òàê êàê ïðè óñðåäíåíèè ïî áîëüøî-
ìó ÷èñëó âûáîðîê, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò ðàçìåð n, ìû èìååì: < σ2

R >= σ2,

íî <
√
σ2
R ≯= σ. Åñëè íàñ èíòåðåñóåò çíà÷åíèå èìåííî âîëàòèëüíîñòè, à íå

å¼ êâàäðàòà, ëó÷øå äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ äàííûõ èñïîëüçîâàòü ëèíåéíûå, à íå
êâàäðàòè÷íûå ìåðû.

Äëÿ èëëþñòðàöèè ýôôåêòà ñìåùåíèÿ ñïðà-
âà ïðèâåäåíû ãðàôèêè ñðåäíèõ çíà÷åíèé
âîëàòèëüíîñòè, ïîëó÷åííûõ óñðåäíåíèåì
ïî áîëüøîìó ÷èñëó âûáîðîê ïî n çíà÷åíèé
â êàæäîé äëÿ ñòàíäàðòíîãî îïðåäåëåíèÿ σR

è ìåðû σRG =
√
v2RG (35) ïî ñðàâíåíèþ ñ

ëèíåéíîé ìåðîé σ = (a− |r|/2)
√
2π/3.

Òàêèì îáðàçîì, ìåðà v = a − |r|/2 èìååò äîñòàòî÷íî óçêîå ðàñïðåäåëåíèå,
è, ñëåäîâàòåëüíî, îøèáêó èçìåðåíèÿ âîëàòèëüíîñòè. Ïðè ýòîì å¼ î÷åâèäíûì
ïðåèìóùåñòâîì ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîòà, ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåðàìè vRS è vGK . Êðî-
ìå ýòîãî îíà íå ñìåùåíà ïðè ìàëûõ ðàçìåðàõ âûáîðêè, ÷òî ñóùåñòâåííî ïðè
èññëåäîâàíèè ýôôåêòîâ íåñòàöèîíàðíîñòè.
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C Ïðèëîæåíèå: Ìîäåëèðîâàíèå áëóæäàíèÿ

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ëîãàðèôìè÷åñêîãî áëóæäàíèÿ dx/x = σδW ìèíèìàëü-
íûé âðåìåííîé øàã âûáèðàëñÿ ðàâíûì îäíîé ñåêóíäå dt = 1/(60 · 60 · 24) (âðå-
ìÿ èçìåðÿåòñÿ â äíÿõ), à â êà÷åñòâå ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé ε â âèíåðîâñêîì
ñëàãàåìîì δW = ε

√
dt âçÿòû íîðìàëüíî ðàñïðåäåë¼ííûå ñëó÷àéíûå ÷èñëà ñ

åäèíè÷íîé âîëàòèëüíîñòüþ è íóëåâûì ñðåäíèì (ôóíêöèÿ RndG()):

int lag=60*60*24; // îäèí äåíü , ñåêóíäíûå òèêè
int num = 250*20; // äâàäöàòü ëåò

Float dt=1.0/lag, sqrt_dt=sqrt(dt);

Float x=100;
for(int t=0; t<num; t++){

Float min=x, max=x, x0=x;
for(int i=0; i<lag; i++){ // àãðåãèðîâàíèå

Float sigma = (t<num/2)? 0.01: 0.02;
x += ( sigma*RndG()*sqrt_dt ) * x;
if(x>max) max=x;
if(x<min) min=x;

}
r = 100*log(x/x0);
a = 100*log(max/min);
printf("%d\t%g\t%g\t%g\n", t, r, a, fabs(r));

}

Ïîíÿòíî, ÷òî âñå ðàññìîòðåííûå â ïðèëîæåíèè A. ñîîòíîøåíèÿ ñïðàâåäëè-
âû â íåïðåðûâíîì ïðåäåëå âèíåðîâñêîãî áëóæäàíèÿ. Åñëè âíóòðè ëàãà (êàê
ýòî îáû÷íî è áûâàåò íà ïðàêòèêå) êîíå÷íîå ÷èñëî òèêîâ, òî ðåçóëüòàòû ìîãóò
èíîãäà çàìåòíî îòëè÷àòüñÿ îò àñèìïòîòè÷åñêèõ.

Ïðèâåä¼ì çàâèñèìîñòü çíà÷åíèé ñðåäíèõ è èõ âîëàòèëüíîñòåé ðàçëè÷íûõ
âåëè÷èí â çàâèñèìîñòè îò êîëè÷åñòâà òèêîâ âíóòðè ëàãà (ïåðâàÿ êîëîíêà lag):

lag ā σa h̄ σh
¯|r| σ|r|

10 1.267 0.489 0.633 0.599 0.633 0.599

100 1.483 0.477 0.741 0.602 0.742 0.603

1000 1.560 0.476 0.779 0.603 0.780 0.603

10000 1.585 0.475 0.793 0.602 0.792 0.602

100000 1.591 0.476 0.795 0.603 0.796 0.603

1000000 1.595 0.475 0.797 0.603 0.798 0.603

Òàêèì îáðàçîì, íàïðèìåð, ñðåäíåå çíà÷åíèå àìïëèòóäû ðàçìàõà ā äîñòàòî÷íî
ìåäëåííî ñõîäèòñÿ ê çíà÷åíèþ íåïðåðûâíîãî ïðåäåëà ā = 1.696.

Âîîáùå, ñîîòíîøåíèþ íåïðåðûâíîãî è äèñêðåòíîãî â òåîðèè è ïðàêòèêå
ôèíàíñîâ óäåëÿåòñÿ íåäîñòàòî÷íî âíèìàíèÿ. Öåíîâàÿ äèíàìèêà ôèíàíñîâûõ
èíñòðóìåíòîâ îáëàäàåò, äî îïðåäåë¼ííîãî óðîâíÿ, ñâîéñòâàìè ôðàêòàëüíîñòè.
Ê òîìó æå â íåïðåðûâíîì ïðåäåëå, áëàãîäàðÿ äèôôåðåíöèàëüíîìó èñ÷èñ-
ëåíèþ, çàìåòíî óïðîùàåòñÿ îïèñàíèå ñòîõàñòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Îäíàêî íà
óëüòðàêîðîòêèõ âðåìåíàõ ìû èìååì ñóùåñòâåííî äèñêðåòíûå ïðîöåññû âçàè-
ìîäåéñòâèÿ ýêîíîìè÷åñêèõ àãåíòîâ è ýôôåêòû êîíå÷íîñòè èçìåíåíèÿ öåíû.
Êðîìå ýòîãî, íàëè÷èå ñïðåäîâ è òðàíçàêöèîííûõ êîìèññèé ðåàëüíî íå ïîçâî-
ëÿåò äåëàòü çàéìû è ïðîèçâîäèòü íåïðåðûâíîå ïåðåñòðàèâàíèå ïîðòôåëÿ, êàê
ýòî îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, íàïðèìåð, â òåîðèè îïöèîíîâ. Èíîãäà ïîäîáíûå
îãðàíè÷åíèÿ äèñêðåòíîñòè ìîãóò îêàçûâàòü ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà ñïðà-
âåäëèâîñòü êîíå÷íûõ âûâîäîâ.
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D Ïðèëîæåíèå: Àâòîêîððåëÿöèè

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû àâòîêîððåëÿöèîííûõ êîýôôèöèåíòîâ â óñëîâèÿõ íåñòà-
öèîíàðíîñòè (15) â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ.

• Äëÿ âîëàòèëüíîñòè â âèäå ñòóïåíüêè ñî çíà÷åíèåì σ1 äëèòåëüíîñòüþ f ·T
è σ2 â òå÷åíèå (1− f) · T äëÿ äèñïåðñèè èìååì:

γ0(σ) = σ2
θ ·

[
f σ2

1 + (1− f)σ2
2

]
+ f(1− f) · (σ2 − σ1)

2, (40)

ãäå σ2
θ = (θ − 1)2 - äèñïåðñèÿ íîðìèðîâàííîé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ åäèíè÷íûì ñðåäíèì. Êîâàðèàöèîííûé êîýôôèöèåíò
γs(σ) = ⟨σt · σt−s⟩ − ⟨σt⟩2 ðàâåí:

γs(σ) = f(1− f) · (σ1 − σ2)
2 +

(
σ1 − σ2

)(
σ2f − σ1(1− f)

)
· s

T − s
(41)

Ïðè áîëüøîì ïåðèîäå óñðåäíåíèÿ T ïî ñðàâíåíèþ ñî ñäâèãîì s îñòà¼òñÿ òîëüêî
ïåðâîå ñëàãàåìîå, êîòîðîå ìû ïîëó÷èëè â øåñòîì ðàçäåëå.

• Â ñëó÷àå ëèíåéíîãî ðîñòà âîëàòèëüíîñòè σ(t) = σ0 · (1 + βt/T ), ñ ïîñòî-
ÿííîé ñêîðîñòüþ β äèñïåðñèÿ γ0 ðàâíà:

γ0(σ)

σ2
0

= σ2
θ ·

(
1 + β +

β2

3

)
+

β2

12
(42)

Àâòîêîâàðèàöèîííûé êîýôôèöèåíò:

γs(σ)

σ2
0

=
β2

12
·
(
1− 2

s

T
− 2

s2

T 2

)
(43)

• Åñëè âîëàòèëüíîñòü èñïûòûâàåò ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ σ(t) = σ0(1 +
β sin(2πmt/T )), ãäå m = 1, 2, .. - öåëûå ÷èñëà, òî âîëàòèëüíîñòü x â óñëîâèÿõ
òàêîé íåñòàöèîíàðíîñòè ðàâíà:

γ0(σ)

σ2
0

= σ2
θ ·

(
1 +

β2

2

)
+

β2

2
(44)

Êîâàðèàöèîííûå êîýôôèöèåíòû ñòàíîâÿòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè ñäâè-
ãà s:

γs(σ)

σ2
0

= β2 ·
{
1

2
cos

(
2mπ

s

T

)
+

T/4mπ

(T − s)
sin

(
2mπ

s

T

)}
(45)

Íèæå ïðèâåäåíû ýìïèðè÷åñêèå ãðàôèêè àâòîêîððåëÿöèîííûõ êîýôôèöè-
åíòîâ âñåõ ýòèõ òð¼õ ñëó÷àåâ âìåñòå ñ òåîðåòè÷åñêîé êðèâîé (òîíêàÿ ëèíèÿ):
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Ðèñ.33: Êîððåëîãðàììû òð¼õ âèäîâ íåñòàöèîíàðíîñòåé
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