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Èñòèííîñòü è äîêàçóåìîñòü

Ñåðãåé Ñ. Ñòåïàíîâ

Íèæå ïðèâåäåíû äîñòàòî÷íî îáùèå ðàññóæäåíèÿ, èìåþùèì ñêîðåå
ôèëîñîôñêèé õàðàêòåð. Ïðè îïðåäåë¼ííîì ðàçìûøëåíèè, íåêîòîðûå âå-
ùè è èäåè, â ñèëó ïðèâû÷íîñòè êàæóùèåñÿ î÷åâèäíûìè, òàêîâûìè íà
ñàìîì äåëå íå ÿâëÿþòñÿ. Îñîçíàíèå ýòîãî íå òîëüêî èñêëþ÷èòåëüíî èí-
òåðåñíî, íî è äà¼ò èìïóëüñ äëÿ äàëüíåéøèõ ðàçìûøëåíèé.
Ìû ñêîíöåíòðèðóåìñÿ íà òàêèõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîíÿòèÿõ ìàòåìà-

òèêè, êàê äîêàçàòåëüñòâî, àëãîðèòì è ìíîæåñòâî. Áóäåò ïðîàíàëèçèðî-
âàí ìîùíûé, íî òðåáóþùèé îñòîðîæíîñòè ìåòîä ðàññóæäåíèÿ îò ïðîòèâ-
íîãî. Ïðè ïîìîùè ïðîñòîãî âûñîêîóðîâíåâîãî âàðèàíòà ìàøèíû Òüþ-
ðèíãà ìû îáñóäèì íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ òåîðèè àëãîðèòìîâ. Ïîñëå ýòîãî
ïåðåáåð¼ìñÿ â êàíòîðîâñêèé ðàé è ñîâåðøèì íåáîëüøóþ, íî äîñòàòî÷íî
êðèòè÷åñêóþ ýêñêóðñèþ ïî òåîðèè ìíîæåñòâ. Â çàêëþ÷åíèå ìû îáñóäèì
òåîðåìó Ã¼äåëÿ î íåïîëíîòå ìàòåìàòèêè, ïîíÿòèå èñòèíû, è ñâÿçàííûå ñ
íèìè ïðîáëåìû ïîñòðîåíèÿ èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà.
Íåîáõîäèìî ïðåäóïðåäèòü, ÷òî ðÿä óòâåðæäåíèé, ïðèâåäåííûõ íèæå,

íå ðàçäåëÿåòñÿ ìíîãèìè ìàòåìàòèêàìè, ïîýòîìó ê íèì íåîáõîäèìî îò-
íîñèòñÿ ïðåäåëüíî êðèòè÷íî. Îäíàêî, èìåííî â ýòîì è ñîñòîèò öåëü �
ïðîáóäèòü, èíîãäà, âîçìîæíî â ïðîâîêàöèîííîé ôîðìå, äâà ñàìûõ âàæ-
íûõ ñâîéñòâà � óìåíèå óäèâëÿòüñÿ è ñîìíåâàòüñÿ.

Ïîñëåäíÿÿ âåðñèÿ äîêóìåíòà ìîæåò áûòü íàéäåíà ïî àäðåñó
http://synset.com. Âñå çàìå÷àíèÿ è ïðåäëîæåíèÿ ïðîñüáà ïðè-
ñûëàòü ïî ïî÷òå math@synset.com èëè îñòàâëÿòü íà ñàéòå, íà
ñòðàíèöàõ îáñóæäåíèÿ.
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I Ìàòåìàòèêà, îò ìàìîíòîâ äî íàøèõ äíåé

• Â æèçíè íàì ðåäêî óäà¼òñÿ óáåäèòü êîãî-ëèáî â ÷¼ì-ëèáî. Ñêîëü-
êî ñóùåñòâóåò ëþäåé � ñòîëüêî áóäåò è ìíåíèé. Ïîýòîìó ÷àñòü ëþäåé,
íåóäîâëåòâîð¼ííûõ òàêîé ñèòóàöèåé, ðåøèëà ñóùåñòâåííî ñóçèòü òåìó
îáñóæäåíèé, íî ïðè ýòîì íàó÷èòüñÿ óáåæäàòü äðóã äðóãà, ïðèõîäÿ ê
åäèíîìó ìíåíèþ, êîòîðîå òîðæåñòâåííî íàçâàëè �Èñòèíà�. Òàê ïîÿâè-
ëàñü ìàòåìàòèêà.

Òî, ÷òî îáúåäèíåíèå êó÷åê èç �äâóõ� è �òð¼õ� êàìíåé âñåãäà áóäåò ïðè-
âîäèòü ê òàêîìó æå ðåçóëüòàòó, êàê è äîáàâëåíèå êàìíÿ ê êó÷å èç �÷å-
òûðåõ� êàìíåé, áûëî àáñîëþòíî î÷åâèäíûì. Òîëüêî ïîëíîñòüþ ëèø¼í-
íûå ïðàâà ñ÷èòàòüñÿ ìàòåìàòèêàìè, ìîãëè îñïàðèâàòü èñòèííîñòü ýòîãî
óòâåðæäåíèÿ. Â òàêîé îäíîçíà÷íîñòè è íåèçáåæíîñòè îùóùàëàñü òåíü
óëûáêè Âñåâûøíåãî, è, êîíå÷íî, ìàòåìàòè÷åñêèå çàíÿòèÿ òàêæå íà÷àëè
íîñèòü ïðèçíàêè ñâÿùåííîäåéñòâèÿ.

Ê òîìó æå, çàòåì âûÿñíèëîñü, ÷òî íåêîòîðûå ìàòåìàòè÷åñêèå èñòè-
íû î÷åíü ïîëåçíû äëÿ ñóåòíûõ äåë ÷åëîâå÷åñêèõ. Ìîæíî ïåðåñ÷èòàòü
îâåö â ñòàäå, ÷åñòíî ðàçäåëèòü ìàìîíòà íà ÷àñòè, èëè ïðåäñêàçàòü çà-
òìåíèå Ñîëíöà, ïîäíÿâ ñâîé àâòîðèòåò ïåðåä ñîïëåìåííèêàìè. Îäíàêî,
íå ñìîòðÿ íà î÷åâèäíóþ ïîëåçíîñòü, ìàòåìàòèêà ìíîãèõ ïðèâëåêàåò íå
ïî ýòîìó. Èì íðàâèòñÿ óáåæäàòü è áûòü óáåæäàåìûìè, ò.å. çàíèìàòüñÿ
äîêàçàòåëüñòâàìè.

Îò ïåðâîãî ïðîáëåñêà ìàòåìàòè÷åñêîé ìûñëè äî å¼ ñîâðåìåííûõ âåð-
øèí, äîêàçàòåëüñòâà íîñÿò ïñèõîëîãè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïî îáðàçíîìó âû-
ðàæåíèþ Âëàäèìèðà Àíäðååâè÷à Óñïåíñêîãî �ïñèõîëîãè÷åñêîå äîêàçà-

òåëüñòâî � ýòî ðàññóæäåíèå, óáåäèòåëüíîå íà ñòîëüêî, ÷òî âû ãîòîâû
äðóãèõ ëþäåé óáåæäàòü ïðè ïîìîùè ýòîãî æå ðàññóæäåíèÿ.�

Äðåâíèå èíäèéñêèå ìàòåìàòèêè, òîò ôàêò, ÷òî ïëîùàäü êðóãà ðàâíà
ðàäèóñó óìíîæåííîìó íà ïîëîâèíó äëèíû îêðóæíîñòè, äîêàçûâàëè òàê:

Åñòåñòâåííî, ïîäîáíàÿ ëàêîíè÷íîñòü íîñèò íàë¼ò ñíîáèçìà è êëàíîâî-
ñòè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äåòàëè, ëþáîé ïîñâÿù¼ííûé äîäóìàåò ñàì. Â
÷àñòíîñòè ðàçðàáîòàåò ïîíÿòèå áåñêîíå÷íî ìàëûõ, ïðåäåëüíîãî ïåðåõî-
äà, à âîçìîæíî, è ïðèä¼ò ê îïðåäåëåíèþ ÷èñëà π. Ïîõîæàÿ ñèòóàöèÿ, ê
ñîæàëåíèþ, ïðèñóòñòâóåò è â íåêîòîðûõ ñîâðåìåííûõ òðàêòàòàõ.
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•Ìàòåìàòèêà íà÷àëàñü ñ ïîíÿòèé ìíîæåñòâà, ÷èñëà è ðàâåíñòâà. Âðÿä
ëè êòî-òî âûñåêàë íà ñòåíàõ ïåùåðû êàðàêóëè �1 = 2 → 2 = 1�, íî îñî-
çíàíèå òîãî, ÷òî ðàçëè÷íûå, î÷åíü íå ïîõîæèå äðóã íà äðóãà îáúåêòû
îêðóæàþùåãî ìèðà, ñîáðàííûå âìåñòå, îáëàäàþò ÷åì òî îáùèì, ñîçäàëî
ïåðâîãî ìàòåìàòèêà. Äëÿ âñåõ íå ìàòåìàòèêîâ äâà ìàìîíòà, áåçóñëîâíî,
íå òîæå, ÷òî äâà ñàáëåçóáûõ òèãðà, èëè äâå ñèìïàòè÷íûå ñàìêè. Îä-
íàêî, åñëè îòáðîñèòü âñå ðàçëè÷èÿ, òî ìåæäó òåì ÷òî îñòàëîñü ìîæíî
ïîñòàâèòü çíàê ðàâåíñòâà è íàçâàòü ÷èñëîì.

�Áîã ñîçäàë íàòóðàëüíûå ÷èñëà, à âñ¼ îñòàëüíîå ïðèäóìàë ÷åëîâåê�. Ñ
ýòèì óòâåðæäåíèåì Ëåîïîëüäà Êðîíåêåðà òðóäíî ñîãëàñèòüñÿ. Íà ñàìîì
äåëå Áîã ñîçäàë Âñ¼. À âñ¼ îñòàëüíîå, â òîì ÷èñëå è íàòóðàëüíûå ÷èñ-
ëà, ïðèäóìàë ÷åëîâåê. Ïîíÿòèå ÷èñëà âîçíèêëî â ðåçóëüòàòå íåêîòîðîãî
âîçáóæäåíèÿ íåéðîíîâ â ìîçãó ìàòåìàòèêà, êîòîðîå, ïî óäèâèòåëüíîìó
çàìûñëó Áîæüåìó, èìååò ïðèìåðíî òàêóþ æå êîíôèãóðàöèþ è â ãîëî-
âàõ äðóãèõ ìàòåìàòèêîâ. Ïðàêòè÷åñêè îäíîâðåìåííî ïîÿâèëèñü ïîíÿòèÿ
�ñëîæèòü�, �ìåíüøå�, �áîëüøå� è �íå ðàâíî�. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî áûëî
íàñûïàòü íåñêîëüêî êó÷åê êàìíåé è ñêàçàòü � ÑÌÎÒÐÈ.

Ìàòåìàòèêè áûñòðî íàó÷èëèñü âû÷èòàòü, îòáèðàÿ èç êó÷è êàìíåé
÷àñòü, è ïîíÿëè, ÷òî ýòà îïåðàöèÿ îáðàòíà ñëîæåíèþ. Â ðåçóëüòàòå ðåøå-
íèÿ çàäà÷è ÷åñòíîãî ðàçäåëà êó÷è êàìíåé íà íåñêîëüêî ðàâíûõ ÷àñòåé,
âîçíèêëà îïåðàöèÿ äåëåíèÿ, à íåêîòîðûå ñòðàííûå, íè êàê ïîðîâíó íå
äåëÿùèåñÿ ñîâîêóïíîñòè, áûëè íàçâàíû ïðîñòûìè. Óìíîæåíèå îáðàòíîå
äåëåíèþ, èìåëî òàêæå è ñàìîñòîÿòåëüíîå ñóùåñòâîâàíèå, âîïëîù¼ííîå â
âèäå ïðÿìîóãîëüíèêà, âûëîæåííîãî îäèíàêîâûìè êàìíÿìè. Íà÷àëè ïî-
ÿâëÿòüñÿ ïåðâûå çíàêîâûå ñèñòåìû, ôîðìàëèçóþùåå ðàññóæäåíèå.

Ñëåäóþùèé ïðîðûâ âîçíèê èç ïðîñòîãî âîïðîñà: �2+3 = 5, 5−3 = 2,
à ÷åìó ðàâíî 3 − 5?�. È ïðîñòî ïîñìîòðåòü íà êó÷êó êàìíåé, ÷òîáû íà
íåãî îòâåòèòü, íåäîñòàòî÷íî! Íåîáõîäèìî áûëî íåâåðîÿòíîå íàïðÿæåíèå
ìûñëè äëÿ ïðèäóìûâàíèÿ òàêèõ ïîíÿòèé êàê �íîëü� è �îòðèöàòåëüíîå
÷èñëî�, à çàòåì � ôàíòàñòè÷åñêàÿ õàðèçìà, äëÿ óáåæäåíèÿ äðóãèõ, ÷òî
ðàññóæäàòü î íèõ, âîîáùå ãîâîðÿ, òîæå ìîæíî. Ê ñ÷àñòüþ, ñåé÷àñ îòðè-
öàòåëüíûì ÷èñëàì ó÷àò çàäîëãî äî òîãî, êàê ðåá¼íîê ïîéì¼ò, ÷òî îí õî-
÷åò áûòü ìàòåìàòèêîì. Â ýòîì âîçðàñòå ó ÷åëîâå÷åñêîãî ñóùåñòâà î÷åíü
ðàçâèòî óìåíèå óäèâëÿòüñÿ, îäíàêî ñîìíåâàòüñÿ îíî ïî÷òè íå óìååò. Ïî-
ýòîìó â îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà ðåá¼íîê ñíà÷àëà âåðèò, à çàòåì ïðèâûêàåò
ê íèì. Ñòàâ æå âçðîñëûì, îí òåðÿåò ñïîñîáíîñòü óäèâëÿòüñÿ. À âåäü åñ-
ëè ó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë åñòü õîòü êàêèå-òî ïðîîáðàçû â îêðóæàþùåì
ìèðå, òî îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë òàì ïðîñòî íåò! Äàæå �ïðèâû÷íûé� íîëü,
íà ñàìîì äåëå, òàêæå çàãàäî÷åí, êàê è õëîïîê Áóääû îäíîé ëàäîíüþ.
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Ïðîñòî èçîáðåòàòü íîâûå ìàòåìàòè÷åñêèå ïîíÿòèÿ (îáúåêòû) êîíå÷-
íî íåèíòåðåñíî. Èíòåðåñíî îòêðûâàòü òå ñâîéñòâà è ñëåäñòâèÿ, êîòî-
ðûå ñëåäóþò èç èõ ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî óìåòü óáåæàòü
äðóãèõ â èõ èñòèííîñòè, ò.å. äîêàçûâàòü. Èç íè÷åãî âûâåñòè âñ¼ ìîæíî.
Íî òÿæåëî. Ïîýòîìó, êðîìå îáúåêòîâ ïîòðåáîâàëèñü èñõîäíûå �î÷åâèä-
íûå� èñòèíû, ïðè ïîìîùè êîòîðûõ ìîæíî äîêàçûâàòü äðóãèå. Áëàãîäà-
ðÿ Åâêëèäó âîçíèê àêñèîìàòè÷åñêèé ìåòîä. Îí òîæå îñíîâûâàëñÿ íà
ïñèõîëîãè÷åñêîì äîêàçàòåëüñòâå, îäíàêî, ïðè ýòîì â îñíîâó ðàññóæäå-
íèÿ êëàëîñü íåáîëüøîå ÷èñëî èñòèí, èç êîòîðûõ âûâîäèëîñü áåñêîíå÷íîå
ìíîæåñòâî äðóãèõ èñòèí. Ýòà î÷åíü êðàñèâàÿ èäåÿ ñòàëà î÷åðåäíûì ïðî-
ðûâîì â ìàòåìàòè÷åñêîé ìûñëè, îïðåäåëèâ å¼ ðàçâèòèå íà ïîñëåäóþùèå
òûñÿ÷åëåòèÿ.
Î÷åíü ÷àñòî íîâûå ñóùíîñòè âîçíèêàëè ïðè ïîïûòêàõ ðàñøèðèòü äåé-

ñòâèå îïåðàöèé â êîòîðûõ ó÷àñòâóþò óæå ñóùåñòâóþùèå îáúåêòû. Òàê
ïîÿâèëèñü îòðèöàòåëüíûå è ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà. Ïðè ïîìîùè ïîñëåä-
íèõ ñòàëî âîçìîæíûì îïèñûâàòü ìóçûêàëüíûå ãàðìîíèêè, ñêîëü óãîäíî
ìàëûå âåëè÷èíû è ãåîìåòðè÷åñêèå ïîñòðîåíèÿ. Â ìèðå âåçäå óñìàòðè-
âàëñÿ èõ ñëåä. È ïðè ýòîì îíè áûëè ëèøü ïàðîé öåëûõ ÷èñåë m è n!
Âñÿ ãàðìîíèÿ ðóõíóëà â îäèí ìèã, êîãäà êòî òî èç ó÷åíèêîâ Ïèôàãîðà
äîêàçàë (óáåäèâ äàæå Ó÷èòåëÿ), ÷òî

√
2 ̸= m/n. Ò.å. ñóùåñòâóåò îáú-

åêò, îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëîé
√
2 ·
√
2 = 2, êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ ðàöèî-

íàëüíûì ÷èñëîì. Ïîòðÿñåíèå áûëî íà ñòîëüêî âåëèêî, ÷òî ïèôàãîðåéöû
çàñåêðåòèëè ýòî îòêðûòèå. Îäíàêî, òàêèìè âîëþíòàðèñòè÷åñêèìè ìåòî-
äàìè îñòàíîâèòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìûñëü íåëüçÿ. Íà ñâîáîäó âûðâàëèñü
ñíà÷àëà àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà ïîäîáíûå

√
2, à çàòåì è òàêèå ìîíñòðû,

êàê π è e, îêàçàâøèåñÿ íå òîëüêî íå ðàöèîíàëüíûìè, íî äàæå è íå àë-
ãåáðàè÷åñêèìè. Âåñü ýòîò áûñòðî ðàçðàñòàþùèéñÿ çîîïàðê îáúåäèíèëè
â ïîíÿòèå äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà.
Îäíîâðåìåííî ñ íèì â ìàòåìàòèêó ïðèøëà áåñêîíå÷íîñòü. Îíà, êîíå÷-

íî, áûëà òàì è ðàíüøå. Íåèñ÷èñëèìû çâ¼çäû íà íåáå è êàïëè â îêåàíå.
Åâêëèä çíàë, ÷òî ïðîñòûõ ÷èñåë áåñêîíå÷íî ìíîãî. Íî âñå ýòè áåñêî-
íå÷íîñòè áûëè î÷åíü áåçîáèäíûìè. Áåñêîíå÷íîñòü �íåïðåðûâíîãî� òàèëà
ìíîæåñòâî îïàñíîñòåé äëÿ ãëàâíîãî îðóäèÿ � óáåäèòåëüíîãî ìàòåìàòè-
÷åñêîãî ðàññóæäåíèÿ. Äëÿ èõ ïðåîäîëåíèÿ ïîòðåáîâàëîñü èçîáðåòåíèå
èñêëþ÷èòåëüíî ïîëåçíîãî äëÿ ïðàêòèêè èñ÷èñëåíèÿ áåñêîíå÷íî ìàëûõ.
Ìàòåìàòèêè è ôèçèêè íàó÷èëè äðóã äðóãà äèôôåðåíöèðîâàòü, èíòåãðè-
ðîâàòü, è ýòî áûëî õîðîøî.
Îäíàêî, íàñòîÿùåãî ìàòåìàòèêà íóæäû ïðàêòèêè èíòåðåñóþò ìåíüøå

âñåãî. Îí õî÷åò óáåæäàòü è áûòü óáåæä¼ííûì. Ïîýòîìó ïðèø¼ë Êàíòîð.
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Ãåîðã Êàíòîð ôîðìàëèçîâàë èñõîäíîå ïîíÿòèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìûñëè
� òåîðèþ ìíîæåñòâ. Ìíîãèå èç åãî äîêàçàòåëüñòâ î÷åíü ïñèõîëîãè÷íû:

ÑÌÎÒÐÈ :
1 2 3 4 ... n ...
↓ ↓ ↓ ↓ ↓
2 4 6 8 ... 2n ...

Èäåÿ ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó äâóìÿ ìíîæåñòâàìè è âîçìîæíîñòü �ïåðåñ÷è-
òàòü� ýëåìåíòû ìíîæåñòâà ïðè ïîìîùè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë áûëà ïðîñòîé
è î÷åíü êðàñèâîé, îñîáåííî êîãäà îêàçàëîñü, ÷òî ïåðåñ÷èòàòü ìîæíî äà-
æå âñþäó ïëîòíûå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà. Ïîñëå òîãî, êàê âñ¼ áûëî ïåðå-
ñ÷èòàíî, íåîæèäàííî âûÿñíèëîñü, ÷òî äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà íåñ÷¼òíû.
Âñëåä çà ýòèì ïîñûïàëèñü ëîãè÷åñêèå ïàðàäîêñû, ÷àñòü êîòîðûõ áûëà
èçâåñòíà åù¼ äðåâíèì, íî ðàññìàòðèâàëàñü êàê íåêèé êóðü¼ç. Â ïàðà-
äîêñàõ ïðîâîäÿòñÿ íåêîòîðûå óáåäèòåëüíûå ðàññóæäåíèÿ, ïðèâîäÿùèå
ê ïðîòèâîïîëîæíûì ðåçóëüòàòàì. Ïîä óãðîçîé îêàçàëàñü ñàìàÿ ïðèâëå-
êàòåëüíàÿ ÷åðòà ìàòåìàòèêè � óáåäèòåëüíîñòü å¼ äîêàçàòåëüñòâ!
Ïðèøëîñü ðàçðàáîòàòü ìåòîäû ôîðìàëüíûõ òåîðèé, ïðè ïîìîùè êî-

òîðûõ ÷àñòü ïñèõîëîãè÷åñêèõ äîêàçàòåëüñòâ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ñèìâîëîâ, êîòîðóþ, èñïîëüçóÿ íåêîòîðûé àëãîðèòì,
ìîæåò ïðîâåðèòü êòî óãîäíî íå ïîíèìàÿ ñìûñëà ýòèõ ñèìâîëîâ. Ýòî áûëà
âåðøèíà âåðøèí. Âîçíèêëà âîçìîæíîñòü ïðîâîäèòü ôîðìàëüíûå äîêàçà-
òåëüñòâà. Êîíå÷íî ñîâñåì èçáàâèòüñÿ îò ïñèõîëîãèè íå ïîëó÷èëîñü, íî
ìíîãèå äîêàçàòåëüñòâà ñòàëè åù¼ óáåäèòåëüíåé, à ìàòåìàòèêà ïðèîáðåëà
ñòàòóñ èñêëþ÷èòåëüíî òî÷íîé íàóêè.
Ïîñëå ñîâñåì íåáîëüøîãî ïåðèîäà òîðæåñòâà, Êóðò Ã¼äåëü îøàðàøèë

âñåõ òåîðåìîé î òîì, ÷òî â ìàòåìàòèêå �ñóùåñòâóþò èñòèííûå ôîðìó-

ëû, êîòîðûå íåâîçìîæíî äîêàçàòü.� Ýòî áûëî íà ñòîëüêî íåîæèäàííî
è ñêàíäàëüíî, ÷òî ïîÿâèëîñü ìíîæåñòâî ôèëîñîôñêèõ ñïåêóëÿöèé, îò
óòâåðæäåíèé îá îãðàíè÷åííîé ïîçíàâàåìîñòè ìèðà, äî âûâîäîâ î íåâîç-
ìîæíîñòè ïîñòðîåíèÿ èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå
îáúÿâëÿåòñÿ, ÷òî ÷åëîâå÷åñêîå ìûøëåíèå ñïîñîáíî ðàñïîçíàòü èñòèí-

íîñòü íåêîòîðîãî óòâåðæäåíèÿ, äàæå åñëè íå ìîæåò åãî äîêàçàòü. Â
òîæå âðåìÿ êîìïüþòåð, äåéñòâóÿ ôîðìàëüíî (àëãîðèòìè÷åñêè), íå ñïî-
ñîáåí íà òàêèå ðåôëåêñèâíûå îòêðîâåíèÿ. Ìû çàêîí÷èì ýòó ãëàâó àíà-
ëèçîì ïîäîáíûõ çàáëóæäåíèé, íî ñíà÷àëà ïîäðîáíî ïðîàíàëèçèðóåì ïî-
íÿòèÿ àëãîðèòìà, ìíîæåñòâà è ôîðìàëüíîé òåîðèè.
Òåîðåìû �î íåïîëíîòå� è �î íåñ÷¼òíîñòè� ÿâëÿþòñÿ ÿðêèìè ïðèìåðà-

ìè ïñèõîëîãè÷åñêèõ äîêàçàòåëüñòâ, ïîëó÷åííûõ ïðè ïîìîùè ìåòîäà ðàñ-
ñóæäåíèé îò ïðîòèâíîãî. Ïîýòîìó, ñ åãî àíàëèçà ìû è íà÷íåì.
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II Äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî

Äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî � ìîùíûé è ÷àñòî èñïîëüçóåìûé â ìà-
òåìàòèêå ìåòîä. Ïðåäïîëîæèâ, ÷òî íåêîòîðûé ôàêò (îáúåêò) ÿâëÿåòñÿ
èñòèííûì (ñóùåñòâóåò), è ïðèäÿ ê ïðîòèâîðå÷èþ, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî
ôàêò ëîæåí (îáúåêò íå ñóùåñòâóåò). Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.

• Òåîðåìà Åâêëèäà î áåñêîíå÷íîñòè ïðîñòûõ ÷èñåë p1, p2, ... ÿâëÿåò-
ñÿ êëàññè÷åñêèì è ñàìûì ïðîñòûì ðàññóæäåíèåì îò ïðîòèâíîãî:

Íå ñóùåñòâóåò ñàìîãî áîëüøîãî ïðîñòîãî ÷èñëà pmax.

♢: Ïóñòü ýòî íå òàê, è ñàìîå áîëüøîå ïðîñòîå ÷èñëî pmax ñóùå-
ñòâóåò. Ïîñòðîèì ÷èñëî p = p1 · p2 · ... · pmax + 1. Îíî íå äåëèòñÿ
íè íà îäíî pi, è áîëüøå ÷åì pmax. Ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ,
ñëåäîâàòåëüíî, ñàìîãî áîëüøîãî ïðîñòîãî ÷èñëà (êàê îáúåêòà!)
íå ñóùåñòâóåò è ïðîñòûõ ÷èñåë áåñêîíå÷íî ìíîãî. �

Çàìåòèì, ÷òî p íå îáÿçàòåëüíî ïðîñòîå, òàê êàê åãî ïðîñòîé ìíîæèòåëü
ìîæåò íàõîäèòñÿ ìåæäó pmax è p, íî âñ¼ ðàâíî áóäåò áîëüøèì pmax.

• Òåîðåìà îá èððàöèîíàëüíîñòè
√
2

Íå ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíûõ m è n, òàêèõ, ÷òî
√
2 = m/n.

♢: Ïóñòü ýòî íå òàê. Ñîêðàòèì îáùèå ìíîæèòåëè ó m, n, è âîç-
âåä¼ì âñ¼ â êâàäðàò: 2 = m2/n2. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî m2 = 2 · n2

ÿâëÿåòñÿ ÷¼òíûì ÷èñëîì, ïîýòîìó m òîæå ÷¼òíî è ïðåäñòàâèìî
ïðè ïîìîùè íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî k, êàê m = 2 · k. Ïîäñòàâ-
ëÿÿ m â èñõîäíîå ñîîòíîøåíèå, ïîëó÷àåì n2 = 2 · k2, à, ñëåäîâà-
òåëüíî, è n ÷¼òíî. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ìû ñîêðàòèëè
âñå îáùèå ìíîæèòåëè, à çíà÷èò òàêèõ m è n íå ñóùåñòâóåò. �

Ïñèõîëîãè÷åñêàÿ óáåäèòåëüíîñòü îáîèõ äîêàçàòåëüñòâ íå âûçûâàåò ñî-
ìíåíèé. Òåì íå ìåíåå, íåîáõîäèìî ïîìíèòü, ÷òî ïîëó÷èâ ïðîòèâîðå÷èå,
ìû íå âñåãäà äîêàçûâàåì òî, ÷òî õîòèì äîêàçàòü. Ïðîòèâîðå÷èå íå îáÿ-
çàòåëüíî ñâèäåòåëüñòâóåò îá îøèáî÷íîñòè èñõîäíîé ïîñûëêè. Åãî ìîæåò
äàòü ëþáîå èç óòâåðæäåíèé èñïîëüçîâàâøèõñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå. Îñî-
áåííî èõ ìíîãî â òåîðåìå îá èððàöèîíàëüíîñòè

√
2. Îäíàêî, îíè íà ñòîëü-

êî �î÷åâèäíû�, ÷òî ìû ñ÷èòàåì îøèáî÷íîé èìåííî èñõîäíóþ ïîñûëêó.

Âèäíî, ÷òî ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà ïðèâåäåííûõ òåîðåì îäèíàêîâàÿ. Ìû
ïîêàçûâàåì, ÷òî íåêîòîðûé îáúåêò íå ñóùåñòâóåò, åñëè ïðåäïîëîæåíèå
î åãî ñóùåñòâîâàíèè ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ.
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•Ïðîáëåìà Áðàäîáðåÿ. Â íåêîòîðîé äåðåâíå âñå ìóæ÷èíû áðåþòñÿ
ëèáî ñàìè, ëèáî ó áðàäîáðåÿ. Áðàäîáðåé (ìóæ÷èíà) áðååò òîëüêî òåõ, êòî
ñàì íå áðååòñÿ. Ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó:

Áðàäîáðåé áðååò ñåáÿ ñàì.

♢ Ïóñòü ýòî íå òàê, è áðàäîáðåé ñåáÿ íå áðååò. Òîãäà îí äîëæåí
áðèòüñÿ ó áðàäîáðåÿ. Çíà÷èò áðàäîáðåé áðååò ñåáÿ. �

Ñäåëàâ îòðèöàíèå òåîðåìû, è ïîëó÷èâ ïðîòèâîðå÷èå, ìû äîëæíû ïðèéòè
ê âûâîäó, ÷òî òåîðåìà âåðíà. Íî ñîâåðøåííî ÿñíî, ÷òî ýòî íå òàê, è ìû
ìîæåì ïîñòðîèòü íå òîëüêî îáðàòíîå äîêàçàòåëüñòâî, íî è ïðÿìîå: �åñëè
áðàäîáðåé áðååòñÿ ñàì, òî îí íå ìîæåò áðèòüñÿ ó áðàäîáðåÿ ...�. Â ýòîì
ñëó÷àå âíîâü ïîëó÷àåòñÿ ïðîòèâîðå÷èå.
Ïðèâåäåííîå îïèñàíèå äåðåâíè ñî ñòðîãèìè ïðàâèëàìè ïðèíàäëåæèò

Áåðòðàíó Ðàññåëó, êàê ïîïóëÿðíàÿ ôîðìóëèðîâêà ïðîáëåì, âîçíèêàþ-
ùèõ â ïîïûòêå îïðåäåëèòü �ìíîæåñòâî âñåõ òåõ ìíîæåñòâ, êîòîðûå íå
ñîäåðæàò ñåáÿ â êà÷åñòâå ñâîåãî ýëåìåíòà�. Ìû óìûøëåííî ÿâíûé ïàðà-
äîêñ ïðåäñòàâèëè â âèäå òåîðåìû, ÷òîáû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ïðîñòîé
ôàêò:

Ïîëó÷åíèå ïðîòèâîðå÷èÿ â äîêàçàòåëüñòâå îò ïðîòèâíîãî ìîæåò
ñâèäåòåëüñòâîâàòü íå îá èñòèííîñòè òåîðåìû, à î ïðîòèâîðå÷è-
âîñòè îáúåêòîâ êîòîðûå ó÷àñòâóþò â å¼ ôîðìóëèðîâêå.

Äðóãèìè ñëîâàìè, íåëüçÿ ñêàçàòü: �âîçüì¼ì ìíîæåñòâî âñåõ ìíîæåñòâ
...� è äîêàæåì �òåîðåìó î òîì, ÷òî ...� Ñíà÷àëà íåîáõîäèìî óáåäèòüñÿ,
÷òî îáúåêò, î êîòîðîì áóäåò èäòè ðå÷ü â òåîðåìå, ñóùåñòâóåò. Â ÷àñò-
íîñòè, äåðåâíÿ, îïèñàííàÿ Ðàññåëîì, ñóùåñòâîâàòü íå ìîæåò. Êîíå÷íî,
âîçíèêàåò âîïðîñ � �à ÷òî çíà÷èò ñóùåñòâîâàòü èëè íå ñóùåñòâîâàòü, è
ãäå íå ñóùåñòâîâàòü?� Åñòü îáúåêò, îïðåäåë¼ííûé âûøå, è ìû ìîæåì
èñïîëüçîâàòü åãî ïðè ïîñòðîåíèè íîâûõ îáúåêòîâ è òåîðåì î íèõ...
Äåëî â òîì, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå ðàññóæäåíèå ÿâíî èëè íå ÿâíî èñ-

õîäèò èç íåêîòîðûõ àêñèîì. Èìåííî àêñèîìû çàäàþò ñâîéñòâà îáúåêòà.
Åñëè â ôèêñèðîâàííîé ñèñòåìå àêñèîì ïîìåíÿòü õîòÿ áû îäíó àêñèîìó,
ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ îáúåêò ñ ñîâåðøåííî äðóãèìè ñâîéñòâàìè. Ïîíÿòíî,
÷òî ïðîèçâîëüíî çàäàâàòü àêñèîìû íåëüçÿ. Îíè íå äîëæíû áûòü ïðîòè-
âîðå÷èâûìè, èíà÷å íèêàêîãî îáúåêòà îïðåäåëÿòü íå áóäóò. Èëè, äðóãèìè
ñëîâàìè, � îáúåêò îïðåäåëÿåìûé ïðè ïîìîùè ïðîòèâîðå÷èâûõ àêñèîì íå
ñóùåñòâóåò.
Ïîäðîáíåå ìû îáñóäèì ýëåìåíòû ôîðìàëüíûõ àêñèîìàòè÷åñêèõ ñè-

ñòåì â ñëåäóþùåì ðàçäåëå, ãäå ñíîâà ïðîàíàëèçèðóåì ïðîáëåìó áðàäî-
áðåÿ. Ñåé÷àñ æå ðàññìîòðèì åù¼ îäíó âåðñèþ òîãî æå ïàðàäîêñà.
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•Ïðîáëåìà Áèáëèîòåêàðÿ. Ñóùåñòâóåò Áèáëèîòåêà ñ êíèãàìè. Ëþ-
áàÿ êíèãà âíóòðè ñâîåãî òåêñòà ìîæåò óïîìÿíóòü ñàìà ñåáÿ (íàïðèìåð,
â ñïèñêå ëèòåðàòóðû ïðèâåñòè ñâîå íàçâàíèå). Ñîîòâåòñòâåííî âñå êíèãè
ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå ãðóïïû. Â ïåðâóþ ïîïàäàþò êíèãè, êîòîðûå íà
ñåáÿ íå ññûëàþòñÿ, à âî âòîðóþ � ññûëàþùèåñÿ íà ñåáÿ êíèãè. Êðîìå
ýòîãî, ñóùåñòâóþò äâå êíèãè, ÿâëÿþùèåñÿ êàòàëîãàìè âñåõ êíèã Áèá-
ëèîòåêè. Ïåðâûé êàòàëîã ïåðå÷èñëÿåò âñå òå êíèãè, êîòîðûå íà ñåáÿ íå
ññûëàþòñÿ, à âòîðîé, íàîáîðîò � âñå ññûëàþùèåñÿ íà ñåáÿ êíèãè:

... ...

I II
?

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü òåîðåìó:

Ïåðâûé êàòàëîã ñîäåðæèò â ñïèñêå êíèã ñåáÿ.

♢ Ïóñòü ýòî íå òàê. Òîãäà ïåðâûé êàòàëîã ñîäåðæèòñÿ âî âòîðîì
(âñå êíèãè ïåðå÷èñëåíû â îáîèõ êàòàëîãàõ è êàòàëîã åñòü êíèãà).
Íî âî âòîðîì êàòàëîãå ïåðå÷èñëÿþòñÿ òîëüêî ñàìîññûëàþùèåñÿ
êíèãè, è ïåðâîãî êàòàëîãà òàì áûòü íå ìîæåò. Ìû ïðèøëè ê
ïðîòèâîðå÷èþ, ñëåäîâàòåëüíî òåîðåìà âåðíà. �

Åñëè ìû îñòàíîâèìñÿ íà ýòîì ýòàïå, òî ïîëó÷èì çàâåäîìî íåâåðíûé âû-
âîä. Ïîíÿòíî, ÷òî ïåðâûé êàòàëîã íà ñåáÿ ññûëàòüñÿ íå ìîæåò (îí ÿâëÿ-
åòñÿ êàòàëîãîì íå ñàìîññûëàþùèõñÿ êíèã). Êàê è â ñëó÷àå ñ áðàäîáðååì,
ìû ìîæåì ïðîâåñòè êàê îáðàòíîå äîêàçàòåëüñòâî (îò ïðîòèâíîãî), òàê è
ïðÿìîå. È îáà ðàçà ïîëó÷èòü ïðîòèâîðå÷èå.
Î ÷¼ì îíî ãîâîðèò? Ïîíÿòíî, ÷òî íå îá èñòèííîñòè èëè ëîæíîñòè òåî-

ðåìû. Âåðÿ â òî, ÷òî äâà ðàçëè÷íûõ äîêàçàòåëüñòâà äîëæíû âñåãäà ïðè-
âîäèòü ê îäíîìó è òîìó æå, ìû âûíóæäåíû ñäåëàòü âûâîä: îáúåêò Áèá-

ëèîòåêà, c çàäàííûìè ñâîéñòâàìè, ñóùåñòâîâàòü íå ìîæåò.
Ëþáàÿ ññûëêà íà �åñòåñòâåííîñòü� èëè �âèäèìóþ íå ïðîòèâîðå÷èâîñòü�

èñõîäíûõ îïðåäåëåíèé íå äîñòîéíà ìàòåìàòèêà, òàê êàê ýòî óæå ýìîöèè.
Åäèíñòâåííûé ïóòü � ïîïûòàòüñÿ óéòè îò ïñèõîëîãè÷åñêèõ ôîðìóëèðî-
âîê è äîêàçàòåëüñòâ ê ôîðìàëüíûì.
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• Ïàðàäîêñ ëæåöà. Âñÿ ìàòåìàòèêà ñîñòîèò èç ëîãè÷åñêèõ óòâåð-
æäåíèé. Ïðè ýòîì ëîãèêà ìàòåìàòèêè áèíàðíà. Óòâåðæäåíèå �2 < 3�
èëè èñòèííî èëè ëîæíî. Òðåòüåãî íå äàíî. Èìåííî ýòà áèíàðíîñòü ïðè-
äà¼ò ìàòåìàòè÷åñêîìó äîêàçàòåëüñòâó òó ÷óäåñíóþ óáåäèòåëüíîñòü, ðàäè
êîòîðîé âñ¼ è çàòåâàëîñü. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå òîãî, ÷òî íåêîå ëîãè÷åñêîå
óòâåðæäåíèå A ÿâëÿåòñÿ èñòèííûì: True(A).

Íà ñàìîì äåëå îáîçíà÷åíèå True èçëèøíå, òàê êàê çàïèñûâàÿ â êà÷å-
ñòâå àêñèîìû èëè ïîñûëêè íåêîòîðîå óòâåðæäåíèå A, ìû ïðåäïîëàãàåì
åãî èñòèííîñòü. Îäíàêî, òàêîå îáîçíà÷åíèå áóäåò óäîáíî äëÿ äàëüíåéøå-
ãî. Îïðåäåëèì âûñêàçûâàíèå:

L : ¬True(L),

ãäå �¬� � çíàê ëîãè÷åñêîãî îòðèöàíèÿ, à ïîñëå äâîåòî÷èÿ èä¼ò îïðåäå-

ëåíèå óòâåðæäåíèÿ L. Îíî ÿâëÿåòñÿ âàðèàíòîì ïàðàäîêñà ëæåöà: �L �
èñòèííî, åñëè íå èñòèííî L�. Ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó:

Óòâåðæäåíèå L ÿâëÿåòñÿ èñòèííûì: L=È.

♢1 : ïóñòü L = Ë => True(L) = Ë => L = ¬True(L) = È. �

(Äàëåå �=>� îçíà÷àåò ëîãè÷åñêèé âûâîä; �È� � èñòèíà, �Ë� � ëîæü). Â
äîêàçàòåëüñòâå îò ïðîòèâíîãî, ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ. Ïîýòîìó èñ-
õîäíàÿ ïîñûëêà L = Ë íå âåðíà è, ñëåäîâàòåëüíî, òåîðåìà âåðíà. Îäíàêî
ïîíÿòíî, ÷òî ýòî íå òàê. Ìû ìîæåì ïðîâåñòè äîêàçàòåëüñòâî è â ïðÿìîì
íàïðàâëåíèè:

♢2 : ïóñòü L = È => True(L) = È => L = ¬True(L) = Ë �,

è ñíîâà ïðèéòè ê ïðîòèâîðå÷èþ. Òàêèì îáðàçîì, ìû íå ñïîñîáíû íè
äîêàçàòü íè îïðîâåðãíóòü òåîðåìó è õîäèì ïî çàìêíóòîìó êðóãó.

Ïðè÷èíà ýòîãî, êàê è ðàíüøå, ñîñòîèò â òîì, ÷òî îáúåêò L èñïîëüçóå-

ìûé ïðè ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû ïðîòèâîðå÷èâ è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ìî-
æåò ñóùåñòâîâàòü. Âòîðîé âîïðîñ, ïî÷åìó îáúåêò L, ïîñòðîåííûé ñòîëü
�êîíñòðóêòèâíûì� îáðàçîì, íå ñóùåñòâóåò? Âîêðóã ïàðàäîêñà ëæåöà ëî-
ìàþò êîïüÿ ñî âðåìåí äðåâíèõ ãðåêîâ. Ñàìîå ïðîñòîå îáúÿñíåíèå ñîñòîèò
â òîì, ÷òî ïðè îïðåäåëåíèè L èñïîëüçóåòñÿ áåñêîíå÷íàÿ ðåêóðñèÿ. Îáú-
åêò îïðåäåëÿåòñÿ ñàì ÷åðåç ñåáÿ è ïðè ýòîì, ãîâîðÿ ÿçûêîì ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ, íåò òî÷êè îñòàíîâêè ýòîé ðåêóðñèè. Íàïðèìåð, êîìïüþòåð íå
ñìîã áû îïåðèðîâàòü ñ òàêèì îïðåäåëåíèåì è ïðîñòî �çàâèñ� áû. Ýòî æå
ðèñêóåò ñäåëàòü è ÷åëîâåê ïûòàþùèéñÿ ãëóáîêî âäóìàòüñÿ â L. Ïîýòîìó,
òàêîå ïîñòðîåíèå (îïðåäåëåíèå) îáúåêòà L ïðîñòî íåêîððåêòíî.



10

III Ôîðìàëüíûå äîêàçàòåëüñòâà

• Ïðèéäÿ ê äâîéíûì ïðîòèâîðå÷èÿì â çàäà÷àõ î áðàäîáðåå, áèáëèîòå-
êå è ëæåöå, ìû ñäåëàëè âûâîä, ÷òî îáúåêòû èñïîëüçóþùèåñÿ ïðè ôîð-
ìóëèðîâêè òåîðåìû íå ñóùåñòâóþò. ×òîáû ãëóáæå ïîíÿòü óòâåðæäåíèå
�íå ñóùåñòâóþò�, íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ïîíÿòèå �ôîðìàëüíîå äîêàçà-
òåëüñòâî�. Áîëåå ïîñëåäîâàòåëüíî ýòà òåìà áóäåò îáñóæäåíà âî âòîðîé
ãëàâå, à ñåé÷àñ ìû ñäåëàåì íåáîëüøîé è ñòðåìèòåëüíûé å¼ îáçîð.
Ïî÷åìó ïñèõîëîãè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî óáåæäàåò áîëüøèíñòâî ìà-

òåìàòèêîâ? Ïîòîìó, ÷òî â ñâîåé îñíîâå îíî ñîäåðæèò íåáîëüøîå ÷èñëî
òèïîâûõ ñõåì ðàññóæäåíèÿ. Ê ýòèì ñõåìàì ïðèâûêëè è äîãîâîðèëèñü

ñ÷èòàòü èõ óáåäèòåëüíûìè, ò.å. ëîãè÷íûìè. Òàêèì îáðàçîì ìàòåìàòèêà
èñïîëüçóåò ëîãèêó, ò.å. äîïóñòèìûå ìåòîäû óáåæäåíèÿ ⌣̈.
Êðîìå ëîãèêè, ïñèõîëîãè÷åñêèå äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçóþò åñòåñòâåí-

íûé ÿçûê. À ýòî î÷åíü íå îäíîçíà÷íûé ñïîñîá âûðàæåíèÿ ìûñëè. Îí
õîðîø äëÿ ïîýçèè, íî íå äëÿ ìàòåìàòèêè. Îäíî è òîæå ñëîâî èëè ôðàçà
ìîãóò âûðàæàòü äëÿ ðàçíûõ ëþäåé, â ðàçíîì êîíòåêñòå ñîâåðøåííî ðàç-
ëè÷íûé ñìûñë. Íàïðèìåð äèñêóññèè íà òåìó ïàðàäîêñà ëæåöà â ôîðìå
� �íåêòî óòâåðæäàåò, ÷òî îí ëæåö� ÷àñòî ïîðîæäàþò ìíîæåñòâî çàÿâ-
ëåíèé ëåæàùèõ âíå ìàòåìàòèêè: �ëæåö âð¼ò ðåãóëÿðíî, íî íå âñåãäà�,
èëè �â óòâåðæäåíèè ñìåøèâàåòñÿ äâà ðàçäåë¼ííûõ âî âðåìåíè äåéñòâèÿ
� ïðîèçíåñåíèå ôðàçû è å¼ îöåíêà ãîâîðÿùèì�, è ò.ä. Âñ¼ ýòî ìîæåò áûòü
âåðíûì äëÿ íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà ëþäåé ñ òî÷êè çðåíèÿ îáûäåííûõ
ñóæäåíèé, íî íå èìååò íèêàêîãî îòíîøåíèÿ ê ìàòåìàòèêå.
Òàê êàê ìàòåìàòèêà äîëæíà îäíîçíà÷íî âûñêàçûâàòüñÿ îá îäíîçíà÷íî

îïðåäåë¼ííûõ ñóùíîñòÿõ, åé íåîáõîäèìî, ïî âîçìîæíîñòè, îòêàçàòüñÿ
îò åñòåñòâåííîãî ÿçûêà. Òî÷íåå, îíà äîëæíà ãîâîðèòü ïðè ïîìîùè ñèì-
âîëîâ, íå èìåþùèõ äëÿ ÷åëîâåêà íèêàêèõ ÷óâñòâåííûõ è ìíîãîçíà÷íûõ
àíàëîãîâ. Â áîëåå ýêñòðåìèñòñêîé ôîðìå ýòî çâó÷èò òàê:

Ïðåäìåòîì ìàòåìàòèêè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî îáúåêòû è ñóæäåíèÿ,
îäíîçíà÷íûì îáðàçîì âûðàæàþùèåñÿ íà ôîðìàëüíîì ÿçûêå ñèì-
âîëîâ, êîòîðûå ñàìè ïî ñåáå íå èìåþò íèêàêîãî ñìûñëà. Òî, ÷òî
òàê çàïèñàòüñÿ íå ìîæåò � ìàòåìàòèêîé íå ÿâëÿåòñÿ.

Ïðîèçâîëüíûé ìàòåìàòè÷åñêèé îáúåêò èç íåêîòîðîãî êëàññà (ñ îïðåäå-
ë¼ííûìè ñâîéñòâàìè) ìû îáîçíà÷èì ìàëåíüêèìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè èç
êîíöà àëôàâèòà x, y, z. Êîíêðåòíûé îáúåêò îáîçíà÷àåòñÿ áóêâàìè èç íà-
÷àëà àëôàâèòà a, b, c èëè ñïåöèàëüíûìè ñèìâîëàìè 0, 1, ∅, è ò.ï. Âñåãäà
ìîæíî äîãîâîðèòüñÿ î ñèíòàêñèñå è îäíîçíà÷íî îòëè÷àòü êîíñòàíòíûå
ñóùíîñòè îò ïåðåìåííûõ (ïðîèçâîëüíûõ).
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Ñóùíîñòè ìîãóò âñòóïàòü ìåæäó ñîáîé â íåêîòîðûå îòíîøåíèÿ, â ðå-
çóëüòàòå ÷åãî âîçíèêàþò âûñêàçûâàíèÿ î íèõ. Âûñêàçûâàíèÿ ìîãóò áûòü
êîíñòàíòíûìè: �1 < 2�, áðàäîáðåé � ìóæ÷èíà: �M(a)�, èëè ïåðåìåííû-
ìè: x < 0, íåêîòîðûé æèòåëü äåðåâíè x ìóæ÷èíà �M(x)�. Â ïîñëåäíåì
ñëó÷àå îíè íàçûâàþòñÿ ïðåäèêàòàìè. Ëþáûå âûñêàçûâàíèÿ ñ÷èòàþòñÿ
ëèáî èñòèííûìè ëèáî ëîæíûìè. Â ñëó÷àå ïðåäèêàòîâ, ïðè îäíèõ x, y, z
îíè èñòèííû, à ïðè äðóãèõ ëîæíû. Äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë 0,1,2,... ïðå-
äèêàò x < 1 èñòèíåí ïðè x = 0, è ëîæåí ïðè âñåõ îñòàëüíûõ. Ðàâåíñòâî
x = y ýòî òîæå ïðåäèêàò, èñòèííûé êîãäà ñóùíîñòè x è y ñîâïàäàþò.
Èç ïðîñòûõ âûñêàçûâàíèé (êîíñòàíòíûõ èëè ïåðåìåííûõ) ìîæíî ñî-

çäàâàòü ñëîæíûå âûñêàçûâàíèÿ ïðè ïîìîùè ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê. Òàê ôðà-
çó �åñëè A òî B�, ìû çàìåíÿåì íà ôîðìàëüíóþ ôîðìóëó: A → B. Òàê,
óòâåðæäåíèå �åñëè x áîëüøå 4-õ, òî îíî áîëüøå 2-õ� èìååò ñëåäóþùèé
âèä: (x > 4)→ (x > 2). Åñòåñòâåííî, x ìîæåò áûòü è íå áîëüøå 4-õ, íî â
öåëîì ýòà ôîðìóëà äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë âñåãäà èñòèííà, òàê êàê åñëè
âûïîëíÿåòñÿ ïîñûëêà (x > 4), òî áóäåò èñòèííî è ñëåäñòâèå (x > 2).
Ñèìâîë �→� íàçûâàåòñÿ èìïëèêàöèåé. Èìåÿ äâå ôîðìóëû âèäà A→ B
è B → C, ìû ìîæåì çàïèñàòü íîâóþ ôîðìóëó A→ C:

A→ B, B → C => A→ C.

Åñëè èç A ñëåäóåò B, à èç B ñëåäóåò C, òî èç A ñëåäóåò C. Ýòî ïðè-
ìåð âûâîäà èëè ôîðìàëüíîãî äîêàçàòåëüñòâà. Ò.å. åñëè íàì íåîáõîäèìî
äîêàçàòü ôîðìóëó A → C, òî ñíà÷àëà ïîòðåáóåòñÿ äîêàçàòü ôîðìóëû
A → B è B → C. Ýòà ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà ñ÷èòàåòñÿ óíèâåðñàëüíîé è
ïðèìåíèìîé ê ëþáûì âûñêàçûâàíèÿì, áóäü òî àðèôìåòèêà, ãåîìåòðèÿ
èëè ìèð áåçáîðîäûõ ìóæ÷èí. Ïðîâåäåíèå òàêîãî ôîðìàëüíîãî äîêàçà-
òåëüñòâà íå òðåáóåò ïîíèìàíèÿ ñìûñëà âûñêàçûâàíèé A, B è C.
Êðîìå èìïëèêàöèè ââîäèòñÿ åù¼ ðÿä ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê äëÿ ïîëó-

÷åíèÿ ñîñòàâíûõ âûñêàçûâàíèé �è� (&), �èëè� (∨), �íå� (¬). Åñëè äâà
âûñêàçûâàíèÿ îäíîâðåìåííî èñòèííû èëè ëîæíû, ìû ãîâîðèì, ÷òî îíè
ýêâèâàëåíòû A↔ B. Òàê, ñïðàâåäëèâ åù¼ îäèí âèä ôîðìàëüíîãî äîêà-
çàòåëüñòâà (âûâîäà íîâîãî óòâåðæäåíèÿ):

A→ B, B → A => A↔ B.

Àêñèîìàìè ÿâëÿåòñÿ íàáîð ôîðìóë, êîòîðûå â äàííîé òåîðèè ïðåä-
ïîëàãàþòñÿ èñòèííûìè. Åñòåñòâåííî, íå ëþáûå ôîðìóëû ìîãóò ëå÷ü â
îñíîâàíèå òåîðèè, à òîëüêî òå, êîòîðûå íåïðîòèâîðå÷èâû. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî èç íèõ íåëüçÿ âûâåñòè çàâåäîìî ëîæíûå ôîðìóëû. Ê òàêèì îòíîñÿò,
íàïðèìåð, A↔ ¬A (�A ýêâèâàëåíòíî íå A�) èëè A&¬A.
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• Ðàññìîòðèì òåïåðü ïàðàäîêñ áðàäîáðåÿ. Óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî
�íåêèé x áðååò y-êà� îáîçíà÷èì ïðåäèêàòîì S(x, y). Â ýòîì ñëó÷àå S(x, x)
îçíà÷àåò, ÷òî �x áðååò ñàì ñåáÿ�. Ââåä¼ì êîíñòàíòó �a� � èìÿ áðàäîáðåÿ
(ôèêñèðîâàííûé îáúåêò) è çàïèøåì àêñèîìû òåîðèè:

¬S(x, x)→ S(a, x), S(a, x)→ ¬S(x, x).
Ïåðâàÿ àêñèîìà ãëàñèò: �åñëè ëþáîé x ñàì ñåáÿ íå áðååò, òî åãî áðååò a�. Â
ñèëó ïðèíöèïèàëüíîñòè áðàäîáðåÿ, ñ÷èòàåòñÿ âåðíîé è âòîðàÿ àêñèîìà:
�ëþáîé êîãî áðååò áðàäîáðåé íå áðååò ñåáÿ�.
Çàïèñàâ àêñèîìû, ìû ìîæåì îòäàòü èõ àíàëèçèðîâàòü ÷åëîâåêó, êîòî-

ðûé î ñîäåðæàòåëüíîì ñìûñëå ïðåäèêàòà S(x, y) è êîíñòàíòû a íè÷åãî
íå çíàåò. Äëÿ íåãî ýòî àáñòðàêòíûå ñèìâîëû, ñîñòàâëÿþùèå ôîðìóëû
îáúÿâëåííûå èñòèííûìè (àêñèîìû). Îäíàêî, ïî ñîâìåñòíîé äîãîâîð¼í-
íîñòè îí çíàåò, ÷òî åñëè åñòü äâå ôîðìóëû âèäà A → B, B → A, òî
ìîæíî çàïèñàòü ôîðìóëó A↔ B. ×òî îí è äåëàåò:

S(x, x)↔ ¬S(a, x).
Çàòåì ýòîò ìàòåìàòèê èñïîëüçóåò ïðàâèëî êîíêðåòèçàöèè. Åñëè â ôîð-
ìóëå åñòü ïåðåìåííàÿ (ïðîèçâîëüíûé îáúåêò), òî íà å¼ ìåñòî ìîæíî ïî-
ñòàâèòü ëþáóþ êîíñòàíòó, íàïðèìåð �a�. Ïðîäåëàâ ýòî, îí ïîëó÷èò âñåãäà
ëîæíóþ ôîðìóëó âèäà A↔ ¬A. Åìó íè÷åãî íå îñòà¼òñÿ, êàê âûíåñòè îá-
âèíèòåëüíûé ïðèãîâîð � ïðåäñòàâëåííàÿ ñèñòåìà àêñèîì ïðîòèâîðå÷èâà
è íå îïðåäåëÿåò íèêàêîãî ïðåäèêàòà S(x, y).

• Ñ ïàðàäîêñîì ëæåöà ñèòóàöèÿ ÷óòü áîëåå ñëîæíàÿ. Ïåðâîíà÷àëüíî
îí èìåë ôîðìó âûñêàçûâàíèÿ �ëþáîé êðèòÿíèí ëæåö�, ÷òî çàïèñûâàåò-
ñÿ òàê: C(x) → L(x), ãäå C(x): �x � ýòî êðèòÿíèí �, è L(x): �x � ëæåö�.
Ïðîáëåìà ïîÿâëÿåòñÿ, åñëè ïðîèçíîñÿùèé ýòó ôðàçó ñàì ÿâëÿåòñÿ êðè-
òÿíèíîì. Òî÷íåå, åñëè îí åäèíñòâåííûé â ìèðå êðèòÿíèí ⌣̈, òàê êàê
óòâåðæäåíèå ¬(C(x) → L(x)) îçíà÷àåò �íå ëþáîé êðèòÿíèí ëæåö� (ò.å.
ñóùåñòâóþò íå ëæåöû).
Îäíàêî, äàæå åñëè êðèòÿíèí îäèí (ò.å. âìåñòî ïðåäèêàòîâ ñòîèò ïðîñòî

âûñêàçûâàíèÿ C, L), îïðåäåë¼ííûå ïðîáëåìû âûçûâàåò çàïèñü çàÿâëå-
íèÿ î òîì, ÷òî C �ïðîèçíîñèò ýòó ôðàçó�. Ìîæíî, íàïðèìåð, îïðåäåëèòü
ñóùíîñòü L (÷åì áû îíà íå ÿâëÿëàñü) ïðè ïîìîùè 3-õ àêñèîì:

L→ ¬(C → L) : åñëè L èñòèííî (ëæåö), òî C → L íå èñòèííà,
¬L→ (C → L) : åñëè ¬L (íå ëæåö), òî ôðàçà C → L èñòèííà,
C : êîíñòàòàöèÿ ôàêòà, ÷òî ýòî êðèòÿíèí.

Êàê ìû óâèäèì âî âòîðîé ãëàâå, ýòè òðè àêñèîìû ïðîòèâîðå÷èâû è èç
íèõ îäíîâðåìåííî ñëåäóåò L è ¬L. Õîòÿ ïîïàðíî, îíè ÿâëÿþòñÿ âïîëíå
äîïóñòèìûìè ñèñòåìàìè.
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• Òåïåðü óòâåðæäåíèå �îáúåêò íå ñóùåñòâóåò� ïðèîáðåòàåò ïîíÿòíûé
ñìûñë. Ïî äîãîâîð¼ííîñòè, â îáñóæäåíèÿõ ìîãóò ïðèñóòñòâîâàòü (ñóùå-
ñòâîâàòü) òîëüêî îáúåêòû çàäàííûå ïðè ïîìîùè íåïðîòèâîðå÷èâîé ñè-
ñòåìû àêñèîì. �Óáåäèòåëüíîñòü äîâîäîâ� òèïà �íó êàê æå, åñòü äåðåâíÿ,
åñòü áðàäîáðåé, ....� òåïåðü íè íà êîãî íå ïðîèçâåä¼ò âïå÷àòëåíèÿ.
Íàäî ïîíèìàòü, ÷òî ýòî Èãðà, êîòîðàÿ èìååò ñâîè Ïðàâèëà. Èãðàþùèå

äîëæíû èõ ïðèäåðæèâàòüñÿ. Âîò è âñ¼. Âòîðîé âîïðîñ � �ïî÷åìó ýòà Èãðà
ïîçâîëÿåò ïðåäñêàçûâàòü çàòìåíèÿ Ñîëíöà èëè ïîâåäåíèå ïûëüöû ïîä
ìèêðîñêîïîì?� Íî ýòî óæå âîïðîñ èç ñîâåðøåííî äðóãîé Èãðû.
Çàäàíèå îáúåêòîâ ïðè ïîìîùè àêñèîì íå åäèíñòâåííûé ìåòîä. Âòîðîé

ïîäõîä � ýòî ðåêóðñèâíîå îïðåäåëåíèå îáúåêòà ñàìîãî ÷åðåç ñåáÿ. Òàê,
åñëè ïðè ïîìîùè àêñèîì â àðèôìåòèêå ìû çàäàëè îïåðàöèþ ïîëó÷å-
íèÿ ñëåäóþùåãî ÷èñëà: x+1 (äîáàâëåíèÿ êàìíÿ), òî ìîæíî îïðåäåëèòü
ôóíêöèþ ñëîæåíèÿ ÷èñåë x è y ïðè ïîìîùè ñëåäóþùèõ äâóõ ôîðìóë:

a(x, 0) = x
a
(
x, y + 1

)
= a(x, y) + 1.

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, àíàëîãè÷íî, ïðè ïîìîùè ðåêóðñèè áûë îïðå-
äåë¼í îáúåêò L = ¬True(L). Íî, â îòëè÷èå îò ôóíêöèè ñëîæåíèÿ ýòî
îïðåäåëåíèå íåêîððåêòíî, òàê êàê íå ñîäåðæèò âûõîäà èç ðåêóðñèè òèïà
a(x, 0) = x. Ýòî íåñêîëüêî èíàÿ àëãîðèòìè÷åñêàÿ íåêîððåêòíîñòü.
Õîòÿ ðàçíîîáðàçíûìè àëãîðèòìàìè ìàòåìàòèêè ïîëüçîâàëèñü ñ íåçà-

ïàìÿòíûõ âðåì¼í, åãî ïîíÿòèå, êàê ìàòåìàòè÷åñêîãî îáúåêòà, âîçíèêëî
íåäàâíî. Ðÿäîì ñ íèì ñòîèò åù¼ îäíî ïîíÿòèå � êîíñòðóêòèâíûé îáúåêò,
ò.å. îáúåêò êîòîðûé ìîæíî ÿâíî çàäàòü (îïðåäåëèòü) â âèäå êîíå÷íîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñèìâîëîâ. Ïðè ýòîì íå âàæíî: ïîëüçóåìñÿ ëè ìû
áóêâàìè èëè öèôðàìè. Ïåðåîáîçíà÷åíèåì èõ ìîæíî çàìåíèòü äðóã äðó-
ãîì. Âàæíà òîëüêî êîíå÷íîñòü ïðåäúÿâëåíèÿ ýòîãî îáúåêòà.
Íà ñàìîì äåëå êîíñòðóêòèâíûìè ÿâëÿåòñÿ áîëüøèíñòâî ìàòåìàòè÷å-

ñêèõ îáúåêòîâ, ïåðâûì èç êîòîðûõ áûëà êó÷êà êàìíåé íà çåìëå â ïåùåðå.
Íàòðåíèðîâàííàÿ íà íèõ ìàòåìàòè÷åñêàÿ èíòóèöèÿ îñìåëèâàåòñÿ ðàç-
ìûøëÿòü òàêæå îá îáúåêòàõ íåêîíñòðóêòèâíûõ. Ïðàâäà, ÷àñòî òîëüêî
äëÿ òîãî, ÷òîáû òóò æå äîêàçàòü èõ áåññìûñëåííîñòü (ïóñòü ñóùåñòâóåò,
íå çíàåì êàêîå, ñàìîå áîëüøîå ïðîñòîå ÷èñëî...). Îäíàêî, èíîãäà ïðîòè-
âîðå÷èÿ ñðàçó íå âîçíèêàþò, è íåêîíñòðóêòèâíûå îáúåêòû ïîëó÷àþò îò
ñîîáùåñòâà ìàòåìàòèêîâ ïðàâî íà ñóùåñòâîâàíèå.
Àëãîðèòìû ÿâëÿþòñÿ òåì ìèðîì, ãäå ðàçðåøåíû òîëüêî êîíñòðóêòèâ-

íûå îáúåêòû. Êîìïüþòåð ìîæåò ðàáîòàòü ñ ñèìâîëàìè àëãåáðû, ãåîìåò-
ðè÷åñêèìè ïîñòðîåíèÿìè, îäíàêî â îñíîâå âñåãî ëåæàò íàòóðàëüíûå ÷èñ-
ëà è âû÷èñëèìûå ôóíêöèè, êîòîðûå çàäàíû íà ìíîæåñòâå ýòèõ ÷èñåë.
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IV Âû÷èñëèìûå ôóíêöèè è èõ àëãîðèòìû

Âû÷èñëèìîé íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ f(x1, ..., xn) îò îäíîãî èëè íåñêîëü-
êèõ íàòóðàëüíûõ àðãóìåíòîâ, íàòóðàëüíûå çíà÷åíèÿ êîòîðîé ïîëó÷àþò-
ñÿ â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ íåêîòîðîãî àëãîðèòìà. Îïðåäåëèòü òåðìèí
�àëãîðèòì� áåç ñèíîíèìè÷íûõ ññûëîê íà ñåáÿ æå ñàìîãî ñëîæíî. Ôðàçû
òèïà �äèñêðåòíûå, îäíîçíà÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíûå äåéñòâèÿ...� íå ÿâëÿ-
þòñÿ ïîëíîñòüþ óäîâëåòâîðèòåëüíûìè. Ïîýòîìó ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî �àëãî-
ðèòì�, êàê è �ìíîæåñòâî� � ýòî ïîíÿòèå ïåðâè÷íîå. Äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî àëãîðèòì ýòî ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü óæå ñóùåñòâó-
þùåãî ôèçè÷åñêîãî óñòðîéñòâà � öèôðîâîãî êîìïüþòåðà. Ó íåãî èäå-
àëèçèðóåòñÿ ïàìÿòü, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî áîëüøîé. Åñòå-
ñòâåííî, èñêëþ÷àþòñÿ è ôîðñ-ìàæîðíûå ñèòóàöèè - ïåðåãðåâ, áëîíäèí-
êè, ÷àøêè ñ êîôå è ò.ï. Ïîýòîìó âû÷èñëèìîé áóäåò ôóíêöèÿ, äëÿ êîòî-
ðîé ìîæíî ñîñòàâèòü ïðîãðàììó, ò.å. äàòü êîíå÷íîå îïðåäåëåíèå, ïîçâî-
ëÿþùåå âû÷èñëèòü ôóíêöèþ ïðè ïîìîùè ýòîãî èäåàëüíîãî óñòðîéñòâà.

Ïðîãðàììà � ýòî êîíå÷íàÿ ñòðîêà ñèìâîëîâ èç íåêîòîðîãî, îïÿòü æå
êîíå÷íîãî àëôàâèòà. Êîìïüþòåð èìååò âû÷èñëèòåëü (ìàðêåð), êîòîðûé
îäíîçíà÷íûì îáðàçîì ïåðåìåùàåòñÿ ïî ñòðîêå (òåêñòó ïðîãðàììû). Ýòî
ïåðåìåùåíèå íå îáÿçàòåëüíî ëèíåéíî, è ïðè äîñòèæåíèè íåêîòîðîãî ñèì-
âîëà âîçìîæåí ïåðåõîä íà íåñêîëüêî ñèìâîëîâ âïåð¼ä èëè íàçàä.

P : a c b a a c b
C : △

Òàêèì îáðàçîì åñòü ïðîãðàììà (ñòðîêà �acbaac�) è âû÷èñëèòåëü (ìàð-
êåð), êîòîðûé íà äàííîì øàãå âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà óêàçûâàåò íà îäèí
ñèìâîë � èíñòðóêöèþ äëÿ êîìïüþòåðà (íà ðèñóíêå âûøå ýòî òðåóãîëü-
íèê, ñòîÿùèé íà èíñòðóêöèè �c�).

Ïðîãðàììû çàïèñûâàþòñÿ íà íåêîòîðîì ôîðìàëüíîì ÿçûêå ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ. Ýòî ìîæåò áûòü ÿçûê ìàøèíû Òüþðèíãà, àññåìáëåð äëÿ ïðî-
öåññîðîâ ñ áåñêîíå÷íîé ðàçðÿäíîñòüþ, èëè Ñ++, â êîòîðîì íåò îãðàíè÷å-
íèÿ íà ðàçìåð öåëî÷èñëåííûõ ïåðåìåííûõ. Ôîðìàëüíûé ÿçûê îïðåäåëÿ-
åòñÿ ïðè ïîìîùè ñèíòàêñè÷åñêèõ ïðàâèë. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñåãäà ìîæ-
íî îòëè÷èòü �áåññìûñëåííóþ� ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñèìâîëîâ îò òåõ, ïî
êîòîðûì ìîæåò ïåðåìåùàòüñÿ âû÷èñëèòåëü. Ñèòóàöèÿ ïîëíîñòüþ àíà-
ëîãè÷íà, íàïðèìåð, àðèôìåòèêå, ãäå ïðàâèëüíî ïîñòðîåííàÿ ôîðìóëà
�(2 < 1)� îòëè÷èìà îò íåïðàâèëüíîé: �2)(1 <�.

Îäíà è òà æå ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü îïèñàíà ïðè ïîìîùè ðàçëè÷íûõ

àëãîðèòìîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí ðàçëè÷íûìè

ïðîãðàììàìè (èñïîëüçóþùèìè ðàçëè÷íûé àëôàâèò è ñèíòàêñèñ).
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Êðîìå ïðîãðàììû è âû÷èñëèòåëÿ ñóùåñòâóåò ïàìÿòü, â êîòîðóþ ìî-
ãóò ïîìåùàòüñÿ íàòóðàëüíûå ÷èñëà, âû÷èñëÿþùèåñÿ ïî ìåðå âûïîëíå-
íèÿ àëãîðèòìà. Ïàìÿòü ìîæíî ñ÷èòàòü íåêîòîðûì áåñêîíå÷íûì óïîðÿ-
äî÷åííûì ìíîæåñòâîì M : {m0,m1,m2, ...}. Âåëè÷èíû mi íàçûâàþòñÿ
�ÿ÷åéêàìè ïàìÿòè�. Ïåðåä íà÷àëîì ðàáîòû àëãîðèòìà, âñåmi, äëÿ îïðå-
äåë¼ííîñòè, ðàâíû íóëþ. Â ìîìåíò �çàïóñêà� àëãîðèòìà íà âûïîëíåíèå, â
ïåðâûå n ýëåìåíòû ïàìÿòèM ïîìåùàþòñÿ çíà÷åíèÿ n âõîäíûõ àðãóìåí-
òîâ ôóíêöèè f(x1, ..., xn). Ïîðÿäîê ïåðåìåùåíèÿ âû÷èñëèòåëÿ ïî òåêñòó
ïðîãðàììû çàâèñèò êàê îò ñèìâîëîâ ïðîãðàììû, òàê è îò çíà÷åíèé ÷èñåë
â ïàìÿòè (íà÷àëüíûõ èëè �ïðîìåæóòî÷íûõ�).

Òàêèì îáðàçîì, êîìïüþòåð ñîñòîèò èç êîíå÷íîé ïðîãðàììû P, âû÷èñ-
ëèòåëÿ C, óêàçûâàþùåãî íà âûïîëíÿåìóþ èíñòðóêöèþ, è íåîãðàíè÷åí-

íîé ïàìÿòèM, â êîòîðóþ ìîãóò ïîìåùàòüñÿ è ñ÷èòûâàòüñÿ íàòóðàëüíûå
÷èñëà. Íèæå ïðèâåäåí ïðèìåð òð¼õ ïîñëåäîâàòåëüíûõ øàãîâ íåêîòîðîãî
àëãîðèòìà, âû÷èñëÿþùåãî ôóíêöèþ îäíîé ïåðåìåííîé f(x) ïðè x = 5:

P : a c b a a

C : △
M : {5, 0, 0, ...}

P : a c b a a

C : △
M : {5, 2, 0, ...}

P : a c b a a

C : △
M : {0, 2, 0, ...}

Ïðè âû÷èñëåíèè çíà÷åíèÿ ëþáîé ôóíêöèè, êîìïüþòåð ïîëó÷àåò íà
âõîä çíà÷åíèå àðãóìåíòîâ ýòîé ôóíêöèè è ïîìåùàåò èõ â ïàìÿòü M.
Çàòåì îí íà÷èíàåò ïåðåìåùàòü âû÷èñëèòåëü ïî òåêñòó ïðîãðàììû, èç-
ìåíÿÿ çíà÷åíèÿ ÷èñåë â ïàìÿòè. Ïðè äîñòèæåíèè íåêîòîðîãî ñèìâîëà
ïðîèñõîäèò îñòàíîâêà âû÷èñëèòåëÿ è âûäà÷à çíà÷åíèÿ ôóíêöèè. Âîîá-
ùå ãîâîðÿ, âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, êîãäà ïåðåìåùåíèå ïî ñòðîêå ïðîãðàììû
íèêîãäà íå çàêàí÷èâàåòñÿ, èëè âû÷èñëèòåëü äîø¼ë äî êîíöà ñòðîêè íå
âñòðåòèâ ñèìâîëà îñòàíîâêè. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî çíà÷åíèå
ôóíêöèè íå îïðåäåëåíî. Äðóãèìè ñëîâàìè, âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ íå ÿâ-
ëÿåòñÿ îáÿçàòåëüíî âñþäó îïðåäåë¼ííîé ôóíêöèåé.

Ôóíêöèÿ � ýòî �ÿùèê� ñ íåñêîëüêèìè âõîäàìè x, è îäíèì âûõîäîì y:

y = f(x1, x2, ..., xn) : x1, x2, ..., xn → f → y.

Ôðàçû �îäèí âõîä� èëè �îäèí âûõîä� íå ÿâëÿþòñÿ ïðèíöèïèàëüíûìè.
Ïîíÿòíî, ÷òî n óïîðÿäî÷åííûõ öåëûõ ÷èñåë (x1, x2, ..., xn) âñåãäà ìîæíî
ïðåäñòàâèòü êàê îäíî, è íàîáîðîò. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âçÿòü n ïåðâûõ
ïðîñòûõ ÷èñåë pi è âû÷èñëèòü x = 2x1 ·3x2 ·5x3 ·7x4 ·11x5 · ... ·pxn

n . Îáðàòíàÿ
îïåðàöèÿ ðàçëîæåíèÿ íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè îäíîãî ÷èñëà x ïîçâîëÿåò
âîññòàíîâèòü çíà÷åíèÿ âñåõ xi. Òåì íå ìåíåå, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìîæåò
áûòü íåñêîëüêî âõîäîâ, íî âûõîä âñåãäà îäèí.
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• Êîìïüþòåð ìîæåò âû÷èñëÿòü íåêîòîðûå �î÷åâèäíî âû÷èñëèìûå�
ôóíêöèè, íàïðèìåð, ñêëàäûâàòü äâà ÷èñëà: m1 + m2. Îíè áåðóòñÿ èç
ïàìÿòè, à èíäåêñ îáîçíà÷àåò íîìåð ÷èñëà â óïîðÿäî÷åííîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè M. Ðåçóëüòàò òîæå ïîìåùàåòñÿ â ïàìÿòü, ñ óêàçàíèåì íîìåðà
ÿ÷åéêè. Äëÿ ýòîãî â ÿçûêå åñòü îïåðàöèÿ ïðèñâîåíèÿ: m3 ← m1 + m2;
(1-ÿ è 2-ÿ ÿ÷åéêè ñêëàäûâàþòñÿ è îòïðàâëÿþòñÿ â 3-þ):

m1 ← 5; m2 ← m1; m3 ← m1 +m2;

(â ÿ÷åéêå m3 áóäåò 10). Òî÷êà ñ çàïÿòîé � ýòî ðàçäåëèòåëüíûé ñèìâîë
(îòäåëÿþùèé èíñòðóêöèè). Ïðîáåëû êîìïüþòåðîì ïðîïóñêàþòñÿ. Â êà-
÷åñòâå íîìåðà i ÿ÷åéêè mi ìîæåò âûñòóïàòü ÿâíî çàäàííîå íàòóðàëüíîå
÷èñëî: m2 èëè ÷èñëî èç äðóãîé ÿ÷åéêè: mm1

.
Êðîìå ýòîãî, ìîæíî âûÿñíèòü ðàâíû ëè ìåæäó ñîáîé äâà ÷èñëà:

if(mi = mj) {P1} P2

Ñèìâîëû Pi îáîçíà÷àþò íåêîòîðûå êóñêè ïðîãðàììû (ñòðîêè). Åñëè ÷èñ-
ëî mi ðàâíî mj, òî âû÷èñëèòåëü ïåðåõîäèò ê âûïîëíåíèþ ñòðîêè P1,
ïîñëå ÷åãî âûïîëíÿåò ñòðîêó P2. Åñëè æå óñëîâèå â êðóãëûõ ñêîáêàõ íå
âûïîëíÿåòñÿ, òî P1 ïðîïóñêàåòñÿ è ñðàçó íà÷èíàåò âûïîëíÿòüñÿ ñòðîêà
P2. Âûïîëíèòü êóñîê ïðîãðàììû P1 îçíà÷àåò, ÷òî âû÷èñëèòåëü äîëæåí
äîéòè äî êîíöà ñòðîêè, êîòîðàÿ å¼ îïèñûâàåò. Ôèãóðíûå ñêîáêè îãðà-
íè÷èâàþò áëîê P1. Äëÿ óïðîùåíèÿ ðàçðåøèì òàêæå ñèìâîë ìåíüøå:
if(mi < mj) {P1} P2, ò.å. åñëè mi < mj òî P1P2, èíà÷å P2.
Êîìïüþòåð ìîæåò ïåðåñêî÷èòü â ëþáóþ òî÷êó ïðîãðàììû. Äëÿ ýòîãî

ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ìåòêà ê êîòîðîé íóæíî ïåðåïðûãíóòü. Òàê, ñëåäóþ-
ùèé àëãîðèòì:

P1 #1; P2 goto(1); P3

òðåáóåò îò êîìïüþòåðà âûïîëíèòü P1, çàòåì ïðîèãíîðèðîâàòü �#1;�, âû-
ïîëíèòü P2, à âñòðåòèâ �goto(1);�, íàéòè â òåêñòå ïðîãðàììû �#1;� è
íà÷àòü ðàáîòàòü ñðàçó ïîñëå íå¼ (âûïîëíÿòü P2). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
ìåòêà �#1;� ñ äàííûì íîìåðîì â ïðîãðàììå åñòü è òîëüêî îäíà. Ðàçëè÷-
íûõ ìåòîê �#1;� �#2;�,... ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî ìíîãî.
Ïîñëåäíÿÿ, íåîáõîäèìàÿ äëÿ îïèñàíèÿ àëãîðèòìîâ êîìàíäà

return mi;

ïðèâîäèò ê îñòàíîâêå ðàáîòû êîìïüþòåðà ñ ñîîáùåíèåì, ÷òî â ÿ÷åéêå mi

íàõîäèòñÿ ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèÿ (ò.å. âîçâðàùàåòñÿ çíà÷åíèå ôóíêöèè).
Äàæå åñëè âû÷èñëèòåëü C äîø¼ë äî êîíöà ïðîãðàììû P, è îñòàíîâèëñÿ,
íî òàì íåò èíñòðóêöèè return, � òî àëãîðèòì íå çàêîí÷åí!
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• Ïðèâåäåííûé âûøå ÿçûê ñîñòàâëåíèÿ ïðîãðàìì àëãîðèòìîâ áóäåì
íàçûâàòü BASE. Îí è îáúåêòû ⟨P,C,M⟩ äîñòàòî÷íû äëÿ îïèñàíèÿ ëþ-
áîãî àëãîðèòìà. Òî÷íåå, íàîáîðîò:

âñ¼, ÷òî âûðàæàåòñÿ â òåðìèíàõ ïðèâåäåííûõ âûøå ñèìâîëîâ,

ïî îïðåäåëåíèþ ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòìîì.

Äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà óäîáíî ââåñòè ïîíÿòèå ñîâîêóïíîñòè ôóíêöèé,
õîòÿ èõ âñåãäà ìîæíî èìèòèðîâàòü â ðàìêàõ òîëüêî BASE.
Ïóñòü ïðîãðàììà ìîæåò ñîñòîÿòü èç óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà ôóíê-

öèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò ñâîé óíèêàëüíûé íîìåð (èìÿ). Ïðîãðàììà
êàæäîé ôóíêöèè çàêëþ÷àåòñÿ â ôèãóðíûå ñêîáêè, ïåðåä êîòîðûìè èä¼ò
å¼ èìÿ ñ óêàçàíèåì ÷èñëà àðãóìåíòîâ, êîòîðûõ ìîæåò è íå áûòü:

f1() { return 1; }
f2(m0) { m1 ← m0 + 25; return m1; }
f3(m0,m1) { m2 ← m0 + f2(m1); return m2; }

Óêàçàíèå àðãóìåíòîâ ôóíêöèè â ñêîáêàõ íåîáõîäèìî òîëüêî äëÿ òîãî,
÷òîáû åäèíîîáðàçíûì îáðàçîì ìîæíî áûëî èñïîëüçîâàòü èõ è â òåêñòàõ
îïèñàíèÿ àëãîðèòìà ôóíêöèè. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî
çíà÷åíèå âû÷èñëåíèé íåêîòîðîé ôóíêöèè (÷èñëî) ìîæåò áûòü èñïîëüçî-
âàíî â àëãîðèòìå ëþáîé ôóíêöèè, òàêæå êàê è ÿ÷åéêà ïàìÿòè (ñì. âûøå
îïèñàíèå f3). Âñ¼ ýòî óæå ðàñøèðåíèå ÿçûêà (ò.í. BASE ñ ôóíêöèÿìè).
Òåïåðü íåîáõîäèìî ñäåëàòü î÷åíü âàæíîå äîïîëíåíèå. Êîãäà â òåêñòå

âñòðå÷àåòñÿ âûçîâ ôóíêöèè, âû÷èñëèòåëü îñòàíàâëèâàåòñÿ èæä¼ò ïîêà
îíà íå âåðí¼ò çíà÷åíèå. Âî âðåìÿ îæèäàíèÿ ïàìÿòü âû÷èñëèòåëÿ íå èç-
ìåíÿåòñÿ. Êîìïüþòåð ñîçäà¼ò åù¼ îäèí âû÷èñëèòåëü, êîòîðûé íà÷èíàåò
ïåðåìåùàòüñÿ ïî òåêñòó âûçûâàåìîé ôóíêöèè. Íîâûé âû÷èñëèòåëü èìå-
åò ñîáñòâåííóþ ïàìÿòü, êîòîðóþ èñïîëüçóåò ïðè ðàáîòå àëãîðèòìà. Ïî-
ýòîìó âû÷èñëåíèå íåêîòîðîé ôóíêöèè ìîæåò ïðîâåñòè ê ïîñëåäîâàòåëü-
íîìó ñîçäàíèþ âû÷èñëèòåëåé ñ ñîáñòâåííûìè ìàññèâàìè ïàìÿòè. Ïîêà
ïîñëåäíèé ñîçäàííûé âû÷èñëèòåëü íå äîáåð¼òñÿ äî êîìàíäû return, âñå
ñîçäàííûå ïåðåä íèì íàõîäÿòñÿ â ñîñòîÿíèè îæèäàíèÿ.
Ïðèâåäåííîå îïèñàíèå ñèíòàêñèñà ïðîãðàììû è å¼ èíòåðïðåòàöèè êîì-

ïüþòåðîì ìîæíî ïåðåâåñòè íà ôîðìàëüíûé ÿçûê. Íà÷àëî áóäåò âûãëÿ-
äåòü ïðèìåðíî òàê. �Ïóñòàÿ ñòðîêà ñèìâîëîâ ÿâëÿåòñÿ ïðîãðàììîé. Åñëè
P1 è P2 ïðîãðàììû, òî èõ ïîñëåäîâàòåëüíîå ñîåäèíåíèå P1P2 ýòî òîæå
ïðîãðàììà. Åñëè P ïðîãðàììà, à i, k öåëûå ÷èñëà, òî �P mi ← k;� �
ïðîãðàììà�, è ò.ä., è ò.ï. Åñòåñòâåííî, ïîäîáíûå îïèñàíèÿ òàêæå ÿâëÿ-
þòñÿ àëãîðèòìàìè. Îäíàêî ìû ñ÷èòàåì èõ íà ñòîëüêî ïðîñòûìè è åñòå-
ñòâåííûìè, ÷òî áóäåì ðàäû ñâåñòè ê íèì ëþáûå äðóãèå, ñêîëü óãîäíî
ñëîæíûå àëãîðèòìû.
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V Íåìíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Ðàññìîòðåííûé ÿçûê BASE ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî �âûñîêîóðîâíåâûì� è
ìîæåò áûòü ñâåäåí ê åù¼ áîëåå ïðîñòûì ýëåìåíòàì. Îäíàêî, åñëè áû ïðî-
ãðàììèñòû áûëè îãðàíè÷åíû äàæå ïåðå÷èñëåííûì ñèíòàêñèñîì, èõ ìîæ-
íî áûëî áû òîëüêî ïîæàëåòü. Äëÿ ïîâûøåíèÿ âûðàçèòåëüíîñòè ÿçûêà
ââîäÿòñÿ ðàçíîîáðàçíûå ðàñøèðåíèÿ îáîçíà÷åíèé, êîòîðûå, îäíàêî, îä-
íîçíà÷íûì îáðàçîì ðàñøèôðîâûâàþòñÿ â òåðìèíàõ áàçîâîãî ñèíòàêñèñà.
Ïîýòîìó, ïåðåä âûïîëíåíèåì ïðîãðàììû, å¼ íåîáõîäèìî êîìïèëèðîâàòü,
ò.å. ïðåîáðàçîâàòü âõîäíóþ ñòðîêó ïðîãðàììû ñ ðàñøèðåííûì àëôàâè-
òîì â äðóãóþ, ñ áîëåå ëàêîíè÷íûì. Íàïðèìåð, åñëè â òåêñòå âñòðå÷àåòñÿ
ñèìâîë � ̸=� (íå ðàâíî), òî íåîáõîäèìà òàêàÿ �êîìïèëëÿöèÿ�:

if(x ̸= y){ P1 } P2 => if(x = y){ goto(1); } P1 #1; P2;

Íà ìåñòå áóêâ x è y ìîãóò ñòîÿòü mi è mj ñ ëþáûìè èíäåêñàìè i è j.
Ñòðåëêà �=>� îáîçíà÷àåò êîìïèëÿöèþ èñõîäíîé ñòðîêè â íîâóþ, �ïîíè-
ìàåìóþ� êîìïüþòåðîì. Èñõîäíûé òåêñò ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî åñëè x ̸= y,
òî âûïîëíÿåòñÿ P1P2, åñëè æå íåò (ò.å. x = y), òî âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî
P2. Èìåííî ýòî è ïðîèñõîäèò â ïðåîáðàçîâàííîé ïðîãðàììå.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü èíñòðóêöèè äëÿ ïðîâåäåíèÿ öèêëè÷å-
ñêèõ âû÷èñëåíèé. Òàê, íèæå ñëåâà ïðèâåäåí èñõîäíûé ïðîãðàììû, êîòî-
ðàÿ âû÷èñëÿåò ñóììó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë äî ÷èñëà õðàíÿùåãîñÿ â ÿ÷åéêå
m0 âêëþ÷èòåëüíî. Ñïðàâà îò ÷åðòû, òà æå ôóíêöèÿ ïîñëå êîìïèëëÿöèè
(ò.å. ïðèâåäåíèÿ â èñõîäíûé ñèíòàêñèñ):

m1 ← 0; m2 ← 0;
while(m1 < m0){

m1 ← m1 + 1;
m2 ← m2 +m1;

}
return m2;

m1 ← 0; m2 ← 0;
#1;
if(m1 < m0){

m1 ← m1 + 1;
m2 ← m2 +m1;
goto(1);

}
return m2;

Â ðàñøèðåííîì ñèíòàêñèñå ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ÷àñòü ïðîãðàììû, íàõîäÿùà-
ÿñÿ âíóòðè ôèãóðíûõ ñêîáîê, ïîñëå êîìàíäû öèêëà while(óñëîâèå) ïî-
âòîðÿåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà óñëîâèå ñðàáàòûâàåò (â íàøåì ñëó÷àå, ïîêà
ñ÷¼ò÷èê ÷èñåë â ÿ÷åéêå m1 ìåíüøå, ÷åì ÷èñëî â m0). Íà ñàìîì äåëå
ïåðâûå ñòðîêè íå íóæíû, òàê êàê ïî äîãîâîð¼ííîñòè, ïåðåä çàïóñêîì
ïðîãðàììû âñå ÿ÷åéêè å¼ ïàìÿòè îáíóëÿþòñÿ.
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• Ðàñøèðåíèå ñèíòàêñèñà, òðåáóþùåå ïåðåäåëêè êîìïèëëÿòîðà (à ýòî
òîæå àëãîðèòì!), � íå åäèíñòâåííûé ñïîñîá óñèëèâàòü âûðàçèòåëüíîñòü
ÿçûêà. Íàïðèìåð, â áàçîâîì ñèíòàêñèñå íåò ôóíêöèè ïîëó÷åíèÿ ïðåäû-
äóùåãî öåëîãî ÷èñëà (ò.å. âû÷èòàíèÿ åäèíèöû). Ïîýòîìó ìîæíî äîáàâèòü
ôóíêöèþ ïðîâîäÿùóþ òàêèå âû÷èñëåíèÿ, è â äðóãèõ ôóíêöèÿõ å¼ âû-
çûâàòü. Ïðèâåä¼ì, íàïðèìåð, òàêîé âàðèàíò:

p(m0){
m1 ← 0;
while(m1 < m0){

m2 ← m1 + 1;
if(m2 = m0) return m1;
m1 ← m2;

}
}

Äëÿ ÷èòàåìîñòè ôóíêöèÿ íàçâàíà �p�, îäíàêî íåîáõîäèìî ïîìíèòü, ÷òî
ýòî íà ñàìîì äåëå ÷òî-òî òèïà: �f137�.
Â p(m0) ïðîèñõîäèò ïåðåáîð âñåõ ÷èñåë íà÷èíàÿ ñ íóëÿ (ïåðåìåííàÿ

m1) äî òåõ ïîð, ïîêà ñëåäóþùåå ïîñëåm1 ÷èñëî (m2) íå îêàæåòñÿ ðàâíûì
âõîäíîìó àðãóìåíòóm0. Ýòîò àëãîðèòì íàçâàòü áûñòðûì ñëîæíî, íî íàñ
ñåé÷àñ ýòî íå äîëæíî çàáîòèòü.
Íàïîìíþ, ÷òî ìû ðàáîòàåì òîëüêî ñ öåëûìè íåîòðèöàòåëüíûìè ÷èñ-

ëàìè (0,1,2,....), ïîýòîìó ïðèõîäèì ê ïåðâîé (â äëèííîé öåïî÷êå ⌣̈) àë-
ãîðèòìè÷åñêîé íåïðèÿòíîñòè. Ôóíêöèÿ p(x), õîòÿ îïèñûâàåòñÿ àëãîðèò-
ìîì (îíà âû÷èñëèìà), îïðåäåëåíà íå äëÿ âñåõ çíà÷åíèé x. Â ÷àñòíîñòè,
äëÿ íóëÿ íåò ïðåäûäóùåãî çíà÷åíèÿ, è p(0) íå äîáåð¼òñÿ äî êîìàíäû
return. Åñëè â ÿ÷åéêå m0 íàõîäèòñÿ 0, òî óñëîâèå â êðóãëûõ ñêîáêàõ
öèêëà while íå ñðàáîòàåò, è òåëî öèêëà (â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ) áóäåò ïðî-
ïóùåíî. Âû÷èñëèòåëü äîéä¼ò äî êîíöà ïðîãðàììû ôóíêöèè è îñòàíîâèò-
ñÿ, òàê êàê êîìàíäû return òàì íåò, íî è òåêñò àëãîðèòìà çàêîí÷èëñÿ.
Ôèçè÷åñêèé êîìïüþòåð ìîæåò â ýòîò ìîìåíò çàìèãàòü ëàìïî÷êàìè,

ïåðåãðóçèòü îïåðàöèîííóþ ñèñòåìó èëè ïîêðûòü íåáî çâ¼çäàìè. Íàø
èäåàëüíûé êîìïüþòåð ïðîñòî �çàâèñíåò�. Ìû íå ìîæåì íàïèñàòü â êîíöå
ïðîãðàììû, íàïðèìåð return 0;, òàê êàê ýòî óæå áóäåò äðóãàÿ ôóíêöèÿ
(íå ïðåäûäóùåãî ÷èñëà). Íåëüçÿ è âåðíóòü íå ÷èñëî, à íàïðèìåð ñòðîêó
�NAN�, òàê êàê â äðóãèõ ôóíêöèÿõ p(m0) èñïîëüçóåòñÿ â àðèôìåòè÷å-
ñêèõ âû÷èñëåíèÿõ, äà è íåò �NAN�-à â íàøåì ñèíòàêñèñå. Òàêèì îáðàçîì:

âû÷èñëÿòü, íå çíà÷èò âû÷èñëèòü.

Íàïðèìåð, âû÷èñëèìîé áóäåò è òàêàÿ ôóíêöèÿ: f(m0){while(1 = 1){} }.
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•Îïðåäåëèì òåïåðü åù¼ îäíó ôóíêöèþmult(x, y) óìíîæåíèÿ äâóõ öå-
ëûõ ÷èñåë. Äëÿ öåëåé äàëüíåéøåãî àíàëèçà ìû ñíîâà âûáåðåì íå ñàìûé
ýôôåêòèâíûé ñïîñîá. Îäíàêî, îí ïðîèëëþñòðèðóåò âàæíóþ êîíöåïöèþ
ïðîãðàììèðîâàíèÿ � ðåêóðñèþ:

mult(x, y){
if(y = 0){ return 0; }
if(y = 1){ return x; }
return x+mult(x, p(y) );

}

Äëÿ ïîâûøåíèÿ ÷èòàåìîñòè, ìû ñíîâà âìåñòî íîìåðà ôóíêöèè ïèøåì
èìÿ �mult�, à âìåñòî âõîäíûõ ÿ÷ååê ïàìÿòè m0 è m1 ïåðåìåííûå x è y.
Êðîìå ýòîãî íåñêîëüêî ðàñøèðåí ñèíòàêñèñ, è â îäèí ïðè¼ì ïðîèçâîäèòñÿ
âû÷èñëåíèå äâóõ ôóíêöèé �p�, �mult�, è çàòåì âûïîëíÿåòñÿ ñëîæåíèå.
Â èñõîäíîì ñèíòàêñèñå òðåòèé return äîëæåí áûë áû âûãëÿäåòü òàê:

m2 ← p(m1); m3 ←mult(m0,m2); m2 ← m2 +m3; return m2;

Ïîýòîìó â çàïèñè x+mult
(
x,p(y)

)
ñíà÷àëà ïðîèñõîäèò îïðåäåëåíèå ïåð-

âîãî àðãóìåíòà ôóíêöèè �mult� (ýòî ïðîñòî ÷èñëî x), çàòåì âû÷èñëÿåò-

ñÿ ôóíêöèÿ p(y) è å¼ çíà÷åíèå ïîìåùàåòñÿ âî âòîðîé àðãóìåíò �mult�,
è òîëüêî ïîñëå ýòîãî ïðîèñõîäèò å¼ âû÷èñëåíèå. Â äàëüíåéøåì ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ, ÷òî ïîäîáíûå âûðàæåíèÿ âñåãäà âû÷èñëÿþòñÿ ñëåâà íàïðàâî,
õîòÿ ïîíÿòíî, ÷òî ïðè ïîìîùè ÿ÷ååê ïàìÿòè ìîæíî ðåàëèçîâàòü ëþáîé
ïîðÿäîê âû÷èñëåíèÿ àðãóìåíòîâ ôóíêöèè.

Àëãîðèòì mult(x, y) âûçûâàåò äâå ôóíêöèè, îäíà èç êîòîðûõ ñíîâà
�mult�. Ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ïðè ñâî¼ì âû÷èñëåíèè èñïîëüçóåò ñåáÿ æå
ñàìó, íàçûâàåòñÿ ðåêóðñèâíîé.

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ìû îïðåäåëèëè êàê êîìïüþòåð îáõîäèòñÿ ñ
âûçîâàìè ôóíêöèé. Îí îñòàíàâëèâàåò òåêóùèé âû÷èñëèòåëü, ñîçäà¼ò íî-
âûé, îáëàäàþùèé ñîáñòâåííîé ïàìÿòüþ, è çàïóñêàåò åãî ïåðåìåùàòüñÿ
ïî ïðîãðàììå âûçûâàåìîé ôóíêöèè. Êîãäà ýòîò âû÷èñëèòåëü äîõîäèò
äî return îí óíè÷òîæàåòñÿ, à ïåðâûé âû÷èñëèòåëü, ïîëó÷èâ ðåçóëüòàò,
ïðîäîëæàåò ñâîþ ðàáîòó. Ïðè ýòîì àáñîëþòíî âñ¼ ðàâíî êàêàÿ ôóíêöèÿ
âûçûâàåòñÿ, ïîýòîìó ðåêóðñèÿ (ñàìîâûçîâ) âïîëíå êîððåêòíàÿ îïåðàöèÿ.

Â ôóíêöèè mult(x, y) ïðîèñõîäèò ñëåäóþùåå. Åñëè y = 0, òî å¼ ðå-
çóëüòàò ðàâåí 0 , à åñëè y = 1, òî x. Åñëè æå y áîëüøå åäèíèöû, òî ìû
ïîëüçóåìñÿ �î÷åâèäíîé� àðèôìåòè÷åñêîé ôîðìóëîé x∗y = x+(x∗(y−1)).
Ïðè êàæäîì âûçîâåmult(x,p(y)) çíà÷åíèå âòîðîãî àðãóìåíòà óìåíüøà-
åòñÿ, ïîýòîìó ðàíî èëè ïîçäíî ñðàáîòàåò âòîðàÿ ñòðîêà àëãîðèòìà.
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Íàïðèìåð, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ öåïî÷êè ôîðìóë äëÿ x = 4, y = 3:

mult(4, 3), ýòî 4+mult(4, 2), ýòî 4+(4+mult(4, 1)), ýòî 4+(4+4).

Îòâåò íà êàæäîå �ýòî� ïðîèçâîäèòñÿ îòäåëüíûì âû÷èñëèòåëåì. Ïîíÿòíî,
÷òî òàêèå äåéñòâèÿ ïðèâåäóò ê ðåçóëüòàòó òîëüêî åñëè öåïî÷êà ðåêóðñèâ-
íûõ âûçîâîâ êîãäà-ëèáî çàêîí÷èòñÿ. Íàïðèìåð, åñëè â ïðèâåäåííîé âûøå
ïðîãðàììå mult(x, y) óáðàòü ïåðâûå äâà return, òî ôóíêöèÿ íèêîãäà íå
âûäàñò ðåçóëüòàòà. Ïðè ýòîì áóäåò ïîðîæäåíî, âîîáùå ãîâîðÿ, êîíå÷íîå
÷èñëî âû÷èñëèòåëåé. Îäíàêî, ïîñëåäíèé èç íèõ âíóòðè ôóíêöèè p(0)
îñòàíîâèòñÿ íå äîñòèãíóâ return, è ñäåëàåò ñàìóþ ïåðâóþ ôóíêöèþ íå
îïðåäåë¼ííîé.
Åù¼ õóæå áóäåò ñèòóàöèÿ, åñëè â àëãîðèòìå çàìåíèòü �mult(x,p(y))�,

íàïðèìåð íà mult(x, y + 1). Ìû ïîëó÷èì áåñêîíå÷íóþ öåïî÷êó:

mult(4, 3), ýòî 4 +mult(4, 4), ýòî 4 + (4 +mult(4, 5)), ýòî ...

Òåïåðü êîìïüþòåð íå òîëüêî íå ïîëó÷èò çíà÷åíèå ôóíêöèè, íî è áóäåò
ïîðîæäàòü âñ¼ íîâûå âû÷èñëèòåëè è èõ ïàìÿòü. Äëÿ ðåàëüíîãî êîìïüþ-
òåðà, ñîçäàþùåãî öåïî÷êó òàêèõ �âû÷èñëèòåëåé�, ðàíî èëè ïîçäíî çà-
êîí÷àòñÿ ðåñóðñû, è îí �óìð¼ò�. Èäåàëüíûé êîìïüþòåð áóäåò ðàáîòàòü
áåñêîíå÷íî äîëãî, à ñëåäîâàòåëüíî ïîäîáíàÿ ôóíêöèÿ íå îïðåäåëåíà íè
ïðè êàêèõ x > 1 (ïðè x = 0 è x = 1 ñðàáîòàþò ïåðâûå äâå ñòðî÷êè), è
ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íî âû÷èñëèìîé èëè ïðîñòî ÷àñòè÷íîé.

• Çàêàí÷èâàÿ ðàñøèðåíèÿ ñèíòàêñèñà îïèñàíèÿ àëãîðèòìîâ ïðè ïî-
ìîùè ôóíêöèé, ââåä¼ì åù¼ ãëîáàëüíóþ ïàìÿòü G = {g0, g1, g2, ...}. Êàê
è äëÿ ïàìÿòè êàæäîãî âû÷èñëèòåëÿ � ýòî ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ
íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë. Ê íèì ìîæåò îáðàùàòüñÿ ëþáîé âû÷èñ-
ëèòåëü, ïåðåìåùàþùèéñÿ ïî íåêîòîðîé ôóíêöèè. Äðóãèìè ñëîâàìè, â
òåêñòå ïðîãðàìì ôóíêöèé ìîãóò âñòðå÷àòüñÿ êàê mi, òàê è gi. Ïîñëå ñî-
çäàíèÿ èëè óíè÷òîæåíèÿ âû÷èñëèòåëåé, ïàìÿòü G ñîõðàíÿåòñÿ. Òàêèì
îáðàçîì, ýòî îáùàÿ ïàìÿòü êîòîðóþ ìîæíî èçìåíÿòü èç ëþáîé ôóíê-
öèè.
Ñ ïîìîùüþ ãëîáàëüíîé ïàìÿòè ìîæíî ðåàëèçîâàòü íå ôóíêöèîíàëü-

íîå ïîâåäåíèå. Îáû÷íàÿ ôóíêöèÿ, ïðè äàííîì âõîäå, âñåãäà âûäà¼ò îäèí
è òîò æå âûõîä. Àâòîìàòîì íàçûâàþò âàðèàíò, òàêîãî æå êàê è ôóíê-
öèÿ, ÿùèêà ñî âõîäîì è âûõîäîì. Îäíàêî ðåçóëüòàò åãî âû÷èñëåíèÿ ìî-
æåò çàâèñåòü íå òîëüêî îò äàííîãî çíà÷åíèÿ âõîäà, íî è îò âñåé ïðåäûñ-
òîðèè âûçîâîâ ýòîãî àâòîìàòà. Àâòîìàòíûì ïîâåäåíèåì îáëàäàþò î÷åíü
ìíîãèå ñèñòåìû. Òàê, åñëè Âàì íàñòóïèëè â òðàíñïîðòå íà íîãó â ïåðâûé
ðàç � Âû âåæëèâî ïîìîðùèòåñü, òîæå âîçäåéñòâèå íà âòîðîé ðàç âûçîâåò
íåäîâîëüíóþ ãðèìàñó, íó à â òðåòèé ðàç...)
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• Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî çàäà÷, ðåøåíèå êîòîðûõ ìîæåò áûòü íàéäåíî
â ïðèëîæåíèè �Ïîìîùü� ïîä ñîîòâåòñòâóþùèì íîìåðîì.

◃ Áàçîâûé ÿçûê àëãîðèòìîâ ìîæåò áûòü óïðîù¼í. Íà ñàìîì äåëå, äî-
ñòàòî÷íî åäèíñòâåííîé àðèôìåòè÷åñêîé ôóíêöèè ïðèáàâëåíèÿ åäèíèöû
(ñëåäóþùåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî) è ëîãè÷åñêîãî ðàâåíñòâà.

(l H1) Íàïèñàòü ïðè ïîìîùè áàçîâîãî ñèíòàêñèñà ïðîãðàììèðîâàíèÿ ôóíêöèþ
ñëîæåíèÿ äâóõ ÷èñåë add(x, y), èñïîëüçóÿ òîëüêî ôóíêöèþ mi ← mj + 1. Ðåêóðñèþ
íå ïðèìåíÿòü.

(l H2) Íàïèñàòü ôóíêöèþ lt(x, y), âîçâðàùàþùóþ 1, åñëè x < y è 0 â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå. Èñïîëüçîâàòü òîëüêî îïåðàöèþ ñðàâíåíèÿ x = y.

(l H3) Íàïèñàòü ôóíêöèþ mult(x, y) = x ∗ y, íå èñïîëüçóÿ ðåêóðñèè.

◃ Ïðîãðàììó ìîæíî çàïèñàòü ïðè ïîìîùè òîëüêî íàòóðàëüíûõ ÷è-
ñåë. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ íèçêîóðîâíåâûì ÿçûêîì ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ ZIPPER. Â í¼ì åñòü òîëüêî ïÿòü êîìàíä:

êîìàíäà êîä îïèñàíèå

Z(7) 1, 7, 0, 0 m7 ← 0 : îáíóëèòü ÿ÷åêó 7
I(7) 2, 7, 0, 0 m7 ← m7 + 1 : óâåëè÷èòü çíà÷åíèå ÿ÷åéêè 7
P (7, 5) 3, 7, 5, 0 m7 ← m5 : ïðèñâîèòü ÿ÷åêå 7 çíà÷åíèå ÿ÷åéêè 5
E(7, 5, 1) 4, 7, 5, 1 åñëè m7 = m5 ïåðåéòè ê êîìàíäå 1
R(7) 5, 7, 0, 0 return m7

Òàêèì îáðàçîì, ïðîãðàììà ñîñòîèò èç 4 · n íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Êàæäàÿ
êîìàíäà ÿâëÿåòñÿ ÷åòâ¼ðêîé, ïåðâûì ÷èñëîì êîòîðîé èä¼ò å¼ èäåíòèôè-
êàòîð (÷èñëî îò 1 äî 5, èëè äëÿ ìíåìîíèêè áóêâû Z, I, P , E, R). Çàòåì
ñëåäóþò òðè ïàðàìåòðà. Åñëè îíè íå ñóùåñòâåííû, ñòîèò 0. Ïðè ïåðåõî-
äå (êîìàíäà E) ìåòêè íå íóæíû, òàê êàê äëèíà êîìàíä ôèêñèðîâàíà, è
äîñòàòî÷åí òîëüêî íîìåð êîìàíäû. Íàïðèìåð ïðîãðàììà:

m2 ← 0; #1; if(m1 = m2) { return m2; } m2 ← m2 + 1; goto(1);

âûãëÿäèò òàê (êîìàíäû íóìåðóþòñÿ ñ åäèíèöû):

Z, 2, 0, 0, E, 1, 2, 7, I, 2, 0, 0, Z, 3, 0, 0, Z, 4, 0, 0, E, 3, 4, 2, R, 2, 0, 0

(l H4) Çàïèñàòü ïðîãðàììó äëÿ ñëîæåíèÿ öåëûõ ÷èñåë îò 1 äî ÷èñëà â ÿ÷åéêå m0

ïðè ïîìîùè ÿçûêà ZIPPER.

(l H5) Ïðèäóìàòü ÿçûê êîìàíä òîëüêî ñ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè, à íå òðåìÿ.

(l H6) Íà áàçîâîì ÿçûêå BASE íàïèñàòü àëãîðèòì âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû íà
ÿçûêå ZIPPER. Íà âõîäå ôóíêöèè, â ïàìÿòè ñîäåðæèòñÿ íàáîð ÷èñåë � èíñòðóêöèé.

(l H7) Êàêóþ âîçìîæíîñòü ÿçûêà BASE, ÿçûê ZIPPER íå âûðàæàåò, è ÷òî íàäî
â íåãî äîáàâèòü?
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◃ Ïåðâîíà÷àëüíî, èäåàëüíûé êîìïüþòåð, êîòîðûé ïðèäóìàë Àëàí
Òüþðèíã èìåë âèä î÷åíü íèçêîóðîâíåâîãî óñòðîéñòâà íå óìåþùåãî äàæå
ñêëàäûâàòü. Ìàøèíà Òüþðèíãà ÿâëÿåòñÿ àâòîìàòîì, êîòîðûé ìîæåò
íàõîäèòñÿ â îäíîì èç m ñîñòîÿíèé S. Íàïðèìåð, S : {s1, s2} (m = 2).
Ñóùåñòâóåò ñòðîêà ñ âõîäíûìè äàííûìè, ñîñòîÿùàÿ èç ñèìâîëîâ íåêî-
òîðîãî àëôàâèòà ñ n áóêâàìè, íàïðèìåð, A : {a, b,_} (n = 3), ãäå �_� �
ýòî ïóñòîé ñèìâîë, êîòîðûé îêðóæàåò èñõîäíóþ ñòðîêó ñëåâà è ñïðàâà
ñêîëü óãîäíî ìíîãî ðàç. Çàäà÷à ìàøèíû � ïåðåðàáîòàòü äàííóþ âõîäíóþ
ñòðîêó â äðóãóþ (âûõîäíóþ) è îñòàíîâèòüñÿ. Äëÿ ýòîãî îíà óñòàíàâëèâà-
åò óêàçàòåëü (ãîëîâêó ìàøèíû) íà ôèêñèðîâàííûé ñèìâîë ñòðîêè (íà-
ïðèìåð, ïåðâûé), à ñâî¼ ñîñòîÿíèå â íà÷àëüíîå (íàïðèìåð s1) è çàòåì
èñïîëíÿåò ïðîãðàììó, çàäàííóþ â âèäå òàáëèöû:

_ b a b a b _ _

△

a b _
s1 bs1R as1R _s2L
s2 bs2L as2L _ •R

Â òàáëèöå ïî ãîðèçîíòàëè ïåðå÷èñëåííû âñå áóêâû àëôàâèòà, à ïî âåð-
òèêàëè � âñå ñîñòîÿíèÿ ìàøèíû. Êàæäàÿ ÿ÷åéêà ⟨si, aj⟩ ñîäåðæèò èí-
ñòðóêöèþ, ÷òî äåëàòü, åñëè òåêóùåå ñîñòîÿíèå ìàøèíû si, à å¼ óêàçàòåëü
ñòîèò â ñòðîêå íà ñèìâîëå aj. Êàæäàÿ èíñòðóêöèÿ òèïà akspL ñîñòîèò èç
òð¼õ äåéñòâèé: 1) òåêóùèé ñèìâîë â ñòðîêå çàìåíèòü íà ak; 2) ñäâèíóòü
óêàçàòåëü ïî ñòðîêå âëåâî, åñëè ñòîèò áóêâà L, âïðàâî � åñëè R; 3) èç-
ìåíèòü ñîñòîÿíèå íà sp, èëè åñëè ñòîèò òî÷êà îñòàíîâèòüñÿ. Åñëè áóêâû
íåò îñòàòüñÿ íà ìåñòå.
Ïðè ñîñòàâëåíèè ïðîãðàììû äëÿ ìàøèíû Òüþðèíãà (ò.å. òàáëèöû ïå-

ðåõîäîâ) íåîáõîäèìî âûáèðàòü ñâîéñòâà êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ, òàê, ÷òîáû
îíî ðåøàëî íåêîòîðóþ ýëåìåíòàðíóþ çàäà÷ó (�ïåðåìåùàòüñÿ äî ïðîáåëà�
è ò.ï.). Êîìáèíàöèÿ òàêèõ ïîäçàäà÷-ñîñòîÿíèé è ñîñòàâëÿåò àëãîðèòì.

(l H8) Ïîëüçóÿñü èíñòðóêöèÿìè â òàáëèöå âûøå, îïèñàòü ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðå-
îáðàçîâàíèÿ âõîäíîé ñòðîêè �babab�.

(l H9) Ðàññìîòðåòü àëôàâèò A : {0, 1,_} è íàïèñàòü ïðîãðàììó äëÿ çàäà÷è ïðå-
âðàùåíèÿ íóëåé â åäèíèöû è íàîáîðîò.

(l H10) Ðàññìîòðåòü àëôàâèò A : {1,_} è íàïèñàòü ïðîãðàììó ñëîæåíèÿ äâóõ íà-
òóðàëüíûõ ÷èñåë, çàïèñàííûõ â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé åäèíèö ñ ïðîáåëîì ìåæäó
íèìè (ò.å. ïðîáåë óáðàòü, ñäâèíóâ âòîðîå ÷èñëî âëåâî, îáúåäèíèâ åäèíèöû ÷èñåë.)

(l H11) Ðàññìîòðåòü àëôàâèò A : {0, 1,_} è íàïèñàòü ïðîãðàììó ñîðòèðîâêè,
ïåðåñòàâëÿþùåé âñå íóëè â íà÷àëî ñëîâà (äî ïðîáåëà), à åäèíèöû â êîíåö.

(l H12) Íàïèñàòü íà ÿçûêå BASE ïðîãðàììó, èñïîëíÿþùóþ èíñòðóêöèè ìàøèíû
Òüþðèíãà. Ðàçìåð àëôàâèòà è ÷èñëî ñîñòîÿíèé çàäàíû â ÿ÷åéêàõm0, m1. Äàëåå èäóò
çàïèñàííûå â ïåðâûõ 3 ·m0 ·m1 ÿ÷åéêàõ òàáëèöà èíñòðóêöèé. Çàòåì âõîäíàÿ ñòðîêà.
Ïðè ïîïûòêå ñäâèíóòüñÿ âëåâî íà ïåðâîì ñèìâîëå ñòðîêè, îíà äîëæíà áûòü ñäâèíóòà
âïðàâî. Ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëþáûå ðàçóìíûå ðàñøèðåíèÿ ñèíòàêñèñà BASE.
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VI Ïðîáëåìû îñòàíîâêè è òîæäåñòâåííîñòè

Ìû âèäåëè, ÷òî ïðîãðàììû áûâàþò �õîðîøèå� è �ïëîõèå�. Ïëîõèå ïðè-
âîäÿò ê íåîïðåäåë¼ííûì èëè ò.í. ÷àñòè÷íûì ôóíêöèÿì. Èõ âûçîâ, ïðè
íåêîòîðûõ âõîäíûõ çíà÷åíèÿõ, íå îêàí÷èâàåòñÿ ïîëó÷åíèåì ðåçóëüòàòà.
Ïîýòîìó Òüþðèíã ïîñòàâèë âîïðîñ, � ñóùåñòâóåò ëè óíèâåðñàëüíûé àë-
ãîðèòì, ïðîâåðÿþùèé äîñòèãíåò ëè äàííàÿ ôóíêöèÿ èíñòðóêöèè return
ïðè êîíêðåòíîì çíà÷åíèè å¼ âõîäà. Êîíå÷íî, ïðîùå âñåãî çàïóñòèòü ïðî-
ãðàììó (ïðîòåñòèðîâàòü åå). Åñëè îíà îñòàíîâèëàñü, òî âñå íîðìàëüíî.
Îäíàêî, åñëè îíà íå îñòàíàâëèâàåòñÿ, òî íå èçâåñòíî � îñòàíîâèòñÿ ëè
îíà êîãäà-íèáóäü èëè áóäåò ðàáîòàòü áåñêîíå÷íî äîëãî. Äëÿ íåêîòîðûõ
ïðîãðàìì (íàïðèìåð, ïîëó÷åíèÿ ïðåäûäóùåãî ÷èñëà p(x) ïðè x = 0)
ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî îíè íèêîãäà íå îñòàíîâÿòñÿ, äàæå íå çàïóñêàÿ èõ. Îä-
íàêî ìû ïûòàåìñÿ âûÿñíèòü ñóùåñòâóåò ëè óíèâåðñàëüíûé àëãîðèòì,
êîòîðûé ñïîñîáåí ðåøèòü ïðîáëåìó îñòàíîâêè äëÿ ëþáîé ïðîãðàììû.
Òüþðèíã ïîêàçàë, ÷òî òàêîé àëãîðèòì íåâîçìîæåí. Ýòî óòâåðæäåíèå
íîñèò íàçâàíèå �Òåîðåìà îá îñòàíîâêå�.

Òàê êàê àëãîðèòìû (ôóíêöèè) îïåðèðóþò òîëüêî ñ öåëûìè ÷èñëàìè,
íåîáõîäèìî ðàçîáðàòüñÿ êàê îíè áóäóò ðàññìàòðèâàòü òåêñòû ïðîãðàìì.
Ðàíåå ìû äîãîâîðèëèñü, ÷òî ïðîãðàììà � ýòî íåêîòîðàÿ êîíå÷íàÿ ñòðî-
êà ñèìâîëîâ èç êîíå÷íîãî àëôàâèòà. Ïîýòîìó, âñå âîçìîæíûå ïðîãðàì-
ìû ìîæíî îòñîðòèðîâàòü ñíà÷àëà ïî äëèíå, à ïðè îäèíàêîâîé äëèíå �
ïî àëôàâèòó (ëåêñîãðàôè÷åñêèé ïîðÿäîê). Êàæäàÿ ïîëó÷èò ïîðÿäêîâûé
íîìåð. Âûøå ýòî è ïðåäïîëàãàëîñü, òàê êàê èìÿ êàæäîé ôóíêöèè èìåëî
âèä fi, ãäå i � íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

Ñîîòâåòñòâèå �òåêñò ôóíêöèè� → �öåëîå ÷èñëî� ìîæíî ïðîäåëàòü è
áîëåå óäîáíûì îáðàçîì. Åñëè âñå ñèìâîëû (áóêâû) àëôàâèòà ïðîíóìå-
ðîâàòü, òî êàæäûé ñèìâîë òåêñòà ïðîãðàììû ìîæíî ñ÷èòàòü íåêîòîðûì
öåëûì ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì. Ïîýòîìó ïðîãðàììà ìîæåò áûòü îïèñàíà
êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ÷èñåë: x1, x2, ..., xn, ÿâëÿþùèìèñÿ íîìå-
ðàìè êàæäîãî ñèìâîëà. Ïðè æåëàíèè, ýòè n ÷èñåë ìîæíî ñâåðíóòü â îäíî
ïðè ïîìîùè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîñòûõ ÷èñåë: x = 2x1 ·3x2 · ... ·pxn

n . Ýòî
è áóäåò óíèêàëüíûé íîìåð íàøåé ïðîãðàììû.

Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå óäîáíî òåì, ÷òî ëåãêî ïðîâåñòè îáðàòíóþ îïå-
ðàöèþ è, ðàçëîæèâ íîìåð ïðîãðàììû íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè, ïîëó÷èòü
å¼ òåêñò â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x1, x2, ..., xn. Åñòåñòâåííî, ïîäîáíûå
äåéñòâèÿ ÿâëÿþòñÿ àëãîðèòìè÷åñêèìè, è ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ g(x, i), äà-
þùàÿ i-é �ñèìâîë� ïðîãðàììû ïîä íîìåðîì x. Áóêâà g äàíà ïðîãðàììå
â ÷åñòü Ã¼äåëÿ, êîòîðûé ïîäîáíûì îáðàçîì ïðåäëîæèë íóìåðîâàòü ôîð-
ìóëû.
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• Âåðí¼ìñÿ ê Ïðîáëåìå Îñòàíîâêè è ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïðîñòîå ðàñ-
ñóæäåíèå, îòëè÷íîå îò òîãî, êîòîðîå ñäåëàë ñàì Òüþðèíã. Áóäåì áîëü-
øèìè áóêâàìè îáîçíà÷àòü èìåíà ïðîãðàìì (àëãîðèòìîâ), ïîäðàçóìåâàÿ,
÷òî çà ýòèì èìåíåì ñêðûâàåòñÿ ñòðîêà ñèìâîëîâ, êîòîðàÿ åãî çàäà¼ò.
Ìàëåíüêèìè áóêâàìè îáîçíà÷èì öåëî÷èñëåííûé íîìåð ýòîãî àëãîðèòìà.
Òàê, q � ýòî íîìåð àëãîðèòìà (ñòðîêè) Q.
Ïóñòü ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ T (p, i), êîòîðàÿ ïî íîìåðàì p-òîé ïðîãðàì-

ìû è å¼ i-òûõ âõîäíûõ äàííûõ âîçâðàùàåò 1, åñëè ýòà ïðîãðàììà çàâåð-
øàåòñÿ, âûäàâ ðåçóëüòàò, è íîëü â ïðîòèâíîì ñëó÷àå:

T (p, i) :

{
1, åñëè P (i) âîçâðàùàåò çíà÷åíèå
0, åñëè P (i) íå âîçâðàùàåò

Äîêàæåì òåîðåìó:

Ôóíêöèÿ T (p, i) íå ñóùåñòâóåò.

Ïóñòü ýòî íå òàê, è T (p, i) ñóùåñòâóåò. Îïðåäåëèì åù¼ îäíó ôóíêöèþ:

Q(x) :

{
1, åñëè T (x, x) = 0
∞, åñëè T (x, x) = 1.

Ñèìâîë ∞ îçíà÷àåò, ÷òî åñëè T (x, x) = 1, òî ìû çàöèêëèì ïðîãðàììó
Q, íå äàâ åé îñòàíîâèòüñÿ. Íàïðèìåð, â ýòîì ñëó÷àå áóäåò çàïóñêàòüñÿ
ñòðîêà �while(1=1){}�. Âû÷èñëèì òåïåðü çíà÷åíèå Q(q), ïåðåäàâ åé å¼
ñîáñòâåííûé íîìåð:{

1, åñëè T (q, q) = 0 : åñëè Q íå çàâåðøàåòñÿ, òî Q çàâåðøàåòñÿ = 1
∞, åñëè T (q, q) = 1 : åñëè Q çàâåðøàåòñÿ, òî Q íå çàâåðøàåòñÿ (∞)

Ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ, çíà÷èò òåîðåìà âåðíà �.
Â äîêàçàòåëüñòâå îáñóæäàåòñÿ äâà îáúåêòà: �íåêîíñòðóêòèâíàÿ� ôóíê-

öèÿ T (p, i) (òåêñòà êîòîðîé ìû íå ïðåäúÿâëÿåì) è �êîíñòðóêòèâíàÿ� Q(x).
Ïîýòîìó ïðîòèâîðå÷èå äîëæíî ñâèäåòåëüñòâîâàòü â ïîëüçó òåîðåìû.
Îäíàêî, íà ñàìîì äåëå ìû äîêàçàëè íåñêîëüêî áîëåå ñëàáîå óòâåðæäå-

íèå:

Íå ñóùåñòâóåò ôóíêöèè ñïîñîáíîé ïðîàíàëèçèðîâàòü ñâîé òåêñò

è âûÿñíèòü, îñòàíîâèòñÿ îíà èëè íåò.

Ïðè ýòîì íå ñóùåñòâåííî, àíàëèçèðóåòñÿ ëè ñîáñòâåííûé òåêñò íà ïðÿ-
ìóþ èëè ÷åðåç íåñêîëüêî âûçîâîâ äðóãèõ ôóíêöèé. Äåéñòâèòåëüíî, ïðî-
òèâîðå÷èå ïîëó÷åíî ïðè ïðèìåíåíèè àëãîðèòìà ê ôóíêöèè Q, êîòîðàÿ
åãî æå è èñïîëüçóåò. Ïîýòîìó äëÿ òàêèõ ñëó÷àåâ àëãîðèòìà ðåøàþùåãî
ïðîáëåìó îñòàíîâêè íåò!
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• Èñõîäíûå ðàññóæäåíèÿ Òüþðèíãà âûãëÿäåëè íåñêîëüêî ïî-äðóãîìó.
Ðàññìîòðèì âñå ïðîãðàììû, âû÷èñëÿþùèå ôóíêöèè îò îäíîãî àðãóìåí-
òà. Èõ áåñêîíå÷íî ìíîãî, íî îíè ñ÷¼òíû: Fk(x) : {F0(x), F1(x), ....}, ò.å.
ïðîíóìåðîâàíû (íóìåðàöèþ âåä¼ì ñ íóëÿ). Ïóñòü ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ
T (p, i) îïðåäåë¼ííàÿ âûøå. Òîãäà ðàññìîòðèì ôóíêöèþ:

F (x) :

{
Fx(x) + 1, åñëè T (x, x) = 1, ò.å. Fx ïðè x îïðåäåëåíà
0, åñëè T (x, x) = 0, ò.å. Fx ïðè x íå îïðåäåëåíà.

Îíà îòëè÷íà îò âñåõ ôóíêöèé Fk(x). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè çíà÷åíèå ôóíê-
öèè F0(0) îïðåäåëåíî, òî F (0) = F0(0) + 1 è íå ðàâíî F0(0). Åñëè æå
çíà÷åíèå F0(0) íå îïðåäåëåíî (îíà íå îñòàíàâëèâàåòñÿ), òî F (0) îïðåäå-
ëåíî è ðàâíî 0. Ïîýòîìó F (x) îòëè÷íà îò F0(x) ïðè x = 0. Àíàëîãè÷íî
F (x) îòëè÷íà îò F1(x) ïðè x = 1, è ò.ä. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî
âñå ôóíêöèè áûëè ïðîíóìåðîâàíû. Ïîýòîìó îáúåêò T (p, i) èñïîëüçîâàâ-
øèéñÿ ïðè ïîñòðîåíèè F (x) íåâîçìîæåí, è òåîðåìà äîêàçàíà �.
Ìû óæå âèäåëè, ÷òî çàêàí÷èâàòü äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî, òàêîé

æèçíåóòâåðæäàþùåé ôðàçîé, íåîáõîäèìî ïðåäåëüíî îñòîðîæíî. Â ñäå-
ëàííûõ ðàññóæäåíèÿõ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî àëãîðèòì T (p, i) ïðèìåíèì
êî âñåì ôóíêöèÿì, âêëþ÷àÿ òàêèå, êîòîðûå âûçûâàþò è åãî (íàïðèìåð
ê Q(x) îïèñàííîé íà ïðåäûäóùåé ñòðàíèöå). Îäíàêî, ýòî íå òàê, è ê òà-
êèì ôóíêöèÿì T (p, i) íå ïðèìåíèì. Ïîýòîìó, ôàêòè÷åñêè ïðîòèâîðå÷èÿ
íå âîçíèêàåò, òàê êàê îòëè÷èòü F (x) îò íåêîòîðûõ ôóíêöèé íåëüçÿ.

• Òàê êàê àëãîðèòìà ðåøàþùåãî ïðîáëåìó îñòàíîâêè è ïðèìåíèìîãî
ê ñàìîìó ñåáå íå ñóùåñòâóåò, òî åñòåñòâåííî íå ñóùåñòâóåò è óíèâåðñàëü-
íûõ àëãîðèòìîâ, ïðèìåíèìûõ êî âñåì ïðîãðàììàì. À ýòî, ñîáñòâåííî, è
ñîñòàâëÿëî òåîðåìó Òüþðèíãà.

Îäíàêî, ïðîâåäåííîå ðàíåå äîêàçàòåëüñòâî íå çàïðåùàåò ñóùåñòâîâà-
íèå �îãðàíè÷åííîãî óíèâåðñàëüíîãî àëãîðèòìà�, ðåøàþùåãî çàäà÷ó îñòà-
íîâêè ïðèìåíèòåëüíî ê ëþáûì ôóíêöèÿì, êðîìå ñåáÿ ñàìîé è òåì ôóíê-
öèÿì, êîòîðûå ýòîò àëãîðèòì èñïîëüçóþò (íà ïðÿìóþ èëè ÷åðåç íåñêîëü-
êî âûçîâîâ äðóãèõ ôóíêöèé).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ÷¼òêèé êðèòåðèé îáëàñòè íåïðèìåíè-
ìîñòè àëãîðèòìà T (p, i). Âñå ïðîãðàììû êîòîðûå â íåãî íå ïîïàäàþò
âîîáùå ãîâîðÿ ìîãóò áûòü ïðîàíàëèçèðîâàíû T (p, i), è â ýòîì ñëó÷àå
îí ìîæåò è ðåøàòü ïðîáëåìó îñòàíîâêè. Ìû âèäèì, ÷òî â òàêèõ ïñèõî-
ëîãè÷åñêèõ äîêàçàòåëüñòâàõ îò ïðîòèâíîãî, íåîáõîäèìî î÷åíü îñòîðîæíî
âûÿâëÿòü îáúåêòû è óòâåðæäåíèÿ ïðèâåäøèå ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü êàê ìîæíî âûÿñíèòü èñïîëüçóåòñÿ äàííûé àëãî-
ðèòì íåêîòîðîé ôóíêöèåé èëè íåò.
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• Êàæäîé ôóíêöèè ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ìíîæåñòâî èì¼í
(èëè íîìåðîâ) äðóãèõ ôóíêöèé, êîòîðûå îíà èñïîëüçóåò ïðè ñâîåé ðà-
áîòå (�ìíîæåñòâî çàâèñèìîñòåé�). Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü
àëãîðèòì �ïîèñêà â øèðèíó�:

Âîçüì¼ì ïóñòîé ñïèñîê öåëûõ ÷èñåë. Ïîìåñòèì â íåãî íîìåðà
âñåõ ôóíêöèé êîòîðûå ÿâíûì îáðàçîì ïðèñóòñòâóþò â òåêñòå
ïðîãðàììû. Çàòåì ïðîñìîòðèì òåêñò êàæäîé èç íèõ è äîáàâèì â
ñïèñîê òîëüêî òå ôóíêöèè, êîòîðûõ òàì åù¼ íåò. Äëÿ âñåõ äîáàâ-
ëåííûõ îïåðàöèþ ïîâòîðÿåì, ïîêà äîáàâëåíèÿ íå ïðåêðàòÿòñÿ.

Ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ ìíîãèõ ôóíêöèé ìíîæåñòâà çàâèñèìîñòåé áóäóò èëè
ïóñòûå èëè êîíå÷íûå. Íàïðèìåð, åñëè:

f1(){ return f2(); } f2(){ return f3(); } f3(){ return f1(); },
òî ôóíêöèè f1 ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâî çàâèñèìîñòåé {2, 3, 1}, ò.å. âûçî-
âû âòîðîé, òðåòüåé è èñõîäíîé ôóíêöèé. Îäíàêî, íå ñëîæíî ïðåäñòàâèòü
è áåñêîíå÷íóþ öåïî÷êó òàêèõ çàâèñèìîñòåé. Â ýòîì ñëó÷àå àëãîðèòì íå
îñòàíîâèòñÿ, äîáàâëÿÿ â ìíîæåñòâî çàâèñèìîñòåé âñ¼ íîâûå íîìåðà. Ê
ñëîâó, ïîíÿòíî, ÷òî íå ìîæåò áûòü è óíèâåðñàëüíîãî àëãîðèòìà, çà êî-
íå÷íîå ÷èñëî øàãîâ âûÿñíÿþùåãî âû÷èñëèìîñòü ïîäîáíîé ôóíêöèè.
Òåì íå ìåíåå, àëãîðèòì ïîèñêà â øèðèíó ìîæåò áûòü îñòàíîâëåí íà

ëþáîé çàäàííîé ãëóáèíå âëîæåííîñòè âûçîâîâ ôóíêöèé. Â ýòîì ñëó÷àå
îí ïîçâîëÿåò äëÿ äàííîé ôóíêöèè âñåãäà óñòàíîâèòü, èìååò ëè îíà êî-
íå÷íîå ìíîæåñòâî çàâèñèìîñòåé ðàçìåðà íå áîëåå íåêîòîðîãî n. Ðàññìàò-
ðèâàÿ òîëüêî òàêèå ôóíêöèè, ìû ñèëüíî ñóçèì êëàññ âîçìîæíûõ àëãî-
ðèòìîâ. Îäíàêî, äëÿ äåÿòåëüíîñòè ÷åëîâå÷åñêèõ ñóùåñòâ ñ îãðàíè÷åííîé
ïàìÿòüþ ýòîò êëàññ âàæåí, òàê êàê èìåííî ñ òàêèìè àëãîðèòìàìè ìû
îáû÷íî è �èìååì äåëî�. Â êîíå÷íîì ñ÷¼òå, âåäü ìû îïðåäåëèëè, ÷òî àë-
ãîðèòì � ýòî êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíñòðóêöèé. Ïîýòîìó ìîæíî
ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

Ñóùåñòâóåò ëè àëãîðèòì ðåøàþùèé, ïðîáëåìó îñòàíîâêè äëÿ

ôóíêöèé èìåþùèõ ìíîæåñòâî çàâèñèìîñòåé íå äëèííåå íåêî-

òîðîãî n, è íå èñïîëüçóþùèõ ýòîãî àëãîðèòìà?

Ðåøåíèå äàæå òàêîé îãðàíè÷åííîé çàäà÷è ñòàëêèâàåòñÿ ñ äðóãîé íåïðè-
ÿòíîñòüþ. Ëþáóþ ôóíêöèþ ìîæíî âûçâàòü íå íàïðÿìóþ, à ïðîñòî ïî-
âòîðèòü å¼ êîä â òåêóùåé ôóíêöèè. Â ýòîì ñëó÷àå àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ
ìíîæåñòâà ñâÿçåé ñìîæåò ðàáîòàòü òîëüêî åñëè åñòü ðåøåíèå äðóãîé ïðî-
áëåìû, êîòîðóþ ìû ñôîðìóëèðóåì â òàêîì âèäå:

Ñóùåñòâóåò ëè óíèâåðñàëüíûé àëãîðèòì, êîòîðûé âûÿñíÿåò

òîæäåñòâåííîñòü äâóõ ôóíêöèé?
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• Ïîíÿòíî, ÷òî îäíà è òà æå ôóíêöèÿ (ò.å. îòîáðàæåíèå x 7→ y) ìîæåò
áûòü çàäàíà ïðè ïîìîùè ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ. Íàïðèìåð, ñóùåñòâó-
þùèé àëãîðèòì ìîæíî èçìåíèòü, äîáàâèâ ê ðåçóëüòàòó åäèíèöó, à ïîñëå
ýòîãî âû÷èòàÿ å¼. Ýòî áóäåò äðóãîé àëãîðèòì ýòîé æå ôóíêöèè.
Àëãîðèòì, ïðîâåðÿþùèé ðàâåíñòâî äâóõ ôóíêöèé íà äàííîì âõîäå, ýê-

âèâàëåíòåí àëãîðèòìó ðåøàþùåìó ïðîáëåìó îñòàíîâêè. Åñëè ìû çíàåì
ïðè ïîìîùè T (p, i), ÷òî äâå ïðîãðàììû p1 è p2 îñòàíàâëèâàþòñÿ, ìû ïðî-
ñòî èõ çàïóñêàåì íà âõîäå i è ñðàâíèâàåì ðåçóëüòàòû. Åñëè îáå íå îñòà-
íàâëèâàþòñÿ, òî îíè íà i òîæäåñòâåííû. Âîçìîæíî è îáðàòíîå èñïîëü-
çîâàíèå. Åñëè åñòü àëãîðèòì òîæäåñòâåííîñòè E(p1, p2, i), òî ïðîãðàììó
p1 ìîæíî ñðàâíèòü, íàïðèìåð ñ ôóíêöèåé f(i){ while(1 = 1){} }, è åñëè
îíè òîæäåñòâåííû, òî p1 íå îñòàíàâëèâàåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ìû äîëæíû
ïðèçíàòü, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå àëãîðèòìà ðåøàþùåãî êàê ïðîáëåìó îñòà-
íîâêè, òàê è ïðîáëåìó òîæäåñòâåííîñòè, äàæå äëÿ îãðàíè÷åííîãî êëàññà
ôóíêöèé, ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîä áîëüøèì âîïðîñîì.
Òåì íå ìåíåå, ñèòóàöèÿ íå ïîëíîñòüþ áåçíàä¼æíà. Ëåãêî óêàçàòü, êàê

ìèíèìóì, îäèí áåñêîíå÷íûé êëàññ äîñòàòî÷íî íåòðèâèàëüíûõ ôóíêöèé,
äëÿ êîòîðûõ àëãîðèòì T (p, i) ñóùåñòâóåò:

Ôóíêöèè, íå èñïîëüçóþùèå îïåðàöèè goto è âûçûâàþùèå òîëü-
êî ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûå ôóíêöèè, âñåãäà îñòàíàâëèâàþòñÿ.

Ïðèìåðîì ïðèìèòèâíîé ðåêóðñèè ÿâëÿåòñÿ ðåàëèçàöèÿ ôóíêöèè mult
íà ñòð. 20. Â îáùåì ñëó÷àå îíà îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

f(x, y){
if(y = 0){ return g(x); }
P

return h(x, y, f(x,p(y)) );
}

ãäå P � ëþáîé êîä, êîòîðûé íå èñïîëüçóåò îïåðàòîð goto, âûçîâà ôóíê-
öèè f(x, y), è êàêèõ-ëèáî ôóíêöèé ÿâëÿþùèõñÿ íå âñþäó îïðåäåë¼ííûìè.
Êðîìå ýòîãî, îí íå äîëæåí èçìåíÿòü çíà÷åíèå y. Ôóíêöèÿ p(y) âîçâðà-
ùàåò ïðåäûäóùåå çíà÷åíèå y, ò.å. y ← y − 1. Îíà íå îïðåäåëåíà ïðè
y = 0, íî ýòî êîíòðîëèðóåòñÿ ïåðâîé ñòðîêîé ôóíêöèè f(x, y).
Â îïðåäåëåíèè f(x, y) èñïîëüçóþòñÿ äâå âñþäó îïðåäåë¼ííûå âû÷èñëè-

ìûå ôóíêöèè g(x) è h(x, y, z). Òî, ÷òî îíè âñþäó îïðåäåëåíû, äîëæíî
óñòàíàâëèâàòüñÿ íà ïðåäûäóùèõ èòåðàöèÿõ àëãîðèòìà T (p, i), ïîääåð-
æèâàþùåãî ñïèñîê óæå ïðîàíàëèçèðîâàííûõ ôóíêöèé, è òåõ èç íèõ,
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíû. Ïðè ïîìîùè ïðèìèòèâíîé
ðåêóðñèè ìîæíî îðãàíèçîâàòü öèêëè÷åñêèå âû÷èñëåíèÿ, íå èñïîëüçóÿ
goto. Ïîýòîìó îíè ïîçâîëÿþò çàäàòü î÷åíü øèðîêèé êëàññ ôóíêöèé.
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Âîçìîæíû ðàçëè÷íûå ðàñøèðåíèÿ êëàññà âñþäó îïðåäåë¼ííûõ ôóíê-
öèé. Â ÷àñòíîñòè, âìåñòî àðãóìåíòà x âåçäå ìîæåò ñòîÿòü íåñêîëüêî àð-
ãóìåíòîâ x1, ..., xn, è òåì ñàìûì áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ âñþäó âû÷èñëèìûå
ôóíêöèè îò n+1 àðãóìåíòîâ. Ìîæíî ðàçðåøèòü â P èçìåíåíèÿ y, êîòî-
ðûå åãî íå óâåëè÷èâàþò è íå ïðèâîäÿò ê çíà÷åíèþ y = 0, è ò.ä.
Äëÿ ïîäîáíûõ âñþäó îïðåäåë¼ííûõ ôóíêöèé ìîæíî íàïèñàòü àëãî-

ðèòì èõ ðàçðåøåíèÿ, ò.å. âûÿñíåíèÿ ïðèíàäëåæàò ëè îíè ê äàííîìó
êëàññó èëè íåò. Åñëè äà, òî àëãîðèòì ðåøàþùèé çàäà÷ó îñòàíîâêè T (p, i)
âåðí¼ò 1. Åñëè æå ôóíêöèÿ íå ïðèíàäëåæèò ê ýòîìó êëàññó, òî àëãîðèòì
T (p, i) äîëæåí âîîáùå ãîâîðÿ âåðíóòü 2 (=�íå çíàþ� ⌣̈).
Ìîæíî òàêæå îïðåäåëèòü äîñòàòî÷íî øèðîêèé êëàññ àëãîðèòìîâ ÷à-

ñòè÷íûõ ôóíêöèé, êîòîðûå îïðåäåëåíû íå âñþäó, íî ïðè ýòîì ïðîáëåìà
îñòàíîâêè äëÿ íèõ òàêæå ðåøàåòñÿ. Ïðèìåðîì òàêèõ ôóíêöèé áûëà p(x)
èëè âû÷èñëèìàÿ, íî âñþäó íå îïðåäåë¼ííàÿ ôóíêöèÿ Inf(x) { while(1 =
1) { }}. Äëÿ ýòîãî êëàññà ñóùåñòâóåò ðàçðåøàþùèé àëãîðèòì âûÿñíå-
íèÿ ïðèíàäëåæíîñòè. Åñëè ôóíêöèÿ ïîä íîìåðîì p ïðèíàäëåæèò ýòîìó
êëàññó, òî T (p, i) âåðí¼ò 0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñíîâà 2.
Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ êîìïüþòåðíûõ íàóê ìàêñèìàëüíîå ðàñ-

øèðåíèå îáîèõ êëàññîâ èãðàåò èñêëþ÷èòåëüíî âàæíîå çíà÷åíèå. Îäíàêî,
îáùàÿ ïðîáëåìà îñòàíîâêè îñòà¼òñÿ, è âñåãäà áóäóò àëãîðèòìû, êîòî-
ðûå íå ïîïàäàþò íè â îäèí èç ýòèõ êëàññîâ. Ìû âûíóæäåíû ïðèçíàòü,
÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî àëãîðèòìîâ äëÿ êîòîðûõ íåëüçÿ
âûÿñíèòü îñòàíàâëèâàþòñÿ îíè êîãäà-ëèáî èëè íåò. Êàê ìèíèìóì, ýòî
àëãîðèòìû ÿâíî èëè íå ÿâíî èñïîëüçóþùèõ ñàìó ôóíêöèþ, ðåøàþùóþ
çàäà÷ó îñòàíîâêè T (p, i). Ïðè ýòîì âûÿñíèòü èñïîëüçóþò îíè å¼ èëè íåò,
âîîáùå ãîâîðÿ, òàêæå àëãîðèòìè÷åñêè íåëüçÿ.

• Ïðåæäå ÷åì èäòè äàëüøå, ïîëåçíî ïîðàçìûøëÿòü íàä ñëåäóþùåé
ïðîáëåìîé. Â ìàòåìàòèêå íåò îãðàíè÷åíèé íà áûñòðîäåéñòâèå êîìïüþ-
òåðà. Ò.å. êàæäàÿ ýëåìåíòàðíàÿ îïåðàöèÿ àëãîðèòìà ìîæåò áûòü âûïîë-
íåíà çà ñêîëü óãîäíî êîðîòêîå âðåìÿ ∆t. Åñëè ôóíêöèÿ âû÷èñëèìà, òî å¼
àëãîðèòì, ñîâåðøèâ êîíå÷íîå ÷èñëî äåéñòâèé n, îñòàíàâëèâàåòñÿ è âû-
äà¼ò ðåçóëüòàò. À ýòî çíà÷èò, ÷òî êàêèì áû áîëüøèì íå áûëî n, âðåìÿ
âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè n∆t ìîæíî ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî ìàëûì, â ïðå-
äåëå ∆t → 0 (îãðàíè÷åíèé íåò!), â òîì ÷èñëå è íóëåâûì. Íî òîãäà íå
äîëæíî áûòü è Ïðîáëåìû Îñòàíîâêè. Ëþáàÿ îïðåäåë¼ííàÿ ïðè äàííîì
x ôóíêöèÿ ñðàçó âûäà¼ò ðåçóëüòàò, à íåîïðåäåë¼ííàÿ íå âûäà¼ò. Ìåæäó
àëãîðèòìîì ñ áîëüøèì, íî êîíå÷íûì ÷èñëîì øàãîâ è àëãîðèòìîì ñ áåñ-
êîíå÷íûì ÷èñëîì øàãîâ ñóùåñòâóåò ïðèíöèïèàëüíàÿ ðàçíèöà. Ýòî äâà
ðàçíûõ êëàññà àëãîðèòìîâ. Íî ðàçëè÷èòü èõ íàäî áåç êîìïüþòåðîâ...
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VII Ïåðå÷èñëèìûå è ðàçðåøèìûå ìíîæåñòâà

• Ðàçìûøëåíèÿ î ñîâîêóïíîñòÿõ îáúåêòîâ ñîçäàëî ìàòåìàòèêó. Ìíî-
æåñòâî, êàê è ëþáîå áàçîâîå ïîíÿòèå, áåç ïîðî÷íîãî êðóãà ñèíîíèìîâ
(ñîáðàíèå îáúåêòîâ, ñîâîêóïíîñòü, êëàññ) îïðåäåëèòü íåïðîñòî. Â ëþáîì
ñëó÷àå, ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ñóùåñòâóþò äâå ñóùíîñòè � ìíîæåñòâà è èõ ýëå-
ìåíòû. Ýëåìåíòû ìû îáîçíà÷àåì ìàëåíüêèìè áóêâàìè a, b, à ìíîæåñòâà
� áîëüøèìè A, B.

Ïî Êàíòîðó, ýëåìåíòû ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ îáúåêòàìè �õîðîøî ðàçëè-
÷èìûìè íàøåé èíòóèöèåé èëè íàøåé ìûñëüþ�. Ïîêà ðå÷ü èä¼ò î êîíå÷-
íûõ ìíîæåñòâàõ, ìîæíî ïðåäúÿâèòü êó÷ó êàìíåé èëè ñàáëåçóáûõ òèãðîâ.
Â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî çàäà¼òñÿ ïåðå÷èñëåíèåì âñåõ ñâîèõ ýëåìåíòîâ:
A = {a, b, c}. Ïðè ïîìîùè ïðåäèêàòà, ò.å. ëîãè÷åñêîé ôóíêöèè îò äâóõ
àðãóìåíòîâ ∈ (a,A), ìû âûðàæàåì ôàêò ïðèíàäëåæíîñòè ýëåìåíòà a
ìíîæåñòâó A (ïðèíàäëåæèò, íå ïðèíàäëåæèò, è òðåòüåãî íå äàíî!). Ïðè-
íàäëåæíîñòü óäîáíî çàïèñûâàòü â îïåðàòîðíîì âèäå, ñòàâÿ ñèìâîë ∈
ìåæäó àðãóìåíòàìè ïðåäèêàòà: a ∈ A.

Ïîìèìî ïðèíàäëåæíîñòè äëÿ ìíîæåñòâ ñîñòîÿùèõ èõ îäíèõ è òåõ æå
ýëåìåíòîâ ââîäèòñÿ ïðåäèêàò ðàâåíñòâà A = B. Åñëè æå ìíîæåñòâî A

ñîñòîèò èç òåõ æå ýëåìåíòîâ, ÷òî è B, íî îíè íå ðàâíû, ãîâîðÿò, ÷òî A ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì B. Äëÿ âûðàæåíèÿ ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ââîäèòñÿ
òðåòèé ïðåäèêàò: A ⊂ B.

Êðîìå ïðåäèêàòîâ, äëÿ îáðàçîâàíèÿ íîâûõ ìíîæåñòâ ââîäèòñÿ òðè
ïðåäìåòíûå ôóíêöèè:

îáúåäèíåíèå : A ∪B = {x| (x ∈ A) ∨ (x ∈ B)}
ïåðåñå÷åíèå : A ∩B = {x| (x ∈ A)& (x ∈ B)}
äîïîëíåíèå : A−B = {x| (x ∈ A)& (x ̸∈ B)}

Çàäàíèå ìíîæåñòâà ïðè ïîìîùè ëîãè÷åñêîãî óñëîâèÿ: A = {x| óñëîâèå}
èíîãäà î÷åíü óäîáíî. Íàïðèìåð, íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 1 äî 5 ìîæíî
çàäàòü òàê: A = {1, 2, 3, 4, 5}, à ìîæíî è òàê A = {x| (x > 0)& (x < 6)}.
Òî, ÷òî ýëåìåíò íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó îáîçíà÷àåòñÿ êàê x ̸∈ B. Ýòî
ñîêðàùåíèå çàïèñè îòðèöàíèÿ ïðè ïîìîùè ëîãè÷åñêîé ñâÿçêè: ¬(x ∈ B).

Òàêèì îáðàçîì, â îáúåäèí¼ííîå ìíîæåñòâî ïîïàäàþò âñå ýëåìåíòû èç
îáîèõ ìíîæåñòâ. Â ïåðåñå÷åíèå òîëüêî îáùèå äëÿ ìíîæåñòâ ýëåìåíòû, à
â äîïîëíåíèå A−B òîëüêî òå ýëåìåíòû A, êîòîðûå íå ïðèíàäëåæàò B.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â ìíîæåñòâå îäèíàêîâûå ýëåìåíòû âñåãäà âñòðå÷à-
þòñÿ òîëüêî îäèí ðàç. Äëÿ íåóïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ ïîðÿäîê ðàñïî-
ëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ íå èãðàåò ðîëè.
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Óäîáíî ðàññìàòðèâàòü ïîíÿòèå îñíîâíîãî èëè ôóíäàìåíòàëüíîãî ìíî-
æåñòâà R, ñîäåðæàùåãî âñå ýëåìåíòû êàêîãî-íèáóäü çàäàííîãî òèïà. Íà-
ïðèìåð, ôóíäàìåíòàëüíûì áóäåò ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
Çàäàâ åãî, ìîæíî ãîâîðèòü î ðàçëè÷íûõ ïîäìíîæåñòâàõ íàòóðàëüíûõ
÷èñåë (÷¼òíûå, ïðîñòûå, è ò.ï.). Ïðè ïîìîùè ôóíêöèé A ∪ B, A ∩ B è
A−B ìîæíî ñòðîèòü íîâûå ìíîæåñòâà.

Ýòè áàçîâûå ôóíêöèè ìîæíî âèçóàëèçîâàòü ïðè ïîìîùè äèàãðàìì
Ýéëåðà-Âåííà, â êîòîðûõ çàìêíóòàÿ îáëàñòü îáîçíà÷àåò íåêîòîðîå ìíî-
æåñòâî. Îáëàñòü ãåîìåòðè÷åñêîãî ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ìíîæåñòâ áóäåò ìíî-
æåñòâåííûì ïåðåñå÷åíèåì A ∩B, è ò.ä.:

Â òàêîé ôîðìå òåîðèÿ ìíîæåñòâ âîçâðàùàåòñÿ ê ñâîèì íàãëÿäíûì èñ-
òîêàì � êó÷å êàìíåé íà ïîëó â ïåùåðå. Äëÿ òîãî ÷òîáû ìíîæåñòâåííûå
ôóíêöèè áûëè çàìêíóòûìè íåîáõîäèìî ââåñòè îáúåêò � ïóñòîå ìíîæå-
ñòâî ∅. Íàïðèìåð, (A−B) ∩B = ∅.

×òîáû îïðåäåëèòü êîíêðåòíîå ìíîæåñòâî íåîáõîäèìî êàêèì-òî îáðà-
çîì âûðàçèòü ôàêò ïðèíàäëåæíîñòè åìó íåêîòîðîãî ýëåìåíòà. Äðóãè-
ìè ñëîâàìè, äëÿ âñåõ a çàäàòü ëîãè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè a ∈ A.
Ìíîæåñòâî ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íûì, è íàì íåîáõîäèì êîíå÷íûé ñïî-
ñîá åãî çàäàíèÿ. Ïîýòîìó ìû äîëæíû ïðåäëîæèòü àëãîðèòì, êîòîðûé
�ðàçðåøàåò� ïîìåùàòü ÷èñëî a â ìíîæåñòâî A. Íàïðèìåð, åñëè ÷èñëî p
íå èìååò äåëèòåëåé êðîìå 1 è ñåáÿ, òî îíî ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæå-
ñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë P, ò.å. p ∈ P. Â äàííîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ
êîòîðàÿ íà âõîä ïîëó÷àåò ÷èñëî p, ðàñêëàäûâàåò åãî íà ìíîæèòåëè è
âîçâðàùàåò 1 äëÿ ïðîñòûõ ÷èñåë èëè 0 äëÿ ñîñòàâíûõ.

Äðóãîé ñïîñîá ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïðè ïîìîùè íåêîòîðîãî àëãîðèò-
ìà �ïåðå÷èñëÿòü� ýëåìåíòû ìíîæåñòâà. Òàê ìíîæåñòâî ÷¼òíûõ ÷èñåë
ìîæíî çàäàòü â ïåðå÷èñëèòåëüíîì âàðèàíòå êàê ek = 2 ∗ k, ãäå k âñå íà-
òóðàëüíûå ÷èñëà (ò.å. âûðàçèòü îäíî ìíîæåñòâî X ÷åðåç ýëåìåíòû äðó-
ãîãî Y â âèäå ôóíêöèè y = f(x)). Åù¼ áîëåå �ïåðå÷èñëèòåëüíî� áóäåò
âûãëÿäåòü îïðåäåëåíèå ïðè ïîìîùè ðåêóðñèè: e1 = 0, ek = ek−1 + 2.

Â ðåçóëüòàòå ìû ïðèõîäèì ê íåêîòîðîé êëàññèôèêàöèè êîíñòðóêòèâ-
íûõ ìíîæåñòâ ïî ñïîñîáó èõ ïîñòðîåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè ãîâîðèì, ÷òî ìîãóò
áûòü ðàçðåøèìûå è ïåðå÷èñëèìûå ìíîæåñòâà.
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• Ðàçðåøèìûì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë äëÿ êîòîðîãî ñóùå-
ñòâóåò àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè åìó íåêîòîðîãî ýëåìåíòà.
Äëÿ ðàçðåøèìîãî ìíîæåñòâà A çàäà¼òñÿ âû÷èñëèìàÿ è âñþäó îïðåäåë¼í-
íàÿ ôóíêöèÿ is(a):

is(a) =

{
1, åñëè a ∈ A

0, åñëè a ̸∈ A.

Åñòåñòâåííî, íàëè÷èå âíóòðè is(a) ñèìâîëà ïðèíàäëåæíîñòè íå îçíà÷à-
åò, ÷òî ìû ïîëüçóåìñÿ êåì òî çàäàííûì ïðåäèêàòîì a ∈ A (ïîëó÷èëñÿ
áû ïîðî÷íûé êðóã). Âìåñòî �a ∈ A� ñòîèò êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñèìâîëîâ íåêîòîðîé ïðîãðàììû, êîòîðàÿ äîëæíà âûäàòü íå íóëåâîå çíà-
÷åíèå, òîãäà is(a) = 1. Åñëè æå ýòà ïðîãðàììà, èëè äðóãàÿ �a ̸∈ A� âû-
äà¼ò íîëü, òî is(a) = 0. Ôóíêöèÿ is(a) íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé.
Òàê êàê ñóùåñòâóåò �Ïðîáëåìà Îñòàíîâêè�, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàçðå-

øèìûì áóäåò òîëüêî ìíîæåñòâî, äëÿ àëãîðèòìà êîòîðîãî äîêàçàíî (!),
÷òî îí îñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè ëþáûõ âõîäàõ.
Ìîæíî ââåñòè òàêæå ïîíÿòèå �÷àñòè÷íî ðàçðåøèìîå ìíîæåñòâî�

äëÿ êîòîðîãî ôóíêöèÿ is(a) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íîé, ò.å. îïðåäåë¼ííîé íå
äëÿ âñåõ a. Òîãäà äëÿ íåêîòîðûõ a áóäåò íåèçâåñòíî ïðèíàäëåæàò îíè
ìíîæåñòâó èëè íåò. Ýòî óæå íå î÷åíü �õîðîøåå� ìíîæåñòâî.

• Ïåðå÷èñëèìûì íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, âñå
ýëåìåíòû êîòîðîãî ìîæíî ïîëó÷àòü (ïåðå÷èñëÿòü) ïðè ïîìîùè àëãîðèò-
ìà. Ýòî îçíà÷àåò ÷òî ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ â ñâîåé ïà-
ìÿòè ïîñëåäîâàòåëüíî ðàçìåùàåò ÷èñëà. Íàïðèìåð,M : {3, 14, 15, 92, ....},
ò.å. ïîñëå íåñêîëüêèõ øàãîâ àëãîðèòìà äîáàâëÿåòñÿ íîâîå ÷èñëî e1, çàòåì
ïîñëå, âîîáùå ãîâîðÿ, äðóãîãî ÷èñëà øàãîâ äîáàâëÿåòñÿ e2, è ò.ä. Ïðè-
âåäåííûé â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå àëãîðèòì ïîèñêà â øèðèíó ñîçäàâàë
ïîäîáíûå ïåðå÷èñëèìûå ìíîæåñòâà çàâèñèìîñòåé.
Åñëè àëãîðèòì ïåðå÷èñëåíèÿ ñóùåñòâóåò, òî åãî ìîæíî ïåðåïèñàòü â

âèäå âûäà÷è i-òîãî ýëåìåíòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ
ïåðå÷èñëèìîãî ìíîæåñòâà ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ get(i):

E : {e1, e2, e3, ....} => get(i){ ... return ei },

ò.å. å¼ çíà÷åíèå ðàâíî i-òîìó ýëåìåíòó ìíîæåñòâà.
Îäíàêî, â îòëè÷èè îò is(x), Ôóíêöèÿ get(i) ìîæåò áûòü ÷àñòè÷íîé

ôóíêöèé. Òî÷íåå, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà i îíà íå îïðåäåëåíà. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ïîðîäèâ íåñêîëüêî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà, àëãîðèòì ïåðå-
÷èñëåíèÿ ìîæåò çàöèêëèòüñÿ è ïåðåñòàòü âûäàâàòü ýëåìåíòû. Íåïðè-
ÿòíîñòü ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìû íå âñåãäà ìîæåì ðàñïîçíàòü ïîïàäàíèå
àëãîðèòìà â ïîäîáíûé ðåæèì.
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• Âàæíî ïîíèìàòü, ÷òî õîòÿ àëãîðèòì ïåðå÷èñëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íî äà¼ò ýëåìåíòû ìíîæåñòâà, ýòî íå îçíà÷àåò, ÷òî ìû ñïîñîáíû óçíàòü
ïðèíàäëåæíîñòü íåêîãî, åù¼ íå ïîëó÷åííîãî ÷èñëà ê ìíîæåñòâó. Ò.å.

ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî íå îáÿçàòåëüíî ðàçðåøèìî

Åñëè áû ìîæíî áûëî äîêàçàòü ýêâèâàëåíòíîñòü ðàçðåøèìûõ è ïåðå÷èñ-
ëèìûõ ìíîæåñòâ, ñìûñë áû â ïîäîáíîì äåëåíèè îòïàë.
Ïîíÿòíî, ÷òî ëþáîå ðàçðåøèìîå ìíîæåñòâî ïåðå÷èñëèìî. Äëÿ ïîñòðî-

åíèÿ àëãîðèòìà åãî ïåðå÷èñëåíèÿ ìîæíî â öèêëå âûçûâàòü ôóíêöèþ
is(x) äëÿ x = 0, 1, 2, ..., âûäàâàÿ â ïàìÿòü (ïåðå÷èñëÿÿ) òîëüêî ÷èñëà
äëÿ êîòîðûõ is(x) = 1. Ýòîò ïðèìåð åù¼ ðàç ïîêàçûâàåò, ÷òî ïåðå÷èñ-
ëèìîå ìíîæåñòâî îïðåäåëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ÷àñòè÷íûì àëãîðèòìîì.
Íàïðèìåð, ïóñòü ðàçðåøèìîå ìíîæåñòâî çàäàíî àëãîðèòìîì: �x ∈ A åñëè
x < 4. Òîãäà ïîíÿòíî, ÷òî ïîñëå x = 3 àëãîðèòì ïåðå÷èñëåíèÿ íà÷èíàåò
êðóòèòñÿ íåîãðàíè÷åíî äîëãî.
Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ëþáîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèè f(x) ÿâëÿåòñÿ ïåðå-

÷èñëèìûì. Äåéñòâèòåëüíî, âñåãäà ìîæíî ðåàëèçîâàòü àëãîðèòì ïîøàãî-
âîãî âûïîëíåíèÿ ôóíêöèè. Ñäåëàåì îäèí øàã àëãîðèòìà äëÿ f(0), çàòåì
ïî äâà øàãà àëãîðèòìà äëÿ f(0) è f(1), çàòåì ïî òðè øàãà äëÿ f(0), f(1),
f(2), è ò.ä. Åñëè íà íåêîòîðîé èòåðàöèè ýòîãî ïðîöåññà îäíî èç âû÷èñëå-
íèé f(x) îñòàíàâëèâàåòñÿ ïî return, òî àëãîðèòì ïåðå÷èñëåíèÿ âûäà¼ò
çíà÷åíèå x â ìíîæåñòâî îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïðè
íåêîòîðûõ x ôóíêöèÿ f(x) íå îïðåäåëåíà, òî îíè áóäóò â ñïèñêå ïî-
øàãîâî âûïîëíÿþùèõñÿ ôóíêöèé �âèñåòü� áåñêîíå÷íî äîëãî, íî ïðîöåññ
ïåðå÷èñëåíèÿ íå çàáëîêèðóþò.
Äàëåå. Ïóñòü ó íàñ åñòü ïîäìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë A è åãî äî-

ïîëíåíèå Ā (ò.å. âñå îñòàëüíûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà íå ïîïàâøèå â A).
Åñëè è A, è Ā ïåðå÷èñëèìû, òî ìíîæåñòâî A ðàçðåøèìî. Ýòî óòâåðæäå-
íèå íîñèò íàçâàíèå òåîðåìà Ïîñòà:

A ðàçðåøèìî => A, Ā ïåðå÷èñëèìû
A, Ā ïåðå÷èñëèìû => A ðàçðåøèìî

Àëãîðèòì ðàçðåøåíèÿ is(x) ñëåäóþùèé. Äëÿ äàííîãî x çàïóñêàåì îäíî-

âðåìåííî ïîøàãîâî âûïîëíÿòüñÿ àëãîðèòìû ïîðîæäåíèÿ ìíîæåñòâ A, è
Ā. Ïî îïðåäåëåíèþ x íàõîäèòñÿ â îäíîì èç ýòèõ ìíîæåñòâ, ïîýòîìó ðàíî
èëè ïîçäíî áóäåò ïîðîæä¼í.
Åù¼ ðàç ïîä÷åðêí¼ì: 1) àëãîðèòì ïåðå÷èñëåíèÿ ìîæåò íèêîãäà íå

îñòàíîâèòüñÿ, õîòÿ è ïåðåñòàíåò âûäàâàòü íîâûå ÷èñëà; 2) ïîðÿäîê ïå-
ðå÷èñëåíèÿ íå ðåãëàìåíòèðóåòñÿ, è ÷èñëà ìîãóò áûòü íå óïîðÿäî÷åíû,
íàïðèìåð ïî âîçðàñòàíèþ; 3) àëãîðèòì ïåðå÷èñëÿåò âñå ýëåìåíòû, íî çà-
öèêëèâàåòñÿ åñëè ìíîæåñòâî êîíå÷íî.
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• Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòìû è âû÷èñëèìûå ôóíêöèè ïîçâîëÿþò ôîð-
ìàëèçîâàòü èäåþ êîíñòðóêòèâíîãî ìíîæåñòâà, äàâ åé íåêîòîðûå ëþáî-
ïûòíûå îòòåíêè. Â ÷àñòíîñòè, è ðàçðåøèìîå è ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâà
çàäàþòñÿ àëãîðèòìîì, íî ðàçðåøèìûå ìíîæåñòâà áîëåå ýôôåêòèâíû è
ÿâëÿþòñÿ áîëåå �ïðàâèëüíûìè� ìíîæåñòâàìè ÷åì ïåðå÷èñëèìûå.
Åñòåñòâåííî, òóò æå âîçíèêàåò âîïðîñ � �à îãðàíè÷åíû ëè ìû òîëüêî

êîíñòðóêòèâíûìè ìíîæåñòâàìè?� Îòâåò íà íåãî î÷åíü íåïðîñò è ñóùå-
ñòâåííî çàâèñèò îò ôèëîñîôñêîé ïîçèöèè ìàòåìàòèêà, òî÷íåå òåõ ïðàâèë
Èãðû, êîòîðûå îí äëÿ ñåáÿ ñ÷èòàåò ïðèåìëåìûìè. Íåêîíñòðóêòèâíûå
ìíîæåñòâà ñóùåñòâóþò, åñëè äîïóñòèìî ðàáîòàòü ñ �íåÿñíûìè� ïîíÿòèÿ-
ìè, ïî êðàéíåé ìåðå äî ìîìåíòà âîçíèêíîâåíèÿ ïàðàäîêñîâ.
Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Ïóñòü ôóíäàìåíòàëüíûì ìíîæåñòâîì R ÿâëÿåòñÿ

ìíîæåñòâî âñåõ àëãîðèòìîâ. Ýòî ìíîæåñòâî äîñòàòî÷íî õîðîøî îïðåäå-
ëåíî. Ìû ìîæåì íå òîëüêî óïîðÿäî÷èâàòü àëãîðèòìû, ïåðå÷èñëÿÿ èõ,
íî è ðàçðåøàòü. Â ÷àñòíîñòè, âñåãäà ìîæíî îäíîçíà÷íûì îáðàçîì ïðî-
âåðèòü ÷òî äàííàÿ öåïî÷êà ñèìâîëîâ ÿâëÿåòñÿ ñèíòàêñè÷åñêè âåðíûì
àëãîðèòìîì.
�Îïðåäåëèì� òåïåðü òðè ïîäìíîæåñòâà R:

A: �ìíîæåñòâî âñåõ àëãîðèòìîâ íå èñïîëüçóþùèõ îïåðàòîð goto�
B: �ìíîæåñòâî âñåõ îïðåäåë¼ííûõ ïðè äàííîì x ôóíêöèé f(x)�
C: �ìíîæåñòâî âñåõ àëãîðèòìîâ ðåøàþùèõ ïðîáëåìó îñòàíîâêè�

Ìíîæåñòâî A, ÿâëÿþùååñÿ ðàçðåøèìûì (åñëè ôóíêöèÿ íå ïîðîæäàåò
áåñêîíå÷íîé öåïî÷êè âûçîâîâ äðóãèõ ôóíêöèé). Ñóùåñòâóþò êîíêðåò-
íûå ýëåìåíòû ïîäîáíîãî ìíîæåñòâà, ìû ìîæåì èõ ðàçðåøàòü èëè ïî-
ðîæäàòü.
Ìíîæåñòâî B ÿâëÿåòñÿ óæå íåðàçðåøèìûì, íî ïåðå÷èñëèìûì. Òî÷-

íåå äëÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ ïðåäèêàò b ∈ B îïðåäåë¼í, òîãäà êàê äëÿ
äðóãèõ íå îïðåäåë¼í, è ìû íå ìîæåì ñêàçàòü ïðèíàäëåæèò ëè b ê B

èëè íåò. Ýòî óæå íå òàê õîðîøî. Ó íàñ íåò ñïîñîáà ïðèìåíÿòü ê òàêîìó
îáúåêòó ìíîæåñòâåííûå îïåðàöèè. Íàïðèìåð, ìû íå ìîæåì îäíîçíà÷íî
îïðåäåëèòü äîïîëíåíèå äî âñåõ àëãîðèòìîâ R−B.
Òðåòüå ìíîæåñòâî C âûãëÿäèò ñîâñåì ïëîõèì. Áîëåå òîãî, â ñèëó òåî-

ðåìû Òüþðèíãà òàêîãî ìíîæåñòâà ïðîñòî íå ñóùåñòâóåò. Íî ìû æå åãî
çàäàëè, ïðè÷¼ì òàêîé îäíîçíà÷íîé ôðàçîé! Î÷åíü ÷àñòî â ìàòåìàòèêå
ðàññìàòðèâàþòñÿ ìíîæåñòâà îïðåäåë¼ííûå íå àëãîðèòìîì, à íåêîòîðûì
îáùèì îïèñàíèåì, íàïðèìåð �âîçüì¼ì ìíîæåñòâî âñåõ ìíîæåñòâ�. Ïîêà
ïðîòèâîðå÷èÿ íå âîçíèêàþò ðàññóæäàòü î òàêèõ îáúåêòàõ êîíå÷íî ìîæ-
íî. Íî ãäå ïðîõîäèò ãðàíü íåÿñíîñòè ìåæäó �ìíîæåñòâîì âñåõ ìíîæåñòâ�
è �ìíîæåñòâîì òåõ ìíîæåñòâ êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè� ⌣̈?.
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• Ìíîãèå ìàòåìàòè÷åñêèå çàäà÷è èìåþò àëãîðèòìè÷åñêîå ðåøåíèå.
Íàïðèìåð, ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà ìû âñåãäà ìîæåì ñëîæèòü äâà ÷èñëà,
èëè ðàçëîæèòü ëþáîå ÷èñëî íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè. Îäíàêî, åñòü àë-
ãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìûå çàäà÷è. Ïðèìåðîì òàêîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ
�Ïðîáëåìà Îñòàíîâêè�.

Åù¼ îäèí õîðîøî èçâåñòíûé ïðèìåð ñâÿçàí ñ äèàôàíòîâûìè óðàâíå-

íèÿìè. Îíè ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìàìè ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè è íåñêîëü-
êèìè íåèçâåñòíûìè. Ïðèìåðû òàêèõ óðàâíåíèé:

x2 + 2x+ 1 = 0; x · y = z; x3 + y3 = z3; ...

Â 10-ïðîáëåìå Ãèëüáåðòà, ñôîðìóëèðîâàííîé â 1901ã. òðåáóåòñÿ íàéòè
àëãîðèòì îïðåäåëÿþùèé äëÿ ëþáîãî äèàôàíòîâîãî óðàâíåíèÿ, èìååò ëè
îíî öåëî÷èñëåííûå ðåøåíèÿ èëè íåò. Áîëåå òîãî, ñàìè ðåøåíèÿ ñòðî-
èòü íå îáÿçàòåëüíî, äîñòàòî÷íî óçíàòü ÷òî îíè åñòü â ïðèíöèïå. Òàêèì
îáðàçîì, òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ðàçðåøàþùèé àëãîðèòì íà âõîä êîòîðî-
ãî ïîäà¼òñÿ óðàâíåíèå (èëè åãî íîìåð), à íà âûõîäå ïîëó÷àåòñÿ 1, åñëè
óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèÿ, è 0 � åñëè íåò.

Äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ óðàâíåíèé ïîäîáíûå àëãîðèòìû ñóùåñòâóþò.
Íàïðèìåð, ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ anx

n+an−1x
n−1+...+a1x+a0 = 0 íàõîäÿò-

ñÿ ñðåäè äåëèòåëåé ñâîáîäíîãî ÷ëåíà a0. Âñåãäà èìååò ðåøåíèå óðàâíåíèå
x · y = z. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå x3+ y3 = z3 íå èìååò ðåøåíèé,
è ò.ä. Îäíàêî, êàê è â �Ïðîáëåìå Îñòàíîâêè�, ñòîèò çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ
óíèâåðñàëüíîãî àëãîðèòìà äëÿ ëþáîãî äèàôàíòîâîãî óðàâíåíèÿ. Â 1970ã.
Þðèé Âëàäèìèðîâè÷ Ìàòèÿñåâè÷ äîêàçàë íåðàçðåøèìîñòü ýòîé çàäà÷è.

Ïîäîáíàÿ �äåñòðóêòèâíàÿ� äåÿòåëüíîñòü î÷åíü óâëåêàòåëüíà è îáû÷íî
èñïîëüçóåò ìåòîä äîêàçàòåëüñòâ îò îáðàòíîãî: �ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêîé
àëãîðèòì ñóùåñòâóåò ....., ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ, çíà÷èò åãî íåò�.
Ïîíÿòíî, ÷òî ñ òàêèìè ïðîòèâîðå÷èÿìè íåîáõîäèìî îáõîäèòüñÿ ïðèäåëü-
íî îñòîðîæíî. Îñîáûé èíòåðåñ âûçûâàåò òàêæå è îáðàòíàÿ çàäà÷à � ìàê-
ñèìàëüíîå ðàñøèðåíèÿ êëàññà ðàçðåøèìûõ óðàâíåíèé äëÿ êîòîðûõ ìîæ-
íî âûÿñíèòü íàëè÷èå èëè îòñóòñòâèå ó íèõ ðåøåíèé. Àíàëîãè÷íî ìîæíî
èñêàòü êëàññ íåðàçðåøèìûõ óðàâíåíèé, è ò.ä.

Åñëè ñ÷èòàòü ïðîáëåìó Ãèëüáåðòà ðåø¼ííóþ â òàêîì îòðèöàòåëüíîì
âàðèàíòå, òî ïîíÿòíî, ÷òî ãîâîðèòü î ìíîæåñòâå S: �âñåõ äèàôàíòîâûõ
óðàâíåíèé èìåþùèõ ðåøåíèÿ� ìîæíî, íî �õîðîøèì� åãî íàçâàòü òðóäíî,
õîòÿ îíî è ÿâëÿåòñÿ ïåðå÷èñëèìûì. Çàìåòèì, ÷òî äî 1970 ã. ïîäîáíûå
êàòåãîðèè óòî÷íåíèÿ îïðåäåëåíèÿ S áûëè ïðîñòî íå äîñòóïíû. Åùå õóæå,
êîãäà íå èçâåñòíî, ÿâëÿåòñÿ ëè ìíîæåñòâî õîòÿ áû ïåðå÷èñëèìûì. Ðàáîòà
ñ òàêèìè îáúåêòàìè òðåáóåò íåçàóðÿäíîãî ìóæåñòâà.
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VIII Ñóùåñòâóþò ëè íåñ÷åòíûå ìíîæåñòâà?

• Èñõîäíûì ìåòîäîì Êàíòîðà ñðàâíåíèÿ áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ, áûëî
óñòàíîâëåíèå èõ ðàâíîìîùíîñòè. Â îñíîâå èäåè ðàâíîìîùíîñòè ëåæèò
ïîíÿòèå ñîîòâåòñòâèÿ. Åñëè êàæäûé ýëåìåíò îäíîãî ìíîæåñòâà ìîæíî
ïîñòàâèòü âî âçàèìîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíòó äðóãîãî ìíîæå-
ñòâà, òî ýòè ìíîæåñòâà ðàâíîìîùíû. Ñîîòâåòñòâèå ýòî, íà ñàìîì äåëå
� íåêîòîðûé àëãîðèòì, êîòîðûé è ïðîèçâîäèò òàêóþ ïðîöåäóðó. Åñëè
áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðàâíîìîùíî ìíîæåñòâó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, òî
ãîâîðÿò, ÷òî îíî ñ÷åòíî. Íà ñàìîì äåëå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èçâåñòåí àëãî-
ðèòì, êîòîðûé ïîçâîëÿåò â íåêîòîðîì ïîðÿäêå ïåðåáèðàòü âñå ýëåìåíòû
ýòîãî ìíîæåñòâà è òåì ñàìûì èõ íóìåðîâàòü (ñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå íà-
òóðàëüíûì ÷èñëàì). Äðóãèìè ñëîâàìè, ýòî äîëæíî áûòü ïåðå÷èñëèìîå
ìíîæåñòâî.

Òî, ÷òî ìíîæåñòâà ÿâëÿþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâàìè íàòóðàëüíîãî ðÿäà
(íàïðèìåð, ÷¼òíûå ÷èñëà) ÿâëÿþòñÿ ñ÷¼òíûìè îñîáåííîãî óäèâëåíèÿ íå
âûçûâàåò. Íåîæèäàííåå áûëî òî, ÷òî ìîæíî ïðîíóìåðîâàòü ðàöèîíàëü-
íûå ÷èñëà m/n, êîòîðûõ ÿâíî �áîëüøå� ÷åì íàòóðàëüíûõ. È àëãîðèòì
òðèâèàëåí � ïîñëå ñîêðàùåíèÿ îáùèõ ìíîæèòåëåé íåîáõîäèìî ïåðåéòè
ã¼äåëåâñêîìó ÷èñëó g = 2m · 3n, ïîýòîìó ìíîæåñòâî ïàð (m,n) ïåðå-
÷èñëèìî. Ýòî îáðàòèìûé àëãîðèòì è ïî g ìîæíî âîññòàíîâèòü m è n.
Àíàëîãè÷íî, èñïîëüçóÿ áîëåå äëèííûé ðÿä ïðîñòûõ ÷èñåë, ìîæíî ïðî-
íóìåðîâàòü è ëþáûå ôèêñèðîâàííûå íàáîðû öåëûõ ÷èñåë.

Îðèãèíàëüíàÿ íóìåðàöèÿ Êàíòîðà ñîñòîÿëà â ðàñïîëîæåíèè ðàöèî-
íàëüíûõ ÷èñåë â âèäå òàáëèöû (m,n) è ïåðå÷èñëåíèå èõ ïî äèàãîíàëÿì,
íà÷èíàÿ ñ ëåâîãî âåðõíåãî óãëà: (1, 1); (1, 2) (2, 1); (1, 3) (2, 2) (3, 1);...
òàê, ÷òî m+ n íà êàæäîé äèàãîíàëè ðàâíî 2, 3, 4,...

Äðóãîé óíèâåðñàëüíûé ïðè¼ì íóìåðàöèè � ýòî ëåêñîãðàôè÷åñêîå óïî-
ðÿäî÷èâàíèå (ïî äëèíå, à ïðè îäèíàêîâîé äëèíå ïî àëôàâèòó). Çàïèñàâ
ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî â âèäå ñòðîêè m/n, à öåëûå m è n â 10-é ñèñòåìå
ñ÷èñëåíèÿ ýòè ñòðîêè, î÷åâèäíî, ìîæíî óïîðÿäî÷èòü, ò.å. ïåðåñ÷èòàòü.
Ïî ýòîé æå ïðè÷èíå ñ÷¼òíûìè îêàçûâàþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà, ò.å.
êîðíè óðàâíåíèé a1 x

n + a2 x
n−1 + ... + an = 0 ñ öåëî÷èñëåííûìè êîýô-

ôèöèåíòàìè. ×àñòü èç íèõ (íàïðèìåð,
√
2) ðàöèîíàëüíûìè íå ÿâëÿåòñÿ.

Âñå íåðàöèîíàëüíûå ÷èñëà ìû íàçûâàåì èððàöèîíàëüíûìè.

Ïîñëå óñòàíîâëåíèÿ ñ÷åòíîñòè ìíîæåñòâà ðàöèîíàëüíûõ è àëãåáðàè-
÷åñêèõ ÷èñåë, Êàíòîð, ïðè ïîìîùè çíàìåíèòîãî äèàãîíàëüíîãî ðàññóæ-
äåíèÿ ïîêàçàë, ÷òî ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë íåñ÷åòíî. Îäíàêî,
÷òî òàêîå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà? Îäèí èç ïîäõîäîâ îïðåäåëåíèÿ èõ, ýòî
îáðàòèòüñÿ ê ãåîìåòðèè.
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• Ðàññìîòðèì îòðåçîê ïðÿìîé, äëèíà êîòîðîãî ïðèíÿòà çà åäèíèöó.
Äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî � ýòî ðàññòîÿíèå íåêîòîðîé òî÷êè âíóòðè ýòîãî
îòðåçêà îò ëåâîãî êðàÿ (íóëÿ). Êàê ìû ìîæåì èçìåðÿòü äëèíó îòðåçêîâ
ìåíüøèõ ÷åì áàçîâûé? Ìîæíî ïðè ïîìîùè ãåîìåòðè÷åñêèõ ïîñòðîåíèé
(òðåáóþùèõ ñâîåé àêñèîìàòèêè) ðàçáèòü îòðåçîê íà n ðàâíûõ ÷àñòåé
(èëè ñîåäèíèòü n îäèíàêîâûõ îòðåçêîâ, îáúÿâèâ ðåçóëüòàò åäèíè÷íûì).
Åñëè ìîæíî âûÿñíÿòü êàêàÿ òî÷êà ëåæèò áëèæå ê íóëþ, òî ðàññòîÿíèå

x âûðàæàåòñÿ ïðè ïîìîùè íåðàâåíñòâà:

0 1
1

3
< x <

2

3

Âçÿâ n î÷åíü áîëüøèì, ìîæíî ñêîëü óãîäíî ñèëüíî çàæàòü äèàïàçîí
íåòî÷íîñòè (ãðàíèöû íåðàâåíñòâà), ò.å. ïðèáëèçèòü äåéñòâèòåëüíîå ÷èñ-
ëî ðàöèîíàëüíûìè ñ ëþáîé çàäàííîé îøèáêîé. Õîòÿ ïîñëåäíèå îïðåäå-
ëÿþòñÿ òîëüêî ïàðîé öåëûõm è n, îíè âñþäó ïëîòíî ïîêðûâàþò îòðåçîê
0 6 x < 1. Êàêèå áû äâå òî÷êè ìû íå âçÿëè, íå âàæíî ðàöèîíàëüíûå
èëè èððàöèîíàëüíûå, ìåæäó íèìè âñåãäà áóäåò íàõîäèòüñÿ ñêîëü óãîäíî
ìíîãî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. È åñëè íàòóðàëüíûå ÷èñëà, îòëîæåííûå íà
ïðÿìîé, î÷åâèäíî �äûðÿâûå�, òî �ìåæäó� ðàöèîíàëüíûìè �äûðîê� íåò!
Êàâû÷êè ïîä÷¼ðêèâàþò ïñèõîëîãè÷íîñòü ýòîãî óòâåðæäåíèÿ.
Âòîðîé ñïîñîá èçìåðåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè èåðàð-

õè÷åñêè óìåíüøàþùèõñÿ �ëèíååê�. Äëÿ ýòîãî áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäó-
þùóþ êîäèðîâêó äëÿ �èçîáðàæåíèÿ� ÷èñëà. Íàïèøåì �x = 0.�. Çàòåì
ðàçäåëèì îòðåçîê íà äâå ðàâíûå ÷àñòè è âûÿñíèì â êàêîé èç íèõ ëåæèò
òî÷êà. Åñëè â ëåâîé, òî äàëüøå ïîñòàâèì 0, à åñëè â ïðàâîé, òî 1:

0 1 x = 0.1010...

Â äàííîì ñëó÷àå îíà ñïðàâà, ïîýòîìó èìååì �x = 0.1�. Ïðàâóþ ïîëîâèíó
îïÿòü äåëèì íà äâå ðàâíûå ÷àñòè è âûÿñíÿåì â êàêîé èç íèõ íàõîäèòñÿ
x. Òåïåðü ñëåâà, ïîýòîìó �x = 0.10�. Ïîâòîðÿÿ ýòó ïðîöåäóðó, ïîëó÷èì
äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà ýêâèâàëåíòíîå ðÿäó:

x = 0.1010... =
1

2
+

0

22
+

1

23
+

0

24
+ ...

Òàêæå ïîëó÷àåòñÿ äåñÿòè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå, òîëüêî äåëèòü íåîáõîäèìî
êàæäûé ðàç íà 10 ðàâíûõ ÷àñòåé. Èíîãäà x îêàçûâàåòñÿ íà ãðàíèöå äåëå-
íèÿ, è ïðîöåäóðà îñòàíàâëèâàåòñÿ. Ïîëó÷àåòñÿ êîíå÷íîå ïðåäñòàâëåíèå
â äàííîé ñèñòåìå èñ÷èñëåíèÿ. Â äâîè÷íîé ñèñòåìå òàêèå êîíå÷íûå ÷èñëà
èìåþò âèä m/2n, ãäå m-íå÷¼òíî, à â äåñÿòè÷íîé m/10n, ãäå m íå äåëèòñÿ
íà 10. Ïîýòîìó êîíå÷íîå â äâîè÷íîé áóäåò êîíå÷íî è â äåñÿòè÷íîé, íî,
âîîáùå ãîâîðÿ, íå íàîáîðîò.
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• Âåðí¼ìñÿ ê Ãåîðãó Êàíòîðó, è ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâè-
òåëüíûõ ÷èñåë, îïðåäåë¼ííûõ ïðè ïîìîùè ïðîöåäóðû, îïèñàííîé âûøå.
Áóäåì èñïîëüçîâàòü äâîè÷íóþ ñèñòåìó ñ÷èñëåíèÿ. Íåêîòîðûå (äàæå ðà-
öèîíàëüíûå) ÷èñëà â íåé áóäóò áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íóëåé
è åäèíèö (íàïðèìåð 1/3). Óäîáíî ñ÷èòàòü âñå ÷èñëà áåñêîíå÷íûìè, äî-
ïèñûâàÿ ñïðàâà ê êîíå÷íûì íåîãðàíè÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé.
Äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî òàêèõ ÷èñåë íå ñ÷¼òíî.
Åñòåñòâåííî äîêàçàòåëüñòâî áóäåò ñòðîèòüñÿ ïî ñõåìå �îò ïðîòèâíîãî�.

Ïóñòü âñå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà â èíòåðâàëå 0 6 x < 1 ìîæíî ïðîíóìå-
ðîâàòü. Êàê áû ìû ýòî íå ñäåëàëè, ïîëó÷èòñÿ íåêîòîðûé ñïèñîê:

1å ÷èñëî : 0.010010000100...
2å ÷èñëî : 0.111110001110...
3å ÷èñëî : 0.011101010101...
4å ÷èñëî : 0.010001010101..., ...

Äðóãèìè ñëîâàìè, ó íàñ åñòü áèíàðíàÿ ôóíêöèÿ (ðàâíàÿ 0 èëè 1) âèäà
Rn(i), ãäå n-íîìåð ÷èñëà, à i-íîìåð äâîè÷íîé öèôðû â ÷èñëå ïîñëå òî÷êè.
Â ïðèìåðå âûøå R1(2) = 1. Ïîñòðîèì ÷èñëî, ïåðâàÿ öèôðà ïîñëå òî÷êè
êîòîðîãî íå ðàâíà ïåðâîé öèôðå ïåðâîãî ÷èñëà, âòîðàÿ íå ðàâíà âòîðîé
öèôðå âòîðîãî ÷èñëà, è ò.ä. Äðóãèìè ñëîâàìè, R(i) = ¬Ri(i), ãäå ââåäåíà
áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ èíâåðòèðîâàíèÿ: ¬0 = 1 è ¬1 = 0. Â ïðèìåðå âûøå
íà÷àëî ýòîãî ÷èñëà R = 0.1001...
Ýòî íîâîå ÷èñëî íå âõîäèò â íàøó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òàê êàê îíî

îòëè÷àåòñÿ îò ïåðâîãî ÷èñëà ïåðâîé öèôðîé, îò âòîðîãî � âòîðîé, è ò.ä.
Ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ óòâåðæäåíèåì, ÷òî âñå âåùåñòâåííûå ÷èñ-
ëà áûëè ïðîíóìåðîâàíû. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòîãî íåëüçÿ ñäåëàòü, è ìíîæå-
ñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë íå ñ÷¼òíî. �
×àñòî, íà îñíîâàíèè ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà, ãîâîðÿò, ÷òî èððàöèîíàëü-

íûõ ÷èñåë �áîëüøå� ÷åì ðàöèîíàëüíûõ, êîòîðûå ñ÷¼òíû. Ýòî íåâåðíî.
Âî-ïåðâûõ, ìåæäó ëþáûìè èððàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè âñåãäà ðàñïî-

ëîæåíî áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Ó äâóõ áëèçêèõ, íî íå
ðàâíûõ èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë a < b ïåðâûå n öèôð äâîè÷íîãî ðàçëî-
æåíèÿ ñîâïàäóò. Ìû âñåãäà ìîæåì âûáðàòü ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî â âèäå
êîíå÷íîé ðàöèîíàëüíîé äðîáè ó êîòîðîé n + 1 öèôð ñîâïàäàþò ñ ïåð-
âûìè n + 1 öèôðàìè ÷èñëà �b� è äàëüøå èäóò íóëè. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî
ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî áóäåò áîëüøå �a� è ìåíüøå �b�. Åñëè áû èððàöèî-
íàëüíûõ ÷èñåë áûëî �áîëüøå� ÷åì ðàöèîíàëüíûõ, òî ìû ïîëó÷èëè áû
äîâîëüíî íåïðèÿòíóþ ñèòóàöèþ: ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ èððàöèîíàëüíû-
ìè ÷èñëàìè âñåãäà ïóòàåòñÿ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàöèîíàëüíûõ, êîòîðûõ
ìåíüøå!? Õîòÿ, êîíå÷íî, ýòî ñëèøêîì �ïñèõîëîãè÷íûé� àðãóìåíò.
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Âî-âòîðûõ, äîñòàòî÷íî òðóäíî îòâåòèòü íà ïðîñòîé âîïðîñ - à êàêèå æå
äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà îêàçàëèñü íåñ÷åòíûìè? Ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ
è àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë ñ÷åòíî. Ïîýòîìó, òðàäèöèîííûé îòâåò � íåñ÷åò-
íûìè ÿâëÿþòñÿ �âñå îñòàëüíûå� âåùåñòâåííûå ÷èñëà, à èìåííî òðàíñ-

öåíäåíòíûå. Ê òðàíñöåíäåíòíûì ÷èñëàì, â ÷àñòíîñòè, îòíîñÿòñÿ �e� è
�π�. Â òàêîé ôîðìóëèðîâêå ýòî óòâåðæäåíèå òîæå íå âåðíî.

Êàê ïîÿâëÿþòñÿ (îïðåäåëÿþòñÿ) â ìàòåìàòèêå òå èëè èíûå êîíêðåò-
íûå ÷èñëà? Ïðåæäå âñåãî � êàê ðåøåíèÿ êàêèõ ëèáî óðàâíåíèé. Íàïðè-
ìåð,

√
2 ýòî îáîçíà÷åíèå (èìÿ!) ÷èñëà, ÿâëÿþùåãîñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

x2 = 2. ×èñëà ìîæíî îïðåäåëèòü ïðè ïîìîùè áåñêîíå÷íûõ ðÿäîâ è ïðå-
äåëîâ. Òàê �e : (1+x)1/x, x→ 0�, èëè e : 1/1!+1/2!+1/3!+... . Íå ñìîòðÿ
íà òî, ÷òî ýòè ôîðìóëû âûðàæàþò íåêîòîðûå áåñêîíå÷íûå äåéñòâèÿ, ñà-
ìî îïðåäåëåíèå ÷èñëà �e� � êîíå÷íî. Òàê, ìíîãîòî÷èå â îïðåäåëåíèè ðÿäà
ëèøü îáîçíà÷àåò, ÷òî ó íàñ åñòü êîíå÷íûé àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé ïîëó-
÷èòü ëþáîé, íàïåðåä çàäàííûé, åãî ÷ëåí. Åùå îäíèì ñïîñîáîì îïðåäåëå-
íèÿ ÷èñëà ÿâëÿåòñÿ ïðåäúÿâëåíèå àëãîðèòìà âû÷èñëåíèÿ ëþáîé öèôðû
â åãî äåñÿòè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè. Òàêèì ÿâëÿåòñÿ òðàíñöåíäåíòíîå ÷èñ-
ëî Ëèóâèëëÿ: 0.1100010000000000000000010..., ãäå n-ÿ åäèíèöà ñòîèò â
ïîçèöèè n! = 1 · 2 · 3 · ... · n.
Âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ ñóùåñòâóåò àëãîðèòì èëè îïðåäåëåíèå, çàäàþ-

ùåå ÷èñëî. Îïðåäåëåíèå íå îáÿçàòåëüíî äîëæíî áûòü êîíñòðóêòèâíûì
(íå îáÿçàòåëüíî åñòü àëãîðèòì âû÷èñëÿþùèé ýòî ÷èñëî). Íàïðèìåð, ðàñ-
ñìîòðèì äåñÿòè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà π = 3.1415926535897932.....
Íàçîâ¼ì π̄0 ÷èñëî, êîòîðîå ðàâíî ìàêñèìàëüíîìó êîëè÷åñòâó èäóùèõ
ïîäðÿä íóëåé â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà π (äëÿ ìèëëèîíà öèôð π̄0 = 5).
Åñëè ìàêñèìàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå ñóùåñòâóåò, òî π̄0 = 0. Òàêîå
íåêîíñòðóêòèâíîå ÷èñëî îïðåäåëåíî �íå î÷åíü õîðîøî�, íî îíî îïðåäåëå-
íî. Ïî êðàéíåé ìåðå, åñëè ìû âåðèì, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü èëè ñóùåñòâóåò, èëè íåò, è òðåòüåãî íå äàíî.

Êàêèì áû íè áûëî ïîñòðîåíèå êîíêðåòíîãî ÷èñëà (êîíñòðóêòèâíûì
èëè íåêîíñòðóêòèâíûì),

âñå îïðåäåëåíèÿ, âñåõ ÷èñåë, ñ êîòîðûìè ìû èìååì è êîãäà-ëèáî

áóäåì èìåòü äåëî â ìàòåìàòèêå, çàäàþòñÿ êîíå÷íîé ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòüþ ñëîâ ñîñòîÿùèõ èç áóêâ êîíå÷íîãî àëôàâèòà.

Òàêèå îïðåäåëåíèÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëà ñ÷åòíû ïî òîé æå ïðè÷èíå,
ïî êîòîðîé ñ÷åòíû ôîðìóëû èëè àëãîðèòìû.

Òàêèì îáðàçîì, âñå, õîòü êàê-òî îïðåäåëÿåìûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà,
ÿâëÿþòñÿ ñ÷åòíûìè. ×òî æå òîãäà, ìû íå ñìîãëè ïîñ÷èòàòü?
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•Ìàòåìàòè÷åñêîå ðàññóæäåíèå êîððåêòíî, êîãäà åãî ëîãè÷åñêàÿ ñòðóê-
òóðà èñòèííà â íå çàâèñèìîñòè îò ñîäåðæàòåëüíîãî ñìûñëà ó÷àñòâóþùèõ
â íåì îáúåêòîâ. Âåðí¼ìñÿ ê Ïðîáëåìå Îñòàíîâêè è ïðåäñòàâèì òàêîå �äî-
êàçàòåëüñòâî� íåñ÷¼òíîñòè âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé:

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé îäíîé ïåðå-
ìåííîé. Ïóñòü ýòî ìíîæåñòâî ñ÷åòíî, ò.å. êàæäàÿ ôóíêöèÿ èìååò
íîìåð n: Fn(i). Ïîñòðîèì ôóíêöèþ F (i) = Fi(i) + 1. Îíà òîæå
îïðåäåëÿåòñÿ àëãîðèòìîì. Îíà íå ñîâïàäàåò íè ñ îäíîé ôóíêöè-
åé èç Fn(i). Ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ. Ïîýòîìó, ìíîæåñòâî
òàêèõ ôóíêöèé íåñ÷åòíî.

Ìû çíàåì, ÷òî ýòî �äîêàçàòåëüñòâî� çàâåäîìî íåâåðíîå. Òî÷íåå îíî äîêà-
çûâàåò íå íåñ÷åòíîñòü âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé à íåâîçìîæíîñòü ïîñòðîå-
íèÿ óíèâåðñàëüíîãî àëãîðèòìà, âûÿñíÿþùåãî îïðåäåë¼ííîñòü ôóíêöèè.
Åãî îòñóòñòâèå íå ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü çíà÷åíèå Fi(i) ïðè íåêîòîðûõ i.
Ïîýòîìó è ñðàâíåíèå F (i) è Fi(i) + 1 èíîãäà ïðîñòî íåêîððåêòíî.
Íå ñëîæíî âèäåòü, ÷òî ñòðóêòóðà �äîêàçàòåëüñòâ� íåñ÷¼òíîñòè ôóíê-

öèé è äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ýêâèâàëåíòíû. Â ñëó÷àå ôóíêöèé ìû òâåðäî
çíàëè, ÷òî èõ ìíîæåñòâî ñ÷åòíî, òàê êàê ïîëó÷èëè ýòîò ðåçóëüòàò ïðÿ-
ìûì à íå êîñâåííûì ðàññóæäåíèåì. Ñ÷åòíû ëè âåùåñòâåííûå ÷èñëà ìû
íå çíàåì, ïîýòîìó, ïîëó÷èâ ïðîòèâîðå÷èå, ñ ðàäîñòüþ äåëàåì âûâîä ÷òî
îíè íåñ÷åòíû. Îäíàêî, ñ÷¼òíîñòü ýòî íå åäèíñòâåííîå ïðåäïîëîæåíèå.
Ìû âåðèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ìîæíî ïîëó÷èòü i-þ öèôðó, à áëà-
ãîäàðÿ ýòîìó ìîæíî ïîñòðîèòü ÷èñëî îòëè÷íîå îò âñåõ äðóãèõ â óæå
óïîðÿäî÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
Ïîíÿòíî, ÷òî êàæäàÿ âû÷èñëèìàÿ è âñþäó îïðåäåë¼ííàÿ ôóíêöèÿ çà-

äà¼ò íåêîòîðîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Òàêèìè ôóíêöèÿìè â äîêàçàòåëü-
ñòâå Êàíòîðà áûëè Rn(i). Ìîæíî ðàñøèðèòü ýòî îïðåäåëåíèå âåùåñòâåí-
íîãî ÷èñëà íà âñå âîçìîæíûå àëãîðèòìû. Íî òîãäà ìû ïîëó÷èì ìíîæå-
ñòâî �íå ñîâñåì� îïðåäåë¼ííûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Ïðîñòåéøèé ïðèìåð
òàêîãî ÷èñëà ñëåäóþùèé. Ïóñòü i-òàÿ öèôðà äâîè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
÷èñëà ðàâíà 1, åñëè i-òûé àëãîðèòì âñþäó îïðåäåë¼í, è 0 â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå: 0.1011?1... Ìû ïðèíöèïèàëüíî íå ìîæåì ïðåäëîæèòü àëãîðèò-
ìà, âñåãäà îïðåäåëÿþùåãî îñòàíîâêó äàííîé ïðîãðàììû, ïîýòîìó äëÿ
íåêîòîðûõ ÷èñåë, â íåêîòîðûõ ïîçèöèÿõ áóäåò ñòîÿòü íåîïðåäåëåííàÿ
öèôðà �?�. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû íå ìîæåì ñðàâíèòü ýòî ÷èñëî ñ äðóãèì
äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëîì (÷òî è ïûòàåìñÿ äåëàòü â äîêàçàòåëüñòâå Êàí-
òîðà). Âîïðîñ: ÿâëÿåòñÿ ëè òàêèì îáðàçîì çàäàííûé îáúåêò âîîáùå ÷èñ-
ëîì? Íàïðèìåð, ê íåìó íåïðèìåíèìî òî, ÷òî äåëàåò ÷èñëî ñîáñòâåííî
÷èñëîì: àðèôìåòè÷åñêèå äåéñòâèÿ è îïåðàöèè ñðàâíåíèÿ.
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• Êîíå÷íî, ìîæíî ðàññóæäàòü ïî äðóãîìó. Ïóñòü ìíîæåñòâî êîíñòðóê-
òèâíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë çàäàåòñÿ òîëüêî ïðè ïîìîùè âñþäó îïðåäå-
ëåííûõ âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé Rn(i). È ïóñòü åùå ñóùåñòâóþò ÷èñëà,
êîòîðûå íå çàäàþòñÿ íè îäíèì àëãîðèòìîì, íå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì íè
îäíîãî óðàâíåíèÿ èëè ïðåäåëà ïðîèçâîëüíîãî ðÿäà. Äâîè÷íîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå ýòèõ ÷èñåë åñòü �ïðîñòî� ïðîèçâîëüíîå (ñëó÷àéíîå?) áåñêîíå÷íîå
ìíîæåñòâî öèôð 0 è 1. Èìåííî ýòîò äîâåñîê è îêàçûâàåòñÿ íåñ÷åòíûì.

Âûøå ìû óæå äîãîâîðèëèñü, ÷òî ñ÷åòíîñòü (ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíòîâ
ìíîæåñòâà) ðàçóìíî ïîíèìàòü òîëüêî â àëãîðèòìè÷åñêîì ñìûñëå. Ìíî-
æåñòâî ñ÷åòíî, åñëè ìîæíî ïîñòðîèòü àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé �ïåðåñ÷è-
òàòü� ýëåìåíòû òàêîãî ìíîæåñòâà (ïðîèçâåñòè 1-1 ñîîòâåòñòâèå). Îäíàêî,
áûëî áû ñòðàííî òðåáîâàòü îò àëãîðèòìà îïåðèðîâàòü ñ àêòóàëüíî áåñ-
êîíå÷íûì îáúåêòîì, êîòîðûé ìû íå ìîæåì íå òîëüêî îïðåäåëèòü, íî
è íàçâàòü. Íî, â òàêîì ñëó÷àå, íåñ÷åòíîñòü ñòàíîâèòñÿ ôàêòîì òðèâè-
àëüíûì. Íåëüçÿ ïðèìåíÿòü àëãîðèòì ê íåàëãîðèòìè÷åñêèì îáúåêòàì,
ïîýòîìó íåò òàêîãî àëãîðèòìà è, ñëåäîâàòåëüíî, òàêèå �âåùåñòâåííûå
÷èñëà� íåñ÷åòíû ïî îïðåäåëåíèþ. Îäíàêî ñóùåñòâóþò ëè îíè? Ïåðâûé
æå ïðèìåð (îïðåäåëåíèå) òàêîãî ÷èñëà ñäåëàåò åãî ñ÷åòíûì. Ñèòóàöèÿ
íàïîìèíàåò íåâèäèìîãî ñóñëèêà, êîòîðûé �íà ñàìîì äåëå� åñòü...

•Äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå âåùåñòâåííîãî ÷èñëà òåñíî ñâÿçàíî ñ äðóãîé
çàäà÷åé. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî N : {0, 1, 2, ...} âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
�Âîçüì¼ì� ìíîæåñòâî âñåõ åãî ïîäìíîæåñòâ, îáîçíà÷èâ åãî 2N. Êàæäîå
èç òàêèõ ïîäìíîæåñòâ ìîæíî çàäàòü â âèäå äâîè÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè 010100..., ãäå 1 íà i-òîì ìåñòå îçíà÷àåò, ÷òî i � ïðèíàäëåæèò ýòîìó
ìíîæåñòâó (íàïðèìåð, åñëè ïîñëå �...� èäóò íóëè, òî 010100... = {1, 3}).
Ïðîèñõîæäåíèå íàçâàíèÿ 2N ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî äëÿ êîíå÷íîãî íàáîðà èç n
ýëåìåíòîâ êîëè÷åñòâî âñåõ åãî ïîäìíîæåñòâ (âêëþ÷àÿ ïóñòîå ∅ = 00...0)
ðàâíî 2n. Èñïîëüçóÿ äèàãîíàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî Êàíòîðà, íå ñëîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî 2N âñåõ ïîäìíîæåñòâ N íåñ÷¼òíî.

Îäíàêî, ÷òî òàêîå 2N ? Ãîâîðÿ î ëþáîì ìíîæåñòâå, ìû ñ÷èòàåì, ÷òî
îíî ñîñòîèò èç îáúåêòîâ �õîðîøî ðàçëè÷èìûõ íàøåé ìûñëüþ�. Ïîíÿòíî,
÷òî â 2N åñòü êîíå÷íûå ìíîæåñòâà: {3}, {1, 8}, ... Èõ ìíîæåñòâî ñ÷¼òíî.
Îíî òàêæå ñîñòîèò èõ áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ (P : �âñå ïðîñòûå ÷èñëà�, E :
�÷¼òíûå ÷èñëà�, è ò.ï.). Áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ìû ìîæåì çàäàòü òîëüêî
ïðè ïîìîùè êîíå÷íîãî àëãîðèòìà, è âñå òàêèå ìíîæåñòâà ñ÷¼òíû. Íèêàê
íå îïðåäåëèâ ìíîæåñòâî, ìû íå ìîæåì åãî ñðàâíèâàòü ò.å. ðàçëè÷àòü ñ
äðóãèìè ìíîæåñòâàìè. À âåäü ðàçëè÷èìîñòü ýëåìåíòîâ � ýòî îñíîâà ïî-
ñòðîåíèÿ òåîðèè ìíîæåñòâ! Ñîäåðæèò ëè 2N â êà÷åñòâå ñâîèõ ýëåìåíòîâ
òàêèå �íåÿñíî îïðåäåë¼ííûå îáúåêòû�?
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IX Ôîðìóëû àðèôìåòèêè èõ íîìåðà

• Ïðåæäå ÷åì îáñóæäàòü òåîðåìó Ã¼äåëÿ è ñâÿçàííûå ñ íåé ïðîáëåìû
íåïîëíîòû ìàòåìàòèêè, íåîáõîäèìî íåñêîëüêî ïîäðîáíåå îñòàíîâèòüñÿ
íà ïîñòðîåíèè ôîðìàëüíûõ òåîðèé.
Ôîðìàëüíàÿ òåîðèÿ � ýòî ìíîæåñòâî óòâåðæäåíèé îòíîñèòåëüíî íåêî-

òîðûõ ïðåäìåòíûõ ñóùíîñòåé, êîòîðûå çàïèñàíû íà ñïåöèàëüíîì, ôîð-
ìàëüíîì ÿçûêå. Â àðèôìåòèêå ýòèìè ñóùíîñòÿìè ÿâëÿþòñÿ íàòóðàëüíûå
÷èñëà 0, 1, 2, .... ×åðåç x, y, ... îáîçíà÷àþòñÿ íåêîòîðûå íå îïðåäåë¼ííûå
÷èñëà (ïðåäìåòíûå ïåðåìåííûå), à ïðè ïîìîùè öèôð èõ êîíêðåòíûå ðå-
àëèçàöèè (ïðåäìåòíûå êîíñòàíòû). Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî åñòü ïðåäìåòíûå
ôóíêöèè îò ÷èñåë, êîòîðûå ñíîâà äàþò ÷èñëà. Íàïðèìåð a(x, y) = x+ y

èëè n(x) = x+1. Òàêèå ïðåäìåòíûå ôóíêöèè ìû îáîçíà÷àåì ìàëåíüêè-
ìè áóêâàìè ñî ñêîáêàìè. Êðîìå ýòîãî, ââîäÿòñÿ ëîãè÷åñêèå óòâåðæäåíèÿ
îòíîñèòåëüíî ñóùíîñòåé � ïðåäèêàòû. Ýòî òîæå ôóíêöèè, àðãóìåíòàìè
êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà, íî èõ çíà÷åíèÿ ðàâíû �èñòèíà� èëè �ëîæü�.
Ïðåäèêàòû îáîçíà÷àþòñÿ áîëüøèìè áóêâàìè. Íàïðèìåð, E(x, y) ìîæåò
çíà÷èòü óòâåðæäåíèå �x ðàâíî y�, è ÷àùå êðàòêî îáîçíà÷àåòñÿ, êàê x = y,
à L(x, y) � �x ìåíüøå y�. Åñëè ïðåäèêàò çàâèñèò îò ïåðåìåííîé, òî ãîâî-
ðÿò, ÷òî îíà ñâîáîäíà. Ïðè îäíèõ å¼ çíà÷åíèÿõ ïðåäèêàò èñòèíåí, à ïðè
äðóãèõ � ëîæåí. Íàïðèìåð, E(0, 0) ýòî èñòèíà, à E(0, 1) � ëîæü.
Òàê êàê ïðåäìåòíàÿ ôóíêöèÿ äà¼ò ÷èñëî, òî îíà ìîæåò íàõîäèòüñÿ â

àðãóìåíòå ïðåäèêàòà: E(x+y, y+x) (ò.å. x+y = y+x). Â îòëè÷èå îò ýòî-
ãî, â ðàìêàõ àðèôìåòèêè, ïðåäèêàòû íå ìîãóò áûòü àðãóìåíòàìè äðóãèõ
ïðåäèêàòîâ, òàê êàê ÷èñåë íå âîçâðàùàþò. Òàê, ôîðìóëà E(L(x, y), z),
ò.å. (x < y) = z ñ÷èòàåòñÿ áåññìûñëåííîé. Ïîýòîìó ãîâîðÿò, ÷òî àðèô-
ìåòèêà � ýòî òåîðèÿ ïðåäèêàòîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà (ò.å. ïðåäèêàòîâ íå
çàâèñÿùèõ îò äðóãèõ ïðåäèêàòîâ).
Êðîìå ïðåäèêàòîâ ââîäÿòñÿ ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè, çàìåíèòåëè ñëîâ �íå�

(¬), �èëè� (∨), �è� (& ), �åñëè A, òî B� (→), ýêâèâàëåíòíî (↔):

¬A, A ∨B, A&B, A→ B, A↔ B.

Íà ìåñòå ðóêîïèñíûõ çàãëàâíûõ áóêâ ìîãóò íàõîäèòñÿ ëèáî ïðåäèêàòû,
ëèáî ñîñòàâíûå ôîðìóëû, ñîñòîÿùèå èç ïðåäèêàòîâ è ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê.
Íà ñàìîì äåëå ñâÿçêè � ýòî ôóíêöèè, ïðèíèìàþùèå íà âõîä çíà÷åíèå
èñòèíà �È� èëè �Ë�, è èõ æå ñîîáùàþùèå íà âûõîäå. Òàê,

¬È ýòî Ë, ¬Ë ýòî È, Ë ∨È ýòî È, Ë ∨Ë ýòî Ë, è ò.ä.

Òàêèå îïðåäåëåíèÿ ñìûñëà ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê íàçûâàþòñÿ òàáëèöàìè

èñòèííîñòè.
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Ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè ïîçâîëÿþò èç ýëåìåíòàðíûõ ïðåäèêàòîâ (áàçîâûõ
âûñêàçûâàíèé) ñîçäàâàòü áîëåå ñëîæíûå. Íàïðèìåð, ïðåäèêàò íåðàâåí-
ñòâà îïðåäåëÿåòñÿ òàê x ̸= y : ¬(x = y). Åñòåñòâåííî, åñëè ñîñòàâíûå
âûñêàçûâàíèÿ ñîäåðæàò ñâîáîäíóþ ïåðåìåííóþ, òî ïðè îäíèõ å¼ çíà÷å-
íèÿõ îíè èñòèííû, à ïðè äðóãèõ ëîæíû:

P (x) : (x < 2)& (x > 3), Q(x) : x+ 2 = 5.

Òàê, P (x) ëîæíî âñåãäà, àQ(x) èñòèííî òîëüêî åñëè x = 3. Åñëè ìû ñìîã-
ëè ïðèïèñàòü ýëåìåíòàðíûì ïðåäèêàòàì èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ (íàïðè-
ìåð, E(0, 0) ýòî �È�, à E(0, 1) ýòî �Ë�), òî ñîñòàâíûå âûñêàçûâàíèÿ òàêæå
ïðèîáðåòàþò çíà÷åíèå �È� èëè �Ë�. Â ðåçóëüòàòå, ìû ìîæåì ãîâîðèòü îá
èñòèííîñòè äàííîé ôîðìóëû.
Îäíàêî, ïðèâåäåííûõ âûøå ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê íå äîñòàòî÷íî äëÿ ôîð-

ìóëèðîâêè íåêîòîðûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ óòâåðæäåíèé. Èíîãäà òðåáóåòñÿ
ôîðìàëüíîå âûðàæåíèå ñëîâ �äëÿ ëþáîãî� è �ñóùåñòâóåò�. Ïîýòîìó, ââî-
äèòñÿ ïîíÿòèå êâàíòîðîâ âñåîáùíîñòè (∀) è ñóùåñòâîâàíèÿ (∃):

∀xA(x) : A(0)&A(1)&A(2)& ...

∃xA(x) : A(0) ∨ A(1) ∨ A(2) ∨ ...

Ôðàçà �óòâåðæäåíèå A(x) ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî x� îáîçíà÷àåò, ÷òî èñ-
òèííî è A(0), è A(1), è A(2), è, òàê äàëåå, ò.å. A(x) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Àíàëîãè÷íî ñóùåñòâóþùèé x äåëàåò ñïðàâåäëèâûì
(èñòèííûì) âûñêàçûâàíèå A(x) õîòÿ áû äëÿ îäíîãî (èëè íåñêîëüêèõ x),
÷òî âûðàæàåòñÿ áåñêîíå÷íîé öåïî÷êîé ëîãè÷åñêèõ �èëè�. Íàïðèìåð, Âå-
ëèêóþ Òåîðåìó Ôåðìà ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

¬∃n∃x ∃y ∃z (n > 2)& (xn + yn = zn),

ãäå êîíå÷íî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî àðèôìåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ âîçâåäåíèÿ
â ñòåïåíü îïðåäåëåíà ÷åðåç äðóãèå (íàïðèìåð, ñëîæåíèå).
Ïåðåìåííàÿ x ïðèâÿçàííàÿ ê êâàíòîðó íàçûâàåòñÿ ñâÿçàííîé, òàê êàê

îíà èãðàåò ðîëü èíäåêñà ñóììèðîâàíèÿ, ïðîáåãàþùåãî ïî âñåì çíà÷åíèÿì
ïðåäìåòíûõ ñóùíîñòåé (÷èñåë). Âìåñòî íå¼ ìîæíî ïîäñòàâèòü ëþáóþ íå
èñïîëüçóåìóþ â âûðàæåíèè ïåðåìåííóþ, íî íåëüçÿ ñòàâèòü êîíñòàíòó.
Òàê ðàçðåøåíî çàïèñàòü ∀yA(y) âìåñòî ∀xA(x), à ∀0A(0) � íåò.
Â îòëè÷èå îò îáû÷íûõ ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê, äëÿ êâàíòîðîâ íåò òàáëèö

èñòèííîñòè, òàê êàê äëÿ èõ �âû÷èñëåíèÿ� ïîòðåáîâàëîñü áû ïåðåáðàòü
áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ëîãè÷åñêèõ óòâåðæäåíèé A(0), A(1), A(2), .... Ïîýòî-
ìó, ôîðìóëàì, ñîäåðæàùèì êâàíòîðû, èñòèííîñòü ïðèïèñûâàåòñÿ àïðè-
îðè (òîãäà ýòè ôîðìóëû ñòàíîâÿòñÿ àêñèîìàìè), ëèáî îíè äîêàçûâàþòñÿ
ïðè ïîìîùè ôîðìàëüíîãî âûâîäà, è çàòåì îáúÿâëÿþòñÿ èñòèííûìè.
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• Ôîðìàëüíûé âûâîä � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë, â êîòîðîé
êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùèõ ïðè ïîìîùè ôèêñèðî-
âàííûõ ïðàâèë (àëãîðèòìîâ) ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë. Íàïðèìåð, åñëè
åñòü ôîðìóëà ñ êâàíòîðîì âñåîáùíîñòè, òî âûâîäèìà ôîðìóëà ñ êîí-
ñòàíòîé:

∀xA(x) => A(a),

ãäå a � ýòî ëþáàÿ êîíêðåòíàÿ ïðåäìåòíàÿ êîíñòàíòà (íàïðèìåð, 0). Ñòðå-
ëî÷êà �=>� îçíà÷àåò ÷òî èç îäíîé ôîðìóëû ∀xA(x) ïîëó÷àåòñÿ (âûâî-
äèòñÿ) äðóãàÿ, íàïðèìåð A(0).
Åù¼ îäíî ïðàâèëî âûâîäà:

A, ¬A ∨B => B

îçíà÷àåò, ÷òî åñëè åñòü ôîðìóëà A, êîòîðàÿ ñ÷èòàåòñÿ èñòèííîé, è ôîð-
ìóëà ¬A∨B â êîòîðóþ âõîäèò îòðèöàíèå A, òî ìîæíî âûâåñòè ôîðìóëó
B (òàê êàê Ë ∨È ýòî È, à Ë ∨Ë ýòî Ë, òî Ë ∨B ýòî ïðîñòî B).
Òðåòüå ïðàâèëî âûâîäà äâîéíîãî îòðèöàíèÿ ïîçâîëÿåò ïåðåä ëþáûì

ïðåäèêàòîì ïîñòàâèòü ¬¬ èëè óáðàòü èõ. Íàêîíåö, â ÷åòâ¼ðòîì ðàçðåøå-
íî ïåðåñòàâëÿòü ôîðìóëû âîêðóã ëîãè÷åñêîãî �èëè� A ∨B => B ∨A.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ñèñòåìó àêñèîì Ïåàíî äëÿ àðèôìåòèêè:

P1 : ∀x [n(x) ̸= 0]; P2 : ∀x ∀y [n(x) ̸= n(y) ∨ x = y ]

êîòîðûå îïðåäåëÿþò ñâîéñòâà ïðåäìåòíîé ôóíêöèè n(x), èìåþùåé ñìûñë
ïîëó÷åíèÿ ñëåäóþùåãî ÷èñëà [â áîëåå ïðèâû÷íîé çàïèñè n(x) = x + 1].
Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî åñòü òîëüêî îäíà ÿâíî ïðåäñòàâëåííàÿ
ïðåäìåòíàÿ êîíñòàíòà �0�. Âñå îñòàëüíûå ïîëó÷àþòñÿ (îïðåäåëÿþòñÿ)
ïðè ïîìîùè 0 è ôóíêöèè n(x). Òàê, 1 : n(0), 2 : n(n(0)), è ò.ä.
Àêñèîìà P1 óòâåðæäàåò, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ÷èñåë �ïðåäøåñòâóþùèõ�

íóëþ, à àêñèîìàP2 íàäåëÿåò àðèôìåòèêó ñâîéñòâîì áåñêîíå÷íîñòè ïðåä-
ìåòíûõ êîíñòàíò. Äîêàæåì, íàïðèìåð, ÷òî 2 ̸= 1:

∀x [n(x) ̸= 0] => ¬(n(0) = 0),

∀x ∀y [n(x) ̸= n(y) ∨ x = y ] => n(n(0)) ̸= n(0) ∨ ¬¬(n(0) = 0)

Ïåðâûé âûâîä èñïîëüçóåò ïðàâèëî ïîäñòàíîâêè â àêñèîìó P1 âìåñòî x

êîíñòàíòû 0 è îïðåäåëåíèå ïðåäèêàòà íåðàâåíñòâà x ̸= y : ¬(x = y). Âî
âòîðîì âûâîäå ïðîâîäèòñÿ ïîäñòàíîâêà â P2 âìåñòî x: n(0), à âìåñòî y:
0. Çàòåì, ïåðåä n(0) = 0 ñòàâèòñÿ äâîéíîå îòðèöàíèå. Ýòè äâå ôîðìóëû
ñîäåðæàò ïîäôîðìóëó ¬(n(0) = 0) è å¼ îòðèöàíèå. Çíà÷èò å¼ ìîæíî
âûáðîñèòü, è âûâåñòè n(n(0)) ̸= n(0), ÷òî ó÷èòûâàÿ ñîêðàùåíèÿ äëÿ
êîíñòàíò èìååò âèä 2 ̸= 1.
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• Òàêèì îáðàçîì, àðèôìåòèêà (è ìàòåìàòèêà â öåëîì) � ýòî êîíå÷íûå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñèìâîëîâ ôîðìàëüíîãî ÿçûêà, âûðàæàþùèå íåêîòî-
ðîå óòâåðæäåíèå èëè åãî äîêàçàòåëüñòâî. Âàæíûì ðåçóëüòàòîì Ã¼äåëÿ
áûëî îïèñàíèå àëãîðèòìà, êîòîðûé ïî âõîäíîé ñòðîêå ñèìâîëîâ, ñîñòàâ-
ëÿþùåé ôîðìóëó F, äà¼ò å¼ óíèêàëüíûé íîìåð f = γ(F). Òàêèì îáðàçîì,
ìû ìîæåì ãîâîðèòü íå î ñèìâîëàõ, à î ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ íàòóðàëüíûõ
÷èñåë.
Äëÿ ýòîãî ñèìâîëû (áóêâû) ôîðìàëüíîãî ÿçûêà îïðåäåë¼ííûì îáðà-

çîì êîäèðóþòñÿ ïðè ïîìîùè öåëûõ ÷èñåë. Îáû÷íî àëôàâèò ÿçûêà âû-
áèðàåòñÿ êîíå÷íûì. Äëÿ ýòîãî ëþáûå ïåðåìåííûå çàäàþòñÿ ïðè ïîìîùè
òîëüêî îäíîãî, ïðè íåîáõîäèìîñòè ïîâòîðÿþùåãîñÿ ñèìâîëà x. Òîãäà y
� ýòî xx, z � ýòî xxx, è ò.ä. Àíàëîãè÷íî, äëÿ âûðàæåíèÿ áåñêîíå÷íîãî
÷èñëà ïðåäìåòíûõ êîíñòàíò äîñòàòî÷íî ñèìâîëà �0� è ïðåäìåòíîé ôóíê-
öèè n(x) äàþùåé ñëåäóþùåå ïîñëå x ÷èñëî. Åù¼ áîëåå êðàòêî ìû ìîæåì
ïèñàòü 1 : 0′, 2 : 0′′, 3 : 0′′′, ò.å. ïðè ïîìîùè ñèìâîëà øòðèõà è êîíñòàíòû
0 âûðàæàòü ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî.
Äàëåå ïîñòóïèì òàêæå, êàê è ïðè íóìåðàöèè ïðîãðàìì. Ïðèñâîèâ êàæ-

äîìó ñèìâîëó öåëî÷èñëåííûé íîìåð (íàïèñàííûé ïîä ñèìâîëîì):

0 ′ x = ( ) ∀ ∨ ¬ ...
1 2 3 4 5 6 7 8 9 ...,

ìû ìîæåì âûðàçèòü ëþáóþ ôîðìóëó â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë,
êîòîðûå, ïðè ïîìîùè íàáîðà ïðîñòûõ ÷èñåë, ìîæíî ïðåâðàòèòü â îäíî
÷èñëî, ðàâíîå ã¼äåëåâñêîìó íîìåðó ôîðìóëû. Äëÿ ôîðìóëû ñ n ñèìâî-
ëàìè áåð¼ì n ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðîñòûõ ÷èñåë, âîçâîäèì èõ â ñòåïåíè,
ñîîòâåòñòâóþùèå êîäó ñèìâîëà è ïåðåìíîæàåì:

γ(”∀x (x = 0)”) = 27 ·33 ·55 ·73 ·114 ·131 ·176 = 17018665279814998800000.

Ôóíêöèÿ f = γ(F) ïîëó÷àåò íà âõîä ñòðîêó ñèìâîëîâ, âûðàæàþùèõ äàí-
íóþ ôîðìóëó F, è íà âûõîäå äà¼ò ÷èñëî, ðàâíîå ã¼äåëåâñêîìó íîìåðó f .
Åñëè òåðìèí �ñèìâîëû� ñìóùàåò äëÿ àðèôìåòè÷åñêîé ôóíêöèè, ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî îíà ñðàçó ïîëó÷àåò íàáîð öåëî÷èñëåííûõ êîäîâ. Âûøå ýòî
γ(7, 3, 5, 3, 4, 1, 6, 0, 0, ...), ãäå 0 çàðåçåðâèðîâàí äëÿ êîíöà ñòðîêè.
Ôóíêöèÿ f = γ(F) âñþäó îïðåäåëåíà, è áîëåå òîãî � îáðàòèìà. Ò.å.

ñóùåñòâóåò Γ(f), êîòîðàÿ ïî íîìåðó ôîðìóëû, ðàçëîæèâ åãî íà ïðîñòûå
ìíîæèòåëè, çàïèñûâàåò â ïàìÿòè íàáîð ÷èñåë ýêâèâàëåíòíûõ ñèìâîëü-
íîé çàïèñè ôîðìóëû.
Òàêæå ìîæíî ïðîíóìåðîâàòü äîêàçàòåëüñòâà D, êîòîðûå êàê, êàê è

ôîðìóëû F, ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûìè ñòðîêàìè ñèìâîëîâ D : F1,F2, ...,F.
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X Òåîðåìà Ã¼äåëÿ î íåïîëíîòå

Êàê íè ñòðàííî, íî ñóùåñòâîâàíèå ôîðìóë, êîòîðûå íåâîçìîæíî íè
äîêàçàòü íè îïðîâåðãíóòü, íà ñàìîì äåëå, äîñòàòî÷íî åñòåñòâåííî. Â ìà-
òåìàòèêå íåò îãðàíè÷åíèÿ íà äëèíó äîêàçàòåëüñòâà. Ìû ìîæåì çàïèñàòü
ñêîëü óãîäíî äëèííóþ ôîðìóëó. Å¼ ôîðìàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî òàêæå
ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé, êîòîðàÿ áóäåò åù¼ äëèííåå. Áîëåå òîãî, âåñü îïûò
ìàòåìàòèêè ãîâîðèò î òîì, ÷òî ìèíèìàëüíî âîçìîæíàÿ äëèíà äîêàçà-
òåëüñòâà äàííîé ôîðìóëû íàïðÿìóþ íå ñâÿçàíà ñ å¼ äëèíîé. Ìíîãèå
î÷åíü ïðîñòûå ôîðìóëû èìåþò î÷åíü ñëîæíûå (=äëèííûå) äîêàçàòåëü-
ñòâà (òåîðåìà Ôåðìà, çàäà÷à î 4-õ êðàñêàõ, è ò.ï.).
Îòñóòñòâèå îãðàíè÷åíèé íà äëèíó äîêàçàòåëüñòâà íàâîäèò íà ìûñëü,

÷òî íåêîòîðûå òåîðåìû (â òîì ÷èñëå è äîñòàòî÷íî ïðîñòûå â ñâîåé ôîð-
ìóëèðîâêå) íèêîãäà íå áóäóò äîêàçàíû èëè îïðîâåðãíóòû, õîòÿ áû ïîòî-
ìó, ÷òî ñàìîå êîðîòêîå èç âîçìîæíûõ èõ äîêàçàòåëüñòâ ïðåâûøàåò âñå
ðåñóðñû ïàìÿòè è âðåìåíè æèçíè ÷åëîâåêà è äàæå âñåãî ÷åëîâå÷åñòâà.
Òàê êàê íå ñóùåñòâóåò �ñàìîãî äëèííîãî äîêàçàòåëüñòâà�, òî íå ñëîæíî
ñäåëàòü åùå îäèí øàã è äîïóñòèòü ñóùåñòâîâàíèå ôîðìóë, êîòîðûå òðå-
áóþò áåñêîíå÷íî äëèííûõ äîêàçàòåëüñòâ. Òàêèå ôîðìóëû íå äîêàçóåìû
ïðèíöèïèàëüíî.

Ã¼äåëü â 1931 ã. ïðåäëîæèë ôîðìàëüíóþ äåìîíñòðàöèþ ýòîãî ôàêòà.
Ââåäåì ëîãè÷åñêóþ ôóíêöèþ �Proof(A)�, îáîçíà÷àþùóþ òî, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû �A�. Åñëè äîêàçàòåëüñòâî �A� ñóùåñòâó-
åò, òî �Proof(A) = È = èñòèíà�, à åñëè íåò òî �Proof(A) = Ë = ëîæü�.
Òåïåðü ðàññìîòðèì âûñêàçûâàíèå G, îïðåäåëÿåìîå êàê óòâåðæäåíèå î
òîì, ÷òî îíî íåäîêàçóåìî:

G : ¬Proof(G).

Ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó Ã¼äåëÿ:

�Åñëè òåîðèÿ íåïðîòèâîðå÷èâà, òî ôîðìóëà G èñòèííà, íî åå

íåëüçÿ äîêàçàòü: Proof(G) = Ë�.

Íåïðîòèâîðå÷èâîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ëîæíóþ ôîðìóëó íåëüçÿ äîêàçàòü
Proof(Ë) = Ë, à åñëè ôîðìóëà äîêàçóåìà Proof(F) = È, òî îíà èñ-
òèííà: F = È. Ïîýòîìó ñòðîèòñÿ òàêîå äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî:

♢1: ïóñòü Proof(G) = È => G = È, íî G = ¬Proof(G) = ¬È = Ë.

Ìû ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå, çíà÷èò èñõîäíàÿ ïîñûëêà �Proof(G) = È�
íå âåðíà, ñëåäîâàòåëüíî, äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ G íå ñóùåñòâóåò.
Íî îá ýòîì è óòâåðæäàåò G, ïîýòîìó ìû ïîñòðîèëè âûñêàçûâàíèå,
êîòîðîå íå äîêàçóåìî, íî ïðè ýòîì èñòèííî ïî ñâîåìó ñìûñëó.
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Êîíå÷íî ìîæíî áûëî ïîñòðîèòü è ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû:

♢2: ïóñòü Proof(G) = Ë => G = Ë, íî G = ¬Proof(G) = ¬Ë = È

è îïÿòü ïîëó÷èòü ïðîòèâîðå÷èå. Îäíàêî, òàê íå äåëàþò. Ïî÷åìó? Ïîòî-
ìó, ÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå âûâîä èç �Proof(G) = È� òîãî, ÷òî �G = È�
îñíîâûâàåòñÿ íà îïðåäåëåíèè èñòèííîñòè (ðàç äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäå-
íèÿ ñóùåñòâóåò, òî óòâåðæäåíèå èñòèííî). Âî âòîðîì æå ñëó÷àå, ó÷èòû-
âàÿ îáùèå ñîîáðàæåíèÿ, ïðèâåäåííûå â íà÷àëå ýòîãî ðàçäåëà, ìîæíî
óñîìíèòüñÿ â òîì, ÷òî èç îòñóòñòâèÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ G,
ò.å. �Proof(G) = Ë� ñëåäóåò åãî ëîæíîñòü �G = Ë� (êàê â ïðî÷åì, è
èñòèííîñòü). Ïîýòîìó, ðàññóæäåíèÿ ♢2 ñ÷èòàþòñÿ íåïðàâîìåðíûìè.

Ôîðìóëèðîâêè è äîêàçàòåëüñòâî, ïðèâåäåííûå âûøå, î÷åíü ïñèõîëî-
ãè÷íû. Îíè èñïîëüçóþò íèêàê íå îïðåäåë¼ííîå ïîíÿòèå Proof (�ñóùå-
ñòâóåò äîêàçàòåëüñòâî�), à òàêæå îáúåêò G, êîòîðûé, ïîäîáíî ïàðàäîêñó
ëæåöà, ââîäèòñÿ ñî ññûëêîé íà ñàìîãî ñåáÿ. Ïîýòîìó, â òàêîé ôîðìå
òåîðåìà î íåïîëíîòå óáåäèòåëüíà òîëüêî ïðè èçðÿäíîé õàðèçìå äîêàçû-
âàþùåãî. Çàñëóãà Ã¼äåëÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî îí ïðèäàë è Proof è G âè-
äèìîñòü êîíñòðóêòèâíûõ îáúåêòîâ â ðàìêàõ àðèôìåòèêè íàòóðàëüíûõ
÷èñåë.

Ââåä¼ì ïðåäèêàò D(p, f), îáîçíà÷àþùèé, ÷òî ôîðìóëà ïîä íîìåðîì f
èìååò äîêàçàòåëüñòâî ïîä íîìåðîì p, ò.å. P äîêàçûâàåò F. Ïîíÿòíî, ÷òî
êîãäà äîêàçàòåëüñòâî P óæå ïîñòðîåíî, â ñèëó åãî ôîðìàëüíîñòè, ìû
âñåãäà ìîæåì ïðîâåðèòü, ÷òî îíî ñîîòâåòñòâóåò ïðèíÿòûìè ïðàâèëàì,
è â åãî êîíöå íàõîäèòñÿ äîêàçûâàåìàÿ ôîðìóëà F. Ïîäîáíûé àëãîðèòì
âïîëíå ðåàëèçóåì, ïîýòîìó ïðåäèêàò D(p, f) ìîæíî òàêæå ðàññìàòðè-
âàòü êàê âñþäó îïðåäåë¼ííóþ âû÷èñëèìóþ íà êîìïüþòåðå ôóíêöèþ,
âîçâðàùàþùóþ 1, åñëè P äîêàçûâàåò F èëè 0, åñëè íåò.

Ïðè ïîìîùè D(p, f) ìû ìîæåì îïðåäåëèòü óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ñåáÿ
íå ìîæåò äîêàçàòü. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëåäóþùèé ïðîñòîé âàðèàíò:

G : ¬∃pD(p, g), ãäå g = γ(G) = γ(”¬∃pD(p, g)”).

Â ýòîì îïðåäåëåíèè, ñèìâîë g � ýòî êîíêðåòíîå ÷èñëî (ã¼äåëåâñêèé íî-
ìåð ôîðìóëû), ïîëó÷àåìîå èç ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ: g = γ(”¬∃pD(p, g)”).

Òåïåðü ìîæíî �ñìåëî� ïðîâîäèòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î íå ïîëíî-
òå. Íàïðèìåð, ïóñòü G äîêàçóåìî, òîãäà ñóùåñòâóåò íåêîòîðûé íîìåð
äîêàçàòåëüñòâà p0, ïðè êîòîðîì D(p0, g) èñòèííî. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæ-
íî ââåñòè êâàíòîð âñåîáùíîñòè è çàïèñàòü ∃pD(p, g), à ýòî íå ÷òî èíîå,
êàê ¬G. Ìû ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ, ñëåäîâàòåëüíî G íå äîêàçóåìî.
Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ íåäîêàçóåìîñòü ¬G.
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• Âåðí¼ìñÿ ê óðàâíåíèþ g = γ(”¬∃pD(p, g)”). Êàê îíî äîëæíî ðå-
øàòüñÿ? Â ïðåäèêàòå D(p, x) (èëè â ñîîòâåòñòâóþùåì àëãîðèòìå äëÿ
êîìïüþòåðà) êîäèðóþòñÿ âñå ñèìâîëû, è â òåõ ìåñòàõ, ãäå âñòðå÷àåò-
ñÿ x, ñòàâèòñÿ ñíà÷àëà �0�, âû÷èñëÿåòñÿ ã¼äåëåâñêèé íîìåð ôîðìóëû, è
ïðîâåðÿåòñÿ íå ðàâåí ëè îí 0. Åñëè íåò, ïîäñòàâëÿåòñÿ 0′ (ò.å. 1) è ñðàâ-
íèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ñ åäèíèöåé, çàòåì 0′′, è ò.ä, ïîêà ðåøåíèå íàéäåíî íå
áóäåò. Óâû, íî, ïî êðàéíåé ìåðå â ã¼äåëåâñêîé íóìåðàöèè, ýòî óðàâíåíèå
íå èìååò ðåøåíèÿ! Äåéñòâèòåëüíî, åñëè êîä øòðèõà ðàâåí ÷èñëó m > 0,
òî g øòðèõîâ â 0′′′′′ âìåñòî x íà k-òîé ïîçèöèè ïðèâåäóò â γ ê ïðîèç-
âåäåíèþ ïðîñòûõ ÷èñåë â ñòåïåíè m: pmk+1 · ... · pmk+1+g, ÷òî ñóùåñòâåííî
áîëüøå ÷åì ÷èñëî g (êîòîðîìó äîëæíî ðàâíÿòüñÿ γ). Âçÿòü äëÿ øòðèõà
êîä m = 0 íåëüçÿ, òàê êàê òîãäà ôîðìóëû γ(”0 = 0”) è γ(” 0 = 0′′′ ”)
áóäóò íåîòëè÷èìû. Òàêèì îáðàçîì, òàêîé ïðÿìîëèíåéíûé âàðèàíò ïî-
ñòðîåíèÿ G íå ïðîõîäèò, è íåîáõîäèìû äîïîëíèòåëüíûå õèòðîñòè.

• Ïðåäèêàò D(p, f) ïîëó÷àåò íîìåð ëþáîé ôîðìóëû f . Îäíàêî, å¼
äîêàçàòåëüñòâî p ìîæåò ñóùåñòâîâàòü òîëüêî åñëè f çàìêíóòà (áåç ñâî-
áîäíûõ ïåðåìåííûõ). Òàê, �x > 2� íå äîêàçóåìà è íå îïðîâåðãàåìà. Ðàñ-
ñìîòðèì, òåì íå ìåíåå, êëàññ ôîðìóë, êîòîðûå ñîäåðæàò îäíó ñâîáîäíóþ
ïåðåìåííóþ âèäà F (x) è áóäåì èõ äîêàçûâàòü ïðè äàííîì x:

Q(x) : x > 2, F (x) : ∃a ∃b∃c (ax + bx = cx), ....

Ïðè ëþáîì êîíêðåòíîì x, ïåðâàÿ ôîðìóëà èìååò ïðîñòîå äîêàçàòåëü-
ñòâî, è Q(3), íàïðèìåð, áóäåò èñòèííîé. Âòîðàÿ ôîðìóëà, äëÿ F (3) ïî-
òðåáóåò óæå äîñòàòî÷íî íåòðèâèàëüíûõ ðàññóæäåíèé è áóäåò ëîæíîé, è
ò.ä. Âñå òàêèå ôîðìóëû èìåþò íîìåð f = γ(”x > 0”). Åñëè æå íà ìåñòî
x ïîäñòàâëåíî êîíêðåòíîå ÷èñëî, íîìåð áóäåò äðóãîé, òàê êàê ýòî äðóãàÿ
ñòðîêà f1 = γ(”0′′′ > 0”).
Äëÿ ïîäñòàíîâêè �äàííîãî ÷èñëà� ââåä¼ì ôóíêöèþ:

s(f) = γ ( {x/f} Γ(f) ) .

Îíà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó. Áåð¼òñÿ ôîðìóëà ñ ïðî-
èçâîëüíûì íîìåðîì f . Ïî ýòîìó íîìåðó �ðàñêðó÷èâàåòñÿ� å¼ ñòðîêîâîå
ïðåäñòàâëåíèå Γ(f). Â í¼ì âìåñòî âñåõ ñâîáîäíûõ âõîæäåíèé x ïîäñòàâ-
ëÿåòñÿ ÷èñëî f [â ôîðìå 0′′′′′′], è ñíîâà âû÷èñëÿåòñÿ ã¼äåëåâñêèé íîìåð.
Â ïðèíöèïå, ìîæåò âîçíèêíóòü íåñêîëüêî ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ, ïî-
ýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî {x/f} îçíà÷àåò, ÷òî âñå îíè çàìåùàþòñÿ íà
f . ×òîáû s(f) áûëà âñþäó îïðåäåëåíà, íåîáõîäèìî ìîäèôèöèðîâàòü àë-
ãîðèòì íóìåðàöèè òàê, ÷òîáû äëÿ âñåõ f = 0, 1, 2, ... ïðè ïðèìåíåíèè
Γ(f) ïîëó÷àëèñü ïðàâèëüíî ïîñòðîåííûå ôîðìóëû, èíà÷å íåëüçÿ áóäåò
èäåíòèôèöèðîâàòü ñâîáîäíà ïåðåìåííàÿ èëè íåò. Ïóñòü ýòî ñäåëàíî.
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Îïðåäåëèì òåïåðü âûñêàçûâàíèå (ôîðìóëó):

G(x) : ¬∃pD(p, s(x)).

Çäåñü ñîäåðæèòñÿ óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò äîêàçàòåëüñòâà
íåêîòîðîé ôîðìóëû ïîä íîìåðîì x, â êîòîðóþ âìåñòî âñåõ ñâîáîäíûõ
ïåðåìåííûõ ïîäñòàâëåí íîìåð ýòîé ôîðìóëû, ò.å. êîíêðåòíîå ÷èñëî x.
Ïóñòü ã¼äåëåâñêèé íîìåð G(x) (ôîðìóëà çàâèñÿùàÿ îò îäíîé ñâîáîäíîé
ïåðåìåííîé) ðàâåí g. Òîãäà îïðåäåëèì:

G : ¬∃pD(p, s(g)), ãäå g = γ(”¬∃pD(p, s(x))”).

Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî g � ýòî êîíêðåòíîå ÷èñëî, âû÷èñëåííîå ïðè ïîìîùè
ã¼äåëåâñêîé íóìåðîëîãèè ïî ñòðîêå γ(”¬∃pD(p, s(x))”), ãäå x ñâîáîäíàÿ

ïåðåìåííàÿ.
Íå ñëîæíî âèäåòü, ÷òî ôîðìóëà G èìååò íîìåð ðàâíûé s(g):

γ(G) = γ(′′¬∃pD(p, s(g))′′) = s(g).

Äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöèÿ s(g) âîññòàíàâëèâàåò ôîðìóëó G(x) è ïîäñòàâ-
ëÿåò â íå¼ ÷èñëî g. Òàêèì îáðàçîì, G óòâåðæäàåò ñâîþ íåäîêàçóåìîñòü.

• Ïîäîáíîå ïîñòðîåíèå óæå íå ñîäåðæèò ÿâíûõ ïðîñ÷¼òîâ, íî òåì íå
ìåíåå ïðåäïîëàãàåò äîêàçàííûìè ðÿä �î÷åâèäíûõ� ïîñûëîê. Òàê, ìû ñ÷è-
òàåì, ÷òî ìîæíî âû÷èñëÿòü íîìåð ôîðìóë, ñîäåðæàùèõ �ìåòà�- àðèôìå-
òè÷åñêóþ ôóíêöèþ s(x), êîòîðóþ íå ïðîñòî çàïèñàòü â ðàìêàõ òîëü-
êî àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, òàê êàê îíà èñïîëüçóåò ïîèñê è çàìåíó
ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ. Ïîýòîìó, ëó÷øå D(p, f) è s(x) âîñïðèíèìàòü
êàê ïðîãðàììû äëÿ èäåàëüíîãî êîìïüþòåðà, íàïðèìåð, íà ÿçûêå BASE.
Ïðàâäà, ïåðåõîäÿ ê ïðîãðàììèðîâàíèþ, ïðèéä¼òñÿ âûðàçèòü ñèìâîëû
ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè â âèäå áåñêîíå÷íûõ öèêëîâ, à íå èñ-
ïîëüçîâàòü èõ êàê ñàìîñòîÿòåëüíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îáúåêòû. Òåì íå
ìåíåå, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îáúåêò G �ñêîíñòðóèðîâàí�.
Ïîëó÷àÿ ïðîòèâîðå÷èå ïðè äîêàçàòåëüñòâå ♢1 òåîðåìû Ã¼äåëÿ, íåîá-

õîäèìî ïîìíèòü, ÷òî âîçìîæíû äâà âàðèàíòà: (1) òåîðåìà âåðíà; (2) îáú-
åêòû, ó÷àñòâóþùèå â å¼ äîêàçàòåëüñòâå, íå ñóùåñòâóþò, òàê êàê íåêîð-
ðåêòíî îïðåäåëåíû. Íå âñåãäà ñóùåñòâîâàíèå ïðîòèâîðå÷èÿ äîêàçûâàåò
òî, ÷òî ìû õîòèì äîêàçàòü!
Äàæå åñëè ïðè ïîñòðîåíèè G óäà¼òñÿ ôîðìàëüíî óñòðàíèòü âñå ñî-

ìíåíèÿ, åñòü åù¼ îäèí âîïðîñ, ñâÿçàííûé ñ êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ ∃,
è îïðåäåëåíèåì ïðåäèêàòà Proof(f) = ∃pD(p, f). Âñïîìíèì, ÷òî ïðè
äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Òüþðèíãà, ïðîòèâîðå÷èå ñâèäåòåëüñòâîâàëî îá
îòñóòñòâèè óíèâåðñàëüíîé ôóíêöèè êîíòðîëÿ îñòàíîâêè T (p, i). Íå âîç-
íèêàåò ëè òîé æå ïðîáëåìû ñ ôóíêöèåé Proof(f)?
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XI ×òî òàêîå èñòèíà?

• Óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî �ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå äîêàçàòåëüñòâî ôîð-
ìóëû F ñ íîìåðîì f � â ëîãè÷åñêèõ òåðìèíàõ ìîæíî âûðàçèòü òàê:

Proof(F) : ∃pD(p, f) ↔ D(0, f) ∨D(1, f) ∨D(2, f) ∨ ...

(ñïðàâåäëèâî èëè íóëåâîå äîêàçàòåëüñòâî, èëè ïåðâîå, èëè âòîðîå, è ò.ä.).
Ìîæíî äàæå íàïèñàòü ïðîãðàììó:

Proof(f){
p← 0;
while(1 = 1){ : áåñêîíå÷íûé öèêë

if(D(p, f) = 1) {return 1; } : äîêàçóåìî F

if(D(p,not(f)) = 1){return 0; } : äîêàçóåìî ¬F
p← p+ 1; : ñëåäóþùåå äîê− âî

}
: ñþäà íèêîãäà íå ïîïàä¼ì, åñëè óòâåðæäåíèå íåäîêàçóåìî

}
Ìû ÷óòü óëó÷øèëè èñõîäíîå îïðåäåëåíèå, è äëÿ âõîäíîãî íîìåðà çà-
ìêíóòîé ôîðìóëû f ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî p-òîå äîêàçàòåëüñòâî äîêàçûâàåò
ôîðìóëó F ëèáî å¼ îòðèöàíèå ¬F. Ïðîâåðêà äîêàçàòåëüñòâà ïðîâîäèòñÿ
ïðè ïîìîùè ôóíêöèè �D(p, f)�. Ôóíêöèÿ not äîáàâëÿåò ïåðåä ñòðîêîé
ôîðìóëû ñèìâîë �¬�, è âû÷èñëÿåò íîìåð ôîðìóëû ñ îòðèöàíèåì.
Åñëè âåðèòü â äîêàçóåìîñòü ëþáîãî óòâåðæäåíèÿ, òî Proof(f) ðàíî

èëè ïîçäíî îñòàíîâèòñÿ. Åñëè íà âåðó íå ïîëàãàòüñÿ, òî äëÿ íåêîòîðûõ
f ôóíêöèÿ Proof(f) ìîæåò áûòü íåîïðåäåëåíà. Èíîãäà îíà íå îñòàíàâ-
ëèâàåòñÿ è íå âûäà¼ò ðåçóëüòàòà, êîãäà öèêë while êðóòèòñÿ áåñêîíå÷íî
äîëãî. È ðàñïîçíàòü ýòîãî ìû íå ìîæåì! Êîíå÷íî, ñêîðåå âñåãî, ìîæíî
ïîñòðîèòü áîëåå �õèòðûé�, ýôôåêòèâíûé è âñþäó îïðåäåë¼ííûé àëãî-
ðèòì 'Proof �, íî áåäà â òîì, ÷òî åãî íåñóùåñòâîâàíèå ìû è ïûòàåìñÿ

äîêàçàòü.
Äåéñòâèòåëüíî, â òåîðåìå Ã¼äåëÿ ìû ñòðåìèìñÿ ïðîäåìîíñòðèðîâàòü,

÷òî áûâàþò íå äîêàçóåìûå óòâåðæäåíèÿ. Ïîýòîìó, àíàëîãè÷íî òåîðåìå
Òüþðèíãà îá îñòàíîâêå, ìû �äîãàäûâàåìñÿ�, ÷òî íå ñóùåñòâóåò óíèâåð-
ñàëüíîãî àëãîðèòìà, ïðîâåðÿþùåãî äîêàçóåìîñòü ëþáîé ôîðìóëû f . Ïî-
ýòîìó, ïîëó÷åíèå ïðîòèâîðå÷èÿ â òåîðåìå Ã¼äåëÿ �Proof(G) = Ë� ìîæåò
ñâèäåòåëüñòâîâàòü íå îá å¼ èñòèííîñòè, à î íå ñóùåñòâîâàíèè ïðåäèêàòà
�Proof �, ïðèìåíèìîãî ê ëþáûì âûñêàçûâàíèÿì. Íî òîãäà ãîâîðèòü îá
èñòèííîñòè G íåñêîëüêî ñòðàííî, òàê êàê îíà îïðåäåëåíà ïðè ïîìîùè
íå ñóùåñòâóþùåãî óíèâåðñàëüíîãî àëãîðèòìà. Äðàêîí ñíîâà íà÷èíàåò
õâàòàòü ñâîé ñîáñòâåííûé õâîñò.
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• ×òî æå òàêîå èñòèíà? Â êîíêðåòíîé òåîðèè ìû äîãîâàðèâàåìñÿ î
òîì, ÷òî íåêîòîðûå èñõîäíûå óòâåðæäåíèÿ ñ÷èòàþòñÿ èñòèííûìè. Îíè
îáúÿâëÿþòñÿ àêñèîìàìè, à èõ îòðèöàíèå � ëîæüþ. Íàïðèìåð, ïóñòü åñòü
äâå àêñèîìû �W : ñíåã áåëûé�, �C: ñíåã õîëîäíûé�. Òîãäà ìû ëåãêî ìîæåì
âû÷èñëèòü èñòèííîñòè óòâåðæäåíèé W &C, ¬W , ¬¬C, è ò.ä. Ïîäîá-
íûì îáðàçîì ìîæíî ñãåíåðèòü ñêîëü óãîäíî ìíîãî èñòèííûõ èëè ëîæíûõ
óòâåðæäåíèé. �Ñêîëü óãîäíî ìíîãî� îçíà÷àåò ïîòåíöèàëüíóþ áåñêîíå÷-

íîñòü, êîòîðóþ ìû íå ïðåäúÿâëÿåì ïðè ïîìîùè êîíå÷íûõ ñèìâîëîâ, à
ïðîñòî âåðèì â íåîãðàíè÷åííîñòü íåêîòîðîãî îïðåäåë¼ííîãî ïîñòðîåíèÿ.
Ïðîáëåìû ïîÿâëÿþòñÿ, êîãäà â òåîðèè íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü êâàí-

òîðû âñåîáùíîñòè è ñóùåñòâîâàíèÿ, îõâàòûâàþùèå âñå îáúåêòû òåîðèè.
Äëÿ êîíå÷íûõ ïðåäìåòíûõ îáëàñòåé íèêàêèõ ïðîáëåì íåò. Íàïðèìåð,
ïóñòü èñòèííî, ÷òî �êàæäàÿ áëîíäèíêà óìíà�. Òîãäà î÷åâèäíî èñòèííî
è óòâåðæäåíèå �íå ñóùåñòâóåò íå óìíûõ áëîíäèíîê�.
Îäíàêî, â áåñêîíå÷íîé ïðåäìåòíîé îáëàñòè êâàíòîðû ∃, ∀ îêàçûâà-

þòñÿ àêòóàëüíî áåñêîíå÷íûìè êîíñòðóêöèÿìè. Îíè â çàìêíóòîé ôîðìå
ãîâîðÿò îáî âñåõ ñóùíîñòÿõ, êîòîðûõ áåñêîíå÷íî ìíîãî. Â ýòîì ñëó÷àå
ôîðìóëû, êîòîðûå ñîäåðæàò ∃, ∀, íå ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû òàê æå,
êàê ýòî äåëàåòñÿ äëÿ îñòàëüíûõ ëîãè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ. Åäèíñòâåííûé
ïóòü ïðîâåðêè èñòèííîñòè óòâåðæäåíèÿ, ýòî ïîñòðîèòü åãî ôîðìàëüíûé
âûâîä èç èñõîäíûõ àêñèîì, à òîëüêî ïîñëå ýòîãî îáúÿâèòü óòâåðæäå-
íèå èñòèííûì èëè ëîæíûì. Â ýòîì ñìûñëå, èñòèííîñòü èëè ëîæíîñòü
îòõîäÿò íà çàäíèé ïëàí, à âïåðåä âûõîäèò ïîíÿòèå äîêàçóåìîñòè. Ìû
ìîæåì ïðè ïîìîùè àêñèîì è ïðàâèë âûâîäà ïîëó÷àòü íîâûå ôîðìóëû.
Âñå âûâåäåííûå òàêèì îáðàçîì ôîðìóëû íàçûâàþòñÿ èñòèííûìè. Åñëè
â èõ ìíîæåñòâî ïîïàäàåò ôîðìóëà ¬F , òîãäà ôîðìóëó F ìû íàçûâàåì
ëîæíîé. Åñëè òåîðèÿ íåïðîòèâîðå÷èâà, òî ôîðìóëà íå ìîæåò áûòü îä-
íîâðåìåííî ëîæíîé è èñòèííîé, ò.å. â ìíîæåñòâî âûâîäèìûõ ôîðìóë íå
ìîæåò ïîïàñòü F âìåñòå ñ ¬F .
Ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ ðàññóæäåíèÿ, ñäåëàííûå â ñàìîì íà÷àëå ïðåäûäó-

ùåãî ðàçäåëà, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùåå äîñòàòî÷íî ïðàâäîïî-
äîáíîå ïðåäïîëîæåíèå:

Íåêîòîðîå ìàòåìàòè÷åñêîå óòâåðæäåíèå F ìîæåò îêàçàòüñÿ

ïðèíöèïèàëüíî íåäîêàçóåìûì, è âî ìíîæåñòâî âûâîäèìûõ èç
àêñèîì ôîðìóë íå ïîïàäåò íè F íè ¬F . Óòâåðæäàòü, ÷òî òàêîå
óòâåðæäåíèå ëîæíî èëè èñòèííî ìû íå èìååì íèêàêîãî ïðàâà.
Îíî ïðîñòî íå îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì.
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• Âîîáùå ñåé÷àñ ìû âñòóïàåì íà ñêîëüçêóþ äîðîãó ôèëîñîôèè. Äëÿ
ïëàòîíè÷åñêè íàñòðîåííîãî ìàòåìàòèêà ìèð ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ
ðåàëüíî ñóùåñòâóåò � à îí åãî òîëüêî èçó÷àåò. Ïîýòîìó, èñòèííîñòü èëè
ëîæíîñòü ëþáîãî óòâåðæäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îáúåêòèâíûì, ðåàëüíî ñóùå-
ñòâóþùèì ôàêòîì. Òàêîé ìàòåìàòèê îòîæäåñòâëÿåò ñåáÿ ñ ôèçèêîì,
èçó÷àþùèì âíåøíèé ïî îòíîøåíèþ ê åãî ñîçíàíèþ îáúåêòèâíûé ìèð.
Îí âåðèò, ÷òî ýòîò ìèð íåïðîòèâîðå÷èâ è ïîçíàâàåì.
Òàêîå îòîæäåñòâëåíèå ñîìíèòåëüíî. Â ðåàëüíîì ìèðå íåò äàæå îò-

ðèöàòåëüíûõ ÷èñåë, à óæ òåì áîëåå ìíîæåñòâà âñåõ ìíîæåñòâ. Ïðèäó-
ìàííûå ïðàâèëà Èãðû ïîçâîëÿþò ýôôåêòèâíî ïðèìåíÿòü ìàòåìàòèêó
ê îêðóæàþùåìó ìèðó äëÿ åãî ïîçíàíèÿ. Îäíàêî, âåðà â òî, ÷òî ïî-

ðîæäåíèå ÷åëîâå÷åñêîãî ðàçóìà äîëæíî îáÿçàòåëüíî îêàçàòüñÿ ïîëíûì
è íåïðîòèâîðå÷èâûì, à èñòèííîñòü óòâåðæäåíèÿ íå òðåáîâàòü äîêàçà-
òåëüñòâ, ÿâëÿåòñÿ ïðîÿâëåíèåì ïîâûøåííîãî ñàìîìíåíèÿ. Òî, ÷òî ïðè-
äóìàë ÷åëîâåê, ïî îïðåäåëåíèþ, íå ìîæåò áûòü îáúåêòèâíî.
Ïëàòîíèñò, ìîòèâèðóÿ àáñîëþòíûé õàðàêòåð èñòèííîñòè èëè ëîæíî-

ñòè, îáû÷íî ïðèâîäèò ñëåäóþùèé àðãóìåíò. Ìàòåìàòèê, èçó÷àÿ ñòðóê-
òóðó âûäóìàííîé (èçîáðåòåííîé) èì òåîðèè, îòêðûâàåò ðåçóëüòàòû, êî-
òîðûå îí íå çàêëàäûâàë â å¼ àêñèîìàòè÷åñêèå îñíîâû. Èçîáðåòàòåëè
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë Êàðäàíî è Áîìáåëëè è íå ïîäîçðåâàëè, êàêèå óäèâè-
òåëüíûå îòêðûòèÿ â ýòîé òåîðèè â ïîñëåäñòâèè áóäóò ñäåëàíû.
Òîò ôàêò, ÷òî ïðîñòûå èñõîäíûå ïðàâèëà Èãðû ìîãóò ïîðîæäàòü î÷åíü

ñëîæíûå è êðàñèâûå ñòðóêòóðû è èõ ñâîéñòâà, äåéñòâèòåëüíî âûçûâàåò
èçóìëåíèå. Áëàãîäàðÿ ýòîìó, íàì óäàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïðîñòûìè ìå-
òîäàìè ïîçíàâàòü áåñêîíå÷íî ðàçíîîáðàçíûé îêðóæàþùèé ìèð. Îäíà-
êî, ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, ÷òî â âûäóìàííîé ÷åëîâåêîì ñèñòåìå, òàêàÿ
æå ñëîæíîñòü ìîæåò îêàçàòüñÿ è ïàðàäîêñàëüíî ïðîòèâîðå÷èâîé ïðè
íåóäà÷íûõ èñõîäíûõ èçîáðåòåíèÿõ. Ïðèìåð òîìó � ïàðàäîêñ ëæåöà.
Â ëþáîì ñëó÷àå, ôàêò áîãàòñòâà âûâîäîâ, ëåæàùèõ â îñíîâå òîé èëè

èíîé èçîáðåòåííîé ìîäåëè, âðÿä ëè ìîæåò áûòü âåñîìûì äîâîäîì å¼
îáúåêòèâíîñòè. À ñëåäîâàòåëüíî, òî, ÷òî íåêîòîðîå óòâåðæäåíèå â òàêîé
òåîðèè îáúåêòèâíî îáëàäàåò ñâîéñòâîì èñòèííîñòè èëè ëîæíîñòè, âûçû-
âàåò áîëüøèå ñîìíåíèÿ. Îñîáåííî, ïîäîçðèòåëüíî îáúÿâëÿòü èñòèííûì
�íåÿñíî� îïðåäåë¼ííûé îáúåêò.
Ðàññóæäàòü îá èñòèííîñòè íåäîêàçóåìîãî óòâåðæäåíèÿ, êîòîðîå ñåáÿ

íå ìîæåò äîêàçàòü, áåçóñëîâíî çàáàâíî. À êàê áûòü, íàïðèìåð, åñëè îêà-
æåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèÿ î áåñêîíå÷íîñòè èëè êîíå÷íîñòè ïðîñòûõ áëèç-
íåöîâ (pk − pk−1 = 2: {2,3; 3,5; 5,7; 11,13; 17,19; 29,31; ...}) íå âûâîäèìû
èç àêñèîì àðèôìåòèêè? Áóäåò ëè ýòîò ôàêò èñòèíåí èëè ëîæåí?
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Âîïðîñ îá èñòèííîñòè íåäîêàçóåìûõ óòâåðæäåíèé ÿâëÿåòñÿ, â èçâåñò-
íîì ñìûñëå, òåðìèíîëîãè÷åñêèì. Â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàê ìû îïðåäå-
ëÿåì �èñòèííîñòü ôîðìóëû�, è êàêóþ ôèëîñîôñêóþ ïîçèöèþ çàíèìàåì,
âîçìîæíî òî èëè èíîå ïîíèìàíèå ðåçóëüòàòîâ Ã¼äåëÿ. Îäíàêî, â ëþáîì
ñëó÷àå, ìàòåìàòè÷åñêîå ìûøëåíèå íå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü áåç òî÷íûõ
îïðåäåëåíèé èñõîäíûõ �ìåòàïîíÿòèé�, îñîáåííî òàêèõ âàæíûõ, êàê äî-
êàçóåìîñòü è èñòèííîñòü.

Ïîñëå ïîñëåäíèõ ðàçäåëîâ ïîñâÿù¼ííûõ Êàíòîðó è Ã¼äåëþ, ìîãóò âîç-
íèêíóòü âîïðîñû:

◃ �À âñ¼ æå, ñóùåñòâóþò ëè íåñ÷¼òíûå ìíîæåñòâà, òðàíñôèíèòíûå ÷èñ-
ëà è ïîäîáíûå èì îáúåêòû?�

◃ �Ìîæíî ëè ñ÷èòàòü ã¼äåëåâñêîå óòâåðæäåíèå G êîððåêòíî îïðåäå-
ë¼ííûì, à ñëåäîâàòåëüíî èñòèííûì è íåäîêàçóåìûì?�

◃ �Ìîæíî ëè ðàáîòàòü ñ íåêîíñòðóêòèâíûìè îáúåêòàìè, äëÿ îïèñàíèÿ
êîòîðûõ íåò êîíå÷íîãî àëãîðèòìà?�

◃ �Êîððåêòíî ëè ðàññóæäàòü îá îáúåêòàõ, îïðåäåë¼ííûõ ïðè ïîìîùè
áåñêîíå÷íîé ðåêóðñèè?�

Âîçìîæíî äâà îòâåòà. Îäèí ïðèíàäëåæèò Ïóàíêàðå: �Â ìàòåìàòèêå

íåò ñèìâîëîâ äëÿ íåÿñíûõ ìûñëåé�. Âòîðîé îòâåò � ýòè âîïðîñû ïîñòàâ-
ëåíû íå âåðíî. Ïîäîáíûå îáúåêòû êîíå÷íî ñóùåñòâóþò. Õîòÿ áû â ôîð-
ìå îïðåäåë¼ííîãî âîçáóæäåíèÿ íåéðîííîé ñåòè â ãîëîâå ìàòåìàòèêîâ.
È åñëè åñòü ÷àñòü ìàòåìàòèêîâ, êîòîðûì íðàâèòñÿ î íèõ ðàçìûøëÿòü,
óáåæäàÿ äðóã äðóãà, òî ýòî èõ ïðàâî. Êîíå÷íî, îíè ìîãóò áûòü îäíàæäû
íå ïðèÿòíî óäèâëåíû ïîÿâëåíèåì íîâûõ ïàðàäîêñîâ. Íî ýòî âåäü òîæå,
â êîíå÷íîì ñ÷¼òå, èíòåðåñíî. Ïîýòîìó, ÑÌÎÒÐÈ:
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XII Èíòóèöèÿ èñêóññòâåííîãî ðàçóìà

Çàìå÷àòåëüíûé ìàòåìàòèê è ôèçèê Ðîäæåð Ïåíðîóç â êíèãå �Íîâûé
Óì Êîðîëÿ� (1989 ã.), â ñâÿçè ñ ñàìîðåôåðèðóþùèì äîêàçàòåëüñòâîì òåî-
ðåìû Ãåäåëÿ, ïèøåò (âûäåëåíèå Ïåíðîóçà):

�Åñëè óì ìàòåìàòèêà ðàáîòàåò ïîëíîñòüþ àëãîðèòìè÷åñêè, òî
àëãîðèòì (èëè ôîðìàëüíàÿ ñèñòåìà), êîòîðûå îí îáû÷íî èñïîëü-
çóåò äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñâîèõ ñóæäåíèé Proof(k, k), îêàçûâàþòñÿ
íå â ñîñòîÿíèè ñïðàâèòüñÿ ñ óòâåðæäåíèåì ïîëó÷åííûì ñ ïîìî-
ùüþ åãî ñîáñòâåííîãî àëãîðèòìà. Òåì íå ìåíåå, ìû ìîæåì (â
ïðèíöèïå) ïîíÿòü ÷òî Proof(k, k) íà ñàìîì äåëå èñòèííî! Ýòîò
ôàêò, ïî âñåé âèäèìîñòè, äîëæåí áûë áû óêàçàòü åìó íà ïðîòè-
âîðå÷èå, ïîñêîëüêó îí, êàê è ìû, íå ìîæåò íå çàìåòèòü åãî. À ýòî,
â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæåò ñâèäåòåëüñòâîâàòü î íåàëãîðèòìè÷åñêîì
õàðàêòåðå åãî ðàññóæäåíèé!�

Ò.å. ðå÷ü èäåò î òîì, ÷òî õîòÿ ìû íå ñïîñîáíû àëãîðèòìè÷åñêè äîêàçàòü
íåêîòîðîå óòâåðæäåíèå, îäíàêî ñïîñîáíû �èíòóèòèâíî� ïîíÿòü, ÷òî îíî
èñòèííî. Íà ýòî êîìïüþòåð, ðàáîòàþùèé ñòðîãî àëãîðèòìè÷íî, íå ñïî-
ñîáåí â ïðèíöèïå. À åñëè ýòî òàê, òî âñåãäà áóäóò îñòàâàòüñÿ îáëàñòè
ïîçíàíèÿ, â êîòîðûõ ÷åëîâåê èìååò ïðåèìóùåñòâî ïåðåä ìàøèíîé.
Ñòîèò âñïîìíèòü, ÷òî ãîâîðèë ïî ýòîìó ïîâîäó ñàì Òüþðèíã, êîòîðûé

êîå-÷òî ïîíèìàë â àëãîðèòìàõ è òåîðåìå Ã¼äåëÿ:

�Îòâåò íà ýòî âîçðàæåíèå âêðàòöå ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Óñòà-
íîâëåíî, ÷òî âîçìîæíîñòè ëþáîé êîíêðåòíîé ìàøèíû îãðàíè-
÷åíû, îäíàêî â ðàçáèðàåìîì âîçðàæåíèè ñîäåðæèòñÿ ãîëîñëîâ-
íîå, áåç êàêîãî áû òî íè áûëî äîêàçàòåëüñòâà, óòâåðæäåíèå, ÷òî
ïîäîáíûå îãðàíè÷åíèÿ íå ïðèìåíèìû ê ðàçóìó ÷åëîâåêà. ß íå
äóìàþ, ÷òîáû ìîæíî áûëî òàê ëåãêî èãíîðèðîâàòü ýòó ñòîðîíó
äåëà. Êîãäà êàêîé-ëèáî èç òàêîãî ðîäà ìàøèí çàäàþò ñîîòâåò-
ñòâóþùèé êðèòè÷åñêèé âîïðîñ è îíà äàåò îïðåäåëåííûé îòâåò,
ìû çàðàíåå çíàåì, ÷òî îòâåò áóäåò íåâåðíûì, è ýòî äàåò íàì
÷óâñòâî èçâåñòíîãî ïðåâîñõîäñòâà. Íå ÿâëÿåòñÿ ëè ýòî ÷óâñòâî
èëëþçîðíûì? Íåñîìíåííî, îíî áûâàåò äîâîëüíî èñêðåííèì, íî
ÿ íå äóìàþ, ÷òîáû åìó ñëåäîâàëî ïðèäàâàòü ñëèøêîì áîëüøîå
çíà÷åíèå. Ìû ñàìè ñëèøêîì ÷àñòî äàåì íåâåðíûå îòâåòû íà âî-
ïðîñû, ÷òîáû òî ÷óâñòâî óäîâëåòâîðåíèÿ, êîòîðîå âîçíèêàåò ó
íàñ ïðè âèäå ïîãðåøèìîñòè ìàøèí, èìåëî îïðàâäàíèå.� [�Ìîãóò
ëè ìàøèíû ìûñëèòü?� (1950)]

Îòâåò Òüþðèíãà ïðîçâó÷àë íà ñîðîê ëåò ðàíüøå âîïðîñà Ïåíðîóçà.
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Êàê ìû âèäåëè, èñòèííîñòü íåäîêàçóåìûõ óòâåðæäåíèé íå î÷åâèäíà
äëÿ èíòóèöèè ÷àñòè ÷åëîâå÷åñòâà, ïî êðàéíåé ìåðå, àâòîðà ýòîé êðèòèêè.
Ñëåäîâàòåëüíî, èíòóèöèÿ íå ìîæåò áûòü íàäåæíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ
óñòàíîâëåíèÿ èñòèííîñòè. È âñå æå, ïðîáëåìà ðåàëèçàöèè èíòóèöèè äëÿ
ñèñòåìû èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà èìååò ìåñòî. Äëÿ òîãî æå Ïåíðîóçà
èñòèííîñòü íåäîêàçóåìîãî óòâåðæäåíèÿ èíòóèòèâíî î÷åâèäíà. Èìåþò ëè
ìàøèíû ïðàâî íà òàêîå æå ðàçíîîáðàçèå èíòóèòèâíûõ óìîçàêëþ÷åíèé?
Êðîìå ýòîãî, èíòóèöèÿ èãðàåò âàæíóþ ðîëü, êàê ïðè âûáîðå �èíòåðåñ-

íîé� òåîðåìû, òàê è ïðè ïîèñêå å¼ äîêàçàòåëüñòâà. Äîñòàòî÷íî ïðèâåñòè
ðåøèòåëüíîå âûñêàçûâàíèå Àíðè Ïóàíêàðå:

Äîêàçûâàþò ïðè ïîìîùè ëîãèêè, èçîáðåòàþò ïðè ïîìîùè èíòó-
èöèè. Õîðîøî óìåòü êðèòèêîâàòü, åù¼ ëó÷øå óìåòü òâîðèòü. Âû
ñïîñîáíû ðàñïîçíàòü, ïðàâèëüíà ëè äàííàÿ êîìáèíàöèÿ, è ýòî
íåäóðíî, ðàç âû íå îáëàäàåòå èñêóññòâîì ñäåëàòü âûáîð ìåæäó
âñåìè âîçìîæíûìè êîìáèíàöèÿìè. Ëîãèêà íàì ãîâîðèò, ÷òî íà
òàêîì-òî ïóòè ìû ìîæåì áûòü óâåðåíû, ÷òî íå âñòðåòèì ïðåïÿò-
ñòâèé; îíà íå ãîâîðèò, êàêîé ïóòü âåä¼ò ê öåëè. Äëÿ ýòîãî íåîá-
õîäèìî âèäåòü öåëü èçäàëåêà, è èíòóèöèÿ åñòü òà ñïîñîáíîñòü,
êîòîðàÿ ýòîìó íàñ ó÷èò. [�Íàóêà è ìåòîä�].

Íåñîìíåííî, ÷åëîâåê îáëàäàåò èíòóèöèåé. Îíà ÿâëÿåòñÿ îòðàæåíèåì
âïîëíå îáúåêòèâíûõ ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõ �â áåññîçíàòåëüíîé� ÷àñòè
íàøåãî ðàçóìà. È òîëüêî òî, ÷òî ñîçíàíèå ÷åëîâåêà îáû÷íî íå ñïîñîáíî
îùóùàòü äåòàëè ýòèõ ïðîöåññîâ, ïðîÿâëåíèÿ èíòóèöèè ÷àñòî âîñïðèíè-
ìàåòñÿ êàê îùóùåíèå íåêîòîðîãî ÷óäà. Ïî ýòîé æå ïðè÷èíå øèðîêî ðàñ-
ïðîñòðàíåíî çàáëóæäåíèå î òîì, ÷òî èíòóèöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ïðîÿâëåíèåì
àëãîðèòìè÷åñêîé àêòèâíîñòè, è êîìïüþòåð â ïðèíöèïå íå ñïîñîáåí åþ
îáëàäàòü. Ïîýòîìó, èñêóññòâåííûé ðàçóì âñåãäà áóäåò óñòóïàòü ÷åëîâå-
êó â íåêîòîðûõ èíòåëëåêòóàëüíûõ çàäà÷àõ.
Èíòóèöèÿ â êîìïüþòåðíûõ íàóêàõ èìååò ïðÿìîå îòíîøåíèå ê ïðî-

áëåìå ðàñïîçíàâàíèÿ. ×åëîâåê, ðàññìàòðèâàÿ ðàçëè÷íûå äîêàçàòåëüñòâà,
êàê â ôîðìàëüíûõ òåîðèÿõ, òàê è â ðàçãîâîðíûõ äîâîäàõ, äåëàåò îáîá-
ùåíèÿ è ó÷èòñÿ ðàñïîçíàâàòü òî, ÷òî ÿâëÿåòñÿ èñòèííûì, íå ïðîâîäÿ
äåòàëüíîãî äîêàçàòåëüñòâà. Òàêèì îáðàçîì, èíòóèöèþ ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê ñëîæíîå ïðîÿâëåíèå àíàëîãà ñïîñîáíîñòè æèâûõ ñóùåñòâ ðàñ-
ïîçíàâàòü çðèòåëüíûå è ñëóõîâûå îáðàçû.
Èíòåëëåêòóàëüíûå êîìïüþòåðíûå ñèñòåìû ïîäîáíîå ðàñïîçíàâàíèå äå-

ëàþò ïîêà õóæå ÷åëîâåêà. Îäíàêî äåëàþò! È ïðîãðåññ â ýòîé îáëàñòè ïî-
ñòîÿííûé. Ðàíî èëè ïîçäíî ê çðèòåëüíîìó è ñëóõîâîìó ðàñïîçíàâàíèþ
äîáàâèòñÿ ðàñïîçíàíèå èñòèííîñòè ìàòåìàòè÷åñêèõ óòâåðæäåíèé.
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• Ó÷èòûâàÿ �î÷åâèäíîñòü� äëÿ ìíîãèõ íåàëãîðèòìè÷íîñòè èíòóèöèè,
îñòàíîâèìñÿ íà ýòîì ïîäðîáíåå.

Ðàñïîçíàâàíèå îáðàçîâ, ïðîâåäåííîå êàê ÷åëîâåêîì, òàê è êîìïüþòå-
ðîì, íå ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòìè÷íûì â òîì ñìûñëå, ÷òî íå èñïîëüçóåò ôîð-
ìàëüíî îïðåäåëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ. Êîøêà
ïîõîæà íà êîøêó, è âñå òóò. Êîãäà ñòðîèòñÿ òîò èëè èíîé àëãîðèòì ðàñ-
ïîçíàâàíèÿ, îáû÷íî â íåì íå ïåðå÷èñëÿþòñÿ ñòðîãî çàäàííûå ïðàâèëà
òèïà: �Ïðîâåðü åñòü ëè ó îáúåêòà õâîñò. Åñëè äà � òî ýòî êîøêà, åñëè íåò
� ìàòåìàòèê�. Êîìïüþòåðó, êàê è ðåá¼íêó, ïîêàçûâàþò íåêîòîðîå �ìíî-
æåñòâî êîøåê� è äëÿ ïðàâèëüíî ïîñòðîåííîé ñèñòåìû ýòîãî îêàçûâàåòñÿ
äîñòàòî÷íûì, ÷òîáû �ïîíÿòü�, ÷òî åñòü êîøêà.

Ïðè ïîñòðîåíèè �èíòåëëåêòóàëüíûõ àëãîðèòìîâ� ÿâíûì îáðàçîì ïðî-
ñëåæèâàþòñÿ äâå ïðîòèâîïîëîæíûå òåíäåíöèè.

Â ïåðâîé ïðîèñõîäèò ïîèñê àëãîðèòìîâ, ðåøàþùèõ êîíêðåòíóþ çàäà-

÷ó. Íàïðèìåð, øàõìàòíàÿ ïðîãðàììà, ïûòàÿñü íàéòè îïòèìàëüíûé õîä,
ïîñëåäîâàòåëüíî ïåðåáèðàåò óçëû äåðåâà âàðèàíòîâ ðàçâèòèÿ ïàðòèè.
Ìåòîäû òèïà �àëüôà � áåòà îòñå÷åíèé� ýòîò ïåðåáîð äåëàþò äîñòàòî÷íî
ýôôåêòèâíûì. Ýòîò àëãîðèòì ïðèâîäèò ê áîëåå ñèëüíîé èãðå êîìïüþòå-
ðà ïî ñðàâíåíèþ ñ èãðîé áîëüøèíñòâà ïðåäñòàâèòåëåé ÷åëîâå÷åñòâà. Îä-
íàêî, øàõìàòíàÿ ïðîãðàììà â ïîêåð èãðàòü íå óìååò. Àíàëîãè÷íî, ïðè
ïîìîùè õîðîøî ñòðóêòóðèðîâàííîé áàçû çíàíèé (ýêñïåðòíîé ñèñòåìû),
ìîæíî äîñòàòî÷íî íåïëîõî ðåøàòü íåêîòîðûå çàäà÷è ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé
â óçêèõ ïðåäìåòíûõ îáëàñòÿõ, äëÿ êîòîðûõ ýòà áàçà è ñîçäàâàëàñü.

Âòîðîé, ïðîòèâîïîëîæíûé, ïîäõîä çàêëþ÷àåòñÿ â àëãîðèòìè÷åñêîì
çàäàíèè ïðàâèë ôóíêöèîíèðîâàíèÿ íåêîòîðûõ ñèñòåì. Ïðè÷åì, ýòè ïðà-
âèëà ìîãóò áûòü î÷åíü ïðîñòûìè à ïîâåäåíèå ñèñòåì î÷åíü ñëîæíûì.
Êëàññè÷åñêèé ïðèìåð òàêîé ñèòóàöèè � èãðà �Æèçíü�. Òðè ïðîñòûõ ïðà-
âèëà ïîâåäåíèÿ êëåòî÷íîãî àâòîìàòà ïðèâîäÿò ê ïîðàçèòåëüíî ñëîæíûì
ñòðóêòóðàì, êîòîðûå â ýòèõ ïðàâèëàõ ÿâíûì îáðàçîì çàëîæåíû íå áûëè.

Íåêîòîðûå, òàêèì îáðàçîì îïðåäåëåííûå ñèñòåìû, îáëàäàþò íå òîëü-
êî ñëîæíûì ïîâåäåíèåì, íî è ñïîñîáíîñòüþ àññîöèàòèâíî çàïîìèíàòü
èíôîðìàöèþ è ïðîâîäèòü îáîáùåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå îíè ñòàíîâÿòñÿ óíè-
âåðñàëüíûìè ìàøèíàìè, ñïîñîáíûìè ðåøàòü, íàïðèìåð, çàäà÷è ðàñïî-
çíàâàíèÿ. Àëãîðèòì �êàê ýòî äåëàòü� â ýòè ñèñòåìû íå çàêëàäûâàåòñÿ.
Íàïðèìåð, ïðàâèëà ðàáîòû êîìïüþòåðíûõ íåéðîííûõ ñåòåé çàäàþòñÿ
ïðîñòûìè àëãîðèòìàìè îïèñûâàþùèìè �ôèçèêó� ïîâåäåíèÿ íåéðîíà. Â
íèõ íè÷åãî íå ãîâîðèòñÿ, êàê ðåøàòü òó èëè èíóþ çàäà÷ó ðàñïîçíàâàíèÿ.
Îäíà è òà æå, ïî ðàçíîìó îáó÷åííàÿ ñåòü ìîæåò ðàñïîçíàâàòü êàê ñïåê-
òðîãðàììû õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ, òàê è ëèöà ñèìïàòè÷íûõ äåâóøåê.
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ßâëÿÿñü ïî ñâîåé ñóòè àëãîðèòìè÷åñêèì îáúåêòîì, íåéðîííàÿ ñåòü îá-
ëàäàåò ýëåìåíòàìè �íåàëãîðèòìè÷íîñòè� â ñâî¼ì ïîâåäåíèè. Ïî êðàéíåé
ìåðå, å¼ ñîçäàòåëü ÷àñòî íå ñïîñîáåí òî÷íî ïðåäñêàçàòü ðåçóëüòàò ðàáîòû
òàêîé ñèñòåìû. Îíà æå ìîæåò âûäàâàòü è íå÷¼òêèå âûâîäû (ñ âåðîÿòíî-
ñòüþ 70% � ýòî óãëåðîä, èëè ýòî êðàñàâèöà, è ò.ä.) Çà íåâûñîêèìè ãîðàìè
è ðàçâèòèå íà ýòîé æå îñíîâå ìàòåìàòè÷åñêîé èíòóèöèè. Åñòåñòâåííî, åñ-
ëè äâå ñèñòåìû îáó÷àþòñÿ íà ðàçëè÷íûõ âûáîðêàõ, îíè áóäóò èìåòü è
íåñêîëüêî ðàçëè÷íóþ èíòóèöèþ, õîòÿ â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ èõ âûâîäû
äîëæíû ñîâïàäàòü. Òîëüêî áëàãîäàðÿ ýòîìó, ìàòåìàòèêè, îáû÷íî, ñïî-
ñîáíû óáåäèòü äðóã äðóãà â äîñòîâåðíîñòè ñâîèõ âûâîäîâ.

Â ñâÿçè ñ ðåàëèçàöèåé ìàòåìàòè÷åñêîé èíòóèöèè, â èñêóññòâåííûõ ñè-
ñòåìàõ âîçíèêàåò ìíîæåñòâî âîïðîñîâ. Êàêîå ïðîñòðàíñòâî ïðèçíàêîâ
íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ïðè îáó÷åíèè êîìïüþòåðà èíòóèòèâíîìó ìûø-
ëåíèþ? Ïîíÿòíî, ÷òî äîêàçàòåëüñòâà èç îáó÷àþùåé âûáîðêè áóäóò èìåòü
ðàçëè÷íóþ äëèíó (ðàçìåðíîñòü). Êàêîé ìåðîé áëèçîñòè íåîáõîäèìî íà-
äåëèòü äâå ôîðìóëû èëè äâà ìàòåìàòè÷åñêèõ ðàññóæäåíèÿ? Èõ ñïèñîê
äîñòàòî÷íî äëèííûé, è çàäà÷à âûãëÿäèò èñêëþ÷èòåëüíî ñëîæíîé.

Ïðîáëåìà íåñ÷åòíîñòè ôèçè÷åñêîãî ìèðà òàêæå èìååò îïðåäåëåííîå
îòíîøåíèå ê ñ÷¼òíûì àëãîðèòìàì è èñêóññòâåííîìó èíòåëëåêòó. Îäíà-
êî, äàæå åñëè íå ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå ñîìíåíèÿ, ïðèâåäåííûå âûøå,
ïðîáëåìà íåñ÷åòíîñòè, ïî-âèäèìîìó, â ðàâíîé ñòåïåíè îòíîñèòñÿ êàê ê
êîìïüþòåðó, òàê è ê ÷åëîâåêó. Õîòÿ ÷åëîâå÷åñêèé ìîçã ÿâëÿåòñÿ àíà-
ëîãîâûì ïðèðîäíûì êîìïüþòåðîì, äëÿ åãî âûñîêîóðîâíåâîãî ïîâåäåíèÿ
âàæíîñòü íåïðåðûâíîñòè, íèæíåãî ôèçè÷åñêîãî óðîâíÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ
ñîìíèòåëüíûì. Â êîíå÷íîì ñ÷åòå, ìîçã � ýòî êîëîíèÿ êëåòîê, à èíòåëëåê-
òóàëüíîå ïîâåäåíèå � ëèøü îòõîäû èõ æèçíåäåÿòåëüíîñòè. Êîìïüþòåð
òàêæå ÿâëÿåòñÿ ôèçè÷åñêèì óñòðîéñòâîì, õîòÿ åãî ïîâåäåíèå, â áîëü-
øèíñòâå ñëó÷àåâ, äîñòàòî÷íî èäåàëüíî. Âïîëíå âåðîÿòíî, ÷òî â áóäóùåì
ïîòðåáóåòñÿ äîïîëíèòü êëàññè÷åñêóþ àðõèòåêòóðó êîìïüþòåðà íåêîòî-
ðûìè àíàëîãîâûìè óñòðîéñòâàìè, íàïðèìåð, ôèçè÷åñêèì ãåíåðàòîðîì
ñëó÷àéíûõ ÷èñåë è ò.ï. Îäíàêî, íåò íè îäíîãî ôàêòà, äîêàçûâàþùå-
ãî ïðèíöèïèàëüíóþ ôóíêöèîíàëüíóþ íåñâîäèìîñòü åñòåñòâåííûõ èíòåë-
ëåêòóàëüíûõ ñèñòåì ê èñêóññòâåííûì.

Â ëþáîì ñëó÷àå, ðåçóëüòàòû Ãåäåëÿ èëè Êàíòîðà íå èìåþò íèêàêîãî
îòíîøåíèÿ ê ïðîáëåìå ïîñòðîåíèÿ èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà. Ñêîðåå
âñåãî, ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íî êîíñòðóêòèâíîé. Âîçìîæíîñòü ïî-
ñòðîåíèÿ èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà, ïðåâîñõîäÿùåãî ÷åëîâå÷åñêèé, áó-
äåò äîêàçàíà â ìîìåíò åãî âîçíèêíîâåíèÿ. Òîãäà êàê äîêàçàòü åãî íåâîç-
ìîæíîñòü ïî-âèäèìîìó íåâîçìîæíî...


