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Â ðàáîòå ïîëó÷åíû äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ïîâîðîò
ñòåðæíÿ è ïðåöåññèþ ñîáñòâåííîãî ìîìåíòà èìïóëüñà ãèðîñêîïà, äâèæó-
ùèõñÿ ïî êðèâîëèíåéíîé òðàåêòîðèè. Ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå ïðèìåðû
òàêîãî äâèæåíèÿ.

Ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ îòëè÷àþòñÿ îò èçâåñòíîé ôîðìóëû Òîìàñà, åñëè
èíòåðïðåòèðîâàòü å¼ êàê ïîâîðîò íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà îòíî-
ñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû. Ñâÿçàíî ýòî ñ òåì, ÷òî êîîðäèíàòíûå îñè
äâèæóùåéñÿ ñèñòåìû îòñ÷¼òà â îáùåì ñëó÷àå íåîðòîãîíàëüíû äëÿ íåïî-
äâèæíûõ íàáëþäàòåëåé. Ïðè èçìåíåíèè ñêîðîñòè èõ îðèåíòàöèÿ èçìåíÿ-
åòñÿ íå òîëüêî â ðåçóëüòàòå âèãíåðîâñêîãî âðàùåíèÿ, íî è â ñèëó ëîðåí-
öåâñêîãî ñîêðàùåíèÿ äëèíû. Â ðàáîòå âûïîëíåí ñîâìåñòíûé ó÷¼ò ýòèõ
ýôôåêòîâ.

Ïîêàçàíî, ÷òî âåêòîðû, ñâÿçàííûå ñ ðàçëè÷íûìè ôèçè÷åñêèìè âåëè÷èíà-
ìè, èçìåíÿþòñÿ ðàçëè÷íûì îáðàçîì ïðè äâèæåíèè íåèíåðöèàëüíîé ñèñòå-
ìû îòñ÷¼òà. Ïîýòîìó êèíåìàòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå èçìåíåíèå
ýòèõ âåêòîðîâ, îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà îêàçûâàþòñÿ
ðàçëè÷íûìè.
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1 Ïðåöåññèÿ Òîìàñà

Ïðåöåññèÿ Ëþýëèíà Õèëëåòà Òîìàñà [1] áûëà ââåäåíà â 1926 ã. ñ öåëüþ
îáúÿñíåíèÿ ñïèíîâîãî ðàñùåïëåíèÿ ëèíèé â ñïåêòðàõ àòîìîâ. Â íàñòî-
ÿùåå âðåìÿ ïîñëåäîâàòåëüíîå ïîñòðîåíèå ãàìèëüòîíèàíà äëÿ ýëåêòðî-
íà, íàõîäÿùåãîñÿ â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå, îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè ïîìî-
ùè óðàâíåíèÿ Äèðàêà. Òåì íå ìåíåå, êèíåìàòè÷åñêèé ýôôåêò ñïåöèàëü-
íîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, ó÷ò¼ííûé Òîìàñîì, èìååò ñàìîñòîÿòåëüíîå
çíà÷åíèå. Ñóùåñòâóåò îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà, ïîñâÿù¼ííàÿ òîìàñîâñêîé
ïðåöåññèè, ïðåêðàñíûé îáçîð êîòîðîé ìîæíî íàéòè â íåäàâíåé ñòàòüå [2].

Ðàññìîòðèì âðàùàþùèéñÿ ãèðîñêîï (âîë÷îê), ê êîòîðîìó ïðèëîæå-
íà ñèëà, èçìåíÿþùàÿ ñêîðîñòü åãî ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ. Åñëè ìî-
ìåíò ñèëû îòñóòñòâóåò, òî â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ãèðîñêîï ïðè äâèæå-
íèè â ïðîñòðàíñòâå áóäåò ñîõðàíÿòü íàïðàâëåíèå âåêòîðà ñîáñòâåííîãî
ìîìåíòà èìïóëüñà. Â òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà
â îáùåì ñëó÷àå íå êîììóòàòèâíû. Ýòî ïðèâîäèò ê ïîâîðîòó ìîìåíòà
èìïóëüñà (ïðåöåññèè) ïðè èçìåíåíèè ãèðîñêîïîì ñêîðîñòè îòíîñèòåëüíî
�íåïîäâèæíîé� (ëàáîðàòîðíîé) ñèñòåìû îòñ÷¼òà.

Ïîõîæóþ çàäà÷ó ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü äëÿ ñòåðæíÿ, äâèæóùåãîñÿ
ïî êðèâîëèíåéíîé òðàåêòîðèè. Åñëè åãî óñêîðåíèå (íî íå ñêîðîñòü) íåâå-
ëèêî, òî ñòåðæåíü ìîæíî ñ÷èòàòü óñëîâíî æ¼ñòêèì. Â êà÷åñòâå òàêîãî
ñòåðæíÿ ìîæåò âûñòóïàòü îäíà èç îñåé ñèñòåìû îòñ÷¼òà, íà÷àëî êîòî-
ðîé äâèæåòñÿ ñ ïåðåìåííîé ñêîðîñòüþ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè èçìåíå-
íèè ñêîðîñòè âñå òî÷êè ñòåðæíÿ ïåðåíîñÿòñÿ ïàðàëëåëüíûì îáðàçîì ñ
òî÷êè çðåíèÿ íàáëþäàòåëåé â ìãíîâåííî ñîïóòñòâóþùåé ñòåðæíþ èíåð-
öèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà (ÈÑÎ). Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ íàáëþäàòåëåé â
ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå ñòåðæíÿ áóäåò
ñîïðîâîæäàòüñÿ åãî ïîâîðîòîì.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èíû ïîâîðîòà â ïîñòàâëåííûõ çàäà÷àõ íåèíåð-
öèàëüíàÿ ñèñòåìà îòñ÷¼òà (ÍÈÑÎ), ñâÿçàííàÿ ñ ãèðîñêîïîì èëè ñòåðæ-
íåì, àïïðîêñèìèðóåòñÿ ñîïóòñòâóþùèìè ÈÑÎ â ìîìåíòû âðåìåíè t è
t + dt. Ïóñòü K � ýòî ëàáîðàòîðíàÿ ñèñòåìà îòñ÷¼òà, K ′ � ñîïóòñòâó-
þùàÿ ÈÑÎ, èìåþùàÿ îòíîñèòåëüíî K ñêîðîñòü v = v(t), à K ′′ � ñî-
ïóòñòâóþùàÿ ñèñòåìà â ñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè t+ dt, äâèæóùàÿñÿ
îòíîñèòåëüíî K ñî ñêîðîñòüþ v+dv (ðèñ. 1). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îòíî-
ñèòåëüíî K ′ ñèñòåìà K ′′ ïåðåìåùàåòñÿ ïîñòóïàòåëüíî ñî ñêîðîñòüþ dv′.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç L(v) ìàòðèöó áóñòà (ëîðåíöåâñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
áåç âðàùåíèÿ), à ÷åðåç R(n, ϕ) � ìàòðèöó 3-ìåðíîãî âðàùåíèÿ äåêàðòî-
âûõ îñåé âîêðóã åäèíè÷íîãî âåêòîðà n íà óãîë ϕ.
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Âûïîëíåíèå ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé îò K ê K ′ ñî ñêîðî-
ñòüþ v è îò K ′ ê K ′′ ñî ñêîðîñòüþ dv′ ýêâèâàëåíòíî êîìïîçèöèè áóñòà è
ñëåäóþùåãî çà íèì ïîâîðîòà (ñì. ïðèëîæåíèå A):

L(dv′)L(v) = R(n, dϕ)L(v + dv), (1)

ãäå ïàðàìåòðû áåñêîíå÷íî ìàëîãî ïîâîðîòà, íàçûâàåìîãî âèãíåðîâñêèì
âðàùåíèåì, ðàâíû:

n dϕ = − γ2

γ + 1
[v × dv], (2)

à dv è dv′ ñâÿçàíû ñòàíäàðòíûì çàêîíîì ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé. Çäåñü è
äàëåå γ = 1/

√
1− v2 � ëîðåíöåâñêèé ôàêòîð, è âûáðàíà ñèñòåìà åäèíèö,

â êîòîðîé ñêîðîñòü ñâåòà c = 1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óìíîæåíèÿ ìàòðèö
îáðàòíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûïîëíÿåìûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Ðèñóíîê 1. Äâèæåíèå ÍÈÑÎ â ìîìåíòû âðåìåíè t è t+ dt àïïðîêñèìè-
ðóåòñÿ ñîïóòñòâóþùèìè ÈÑÎ K ′ è K ′′. Äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ áóñòà (îò
ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû K ê K ′ è çàòåì ê K ′′) ýêâèâàëåíòíû áóñòó îò K ê
K̃ ′′ è ñëåäóþùåìó çà íèì ïîâîðîòó.

Ñîîòíîøåíèå (2) ëåæèò â îñíîâå îáùåïðèíÿòîãî ïîäõîäà ê ðåøåíèþ
çàäà÷ óñêîðåííîãî äâèæåíèÿ ãèðîñêîïà [2]-[4] èëè ñòåðæíÿ (êîîðäèíàò-
íîé îñè ÍÈÑÎ) [2]. Äëÿ íàáëþäàòåëåé â K ′ è K ′′ ìãíîâåííûå ïîëîæå-
íèÿ, íàïðèìåð, ñòåðæíÿ ïàðàëëåëüíû äðóã äðóãó. Â ñèëó âèãíåðîâñêîãî
âðàùåíèÿ ýòî áóäåò íå òàê äëÿ íàáëþäàòåëåé â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå
îòñ÷¼òà. Èíîãäà [3] ïîâîðîò (2) èíòåðïðåòèðóåòñÿ, êàê âðàùåíèå ÍÈÑÎ
îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà. Ïóñòü s � ìîìåíò èìïóëü-
ñà ãèðîñêîïà èëè âåêòîð, íàïðàâëåííûé âäîëü ñòåðæíÿ. Â ðåçóëüòàòå
ïîâîðîòà êîîðäèíàòíûõ îñåé ìåíÿþòñÿ è ëþáûå âåêòîðû, íåïîäâèæíûå
â ÍÈÑÎ: ds = dϕn × s. Ïîýòîìó, ââîäÿ 3-ìåðíîå óñêîðåíèå a = dv/dt,
ìîæíî çàïèñàòü:

ds

dt
= − γ2

γ + 1
[v × a]× s. (3)

Ýòó ôîðìóëó ïîëó÷èë Òîìàñ, à îáùåèçâåñòíûé å¼ âûâîä ïðèâîäèòñÿ â
ó÷åáíèêå Ì¼ëëåðà [3].
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2 Ïî÷åìó óðàâíåíèå Òîìàñà íå îòíîñèòñÿ ê ëàáîðàòîðíîé ÑÎ

Âèãíåðîâñêîå âðàùåíèå â (1) âûïîëíÿåòñÿ ïîñëå ëîðåíöåâñêîãî áóñòà
ñî ñêîðîñòüþ v+dv, ïåðåâîäÿùåãîK â ñèñòåìó K̃ ′′. Ïîýòîìó ñîïóòñòâóþ-
ùàÿ ñèñòåìàK ′′ ïîâ¼ðíóòà íà óãîë (2) îòíîñèòåëüíî K̃ ′′, è èíòåðïðåòàöèÿ
ýòîãî ïîâîðîòà îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû òðåáóåò îïðåäåë¼í-
íîé àêêóðàòíîñòè. Â ÷àñòíîñòè, â [5] ïðåäëàãàåòñÿ ó÷èòûâàòü çàìåäëåíèå
âðåìåíè, ÷òî ïðèâîäèò ê çàìåíå γ2 7→ γ â ÷èñëèòåëå ôîðìóëû (3). Â ýòîì
ñëó÷àå, ñ òî÷êè çðåíèÿ àâòîðîâ ðàáîò [2],[5], óðàâíåíèå (3) âûïîëíÿåòñÿ
îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà.
Îäíàêî, êðîìå çàìåäëåíèÿ âðåìåíè, íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü è äðóãèå

êèíåìàòè÷åñêèå ýôôåêòû. Èç ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà ñëåäóåò, ÷òî åñëè
îäíîâðåìåííî çàôèêñèðîâàòü ïîëîæåíèå âñåõ òî÷åê äâèæóùåãîñÿ îáúåê-
òà, òî îí áóäåò âûãëÿäåòü ñæàòûì â íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ. Íàïðèìåð,
êâàäðàò (â ñîáñòâåííîé ñèñòåìå îòñ÷åòà), äâèæóùèéñÿ ñî ñêîðîñòüþ v â
ïëîñêîñòè (x, y) âäîëü îäíîé èç ãðàíåé, áóäåò êîðî÷å â γ ðàç (ðèñóíîê
2a). Åñëè æå êâàäðàò äâèæåòñÿ ïîä óãëîì 45 ãðàäóñîâ, òî åãî äèàãîíàëü
âäîëü íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ áóäåò ñîêðàùàòüñÿ, à âòîðàÿ äèàãîíàëü �
íåò. Ðåçóëüòàò èçîáðàæ¼í íà ðèñóíêå 2b.
Ïðåäñòàâèì, ÷òî ñòîðîíû êâàäðàòà � ýòî êîîðäèíàòíûå îñè (x′, y′) äâè-

æóùåéñÿ ñèñòåìû îòñ÷¼òà. Òîãäà ïðè ïðîèçâîëüíîì íàïðàâëåíèè å¼ ñêî-
ðîñòè ýòè îñè áóäóò íå îðòîãîíàëüíû äðóã äðóãó è íåêîòîðûì îáðàçîì
ïîâ¼ðíóòû îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà.

Ðèñóíîê 2. Äâèæåíèå êâàäðàòà ñî ñêîðîñòüþ v = 0.8 â ðàçëè÷íûõ íà-
ïðàâëåíèÿõ. Ïóíêòèð � êîîðäèíàòíàÿ ñåòêà íåïîäâèæíîé ñèñòåìû. Òðåòèé
ðèñóíîê � êîîðäèíàòíûå îñè 8 ÈÑÎ, äâèæóùèõñÿ â ðàçëè÷íûõ íàïðàâëå-
íèÿõ.

Íà ðèñóíêå 2ñ èçîáðàæåíû êîîðäèíàòíûå îñè âîñüìè ñèñòåì îòñ÷¼òà
è ñòðåëêàìè óêàçàíû íàïðàâëåíèÿ èõ ñêîðîñòè (ñì. ïðèëîæåíèå B). Â
çàâèñèìîñòè îò íàïðàâëåíèÿ ñêîðîñòè êîîðäèíàòíûå îñè íàêëîíÿþòñÿ
ïîä ðàçëè÷íûìè óãëàìè. Ïîíÿòíî, ÷òî, ïîìèìî âèãíåðîâñêîãî âðàùåíèÿ,
íåîáõîäèìî ó÷åñòü ïîäîáíûé ýôôåêò �èñêàæåíèÿ� êîîðäèíàòíîé ñåòêè
äâèæóùåéñÿ ñèñòåìû îòñ÷¼òà.
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Ïðåöåññèÿ Òîìàñà òàêæå òåñíî ñâÿçàíà ñ îòíîñèòåëüíîñòüþ îäíîâðå-
ìåííîñòè. Ðàññìîòðèì ñòåðæåíü, ðàñïîëîæåííûé �ãîðèçîíòàëüíî� âäîëü
íàïðàâëåíèÿ ñâîåãî äâèæåíèÿ. Ïóñòü íàáëþäàòåëè â ñèñòåìå K ′, ñâÿ-
çàííîé ñî ñòåðæíåì, îäíîâðåìåííî ñîîáùàþò âñåì òî÷êàì ñòåðæíÿ ñêî-
ðîñòü â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè (ðèñ.3a). Äëÿ �íåïîäâèæíûõ� íàáëþ-
äàòåëåé â K ãîðèçîíòàëüíàÿ ñêîðîñòü ñòåðæíÿ íå èçìåíèòñÿ, à âåðòè-
êàëüíàÿ îêàæåòñÿ îòëè÷íîé îò íóëÿ. Ïîýòîìó ñòåðæåíü ïîëó÷àåò óñêîðå-
íèå a, ïåðïåíäèêóëÿðíîå ê åãî ñêîðîñòè v. Â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì
(3) â ìîìåíò ïîëó÷åíèÿ óñêîðåíèÿ äîëæåí âîçíèêíóòü ïîâîðîò ñòåðæíÿ
(v × a ̸= 0). Ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ â îñíîâå ýòîãî ýôôåêòà ëåæèò
îòíîñèòåëüíîñòü îäíîâðåìåííîñòè äâóõ ñîáûòèé. Åñëè äâèæóùèåñÿ íà-
áëþäàòåëè îäíîâðåìåííî íà÷èíàþò �ïîäíèìàòü ââåðõ� ëåâûé è ïðàâûé
êîíöû ñòåðæíÿ, òî ýòè äâà ñîáûòèÿ áóäóò íåîäíîâðåìåííû äëÿ íåïî-
äâèæíûõ íàáëþäàòåëåé. Äëÿ íèõ ïðàâûé êîíåö ñòåðæíÿ íà÷í¼ò ïîäíè-
ìàòüñÿ ïîçæå ëåâîãî, ÷òî â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå áóäåò âûãëÿäåòü, êàê
ïîâîðîò (ðèñ.3b).

Ðèñóíîê 3. Ñòåðæåíü, äâèæóùèéñÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè ïðè-
îáðåòàåò âåðòèêàëüíóþ êîìïîíåíòó ñêîðîñòè. Ïåðâàÿ êàðòèíêà äëÿ ãîðè-
çîíòàëüíîãî ñòåðæíÿ âûïîëíåíà �ñ òî÷êè çðåíèÿ� íàáëþäàòåëåé, ñâÿçàí-
íûõ ñî ñòåðæíåì, âòîðàÿ � äëÿ �íåïîäâèæíûõ� íàáëþäàòåëåé â ëàáîðàòîð-
íîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà. Íà òðåòüåé êàðòèíêå àíàëîãè÷íîå óñêîðåíèå ïîëó÷àåò
âåðòèêàëüíî îðèåíòèðîâàííûé ñòåðæåíü.

Îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå óðàâíåíèå (3) íåâåðíî îïèñûâàåò ïîâåäåíèå
óñêîðåííî äâèæóùåãîñÿ ñòåðæíÿ. Èç (3) ñëåäóåò, ÷òî òàêîé æå ïîâî-
ðîò äîëæåí ïðîèçîéòè è äëÿ âåðòèêàëüíî îðèåíòèðîâàííîãî ñòåðæíÿ
(ðèñ.3c). Â ýòîì ñëó÷àå ñîáûòèÿ íà÷àëà ñìåùåíèÿ íèæíåãî è âåðõíå-
ãî êîíöà ñòåðæíÿ ïðîèñõîäÿò íà ëèíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê ñêîðîñòè.
Ïîýòîìó îíè îäíîâðåìåííû äëÿ íàáëþäàòåëåé â îáîèõ ñèñòåìàõ. Ñëåäî-
âàòåëüíî, îòñóòñòâóåò ôèçè÷åñêàÿ ïðè÷èíà äëÿ ïîâîðîòà â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè (êîãäà óñêîðåíèå ïîÿâèëîñü, íî ñêîðîñòü åù¼ íå èçìå-
íèëàñü è ïåðïåíäèêóëÿðíà ñòåðæíþ). Òåì íå ìåíåå, ôîðìóëà Òîìàñà (3)
(åñëè èíòåðïðåòèðîâàòü å¼, êàê óðàâíåíèå â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷¼-
òà) ïðåäñêàçûâàåò ïîâîðîò ñòåðæíÿ è â ýòîì ñëó÷àå, ÷òî íåâåðíî.
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Ïîõîæèå àðãóìåíòû ìîæíî ïðèâåñòè îòíîñèòåëüíî ñîáñòâåííîãî ìî-
ìåíòà èìïóëüñà âðàùàþùåãîñÿ ãèðîñêîïà. Ïóñòü íåïîäâèæíûé (íî âðà-
ùàþùèéñÿ) ãèðîñêîï íà÷èíàþò ñ óñêîðåíèåì ïåðåìåùàòü âäîëü ïðÿìîé
òàêèì îáðàçîì, ÷òî âåêòîðû a è v âñ¼ âðåìÿ îñòàþòñÿ ïàðàëëåëüíûìè.
Òîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (3) áóäåò ðàâíà íóëþ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
êîìïîíåíòû ìîìåíòà èìïóëüñà ãèðîñêîïà íå èçìåíÿþòñÿ ïðè óâåëè÷å-
íèè èì ñêîðîñòè. Îäíàêî ïðè ýòîì ãèðîñêîï îêàçûâàåòñÿ â äâèæóùåéñÿ
ÈÑÎ (ïîñëå ïðåêðàùåíèÿ óñêîðåíèÿ). Â ñèëó ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà
äëÿ ìîìåíòà èìïóëüñà åãî êîìïîíåíòû äîëæíû îòëè÷àòüñÿ îò èñõîäíûõ
â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà.
Íàêîíåö, îáðàòèìñÿ ê ýêñïåðèìåíòó. Äâèæåíèå êëàññè÷åñêîãî ñïèíà

âî âíåøíåì ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Áàðãìàíà-
Ìèøåëÿ-Òåëåãäè (BMT) [6]. Ñ åãî ïîìîùüþ ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ îïðå-
äåëÿþòñÿ àíîìàëüíûå ìàãíèòíûå ìîìåíòû ÷àñòèö [7]. Äëÿ ÷àñòèöû ñ
íóëåâûì ìàãíèòíûì ìîìåíòîì (íåò ëàðìîðîâñêîé ïðåöåññèè), â ëàáîðà-
òîðíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà óðàâíåíèå BMT èìååò âèä (ðàçäåë 9):

dS

dt
= γ2 (aS)v. (4)

Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ 3-ìåðíîé çàïèñüþ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà Ôåðìè
[8] (ðàçäåë 7), êîòîðîå òàêæå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ãè-
ðîñêîïà â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî (4) ñóùåñòâåííî
îòëè÷àåòñÿ îò óðàâíåíèÿ Òîìàñà (3) è ïðèâîäèò íå òîëüêî ê ïîâîðîòó
ñïèíà, íî è ê èçìåíåíèþ åãî äëèíû.
Êðîìå ýòîãî, ïðè îáñóæäåíèè âèãíåðîâñêîãî ïîâîðîòà îáû÷íî ïðåä-

ïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå 3-ìåðíûå âåêòîðû ïîâîðà÷èâàþòñÿ îäèíàêîâûì îá-
ðàçîì ïðè èçìåíåíèè ñêîðîñòè ÍÈÑÎ. Ýòî áûëî áû òàê äëÿ îáû÷íîãî
ïîâîðîòà íåïîäâèæíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Îäíàêî íàñ èí-
òåðåñóåò èçìåíåíèå âåêòîðîâ, äâèæóùèõñÿ îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé
ñèñòåìû. Â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ñâîéñòâà ýòèõ âåêòîðîâ
ïî îòíîøåíèþ ê ïðåîáðàçîâàíèÿì Ëîðåíöà. Íàïðèìåð, ïðîåêöèè ñïèíà
ÿâëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâåííûìè êîìïîíåíòàìè 4-âåêòîðà. Ïîëíûé ìîìåíò
èìïóëüñà � ýòî òðè èç øåñòè êîìïîíåíò 4-òåíçîðà. Ðàäèóñ-âåêòîð, íà-
ïðàâëåííûé âäîëü ñòåðæíÿ, � ýòî òîæå 3-âåêòîð. Âñå ýòè âåêòîðû îäè-
íàêîâî âåäóò ñåáÿ ïî îòíîøåíèþ ê 3-ìåðíûì âðàùåíèÿì, íî àáñîëþò-
íî ïî-ðàçíîìó ïî îòíîøåíèþ ê ïðåîáðàçîâàíèÿì Ëîðåíöà. Â ðåçóëüòàòå
ðàçëè÷íûå ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû, âûðàæàåìûå ÷åðåç 3-ìåðíûå âåêòîðû,
áóäóò èìåòü ðàçëè÷íûå óðàâíåíèÿ äëÿ ñâîåãî èçìåíåíèÿ.
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Ðàçëè÷èå ëîðåíö-òðàíñôîðìàöèîííûõ ñâîéñòâ âåêòîðîâ íå ó÷èòûâà-
åòñÿ òàêæå â ïîäõîäå, â êîòîðîì èñïîëüçóåòñÿ íååâêëèäîâûé õàðàêòåð
ïðîñòðàíñòâà ñêîðîñòåé. Òàêîå ïðîñòðàíñòâî 3-ìåðíî. Ïîýòîìó ðàññìàò-
ðèâàåìûå â í¼ì 3-ìåðíûå âåêòîðû ôèçè÷åñêè îòîæäåñòâëÿþòñÿ, õîòÿ
îíè ìîãóò èìåòü àáñîëþòíî ðàçëè÷íóþ ïðèðîäó.
Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò íåîáõîäèìîñòü â ïðîÿñíåíèè ðÿäà âîïðî-

ñîâ, ñâÿçàííûõ ñ êèíåìàòè÷åñêèìè ýôôåêòàìè ñïåöèàëüíîé òåîðèè îò-
íîñèòåëüíîñòè, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê ïðåöåññèè Òîìàñà.
Ñòàòüÿ ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé, êîòîðûå ïîñâÿùåíû ïîâîðîòó ñòåðæíÿ

è ïðåöåññèè ñïèíà. Ïðè ïîìîùè ïîäõîäà, îñíîâàííîãî íà ñîïóòñòâóþ-
ùèõ ÈÑÎ, âûâîäèòñÿ óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå ïîâîðîò óñêîðåííî äâè-
æóùåãîñÿ ñòåðæíÿ, êîòîðûé ïðè èçìåíåíèè ñêîðîñòè ïåðåìåùàåòñÿ ïà-
ðàëëåëüíî ñ òî÷êè çðåíèÿ íàáëþäàòåëåé â ñîïóòñòâóþùèõ ÈÑÎ. Îáñóæ-
äàþòñÿ óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ. Óðàâíåíèå, îïè-
ñûâàþùåå óñêîðåííîå äâèæåíèå ñïèíà (êàê óðàâíåíèå ïåðåíîñà Ôåðìè),
ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç äîñòàòî÷íî ïðîñòûõ êîâàðèàíòíûõ ñîîáðàæå-
íèé. Îäíàêî ñíà÷àëà îíî áóäåò íàéäåíî ïðè ïîìîùè äâóõ ñîïóòñòâóþ-
ùèõ ÈÑÎ, òàê æå, êàê è â ñëó÷àå ñî ñòåðæíåì. Ìû ïîêàæåì, ÷òî ðàçëè÷-
íûå îïðåäåëåíèÿ ñïèíà äâèæóùåãîñÿ ãèðîñêîïà ïðèâîäÿò ê ðàçëè÷íûì
óðàâíåíèÿì ïðåöåññèè îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà. Â
êà÷åñòâå ïðèìåðà êðèâîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ ñïèíà áóäåò ðàññìîòðåíî
äâèæåíèå â îäíîðîäíîì ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå è äåòàëüíî ðàçîáðàíà
ïðåöåññèÿ ñïèíà â ýòîì ñëó÷àå.
Â ïðèëîæåíèÿõ ñîáðàí ðÿä âàæíûõ âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ òîìàñîâ-

ñêîé ïðåöåññèåé. Â åäèíûõ îáîçíà÷åíèÿõ ñðàâíèâàåòñÿ ïîäõîä ê ïðî-
áëåìå â èçâåñòíûõ ó÷åáíèêàõ Äæåêñîíà [4] è Ì¼ëëåðà [3] (ïðèëîæåíèå
A). Â ïðèëîæåíèè B âûâîäÿòñÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ïîâîðîòà êîîðäèíàò-
íûõ îñåé äâèæóùåéñÿ ÈÑÎ ñ òî÷êè çðåíèÿ íåïîäâèæíûõ íàáëþäàòåëåé.
Ïðèëîæåíèå C ïîñâÿùåíî äåòàëÿì êîâàðèàíòíîãî ââåäåíèÿ 4-âåêòîðà è
4-òåíçîðà ñïèíà äëÿ ñèñòåìû ÷àñòèö. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà äèíàìèêè, îïè-
ñûâàþùåé ïîâîðîò ñòåðæíÿ, â ïðèëîæåíèè D ðàññìîòðåíî äâèæåíèå ÍÈ-
ÑÎ ïî îêðóæíîñòè. Â ïðèëîæåíèè E ïðèâåäåí åù¼ îäèí âûâîä óðàâíåíèÿ
äëÿ ñòåðæíÿ, îñíîâàííûé íåïîñðåäñòâåííî íà âèãíåðîâñêîì âðàùåíèè
ñîâìåñòíî ñ ëîðåíöåâñêèì �èñêàæåíèåì� êîîðäèíàòíîé ñåòêè. Ïîñëåäíåå
ïðèëîæåíèå F ñîäåðæèò âûâîä äèíàìè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò
òåíçîðà ñïèíà íà îñíîâå åãî òðàíñôîðìàöèîííûõ ñâîéñòâ.
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3 Óðàâíåíèå äëÿ ñòåðæíÿ

Ïóñòü â ÍÈÑÎ íàõîäèòñÿ ñòåðæåíü, îäèí èç êîíöîâ êîòîðîãî ðàñïîëî-
æåí â íà÷àëå ñèñòåìû îòñ÷¼òà. Ýòî íà÷àëî ÍÈÑÎ äâèæåòñÿ ñ ïåðåìåííîé
ñêîðîñòüþ v(t) è óñêîðåíèåì a(t) îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé (ëàáîðàòîð-
íîé) ñèñòåìû K. Ñòåðæåíü ïåðåìåùàåòñÿ ïàðàëëåëüíî ñ òî÷êè çðåíèÿ
íàáëþäàòåëåé â ìãíîâåííî ñîïóòñòâóþùåé ê ñòåðæíþ ÈÑÎ. Íàñ èíòåðå-
ñóåò: êàê òàêîå äâèæåíèå âûãëÿäèò äëÿ íàáëþäàòåëåé â ñèñòåìå K? Äëÿ
íèõ ïîëîæåíèå âòîðîãî êîíöà ñòåðæíÿ (òî÷êà B) îòíîñèòåëüíî òî÷êè
A áóäåò èçìåíÿòüñÿ. ×òîáû îïèñàòü ýòî èçìåíåíèå, ìîæíî ðàññìîòðåòü
äâå ÈÑÎ K ′ è K ′′, ñîïóòñòâóþùèõ ê ÍÈÑÎ, ó÷åñòü âèãíåðîâñêîå âðà-
ùåíèå è ëîðåíöåâñêîå ñîêðàùåíèå äëèíû (ñì. ïðèëîæåíèå E). Îäíàêî â
ýòîì ðàçäåëå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü áîëåå ïðîñòûå ðàññóæäåíèÿ.
Ðàññìîòðèì íåïîäâèæíûé îòíîñèòåëüíî ÈÑÎ K ′ ñòåðæåíü, îäèí êî-

íåö êîòîðîãî íàõîäèòñÿ â íà÷àëå ñèñòåìû (òî÷êà A íà ðèñóíêå 4).
Ïóñòü äðóãîé �òî÷íî òàêîé æå� ñòåðæåíü äâèæåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïåð-

âîãî ñ íåáîëüøîé ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ dv′ (îòíîñèòåëüíî K ′) òàê, ÷òî
â ìîìåíò âðåìåíè t′ = 0 âñå òî÷êè îáîèõ ñòåðæíåé ñîâïàäàþò. Ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî âòîðîé ñòåðæåíü ýêâèâàëåíòåí ïåðâîìó ñòåðæíþ, êîòîðûé
â ìîìåíò âðåìåíè t′ = 0 (â ñèñòåìå K ′) ïðèîáðåë íåáîëüøóþ ïîñòóïà-
òåëüíóþ ñêîðîñòü dv′ â ïðîèçâîëüíîì íàïðàâëåíèè. Ðàçíèöà îðèåíòàöèè
ýòèõ äâóõ ñòåðæíåé äëÿ íàáëþäàòåëåé â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå K äàñò
òðåáóåìûé ïîâîðîò óñêîðåííî äâèæóùåãîñÿ ñòåðæíÿ.
Ïóñòü ñèñòåìà îòñ÷¼òà K ′ äâèæåòñÿ îòíîñèòåëüíî �íåïîäâèæíîé� ñè-

ñòåìû îòñ÷¼òà K ñî ñêîðîñòüþ v. Â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 êîíöû ñòåðæ-
íåé â òî÷êå A è íà÷àëà ñèñòåì îòñ÷¼òà K è K ′ ñîâïàäàþò. Îäíàêî, â
ñèëó îòíîñèòåëüíîñòè îäíîâðåìåííîñòè, âòîðûå êîíöû ñòåðæíåé (òî÷êè
B) ñîâïàäàòü íå áóäóò (õîòÿ ýòî òàê â ñèñòåìå K ′). Äëÿ íåïîäâèæíûõ
íàáëþäàòåëåé â K ñòåðæíè îêàçûâàþòñÿ ïîâ¼ðíóòûìè âîêðóã òî÷êè A.

Ðèñóíîê 4. Ëåâûé ðèñóíîê âûïîëíåí ñ òî÷êè çðåíèÿ íàáëþäàòåëÿ â ñè-
ñòåìå K ′, â êîòîðîé íàõîäÿòñÿ äâà ñîâïàäàþùèõ ïðè t′ = 0 ñòåðæíÿ, îäèí
èç êîòîðûõ íåïîäâèæåí, à âòîðîé äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ dv′. Íà ïðàâîì
ðèñóíêå äëÿ íàáëþäàòåëåé â K ïðè t = 0 ñòåðæíè íå ñîâïàäàþò.
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Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ íåêîòîðîé òî÷êè, èìåþùåé ïîñòîÿííóþ ñêîðîñòü
â ñèñòåìàõ K ′ è K, èìåþò âèä:

r′ = r′0 + u′t′, r = r0 + ut. (5)

Íàéä¼ì ñâÿçü ñêîðîñòåé u, u′ è íà÷àëüíûõ ïîëîæåíèé r0, r
′
0 òî÷êè â

ìîìåíò âðåìåíè t = 0 è t′ = 0 ñîîòâåòñòâåííî. Ïîäñòàâèì óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ â îáðàòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà (118), ïðèëîæåíèå B:

t = γ (t′ + vr′0 + (vu′)t′) (6)

r0 + ut = r′0 + u′t′ + vγt′ + Γv(vr′0) + Γv(vu′)t′, (7)

ãäå Γ = γ2/(γ +1) = (γ − 1)/v2. Â ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (7) ïîäñòàâèì
âðåìÿ t èç (6) è ñãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå ïðè t′:

r0 − r′0 + γu (vr′0)− Γv(vr′0) =
[
u′ + γv+Γv(vu′)− γu (1 + vu′)

]
t′. (8)

Ýòî ñîîòíîøåíèå âûïîëíÿåòñÿ ïðè ëþáîì t′, åñëè åãî ëåâàÿ è ïðàâàÿ
÷àñòè ðàâíû íóëþ.

Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê èçâåñòíîé ôîðìóëå ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé:

u =
u′ + vγ + Γv(vu′)

γ (1 + vu′)
(9)

è ïîëó÷àåì ñâÿçü íà÷àëüíûõ ïîëîæåíèé òî÷êè â äâóõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà:

r0 = r′0 − γu(vr′0) + Γv(vr′0). (10)

Â ìîìåíò âðåìåíè t = t′ = 0 òî÷êè A ïåðâîãî è âòîðîãî ñòåðæíÿ
ñîâïàäàþò è íàõîäÿòñÿ â íà÷àëàõ ñèñòåì îòñ÷¼òà (r0 = r′0 = 0). Òî÷êà
B ïåðâîãî ñòåðæíÿ èìååò ñêîðîñòü u = v (èëè u′ = 0). Ïîýòîìó èç (10)
ñëåäóåò, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 â ñèñòåìå K îíà èìååò êîîðäèíàòû:

r01 = r′0 −
γ

γ + 1
v (vr′0). (11)

Òî÷êà B âòîðîãî ñòåðæíÿ èìååò ñêîðîñòè u = v + dv (èëè u′ = dv′).
Èç (10) ïîëó÷àåì å¼ ïîëîæåíèå â ìîìåíò t = 0 â ñèñòåìå K:

r02 = r′0 −
γ

γ + 1
v (vr′0)− γ(vr′0)dv. (12)

Âû÷èòàÿ èç (12) óðàâíåíèå (11), ìû ïîëó÷èì èçìåíåíèå ïîëîæåíèÿ òî÷-
êè B îòíîñèòåëüíî òî÷êè A (ñìåùåíèå êîíöà B âòîðîãî ñòåðæíÿ îòíîñè-
òåëüíî ïåðâîãî) äëÿ íàáëþäàòåëåé â ñèñòåìåK. Çíà÷åíèÿ r′0 òî÷åê B äëÿ
îáîèõ ñòåðæíåé â ñèñòåìåK ′ îäèíàêîâû (ñòåðæíè ïðè t′ = 0 ñîâïàäàþò).
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Ââåä¼ì âåêòîð s, ñîåäèíÿþùèé êîíöû ñòåðæíÿ A è B. Òàê êàê ðàäèóñ-
âåêòîð òî÷êè A íóëåâîé, èìååì s = r01. Ïîñëå èçìåíåíèÿ ñòåðæíåì ñêî-
ðîñòè â (12) r02 = s+ ds. Ïîýòîìó:

ds = −γ(vs′)dv = −γ2 (vs) dv, (13)

ãäå s′ = r′01 = r′02 � ïîëîæåíèå òî÷êè B ñòåðæíåé â ñèñòåìåK ′. Âî âòîðîì
ðàâåíñòâå c ó÷¼òîì (11) ïîäñòàâëåíî vs′ = γ(vs). Ââîäÿ âåêòîð 3-ìåðíîãî
óñêîðåíèÿ a = dv/dt, îêîí÷àòåëüíî ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ:

ds

dt
= −γ2 (vs) a. (14)

Òàê êàê òî÷êè A îáîèõ ñòåðæíåé ñîâïàäàëè, â óðàâíåíèè (14) ïðîèç-
âîäíàÿ ïî âðåìåíè îò s èìååò ñìûñë ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ îðèåíòàöèè è
äëèíû ñòåðæíÿ (èçìåíåíèå ïîëîæåíèÿ òî÷êè B îòíîñèòåëüíî A). Ñàìà
æå òî÷êà A íåçàâèñèìî äâèæåòñÿ ñ ïåðåìåííîé ñêîðîñòüþ v(t).

Â ðåçóëüòàòå èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå êàê äëèíû
ñòåðæíÿ, òàê è åãî îðèåíòàöèè. Ìîæíî ðàçäåëèòü ýòè äâà ýôôåêòà.
Ââîäÿ äëèíó ñòåðæíÿ l =

√
s2 è åäèíè÷íûé âåêòîð â åãî íàïðàâëåíèè

n = s/l, èç (14) íåñëîæíî ïîëó÷èòü:

d ln l

dt
= −γ2(vn)(an). (15)

Àíàëîãè÷íî äëÿ åäèíè÷íîãî âåêòîðà n:

dn

dt
= γ2(vn)[a× n]× n. (16)

Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïîâîðîòà çàâèñèò îò
îðèåíòàöèè ñòåðæíÿ n. Äåéñòâèòåëüíî, ïåðåïèøåì (16) â âèäå

dn

dt
= Ω× n, (17)

ãäå óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ âåêòîðà n ðàâíà:

Ω = γ2(vn)[a× n]. (18)

Â òî æå âðåìÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì (3) óãëîâàÿ ñêîðîñòü ðàâíà

ΩT = − γ2

γ + 1
[v × a]. (19)

è íå çàâèñèò îò îðèåíòàöèè ñòåðæíÿ.
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Ïðè ïîìîùè óðàâíåíèÿ (14) íåñëîæíî ïðîàíàëèçèðîâàòü ðàññìîòðåí-
íîå âî ââåäåíèè èçìåíåíèå âåðòèêàëüíîé ñêîðîñòè ñòåðæíÿ, êîòîðûé
äâèæåòñÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè (ðèñóíîê 5a).

Ðèñóíîê 5. Ðàçëè÷íàÿ îðèåíòàöèÿ ñòåðæíÿ, ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ

Åñëè ñòåðæåíü ïåðåä íà÷àëîì óñêîðåíèÿ áûë îðèåíòèðîâàí ãîðèçîí-
òàëüíî âäîëü ñâîåé ñêîðîñòè, òî vn = v, à óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïîâîðîòà
áóäåò ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè, â êîòîðîé ëåæàò âåêòîðû ñêîðîñòè è
óñêîðåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå óãîë ïîâîðîòà ðàâåí

dϕ = γ2vdv, (20)

ãäå dv � ïðèðàùåíèå âåðòèêàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè. Óãîë æå ïî-
âîðîòà â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé Òîìàñà (3) ñîñòàâèò

dϕ =
γ2

γ + 1
vdv (21)

è ïðè ìàëûõ ñêîðîñòÿõ îêàçûâàåòñÿ â äâà ðàçà ìåíüøå, ÷åì ñëåäóåò èç
óðàâíåíèÿ (14).
Íà ðèñóíêå 5b èçîáðàæåí ñòåðæåíü, îðèåíòèðîâàííûé ïåðïåíäèêóëÿð-

íî ê ñêîðîñòè. Òàê êàê vs = 0, òî ïîâîðîò ñòåðæíÿ ïðîèñõîäèòü íå áóäåò.
Ýòîò æå ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç ñîîáðàæåíèé, îñíîâàííûõ íà îòíîñèòåëüíî-
ñòè îäíîâðåìåííîñòè. Êàê îòìå÷àëîñü â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ôîðìóëà
Òîìàñà â ýòîì ñëó÷àå, òåì íå ìåíåå, ïðåäñêàçûâàåò âðàùåíèå ñòåðæíÿ.
Íà ðèñóíêå 5ñ òàêæå èçîáðàæåí ñòåðæåíü, îðèåíòèðîâàííûé ïåðïåí-

äèêóëÿðíî ê ñêîðîñòè. Îäíàêî òåïåðü åãî óñêîðåíèå ïàðàëëåëüíî ñêî-
ðîñòè ñòåðæíÿ. Òàê êàê ïî-ïðåæíåìó vs = 0, ïîâîðîò ñòåðæíÿ, åñòå-
ñòâåííî, ïðîèñõîäèòü íå áóäåò. Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå v × a = 0 è
ôîðìóëà Òîìàñà (3) òàêæå ïðåäñêàçûâàåò îòñóòñòâèå âðàùåíèÿ.
Åù¼ îäèí ñëó÷àé, êîãäà ñòåðæåíü äâèæåòñÿ ïî îêðóæíîñòè, ïîäðîáíî

ðàçîáðàí â ïðèëîæåíèè D.
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4 Íåèíåðöèàëüíûå ñèñòåìû îòñ÷¼òà

Ñ öåëüþ óñòàíîâëåíèÿ ïðåäåëîâ ïðèìåíèìîñòè óðàâíåíèÿ (14) ðàñ-
ñìîòðèì óñêîðåííîå äâèæåíèå ãîðèçîíòàëüíî ëåæàùåãî ñòåðæíÿ (ðèñó-
íîê 6a). Åñëè ñòåðæåíü, ñêîðîñòü è óñêîðåíèå ïàðàëëåëüíû, òî óðàâíåíèå
(15) ïðèíèìàåò âèä:

d ln l

dt
= − va

1− v2
=

1

2

d ln(1− v2)

dt
. (22)

Èíòåãðèðóÿ åãî ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì l(0) = l0, v(0) = 0, ïîëó÷àåì:

l(t) = l0
√

1− v2. (23)

Ýòî âûðàæåíèå ñîâïàäàåò ñ ìãíîâåííûì ëîðåíöåâñêèì ñîêðàùåíèåì äâè-
æóùåãîñÿ ñî ñêîðîñòüþ v = v(t) ñòåðæíÿ. Òàêàÿ çàâèñèìîñòü äëèíû îò
âðåìåíè íà ñàìîì äåëå ñïðàâåäëèâà òîëüêî ïðè íåáîëüøîì óñêîðåíèè.
Äåëî â òîì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå äâóõ ñîïóòñòâóþùèõ ÈÑÎ äëÿ îïèñàíèÿ
íåèíåðöèàëüíîãî äâèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ëèøü íåêîòîðûì ïðèáëèæåíèåì.
Êðàòêî ðàññìîòðèì ôèçè÷åñêèå ýôôåêòû, ïðîèñõîäÿùèå â íåèíåðöèîí-
íîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà, îòñûëàÿ çà ïîäðîáíîñòÿìè ê [12].

Ðèñóíîê 6. Óñêîðåííîå äâèæåíèå ãîðèçîíòàëüíîãî ñòåðæíÿ è åãî ìîäå-
ëèðîâàíèå ïðè ïîìîùè äâóõ êîñìè÷åñêèõ êîðàáëåé.

Ïóñòü ñ íà÷àëîì è êîíöîì ñòåðæíÿ ñâÿçàíû äâà íàáëþäàòåëÿ, êîòîðûå
íà ðèñóíêå 6b ïðåäñòàâëåíû â âèäå äâóõ êîñìè÷åñêèõ êîðàáëåé. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî îíè ïîêîèëèñü îòíîñèòåëüíî ÈÑÎ K è â ìîìåíò âðåìåíè
t = 0 íà÷àëè óñêîðåííîå äâèæåíèå. Ïåðâûé êîðàáëü ïðè t = 0 èìåë
êîîðäèíàòó x = 0, à âòîðîé � x = l0. Ïóñòü ïðè t > 0 ïåðâûé êîðàáëü
äâèæåòñÿ ðåëÿòèâèñòñêè ðàâíîóñêîðåííî âäîëü îñè x ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

x(t) =
1

w
(
√

1 + (wt)2 − 1) =
γ − 1

w
, (24)

ãäå w = const � ñîáñòâåííîå óñêîðåíèå ïåðâîãî êîðàáëÿ. Êàê ïðè ýòîì
èçìåíÿåòñÿ êîîðäèíàòà f(t) âòîðîãî êîðàáëÿ?
Îòâåò ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè ÍÈÑÎ æ¼ñòêîé äëÿ

å¼ íàáëþäàòåëåé èëè íåò. Êîãäà êîðàáëè ñèíõðîííî (îäíîâðåìåííî) óñêî-
ðÿþòñÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ ñèñòåìû K, òî èõ óñêîðåíèå íå áóäåò ñèíõðîííûì
â K ′, è íàîáîðîò.
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Åñëè íàáëþäàòåëè â K ′ �âûäåðæèâàþò� ñâîþ ñèñòåìó æ¼ñòêîé, òî íà-
áëþäàòåëè â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå K áóäóò ðåãèñòðèðîâàòü å¼ ñîêðà-
ùåíèå â íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ. Ñîáûòèÿ (óñêîðèòåëüíûå èìïóëüñû êî-
ðàáëÿ) ïî õîäó äâèæåíèÿ â ñèñòåìå K ′ ïðîèñõîäÿò ïîçæå ïî ñðàâíåíèþ
ñ ñîáûòèÿìè, ðàñïîëîæåííûìè ïðîòèâ õîäà, è âòîðîé êîðàáëü â ñèñòåìå
K ðàçãîíÿåòñÿ ìåäëåííåå.
Ïóñòü äëÿ êîíòðîëÿ îòíîñèòåëüíîé íåïîäâèæíîñòè íåèíåðöèàëüíûå

íàáëþäàòåëè èñïîëüçóþò ðàäèîëîêàöèîííûé ìåòîä, îáìåíèâàÿñü ñâåòî-
âûìè ñèãíàëàìè. Òîãäà ìîæíî ïîêàçàòü (íàïðèìåð, [3],[12]), ÷òî ñîá-
ñòâåííîå ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè áóäåò íåèçìåííûì, åñëè âòîðîé êîðàáëü
èìååò ñëåäóþùåå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ:

f(t) =
1

w
(
√
(1 + w l0)2 + (wt)2 − 1). (25)

Â ðåçóëüòàòå ðàññòîÿíèå ìåæäó êîðàáëÿìè (äëèíà ñòåðæíÿ) ñ òî÷êè çðå-
íèÿ íåïîäâèæíûõ íàáëþäàòåëåé áóäåò ðàâíà l(t) = f(t)− x(t), èëè:

l(t) =

√
γ2 + 2wl0 + (wl0)2 − γ

w
≈ l0

γ

(
1 +

v2

2
wl0 + ...

)
. (26)

Ýòî ñîîòíîøåíèå ñòðåìèòñÿ ê ìãíîâåííîìó ëîðåíöåâñêîìó ñîêðàùåíèþ
(23), òîëüêî ïðè v2wl0 = v2γ3al0 ≪ 1, ãäå a = w/γ3 � óñêîðåíèå ëåâîãî
êîðàáëÿ îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà.
Ôèçèêà â íåèíåðöèîííîé ñèñòåìå äîñòàòî÷íî ñâîåîáðàçíà. Â ÷àñòíî-

ñòè, òå÷åíèå âðåìåíè ðàçëè÷íî äëÿ óäàë¼ííûõ, õîòÿ è îòíîñèòåëüíî íåïî-
äâèæíûõ íàáëþäàòåëåé. Íàïðèìåð, åñëè âòîðîé (ïðàâûé) êîðàáëü ïî-
ñûëàåò ïåðèîäè÷åñêèå ñèãíàëû ñ ÷àñòîòîé ν0, òî ïåðâûé êîðàáëü áóäåò
ïðèíèìàòü èõ ñ ÷àñòîòîé ν = ν0 (1 + wl0), òåì áîëüøåé, ÷åì áîëüøå
ðàññòîÿíèå ìåæäó êîðàáëÿìè. Åñëè óñêîðåíèå ïðåêðàùàåòñÿ, òî �îòêëþ-
÷åíèå äâèãàòåëåé� ïðîèçîéä¼ò íåîäíîâðåìåííî è ïîñëåäíèì ïåðåñòàíåò
óñêîðÿòüñÿ ïðàâûé êîðàáëü. Êîãäà è îí îòêëþ÷èò ñâîè äâèãàòåëè, îáà
êîðàáëÿ îêàæóòñÿ â îäíîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà. Ðàññòîÿíèå
ìåæäó íèìè áóäåò â òî÷íîñòè ðàâíî ëîðåíöåâñêîìó ñîêðàùåíèþ äëèíû,
îäíàêî ÷àñû îêàæóòñÿ ðàññèíõðîíèçèðîâàííûìè.
Ïðè ïîëó÷åíèè óðàâíåíèÿ (14) ìû èãíîðèðîâàëè âñå ýòè ýôôåêòû, ñëå-

äóÿ îáùåïðèíÿòîìó ìåòîäó äâóõ ñîïóòñòâóþùèõ ÈÑÎ. Ýòî ïðèáëèæå-
íèå áóäåò ñïðàâåäëèâûì òîëüêî ïðè îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîì óñêîðåíèè
(òî÷íåå ïðè a ≪ a0 = c4/(v2γ3l0), ãäå âîññòàíîâëåíà ñêîðîñòü ñâåòà c).
Âïðî÷åì, äëÿ ìåòðîâîãî ñòåðæíÿ, äâèãàþùåãîñÿ ñî ñêîðîñòüþ v = 0.8 c,
èìååì äîñòàòî÷íî áîëüøîå çíà÷åíèå a0 = 3 · 1016 ì/c2.
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5 Ìîìåíò èìïóëüñà è ñïèí

Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè ïîâîðîò ñòåðæíÿ, äâèæóùåãîñÿ ïî êðè-
âîëèíåéíîé òðàåêòîðèè. Èíîãäà âåêòîð ñïèíà (ñîáñòâåííîãî ìîìåíòà èì-
ïóëüñà) ãèðîñêîïà îòîæäåñòâëÿþò ñ òàêèì ñòåðæíåì (èëè îñüþ êîîðäè-
íàò ÍÈÑÎ). Íèæå ìû ïîêàæåì, ÷òî ýòî â îáùåì ñëó÷àå íåâåðíî.

Êàê èçâåñòíî [13], â òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ìîìåíò èìïóëüñà L òî-
÷å÷íîé ÷àñòèöû íå ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíîé ÷àñòüþ 4-âåêòîðà. ×òîáû çàïè-
ñàòü ïðåîáðàçîâàíèÿ ìåæäó äâóìÿ èíåðöèàëüíûìè ñèñòåìàìè îòñ÷¼òà,
íåîáõîäèìû äâà âåêòîðà:

L = r× p, G = E r− p t, (27)

ãäå p � èìïóëüñ ÷àñòèöû, à E � å¼ ýíåðãèÿ. Ýòè âåêòîðû ÿâëÿþòñÿ êîì-
ïîíåíòàìè àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà

Lαβ = xαpβ − xβpα = (G, L), (28)

ãäå xα = {t, r} � 4-âåêòîð ïîëîæåíèÿ ÷àñòèöû â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè,
à pα = {E,p} � å¼ 4-èìïóëüñ è G = {L10, L20, L30}, L = {L23, L31, L12}.
Èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà äëÿ êîîðäèíàò-âðåìåíè (116) è

àíàëîãè÷íûå äëÿ ýíåðãèè-èìïóëüñà, ìîæíî ïîëó÷èòü ïðåîáðàçîâàíèÿ:{
L′ = γ (L+ v ×G)− Γ (vL)v,
G′ = γ (G− v × L)− Γ (vG)v.

(29)

Ïðîäîëüíûå êîìïîíåíòû âåêòîðîâ L è G ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëî-
ðåíöà íå èçìåíÿþòñÿ: vL = vL′, vG = vG′. Êðîìå ýòîãî, äëÿ òî÷å÷íîé
÷àñòèöû ýòè âåêòîðû îðòîãîíàëüíû â ëþáîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà (LG = 0).

Ñóììàðíàÿ ýíåðãèÿ äâèæåíèÿ, èìïóëüñ è ìîìåíò èìïóëüñà ñèñòåìû
÷àñòèö îïðåäåëÿþò ñóììèðîâàíèåì ïî âñåì ÷àñòèöàì:

E =
∑

E, P =
∑

p, L =
∑

r× p, (30)

ãäå îïóùåíû èíäåêñû, íóìåðóþùèå ÷àñòèöû. Â ñèñòåìå îòñ÷¼òà, â êî-
òîðîé ñóììàðíûé èìïóëüñ ðàâåí íóëþ (P = 0), âåêòîð G, äåë¼ííûé
íà ñóììàðíóþ ýíåðãèþ E , èìååò ñìûñë öåíòðà ýíåðãèè ñèñòåìû [13] (â
íåðåëÿòèâèñòñêîì ñëó÷àå öåíòðà ìàññ):

R =

∑
Er∑
E

≈
∑

mr∑
m

, (31)

ãäå ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî çàïèñàíî â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå, â êî-
òîðîì ýíåðãèÿ ÷àñòèöû E ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíà å¼ ìàññå m.
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Äëÿ ñèñòåìû ÷àñòèö êðîìå ïîëíîãî ìîìåíòà èìïóëüñà ìîæíî ââåñòè
òàêæå 4-âåêòîð êëàññè÷åñêîãî (íå êâàíòîâîãî) ñïèíà [8]:

Sν =
1

2
εναβγ L

αβ Uγ, (32)

ãäå εναβγ � ñèìâîë Ëåâè-×åâèòû, à Uα � ñóììàðíàÿ 4-ñêîðîñòü ñèñòåìû
÷àñòèö, îïðåäåëÿåìàÿ ïðè ïîìîùè ñóììàðíîãî 4-èìïóëüñà P α = {E ,P}:

Uα =
P α

M
= {U 0,U} = γ {1,u}, (33)

ãäå u � 3-âåêòîð �ñóììàðíîé ñêîðîñòè�, γ = 1/
√
1− u2 à M =

√
E2 −P2

� ìàññà ñèñòåìû ÷àñòèö (áåç ó÷¼òà ýíåðãèè èõ âçàèìîäåéñòâèÿ). Ìû èñ-
ïîëüçóåì ñèãíàòóðó gαβ = diag(1,−1,−1,−1) è ε0123 = 1.
Ôèçè÷åñêèé ñìûñë êëàññè÷åñêîãî ñïèíà ñòàíîâèòñÿ ÿñíûì, åñëè åãî

îïðåäåëåíèå (32) çàïèñàòü â 3-ìåðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ Sα = {S0, S}:

S = γ (L−R×P), S0 = uS. (34)

Òàêèì îáðàçîì, ñïèí èìååò ñìûñë ñîáñòâåííîãî ìîìåíòà èìïóëüñà è
ïðîïîðöèîíàëåí ðàçíèöå ïîëíîãî ìîìåíòà èìïóëüñà (L) è ìîìåíòà äâè-
æåíèÿ ñèñòåìû êàê öåëîãî (R × P). Êðîìå ýòîãî, 4-ñïèí (â îòëè÷èå îò
ïîëíîãî ìîìåíòà) íå èçìåíÿåòñÿ ïðè òðàíñëÿöèîííûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ.
Â ñèëó àíòèñèììåòðè÷íîñòè ñèìâîëà Ëåâè-×åâèòû ïðîèçâåäåíèå ñïè-

íà íà 4-âåêòîð ñêîðîñòè â ëþáîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà ðàâíî íóëþ:

S · U = SαU
α = 0. (35)

Ïîýòîìó â ñèñòåìå ïîêîÿ U = {1,0} ñïèí îáëàäàåò òîëüêî âåêòîðíûìè
êîìïîíåíòàìè S = {0,S}. Â ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà S0 = uS.
Äëÿ òî÷å÷íîé ÷àñòèöû L = R × P, ïîýòîìó âñåãäà S = 0. Â ñëó÷àå

ñèñòåìû ÷àñòèö ñóììàðíûé ìîìåíò èìïóëüñà íåïðîïîðöèîíàëåí ñóììàð-
íîìó èìïóëüñó (30) è ñïèí, â îáùåì ñëó÷àå, íå ðàâåí íóëþ.
Òðàíñëÿöèîííî èíâàðèàíòíóþ âåëè÷èíó, õàðàêòåðèçóþùóþ ñîáñòâåí-

íûé ìîìåíò âðàùåíèÿ, ìîæíî ââåñòè íå åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Íàïðè-
ìåð, ïðè ïîìîùè 4-âåêòîðà ñïèíà ìîæíî îïðåäåëèòü 4-òåíçîð ñïèíà (ñì.
ïðèëîæåíèå C):

Sαβ = εαβµνUµSν. (36)

Äâà 3-ìåðíûõ âåêòîðà, ñîñòàâëÿþùèõ êîìïîíåíòû òåíçîðà ñïèíà, îáî-
çíà÷èì ìàëåíüêèìè áóêâàìè g = {S10, S20, S30}, s = {S23, S31, S12}, ãäå

g = u× s, s = γS− γ(uS)u. (37)

Â ñèñòåìå ïîêîÿ, â êîòîðîé P = 0, îáà 3-âåêòîðà ñïèíà ñîâïàäàþò s = S
è ðàâíû ïîëíîìó ìîìåíòó èìïóëüñà ñèñòåìû L.
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6 Ïðåöåññèÿ ñïèíà

Ðàññìîòðèì ïðåöåññèþ (èçìåíåíèå âåëè÷èíû è îðèåíòàöèè) ñïèíà ãè-
ðîñêîïà ïðè åãî êðèâîëèíåéíîì äâèæåíèè. Ïîñëåäóþùèå ðàññóæäåíèÿ
áóäóò ñïðàâåäëèâû äëÿ ëþáîãî 4-âåêòîðà S, îðòîãîíàëüíîãî ê 4-ñêîðîñòè
U = {γu, uγu}:

U · S = U 0S0 −US = 0. (38)

Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî S0 = uS. Çàïèøåì ïðåîáðàçîâàíèÿ
äëÿ 3-âåêòîðà ñïèíà (çàìåíÿÿ â ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëîðåíöà (116) t 7→ uS
è r 7→ S):

S′ = S− γ (uS)v + Γ (vS)v. (39)

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé ñêîðîñòè v 7→ −v:

S = S′ + γ (u′S′)v + Γ (vS′)v, (40)

òàê êàê â ëþáîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà S0 = uS. Åñëè ãèðîñêîï íåïîäâèæåí
(u′ = 0) îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû K ′, òî:

S = S′ +
γ2

γ + 1
(vS′)v. (41)

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïîëó÷àåòñÿ èç (39) ïîñëå ïîäñòàíîâêè u = v:

S′ = S− γ

γ + 1
(vS)v. (42)

Òî, ÷òî (41) è (42) âçàèìíî îáðàòíû, íåñëîæíî ïðîâåðèòü èõ ïðÿìîé
ïîäñòàíîâêîé äðóã â äðóãà.

Ââåä¼ì òðè ñèñòåìû îòñ÷¼òà K, K ′ è K ′′. Ïóñòü ñêîðîñòü ñèñòåìû
K ′ îòíîñèòåëüíî K ðàâíà v, à ñêîðîñòü ñèñòåìû K ′′ îòíîñèòåëüíî K ′

ðàâíà dv′. Ñîîòâåòñòâåííî, ñêîðîñòü K ′′ îòíîñèòåëüíî K ðàâíà v + dv.
Ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå (41) ìåæäó ÈÑÎ K ′ è K ′′. Ïóñòü â ñèñòåìå
K ′′ íàõîäèòñÿ íåïîäâèæíûé (íî âðàùàþùèéñÿ) ãèðîñêîï ñî ñïèíîì S′′.

Ðèñóíîê 7. Äâà âðàùàþùèõñÿ ãèðîñêîïà, íåïîäâèæíûõ îòíîñèòåëüíî ñè-
ñòåì K ′ è K ′′

16



Â ýòîì ñëó÷àå â ïðåîáðàçîâàíèè (41) íåîáõîäèìî äîáàâèòü âñåì âåëè-
÷èíàì øòðèõ è çàìåíèòü v 7→ dv′. Â ðåçóëüòàòå â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè
ïî dv′ ñïèí îñòà¼òñÿ â ñèñòåìå K ′ áåç èçìåíåíèé:

S′ = S′′. (43)

Ðàññìîòðèì òåïåðü �òî÷íî òàêîé æå� ãèðîñêîï, íåïîäâèæíûé â ñèñòå-
ìå K ′, ñî ñïèíîì S′ (ðèñ.7). Êîãäà íà÷àëà ñèñòåì K ′ è K ′′ ñîâïàäàþò,
àíàëîãè÷íî ñòåðæíÿì èç ðàçäåëà 3 �ñîâïàäàþò� è ãèðîñêîïû. Ïîýòîìó
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ãèðîñêîï ñèñòåìû K ′′ ïîëó÷àåòñÿ ïðè èçìåíåíèè íà
dv′ ñêîðîñòè ãèðîñêîïà ñèñòåìû K ′.
Ïóñòü ïåðâûé ãèðîñêîï îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû K èìååò

ñïèí S, à âòîðîé � S + dS. Ñêîðîñòü ïåðâîãî ãèðîñêîïà ðàâíà v è äëÿ
íåãî âûïîëíÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå (42). Âòîðîé ãèðîñêîï èìååò ñêîðîñòü
v + dv, ïîýòîìó äëÿ íåãî èç (39) ñëåäóåò:

S′′ = S+ dS− γ ((v + dv)(S+ dS))v + Γ (v(S+ dS))v. (44)

Âû÷èòàÿ èç ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (42), ó÷èòûâàÿ (43) è ñîõðàíÿÿ ïåðâûé
ïîðÿäîê ìàëîñòè, èìååì:

dS =
γ

γ + 1
(vdS)v + γ (Sdv)v. (45)

Óìíîæèì ïðàâóþ è ëåâóþ ÷àñòè íà v:

vdS = γ2v2 (Sdv). (46)

Ïîýòîìó (45) ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

dS = γ2 (Sdv)v. (47)

Ââîäÿ âåêòîð 3-ìåðíîãî óñêîðåíèÿ a = dv/dt, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

dS

dt
= γ2(aS)v. (48)

Åñëè óñêîðåíèå îñòà¼òñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíûì âåêòîðó ñïèíà (aS = 0),
òî ñïèí ïðè òàêîì äâèæåíèè íå èçìåíÿåòñÿ. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ïðè
óñêîðåííîì äâèæåíèè ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå ñïèíà. Ïðè óñêîðåíèè ãè-
ðîñêîïà èç ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ âäîëü îñè x èíòåãðèðîâàíèå (48) ïðèâîäèò
ê ñëåäóþùåé çàâèñèìîñòè ïðîäîëüíîé ê ñêîðîñòè êîìïîíåíòû ñïèíà îò
âðåìåíè: Sx(t) = Sx(0)/

√
1− v2(t). Ýòî æå ñîîòíîøåíèå ñëåäóåò òàêæå

èç ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà (41).
Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî óðàâíåíèå (48) îòëè÷àåòñÿ îò óðàâíåíèÿ (14),

îïèñûâàþùåãî ïîâîðîò �æ¼ñòêîãî� ñòåðæíÿ ïðè êðèâîëèíåéíîì äâèæå-
íèè. Ïîýòîìó ïîâîðîòû ñòåðæíÿ è ñïèíà â îáùåì ñëó÷àå ðàçëè÷íû.
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7 Êîâàðèàíòíàÿ ôîðìóëèðîâêà

Óðàâíåíèþ (48) ìîæíî ïðèäàòü êîâàðèàíòíóþ ôîðìó:

dS

dτ
= −(A · S)V, (49)

ãäå V = {γ,vγ} � 4-ñêîðîñòü, à A � 4-óñêîðåíèå:

A =
dV α

dτ
= γ

d

dt
{γ, vγ} = {(va)γ4, aγ2 + v (va)γ4}, (50)

dτ =
√
1− v2 dt � ñîáñòâåííîå âðåìÿ ãèðîñêîïà è èñïîëüçîâàíû áåçûí-

äåêñíûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ 4-âåêòîðîâ (ò.å. A · S = AαSα, è ò.ä.).

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (49) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ïåðåíîñà
Ôåðìè. Îíî ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî [8] â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî èçìåíåíèå
4-âåêòîðà ñïèíà dSα ïðè èçìåíåíèè ñêîðîñòè ñèñòåìû îòñ÷¼òà ïðîïîð-
öèîíàëüíî 4-ñêîðîñòè V α. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü â ñîïóòñòâóþùåé ãèðî-
ñêîïó ÈÑÎ K ′ (ãäå v = 0) íåò ïðåöåññèè:

dS′

dt′
= 0. (51)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ 4-ñïèíà ïî ñîáñòâåííîìó âðåìåíè τ âû-
ðàæàåòñÿ ÷åðåç 4-ñêîðîñòü V, 4-óñêîðåíèå A è ñàì 4-ñïèí. Â ñîïóòñòâó-
þùåé ãèðîñêîïó ÈÑÎ ýòè 4-âåêòîðû èìåþò êîìïîíåíòû:

S = {0,S′}, V = {1,0}, A = {0, a′}. (52)

Òàê êàê òîëüêî ó 4-ñêîðîñòè â ýòîé ñèñòåìå ðàâíû íóëþ ïðîñòðàíñòâåí-
íûå êîìïîíåíòû, ìîæíî çàïèñàòü:

dS

dτ
= αV, èëè

d{S ′
0, S′}
dt′

= α {1, 0}, (53)

ãäå α � íåêîòîðûé ñêàëÿð. Ïåðâîå ñîîòíîøåíèå çàïèñàíî äëÿ 4-âåêòîðîâ
â áåçûíäåêñíîì âèäå, à âòîðîå � åãî ïîêîìïîíåíòíîå âûðàæåíèå â ñî-
ïóòñòâóþùåé ÈÑÎ K ′. Çàìåòèì, ÷òî õîòÿ íóëåâàÿ êîìïîíåíòà 4-ñïèíà
S0 = vS â K ′ ðàâíà íóëþ, å¼ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè îòëè÷íà îò íóëÿ:

dS ′
0

dt′
=

d(v′S′)

dt′
= a′S′, (54)

ãäå ó÷òåíî ñîîòíîøåíèå (51). Ïîýòîìó äëÿ íóëåâîé êîìïîíåíòû óðàâíå-
íèÿ (53) â ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìå α = a′S′.
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Äèôôåðåíöèðóÿ óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè 4-âåêòîðîâ ñêîðîñòè è ñïè-
íà V · S = 0 è ó÷èòûâàÿ (53), ïîëó÷àåì:

0 =
d(V · S)

dτ
= A · S + αV · V. (55)

Òàê êàê êâàäðàò 4-ñêîðîñòè ðàâåí åäèíèöå (V2 = 1), íàõîäèì α = −A ·S
è ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ (49).

Ââîäÿ ìàòðèöó (V ⊗ A)αβ = VαAβ, óðàâíåíèå ïåðåíîñà Ôåðìè ìîæíî
çàïèñàòü â ýêâèâàëåíòíîì ìàòðè÷íîì âèäå:

dS

dτ
= −(V ⊗ A) · S, (56)

ãäå ìàòðèöà (V ⊗ A) îïðåäåëÿåò ïîâîðîòû 4-âåêòîðà ñïèíà.

Áëàãîäàðÿ óðàâíåíèþ ïåðåíîñà Ôåðìè è óñëîâèþ V · S = 0 êâàäðàò
4-ñïèíà îêàçûâàåòñÿ ïîñòîÿííûì:

dS2

dτ
= 0, (57)

õîòÿ êâàäðàò 3-ñïèíà èçìåíÿåòñÿ:

dS2

dt
= 2γ2(vS)(aS) (58)

(åñëè ñïèí íå îðòîãîíàëåí ñêîðîñòè èëè óñêîðåíèþ). Ïîýòîìó ÷èñòîé
ïðåöåññèè (ïîâîðîòà âåêòîðà ñïèíà S) íå ïðîèñõîäèò, è ïðè äâèæåíèè
èçìåíÿåòñÿ íå òîëüêî íàïðàâëåíèå ñïèíà, íî è åãî äëèíà.

Ïðè ïîìîùè êîâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèàëà óðàâíåíèå ïåðåíîñà Ôåð-
ìè ìîæíî çàïèñàòü â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ

DSα

dτ
=

dSα

dτ
+ Γα

µνS
µV ν = −(AµSµ)V

α (59)

Â òàêîì âèäå îíî ñïðàâåäëèâî ïðè íàëè÷èè ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ è äî-
ïîëíèòåëüíîãî âíåøíåãî ñèëîâîãî ïîëÿ, ñîçäàþùåãî 4-ñèëó A:

DV α

dτ
=

dV α

dτ
+ Γα

µνV
µV ν = Aα. (60)

Åñëè ãèðîñêîï ñâîáîäíî äâèæåòñÿ â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå, òî A = 0 è
(60) ñòàíîâèòñÿ óðàâíåíèåì ãåîäåçè÷åñêîé. Ïðåöåññèÿ ñïèíà â ýòîì ñëó-
÷àå òàêæå ïðîèñõîäèò. Îäíàêî îíà îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì DS/dτ = 0
è íîñèò ÷èñòî äèíàìè÷åñêèé õàðàêòåð, âîçíèêàÿ áëàãîäàðÿ ãðàâèòàöèîí-
íîìó ïîëþ (ãåîìåòðèè 4-ïðîñòðàíñòâà).
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8 Ðàçëè÷íûå äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ

Óðàâíåíèå Òîìàñà (3) ìîæíî ïîëó÷èòü èç óðàâíåíèÿ (48), îïèñûâàþ-
ùåãî èçìåíåíèå ñïèíà â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà [14]. Îäíàêî îíî
ïðè ýòîì áóäåò èìåòü äîñòàòî÷íî ñïåöèôè÷åñêèé ñìûñë.
Âîçüì¼ì ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû îò ïðåîáðà-

çîâàíèÿ (42) äëÿ ñïèíà ìåæäó ñîïóòñòâóþùåé (S′) è ëàáîðàòîðíîé (S)
ñèñòåìàìè îòñ÷¼òà:

S′ = S− γ

γ + 1
(vS)v. (61)

Ó÷èòûâàÿ ïðîèçâîäíóþ ëîðåíöåâñêîãî ôàêòîðà dγ/dt = γ3 (va), óðàâíå-
íèå (48) è ñëåäóþùåå èç íåãî óðàâíåíèå:

d(vS)

dt
= γ2(aS), (62)

ïîëó÷àåì:

dS′

dt
=

γ2

γ + 1
(aS)v − γ

γ + 1
(vS) a− γ3

(γ + 1)2
(va)(vS)v. (63)

Ïîäñòàâëÿÿ â ïðàâóþ ÷àñòü âìåñòî S îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå (41), îêîí-
÷àòåëüíî ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ:

dS′

dt
= − γ2

γ + 1
[v × a]× S′. (64)

Óðàâíåíèå (64) ôîðìàëüíî ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì Òîìàñà (3). Îäíàêî
â (64) âñå âåëè÷èíû (çà èñêëþ÷åíèåì ñïèíà) îòíîñÿòñÿ ê ëàáîðàòîðíîé
ñèñòåìå îòñ÷¼òà. Ñïèí æå S′ èçìåðÿåòñÿ íàáëþäàòåëÿìè â ñîïóòñòâóþ-
ùåé ê ÷àñòèöå ñèñòåìå îòñ÷¼òà. Ïîýòîìó ôàêòè÷åñêè (64) íå ÿâëÿåòñÿ
óðàâíåíèåì ïðåöåññèè íè îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà,
íè îòíîñèòåëüíî ñîïóòñòâóþùåé. Õîòÿ ïðè ýòîì îíî ìàòåìàòè÷åñêè àá-
ñîëþòíî êîððåêòíî, êàê è âûðàæåíèå äëÿ âèãíåðîâñêîãî âðàùåíèÿ (2).
Ïåðåõîä îò (48) ê (64) ìîæíî ïðîäåëàòü â êîâàðèàíòíîì âèäå [18], ââî-

äÿ ìàòðèöó ëîðåíöåâñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ S′ = Λ · S. Èñïîëüçóÿ óðàâíå-
íèå ïåðåíîñà â ìàòðè÷íîì âèäå (56), íåñëîæíî ïîëó÷èòü:

dS′

dτ
=

(dΛ
dτ

· Λ−1 − Λ · (V ⊗ A) · Λ−1
)
· S′, (65)

ãäå Λ−1 � îáðàòíàÿ ê Λ ìàòðèöà. Ìîæíî òàêæå ïåðåïèñàòü ýòî óðàâíåíèå
â òåòðàäíîì ôîðìàëèçìå [19]. Âûáîð êîíêðåòíîé ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû
îòñ÷¼òà äëÿ 4-âåêòîðîâ S, V, A è ìàòðèöû Λ ïåðåõîäà ê ñîïóòñòâóþùåé
ñèñòåìå îòñ÷¼òà ñíîâà íàì äàñò óðàâíåíèå (64) â ñìåøàííûõ îáîçíà÷å-
íèÿõ (âåëè÷èíàõ, îòíîñÿùèõñÿ ê ðàçëè÷íûì ñèñòåìàì îòñ÷¼òà).
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Êàê îòìå÷àëîñü âî ââåäåíèè, íà âèãíåðîâñêîå âðàùåíèå íàêëàäûâàåò-
ñÿ ëîðåíöåâñêèé áóñò. Ïîýòîìó â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà íå ïðî-
èñõîäèò òîëüêî ëèøü ïîâîðîòà íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà. Â ðå-
çóëüòàòå âåêòîðû ñ ðàçëè÷íûìè òðàíñôîðìàöèîííûìè ñâîéñòâàìè èìå-
þò ðàçëè÷íûå äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ.
Íàïðèìåð, ñîîòíîøåíèå (61) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü íå êàê ïðåîá-

ðàçîâàíèå Ëîðåíöà, à êàê îïðåäåëåíèå íîâîãî âåêòîðà ñïèíà â ëàáîðà-
òîðíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà. Òîãäà óðàâíåíèå (64) áóäåò óðàâíåíèåì, îòíîñÿ-
ùèìñÿ ê ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå äëÿ ìîäèôèöèðîâàííîãî ñïèíà S′.
Íàéä¼ì, íàïðèìåð, óðàâíåíèå äëÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ êîìïîíåíò òåí-

çîðà ñïèíà (37). Äèôôåðåíöèðóÿ s (ïîëàãàÿ u = v), ñ ó÷¼òîì óðàâíåíèé
(48) è (62) ïîëó÷àåì:

ds

dt
= γ3 (va)S− γ3 (va)(vS)v − γ(vS) a. (66)

Óìíîæàÿ (37) íà ñêîðîñòü, íåñëîæíî îáðàòèòü ñâÿçü S è s:

vS = γ (vs), S =
s

γ
+ γ (vs)v. (67)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ â (66), îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

ds

dt
= γ2[v × [s× a]]. (68)

Ýòî æå óðàâíåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íî (48) ìåòîäîì äâóõ ãè-
ðîñêîïîâ. Îäíàêî ïðè ýòîì íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ïðåîáðàçîâàíèÿ íå
äëÿ 4-âåêòîðà, à äëÿ 4-òåíçîðà (ñì. ïðèëîæåíèå F).
Çàïèøåì óðàâíåíèå (68) â êîâàðèàíòíûõ îáîçíà÷åíèÿõ. Ïðîäèôôå-

ðåíöèðóåì îïðåäåëåíèå 4-òåíçîðà (36) ïî ñîáñòâåííîìó âðåìåíè:

dSαβ

dτ
= εαβµνAµSν, (69)

ãäå ó÷òåíî óðàâíåíèå ïåðåíîñà Ôåðìè è àíòèñèììåòðè÷íîñòü òåíçîðà
εαβµν. Â ïðèëîæåíèè C ïîêàçàíî, ÷òî 4-âåêòîð ñïèíà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç
òåíçîð Sαβ òàêæå, êàê è ÷åðåç Lαβ:

Sν =
1

2
εναβγS

αβV γ. (70)

Ïîäñòàâëÿÿ åãî â (69) è ó÷èòûâàÿ V · A = 0, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

dSαβ

dτ
= Aγ (S

γαV β − SγβV α), (71)

÷òî ÿâëÿåòñÿ 4-ìåðíîé âåðñèåé óðàâíåíèÿ (68) äëÿ s = {S23, S31, S12}.
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9 Äâèæåíèå ñïèíà âî âíåøíåì ïîëå

Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè ïðåöåññèþ Òîìàñà, êàê êèíåìàòè÷åñêóþ
çàäà÷ó. Â ðåàëüíîñòè, ÷òîáû ÍÈÑÎ äâèãàëàñü ñ óñêîðåíèåì, íåîáõîäèìî
ñèëîâîå ïîëå èëè äðóãîé ñïîñîá èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè èçó÷àåìîãî îáúåêòà.

Ýêñïåðèìåíòàëüíî íàèáîëåå äîñòóïíû äâå ôèçè÷åñêèå ñèòóàöèè: 1)
ìèêðî÷àñòèöà (ýëåêòðîí, ïðîòîí, àòîìíîå ÿäðî) äâèæåòñÿ âî âíåøíåì
ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå; 2) ìàêðîñêîïè÷åñêèé ãèðîñêîï äâèæåòñÿ ïî îð-
áèòå âîêðóã Çåìëè. Â îáåèõ ñèòóàöèÿõ ñïèí îáúåêòà èçìåíÿåòñÿ, êàê â
ðåçóëüòàòå êèíåìàòè÷åñêîãî ýôôåêòà Òîìàñà, òàê è â ñèëó äèíàìè÷åñêèõ
ïðè÷èí.

Ïðîùå âñåãî êèíåìàòèêà è äèíàìèêà ðàçäåëÿþòñÿ ïðè äâèæåíèè â
ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå. Â ýòîì ñëó÷àå ïîâåäåíèå êëàññè÷åñêîãî ñïèíà
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Áàðãìàíà-Ìèøåëÿ-Òåëåãäè (BMT) [6]. Ïóñòü
â ñèñòåìå ïîêîÿ ÷àñòèöû èçìåíåíèå ñïèíà, íàõîäÿùåãîñÿ â ìàãíèòíîì
ïîëå, èñïûòûâàåò ëàðìîðîâñêóþ ïðåöåññèþ:

dS

dt
=

gQ

2m
S×B, (72)

ãäå Q, m � çàðÿä è ìàññà ÷àñòèöû, à g � ãèðîìàãíèòíûé ôàêòîð (äëÿ
ýëåêòðîíà Q = −e, g ≈ 2). Êðîìå ýòîãî, ïóñòü ïðîèçâîäíàÿ 4-âåêòîðà
ñïèíà ïî ñîáñòâåííîìó âðåìåíè ÷àñòèöû dτ = dt

√
1− v2 ëèíåéíà ïî

òåíçîðó ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ F ≡ F αβ è ñïèíó S ≡ Sα. Êðîìå ýòîãî
ïðîèçâîäíàÿ ñïèíà ìîæåò çàâèñåòü îò 4-ñêîðîñòè V:

dS

dτ
= α1 S + α2V+ α3 F · S + α4 F · V+ α5 (S · F · V)V, (73)

ãäå αi � íåêîòîðûå êîíñòàíòû. Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî íà ÷àñòèöó
äåéñòâóåò ñèëà Ëîðåíöà (îäíîðîäíîå ìàãíèòíîå ïîëå):

A =
dV

dτ
=

Q

m
F · V. (74)

Ïðîèçâîäíàÿ óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè 4-ñïèíà è 4-ñêîðîñòè S · V = 0
ñ ó÷¼òîì óðàâíåíèé (73), (74) äà¼ò α2 = 0, α5 = α3 − Q/m. Óðàâíåíèå
Ëàðìîðà (72) â ñèñòåìå ïîêîÿ ÷àñòèöû (V = {1,0}) ïîçâîëÿåò íàéòè
îñòàâøèåñÿ êîýôôèöèåíòû: α1 = α4 = 0, α3 = gQ/2m. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷àåòñÿ BMT óðàâíåíèå:

dS

dτ
=

gQ

2m
F · S−

(
1− g

2

)
(A · S)V, (75)

ãäå 4-óñêîðåíèå A îïðåäåëÿåòñÿ ñèëîé Ëîðåíöà (74).
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Çàïèøåì BMT óðàâíåíèå â 3-ìåðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ. Ó÷èòûâàÿ F · S =
{ES, S0E+S×B}, ãäå E è B � ýëåêòðè÷åñêîå è ìàãíèòíîå ïîëå, èìååì

dS

dt
=

gQ

2mγ

(
(vS)E+ S×B

)
+
(
1− g

2

)
γ2 (aS)v. (76)

Åñëè ìàãíèòíûé ìîìåíò ó ÷àñòèöû ñî ñïèíîì îòñóòñòâóåò (g = 0), òî
ïðåöåññèÿ ñïèíà èìååò ÷èñòî êèíåìàòè÷åñêóþ ïðèðîäó, è èç (76) ñëåäó-
åò óðàâíåíèå (48). Íà ñàìîì äåëå ÷àñòèöû, èìåþùèå çàðÿä è ñïèí, íî
íå èìåþùèå ìàãíèòíîãî ìîìåíòà, íåèçâåñòíû. Îäíàêî, íàïðèìåð, ÿäðî
óðàíà 235

92 U èìååò äîñòàòî÷íî ìàëûé g-ôàêòîð (g = −0.26), ÷òî â 11 ðàç
ìåíüøå, ÷åì ó ïðîòîíà, è â 8 � ÷åì ó ýëåêòðîíà. Äëÿ òàêîãî îáúåêòà
êèíåìàòè÷åñêèé ýôôåêò ïðåîáëàäàåò íàä äèíàìè÷åñêèì.

Ïðè äâèæåíèè â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå ìîäóëü ñêîðîñòè ÷àñòè-
öû ïîñòîÿíåí è 3-âåêòîð óñêîðåíèÿ ðàâåí:

a =
dv

dt
=

Q

mγ
[v ×B] = ω [n× v],

da

dt
= ω [n× a] = −ω2 v, (77)

ãäå n � åäèíè÷íûé âåêòîð â íàïðàâëåíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, à öèêëî-
òðîííàÿ ÷àñòîòà ω = −QB/mγ â çàâèñèìîñòè îò çíàêà çàðÿäà ÷àñòèöû
ìîæåò áûòü êàê ïîëîæèòåëüíîé, òàê è îòðèöàòåëüíîé. Óðàâíåíèå äëÿ
ñïèíà ïðèíèìàåò âèä:

dS

dt
=

g

2
ω [n× S] +

(
1− g

2

)
γ2 (aS)v, (78)

îòêóäà, èñïîëüçóÿ (77), íåñëîæíî ïîëó÷èòü:

d(vS)

dt
= γ2

(
1− g

2

)
(aS),

d(aS)

dt
= −ω2

(
1− g

2

)
(vS). (79)

Ýòè óðàâíåíèÿ ïðèâîäÿò ê óðàâíåíèÿì îñöèëëÿòîðíîãî òèïà:

d2(vS)

dt
+ ω̄2 (vS) = 0,

d2(aS)

dt
+ ω̄2 (aS) = 0, (80)

ãäå ω̄ = γω (1 − g/2). Ïîòîìó ïðîåêöèè ñïèíà íà ñêîðîñòü è óñêîðåíèå
ñîâåðøàþò ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé, íå çàâèñÿùåé îò âåëè-
÷èíû ñêîðîñòè:

ωa =
2− g

2
γ ω =

2− g

2

QB

m
. (81)

Äëÿ ýëåêòðîíà g ≈ 2 è äèíàìè÷åñêàÿ ëàðìîðîâñêàÿ ïðåöåññèÿ ïðàêòè-
÷åñêè ïîëíîñòüþ êîìïåíñèðóåò êèíåìàòè÷åñêóþ ïðåöåññèþ. Íåáîëüøîå
èçìåíåíèå ïîëÿðèçàöèè ýëåêòðîíà ñâÿçàíî ñ îòêëîíåíèåì g-ôàêòîðà îò
äâîéêè. Ýòî ïîçâîëÿåò èçìåðÿòü àíîìàëüíûå ìàãíèòíûå ìîìåíòû [7].
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Çàïèøåì ÿâíîå ðåøåíèå îñöèëëÿòîðíûõ óðàâíåíèé â ñëó÷àå íóëåâîãî
ìàãíèòíîãî ìîìåíòà (g = 0): vS = (vS)0 cos(ωγt) +

γ
ω (aS)0 sin(ωγt),

aS = (aS)0 cos(ωγt)− ω
γ (vS)0 sin(ωγt),

(82)

ãäå èíäåêñ 0 ñîîòâåòñòâóåò âðåìåíè t = 0 è äëÿ ïîëó÷åíèÿ íà÷àëü-
íûõ çíà÷åíèé èñïîëüçîâàíû óðàâíåíèÿ (79). Ïóñòü äâèæåíèå çàðÿäà ïî
îêðóæíîñòè ñ öèêëîòðîííîé ÷àñòîòîé ω ïðîèñõîäèò â ïëîñêîñòè (x, y) ïî
òðàåêòîðèè {x, y} = R{cos(ωt), sin(ωt)}, ãäå ðàäèóñ îêðóæíîñòè ðàâåí
R = v/ω. Îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû êîìïîíåíòà ñïèíà Sz íå
èçìåíÿåòñÿ, à ïðîåêöèè íà îñè (x, y) ðàâíû:{

Sx cos(ωt) + Sy sin(ωt) = Sx0 cos(ωγt) + (Sy0/γ) sin(ωγt)

−Sx sin(ωt) + Sy cos(ωt) = Sy0 cos(ωγt)− (γ Sx0) sin(ωγt),
(83)

ãäå Sx0, Sy0 � íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ïðîåêöèé ñïèíà íà îñè ëàáîðàòîðíîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò â ìîìåíò t = 0, êîãäà ñêîðîñòü èìåëà êîìïîíåíòû
v = Rω {0, 1}, à óñêîðåíèå a = −Rω2 {1, 0}.
Ïðè ñîâåðøåíèè ãèðîñêîïîì ïîëíîãî îáîðîòà (ωt = 2π) ïî îêðóæíî-

ñòè ñ ìàëîé ñêîðîñòüþ (γ ≈ 1+v2/2) êîìïîíåíòû ñïèíà ïîâîðà÷èâàþòñÿ
íà íåáîëüøîé óãîë πv2: {

Sx ≈ Sx0 + Sy0 πv
2

Sy ≈ Sy0 − Sx0 πv
2.

(84)

Â ïðåäåëå ìàëûõ ñêîðîñòåé ïðè äâèæåíèè ïî îêðóæíîñòè ïðåöåññèÿ
ñïèíà âûãëÿäèò òàê æå, êàê è ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Òîìàñà (3).
Ïðè ïðîèçâîëüíîé ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ïî îêðóæíîñòè óãëîâàÿ ñêî-

ðîñòü âðàùåíèÿ ñïèíà ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííîé. Äåéñòâèòåëüíî, èç óðàâíå-
íèé (83) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ òàíãåíñà tg ϕ = Sy/Sx óãëà ñïèíà ñ îñüþ x

ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå:

tg(ϕ− ωt) =
tg ϕ0 − γ tg(ωγt)

1 + tg ϕ0 tg(ωγt)/γ
. (85)

Ïîýòîìó, íàïðèìåð, äëÿ ϕ0 = 0 óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïîâîðîòà âåêòîðà ñïèíà
Ω = dϕ/dt ðàâíà:

−Ω(t)

ω
=

v2 cos2(ωγt)

1− v2 cos2(ωγt)
. (86)

Îòíîøåíèå −Ω(t)/ω ïî ìîäóëþ èçìåíÿåòñÿ îò 0 äî v2γ2 ñ ÷àñòîòîé ωγ.
Íà ðèñóíêå 8 ïðèâåäåíî èçìåíåíèå óãëîâîé ÷àñòîòû íà ïðîòÿæåíèè îä-
íîãî îáîðîòà ãèðîñêîïà ïî îêðóæíîñòè ïðè ðàçëè÷íûõ åãî ñêîðîñòÿõ
äâèæåíèÿ v.
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Íàéä¼ì ñðåäíåå çíà÷åíèå óãëîâîé ñêîðîñòè ïî ïåðèîäó å¼ èçìåíåíèÿ:

−⟨Ω(t)⟩
ω

=
1

π/ωγ

π/ωγ∫
0

v2 cos2(ωγt)

1− v2 cos2(ωγt)
dt = γ − 1. (87)

Òàêèì îáðàçîì, ñðåäíÿÿ ÷àñòîòà ïðåöåññèè ñîâïàäàåò ñ òîìàñîâñêîé ÷à-
ñòîòîé. Äåéñòâèòåëüíî, èç óðàâíåíèÿ (3) ïðè a = ωv èìååì ΩT = (1−γ)ω.
Ýòîò ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ ïðè ëþáîé íà÷àëüíîé îðèåíòàöèè ñïèíà.

Åñëè âìåñòî ñïèíà ãèðîñêîïà ðàññìàòðèâàòü æ¼ñòêèé ñòåðæåíü (ñì.
ïðèëîæåíèå D), òî â ñîîòíîøåíèè äëÿ óãëîâîé ñêîðîñòè åãî ïîâîðîòà (86)
âìåñòî êîñèíóñîâ áóäóò íàõîäèòüñÿ ñèíóñû. Óñðåäíåíèå ýòîé ôóíêöèè
òàêæå ïðèâîäèò ê çíà÷åíèþ γ − 1, ò.å. â ñðåäíåì ñòåðæåíü âðàùàåòñÿ ñ
óãëîâîé ñêîðîñòüþ, ðàâíîé óãëîâîé ñêîðîñòè òîìàñîâñêîé ïðåöåññèè.

Ðèñóíîê 8. Îòíîøåíèå óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ âåêòîðà ñïèíà ê óãëî-
âîé ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ãèðîñêîïà ïî îêðóæíîñòè −Ω/ω â òå÷åíèå îäíîãî
îáîðîòà t = [0...T ] ïðè ñêîðîñòÿõ v = 0.1 è v = 0.968. Ãîðèçîíòàëüíàÿ
ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò òîìàñîâñêîé ÷àñòîòå ïðåöåññèè.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåöåññèÿ ñïèíà âûãëÿäèò ñëîæíåå, ÷åì äèíàìèêà,
îïèñûâàþùàÿñÿ êëàññè÷åñêèì óðàâíåíèåì (3). Ïðè ðàâíîìåðíîì äâèæå-
íèè ïî îêðóæíîñòè ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω èçìåíÿþòñÿ êàê îðèåíòàöèÿ,
òàê è ìîäóëü âåêòîðà ñïèíà. Åñëè ïîä ïðåöåññèåé ïîíèìàòü ìãíîâåííóþ
óãëîâóþ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ñïèíà, òî îíà ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿåòñÿ ñî
âðåìåíåì. ×àñòîòà ýòîãî èçìåíåíèÿ òåì áîëüøå, ÷åì áûñòðåå ãèðîñêîï
äâèæåòñÿ ïî îêðóæíîñòè. Àìïëèòóäà êîëåáàíèé óãëîâîé ñêîðîñòè ïðå-
öåññèè òàêæå óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì ñêîðîñòè. Òåì íå ìåíåå, ñðåäíåå
çíà÷åíèå óãëîâîé ñêîðîñòè ïðåöåññèè ñîâïàäàåò ñ êëàññè÷åñêèì ðåçóëü-
òàòîì Òîìàñà.
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10 Çàêëþ÷åíèå

Âåêòîðû, õàðàêòåðèçóþùèå ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû ñ ðàçëè÷íûìè òðàíñ-
ôîðìàöèîííûìè ñâîéñòâàìè îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà, ïî-
ðàçíîìó èçìåíÿþòñÿ ïðè äâèæåíèè íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà. Â
ðàáîòå ïîëó÷åíû äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå èçìåíå-
íèå âåêòîðà s, ñâÿçàííîãî ñ óñêîðåííî äâèæóùèìñÿ ñòåðæíåì:

ds

dt
= −γ2 a (vs), (88)

êëàññè÷åñêîãî ñïèíà S è ïðîñòðàíñòâåííûõ êîìïîíåíò òåíçîðà ñïèíà S̃
âðàùàþùåãîñÿ ãèðîñêîïà:

dS

dt
= γ2v (aS),

dS̃

dt
= γ2 v × [S̃× a], (89)

ãäå v, a � ìãíîâåííûå ñêîðîñòü è óñêîðåíèå ñèñòåìû è γ = 1/
√
1− v2.

Óðàâíåíèÿ çàïèñàíû â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà.

Ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ îòëè÷àþòñÿ îò èçâåñòíîé ôîðìóëû Òîìàñà

ds

dt
= − γ2

γ + 1
[v × a]× s, (90)

åñëè èíòåðïðåòèðîâàòü å¼, êàê ïîâîðîò íåêîòîðîãî âåêòîðà s, æ¼ñòêî ñâÿ-
çàííîãî ñ ÍÈÑÎ îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû.

Ðàçëè÷èå óðàâíåíèé (90) è (88), (89) ïðèâîäèò ê êà÷åñòâåííî îòëè÷-
íûì ðåçóëüòàòàì ïðè îïèñàíèè óñêîðåííîãî äâèæåíèÿ ñòåðæíÿ èëè âðà-
ùàþùåéñÿ ñèñòåìû ÷àñòèö. Îäèíàêîâàÿ äèíàìèêà ïðåöåññèè ñïèíà èëè
ïîâîðîòà ñòåðæíÿ âîçíèêàåò òîëüêî â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ.

Îñíîâíàÿ ïðè÷èíà ðàñõîæäåíèÿ ñ êëàññè÷åñêîé ôîðìóëîé Òîìàñà (90)
ñâÿçàíà ñ ýôôåêòàìè ëîðåíöåâñêîãî ñîêðàùåíèÿ äëèíû è òðàíñôîðìà-
öèîííûìè ñâîéñòâàìè ñïèíà, êîòîðûå áûëè ó÷òåíû â íàñòîÿùåé ðàáîòå.
Â îáùåì ñëó÷àå ïðè èçìåíåíèè ñêîðîñòè ñèñòåìû îòñ÷¼òà âîçíèêàåò å¼
ïîâîðîò (âèãíåðîâñêîå âðàùåíèå). Ýòîò êèíåìàòè÷åñêèé ýôôåêò òåîðèè
îòíîñèòåëüíîñòè ïðèâîäèò ê âðàùåíèþ âñåõ âåêòîðîâ, �æ¼ñòêî� ñâÿçàí-
íûõ ñ ýòîé ñèñòåìîé îòñ÷¼òà. Îòíîñèòåëüíî ìãíîâåííî ñîïóòñòâóþùåé
ÈÑÎ K̃, äâèæóùåéñÿ ñî ñêîðîñòüþ v + dv, ïîäîáíûé ïîâîðîò ìîæíî
îïèñàòü ïðè ïîìîùè óðàâíåíèÿ Òîìàñà (90). Îäíàêî îòíîñèòåëüíî ëà-
áîðàòîðíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ëîðåíöåâñêîå ñîêðà-
ùåíèå äëèíû. Îíî ïðèâîäèò ê äîïîëíèòåëüíîìó âðàùåíèþ è èçìåíåíèþ
äëèí âåêòîðîâ. Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå (88) äëÿ ñòåðæíÿ îòëè÷àåòñÿ îò
óðàâíåíèÿ Òîìàñà.
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Àíàëîãè÷íà ñèòóàöèÿ ñî ñïèíîì âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìû. Äëÿ êîððåêò-
íîãî ðàññìîòðåíèÿ ïðåöåññèè ñïèíà íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü åãî òðàíñ-
ôîðìàöèîííûå ñâîéñòâà.
Ôèçè÷åñêèå ÿâëåíèÿ, ïðîèñõîäÿùèå â íåèíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼-

òà, ñóùåñòâåííî ñëîæíåå ïî ñðàâíåíèþ ñ ôèçèêîé èíåðöèàëüíûõ ñèñòåì.
Ïðåäñòàâëåíèå íåèíåðöèîííîé ñèñòåìû, êàê ñîâîêóïíîñòè ìãíîâåííî ñî-
ïóòñòâóþùèõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåì, ñëóæèò ëèøü ïåðâûì ïðèáëèæåíè-
åì. Ïîýòîìó óðàâíåíèÿ äëÿ âðàùàþùåãîñÿ ãèðîñêîïà (89), êàê è óðàâ-
íåíèå äëÿ ñòåðæíÿ (88), ÿâëÿþòñÿ ïðèáëèæåííûìè. Îíè ñïðàâåäëèâû
ïðè îòíîñèòåëüíî íåáîëüøèõ óñêîðåíèÿõ ñèñòåìû. Âïðî÷åì, íà ïðèìå-
ðå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ �æ¼ñòêîé� ÍÈÑÎ â ðàáîòå áûëà ïðîäåëàíà îöåíêà
õàðàêòåðíîãî óñêîðåíèÿ ìåòðîâîãî ñòåðæíÿ, ðàâíîãî a0 = 3 · 1016 ì/c2.
Ïðè a ≪ a0 ìîäåëü ñîïóòñòâóþùèõ ÈÑÎ äîñòàòî÷íî õîðîøî âûïîëíÿåò-
ñÿ. Ïîíÿòíî, ÷òî ýòî ïðîèñõîäèò â áîëüøèíñòâå ðåàëüíî îñóùåñòâèìûõ
ôèçè÷åñêèõ ñèòóàöèé.
Êðîìå ýòîãî, óðàâíåíèÿ (89) ïåðåñòàþò âûïîëíÿòüñÿ ïðè áîëüøîé óã-

ëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ãèðîñêîïà. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå íà÷èíàþò ñêà-
çûâàòüñÿ ýôôåêòû îòíîñèòåëüíîñòè îäíîâðåìåííîñòè, ñóùåñòâåííûå äëÿ
ñîñòàâíûõ ñèñòåì (íå òî÷å÷íûé ãèðîñêîï). Íàïðèìåð, õîòÿ ýíåðãèÿ è èì-
ïóëüñ òî÷å÷íîé ÷àñòèöû ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè 4-âåêòîðà pα = {E,p},
ñóììàðíàÿ ýíåðãèÿ è èìïóëüñ ãèðîñêîïà (áåç ó÷¼òà ýíåðãèè ñâÿçè) òàêîãî
4-âåêòîðà íå îáðàçóþò [15]. Ýòî æå îòíîñèòñÿ ê ñóììàðíîìó ìîìåíòó èì-
ïóëüñà è ñïèíó. Ïåðâûé íå ÿâëÿåòñÿ 4-òåíçîðîì, à âòîðîé � 4-âåêòîðîì.
Áîëåå òîãî, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ñïèí ãèðîñêîïà ïîñòîÿíåí â ÈÑÎ,
ãäå åãî öåíòð ýíåðãèè íåïîäâèæåí, òî ýòî íå îçíà÷àåò, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå
îí áóäåò ïîñòîÿííûì è â äðóãèõ ÈÑÎ. Òåì íå ìåíåå, âñå ýòè ýôôåêòû
èìåþò áîëåå âûñîêèé ïîðÿäîê ìàëîñòè ïî ω0r0, ãäå ω0 � ñîáñòâåííàÿ óãëî-
âàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ãèðîñêîïà, à r0 � åãî õàðàêòåðíûå ðàçìåðû. Ýòè
âîïðîñû áîëåå ïîäðîáíî áóäóò ðàññìîòðåíû â îòäåëüíîé ïóáëèêàöèè.
Òàêèì îáðàçîì, â ïðåäåëå íåáîëüøèõ ïîñòóïàòåëüíûõ óñêîðåíèé è óã-

ëîâûõ ñêîðîñòåé óðàâíåíèÿ (89) âûïîëíÿþòñÿ. Ñêîðîñòü æå äâèæåíèÿ
ãèðîñêîïà ïðè ýòîì ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî áîëüøîé.
Àâòîð áëàãîäàðèò Îðëÿíñêîãî Î. Þ., Ñèëåíêî À. Þ., Ñêàëîçóáà Â. Â.

è Òåðÿåâà Î. Â. çà ìíîãî÷èñëåííûå ñòèìóëèðóþùèå äèñêóññèè, äîáðîæå-
ëàòåëüíûå çàìå÷àíèÿ è ïîëåçíûå ñîâåòû.
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A Âèãíåðîâñêîå âðàùåíèå

Îáîçíà÷èì ÷åðåçX = {t, r} 4-âåêòîð ñîáûòèÿ â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè.
Ëîðåíöåâñêèé áóñò (÷èñòîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà áåç âðàùåíèÿ) áóäåì
îáîçíà÷àòü â ìàòðè÷íîì âèäå, êàê X ′ = L(v)X èëè â ÿâíîé êîìïîíåíò-
íîé çàïèñè (ñì. ïðèëîæåíèå B):

t′ = γ (t− vr), r′ = r− γvt+ Γv (vr). (91)

Ïîâîðîò äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò âîêðóã åäèíè÷íîãî âåêòîðà n íà
óãîë ϕ â ìàòðè÷íîì âèäå îáîçíà÷èì, êàê X ′ = R(n, ϕ)X èëè

r′ = r cosϕ+ n(nr)(1− cosϕ)− [n× r] sinϕ (92)

ïðè íåèçìåííîñòè âðåìåíè (t′ = t).
Íåîáõîäèìî ðàçëè÷àòü ïàññèâíîå è àêòèâíîå âðàùåíèÿ. Ïðè ïàññèâ-

íîì âðàùåíèè òî÷êà ïðîñòðàíñòâà ñ÷èòàåòñÿ ôèêñèðîâàííîé, à ïîâîðà-
÷èâàåòñÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå âîêðóã âåêòîðà n îäíà ñèñòåìà êîîðäè-
íàò îòíîñèòåëüíî äðóãîé. Ðàñïèñàâ ïðåîáðàçîâàíèÿ (92) â êîìïîíåíòàõ
r = {x, y, z} è r′ = {x′, y′, z′}, ìû ïîëó÷èì ñâÿçü ïðîåêöèé îäíîãî è òîãî
æå ðàäèóñ-âåêòîðà íà îñè êàæäîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ïðè ýòîì êîìïî-
íåíòû âåêòîðà n = {nx, ny, nz} áåðóòñÿ îòíîñèòåëüíî ïåðâîé ñèñòåìû.
Ïðè àêòèâíîì âðàùåíèè êîîðäèíàòíàÿ ñèñòåìà îäíà, à ïîâîðà÷èâàåòñÿ
âåêòîð r. Â ýòîì ñëó÷àå ïîñëå çàìåíû ϕ 7→ −ϕ ôîðìóëà (92) óñòàíàâëè-
âàåò âåêòîðíóþ ñâÿçü äâóõ ðàçëè÷íûõ âåêòîðîâ r′ è r.
Äàëåå âðàùåíèå âñåãäà ïîíèìàåòñÿ â ïàññèâíîì ñìûñëå. Ïðåîáðàçî-

âàíèÿ Ëîðåíöà òàêæå ÿâëÿþòñÿ ïàññèâíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè, òàê êàê
ñâÿçûâàþò ðåçóëüòàòû íàáëþäåíèÿ îäíîãî è òîãî æå ñîáûòèÿ èç äâóõ
ñèñòåì îòñ÷¼òà.
Èíôèíèòåçèìàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà L(dv):

t′ = t− rdv, r′ = r− tdv (93)

è âðàùåíèÿ R(n, dϕ):
r′ = r− [n× r]dϕ (94)

çàïèñûâàþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî ïàðàìåòðàì.
Ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ áóñòîâ. Ïóñòü ÈÑÎK1 äâèæåòñÿ îòíîñèòåëü-

íî K ñî ñêîðîñòüþ v1, à K2 îòíîñèòåëüíî K1 ñî ñêîðîñòüþ v2. Òîãäà

X1 = L(v1)X, X2 = L(v2)X1 (95)

èëè
X2 = L(v2)L(v1)X. (96)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö îñóùåñòâëÿåòñÿ â îáðàòíîì
ïîðÿäêå ê âûïîëíåíèþ ïðåîáðàçîâàíèé.
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Ðåçóëüòàò ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö (96) ìîæåò áûòü íàéäåí ïðè ïîìîùè
ïðÿìûõ, äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêèõ àëãåáðàè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé. Äëÿ ýòîãî
â (91) èñêëþ÷àþòñÿ ïðîìåæóòî÷íûå êîîðäèíàòû è âðåìÿ. Ñóùåñòâåí-
íî áîëåå ïðîñòûå â ìàòåìàòè÷åñêîì îòíîøåíèè âû÷èñëåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ
ïðè èñïîëüçîâàíèè êâàòåðíèîííîé òåõíèêè [12]. Ðåçóëüòèðóþùàÿ ìàòðè-
öà ïðîèçâåäåíèÿ áóñòîâ íå ÿâëÿåòñÿ áóñòîì, íî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà
â âèäå êîìïîçèöèè áóñòà, à çàòåì 3-ìåðíîãî âðàùåíèÿ:

L(v2)L(v1) = R(n, ϕ)L(w). (97)

Óãîë ïîâîðîòà ϕ è åäèíè÷íûé âåêòîð n íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèÿ:

n sinϕ = −[v1 × v2]
γ1γ2 (1 + γw + γ1 + γ2)

(1 + γw)(1 + γ1)(1 + γ2)
, (98)

à èòîãîâàÿ ñêîðîñòü w èìååò ñìûñë ñêîðîñòè íà÷àëà ñèñòåìû K2 îòíî-
ñèòåëüíî K:

w =
v2 + v1γ1 + Γ1v1(v1v2)

γ1 (1 + v1v2)
. (99)

Ôàêòîðû γ1 è Γ1 îòíîñÿòñÿ ê ñêîðîñòè v1, à γ2 � ê ñêîðîñòè v2. Ôàêòîð
Ëîðåíöà γw äëÿ ñêîðîñòè w ðàâåí:

γw = γ1γ2 (1 + v1v2). (100)

Ôîðìóëà (98) áûëà ïîëó÷åíà Ñòàïïîì â 1956 ã. [17], à ïîâîðîò, âîçíè-
êàþùèé â ðåçóëüòèðóþùåì ïðåîáðàçîâàíèè, íàçûâàåòñÿ âèãíåðîâñêèì
âðàùåíèåì [16].
Àíàëîãè÷íîå ðàçëîæåíèå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ áóñòîâ íà áóñò è âðàùå-

íèå ìîæíî âûïîëíèòü â îáðàòíîì ïîðÿäêå:

L(v2)L(v1) = L(w̃)R(n, ϕ), (101)

êîãäà ñíà÷àëà âûïîëíÿåòñÿ ïîâîðîò, à çàòåì áóñò. Â ýòîì ñëó÷àå óãîë ϕ
è åäèíè÷íûé âåêòîð n (98) îñòàþòñÿ áåç èçìåíåíèé, à èòîãîâàÿ ñêîðîñòü
w̃ ïîëó÷àåòñÿ èç (99) ïåðåñòàíîâêîé èíäåêñîâ 1 è 2:

w̃ =
v1 + v2γ2 + Γ2v2(v2v1)

γ2 (1 + v1v2)
. (102)

Ýòà ñêîðîñòü ñ îáðàòíûì çíàêîì èìååò ñìûñë ñêîðîñòè äâèæåíèÿ íà÷àëà
ñèñòåìû K îòíîñèòåëüíî K2. Çàìåòèì, ÷òî |w̃| = |w|, ïîýòîìó ôàêòîðû
Ëîðåíöà äëÿ ýòèõ äâóõ ñêîðîñòåé ñîâïàäàþò. Îòìåòèì òàêæå ñîîòíîøå-
íèå

w̃ ×w

w2
= n sinϕ, (103)

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ñêîðîñòåé w è w̃ ñîîò-
âåòñòâóåò âèãíåðîâñêîìó ïîâîðîòó (98).
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Ðàññìîòðèì â åäèíûõ îáîçíà÷åíèÿõ îïèñàíèå ïðåöåññèè Òîìàñà, ïðè-
âåäåííîå â êíèãàõ Äæåêñîíà [4] è Ì¼ëëåðà [3]. Ïóñòü åñòü òðè ñèñòåìû
îòñ÷¼òà: K, K ′ è K ′′, îïèñàííûå â ïåðâîì ðàçäåëå, ãäå K ′ è K ′′ � ñîïóò-
ñòâóþùèå ÈÑÎ ê äâèæóùåéñÿ ïî êðèâîëèíåéíîé òðàåêòîðèè ÍÈÑÎ, à
K � ëàáîðàòîðíàÿ ÈÑÎ.

Â [4] ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî K ′ è K ′′ ñâÿçàíû ñ K áóñòàìè:

X ′ = L(v)X, X ′′ = L(v + dv)X, (104)

îòêóäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî L−1(v) = L(−v), ïîëó÷àåì:

X ′′ = L(v + dv)L(−v)X ′. (105)

Èñïîëüçóÿ îáùèå ñîîòíîøåíèÿ (98), (99) ñ v1 = −v, v2 = v+dv, â ïåðâîì
ïðèáëèæåíèè ïî dv, íàõîäèì áåñêîíå÷íî ìàëûé óãîë ïîâîðîòà:

n dϕ =
γ2

γ + 1
[v × dv], (106)

ãäå ó÷òåíî, ÷òî â âåêòîðíîì ïðîèçâåäåíèè (98) ñòîèò ìàëàÿ âåëè÷èíà dv,
ïîýòîìó â ìíîæèòåëå ïîñëå íåãî âñå âåëè÷èíû ìîæíî âçÿòü â íóëåâîì
ïîðÿäêå ïî dv: γ1 = γ2 = γ = 1/

√
1− v2, γw = γ2(1 − v2) = 1. Â ÿâíîì

âèäå ïðåîáðàçîâàíèå ìåæäó K ′ è K ′′ çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

t′′ = t′ − r′∆v, r′′ = r′ − dϕ [n× r′]− t′∆v, (107)

ãäå

∆v = γ(dv + Γ(vdv)v).

Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïî dv ñêîðîñòè w è w̃ ñîâïàäàþò è ðàâíû ∆v.

Ïîëó÷åííîå 3-ìåðíîå âðàùåíèå âîçíèêàåò ìåæäó ñîïóòñòâóþùèìè ñè-
ñòåìàìèK ′ èK ′′. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòè ñèñòåìû ïîëó÷àþòñÿ
èç ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû ïðè ïîìîùè áóñòîâ (104). Òàêèì îáðàçîì, èõ
îñè �ïàðàëëåëüíû� K, à íå äðóã äðóãó. Ñëîâî �ïàðàëëåëüíî� âçÿòî â êà-
âû÷êè, òàê êàê ìãíîâåííîå ïîëîæåíèå îñåé äâèæóùåéñÿ ñ ïðîèçâîëüíîé
ñêîðîñòüþ ÈÑÎ íå ïàðàëëåëüíî ëàáîðàòîðíîé ÈÑÎ (ñì. ïðèëîæåíèå B).
Ïîýòîìó ïîä �ïàðàëëåëüíîñòüþ� ìû ïîäðàçóìåâàåì âûïîëíåíèå ÷èñòîãî
ëîðåíöåâñêîãî áóñòà.

Â èñõîäíîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ïðè èçìåíåíèè ñêî-
ðîñòè ÍÈÑÎ ñîïóòñòâóþùèå ê íåé ÈÑÎ ñâÿçàíû ëîðåíöåâñêèì ïðåîáðà-
çîâàíèåì (ò.å. èõ îñè ïåðåíîñÿòñÿ ïàðàëëåëüíî, ñî ñäåëàííîé âûøå îãî-
âîðêîé). Ïîýòîìó â ïîäõîäå Äæåêñîíà, î÷åâèäíî, ðàññìàòðèâàåòñÿ èíàÿ
çàäà÷à.
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Èäåîëîãèè ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà îñåé ñîïóòñòâóþùèõ ñèñòåì áîëü-
øå ñîîòâåòñòâóåò âûâîä Ì¼ëëåðà [3], êîòîðûé ðàññìàòðèâàåò ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ïðåîáðàçîâàíèé:

X ′ = L(v)X, X ′′ = L(dv′)X ′, (108)

îòêóäà

X ′′ = L(dv′)L(v)X. (109)

Ïîäñòàâëÿÿ v1 = v, v2 = dv′ â ñîîòíîøåíèÿ (98), (99), â ïåðâîì ïðèáëè-
æåíèè ïî dv′ èìååì:

n dϕ = − γ

γ + 1
[v × dv′], (110)

ãäå ó÷òåíî, ÷òî γ2 ≈ 1 è γw ≈ γ1 = γ. Èòîãîâàÿ ñêîðîñòü (99) ðàâíà:

w =
dv′ + vγ + Γv(vdv′)

γ (1 + vdv′)
≈ v +

dv′

γ
− v(vdv′)

γ + 1
, (111)

ãäå ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî çàïèñàíî â ïåðâîì ïîðÿäêå ìàëîñòè ïî dv′.
Âåëè÷èíà dv′ ÿâëÿåòñÿ ñêîðîñòüþK ′′ îòíîñèòåëüíîK ′ è èìååò ñìûñë èç-
ìåíåíèÿ ñêîðîñòè ÍÈÑÎ îòíîñèòåëüíî ñâîåãî ïðåäûäóùåãî ìãíîâåííîãî
ïîëîæåíèÿ K ′.

Ñêîðîñòü w èìååò ñìûñë ñêîðîñòè ñèñòåìû K ′′ îòíîñèòåëüíî K, ïî-
ýòîìó Ì¼ëëåð ââîäèò èçìåíåíèå ñêîðîñòè ÍÈÑÎ îòíîñèòåëüíî ëàáîðà-
òîðíîé ñèñòåìû:

dv = w − v. (112)

Óìíîæàÿ å¼ âåêòîðíî íà v, íåñëîæíî ïåðåïèñàòü (110) â âèäå:

n dϕ = − γ2

γ + 1
[v × dv], (113)

÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì (106) Äæåêñîíà, îäíà-
êî èìååò äðóãîé ñìûñë, òàê êàê îïðåäåëÿåò ïîâîðîò ñèñòåìû, ïîëó÷åííîé
èç ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû K â ðåçóëüòàòå ëîðåíöåâñêîãî áóñòà. Ôàêòè÷å-
ñêè, â ñîîòíîøåíèè L(dv′)L(v) = R(n, dϕ)L(v + dv) ó÷àñòâóåò ÷åòûðå
ÈÑÎ. Â ëåâîé ÷àñòè çàïèñàí ïîñëåäîâàòåëüíûé ïåðåõîä îò K ê K ′, à
çàòåì ê K ′′. Â ïðàâîé ÷àñòè ëîðåíöåâñêîå ïðåîáðàçîâàíèå L(v+dv) îñó-
ùåñòâëÿåò ïåðåõîä îò K ê ñèñòåìå K̃ ′′, èç êîòîðîé (â ðåçóëüòàòå ïîâîðî-
òà) ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà K ′′. Ïîýòîìó 3-ìåðíîå âðàùåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ
íå îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû K, à îòíîñèòåëüíî K̃ ′′.
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B Êîîðäèíàòíûå îñè äâèæóùåéñÿ ÑÎ

Ïóñòü íà÷àëî èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òàK ′ äâèæåòñÿ îòíîñèòåëü-
íî �íåïîäâèæíîé� ñèñòåìû K ñî ñêîðîñòüþ v. Âðåìÿ è êîîðäèíàòû íåêî-
òîðîãî ñîáûòèÿ, íàáëþäàåìîãî èç ñèñòåìû K, îáîçíà÷èì êàê (t, r). Ýòî
æå ñîáûòèå â ñèñòåìå K ′ èìååò âðåìÿ è êîîðäèíàòû ñî øòðèõàìè (t′, r′).
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà îäíîìåðíîå äâèæåíèå âäîëü îñè x ñî ñêîðîñòüþ v.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè t = t′ = 0 íà÷àëà ñèñòåì îòñ÷¼òà
ñîâïàäàþò: x = x′ = 0. ×òîáû ñâÿçü ìåæäó íàáëþäåíèÿìè ñîáûòèÿ èìå-
ëà ñìûñë, íåîáõîäèìî ñîãëàñîâàòü åäèíèöû èçìåðåíèÿ äëèíû è âðåìåíè
â îáîèõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà. Åäèíèöû äëèíû ìîæíî ñîãëàñîâàòü ïðè ïîìî-
ùè �ñðàâíåíèÿ ëèíååê� â ïåðïåíäèêóëÿðíîì ê îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè
íàïðàâëåíèè. Òàêèìè �ëèíåéêàìè� ìîæåò áûòü, íàïðèìåð, ðàññòîÿíèå
ìåæäó òðàåêòîðèÿìè äâóõ ÷àñòèö, äâèæóùèõñÿ ïàðàëëåëüíî îñè x.
Ïîñòóëèðóåòñÿ, ÷òî êîîðäèíàòû y è y′ áóäóò îäèíàêîâûìè â îáåèõ ñè-

ñòåìàõ îòñ÷¼òà: y′ = y. Åäèíèöû âðåìåíè âûáèðàþòñÿ â ðåçóëüòàòå ñîãëà-
øåíèÿ î çíà÷åíèè îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè ñèñòåì îòñ÷¼òà. Â ÷àñòíîñòè,
åñëè íà÷àëî ñèñòåìû K ′ (x′ = 0) èìååò óðàâíåíèå äâèæåíèÿ x = vt, òî
íà÷àëî K (x = 0) îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû K ′ äâèæåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: x′ = −vt′. Ïîñëå òàêîãî ñîãëàñîâàíèÿ åäèíèö èçìåðåíèÿ, èñïîëüçóÿ
àêñèîìàòèêó Ýéíøòåéíà èëè ãðóïïîâîé ïîäõîä [9]-[11], ìîæíî ïîëó÷èòü
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà â ñëåäóþùåì âèäå:

t′ = γ (t− vx), x′ = γ (x− vt), y′ = y, (114)

ãäå γ = 1/
√
1− v2 � ôàêòîð Ëîðåíöà.

Ïðè äâèæåíèè âäîëü îñè x êîîðäèíàòíûå îñè îáåèõ ñèñòåì îòñ÷¼òà
ïðåäïîëàãàþòñÿ ïàðàëëåëüíûìè äðóã äðóãó. Îáðàòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ
ïîëó÷àþòñÿ ïåðåñòàíîâêîé �øòðèõîâàííûõ� è �íåøòðèõîâàííûõ� âåëè-
÷èí ìåñòàìè è çàìåíîé v 7→ −v.
Ïóñòü òåïåðü îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü v äâóõ ñèñòåì îòñ÷¼òà íàïðàâ-

ëåíà ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì. Ôèêñèðîâàíèå çíà÷åíèé êîìïîíåíò âåêòî-
ðà v = {vx, vy, vz} (è ñ îáðàòíûì çíàêîì äëÿ K ′) îçíà÷àåò òàêæå âûáîð
îïðåäåë¼ííîé îðèåíòàöèè êîîðäèíàòíûõ îñåé â êàæäîé ñèñòåìå îòñ÷åòà.
Ïóñòü íàáëþäàòåëè â ñèñòåìå K ïðè äàííîì âûáîðå êîîðäèíàòíûõ îñåé
ïîëó÷àþò, íàïðèìåð, ñëåäóþùèå êîìïîíåíòû îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè:
v = {0.1, 0.3, 0.5}. Òîãäà íàáëþäàòåëè â ñèñòåìå K ′ äîëæíû âûáðàòü
íàïðàâëåíèå êîîðäèíàòíûõ îñåé òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îòíîñèòåëüíàÿ
ñêîðîñòü äëÿ íèõ èìåëà êîìïîíåíòû: v′ = {−0.1, −0.3, −0.5}. Òàêàÿ
ïðîöåäóðà ïîçâîëÿåò îðèåíòèðîâàòü êîîðäèíàòíûå îñè ñèñòåì îòñ÷¼òà
òàê, ÷òîáû îíè áûëè â íåêîòîðîì ñìûñëå �ïàðàëëåëüíû� äðóã äðóãó.
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Â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå êîìïîíåíòû ñêîðîñòè íå èçìåíÿòñÿ, åñëè êî-
îðäèíàòíûé áàçèñ ïîâåðíóòü âîêðóã âåêòîðà v. Ïîýòîìó äëÿ îäíîçíà÷-
íîé ôèêñàöèè îñåé, âîîáùå ãîâîðÿ, òðåáóåòñÿ åù¼ îäíî íàïðàâëåíèå. Íà-
ïðèìåð, íàáëþäàòåëè ìîãóò ñîãëàñîâàòü êîîðäèíàòû äâóõ ïàðàëëåëüíûõ
�ëèíååê�, ðàñïîëîæåííûõ îðòîãîíàëüíî ê îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè (àíà-
ëîãè÷íî ïàðàëëåëüíû îñè y,y′ è z,z′ ïðè äâèæåíèè âäîëü îñè x).

Ðèñóíîê 9. Ñîãëàñîâàíèå åäèíèö èçìåðåíèÿ äâóìÿ ñèñòåìàìè îòñ÷¼òà.

Äëÿ âûâîäà ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà â âåêòîðíîì âèäå ðàäèóñ-âåêòîð
r ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî äâóì âåêòîðàì r = rq + r⊥: ïàðàëëåëüíîìó ê ñêî-
ðîñòè rq = (rv)v/v2 è ïåðïåíäèêóëÿðíîìó r⊥. Äëÿ íèõ âûïîëíÿþòñÿ
îáû÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà (114):

t′ = γ (t− vrq), r′q = γ (rq − vt), r′⊥ = r⊥. (115)

Ïîäñòàâëÿÿ èõ â r′ = r′q + r′⊥ è çàìåíÿÿ r⊥ íà r− rq, íåñëîæíî çàïèñàòü
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà â âåêòîðíîì âèäå:

t′ = γ (t− vr), r′ = r− γvt+ Γv (vr), (116)

ãäå, êðîìå ôàêòîðà γ = 1/
√
1− v2, v = |v|, ââåäåíî îáîçíà÷åíèå äëÿ

âåëè÷èíû Γ, êîòîðàÿ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

Γ =
γ − 1

v2
=

γ2

γ + 1
, γ − Γ =

γ

γ + 1
. (117)

Îáðàòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà ïîëó÷àþòñÿ çàìåíîé v 7→ −v.

Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà ÿâëÿþòñÿ ïàññèâíûìè (ñì. ïðèëîæåíèå A),
ò.ê. ñâÿçûâàþò ðåçóëüòàòû íàáëþäåíèÿ îäíîãî è òîãî æå ñîáûòèÿ îòíî-
ñèòåëüíî ðàçëè÷íûõ ñèñòåì îòñ÷¼òà. Ó÷èòûâàÿ ïðîöåäóðó ñîãëàñîâàíèÿ
`'ïàðàëëåëüíîñòè� êîîðäèíàòíûõ îñåé äâóõ ñèñòåì îòñ÷¼òà, ñîîòíîøåíèÿ
(116) ìîæíî ðàñïèñàòü ïî êîìïîíåíòàì äëÿ r = {x, y, z}, r′ = {x′, y′, z′}
è ñêîðîñòè v = {vx, vy, vz} (êîìïîíåíòû êîòîðîé çàäàíû îòíîñèòåëüíî
K). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ ñâÿçü âðåìåíè è êîîðäèíàò îäíîãî è òîãî æå
ñîáûòèÿ, ðåãèñòðèðóåìîãî ðàçëè÷íûìè íàáëþäàòåëÿìè.
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Ïóñòü íàáëþäàòåëè â ñèñòåìå K îäíîâðåìåííî (ïî ñâîèì ÷àñàì) ôèê-
ñèðóþò ïîëîæåíèå îñåé ñèñòåìû K ′. Ýòè îñè (â îáùåì ñëó÷àå) îêàçû-
âàþòñÿ íå òîëüêî íå ïàðàëëåëüíûìè ê îñÿì ñèñòåìû K, íî äàæå è íå
ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûì áàçèñîì (ñ òî÷êè çðåíèÿ íåïîäâèæíûõ íàáëþ-
äàòåëåé). Ïîýòîìó �ïàðàëëåëüíîñòü� êîîðäèíàòíûõ îñåé â ïðåîáðàçîâà-
íèÿõ Ëîðåíöà (116) íåîáõîäèìî ïîíèìàòü òîëüêî â òîì ñìûñëå, ÷òî íà-
áëþäàòåëè âûïîëíèëè îïèñàííóþ âûøå ïðîöåäóðó ñîãëàñîâàíèÿ åäèíèö
èçìåðåíèÿ è ïîñëå ýòîãî íåçàâèñèìî (ïî êîìïîíåíòàì ñêîðîñòè v) çàäàëè
îðèåíòàöèþ êîîðäèíàòíûõ îñåé.
Çàäàâàÿ êîîðäèíàòû r′ òî÷åê â ñèñòåìå îòñ÷¼òà K ′, ñâÿçàííîé ñ òåëîì,

ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà ìîæíî ïîëó÷èòü êîîðäèíàòû òî÷åê
r â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå K. Íàñ èíòåðåñóåò ìãíîâåííàÿ ôîðìà äâèæó-
ùåãîñÿ òåëà â ìîìåíò âðåìåíè t â ñèñòåìå K. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî òàê
ïåðåïèñàòü ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà, ÷òîáû ðàäèóñ-âåêòîð r çàâèñåë îò
t è r′. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì îáðàòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà (v 7→ −v):

t = γ (t′ + vr′), r = r′ + γvt′ + Γv (vr′) (118)

è èñêëþ÷èì èç íèõ âðåìÿ t′:

r = vt+ r′ − γ

γ + 1
v(vr′). (119)

Ýòî ñîîòíîøåíèå ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü ïîëîæåíèå òî÷åê äâèæóùåãîñÿ
òåëà â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè t â ñèñòåìå K.
Ïåðâîå ñëàãàåìîå vt â (119) óêàçûâàåò íà òî, ÷òî âñå òî÷êè äâèæóò-

ñÿ ïàðàëëåëüíî ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v. Êîãäà t = 0, íà÷àëà ñèñòåì
îòñ÷¼òà ñîâïàäàþò è ôîðìà äâèæóùåãîñÿ òåëà îïðåäåëÿåòñÿ âòîðûì è
òðåòüèì ñëàãàåìûìè (119). Ïðè t = 0 èç (119) ñëåäóåò, ÷òî:

vr = vr′/γ, r2 = r′2 − (vr′)2, (120)

ò.å. ïðîäîëüíûå ðàçìåðû èñïûòûâàþò ëîðåíöåâñêîå ñîêðàùåíèå, à ïîïå-
ðå÷íûå (åñëè vr′ = 0) îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè. Ðàññìîòðèì äâå ôèêñè-
ðîâàííûå òî÷êè òåëà. Äëÿ ðàäèóñ-âåêòîðîâ ê êàæäîé èç íèõ çàïèøåì
ñîîòíîøåíèå (119). Èõ ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ â äâóõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà
ñâÿçàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

r1r2 = r′1r
′
2 − (vr′1)(vr

′
2). (121)

Åñëè â ñèñòåìå K ′ âåêòîðû ïåðïåíäèêóëÿðíû (r′1r
′
2 = 0), òî îíè áóäóò

ïåðïåíäèêóëÿðíûìè è â K, åñëè îíè ïåðïåíäèêóëÿðíû ê îòíîñèòåëüíîé
ñêîðîñòè v.
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Ïóñòü äâèæåíèå ïðîèñõîäèò â ïëîñêîñòè (x, y). Âûáåðåì îäíó òî÷êó
íà îñè x′, à âòîðóþ � íà îñè y′ (ñì. ðèñ.10).

Ðèñóíîê 10. Îïðåäåëåíèå òð¼õ óãëîâ îñåé äâèæóùåéñÿ ñèñòåìû îòñ÷¼òà
îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé: α = αx + αy + π/2.

Â ñèñòåìå K ′ èõ êîîðäèíàòû ðàâíû: r′1 = {1, 0}, r′2 = {0, 1}. Êîîðäè-
íàòû ri = {xi, yi} ýòèõ æå òî÷åê â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà ïîëó-
÷àþòñÿ èç óðàâíåíèÿ (119):

x1 = 1− γv2x
γ + 1

, y1 = −γvxvy
γ + 1

; x2 = −γvxvy
γ + 1

, y2 = 1−
γv2y
γ + 1

, (122)

ãäå γ = 1/
√
1− v2 = 1/

√
1− v2x − v2y. Â ðåçóëüòàòå ñèíóñ óãëà αx ìåæäó

îñÿìè x′ è x, è àíàëîãè÷íî äëÿ αy ìåæäó îñÿìè y′ è y (ñì. ðèñ.10), ðàâíû:

sinαx =
γ

γ + 1

vxvy√
1− v2x

, sinαy =
γ

γ + 1

vxvy√
1− v2y

, (123)

ãäå ìîäóëè r1 è r2 íàéäåíû ïðè ïîìîùè âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ (120).
Êîñèíóñ óãëà ìåæäó îñÿìè äâèæóùåéñÿ ñèñòåìû îòñ÷¼òà íàõîäèòñÿ èç

ñîîòíîøåíèÿ (121):

cosα = − vxvy√
(1− v2x)(1− v2y)

. (124)

Òàêèì îáðàçîì, êîîðäèíàòíûå îñè ñèñòåìû K ′ áóäóò îðòîãîíàëüíûìè
äëÿ íàáëþäàòåëåé â K, òîëüêî åñëè îäíà èç êîìïîíåíò ñêîðîñòè ðàâíà
íóëþ. Ýòî ïðîèñõîäèò ïðè äâèæåíèè âäîëü îäíîé èç êîîðäèíàòíûõ îñåé.
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C Òåíçîð ñïèíà

Òåíçîð ñóììàðíîãî ìîìåíòà èìïóëüñà ñèñòåìû ÷àñòèö (ãèðîñêîïà)

Lµν =
∑

(xµpν − xνpµ) (125)

íåèíâàðèàíòåí ïðè òðàíñëÿöèîííûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ xν 7→ xν + aν:

Lµν 7→ Lµν + aµP ν − aνP µ, (126)

ãäå P ν =
∑

pµ � ñóììàðíûé 4-èìïóëüñ ãèðîñêîïà. Ñîáñòâåííûé ìîìåíò
èìïóëüñà (êëàññè÷åñêèé ñïèí) íå äîëæåí ìåíÿòüñÿ ïðè òàêîì ïðåîáðà-
çîâàíèè. Ýòîìó òðåáîâàíèþ óäîâëåòâîðÿåò 4-âåêòîð ñïèíà

Sν =
1

2
εναβγ L

αβ Uγ, (127)

ãäå Uγ = P γ/M � 4-ñêîðîñòü, à M � ìàññà ãèðîñêîïà. Çàìåòèì, ÷òî 4-
ñïèí è 4-ñêîðîñòü îðòîãîíàëüíû: S · U ≡ SνUν = 0.
Ïðè ïîìîùè 4-âåêòîðà ñïèíà îïðåäåëèì 4-òåíçîð ñïèíà:

Sαβ = εαβµνUµSν. (128)

Î÷åâèäíî, ÷òî îí òàêæå êàê è Sν íå èçìåíÿåòñÿ ïðè òðàíñëÿöèîííûõ
ïðåîáðàçîâàíèÿõ. Äóàëüíûé ê íåìó òåíçîð èìååò âèä:

1

2
εαβµνS

µν = SαUβ − SβUα. (129)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî U2 = 1, à S · U = 0, èìååì

Sν =
1

2
εναβγS

αβUγ. (130)

Òàêèì îáðàçîì, 4-âåêòîð ñïèíà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç 4-òåíçîð ñïèíà òàê æå
êàê è ÷åðåç ïîëíûé ìîìåíò èìïóëüñà (127).
Ïîäñòàâëÿÿ (127) â (128) è ïðîâîäÿ ñâ¼ðòêó ñèìâîëîâ Ëåâè-×åâèòû,

ìîæíî âûðàçèòü òåíçîð ñïèíà ÷åðåç òåíçîð ïîëíîãî ìîìåíòà èìïóëüñà:

Sαβ = Lαβ − (LαγUβ − LβγUα)Uγ. (131)

Ñâîðà÷èâàÿ îïðåäåëåíèå 4-âåêòîðà ñïèíà (127) ñ ñèìâîëîì Ëåâè-×åâèòû
ìîæíî ïîëó÷èòü åù¼ îäíî ñîîòíîøåíèå ìåæäó ââåäåííûìè âåëè÷èíàìè:

εαβγνS
ν = LαβUγ + LγαUβ + LβγUα = SαβUγ + SγαUβ + SβγUα, (132)

ãäå âòîðîå ðàâåíñòâî ïðîâåðÿåòñÿ ïîäñòàíîâêîé âìåñòî òåíçîðà ñïèíà Sαβ

åãî âûðàæåíèÿ (131) ÷åðåç òåíçîð ïîëíîãî ìîìåíòà Lαβ. Çàìåòèì, ÷òî â
(132) ïî èíäåêñàì α, β, γ ïðîâîäèòñÿ öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà.
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Ïðåäñòàâèì òåíçîð ñïèíà åù¼ â îäíîì âèäå. Ñîîòíîøåíèå (131) ìîæíî
ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Sαβ = Lαβ − (XαP β −XβP α). (133)

ãäå

Xα = λUα +
1

M
LαβUβ, (134)

à λ � íåêîòîðûé ñêàëÿð. Ýòîò 4-âåêòîð èìååò ñìûñë ýôôåêòèâíîé òðà-
åêòîðèè ãèðîñêîïà, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ òåíçîð ñïèíà,
õàðàêòåðèçóþùèé ñîáñòâåííûé ìîìåíò âðàùåíèÿ:

Sαβ =
∑

[(xα −Xα)pβ − (xβ −Xβ)pα],

îòêóäà ñëåäóåò (133).
Ââåä¼ì 4-âåêòîð R = {t, R}, ãäå R � öåíòð ýíåðãèè ñèñòåìû ÷à-

ñòèö (31). Òåíçîð ïîëíîãî ìîìåíòà èìïóëüñà Lαβ îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ
3-âåêòîðàìè G = {L10, L20, L30} è L = {L23, L31, L12}, ãäå G = ER−Pt,
à P α = {E ,P} � ïîëíûé 4-èìïóëüñ ãèðîñêîïà. Äëÿ ôèêñèðîâàíèÿ çíà÷å-
íèÿ λ â (134) ïîòðåáóåì, ÷òîáû íóëåâàÿ êîìïîíåíòà 4-âåêòîðà Xα áûëà
âðåìåíåì:

X0 = λγ +
γ

M
Gu = λγ + γ2 (Ru)− γ2u2t = t, (135)

ãäå ó÷òåíî, ÷òî 4-ñêîðîñòü èìååò êîìïîíåíòû Uα = {γ, γu}. Â ðåçóëüòàòå
λ = γt− γRu = R · U è 4-âåêòîð ýôôåêòèâíîé òðàåêòîðèè èìååò âèä:

Xα = (R · U)Uα +
1

M
LαβUβ. (136)

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó àíòèñèììåòðè÷íîñòè òåíçîðà ïîëíîãî ìîìåíòà Lαβ

è åäèíè÷íîñòè 4-ñêîðîñòè U2 = 1 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî ïðîåêöèé 4-
âåêòîðîâ R è X íà 4-ñêîðîñòü: R · U = X · U. Ïðîñòðàíñòâåííûå êîìïî-
íåíòû âåêòîðà X îáðàçóþò ìîäèôèöèðîâàííûé öåíòð èíåðöèè:

X = R− γ

M
u× (L−R×P) = R− u× S

M
= R− u× s

E
, (137)

ãäå S = γ(L−R×P) � ïðîñòðàíñòâåííûå êîìïîíåíòû 4-âåêòîðà ñïèíà
(127), âåêòîð s = {S23, S31, S12} ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííûìè êîìïîíåí-
òàìè òåíçîðà ñïèíà (128):

s = γS− γ(uS)u, g = u× s, (138)

ãäå g = {S10, S20, S30} è ó÷òåíî îïðåäåëåíèå (128). Â ñèñòåìå ïîêîÿ ãèðî-
ñêîïà âðåìåííûå êîìïîíåíòû 4-âåêòîðà è 4-òåíçîðà ñïèíà ðàâíû íóëþ,
à ïðîñòðàíñòâåííûå ñîâïàäàþò ñ ïîëíûì ìîìåíòîì L.
Íåîáõîäèìîñòü ââåäåíèÿ êîîðäèíàòû ãèðîñêîïà, îòëè÷íîé îò åãî öåí-

òðà èíåðöèè, îáñóæäàëàñü â ðàáîòàõ [20], [21].
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D Äâèæåíèå ñòåðæíÿ ïî îêðóæíîñòè

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå íà÷àëà ñèñòåìû îòñ÷¼òà K ′ ïî îêðóæíîñòè ðà-
äèóñà R ñ ïîñòîÿííîé ïî ìîäóëþ ñêîðîñòüþ v. Ïðè ïåðèîäå îáðàùåíèÿ
T ñêîðîñòü ðàâíà v = 2πR/T = ωR, ãäå ω � êðóãîâàÿ ÷àñòîòà. Ìîäóëü
óñêîðåíèÿ ðàâåí a = v2/R = ωv.

Ðèñóíîê 11. Âðàùåíèå ñòåðæíÿ ïî îêðóæíîñòè. Íà öåíòðàëüíîì ðèñóíêå
ãîðèçîíòàëüíûé ïðè t = 0 ñòåðæåíü ïîñëå îáîðîòà ïî îêðóæíîñòè (t = T )
ïîâåðí¼òñÿ è ñòàíåò êîðî÷å. Íà ïîñëåäíåì ðèñóíêå ýòîò æå ñòåðæåíü ïðè
t = 0 ðàñïîëîæåí âåðòèêàëüíî è ïîñëå îáîðîòà óäëèíÿåòñÿ.

Ïðè ðàâíîìåðíîì äâèæåíèè ïî îêðóæíîñòè óñêîðåíèå âñåãäà ïåðïåíäè-
êóëÿðíî ñêîðîñòè (av = 0) è ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

a = ω [n× v],
da

dt
= ω [n× a] = −ω2 v, (139)

ãäå n � ïîñòîÿííûé åäèíè÷íûé âåêòîð, íîðìàëüíûé ê ïëîñêîñòè îðáèòû.
Ïðè ïîìîùè ýòèõ ñîîòíîøåíèé è óðàâíåíèÿ (14):

ds

dt
= −γ2 (vs) a (140)

íåñëîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:

d(vs)

dt
= as

d(as)

dt
= −ω2γ2(vs). (141)

Ïî îòäåëüíîñòè âåëè÷èíû vs è as óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì:

d2(vs)

dt2
+ ω2γ2 (vs) = 0,

d2(as)

dt2
+ ω2γ2 (as) = 0. (142)

Ïîýòîìó ðåøåíèÿ (140) ïðè äâèæåíèè ïî îêðóæíîñòè èìåþò âèä: vs = (vs)0 cos(ωγt) +
(as)0
ωγ sin(ωγt),

as = (as)0 cos(ωγt)− (vs)0 ωγ sin(ωγt),
(143)

ãäå íóëåâîé èíäåêñ ïîìå÷àåò íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäå-
íèé â ìîìåíò âðåìåíè t = 0, à çíà÷åíèå ïðîèçâîäíûõ ïðè t = 0 çàïèñàíî
ïðè ïîìîùè óðàâíåíèé (141).
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Òàêèì îáðàçîì, îòíîñèòåëüíî ïîäâèæíîãî áàçèñà, ïîñòðîåííîãî íà
âåêòîðàõ v, a, êîíåö ñòåðæíÿ âðàùàåòñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ωγ.

Íàéä¼ì çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò êîíöà ñòåðæíÿ s = {sx, sy} îòíîñè-
òåëüíî åãî íà÷àëà â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà. Ïóñòü äâèæåíèå ïî
îêðóæíîñòè ïðîèñõîäèò ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Êîîðäèíàòû íà÷àëà
ñòåðæíÿ ïðè ýòîì ðàâíû: {x, y} = R{cos(ωt), sin(ωt)}. Ïîýòîìó êîì-
ïîíåíòû ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ èìåþò âèä:

v = Rω {− sin(ωt), cos(ωt)}, a = −Rω2 {cos(ωt), sin(ωt)}. (144)

Â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 èìååì v0 = Rω {0, 1}, a0 = −Rω2 {1, 0}, ïîýòîìó
(vs)0 = Rωsy0, (as)0 = −Rω2sx0 è ðåøåíèÿ (143) ïðèâîäÿò ê ñèñòåìå:{

sx cos(ωt) + sy sin(ωt) = sx0 cos(ωγt) + sy0 γ sin(ωγt)
−sx sin(ωt) + sy cos(ωt) = sy0 cos(ωγt)− (sx0/γ) sin(ωγt).

(145)

Ñóììà êâàäðàòîâ óðàâíåíèé äà¼ò êâàäðàò äëèíû ñòåðæíÿ l2 = s2x + s2y.

Åñëè óãîë ñ îñüþ x ïðè t = 0 ðàâåí ϕ0 è sx0 = l̄0c0, sy0 = l̄0s0, òî:

l2

l̄20
= 1 + γv2 s0c0 sin(2ωγt) +

v2

2
(γ2s20 − c20)(1− cos(2ωγt)), (146)

ãäå s0 = sinϕ0, c0 = cosϕ0.

Ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèÿ (120) ìîæíî íàéòè ñâÿçü íà÷àëüíîé äëèíû
ñòåðæíÿ l̄0 â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå ñ ñîáñòâåííîé äëèííîé ñòåðæíÿ l0:

l̄0 =
l0√

1 + (γ2 − 1) sin2 ϕ0

. (147)

Äëèíà âîññòàíàâëèâàåòñÿ (l = l̄0) â ìîìåíòû âðåìåíè ωt = πk/γ, ãäå
k = 1, 2, .... Åñëè tg ϕ0 = sy0/sx0 � íà÷àëüíàÿ îðèåíòàöèÿ ñòåðæíÿ, òî ÷å-
ðåç âðåìÿ ωt = π/γ åãî óãîë ϕ áóäåò òàêèì, ÷òî tg(ϕ− π/γ) = tg ϕ0, èëè
ϕ−ϕ0 = −πk+π/γ. Íà÷àëî ñòåðæíÿ äâèæåòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.
Ïðè ýòîì ñòåðæåíü ïîâîðà÷èâàåòñÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, ïîýòîìó ϕ − ϕ0

îòðèöàòåëüíî è íåîáõîäèìî âûáðàòü k = 1. Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìàëü-
íûé óãîë ïîâîðîòà, ïðè êîòîðîì äëèíà ñòåðæíÿ âîññòàíàâëèâàåòñÿ, ïî
ìîäóëþ ðàâåí:

|∆ϕ| = γ − 1

γ
π. (148)

Åñëè γ � ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, òî êîíåö ñòåðæíÿ áóäåò îïèñûâàòü ïðà-
âèëüíûé n-óãîëüíèê. Ïðè ýòîì (γ−1)/γ ðàâíî íåñîêðàòèìîé äðîáè 2k/n.
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Ïîñëå m îáîðîòîâ ïî îêðóæíîñòè (ωt = 2πm) êîîðäèíàòû êîíöà
ñòåðæíÿ áóäóò ðàâíû:{

sx = sx0 cos(2πmγ) + sy0 γ sin(2πmγ)
sy = sy0 cos(2πmγ)− (sx0/γ) sin(2πmγ).

(149)

Ïðè ìàëûõ ñêîðîñòÿõ γ ≈ 1 + v2/2, ïîýòîìó:{
sx ≈ sx0 + sy0 πmv2

sy ≈ sy0 − sx0 πmv2.
(150)

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå êàæäîãî îáîðîòà ïî îêðóæíîñòè (m = 1) ñòåðæåíü
ïîâîðà÷èâàåòñÿ íà ìàëûé óãîë πv2.
Ê òàêîìó æå ðåçóëüòàòó ïðè ìàëûõ ñêîðîñòÿõ ïðèâîäèò è ôîðìóëà

Òîìàñà (3), äëÿ êîòîðîé dϕ ≈ vadt/2 = πv2dt/T . Ïîäîáíîå ñîâïàäåíèå
ðåøåíèé óðàâíåíèé (3) è (14) ïðîèñõîäèò òîëüêî ïðè ìàëûõ ñêîðîñòÿõ è
â ñëó÷àå ðàâíîìåðíîãî äâèæåíèÿ ïî îêðóæíîñòè.
Åñëè æå ñêîðîñòè áîëüøèå, òî óãîë ïîâîðîòà çàâèñèò îò íà÷àëüíîé

îðèåíòàöèè ñòåðæíÿ (íà÷èíàåò ñêàçûâàòüñÿ ëîðåíöåâñêîå ñîêðàùåíèå
äëèíû). Ïðè îäíîì îáîðîòå ïî îêðóæíîñòè (m = 1) ñòåðæåíü ïîâåð-
í¼òñÿ íà óãîë ϕ1, ãäå tg ϕ1 = sy/sx:

tg(ϕ1 − ϕ0) = − tg(2πγ)
1− v2 + tg2 ϕ0

v2 tg ϕ0 tg(2πγ) + 1/(γ cos2 ϕ0)
. (151)

Â óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîì ñëó÷àå v ∼ 1, ìíîæåñòâî ðàç ïîâåðíóâøèñü,
ñòåðæåíü îòêëîíèòñÿ îò ïåðâîíà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ íà óãîë kπ äëÿ öå-
ëûõ è ïîëóöåëûõ γ = k/2 è íà kπ − ϕ0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.
Íà ðèñóíêàõ 12-15 èçîáðàæåíû òðàåêòîðèè êîíöà ñòåðæíÿ îòíîñèòåëü-

íî åãî íà÷àëà (ðàñïîëîæåííîãî â öåíòðå ãðàôèêà). Â ñîáñòâåííîé ñèñòåìå
îòñ÷¼òà ñòåðæåíü èìååò åäèíè÷íóþ äëèíó. Ëåâàÿ êàðòèíêà ñîîòâåòñòâó-
åò îäíîìó îáîðîòó ïî îêðóæíîñòè è 24 òî÷êè èäóò ñ ðàâíûì øàãîì ïî
âðåìåíè. Ïðàâàÿ êàðòèíêà � ýòî ðåçóëüòàò 10 îáîðîòîâ ïî îêðóæíîñòè.
Äâèæåíèå íà÷àëà ñòåðæíÿ íà÷èíàåòñÿ èç ïîëîæåíèÿ ÷àñîâîé ñòðåëêè íà
3 ÷àñà.
Âðàùåíèå ñòåðæíÿ âñåãäà ïðîèñõîäèò â ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó îò

íàïðàâëåíèÿ âðàùåíèè ïî îêðóæíîñòè. Åñëè íà÷àëî ñòåðæíÿ äâèæåò-
ñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, òî åãî êîíåö � ïî ÷àñîâîé. Ãîðèçîíòàëüíûé
ñòåðæåíü (ϕ0 = 0) ïðè èçìåíåíèè ñêîðîñòè ñíà÷àëà óêîðà÷èâàåòñÿ, à
âåðòèêàëüíûé (ϕ0 = π/2), íàîáîðîò, íà÷èíàåò ñ óäëèíåíèÿ, òàê êàê äëè-
íà ìèíèìàëüíà, êîãäà ñòåðæåíü íàïðàâëåí ïî ñêîðîñòè. Íà ðèñóíêå 13
ïðèâåäåí ïðèìåð èððàöèîíàëüíîãî çíà÷åíèÿ γ. Êîíåö ñòåðæíÿ ïðè äâè-
æåíèè ïîñòåïåííî çàïîëíÿåò íà ïëîñêîñòè êîëüöî ñ ðàäèóñàìè l0/γ è l0,
ãäå l0 � ñîáñòâåííàÿ äëèíà ñòåðæíÿ.
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Ðèñóíîê 12. v = 4/5 = 0.8, γ = 5/3 = 1.667; ϕ0 = 0.

Ðèñóíîê 13. v = 0.75, γ = 1.512; ϕ0 = 0.

Ðèñóíîê 14. v = 0.866, γ = 2; ϕ0 = 0.

Ðèñóíîê 15. v = 0.901, γ = 23/10 = 2.3; ϕ0 = 0.
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E Âèãíåðîâñêîå âðàùåíèå äëÿ ñòåðæíÿ

Ïðèâåä¼ì åù¼ îäèí âûâîä óðàâíåíèÿ (14), îïèñûâàþùåãî èçìåíåíèå
âåêòîðà s, ñâÿçàííîãî ñî ñòåðæíåì ïðè åãî êðèâîëèíåéíîì äâèæåíèè.
Ïðè ýòîì â ÿâíîì âèäå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ âèãíåðîâñêîå âðàùåíèå.

Çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ óãëà âèãíåðîâñêîãî ïîâîðîòà (113), ïîëó÷åí-
íîå â ïðèëîæåíèè A:

n dϕ = − γ2

γ + 1
[v × dv]. (152)

Ýòîò óãîë ÿâëÿåòñÿ ïîâîðîòîì, âûïîëíÿåìûì ïîñëå ëîðåíöåâñêîãî áóñòà
ñî ñêîðîñòüþ (111), ðàâíîé v+ dv. Ôàêòîð Ëîðåíöà äëÿ òàêîé ñêîðîñòè
ðàâåí:

γv+dv = (1− (v + dv)2)−1/2 ≈ (1− v2 − 2vdv)−1/2 ≈ γ + γ3vdv, (153)

ãäå γ = 1/
√
1− v2. Ñîîòâåòñòâåííî:

γv+dv

γv+dv + 1
≈ γ

γ + 1
+

γ3 vdv

(γ + 1)2
. (154)

Îáîçíà÷èì ñî øòðèõàìè êîîðäèíàòû ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ v + dv. Äåëàÿ â
(119) çàìåíó v 7→ v + dv è ñîõðàíÿÿ ïåðâûé ïîðÿäîê ìàëîñòè ïî dv,
ïîëó÷àåì îðèåíòàöèþ îñåé ñèñòåìû êîîðäèíàò ñ èçìåí¼ííîé ñêîðîñòüþ:

r = r′− γ

γ + 1

{
v(v r′)+v(dv r′)+dv(v r′)

}
− γ3

(γ + 1)2
v (vr′) (vdv). (155)

Ïîâîðîò íà óãîë dϕ îñóùåñòâëÿåò ïðåîáðàçîâàíèå r′′ = r′ − [n × r′] dϕ.
Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé dϕ 7→ −dϕ:

r′ = r′′ + [n× r′′] dϕ, (156)

èëè, èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿ óãëà (152):

r′ = r′′ +
γ2

γ + 1

{
v(r′′dv)− (r′′v)dv

}
. (157)

Ïîäñòàâëÿÿ r′ â (155), ïîëó÷àåì:

r = r′′ − γ

γ + 1
v(vr′′)− γ(vr′′)dv, (158)

ãäå ñîõðàí¼í ïåðâûé ïîðÿäîê ìàëîñòè ïî dv.
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Äî èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè êîîðäèíàòû áûëè ðàâíû:

r = r̄′ − γ

γ + 1
v(v r̄′). (159)

Åñëè êîîðäèíàòû ñòåðæíÿ â äâèæóùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷¼òà äî èçìåíåíèÿ
ñêîðîñòè r̄′ è ïîñëå èçìåíåíèÿ r′′ îñòàëèñü íåèçìåííûìè, òî äëÿ íåïî-
äâèæíûõ íàáëþäàòåëåé èõ èçìåíåíèå îïèñûâàåòñÿ ðàçíîñòüþ óðàâíåíèé
(158) è (159). Ó÷èòûâàÿ vr = vr̄′/γ è ââîäÿ âåêòîð, ñîåäèíÿþùèé êîíöû
ñòåðæíÿ s = r, ìû ñíîâà ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ (14):

ds

dt
= −γ2 (vs) a. (160)

Íàãëÿäíî âðàùåíèå äâèæóùåéñÿ ñ ïåðåìåííîé ñêîðîñòüþ ÍÈÑÎ èçîá-
ðàæåíî íà ðèñóíêå 16. Åñëè ÈÑÎ K ′ äâèæåòñÿ îòíîñèòåëüíî K ñ ïðî-
èçâîëüíîé ñêîðîñòüþ v, òî ëèíèè êîîðäèíàòíîé ñåòêè áóäóò îïðåäåë¼í-
íûì îáðàçîì �ñïëþñíóòû� è ïîâ¼ðíóòû îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé ñè-
ñòåìû îòñ÷¼òà (ïåðâàÿ êàðòèíêà). Åñëè ñêîðîñòü ñèñòåìû èçìåíÿåòñÿ,
òî êîîðäèíàòíàÿ ñåòêà ïîëó÷àåò íîâûé ïîâîðîò è äåôîðìàöèþ (âòîðàÿ
êàðòèíêà). Åñëè íåêîòîðûé âåêòîð èìååò ôèêñèðîâàííûå êîîðäèíàòû â
äâèæóùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷¼òà, òî â ðåçóëüòàòå èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè îíè
èçìåíÿòñÿ îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû.

Ðèñóíîê 16. Ïðè èçìåíåíèè ñêîðîñòè ñèñòåìû îòñ÷¼òà ïðîèñõîäèò âèã-
íåðîâñêèé ïîâîðîò è ëîðåíöåâñêàÿ äåôîðìàöèÿ êîîðäèíàòíîé ñåòêè.

Ýòî èçìåíåíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñèò îò òîãî, êàê ïîëó÷àåòñÿ ñèñòå-
ìàK ′′. Åñëè ñ ñèñòåìîéK îíà ñîñòàâëÿåò ÷èñòûé áóñò (ïîäõîä Äæåêñîíà,
ñì. ïðèëîæåíèå A), òî îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû âèãíåðîâñêî-
ãî âðàùåíèÿ íåò è ïîâîðîò áóäåò âîçíèêàòü òîëüêî â ðåçóëüòàòå ýôôåêòà
ëîðåíöåâñêîãî ñîêðàùåíèÿ äëèíû. Â ñëó÷àå æå, åñëè K ′′ ïîëó÷àåòñÿ ÷è-
ñòûì áóñòîì èç ñèñòåìû K ′, òî îòíîñèòåëüíî K áóäåò íàáëþäàòüñÿ êàê
âèãíåðîâñêîå âðàùåíèå, òàê è äåôîðìàöèÿ êîîðäèíàòíîé ñåòêè, îáóñëîâ-
ëåííàÿ ëîðåíöåâñêèì ñîêðàùåíèåì äëèíû. Èìåííî âòîðîé ñëó÷àé áûë
ðàññìîòðåí âûøå.
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F Óðàâíåíèå äëÿ êîìïîíåíò 4-òåíçîðà ñïèíà

Ïîëó÷èì äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðåöåññèè äëÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ
êîìïîíåíò 4-òåíçîðà ñïèíà (68). ×òîáû íå ïèñàòü çíà÷îê òèëüäû, ïðîâå-
ä¼ì âûâîä äëÿ ïîëíîãî ìîìåíòà èìïóëüñà. Òàê êàê òðàíñôîðìàöèîííûå
ñâîéñòâà òåíçîðà Lαβ è òåíçîðà ñïèíà Sαβ îäèíàêîâûå, ïîëó÷åííîå óðàâ-
íåíèå äëÿ L áóäåò ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ äëÿ s.
Ïóñòü â ñèñòåìåK ′′ íàõîäèòñÿ íåïîäâèæíûé, âðàùàþùèéñÿ ãèðîñêîï ñ

ìîìåíòîì èìïóëüñà L′′ è ñ öåíòðîì ýíåðãèè â íà÷àëå êîîðäèíàò: G′′ = 0.
Çàïèñàâ ïðåîáðàçîâàíèÿ (29) ìåæäó ñèñòåìàìè K ′ è K ′′ ñ v = dv′, â
ïåðâîì ïîðÿäêå ìàëîñòè ïî dv′ èìååì:

L′ = L′′, G′ = dv′ × L′′. (161)

Ðàññìîòðèì òåïåðü òî÷íî òàêîé æå ãèðîñêîï ñ ìîìåíòîì L′, öåíòð
ýíåðãèè êîòîðîãî ðàñïîëîæåí â íà÷àëå ñèñòåìû K ′ (G′ = 0). Êîãäà íà÷à-
ëà ñèñòåì K ′ è K ′′ ñîâïàäàþò, �ñîâïàäàþò� è ãèðîñêîïû. Áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî ãèðîñêîï ñèñòåìû K ′′ ïîëó÷àåòñÿ ïðè èçìåíåíèè íà dv′ ñêîðîñòè ãè-
ðîñêîïà ñèñòåìû K ′. Ïðè ýòîì ìîìåíò èìïóëüñà íå èçìåíÿåòñÿ, îäíàêî
ñäâèãàåòñÿ öåíòð ýíåðãèè ãèðîñêîïà.
Íàéä¼ì, êàê èçìåíåíèå ïîñòóïàòåëüíîé ñêîðîñòè ãèðîñêîïà âûãëÿäèò

ñ òî÷êè çðåíèÿ íåïîäâèæíûõ íàáëþäàòåëåé â K. Ãèðîñêîï K ′′ èìååò
ìîìåíò èìïóëüñà:

L = γL′ − γ[v × [dv′ × L′]]− Γv (vL′), (162)

ãäå ó÷òåíî (29) è (161), à ãèðîñêîï K ′:

L = γL′ − Γv (vL′). (163)

Ðàçíèöà ýòèõ äâóõ âûðàæåíèé äà¼ò èçìåíåíèå ìîìåíòà èìïóëüñà ïðè
èçìåíåíèè ñêîðîñòè ãèðîñêîïà K ′ íà dv′.
Ñ÷èòàÿ, ÷òî ïåðâûé ãèðîñêîï (163) ñîîòâåòñòâóåò ìîìåíòó âðåìåíè t,

à âòîðîé (162) � áåñêîíå÷íî áëèçêîìó ìîìåíòó t+ dt, èìååì:

dL = −γ[v × [dv′ × L′]] = −γ (vL′)dv′ + γL′(vdv′). (164)

Ó÷ò¼ì èíâàðèàíòíîñòü vL′ = vL, è ïîäñòàâèì γL′ èç (163). Âûðàæàÿ
ïðè ïîìîùè çàêîíà ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé dv′ ÷åðåç dv

dv′ =
(v + dv)− γv + Γv (v(v + dv))

γ (1− v(v + dv))
≈ γdv +

γ3v(vdv)

γ + 1
, (165)

è ââîäÿ óñêîðåíèå a = dv/dt, ïîëó÷àåì:

dL

dt
= γ2 (va)L− γ2(vL)a = γ2 v × [L× a]. (166)

Ýòî óðàâíåíèå áûëî ïîëó÷åíî â ðàçäåëå 8.
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Thomas precession: How it really works

In this paper we obtain the di�erential equations describing the rotating
rod and precession of the spin of gyroscope that are moving along a curved
trajectory. Several examples of such motion are considered.
The obtained equations di�er from the traditional Thomas' expression
interpreted as a rotation of the non-inertial frame relative to the �xed one.
The cause of this disagreement is the fact that in general the axes of the
moving frame are not orthogonal for the �xed observers. When the velocity
changes, the axes direction changes due to both Wigner rotation and Lorentz
contraction. In the present paper we take into account both these factors.
It is shown that the vectors representing various physical quantities transform
in a di�erent way in the moving reference frame. Thus the kinematic equations
describing the motion of these quantities in the �xed frame are di�erent as well.
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