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Èíñòðóêöèÿ ê èíñòðóêöèè

Ýòè ìàòåðèàëû âîçíèêëè ïðè íàïèñàíèè ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðèëîæå-
íèÿ ê êíèãå �Ðåëÿòèâèñòñêèé ìèð�. Ðàçìåð ïðèëîæåíèÿ îêàçàëñÿ ñëèø-
êîì áîëüøèì äëÿ ïðèëîæåíèÿ. À òàê êàê ðàññìàòðèâàåìûé ìàòåìàòè-
÷åñêèé àïïàðàò ïîëåçåí íå òîëüêî äëÿ, òåõ êòî èíòåðåñóåòñÿ ôèçèêîé,
áûëî ïðèíÿòî ðåøåíèå íàïèñàòü ýòó êíèæêó.
Ôèçèêè, îñîáåííî íà÷èíàþùèå, ñòðåìÿòñÿ îñâîèòü ìàòåìàòèêó ìàêñè-

ìàëüíî áûñòðî. Èõ çàäà÷à � ïîëó÷èòü èíñòðóìåíò äëÿ àíàëèçà ôèçè÷å-
ñêîãî ìèðà. Íà ïåðâûé ïëàí âûõîäèò óâåðåííîå âëàäåíèå ýòèì èíñòðó-
ìåíòîì. Âàæíûå äëÿ ìàòåìàòèêîâ âîïðîñû îáîñíîâàíèÿ, ñòðîãîñòè äî-
êàçàòåëüñòâ, íåïðîòèâîðå÷èâîñòè è ò.ï. îòõîäÿò íà âòîðîé ïëàí. Ê ýòèì
âîïðîñàì ðàíî èëè ïîçäíî ïðèõîäèòñÿ âîçâðàùàòüñÿ. Îäíàêî äëÿ ýòîãî
ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî äðóãèõ çàìå÷àòåëüíûõ êíèã.
Ýòà æå êíèãà ÿâëÿåòñÿ èíñòðóêöèåé ïî îñâîåíèþ ìàòåìàòè÷åñêîãî èí-

ñòðóìåíòà. Ïîýòîìó íàïèñàíà îíà ìàêñèìàëüíî íåôîðìàëüíî è ïðîñòî.
Òåì íå ìåíåå, ïðè å¼ ÷òåíèè ìîæíî äîáðàòüñÿ äî äîñòàòî÷íî íåòðèâèàëü-
íûõ êîíñòðóêöèé, òàêèõ êàê èñêðèâë¼ííûå ïðîñòðàíñòâà èëè äèôôåðåí-
öèàëüíûå ôîðìû. ßçûê èíñòðóêöèè ìåñòàìè ìîæåò ïîêàçàòüñÿ èçëèøíå
ðàçãîâîðíûì. Îäíàêî îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî òàêèå òåðìèíû, êàê �ïðàâèëî
ëîìà� èëè �ïðàâèëî âûòàëêèâàíèÿ�, ïîçâîëÿþò ëó÷øå çàïîìíèòü îïðå-
äåëåíèÿ, ÷åì èõ áîëåå ïîëèòêîððåêòíûå íàçâàíèÿ.
Èçó÷àÿ ìàòåìàòè÷åñêèé òåêñò, íåîáõîäèìî ìàêñèìàëüíî êîíöåíòðèðî-

âàòü âíèìàíèå íà ìàòåìàòè÷åñêèõ ñèìâîëàõ. Ëþáóþ ôîðìóëó íåîáõîäè-
ìî ðàçãëÿäûâàòü î÷åíü âíèìàòåëüíî, à â òðóäíûõ ñëó÷àÿõ íåñêîëüêî ðàç
ñ ëþáîâüþ êðàñèâî âîñïðîèçâåñòè êèñòî÷êîé è òóøüþ íà ëèñòå ïåðãàìåí-
òà. Áûñòðî ñêîëüçèòü ãëàçàìè ïî ôîðìóëàì, ÷èòàÿ òîëüêî ïðèâû÷íûå
áóêîâêè òåêñòà, àáñîëþòíî íåäîïóñòèìî.
Èíñòðóêöèÿ ðàçáèòà íà 7 ãëàâ, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç 7 êî-

ðîòêèõ ðàçäåëîâ. Êàê èçâåñòíî, â îïåðàòèâíîé ïàìÿòè ìîæíî îäíîâðå-
ìåííî óäåðæàòü îêîëî 7 îáúåêòîâ. Ðàñïîëîæåíèå êàæäîãî ðàçäåëà íà
îäíîì ðàçâîðîòå ïîìîæåò, çàäåéñòâóÿ çðèòåëüíóþ ïàìÿòü, ýôôåêòèâíî
ïåðåíåñòè èíôîðìàöèþ ñíà÷àëà â îïåðàòèâíóþ, à çàòåì è â ñòðóêòóðè-
ðîâàííóþ äîëãîâðåìåííóþ ïàìÿòü. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàòåðèàë êíèãè
ìîæåò áûòü ëåãêî îñâîåí çà 7 íåäåëü, õîòÿ, îòëîæèâ âñå äåëà, åãî ìîæíî
èçó÷èòü è çà íåäåëþ. Îäíàêî ýôôåêòèâíîñòü îñâîåíèÿ èíñòðóìåíòà ïðè
ýòîì áóäåò ñóùåñòâåííî íèæå.
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Ïåðâàÿ ãëàâà �Âåêòîðû� ïîñâÿùåíà îñíîâíîìó îáúåêòó � âåêòîðó. Âåê-
òîðíàÿ çàïèñü ëåæèò â îñíîâå óðàâíåíèé äèíàìèêè è îïèñàíèÿ ïðîñòûõ
ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ (ïðÿìàÿ, êðèâàÿ, ïëîñêîñòü è ò.ï.).
�Âåêòîðíûé àíàëèç� � ñïîñîá èçó÷åíèÿ âåêòîðíûõ ïîëåé A(x, y, z),

ò.å. âåêòîðîâ, çàäàííûõ â êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà. Âåêòîðíûé àíà-
ëèç øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â ãèäðî- è àýðîäèíàìèêå, ýëåêòðîäèíàìèêå è
ìíîæåñòâå äðóãèõ âàæíåéøèõ ðàçäåëîâ ôèçèêè.
Â ãëàâå �Ìàòðèöû� ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ìàòðèö è

çàêëàäûâàþòñÿ íàâûêè ïî ðàáîòå ñ èíäåêñíûìè âûðàæåíèÿìè.
Ñóùåñòâîâàíèå ñèììåòðèé â ôèçè÷åñêîé ñèñòåìå ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî

÷àñòî îêàçûâàþòñÿ óäîáíûìè �Êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû�. Òðàíñôîð-
ìàöèîííûå ñâîéñòâà ãåîìåòðè÷åñêèõ è ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ ïðè ïðåîá-
ðàçîâàíèè êîîðäèíàò ïîçâîëÿò ïî-íîâîìó âçãëÿíóòü íà ïîíÿòèå âåêòîðà
è áîëåå îáùèå ìàòåìàòè÷åñêèå êîíñòðóêöèè.
Ïðîäîëæåíèþ ýòîé òåìû ïîñâÿùåíà ãëàâà �Êîâàðèàíòíîå äèôôåðåí-

öèðîâàíèå�, â êîòîðîé âûÿñíèòñÿ, êàêèìè äîëæíû áûòü äèôôåðåíöèàëü-
íûå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ôèçè÷åñêóþ ñèñòåìó.
�Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ� ëåæèò â îñíîâå ñîâðåìåííûõ òåîðèé

ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè. Ãåîìåòðèÿ íàøåãî ìèðà îòëè÷àåòñÿ îò ïðîñòîé
åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè. Äëÿ å¼ îïèñàíèÿ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàíèå ïðî-
ñòðàíñòâ, îáëàäàþùèõ êðèâèçíîé.
�Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû� ïîñâÿùåíû àïïàðàòó, îñîáåííî óäîáíî-

ìó ïðè ðàññìîòðåíèè ïðîñòðàíñòâ ñ ðàçìåðíîñòüþ áîëüøå òð¼õ. Ìíîãèå
óðàâíåíèÿ (íàïðèìåð, êîâàðèàíòíûå óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà) â îáîçíà÷å-
íèÿõ ýòîé ãëàâû ïîëó÷àò î÷åíü ëàêîíè÷íóþ è êðàñèâóþ ôîðìó çàïèñè.
Â êîíöå êàæäîé ãëàâû ïðèâåäåíû çàäà÷è. Èõ ðåøåíèå ñîñòàâëÿåò íàè-

áîëåå âàæíóþ ÷àñòü îñâîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà. Íåîáõîäèìî ïî-
ñëå êàæäîé ãëàâû ñíà÷àëà ðåøèòü âñå çàäà÷è, êîòîðûå ê íåé îòíîñÿòñÿ, à
òîëüêî ïîñëå ýòîãî ïåðåõîäèòü ê ñëåäóþùåé ãëàâå. Êàêèì áû î÷åâèäíûì
ýòî ïðàâèëî íè áûëî, ïî÷òè íàâåðíÿêà åãî çàõî÷åòñÿ íàðóøèòü, îñòàâèâ
çàäà÷è �íà ïîòîì�. Òàê âîò: êàòåãîðè÷åñêè íå ñòîèò òàê äåëàòü.
Äîïîëíèòåëüíóþ ïîääåðæêó îêàæåò ïðèëîæåíèå ñ âïîëíå êîìïüþòåð-

íûì íàçâàíèåì �Ïîìîùü�. Ïðîñòûå çàäà÷è òàêæå âñòðå÷àþòñÿ è â òåî-
ðåòè÷åñêîé ÷àñòè. Îíè ïîìå÷åíû ñòèëèçîâàííûì ñèìâîëîì ãëàçà (l Hi),
ãäå èíäåêñ i � íîìåð ðåøåíèÿ â ïðèëîæåíèè �Ïîìîùü�.
Åù¼ îäíî ïðèëîæåíèå Ì íåîáõîäèìî èçó÷èòü ïåðåä ÷òåíèåì áîëåå

ñòðîãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ó÷åáíèêîâ. Ýòî æå ïðèëîæåíèå íàñòîÿòåëüíî
ðåêîìåíäóåòñÿ ïðîñìîòðåòü ìàòåìàòèêàì, ïëàíèðóþùèì èñïîëüçîâàòü
ýòè èíñòðóêöèè äëÿ îáó÷åíèÿ íåìàòåìàòèêîâ.
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Ãëàâà 1

Âåêòîðû

Âåêòîð � îäèí èç âàæíåéøèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ, îêàçàâøèéñÿ
ïîëåçíûì ïðè èçó÷åíèè îêðóæàþùåãî ìèðà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îñíîâû
ðàáîòû ñ âåêòîðàìè óæå èçâåñòíû, ïîýòîìó èõ ñâîéñòâà íàïîìèíàþòñÿ
î÷åíü áåãëî.
Äâóì âåêòîðàì ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî èëè òðåòèé âåê-

òîð. Â ïåðâîì ñëó÷àå ãîâîðÿò îá îïåðàöèè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, à âî
âòîðîì � î âåêòîðíîì ïðîèçâåäåíèè. Ñ èõ ïîìîùüþ çàïèñûâàåòñÿ ìíîæå-
ñòâî ôèçè÷åñêèõ çàêîíîìåðíîñòåé. Âåêòîðû òàêæå ïîëåçíû ïðè îïèñà-
íèè ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Ìû ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïðåäñòàâëåíèå
äëÿ ïðÿìîé è ïëîñêîñòè, à çàòåì ïåðåéä¼ì ê îïèñàíèþ ïðîèçâîëüíûõ
êðèâûõ â ïðîñòðàíñòâå. Â ýòîé è äâóõ ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ èñïîëüçóåò-
ñÿ äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò.
Ê âåêòîðó ìîæíî îòíîñèòüñÿ êàê ê íàïðàâëåííîìó îòðåçêó (ñòðåëêå),

ñîåäèíÿþùåìó äâå òî÷êè åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Äëÿ çàäàíèÿ ïî-
ëîæåíèÿ ÷àñòèöû îòíîñèòåëüíî ôèêñèðîâàííîãî îáúåêòà (íà÷àëà ñèñòå-
ìû îòñ÷¼òà) ïîäîáíîå ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóåò ðàäèóñ-âåêòîðó. Îä-
íàêî óæå ñêîðîñòü ÷àñòèöû (ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè ðàäèóñ-âåêòîðà),
ïðåäïîëàãàåò ïåðåõîä ê áîëåå àáñòðàêòíîìó ïîíèìàíèþ ñìûñëà âåêòî-
ðà. Ïîíÿòèþ âåêòîðà ñ òî÷êè çðåíèÿ àëãåáðàè÷åñêîãî ïîäõîäà ïîñâÿù¼í
ïîñëåäíèé ðàçäåë ãëàâû.

9



10 ÃËÀÂÀ 1.

1.1 Âåêòîð

Ðàññìîòðèì 2-ìåðíóþ äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ ïåðïåíäèêó-
ëÿðíûìè îñÿìè x è y. Âåêòîðîì íàçîâ¼ì íàïðàâëåííûé îòðåçîê, ñî-
åäèíÿþùèé äâå òî÷êè ïðîñòðàíñòâà ñ êîîðäèíàòàìè (x1, y1) è (x2, y2).
Ïåðâàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ �íà÷àëîì� îòðåçêà, à âòîðàÿ �êîíöîì� (ñòðåëêà
âåêòîðà). Ðàçíîñòè êîîðäèíàò êîíöà è íà÷àëà îòðåçêà ÿâëÿþòñÿ ïðî-
åêöèÿìè âåêòîðà íà îñè äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò è íàçûâàþòñÿ
êîìïîíåíòàìè âåêòîðà:

a =
{
x2 − x1, y2 − y1

}
= {ax, ay}.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîð â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ êîìïî-
íåíòàìè a = {ax, ay, az} èëè a = {a1, a2, a3}. Âåêòîðû ìîæíî ñêëàäûâàòü
(ïîêîìïîíåíòíî) è óìíîæàòü íà ÷èñëî, ïîëó÷àÿ íîâûé âåêòîð:

a+ b = {a1 + b1, a2 + b2, a3 + b3}, µ a = {µa1, µa2, µa3}.

Ãåîìåòðè÷åñêè ñëîæåíèå âåêòîðîâ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðàâèëà
òðåóãîëüíèêà (ïåðâûé ðèñóíîê):

Íà âòîðîì ðèñóíêå âåêòîð b ïàðàëëåëüíî ïåðåíåñåí (ïðè ýòîì åãî êîìïî-
íåíòû íå èçìåíèëèñü!). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ýêâèâàëåíòíîå ïðàâèëî
ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ ïî ïàðàëëåëîãðàììó. Îíî èìååò ïðîñòîå ôèçè÷åñêîå
ïðèëîæåíèå: åñëè äâà ìûøîíêà òàùàò êóñîê ñûðà â ðàçíûå ñòîðîíû ñ
ðàçëè÷íûìè ñèëàìè a è b, òî èõ îáùåå óñèëèå áóäåò íàïðàâëåíî ïî äèà-
ãîíàëè ïàðàëëåëîãðàììà a+ b (�ìåæäó íèìè�).

Óìíîæåíèå ïðîåêöèé âåêòîðà íà ÷èñëî µ ãåîìåòðè÷åñêè âî ñòîëüêî æå
ðàç óäëèíÿåò âåêòîð (òðåòèé ðèñóíîê). Åñëè äëÿ êîìïîíåíò äâóõ âåêòî-
ðîâ ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî µ, ÷òî b = µ a, òî ãîâîðÿò, ÷òî âåêòîðû
ïàðàëëåëüíû: a ∼ b. Èíà÷å èõ íàïðàâëåíèå ðàçëè÷íî. Âåêòîð, óìíîæåí-
íûé íà -1, èìååò ïðîòèâîïîëîæíîå íàïðàâëåíèå. Åãî ñóììà ñ èñõîäíûì
âåêòîðîì äà¼ò íóëåâîé âåêòîð: 0 = a + (−a) = a − a, íàïðàâëåíèå êî-
òîðîãî íåîïðåäåëåííî, à äëèíà ðàâíà íóëþ (òî÷êè îòðåçêà ñîâïàäàþò).
Ñëîæåíèå íóëåâîãî âåêòîðà ñ ëþáûì âåêòîðîì äàñò ñíîâà ýòîò âåêòîð:
a+ 0 = a. Êîìïîíåíòû íóëåâîãî âåêòîðà ðàâíû 0 = {0, 0, 0}.
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Äëÿ äâóõ âåêòîðîâ ââîäèòñÿ îïåðàöèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ðå-
çóëüòàò êîòîðîé ðàâåí ÷èñëó (ñêàëÿðó). Â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ:

a · b = a1b1 + a2b2 + a3b3.

Ïðè ïîìîùè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìîæíî îïðåäåëèòü äëèíó âåêòîðà
(òåîðåìà Ïèôàãîðà):

|a| =
√
a2 ≡

√
a · a =

√
a21 + a22 + a23

è êîñèíóñ óãëà ìåæäó äâóìÿ âåêòîðàìè:

cosα =
a · b
|a| |b|

.

Åñëè cosα = 0 äëÿ âåêòîðîâ íåíóëåâîé äëèíû, òî ãîâîðÿò, ÷òî âåêòîðû
îðòîãîíàëüíû (íîðìàëüíû, ïåðïåíäèêóëÿðíû). Â ýòîì ñëó÷àå: a ·b = 0.
Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îáëàäàåò ïðèâû÷íûìè àëãåáðàè÷åñêèìè ñâîé-

ñòâàìè (êîììóòàòèâíîñòü è äèñòðèáóòèâíîñòü):

a · b = b · a, a · (b+ c) = (a · b) + (a · c).

Ñêîáêè ïîä÷¼ðêèâàþò ïîðÿäîê âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé. Äëÿ ñêàëÿðíûõ
ïðîèçâåäåíèé âàæíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óìíîæåíèé, è â îáùåì ñëó÷àå
�àññîöèàòèâíîñòü� íå âûïîëíÿåòñÿ:

(a · b) c ̸= a (b · c).

Äåëî â òîì, ÷òî ñëåâà âåêòîð c óìíîæàåòñÿ íà ÷èñëî (a · b), à ñïðàâà �
äðóãîé âåêòîð a íà ÷èñëî (b·c). Åñëè c è a èìåþò ðàçëè÷íîå íàïðàâëåíèå,
òî óìíîæåíèåì íà ÷èñëî èõ íåëüçÿ ñäåëàòü îäèíàêîâûìè.
Ñ îñÿìè äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò óäîáíî ñâÿçàòü òðè åäèíè÷-

íûõ, âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ âåêòîðà i, j, k, íàçûâàåìûõ áàçèñîì:

i 2 = j 2 = k 2 = 1,

i · j = i · k = j · k = 0.

Ëþáîé âåêòîð ìîæåò áûòü ðàçëîæåí ïî ýòîìó áàçèñó, ò.å. çàïèñàí â
âèäå ñëåäóþùåé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè:

a = ax i+ ay j+ az k,

ãäå ax = a · i, ay = a · j, az = a · k � ïðîåêöèè âåêòîðà íà îñè x, y è z.
Ïðåäñòàâèâ äâà âåêòîðà a è b â òàêîì âèäå, íåñëîæíî óáåäèòüñÿ (l H1),
÷òî a · b = axbx + ayby + azbz.
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1.2 Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå

Äëÿ 3-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæíî ââåñòè åù¼ îäíó îïåðàöèþ ìåæäó
âåêòîðàìè, íàçûâàåìóþ âåêòîðíûì ïðîèçâåäåíèåì. Â îòëè÷èå îò ñêà-
ëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷èñëî, âåêòîðíîå ïðî-
èçâåäåíèå � ýòî âåêòîð, êîìïîíåíòû êîòîðîãî ðàâíû:

a× b = {a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1} = det

 i j k
a1 a2 a3
b1 b2 b3

 ,

ãäå i, j,k � áàçèñíûå âåêòîðû, à det � îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû (ñòð. 48).
Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå, ìîæíî ïðîâåðèòü (l H4), ÷òî âåêòîðíîå ïðîèç-
âåäåíèå äèñòðèáóòèâíî:

a× (b+ c) = [a× b] + [a× c], (1.1)

îäíàêî, â îòëè÷èå îò ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, àíòèñèììåòðè÷íî:

[a× b] = −[b× a]. (1.2)

Äëÿ ïàðàëëåëüíûõ âåêòîðîâ a è b ñóùåñòâóåò ÷èñëî µ, òàêîå, ÷òî
b = µ a = (µ a1, µ a2, µ a3). Â ýòîì ñëó÷àå âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî
íóëþ: [a× b] = 0. Åñòåñòâåííî, ÷òî [a× a] = 0.
Âåêòîð a× b ïåðïåíäèêóëÿðåí ïëîñêîñòè, â êîòîðîé ëåæàò a è b:

a · [a× b] = a1(a2b3 − a3b2) + a2(a3b1 − a1b3) + a3(a1b2 − a2b1) = 0,

è òàêæå äëÿ b. Èìåííî ýòî âàæíîå ñâîéñòâî âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
äåëàåò åãî ñòîëü ïîëåçíûì.
Ñìåøàííûì ïðîèçâåäåíèåì íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèå a · [b × c], ðàâ-

íîå ÷èñëó. Â êîìïîíåíòíîì âèäå ìîæíî ïðîâåðèòü (l H6) ñëåäóþùåå
ñâîéñòâî ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ò.í. �ïðàâèëî âûòàëêèâàíèÿ�:

a · [b× c] = [a× b] · c. (1.3)

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå �âûòàëêèâàåò� îäèí âåêòîð èç âåêòîðíîãî, ñäâè-
ãàÿ âñåõ âïðàâî. �Ïðàâèëî âûòàëêèâàíèÿ� äåéñòâóåò êàê ñëåâà íàïðàâî,
òàê è ñïðàâà íàëåâî (åñëè ÷èòàòü åãî â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè).
×àñòî èñïîëüçóåòñÿ ïðàâèëî �á'àö ìèíóñ ö'àá�, êîòîðîå ìîæíî (l H7)

ïðîâåðèòü â êîìïîíåíòíîì âèäå:

a× [b× c] = b (ac)− c (ab). (1.4)

Íàçâàíèå ïðàâèëà íóæíî ïðîèçíîñèòü ñ óäàðåíèåì íà ïåðâóþ áóêâó ⌣̈,
òàê êàê ñêîáêè âàæíû (ïîýòîìó �á� íà �àö� ìèíóñ �ö� íà �àá�).
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Åù¼ îäíî âàæíîå òîæäåñòâî âûðàæàåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ
âåêòîðíûõ ïðîèçâåäåíèé:

[a× b] · [c× d] = (ac) (bd)− (ad) (bc). (1.5)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ñíà÷àëà ïåðåìíîæàþòñÿ ïåðâûå âåêòîðû èç âåê-
òîðíûõ ïðîèçâåäåíèé ñ ïåðâûìè, à âòîðûå ñî âòîðûìè. Èç ýòîãî âû÷è-
òàåòñÿ àíàëîãè÷íîå ïðîèçâåäåíèå �êðåñò íàêðåñò� (ïåðâûå ñî âòîðûìè).
Ýòî òîæäåñòâî íåñëîæíî ïîëó÷èòü èç ïðåäûäóùèõ òîæäåñòâ, èñïîëüçóÿ
ñíà÷àëà ïðàâèëî �âûòàëêèâàíèÿ�, çàòåì àíòèñèììåòðè÷íîñòè, è íàêîíåö,
�áàö ìèíóñ öàá� (l H8). ×àñòíûì ñëó÷àåì ýòîãî òîæäåñòâà ÿâëÿåòñÿ âû-
ðàæåíèå äëÿ êâàäðàòà âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

[a× b]2 = a2 b2 − (ab)2 = a2b2 sin2 α, (1.6)

ãäå ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî çàïèñàíî ïðè ïîìîùè óãëà α ìåæäó âåêòîðà-
ìè, îïðåäåëÿåìîãî ÷åðåç ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ab = |a| |b| cosα. Òà-
êèì îáðàçîì, ìîäóëü âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ðàâåí ïëîùàäè ïàðàëëå-
ëîãðàììà, îáðàçîâàííîãî âåêòîðàìè a è b (ñì. ïåðâûé ðèñóíîê). Âûñîòà
ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíà |b| sinα, îñíîâàíèå |a|:

Êàê ìû âèäåëè, âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå a×b ïåðïåíäèêóëÿðíî âåêòîðàì
a è b, à ñëåäîâàòåëüíî, ïëîñêîñòè â êîòîðîé îíè íàõîäÿòñÿ. Íàïðàâëåíèå
âåêòîðà a × b îïðåäåëÿåòñÿ �ïðàâèëîì øòîïîðà�. Åñëè îò âåêòîðà a ê
âåêòîðó b âêðó÷èâàòü øòîïîð ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå (ïðàâûé âèíò), òî íà-
ïðàâëåíèå åãî äâèæåíèÿ áóäåò óêàçûâàòü â ñòîðîíó a×b. Íàïðèìåð, ïðè
îáû÷íîì âûáîðå îñåé (x, y, z) äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò áàçèñíûå
âåêòîðû îáðàçóþò ïðàâóþ òðîéêó òàê, ÷òî:

k = [i× j], j = [k× i], i = [j× k].

Ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå [a×b]·c ïðàâîé òðîéêè âåêòîðîâ ðàâíî îáú¼-
ìó ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà a, b è c (ñì. âûøå òðåòèé ðèñóíîê).
Ýòî ïðîèçâåäåíèå ïîëîæèòåëüíî, òîëüêî åñëè âåêòîðû (a,b, c) îáðàçó-
þò ïðàâóþ òðîéêó. Ïðè ïåðåñòàíîâêå ëþáûõ äâóõ âåêòîðîâ â ñìåøàííîì
ïðîèçâåäåíèè ïðîèñõîäèò ñìåíà åãî çíàêà (l H9).
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1.3 Èíâàðèàíòû

Â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò êîìïîíåíòû âåêòîðà ÿâëÿþòñÿ åãî
ïðîåêöèÿìè íà ñîîòâåòñòâóþùèå îñè. Åñëè ñèñòåìó êîîðäèíàò ïîâåð-
íóòü, òî ïðîåêöèè áóäóò, åñòåñòâåííî, äðóãèìè:

a = ax i+ ay j,

a = a′x i
′ + a′y j

′.

Âåêòîð, êàê íàïðàâëåííûé îòðåçîê, ñâÿçûâàåò äâå ôèêñèðîâàííûå òî÷êè
ïðîñòðàíñòâà. Ïðè ïîâîðîòå ñèñòåìû êîîðäèíàò îñè ìåíÿþòñÿ, íî òî÷êè
ïðîñòðàíñòâà îñòàþòñÿ òåìè æå ñàìûìè. Ïîýòîìó ãîâîðÿò, ÷òî âåêòîð �
ýòî ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò, íå çàâèñÿùèé îò âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò.
Òåì íå ìåíåå â ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò êîìïîíåíòû (ïðîåêöèè
íà îñè) îäíîãî è òîãî æå âåêòîðà áóäóò ðàçíûìè.
Ïðè ïîâîðîòå ñèñòåìû êîîðäèíàò äëèíà âåêòîðà |a| è ñêàëÿðíîå ïðî-

èçâåäåíèå a · b = |a| |b| cosα íå èçìåíÿþòñÿ Èõ íàçûâàþò èíâàðèàíòà-
ìè. Ôèçèêà íå äîëæíà çàâèñåòü îò âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò, ïîýòîìó
èíâàðèàíòû èãðàþò ñóùåñòâåííóþ ðîëü ïðè çàïèñè ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ.
Êðîìå ïîâîðîòîâ îñåé êîîðäèíàò ìîæíî ïðîâåñòè îïåðàöèþ èõ èíâåð-

òèðîâàíèÿ. Ñäåëàåì ýòî äëÿ îñè x â 2-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå:

Â èñõîäíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò âåêòîð íàïðàâëåííîãî îòðåçêà èìåë êîì-
ïîíåíòû a = {7 − 1, 4 − 2} = {6, 2}. Â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
a = {−6, 2}. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðè èíâåðòèðîâàíèè îñè, ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ åé êîìïîíåíòà âåêòîðà ìåíÿåò ñâîé çíàê. Â ïðèìåðå âûøå ïðîèçî-
øëà çàìåíà: a = {ax, ay} 7→ {−ax, ay}.
Ïîâîðîòîì ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ îäíîé èíâåðòèðîâàííîé îñüþ â 2-

ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íåëüçÿ ñîâìåñòèòü ñ èñõîäíûìè îñÿìè. Åñëè æå
èíâåðòèðîâàòü îáå îñè x 7→ −x, y 7→ −y, òî ïîâîðîò ïîçâîëÿåò âåðíóòüñÿ
â èñõîäíóþ ñèñòåìó. Íåñêîëüêî èíàÿ ñèòóàöèÿ â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.
Åñëè èíâåðòèðîâàòü òðè îñè x 7→ −x, y 7→ −y, z 7→ −z, òî íèêàêèì
ïîâîðîòîì íå ïîëó÷èòñÿ ñîâìåñòèòü íîâûå îñè ñ èñõîäíûìè. Àíàëîãè÷íà
ñèòóàöèÿ ïðè èíâåðòèðîâàíèè ëþáîé îäíîé îñè.
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Ïîýòîìó â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ðàçëè÷àþò ïðàâî- è ëåâîîðèåíòèðî-
âàííûå îñè ñèñòåìû êîîðäèíàò:

Ëåâàÿ ñèñòåìà ïîëó÷àåòñÿ èç ïðàâîé èíâåðñèåé èëè îäíîé, èëè òð¼õ îñåé
(íà âòîðîì ðèñóíêå èíâåðòèðîâàíà îñü z).
Ýòè ñâîéñòâà 3-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ïðèâîäÿò ê îïðåäåë¼ííûì íþ-

àíñàì, ñâÿçàííûì ñ ðàçëè÷íûì ïîâåäåíèåì �îáû÷íûõ� âåêòîðîâ è âåêòî-
ðîâ, ïîëó÷àåìûõ â ðåçóëüòàòå âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Ìû îïðåäåëèëè
âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

a× b = {a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1}.

Åñëè a è b èìåþò ñìûñë íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ, òî ïðè èíâåðñèè òð¼õ
êîîðäèíàòíûõ îñåé èõ êîìïîíåíòû èçìåíÿò çíàê: ai 7→ −ai, bi 7→ −bi.
Íåñëîæíî óâèäåòü, ÷òî êîìïîíåíòû âåêòîðà a × b ïðè ýòîì íå èçìå-
íÿòñÿ! Ïîýòîìó ðàçëè÷àþò ïîëÿðíûå âåêòîðû (íàïðàâëåííûå îòðåçêè) è
àêñèàëüíûå âåêòîðû (âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå ïîëÿðíûõ).
Ïîëÿðíûìè âåêòîðàìè ÿâëÿþòñÿ: ðàäèóñ-âåêòîð, ñêîðîñòü, óñêîðåíèå,

ñèëà, ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå. Àêñèàëüíûå âåêòîðû: óãëîâàÿ ñêîðîñòü, ìî-
ìåíò èìïóëüñà, ìàãíèòíîå ïîëå.
Ïîäîéäèòå ñ ýòîé êíèãîé ê çåðêàëó. Åñëè ïðèäâèíóòü å¼ ê çåðêàëó,

òî Âàøå çàçåðêàëüíîå �ß� ñäåëàåò òîæå ñàìîå, è êíèãè áóäóò äâèãàòüñÿ
íàâñòðå÷ó (âåêòîðû ñêîðîñòè íàïðàâëåíû â ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû).
Òåïåðü íà÷íèòå âðàùàòü êíèãó. Âàøå ß áóäåò å¼ êðóòèòü â òîì æå
íàïðàâëåíèè. Ïîýòîìó óãëîâàÿ ñêîðîñòü êíèã áóäåò îäèíàêîâîé.
Íàïðàâëåíèå âåêòîðà c = a×b îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâèëîì �ïðàâîãî øòî-

ïîðà� òîëüêî â ïðàâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Â ëåâîé íåîáõîäèìî èñïîëü-
çîâàòü øòîïîð, ïîâîðà÷èâàþùèéñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Åñëè, íà-
ïðèìåð, a = {1, 0, 0} è b = {0, 1, 0}, òî èõ âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå ïî
îïðåäåëåíèþ èìååò êîìïîíåíòû c = {0, 0, 1}. Ýòîò âåêòîð â îáåèõ ñèñòå-
ìàõ áóäåò íàïðàâëåí ïî îñÿì z è ðàçëè÷íûì îáðàçîì â ïðîñòðàíñòâå (ñì.
ðèñóíêè âûøå). Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðàâóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò.
Èíâàðèàíò, êîòîðûé íå èçìåíÿåòñÿ ïðè èíâåðñèè, íàçûâàþò ñêàëÿðîì,

à èíâàðèàíò, ïîëó÷àþùèé ïðè èíâåðñèè ïðîòèâîïîëîæíûé çíàê, � ïñåâ-
äîñêàëÿðîì. Íàïðèìåð, åñëè a, b è c � ïîëÿðíûå âåêòîðû, òî ñìåøàííîå
ïðîèçâåäåíèå [a× b] · c áóäåò ïñåâäîñêàëÿðîì.
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1.4 Ïðÿìàÿ è ïëîñêîñòü

• Ðàäèóñ-âåêòîð r = {x, y, z} � ýòî �ñòðåëêà� èëè íàïðàâëåííûé îòðå-
çîê, ñîåäèíÿþùèé íà÷àëî êîîðäèíàò O è òî÷êó ñ äåêàðòîâûìè êîîðäè-
íàòàìè x, y è z. Ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó ïðîñòðàíñòâà r0 = {x0, y0, z0}, èìååò âèä:

r = r0 + nt,

ãäå âåêòîð n íàïðàâëåí âäîëü ïðÿìîé. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü O⃗B = r
âûõîäèò èç íà÷àëà êîîðäèíàò (êðóæîê íà ðèñóíêå) â íàïðàâëåíèè ïðî-
èçâîëüíîé òî÷êè íà ïðÿìîé, ïîëîæåíèå êîòîðîé íàñ èíòåðåñóåò. Âñå-
ãäà ìîæíî ïîäîáðàòü òàêîå ÷èñëî t, ÷òîáû âåêòîð A⃗B = nt îêàçàëñÿ
â òî÷íîñòè ìåæäó òî÷êàìè O⃗A = r0 è O⃗B = r. Èç ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ
O⃗B = O⃗A+ A⃗B ñëåäóåò ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé.
Ïåðåíåñÿ r0 âëåâî: r−r0 = nt, è âûïèñàâ ÿâíûì îáðàçîì êîìïîíåíòû,

ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:
x− x0
nx

=
y − y0
ny

=
z − z0
nz

= t.

Êîìïîíåíòû âåêòîðà n = {nx, ny, nz} = {x2 − x1, y2 − y1, z2 − z1} îïðå-
äåëÿþòñÿ êîîðäèíàòàìè òî÷åê r1 = {x1, y1, z1} è r2 = {x2, y2, z2}, ÷åðåç
êîòîðûå ïðîõîäèò ïðÿìàÿ.
Íàéä¼ì êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè r1 äî ïðÿìîé (r0,n). Ìè-

íèìàëüíîñòü ðàññòîÿíèÿ îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîð r − r1 ïåðïåíäèêóëÿðåí
ïðÿìîé (ñì. ðèñóíîê). Ïîäñòàâëÿÿ â óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè óðàâíåíèå
ïðÿìîé, ïîëó÷àåì:

0 = (r− r1) · n = (r0 + nt− r1) · n.

Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ íåñëîæíî íàéòè ïàðàìåòð t, à ñëåäîâàòåëüíî, ïðè
çàäàííûõ âåêòîðàõ n è r0, òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðà è ïðÿìîé:

t =
(r1 − r0) · n

n2
.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòîò ïàðàìåòð â óðàâíåíèå ïðÿìîé è ó÷èòûâàÿ ôîðìóëó
(1.6), ñòð. 13, íàõîäèì êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ:

d2 = (r0 + nt− r1)
2 = (r1 − r0)

2 − {(r1 − r0) · n}2

n2
=

[(r1 − r0)× n]2

n2
.

Ïðè èçâåñòíûõ êîìïîíåíòàõ âåêòîðîâ n è r0 è r1 ýòà ôîðìóëà ïîçâîëÿåò
âû÷èñëèòü ðàññòîÿíèå d îò òî÷êè äî ïðÿìîé.



ÂÅÊÒÎÐÛ 17

• Ïëîñêîñòü ìîæíî çàäàòü ïðè ïîìîùè ôèêñèðîâàííîé òî÷êè r0, ÷å-
ðåç êîòîðóþ îíà ïðîõîäèò, è ïåðïåíäèêóëÿðíîãî ê ïëîñêîñòè âåêòîðà n.
Åñëè r � âåêòîð ê ïðîèçâîëüíîé òî÷êå íà ïëîñêîñòè, òî âåêòîð ðàçíîñòè
r − r0 ëåæèò â ýòîé ïëîñêîñòè. Ïîýòîìó ýòà ðàçíîñòü ïåðïåíäèêóëÿðíà
ê n, è, ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå ïëîñêîñòè èìååò âèä:

(r− r0) · n = 0.

Ââîäÿ êîìïîíåíòû âåêòîðà n = {nx, ny, nz} è ïàðàìåòð D = r0n, óðàâ-
íåíèå ïëîñêîñòè íåñëîæíî ïåðåïèñàòü â êîîðäèíàòíîì âèäå:

x nx + y ny + z nz = D.

Ðàññìîòðèì òî÷êó ïðîñòðàíñòâà r1, íå ëåæàùóþ íà ïëîñêîñòè, è íåêî-
òîðóþ òî÷êó ïëîñêîñòè r0. Âåêòîð r1− r0 ìîæíî ñïðîåêòèðîâàòü íà åäè-
íè÷íûé âåêòîð íîðìàëè n/|n|. Äëèíà ýòîé ïðîåêöèè ðàâíà êðàò÷àéøåìó
ðàññòîÿíèþ îò òî÷êè r1 äî ïëîñêîñòè:

d =
(r1 − r0) · n

|n|
.

Åñëè d > 0, òî òî÷êà ëåæèò �íàä� ïëîñêîñòüþ, ò.å. ñ òîé ñòîðîíû, êóäà
íàïðàâëåíà íîðìàëü. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (d < 0) òî÷êà íàõîäèòñÿ �ïîä�
ïëîñêîñòüþ. Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè r1 ëåæèò â ïëîñêîñòè, òî âåêòîð r1 − r0
ïåðïåíäèêóëÿðåí íîðìàëè n è ðàññòîÿíèå ðàâíî íóëþ (d = 0).
Ïëîñêîñòü ìîæíî òàêæå çàäàòü â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå:

r = r0 + a t+ bu,

ãäå a è b � ôèêñèðîâàííûå íåïàðàëëåëüíûå âåêòîðû, ëåæàùèå â ïëîñ-
êîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê n = a × b. Ïðè ïîìîùè äâóõ ÷èñåë u è t

ïðîèçâîëüíûé âåêòîð â ïëîñêîñòè ìîæíî ðàçëîæèòü ïî âåêòîðàì a è b.
Òàêîå çàäàíèå ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèì.

Äâå íåïàðàëëåëüíûå ïëîñêîñòè ñâîèì ïåðåñå÷åíèåì èìåþò ïðÿìóþ.
Ïîýòîìó åù¼ îäíèì ïðåäñòàâëåíèåì äëÿ ïðÿìîé áóäåò ïàðà óðàâíåíèé

(r− r1) · n1 = 0, (r− r2) · n2 = 0.

Âåêòîð n, ëåæàùèé âäîëü ïðÿìîé, ïðè ýòîì ðàâåí n = [n1 × n2].
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1.5 Ëèíèè â ïðîñòðàíñòâå

• Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïîä âîçäåéñòâèåì ñèëû.
Å¼ ïîëîæåíèå (ðàäèóñ-âåêòîð) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé âðåìåíè. Ôàêòè÷åñêè,
ýòî òðè ôóíêöèè äëÿ êàæäîé äåêàðòîâîé êîîðäèíàòû:

r(t) =
{
x(t), y(t), z(t)

}
. (1.7)

Ñêîðîñòü äâèæåíèÿ (ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè) è óñêîðåíèå (âòî-
ðàÿ ïðîèçâîäíàÿ) ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè âðåìåíè:

v(t) =
dr

dt
≡ ṙ,

a(t) =
d2r

dt2
≡ r̈.

Òî÷êà íàä âåêòîðîì îáîçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî t. Ïðîèçâîäíàÿ âåêòîðà
îïðåäåëÿåòñÿ, àíàëîãè÷íî îáû÷íûì ôóíêöèÿì, êàê ïðåäåëüíûé ïåðåõîä
∆r/∆t ïðè ñòðåìëåíèè ∆t → 0, ãäå ∆r = r(t+∆t)− r(t) � ðàçíèöà äâóõ
ðàäèóñ-âåêòîðîâ â áåñêîíå÷íî áëèçêèå ìîìåíòû âðåìåíè. Ãåîìåòðè÷å-
ñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé dr/dt � ýòî êàñàòåëüíàÿ ê êðèâîé r(t). Êîì-
ïîíåíòû ïðîèçâîäíîé ðàäèóñ-âåêòîðà ðàâíû �îáû÷íûì� ïðîèçâîäíûì ïî
êàæäîé êîìïîíåíòå. Íàïðèìåð, äëÿ ñêîðîñòè:

v(t) =
{
ẋ(t), ẏ(t), ż(t)

}
. (1.8)

Åñëè ðàäèóñ-âåêòîð r ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëåííûì îòðåçêîì, ñâÿçûâàþùèì
íà÷àëî êîîðäèíàò è òî÷êó â ïðîñòðàíñòâå, òî äëÿ ñêîðîñòè �äâóõ òî÷åê�
íåò. Ïðè ïðîâåäåíèè ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ∆t → 0 äâå òî÷êè, ñâÿçàííûå
âåêòîðîì ∆r, �ñòÿãèâàþòñÿ� â îäíó, â êîòîðîé âû÷èñëÿåòñÿ ïðîèçâîä-
íàÿ. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ðàçíèöà ìåæäó âåêòîðîì êàê íàïðàâëåííûì
îòðåçêîì (äâå òî÷êè) è âåêòîðîì ñêîðîñòè, õàðàêòåðèçóþùèìñÿ äëèíîé
è íàïðàâëåíèåì â äàííîé òî÷êå.
Çàïèñü êîíêðåòíîé ôóíêöèè âðåìåíè r(t) ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèì

ïðåäñòàâëåíèåì òðàåêòîðèè ÷àñòèöû. Åñòåñòâåííî, âðåìÿ íå åäèíñòâåí-
íûé ñïîñîá ïàðàìåòðèçàöèè. Âñåãäà ìîæíî ïåðåéòè ê äðóãîìó ïàðàìåò-
ðó s, ñâÿçàííîìó íåêîòîðîé ãëàäêîé ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòüþ ñî
âðåìåíåì t = t(s). Ïðîèçâîäíûå îò ðàäèóñ-âåêòîðà â ýòîì ñëó÷àå âû÷èñ-
ëÿþòñÿ êàê ïðîèçâîäíûå ñëîæíîé ôóíêöèè:

dr

ds
=

dr

dt

dt

ds
,

d2r

ds2
=

d2r

dt2

(
dt

ds

)2

+
dr

dt

d2t

ds2
, (1.9)

è ò.ä. äëÿ ïðîèçâîäíûõ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà.
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• Âìåñòî âðåìåíè â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëèíó
ëèíèè s, îòñ÷èòûâàåìóþ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé òî÷-
êè. Ïîäîáíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ íàçûâàåòñÿ íàòóðàëüíîé. Ïðîèçâîäíóþ
ïî ïàðàìåòðó s áóäåì îáîçíà÷àòü ïðè ïîìîùè øòðèõà:

dr

ds
≡ r′,

d2r

ds2
≡ r′′.

Åñëè ëèíèÿ çàäàíà â ïðîèçâîëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè, òî å¼ äëèíó ìîæíî
íàéòè ïðè ïîìîùè èíòåãðàëà [ñì. (1.8) ]:

s =

r2∫
r1

|dr| =
r2∫

r1

|v| dt =
t2∫

t1

√
ẋ2 + ẏ2 + ż2 dt. (1.10)

Äëÿ íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè äëèíà ïðîèçâîäíîé ðàäèóñ-âåêòîðà
ðàâíà åäèíèöå: |r′| = 1. Äåéñòâèòåëüíî, áåñêîíå÷íî ìàëîå ñìåùåíèå dr
âäîëü ëèíèè ýòî è åñòü ðàññòîÿíèå, ò.å. ds = |dr|. Äðóãèì çàìå÷àòåëüíûì
ñâîéñòâîì íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî âòîðàÿ ïðîèç-
âîäíàÿ r′′ âñåãäà îêàçûâàåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê ïåðâîé r′. ×òîáû â
ýòîì óáåäèòüñÿ, äîñòàòî÷íî âçÿòü ïðîèçâîäíóþ ïî s îò êâàäðàòà r′ (êàê
ïðîèçâîäíóþ ïðîèçâåäåíèÿ r′2 = r′ · r′):

r′2 = 1 => r′ · r′′ = 0.

Íà ñàìîì äåëå ëþáîé åäèíè÷íûé âåêòîð n2 = 1 âñåãäà ïåðïåíäèêóëÿðåí
ñêîðîñòè ñâîåãî èçìåíåíèÿ: nn′ = 0.
Âåêòîð r′ = dr/ds íàïðàâëåí ïî êàñàòåëüíîé âäîëü êðèâîé, â ñòîðî-

íó âîçðàñòàíèÿ ïàðàìåòðà s. Ìîæíî ãîâîðèòü, ÷òî r′ ëîêàëüíî çàäà¼ò
íàïðàâëåíèå êðèâîé.
Êðèâèçíà ëèíèè (ñòåïåíü å¼ �âûãíóòîñòè�) îïðåäåëÿåòñÿ âòîðîé ïðî-

èçâîäíîé è ðàâíà å¼ ìîäóëþ:

k(s) = |r′′(s)| =
√
(x′′)2 + (y′′)2 + (z′′)2.

Îáðàòíàÿ âåëè÷èíà 1/k(s) íàçûâàåòñÿ ðàäèóñîì êðèâèçíû ëèíèè. Íà-
ïðèìåð, îêðóæíîñòü ðàäèóñà R, ëåæàùàÿ â ïëîñêîñòè (x, y) èìååò ñëå-
äóþùóþ íàòóðàëüíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ:

r(s) =
{
R cos(s/R), R sin(s/R), 0

}
.

Åñëè s = 2πR (äëèíà îêðóæíîñòè), òî x è y âîçâðàùàþòñÿ ê èñõîäíûì
çíà÷åíèÿì, à ðàññòîÿíèå îò öåíòðà ñèñòåìû êîîðäèíàò ïîñòîÿííî è ðàâ-
íî ðàäèóñó: r2 = x2 + y2 = R2. Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ
óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ îêðóæíîñòè êðèâèçíà ðàâíà: k(s) = 1/R, à |r′| = 1.
Êðèâèçíà ïðÿìîé ëèíèè r(s) = r0 + n s íóëåâàÿ.
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1.6 Ðåïåð Ôðåíå

Ðàññìîòðèì òðè åäèíè÷íûõ âåêòîðà, îïðåäåë¼ííûõ â äàííîé òî÷êå
ëèíèè (èñïîëüçóåì íàòóðàëüíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ s):

u = r′(s), n =
r′′(s)

k(s)
, b = u× n.

Âåêòîð u � åäèíè÷íûé ïî îïðåäåëåíèþ íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè.
Îí êàñàòåëåí ê ëèíèè. Âåêòîð n åäèíè÷åí, òàê êàê r′′ ðàçäåë¼í íà ñâîþ
äëèíó k = |r′′|. Îí ïðîïîðöèîíàëåí âòîðîé ïðîèçâîäíîé ïî r èëè ïåð-
âîé ïðîèçâîäíîé ïî u, ïîýòîìó íàïðàâëåí âîâíóòðü �âûïóêëîñòè� ëèíèè
(ïåðâûé ðèñóíîê íèæå):

Òàê êàê u2 = 1, òî uu′ = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîðû u è n ∼ u′ îðòîãî-
íàëüíû äðóã äðóãó: un = 0. Òðåòèé âåêòîð b = u×n îðòîãîíàëåí îáîèì
ýòèì âåêòîðàì (âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå!) è òàêæå ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì
âåêòîðîì: b2 = u2n2− (un)2 = 1 [ñì. (1.6), ñòð. 13]. Îí ïåðïåíäèêóëÿðåí
ñîïðèêàñàþùåéñÿ ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç u è n.

Òðîéêà âåêòîðîâ (u, n, b) îáðàçóåò åäèíè÷íûé îðòîãîíàëüíûé áàçèñ,
êîòîðûé íàçûâàþò ðåïåðîì Ôðåíå. Ïðè ïåðåìåùåíèè âäîëü ëèíèè ðåïåð
Ôðåíå ïîâîðà÷èâàåòñÿ, èçìåíÿÿ ñâîþ îðèåíòàöèþ (ñì. ïðàâûé ðèñóíîê).

Íàéä¼ì ïðîèçâîäíóþ âåêòîðà b:

b′ = [u× n]′ = [u′ × n] + [u× n′] = [u× n′] = −χ(s)n.

Â ïåðâîì ðàâåíñòâå ïîäñòàâëåíî îïðåäåëåíèå b. Âî âòîðîì çàïèñàíà ïðî-
èçâîäíàÿ ïðîèçâåäåíèÿ. Ïåðâûé ÷ëåí ýòîãî âûðàæåíèÿ [u′ × n] ðàâåí
íóëþ, òàê êàê u′ = r′′ ∼ n, à âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå ïàðàëëåëüíûõ
âåêòîðîâ ðàâíî íóëþ. Òàêèì îáðàçîì b′ ïåðïåíäèêóëÿðåí u (âåêòîðíîå
ïðîèçâåäåíèå [u × n′]). Êðîìå ýòîãî, òàê êàê b2 = 1, òî b′b = 0, ò.å.
ïðîèçâîäíàÿ b′ îäíîâðåìåííî îðòîãîíàëüíà è b è u. Ïîýòîìó âåêòîð b′

ïàðàëëåëåí òðåòüåìó âåêòîðó ðåïåðà Ôðåíå n. Êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèî-
íàëüíîñòè îáîçíà÷åí êàê χ(s) è íàçûâàåòñÿ êðó÷åíèåì ëèíèè. Êðó÷åíèå
õàðàêòåðèçóåò ñêîðîñòü ïîâîðîòà âåêòîðà b, à ñëåäîâàòåëüíî, è ñîïðèêà-
ñàþùåéñÿ ïëîñêîñòè (u, n), êîòîðîé îí ïåðïåíäèêóëÿðåí. Åñëè êðèâàÿ
ëåæèò â îäíîé ïëîñêîñòè, òî êðó÷åíèå ðàâíî íóëþ.
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Åñëè êðèâèçíà ëèíèè k(s) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âòîðûå ïðîèçâîäíûå, òî
êðó÷åíèå χ(s) = −b′n çàâèñèò îò òðåòüèõ ïðîèçâîäíûõ ïî ïàðàìåòðó s:

χ(s) =
r′ · [r′′ × r′′′]

r′′2
.

Ýòî ðàâåíñòâî ïðåäëàãàåòñÿ âûâåñòè â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ (l H18). Äëÿ
ýòîãî íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ïî s îò n = r′′/k(s) ðàâíà
n′ = (r′′′ − k′ n)/k.
Âåêòîð n ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ n = b × u. Ýòî

ñëåäóåò èç ãåîìåòðè÷åñêîãî ñìûñëà âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (ïðàâèëî
øòîïîðà äëÿ 3-õ âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ âåêòîðîâ) è ìîæåò áûòü
ïðîâåðåíî ïîäñòàíîâêîé îïðåäåëåíèÿ b = u × n (l H17). Ïîýòîìó ïðî-
èçâîäíàÿ îò n ðàâíà:

n′ = [b× u]′ = [b′ × u] + [b× u′] = −χ(s)[n× u] + k(s) [b× n],

ãäå ó÷òåíî, ÷òî b′ = −χn è u′ = r′′ = k(s)n. Â ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè
ðåïåðà [n× u] = −b è [b× n] = −u (ïðàâèëî øòîïîðà!), ÷òî ïîçâîëÿåò
âûðàçèòü n′ ÷åðåç b è u. Ñîáèðàÿ âñå ïðîèçâîäíûå âìåñòå, ïîëó÷àåì:

u′ = k(s)n
n′ = χ(s)b− k(s)u
b′ = −χ(s)n.

Ýòè óðàâíåíèÿ íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè Ôðåíå. Ïåðâîå óðàâíåíèå ÿâëÿ-
åòñÿ îïðåäåëåíèåì âåêòîðà n = u′/k = r′′/|r′′|, âòîðîå è òðåòüå ñîîòâåò-
ñòâóþò âû÷èñëåííûì ïðîèçâîäíûì âåêòîðîâ n è b.
Ïðè çàäàííûõ ñêàëÿðíûõ ôóíêöèÿõ êðèâèçíû k(s) è êðó÷åíèÿ χ(s),

ðåøèâ óðàâíåíèÿ Ôðåíå, ìîæíî íàéòè ôîðìó ëèíèè. Çàìåòèì, ÷òî k(s)
è χ(s) íå çàâèñÿò îò îðèåíòàöèè îñåé äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ïî-
ýòîìó îíè îïðåäåëÿþò îäèíàêîâûå êðèâûå, ïî-ðàçíîìó îðèåíòèðîâàííûå
è ñäâèíóòûå â ïðîñòðàíñòâå. Êîíêðåòíàÿ êðèâàÿ çàâèñèò îò íà÷àëüíîãî
çíà÷åíèÿ r(0), åãî ïåðâîé u(0) è âòîðîé ïðîèçâîäíîé n(0).
Ëèíèÿ ñ ïîñòîÿííîé êðèâèçíîé è êðó÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ ñïèðàëüþ. Â

ïðîèçâîëüíîé (íå íàòóðàëüíîé) ïàðàìåòðèçàöèè å¼ óðàâíåíèå ìîæíî çà-
ïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

r(t) = {R cos(ωt), R sin(ωt), V ωt}.

Ïðîâåðüòå (l H20), ÷òî äëèíà ñïèðàëè ðàâíà s =
√
R2 + V 2 ωt, êðèâèçíà

k = R/(R2 + V 2) è êðó÷åíèå χ = V/(R2 + V 2). Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî
ïðè ïîìîùè (1.10) íàéòè s, ïîäñòàâèòü âìåñòî t è âîñïîëüçîâàòüñÿ îïðå-
äåëåíèåì êðó÷åíèÿ è êðèâèçíû k = |r′′| â íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè.
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1.7 ×òî òàêîå âåêòîð?

• Ôóíäàìåíòàëüíûì ïîíÿòèåì ìàòåìàòèêè ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî �
îáúåäèíåíèå íåêîòîðûõ îáúåêòîâ ïî îïðåäåë¼ííûì ïðèçíàêàì (ìíîæå-
ñòâî âñåõ ôóíêöèé, ìíîæåñòâî âåêòîðîâ, ìíîæåñòâî óìíûõ áëîíäèíîê
è ò.ï.) Ìíîæåñòâî ìîæåò áûòü è ïóñòûì, ò.å. íå ñîäåðæàùèì ýëåìåí-
òîâ (∅). Çàïèñü a ∈ V îçíà÷àåò, ÷òî îáúåêò a ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó
V. Íà ìíîæåñòâå ìîæíî ââîäèòü îïåðàöèè. Íàïðèìåð, áèíàðíàÿ îïåðà-
öèÿ (ôóíêöèÿ ñ äâóìÿ àðãóìåíòàìè) ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ëþáûì äâóì
ýëåìåíòàì ìíîæåñòâà a,b ∈ V íåêîòîðûé òðåòèé ýëåìåíò c ∈ V. Ýòî
îáîçíà÷àåòñÿ òàê: V×V 7→ V (êðåñòèê ýòî íå âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå, à
ìíîæåñòâî âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ ïàðV). Ïîäîáíûå îïåðàöèè ìîæíî çàïè-
ñûâàòü â ôóíêöèîíàëüíîé ôîðìå f(a,b) = c èëè îïåðàòîðíîé a+b = c.
Îïåðàöèè ìîãóò áûòü êîììóòàòèâíûìè è àññîöèàòèâíûìè:

a+ b = b+ a, a+ (b+ c) = (a+ b) + c.

Ìîæíî ïîñòóëèðîâàòü ñóùåñòâîâàíèå âûäåëåííîãî ýëåìåíòà 0 ∈ V è îá-
ðàòíîãî ê a ýëåìåíòà (−a), òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáîãî a ñïðàâåäëèâî:

0+ a = a, a+ (−a) = 0.

Ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ñ òàêîé îïåðàöèåé íàçûâàåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé.

• Ðàññìîòðèì òåïåðü äðóãîå ìíîæåñòâî Ω, íà ýëåìåíòàõ êîòîðîãî ââå-
ä¼ì äâå áèíàðíûå (Ω×Ω 7→ Ω) îïåðàöèè, êîòîðûå îáîçíà÷èì êàê α+ β

è α · β. Ïóñòü îíè òàêæå ÿâëÿþòñÿ àáåëåâûìè ãðóïïàìè. Îòíîñèòåëüíî
�ñëîæåíèÿ� îáðàòíûé ýëåìåíò îáîçíà÷àåòñÿ êàê (−α), à âûäåëåííûé �
êàê 0. Îòíîñèòåëüíî �óìíîæåíèÿ� ýòî α−1 è 1:

α + β = β + α
∣∣∣ α · β = β · α

α + (β + γ) = (α+ β) + γ
∣∣∣ α · (β · γ) = (α · β) · γ

0 + α = α
∣∣∣ 1 · α = α

α + (−α) = 0
∣∣∣ α · α−1 = 1.

Ñâÿæåì ýòè äâå (ïîêà íåçàâèñèìûå!) îïåðàöèè ïðè ïîìîùè àêñèîìû:

α · (β + γ) = (α · β) + (α · γ),

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ äèñòðèáóòèâíîñòüþ îòíîñèòåëüíî �óìíîæåíèÿ�. Äâå
àáåëåâû ãðóïïû íà îäíîì ìíîæåñòâå, ñâÿçàííûå äèñòðèáóòèâíîñòüþ, â
àëãåáðå íàçûâàþòñÿ êîììóòàòèâíûì òåëîì. Íàèáîëåå ïðèâû÷íûå ïðè-
ìåðû � ýòî ìíîæåñòâà ðàöèîíàëüíûõQ, âåùåñòâåííûõR è êîìïëåêñíûõ
Z ÷èñåë ñ àðèôìåòè÷åñêèìè ñëîæåíèåì è óìíîæåíèåì.
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•Ïîêà ìíîæåñòâà Ω èV íå áûëè ñâÿçàíû íèêàê äðóã ñ äðóãîì. Âñå òðè
ââåäåííûå îïåðàöèè, îïðåäåëÿþùèå àáåëåâó ãðóïïó è êîììóòàòèâíîå òå-
ëî, áûëè çàìêíóòûìè. Àðãóìåíòû îïåðàöèè è å¼ ðåçóëüòàò îñòàâàëñÿ â
îäíîì ìíîæåñòâå. Ââåä¼ì òåïåðü ÷åòâ¼ðòóþ îïåðàöèþ, êîòîðóþ ïî áåä-
íîñòè òàêæå áóäåì îáîçíà÷àòü òî÷êîé. Îäíàêî ýòî áóäåò óæå ôóíêöèÿ
âèäà: Ω×V 7→ V. Ïåðâûé å¼ àðãóìåíò � ýëåìåíò èç Ω, âòîðîé � èç V, à
ðåçóëüòàò íàõîäèòñÿ â ìíîæåñòâå V, ò.å. (α · a) ∈ V.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ââåäåííûå ÷åòûðå ôóíêöèè (ñòîèò èõ âñå íàéòè â

ôîðìóëàõ íèæå) óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì àêñèîìàì:

(α · β) · a = α · (β · a),
α · (a+ b) = (α · a) + (α · b),
(α + β) · a = (α · a) + (β · a).

Ïåðâîå ñîîòíîøåíèå ìîæíî íàçâàòü àññîöèàòèâíîñòüþ, ïðàâäà, ñðàçó
äëÿ äâóõ îïåðàöèé (òî÷êè èìåþò ðàçëè÷íûé ñìûñë), à âòîðîå è òðåòüå �
äèñòðèáóòèâíîñòüþ (õîòÿ ïëþñû ðàçëè÷íû). Âûäåëåííûå ýëåìåíòû ìíî-
æåñòâ ñâÿæåì ñëåäóþùèì îáðàçîì (ðàçëè÷àåì 0 ∈ V è 0 ∈ Ω !):

1 · a = a, (−1) · a = (−a), α · 0 = 0, 0 · a = 0.

Ëþáûå ìíîæåñòâà îáúåêòîâ äâóõ âèäîâ Ω è V, óäîâëåòâîðÿþùèå âñåì
ýòèì àêñèîìàì, íàçûâàþòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì, à ýëåìåíòû ìíî-
æåñòâà V � âåêòîðàìè.
Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå � ýòî ôóíêöèÿ V×V 7→ Ω, êîòîðàÿ ÿâëÿåò-

ñÿ ëèíåéíîé è êîììóòàòèâíîé. Å¼ èíîãäà îáîçíà÷àþò â êðóãëûõ ñêîáêàõ:
(a, b). Ëèíåéíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî (a, α · b+ β · c) = α · (a,b) + β · (a, c).
Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå � ýòî òîæå áèíàðíàÿ (V×V 7→ V) àíòèñèììåò-
ðè÷íàÿ ([a,b] = −[b, a]) ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ.
Äî ñèõ ïîð âåêòîðàìè áûëè òðè ðàçëè÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòà:

íàáîð 3-õ ÷èñåë (êîìïîíåíòû âåêòîðà); íàïðàâëåííûé îòðåçîê, ñâÿçûâà-
þùèé äâå òî÷êè (ðàäèóñ-âåêòîð); âåëè÷èíà, õàðàêòåðèçóþùàÿñÿ äëèíîé
è íàïðàâëåíèåì (ñêîðîñòü). Âñå ýòè îáúåêòû óäîâëåòâîðÿþò ïðèâåäåí-
íûì âûøå àêñèîìàì. Èìåííî ïîýòîìó îíè íàçûâàþòñÿ âåêòîðàìè.
Íåîáõîäèìî îùóùàòü òîíêóþ ðàçíèöó ìåæäó âåêòîðîì êàê íàïðàâëåí-

íûì îòðåçêîì, ñîåäèíÿþùèì äâå òî÷êè, è òàêèìè âåêòîðàìè, êàê ñêî-
ðîñòü èëè ñèëà, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò íå äâóì, à îäíîé òî÷êå ïðîñòðàí-
ñòâà, ñ êîòîðîé ñâÿçûâàåòñÿ �ñòðåëî÷êà�. Íàáîðû n ÷èñåë a = {a1, ..., an}
ñ îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ {a1, ..., an} + {b1, ..., bn} = {a1 + b1, ..., an + bn}
è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî α · {a1, ..., an} = {α a1, ..., α an} òîæå ÿâëÿþòñÿ
âåêòîðàìè. Îíè ìîãóò è íå èìåòü ãåîìåòðè÷åñêîãî ñìûñëà â îáû÷íîì
ïðîñòðàíñòâå (íàïðèìåð, áûòü êîìïîíåíòàìè öâåòà â RGB ìîäåëè).
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Çàäà÷è

• (l H1) Ïðÿìûì óìíîæåíèåì ðàçëîæåíèé äâóõ âåêòîðîâ ïî äåêàðòî-
âîìó áàçèñó (ñòð. 11) ïðîâåðèòü, ÷òî èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî
a · b = axbx + ayby + azbz.

• (l H2) Íàéòè óãîë ìåæäó âåêòîðàìè a = {1, 2, 2} è b = {4, 0, 3}.
• (l H3) Óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ âåêòîðîâ a = {1, 2, 3}, b = {3, 2, 1} è c =

{1, 1, 1} ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå �íåàññîöèàòèâíî�. Íàéòè êîìïîíåíòû
âåêòîðà (a · b)c− a(b · c)

• (l H4) Äîêàçàòü äèñòðèáóòèâíîñòü âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ îòíî-
ñèòåëüíî îïåðàöèè ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ (ñòð. 12).

• (l H5) Äëÿ âåêòîðîâ a = {1, 0, 2}, b = {2, −1, 3} è c = {1,−1, 1}
íàéòè ðåçóëüòàò ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ [a× b] · c.

• (l H6) Äîêàçàòü ïðàâèëî âûòàëêèâàíèÿ äëÿ ñìåøàííîãî ïðîèçâåäå-
íèÿ (ñòð. 12).

• (l H7) Äîêàçàòü òîæäåñòâî �áàö ìèíóñ öàá� äëÿ äâîéíîãî âåêòîðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ (ñòð. 12).

• (l H8) Äîêàçàòü ôîðìóëó [a× b] · [c× d] = (ac) (bd)− (ad) (bc).

• (l H9) Äîêàçàòü àíòèñèììåòðè÷íîñòü ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïðè
ïåðåñòàíîâêå ëþáûõ äâóõ âåêòîðîâ.

• (l H10) Íàéòè ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, îäíà âåðøèíà êîòîðîãî
íàõîäèòñÿ â r0 = {1, 1}, à äâå äðóãèå (ñîñåäíèå) â òî÷êàõ r1 = {4, 1},
r2 = {2, 3}. Êàêèå êîîðäèíàòû ÷åòâ¼ðòîé âåðøèíû?

• (l H11) Íàéòè ïëîùàäè ïðîåêöèé ïàðàëëåëîãðàììà ñ âåðøèíàìè
r0 = {0, 0, 0}, r1 = {−2, 1, 0}, r2 = {1, 1/2, 1} íà êîîðäèíàòíûå ïëîñêî-
ñòè. Íàéòè ÷åòâ¼ðòóþ âåðøèíó è ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà.

• (l H12) Íàéòè ðàññòîÿíèå îò òî÷êè r1 = {3, 2, 1} ê ïðÿìîé, ïðîõî-
äÿùåé ÷åðåç òî÷êó r0 = {1, 0, 0} â íàïðàâëåíèè n = {2, 2, 1}.

• (l H13) Íàéòè ðàññòîÿíèå îò òî÷êè r1 = {1, 2, 3} ê ïëîñêîñòè, ïðî-
õîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó r0 = {0, 0, 0} è ïåðïåíäèêóëÿðíîé n = {1, 1, 1}.

• (l H14) Íàéòè ðàññòîÿíèå îò òî÷êè r = {2, 1, 2} ê ïëîñêîñòè, ïðî-
õîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè r0 = {1, 1, 1}, r1 = {1, 2, 3} è r2 = {3, 2, 1}.

• (l H15) Íàéòè òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç r1,
ïåðïåíäèêóëÿðíîé âåêòîðó n1, è ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç r2 â íàïðàâ-
ëåíèè n2. Êîãäà ïðÿìàÿ è ïëîñêîñòü íå ïåðåñåêàþòñÿ?



ÂÅÊÒÎÐÛ 25

• (l H16) ×àñòèöà äâèæåòñÿ ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñà R ñ óãëîâîé ñêî-
ðîñòüþ ω ïî òðàåêòîðèè: r(t) = {R cos(ωt), R sin(ωt)}. Íàéòè å¼ ñêîðîñòü
u è óñêîðåíèå a. Âû÷èñëèòü èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

• (l H17) Ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé n = b × u â u × n äîêàçàòü, ÷òî
ïîëó÷àåòñÿ b, åñëè âåêòîð u åäèíè÷íûé è îðòîãîíàëüíûé ê n (ñòð. 21).

• (l H18) Äîêàçàòü, ÷òî χ(s) = r′ · [r′′ × r′′′]/r′′2 (ñòð. 21).

• (l H19) Êàêèå ñâîéñòâà âåêòîðà n â óðàâíåíèè ïðÿìîé r = r0 + n t,
åñëè t = s � íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð (äëèíà ïðÿìîé).

• (l H20) Äëÿ ñïèðàëè r(t) = {R cosωt, R sinωt, V ωt} íàéòè äëèíó,
êðèâèçíó è êðó÷åíèå.

• (l H21) Äîêàçàòü, ÷òî â ïðîèçâîëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè (íå íàòóðàëü-
íîé) êðèâèçíà ëèíèè ðàâíà:

k =
|ṙ× r̈|
|ṙ|3

.

Ó÷åñòü, ÷òî â íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè r′2 = 1, r′r′′ = 0.

• (l H22) Çàïèñàòü êðó÷åíèå ëèíèè â ïðîèçâîëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè.

• (l H23) Ðåøèòü óðàâíåíèÿ Ôðåíå äëÿ k = const, χ = const.

• (l H24) Äîêàçàòü, ÷òî ïðè äâèæåíèè â öåíòðàëüíîì ïîëå (ñèëà íà-
ïðàâëåíà ïî ðàäèóñ-âåêòîðó) ñîõðàíÿåòñÿ ìîìåíò èìïóëüñà, ò.å.:

p = mu,
dp

dt
= f(r) r =>

d[r× p]

dt
= 0.

• (l H25) Äîêàçàòü, ÷òî â öåíòðàëüíîì ïîëå ñîõðàíÿåòñÿ ýíåðãèÿ:

dp

dt
= −V ′(r)

r

r
=>

d

dt

[
p2

2m
+ V (r)

]
= 0.

• (l H26) Äîêàçàòü, ÷òî â êóëîíîâñêîì ïîëå ñîõðàíÿåòñÿ âåêòîð A:

du

dt
= − α

r3
r, A = [u× [r× u]]− α

r
r =>

dA

dt
= 0.

• (l H27) Ïóñòü V � ýòî ìíîæåñòâî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé 2-
õ àðãóìåíòîâ f(x, y), êîòîðûå ìîæíî ñêëàäûâàòü è óìíîæàòü íà ÷èñ-
ëà. Ìíîæåñòâî Ω ïóñòü ñîñòîèò èç îïåðàòîðîâ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ:
∂n+m/∂xn∂ym, êîòîðûå ìîæíî ïðèìåíÿòü ïîñëåäîâàòåëüíî è ñêëàäû-
âàòü. Óìíîæåíèå Ω × V 7→ V ñîîòâåòñòâóåò äåéñòâèþ îïåðàòîðà íà
ôóíêöèþ (ò.å. âçÿòèå ïðîèçâîäíîé), â ðåçóëüòàòå êîòîðîé ñíîâà ïîëó-
÷àåòñÿ ôóíêöèÿ. Êàêèì àêñèîìàì óäîâëåòâîðÿþò ýòè îïåðàöèè?
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Ãëàâà 2

Âåêòîðíûé àíàëèç

Ñ êàæäîé òî÷êîé ïðîñòðàíñòâà ìîæåò áûòü ñâÿçàí íåêîòîðûé âåêòîð.
Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ ïîäîá-
íûì îáðàçîì: ñêîðîñòü ïîòîêà âîçäóõà, íàïðÿæ¼ííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî
ïîëÿ, è ò.ä. Â ðàçíûõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà äëèíà è íàïðàâëåíèå âåêòîðà
ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè, ïîýòîìó âåêòîð çàâèñèò íå òîëüêî îò âðåìåíè,
íî è îò êîîðäèíàò. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î âåêòîðíîì ïîëå èëè âåêòîð-
íîé ôóíêöèè.
Åñòåñòâåííîé îïåðàöèåé îêàçûâàåòñÿ âû÷èñëåíèå ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-

íûõ îò âåêòîðíûõ ôóíêöèé ïî x, y è z. Âåêòîðíûå äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùèå òàêèå ïðîèçâîäíûå, ëåæàò â îñíîâå ýëåêòðîäè-
íàìèêè, ãèäðî-, àýðîäèíàìèêè è äðóãèõ òåîðèé.
Êëþ÷åâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îáúåêòîì ãëàâû ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîð íàáëà.

Ñ åãî ïîìîùüþ îïðåäåëÿþòñÿ ðàçëè÷íûå ñïîñîáû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
âåêòîðíûõ è ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé. Âàæíóþ ðîëü â ïðèëîæåíèÿõ èãðàþò
èíòåãðàëüíûå òåîðåìû. Êðîìå ýòîãî ðàññìàòðèâàåòñÿ ôóíêöèÿ Äèðàêà,
âîçíèêàþùàÿ â ðåçóëüòàòå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñèíãóëÿðíûõ ôóíêöèé,
è íåêîòîðûå âàæíûå êëàññû âåêòîðíûõ ïîëåé.

27
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2.1 Ãðàäèåíò è îïåðàòîð íàáëà

• Ðàññìîòðèì 2-ìåðíóþ, îäíîçíà÷íî çàäàííóþ ïðè ïîìîùè ôóíêöèè
φ(x, y) ïîâåðõíîñòü (íàïðèìåð, âûñîòó ðåëüåôà). Ãðàôè÷åñêè å¼ ìîæ-
íî èçîáðàçèòü â âèäå 3-ìåðíîãî ðèñóíêà (ñëåâà) èëè ïðè ïîìîùè ëèíèé
ïîñòîÿííîé âûñîòû, àíàëîãè÷íî ãåîãðàôè÷åñêèì êàðòàì (ñïðàâà):

Äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè (áåñêîíå÷íî ìàëîå èçìåíåíèå) ðàâåí:

dφ = φ(x+ dx, y + dy)− φ(x, y) =
∂φ

∂x
dx+

∂φ

∂y
dy.

Åãî çíà÷åíèå çàâèñèò îò íàïðàâëåíèÿ, â êîòîðîì ïðîèñõîäèò ñäâèã (dx, dy),
è îò íà÷àëüíîé òî÷êè (x, y). Óäîáíî ââåñòè áåñêîíå÷íî ìàëîå èçìåíåíèå
ðàäèóñ-âåêòîðà dr è âåêòîð ãðàäèåíòà ôóíêöèè ∇φ:

dr = i dx+ j dy, ∇φ = i
∂φ

∂x
+ j

∂φ

∂y
,

ãäå i è j åäèíè÷íûå ïåðïåíäèêóëÿðíûå âåêòîðû, íàïðàâëåííûå âäîëü
îñåé x è y. Òàê êàê ij = 0, íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî äèôôåðåíöèàë
ôóíêöèè ðàâåí ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ:

dφ = ∇φ · dr.

Ðàññìîòðèì ëèíèþ ïîñòîÿííîé âûñîòû (çíà÷åíèå φ(x, y) = const), ò.í.
ëèíèþ óðîâíÿ. Åñëè ñìåùåíèå dr ïðîèñõîäèò âäîëü íå¼, òî dφ = 0, è

∇φ · dr = 0

Ðàâåíñòâî íóëþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ îçíà÷àåò ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü
âåêòîðîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàäèåíò ôóíêöèè âñåãäà íàïðàâëåí ïåðïåíäè-
êóëÿðíî ê ëèíèè φ(x, y) = const. Òàê êàê ïðîèçâîäíàÿ ðàñòóùåé ôóíê-
öèè ïîëîæèòåëüíà, ãðàäèåíò óêàçûâàåò íàïðàâëåíèå ìàêñèìàëüíîãî âîç-
ðàñòàíèÿ ôóíêöèè (äâèãàÿñü âäîëü ãðàäèåíòà, ìîæíî çàáðàòüñÿ íà áëè-
æàéøèé ëîêàëüíûé ìàêñèìóì ïîâåðõíîñòè).
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• Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê 3-ìåðíîìó ïðîñòðàíñòâó. Ïóñòü â êàæäîé òî÷êå
çàäàíî íåêîòîðîå ÷èñëî φ = φ(x, y, z). Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î ñêàëÿðíîé
ôóíêöèè èëè ñêàëÿðíîì ïîëå. Ôèçè÷åñêèå ïðèìåðû: ïîëå òåìïåðàòóðû
(èçìåíÿþùàÿñÿ â ïðîñòðàíñòâå òåìïåðàòóðà), ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè
ìàññû èëè çàðÿäà, è ò.ä. Åñòåñòâåííî, èçîáðàçèòü 3-ìåðíîå ïîëå â âèäå
ïîâåðõíîñòè ìû íå ìîæåì. Äëÿ ýòîãî ïîòðåáîâàëîñü áû 4-ìåðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî. Îäíàêî ðàññóæäåíèÿ îñòàþòñÿ òåìè æå, ÷òî è äëÿ 2-ìåðíûõ
ïîâåðõíîñòåé. Äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ñêàëÿð-
íîå ïðîèçâåäåíèå dr è ãðàäèåíòà ∇φ:

dφ =
∂φ

∂x
dx+

∂φ

∂y
dy +

∂φ

∂z
dz = ∇φ · dr,

ãäå

dr = i dx+ j dy + k dz, ∇φ = i
∂φ

∂x
+ j

∂φ

∂y
+ k

∂φ

∂z
,

à i, j, k � åäèíè÷íûå âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûå áàçèñíûå âåêòîðû, íà-
ïðàâëåííûå âäîëü îñåé x, y è z.

Âåêòîð ãðàäèåíòà ïåðïåíäèêóëÿðåí ê ïîâåðõíîñòÿì ïîñòîÿííîãî çíà-
÷åíèÿ ïîëÿ φ(x, y, z) = const è íàïðàâëåí â ñòîðîíó ìàêñèìàëüíîãî ëî-
êàëüíîãî óâåëè÷åíèÿ ôóíêöèè φ.

Ãðàäèåíò ∇φ îáîçíà÷àåòñÿ òàêæå ñëåäóþùèì îáðàçîì: gradφ. Îäíàêî
èñïîëüçîâàíèå çíà÷êà íàáëà ∇ îêàçûâàåòñÿ î÷åíü óäîáíûì äëÿ çàïîìè-
íàíèÿ ìíîãèõ ôîðìóë âåêòîðíîãî àíàëèçà.

×òîáû ïðîäâèíóòüñÿ äàëüøå, �îòîðâ¼ì� íàáëó îò áóêâû φ è ââåä¼ì
ñëåäóþùèé îïåðàòîð:

∇ = i
∂

∂x
+ j

∂

∂y
+ k

∂

∂z
.

Ýòî âûðàæåíèå �íåçàêîí÷åííîå�, òàê êàê ïîä çíàêàìè ÷àñòíûõ ïðîèç-
âîäíûõ äîëæíà íàõîäèòüñÿ ôóíêöèÿ. Îïåðàòîðîì íàáëà ∇ íåîáõîäèìî
�ïîäåéñòâîâàòü� íà ôóíêöèþ, ÷òîáû ïîëó÷èëîñü �îáû÷íîå� âûðàæåíèå.
Ñèòóàöèÿ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íà çíà÷êàì ÷àñòíîé èëè ïîëíîé ïðîèçâîä-
íûõ, äèôôåðåíöèàëó è ò.ï.:

∂

∂x
,

d

dx
, d.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ âûðàæåíèÿ ñïðàâà äîëæíà ñòîÿòü íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ.
Òî÷íî òàê æå è ñ íàáëîé. Òîëüêî ýòî âåêòîðíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïå-
ðàòîð, è â åãî îïðåäåëåíèå, êðîìå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, âõîäÿò áàçèñíûå
âåêòîðû i, j è k.
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2.2 Äèâåðãåíöèÿ, ðîòîð è íå òîëüêî

• Êðîìå ñêàëÿðíûõ, â ôèçèêå ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ âåêòîðíûå ôóíêöèè,
êîìïîíåíòû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè êîîðäèíàò:

A = A(r) = iAx(x, y, z) + jAy(x, y, z) + kAz(x, y, z).

Ïðåäñòàâèì, íàïðèìåð, ïîòîê âîäû. Êàæäàÿ òî÷êà èìååò îïðåäåë¼ííóþ
ñêîðîñòü, ïîýòîìó ìîæíî ãîâîðèòü î âåêòîðíîì ïîëå ñêîðîñòåé v(r). Àíà-
ëîãè÷íî, â îêðåñòíîñòè çàðÿäà èëè ìàññèâíîãî òåëà íà äðóãèå òåëà äåé-
ñòâóåò ñèëà, ìåíÿþùàÿñÿ îò òî÷êè ê òî÷êå. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ãîâî-
ðèòü î âåêòîðíîì ïîëå ñèë.
Íàáëà ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì ñ êîìïîíåíòàìè ∇ = {∂/∂x, ∂/∂y ∂/∂z}.

Îí ìîæåò ïîäåéñòâîâàòü íà âåêòîðíóþ ôóíêöèþ A = {Ax, Ay, Az} ïðè
ïîìîùè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î äèâåðãåíöèè
ïîëÿ:

∇A ≡ divA =
∂Ax

∂x
+

∂Ay

∂y
+

∂Az

∂z
.

Êàê è äëÿ îáû÷íûõ âåêòîðîâ, äèâåðãåíöèÿ (ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå) �
ýòî ñêàëÿð (òî÷íåå, ñêàëÿðíîå ïîëå).
Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî äèâåðãåíöèÿ ðàäèóñ-âåêòîðà r = {x, y, z}

ðàâíà òð¼ì (â îáùåì ñëó÷àå ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà):

∇r =
∂x

∂x
+

∂y

∂y
+

∂z

∂z
= 3.

• Âòîðîå äåéñòâèå ñ îïåðàòîðîì íàáëà îñíîâàíî íà âåêòîðíîì ïðîèç-
âåäåíèè è íàçûâàåòñÿ ðîòîðîì. Ðîòîð ìîæíî çàïèñàòü â áîëåå çàïîìè-
íàþùåìñÿ âèäå ïðè ïîìîùè îïðåäåëèòåëÿ (ñòð. 48):

∇×A ≡ rotA = det

 i j k
∂/∂x ∂/∂y ∂/∂z
Ax Ay Az

 ,

èëè â ÿâíîì ïîêîìïîíåíòíîì âèäå (ñì. ñòð. 12):

∇×A = i

(
∂Az

∂y
− ∂Ay

∂z

)
+ j

(
∂Ax

∂z
− ∂Az

∂x

)
+ k

(
∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y

)
.

Ðîòîð � ýòî âåêòîð, à òî÷íåå, âåêòîðíîå ïîëå. Ðîòîð ðàäèóñ-âåêòîðà ðàâåí
íóëþ:

∇× r = 0.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïîäñòàâèòü â îïðåäåëåíèå ðîòîðà êîìïî-
íåíòû ðàäèóñ-âåêòîðà r = {x, y, z} è âû÷èñëèòü ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå.
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• Îïåðàòîð íàáëà, ïðåæäå ÷åì ïîäåéñòâîâàòü íà ôóíêöèþ, ìîæåò
ïðåäâàðèòåëüíî ñâåðíóòüñÿ ñ íåêîòîðûì âåêòîðîì a. Â ðåçóëüòàòå ïîëó-
÷èòñÿ ñêàëÿðíûé îïåðàòîð âèäà (a∇). ×àñòî â êà÷åñòâå a èñïîëüçóåòñÿ
åäèíè÷íûé âåêòîð. Îïåðàòîð (a∇) íàçûâàþò ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëå-
íèþ âåêòîðà a. Ïîíÿòíî, ÷òî îí ìîæåò ïîäåéñòâîâàòü êàê íà ñêàëÿðíóþ,
òàê è íà âåêòîðíóþ ôóíêöèþ. Âû÷èñëèì, íàïðèìåð:

(a∇)r =
(
ax

∂

∂x
+ ay

∂

∂y
+ az

∂

∂z

)
(ix+ jy + kz) = iax + jay + kaz = a.

Íàçâàíèå �ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ� âîçíèêàåò ïî ñëåäóþùåé ïðè-
÷èíå. Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ ôóíêöèþ f(r). ×åðåç äàííóþ òî÷êó r ìîæ-
íî ïðîâåñòè ïðÿìóþ â íàïðàâëåíèè, îïðåäåëÿåìîì âåêòîðîì a. Å¼ ïà-
ðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä: r + a t, ãäå t � ñêàëÿðíûé ïàðà-
ìåòð (ñòð. 16). Íàéä¼ì ïðîèçâîäíóþ f âäîëü ýòîé ïðÿìîé â òî÷êå r.
Äèôôåðåíöèðîâàíèå âäîëü ïðÿìîé ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî, êàê äèôôå-
ðåíöèðîâàíèå ïî ïàðàìåòðó t, ïðè ïîìîùè êîòîðîãî ïðîáåãàþòñÿ òî÷êè
íà ïðÿìîé âäîëü âåêòîðà a. Ïðîèçâîäíàÿ âû÷èñëÿåòñÿ, êàê ïðîèçâîäíàÿ
ñëîæíîé ôóíêöèè:

d

dt
f(x+axt, y+ayt, z+azt) =

∂f

∂(x+ axt)
ax+

∂f

∂(y + ayt)
ay+

∂f

∂(z + azt)
az.

Ïîýòîìó ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ a â äàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà r
ïðè t = 0 ðàâíà:

df(r+ a t)

dt

∣∣∣
t=0

= (a∇)f(r).

• Êðîìå îïåðàòîðà íàáëà, ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ îïåðàòîð Ëàïëàñà, ðàâ-
íûé êâàäðàòó îïåðàòîðà íàáëà:

∆ ≡ ∇2 =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
.

Òàê êàê êîìïîíåíòàìè âåêòîðà ∇ ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, òî
êâàäðàò ýòîãî âåêòîðà ðàâåí ñóììå êâàäðàòîâ êîìïîíåíò, ò.å. âòîðûõ
ïðîèçâîäíûõ. Îïåðàòîð Ëàïëàñà ìîæåò äåéñòâîâàòü êàê íà ñêàëÿðíóþ,
òàê è íà âåêòîðíóþ ôóíêöèè. Íåîäíîðîäíîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå ñ îïå-
ðàòîðîì Ëàïëàñà íàçûâàþò óðàâíåíèåì Ïóàññîíà. Íàïðèìåð, ïîòåíöèàë
ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ φ â ñèñòåìå ÑÃÑ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ:

∆φ = −4πρ,

ãäå ρ � ïëîòíîñòü çàðÿäà.
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2.3 Ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

• Ëþáîå âûðàæåíèå ñ ó÷àñòèåì îïåðàòîðà íàáëà ìîæåò áûòü âû÷èñëå-
íî â ÿâíîì êîìïîíåíòíîì âèäå. Íàéä¼ì, íàïðèìåð, ãðàäèåíò ðàññòîÿíèÿ
îò íà÷àëà êîîðäèíàò (äëèíà ðàäèóñ-âåêòîðà). Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì ÷àñò-
íóþ ïðîèçâîäíóþ ïî x:

∂r

∂x
=

∂
√
x2 + y2 + z2

∂x
=

x

r
.

Äëÿ ïðîèçâîäíîé ïî y â ÷èñëèòåëå ïîÿâèòñÿ y, è àíàëîãè÷íî äëÿ z. Ó÷è-
òûâàÿ îïðåäåëåíèå âåêòîðíîãî îïåðàòîðà íàáëà (ñòð. 29), ïîëó÷àåì:

∇r =
r

r
= n,

ãäå r = ix + jy + kz � ðàäèóñ âåêòîð, r � åãî äëèíà, à n � åäèíè÷íûé
âåêòîð â íàïðàâëåíèè r. Àíàëîãè÷íî (l H28):

∇f(r) = f ′(r)n, ∇(ar) = a,

ãäå a � ïîñòîÿííûé âåêòîð. Â ïîñëåäíåì óðàâíåíèè ñêîáêè îáÿçàòåëüíû.
Îïåðàòîð íàáëà ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì, ïîýòîìó äîëæíî áûòü óêàçàíî, êàêèå
âåêòîðû ó÷àñòâóþò â ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f çàâèñèò îò êîîðäèíàò è ïîñòîÿííîãî âåêòîðà a è
ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíîé âåëè÷èíîé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî å¼ çíà÷åíèå
íå çàâèñèò, íàïðèìåð, îò ïîâîðîòà ñèñòåìû êîîðäèíàò. Òîãäà ôóíêöèÿ
ìîæåò çàâèñåòü òîëüêî îò äâóõ ñêàëÿðíûõ âåëè÷èí � äëèíû âåêòîðà r è
ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ra. Ãðàäèåíò òàêîé ôóíêöèè áóäåò ðàâåí:

∇f(r, ar) =
∂f

∂r
n+

∂f

∂(ar)
a.

Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿåòñÿ ãðàäèåíò è â áîëåå ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ.

Åñëè ïîíÿòíî, íà ÷òî äåéñòâóåò îïåðàòîð íàáëà, òî ñ íèì ìîæíî îá-
ðàùàòüñÿ, êàê ñ îáû÷íûì âåêòîðîì. Íàïðèìåð, âû÷èñëèì ðîòîð îò âåê-
òîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïîñòîÿííîãî âåêòîðà a íà ðàäèóñ-âåêòîð r:

∇× [a× r] = a(∇r)− (a∇)r = 3a− a = 2a.

Â ïåðâîì ðàâåíñòâå ïðèìåíåíî òîæäåñòâî �áàö ìèíóñ öàá�, çàòåì ó÷òåíû
ñîîòíîøåíèÿ∇r = 3 è (a∇)r = a, êîòîðûå áûëè ïîëó÷åíû âûøå. Âåêòîð
r, íà êîòîðûé äåéñòâóåò íàáëà, äîëæåí îñòàâàòüñÿ âñ¼ âðåìÿ ñïðàâà îò
îïåðàòîðà.
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• Â îáùåì ñëó÷àå ïðè äåéñòâèè ∇ íà íåêîòîðîå âûðàæåíèå íåîáõîäè-
ìî ó÷èòûâàòü, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ïðîèçâåäåíèÿ ðàâíà ñóììå ïðîèçâîäíûõ
êàæäîãî ñîìíîæèòåëÿ. Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáíûõ âûðàæåíèé óäîá-
íî â ïðîìåæóòî÷íûõ âû÷èñëåíèÿõ ñòàâèòü ó îïåðàòîðà èíäåêñ, ïîìå÷àþ-
ùèé îáúåêò, íà êîòîðûé îí äåéñòâóåò. Çàòåì ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèé
íåîáõîäèìî îñòàâèòü ñïðàâà îò îïåðàòîðà òîëüêî îáúåêò äåéñòâèÿ. Ïîñëå
ýòîãî èíäåêñû óáèðàþòñÿ. Íàïðèìåð:

∇(fA) = ∇f(fA) +∇A(fA) = (A∇f) f + f ∇AA = (A∇) f + f ∇A.

Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿåòñÿ äèâåðãåíöèÿ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ
âåêòîðíûõ ïîëåé:

∇[A×B] = ∇A[A×B] +∇B[A×B] = [∇A ×A]B− [∇B ×B]A.

Ïîñëå âûñòàâëåíèÿ èíäåêñîâ ñ íàáëîé ìîæíî ðàáîòàòü, êàê ñ îáû÷íûì
âåêòîðîì. Ïîýòîìó âî âòîðîì ðàâåíñòâå ïðèìåíåíî ïðàâèëî âûòàëêèâà-
íèÿ äëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî, à âî âòîðîì ñíà÷àëà ïåðåñòàâëåíû ñî çíàêîì
ìèíóñ ñîìíîæèòåëè â âåêòîðíîì ïðîèçâåäåíèè, à çàòåì ïðèìåíåíî ïðà-
âèëî âûòàëêèâàíèÿ. Òåïåðü íåîáõîäèìî èçìåíèòü ïîðÿäîê â ñêàëÿðíûõ
ïðîèçâåäåíèÿõ, ïîñëå ÷åãî èíäåêñ ó íàáëû ìîæíî îïóñòèòü:

∇[A×B] = B · [∇×A]−A · [∇×B].

Òî÷íî òàê æå ïðè ïîìîùè ôîðìóëû �áàö ìèíóñ öàá� ìîæíî äîêàçàòü
ñëåäóþùåå òîæäåñòâî (l H29):

∇× [A×B] = (B∇)A−B(∇A) +A(∇B)− (A∇)B.

• Èíîãäà ïîëåçíî óìíîæèòü âûðàæåíèå íà ïðîèçâîëüíûé ïîñòîÿííûé
âåêòîð. Ïîñëå ïðîâåäåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé ýòîò âåêòîð îïóñêàåòñÿ. Âû-
÷èñëèì, ê ïðèìåðó, âûðàæåíèå (a∇) [r×b], ãäå a è b ïîñòîÿííûå âåêòî-
ðû. Óìíîæàÿ ñïðàâà íà ïîñòîÿííûé âåêòîð c, ïîëó÷àåì:

(a∇)[r× b] · c = (a∇)r · [b× c] = a · [b× c] = [a× b] · c.

Â ïåðâîì ðàâåíñòâå ïðèìåíåíî ïðàâèëî âûòàëêèâàíèÿ, âî âòîðîì � âû-
÷èñëåíà ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ (a∇)r = a, â òðåòüåì � ïðàâè-
ëî âûòàëêèâàíèÿ ñëåâà-íàïðàâî. Îêîí÷àòåëüíî, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè
âåêòîðà c, åãî ìîæíî îïóñòèòü è ïîëó÷èòü òîæäåñòâî:

(a∇)[r× b] = [a× b].

Ñîêðàùåíèå ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà â ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè îçíà÷àåò,
÷òî ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíî âûáðàòü c = {1, 0, 0}, c = {0, 1, 0}, c =
{0, 0, 1}, ïîëó÷àÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîåêöèè âûðàæåíèÿ íà îñè x, y è z.
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2.4 Èíòåãðàëüíûå òåîðåìû

Ñìûñë äèâåðãåíöèè è ðîòîðà íàãëÿäíî ïðîÿâëÿåòñÿ ïðè èñïîëüçîâà-
íèè èíòåãðàëüíûõ ñîîòíîøåíèé. Îïðåäåëèì òðè âèäà èíòåãðàëîâ.
Ïóñòü íåêîòîðàÿ ëèíèÿ (êîíòóð) L, ñîåäèíÿþùàÿ äâå òî÷êè r1 è r2,

ðàçáèòà íà ìàëåíüêèå îòðåçêè, êàñàòåëüíûå ê êîòîðûì îáîçíà÷àþòñÿ êàê
dr. Âîçüì¼ì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ A â äàííîé òî÷êå
è ìàëîãî ñäâèãà âäîëü êîíòóðà dr. Åñëè âñå òàêèå ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñóì-
ìèðîâàòü, òî ïîëó÷èòñÿ èíòåãðàë âäîëü êîíòóðà:∫

L

A(r) dr =
∑
i

A(ri) dri.

Êîíòóð ìîæåò áûòü çàìêíóòûì (r1 = r2). Â ýòîì ñëó÷àå çíà÷îê èíòåãðà-
ëà ïåðåñåêàåòñÿ êðóæî÷êîì.
Ïîõîæèì îáðàçîì âû÷èñëÿåòñÿ èíòåãðàë ïî ïîâåðõíîñòè. Äëÿ ýòîãî

ïîâåðõíîñòü ðàçáèâàåòñÿ íà íåáîëüøèå ó÷àñòêè, â êàæäîì èç êîòîðûõ
îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîð dS, ðàâíûé ïî ìîäóëþ ïëîùàäè ó÷àñòêà è ïåðïåí-
äèêóëÿðíûé ê ïîâåðõíîñòè. Çàòåì âû÷èñëÿåòñÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
âåêòîðíîãî ïîëÿ íà dS â êàæäîé òî÷êå. Âñå ïðîèçâåäåíèÿ ñóììèðóþòñÿ:∫

S

A(r) dS =
∑
i

A(ri) dSi.

Ïîâåðõíîñòü, ïî êîòîðîé ïðîèçâîäèòñÿ èíòåãðèðîâàíèå, ìîæåò áûòü çà-
ìêíóòîé èëè îòêðûòîé. Íàïðèìåð ïîâåðõíîñòü ñôåðû çàìêíóòà (ó íå¼
íåò ãðàíèö). Ëþáàÿ êîíå÷íàÿ îáëàñòü íà ïëîñêîñòè îòêðûòà, òàê êàê
èìååò ãðàíèöû. Èíòåãðèðîâàíèå ïî çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè îáîçíà÷àåò-
ñÿ êðóæêîì âîêðóã èíòåãðàëà.
Íàêîíåö, èíòåãðèðîâàíèå ïî îáú¼ìó dV ïðîâîäèòñÿ ðàçáèåíèåì îáëà-

ñòè èíòåãðèðîâàíèÿ íà ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ îáú¼ìîâ è ñóììèðîâà-
íèåì çíà÷åíèÿ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè â êàæäîì òàêîì îáú¼ìå.∫

V

A(r) dV =
∑
i

A(ri) dVi.

Â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ dV = dx dy dz, ò.å. èíòåãðàë ïî îáú¼ìó ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé òðè "îáû÷íûõ"èíòåãðàëà (òð¼õêðàòíûé èíòåãðàë).
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• Ïóñòü çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü S îêðóæàåò îáú¼ì V , è â ïðîñòðàíñòâå
çàäàíî âåêòîðíîå ïîëå A. Òîãäà ñïðàâåäëèâà òåîðåìà Ãàóññà:∮

S

A dS =

∫
V

∇A dV.

Ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè (ñì. êðóæîê âîêðóã èí-
òåãðàëà) èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå ñîãëàøåíèå. Âåêòîð ýëåìåíòàðíîé ïëî-
ùàäêè ïîâåðõíîñòè dS íàïðàâëåí ïåðïåíäèêóëÿðíî ïîâåðõíîñòè è íàðó-
æó èç îáú¼ìà. Ñóììà ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé ìàëåíüêèõ ïëîùàäîê dS
è âåêòîðíîãî ïîëÿ A â êàæäîé òî÷êå ïîâåðõíîñòè íàçûâàåòñÿ ïîòîêîì.
Èìåííî ïîòîê ñòîèò â ëåâîé ÷àñòè òåîðåìû Ãàóññà.
Ïóñòü îáú¼ì èíòåãðèðîâàíèÿ, îêðóæàþùèé íåêîòîðóþ òî÷êó, ìàë, òàê

÷òî â í¼ì äèâåðãåíöèÿ ∇A ïðèìåðíî ïîñòîÿííà. Òîãäà, â ñèëó òåîðåìû
Ãàóññà, äèâåðãåíöèÿ îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé îòíîøåíèþ ïîòîêà âåêòîðíî-
ãî ïîëÿ ÷åðåç ïîâåðõíîñòü, îêðóæàþùóþ ýòó òî÷êó, äåë¼ííóþ íà îáúåì
âíóòðè ïîâåðõíîñòè.

• Òåîðåìà Ñòîêñà ñâÿçûâàåò êîíòóðíûé è ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàëû:

∮
L

A dr =

∫
S

[∇×A] dS.

Ïîâåðõíîñòü S ÿâëÿåòñÿ íåçàìêíóòîé. Å¼ ãðàíèöà � ýòî çàìêíóòûé êîí-
òóð L, èíòåãðèðîâàíèå ïî êîòîðîìó ïðîâîäèòñÿ â ëåâîé ÷àñòè òåîðå-
ìû. Ïîäîáíûé êîíòóðíûé èíòåãðàë íàçûâàåòñÿ öèðêóëÿöèåé, èëè âèõ-
ðåì âåêòîðíîãî ïîëÿ. Ïîâåðõíîñòü S â òåîðåìå Ñòîêñà ìîæåò áûòü êàê
ïëîñêîé, òàê è âûãíóòîé. Íàïðàâëåíèå âåêòîðà dS ïîêàçàíî íà ðèñóíêå.
Åñëè ââèí÷èâàòü ïðàâûé øòîïîð òàê, ÷òî åãî ðó÷êà ïîâòîðÿåò íàïðàâëå-
íèå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî êîíòóðó, òî âèíò áóäåò óêàçûâàòü â íàïðàâëåíèè
âíåøíåé ñòîðîíû ïîâåðõíîñòè. Êàêîâà áû íè áûëà ñòåïåíü å¼ âûãíóòî-
ñòè, ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë îò ðîòîðà îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî öèðêóëÿöè-
åé ïîëÿ ïî ãðàíèöå ýòîé ïîâåðõíîñòè.
Ó ïîâåðõíîñòè ìîãóò áûòü �äûðêè� è, ñëåäîâàòåëüíî, íåñêîëüêî íå

ñâÿçàííûõ ãðàíèö. Òåîðåìà Ñòîêñà âûïîëíÿåòñÿ è â ýòîì ñëó÷àå, îäíàêî
íåîáõîäèìî ñëåäèòü çà íàïðàâëåíèåì îáõîäà êîíòóðîâ (l H36).
Åñëè ïëîùàäü dS ìàëà è ðîòîð [∇×A] â å¼ ïðåäåëàõ ïîñòîÿíåí, òî ñêà-

ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ðîòîðà íà dS áóäåò ðàâíî öèðêóëÿöèè âåêòîðíîãî
ïîëÿ âîêðóã ýòîé òî÷êè.
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2.5 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì

• Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Ãàóññà âû÷èñëèì ñíà÷àëà ïîòîê ÷åðåç
ïîâåðõíîñòü ìàëåíüêîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ñ ð¼áðàìè dx, dy, dz, êîòîðûé
îêðóæàåò òî÷êó (x, y, z). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòà òî÷êà íàõîäèòñÿ â öåí-
òðå ïàðàëëåëåïèïåäà (ëåâûé ðèñóíîê):

Ïîòîê ÷åðåç áîêîâûå ãðàíè, ïåðïåíäèêóëÿðíûå îñè y, ðàâåí:

Ay(x, y + dy/2, z) dxdz − Ay(x, y − dy/2, z) dxdz ≈ ∂Ay

∂y
dydxdz.

Ïðîèçâåäåíèå dxdz � ýòî ïëîùàäü áîêîâîé ãðàíè. Êîìïîíåíòà Ay ïîÿâ-
ëÿåòñÿ èç ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ A · dS, òàê êàê âåêòîð dS ïåðïåíäè-
êóëÿðåí ê ïîâåðõíîñòè è íàïðàâëåí èç îáú¼ìà. Íà ïðàâîé ãðàíè îí èìååò
êîìïîíåíòû dS = {0, dxdz, 0}, à íà ëåâîé ãðàíè dS = {0, −dxdz, 0}.
Êðîìå ýòîãî, êàæäàÿ ôóíêöèÿ Ay(x, y ± dy/2, z) ≈ Ay ± (∂Ay/∂y)dy/2
ðàçëîæåíà â ðÿä Òåéëîðà ïî dy/2.
Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿåòñÿ ïîòîê ÷åðåç îñòàâøèåñÿ äâå ïàðû ãðàíåé. Â

ðåçóëüòàòå:∮
S

AdS ≈
(
∂Ax

∂x
+

∂Ay

∂y
+

∂Az

∂z

)
dxdydz = (∇A) dV.

Ïðîèçâîëüíûé îáú¼ì ìîæíî ðàçáèòü íà ìíîæåñòâî ïîäîáíûõ áëîêîâ. Òàê
êàê âåêòîð dS íàïðàâëåí íàðóæó èç îáú¼ìà, òî ïîòîêè íà ïðèëåãàþùèõ
ãðàíÿõ äâóõ ñîñåäíèõ áëîêîâ èìåþò ðàçíûé çíàê, è èõ ñóììà áóäåò ðàâíà
íóëþ (ñì. ïðàâûé ðèñóíîê âûøå). Ïîýòîìó íå ñêîìïåíñèðóþòñÿ òîëüêî
ïîòîêè íà âíåøíèõ ãðàíÿõ, ïðèëåãàþùèõ ê ïîâåðõíîñòè îáú¼ìà. Â ðå-
çóëüòàòå ïîòîê ÷åðåç ïîâåðõíîñòü îáú¼ìà áóäåò ðàâåí ñóììå äèâåðãåíöèé
â êàæäîì ýëåìåíòàðíîì îáú¼ìå.
Ïðè âûâîäå òåîðåìû Ãàóññà ïðåäïîëàãàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü âåê-

òîðíîãî ïîëÿ âî âñåõ òî÷êàõ îáú¼ìà. Â ôèçè÷åñêè èíòåðåñíûõ çàäà÷àõ
îáû÷íî ñóùåñòâóþò èñòî÷íèêè èëè ñòîêè ïîëÿ. Ýòî òàêèå òî÷êè, èç êî-
òîðûõ âåêòîðû �âûõîäÿò� â ðàçíûå ñòîðîíû (èñòîê) èëè �âõîäÿò� â òî÷êó
(ñòîê). Ïðèìåðîì ñëóæèò íàïðÿæ¼ííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ òî÷å÷íî-
ãî çàðÿäà. Â òàêèõ òî÷êàõ ïðîèçâîäíàÿ ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü, è ïðè
âû÷èñëåíèè äèâåðãåíöèè íåîáõîäèìà ïðîöåäóðà ðåãóëÿðèçàöèè (ñì. ñëå-
äóþùèé ðàçäåë).
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• Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Ñòîêñà àíàëîãè÷íà òåîðåìå Ãàóññà.
Ââåä¼ì â íåêîòîðîé òî÷êå ïîâåðõíîñòè ñèñòåìó êîîðäèíàò, òàê ÷òî îñü z
áóäåò ïåðïåíäèêóëÿðíà ïîâåðõíîñòè. Òîãäà öèðêóëÿöèÿ A dr ïî ìàëåíü-
êîìó êîíòóðó, îãðàíè÷èâàþùåìó ýëåìåíò ïîâåðõíîñòè, ðàâíà:

Ay

(
x+

dx

2
, y
)
dy︸ ︷︷ ︸

I

−Ax

(
x, y +

dy

2

)
dx︸ ︷︷ ︸

II

−Ay

(
x− dx

2
, y
)
dy︸ ︷︷ ︸

III

+Ax

(
x, y − dy

2

)
dx︸ ︷︷ ︸

IV

,

ãäå îïóùåí àðãóìåíò z ó ïðîåêöèé âåêòîðíîé ôóíêöèè íà êîíòóð. Ñêà-
ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå A dr âû÷èñëÿåòñÿ â ñåðåäèíå îòðåçêîâ êîíòóðà, è
çíàêè ìèíóñ ñîîòâåòñòâóþò äâèæåíèþ ïðîòèâ îñåé (ïåðâûé ðèñóíîê):

Ðàñêëàäûâàÿ ôóíêöèè â ðÿä Òåéëîðà ïî dx/2, dy/2, ïîëó÷àåì:∮
L

A dr ≈
(
∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y

)
dx dy = [∇×A]z dxdy.

Ïðîèçâåäåíèå dx dy ðàâíî ïëîùàäè ïðÿìîóãîëüíîãî êîíòóðà, à âûðàæå-
íèå â êðóãëûõ ñêîáêàõ � z-êîìïîíåíòå ðîòîðà [∇ × A]z. Ïî ïðèíÿòîìó
ñîãëàøåíèþ, âåêòîð ýëåìåíòàðíîé ïëîùàäè íàïðàâëåí ïåðïåíäèêóëÿð-
íî ê íåé (â íàøåì ñëó÷àå, âäîëü îñè z â ñòîðîíó ×èòàòåëÿ), ïîýòîìó
dS = (0, 0, dx dy). Çíà÷åíèå êîíòóðíîãî èíòåãðàëà ìîæíî çàïèñàòü â âåê-
òîðíîì âèäå: ∮

L

A dr = [∇×A] dS.

Åñòåñòâåííî, ïîâåðõíîñòü â ïðîñòðàíñòâå îðèåíòèðîâàíà ïðîèçâîëüíûì
îáðàçîì. Îäíàêî çàïèñü ïðè ïîìîùè âåêòîðîâ íå çàâèñèò îò âûáîðà ñè-
ñòåìû êîîðäèíàò, ïîýòîìó ýòî ñîîòíîøåíèå áóäåò ñïðàâåäëèâî è â îáùåì
ñëó÷àå.

Áîëüøóþ ïîâåðõíîñòü ìîæíî ðàçáèòü íà ìíîæåñòâî òàêèõ ïðÿìîóãîëü-
íèêîâ. Åñëè îáõîäû ïî êîíòóðó â êàæäîì èç íèõ ïðîâîäÿòñÿ â îäíîì
íàïðàâëåíèè, òî êîíòóðíûå èíòåãðàëû íà ïðèëåãàþùèõ ãðàíÿõ áóäóò
ñîêðàùàòüñÿ (ñì. âûøå âòîðîé ðèñóíîê), è íåíóëåâûì îêàæåòñÿ òîëüêî
èíòåãðàë ïî êîíòóðó, îãðàíè÷èâàþùåìó ïîâåðõíîñòü. Â ðåçóëüòàòå äî-
êàçûâàåòñÿ òåîðåìà Ñòîêñà.
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2.6 Äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà

Íåïîäâèæíûé åäèíè÷íûé çàðÿä Q = 1, íàõîäÿùèéñÿ â íà÷àëå êîîð-
äèíàò, âîçäåéñòâóåò íà ïðîáíûé çàðÿä q ñèëîé Êóëîíà:

F = qE, E =
r

r3
,

ãäå E � ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå. Äëÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà Q ïðè r = 0 ïîëó÷àåò-
ñÿ áåñêîíå÷íîå çíà÷åíèå E. Ïîïðîáóåì âðåìåííî óñòðàíèòü ýòó ïðîáëåìó,
ìîäèôèöèðóÿ çàêîí Êóëîíà ïðè ïîìîùè ìàëîé êîíñòàíòû a:

E =
r

(r2 + a2)3/2
. (2.1)

Ïðè a = 0 ìû âîçâðàùàåìñÿ ê èñõîäíîìó âûðàæåíèþ, îäíàêî ïðè a ̸= 0
ïîëó÷àåòñÿ êîíå÷íîå çíà÷åíèå íàïðÿæ¼ííîñòè E ïðè r = 0. Ïîäîáíîå
óñòðàíåíèå ñèíãóëÿðíîñòè (áåñêîíå÷íîñòè) íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðèçàöèåé.

Âû÷èñëèì äèâåðãåíöèþ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Òàê êàê äèâåðãåíöèÿ
ðàäèóñ âåêòîðà ∇r = 3, à ãðàäèåíò åãî äëèíû ∇r = r/r (ñòð. 32), òî,
ðàñêðûâàÿ ïðîèçâîäíóþ ïðîèçâåäåíèÿ, ïîëó÷àåì:

∇E =
3

(r2 + a2)3/2
− 3

2

r

(r2 + a2)5/2
2r

r

r
= 4π δa(r),

ãäå ââåäåíà ñëåäóþùàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ:

δa(r) =
3

4π

a2

(r2 + a2)5/2
.

Ïðè óìåíüøåíèè çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a ôóíêöèÿ δa(r) îêàçûâàåòñÿ âñ¼
áîëåå âûñîêîé è óçêîé (ñì. ðèñóíîê). Ìíîæèòåëü ïðè ôóíêöèè âûáðàí
òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû èíòåãðàë îò δa(r) ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó áûë ðàâåí
åäèíèöå:∫

δa(r) dV =
3a2

4π

∞∫
0

4π r2dr

(r2 + a2)5/2
=

∞∫
0

3χ2dχ

(1 + χ2)5/2
=

χ3

(1 + χ2)3/2

∣∣∣∞
0

= 1.

Ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïðîñòðàíñòâî ðàçáèâàåòñÿ íà ñôåðè÷åñêèå ñëîè ðà-
äèóñîì r è òîëùèíîé dr. Îáú¼ì êàæäîãî ñëîÿ 4πr2 dr. Â èíòåãðàëå ïî
r çàòåì äåëàåòñÿ çàìåíà χ = r/a, à ïåðâîîáðàçíàÿ ïðîâåðÿåòñÿ ïðÿìûì
âçÿòèåì ïðîèçâîäíîé.
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Çíà÷åíèå èíòåãðàëà îñòà¼òñÿ åäèíè÷íûì è ïðè a → 0, õîòÿ ôóíêöèÿ
δ(r) = δ0(r) â ýòîì ïðåäåëå ñòàíîâèòñÿ ðàçðûâíîé:

δ(r) = lim
a→0

δa(r) =

{
0, r ̸= 0
∞, r = 0

,

∫
δ(r) dV = 1.

Ôóíêöèÿ ñ òàêèìè ñâîéñòâàìè íàçûâàåòñÿ 3-ìåðíîé äåëüòà-ôóíêöèåé
Äèðàêà. Å¼ óäîáíî èñïîëüçîâàòü äëÿ îïèñàíèÿ òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ, êîãäà
çàðÿä ñîñðåäîòî÷åí â ñêîëü óãîäíî ìàëîì îáú¼ìå. Â ýòîì ñëó÷àå äèâåð-
ãåíöèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ðàâíà íóëþ âåçäå, êðîìå íà÷àëà êîîðäèíàò,
ãäå îíà îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü (áåñêîíå÷íàÿ ïëîòíîñòü çàðÿäà).

Åñëè áû ìû ôîðìàëüíî âû÷èñëèëè ∇E äëÿ çàêîíà Êóëîíà, òî ïî-
ëó÷èëñÿ áû íîëü ïðè ëþáîì çíà÷åíèè r. Ïîýòîìó äèôôåðåíöèðîâàíèå
ñèíãóëÿðíûõ ôóíêöèé òðåáóåò îïðåäåë¼ííîé àêêóðàòíîñòè. Â ÷àñòíîñòè:

∇
( r

r3

)
= 4πδ(r).

Àáñîëþòíî àíàëîãè÷íî, ïðè ïîìîùè ðåãóëÿðèçàöèè, âû÷èñëÿåòñÿ ëàïëà-
ñèàí îò 1/r (ñèíãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ). Ìîæíî òàêæå âçÿòü äèâåðãåíöèþ
îò ∇(1/r) = −r/r3.

∆

(
1

r

)
= −4πδ(r).

Äåëüòà-ôóíêöèÿ îáëàäàåò îäíèì î÷åíü ïîëåçíûì ñâîéñòâîì. Èíòåãðàë
îò å¼ ïðîèçâåäåíèÿ ñ ïðîèçâîëüíîé ãëàäêîé ôóíêöèåé ðàâåí çíà÷åíèþ
ýòîé ôóíêöèè â òî÷êå ñèíãóëÿðíîñòè δ-ôóíêöèè:∫

δ(r− r0)f(r) d
3r = f(r0).

Èíòåãðàë ïî dV ≡ d3r ìîæåò ïðîâîäèòüñÿ ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó (êî-
îðäèíàòû r), èëè ïî îáú¼ìó, íåïîñðåäñòâåííî îêðóæàþùåìó òî÷êó r0.
Òàê êàê δ(r − r0) ðàâíà íóëþ âåçäå, êðîìå r = r0, òî ìîæíî ïîëîæèòü
f(r) = f(r0). Ýòà êîíñòàíòà âûíîñèòñÿ çà èíòåãðàë, à îñòàâøèéñÿ èíòå-
ãðàë îò ôóíêöèè Äèðàêà ðàâåí 1.

Òàêîå ñâîéñòâî ïîçâîëÿåò çàïèñàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà (èí-
òåãðèðîâàíèå ïî êîîðäèíàòàì R ïî îáú¼ìàì dV ≡ d3R = dXdY dZ):

∆ϕ = −4πρ(r) => φ(r) =

∫
ρ(R) d3R

|r−R|
.

Ðåøåíèå ïðîâåðÿåòñÿ ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé â óðàâíåíèå. Ëàïëàñèàí îò
1/|r−R| äà¼ò −4πδ(r−R), èíòåãðèðîâàíèå ñ êîòîðîé ïðèâîäèò ê ρ(r).
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2.7 Ïîòåíöèàëüíûå è ñîëåíîèäàëüíûå ïîëÿ

• Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ φ ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî:

∇× (∇φ) = 0

(ðîòîð ãðàäèåíòà ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ðàâåí íóëþ). Îíî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî
âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà ñàìîãî íà ñåáÿ ðàâíî íóëþ ([∇×∇] =
0). Ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Åñëè ðîòîð âåêòîðíîãî ïîëÿ
ðàâåí íóëþ, òî òàêîå ïîëå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ãðàäèåíòà îò
íåêîòîðîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ:

∇× E = 0 => E = −∇φ.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ∇×E = 0, òî, â ñèëó òåîðåìû Ñòîêñà, èíòåãðàë îò
E ïî ëþáîìó çàìêíóòîìó êîíòóðó ðàâåí íóëþ. Ïîýòîìó êðèâîëèíåéíûé
èíòåãðàë ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè íå çàâèñèò îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ è
îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî çíà÷åíèÿìè êîîðäèíàò íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé òî÷êè,
êîòîðûå ìû çàïèøåì ïðè ïîìîùè íåêîòîðîé ôóíêöèè φ:

r∫
r0

E dr = φ(r0)− φ(r).

Â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðàë ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó ðàâåí íóëþ, òàê êàê
φ(r0)− φ(r) + φ(r)− φ(r0) = 0.

Òî, ÷òî èíòåãðàë çàâèñèò îò ðàçíîñòè çíà÷åíèé ñêàëÿðíîé ôóíêöèè,
îçíà÷àåò, ÷òî E dr ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè −dφ. Ó÷èòûâàÿ,
÷òî dφ = ∇φdr, äåëàåì âûâîä, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå ðàâíî E = −∇φ.
Ïîëå E íàçûâàþò ïîòåíöèàëüíûì ïîëåì, à ôóíêöèþ φ � ïîòåíöèàëîì.
Ïîíÿòíî, ÷òî ïîòåíöèàë îïðåäåë¼í ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû. Íå ìåíÿÿ
ïîëÿ E, âñåãäà ìîæíî çàìåíèòü φ 7→ φ′ = φ+ C, ãäå C = const.

Ïîòåíöèàëüíîå ïîëå ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîåé äèâåðãåíöèåé è
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ñëåäóþùåãî èíòåãðàëà:

E(r) = − 1

4π
∇
∫

∇E(R)

|r−R|
d3R, (2.2)

ãäå èíòåãðèðîâàíèå âåä¼òñÿ ïî òî÷êàìR (ò.å. d3R = dXdY dZ) âñåãî ïðî-
ñòðàíñòâà. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê ñïðàâà ñòîèò ãðàäèåíò îò ñêàëÿðíîé
ôóíêöèè (èíòåãðàëà), òî E(r) � ïîòåíöèàëüíîå ïîëå. Âçÿâ äèâåðãåíöèþ
ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòè è âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî ëàïëàñèàí ∆ = ∇∇
îò 1/|r−R| ðàâåí ôóíêöèè Äèðàêà, ïðèõîäèì ê òîæäåñòâó.
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• Ñóùåñòâóåò åù¼ îäíî âàæíîå òîæäåñòâî äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ A:

∇ · [∇×A] = 0.

Îíî òàêæå ñëåäóåò èç ñâîéñòâà [∇ × ∇] = 0, îäíàêî ïðåäâàðèòåëüíî
íåîáõîäèìî ïðèìåíèòü ïðàâèëî �âûòàëêèâàíèÿ�. Åñëè ïîëå B óáûâàåò
íà áåñêîíå÷íîñòè è ∇B = 0, òî ñóùåñòâóåò òàêîå A, ÷òî:

∇B = 0 => B = ∇×A.

Ïîëå B â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàþò ñîëåíîèäàëüíûì, à A � âåêòîðíûì ïî-
òåíöèàëîì. Çàìåòèì, ÷òî ïîòåíöèàë A îïðåäåë¼í íå îäíîçíà÷íî, è ê
íåìó, áåç èçìåíåíèÿ ïîëÿ B, âñåãäà ìîæíî äîáàâèòü ãðàäèåíò ïðîèç-
âîëüíîé ñêàëÿðíîé ôóíêöèè:

A 7→ A′ = A+∇f.

Òàê êàê ∇×∇f = 0, òî ïîëå B íå èçìåíÿåòñÿ. Òàêîé ïðîèçâîë ïîçâîëÿåò
íàêëàäûâàòü íà âåêòîðíûé ïîòåíöèàëA äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ, íàçû-
âàåìûå êàëèáðîâêîé. Íàïðèìåð, ïîäáîðîì f âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî,
÷òî ∇A = 0 (ò.í. êóëîíîâñêàÿ êàëèáðîâêà). Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü A íå
óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó óñëîâèþ. Áåç èçìåíåíèÿ ïîëÿ B ìîæíî ïîäîáðàòü
òàêóþ f , ÷òî ïîòåíöèàë A′ ýòîìó óñëîâèþ áóäåò óäîâëåòâîðÿòü:

∇A′ = ∇A+∆f = 0.

Ðåøàÿ óðàâíåíèå Ïóàññîíà ∆f = −∇A, ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ f . Â êóëî-
íîâñêîé êàëèáðîâêå:

∇×B = ∇× [∇×A] = ∇(∇A)−∆A = −∆A.

Åñëè ðîòîð∇×B ñîëåíîèäàëüíîãî ïîëÿB èçâåñòåí, òî, ðåøàÿ óðàâíåíèå
Ëàïëàñà ∆A = −∇ × B (äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû) è áåðÿ îò ðåøåíèÿ
ðîòîð, ïîëó÷àåì:

B(r) =
1

4π
∇×

∫ ∇×B(R)

|r−R|
dVR. (2.3)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïîòåíöèàëüíîå ïîëå îïðåäåëÿåòñÿ ñâîåé äèâåðãåí-
öèåé (2.2), òî ñîëåíîèäàëüíîå � ðîòîðîì.

Â îáùåì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà. Åñëè äèâåðãåíöèÿ
è ðîòîð ïðîèçâîëüíîãî íåïðåðûâíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ A îáðàùàþòñÿ â
íîëü íà áåñêîíå÷íîñòè áûñòðåå, ÷åì 1/r2 (ñóùåñòâóþò èíòåãðàëû (2.2) è
(2.3)), òî A ìîæåò áûòü åäèíñòâåííûì îáðàçîì ðàçëîæåíî A = A1+A2

íà ñîëåíîèäàëüíîå (∇A1 = 0) è ïîòåíöèàëüíîå (∇×A2 = 0) ïîëÿ.
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Çàäà÷è

• (l H28) Äîêàçàòü, ÷òî:

∇f(r) = f ′(r)
r

r
, ∇(ra) = a,

ãäå a = const � ïîñòîÿííûé âåêòîð.

• (l H29) Äîêàçàòü:

∇× [A×B] = (B∇)A−B(∇A) +A(∇B)− (A∇)B.

• (l H30) Äîêàçàòü:

∇(A ·B) = A× [∇×B] +B× [∇×A] + (A∇)B+ (B∇)A.

• (l H31) Äëÿ äâóõ ïîñòîÿííûõ âåêòîðîâ a è b äîêàçàòü òîæäåñòâî
[a×∇] (rb) = [a× b], óìíîæèâ åãî íà ïîñòîÿííûé âåêòîð c.

• (l H32) Èíòåãðèðóÿ ïî ñôåðå ïðè ïîìîùè òåîðåìû Ãàóññà ïðîâåðèòü
ñîîòíîøåíèå ∇(r/r3) = 4πδ(r).

• (l H33) Íàéòè èíòåãðàëû (a = const) ïî ïðîèçâîëüíîé çàìêíóòîé
ïîâåðõíîñòè S:∮

S

r (a · dS),
∮
S

(a · r) dS,
∮
S

[r× dS].

• (l H34) Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∫
dS ïî ïîëóñôåðå. Äëÿ ýòîãî óìíî-

æèòü åãî íà ïîñòîÿííûé âåêòîð è ïðèìåíèòü òåîðåìó Ñòîêñà äëÿ çà-
ìêíóòîãî êîíòóðà ïî ýêâàòîðó (äëÿ �ñåâåðíîãî ïîëóøàðèÿ�).

• (l H35) Äîêàçàòü çàêîí Àðõèìåäà äëÿ òåëà ïðîèçâîëüíîé ôîðìû.
Äàâëåíèå âîäû âñåãäà ïåðïåíäèêóëÿðíî ïîâåðõíîñòè òåëà.

• (l H36) Çàïèñàòü òåîðåìó Ñòîêñà äëÿ êðóãà ñ îäíîé è äâóìÿ äûðêàìè
è íàðèñîâàòü íàïðàâëåíèå îáõîäà êîíòóðîâ.

• (l H37) Ïóñòü k � åäèíè÷íûé âåêòîð è a � ìàëàÿ êîíñòàíòà. Âû÷èñ-
ëèòü ðîòîð ïîëÿ A, óñòðåìèâ a → 0:

A =
kr

r

[r× k]

[r× k]2 + a2
.

• (l H38) Ïðè ïîìîùè ïðåäûäóùèõ äâóõ çàäà÷ è òåîðåìû Ñòîêñà
ïîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü ïîëóñôåðû åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ðàâíà 2π. Äëÿ
ýòîãî ïåðåéäèòå îò ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà

∫
(rdS)/r3 ê êîíòóðíîìó.

Ó÷òèòå íàëè÷èå îñîáåíííîñòè ïðè |k× r| = 0.
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• (l H39) Íàïðÿæ¼ííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ çàðÿäà Q, èìåþùåãî
ñêîðîñòü v, ðàâíà (v = |v|, ñêîðîñòü ñâåòà c = 1 è n = r/r):

E =
Q

r3
r

1− v2

(1− [n× v]2)3/2
.

Íàéòè ïîòîê ïîëÿ ÷åðåç ñôåðó, îêðóæàþùóþ çàðÿä.

• (l H40) Äëÿ ïîëÿ èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è óáåäèòüñÿ, ÷òî îíî óäîâëå-
òâîðÿåò óðàâíåíèþ ∇·E = 4π Q δ(r), ãäå δ(r) � äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà.

• (l H41) Íàïðÿæ¼ííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ äâèæóùåãîñÿ çàðÿäà èç
ïðåäûäóùåé çàäà÷è ðàâíà: B = [v × E]. Óáåäèòüñÿ, ÷òî ∇ ·B = 0.

• (l H42) Åñëè ρ � ïëîòíîñòü çàðÿäà, à j = ρv � ïëîòíîñòü òîêà çàðÿ-
äîâ, äâèæóùèõñÿ ñî ñêîðîñòüþ v, òî ñïðàâåäëèâû óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà
(ñêîðîñòü ñâåòà c = 1). Ïîëó÷èòü èç íèõ óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè: ∇E = 4π ρ, ∇×B = 4πj+ ∂E

∂t
,

∇× E = −∂B
∂t

, ∇B = 0.

∣∣∣∣∣∣ =>
∂ρ

∂t
+∇j = 0.

• (l H43) Èç óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ïîëó÷èòü çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ è çàðÿäîâ:

∂W

∂t
+ Ej+∇P = 0, ãäå W =

E2 +B2

8π
, P =

[E×B]

4π
.

• (l H44) Âûðàçèòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà äëÿ äèâåðãåíöèè
∇B è ðîòîðà ∇ × E ÷åðåç âåêòîðíûé A è ñêàëÿðíûé φ ïîòåíöèàëû è
ïîäñòàâèòü èõ â îñòàâøóþñÿ ïàðó óðàâíåíèé.

• (l H45) Óáåäèòüñÿ, ÷òî âåêòîðíûå ôóíêöèè E = E(u), B = B(u) ñ
àðãóìåíòîì u = nr− t óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì Ìàêñâåëëà â ïóñòîòå
ρ = 0, j = 0. Íàéòè îãðàíè÷åíèå íà ïîñòîÿííûé âåêòîð n.

• (l H46) Â ãèäðîäèíàìèêå ðàññìàòðèâàåòñÿ íåïðåðûâíàÿ ñðåäà, ñêî-
ðîñòü êîòîðîé çàâèñèò îò âðåìåíè è òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå u(t, r), îá-
ëàäàþùàÿ ïëîòíîñòüþ ìàññû ρ(t, r). Íà êàæäûé ýëåìåíòàðíûé îáú¼ì
äåéñòâóåò äàâëåíèå p(t, r) ïåðïåíäèêóëÿðíî åãî ïîâåðõíîñòè. Çàïèñàòü
2-é çàêîí Íüþòîíà âî âíåøíåì ïîëå ñèëû òÿæåñòè (óðàâíåíèå Ýéëåðà).

• (l H47) Ïðè ïîìîùè óðàâíåíèÿ Ýéëåðà äëÿ èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé
æèäêîñòè (ρ = const), èìåþùåé ñòàöèîíàðíîå (∂u/∂t = 0) áåçâèõðåâîå
äâèæåíèå (∇×u = 0), âûâåñòè çàêîí Áåðíóëëè ρu2/2+ p− ρgr = const.

• (l H48) Äîêàçàòü, ÷òî æèäêîñòü áóäåò íåïîäâèæíîé, òîëüêî åñëè
ñèëîâîå ïîëå óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: g[∇× g] = 0.
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Ãëàâà 3

Ìàòðèöû

Ìàòðèöåé íàçûâàåòñÿ òàáëèöà ÷èñåë. Ìàòðèöû î÷åíü ÷àñòî âñòðå÷à-
þòñÿ â ôèçèêå. Ê òîìó æå, ýòî ïåðâûé íåòðèâèàëüíûé ïðèìåð èíäåêñ-
íîãî îáúåêòà, êîòîðûì áóäóò ïîñâÿùåíû ñëåäóþùèå ãëàâû.
Ñ êàæäîé êâàäðàòíîé ìàòðèöåé ñâÿçûâàåòñÿ ÷èñëî, íàçûâàåìîå îïðå-

äåëèòåëåì ìàòðèöû. Îíî îáëàäàåò ëþáîïûòíûìè ñâîéñòâàìè è ïîÿâëÿ-
åòñÿ âî ìíîãèõ ôîðìóëàõ ïðè ðàáîòå ñ ìàòðèöàìè. Âàæíóþ ðîëü èãðàþò
òàêæå îáðàòíàÿ ìàòðèöà è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèö. Ïðåäïîëàãà-
åòñÿ, ÷òî ×èòàòåëü èìååò ïðåäñòàâëåíèå î ìàòðèöàõ, ñèñòåìàõ ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé è ò.ï., ïîýòîìó ñâÿçàííûå ñ íèìè âîïðîñû íàïîìèíàþòñÿ äî-
ñòàòî÷íî áåãëî.
Ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ìàòðèö è ôîðìóëû âåêòîðíîãî àíàëèçà ìîãóò áûòü

ïðåäñòàâëåíû â èçÿùíîé èíäåêñíîé ôîðìå. Ìû ðàññìîòðèì î÷åíü âàæ-
íûå ñèìâîëû Êðîíåêåðà è Ëåâè-×åâèòû. Â çàêëþ÷åíèå îáñóäèì ìàòðè÷-
íîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ îïèñàíèÿ ïîâîðîòîâ äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäè-
íàò â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

45



46 ÃËÀÂÀ 3.

3.1 Ìàòðèöû

• Ìàòðèöà � ýòî íàáîð ÷èñåë, óïîðÿäî÷åííûõ â âèäå ïðÿìîóãîëüíîé
òàáëèöû. Êîìïîíåíòû âåêòîðà èìåþò òîëüêî îäèí èíäåêñ ai, òîãäà êàê
ó ìàòðèöû èõ äâà: aij. Ðàññìîòðèì êâàäðàòíóþ ìàòðèöó 3x3:

A =

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 .

Â òàáëè÷íîé çàïèñè ïåðâûé èíäåêñ ÷èñåë aij óâåëè÷èâàåòñÿ ïðè ïåðå-
õîäå ê ñëåäóþùåé ñòðîêå, à âòîðîé � ê ñëåäóþùåìó ñòîëáöó. ×èñëà aij
íàçûâàþò ýëåìåíòàìè ìàòðèöû, à ÷èñëà, èìåþùèå îäèíàêîâûå çíà÷å-
íèÿ èíäåêñîâ a11, a22, a33 � äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè.
Êàê è â ñëó÷àå ñ âåêòîðàìè, ìàòðèöû ìîæíî ïîýëåìåíòíî ñêëàäûâàòü

è óìíîæàòü íà ÷èñëî:

C = α A+ β B => cij = α aij + β bij.

Êðîìå ýòîãî, ââîäèòñÿ îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèö äðóã íà äðóãà, â
ðåçóëüòàòå êîòîðîé îïÿòü ïîëó÷àåòñÿ ìàòðèöà. Äëÿ ìàòðèöA è B ñ ýëå-
ìåíòàìè aij è bij ìàòðèöà C, ðàâíàÿ èõ ïðîèçâåäåíèþ, èìååò ýëåìåíòû:

C = A ·B => cij =
3∑

k=1

aik bkj.

Â òàáëè÷íîé ôîðìå óìíîæåíèå ìàòðèö ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå �ïðà-
âèëà ëîìà�. ×òîáû ïîëó÷èòü cij, íåîáõîäèìî âçÿòü i-þ ñòðîêó ìàòðèöû
A (ëîì) è ïðîáèòü èì �äûðó� â ñòåíêå èç j-ãî ñòîëáèêà ìàòðèöû B:

C = A ·B =

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 ·

b11 b12 b1n
b21 b22 b2n
bn1 bn2 bnn

 .

Ïîñëå ýòîãî íà ìåñòå äûðêè â ìàòðèöå C çàïèñûâàåòñÿ ñóììà ïðîèçâå-
äåíèé ýëåìåíòîâ ëîìà è ñòåíêè: cij = ai1b1j + ai2b2j + ai3b3j.
Èç îïðåäåëåíèÿ âèäíî, ÷òî ïðè ïåðåìíîæåíèè ìàòðèö èõ ìîæíî ãðóï-

ïèðîâàòü ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì (óìíîæåíèå àññîöèàòèâíî), íî íåëüçÿ
ïåðåñòàâëÿòü ìåñòàìè (óìíîæåíèå íå êîììóòàòèâíî):

(A ·B) ·C = A · (B ·C), A ·B ̸= B ·A.

Ò.å. âñ¼ ñ òî÷íîñòüþ äî íàîáîðîò ïî ñðàâíåíèþ ñî ñêàëÿðíûì óìíîæå-
íèåì âåêòîðîâ! Ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö íå ÿâëÿåòñÿ îáû÷íûì àðèôìåòè-
÷åñêèì óìíîæåíèåì. Ýòî ñîêðàùåíèå äëÿ îïåðàöèè ñóììèðîâàíèÿ ïðî-
èçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ aij è bij.



ÌÀÒÐÈÖÛ 47

• Âåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè a = {a1, a2, a3} ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
ñòîëáèêà, è îïðåäåëèòü óìíîæåíèå ìàòðèöû C íà âåêòîð, â ðåçóëüòàòå
êîòîðîãî ïîëó÷àåòñÿ íîâûé âåêòîð b:

b = C · a, bi =
3∑

k=1

cik ak,

b1
b2
b3

 =

c11 c12 c13
c21 c22 c23
c31 c32 c33

a1
a2
a3

 .

Ïðè óìíîæåíèè ìàòðèöû íà âåêòîð òàêæå èñïîëüçóåòñÿ �ïðàâèëî ëîìà�,
îäíàêî �ñòåíêà� òåïåðü ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî ñòîëáöà (âåêòîðà).

• Èç ìàòðèöûA ìîæíî ïîëó÷èòü íîâóþ,òðàíñïîíèðîâàííóþ ìàòðèöó
AT , â êîòîðîé ñòîëáöû è ñòðî÷êè ïåðåñòàâëåíû ìåñòàìè:

AT =

a11 a21 a31
a12 a22 a32
a13 a23 a33

 .

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ýëåìåíòû ìàòðèöû A ðàâíû aij, òî â òðàíñïî-
íèðîâàííîé ìàòðèöå AT îíè áóäóò ïîëó÷åíû ïåðåñòàíîâêîé èíäåêñîâ:
aTij = aji. Ìàòðèöà, êîòîðàÿ íå ìåíÿåòñÿ ïðè òðàíñïîíèðîâàíèè aij = aji,
íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íîé. Èíîãäà êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû òàêîâû, ÷òî
aij = −aji. Òàêèå ìàòðèöû íàçûâàþòñÿ àíòèñèììåòðè÷íûìè. Óíèòàð-
íûìè ìàòðèöàìè íàçûâàþò ìàòðèöû, êîòîðûå íå èçìåíÿþòñÿ ïðè ïå-
ðåñòàíîâêå èíäåêñîâ è âçÿòèè êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ: a∗ij = aji.

• Îñîáîå çíà÷åíèå èìååò åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, â êîòîðîé âñå ýëåìåíòû
ðàâíû íóëþ, çà èñêëþ÷åíèåì äèàãîíàëüíûõ, ðàâíûõ åäèíèöå:

1 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .

Óìíîæåíèå åäèíè÷íîé ìàòðèöû íà ëþáóþ A íå ìåíÿåò ýòîé ìàòðèöû:

1 ·A = A · 1 = A.

Åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ìîæåò áûòü ïåðåñòàâëåíà ìåñòàìè ñ ëþáîé ìàòðè-
öåé. Ýòî ëåãêî ïðîâåðèòü íàïðÿìóþ, óìíîæàÿ ïðîèçâîëüíóþ ìàòðèöó íà
åäèíè÷íóþ ñëåâà èëè ñïðàâà. Â îáùåì ñëó÷àå ýòî íå òàê, è çà ïîðÿäêîì
ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö íåîáõîäèìî âíèìàòåëüíî ñëåäèòü. Êîììóòàòîðîì
äâóõ ìàòðèö íàçûâàþò ñëåäóþùóþ êîìáèíàöèþ:

[A,B] = A ·B−B ·A.

Åñëè ýòî âûðàæåíèå ðàâíî íóëåâîé ìàòðèöå (âñå ýëåìåíòû � íóëè), òî
ãîâîðÿò, ÷òî ìàòðèöû êîììóòèðóþò. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìàòðèöû íå
êîììóòèðóþò, è A ·B ̸= B ·A.
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3.2 Îïðåäåëèòåëü

• Äëÿ êâàäðàòíîé ìàòðèöû ðàçìåðîì 2x2 ââåä¼ì ÷èñëî, êîòîðîå íà-
çûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëåì ìàòðèöû:

detA = det

(
a11 a12
a21 a22

)
≡
∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ áåðóòñÿ ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðè-
öû �êðåñò � íàêðåñò� è âû÷èòàþòñÿ äðóã èç äðóãà. Ïðè ýòîì îïðåäåëè-
òåëü ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìàòðèö 2x2 ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ îïðåäåëèòåëåé
êàæäîé èç íèõ (l H49):

det(A ·B) = detA detB. (3.1)

Óìíîæåíèå ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ ñïåöèôè÷åñêîé ïðîöåäóðîé (ïðàâèëî �ëî-
ìà�). Ïîýòîìó çàìå÷àòåëüíûì ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå äëÿ êàæäîé ìàò-
ðèöû ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùåãî îáû÷íîìó àðèôìåòè÷åñêîìó ïðàâèëó ïå-
ðåìíîæåíèÿ (3.1). Äëÿ ìàòðèöû 3x3:

detA =

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
òàêæå ìîæíî ââåñòè ÷èñëî (îïðåäåëèòåëü) ñî ñâîéñòâîì (3.1):

detA = a11a22a33−a11a23a32−a12a21a33+a12a23a31+a13a21a32−a13a22a31.

Êàæäîå ñëàãàåìîå èìååò âèä a1ia2ja3k, è ïåðåáèðàþòñÿ âñå 6=3! ïåðåñòà-
íîâîê ðàçëè÷íûõ èíäåêñîâ (i, j, k). Çíàê �+� âûáèðàåòñÿ, åñëè ïåðåñòà-
íîâêà ñëåäóåò èç (i, j, k) = (1, 2, 3) ÷¼òíûì ÷èñëîì ïàðíûõ ïåðåñòàíîâîê,
à �−� � ïðè íå÷¼òíîì ÷èñëå. Ýòó ôîðìóëó ëåãêî çàïîìíèòü, åñëè âçÿòü
ýëåìåíòû ïåðâîé ñòðîêè è äëÿ êàæäîãî èç íèõ âû÷åðêíóòü èç ìàòðèöû
ñòðîêó è ñòîëáåö, â êîòîðîì ýëåìåíò ñòîèò. Çàòåì íàéòè îïðåäåëèòåëü
îñòàâøåéñÿ ìàòðèöû 2x2 è óìíîæèòü åãî íà ýòîò ýëåìåíò. Âñå òàêèå
ïðîèçâåäåíèÿ íåîáõîäèìî ñëîæèòü ñî çíàêîì �+�, åñëè ñóììà íîìåðîâ
ñòðîêè è ñòîëáöà, â êîòîðîì ñòîèò ýëåìåíò, ÷¼òíàÿ, è ñî çíàêîì �−�,
åñëè íå÷¼òíàÿ:

detA = a11

∣∣∣∣a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣− a12

∣∣∣∣a21 a23
a31 a33

∣∣∣∣+ a13

∣∣∣∣a21 a22
a31 a32

∣∣∣∣ .
Ýòî îïðåäåëåíèå ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà ìàòðèöó ïðîèçâîëüíîé ðàç-

ìåðíîñòè, ñâîäÿ âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëÿ ê ñóììå (ðàçíîñòè) îïðåäåëè-
òåëåé ìàòðèö ñ ðàçìåðíîñòüþ íà åäèíèöó ìåíüøå. Îïðåäåëèòåëü ìàòðè-
öû 2x2 òîæå âû÷èñëÿåòñÿ ïî ýòîìó ïðàâèëó, åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî îïðåäåëè-
òåëü �ìàòðèöû� 1x1 ðàâåí å¼ ýëåìåíòó.
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• Äëÿ ëþáîé äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû îïðåäåëèòåëü ðàâåí ïðîèçâåäå-
íèþ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ:∣∣∣∣∣∣

a1 0 0
0 a2 0

0 0 . . .

∣∣∣∣∣∣ = a1 a2 ...

Ïðîèçâåäåíèå äâóõ äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö ñíîâà äà¼ò äèàãîíàëüíóþ. Åñòå-
ñòâåííî, ÷òî ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ ïðàâèëî (3.1).

•Îïðåäåëèòåëè îáëàäàþò ðÿäîì ïîëåçíûõ äëÿ èõ âû÷èñëåíèÿ ñâîéñòâ:

◃ Òðàíñïîíèðîâàíèå íå èçìåíÿåò îïðåäåëèòåëÿ detAT = detA.

◃ Ïåðåñòàíîâêà äâóõ ñòðîê èëè ñòîëáöîâ ìåíÿåò çíàê îïðåäåëèòåëÿ.

◃ Îïðåäåëèòåëü íå èçìåíèòñÿ, åñëè ê ëþáîé ñòðîêå ïîýëåìåíòíî ïðè-
áàâèòü äðóãóþ ñòðîêó, óìíîæåííóþ íà ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî λ. Àíàëîãè÷-
íî è äëÿ ñòîëáöîâ.

• Â ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ ÷àñòî âîçíèêàþò ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíå-
íèé îòíîñèòåëüíî n íåèçâåñòíûõ x = {x1, ..., xn}:

A · x = b,


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...
an1 an2 . . . ann

 ·


x1
x2
...
xn

 =


b1
b2
...
bn

 .

Ðåøåíèÿ òàêîé ñèñòåìû ìîæíî âûðàçèòü ïðè ïîìîùè ôîðìóëû Êðàìåðà:

xi =
∆i

∆
,

ãäå ∆ = detA � îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A, à ∆i � îïðåäåëèòåëè ìàòðèö,
ïîëó÷åííûõ èç A â ðåçóëüòàòå çàìåíû i-ãî ñòîëáèêà íà ñòîëáèê b.

Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü ñèñòåìû óðàâíåíèé ðàâíà íóëþ: A ·x = 0, òî ðåøå-
íèå, îòëè÷íîå îò íóëÿ, ñóùåñòâóåò òîëüêî, åñëè detA = 0. Òàêàÿ ñèñòåìà
óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé, à å¼ ìàòðèöà ñèíãóëÿðíîé.

• Ìèíîðîì ìàòðèöû A äëÿ ýëåìåíòà aij íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëü
ìàòðèöû, ïîëó÷àþùåéñÿ ïðè âû÷¼ðêèâàíèè i-òîé ñòðîêè è j-ãî ñòîëá-
öà. Àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ðàâíî ìèíîðó, óìíîæåííîìó íà (−1)i+j.
Ïðè âû÷èñëåíèè îïðåäåëèòåëÿ ïî ýëåìåíòàì ïåðâîé ñòðîêè ïðîèçâîäè-
ëîñü óìíîæåíèå ýòèõ ýëåìåíòîâ íà èõ àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ. Ïðî-
èçâîäíàÿ îïðåäåëèòåëÿ ïî ýëåìåíòó aij äà¼ò àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå
ìàòðèöû ê ýòîìó ýëåìåíòó.
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3.3 Îáðàòíàÿ ìàòðèöà

• Ìàòðèöà A−1 íàçûâàåòñÿ îáðàòíîé ê ìàòðèöå A, åñëè âûïîëíÿåòñÿ
ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

A−1 ·A = A ·A−1 = 1.

Îáðàòíàÿ ìàòðèöà A−1 ïðè ïåðåìíîæåíèè ìîæåò áûòü ïåðåñòàâëåíà ìå-
ñòàìè ñ A, ñëåäîâàòåëüíî, îíè êîììóòèðóþò äðóã ñ äðóãîì. Äåéñòâè-
òåëüíî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî A ·A−1 = 1. Äîêàæåì âûðàæåíèå äëÿ ïåðå-
ñòàâëåííûõ ìàòðèö A−1 ·A = 1. Óìíîæèì åãî ñëåâà íà ìàòðèöó A:

A · (A−1 ·A) = A · 1 => (A ·A−1) ·A = 1 ·A = A,

ãäå ñ ó÷¼òîì ñâîéñòâà àññîöèàòèâíîñòè èçìåíåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïå-
ðåìíîæåíèÿ ìàòðèö. Â ðåçóëüòàòå ìû ïðèøëè ê òîæäåñòâó A = A.
Åù¼ îäíî âàæíîå ñâîéñòâî îáðàòíûõ ìàòðèö:

(A ·B)−1 = B−1 ·A−1,

ïðîâåðÿåòñÿ óìíîæåíèåì ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè íàA·B (òî÷êó îïóñêàåì):

(AB)(AB)−1 = (AB)(B−1A−1) = A(BB−1)A−1 = (A1)A−1 = 1.

Íàïîìíèì, ÷òî òàêîå âîëüíîå îáðàùåíèå ñî ñêîáêàìè âîçìîæíî òîëüêî
äëÿ ìàòðèö. Äëÿ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé âåêòîðîâ àññîöèàòèâíîñòü íå
âûïîëíÿåòñÿ.

• Îáðàòíóþ ìàòðèöó ìîæíî íàõîäèòü ïðè ïîìîùè àëãåáðàè÷åñêèõ äî-
ïîëíåíèé. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî êàæäûé ýëåìåíò aij èñõîäíîé ìàòðèöû
çàìåíèòü íà îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, ïîëó÷åííîé âû÷¼ðêèâàíèåì ñòðîêè
è ñòîëáöà, íà ïåðåñå÷åíèè êîòîðûõ îí ñòîèò, óìíîæèâ åãî íà (−1)i+j.
Ò.å. èç èñõîäíîé ìàòðèöû ñòðîèòñÿ ìàòðèöà àëãåáðàè÷åñêèõ äîïîëíåíèé
ê ýëåìåíòàì èñõîäíîé ìàðèöû. Ïîñëå ýòîãî êàæäûé ýëåìåíò ïîëó÷èâ-
øåéñÿ ìàòðèöû äåëÿò íà îïðåäåëèòåëü èñõîäíîé ìàòðèöû è òðàíñïîíè-
ðóþò. Ðåçóëüòèðóþùàÿ ìàòðèöà îêàæåòñÿ îáðàòíîé ê èñõîäíîé. Íàéä¼ì
îáðàòíóþ ìàòðèöó â ñëåäóþùåì ñëó÷àå:

A =

2 1 0
6 4 2
1 0 0

 , A−1 =
1

2

0 2 −4
0 0 1
2 −4 2

T

=

 0 0 1
1 0 −2
−2 1/2 1

 .

Àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ê a23 ðàâíî (−1)2+3 · (2 · 0 − 1 · 1) = 1, ê
ýëåìåíòó a31: (−1)3+1(1 · 2 − 0 · 4) = 2, è ò.ä. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû
ðàâåí det |A| = 2. Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî
óìíîæåíèå ðåçóëüòèðóþùåé ìàòðèöû íà èñõîäíóþ ïðèâîäèò ê åäèíè÷-
íîé ìàòðèöå.
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• Ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìîæíî çàïèñûâàòü ïðè ïîìî-
ùè îáðàòíîé ìàòðèöû. Äëÿ ýòîãî ìàòðè÷íóþ çàïèñü ñèñòåìû íåîáõîäèìî
ñëåâà óìíîæèòü íà A−1:

A · x = b => x = A−1 · b.

Òàêàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò ðåøåíèå, åñëè ó ìàòðèöû A åñòü îáðàò-
íàÿ A−1 è, ñëåäîâàòåëüíî, îíà íå ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíîé (detA ̸= 0).

• Ôóíêöèÿ îò ìàòðèöû ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ñòåïåííîãî ðÿäà. Íàïðè-
ìåð, ýêñïîíåíòà îò ìàòðèöû � ýòî ñîêðàù¼ííàÿ çàïèñü áåñêîíå÷íîãî ðÿäà
(A2 = AA, è ò.ä.):

eA = 1+
A

1!
+

A2

2!
+

A3

3!
+ ...

• Èíòåãðàë îò ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòû ìîæíî âû÷èñëèòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

t∫
0

eAτdτ =
∞∑
k=0

t∫
0

Akτ k

k!
dτ =

∞∑
k=0

Ak tk+1

(k + 1)!
= A−1 ·

[
eAt − 1

]
,

ãäå A−1 � îáðàòíàÿ ê A ìàòðèöà, à A0 = 1 � åäèíè÷íàÿ. Â ïîñëåäíåì
ðàâåíñòâå ïðîâåäåíî ñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå:

1 t+A
t2

2!
+A2 t

3

3!
+... = A−1 ·

[
A t+A2 t

2

2!
+A3 t

3

3!
+ ...

]
= A−1 ·

[
eAt − 1

]
.

• Åù¼ îäíî ôîðìàëüíîå ðàçëîæåíèå ñòîèò ïðîâåðèòü, óìíîæèâ ïðà-
âóþ è ëåâóþ ÷àñòè íà (1−A):

(1−A)−1 = 1+A+A2 + ...

• Òàê êàê A−1 · A = 1 è îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö ðàâåí
ïðîèçâåäåíèþ èõ îïðåäåëèòåëåé, òî detA−1 = 1/ detA.

• Âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé ìàòðèöû ðàçìåðà n×n ÿâëÿåòñÿ ñóììà å¼
äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ:

TrA = a11 + a22 + ...+ ann.

Ýòî ÷èñëî íàçûâàþò ñëåäîì ìàòðèöû è îáîçíà÷àþò ïðè ïîìîùè ñèì-
âîëà Tr èëè Sp. Ñïðàâåäëèâà èçÿùíàÿ ôîðìóëà, ñâÿçûâàþùàÿ ñëåä è
îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû:

det eA = eTrA.

Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ (l H56) ïðåäëàãàåòñÿ ïðîâåðèòü ýòî ñîîòíîøåíèå
â ÷àñòíîì ñëó÷àå äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû.
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3.4 Ðàáîòà ñ èíäåêñàìè

• Ìàòðèöû aij ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì èñïîëüçîâàíèÿ èíäåêñíûõ
ñèìâîëîâ. Â îáùåì ñëó÷àå èíäåêñîâ ìîæåò áûòü áîëüøå, íàïðèìåð, aijk.
Â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå êàæäûé èç èíäåêñîâ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 1,2,3.
Êîìïîíåíòû âåêòîðà òàêæå ÿâëÿþòñÿ èíäåêñíûìè îáúåêòàìè. Â òàáëè÷-
íîì âèäå èõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü, êàê ñòðîêó èëè ñòîëáåö. Èíäåêñíûå
âûðàæåíèÿ èíîãäà íàçûâàþòñÿ òåíçîðíûìè, îäíàêî, êðîìå íàëè÷èÿ èí-
äåêñîâ, òåíçîðû äîëæíû îïðåäåë¼ííûì îáðàçîì ïðåîáðàçîâûâàòüñÿ ïðè
ñìåíå êîîðäèíàò. Ìû ðàññìîòðèì ýòîò âîïðîñ â ñëåäóþùåé ãëàâå.

Ïðèíÿòî èñïîëüçîâàòü ñîãëàøåíèå, ïðè êîòîðîì ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ
èíäåêñàì ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå. Òàê, óìíîæåíèå ìàòðèöû íà
âåêòîð çàïèñûâàåòñÿ ïðè ïîìîùè òð¼õ ýêâèâàëåíòíûõ ñïîñîáîâ:

3∑
i=1

aij bj = ai1b1 + ai2b2 + ai3b3 = aij bj.

Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ñóììà íå ñòàâèòñÿ, íî ïîäðàçóìåâàåòñÿ, òàê êàê
èíäåêñ j â âûðàæåíèè ïîâòîðÿåòñÿ.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ è ñëåä ìàòðèöû (ñóììà äèàãîíàëü-
íûõ ýëåìåíòîâ) â èíäåêñíîé çàïèñè âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

a · b = ai bi, TrA = aii.

Ñóììàöèîííûå èíäåêñû, êàê è ïåðåìåííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ, ìîãóò áûòü
îáîçíà÷åíû ëþáîé áóêâîé, êîòîðàÿ åù¼ íå èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå èíäåê-
ñà â âûðàæåíèè. Çà òàêóþ �áåñïðàâíîñòü� èõ îáû÷íî íàçûâàþò íåìûìè,
èëè ñâÿçàííûìè èíäåêñàìè. Íàïðèìåð: aijbj = aikbk (ïåðåîáîçíà÷èëè j
íà k), íî aijbj ̸= aiibi (íåëüçÿ, òàê êàê èíäåêñ i óæå åñòü â âûðàæå-
íèè). Ñëåäèòü çà ïðàâèëüíûì èñïîëüçîâàíèåì ïîâòîðÿþùèõñÿ èíäåêñîâ
âàæíî òîëüêî â ñîìíîæèòåëÿõ. Â ñóììàõ ñîìíîæèòåëåé îíè ìîãóò âñòðå-
÷àòüñÿ è íåçàâèñèìî: aibi + cjj = aibi + cii.

Èíäåêñû, íå ó÷àñòâóþùèå â ñóììèðîâàíèÿõ, íàçûâàþò ñâîáîäíûìè.
Â èíäåêñíûõ ðàâåíñòâàõ âñå ñâîáîäíûå èíäåêñû â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè
äîëæíû ñîâïàäàòü. Íàïðèìåð, aijkbk = cij (i, j - ñâîáîäíûå èíäåêñû, k -
ñâÿçàííûé èíäåêñ). Â òî æå âðåìÿ âûðàæåíèå aijkbk = cim áåç äîïîëíè-
òåëüíûõ óòî÷íåíèé ñìûñëà íå èìååò.

Èíîãäà, åñëè èíäåêñ â âûðàæåíèè �ñëó÷àéíî� ïîâòîðÿåòñÿ, íî ïî íåìó
íåò ñóììèðîâàíèÿ, ýòî ëèáî îãîâàðèâàåòñÿ, ëèáî òàêîé èíäåêñ ïîä÷¼ðêè-
âàåòñÿ. Íàïðèìåð: xi = λi ni, ò.å. ñïðàâà ïî i ñóììû íåò. Îáû÷íî äîñòà-
òî÷íî òàêèì îáðàçîì ïîìåòèòü òîëüêî îäèí èíäåêñ.
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• Äëÿ ýëåìåíòîâ åäèíè÷íîé ìàòðèöû 1 ñóùåñòâóåò ñïåöèàëüíîå îáî-
çíà÷åíèå, ïðèäóìàííîå Êðîíåêåðîì:

δij =

{
1 åñëè i = j
0 åñëè i ̸= j.

Ñèìâîë δij �ñúåäàåò� ñóììó, â êîòîðîé ó÷àñòâóåò, è ïîñëå ýòîãî �ãèáíåò�,
çàìåíÿÿ âåçäå ñóììàöèîííûé èíäåêñ (íèæå j) íà ñâîé âòîðîé (íèæå i):

δij aj = ai.

Äåéñòâèòåëüíî, â ñóììå ïî j îêàæóòñÿ ðàâíûìè íóëþ âñå ñëàãàåìûå,
çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ, êîãäà j = i. Ïðèâåä¼ì íåñêîëüêî âûðàæåíèé ñ
ñèìâîëîì Êðîíåêåðà (çíà÷åíèå èíäåêñîâ èçìåíÿåòñÿ îò 1 äî 3):

δij = δji, δii = 3, δijδjk = δik, δpiaijkδkq = apjq.

Ïåðâîå ðàâåíñòâî îòðàæàåò î÷åâèäíî ñèììåòðè÷íûé õàðàêòåð ñèìâîëà,
à âòîðîå ðàâíî 3, òàê êàê δii = δ11 + δ22 + δ33 = 3.

Äèôôåðåíöèðîâàíèå â èíäåêñíûõ îáîçíà÷åíèÿõ óäîáíî ïðîâîäèòü, çà-
ïèñàâ êîìïîíåíòû ðàäèóñ-âåêòîðà ñëåäóþùèì îáðàçîì: r = {x1, x2, x3}.
Òîãäà:

∂xj
∂xi

≡ ∂ixj = δij, ∂i ≡
∂

∂xi
.

Ò.å. êîãäà èíäåêñû ñîâïàäàþò, òî ïðîèçâîäíàÿ, íàïðèìåð, ∂x1/∂x1 = 1.
Ïðè íåñîâïàäàþùèõ èíäåêñàõ òàêàÿ ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà íóëþ. Îáðàòèì
âíèìàíèå íà çàïèñü îïåðàòîðà ∂i, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ íè÷åì èíûì, êàê
i-òîé êîìïîíåíòîé îïåðàòîðà íàáëà.

Ïîëó÷åííàÿ â ïðåäûäóùåé ãëàâå (ñòð. 32) ôîðìóëà äëÿ ãðàäèåíòà ñêà-
ëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ðàäèóñ-âåêòîðà r íà ïîñòîÿííûé âåêòîð a:

∇(ra) = a

â èíäåêñíîì âèäå ìîæåò áûòü âûâåäåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∂i(xjaj) = δij aj = ai,

ãäå i � êîìïîíåíòà îïåðàòîðà íàáëà.

Àíàëîãè÷íî äëÿ ïðîèçâîäíîé ðàäèóñ-âåêòîðà âäîëü íàïðàâëåíèÿ, çà-
äàâàåìîãî âåêòîðîì a:

(a∇)r = a,

èìååì:
aj∂jxi = aj δij = ai.

Ñâîáîäíûé èíäåêñ â ýòîì âûðàæåíèè i. Èìåííî îí îïðåäåëÿåò êîìïî-
íåíòíû âåêòîðîâ òîæäåñòâà â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè.
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3.5 Ñèìâîë Ëåâè-×åâèòû

• Äëÿ çàïèñè âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â èíäåêñíûõ îáîçíà÷åíèÿõ ââî-
äèòñÿ àíòèñèììåòðè÷íûé ñèìâîë Ëåâè-×åâèòû εijk. Îí èìååò çíà÷åíèå
ε123 = 1, à ïðè ïåðåñòàíîâêå ëþáûõ äâóõ èíäåêñîâ ìåíÿåò çíàê. Eñëè
ó ñèìâîëà åñòü äâà îäèíàêîâûõ èíäåêñà, òî îí ðàâåí íóëþ. Ïðèâåä¼ì
ïðèìåðû êîìïîíåíò ñèìâîëà Ëåâè-×åâèòû (âñåãî èõ 27 = 33):

ε213 = −1, ε231 = 1, ε321 = −1, ε112 = 0, ε323 = 0, ε222 = 0.

Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå c = [a×b] â êîìïîíåíòíîì âèäå çàïèñûâàåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì (ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì i è j ñóììèðîâàíèå):

ck = εkij ai bj.

Äåéñòâèòåëüíî, âû÷èñëèì, íàïðèìåð:

c3 = ε312 a1 b2 + ε321 a2 b1 + ... = a1b2 − a2b1.

Ñëàãàåìûå, îáîçíà÷åííûå ìíîãîòî÷èåì, ðàâíû íóëþ, òàê êàê ðàâåí íóëþ
ñèìâîë Ëåâè-×åâèòû ñ îäèíàêîâûìè èíäåêñàìè.
Åñëè áàçèñíûå âåêòîðû äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò çàïèñàòü, êàê

e1 = i, e2 = j è e3 = k, òî äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà:

ei × ej = εijkek,

ãäå èíäåêñû � íîìåðà áàçèñíûõ âåêòîðîâ, à íå èõ êîìïîíåíòû!
Ïðè ñâ¼ðòûâàíèè ïî îäíîìó èíäåêñó ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ñèìâîëîâ Ëåâè-

×åâèòû ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

εkijεkpq = δipδjq − δiqδjp,

ýêâèâàëåíòíîå äâîéíîìó âåêòîðíîìó ïðîèçâåäåíèþ. Äëÿ çàïîìèíàíèÿ
èíäåêñîâ ðàáîòàåò ïðàâèëî �ïðÿìî, ìèíóñ êðåñò íà êðåñò� (ñòð. 13). Óáå-
äèìñÿ, ÷òî ýòî ñîîòíîøåíèå ïðèâîäèò ê òîæäåñòâó ñêàëÿðíîãî ïðîèçâå-
äåíèÿ äâóõ âåêòîðíûõ ïðîèçâåäåíèé. Çàïèøåì åãî â êîìïîíåíòíîì âèäå:

[a× b][c× d] = εkijaibj εkpqcpdq = (δipδjq − δiqδjp) aibjcpdq.

Ïðîèçâîäÿ ñóììèðîâàíèå ïî p è q ñ ñèìâîëàìè Êðîíåêåðà, ïîëó÷àåì:

[a× b][c× d] = ai bj cidj − ai bj cj di = (ac)(bd)− (ad)(bc).

Âî âòîðîì ðàâåíñòâå äëÿ ïåðåõîäà ê âåêòîðíûì îáîçíà÷åíèÿì ìû ïåðå-
ñòàâèëè ìåñòàìè êîìïîíåíòû, ÷òîáû ïîëó÷èëîñü, íàïðèìåð, ai ci = ac. Â
ýòîì ñîñòîèò îïðåäåë¼ííîå ïðåèìóùåñòâî èíäåêñíûõ îáîçíà÷åíèé. Âû-
ðàçèâ âåëè÷èíû â êîìïîíåíòíîì âèäå, ìû ìîæåì íå ñëåäèòü çà ïîðÿäêîì
ìàòðèö, íåàññîöèàòèâíîñòüþ óìíîæåíèÿ âåêòîðîâ, è ò.ä.
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• Ðîòîð, êàê âåêòîðíîå óìíîæåíèå îïåðàòîðà íàáëà íà âåêòîðíóþ
ôóíêöèþ A = (A1, A2, A3), òàêæå ìîæåò áûòü çàïèñàí ïðè ïîìîùè ñèì-
âîëà Ëåâè-×åâèòû:

[∇×A]k = εkij∂iAj.

Äîêàæåì åù¼ ðàç òîæäåñòâî (ñòð. 33), ñïðàâåäëèâîå äëÿ äâóõ ïðîèç-
âîëüíûõ ïîñòîÿííûõ âåêòîðîâ a è b: [a × ∇] (rb) = [a × b]. Âûðàæàÿ
âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå ÷åðåç òåíçîð Ëåâè-×åâèòû, èìååì:

εkij ai∂j xpbp = εkijai δjp bp = εkij aibj = [a× b]k.

• Â 2-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî ââåñòè ñèìâîë Ëåâè-×åâèòû ñ äâóìÿ
èíäåêñàìè εij, òàê, ÷òî ε12 = 1 è εij = −εji. Àíàëîãè÷íî â 4-ìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëÿåòñÿ ñèìâîë ñ ÷åòûðüìÿ èíäåêñàìè εijkl, òàê, ÷òî
ε1234 = 1. Âñå ýòè ñèìâîëû ÿâëÿþòñÿ àáñîëþòíî àíòèñèììåòðè÷íûìè,
ò.å. ïåðåñòàíîâêà ëþáûõ äâóõ èíäåêñîâ ìåíÿåò çíàê ñèìâîëà. Ïîìåíÿåì,
íàïðèìåð, â ε1234 = 1 ïåðâûé è ïîñëåäíèé èíäåêñ ìåñòàìè, äåëàÿ òîëüêî
ïàðíûå ïåðåñòàíîâêè. Áóäåì �ïåðåâîðà÷èâàòü� ñíà÷àëà ïåðâûé èíäåêñ
ñëåâà íàïðàâî, à çàòåì ïîñëåäíèé, â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè:

ε1234 = 1, ε2134 = −1, ε2314 = 1, ε2341 = −1, ε2431 = 1, ε4231 = −1.

• Ñèìâîëû Ëåâè-×åâèòû ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ çàïèñè îïðåäåëèòå-
ëåé ìàòðèö. Íàïðèìåð äëÿ ìàòðèöû 2x2:

det |aij| = εija1ia2j = ε12a11a22 + ε21a12a21 = a11a22 − a12a21.

Àíàëîãè÷íî çàïèñûâàþòñÿ îïðåäåëèòåëè ìàòðèö 3× 3 è 4× 4:

det |aij| = εijk a1ia2ja3k, det |aij| = εijkl a1ia2ja3ka4l.

Âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ ñòîèò ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ ìàòðèö, ñ ôèêñè-
ðîâàííûìè çíà÷åíèÿìè ïåðâîãî èíäåêñà, êîòîðûå óïîðÿäî÷åíû ïî âîç-
ðàñòàíèþ. Ïî âòîðûì èíäåêñàì ïðîâîäèòñÿ ñâ¼ðòêà ñ ñèìâîëîì Ëåâè-
×åâèòû.

• Â ñâÿçè ñ àíòèñèììåòðè÷íûì ñèìâîëîì Ëåâè-×åâèòû çàìåòèì, ÷òî
ñâ¼ðòêà ñèììåòðè÷íîãî ïî ïàðå èíäåêñîâ è àíòèñèììåòðè÷íîãî âûðàæå-
íèé âñåãäà ðàâíà íóëþ. Ïóñòü sij = sji è aij = −aji, òîãäà:

sijaji = −sjiaij = −sijaji = 0.

Â ïåðâîì ðàâåíñòâå èíäåêñû ïåðåñòàâëåíû ñ ó÷¼òîì ñèììåòðèè, à âî
âòîðîì íåìûå èíäåêñû ïåðåèìåíîâàíû i 7→ j, j 7→ i. Ïîëó÷èëîñü òî
æå âûðàæåíèå, ÷òî è èñõîäíîå, íî ñî çíàêîì ìèíóñ. Ïîýòîìó îíî ðàâíî
íóëþ. Íàïðèìåð, εkijaiaj = [a× a]k = 0.
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3.6 Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

• Äëÿ ìàòðèöû A ðåøèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âèäà:

A · u = λu, (3.2)

ãäå λ � íåêîòîðîå ÷èñëî, íàçûâàåìîå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ìàòðèöû,
à uT = (u1 ... un) � ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ñîáñòâåííûé âåêòîð.

Óðàâíåíèå (3.2) � ýòî ñèñòåìà îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé ñ íóëåâîé ïðàâîé
÷àñòüþ: (A − λ1) · u = 0. Îíà èìååò îòëè÷íîå îò íóëÿ ðåøåíèå, òîëüêî
åñëè å¼ îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ. Äëÿ ìàòðèöû 3x3:∣∣∣∣∣∣

a11 − λ a12 a13
a21 a22 − λ a23
a31 a32 a33 − λ

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå 3-é ñòåïåíè îò-
íîñèòåëüíî λ, èìåþùåå, âîîáùå ãîâîðÿ, 3 ðåøåíèÿ: λ1, λ2, λ3.

Äëÿ êàæäîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λα ïîñëå ðåøåíèÿ (3.2) ïîëó÷à-

åòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ñîáñòâåííûé âåêòîð u(α) = {u(α)1 , u
(α)
2 , u

(α)
3 }.

Âåðõíèé èíäåêñ � ýòî íîìåð ñîáñòâåííîãî âåêòîðà, à íå åãî êîìïîíåíòà!

• Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ óíèòàðíîé ìàòðèöû (a∗ij = aji) äåéñòâè-
òåëüíû. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ñâåðí¼ì èñõîäíîå óðàâíåíèå íà ñîá-
ñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïîä íîìåðîì α ñ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûì âåêòîðîì
ïîä íîìåðîì β. Àíàëîãè÷íî ïîñòóïèì ñ êîìïëåêñíûì ñîïðÿæåíèåì óðàâ-
íåíèÿ c íîìåðîì β (ïî α è β ñóììû íåò!):

u
∗(β)
i aij u

(α)
j = u

∗(β)
i λα u

(α)
i , u

(α)
i a∗ij u

∗(β)
j = u

(α)
i λ∗

β u
∗(β)
i .

Âû÷òåì ýòè äâà óðàâíåíèÿ, âîñïîëüçîâàâøèñü óíèòàðíîñòüþ a∗ij = aji:

(λα − λ∗
β)u

∗(β)
i u

(α)
i = u

∗(β)
i aij u

(α)
j − u

(α)
i aji u

∗(β)
j = 0.

Åñëè α = β, òî ñâ¼ðòêà u
∗(α)
i u

(α)
i ÿâëÿåòñÿ ñóììîé êâàäðàòîâ ìîäóëåé.

Òàê êàê îíà íå ðàâíà íóëþ (òðèâèàëüíîå ðåøåíèå), òî λ∗
α = λα. Åñëè

æå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ðàçëè÷íû, òî u
∗(β)
i u

(α)
i = 0, ÷òî ìîæíî çàïè-

ñàòü â âèäå óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ óíèòàðíîé
ìàòðèöû:

u∗(α) · u(β) = u
∗(α)
i u

(β)
i = δαβ. (3.3)

Òàê êàê óðàâíåíèÿ (3.2) ëèíåéíû, ñîáñòâåííûé âåêòîð âñåãäà ìîæíî
óìíîæèòü íà êîíñòàíòó, âûáðàâ å¼ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îí ñòàë åäè-
íè÷íûì, ïîýòîìó â (3.3) ñòîèò ñèìâîë Êðîíåêåðà.
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• Ñîáñòâåííûå âåêòîðû è çíà÷åíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ äèàãî-
íàëèçàöèè êâàäðàòè÷íûõ ôîðì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ñèììåòðè÷íîé
ìàòðèöû A (÷àñòíûé ñëó÷àé óíèòàðíîé ìàòðèöû) ìû èìååì âûðàæåíèå
âèäà:

F = xT ·A · x = xiaijxj = a11 x
2
1 + 2a12 x1x2 + a22 x

2
2,

ãäå ñóììèðîâàíèå ïî i è j çàïèñàíî äëÿ 2-ìåðíîé ìàòðèöû. Ñäåëàåì
çàìåíó ïåðåìåííûõ, ïåðåéäÿ îò xi ê yi (ïî α ñóììà):

xi = u
(α)
i yα,

ãäå u
(α)
i � äåéñòâèòåëüíûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû äåéñòâèòåëüíîé ñèììåò-

ðè÷íîé ìàòðèöû A. Òîãäà:

F = u
(β)
i yβ aiju

(α)
j yα = u

(β)
i yβ λα u

(α)
i yα = λαδαβ yαyβ = λα y

2
α = λ1 y

2
1+λ2 y

2
2.

Ñíà÷àëà ìû âîñïîëüçîâàëèñü óðàâíåíèåì íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, à çà-
òåì îðòîãîíàëüíîñòüþ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé è ñâ¼ðòêîé ñ ñèìâîëîì Êðî-
íåêåðà. Òàêèì îáðàçîì, åñëè èçâåñòíû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è âåêòîðû
ìàòðèöû A, âñåãäà ìîæíî íàéòè òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò, êîòî-
ðîå äèàãîíàëèçèðóåò êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó xT ·A·x, óñòðàíÿÿ ñëàãàåìûå
òèïà x1x2 è ò.ä.

• Åù¼ îäíî çàìå÷àòåëüíîå ñâîéñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñîñòîèò â
òîì, ÷òî èõ ïðîèçâåäåíèå äà¼ò îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû:

detA =
n∏

i=1

λi = λ1 · λ2 · ... · λn. (3.4)

Äåéñòâèòåëüíî, õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ìàòðèöû n × n ÿâëÿåòñÿ
ïîëèíîìîì n-é ñòåïåíè ñ êîýôôèöèåíòàìè pi:

(λ1−λ) · (λ2−λ) · ... · (λn−λ) = (−1)n λn+ pn−1 λ
n−1+ ...+ p1 λ+ p0 = 0.

Ñâîáîäíûé ÷ëåí ýòîãî óðàâíåíèÿ p0 = λ1 · ... · λn ðàâåí äåòåðìèíàíòó
ìàòðèöû detA, òàê êàê îí ïîëó÷àåòñÿ ïðè λ = 0 èç det(A−λ1). Àíàëî-
ãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñëåä ìàòðèöû TrA = λ1 + ...+ λn. Ñóùåñòâóåò
èçÿùíàÿ òåîðåìà Êýëè-Ãàìèëüòîíà, óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî ëþáàÿ êâàä-
ðàòíàÿ ìàòðèöà óäîâëåòâîðÿåò ñâîåìó õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ:
(λ11−A)·...(λn1−A) = 0. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ìàòðèö 2×2 ñïðàâåäëèâî ñëå-
äóþùåå êâàäðàòíîå ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå: A2−Tr(A)A+det(A) ·1 = 0,
÷òî ïðåäëàãàåòñÿ ïðîâåðèòü ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì.

Ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû íàçûâàåòñÿ å¼ ñïåêòðîì.
Âîîáùå ãîâîðÿ, ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ n-òîé ñòåïåíè ïî λ íå îáÿçàòåëüíî
âñå ðàçëè÷íû. Åñëè ÷àñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñîâïàäàþò, òî ãîâîðÿò,
÷òî ñïåêòð ìàòðèöû âûðîæäåí.
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3.7 Ìàòðèöà ïîâîðîòîâ

• Ïóñòü äâå äåêàðòîâûå ñèñòåìû êîîðäèíàò (x1, x2, x3) è (x′1, x
′
2, x

′
3) ïî-

â¼ðíóòû äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà. Áàçèñíûå âåêòîðû èñõîäíîé ñèñòåìû
îáîçíà÷èì êàê e1, e2 è e3, ãäå èíäåêñ âíèçó � ýòî íîìåð âåêòîðà, à íå
åãî êîìïîíåíòà! Äðóãèìè ñëîâàìè e1 = i, e2 = j è e3 = k. Øòðèõàìè
ïîìåòèì áàçèñíûå âåêòîðû ïîâ¼ðíóòîé ñèñòåìû êîîðäèíàò:

r = ej xj = e′j x
′
j

eiej = δij

e′ie
′
j = δij.

Áàçèñíûå âåêòîðû îðòîãîíàëüíû, ïîýòîìó ñïðàâà îò ðèñóíêà ïîÿâëÿ-
þòñÿ ñèìâîëû Êðîíåêåðà. Ñëåâà îò ðèñóíêà çàïèñàíû ðàçëîæåíèÿ îäíîãî
è òîãî æå âåêòîðà r ïî áàçèñàì êàæäîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Óìíîæèì
ýòî âûðàæåíèå íà e′i:

(e′iej)xj = (e′ie
′
j) x

′
j = δij x

′
j = x′i.

Ââîäÿ ìàòðèöó Rij = e′iej, ïîëó÷àåì ñâÿçü èñõîäíûõ è ïîâ¼ðíóòûõ êîîð-
äèíàò ðàäèóñ-âåêòîðà:

x′i = Rij xj.

Ïî èíäåêñó j âåä¼òñÿ ñóììèðîâàíèå. Òàê êàê âåêòîðû áàçèñà åäèíè÷íûå,
ìàòðèöà Rij = e′iej îïðåäåëÿåòñÿ óãëàìè ìåæäó îñÿìè êîîðäèíàò. Å¼
íàçûâàþò ìàòðèöåé ïîâîðîòîâ.

Äëèíà ðàäèóñ-âåêòîðà (ðàññòîÿíèå îò òî÷êè ïðîñòðàíñòâà äî íà÷àëà
êîîðäèíàò) íå çàâèñèò îò îðèåíòàöèè îñåé, ïîýòîìó:

r2 = x′kx
′
k = RkixiRkjxj = xiR

T
ikRkj xj = xixi.

Â ïðåäïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ó ìàòðèöû Rki ïåðåñòàâëåíû ìåñòàìè èíäåê-
ñû, è ïîñòàâëåí çíà÷îê òðàíñïîíèðîâàíèÿ. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûïîë-
íÿåòñÿ, åñëè ìàòðèöà ïîâîðîòîâ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó ìàòðè÷íîìó
óðàâíåíèþ:

RT
ikRkj = δij, RT ·R = 1.

Ìàòðèöà ñ òàêèìè ñâîéñòâàìè íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé. Îáðàòíàÿ ê
íåé � ýòî ïðîñòî òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà: R−1 = RT .
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• Ðàññìîòðèì âðàùåíèå ïðîèçâîëüíîãî òâ¼ðäîãî òåëà (íèæå äëÿ ïðè-
ìåðà � êîíóñ), ñ êîòîðûì æ¼ñòêî ñâÿçàí áàçèñ e′i, ïåðâîíà÷àëüíî ñîâïàäà-
þùèé ñ ei. Ñâÿæåì ñ òâ¼ðäûì òåëîì åäèíè÷íûé âåêòîð n = {nx, ny, nz},
n2 = 1 ñ �çàêðåïë¼ííûì� íà÷àëîì, âîêðóã êîòîðîãî ýòîò âåêòîð âìåñòå ñ
òåëîì ìîæåò ïîâîðà÷èâàòüñÿ. Êðîìå ïîâîðîòîâ âåêòîðà n, òåëî ìîæíî
âðàùàòü âîêðóã n íà óãîë α (ïåðâûé ðèñóíîê):

Íåêîòîðûé ñâÿçàííûé ñ òåëîì âåêòîð r ïðè âðàùåíèè âîêðóã îñè n íà
óãîë α ïåðåõîäèò â âåêòîð r′. Ïðè ýòîì îí ñêîëüçèò ïî ïåðåâ¼ðíóòîìó
êîíóñó (ñì. âòîðîé ðèñóíîê). Îáîçíà÷èì ïðîåêöèþ r íà îñíîâàíèå êîíóñà
÷åðåç R, à ïðîåêöèþ r′, ñîîòâåòñòâåííî, ÷åðåç R′. Èõ äëèíû ðàâíû, è
âåêòîð R â ðåçóëüòàòå ïîâîðîòà íà óãîë α ïåðåõîäèò â R′.
Ïðè ïîìîùè âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ââåä¼ì âåêòîð n× r, ëåæàùèé

â îñíîâàíèè êîíóñà ïåðïåíäèêóëÿðíî R (ñì. �âèä ñâåðõó� íà òðåòüåì
ðèñóíêå). Åãî äëèíà ðàâíà |n× r| = r sin γ = R. Ïîýòîìó ðàçëîæåíèå R′

âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

R′ = R cosα+ [n× r] sinα.

Ïî ïðàâèëó ñëîæåíèÿ òðåóãîëüíèêîì (ñòð. 10), âåêòîðû r è r′ ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå:

r = R+ n (n · r), r′ = R′ + n (n · r′),

ãäå n(n · r) íàïðàâëåí âäîëü n è ðàâåí âûñîòå êîíóñà. Â ðåçóëüòàòå,
ó÷èòûâàÿ, ÷òî n · r′ = n · r, ïîëó÷àåì:

r′ = R cosα+ [n× r] sinα+ n (n · r),

èëè, âûðàæàÿ R ÷åðåç r:

r′ = r cosα+ n (n · r)(1− cosα) + [n× r] sinα. (3.5)

Ïîâîðà÷èâàåìûì âåêòîðîì r ìîæåò áûòü ëþáîé áàçèñíûé âåêòîð ei, òî-
ãäà r′ ýòî e′i. Ïîýòîìó ìàòðèöà ïîâîðîòà ðàâíà:

Rij = e′iej = δij cosα + ninj(1− cosα) + εijknk sinα, (3.6)

ãäå eiej = δij, ni = nei è ei × ej = εijkek (ñòð. 54). Î÷åíü ïîëåçíûì
óïðàæíåíèåì ïî ðàáîòå ñ èíäåêñàìè áóäåò ïðÿìàÿ ïðîâåðêà òîãî, ÷òî
Rij ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöåé (l H70).
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Çàäà÷è

• (l H49) Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ïðîâåðèòü ÷òî îïðåäåëèòåëü ïðîèçâå-
äåíèÿ äâóõ ìàòðèö 2× 2 ðàâåí îïðåäåëèòåëþ èõ ïðîèçâåäåíèÿ.

• (l H50) Íàéòè îáðàòíûå ìàòðèöû ê:

A =

1 0 0
2 0 1
0 −2 1

 , B =

1 0 1
0 1 1
1 1 1

 .

Ïðÿìûì ïåðåìíîæåíèåì óáåäèòüñÿ, ÷òî AA−1 = A−1A = 1, è àíàëî-
ãè÷íî äëÿ B.

• (l H51) Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è âåêòîðû ìàòðèöû A:

A =

(
1 2
2 −2

)
.

• (l H52) Ïðÿìîé ïðîâåðêîé óáåäèòüñÿ, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïðî-
èçâîëüíîé ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû 2× 2 äåéñòâèòåëüíû. Âûÿñíèòü óñëî-
âèÿ âûðîæäåíèÿ ñïåêòðà.

• (l H53) Äîêàçàòü ñëåäóþùèå ñâîéñòâà êîììóòàòîðîâ ìàòðèö:

[A,B] = −[B,A],

[A,B+C] = [A,B] + [A,C],

[A,BC] = [A,B]C+B [A,C],

[A, [B,C]] + [C, [A,B]] + [B, [C,A]] = 0.

• (l H54) Äëÿ òð¼õ ìàòðèö A, B è G äîêàçàòü:

1 = A ·G ·B => B ·A = G−1.

• (l H55) Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèö Ïàóëè (ı2 = −1):

S1 =

(
0 1
1 0

)
, S2 =

(
0 −ı
ı 0

)
, S3 =

(
1 0
0 −1

)
è ïðîâåðèòü ñîîòíîøåíèå: [Si,Sj] = 2ıεijkSk.

• (l H56) Äëÿ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû A ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå ñëå-
äóþùåãî òîæäåñòâà: det eA = eTrA.

• (l H57) Äîêàçàòü, ÷òî: d ln detA = Tr(A−1dA), ãäå dA � äèôôåðåí-
öèàëû ïðèðàùåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A.

• (l H58) Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ ìàòðèö:

Tr(A ·B) = Tr(B ·A), Tr(B−1 ·A ·B) = TrA.
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• (l H59) Ðàñïèñàòü â ÿâíîì âèäå êâàäðàòíûå ìàòðèöû ε1ij, ε2ij, ε3ij.

• (l H60) Óïðîñòèòü âûðàæåíèå: xixi + δpqxpxq − 2xkxk.

• (l H61) Óïðîñòèòü âûðàæåíèå: δijδjkδkl.

• (l H62) Âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíûå: ∂k(xixj), ∂2(xixj).

• (l H63) Äëÿ äâóõ ïîñòîÿííûõ âåêòîðîâ a è b äîêàçàòü òîæäåñòâî,
ðàñïèñàâ åãî â èíäåêñíîì âèäå: (a∇)[r× b] = [a× b].

• (l H64) Âû÷èñëèòü â êîìïîíåíòàõ (a = const) äèâåðãåíöèþ:

∇ · r

(r2 + a2)3/2
.

• (l H65) Äîêàçàòü òîæäåñòâà, ñïðàâåäëèâûå äëÿ 3-ìåðíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà:

εipqεjpq = 2δij, εijkεijk = 6.

• (l H66) Óïðîñòèòü âûðàæåíèå è çàïèñàòü åãî â âåêòîðíîì âèäå:

εkjiεkrsεimpεpstajarbmct.

• (l H67) Íàéòè ìàòðèöó, îáðàòíóþ ê: aij = δij + xixj.

• (l H68) Âû÷èñëèòü â êîìïîíåíòàõ: ∇× [a× r], ãäå a = const.

• (l H69) Çàïèñàòü ìàòðèöó ïîâîðîòà 2-ìåðíûõ äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò
íà óãîë ϕ.

• (l H70) Äîêàçàòü, ÷òî ïðè n2 = 1 ìàòðèöà

Rij = δij cosα + ninj(1− cosα) + εijknk sinα

îðòîãîíàëüíà.

• (l H71) Çàïèñàòü ìàòðèöó 3D âðàùåíèÿ çàäà÷è (l H70) â ÿâíîì
ìàòðè÷íîì (òàáëè÷íîì) âèäå.

• (l H72) Êâàòåðíèîíîì íàçûâàåòñÿ ÷åòâ¼ðêà ÷èñåë a = {a0, a1, a2, a3}
èëè a = {a0, a} äëÿ êîòîðîé ââåäåíî ïðîèçâåäåíèå, ñíîâà äàþùåå êâà-
òåðíèîí a ◦ b = {a0b0 − ab, a0b + b0a + a × b}. Íîðìîé êâàòåðíèîíà
íàçûâàþò ÷èñëî N(q) = q20 + q2. Äîêàçàòü, ÷òî N(a ◦ b) = N(a) N(b).
Íàéòè îáðàòíûé êâàòåðíèîí q−1, äëÿ êîòîðîãî q ◦ q−1 = {1,0}.

• (l H73) Ïîêàçàòü, ÷òî, åñëè x = {0, r}, à q = {cos(α/2),n sin(α/2)},
òî ïîâîðîò âåêòîðà ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå: x′ = q ◦ x ◦ q−1.
Íàéòè êîìïîçèöèþ (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü) ïîâîðîòîâ è âûðàçèòü ìàòðèöó
ïîâîðîòîâ Rij ÷åðåç êâàòåðíèîí q.
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Ãëàâà 4

Êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû

Äåêàðòîâû êîîðäèíàòû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé î÷åíü åñòåñòâåííûé ñïî-
ñîá �íóìåðàöèè� òî÷åê ïðîñòðàíñòâà. Îäíàêî òàêîé ñïîñîá íå åäèíñòâåí-
íûé. ×àñòî îêàçûâàþòñÿ óäîáíûìè äðóãèå êîîðäèíàòû. Åù¼ áîëåå âàæ-
íûì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ôèçèêà íå äîëæíà çàâèñåòü îò âûáîðà ñèñòåìû
íóìåðàöèè òî÷åê. Ýòî òðåáîâàíèå íàêëàäûâàåò îïðåäåë¼ííûå îãðàíè÷å-
íèÿ, ñóæàÿ êëàññ âîçìîæíûõ ôèçè÷åñêèõ óðàâíåíèé.
Íà ïðîñòîì ïðèìåðå 2-ìåðíûõ ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò áóäåò ââåäåíî ïî-

íÿòèå êðèâîëèíåéíîãî áàçèñà. Çàòåì ýòà èäåÿ îáîáùàåòñÿ, è ðàññìàòðè-
âàþòñÿ äâà âèäà áàçèñîâ è ñîîòâåòñòâóþùèå èì äâà âèäà êîìïîíåíò âåê-
òîðà. Èçó÷åíèå çàêîíà èõ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðè ñìåíå êîîðäèíàò ïðèâåä¼ò
íàñ ê ïîíÿòèþ òåíçîðíûõ âûðàæåíèé.
Íåêîòîðûå ôîðìóëû â ýòîé ãëàâå ñîäåðæàò ìíîæåñòâî èíäåêñîâ, è òðå-

áóåòñÿ èõ âíèìàòåëüíîå èçó÷åíèå. Ïîýòîìó äîñòà¼ì êèñòî÷êó è òóøü...
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4.1 Ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû

• Ìíîãèå ôèçè÷åñêèå ñèñòåìû îáëàäàþò îïðåäåë¼ííîé ñèììåòðèåé.
Íàïðèìåð, íàïðÿæ¼ííîñòü ïîëÿ íåïîäâèæíîãî òî÷å÷íîãî çàðÿäà ñôåðè-
÷åñêè ñèììåòðè÷íà, çàâèñèò îò ðàññòîÿíèÿ ê çàðÿäó è íå çàâèñèò îò íà-
ïðàâëåíèÿ. Â òàêèõ ñèòóàöèÿõ óäîáíåå èñïîëüçîâàòü ñïåöèàëüíûå êîîð-
äèíàòû, îòðàæàþùèå ïîäîáíóþ ñèììåòðèþ.
Ðàññìîòðèì ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû (r, ϕ), ãäå r � ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà

êîîðäèíàò, à ϕ � óãîë ìåæäó ðàäèóñ-âåêòîðîì è îñüþ x (ëåâûé ðèñóíîê):

Ñâÿçü äåêàðòîâûõ è ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò ëåãêî íàõîäèòñÿ èç ãåîìåòðè-
÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé (ïðîåêöèè r íà îñè x è y):{

x = r cosϕ = rcϕ
y = r sinϕ = rsϕ

,

{
r =

√
x2 + y2

tg ϕ = y/x.
(4.1)

Ñîêðàùàÿ ôîðìóëû, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü cϕ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ êîñèíó-
ñà, è sϕ, ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ ñèíóñà.
Ðàäèóñ-âåêòîð â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ çàïèñûâàåòñÿ ïðè ïîìîùè

îðòîãîíàëüíûõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (ij = 0, i2 = j2 = 1):

r = x i+ y j = r (cϕi+ sϕ j).

Îïðåäåëèì äâà âåêòîðà, íàïðàâëåííûõ â ñòîðîíó ìàëîãî ïåðåìåùåíèÿ
ðàäèóñ-âåêòîðà ïðè èçìåíåíèè êàæäîé èç êîîðäèíàò ïîëÿðíîé ñèñòåìû:

er =
∂r

∂r
= cϕi+ sϕj, eϕ =

∂r

∂ϕ
= r (−sϕi+ cϕj). (4.2)

Ïðÿìûì ïåðåìíîæåíèåì ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòè âåêòîðû îðòîãîíàëü-
íû è âåêòîð eϕ íå ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì:

ereϕ = 0, e2r = 1, e2ϕ = r2. (4.3)

Íàçîâ¼ì ïàðó âåêòîðîâ (er, eϕ) áàçèñîì ïîëÿðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Â
îòëè÷èå îò áàçèñà (i, j) äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò, áàçèñ (er, eϕ) èìååò ðàç-
ëè÷íîå íàïðàâëåíèå â ðàçíûõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà (ñì. ðèñóíêè). Âåê-
òîð er = r/r íàïðàâëåí âäîëü ðàäèóñ-âåêòîðà, eϕ ïåðïåíäèêóëÿðåí åìó
è íàïðàâëåí ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñà r â ñòîðîíó óâåëè÷åíèÿ óãëà ϕ.
Äåêàðòîâû êîîðäèíàòû ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðÿìîóãîëüíîé ñåò-

êè (ëèíèè x = const è y = const). Ïîëÿðíàÿ ñåòêà íàïîìèíàåò ïàóòèíó.
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• Ïóñòü â äàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà çàäàí âåêòîð a. Áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî ýòî íå íàïðàâëåííûé îòðåçîê, à âåëè÷èíà, îïðåäåë¼ííàÿ â òî÷êå è
õàðàêòåðèçóþùàÿñÿ äëèííîé è íàïðàâëåíèåì (íàïðèìåð, ñêîðîñòü èëè
ñèëà). Ýòîò âåêòîð ìîæíî ðàçëîæèòü êàê ïî äåêàðòîâîìó áàçèñó, òàê è
ïî ïîëÿðíîìó (â ýòîé æå òî÷êå!):

a = ax i+ ay j = ar er + aϕ eϕ.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïîìå÷àòü ïðîåêöèþ íà áàçèñíûé âåêòîð âåðõíèì
èíäåêñîì, ïîýòîìó ax, ar, è ò.ä. � ýòî íå ñòåïåíè, à ïðîñòî îáîçíà÷åíèÿ
ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîåêöèé.
Çàïèñàâ ðàçëîæåíèÿ äëÿ âåêòîðîâ a è b, ñ ó÷¼òîì ñîîòíîøåíèé (4.3)

ìîæíî âûðàçèòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

a · b = axbx + ayby = arbr + r2aϕbϕ.

Ïåðâîå ðàâåíñòâî - õîðîøî çíàêîìîå ïðåäñòàâëåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâå-
äåíèÿ â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ. Âòîðîå � ïðîèçâåäåíèå ýòèõ æå âåê-
òîðîâ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ. Îáðàòèì âíèìàíèå íà äîïîëíèòåëüíûé
ìíîæèòåëü r2 âî âòîðîì ñëàãàåìîì.

• Íàéä¼ì â ïîëÿðíîì áàçèñå âûðàæåíèå äëÿ ãðàäèåíòà ñêàëÿðíîé
ôóíêöèè. Ïðåæäå âñåãî îáðàòèì ñîîòíîøåíèÿ (4.2):

i = cϕer −
sϕ
r
eϕ, j = sϕer +

cϕ
r
eϕ. (4.4)

Ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ f , çàâèñÿùàÿ îò äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò f(x, y), ìî-
æåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû: f(r, ϕ). Å¼ ïðîèçâîäíàÿ
áåð¼òñÿ, êàê ïðîèçâîäíàÿ ñëîæíîé ôóíêöèè. Ïîýòîìó ãðàäèåíò ðàâåí:

∇f =
∂f

∂x
i+

∂f

∂y
j =

(
∂f

∂r

∂r

∂x
+

∂f

∂ϕ

∂ϕ

∂x

)
i+

(
∂f

∂r

∂r

∂y
+

∂f

∂ϕ

∂ϕ

∂y

)
j.

Ïðîèçâîäíûå ðàäèóñà r =
√
x2 + y2 ïî x è y âû÷èñëÿþòñÿ ýëåìåíòàð-

íûì îáðàçîì. Ïðîèçâîäíûå îò ϕ ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
∂y(tg ϕ) = ∂yϕ/c

2
ϕ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ∂y(tg ϕ) = ∂y(y/x) = 1/x (ñì. (4.1)),

ãäå ∂y = ∂/∂y, è ò.ä. Ïîýòîìó:

∂r

∂x
=

x

r
= cϕ,

∂r

∂y
=

y

r
= sϕ,

∂ϕ

∂x
= − y

x2
c2ϕ = −sϕ

r
,

∂ϕ

∂y
=

c2ϕ
x

=
cϕ
r
.

Ïîäñòàâëÿÿ èõ â ãðàäèåíò è âûðàæàÿ áàçèñ (i, j) ÷åðåç (er, eϕ) ïðè ïîìî-
ùè (4.4), ïîëó÷àåì:

∇f =
∂f

∂r
er +

1

r2
∂f

∂ϕ
eϕ.

Òàêèì îáðàçîì, ∇f , êàê è ëþáîé äðóãîé âåêòîð, â äàííîé òî÷êå ìîæíî
ðàçëîæèòü êàê ïî äåêàðòîâîìó, òàê è ïî ïîëÿðíîìó áàçèñó.
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4.2 Êðèâîëèíåéíûé áàçèñ

• Îáîáùèì èäåþ ïîëÿðíîãî áàçèñà íà ïðîèçâîëüíóþ ñèñòåìó êîîð-
äèíàò, êîòîðûå áóäåì îáîçíà÷àòü, êàê qi. Â 2-ìåðíûõ äåêàðòîâûõ êîîð-
äèíàòàõ qi = (x, y), â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ qi = (r, ϕ), â òð¼õìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå qi = (q1, q2, q3), è ò.ä. Íàïîìíèì, ÷òî ââåðõó êîîðäèíàò
ñòîÿò èõ íîìåðà, à íå ïîêàçàòåëè ñòåïåíè.
Âåêòîðû áàçèñà áóäåì îïðåäåëÿòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ei =
∂r

∂qi
≡ ∂ir,

ãäå r = xi+ yj+ zk � ðàäèóñ-âåêòîð â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ, êîòîðûå
ñâÿçàíû ñ êðèâîëèíåéíûìè êîîðäèíàòàìè ãëàäêèìè, äèôôåðåíöèðóåìû-
ìè âçàèìíî-îäíîçíà÷íûìè ôóíêöèÿìè: x = x(q1, q2, q3), y = y(q1, q2, q3),
z = z(q1, q2, q3). Òàêèì îáðàçîì, â êàæäîé òî÷êå òð¼õìåðíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà çàäàíà òðîéêà íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ (e1, e2, e3), ãäå èíäåêñ âíèçó
âåêòîðà � ýòî åãî íîìåð, à íå êîìïîíåíòà! Íåçàâèñèìîñòü îçíà÷àåò, ÷òî íè
îäèí èç âåêòîðîâ íå ìîæåò áûòü âûðàæåí â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè
äâóõ äðóãèõ (îíè íå ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè).
Ïðîèçâîëüíûé âåêòîð â äàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà ìîæåò áûòü ðàç-

ëîæåí ïî ýòîìó áàçèñó:

a = aiei = a1e1 + a2e2 + a3e3.

Êàê è ðàíüøå, èñïîëüçóåòñÿ ñîãëàøåíèå î òîì, ÷òî ïî ïîâòîðÿþùèì-
ñÿ èíäåêñàì (âûøå èíäåêñ i) ïðîâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå (â òð¼õìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå îò 1 äî 3). Äàëåå ñóììàöèîííûå èíäåêñû âñåãäà áóäóò ðàñ-
ïîëàãàòüñÿ íà ðàçëè÷íîì óðîâíå � îäèí ââåðõó, äðóãîé � âíèçó. Ýòî áóäåò
ÿâëÿòüñÿ äîïîëíèòåëüíûì ïðèçíàêîì ïîäðàçóìåâàåìîãî ñóììèðîâàíèÿ.
Çàïèøåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 2-õ âåêòîðîâ:

a · b = (aiei) · (bjej) = (ei · ej) aibj = gij a
i bj,

ãäå äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ ââåäåíî ñïåöèàëü-
íîå îáîçíà÷åíèå, íàçûâàåìîå êîýôôèöèåíòàìè ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà:

gij = ei · ej =
∂r

∂qi
∂r

∂qj
.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, äëÿ
ðàçëîæåíèÿ âåêòîðîâ a è b èñïîëüçîâàëèñü ðàçëè÷íûå èíäåêñû i è j. Ýòî
äâå íåçàâèñèìûå ñóììû, ïîýòîìó è èíäåêñû äîëæíû áûòü ðàçëè÷íûìè.
Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ, ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì, ò.å.
îí íå èçìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåñòàíîâêå èíäåêñîâ: gij = gji.
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• Ðàññìîòðèì âåêòîð áåñêîíå÷íî ìàëîãî ñìåùåíèÿ èç äàííîé òî÷êè
ïðîñòðàíñòâà. Åãî äëèíà ÿâëÿåòñÿ ðàññòîÿíèåì ìåæäó äâóìÿ áåñêîíå÷íî
áëèçêèìè òî÷êàìè, êîòîðîå ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü êàê dl:

dr =
∂r

∂qi
dqi = ei dq

i, dl2 = (dr)2 = gij dq
i dqj.

Â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ðàâåí [ñì. (4.3)]:

gij =

(
1 0
0 r2

)
≡ diag(1, r2), (4.5)

à â äåêàðòîâûõ � gij = δij = diag(1, 1). Ïîýòîìó ðàññòîÿíèå â äåêàðòîâûõ
è ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ èìååò âèä (ãîâîðÿò, ÷òî gij çàäà¼ò ìåòðèêó):

dl2 = (dx)2 + (dy)2 = (dr)2 + r2 (dϕ)2.

Ïåðâîå ðàâåíñòâî � òåîðåìà Ïèôàãîðà äëÿ ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà
(ñì. íèæå ëåâûé ðèñóíîê). Ðàññòîÿíèå â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ òàêæå
èìååò ïðîñòîé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë. Äëèíà äóãè ðàäèóñà r = const ïðè
èçìåíåíèè óãëà íà dϕ ðàâíà r dϕ. Ïîýòîìó ðàññòîÿíèå (ïî òîé æå òåîðåìå
Ïèôàãîðà) ðàâíî (dr)2 + (r dϕ)2 (ñì. ïðàâûé ðèñóíîê):

Â n-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ âñåãäà ïî-
ëîæèòåëåí dl2 > 0, è ñóùåñòâóåò äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò, â êîòî-
ðîé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð äèàãîíàëåí gij = diag(1, 1, ..., 1). Â òåîðèè îò-
íîñèòåëüíîñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ 4-ìåðíîå ïñåâäîåâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî-
âðåìÿ ñ ìåòðèêîé gij = diag(1,−1,−1,−1). Ðàññòîÿíèå â òàêîì ïðîñòðàí-
ñòâå íàçûâàþò èíòåðâàëîì è îáîçíà÷àþò êàê ds2 = gijdx

idxj. Íåñìîòðÿ
íà íàëè÷èå ôîðìàëüíîãî êâàäðàòà, çíàê ds2 ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì,
à ds2 = 0 íå îçíà÷àåò ñîâïàäåíèÿ òî÷åê â ïðîñòðàíñòâå. Ïîýòîìó îáùåå
ïîíÿòèå ðàññòîÿíèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò ïðèâû÷íîãî
äëÿ �æèòåëåé� åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà.
Îáðàòèì âíèìàíèå íà îäèí âàæíûé ôàêò. Â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ

ìû ìîæåì ïðîèíòåãðèðîâàòü ðàçëîæåíèå dr = idx+ jdy + kdz (âåêòîðû
i, j, k � ïîñòîÿííû), íî íå ìîæåì ýòî æå ñäåëàòü äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êðè-
âîëèíåéíîãî áàçèñà dr = ei dq

i. Áàçèñ ei â êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà
èìååò ñâîþ îðèåíòàöèþ, ïîýòîìó èìååò ñìûñë ãîâîðèòü òîëüêî î ðàçëî-
æåíèè âåêòîðà, çàäàííîãî â äàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà, ïî áàçèñó â ýòîé
æå òî÷êå. Ïîýòîìó dr � âåêòîð (â îáùåì ñëó÷àå), òîãäà êàê r � íåò (ò.å.
íå ìîæåò áûòü ðàçëîæåí ïî êðèâîëèíåéíîìó áàçèñó).
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4.3 Âçàèìíûé áàçèñ

• Â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò áàçèñíûå âåêòîðû (er, eϕ) âñåãäà îð-
òîãîíàëüíû äðóã äðóãó. Â ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ áàçèñîì
ei = ∂ir ýòî íå òàê, è ìåòðè÷åñêèé òåíçîð â îáùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ
äèàãîíàëüíûì. Äîïîëíèòåëüíî ê áàçèñó ei = (e1, e2, e3) óäîáíî ââåñòè
åù¼ îäèí áàçèñ ei = (e1, e2, e3), íàçûâàåìûé âçàèìíûì, òàê, ÷òîáû îí
áûë îðòîíîðìèðîâàííûì ê èñõîäíîìó áàçèñó, ò.å.:

ei · ej = δij, (4.6)

ãäå δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà (ñòð. 53) ðàâåí íóëþ äëÿ ðàçëè÷íûõ èíäåêñîâ è
åäèíèöå äëÿ ñîâïàäàþùèõ. Íèæå ñëåâà íà ðèñóíêå ïðèâåäåí íåêîòîðûé
êðèâîëèíåéíûé áàçèñ, à ñïðàâà � âçàèìíûé ê íåìó (òîíêèìè ëèíèÿìè
ïîâòîðåíû âåêòîðû èñõîäíîãî áàçèñà):

Â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå âåêòîðû âçàèìíîãî áàçèñà ìîæíî âûðàçèòü
ïðè ïîìîùè âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Òàê, íàïðèìåð, e1 ïåðïåíäèêó-
ëÿðåí ê e2 è e3 (ñèìâîë Êðîíåêåðà), ïîýòîìó ïðîïîðöèîíàëåí [e2 × e3].
Àíàëîãè÷íî äëÿ îñòàëüíûõ âåêòîðîâ áàçèñà:

e1 =
[e2 × e3]

V
, e2 =

[e3 × e1]

V
, e3 =

[e1 × e2]

V
.

Â çíàìåíàòåëå íàõîäèòñÿ íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü V = e1 · [e2 × e3],
èìåþùèé ñìûñë îáú¼ìà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ èñõîäíîãî áàçèñà. Îí
íåîáõîäèì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü îïðåäåëåíèå (4.6).
Ãîâîðÿò, ÷òî áàçèñ (e1, e2, e3) îáðàçóåò ïðàâóþ òðîéêó, åñëè V > 0:

Ñîîòâåòñòâåííî, âûáîð ïîðÿäêà âåêòîðîâ áàçèñà ei â âåêòîðíîì ïðîèçâå-
äåíèè ñäåëàí òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû (e1, e2, e3) òàêæå ñîñòàâëÿëè ïðàâûé
áàçèñ. Îáû÷íî ïîäðàçóìåâàåòñÿ âûáîð ïðàâîãî áàçèñà.
Åñëè âåêòîðû áàçèñà ïåðïåíäèêóëÿðíû äðóã äðóãó ei · ej ∼ δij, òî òà-

êîé áàçèñ íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíûì. Äëÿ îðòîãîíàëüíûõ áàçèñîâ ÷àñòî
ââîäÿòñÿ ò.í. ôèçè÷åñêèå áàçèñíûå âåêòîðû, èìåþùèå åäèíè÷íóþ äëèíó
n1 = e1/|e1|, è ò.ä.
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• Ïðè ïîìîùè âåêòîðîâ âçàèìíîãî áàçèñà ìîæíî ââåñòè ìåòðè÷åñêèé
òåíçîð ñ âåðõíèìè èíäåêñàìè:

gij = ei · ej.

Âìåñòå ñ ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì gij îí ïîçâîëÿåò ðàñêëàäûâàòü âåêòîðû
èñõîäíîãî áàçèñà ïî âçàèìíîìó, è íàîáîðîò:

ei = gij e
j, ei = gijej.

Äåéñòâèòåëüíî, óìíîæàÿ, íàïðèìåð, ïåðâîå ñîîòíîøåíèå íà ek, ñ ó÷¼òîì
óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè (4.6) ïîëó÷èì ekei = gijδ

j
k = gik.

Ìåòðè÷åñêèå òåíçîðû ñ âåðõíèìè è íèæíèìè èíäåêñàìè ÿâëÿþòñÿ îá-
ðàòíûìè äðóã äðóãó:

gikgkj = δij.

Ýòî ëåãêî ïðîâåðèòü, óìíîæèâ, íàïðèìåð, ej = gjk e
k íà ei.

• Ëþáîé âåêòîð â äàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà ìîæíî ðàçëîæèòü êàê
ïî èñõîäíîìó, òàê è ïî âçàèìíîìó áàçèñó. Êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ â
îáùåì ñëó÷àå áóäóò ðàçëè÷íûìè:

a = aiei = aie
i. (4.7)

Ïðîåêöèè íà âåêòîðû èñõîäíîãî áàçèñà, îáîçíà÷åííûå âåðõíèìè èíäåê-
ñàìè ai, íàçûâàþòñÿ êîíòðàâàðèàíòíûìè êîìïîíåíòàìè âåêòîðà, à ïðî-
åêöèè ñ íèæíèìè èíäåêñàìè ai � êîâàðèàíòíûìè êîìïîíåíòàìè. Èíîãäà
ñàìè êîìïîíåíòû ai íàçûâàþò âåêòîðîì, à êîìïîíåíòû ai ðàçëîæåíèÿ
ïî âçàèìíîìó áàçèñó � êîâåêòîðîì.
Ñìûñë ââåäåíèÿ âçàèìíîãî áàçèñà ñîñòîèò â óïðîùåíèè ñêàëÿðíîãî

ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ âåêòîðîâ. Äëÿ ýòîãî îäèí èç íèõ çàïèñûâàåòñÿ â èñ-
õîäíîì, à âòîðîé � âî âçàèìíîì áàçèñå:

a · b = (aiei) · (bjej) = aibjδ
i
j = aibi = a1b1 + a2b2 + a3b3.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ âûðàæåíèå, ïîõîæåå íà ñêàëÿðíîå ïðîèçâå-
äåíèå â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ, îäíàêî êîìïîíåíòû âåêòîðîâ â ñóììå
ñòîÿò ðàçëè÷íûå. Ïîíÿòíî, ÷òî a · b = aibi = aib

i.
Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè (4.7) íà ej èëè ej, ïîëó÷àåì:

ai = gija
j, ai = gijaj.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïîìîùè ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà c íèæíèìè èíäåêñàìè
gij ìîæíî îïóñêàòü èíäåêñ, ïðåâðàùàÿ êîíòðàâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû â
êîâàðèàíòíûå. Àíàëîãè÷íî, ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ñ âåðõíèìè èíäåêñàìè
gij ïîäíèìàåò èíäåêñ ââåðõ.
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4.4 Ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò

Â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå êðîìå äåêàðòîâûõ, ìîæíî ââåñòè ìíîæåñòâî
äðóãèõ ñèñòåì êîîðäèíàò. Íàïîìíèì íàèáîëåå âàæíûå èç íèõ.

• Öèëèíäðè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò äîáàâëÿåò òðåòüå èçìåðåíèå â
ïîëÿðíóþ ñèñòåìó, ðàññìîòðåííóþ ðàíåå. Êðîìå ðàññòîÿíèÿ r îò îñè z â
ïëîñêîñòè (x, y) è óãëà ϕ, ââîäèòñÿ òðåòüÿ êîîðäèíàòà z:

x = r cosϕ
y = r sinϕ
z = z.

Áàçèñíûå âåêòîðû öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, âûðàæåííûå ÷å-
ðåç îðòîíîðìèðîâàííûé äåêàðòîâûé áàçèñ i, j è k, èìåþò âèä:

er = cϕi+ sϕj, eϕ = r(−sϕi+ cϕj), ez = k.

Ñîîòâåòñòâåííî, ìåòðè÷åñêèé òåíçîð äëÿ ei = (er, eϕ, ez) ðàâåí:

gij = eiej =

1 0 0
0 r2 0
0 0 1

 .

Äèàïàçîí èçìåíåíèÿ öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàò, îõâàòûâàþùèé âñå òî÷-
êè ïðîñòðàíñòâà, ðàâåí: 0 6 r < ∞, 0 6 ϕ < 2π, −∞ < z < ∞.

• Ñôåðè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò: (r, θ, ϕ), ãäå r � ðàññòîÿíèå îò
íà÷àëà êîîðäèíàò, θ � óãîë ìåæäó ðàäèóñ-âåêòîðîì è îñüþ z, à ϕ � óãîë
ìåæäó ïðîåêöèåé ðàäèóñ-âåêòîðà íà ïëîñêîñòü (x, y) è îñüþ x:

x = r sin θ cosϕ
y = r sin θ sinϕ
z = r cos θ.

Áàçèñíûå âåêòîðû:

er = sθcϕi+sθsϕj+cθk, eθ = r (cθcϕi+cθsϕj−sθk), eϕ = rsθ (−sϕi+cϕj)

äëÿ ei = (er, eθ, eϕ) ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåìó ìåòðè÷åñêîìó òåíçîðó:

gij = eiej =

1 0 0
0 r2 0
0 0 r2 s2θ

 .

Äèàïàçîí èçìåíåíèÿ êîîðäèíàò: 0 6 r < ∞, 0 6 θ 6 π, 0 6 ϕ < 2π.
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• Íå ëþáûå òðè ôóíêöèè qi(x, y, z) ÿâëÿþòñÿ ïîäõîäÿùèìè äëÿ çàäà-
íèÿ êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò. Ïîäîáíîå ïðåîáðàçîâàíèå äîëæíî áûòü
âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì. Â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ
ýòîãî íåîáõîäèì îòëè÷íûé îò íóëÿ ÿêîáèàí. ßêîáèàí � ýòî îïðåäåëèòåëü
ìàòðèöû, ñîñòàâëåííîé èç ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñòàðûõ êîîðäèíàò ïî
íîâûì. Âû÷èñëèì ÿêîáèàí öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò:

J = det

(
∂xj

∂qi

)
=

∣∣∣∣∣∣
∂rx ∂ry ∂rz
∂ϕx ∂ϕy ∂ϕz
∂zx ∂zy ∂zz

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
cϕ sϕ 0

−rsϕ rcϕ 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = r.

Öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû ÿâëÿþòñÿ �õîðîøèìè� âåçäå, êðîìå òî÷êè
r = 0, êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþò ëþáûå çíà÷åíèÿ ϕ (íåò îäíîçíà÷íîñòè).
Òàêèå òî÷êè íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòíûìè îñîáåííîñòÿìè. ×óòü íèæå
(ñòð. 75) ìû äîêàæåì, ÷òî J =

√
|g|, ãäå g � îïðåäåëèòåëü ìåòðè÷åñêîãî

òåíçîðà gij. Ïîýòîìó â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ J = r2sθ è, êðîìå r = 0,
ñóùåñòâóþò êîîðäèíàòíûå îñîáåííîñòè ïðè θ = 0 è θ = π.

• Â ôèçèêå î÷åíü âàæíî äåëàòü ðàçëè÷èå ìåæäó ôèçè÷åñêèìè (ãåî-
ìåòðè÷åñêèìè) îáúåêòàìè è èõ êîîðäèíàòíûì ïðåäñòàâëåíèåì. Íàïðè-
ìåð, íåêîòîðàÿ òî÷êà ïðîñòðàíñòâà P ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì îáúåê-
òîì. Òî÷êè ïðîñòðàíñòâà ìîæíî îïèñûâàòü (íóìåðîâàòü, ïåðå÷èñëÿòü)
ïðè ïîìîùè ðàçëè÷íûõ êîîðäèíàò. Â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ýòî ìîãóò
áûòü äåêàðòîâû (x, y, z), ñôåðè÷åñêèå (r, θ, ϕ), öèëèíäðè÷åñêèå (r, ϕ, z) è
äðóãèå êîîðäèíàòû. Ò.å. òî÷êà îäíà, à å¼ êîîðäèíàòíûõ ïðåäñòàâëåíèé
ìîæåò áûòü ìíîæåñòâî. Âñ¼ ýòî � îïèñàíèå îäíîãî è òîãî æå îáúåêòà.
Àíàëîãè÷íî, ñêàëÿðíîå ïîëå f = f(P ) � ýòî ÷èñëî, ñâÿçàííîå ñ êàæ-

äîé òî÷êîé ïðîñòðàíñòâà (íàïðèìåð, òåìïåðàòóðà). Â ðàçëè÷íûõ êîîð-
äèíàòàõ åãî îïèñàíèå áóäåò ðàçëè÷íûì. Òàê, ïóñòü ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ
â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ èìååò âèä: f(x, y, z) = x2 + y2 − z2. Â öèëèí-
äðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ýòà æå ôóíêöèÿ ðàâíà: f(r, ϕ, z) = r2−z2. Õîòÿ
å¼ âíåøíèé âèä èçìåíèëñÿ, çíà÷åíèå ôóíêöèè (÷èñëî äëÿ äàííîé òî÷êè
ïðîñòðàíñòâà) îñòàëîñü òåì æå ñàìûì.
Ôèçèêà íå äîëæíà çàâèñåòü îò âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ëþáîå ôè-

çè÷åñêîå óðàâíåíèå äîëæíî èìåòü çàïèñü, îòðàæàþùóþ ïîäîáíóþ íåçà-
âèñèìîñòü. ×àñòî ýòî ïðîÿâëÿåòñÿ â âåêòîðíîé ôîðìå óðàâíåíèé (íàïðè-
ìåð, u = dr/dt). Èíîãäà óðàâíåíèÿ çàïèñûâàþòñÿ â èíäåêñíîé ôîðìå,
íàïðèìåð: mai = F ijuj, ãäå ïî j � ñóììà. Åñëè ai è uj � êîìïîíåíòû âåê-
òîðîâ, à m � ñêàëÿð, òî ÷òîáû ýòî óðàâíåíèå âûãëÿäåëî òàê æå â ëþáîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò, âåëè÷èíû F ij äîëæíû ïðè ïåðåõîäå ê íîâîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò èçìåíÿòüñÿ ñîãëàñîâàííûì îáðàçîì ñ âåêòîðàìè. Ðàññìîòðèì
ýòîò âàæíûé âîïðîñ ïîäðîáíåå.
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4.5 Ïðåîáðàçîâàíèå âåêòîðîâ

• Mû íàçâàëè âåêòîðîì áåñêîíå÷íî ìàëîå ñìåùåíèå â ïðîñòðàíñòâå
dr, à êðèâîëèíåéíûì áàçèñîì � íàáîð ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ e1,
e2, e3. Êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ dr ïî áàçèñó ðàâíû äèôôåðåíöèàëàì
êîîðäèíàò êðèâîëèíåéíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (q1, q2, q3):

dr = ei dq
i.

Â êàæäîé ñèñòåìå êîîðäèíàò áàçèñ ñâîé. Â îòëè÷èå îò ýòîãî, ìàëîå ñìå-
ùåíèå â ïðîñòðàíñòâå dr ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì îáúåêòîì, ñâÿçûâàþ-
ùèì äâå áåñêîíå÷íî áëèçêèå òî÷êè, è íå çàâèñèò îò âûáîðà êîîðäèíàò.
Ðàññìîòðèì ñèñòåìû êîîðäèíàò (q̃1, q̃2, q̃3) è (q1, q2, q3), êîòîðûå ñâÿ-

çàíû äèôôåðåíöèðóåìûìè, îäíîçíà÷íûìè ôóíêöèÿìè qi(q̃1, q̃2, q̃3). Ïî
ïðàâèëó âû÷èñëåíèÿ ñëîæíîé ïðîèçâîäíîé èìååì:

∂q̃i

∂q̃j
= δij =

∂q̃i

∂qk
∂qk

∂q̃j
,

∂qi

∂qj
= δij =

∂qi

∂q̃k
∂q̃k

∂qj
, (4.8)

ãäå δij � ñèìâîëû Êðîíåêåðà, à ïî èíäåêñó k ïðîâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå.
Ïîýòîìó ìàòðèöû ∂qi/∂q̃j è ∂q̃i/∂qj ÿâëÿþòñÿ îáðàòíûìè äðóã ê äðóãó.
Ñîîòíîøåíèÿ (4.8) ëåãêî çàïîìèíàþòñÿ, åñëè ÷èòàòü èõ â îáðàòíîì ïî-
ðÿäêå: ñâ¼ðòêà (ñóììà) ïî äèôôåðåíöèàëàì îäèíàêîâûõ êîîðäèíàò �ñî-
êðàùàåòñÿ�, è îñòàâøàÿñÿ ïðîèçâîäíàÿ äà¼ò ñèìâîë Êðîíåêåðà.
Ïîìåòèì òèëüäîé áàçèñíûå âåêòîðû â ñèñòåìå êîîðäèíàò (q̃1, q̃2, q̃3) è

ðàçëîæèì âåêòîð ñìåùåíèÿ ïî áàçèñàì êàæäîé ñèñòåìû:

dr = ẽi dq̃
i = ej dq

j = ej
∂qj

∂q̃i
dq̃i.

Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ïîäñòàâëåíî âûðàæåíèå äëÿ äèôôåðåíöèàëà ôóíê-
öèé qj(q̃i) ïðè ïðåîáðàçîâàíèè îò îäíîé ñèñòåìû ê äðóãîé. Ñðàâíèâàÿ
ïåðâîå è ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ ñâÿçè áàçèñíûõ
âåêòîðîâ â äâóõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò (ïåðâîå ñîîòíîøåíèå):

ẽi =
∂qj

∂q̃i
ej, ei =

∂q̃j

∂qi
ẽj.

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå (âòîðîå ñîîòíîøåíèå) ïîëó÷àåòñÿ àíàëîãè÷íî,
èëè ïðè ïîìîùè ñâîéñòâ ìàòðèö (4.8). Äëÿ âçàèìíîãî áàçèñà:

ẽi =
∂q̃i

∂qj
ej, ei =

∂qi

∂q̃j
ẽj.

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò îïðåäåëåíèþ eiej = δij è óñëîâèÿì (4.8).
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Óìíîæàÿ ïîñëåäíèå ñîîòíîøåíèÿ íà ej è ẽj ñîîòâåòñòâåííî, íåñëîæíî
ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ìàòðèö ïðåîáðàçîâàíèé:

ẽi · ej =
∂q̃i

∂qj
, ei · ẽj =

∂qi

∂q̃j
. (4.9)

Ïðîèçâîëüíûé âåêòîð a ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì îáúåêòîì, êîòîðûé
ìîæåò áûòü ðàçëîæåí ïî áàçèñó ëþáîé êðèâîëèíåéíîé ñèñòåìû:

a = aiei = ãiẽi.

Óìíîæèì îáå ÷àñòè íà ẽi èëè ei. Ïðè ïîìîùè (4.9) ïîëó÷àåòñÿ ñëåäó-
þùèé çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðà ñ âåðõíèìè èíäåêñàìè
(êîíòðàâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû):

ãi =
∂q̃i

∂qj
aj, ai =

∂qi

∂q̃j
ãj.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì íàõîäÿòñÿ çàêîíû ïðåîáðàçîâàíèÿ êîìïîíåíò ñ
íèæíèìè èíäåêñàìè (êîâàðèàíòíûõ). Ìîæíî òàêæå èñïîëüçîâàòü ôàêò,
÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ a è b ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíîé,
íå çàâèñÿùåé îò âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò: a · b = ai b

i = ãi b̃
i. Ïîä-

ñòàâëÿÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ êîìïîíåíò ñ âåðõíèìè èíäåêñàìè äëÿ bi, b̃i

è ïîëüçóÿñü ïðîèçâîëüíîñòüþ âåêòîðîâ, ïîëó÷àåì:

ãi =
∂qj

∂q̃i
aj, ai =

∂q̃j

∂qi
ãj.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðåîáðàçîâàíèÿ êîìïîíåíò ñ âåðõíèìè è íèæíè-
ìè èíäåêñàìè ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëû dqi è ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
îò ñêàëÿðíîé ôóíêöèè. Ïî îáùèì ïðàâèëàì ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà
èìååì:

dq̃i =
∂q̃i

∂qj
dqj,

∂f

∂q̃i
=

∂qj

∂q̃i
∂f

∂qj
.

Èõ ñâ¼ðòêà (ñóììèðîâàíèå ïî èíäåêñó i) äà¼ò äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè,
ÿâëÿþùèéñÿ èíâàðèàíòîì, íå çàâèñÿùèì îò âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò:

df =
∂f

∂qi
dqi =

∂f

∂q̃i
dq̃i.

Òàêèì îáðàçîì, êîìïîíåíòû âåêòîðà ñ âåðõíèìè èíäåêñàìè ïðåîáðàçó-
þòñÿ òàê æå, êàê äèôôåðåíöèàë êîîðäèíàò dqi, à ñ íèæíèìè � êàê ÷àñò-
íûå ïðîèçâîäíûå ñêàëÿðíîé ôóíêöèè ∂if = ∂f/∂qi. Ýòîò ôàêò ïîçâîëÿåò
ëåãêî çàïîìíèòü âèä ìàòðèö ïðåîáðàçîâàíèé äëÿ ai, ei è ai, ei.
Íàïîìíèì, ÷òî ïðè ñìåíå êîîðäèíàò ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ èçìåíÿåò

ñâîþ ôóíêöèîíàëüíóþ ôîðìó f(qi) = f(qi(q̃j)) = f̃(q̃j). Îäíàêî å¼ çíà-
÷åíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå äàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà, íå èçìåíÿåòñÿ, ïî-
ýòîìó òèëüäà íàä f̃ îáû÷íî íå ñòàâèòñÿ.
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4.6 Òåíçîðû

• Âåêòîð a â äàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò îïðåäåëÿåòñÿ êîìïîíåíòàìè
ñ âåðõíèìè ai èëè íèæíèìè ai èíäåêñàìè. Èç ïîäîáíûõ êîìïîíåíò äâóõ
âåêòîðîâ ìîæíî ñîñòàâèòü 4 êîìáèíàöèè: aibj, aibj, aib

j, aibj, êàæäàÿ èç
êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé n2 âåëè÷èí, ãäå n-ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàí-
ñòâà. Òàê êàê êîìïîíåíòû ïðåîáðàçóþòñÿ íåçàâèñèìûì îáðàçîì, òî ïðî-
èçâåäåíèå êîìïîíåíò äâóõ âåêòîðîâ ïðè ïðåîáðàçîâàíèè êîîðäèíàò áóäåò
ïðåîáðàçîâûâàòüñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ãib̃j =
∂q̃i

∂qp
∂q̃j

∂qr
apbr ãib̃j =

∂q̃i

∂qp
∂qr

∂q̃j
apbr,

è ò.ä. Â îáùåì ñëó÷àå áóäåì íàçûâàòü òåíçîðîì òèïà (µ, ν) âåëè÷èíó ñ
µ + ν èíäåêñàìè, èç êîòîðûõ µ íàõîäÿòñÿ ââåðõó, à ν � âíèçó. ×èñëî
µ + ν íàçûâàåòñÿ ðàíãîì òåíçîðà. Òåíçîð îò ëþáîé äðóãîé èíäåêñíîé
âåëè÷èíû îòëè÷àåò çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðè ñìåíå ñèñòåìû êîîðäèíàò,
êîòîðûé ïî îïðåäåëåíèþ ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ µ ìàòðèö ïðåîáðàçîâàíèé
äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðîâ ñ âåðõíèìè èíäåêñàìè è ν ìàòðèö � ñ íèæíèìè.
Íàïðèìåð äëÿ òåíçîðà òèïà (1,2) èìååì òðîéíóþ ñóììó ïî p, q è s:

ãijk =
∂q̃i

∂qp
∂qr

∂q̃j
∂qs

∂q̃k
aprs.

Ëþáàÿ ñâ¼ðòêà (ñóììèðîâàíèå) òåíçîðîâ ïî âåðõíåìó è íèæíåìó èí-
äåêñó ñíîâà äà¼ò òåíçîðíîå âûðàæåíèå:

f = Ai
i, ai = Bj

ik C
k Dj, Fij = gipgjr F

pr.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ ñêàëÿð (÷èñëî, áåçûíäåêñíàÿ âåëè÷èíà). Âî
âòîðîì � òåíçîð (0,1), ò.å. êîìïîíåíòû âåêòîðà ñ íèæíèìè èíäåêñàìè (êî-
âàðèàíòíûå). Â òðåòüåì, ïðè ïîìîùè äâóõ ìåòðè÷åñêèõ òåíçîðîâ, ïðî-
èçâîäèòñÿ îïóñêàíèå èíäåêñîâ ó òåíçîðà òèïà (2,0), ÷òî ïðåâðàùàåò åãî
â òåíçîð (0,2), êîòîðûé òðàäèöèîííî îáîçíà÷àåòñÿ òåì æå ñèìâîëîì.
Ìåòðè÷åñêèå òåíçîðû gij è gij ïîä÷èíÿþòñÿ çàêîíó ïðåîáðàçîâàíèÿ

äëÿ òåíçîðîâ òèïà (0,2) è (2,0) ñîîòâåòñòâåííî. Ýòî íåïîñðåäñòâåííî ñëå-
äóåò èç òîãî, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ áåñêîíå÷íî áëèçêèìè òî÷êàìè
dl2 = gij dq

i dqj íå çàâèñèò îò âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò, à dqi ÿâëÿþòñÿ
êîìïîíåíòàìè âåêòîðà.
Ïðè ïîìîùè ÿâíîé ïðîâåðêè, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (4.8), ìîæíî óáå-

äèòüñÿ, ÷òî ñèìâîë Êðîíåêåðà δij ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì, ïðè÷¼ì èìåþùèì
îäèíàêîâûå êîìïîíåíòû âî âñåõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Òåíçîðíîñòü ñèìâî-
ëîâ Êðîíåêåðà òàêæå ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ gikgkj = δij (ñâ¼ðòêà äâóõ
òåíçîðîâ ñíîâà äà¼ò òåíçîð).
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• Â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ 3-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà áûë ââåäåí àí-
òèñèììåòðè÷íûé ñèìâîë Ëåâè-×åâèòû εijk ñî çíà÷åíèåì ε123 = 1. Àíàëî-
ãè÷íî, â 4-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ýòîò æå ñèìâîë èìååò âèä εijkl ñî çíà÷å-
íèåì ε1234 = 1 è ò.ä. Îáîçíà÷èì äåêàðòîâû êîîðäèíàòû q̃i = xi = (x, y, z),
è â ïðîèçâîëüíûõ êîîðäèíàòàõ îïðåäåëèì àíòèñèììåòðè÷íûé (l H77)
òåíçîð Ëåâè-×åâèòû:

Eijk =
∂xp

∂qi
∂xr

∂qj
∂xs

∂qk
εprs = Jεijk, (4.10)

ãäå Ẽijk = εijk òåíçîð â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ, à J � ÿêîáèàí (ñòð. 71).
Äåéñòâèòåëüíî, ò.ê. ïðè ïîìîùè εijk îïðåäåëÿåòñÿ äåòåðìèíàíò ìàòðèöû
(ñì. ñòð. 55), òî, íàïðèìåð, äëÿ E123 èìååì:

J = det

(
∂xj

∂qi

)
=

∣∣∣∣∣∣
∂1x ∂1y ∂1z
∂2x ∂2y ∂2z

∂3x ∂3y ∂3z

∣∣∣∣∣∣ = εijk
∂xi

∂q1
∂xj

∂q3
∂xk

∂q3
= E123.

ßêîáèàí ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç îïðåäåëèòåëü g ìàòðèöû, ñîñòàâëåí-
íîé èç êîìïîíåíò ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà gij, ò.å. g = det(gij). Ðàññìîòðèì
ïðåîáðàçîâàíèå òåíçîðà èç äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (ãäå îí ÿâëÿ-
åòñÿ ñèìâîëîì Êðîíåêåðà) ê ïðîèçâîëüíîé êðèâîëèíåéíîé ñèñòåìå:

gij =
∂xp

∂qi
∂xr

∂qj
δpr.

Ñïðàâà � ïðîèçâåäåíèå òð¼õ êâàäðàòíûõ ìàòðèö: ïîýòîìó det gij = J2

(îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ èõ îïðåäåëè-
òåëåé, è â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ det δpr = 1). Òàêèì îáðàçîì:

Eijk =
√

|g| εijk, Eijk =

√
|g|
g

εijk.

Òåíçîð Eijk îïðåäåëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà, è àíàëî-
ãè÷íî ÿêîáèàíó Eijk = gip gjr gks

√
|g| εprs = det (gpr)

√
|g| εijk. Òàê êàê

gikgkj = δij, òî ïîÿâëÿåòñÿ ìíîæèòåëü det(gij) = 1/ det(gij) = 1/g. Ïî
îïðåäåëåíèþ ñèìâîëû Ëåâè-×åâèòû îò ïîëîæåíèÿ èíäåêñîâ íå ìåíÿþò-
ñÿ: εijk = εijk.

Íàëè÷èå â îïðåäåëåíèÿõ òåíçîðîâ Ëåâè-×åâèòû ìîäóëÿ ìåòðè÷åñêîãî
òåíçîðà ñâÿçàíî ñ îáîáùåíèåì ýòèõ ñîîòíîøåíèé íà ïñåâäîåâêëèäîâû
ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðûõ det diag(1,−1,−1,−1) = −1. Â ýòîì ñëó÷àå ìû
áû ïîëó÷èëè det(gij) = −J2 èëè J =

√
−g.
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4.7 Ïðèâåäåíèå ê ãëàâíûì îñÿì

Ðàññìîòðèì âðàùåíèå äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (ñòð. 58). Òàê
êàê â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ èñõîäíûé è âçàèìíûé ê íåìó áàçèñû ñîâ-
ïàäàþò: ei = ei = (i, j,k), ðàçíèöû ìåæäó âåðõíèìè è íèæíèìè èí-
äåêñàìè íåò. Ïîýòîìó â ýòîì ðàçäåëå âðåìåííî çàáóäåì î ñóììàöèîí-
íîì ïðàâèëå � �îäèí ââåðõó, âòîðîé âíèçó� � è âñå èíäåêñû îïóñòèì
âíèç. Äåêàðòîâû êîîðäèíàòû èñõîäíîé ñèñòåìû áóäåì îáîçíà÷àòü, êàê
xi = (x1, x2, x3), à ïîâ¼ðíóòîé � êàê x̃i = (x̃1, x̃2, x̃3).
Ïîâîðîòû ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûì, îðòîãîíàëüíûì (R−1 = RT ) ïðåîáðà-

çîâàíèåì êîîðäèíàò:

x̃i = Rij xj, xi = R−1
ij x̃j = RT

ijx̃j = Rjix̃j.

Íå çàâèñÿùàÿ îò êîîðäèíàò ìàòðèöà âðàùåíèé (ëèíåéíîñòü ïðåîáðàçî-
âàíèé!):

∂x̃i
∂xj

= Rij,
∂xi
∂x̃j

= Rji

îïðåäåëÿåò èçìåíåíèå ëþáîãî òåíçîðà ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè. Åñëè
áàçèñ èñõîäíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ðàâåí ei = (i, j,k), òî áàçèñ ïîâ¼ðíó-
òîé ñèñòåìû (íàïðàâëåíèå îñåé) îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèé:

ẽi =
∂xj
∂x̃i

ej = Rij ej, ẽi =
∂x̃i
∂xj

ej = Rij e
j.

Âûøå ñïåöèàëüíî çàïèñàíû ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ ñ
âåðõíèì è íèæíèì èíäåêñîì (èñõîäíûé è âçàèìíûé), ÷òîáû åù¼ ðàç
ïîä÷åðêíóòü, ÷òî â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ ýòè áàçèñû ñîâïàäàþò, è
âðàùåíèå, åñòåñòâåííî, ýòî ñîâïàäåíèå ñîõðàíÿåò.
Òåíçîð 2-ãî ðàíãà (êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà) ïðè âðàùåíèè èçìåíÿåòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì (êîìïîíåíòíàÿ è ìàòðè÷íàÿ çàïèñü):

ãij = RipRjr apr = Rip apr R
T
rj, Ã = R ·A ·RT .

Â ôèçèêå âñòðå÷àåòñÿ ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ñèììåòðè÷íûõ òåíçî-
ðîâ aij = aji (òåíçîð èíåðöèè, óïðóãîñòè è ò.ä.). Çíà÷åíèÿ èõ êîìïîíåíò
çàâèñÿò îò âûáîðà îðèåíòàöèè ñèñòåìû êîîðäèíàò. Äëÿ ëþáîãî ñèììåò-
ðè÷íîãî òåíçîðà, ñ íåçàâèñÿùèìè îò êîîðäèíàò êîìïîíåíòàìè, ñóùåñòâó-
åò âûäåëåííîå íàïðàâëåíèå äåêàðòîâûõ îñåé (ò.í. ãëàâíûå îñè), ïðè êîòî-
ðîì îí ñòàíîâèòñÿ äèàãîíàëüíûì. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðè óäà÷íîì âûáî-
ðå îðèåíòàöèè îñåé òàêîé òåíçîð â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëÿåòñÿ
òîëüêî 3-ìÿ, à íå 6-þ íåçàâèñèìûìè êîìïîíåíòàìè.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ñèñòåìå êîîðäèíàò xi ñèììåòðè÷íûé òåíçîð S íå

äèàãîíàëåí. Íàéä¼ì íîâóþ ñèñòåìó x̃i â êîòîðîé îí áóäåò äèàãîíàëüíûì.
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Äëÿ íåñèíãóëÿðíîé ìàòðèöû (detS ̸= 0) ðàçìåðîì 3× 3 óðàâíåíèå

S · u = λu

(óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ) èìååò íå áîëåå òð¼õ ðåøåíèé. Áó-
äåì îáîçíà÷àòü â êðóãëûõ ñêîáêàõ ââåðõó íîìåð ñîáñòâåííîãî âåêòîðà
ìàòðèöû, à âíèçó � åãî êîìïîíåíòû: u(α) = {u(α)1 , u

(α)
2 , u

(α)
3 }. Ïîñòðîèì

ìàòðèöó ïîâîðîòà ïðè ïîìîùè ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ S:

R = Rαβ = u
(α)
β .

Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî îíà îðòîãîíàëüíà:

(R ·RT )αβ = RαiR
T
iβ = RαiRβi = u

(α)
i u

(β)
i = δαβ.

Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå èñïîëüçîâàíà îðòîãîíàëüíîñòü [(3.3), ñòð. 56],
ñïðàâåäëèâàÿ äëÿ óíèòàðíîé (è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äåéñòâèòåëüíîé ñèì-
ìåòðè÷íîé ìàòðèöû). Òåíçîð S̃ â ïîâ¼ðíóòîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ðàâåí:

S̃αβ = RαisijRβj = u
(α)
i siju

(β)
j = λβ u

(α)
i u

(β)
i = λβ δαβ,

ãäå èñïîëüçîâàíî óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîîòíîøåíèå îð-
òîãîíàëüíîñòè (ïî β ñóììèðîâàíèÿ íåò). Òàêèì îáðàçîì, â ïîäõîäÿùåé
ñèñòåìå êîîðäèíàò ñèììåòðè÷íûé òåíçîð ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíûì:

S =

λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3

 .

Ïîëîæåíèå ãëàâíûõ îñåé îïðåäåëÿåòñÿ íîâûìè áàçèñíûìè âåêòîðàìè:

ẽi = Rij ej = u
(i)
j ej = u

(i)
1 i+ u

(i)
2 j+ u

(i)
3 k.

Èõ êîìïîíåíòû è ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè u(i) = {u(i)1 , u
(i)
2 , u

(i)
3 }.

Â ñëó÷àå, åñëè âñå òðè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ λ1, λ2, λ3 ðàçëè÷íû, ñóùå-
ñòâóåò òðè ðàçëè÷íûõ îðòîãîíàëüíûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðà, ÿâëÿþùèõñÿ
ãëàâíûìè îñÿìè.
Âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, êîãäà äâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ îäèíàêîâû è îò-

ëè÷íû îò òðåòüåãî λ1 = λ2 ̸= λ3. Â ýòîì ñëó÷àå îäíó ãëàâíóþ îñü ìîæíî
âûáðàòü âäîëü âåêòîðà u(3). Äâå äðóãèõ ëåæàò â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäè-
êóëÿðíîé ê u(3), è ìîãóò áûòü îðèåíòèðîâàíû ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì (ñ
ñîõðàíåíèåì îðòîãîíàëüíîñòè). Ãîâîðÿò, ÷òî ïîäîáíûé òåíçîð îáëàäàåò
öèëèíäðè÷åñêîé ñèììåòðèåé ñ îñüþ ñèììåòðèè u(3).
Ðàâåíñòâî âñåõ òðåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ1 = λ2 = λ3 = λ îçíà÷àåò,

÷òî ìàòðèöà S ïðîïîðöèîíàëüíà åäèíè÷íîé S = λ1. Â ñèëó îðòîãî-
íàëüíîñòè âðàùåíèé �åäèíè÷íîñòü� áóäåò ñîõðàíÿòüñÿ ïðè ïîâîðîòàõ, è
ëþáûå òðè îðòîãîíàëüíûå îñè áóäóò ãëàâíûìè. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò,
÷òî òåíçîð îáëàäàåò ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèåé.
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Çàäà÷è

• (l H74) Óáåäèòüñÿ, ÷òî ñóììà äâóõ òåíçîðîâ îäèíàêîâîãî òèïà ñíîâà
ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì òîãî æå òèïà.

• (l H75) Ïóñòü T ij � òåíçîð, à ai, bi âåêòîðû. Ïîêàçàòü, ÷òî aibi ÿâ-
ëÿåòñÿ ñêàëÿðîì, à T ijaj � êîâàðèàíòíûìè êîìïîíåíòàìè âåêòîðà.

• (l H76) Êàêèå èç ïðèâåäåííûõ âûðàæåíèé ÿâëÿþòñÿ òåíçîðíûìè â
ïðîèçâîëüíûõ êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ (gij � ìåòðè÷åñêèé òåíçîð).

(xixi)x
j,

dxi

dt

dxj

dt
, gijx

idx
j

dt
.

Êàêèå èç âûðàæåíèé ÿâëÿþòñÿ òåíçîðàìè ïðè ïîâîðîòàõ äåêàðòîâîé ñè-
ñòåìû êîîðäèíàò?

• (l H77) Äîêàçàòü àíòèñèììåòðè÷íîñòü òåíçîðà Eijk.

• (l H78) Äîêàçàòü:

Eijk E
prs = sign(g) εijk ε

prs, εijk ε
prs =

∣∣∣∣∣∣
δpi δri δsi
δpj δrj δsj
δpk δrk δsk

∣∣∣∣∣∣ ,
ãäå sign(g) � çíàê îïðåäåëèòåëÿ ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà.

• (l H79) Äîêàçàòü, ÷òî â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñâåðòêà ïðîèçâåäå-
íèÿ äâóõ òåíçîðîâ Ëåâè-×åâèòû ïî âñåì èíäåêñàì ðàâíà ôàêòîðèàëó n.
Çàòåì ïîëó÷èòü âòîðîå òîæäåñòâî (íåò ñâ¼ðòêè ïî ïîñëåäíèì èíäåêñàì):

Eijk...E
ijk... = sign(g)n!, Eij...kpE

ij...kr = sign(g) (n− 1)! δrp.

• (l H80) Íàéòè ìàòðèöó ïîâîðîòîâ R äëÿ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû
2× 2 èç çàäà÷è (l H51), ñòð. 174. Óáåäèòüñÿ, ÷òî R å¼ äèàãîíàëèçèðóåò.

• (l H81) Íàéòè óãîë, íà êîòîðûé íåîáõîäèìî ïîâåðíóòü äåêàðòîâó
ñèñòåìó êîîðäèíàò, ÷òîáû ïðîèçâîëüíàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà 2 × 2
ñòàëà äèàãîíàëüíîé.

• (l H82) Â äàííîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò êîìïîíåíòû òåíçîðà
èìåþò âèä

Aij =

1 2 1
2 2 2
1 2 1

 .

Íàéòè êîìïîíåíòû ýòîãî òåíçîðà â ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ áàçèñíûìè âåê-
òîðàìè ẽ1 = i, ẽ2 = i + j, ẽ3 = i + j + k. Â íîâîé ñèñòåìå âû÷èñëèòü
êîìïîíåíòû òåíçîðîâ Ãij, Ãi

j. Íàéòè âçàèìíûé áàçèñ.
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• (l H83) Â òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ 4-ìåðíîå ïñåâ-
äîåâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ñ ìåòðèêîé: gαβ = diag(1,−1,−1,−1).
Èíäåêñû êîîðäèíàò ïðèíÿòî íóìåðîâàòü ñ íóëÿ: xα = {x0, x1, x2, x3} =
{t, x, y, z}, ãäå t � âðåìÿ ñîáûòèÿ, x, y, z � åãî äåêàðòîâû êîîðäèíàòû,
è âûáðàíà ñèñòåìà åäèíèö, â êîòîðîé ñêîðîñòü ñâåòà c = 1. Çàïèñàòü
âûðàæåíèå äëÿ èíòåðâàëà ds2 = gαβdx

αdxβ. ×åìó ñîîòâåòñòâóåò ds = 0?

• (l H84) Ïîêàçàòü, ÷òî â òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëî-
ðåíöà: x̃0 = γ(x0 − vx1), x̃1 = γ(x1 − vx0), x̃2 = x2, x̃3 = x3, ãäå
v � îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü äâóõ ñèñòåì îòñ÷¼òà, îñòàâëÿþò èíòåðâàë ds
íåèçìåííûì (èíâàðèàíòíûì). Âûðàçèòü γ ÷åðåç v.

• (l H85) Êîíòðàâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû 4-âåêòîðà â ïñåâäîåâêëè-
äîâîì ïðîñòðàíñòâå � ýòî ÷èñëà Aα = {A0, A1, A2, A3} = {A0,A}. A0

íàçûâàåòñÿ âðåìåííîé ÷àñòüþ âåêòîðà, à òðîéêà A = {A1, A2, A3} � ïðî-
ñòðàíñòâåííîé. Âûðàçèòü ÷åðåç íèõ êîìïîíåíòû Aα = {A0, A1, A2, A3}.

• (l H86) Ðàññìîòðåòü 4-âåêòîð ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà j
α = {ρ, j}, ãäå ρ �

ïëîòíîñòü çàðÿäà, à j � ïëîòíîñòü òîêà. Êàêîìó óðàâíåíèþ ñîîòâåòñòâóåò
ñîîòíîøåíèå ∂αj

α = 0, ãäå ∂0 = ∂/∂t, ∂1 = ∂/∂x1 = ∂/∂x, è ò.ä.

• (l H87) Êîìïîíåíòû 4-âåêòîðà ïîòåíöèàëà Aα = {φ,A} ñâÿçàíû ñ
ýëåêòðè÷åñêèì è ìàãíèòíûì ïîëÿìè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

E = −∂0A−∇φ, B = ∇×A.

Âûðàçèòü òåíçîðû Fαβ = ∂αAβ − ∂βAα è F αβ ÷åðåç âåêòîðû E è B.

• (l H88) Çàïèñàòü ÷åðåç E è B ñëåäóþùèå ñîïðÿæ¼ííûå òåíçîðû:

∗Fαβ =
1

2
εαβµν F

µν, ∗F αβ.

• (l H89) Çàïèñàòü ÷åðåç E è B óðàâíåíèÿ: ∂αF
αβ = 4πjβ.

• (l H90) Çàïèñàòü ÷åðåç E è B óðàâíåíèÿ: ∂α
∗F αβ = 0.

• (l H91) Âûâåñòè èç óðàâíåíèÿ çàäà÷è (l H89) óðàâíåíèå íåïðåðûâ-
íîñòè.

• (l H92) Âûðàçèòü èíâàðèàíòíûå ñâ¼ðòêè Fαβ F
αβ, ∗Fαβ F

αβ ÷åðåç
íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé.

• (l H93) Ïðè ïîìîùè òåíçîðà Fαβ çàïèñàòü ïðåîáðàçîâàíèÿ íàïðÿ-
æ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëî-
ðåíöà.
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Ãëàâà 5

Êîâàðèàíòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå

Â ýòîé ãëàâå ìû ïðîäîëæèì èçó÷åíèå òåíçîðíûõ ñâîéñòâ âåëè÷èí. Òàê
êàê áîëüøèíñòâî óðàâíåíèé â ôèçèêå ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè,
íåîáõîäèìî ðàçîáðàòüñÿ, êàê äîëæíû âûãëÿäåòü ïîäîáíûå óðàâíåíèÿ ñ
ó÷¼òîì òðåáîâàíèÿ íåçàâèñèìîñòè èõ ôîðìû îò âûáîðà ñèñòåìû êîîðäè-
íàò.
Ìû ââåä¼ì íîâûé îáúåêò � ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ. Îíè, íå ÿâëÿÿñü

òåíçîðîì, òàê �ïîäïðàâëÿþò ïðîèçâîäíûå� ïî ïðîèçâîëüíûì êîîðäèíà-
òàì, ÷òî äèôôåðåíöèðîâàíèå ñîõðàíÿåò òåíçîðíûé õàðàêòåð ïðåîáðàçî-
âàíèé. Êðîìå ýòîãî, ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ îïðåäåëÿþò äèôôåðåíöè-
àëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ïðÿìîé, ÷òî îêàæåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî âàæíûì â
äàëüíåéøåì ïðè ðàññìîòðåíèè èñêðèâë¼ííûõ ïðîñòðàíñòâ. Ìû íàéä¼ì
ÿâíûé âèä âåêòîðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàöèé (ãðàäèåíòà, äèâåð-
ãåíöèè è ðîòîðà) â ïðîèçâîëüíûõ êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ è ðàñ-
ñìîòðèì ñïåöèàëüíûé êëàññ îðòîãîíàëüíûõ êîîðäèíàò.
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5.1 Ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ

• Êàêèå áû êîîðäèíàòû ìû íå âûáðàëè, äèôôåðåíöèàë ñêàëÿðíîé
ôóíêöèè áóäåò ðàâåí:

df =
∂f

∂qi
dqi = ∂if dqi,

ãäå èñïîëüçóåòñÿ ñîêðàù¼ííàÿ çàïèñü äëÿ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî i-òîé
êîîðäèíàòå ∂if . Áåñêîíå÷íî ìàëîå ñìåùåíèå â ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ
âåêòîðîì, êîìïîíåíòû ðàçëîæåíèÿ ïî êðèâîëèíåéíîìó áàçèñó êîòîðîãî
ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèàëàìè êîîðäèíàò:

dr = ei dq
i, ei =

∂r

∂qi
≡ ∂ir.

Îïðåäåëèì âåêòîð ãðàäèåíòà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∇f = ei ∂if, (5.1)

ãäå çàïèñàíî ðàçëîæåíèå ïî âçàèìíîìó áàçèñó. Îïðåäåëåíèå ãðàäèåíòà
ñäåëàíî òàê, ÷òîáû ïðè åãî ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè íà âåêòîð áåñêîíå÷-
íî ìàëîãî ñìåùåíèÿ dr ïîëó÷àëñÿ äèôôåðåíöèàë:

df = ∇f · dr = (ei ∂if) · (ej dqj) = δij ∂if dqj = ∂if dqi.

�Îòîðâ¼ì� íàáëó îò ôóíêöèè, îïðåäåëèâ âåêòîðíûé îïåðàòîð:

∇ = ei ∂i.

Ïðè äåéñòâèè ïðîèçâîäíîé íåîáõîäèìî äèôôåðåíöèðîâàòü âñ¼, ÷òî ñòîèò
ñïðàâà îò íå¼, â òîì ÷èñëå è áàçèñíûå âåêòîðû. Íàïðèìåð, ïðè âû÷èñëå-
íèè äèâåðãåíöèè âåêòîðà A = Aiei èìååì:

∇ ·A = (ek∂k) · (Aiei) = (ekei)∂kA
i + ek (∂kei)A

i,

èëè
∇ ·A = ∂kA

k + Γk
ikA

i,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî ekei = δki è ââåäåíû ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ:

Γk
ij = ek∂jei. (5.2)

Ïðè ïîìîùè ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà òàêæå îïðåäåëÿþòñÿ ñèìâîëû Êðè-
ñòîôôåëÿ ñ íèæíèìè èíäåêñàìè:

Γk, ij = gkpΓ
p
ij = ek∂jei.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â äèâåðãåíöèè ∂kA
k ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâîä-

íûå êîìïîíåíò âåêòîðíîãî ïîëÿ, òîãäà êàê âòîðîå ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî â
êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ áàçèñíûå âåêòîðû èçìåíÿþòñÿ ïðè ïåðåõîäå
îò îäíîé òî÷êè ïðîñòðàíñòâà ê äðóãîé (çàâèñÿò îò êîîðäèíàò). Ñèìâîëû
Êðèñòîôôåëÿ îòðàæàþò â ñåáå ýòî èçìåíåíèå áàçèñà.
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• Áàçèñ ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíîé ðàäèóñ-âåêòîðà r = xi + yj + zk äå-
êàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ei = ∂ir. Ïîýòîìó ñèìâîëû Êðèñòîôôå-
ëÿ ñèììåòðè÷íû ïî ïîñëåäíèì äâóì èíäåêñàì Γk, ij = ek ∂j∂ir (òàê êàê
∂i∂j = ∂j∂i):

Γk, ij = Γk, ji, Γk
ij = Γk

ji.

• Ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç ìåòðè÷åñêèé
òåíçîð gij. Âîçüì¼ì ïðîèçâîäíóþ îò ei · ej = gij ïî k-òîé êîîðäèíàòå:

ei∂kej + ej∂kei = ∂kgij.

Ïåðåèìåíîâûâàÿ èíäåêñû (èëè áåðÿ ïðîèçâîäíûå îò gik è gjk), ïîëó÷àåì
äâà àíàëîãè÷íûõ óðàâíåíèÿ:

ei∂jek + ek∂jei = ∂jgik, ej∂iek + ek∂iej = ∂igjk.

Ñêëàäûâàÿ ïîñëåäíèå äâà óðàâíåíèÿ è âû÷èòàÿ ïåðâîå, ñ ó÷¼òîì òîãî,
÷òî ∂iej = ∂jei = ∂i∂jr, ïîëó÷àåì:

Γk, ij =
1

2

(
∂igjk + ∂jgik − ∂kgij

)
= ek∂jei. (5.3)

Ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ ñ âåðõíèì èíäåêñîì ïîëó÷àþòñÿ èç ýòîãî âûðà-
æåíèÿ ïðè ïîìîùè ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà Γk

ij = gkpΓp, ij.

• Ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ íå ÿâëÿþòñÿ òåíçîðîì:

Γ̃k, ij = ẽk∂̃jẽi =
∂qr

∂q̃k
er

∂

∂qs

(
∂qp

∂q̃i
ep

)
∂qs

∂q̃j
. (5.4)

Â ðåçóëüòàòå ðàñêðûòèÿ ïðîèçâîäíîé îò êðóãëûõ ñêîáîê (l H95) ïîÿâëÿ-
åòñÿ âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî êîîðäèíàòàì, êîòîðàÿ â ñëó÷àå íåëèíåéíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé íàðóøàåò òåíçîðíûé õàðàêòåð ïðåîáðàçîâàíèÿ Γk, ij.

• Ðàññìîòðèì ïîëÿðíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò. Äèôôåðåíöèðîâàíèå âåê-
òîðîâ áàçèñà (4.2), ñòð. 64, äà¼ò:

∂rer = 0, ∂reϕ = ∂ϕer =
eϕ
r
, ∂ϕeϕ = −r er,

ãäå ∂r = ∂/∂r, ∂ϕ = ∂/∂ϕ. Íóìåðóÿ êîîðäèíàòû òàê, ÷òî qi = (r, ϕ),
ïîëó÷àåì òîëüêî òðè îòëè÷íûõ îò íóëÿ ñèìâîëà Êðèñòîôôåëÿ:

Γ1, 22 = er ∂ϕeϕ = −r, Γ2, 12 = Γ2, 21 = eϕ ∂reϕ = r.

Ñòîèò ïðîâåðèòü (l H94), ÷òî ýòîò æå ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç (5.3). Îáðàò-
íûé ê ìåòðè÷åñêîìó òåíçîðó (4.5), ñòð. 67, òåíçîð gij èìååò äâà íåíóëå-
âûõ ýëåìåíòà: g11 = 1, g22 = 1/r2. Ñóììèðóÿ ñèìâîëû Γp, ij ñ òåíçîðîì
gkp, ïîëó÷èì ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ ñ âåðõíèì èíäåêñîì:

Γ1
22 = −r, Γ2

12 = Γ2
21 = 1/r.

Âñå îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû ðàâíû íóëþ.



84 ÃËÀÂÀ 5.

5.2 Êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ

• Ïóñòü çàäàíî âåêòîðíîå ïîëå A. Ýòà âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé, è ïðè ïåðåõîäå èç îäíîé òî÷êè â äðóãóþ (áåñ-
êîíå÷íî áëèçêóþ) èçìåíÿåòñÿ íåçíà÷èòåëüíî. Â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ
èçìåíåíèå ïðîåêöèé âåêòîðíîãî ïîëÿ îáóñëîâëåíî òîëüêî èçìåíåíèåì ñà-
ìîãî ïîëÿ. Â êðèâîëèíåéíîì áàçèñå êîìïîíåíòû âåêòîðà èçìåíÿþòñÿ êàê
èç-çà èçìåíåíèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ, òàê è â ðåçóëüòàòå èçìåíåíèÿ áàçèñíûõ
âåêòîðîâ ïðè ñìåùåíèè â ïðîñòðàíñòâå:

dA = d(Ajej) = d(Aje
j).

Ðàñêðûâàÿ äèôôåðåíöèàë ïðîèçâåäåíèÿ, íàïðèìåð, ïðè ðàçëîæåíèè âåê-
òîðíîãî ïîëÿ ïî áàçèñó ej, èìååì:

dA =
(
ej ∂kA

j + Aj∂kej
)
dqk = ejDAj.

Âî âòîðîì ðàâåíñòâå çàïèñàíî ðàçëîæåíèå âåêòîðà dA ïî áàçèñó ej. Êî-
ýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ

DAi = (DkA
i) dqk

íàçûâàþòñÿ êîâàðèàíòíûì äèôôåðåíöèàëîì, à DkA
i � êîâàðèàíòíîé

ïðîèçâîäíîé. Ïðèíÿòî òàêæå îáîçíà÷åíèå: DkA
i ≡ Ai

;k. ×òîáû å¼ íàé-
òè, óìíîæèì îáå ÷àñòè ðàçëîæåíèÿ dA íà âçàèìíûé áàçèñ ei. Ñ ó÷¼òîì
îïðåäåëåíèÿ Γi

jk = ei∂kej è ñâîéñòâà îðòîãîíàëüíîñòè eiej = δij, èìååì:

DkA
i ≡ Ai

;k = ∂kA
i + Γi

jk A
j. (5.5)

Àíàëîãè÷íî ïðè ðàçëîæåíèè ïî âçàèìíîìó áàçèñó dA = eiDAi. Äëÿ
ïîëó÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ DAi = DkAi dq

k íåîáõîäèìî ó÷åñòü, ÷òî èç
eie

j = δji ñëåäóåò ei∂ke
j = −ej∂kei. Â ðåçóëüòàòå êîâàðèàíòíàÿ ïðîèç-

âîäíàÿ îò Ai ðàâíà:

DkAi ≡ Ai;k = ∂kAi − Γj
ik Aj. (5.6)

Èçìåíåíèå âåêòîðà dA ÿâëÿåòñÿ ôèçè÷åñêîé (ãåîìåòðè÷åñêîé) âåëè÷è-
íîé è íå çàâèñèò îò ñèñòåìû êîîðäèíàò. Òàê êàê ei è dqk ïðåîáðàçóþòñÿ
ïî òåíçîðíîìó çàêîíó, òî è îáîáù¼ííûå ïðîèçâîäíûå DkA

i, DkAi òàêæå
ÿâëÿþòñÿ òåíçîðàìè. Â îòëè÷èå îò ïðîèçâîäíîé ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ∂kf , âû-
ðàæåíèå ∂kA

i òåíçîðîì íå ÿâëÿåòñÿ. Ïîýòîìó, åñëè íåîáõîäèìî çàïèñàòü
äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, èìåþùèå êîâàðèàíòíûé (íåèçìåííûé)
âèä â ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò, íåîáõîäèìî âìåñòî ïðîèçâîäíûõ
∂kA

i èñïîëüçîâàòü èõ êîâàðèàíòíóþ âåðñèþ DkA
i, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ òåí-

çîðîì. Â ÷àñòíîñòè, äèâåðãåíöèÿ � ýòî ∇A = DiA
i = Ai

;i.
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•Àíàëîãè÷íî êîâàðèàíòíîìó äèôôåðåíöèðîâàíèþ êîìïîíåíò âåêòîðà
ìîæíî ââåñòè êîâàðèàíòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå òåíçîðà, êîòîðîå ïîä-
÷èíÿåòñÿ îáû÷íûì ïðàâèëàì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Íàïðèìåð, äëÿ ïðî-
èçâîäíîé ïðîèçâåäåíèÿ èìååì:

Dk(A
iBj) = (DkA

i)Bj + Ai(DkB
j) = ∂k(A

iBj) + Γi
pkA

pBj + Γj
pkA

iBp,

ãäå âî âòîðîì ðàâåíñòâå ïîäñòàâëåíà êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ êàæäîãî
âåêòîðà. Òàê êàê (DkA

i) è Bj ïðåîáðàçóþòñÿ êàê òåíçîð, ñóììà òåíçî-
ðîâ òàêæå òåíçîð (l H74), òî îïðåäåëåííàÿ òàêèì îáðàçîì êîâàðèàíòíàÿ
ïðîèçâîäíàÿDk(A

iBj) îêàçûâàåòñÿ òåíçîðîì. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òåíçî-
ðîâ âòîðîãî ðàíãà êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

DkA
ij ≡ Aij

;k = ∂kA
ij + Γi

pkA
pj + Γj

pkA
ip,

DkAij ≡ Aij;k = ∂kAij − Γp
ikApj − Γp

jkAip,

DkA
i
j ≡ Ai

j;k = ∂kA
i
j + Γi

pkA
p
j − Γp

jkA
i
p.

Ïåðâîå âûðàæåíèå çàïèñàíî ïî àíàëîãèè ïðîèçâîäíîé AiBj [òåíçîð òè-
ïà (2,0)], âòîðîå è òðåòüå � êàê AiBj è AiBj [òåíçîðû òèïà (0,2) è (1,1)
ñîîòâåòñòâåííî]. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ îò òåíçîðà ïðî-
èçâîëüíîãî òèïà. Êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîâûøàåò ðàíã òåíçîðà íà
åäèíèöó. Ïðè ýòîì îíà ñîõðàíÿåò òåíçîðíîñòü âûðàæåíèÿ, à ñëåäîâàòåëü-
íî, óðàâíåíèå, â êîòîðîå îíà âõîäèò, áóäåò èìåòü îäèíàêîâóþ ôîðìó âî
âñåõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Êîâàðèàíòíûé äèôôåðåíöèàë òåíçîðà ðàâåí
DAij = DkA

ij dqk, è ò.ä.

• Êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ðàâíà íóëþ:

Dkgij = 0. (5.7)

Ýòîò âàæíûé ôàêò íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé Ðè÷÷è. Îíà äîêàçûâàåòñÿ ïðÿ-
ìûì âû÷èñëåíèåì. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâîäíîé òåíçîðà èìååì:

Dkgij = ∂kgij − Γp
ikgpj − Γp

jkgip = ∂kgij − Γj, ik − Γi, jk = 0.

Âî âòîðîì ðàâåíñòâå îïóùåí âíèç èíäåêñ ó ñèìâîëà Êðèñòîôôåëÿ, à
íîëü â òðåòüåì ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ (5.3) äëÿ ñèì-
âîëîâ Êðèñòîôôåëÿ ÷åðåç ïðîèçâîäíûå ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà. Àíàëî-
ãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ òîæäåñòâî Dkg

ij = 0 (l H103).
Òåîðåìà Ðè÷÷è ïîçâîëÿåò îáðàùàòüñÿ ñ ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì, êàê ñ

ïîñòîÿííûì òåíçîðîì, âíîñÿ åãî ïîä êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ:

gikDjA
k = Dj(gikA

k) = DjAi,

ïîäíèìàÿ è îïóñêàÿ èíäåêñû ïîä ïðîèçâîäíîé.
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5.3 Ãåîäåçè÷åñêàÿ è ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ

• Â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ xk = (x, y, z) óðàâíåíèå ïðÿìîé èìååò
âèä: xk = ak + ukt, ãäå ak, uk � êîíñòàíòû, à t � ñêàëÿðíûé ïàðàìåòð
(ñòð. 16). Ôèçè÷åñêè ýòî ìîæåò áûòü òðàåêòîðèÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû,
äâèæóùåéñÿ â ïðîñòðàíñòâå ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ uk = dxk/dt. Â ýòîì
ñëó÷àå t � ýòî âðåìÿ. Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ òàêîé ÷àñòèöû (âòîðîé çàêîí
Íüþòîíà) çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

duk

dt
=

d2xk

dt2
= 0.

Ïðèäàäèì åìó êîâàðèàíòíûé âèä â ïðîèçâîëüíûõ êîîðäèíàòàõ qk. Òàê
êàê dqk ïðåîáðàçóåòñÿ, êàê êîíòðàâàðèàíòíûé âåêòîð, à t � ñêàëÿð (âðå-
ìÿ), òî ñêîðîñòü uk = dqk/dt â ïðîèçâîëüíûõ êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíà-
òàõ ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì (êîìïîíåíòàìè âåêòîðà). Çàìåíèì îáû÷íûé äèô-
ôåðåíöèàë d êîâàðèàíòíûì D:

Duk

dt
=

Dju
k dqj

dt
= (∂ju

k + Γk
ij u

i)
dqj

dt
= ∂ju

k dq
j

dt
+ Γk

ij

dqi

dt

dqj

dt
= 0.

Ïðîèçâîäíàÿ ñêîðîñòè ðàâíà duk/dt = (∂ju
k)(dqj/dt), è, ñëåäîâàòåëüíî,

óðàâíåíèå ïðÿìîé (ò.í. ãåîäåçè÷åñêàÿ) ïðèíèìàåò âèä:

d2qk

dt2
+ Γk

ij

dqi

dt

dqj

dt
= 0. (5.8)

Â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ ðàâíû íóëþ (ìåòðè-
÷åñêèé òåíçîð ïîñòîÿíåí), è ìû âîçâðàùàåìñÿ ê d2qk/dt2 = 0.

Â 2-ìåðíûõ ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ qi = (r, ϕ) ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ
ðàâíû: Γ1

22 = −r è Γ2
12 = Γ2

21 = 1/r, ïîýòîìó óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêîé:

{
r̈ − rϕ̇2 = 0

ϕ̈+ 2
r ϕ̇ ṙ = 0,

ãäå òî÷êà � ïðîèçâîäíàÿ ïî t. Åñëè ϕ = const, ïîëó÷àåì r̈ = 0, ÷òî
ñîîòâåòñòâóåò ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò: r = u t, ãäå
u � êîíñòàíòà è r = 0 ïðè t = 0. Åñëè ïðÿìàÿ íå ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëî
êîîðäèíàò, òî âòîðîå óðàâíåíèå äà¼ò ϕ̇ = const/r2, ò.å. ÷åì äàëüøå òî÷êè
íà ïðÿìîé îò íà÷àëà êîîðäèíàò, òåì ìåíüøå èçìåíÿåòñÿ óãîë.
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• Îäíîðîäíûì âåêòîðíûì ïîëåì íàçûâàåòñÿ îäèíàêîâîå âî âñ¼ì ïðî-
ñòðàíñòâå ïîëå. Â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ ïîñòîÿíñòâî îçíà÷àëî áû íåçà-
âèñèìîñòü êîìïîíåíò ïîëÿ îò êîîðäèíàò, ò.å. ∂iA

k = 0. Â ïðîèçâîëüíîì
êðèâîëèíåéíîì áàçèñå êîìïîíåíòû îäíîðîäíîãî ïîëÿ èçìåíÿþòñÿ îò òî÷-
êè ê òî÷êå, è êîâàðèàíòíîå óñëîâèå îäíîðîäíîñòè èìååò âèä:

DjA
k = ∂jA

k + Γk
ijA

i = 0.

Ãîâîðÿò, ÷òî îäíîðîäíîå âåêòîðíîå ïîëå ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ïàðàë-
ëåëüíîãî ïåðåíîñà íåêîòîðîãî âåêòîðà âî âñå òî÷êè ïðîñòðàíñòâà. Ïóñòü
ïðè ïåðåíîñå èçìåíåíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ ðàâíî íóëþ:

dA = d(Aiei) = ei dA
i + Ai∂jei dq

j = 0.

Óìíîæàÿ íà ek, ïîëó÷àåì èçìåíåíèå êîìïîíåíò ïàðàëëåëüíî ïåðåíåñåí-
íîãî âåêòîðà â íàïðàâëåíèè dqj:

dAk = −Γk
ijA

i dqj. (5.9)

Ãåîäåçè÷åñêàÿ (5.8) îïðåäåëÿåò ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ âåêòîðà dqk.
Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè îí êàñàåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé (ÿâëÿåòñÿ å¼
íàïðàâëÿþùåé). Ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå d2qk = d(dqk) = −Γk

ijdq
i dqj

âîçíèêàåò óðàâíåíèå (5.8), äàþùåå êàñàòåëüíóþ â ñîñåäíåé òî÷êå.
Ðàññìîòðèì äëÿ ïðèìåðà ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ â ïîëÿðíîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò qi = (r, ϕ):{
dAr = rAϕ dϕ

dAϕ = −1
r (A

r dϕ+ Aϕ dr).

Íàïîìíèì (ñòð. 70), ÷òî er = {cϕ, sϕ}, eϕ = {−rsϕ, rcϕ}, ïîýòîìó áàçèñ-
íûé âåêòîð |er| = 1, à âåêòîð eϕ åìó ïåðïåíäèêóëÿðåí, è òåì äëèííåå,
÷åì äàëüøå îí íàõîäèòñÿ îò íà÷àëà êîîðäèíàò (|eϕ| = r):

Åñëè ïåðåíîñ ïðîèñõîäèò âäîëü ðàäèóñà (dϕ = 0), òî ðàäèàëüíàÿ ïðî-
åêöèÿ Ar íå èçìåíÿåòñÿ dAr = 0, à äëÿ óãëîâîé ïîëó÷àåì óðàâíåíèå
dAϕ/Aϕ = −dr/r, îòêóäà Aϕ = const/r. Òàê êàê áàçèñíûé âåêòîð eϕ â r
ðàç óäëèíÿåòñÿ ïðè óäàëåíèè îò íà÷àëà êîîðäèíàò, ïðîåêöèÿ ïîñòîÿííîãî
âåêòîðà A âî ñòîëüêî æå ðàç óìåíüøàåòñÿ. Àíàëîãè÷íî àíàëèçèðóåòñÿ
ïðàâûé ðèñóíîê (ïåðåíîñ âäîëü îêðóæíîñòè dr = 0). Óãîë âåêòîðà ñ
ïðÿìîé (ãåîäåçè÷åñêàÿ!) ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå ïîñòîÿíåí.
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5.4 Ìèíèìèçàöèÿ ðàññòîÿíèÿ

• Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèîíàëîì íàçûâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèé îáúåêò,
êîòîðûé íåêîòîðîé ôóíêöèè ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî. Îïðåäåë¼í-
íûé èíòåãðàë ýòî ïðîñòåéøèé ïðèìåð ôóíêöèîíàëà. ×èñëîì ÿâëÿåòñÿ
ïëîùàäü ïîä òîé èëè èíîé ôóíêöèåé. Èç âñåõ âîçìîæíûõ ôóíêöèé îñî-
áûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ôóíêöèè, êîòîðûå ìèíèìèçèðóþò çíà÷åíèå
èíòåãðàëà. Ïóñòü L(qi, q̇i) (ò.í. ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà) çàâèñèò îò ôóíê-
öèé qi = qi(t) è èõ ïðîèçâîäíûõ q̇i = dqi/dt. Ïðîèíòåãðèðóåì å¼ îò 0 äî
ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà s:

I[q] =

s∫
0

L(q, q̇) dt = min.

Ôóíêöèîíàë I[q] áóäåò ìèíèìàëüíûì (òî÷íåå, ýêñòðåìàëüíûì), åñëè ôóíê-
öèè qi(t) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì Ëàãðàíæà:

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
=

∂L

∂qi
. (5.10)

Äëÿ èõ âûâîäà íåîáõîäèìî ê ýêñòðåìàëüíîé òðàåêòîðèè qi(t) äîáàâèòü
ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè φi(t), óìíîæåííûå íà íåêîòîðîå ÷èñëî ε. Áóäåì
ðàññìàòðèâàòü âñå âîçìîæíûå ôóíêöèè, ñîåäèíÿþùèå íà÷àëüíóþ è êî-
íå÷íóþ òî÷êè, ò.å. φi(0) = φi(s) = 0 (ñì. ðèñóíîê).

Èíòåãðàë, êàê ôóíêöèÿ ε, èìååò ýêñòðåìóì ïðè ε = 0, ñëåäîâàòåëüíî:

d

dε

s∫
0

L(q + εφ, q̇ + εφ̇) dt
∣∣∣
ε=0

=

s∫
0

[
∂L

∂qi
φi +

∂L

∂q̇i
φ̇i

]
dt = 0.

Âî âòîðîì ñëàãàåìîì â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ âûäåëèì ïîëíûé äèôôåðåí-
öèàë:

s∫
0

[
∂L

∂qi
− d

dt

(
∂L

∂q̇i

)]
φi dt+

s∫
0

d

dt

(
∂L

∂q̇i
φi

)
dt = 0.

Â ñèëó ôèêñèðîâàííîñòè íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé òî÷êè (φi(0) = φi(s) =
0) âòîðîé èíòåãðàë ðàâåí íóëþ. Òàê êàê ôóíêöèè φi(t) ïðîèçâîëüíû,
ïåðâûé èíòåãðàë áóäåò ðàâåí íóëþ, òîëüêî åñëè ðàâíî íóëþ âûðàæåíèå
â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ, ÷òî è ïðèâîäèò ê óðàâíåíèÿì Ëàãðàíæà.
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• Ãåîäåçè÷åñêàÿ èìååò âàæíîå ñâîéñòâî, êîòîðîå îñòà¼òñÿ ñïðàâåäëè-
âûì è â ïðîñòðàíñòâàõ ñ äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíîé ãåîìåòðèåé: êðàò÷àé-
øåå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè ïðîõîäèòñÿ ïî ãåîäåçè÷åñêîé:

I[q] =

s∫
0

√
dl2 =

s∫
0

(gij dq
i dqj)1/2 =

s∫
0

(gij q̇
i q̇j)1/2 dt = min.

Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà L(q, q̇) = (gij q̇
iq̇j)1/2, è ïîýòîìó

óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà ïðèíèìàþò âèä:

d

dt

(
gkj q̇

j

L

)
=

∂kgij q̇
iq̇j

2L
.

Âûáåðåì âìåñòî ïðîèçâîëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè êðèâîé íàòóðàëüíóþ ïà-
ðàìåòðèçàöèþ t = s (ñòð. 19). Â ýòîì ñëó÷àå L = dl/dt = 1, è ïðè
äèôôåðåíöèðîâàíèè íà ýêñòðåìàëüíîé êðèâîé ìîæíî ïîëîæèòü L = 1:

∂igkj q̇
j q̇i + gkj q̈j =

1

2
∂kgij q̇

iq̇j.

Òàê êàê ïðîèçâåäåíèå q̇j q̇i ñèììåòðè÷íî ïî èíäåêñàì i è j, ñèììåòðèçóåì
(ïåðåèìåíîâàâ èíäåêñû) ïåðâûé ÷ëåí â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ:

∂igkj q̇
j q̇i =

1

2
(∂igkj + ∂jgki) q̇

j q̇i.

Ñâåðíóâ ñ gpk, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêîé:

d2qp

ds2
+ Γp

ij

dqi

ds

dqj

ds
= 0. (5.11)

Çàïèñûâàòü óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêîé â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå îáû÷-
íî îñîáîãî ñìûñëà íå èìååò. Íàèáîëåå ïðîñòî ïðÿìàÿ ëèíèÿ îïèñûâàåòñÿ
â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ. Îäíàêî â ñëåäóþùåé ãëàâå áóäóò ðàññìîòðå-
íû ïðîñòðàíñòâà, îáëàäàþùèå êðèâèçíîé (íàïðèìåð, ïîâåðõíîñòü ñôå-
ðû). Â òàêèõ ïðîñòðàíñòâàõ ìîæíî îïðåäåëèòü ïðÿìóþ, êàê êðàò÷àéøåå
ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè. Ýòà ëèíèÿ óæå íå áóäåò ïðÿìîé â
åâêëèäîâîì ñìûñëå, íî îíà îêàçûâàåòñÿ î÷åíü ïîëåçíîé äëÿ çàäà÷ âíóò-
ðåííåé ãåîìåòðèè èñêðèâë¼ííîãî ïðîñòðàíñòâà. Â ýòîì ñëó÷àå íèêàêèì
ïðåîáðàçîâàíèåì êîîðäèíàò íåëüçÿ ïîëó÷èòü åâêëèäîâó ìåòðèêó â äå-
êàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ dl2 = dx2+dy2+dz2 ñ ïðÿìûìè âèäà xi = ai+uit.
Ïîýòîìó èñïîëüçîâàíèå óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêîé ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì èí-
ñòðóìåíòîì äëÿ ïîñòðîåíèÿ �ïðÿìûõ� â èñêðèâë¼ííîì ïðîñòðàíñòâå.
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5.5 Ñêîðîñòü è ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ

• Ðàññìîòðèì ÷àñòèöó, äâèæóùóþñÿ â ïðîñòðàíñòâå ñ íåêîòîðîé ñêî-
ðîñòüþ u, ðàâíîé îòíîøåíèþ ñìåùåíèÿ dr = eidq

i íà âðåìÿ dt:

u =
dr

dt
= q̇i ei. (5.12)

Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîäíûå êîîðäèíàò q̇i ÿâëÿþòñÿ êîíòðàâàðèàíòíû-
ìè êîìïîíåíòàìè âåêòîðà ñêîðîñòè.
Âåêòîð ñêîðîñòè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê ôóíêöèþ êîîðäèíàò è èõ

ïðîèçâîäíûõ ïî âðåìåíè u(qi, q̇i). Îò ïðîèçâîäíûõ q̇i ñêîðîñòü çàâèñèò
ëèíåéíî, à îò êîîðäèíàò � ÷åðåç áàçèñíûå âåêòîðû ei(q

1, q2, q3). Ïîýòîìó
èç (5.12) ñëåäóåò, ÷òî:

∂u

∂q̇i
= ei,

∂u

∂qi
=

∂ej
∂qi

q̇j =
∂ei
∂qj

q̇j =
dei
dt

. (5.13)

Âî âòîðîì ñîîòíîøåíèè ó÷òåíî, ÷òî ∂jei = ∂j∂ir = ∂iej, è çàòåì çàïèñàíà
ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè îò ei.
Íàéä¼ì òåïåðü êîâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû óñêîðåíèÿ a = aie

i (ïðîèç-
âîäíîé îò ñêîðîñòè a = du/dt):

ai = aei =
du

dt
ei =

d(uei)

dt
− u

dei
dt

.

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ äëÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ è èõ ïîëíîé ïðîèçâîäíîé
ïî âðåìåíè (5.13), ïîëó÷àåì:

ai =
1

2

(
d

dt

∂u2

∂q̇i
− ∂u2

∂qi

)
, (5.14)

ãäå ó÷òåíî, ÷òî u(∂u/∂qi) = (1/2)∂u2/∂qi, è ò.ä. Êâàäðàò ñêîðîñòè âû-
ðàæàåòñÿ ÷åðåç ìåòðè÷åñêèé òåíçîð:

u2 =

(
dr

dt

)2

=
(eidq

i)2

dt2
= gij q̇

iq̇j

è ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì ïî êîîðäèíàòíûì ñêîðîñòÿì q̇i, à îò êîîðäèíàò
çàâèñèò ÷åðåç êîýôôèöèåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà gij.
Êîíòðàâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû óñêîðåíèÿ íàõîäÿòñÿ, êàê îáû÷íî, ïðè

ïîìîùè îáðàòíîãî ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà:

ai = gijaj.

Çàìåòèì, ÷òî ñâîáîäíîå äâèæåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå íóëåâîìó óñêîðå-
íèþ ai = 0, ïîëó÷àåòñÿ èç óðàâíåíèé Ëàãðàíæà ñ L = u2/2 [ñì. (5.10) è
(5.14)]. Ýòà ôóíêöèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ÷àñòèöû.
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• Â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, â îáùåì ñëó÷àå, ñóùåñòâóåò 18 = 3 · 6
ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ Γk

ij (ñ ó÷¼òîì èõ ñèììåòðèè ïî èíäåêñàì i è j).
×àñòî ìíîãèå èç ýòèõ ñèìâîëîâ ðàâíû íóëþ. Âûðàæåíèå (5.14) ïîçâîëÿ-
åò ñðàçó ïîëó÷èòü íåíóëåâûå ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ áåç ïåðåáîðà âñåõ
18 âîçìîæíûõ êîìáèíàöèé èõ èíäåêñîâ. Äåéñòâèòåëüíî, âû÷èñëèì êîì-
ïîíåíòû óñêîðåíèÿ åù¼ îäíèì ñïîñîáîì:

a =
du

dt
=

d(eiq̇
i)

dt
= ei q̈

i + ∂jei q̇
j q̇i.

Óìíîæàÿ íà âçàèìíûé áàçèñ ek, ïîëó÷àåì:

ak = aek = q̈k + Γk
ij q̇

iq̇j,

ãäå ó÷òåíî îïðåäåëåíèå ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ Γk
ij = ek∂jei. Îáðàòèì

âíèìàíèå, ÷òî åñëè ak = 0, òî ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêîé!

Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ íåíóëåâûõ ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ ñëåäóþùèé.
Ïî ôîðìóëå (5.14) íàõîäÿòñÿ êîìïîíåíòû óñêîðåíèÿ ai. Ñèìâîëû Êðè-
ñòîôôåëÿ áóäóò êîýôôèöèåíòàìè ïðè ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ êîîðäèíàò
ïî âðåìåíè. Ïðîäåëàåì ýòè âû÷èñëåíèÿ â ñëó÷àå ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò dl2 = dr2 + r2dθ2 + r2s2θdϕ

2 (ñì. ñòð. 70):

u2 = ṙ2 + r2θ̇2 + r2s2θ ϕ̇
2.

Òðè êîìïîíåíòû óñêîðåíèÿ ïî ôîðìóëå (5.14) ðàâíû:

ar =
dṙ

dt
− rθ̇2 − r s2θ ϕ̇

2, aθ =
d(r2 θ̇)

dt
− r2sθcθ ϕ̇

2, aϕ =
d(r2 s2θ ϕ̇)

dt
,

èëè, ðàñêðûâàÿ ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè:

ar = r̈ − r θ̇2 − r s2θ ϕ̇
2,

aθ = r2 θ̈ + 2r ṙθ̇ − r2sθcθ ϕ̇
2,

aϕ = r2 s2θ ϕ̈+ 2r s2θ ṙϕ̇+ 2r2 sθcθ θ̇ϕ̇.

Êîýôôèöèåíòû ïðè ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ q̇i = (ṙ, θ̇, ϕ̇) ðàâíû:

Γ1,22 = −r, Γ1,33 = −r s2θ, Γ2,12 = Γ2,21 = r, Γ2,33 = −r2sθcθ,

Γ3,13 = Γ3,31 = r s2θ, Γ3,23 = Γ3,32 = r2 sθcθ.

Îñòàëüíûå 12 (!) ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ ðàâíû íóëþ. Èíäåêñ ïîäíè-
ìàåòñÿ ïðè ïîìîùè ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà gij = diag(1, 1/r2, 1/(rsθ)

2).
Ïîýòîìó Γ1

ij = Γ1,ij, Γ2
ij = Γ2,ij/r

2, Γ3
ij = Γ3,ij/r

2s2θ.
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5.6 Êðèâîëèíåéíûé âåêòîðíûé àíàëèç

• Ïîëó÷èì íåñêîëüêî ïîëåçíûõ ñîîòíîøåíèé, óïðîùàþùèõ âû÷èñëå-
íèå äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàöèé â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ. Âàæ-
íóþ ðîëü èãðàåò îïðåäåëèòåëü ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ñ íèæíèìè èí-
äåêñàìè g = det |gij|. Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ñ âåðõíèìè èíäåêñàìè ìîæåò
áûòü âûðàæåí ÷åðåç ïðîèçâîäíóþ ýòîãî îïðåäåëèòåëÿ:

gij =
1

g

∂g

∂gij
. (5.15)

Íàïðèìåð, â 2-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëèòåëü ðàâåí:

g = det

(
g11 g12
g21 g22

)
= g11g22 − g12g21.

Áåðÿ îò íåãî ïðîèçâîäíóþ ïîñëåäîâàòåëüíî ïî g11, g12, è ò.ä., ïîëó÷àåì:

gij =
1

g

(
g22 −g21

−g12 g11

)
.

Ïðÿìûì óìíîæåíèåì ìàòðèö íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî, åñëè gij = gji, òî
ýòîò òåíçîð äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ê gij.
Â îáùåì ñëó÷àå (5.15) äîêàçûâàåòñÿ íà îñíîâå àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ

îáðàòíîé ìàòðèöû (ñòð. 50). Å¼ ýëåìåíòîì áóäåò àëãåáðàè÷åñêîå äîïîë-
íåíèå ê ýòîìó æå ýëåìåíòó èñõîäíîé ìàòðèöû, äåë¼ííîå íà îïðåäåëèòåëü
g (òðàíñïîíèðîâàíèå íå íóæíî, òàê êàê gij è gij ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû).
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îïðåäåëèòåëü g ñòðîèòñÿ èç ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ
íà èõ àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ. Ïðîèçâîäíàÿ îïðåäåëèòåëÿ ïî ýëåìåí-
òó ðàâíà åãî àëãåáðàè÷åñêîìó äîïîëíåíèþ.
Åù¼ îäíî âàæíîå ñîîòíîøåíèå íàì äà¼ò òåîðåìà Ðè÷÷è (ñòð. 85):

∂kgij = Γi, jk + Γj, ik. (5.16)

Îíî ïîçâîëÿåò çàïèñàòü ïðîñòîå âûðàæåíèå äëÿ ñèììåòðè÷íûõ ñèìâî-
ëîâ Êðèñòîôôåëÿ, ñâ¼ðíóòûõ ïî ïàðå èíäåêñîâ:

Γj
ij = gjpΓp, ij =

1

2
gjp(Γp, ij + Γj, ip) =

1

2
gjp∂igjp =

1

2g

∂g

∂gjp

∂gjp
∂qi

.

Âî âòîðîì ðàâåíñòâå, ñ ó÷¼òîì ñèììåòðè÷íîñòè gjp, ïåðåèìåíîâàíû è ïå-
ðåñòàâëåíû èíäåêñû p, j. Çàòåì ïîäñòàâëåíî (5.16) è (5.15). Â ðåçóëüòàòå:

Γj
ij =

1

2g

∂g

∂qi
≡ ∂ig

2g
, (5.17)

ãäå âûïîëíåíî äèôôåðåíöèðîâàíèå ñëîæíîé ôóíêöèè. Ýòî òîæäåñòâî
ìîæíî òàêæå äîêàçàòü, ïîëüçóÿñü ðåçóëüòàòîì çàäà÷è (l H57), ïîäñòàâèâ
âìåñòî ìàòðèöûA òåíçîð gij: d ln g = Tr(g−1dg) èëè ∂i ln g = Tr(g−1∂ig).
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• Òåïåðü íå ñîñòàâëÿåò òðóäà çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ êîâàðèàíòíîé
äèâåðãåíöèè:

∇ ·A = DiA
i = ∂iA

i + Γi
piA

p = ∂iA
i +

(∂pg)

2g
Ap.

Çàìåíÿÿ p 7→ i è ñâîðà÷èâàÿ ïðîèçâîäíóþ ïðîèçâåäåíèÿ, èìååì:

∇ ·A =
1
√
g
∂i(

√
g Ai). (5.18)

Â îòëè÷èå îò èñõîäíîãî âûðàæåíèÿ, òåïåðü íåò íåîáõîäèìîñòè âû÷èñëÿòü
ìíîæåñòâî êîìïîíåíò ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ, íóæåí òîëüêî îïðåäåëè-
òåëü ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà g.
Êîâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû ãðàäèåíòà ∇f = ei ∂if � ýòî ïðîèçâîäíûå

∂if . Ïîýòîìó ëàïëàñèàí ñêàëÿðíîé ôóíêöèè ðàâåí

∆f = ∇ · (∇f) =
1
√
g
∂i(

√
g gij ∂jf), (5.19)

ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü âûðàæåíèåì äëÿ äèâåðãåíöèè îò âåêòîðà ∇f .
Òàê êàê â (5.18) ñòîÿò êîìïîíåíòû âåêòîðà ñ âåðõíèìè èíäåêñàìè, â
(5.19) îíè ïîäíÿòû èç ∂if ïðè ïîìîùè ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà gij ∂jf .
Íàêîíåö, ðîòîð â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî îïðåäåëèòü â êîâàðè-

àíòíîì âèäå ïðè ïîìîùè òåíçîðà Ëåâè-×åâèòû (4.10), ñòð. 75:

[∇×A]i = EijkDjAk = Eijk (∂jAk − Γp
kjAp) = Eijk ∂jAk,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî ñâ¼ðòêà àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà Eijk è ñèììåòðè÷-
íûõ ïî íèæíèì èíäåêñàì ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ Γp

kj ðàâíà íóëþ. Òàê

êàê Eijk è DjAk ÿâëÿþòñÿ òåíçîðàìè, òî èõ ñâ¼ðòêà äà¼ò êîíòðàâàðèàíò-
íûå êîìïîíåíòû âåêòîðà ðîòîðà. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ g > 0 â ïðîèçâîëü-
íîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Eijk = εijk/

√
g, ãäå εijk � îáû÷íûé àíòèñèììåò-

ðè÷íûé ñèìâîë Ëåâè-×åâèòû (ε123 = 1). Ïîýòîìó:

[∇×A]i =
1
√
g
εijk ∂jAk. (5.20)

Òàêèì îáðàçîì, âûðàæåíèå äëÿ ðîòîðà â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ â
3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå îò äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò îòëè÷àåòñÿ òîëüêî ìíî-
æèòåëåì 1/

√
g. Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå (è, ñëåäîâàòåëüíî, ðîòîð) ìîæ-

íî îïðåäåëèòü òîëüêî äëÿ òð¼õ èçìåðåíèé. Â òî æå âðåìÿ âûðàæåíèÿ äëÿ
äèâåðãåíöèè (5.18) è ëàïëàñèàíà (5.19) ñïðàâåäëèâû äëÿ ïðîñòðàíñòâ ëþ-
áîé ðàçìåðíîñòè. Ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, îáîáùàþùèé ïîíÿòèå ðîòîðà
íà ïðîèçâîëüíûå ðàçìåðíîñòè, ìû ðàññìîòðèì â 7-é ãëàâå, ïðè îáñóæäå-
íèè äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì.
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5.7 Îðòîãîíàëüíûå êîîðäèíàòû

• Çàïèøåì âåêòîðíûå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàöèè 3-ìåðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà â îðòîãîíàëüíûõ êîîðäèíàòàõ. Â òàêèõ êîîðäèíàòàõ ìåòðè-
÷åñêèé òåíçîð gij = eiej äèàãîíàëåí:

gij =

h2
1 0 0
0 h2

2 0
0 0 h2

3

 , gij =

h−2
1 0 0
0 h−2

2 0
0 0 h−2

3

 (5.21)

è îïðåäåëÿåòñÿ òðåìÿ ïàðàìåòðàìè h1, h2, h3, íàçûâàåìûìè êîýôôèöè-
åíòàìè Ëàìå. Ñåé÷àñ äâîéêà ââåðõó � ýòî ñòåïåíü (êâàäðàò), à íå èí-
äåêñ. Âîîáùå, â ýòîì ðàçäåëå ìû íå áóäåì èñïîëüçîâàòü êîâàðèàíòíûå
îáîçíà÷åíèÿ, è äàæå ñóììèðîâàíèå áóäåì óêàçûâàòü ÿâíûì îáðàçîì, íå
èñïîëüçóÿ ïðàâèëî ïîâòîðÿþùåãîñÿ èíäåêñà.
Îïðåäåëèòåëü ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà îáîçíà÷èì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

g = det |gij| = H2 = (h1h2h3)
2.

Âìåñòî áàçèñà ei ââåä¼ì åäèíè÷íûå îðòîãîíàëüíûå âåêòîðû:

ni =
ei√
e2i

=

(
e1
h1

,
e2
h2

,
e3
h3

)
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ei ïîëó÷àåòñÿ ñóììèðîâàíèåì gij è ej ïî èíäåêñó j, äëÿ
âåêòîðîâ âçàèìíîãî áàçèñà èìååì:

ei =

(
e1
h2
1

,
e2
h2
2

,
e3
h2
3

)
=

(
n1

h1
,
n2

h2
,
n3

h3

)
.

Ïîýòîìó âûðàæåíèå äëÿ ãðàäèåíòà ñêàëÿðíîé ôóíêöèè â ôèçè÷åñêîì
áàçèñå ni èìååò âèä:

∇f =
3∑

i=1

ei∂if =
n1

h1

∂f

∂q1
+

n2

h2

∂f

∂q2
+

n3

h3

∂f

∂q3
=

3∑
i=1

ni

hi

∂f

∂qi
.

Ñìûñë ïåðåõîäà îò áàçèñà ei = ∂ir, êîòîðûé ìû ðàññìàòðèâàëè äî ñèõ
ïîð, ê áàçèñó ni ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Òàê êàê ìåòðè÷åñêèé òåíçîð gij
çàâèñèò îò êîîðäèíàò, òî ôèçè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü êîìïîíåíò âåêòîðà
îêàçûâàåòñÿ ðàçëè÷íîé. Òàê, â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ ñêàëÿðíîå ïðîèç-
âåäåíèå ðàâíî AB = ArBr + r2AϕBϕ (ñòð. 65). Òàê êàê äëèíà ðàäèóñ-
âåêòîðà èìååò ðàçìåðíîñòü, íàïðèìåð, ìåòð, òî èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ
âèäíî, ÷òî Ar è Aϕ � âåëè÷èíû ðàçëè÷íîé ðàçìåðíîñòè. Â îðòîíîðìè-
ðîâàííîì æå ôèçè÷åñêîì áàçèñå ni, êîìïîíåíòû âåêòîðà (ôèçè÷åñêèå
êîìïîíåíòû) èìåþò îäèíàêîâóþ ðàçìåðíîñòü.
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Çàïèøåì ðàçëîæåíèå ïîëÿ A ïî îðòîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó:

A = a1n1 + a2n2 + a3n3 =
3∑

i=1

aini =
3∑

i=1

Aiei. (5.22)

Åù¼ ðàç íàïîìíèì, ÷òî ïðè ïåðåõîäå ê êîíêðåòíîé îðòîãîíàëüíîé ñè-
ñòåìå ïðèíÿòî èãíîðèðîâàòü êîâàðèàíòíûå îáîçíà÷åíèÿ, èñïîëüçóÿ äëÿ
âñåõ âåëè÷èí íèæíèå èíäåêñû. ×òîáû íå ïóòàòüñÿ ñ êîìïîíåíòàìè Ai

áàçèñà ei, äëÿ êîìïîíåíò áàçèñà ni ìû èñïîëüçóåì ìàëåíüêèå áóêâû ai.
Òàê êàê ni ̸= ∂ir, òî èõ íåëüçÿ ïîäñòàâëÿòü â îïðåäåëåíèå ñèìâîëîâ

Êðèñòîôôåëÿ, à íåîáõîäèìî ñíà÷àëà âûðàçèòü Γk
ij ÷åðåç áàçèñ ei, à çàòåì

ïåðåéòè ê ni. Îäíàêî ìû ïîñòóïèì ïðîùå. Òàê êàê n1 = e1/h1, è ò.ä.,
òî êîìïîíåíòû Ai ðàçëîæåíèÿ ïî áàçèñó ei ñâÿçàíû ñ êîìïîíåíòàìè ai
ðàçëîæåíèÿ ïî ni ñëåäóþùèì îáðàçîì: A1 = a1/h1, è ò.ä. [ñì. (5.22)]
Ïîýòîìó, äåëàÿ ñîîòâåòñòâóþùóþ çàìåíó â âûðàæåíèè äëÿ äèâåðãåíöèè
(5.18) â ôèçè÷åñêèõ êîìïîíåíòàõ, ïîëó÷àåì:

∇A =
1

H

3∑
i=1

∂

∂qi

(
H

ai
hi

)
=

1

H

{
∂(h2h3 a1)

∂q1
+

∂(h1h3 a2)

∂q2
+

∂(h1h2 a3)

∂q3

}
.

Ëàïëàñèàí çàïèñûâàåòñÿ ïî (5.19), ñ ó÷¼òîì (5.21):

∆f = ∇(∇f) =
1

H

3∑
i=1

∂

∂qi

(
H

h2
i

∂f

∂qi

)
.

Äëÿ çàïèñè ðîòîðà â îðòîãîíàëüíîì áàçèñå íåîáõîäèìî âûðàçèòü êîìïî-
íåíòû ñ íèæíèìè èíäåêñàìè Ai ÷åðåç ai. Íàïðèìåð, äëÿ A1:

A1 =
3∑

i=1

g1iA
i = g11A

1 = h2
1

a1
h1

= h1 a1,

è ò.ä. Êðîìå ýòîãî, ðîòîð (5.20) ìû îïðåäåëèëè, êàê êîíòðàâàðèàíòíûå
êîìïîíåíòû:

∇×A =
3∑

i=1

ei[∇×A]i =
3∑

i=1

hini[∇×A]i.

Ïîýòîìó, ïîäñòàâëÿÿ A1 = h1a1, è ò.ä., ïîëó÷àåì:

∇×A =
1

H

3∑
i,j,k=1

hini εijk∂j(akhk) =
1

H

∣∣∣∣∣∣
h1n1 h2n2 h3n3

∂1 ∂2 ∂3
h1a1 h2a2 h3a3

∣∣∣∣∣∣ .
Ðàñêðûòèå îïðåäåëèòåëÿ â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå äà¼ò ðàçëîæåíèå ðîòîðà
ïî ôèçè÷åñêîìó áàçèñó ni.



96 ÃËÀÂÀ 5.

Çàäà÷è

• (l H94) Íàéòè ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ äëÿ ïîëÿðíîé ñèñòåìû êîîð-
äèíàò ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèÿ (5.3) ñòð.83.

• (l H95) Çàïèñàòü ïðåîáðàçîâàíèå (5.4), ñòð. 83, äëÿ ñèìâîëîâ Êðè-
ñòîôôåëÿ Γk, ij è Γk

ij ÷åðåç ïðîèçâîäíûå ∂q
i/∂q̃j è ∂q̃i/∂qj.

• (l H96) Íàéòè ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò, ïîçâîëÿþùåå â äàííîé
òî÷êå ïðîñòðàíñòâà îáíóëèòü âñå ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ.

• (l H97) Ïðè ïîìîùè çàêîíà ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ
ïîêàçàòü, ÷òî âåëè÷èíà Sk

ij = Γk
ij − Γk

ji ïðåîáðàçóåòñÿ êàê òåíçîð.

• (l H98) Ïîëó÷èòü çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ èç
òðåáîâàíèÿ òåíçîðíîñòè êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé DjAi.

• (l H99) Ïðè êàêèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ êîîðäèíàò ñèìâîëû Êðèñòîô-
ôåëÿ ïðåîáðàçóþòñÿ êàê òåíçîð?

• (l H100) Çàïèñàòü ïðîèçâîäíóþ Dp îò òåíçîðîâ Aijk, Aijk è Ai
jk.

• (l H101) Êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò ñêàëÿðíîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ
îáû÷íîé ïðîèçâîäíîé. Ïðîâåðèòü ýòî â ñëó÷àå Dk(A

iBi).

• (l H102) Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ïðîâåðèòü, ÷òî Dkgij â ïîëÿðíîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò ðàâíà íóëþ.

• (l H103) Äîêàçàòü òåîðåìó Ðè÷÷è äëÿ Dkg
ij = 0.

• (l H104) Äëÿ ïðÿìîé â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ íàéòè çàâèñèìîñòü
r = r(ϕ), ðåøèâ óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêîé.

• (l H105) Íàéòè óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà è ðåøèòü èõ äëÿ ôóíêöèè
Ëàãðàíæà L(q, q̇) = (q̇ − ω2 q2)/2, ãäå ω � êîíñòàíòà.

• (l H106) Âû÷èñëèòü èíòåãðàë îò ôóíêöèè Ëàãðàíæà èç ïðåäûäóùåé
çàäà÷è ñ ω = 1 ïî èíòåðâàëó [0..π] äëÿ ôóíêöèé q(t) = sin(t), q(t) =
sin(2t), q(t) = sin(3t) è q(t) = t (1− t/π).

• (l H107) Çàïèñàòü óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêîé (5.11), ñòð. 89, â ïðîèç-
âîëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè, ïåðåéäÿ îò ðàññòîÿíèÿ s ê ïàðàìåòðó t.

• (l H108) Íàéòè dui/ds, ãäå u
i = dqi/ds è ui = giju

j.

• (l H109) Ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå âåêòîðà âäîëü
ãåîäåçè÷åñêîé åãî óãîë ñ êàñàòåëüíîé ê ãåîäåçè÷åñêîé íå èçìåíÿåòñÿ.

• (l H110) Íàéòè îòëè÷íûå îò íóëÿ ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ â öèëèí-
äðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïðè ïîìîùè ôóíêöèè u2 (ñòð. 90).
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• (l H111) Çàïèñàòü ãðàäèåíò, äèâåðãåíöèþ, ðîòîð, ëàïëàñèàí ñêàëÿð-
íîé è âåêòîðíîé ôóíêöèé â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

• (l H112) Çàïèñàòü ãðàäèåíò, äèâåðãåíöèþ, ðîòîð, ëàïëàñèàí ñêàëÿð-
íîé è âåêòîðíîé ôóíêöèé â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

• (l H113) Ïðîâåðèòü ñîîòíîøåíèå g
ij = (∂g/∂gij)/g äëÿ ìåòðè÷åñêîãî

òåíçîðà 3-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà.

• (l H114) Ñîîòíîøåíèå g
ij = (∂g/∂gij)/g ïðîâåðèòü äëÿ äèàãîíàëüíîé

ìåòðèêè ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè (îðòîãîíàëüíûå êîîðäèíàòû).

• (l H115) Ïðîâåðèòü Γj
ij = ∂ig/2g äëÿ ïîëÿðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.

• (l H116) Äîêàçàòü, ÷òî ∂iΓ
k
jk ñèììåòðè÷íî ïî èíäåêñàì i è j.

• (l H117) Äîêàçàòü, ÷òî ∂k(gijA
iBj) = BiDkA

i + AiDkB
i.

• (l H118) Âû÷èñëèòü ∇r, ∇ × r, ∇(ar) â ñôåðè÷åñêèõ èëè öèëèí-
äðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ, âûáðàâ äëÿ ýòîãî áîëåå óäîáíûå (a = const).

• (l H119) Ðåøèòü óðàâíåíèå ∆f = 0 ïðè öèëèíäðè÷åñêîé ñèììåòðèè.

• (l H120) Ðåøèòü óðàâíåíèå ∆f = 0 ïðè ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè.

• (l H121) Çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ ñêîðîñòè (êîìïîíåíòû ðàçëîæå-
íèÿ ïî ôèçè÷åñêîìó áàçèñó ni) â îðòîãîíàëüíûõ êîîðäèíàòàõ. Âûïèñàòü
ÿâíûé âèä äëÿ öèëèíäðè÷åñêîé è ñôåðè÷åñêîé ñèñòåì êîîðäèíàò.

• (l H122) Çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ óñêîðåíèÿ (êîìïîíåíòû ðàçëîæå-
íèÿ ïî ôèçè÷åñêîìó áàçèñó ni) â îðòîãîíàëüíûõ êîîðäèíàòàõ. Âûïèñàòü
ÿâíûé âèä äëÿ öèëèíäðè÷åñêîé è ñôåðè÷åñêîé ñèñòåì êîîðäèíàò. Ðåøèòü
óðàâíåíèå aϕ = 0 â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ.

• (l H123) Ïîëó÷èòü âûðàæåíèå ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ ÷åðåç ìåòðè-
÷åñêèé òåíçîð èç òðåáîâàíèÿ èíâàðèàíòíîñòè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
gijA

iBj ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå.

• (l H124) Çàïèñàòü óðàâíåíèÿ ãèäðîäèíàìèêè Ýéëåðà â êîâàðèàíòíîì
âèäå (â ïðîèçâîëüíûõ êðèâîëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàòàõ).

• (l H125) Çàïèñàòü êîâàðèàíòíûå óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà ∂∗
αF

αβ = 0 â
ïðîèçâîëüíûõ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ êîîðäèíàòàõ äëÿ èíòåðâàëà
ds2 = gαβdx

αdxβ. Âðåìÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ êðèâîëèíåéíîé êîîðäèíàòîé!

• (l H126) Ïîêàçàòü, ÷òî êîâàðèàíòíûå óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà ñ èñòî÷-
íèêàìè èìåþò âèä ∂α(

√
gF αβ)/

√
g = 4πjβ.

• (l H127) Âûâåñòè èç êîâàðèàíòíûõ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà óðàâíåíèå
íåïðåðûâíîñòè.
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Ãëàâà 6

Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ

Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ îêàçûâàåòñÿ ïî-
ëåçíîé äëÿ àíàëèçà ñâîéñòâ ðàçëè÷íûõ ïîâåðõíîñòåé â 3-ìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå. Â òî æå âðåìÿ ýòî èñêëþ÷èòåëüíî ìîùíûé ìàòåìàòè÷åñêèé
èíñòðóìåíò äëÿ îïèñàíèÿ ïðîñòðàíñòâ, îáëàäàþùèõ ãåîìåòðèåé, îòëè÷-
íîé îò ãåîìåòðèè Åâêëèäà. Ìåíåå äâóõñîò ëåò íàçàä ñàìà ìûñëü î òîì,
÷òî âîçìîæíû íååâêëèäîâû ãåîìåòðèè, áûëà àáñîëþòíî íåïðàâäîïîäîá-
íîé. Òåïåðü ìû çíàåì, ÷òî êðîìå ïðèâû÷íîé åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè ñóùå-
ñòâóåò ìíîæåñòâî äðóãèõ ãåîìåòðèé. Íåêîòîðûå èç íèõ îáëàäàþò ñâîé-
ñòâàìè èçîòðîïíîñòè è îäíîðîäíîñòè, ïîýòîìó ïîçâîëÿþò ïåðåíîñèòü è
ïîâîðà÷èâàòü áåç èñêàæåíèé ðàçëè÷íûå ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû (òðå-
óãîëüíèêè, îêðóæíîñòè, è ò.ï.). Áîëåå îáùèå ãåîìåòðèè òàêèìè ñâîé-
ñòâàìè íå îáëàäàþò. Òåì íå ìåíåå, îíè ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü �ïðÿìóþ�,
óãîë è äðóãèå ãåîìåòðè÷åñêèå ïîíÿòèÿ. Èçó÷àòü âåñü ýòî çîîïàðê ãåî-
ìåòðèé ñ åäèíîé òî÷êè çðåíèÿ íåîáõîäèìî õîòÿ áû ïîòîìó, ÷òî íàøà
Âñåëåííàÿ, ïî âñåé âèäèìîñòè, îáëàäàåò íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèåé.
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6.1 Ïîâåðõíîñòè â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

Ïîâåðõíîñòü â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî çàäàòü ïðè ïîìîùè óðàâ-
íåíèÿ F (x, y, z) = 0, èëè, ðàçðåøèâ åãî â âèäå z = f(x, y), êàê çíà÷åíèÿ
âûñîò z òî÷åê ïîâåðõíîñòè íàä ïëîñêîñòüþ (x, y). Àëüòåðíàòèâíûé ñïî-
ñîá � ïàðàìåòðè÷åñêîå çàäàíèå r = r(q1, q2) ïðè ïîìîùè äâóõ ïàðàìåò-
ðîâ. Ïàðàìåòðû (q1, q2) ìîãóò áûòü êîîðäèíàòàìè ïëîñêîñòè (x, y), íà
êîòîðóþ ïðîåêòèðóåòñÿ òî÷êà ïîâåðõíîñòè: r = r(x, y) = {x, y, f(x, y)}.
Îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå ýòî ïðîèçâîëüíàÿ íóìåðàöèÿ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè
2-ìåðíîé ïîâåðõíîñòè. Òàê, äëÿ ñôåðû ðàäèóñà a:

r = r(θ, ϕ) = a {sθcϕ, sθsϕ, cθ},

x2 + y2 + z2 − a2 = 0,

z = f(x, y) = ±
√

a2 − x2 − y2.

Ïàðàìåòðè÷åñêîå çàäàíèå ñôåðû � ýòî êîìïîíåíòû ðàäèóñ-âåêòîðà â
ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå ñ r = a = const. Ëþáàÿ òî÷êà íà ñôåðå çàäà¼ò-
ñÿ óãëàìè qi = (θ, ϕ). Äëÿ îïèñàíèÿ ñôåðû ïðè ïîìîùè âûñîò òðåáóåòñÿ
äâå ôóíêöèè z = ±

√
a2 − x2 − y2 (äëÿ âåðõíåé è íèæíåé ïîëóñôåð).

Ââåä¼ì äâà êàñàòåëüíûõ ê ïîâåðõíîñòè âåêòîðà:

e1 =
∂r

∂q1
, e2 =

∂r

∂q2

è ðàçëîæèì ôóíêöèþ r(q1, q2) â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè r0 = r(q̄1, q̄2),
îãðàíè÷èâøèñü ëèíåéíûì ïðèáëèæåíèåì (ei = (∂r/∂qi)0):

r(q1, q2) ≈ r0 + e1 (q
1 − q̄1) + e2 (q

2 − q̄2).

Ýòî óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, êàñàòåëüíîé ê ïîâåðõíîñòè â òî÷êå r0 = r(q̄1, q̄2)
(ñì. ñòð. 17). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïàðàìåòðèçàöèÿ r(q1, q2) òàêîâà, ÷òî
âåêòîðû e1, e2 ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè è âìåñòå ñ òî÷êîé r0
ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü. Òî÷êè ïîâåðõíîñòè, ãäå
ìîæíî ïðîâåñòè êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü, íàçûâàþòñÿ íåîñîáûìè. Òàê,
âåðøèíà êîíóñà ÿâëÿåòñÿ îñîáîé òî÷êîé, è ê íåé íåëüçÿ ïðîâåñòè êàñà-
òåëüíóþ ïëîñêîñòü.
Åù¼ îäíî ïðåäñòàâëåíèå äëÿ êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ìîæíî ïîëó÷èòü,

ðàçëîæèâ â ðÿä Òåéëîðà óðàâíåíèå z = f(x, y):

z ≈ f(x̄, ȳ) +
∂f

∂x

∣∣∣
0
(x− x̄) +

∂f

∂y

∣∣∣
0
(y − ȳ) = f̄ + fx (x− x̄) + fy (y − ȳ).

Â äàííîì ñëó÷àå ïëîñêîñòü êàñàåòñÿ ïîâåðõíîñòè â òî÷êå r0 = {x̄, ȳ, f(x̄, ȳ)}.



ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÀß ÃÅÎÌÅÒÐÈß 101

Äëèíà áåñêîíå÷íî ìàëîãî ñìåùåíèÿ dr âäîëü ïîâåðõíîñòè ÿâëÿåòñÿ
ðàññòîÿíèåì ìåæäó äâóìÿ áëèçêèìè òî÷êàìè íà ïîâåðõíîñòè. Å¼ êâàäðàò
íàçûâàåòñÿ ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé:

dl2 = (dr)2 = (e1 dq
1 + e2 dq

2)2 = e21 (dq
1)2 + 2e1e2 dq

1 dq2 + e22 (dq
2)2.

Ïóñòü ïîâåðõíîñòü çàäàíà óðàâíåíèåì z = f(x, y). Òîãäà ðàññòîÿíèå â
3-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå âäîëü ïîâåðõíîñòè ðàâíî:

dl2 = dx2 + dy2 + dz2 = dx2 + dy2 + (fxdx+ fydy)
2,

ãäå fx, fy - ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî x è y, âîçíèêàþùèå ïðè âçÿòèè dz.
Ðàññòîÿíèå ìîæíî çàïèñàòü ïðè ïîìîùè ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà:

dl2 = gij dx
idxj, gij =

(
e21 e1e2
e2e1 e22

)
=

(
1 + f 2

x fxfy
fxfy 1 + f 2

y

)
.

Â ïåðâîì ïðåäñòàâëåíèè gij êîîðäèíàòû � ýòî xi = (q1, q2), âî âòîðîì �
xi = (x, y). Ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì i è j âåä¼òñÿ ñóììèðîâàíèå.
Ëþáîé êàñàòåëüíûé ê ïîâåðõíîñòè âåêòîð ìîæíî ðàçëîæèòü ïî âåê-

òîðàì êàñàòåëüíîãî áàçèñà: a = a1 e1 + a2 e2, b = b1 e1 + b2 e2. Êîýôôè-
öèåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà îïðåäåëÿþò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ýòèõ
êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ: a · b = gij a

ibj, è, ñîîòâåòñòâåííî, èõ äëèíó.
Ñìåùåíèå âäîëü ïîâåðõíîñòè ðàâíî dr = e1dq

1 + e2dq
2. Åñëè, ñêàæåì,

q2 = const, òî ñìåùåíèå ïðè èçìåíåíèè q1 ðàâíî dr1 = e1dq
1. Àíàëî-

ãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ âåêòîð ñìåùåíèÿ dr2, ñîîòâåòñòâóþùèé èçìåíåíèþ q2

ïðè ïîñòîÿíñòâå q1 = const. Ýòè äâà âåêòîðà ñìåùåíèÿ ïî ïîâåðõíîñòè
îáðàçóþò íà íåé ïàðàëëåëîãðàìì, ïëîùàäü êîòîðîãî ïî ìîäóëþ ðàâíà
(ñòð. 13):

dS = |dr1× dr2| = |e1× e2| dq1 dq2 =
√

e21e
2
2 − (e1e2)2 dq

1dq2 =
√
g dq1dq2.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìîäóëÿ |e1 × e2| èñïîëüçîâàíà ôîðìóëà (1.6), ñòð.13,
à â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ÷åðåç g îáîçíà÷åí îïðåäåëèòåëü ìåòðè÷åñêîãî
òåíçîðà g = det gij. Èíòåãðèðóÿ ýëåìåíò ïîâåðõíîñòè dS =

√
g dq1dq2

ïî íåêîòîðîé îáëàñòè èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ (q1, q2) ìîæíî ïîëó÷èòü
çíà÷åíèå ïëîùàäè ýòîé îáëàñòè ïîâåðõíîñòè.
Ïðè ïîìîùè êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ ìîæíî îïðåäåëèòü åäèíè÷íûé âåê-

òîð:

m =
e1 × e2
|e1 × e2|

=
e1 × e2√

g
,

êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì ê ïîâåðõíîñòè (ïåðïåíäèêóëÿðíûì ê êà-
ñàòåëüíîé ïëîñêîñòè).
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6.2 Êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè

Âîçüì¼ì òî÷êó ïîâåðõíîñòè è ïðîâåä¼ì ê íåé êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü.
Âûáåðåì ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê, ÷òîáû îñè x è y ëåæàëè â êàñàòåëü-
íîé ïëîñêîñòè, à îñü z áûëà åé ïåðïåíäèêóëÿðíà. Çàäàäèì óðàâíåíèå
ïîâåðõíîñòè ïðè ïîìîùè çíà÷åíèÿ âûñîò z = f(x, y) íàä êàñàòåëüíîé
ïëîñêîñòüþ (x, y). Åñëè f(0, 0) = 0, òîãäà óðàâíåíèå ïëîñêîñòè ðàâíî
z = 0. Ïîýòîìó ïåðâûå ïðîèçâîäíûå f(x, y) â òî÷êå êàñàíèÿ ðàâíû íó-
ëþ. Çàïèøåì ðàçëîæåíèå Òåéëîðà äî êâàäðàòè÷íûõ ÷ëåíîâ:

z ≈ 1

2

[
fxx x

2 + 2fxy xy + fyy y
2
]
=

1

2
fij x

ixj, fij =

(
fxx fxy
fyx fyy

)
,

ãäå fxx � âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî x â íóëå, è ò.ä., à âòîðîå ðàâåíñòâî çà-
ïèñàíî ïðè ïîìîùè êîîðäèíàò xi = (x, y) è ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû fij,
íàçûâàåìîé ãåññèàíîì. Ïðè ïîìîùè ïîâîðîòîâ îñåé êîîðäèíàò (x, y) å¼
âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü äèàãîíàëüíîé (ñòð. 57, 76), ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷å-
íèÿìè íà äèàãîíàëè. Îíè íàçûâàþòñÿ ãëàâíûìè êðèâèçíàìè è îáîçíà-
÷àþòñÿ k1 è k2. Â ñèëó ñâîéñòâ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé (ñòð. 57) ñëåä è
îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû fij ðàâíû:

k1 + k2 = fxx + fyy, K = k1 k2 = fxxfyy − f 2
xy.

Îïðåäåëèòåëü K = k1k2 íàçûâàåòñÿ ãàóññîâîé êðèâèçíîé ïîâåðõíîñòè.
×òîáû äèàãîíàëèçîâàòü ìàòðèöó fij, íåîáõîäèìî ïîâåðíóòü êîîðäè-

íàòíûå îñè (x, y) 7→ (x̃, ỹ). Â ðåçóëüòàòå âäîëü êàæäîé îñè â îêðåñòíîñòè
òî÷êè êàñàíèÿ ïîëó÷àòñÿ ïàðàáîëû z = (k1x̃

2 + k2ỹ
2)/2. ×åì áîëüøå k1

è k2, òåì ñèëüíåå �âûãíóòû� (èñêðèâëåíû) ïàðàáîëû. Â çàâèñèìîñòè îò
çíàêîâ êðèâèçí ki âîçìîæíû ñëåäóþùèå âàðèàíòû:

Â ïåðâûõ äâóõ ñëó÷àÿõ ãàóññîâà êðèâèçíà ïîëîæèòåëüíà: K = k1k2 > 0,
â òðåòüåì (ñåäëî) � îòðèöàòåëüíà: K < 0 . Äëÿ öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõ-
íîñòè K = 0. Ýòî ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àåò öèëèíäð îò äðóãèõ ïîâåðõ-
íîñòåé. Åãî ìîæíî, ðàçðåçàâ, áåç �êîìêàíèé� ðàçâåðíóòü â ïëîñêîñòü,
èìåþùóþ íóëåâóþ êðèâèçíó. Ñî ñôåðîé, ñåäëîì, ãèïåðáîëîèäîì è äðó-
ãèìè ïîâåðõíîñòÿìè òàê ïîñòóïèòü íåëüçÿ. Ãîâîðÿò, ÷òî îíè, â îòëè÷èå
îò öèëèíäðà, êîíóñà èëè ïëîñêîñòè, îáëàäàþò âíóòðåííåé êðèâèçíîé K.
Êðèâèçíû k1 è k2 îïðåäåëåíû âûøå äëÿ òî÷êè êîòîðîé êàñàåòñÿ ïëîñ-

êîñòü (x, y). Íàéä¼ì èõ äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ïîâåðõíîñòè.
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• Ðàçëîæèì ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè â ðÿä Òåéëîðà â
òî÷êå r0 = r(q̄1, q̄2) äî êâàäðàòè÷íûõ ñëàãàåìûõ:

r ≈ r0 + ei (q
i − q̄i) +

1

2
∂iej (q

i − q̄i)(qj − q̄j),

ãäå ei = ∂ir è ∂iej = ∂i∂jr = ∂jei. Ïî i è j � ñóììà. Ïåðâûå äâà ÷ëåíà
â ðàçëîæåíèè � ýòî óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè. Ðàññòîÿíèå îò íå¼
äî ïîâåðõíîñòè áóäåò ðàâíî z (â ñìûñëå ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèé):

z ≈ (r−r0)·m =
1

2
(m·∂iej) (qi−q̄i)(qj−q̄j).

Âåëè÷èíû B = bij = m∂iej íàçûâàþò êîýôôèöèåíòàìè âòîðîé êâàä-
ðàòè÷íîé ôîðìû. Îíè ñèììåòðè÷íû, òàê êàê ∂iej = ∂jei. Ïåðåéäÿ îò
êîîðäèíàò (q1, q2) ê äåêàðòîâûì (x1, x2) â êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè, ìîæ-
íî äèàãîíàëèçîâàòü bij (l H143). Ïðè ýòîì ãëàâíûå êðèâèçíû k1 è k2
îêàçûâàþòñÿ ðåøåíèÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (G = gij):

det(B− kG) = 0. (6.1)

• Ðàññå÷¼ì ïîâåðõíîñòü íåêîòîðîé ïëîñêîñòüþ. Èõ ïåðåñå÷åíèåì áóäåò
ëèíèÿ, ëåæàùàÿ íà ïîâåðõíîñòè. Ïîñòðîèì ê îäíîé èç òî÷åê ýòîé ëèíèè
íîðìàëüíûé ê ïîâåðõíîñòè âåêòîð m. Îò ýòîé æå òî÷êè îòëîæèì äëèíó
ëèíèè s. Â íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè r = r(s) (ñì. ñòð. 19) êðèâèçíà
ëèíèè ðàâíà k = |r′′(s)|. Ëèíèÿ ëåæèò íà ïîâåðõíîñòè r = r(q1, q2), è
âäîëü íå¼ òî÷êè ïîâåðõíîñòè çàâèñÿò îò s, ò.å. qi = qi(s):

r′ =
dr

ds
=

∂r

∂qi
dqi

ds
= ei q

′i, r′′ = (∂jei) q
′iq′j + ei q

′′i.

Âåêòîð n = r′′/k ëåæèò â ñåêóùåé ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñîïðè-
êàñàþùåéñÿ ê êðèâîé (ñì. ñòð. 20).

Óãîë ìåæäó åäèíè÷íûìè âåêòîðàìè m è n ðàâåí θ è ei ·m = 0, ïîýòîìó:

k cos θ = kmn = mr′′ = (m · ∂iej) q′iq′j =
bij dq

idqj

dl2
=

bij dq
idqj

gpr dqpdqr
.

Åñëè ïëîñêîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç âåêòîð íîðìàëè (θ = 0), òî îòíîøåíèå
âòîðîé è ïåðâîé êâàäðàòè÷íûõ ôîðì ðàâíî êðèâèçíå ëèíèè k, îòñåêàå-
ìîé ïëîñêîñòüþ íà ïîâåðõíîñòè. Ñìåùåíèÿ dqi = (dq1, dq2) îïðåäåëÿþò
îðèåíòàöèþ ñåêóùåé ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç âåêòîð m.
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6.3 Ãåîìåòðèÿ ïîâåðõíîñòè

Ëèíèÿ â ïðîñòðàíñòâå îáëàäàåò îïðåäåë¼ííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè:
êðèâèçíîé è êðó÷åíèåì. Ýòî âíåøíèå ê ëèíèè ïîíÿòèÿ. Âñåãäà ìîæíî
âûáðàòü ïàðàìåòðèçàöèþ, ïðè êîòîðîé äëèíà èñêðèâë¼ííîé ëèíèè èçìå-
íÿåòñÿ òàê æå êàê è íà ïðÿìîé. Ïîýòîìó ãîâîðÿò, ÷òî ëèíèÿ íå îáëàäàåò
âíóòðåííåé ãåîìåòðèåé è å¼ ìîæíî �ðàçîãíóòü� â ïðÿìóþ.
Äëÿ ñôåðû ýòî óæå íå òàê, è å¼ íåëüçÿ �ðàñïðÿìèòü� â ïëîñêîñòü.

Ñëåäñòâèåì ýòîãî ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî íèêàêèì èçìåíåíèåì ïàðàìåòðèçà-
öèè (âûáîðîì êîîðäèíàò íà ñôåðå) å¼ ìåòðèêà íå ìîæåò ïðåâðàòèòü-
ñÿ â ìåòðèêó ïëîñêîñòè. Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ (l H128) ïðåäëàãàåòñÿ
íàéòè êàñàòåëüíûå âåêòîðû íà ñôåðå r = a {sθ cϕ, sθ sϕ, cθ} è ïðîâå-
ðèòü, ÷òî îíè ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåìó ðàññòîÿíèþ íà å¼ ïîâåðõíîñòè:
dl2 = a2

[
(dθ)2 + s2θ(dϕ)

2
]
. Âûáðàâ äðóãóþ ïàðàìåòðèçàöèþ, ìû ïîëó-

÷èì äðóãóþ ìåòðèêó. Íî íèêàêîé âûáîð êîîðäèíàò íå ïîçâîëèò ïðèâå-
ñòè ìåòðèêó ê åâêëèäîâîìó âèäó dl2 = (dx)2 + (dy)2. Â ýòîì ñîñòîèò
ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå èñêðèâë¼ííîãî ïðîñòðàíñòâà (2-ìåðíàÿ ñôåðà)
îò ïëîñêîãî ïðîñòðàíñòâà (2-ìåðíàÿ ïëîñêîñòü (x, y)).
Ïðåäñòàâèì ñåáå �ïëîñêàòèêîâ� � ñóùåñòâ, æèâóùèõ â 2-ìåðíîì ìèðå

íà íåêîòîðîé ïîâåðõíîñòè, íàïðèìåð, ñôåðå. Äëÿ íèõ íå ñóùåñòâóåò òðå-
òüåãî èçìåðåíèÿ è îíè íå ìîãóò âûðâàòüñÿ çà ïðåäåëû ñâîåãî 2-ìåðíîãî
ïðîñòðàíñòâà. Ïóñòü ïëîñêàòèêè î÷åíü ìàëåíüêèå òàê, ÷òî ñíà÷àëà îíè
íå çàìå÷àþò êðèâèçíû ñâîåãî ïðîñòðàíñòâà. Îíè ìîãóò âçÿòü �ìàëåíü-
êèé� ýòàëîí äëèíû è, îòêëàäûâàÿ åãî, èçìåðÿòü ðàññòîÿíèå ìåæäó äâó-
ìÿ òî÷êàìè. Îòðåçêîì ïðÿìîé îíè íàçîâóò òàêóþ ëèíèþ, äëèíà êîòîðîé
ìèíèìàëüíà. Îêðóæíîñòüþ áóäåò ìíîæåñòâî òî÷åê, ðàâíîóäàë¼ííûõ îò
äàííîé (öåíòðà). Îíè ìîãóò ââåñòè ïîíÿòèå óãëà, è ò.ä. Åñëè âûÿñíÿåòñÿ,
÷òî â èõ ìèðå äëÿ òðåóãîëüíèêîâ òåîðåìà Ïèôàãîðà íå âûïîëíÿåòñÿ, òî
ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îíè �æèâóò� íå íà ïëîñêîñòè, à â èñêðèâë¼ííîì ïðî-
ñòðàíñòâå ñ íåïëîñêîé âíóòðåííåé ãåîìåòðèåé.

gij =

(
g11 g12
g21 g22

)
.

dl2 = gij dq
idqj.

Êëþ÷åâûì îáúåêòîì, êîòîðûé îïðåäåëÿåò ãåîìåòðèþ ìèðà ïëîñêàòèêîâ,
ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêà (ìåòðè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû) gij. Ïðè äàííîì âûáî-
ðå êîîðäèíàò (ñïîñîáà íóìåðàöèè òî÷åê ïðîñòðàíñòâà) gij îïðåäåëÿþò
çíà÷åíèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ áåñêîíå÷íî áëèçêèìè òî÷êàìè.
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Âûáîð êîîðäèíàò ìîæåò áûòü ïðîèçâîëåí, ïîýòîìó ïëîñêàòèêè ìîãóò
ââåñòè ïîíÿòèå êîíòðàâàðèàíòíûõ è êîâàðèàíòíûõ êîìïîíåíò âåêòîðà,
êîòîðûå ïðåîáðàçóþòñÿ ïðè ñìåíå êîîðäèíàò, êàê dqi è ∂i. Åñòåñòâåííî,
òàê êàê ïðîñòðàíñòâî 2-ìåðíî, òî êîìïîíåíò âåêòîðà áóäåò òîëüêî äâå.

Èìåÿ ìåòðè÷åñêèé òåíçîð, ïî àíàëîãèè ñ åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì
ìîæíî çàïèñàòü ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ (ñòð. 83):

Γk
ij = gkpΓp,ij, Γk,ij =

1

2

(
∂igjk + ∂jgik − ∂kgij

)
è ñ èõ ïîìîùüþ îïðåäåëèòü ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ âåêòîðà â ïðîñòðàí-
ñòâå ïëîñêàòèêîâ âäîëü ñìåùåíèÿ dqk (ñòð. 87):

Ai 7→ Ai − Γi
jk A

jdqk, Ai 7→ Ai + Γj
ik Ajdq

k.

Ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ îïðåäåëÿþò òàêæå óðàâíåíèå êðàò÷àéøåé ëèíèè
ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè � �ïðÿìîé� â ïðîñòðàíñòâå ïëîñêàòèêîâ (ñòð. 86):

d2qk

ds2
+ Γk

ij

dqi

ds

dqj

ds
= 0.

Ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå äëèíà âåêòîðà Ai íå èçìåíÿåòñÿ. Íå èçìåíÿ-
åòñÿ òàêæå åãî óãîë ñ âåêòîðîì êàñàòåëüíîé ui = dqi/ds ê ãåîäåçè÷åñêîé:

d(Aiu
i) = uidAi + Aidu

i = ui Γj
ikAjdq

k − Ai Γ
i
jk u

juk ds = 0,

ãäå äëÿ dAi ïîäñòàâëåíî èçìåíåíèå êîìïîíåíò ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðå-
íîñå, à äëÿ dui = (d2q/ds2) ds � óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêîé.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ 3-ìåðíîãî åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîå âëî-
æåíà ïîâåðõíîñòü, âåêòîð ïëîñêàòèêîâ ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå âñ¼
âðåìÿ îñòà¼òñÿ êàñàòåëüíûì ê ïîâåðõíîñòè, òàê êàê èçìåíÿþòñÿ òîëüêî
äâå åãî êîîðäèíàòû â áàçèñå e1, e2. Òðåòüÿ êîìïîíåíòà âäîëü âåêòîðà
íîðìàëè m ðàâíà íóëþ (íèæå ïåðâûé ðèñóíîê):

Â îòëè÷èå îò åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà, ïàðàëëåëüíî ïåðåíåñ¼ííûé âåê-
òîð ïî ïîâåðõíîñòè âäîëü çàìêíóòîãî êîíòóðà íå îáÿçàòåëüíî ñîâïàä¼ò ñ
íà÷àëüíûì âåêòîðîì. Âûøå íà âòîðîì ðèñóíêå ïîêàçàí ïîäîáíûé ïåðå-
íîñ íà ñôåðå, ïðèâîäÿùèé ê âåêòîðó, íàïðàâëåííîìó â ïðîòèâîïîëîæíîì
íàïðàâëåíèè îò èñõîäíîãî.
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6.4 Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà

Àíàëîãè÷íî ãåîìåòðèè íà ïîâåðõíîñòè (2-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî) ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü ãåîìåòðèè ïðîñòðàíñòâ ðàçìåðíîñòè n > 2. �Ïðîùå âñåãî�
ïðåäñòàâèòü ñåáå n-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî:

Îíî èìååò n ïîïàðíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ êîîðäèíàòíûõ îñåé, âäîëü êî-
òîðûõ îòêëàäûâàþòñÿ äåêàðòîâû êîîðäèíàòû r = {x1, x2, ..., xn}.
Êðèâàÿ â ïðîñòðàíñòâå � ýòî îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ r = r(s).

Åñëè n > 2, òî 2-ìåðíîé ïîâåðõíîñòüþ ÿâëÿåòñÿ äâóõïàðàìåòðè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ r = r(q1, q2). Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ 3-ìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü,
è ò.ä. Ïîâåðõíîñòü ðàçìåðíîñòè n− 1 íàçûâàåòñÿ ãèïåðïîâåðõíîñòüþ.

Ïóñòü ïðè äàííûõ ìåòðè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòàõ gij(q), îïðåäåëÿþùèõ
ãåîìåòðèþ m-ìåðíîé ïîâåðõíîñòè, ñóùåñòâóåò òàêîé ìèíèìàëüíûé íà-
áîð n ôóíêöèé x1(q1, ..., qm), ..., xn(q1, ..., qm), ÷òî:

dl2 = (dx1)2 + ...+ (dxn)2 = gij dq
idqj,

ãäå ñóììà ïî i, j èä¼ò îò 1 äî m. Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî m-ìåðíàÿ ïîâåðõ-
íîñòü r = r(q1, ..., qm) âëîæåíà â n - ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî.

Ñóùåñòâóåò òåîðåìà, óòâåðæäàþùàÿ, ÷òîm-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ äî-
ñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíîé âíóòðåííåé ãåîìåòðèåé âñåãäà ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü, êàêm-ìåðíóþ ïîâåðõíîñòü, ëîêàëüíî âëîæåííóþ â n-ìåðíîå åâêëè-
äîâî ïðîñòðàíñòâî. Ñòîèò îäíàêî èìåòü â âèäó, ÷òî äëÿ ïîäîáíîãî âëî-
æåíèÿ èíîãäà ìîãóò ïîòðåáîâàòüñÿ ðàçìåðíîñòè n ìíîãî áîëüøèå, ÷åì
m (õîòÿ, íàïðèìåð, äëÿ m-ìåðíîé ñôåðû äîñòàòî÷íî n = m+ 1).

Â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïëîñêîñòü âñåãäà ìîæíî ïåðåñå÷ü ïåðïåí-
äèêóëÿðíîé ïðÿìîé â åäèíñòâåííîì íàïðàâëåíèè. Óæå â 4-ìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå ýòî íå òàê, è ê 2-ìåðíîé ïëîñêîñòè ìîæíî ïîâåñòè äâå ðàçëè÷-
íûå ïåðïåíäèêóëÿðíûå ïðÿìûå (íàïðèìåð, ïëîñêîñòè (x1, x2) ïåðïåíäè-
êóëÿðíû îñè x3, x4, êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, ïåðïåíäèêóëÿðíû äðóã
äðóãó). Ïîýòîìó ãîâîðèòü î âåêòîðå ïëîùàäè dS = da× db ïàðàëëåëî-
ãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà äâóõ ìàëûõ âåêòîðàõ da, db, óæå íåëüçÿ.



ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÀß ÃÅÎÌÅÒÐÈß 107

Â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, åñëè âåêòîðû ïàðàëëåëîãðàììà ñïðîåêòèðî-
âàíû íà êîîðäèíàòíóþ ïëîñêîñòü, íàïðèìåð, (x, y), òî ïëîùàäü ïðîåêöèè
áóäåò ðàâíà daxdby−daydbx (ñòð. 13). Àíàëîãè÷íî â n-ìåðíîì åâêëèäîâîì
ïðîñòðàíñòâå ïðîåêöèÿ 2-ìåðíîãî ïàðàëëåëîãðàììà íà ïëîñêîñòü (xi, xj)
ðàâíà îïðåäåëèòåëþ:

dSij =

∣∣∣∣dai daj

dbi dbj

∣∣∣∣ = dai dbj−daj dbi.

Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíò ïîâåðõíîñòè â n-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì, à íå âåêòîðîì. Åãî êîìïîíåíòû õàðàêòåðèçóþò
âñå âîçìîæíûå ïðîåêöèè ðîìáà íà êîîðäèíàòíûå ïëîñêîñòè (xi, xj).
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ òåíçîð �ïëîùàäè� 3-ìåðíîé ïîâåðõíîñòè, ïî-

ñòðîåííîé íà òð¼õ âåêòîðàõ â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå:

dSijk =

∣∣∣∣∣∣
dai daj dak

dbi dbj dbk

dci dcj dck

∣∣∣∣∣∣ .
Ðàññìîòðèì â 4-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå 4-âåêòîð dai ñ êîìïîíåíòàìè, ðàâ-
íûìè {dax, day, daz, daw}. Ââåä¼ì 3-âåêòîð da = {dax, day, daz}, è àíà-
ëîãè÷íî äëÿ db è dc. Òîãäà:

dS123 = da · [db× dc].

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ 4-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà dS123 áóäåò ýëåìåíòîì 3-
ìåðíîãî îáú¼ìà, ÿâëÿþùåãîñÿ â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ãèïåðïîâåðõíîñòüþ.
Ñîîòâåòñòâåííî, dSijk ÿâëÿþòñÿ ïðîåêöèÿìè íå íà ïëîñêîñòè (êàê äëÿ

2-ìåðíîãî ðîìáà dSij), à íà ãèïåðïëîñêîñòè (xi, xj, xk), ïåðïåíäèêóëÿð-
íûå ÷åòâ¼ðòîé îñè. Â íàøåì 3-ìåðíîì âîñïðèÿòèè ïðîñòðàíñòâà ýòî áó-
äóò ðàçëè÷íûå 3-îáú¼ìû.
Òåíçîðû dSij è dSijk ÿâëÿþòñÿ àíòèñèììåòðè÷íûìè òåíçîðàìè, è

ïðè ïåðåñòàíîâêå ëþáûõ äâóõ èíäåêñîâ ïîÿâëÿåòñÿ çíàê ìèíóñ. Â ñëó÷àå
2-ìåðíîé ïîâåðõíîñòè â 3-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ïðè ïîìîùè
òåíçîðà Ëåâè-×åâèòû â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ (âñå èíäåêñû âíèçó!) èç
dSij ìîæíî ñäåëàòü âåêòîð dS:

dSi =
1

2
εijk dSjk = {dS23, dS31, dS12}.

Ìû ìîæåì ãîâîðèòü î âåëè÷èíå dS òîëüêî ïîòîìó, ÷òî àíòèñèììåòðè÷-
íûé òåíçîð dSij â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå èìååò òîëüêî 3 íåíóëåâûå íåçà-
âèñèìûå êîìïîíåíòû, êîòîðûå îêàçûâàþòñÿ êîìïîíåíòàìè âåêòîðà dS.
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6.5 Ãåîìåòðèÿ ïðîñòðàíñòâà

Ïðîñòðàíñòâî èìååò ðàçìåðíîñòü n, åñëè åãî òî÷êè ìîãóò áûòü ïðîíó-
ìåðîâàíû ïðè ïîìîùè n ïðîèçâîëüíî çàäàííûõ êîîðäèíàò (x1, x2, ..., xn).
Â êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà ìîæåò áûòü çàäàí âåêòîð Ai. Ïðè çàìåíå
êîîðäèíàò åãî êîìïîíåíòû èçìåíÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíàìè òåí-
çîðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (ñòð. 74). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæ-
äó äâóìÿ áåñêîíå÷íî áëèçêèìè òî÷êàìè ìàëî è ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ
ñèììåòðè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà:

dl2 = gij dx
idxj.

Îò îäíèõ êîîðäèíàò ìîæíî ïåðåéòè ê äðóãèì ïðè ïîìîùè íåïðåðûâ-
íûõ, äèôôåðåíöèðóåìûõ è íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé. Ðàññòîÿíèå dl ìåæäó
äâóìÿ áåñêîíå÷íî áëèçêèìè òî÷êàìè ïðè ñìåíå êîîðäèíàò íå ìåíÿåòñÿ
(èíâàðèàíòíî), íî gij ïðè ýòîì, âîîáùå ãîâîðÿ, èçìåíÿþòñÿ.
Õîòÿ ðàññòîÿíèå îïðåäåëÿåòñÿ ìåæäó 2-ÿ òî÷êàìè, êîýôôèöèåíòû ìåò-

ðè÷åñêîãî òåíçîðà îòíîñÿòñÿ ê îäíîé òî÷êå. Îíè îïðåäåëÿþò ñâÿçü êîì-
ïîíåíò âåêòîðà Ai = gijA

j è åãî äëèíó A2 = gijA
iAj â äàííîé òî÷êå. Ïîä

áåñêîíå÷íî ìàëûì ðàññòîÿíèåì ïîäðàçóìåâàåòñÿ äëèíà âåêòîðà, óêàçû-
âàþùåãî íàïðàâëåíèå ñìåùåíèÿ. Òåì íå ìåíåå ýòîò âåêòîð çàäàí â îäíîé
òî÷êå (ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü êàñàòåëüíûé ê ñôåðå â äàííîé òî÷êå âåêòîð).
Ñêëàäûâàòü è âû÷èòàòü âåêòîðû (è òåíçîðû) ìîæíî òîëüêî â òîé òî÷-

êå ïðîñòðàíñòâà, ãäå îíè îïðåäåëåíû. ×òîáû ìîæíî áûëî âû÷åñòü äâà
âåêòîðà, çàäàííûõ â �ñîñåäíèõ� òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà, íåîáõîäèìî îäèí èç
íèõ ïåðåíåñòè â �òî÷êó ñðàâíåíèÿ�. Åñëè ðàçíîñòü êîîðäèíàò ìåæäó òî÷-
êàìè ðàâíà dxk, òî ïðè �ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå âåêòîðà� åãî êîìïîíåí-
òû èçìåíÿþòñÿ Ai 7→ Ai + δAi. Èçìåíåíèå δAi îïðåäåëÿåòñÿ ñèìâîëàìè
Êðèñòîôôåëÿ, êîòîðûå òàêæå íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ñâÿçíîñòè:

δAi = −Γi
jk A

j dxk.

Ãåîìåòðèÿ ïðîñòðàíñòâà ñ÷èòàåòñÿ ïîëíîñòüþ çàäàííîé, åñëè â äàííîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò îïðåäåëåíû ìåòðè÷åñêèé òåíçîð gij è ñâÿçíîñòü Γk

ij.
Â ñèëó ñâîåãî îïðåäåëåíèÿ ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷-

íûì gij. Íèæíèå èíäåêñû ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ â δAi âõîäÿò íåðàâíî-
ïðàâíûì îáðàçîì, ïîýòîìó â îáùåì ñëó÷àå íå ïðåäïîëàãàåòñÿ èõ ñèììåò-
ðè÷íîñòü. Ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâà îïðåäåëÿþòñÿ (n2 + n)/2 ôóíêöèÿìè
gij è n3 ôóíêöèÿìè Γi

jk. Äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà
ýòè ôóíêöèè, ñóæàþò êëàññ âîçìîæíûõ ãåîìåòðèé.
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Ýòî îáùåå ñâîéñòâî ëþáûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ èëè ôèçè÷åñêèõ òåîðèé.
×åì áîëüøå ìû èñïîëüçóåì íåçàâèñèìûõ èñõîäíûõ àêñèîì, òåì áîëåå
÷àñòíàÿ òåîðèÿ ïðè ýòîì ïîëó÷àåòñÿ. Óìåíüøåíèå ÷èñëà àêñèîì, íàîáî-
ðîò, ïðèâîäèò ê áîëåå îáùèì òåîðèÿì.
Íàïðèìåð, åñëè ìû ïîòðåáóåì, ÷òîáû ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòî-

ðîâ gijA
iBj íå èçìåíÿëîñü ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå èç òî÷êè xi â

òî÷êó xi + dxi, òî ïîëó÷èòñÿ ñëåäóþùàÿ ñâÿçü [(l H123), ñòð. 201)]:

∂kgij = Γi, jk + Γj, ik. (6.2)

Åù¼ îäèí ïðèìåð. Ïóñòü dai è dbi � äâà áåñêîíå÷íî ìàëûõ ñìåùåíèÿ
â ïðîñòðàíñòâå, îòëîæåííûå îò äàííîé òî÷êè xi. Ïîñòðîèì ïàðàëëåëî-
ãðàìì, ïåðåíåñÿ âåêòîð dai ïàðàëëåëüíî âäîëü dbi, à âåêòîð dbi, ñîîòâåò-
ñòâåííî, âäîëü dai. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àòñÿ äâà íîâûõ âåêòîðà:

da′i = dai − Γi
jk da

j dbk

db′i = dbi − Γi
jk db

j dak.

Ïðè ïðîèçâîëüíûõ ñâÿçíîñòÿõ ïàðàëëåëîãðàìì ìîæåò íå çàìêíóòüñÿ,
ò.å. äâà ïåðåíåñåííûõ ñìåùåíèÿ îêàæóòñÿ â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ, è ïðîòè-
âîïîëîæíàÿ îò xi âåðøèíà �ðàñùåïèòñÿ� íà âåëè÷èíó dci:

dci = (xi + dai + db′i)− (xi + dbi + da′i) = (Γi
jk − Γi

kj) da
j dbk = T i

jk ∆Sjk,

ãäå∆Sij = dai dbj−daj dbi � ïðîåêöèÿ ïëîùàäè, ïîñòðîåííîé íà âåêòîðàõ
dai è dbi íà ïëîñêîñòü (i, j), à T k

ij íàçûâàåòñÿ òåíçîðîì êðó÷åíèÿ:

T i
jk =

1

2
(Γi

jk − Γi
kj).

Îáîçíà÷èâ Tk, ij = gkpT
p
ij è âîñïîëüçîâàâøèñü (6.2), íåñëîæíî ïîëó÷èòü

âûðàæåíèå ñâÿçíîñòè ÷åðåç ìåòðèêó è êðó÷åíèå:

Γk, ij =
1

2
(∂igjk + ∂jgik − ∂kgij) + Ti, jk + Tj, ik + Tk, ij.

Åñëè ïîòðåáîâàòü (ââåñòè äîïîëíèòåëüíóþ àêñèîìó), ÷òîáû ïàðàëëå-
ëîãðàìì ïðè îïèñàííîì âûøå ïîñòðîåíèè çàìûêàëñÿ (Tk, ij = 0), ìû ïî-
ëó÷èì áîëåå óçêèé êëàññ ãåîìåòðèé ïðîñòðàíñòâà áåç êðó÷åíèÿ. Â ýòîì
ñëó÷àå åãî ñâîéñòâà ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì gij.
Êëàññ ãåîìåòðèé ñ ñèììåòðè÷íûìè ñâÿçíîñòÿìè:

Γk, ij = Γk, ji =
1

2
(∂igjk + ∂jgik − ∂kgij) (6.3)

íàçûâàåòñÿ ðèìàíîâûìè ãåîìåòðèÿìè.
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6.6 Òåíçîð êðèâèçíû

• Ïëîñêîå ïðîñòðàíñòâî îòëè÷àåòñÿ îò èñêðèâë¼ííîãî òåì, ÷òî ïîä-
õîäÿùèì âûáîðîì êîîðäèíàò åãî ìåòðèêà dl2 = gijdx

idxj ìîæåò áûòü
ïðåîáðàçîâàíà â åâêëèäîâó äåêàðòîâó ìåòðèêó dl2 = (dx̃1)2+ ...+(dx̃n)2.
Íåîáõîäèì êðèòåðèé, ïîçâîëÿþùèé âûÿñíèòü, êîãäà ýòî ìîæíî ñäåëàòü.
Ðàññìîòðèì êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ (ñòð. 84):

DpA
i = ∂pA

i + Γi
jpA

j.

Â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà Γi
jp = 0, Dp = ∂p

è, òàê êàê ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå êîììóòèðóþò (ïåðåñòàíîâî÷íû), âûðà-
æåíèå (DpDq−DqDp)A

i áóäåò ðàâíî íóëþ. Ýòî òåíçîð, ïîýòîìó ðàâåíñòâî
åãî íóëþ â îäíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò îçíà÷àåò òîæäåñòâåííîå ðàâåíñòâî
íóëþ â ëþáîé äðóãîé ñèñòåìå. Åñëè æå ïðîñòðàíñòâî íååâêëèäîâî, ýòîò
òåíçîð áóäåò îòëè÷åí îò íóëÿ. Çàïèøåì ïðîèçâîäíóþ:

Dp(DqA
i) = Dp(∂qA

i + Γi
jq A

j).

Âûðàæåíèå â ñêîáêàõ ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì òèïà (1,1), ïîýòîìó (ñòð. 85):

Dp(DqA
i) = ∂p(∂qA

i +Γi
jq A

j) + Γi
kp(∂qA

k +Γk
jq A

j)− Γk
qp(∂kA

i +Γi
jk A

j).

Ðàñêðîåì ïðîèçâîäíóþ ïðîèçâåäåíèÿ â ïåðâîé ñêîáêå è îïóñòèì ñëàãà-
åìûå (íèæå ìíîãîòî÷èå) ñèììåòðè÷íûå ïî p, q, òàê êàê îíè ñîêðàòÿòñÿ
ïîñëå âû÷èòàíèÿ Dq(DpA

i) (ñ÷èòàåì ñâÿçíîñòü ñèììåòðè÷íîé Γi
pq = Γi

qp):

Dp(DqA
i) = (∂pΓ

i
jq)A

j + Γi
jq∂pA

j + Γi
kp∂qA

k + Γi
kpΓ

k
jq A

j + ...

Ñóììà âòîðîãî è òðåòüåãî ñëàãàåìûõ ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé ïî p è q
âåëè÷èíîé, ïîýòîìó ïðîèçâîäíûå ïî êîìïîíåíòàì âåêòîðà ñîêðàùàþòñÿ:

(DpDq −DqDp)A
i = Ri

j, pqA
j,

ãäå êîýôôèöèåíòû ïðè Aj íàçûâàþòñÿ òåíçîðîì êðèâèçíû:

Ri
j, pq = ∂pΓ

i
jq + Γi

kpΓ
k
jq − {p ↔ q}.

Ñêîáêè {p ↔ q} îáîçíà÷àþò ïðåäøåñòâóþùåå âûðàæåíèå ñ ïåðåñòàâëåí-
íûìè èíäåêñàìè, ò.å.:

Ri
j, pq = ∂pΓ

i
jq − ∂qΓ

i
jp + Γi

kpΓ
k
jq − Γi

kqΓ
k
jp. (6.4)

Òåíçîðíîñòü 4-õ êîìïîíåíòíîé âåëè÷èíû Ri
j, pq ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî êîâà-

ðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå ÿâëÿþòñÿ òåíçîðàìè, à â ïðàâîé ÷àñòè íàõîäèòñÿ
ñâ¼ðòêà Ri

j, pq è âåêòîðà Aj. Åñëè âñå êîìïîíåíòû òåíçîðà Ri
j, pq ðàâ-

íû íóëþ, òî êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå êîììóòèðóþò è ïðîñòðàíñòâî
ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâûì.
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• Òåíçîð êðèâèçíû èìååò íàãëÿäíûé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë. Ðàññìîò-
ðèì äâà ìàëûõ ñìåùåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå dai è dbi. Ïåðåìåñòèì âåêòîð
ïàðàëëåëüíûì îáðàçîì ñíà÷àëà íà dai (ñì. (5.9), ñòð.87):

Ai 7→ A′i = Ai − Γi
jp(x)A

j dap,

à çàòåì íà dbi:

Ai 7→ A′′i = A′i − Γi
kq(x+ da)A′k dbq,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî â òî÷êå xi + dai ñâÿçíîñòè èçìåíèëèñü. Ïîäñòàâëÿÿ A′i

èç ïåðâîãî âûðàæåíèÿ âî âòîðîå, èìååì:

Ai 7→ A′′i = Ai − Γi
jp(x)A

j dap − Γi
kq(x+ da) (Ak − Γk

jp(x)A
j dap)dbq,

ñì. ëåâûé ðèñóíîê:

Ðàçëîæèì êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè â ðÿä Òåéëîðà:

Γi
kq(x+ da) ≈ Γi

kq + ∂pΓ
i
kq da

p,

ãäå âåëè÷èíû áåç óêàçàíèÿ àðãóìåíòîâ îòíîñÿòñÿ ê íà÷àëüíîé òî÷êå xi.
Ïðåíåáðåãàÿ ÷ëåíàìè òðåòüåãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî ñìåùåíèÿì da, db,
ïîëó÷àåì:

Ai 7→ A′′i = Ai − Γi
jpA

j (dap + dbp)− (∂pΓ
i
jq − Γi

kqΓ
k
jp)A

j dapdbq.

Åñëè áû âåêòîð ïåðåíîñèëñÿ ñíà÷àëà âäîëü dbp, à çàòåì âäîëü dap, òî
ïîëó÷èëîñü áû âûðàæåíèå ñ ïåðåñòàâëåííûìè a è b (ïåðåèìåíîâûâàåì
p ↔ q):

Ai 7→ A′′′i = Ai − Γi
jpA

j (dbp + dap)− (∂qΓ
i
jp − Γi

kpΓ
k
jq)A

j dbqdap.

Âû÷èòàÿ ýòè äâà âûðàæåíèÿ, ïîëó÷àåì èçìåíåíèå âåêòîðà ïðè åãî ïåðå-
íîñå âäîëü ìàëîãî çàìêíóòîãî êîíòóðà:

∆Ai = −Ri
j, pq A

j dapdbq = −1

2
Ri

j, pq A
j ∆Spq,

ãäå∆Spq = dapdbq−daqdbp � òåíçîð ïëîùàäè êîíòóðà (ïàðàëëåëîãðàììà)
è ó÷òåíî, ÷òî Ri

j, pq àíòèñèììåòðè÷åí ïî èíäåêñàì p, q.
Òàêèì îáðàçîì, òåíçîð êðèâèçíû õàðàêòåðèçóåò èçìåíåíèå êîìïîíåíò

âåêòîðà ïðè åãî ïåðåíîñå ïî áåñêîíå÷íî ìàëîìó çàìêíóòîìó êîíòóðó.
×åì áîëüøå êðèâèçíà è ïëîùàäü, òåì ñèëüíåå èçìåíÿþòñÿ êîìïîíåíòû
âåêòîðà.
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6.7 Ñâîéñòâà òåíçîðà êðèâèçíû

• Ïðè ïîìîùè ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà îïóñòèì â òåíçîðå êðèâèçíû

Ri
j, pq = ∂pΓ

i
jq + Γi

kpΓ
k
jq − {p ↔ q}

èíäåêñ i âíèç:

gik∂pΓ
k
jq + Γi, kpΓ

k
jq = ∂p(gikΓ

k
jq) + (Γi, kp − ∂pgik)Γ

k
jq.

Âûðàçèì ñâÿçíîñòè ÷åðåç ìåòðè÷åñêèé òåíçîð (6.2), ñòð. 109:

Γi, kp − ∂pgik = −Γk, ip.

Àíàëîãè÷íî, â ïðîèçâîäíóþ ∂pΓi, jq ïîäñòàâèì âûðàæåíèå Γi, jq ÷åðåç ìåò-
ðè÷åñêèå òåíçîðû (6.3). Â ðåçóëüòàòå (îïóñêàÿ ñèììåòðè÷íûå ∂p∂q):

Rij, pq =
1

2
(∂p∂jgiq − ∂p∂igjq)− Γk, ipΓ

k
jq − {p ↔ q} (6.5)

èëè

Rij, pq =
1

2
(∂p∂jgiq + ∂q∂igjp − ∂p∂igjq − ∂q∂jgip)− glm(Γ

l
ipΓ

m
jq − Γl

iqΓ
m
jp).

Ïðÿìîé ïðîâåðêîé ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî òåíçîð Rij, pq àíòèñèììåòðè÷åí
ïî ïåðâîé è âòîðîé ïàðå èíäåêñîâ:

Rij, pq = −Rji, pq = −Rij, qp = Rji, qp

è íå èçìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåñòàíîâêå ïåðâîé ïàðû èíäåêñîâ ñî âòîðîé:

Rij, pq = Rpq, ij.

Êðîìå ýòîãî, ñóììà öèêëè÷åñêèõ ïåðåñòàíîâîê ïî ëþáûì òð¼ì èíäåêñàì
(íèæå ïîñëåäíèå òðè èíäåêñà) ðàâíà íóëþ:

Rij, pq +Rip, qj +Riq, jp = 0.

Ñïðàâåäëèâî òàêæå äèôôåðåíöèàëüíîå òîæäåñòâî Áèàíêè:

Dk R
i
j, pq +Dq R

i
j, kp +DpR

i
j, qk = 0,

â êîòîðîì äâà èíäåêñà òåíçîðà êðèâèçíû ôèêñèðîâàííû, à ïî (k, p, q)
ïðîâîäèòñÿ öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàïîìíèì,
÷òî ñâÿçíîñòè íå ÿâëÿþòñÿ òåíçîðàìè (l H95). Â äàííîé òî÷êå ïðîñòðàí-
ñòâà ìîæíî âûáðàòü ñèñòåìó êîîðäèíàò, â êîòîðîé âñå ñâÿçíîñòè îáðà-
ùàþòñÿ â íîëü Γi

kj = 0 (íî íå îáÿçàòåëüíî èõ ïðîèçâîäíûå). Â òàêîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò è â òàêîé òî÷êå:

DkR
i
j,pq = ∂kR

i
j,pq = ∂k∂pΓ

i
jq − ∂k∂qΓ

i
jp.

Ïðè ïîìîùè ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ïðîâåðÿåòñÿ òîæäåñòâî Áèàíêè. Â ñèëó
òåíçîðíîñòè îíî áóäåò ñïðàâåäëèâî â ëþáîé äðóãîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.
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• Òåíçîð êðèâèçíû Rij, pq ìîæíî ñâåðíóòü ïî ïàðå èíäåêñîâ, ïîëó÷èâ
òåíçîð âòîðîãî ðàíãà. Ïî ïàðå àíòèñèììåòðè÷íûõ èíäåêñîâ ýòî äåëàòü
áåññìûñëåííî, òàê êàê ïîëó÷èòñÿ íîëü. Ïîýòîìó îïðåäåëèì òåíçîð Ðè÷-
÷è ñâ¼ðòêîé ïåðâîãî è òðåòüåãî èíäåêñîâ:

Rjq = Ri
j, iq = ∂iΓ

i
jq − ∂qΓ

i
ji + Γi

kiΓ
k
jq − Γi

kqΓ
k
ji.

Íàïîìíèì, ÷òî ñâ¼ðòêà ñâÿçíîñòè âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïðîèçâîäíóþ ìåò-
ðè÷åñêîãî òåíçîðà (ñòð. 92):

∂qΓ
i
ji = ∂q

(
∂jg

2g

)
=

∂q∂jg

2g
− ∂qg ∂jg

2g2
.

Ïîýòîìó òåíçîð Ðè÷÷è ñèììåòðè÷åí Rjq = Rqj. Åù¼ îäíà åãî ñâ¼ðòêà
ïðèâîäèò ê ñêàëÿðó, íàçûâàåìîìó ñêàëÿðíîé êðèâèçíîé ïðîñòðàíñòâà:

R = gjqRjq = gipgjq Rij, pq.

Ñâîðà÷èâàÿ ïàðû èíäåêñîâ (i, q) è (j, p) â òîæäåñòâå Áèàíêè, ïîëó÷àåì:

Dk (g
jpRi

j, pi) +Di (g
jpRi

j, kp) +Dp (g
jpRi

j, ik) = 0,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî â ñèëó òåîðåìû Ðè÷÷è (ñòð. 85) ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ìîæ-
íî âíîñèòü è âûíîñèòü èç-ïîä êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé. Ïåðåñòàâèì
èíäåêñû ñ ó÷¼òîì ñâîéñòâ ñèììåòðèè (Ri

j,pi = −Ri
j,ip, è ò.ä.):

−Dk R +DiR
i
k +DpR

p
k = 0,

èëè, òàê êàê R � ñêàëÿð, îêîí÷àòåëüíî:

DiR
i
k =

1

2
∂kR.

Ïðîèçâîäíàÿ òåíçîðà Ðè÷÷è ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå ñëåäóþùåãî
òîæäåñòâà:

Di(G
i
j + Λδij) = 0, Gi

j = Ri
j −

1

2
δij R, (6.6)

ãäå Λ � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, àGi
j �òåíçîð Ýéíøòåéíà. Èìåííî ýòî òîæ-

äåñòâî ïðèâåëî â ñâî¼ âðåìÿ Àëüáåðòà Ýéíøòåéíà ê ïîñòðîåíèþ óðàâ-
íåíèé ãðàâèòàöèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ â îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíî-
ñòè. Ñâîéñòâà âåùåñòâà îïðåäåëÿþòñÿ òåíçîðîì ýíåðãèè-èìïóëüñà T ij.
Îí äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ íåïðåðûâíîñòè DiT

ij = 0. Ïî ãè-
ïîòåçå Ýéíøòåéíà ìàòåðèÿ âëèÿåò íà ãåîìåòðèþ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè.
Óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè ñîãëàñóåòñÿ ñ (6.6), åñëè:

Gij + Λgij = χTij,

ãäå χ � åù¼ îäíà êîíñòàíòà. Ýòî è åñòü óðàâíåíèÿ ãðàâèòàöèè Ýéíøòåéíà.
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Çàäà÷è

• (l H128) Íàéòè êàñàòåëüíûå âåêòîðû íà ñôåðå r = a {sθcϕ, sθsϕ, cθ}
è ìåòðèêó. Îïðåäåëèòü ãëàâíûå êðèâèçíû.

• (l H129) Íàéòè äëèíó L îêðóæíîñòè ðàäèóñà r íà ïîâåðõíîñòè ñôåðû
ñ ðàäèóñîì a. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü êðóãà S, îãðàíè÷åííîãî ýòîé îêðóæ-
íîñòüþ. Ïðè êàêîì ðàäèóñå r ïëîùàäü ìàêñèìàëüíà? Íàéòè ïåðâûå ïî-
ïðàâêè ê åâêëèäîâûì âûðàæåíèÿì L = 2πr, S = πr2.

• (l H130) Ïóñòü èç þæíîãî ïîëþñà ñôåðû ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ, ïåðåñå-
êàþùàÿ íåêîòîðóþ òî÷êó ñôåðû. Ñ÷èòàòü, ÷òî å¼ êîîðäèíàòû ÿâëÿþòñÿ
äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé è ïëîñêîñòè, êà-
ñàþùåéñÿ ñåâåðíîãî ïîëþñà. Íàéòè ìåòðèêó ñôåðû â ýòèõ êîîðäèíàòàõ.

• (l H131) Àíàëîãè÷íî (l H130) ñïðîåêòèðîâàòü òî÷êè ñåâåðíîãî ïî-
ëóøàðèÿ èç öåíòðà ñôåðû íà ïëîñêîñòü, êàñàòåëüíóþ ñåâåðíîìó ïîëþñó
(êîîðäèíàòû Áåëüòðàìè). Íàéòè ìåòðèêó â ýòîì ñëó÷àå. Âî ÷òî ïðîåöè-
ðóåòñÿ ïðÿìàÿ íà ñôåðå?

• (l H132) Äîêàçàòü, ÷òî ñòîðîíû a, b, c è óãîë γ òðåóãîëüíèêà íà
ñôåðå ñâÿçàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì: cos c = cos a cos b+ sin a sin b cos γ.

• (l H133) Íàéòè ñâÿçè ìåæäó ñòîðîíàìè è óãëàìè ïðÿìîóãîëüíîãî
ñôåðè÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà (òåîðåìà Ïèôàãîðà, ïðîåêöèè ãèïîòåíóçû).

• (l H134) Äëÿ ñôåðè÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà ñ óãëàìè α, β, γ äîêàçàòü
òåîðåìó ñèíóñîâ: sin a/ sinα = sin b/ sin β = sin c/ sin γ.

• (l H135) Êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå íà ñôåðå (îòðåçîê) � ñåãìåíò áîëü-
øîé îêðóæíîñòè. Çàïèñàòü åãî óðàâíåíèå. Âîñïîëüçîâàòüñÿ ïîâîðîòîì
íà÷àëüíîé òî÷êè íà óãîë α ïðè ïîìîùè ìàòðèöû Rij (3.6), ñòð 59.

• (l H136) Çàïèñàòü óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà, îñü ñèììåòðèè
êîòîðîãî íàïðàâëåíà âäîëü îñè z. Íàéòè ãàóññîâó êðèâèçíó.

• (l H137) Âûðàçèòü ïåðâóþ gij è âòîðóþ bij êâàäðàòè÷íûå ôîðìû ïðè
çàäàíèè ïîâåðõíîñòè ïðè ïîìîùè âûñîò r = {x, y, f(x, y)}.

• (l H138) Âûðàçèòü ãàóññîâó êðèâèçíó ÷åðåç îïðåäåëèòåëè ïåðâîé è
âòîðîé êâàäðàòè÷íîé ôîðì. Ïîäñòàâèòü èõ çíà÷åíèå èç (l H137).

• (l H139) Ðàññìîòðåòü ïîâåðõíîñòü: r = {f(z) cosϕ, f(z) sinϕ, z},
ïîëó÷àåìóþ â ðåçóëüòàòå âðàùåíèÿ êðèâîé âîêðóã îñè z (ïðè êàæäîì z
� ñâîé ðàäèóñ f(z)). Íàéòè å¼ ïåðâóþ è âòîðóþ êâàäðàòè÷íûå ôîðìû.

• (l H140) Íàéòè êðèâèçíû k1 è k2 ïîâåðõíîñòè âðàùåíèé (l H139).
Äëÿ êàêèõ ïîâåðõíîñòåé ðàâíû íóëþ: 1) K = k1k2; 2) (k1 + k2)/2.
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• (l H141) Òîð (áóáëèê) ïîëó÷àåòñÿ ïðè âðàùåíèè îêðóæíîñòè âîêðóã
ïðÿìîé, ëåæàùåé â ïëîñêîñòè îêðóæíîñòè (íî âíå íå¼). Íàéòè ïàðàìåò-
ðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå òîðà, ìåòðèêó è íîðìàëü.

• (l H142) Íàéòè êðèâèçíû òîðà. Ïðîàíàëèçèðîâàòü ãàóññîâó êðèâèçíó
ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ óãëà θ. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü òîðà.

• (l H143) Âûâåñòè õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (6.1), ñòð.103, ïå-
ðåéäÿ îò êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò ê äåêàðòîâûì.

• (l H144) Äîêàçàòü, ÷òî â 2-ìåðèè ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà R = 2R12,12/g.

• (l H145) Ñêîëüêî íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò òåíçîðà êðèâèçíû â 3-
ìåðíîì è 4-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå?

• (l H146) Íàéòè êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ∂iej è ∂im
ïî áàçèñó (e1, e2,m) (ò.í. äåðèâàöèîííûå ôîðìóëû).

• (l H147) Äîêàçàòü, ÷òî â 2-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà
ðàâíà óäâîåííîé êðèâèçíå Ãàóññà. Âûáðàòü ïëîñêîñòü (x, y), êàñàòåëüíóþ
ê ïîâåðõíîñòè, è èñïîëüçîâàòü ïðåäñòàâëåíèå ïîâåðõíîñòè z = f(x, y).

• (l H148) Íàéòè ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ è òåíçîð êðèâèçíû äëÿ 2-
ìåðíîé ñôåðû åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ ìåòðèêîé dl2 = dθ2 + s2θ dϕ

2.

• (l H149) Ðåøèòü óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêîé íà ñôåðå â êîîðäèíàòàõ
(θ, ϕ).

• (l H150) Ðàññìîòðåòü n-ìåðíóþ ñôåðó x21 + ...+ x2n+1 = a2 ðàäèóñà a

â n + 1-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè
ds2 = dx21 + ...+ dx2n+1. Èñêëþ÷èâ êîîðäèíàòó xn+1, íàéòè gij è gij.

• (l H151) Âû÷èñëèòü äëÿ n-ìåðíîé ñôåðû èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è
ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ Γk,ij è Γk

ij.

• (l H152) Âû÷èñëèòü äëÿ n-ìåðíîé ñôåðû èç ïðåäûäóùèõ äâóõ çàäà÷
òåíçîð êðèâèçíû, òåíçîð Ðè÷÷è è ñêàëÿðíóþ êðèâèçíó.

• (l H153) Âû÷èñëèòü Rij,pq, Rjq è R äëÿ n-ìåðíîé ñôåðû, ìåòðèêà
êîòîðîé çàïèñàíà â ñòåðåîãðàôè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ (l H130).

• (l H154) Çàïèñàòü óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêîé íà ïîâåðõíîñòè n-ìåðíîé
ñôåðû â êîîðäèíàòàõ Áåëüòðàìè (l H131).

• (lH155) Âûðàçèòü òåíçîð Ðè÷÷èRαβ 4-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè
÷åðåç 3-ìåðíûé òåíçîð Ðè÷÷è R̃ij äëÿ ds2 = dt2 − a2(t) g̃ij dx

idxj, ãäå
3-ìåðíûå g̃ij íå çàâèñÿò îò âðåìåíè, à ëàòèíñêèå èíäåêñû i, j = 1...3
(òåîðèÿ Áîëüøîãî Âçðûâà). Ðàññìîòðåòü 3-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ ïîñòî-
ÿííîé êðèâèçíîé R̃ij = 2Kg̃ij, ãäå K = 1, 0,−1.
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Ãëàâà 7

Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû

Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû - ýòî ïðîñòîé è î÷åíü ýôôåêòèâíûé ìàòå-
ìàòè÷åñêèé àïïàðàò. Îí ïîçâîëÿåò ïðè ïîìîùè îäíîé ôîðìóëû åäèíûì
îáðàçîì çàïèñàòü èíòåãðàëüíûå òåîðåìû Ãàóññà è Ñòîêñà è ë¼ãêèì äâè-
æåíèåì ðóêè ïîëó÷èòü ïðàâèëüíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ïëîùàäè, îáú¼ìà,
ðîòîðà è äèâåðãåíöèè â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ. Ýòîò èíñòðóìåíò
ñóùåñòâåííî óïðîùàåò âû÷èñëåíèÿ â äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè, ãäå
ïðèõîäèòñÿ íàõîäèòü ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ è òåíçîð êðèâèçíû ñî ìíî-
æåñòâîì êîìïîíåíò. Ïðè èñïîëüçîâàíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì ñðàçó
ïîëó÷àþòñÿ íåíóëåâûå êîìïîíåíòû ýòèõ âåëè÷èí.
Èñïîëüçóÿ âåêòîðíûå îáîçíà÷åíèÿ, ïðîñòûå çàêîíû ôèçèêè ìîæíî çà-

ïèñàòü â �áåçèíäåêñíîé ôîðìå�. Â áîëåå ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ óæå òðåáóþò-
ñÿ òåíçîðû, è â ôîðìóëàõ ïîÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî èíäåêñîâ. Îáîçíà÷å-
íèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì ïîçâîëÿþò ñíîâà èçáàâèòüñÿ îò èíäåêñîâ,
ïðèäàâ ìíîãèì ôèçè÷åñêèì çàêîíàì î÷åíü ýëåãàíòíûé è êîìïàêòíûé
âèä. Òåì íå ìåíåå, ÷òîáû ôîðìû íå ïîêàçàëèñü ñëèøêîì àáñòðàêòíûìè
ìàòåìàòè÷åñêèìè îáúåêòàìè, ìû íà÷í¼ì ðàáîòàòü ñ èõ êîìïîíåíòàìè
â ïðèâû÷íûõ òåíçîðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ, è ëèøü çàòåì ïîñòåïåííî áóäåì
èçáàâëÿòüñÿ îò èíäåêñîâ.
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7.1 Ôîðìû

• Ââåä¼ì áàçèñ ei, îïðåäåëÿþùèé ðàçëîæåíèå âåêòîðà áåñêîíå÷íî ìà-
ëîãî ñìåùåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ïðè èçìåíåíèè êîîðäèíàò qi:

dr = ei dq
i.

Îáîçíà÷èì âåêòîð ãðàäèåíòà ñêàëÿðíîé ôóíêöèè ∇f ïðè ïîìîùè æèð-
íîé áóêâû df . Îáîçíà÷åíèÿ ∇f è df ïîëíîñòüþ ýêâèâàëåíòíû. Â ïðî-
èçâîëüíûõ êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ ñî âçàèìíûì áàçèñîì ei

df =
∂f

∂qi
ei = ∂if ei, df =

{ ∂f

∂q1
,
∂f

∂q2
,
∂f

∂q3

}
, (7.1)

ãäå â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ ïåðå÷èñëåíû êîâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû âåêòî-
ðà. Åñòåñòâåííî, ñèìâîë d íå ñòîèò ïóòàòü ñ äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè:

df = df · dr = (∂if ei) · (ej dqj) =
∂f

∂qi
dqi.

Ãðàäèåíò df îïðåäåëÿåò 1-ôîðìó äèôôåðåíöèàëà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åãî
ñâ¼ðòêà ñ êîíêðåòíûì ñìåùåíèåì â ïðîñòðàíñòâå dr äà¼ò ÷èñëî, ðàâíîå
áåñêîíå÷íî ìàëîìó èçìåíåíèþ ôóíêöèè df â ýòîì íàïðàâëåíèè. Â îáùåì
ñëó÷àå 1-ôîðìà ω � ýòî ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ êàæäîìó âåêòîðó
ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå îïðåäåë¼ííîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Åñëè âåêòîð a
çàäàí êîíòðàâàðèàíòíûìè êîìïîíåíòàìè ai, òî 1-ôîðìà (ôóíêöèÿ îò
âåêòîðà) ìîæåò áûòü çàïèñàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì: ω(a) = ωi a

i.

Â ïðèìåðå ñ ãðàäèåíòîì ñêàëÿðíîé ôóíêöèè df � ýòî èìÿ 1-ôîðìû.
Å¼ êîìïîíåíòû (df)i ðàâíû ÷àñòíûì ïðîèçâîäíûì (7.1). Àðãóìåíòîì 1-
ôîðìû âûñòóïàåò áåñêîíå÷íî ìàëîå ñìåùåíèå dr. Ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèÿ
1-ôîðìû � ýòî ÷èñëî: df(dr) = (df)i(dr)

i = df , ðàâíîå äèôôåðåíöèàëó.

Â äàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (q1, q2, q3) êîâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû âåê-
òîðà ãðàäèåíòà îò êàæäîé êîîðäèíàòû ðàâíû [ñì. (7.1)]:

dq1 = {1, 0, 0}; dq2 = {0, 1, 0}; dq3 = {0, 0, 1}. (7.2)

Ïîä÷åðêí¼ì åù¼ ðàç: dqi � ýòî ãðàäèåíò, à íå äèôôåðåíöèàë, ïîýòîìó
åãî êîìïîíåíòû íå ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûìè âåëè÷èíàìè!

Òàê êàê df = (df)i e
i, òî èç (7.2) ñëåäóåò, ÷òî ãðàäèåíò îò êîîðäèíàò

åñòü íå ÷òî èíîå, êàê åù¼ îäíî îáîçíà÷åíèå âåêòîðîâ âçàèìíîãî áàçèñà:

dqi ≡ ei, dqi · ej ≡ dqi(ej) = δij.

Îáîçíà÷åíèå dqi(ej) íàïîìèíàåò, ÷òî dqi � ýòî 1-ôîðìà, ò.å. ëèíåéíàÿ
ôóíêöèÿ îò ej. Å¼ çíà÷åíèå ðàâíî îáû÷íîìó ÷èñëó δij.
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• Èç êîâàðèàíòíûõ êîìïîíåíò äâóõ âåêòîðîâ ìîæíî ïîëó÷èòü òåí-
çîð òèïà (0, 2) ïðè ïîìîùè òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ: (a⊗ b)αβ = aαbβ.
Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü êîñîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ, êàê àíòè-
ñèììåòðè÷íûé òåíçîð:

(a ∧ b)αβ = (a⊗ b− b⊗ a)αβ = aαbβ − aβbα.

Äëÿ ãðàäèåíòîâ êîîðäèíàò èìååì:

(dqi ∧ dqj)αβ = (dqi)α(dq
j)β − (dqi)β(dq

j)α.

Âåðõíèå èíäåêñû i è j � ýòî íîìåðà êîîðäèíàò (èëè âåêòîðîâ âçàèìíîãî
áàçèñà). Ñîáñòâåííî ê òåíçîðó îòíîñÿòñÿ íèæíèå èíäåêñû α è β. Çàïèøåì
êîìïîíåíòû ýòèõ òåíçîðîâ â ÿâíîì âèäå â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå:

dq1∧dq2 =

(
0 1 0
−1 0 0
0 0 0

)
, dq1∧dq3 =

(
0 0 1
0 0 0
−1 0 0

)
, dq2∧dq3 =

(
0 0 0
0 0 1
0 −1 0

)
.

Íàïðèìåð, ó÷èòûâàÿ êîìïîíåíòû (7.2) äëÿ ýëåìåíòà (dq1∧dq2)12, ïîëó-
÷àåì: ({1, 0, 0}1{0, 1, 0}2 − {1, 0, 0}2{0, 1, 0}1 = 1 · 1− 0 · 0 = 1.
Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ êîñîå ïðîèçâåäåíèå ÿâëÿåòñÿ àíòèñèììåòðè÷íûì:

dqi ∧ dqj = −dqj ∧ dqi,

à êîñîå ïðîèçâåäåíèå îäèíàêîâûõ êîîðäèíàò ðàâíî íóëþ (òî÷íåå, ìàòðè-
öå ñî âñåìè íóëåâûìè êîìïîíåíòàìè): dq1∧dq1 = dq2∧dq2 = dq3∧dq3 =
0.
Ðàññìîòðèì àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð ñ äâóìÿ èíäåêñàìè Fij = −Fji:

F =

 0 F12 F13

−F12 0 F23

−F13 −F23 0

 .

Îí îïðåäåëÿåòñÿ òðåìÿ âåëè÷èíàìè F12, F13 è F23, êîòîðûå ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü äëÿ ðàçëîæåíèÿ F ïî ïîëó÷åííûì âûøå ìàòðèöàì 3× 3:

(F)αβ = F12 (dq
1 ∧ dq2)αβ + F13 (dq

1 ∧ dq3)αβ + F23 (dq
2 ∧ dq3)αβ.

Òàê êàê Fij è êîñîå ïðîèçâåäåíèå àíòèñèììåòðè÷íû, ìîæíî îäíîâðåìåí-
íî ïåðåñòàâëÿòü èõ èíäåêñû: F12 dq

1 ∧ dq2 = F21 dq
2 ∧ dq1, ïîýòîìó:

F =
∑
i<j

Fij dq
i ∧ dqj =

1

2
Fij dq

i ∧ dqj,

ãäå, êàê îáû÷íî, ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì i, j ïðîâîäèòñÿ ñóììèðîâà-
íèå áåç óêàçàíèÿ çíàêà ñóììû. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå àíòèñèììåòðè÷íîãî
òåíçîðà íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîé 2-ôîðìîé. Ðàçëîæåíèå âåêòîðà
ïî âçàèìíîìó áàçèñó A = Ai dq

i ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîé 1-ôîðìîé.
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7.2 Çàìåíà êîîðäèíàò

Ïðè ñìåíå ñèñòåìû êîîðäèíàò ãðàäèåíò îò êîîðäèíàòû (êàê âçàèìíûé
áàçèñ: dqi = ei), ïðåîáðàçóåòñÿ àíàëîãè÷íî äèôôåðåíöèàëó:

dq̃i =
∂q̃i

∂qj
dqj = ∂j q̃

i dqj,

÷òî îïðàâäûâàåò ââåäåííîå îáîçíà÷åíèå d. Ðàññìîòðèì äåêàðòîâóþ è
ïîëÿðíóþ ñèñòåìû êîîðäèíàò (ñòð. 64) â 2-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå:{

x = r cϕ
y = r sϕ

∣∣∣∣ =>
dx = ∂rxdr + ∂ϕxdϕ = cϕdr − rsϕdϕ
dy = ∂ry dr + ∂ϕy dϕ = sϕdr + rcϕdϕ.

Ïåðåìíîæèì ãðàäèåíòû êîîðäèíàò êîñûì îáðàçîì:

dx ∧ dy = (cϕdr − rsϕdϕ) ∧ (sϕdr + rcϕdϕ) = rc2ϕdr ∧ dϕ− rs2ϕdϕ ∧ dr,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî dr∧dr = dϕ∧dϕ = 0. Ïåðåñòàâëÿÿ dϕ∧dr = −dr∧dϕ,
îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

dx ∧ dy = r dr ∧ dϕ. (7.3)

Ýòî ñîîòíîøåíèå îïðåäåëÿåò 2-ôîðìó ïëîùàäè â äåêàðòîâûõ (ñëåâà) è â
ïîëÿðíûõ (ñïðàâà) êîîðäèíàòàõ. Äåéñòâèòåëüíî, â ïîëÿðíûõ êîîðäèíà-
òàõ äëèíà äóãè ðàâíà rdϕ, è óìíîæàÿ å¼ íà dr, ïîëó÷àåì ïëîùàäü:

Åñòåñòâåííî ïîäîáíàÿ ìíåìîíèêà ÿâëÿåòñÿ îãðóáëåíèåì ñìûñëà óðàâíå-
íèÿ (7.3). Íà ñàìîì äåëå (7.3) � ýòî íå ïðîèçâåäåíèå äèôôåðåíöèàëîâ,
à òåíçîðíîå âûðàæåíèå òèïà (0,2). Îäíàêî, åñëè åãî ñâåðíóòü ñ äâóìÿ
áåñêîíå÷íî ìàëûìè ñìåùåíèÿìè (dr = {dx, dy} è dr′ = {dx′, dy′}), ìû
ïîëó÷èì ïðàâèëüíîå âûðàæåíèå äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ïëîùàäè. Â äå-
êàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ:

(dx ∧ dy)αβ dr
αdr′

β
=
(
dx dy

)( 0 1
−1 0

)(
dx′

dy′

)
= dxdy′ − dydx′.

Òàêèì îáðàçîì, ïàðíîå êîñîå ïðîèçâåäåíèå dxi ∧ dxj èìååò ñìûñë 2-
ôîðìû (àíòèñèììåòðè÷íîé ôóíêöèè îò äâóõ âåêòîðîâ), ïðè ïîìîùè êî-
òîðîé ìîæíî ïîëó÷àòü çíà÷åíèÿ ïðîåêöèè ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà
(ïîñòðîåííîãî íà ýòèõ âåêòîðàõ) íà êîîðäèíàòíûå ïëîñêîñòè (xi, xj). Â
ôóíêöèîíàëüíîé ôîðìå ýòî ìîæíî çàïèñàòü ïðè ïîìîùè àíòèñèììåò-
ðè÷íîé ôóíêöèè S(dr, dr′) =ïëîùàäü, ãäå S = dxi ∧ dxj � 2-ôîðìà.
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• Â ïðîèçâîëüíûõ êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ qi = (q1, q2, q3) ðîëü
äåêàðòîâûõ ïëîñêîñòåé èãðàþò ïîâåðõíîñòè, âîçíèêàþùèå ïðè ïîñëåäî-
âàòåëüíîì ôèêñèðîâàíèè çíà÷åíèÿ îäíîé èç êîîðäèíàò. Òàê, êîîðäèíàò-
íàÿ ïîâåðõíîñòü (q1, q2) èìååò óðàâíåíèå q3 = const. Â äåêàðòîâûõ êî-
îðäèíàòàõ ïðîñòðàíñòâî ðàçáèâàåòñÿ íà ïðÿìîóãîëüíûå ÿ÷åéêè. Â êðè-
âîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ ÿ÷åéêè èìåþò ðàçëè÷íûé ðàçìåð è îðèåíòà-
öèþ. Íàïðèìåð, â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ýòî íàáîð âëîæåííûõ ñôåð
(r = const), ðàçðåçàííûõ ïëîñêîñòÿìè ïàðàëëåëåé (θ = const) è ìå-
ðèäèàíîâ (ϕ = const). Îðèåíòàöèÿ êàæäîé òàêîé ÿ÷åéêè îïðåäåëÿåòñÿ
âåêòîðàìè êðèâîëèíåéíîãî áàçèñà ei. 2-ôîðìà ïîâåðõíîñòè, íàïðèìåð,
rdr ∧dϕ â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå, îïðåäåëÿåò îðèåíòàöèþ êîîðäèíàò-
íîé ïëîñêîñòè. Ñâåðòêà ýòîé ôîðìû ñ äâóìÿ âåêòîðàìè ìàëûõ ñìåùåíèé
îïðåäåëÿåò ïðîåêöèþ ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà ýòèõ âåêòîðàõ,
íà êîîðäèíàòíóþ ïëîñêîñòü êðèâîëèíåéíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Â 3-õ èç-
ìåðåíèÿõ âîçìîæíû 3 êîìáèíàöèè {dy∧dz, dz∧dx, dx∧dy}, êîòîðûå
óñëîâíî ìîæíî ñ÷èòàòü êîìïîíåíòàìè 3-âåêòîðà ïëîùàäè (dS)i. Õîòÿ íà
ñàìîì äåëå ýòî 2-ôîðìû (àíòèñèììåòðè÷íûå òåíçîðû (dS)iαβ).

• Àíàëîãè÷íî êîñîìó ïðîèçâåäåíèþ äâóõ ñîìíîæèòåëåé â ïðîñòðàí-
ñòâå ñ ðàçìåðíîñòüþ n > 2 ìîæíî îïðåäåëèòü òðîéíîå êîñîå ïðîèçâåäå-
íèå, àíòèñèììåòðè÷íîå ïðè ïåðåñòàíîâêå ëþáûõ ñîìíîæèòåëåé. Íàïðè-
ìåð, â 3-ìåðíûõ äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ, ïîëüçóÿñü ñâîéñòâîì ïàðíîãî
êîñîãî óìíîæåíèÿ, ïåðåñòàâèì dx è dz:

dx ∧ dy ∧ dz = −dy ∧ dx ∧ dz = dy ∧ dz ∧ dx = −dz ∧ dy ∧ dx.

Â êîìïîíåíòàõ îíî îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî äâîéíîìó êîñîìó ïðîèçâå-
äåíèþ ïðè ïîìîùè àíòèñèììåòðèçàöèè êîìïîíåíò ãðàäèåíòîâ ïî âñåì
òð¼ì èíäåêñàì. Ýòî óäîáíî çàïèñàòü ïðè ïîìîùè îïðåäåëèòåëÿ:

(dx ∧ dy ∧ dz)αβγ =

∣∣∣∣∣∣
(dx)α (dy)α (dz)α
(dx)β (dy)β (dz)β
(dx)γ (dy)γ (dz)γ

∣∣∣∣∣∣ .
Òàê êàê dx ∧ dx = 0, òî â n−ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå âîçìîæíî êîñîå ïðî-
èçâåäåíèå íå áîëåå ÷åì n ãðàäèåíòîâ.
Åñëè äâîéíîå êîñîå ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëÿåò 2-ôîðìó ïðîåêöèè ïà-

ðàëëåëîãðàììà íà êîîðäèíàòíóþ ïîâåðõíîñòü (ïëîùàäü), òî òðîéíîå êî-
ñîå ïðîèçâåäåíèå � ýòî 3-ôîðìà ïðîåêöèè ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííî-
ãî íà òð¼õ áåñêîíå÷íî ìàëûõ ñìåùåíèÿõ dr, dr′ è dr′′. Â 3-ìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå ýòî áóäåò îáú¼ì. Àíòèñèììåòðèçàöèÿ êîñîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïðè
ïåðåõîäå îò äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ê êðèâîëèíåéíîé áóäåò äà-
âàòü ïðàâèëüíûé ÿêîáèàí ýòîãî îáú¼ìà (ìíîæèòåëü ïðè dq1∧dq2∧dq3).



122 ÃËÀÂÀ 7.

7.3 Âíåøíåå äèôôåðåíöèðîâàíèå

• Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû ïîçâîëÿþò â åäèíîì âèäå çàïèñàòü àíà-
ëîãè ãðàäèåíòà, ðîòîðà è äèâåðãåíöèè äëÿ ïðîñòðàíñòâ ïðîèçâîëüíîé
ðàçìåðíîñòè. Íàïîìíèì, ÷òî ðîòîð (êàê âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå îïåðà-
òîðà íàáëà íà âåêòîð) îïðåäåë¼í òîëüêî â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Òåì
íå ìåíåå, ñóùåñòâóþò åãî àíàëîãè äëÿ ðàçìåðíîñòè n > 3.

Ââåä¼ì åù¼ îäíó îïåðàöèþ, ò.í. âíåøíåå äèôôåðåíöèðîâàíèå. Äëÿ ðàç-
ëîæåíèÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà ïî áàçèñó dqi (1-ôîðìà):

A = Aj dq
j

âíåøíåå äèôôåðåíöèðîâàíèå îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

dA = dAj ∧ dqj = ∂iAj dq
i ∧ dqj.

Äðóãèìè ñëîâàìè, áåð¼òñÿ ãðàäèåíò îò êîìïîíåíò âåêòîðà Aj è êîñûì
îáðàçîì óìíîæàåòñÿ íà óæå ñòîÿùèå â âûðàæåíèè 1-ôîðìû ãðàäèåíòû.
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ îáîçíà÷åíèÿ âíåøíåãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ìû âûáðà-
ëè áóêâó d â ïðÿìîì íåæèðíîì øðèôòå, ÷òîáû îòëè÷àòü å¼ è îò ãðàäè-
åíòà (d), è îò îáû÷íîãî äèôôåðåíöèàëà (d). Âïðî÷åì, ÷àñòî íå äåëàþò
ïîäîáíûõ ðàçëè÷èé â îáîçíà÷åíèÿõ.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ âíåøíåå äèôôåðåíöèðîâàíèå 2-ôîðì:

F =
1

2
Fij dq

i ∧ dqj.

Áåð¼òñÿ ãðàäèåíò è êîñûì îáðàçîì ñëåâà óìíîæàåòñÿ íà óæå ñóùåñòâó-
þùåå êîñîå ïðîèçâåäåíèå:

dF =
1

2
dFij ∧ dqi ∧ dqj =

1

2
∂kFij dq

k ∧ dqi ∧ dqj.

Äâîéíîå ïðèìåíåíèå îïåðàöèè âíåøíåãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ âñåãäà
ïðèâîäèò ê íóëåâîìó ðåçóëüòàòó:

d2 = 0.

Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòî íà ïðèìåðå äâîéíîãî äèôôåðåíöèàëà 1-ôîðìû:

d2A = d(dA) = d(∂iAj dq
i ∧ dqj) = ∂k∂iAj dq

k ∧ dqi ∧ dqj = 0.

Òàê êàê ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî k-òîé è i-òîé êîîðäèíàòå ïåðåñòàíî-
âî÷íû (ñèììåòðè÷íû), à êîñîå ïðîèçâåäåíèå àíòèñèììåòðè÷íî, òî ýòî
âûðàæåíèå ðàâíî íóëþ.
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• Ïóñòü â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ 1-ôîðìà ðàâíà:

A = Ax dx+ Ay dy + Az dz.

Íàéä¼ì å¼ âíåøíèé äèôôåðåíöèàë dA:(∂Ax

∂y
dy+

∂Ax

∂z
dz
)
∧dx+

(∂Ay

∂x
dx+

∂Ay

∂z
dz
)
∧dy+

(∂Az

∂x
dx+

∂Az

∂y
dy
)
∧dz,

ãäå îïóùåíû ÷ëåíû â äèôôåðåíöèàëàõ, êîòîðûå â êîñîì ïðîèçâåäåíèè
äàäóò íîëü dx ∧ dx = 0, è ò.ä. Ïåðåñòàâëÿÿ ìåñòàìè ãðàäèåíòû êîîðäè-
íàò, ïîëó÷àåì:

dA =
(∂Az

∂y
− ∂Ay

∂z

)
dy∧dz+

(∂Ax

∂z
− ∂Az

∂x

)
dz∧dx+

(∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y

)
dx∧dy.

Òàêèì îáðàçîì, â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå âíåøíåå äèôôåðåíöèðîâàíèå 1-
ôîðìû âåêòîðà ðàâíî ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ âåêòîðà ðîòîðà íà �âåê-
òîð� ïëîùàäè dA = [∇×A]i (dS)

i, èìåþùåé ïðîåêöèè íà êîîðäèíàòíûå
ïëîñêîñòè (dS)i = {dy ∧ dz, dz ∧ dx, dx ∧ dy}. Â 4-ìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå ýòî óæå áóäåò íå âåêòîð, à òåíçîð, íî, òåì íå ìåíåå, êîìïîíåíòû
ïîäîáíîé 2-ôîðìû áóäóò ÿâëÿòüñÿ îáîáù¼ííûì âàðèàíòîì ðîòîðà.
Àíàëîãè÷íî, ïóñòü åñòü 2-ôîðìà, êîòîðóþ â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

ìû çàïèøåì â âåêòîðíîì âèäå, èíòåðïðåòèðóÿ, êàê �ïîòîê� âåêòîðíîãî
ïîëÿ:

A = Ax dy ∧ dz + Ay dz ∧ dx+ Az dx ∧ dy.

Ïðîâîäÿ âíåøíåå äèôôåðåíöèðîâàíèå, ïîëó÷àåì ïðîèçâåäåíèå äèâåð-
ãåíöèè íà �îáú¼ì�:

dA =
(∂Ax

∂x
+

∂Ay

∂y
+

∂Az

∂z

)
dx ∧ dy ∧ dz = (∇ ·A)dV.

Îïåðàòîðíîå òîæäåñòâî d2 = 0 ñîîòâåòñòâóåò ðàâåíñòâó íóëþ ðîòîðà
îò ãðàäèåíòà ∇ × (∇f) = 0, åñëè ïîä âíåøíèì äèôôåðåíöèðîâàíèåì
ñêàëÿðíîé ôóíêöèè (0-ôîðìà) ïîíèìàòü ïðîñòî å¼ ãðàäèåíò:

df ≡ df = ∂if dqi.

Òîãäà, áåðÿ îò òàêîãî ãðàäèåíòà åù¼ îäíî âíåøíåå äèôôåðåíöèðîâàíèå,
ïîëó÷èì d2f = ∂j∂if dqi ∧ dqj = 0. Àíàëîãè÷íî, ∇ · [∇×A] = 0 (äèâåð-
ãåíöèÿ ðîòîðà ðàâíà íóëþ) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òîæäåñòâà d2 = 0.
Òàêèì îáðàçîì, ãðàäèåíò, ðîòîð è äèâåðãåíöèÿ â 3-ìåðíîì ïðîñòðàí-

ñòâå ïîëó÷àþòñÿ â âèäå âíåøíèõ äèôôåðåíöèðîâàíèé 0, 1 è 2 - ôîðì:
d(0-ôîðìà) 7→ ãðàäèåíò; d(1-ôîðìà) 7→ ðîòîð; d(2-ôîðìà) 7→ äèâåðãåíöèÿ.
Â 4-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ýòà öåïî÷êà áóäåò íà åäèíèöó äëèííåå.
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7.4 Êðèâîëèíåéíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå

Â ïÿòîé ãëàâå ìû ïîëó÷èëè âûðàæåíèÿ äëÿ ãðàäèåíòà, ðîòîðà è äèâåð-
ãåíöèè â ðàçëè÷íûõ îðòîãîíàëüíûõ êîîðäèíàòàõ. Â òàêèõ êîîðäèíàòàõ
ìåòðèêà çàïèñûâàåòñÿ ïðè ïîìîùè êîýôôèöèåíòîâ Ëàìå:

dl2 = (h1 dq
1)2 + (h2 dq

2)2 + (h3 dq
3)2.

Åñëè, íàïðèìåð, q1, q2 = const, òî äëèíà áåñêîíå÷íî ìàëîãî îòðåçêà, âîç-
íèêàþùåãî ïðè èçìåíåíèè òðåòåé êîîðäèíàòû, ðàâíà dl3 = dl = h3 dq

3. Â
3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî ïîñòðîèòü òðè ýëåìåíòàðíûå ïëîùàäêè,
ðàâíûå ïðîèçâåäåíèþ dl1dl2 è ò.ä. Ïîýòîìó îïðåäåëèì �âåêòîð ïîâåðõíî-
ñòè� (íà ñàìîì äåëå ýòî 2-ôîðìà!) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

dS =
{
h2h3 dq

2 ∧ dq3︸ ︷︷ ︸
q1=const

, h3h1 dq
3 ∧ dq1︸ ︷︷ ︸

q2=const

, h1h2 dq
1 ∧ dq2︸ ︷︷ ︸

q3=const

}
.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîîðäèíàò â êîñûõ ïðîèçâåäåíèÿõ îïðåäåëåíà òàê,
÷òîáû ïîëó÷àëàñü ïðàâàÿ îðèåíòàöèÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò. Íàïðèìåð, â
äåêàðòîâîì áàçèñå dS = {dy ∧ dz, dz ∧ dx, dx ∧ dy}, ÷òî ñîîòâåò-
ñòâóåò ýëåìåíòàðíûì ïëîùàäêàì, ëåæàùèì â êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòÿõ.
Ïåðïåíäèêóëÿð ê íèì íàïðàâëåí âäîëü �íåçàäåéñòâîâàííîé� îñè. Â öè-
ëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ qi = {r, ϕ, z} êîýôôèöèåíòû Ëàìå ðàâíû
hi = {1, r, 1}, ïîýòîìó dS = {r dϕ ∧ dz, dz ∧ dr, r dr ∧ dϕ}:

Îïðåäåëèì 1-ôîðìó, êàê àíàëîã ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðà íà
ýëåìåíò ñìåùåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå:

A = a1 h1dq
1︸ ︷︷ ︸

dl1

+a2 h2dq
2︸ ︷︷ ︸

dl2

+a3 h3dq
3︸ ︷︷ ︸

dl3

.

Â êà÷åñòâå ñìåùåíèé âçÿòû ôèçè÷åñêèå äëèíû h1dq
1, è ò.ä. Ãðàäèåí-

òû êîîðäèíàò � ýòî âåêòîð âçàèìíîãî áàçèñà dqi = ei, ïîýòîìó âûøå
çàïèñàíî ðàçëîæåíèå âåêòîðà ïî ýòîìó áàçèñó A = Aie

i. Ôèçè÷åñêèå
êîìïîíåíòû ïðîåêöèé âåêòîðà íà îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ni = ei/|ei|
îáîçíà÷åíû ìàëûìè áóêâàìè ai (ñòð. 95). Îíè ñâÿçàíû ñ êîìïîíåíòàìè
ðàçëîæåíèÿ íà êðèâîëèíåéíûé áàçèñ ñ âåðõíèìè è íèæíèìè èíäåêñàìè
ñëåäóþùèì îáðàçîì: a1 = h1A

1 = h1A1 g
11 = A1/h1, èëè A1 = a1h1. Â

ðåçóëüòàòå â 1-ôîðìå A âîçíèêàþò êîýôôèöèåíòû hi.
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Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì 2-ôîðìó, êàê ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ â êðèâî-
ëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ:

F = a1 h2h3 dq
2 ∧ dq3︸ ︷︷ ︸

dS1

+a2 h3h1 dq
3 ∧ dq1︸ ︷︷ ︸

dS2

+a3 h1h2 dq
1 ∧ dq2︸ ︷︷ ︸

dS3

.

Â ýòîé ôîðìå ïðîåêöèè ai âåêòîðà íà îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ni óìíî-
æàþòñÿ íà 2-ôîðìû �âåêòîðà� ýëåìåíòà ïëîùàäè dSi.

Ïîëó÷èì èç ýòèõ ôîðì ðîòîð è äèâåðãåíöèþ íà ïðèìåðå öèëèíäðè-
÷åñêèõ êîîðäèíàò. Â ýòîì ñëó÷àå hi = {1, r, 1}, ïîýòîìó 1-ôîðìà èìååò
âèä:

A = ar dr + r aϕ dϕ+ az dz.

Âíåøíèé äèôôåðåíöèàë dA ðàâåí:[∂ar
∂ϕ

dϕ+
∂ar
∂z

dz
]
∧dr+

[∂(raϕ)
∂r

dr+
∂(raϕ)

∂z
dz
]
∧dϕ+

[∂az
∂r

dr+
∂az
∂ϕ

dϕ
]
∧dz,

ãäå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ îïóùåíû äèôôåðåíöèàëû, ðàâíûå íóëþ, áëà-
ãîäàðÿ êîñîìó ïðîèçâåäåíèþ. Ïåðåìíîæàÿ ñëàãàåìûå ñ ó÷¼òîì àíòèñèì-
ìåòðè÷íîñòè êîñîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ïîñëå èõ ãðóïïèðîâêè ïîëó÷èì ïîòîê
ðîòîðà:

dA = [∇×A]r dS
r + [∇×A]ϕ dS

ϕ + [∇×A]z dS
z,

ãäå êîìïîíåíòû ðîòîðà ðàâíû:

[∇×A]i =
{ 1

r

∂az
∂ϕ

− ∂aϕ
∂z

,
∂ar
∂z

− ∂az
∂r

,
1

r

∂(r aϕ)

∂r
− 1

r

∂ar
∂ϕ

}
,

÷òî ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì, ïîëó÷åííûì â (l H111) íà ñòð. 196.

Àíàëîãè÷íî, äëÿ 2-ôîðìû:

F = ar r dϕ ∧ dz + aϕ dz ∧ dr + az r dr ∧ dϕ,

âíåøíÿÿ ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà:

dF =
∂(rar)

∂r
dr ∧ dϕ ∧ dz +

∂aϕ
∂ϕ

dϕ ∧ dz ∧ dr +
∂(raz)

∂z
dz ∧ dr ∧ dϕ.

Ïåðåñòàâëÿÿ ìåñòàìè ñîìíîæèòåëè â êîñûõ ïðîèçâåäåíèÿõ, ïîëó÷àåì äè-
âåðãåíöèþ:

dF = (∇A)dV =

[
1

r

∂(r ar)

∂r
+

1

r

∂aϕ
∂ϕ

+
∂az
∂z

]
rdr ∧ dϕ ∧ dz,

óìíîæåííóþ íà 3-ôîðìó îáú¼ìà â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.
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7.5 Äóàëüíûå ôîðìû

• Â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå òåíçîð ∗F òèïà (0, n − k) íàçûâàþò äó-
àëüíûì ê òåíçîðó F òèïà (k, 0), åñëè:

∗Fik+1...in =
1

k!
Ei1...ikik+1...in F

i1...ik.

Â ïðàâîé ÷àñòè îïðåäåëåíèÿ èä¼ò ñóììèðîâàíèå ïî ïåðâûì k èíäåêñàì
àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà Ëåâè-×èâèòû. Îñòàâøèåñÿ n − k èíäåêñîâ
îáðàçóþò äóàëüíûé òåíçîð. Íàïîìíèì, ÷òî â ïðîèçâîëüíûõ êðèâîëèíåé-
íûõ êîîðäèíàòàõ òåíçîð Eij... =

√
|g|εij... è ε12...n = 1, à g � îïðåäåëèòåëü

ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà. Çâ¼çäî÷êó íàçûâàþò îïåðàòîðîì Õîäæà (íå ïó-
òàòü ñ êîìïëåêñíûì ñîïðÿæåíèåì!). Îïåðàöèÿ äóàëèçàöèè, êàê è îïóñ-
êàíèå èíäåêñîâ ïðè ïîìîùè ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà Fij = gipgiqF

pq, ñâÿçû-
âàåò äâà ðàçëè÷íûõ òåíçîðà. Îäíàêî ïðèíÿòî èõ îáîçíà÷àòü îäèíàêîâîé
áóêâîé (â ñëó÷àå ñ äóàëüíîñòüþ ñòàâÿ ñëåâà çâ¼çäî÷êó).
Â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò äâå îïåðàöèè äóàëèçàöèè:

∗Fi =

√
|g|
2

εipq F
pq, ∗Fij =

√
|g| εijp F p,

ãäå ñóììèðîâàíèå âåä¼òñÿ ïî ïîñëåäíèì èíäåêñàì, ÷òî íå ïðèíöèïèàëü-
íî, òàê êàê â äàííîì ñëó÷àå εipq = εpqi, è ò.ä. Ðàñïèøåì ∗F1:

∗F1 =

√
|g|
2

(ε123 F
23 + ε132 F

32) =
√

|g| F 23.

Ïîýòîìó êîìïîíåíòû âåêòîðà, äóàëüíîãî ê òåíçîðó F ij, ðàâíû:

∗Fi =
√

|g| {F 23, F 31, F 12}.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ òåíçîð (0,2) èç âåêòîðà (1,0):

∗Fij =
√

|g|

 0 F 3 −F 2

−F 3 0 F 1

F 2 −F 1 0

 .

Â 4-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå îïåðàöèé äóàëèçàöèè íà îäíó áîëüøå:

∗Fi = −
√
|g|
6

εipqr F
pqr, ∗Fij =

√
|g|
2

εijpq F
pq, ∗Fijk = −

√
|g| εijkp F p.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà çíàêè ìèíóñ, ñâÿçàííûå ñ íå÷¼òíîé ïåðåñòàíîâ-
êîé èíäåêñîâ ñóììèðîâàíèÿ â àíòèñèììåòðè÷íîì ñèìâîëå εijkl â êîíåö.
Îáû÷íî â îïåðàöèè äóàëèçàöèè ó÷àñòâóþò àíòèñèììåòðè÷íûå òåíçîðû,
òàê êàê ñèììåòðè÷íàÿ ÷àñòü òåíçîðà ïðè ñâ¼ðòêå ñ àíòèñèììåòðè÷íûì
ñèìâîëîì Ëåâè-×åâèòû äàñò 0.
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• Êîñîå ïðîèçâåäåíèå ãðàäèåíòîâ êîîðäèíàò è îáðàçóåìûå ñ èõ ïî-
ìîùüþ ôîðìû òàêæå ÿâëÿþòñÿ òåíçîðàìè. Ïîýòîìó ê íèì ïðèìåíèìà
îïåðàöèÿ äóàëèçàöèè. Ðàñïèøåì, íàïðèìåð, dx∧dy â 3-ìåðíûõ äåêàðòî-
âûõ êîîðäèíàòàõ. Â ýòîì ñëó÷àå íèæíèå è âåðõíèå èíäåêñû ñîâïàäàþò.
Èñïîëüçóÿ ìàòðèöû íà ñòð. 119 è ïîëó÷åííûå êîìïîíåíòû ∗Fi, èìååì:

∗(dx ∧ dy)i = {(dx ∧ dy)23, (dx ∧ dy)31, (dx ∧ dy)12} = {0, 0, 1} = dz.

Àíàëîãè÷íî äëÿ îñòàëüíûõ äâóõ ïàð êîñûõ ïðîèçâåäåíèé. Â ðåçóëüòàòå:

∗(dy ∧ dz) = dx, ∗(dz ∧ dx) = dy, ∗(dx ∧ dy) = dz.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àþòñÿ îïåðàöèè (∗dx)ij = εijα (dx)α. Èñïîëüçóÿ ìàò-
ðèöó ∗Fij äëÿ (dx)α = {1, 0, 0}, ïîëó÷àåì:

∗dx = dy ∧ dz, ∗dy = dz ∧ dx, ∗dz = dx ∧ dy.

Òàêèì îáðàçîì, â äàííîì ñëó÷àå îïåðàöèÿ äâîéíîé äóàëèçàöèè ÿâëÿåòñÿ
åäèíè÷íîé ∗∗dx = dx, è ò.ä.

Ìîæíî ïðèìåíÿòü äóàëèçàöèþ è ê ñóììå òåíçîðîâ, óìíîæåííûõ íà
÷èñëà. Íàïðèìåð:

∗A = ∗(Axdx+ Aydy + Azdz) = Ax dy ∧ dz + Ay dz ∧ dx+ Az dx ∧ dy.

Òàêàÿ ôîðìà (�ïîòîê âåêòîðà ÷åðåç ïîâåðõíîñòü�) áûëà èñïîëüçîâàíà
äëÿ ïîëó÷åíèÿ äèâåðãåíöèè. Ïîýòîìó, åñëè A = Axdx + Aydy + Azdz,
òî dA ÿâëÿåòñÿ ðîòîðîì, à d ∗A � äèâåðãåíöèåé. Ýòî äîñòàòî÷íî îáùåå
óòâåðæäåíèå, ïðèìåíèìîå ê ïðîèçâîëüíûì ðàçìåðíîñòÿì ïðîñòðàíñòâà.

Òàêèì îáðàçîì, çâåçäà Õîäæà ïðåâðàùàåò 1-ôîðìó áåñêîíå÷íî ìàëîãî
ñìåùåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå â (n− 1)-ôîðìó ýëåìåíòà ãèïåðïîâåðõíîñòè â
n−ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Â ïðîèçâîëüíûõ êîîðäèíàòàõ íåîáõîäèìî ïîì-
íèòü î ìåòðè÷åñêèì òåíçîðå. Åñëè îí äèàãîíàëåí gij = diag(h2

1, h
2
2, h

2
3) ñ

îïðåäåëèòåëåì g = (h1h2h3)
2, òî ïîäíÿòèå èíäåêñîâ ∗F i = gij(∗Fj) ñâî-

äèòñÿ ê äåëåíèþ íà êâàäðàò êîýôôèöèåíòà Ëàìå: ∗F 1 = ∗F1/h
2
1, è ò.ä.

Ïîýòîìó

∗F i =
{h2h3

h1
F 23,

h3h1

h2
F 31,

h1h2

h3
F 12
}
.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïåðåõîäà îò ëèíèè ê ïîâåðõíîñòè èìååì:

h1
∗dq1 = h2h3dq

2∧dq3, h2
∗dq2 = h3h1dq

3∧dq1, h3
∗dq3 = h1h2dq

1∧dq2.

Ñëåâà ñòîÿò äóàëüíî ñîïðÿæåííûå ñìåùåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå dl1 = h1dq
1,

à ñïðàâà � ïåðïåíäèêóëÿðíûå ê íèì áåñêîíå÷íî ìàëûå ïëîùàäêè.
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7.6 Èíòåãðàëüíûå òåîðåìû

• Âûøå ìû âèäåëè, ÷òî âíåøíåå äèôôåðåíöèðîâàíèå 1-ôîðìû ïðèâî-
äèò ê ðîòîðó, óìíîæåííîìó íà ýëåìåíò ïîâåðõíîñòè. Ñ ó÷¼òîì òåîðåìû
Ñòîêñà (ñòð. 35) ìîæíî çàïèñàòü:∫

L

Ai dx
i︸ ︷︷ ︸

A

=

∫
S

[∇×A]dSi︸ ︷︷ ︸
dA

.

Ñìåùåíèå âäîëü �êîíòóðà� ðàâíî dxi è îïðåäåëÿåò 1-ôîðìó A. Ýëåìåíò
�ïëîùàäè� dSi = {dy ∧ dz, dz ∧ dx, dx ∧ dy} âîçíèêàåò ïðè âíåøíåì
äèôôåðåíöèðîâàíèè ýòîé 1-ôîðìû. Êàâû÷êè ó �êîíòóðà� è �ïëîùàäè�
íàïîìèíàþò, ÷òî ïîëíîöåííûìè êîíòóðàìè è ïëîùàäÿìè ýòè âûðàæå-
íèÿ ñòàíóò ïðè èõ ñâåðòêå ñ âåêòîðîì, êàñàòåëüíûì ê êîíòóðó, èëè äâó-
ìÿ âåêòîðàìè, îáðàçóþùèìè ïàðàëëåëîãðàìì ïëîùàäè â îêðåñòíîñòè
êàæäîé áåñêîíå÷íî ìàëîé îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ.
Àíàëîãè÷íî â ôîðìàõ çàïèñûâàåòñÿ òåîðåìà Ãàóññà:∫

S

Ai · dSi︸ ︷︷ ︸
A

=

∫
V

(∇ ·A)dV︸ ︷︷ ︸
dA

,

ãäå ýëåìåíò �îáú¼ìà� ðàâåí dV = dx ∧ dy ∧ dz.
Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå åäèíîé èíòåãðàëüíîé òåî-

ðåìû, êîòîðàÿ îáúåäèíÿåò òåðåìó Ãàóññà è Ñòîêñà, à òàêæå ñïðàâåäëèâà
äëÿ ïðîñòðàíñòâ ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè:∫

∂D

A =

∫
D

dA, (7.4)

ãäåA � íåêîòîðàÿ ôîðìà (òåíçîð, ñâ¼ðíóòûé ñ êîñûìè ïðîèçâåäåíèÿìè),
D � îáëàñòü â ïðîñòðàíñòâå, à ∂D � å¼ ãðàíèöà. Â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå,
íàïðèìåð, D ìîæåò áûòü îòêðûòîé ïîâåðõíîñòüþ S, à ∂D � å¼ ãðàíèöåé
L, èëè D � íåêîòîðûé îáú¼ì V , à ∂D � îêðóæàþùàÿ åãî çàìêíóòàÿ
ïîâåðõíîñòü S. Ðàçìåðíîñòü ôîðìû A è ∂D äîëæíû ñîâïàäàòü.
Â 4-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (x, y, z, w) îïðåäåëèòü ïîòîê âåêòîðà ÷åðåç

2-ïîâåðõíîñòü íåëüçÿ (êîìïîíåíò ó âåêòîðà 4, à ïðîåêöèé ýëåìåíòà ïî-
âåðõíîñòè íà êîîðäèíàòíûå ïëîñêîñòè - 6). Íî ìîæíî îïðåäåëèòü �ïî-
òîê� âåêòîðà �÷åðåç� ãèïåðïîâåðõíîñòü (3-ìåðíûé îáúåêò!). Ýòî áóäåò
3-ôîðìà. Ïóñòü â 4-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå åñòü 1-ôîðìà:

A = Ax dx+ Ay dy + Az dz + Aw dw.

Å¼ äóàëüíîå ñîïðÿæåíèå ðàâíî
∗A = Ax dy∧dz∧dw−Ay dx∧dz∧dw+Az dx∧dy∧dw−Aw dx∧dy∧dz,
ãäå êîìïîíåíòû âåêòîðà óìíîæàþòñÿ íà ýëåìåíòû 3-ìåðíîé ïëîùàäè.
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Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê â (dw)α = {0, 0, 0, 1} = δ4α � åäèíñòâåííàÿ
íåíóëåâàÿ êîìïîíåíòà ïðè α = 4, òî:

(∗dw)ijk = −εijkα (dw)α = −εijk4.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, (dx)i = δ1i , (dy)i = δ2i , (dz)i = δ3i , ïîýòîìó:

(dx ∧ dy ∧ dz)ijk =

∣∣∣∣∣∣
(dx)i (dy)i (dz)i
(dx)j (dy)j (dz)j
(dx)k (dy)k (dz)k

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
δ1i δ2i δ3i
δ1j δ2j δ3j
δ1k δ2k δ3k

∣∣∣∣∣∣ = εijk4.

Íàïîìíèì (l H78), ÷òî (dx ∧ dy ∧ dz)123 = 1, à ïåðåñòàíîâêà ëþáûõ
èíäåêñîâ ìåíÿåò çíàê (ñâîéñòâî îïðåäåëèòåëÿ ïðè ïåðåñòàíîâêå ñòðîê).
Â ðåçóëüòàòå:

∗dw = −dx ∧ dy ∧ dz.

Àíàëîãè÷íî:

∗dx = dy ∧ dz ∧ dw, ∗dy = −dx ∧ dz ∧ dw, ∗dz = dx ∧ dy ∧ dw.

Âíåøíåå äèôôåðåíöèðîâàíèå ñîïðÿæ¼ííîé ôîðìû ∗A ïðèâîäèò ê 4-
ìåðíîé äèâåðãåíöèè ∇A = ∂iAi, óìíîæåííîé íà 4-îáú¼ì dV :

d ∗A =

(
∂Ax

∂x
+

∂Ay

∂y
+

∂Az

∂z
+

∂Aw

∂w

)
dx ∧ dy ∧ dz ∧ dw.

Ïðèìåíÿÿ èíòåãðàëüíóþ òåîðåìó (7.4), ìîæíî çàïèñàòü 4-ìåðíûé âàðè-
àíò òåîðåìû Ãàóññà:∫

∂D

∗A =

∫
D

d ∗A. =>

∫
AidS

i =

∫
∂iAi dV.

Åñëè æå âçÿòü âíåøíåå äèôôåðåíöèðîâàíèå îò èñõîäíîé 1-ôîðìû, òî
ïîëó÷èòñÿ 4-ìåðíûé àíàëîã ðîòîðà dA =[

∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y

]
dx∧dy+

[
∂Ax

∂z
− ∂Az

∂x

]
dz∧dx+

[
∂Az

∂y
− ∂Ay

∂z

]
dy∧dz

+

[
∂Aw

∂x
− ∂Ax

∂w

]
dw∧dx+

[
∂Ay

∂w
− ∂Aw

∂y

]
dw∧dy+

[
∂Az

∂w
− ∂Aw

∂z

]
dw∧dz.

Ñîîòâåòñòâåííî, èíòåãðàëüíàÿ òåîðåìà (7.4) ïðèâîäèò ê 4-ìåðíîé âåðñèè
òåîðåìû Ñòîêñà ñ èíòåãðèðîâàíèåì ïî êîíòóðó è 2-ïîâåðõíîñòè.
Íàïîìíèì, ÷òî ïðè èíòåãðèðîâàíèè âûðàæåíèé ñ ôîðìàìè èõ íåîáõî-

äèìî ñâåðíóòü ñ âåêòîðàìè ñìåùåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå, êîòîðûå îïðåäåëÿ-
þò êîíòóð, 2-ïîâåðõíîñòü, 3-ïîâåðõíîñòü, è ò.ä. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àòñÿ
îáû÷íûå k-êðàòíûå èíòåãðàëû.
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7.7 Óðàâíåíèÿ Êàðòàíà

Êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ è òåíçîðà êðèâèçíû
áûñòðî ðàñò¼ò ñ óâåëè÷åíèåì ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà n. Äàæå äëÿ
ñèììåòðè÷íîé ñâÿçíîñòè Γk

ij = Γk
ji, ïðåæäå ÷åì âû÷èñëÿòü òåíçîð êðè-

âèçíû Rij, pq, íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü n (n2 + n)/2 êîýôôèöèåíòîâ Γk
ij. Íà-

ïðèìåð, â òåîðèè ãðàâèòàöèè Ýéíøòåéíà (4-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ)
èõ áóäåò 40. Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû çàìåòíî óïðîùàþò ýòè âû÷èñ-
ëåíèÿ.
Îïðåäåëèì ïðè ïîìîùè ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà gij è ñâÿçíîñòåé Γi, jk

ñëåäóþùèå 1-ôîðìû (èíäåêñû � íîìåðà ôîðì, à íå èõ êîìïîíåíòû):

ωi = gij dx
j, ωij = Γi, jk dx

k.

Ïîäíèìàÿ èíäåêñ, ìîæíî çàïèñàòü äîïîëíèòåëüíûå 1-ôîðìû:

ωi = gipωp = dxi, ωi
j = gipωpj = Γi

jk dx
k.

Òàêèì îáðàçîì, ωi ÿâëÿþòñÿ ãðàäèåíòàìè êîîðäèíàò, à ωi
j ñîäåðæàò â

êà÷åñòâå êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè ñ âåðõíèì èíäåêñîì. Â îáùåì ñëó÷àå
ôîðìû ωij íå ñèììåòðè÷íû, ïîýòîìó îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî â íèõ
ïîäíèìàåòñÿ èìåííî ïåðâûé èíäåêñ.
Âû÷èñëèì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

dωi
j + ωi

k ∧ ωk
j = ∂pΓ

i
jq dx

p ∧ dxq + Γi
kpΓ

k
jq dx

p ∧ dxq.

Â ïåðâîì ñëàãàåìîì çàïèñàí âíåøíèé äèôôåðåíöèàë äëÿ ωi
j = Γi

jq dx
q.

Âòîðîå ñëàãàåìîå ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ôîðì. Ñëîæèì ýòî âûðàæåíèå
äâàæäû, ðàçäåëèâ íà 2. Çàòåì âî âòîðîì ñëàãàåìîì ïåðåèìåíóåì èíäåêñû
p ↔ q (èíäåêñ p íàçîâ¼ì q, è íàîáîðîò):

1

2

(
∂pΓ

i
jq + Γi

kpΓ
k
jq

)
dxp ∧ dxq +

1

2

(
∂qΓ

i
jp + Γi

kqΓ
k
jp

)
dxq ∧ dxp.

Ïåðåñòàâèì âî âòîðîì ÷ëåíå ñîìíîæèòåëè â êîñîì ïðîèçâåäåíèè. Â ñèëó
åãî àíòèñèììåòðè÷íîñòè ïîëó÷àåì ñòðóêòóðíîå óðàâíåíèå Êàðòàíà:

dωi
j + ωi

k ∧ ωk
j =

1

2
Ri

j, pq dx
p ∧ dxq,

ãäå Ri
j,pq � òåíçîð êðèâèçíû (6.4), ñòð. 110:

Ri
j,pq = ∂pΓ

i
jq + Γi

kpΓ
k
jq − {p ↔ q}.

Åñëè â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå èçâåñòíî n2 ôîðì ωi
j, òî ïðè âû÷èñëå-

íèè ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ Êàðòàíà ïîëó÷èòñÿ 2-ôîðìà, êîýôôèöèåíòû
êîòîðîé áóäóò ÿâëÿòüñÿ êîìïîíåíòàìè òåíçîðà êðèâèçíû.
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Äëÿ ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè ñ ñèììåòðè÷íûìè ñâÿçíîñòÿìè íåñëîæíî
çàïèñàòü ÿâíîå âûðàæåíèå ôîðì ñâÿçíîñòè ωij ÷åðåç êîýôôèöèåíòû
ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà:

ωij =
1

2
(dgij + ∂jωi − ∂iωj) =

1

2
(∂kgij + ∂jgik − ∂igjk)dx

k = Γi,jk dx
k.

Âíåøíèé äèôôåðåíöèàë îò ìåòðè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ (0-ôîðìà) âû-
÷èñëÿåòñÿ îáû÷íûì îáðàçîì: dgij = ∂kgij dx

k. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò
ôîðì ωi áåðóòñÿ òîëüêî îò êîýôôèöèåíòîâ ýòèõ ôîðì: ∂iωj = ∂igjk dx

k.
Íà ïåðâûé âçãëÿä, ïåðâîå ðàâåíñòâî â îïðåäåëåíèè ωij íå îáëàäàåò îñîáû-
ìè ïðåèìóùåñòâàìè ïåðåä ÿâíûì âûðàæåíèåì ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ
Γi,jk ÷åðåç ìåòðè÷åñêèé òåíçîð âî âòîðîì ðàâåíñòâå. Îäíàêî îïðåäåëå-
íèå n2 ôîðì ωij ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ ïðîùå, ÷åì ïåðåáîð âñåõ n (n2+n)/2
èíäåêñîâ â ñâÿçíîñòÿõ. Â òî æå âðåìÿ êîýôôèöèåíòû â ôîðìå ωij ïðè
dxk äàþò íåíóëåâûå ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ (ñì. òàêæå ñòð. 91).
Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî íà ïðèìåðå ìåòðèêè â 3-ìåðíîé ñôåðè÷åñêîé

ñèñòåìå êîîðäèíàò dl2 = dr2 + r2 dθ2 + r2 s2θ dϕ
2. Â ýòîì ñëó÷àå ìåòðè-

÷åñêèé òåíçîð äèàãîíàëåí: ω1 = g11dx
1, ω2 = g22dx

2, ω3 = g33dx
3.

Ìàòðèöó 1-ôîðì ωij ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì ÿâíîì âèäå:

ωij =
1

2

 dg11 . .

∂1g22dx
2 − ∂2g11dx

1 dg22 .

∂1g33dx
3 − ∂3g11dx

1 ∂2g33dx
3 − ∂3g22dx

2 dg33

 ,

ãäå íà ìåñòå òî÷åê ñòîÿò ñ îáðàòíûì çíàêîì ýëåìåíòû ìàòðèöû ïîä äèà-
ãîíàëüþ (ò.å. åñëè i ̸= j, òî ωij = −ωji). Çàïèøåì 1-ôîðìû ñâÿçíîñòè
äëÿ ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàò g11 = 1, g22 = r2, g33 = r2s2θ:

ωij =

 0 −rdθ −rs2θdϕ

rdθ rdr −r2sθcθdϕ

rs2θdϕ r2sθcθdϕ rs2θdr + r2sθcθdθ

 .

Ïî îïðåäåëåíèþ:

ωij = Γi,j1 dr + Γi,j2 dθ + Γi,j3 dϕ,

ïîýòîìó êîýôôèöèåíòû ïðè ãðàäèåíòàõ ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùèì íåíóëå-
âûì ñâÿçíîñòÿì:

Γ1,22 = −r, Γ1,33 = −rs2θ, Γ2,12 = Γ2,21 = r, Γ2,33 = −r2 sθcθ,

Γ3,13 = Γ3,31 = rs2θ, Γ3,23 = Γ3,32 = r2sθcθ.

Òàêèì îáðàçîì, âìåñòî ïåðåáîðà 18 êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè (ñ ó÷¼òîì
èõ ñèììåòðèè) ìû ñðàçó ïîëó÷èëè âñå èõ íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ. Ïðè ïîìî-
ùè óðàâíåíèÿ Êàðòàíà ïðåäëàãàåòñÿ ïðîâåðèòü (l H176), ÷òî Ri

j,pq = 0.
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Çàäà÷è

• (l H156) Çàïèñàòü òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå A ⊗ B äâóõ âåêòîðîâ ñ
êîâàðèàíòíûìè êîìïîíåíòàìè â ÿâíîì ìàòðè÷íîì âèäå (3 èçìåðåíèÿ).

• (l H157) Äëÿ âåêòîðîâ A = {1, 0, 2} è B = {2, 1, 1} íàéòè ìàòðèöû
A⊗B, B⊗A è A ∧B.

• (l H158) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ωk è ωp � k è p-ôîðìû ñîîòâåòñòâåííî,
òî ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî: ωk ∧ ωp = (−1)k·p ωp ∧ ωk.

• (l H159) Äîêàçàòü, ÷òî â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå òðîéíîå êîñîå ïðî-
èçâåäåíèå (dx ∧ dy ∧ dz)αβγ ðàâíî ñèìâîëó Ëåâè-×åâèòû εαβγ.

• (l H160) Ñâÿçàòü dx ∧ dy, dz ∧ dx, dy ∧ dz ñ ãðàäèåíòàìè â ñôåðè-
÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

• (l H161) Äëÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è, äîìíîæàÿ íà îòñóòñòâóþùèé ãðà-
äèåíò, óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîëó÷èòñÿ ñôåðè÷åñêèé ýëåìåíò îáú¼ìà.

• (l H162) Âû÷èñëèòü âíåøíèå ïðîèçâîäíûå â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
îò ôîðì: xz dx ∧ dy, xyz dz, (x2 + y2 + z2)dz, xyz dx ∧ dy ∧ dz.

• (l H163) Â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ∇× r = 0. Ïîêàçàòü, ÷òî àíàëîã
ðîòîðà â ïðîñòðàíñòâå ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè òàêæå íóëåâîé.

• (l H164) Ïóñòü f � ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ (0-ôîðìà), A � 1-ôîðìà, à
F � ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìà. Äîêàçàòü, ÷òî:

d(fF) = df ∧ F+ fdF, d(A ∧ F) = dA ∧ F−A ∧ dF.

• (l H165) Äîêàçàòü, ÷òî â 4-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå:

(dxi ∧ dxj ∧ dxk)αβγ = εijkµεαβγµ.

• (l H166) Íàéòè ðîòîð è äèâåðãåíöèþ â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîð-
äèíàò ïðè ïîìîùè äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì.

• (l H167) Äîêàçàòü, ÷òî â 4-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

∗dxµ =
1

3!

√
|g| gµν εναβγ dxα ∧ dxβ ∧ dxγ.

• (l H168) Äîêàçàòü, ÷òî â 4-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

∗(dxα ∧ dxβ) =

√
|g|
2

gαµgβν εµνστ dx
σ ∧ dxτ .

• (l H169) Â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå äâàæäû ïðèìåíèòü îïåðàòîð Õîä-
æà ê âåêòîðó Fi è òåíçîðó Fij.
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• (l H170) Äîêàçàòü, ÷òî â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå äëÿ òåíçîðà F òèïà
(k, 0) è ∗F òèïà (0, n− k) ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî:

∗∗F = (−1)k(n−k) sign(g)F.

ãäå sign(g) � çíàê îïðåäåëèòåëÿ g ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà.

• (l H171) Ââåñòè 1-ôîðìó ïîòåíöèàëîâ A = Aβ dx
β è 2-ôîðìó íàïðÿ-

æ¼ííîñòåé F = dA. Âûðàçèòü F è ∗F ÷åðåç ïîëÿ E è B.

• (l H172) Âûðàçèòü ñîïðÿæåíèå ∗J 1-ôîðìû òîêà J = jαdx
α ÷åðåç

êîìïîíåíòû 4-âåêòîðà jα = (ρ, j).

• (l H173) Ïî÷åìó äëÿ 2-ôîðìû ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ dF = 0? Ê
êàêèì óðàâíåíèÿì äëÿ E è B ýòî ïðèâîäèò?

• (l H174) Ïðè ïîìîùè çâåçäû Õîäæà çàïèñàòü 2-ôîðìó ýëåêòðîìàã-
íèòíîãî ïîëÿ ∗F. Ê êàêèì óðàâíåíèÿì äëÿ E è B ïðèâîäèò d∗F = 4π∗J?

• (l H175) Ïî÷åìó äëÿ d∗J = 0? Ïîêàçàòü, ÷òî ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ
óðàâíåíèåì íåïðåðûâíîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà.

• (l H176) Ïðè ïîìîùè óðàâíåíèé Êàðòàíà äîêàçàòü, ÷òî åâêëèäîâà
ìåòðèêà â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ èìååò íóëåâóþ êðèâèçíó.

• (l H177) Ïðè ïîìîùè óðàâíåíèé Êàðòàíà íàéòè ñâÿçíîñòè è òåíçîð
êðèâèçíû äëÿ 2-ìåðíîé ñôåðû ñ ìåòðèêîé dl2 = dθ2 + s2θ dϕ

2.

• (l H178) Çàïèñàòü â ÿâíîì âèäå ìàòðèöó ωij äëÿ äèàãîíàëüíîé ìåò-
ðèêè ÎÒÎ:

ds2 = g00 (dx
0)2 + g11(dx

1)2 + g22(dx
2)2 + g33(dx

3)2.

• (l H179) Äëÿ îïèñàíèÿ ýâîëþöèè îäíîðîäíîé è èçîòðîïíîé Âñåëåí-
íîé ñî ñôåðè÷åñêîé êðèâèçíîé 3-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà â ÎÒÎ èñïîëü-
çóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ìåòðèêà:

ds2 = a2(η) {dη2 − dχ2 − s2χ(dθ
2 + s2θdϕ

2)}.

Íàéòè 1-ôîðìû ωij, ω
i
j è ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ.

• (l H180) Íàéòè òåíçîð êðèâèçíû, òåíçîð Ðè÷÷è è ñêàëÿðíóþ êðè-
âèçíó äëÿ ìåòðèêè èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è.

• (l H181) Íàéòè ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ Γγ,αβ è Γγ
αβ äëÿ öåíòðàëüíîãî

ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ, îïèñûâàåìîãî â ÎÒÎ ìåòðèêîé:

ds2 = a(t, r) dt2 − b(t, r) dr2 − r2(dθ2 + s2θ dϕ
2).

• (l H182) Íàéòè òåíçîð êðèâèçíû èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è, ñ÷èòàÿ, ÷òî
ôóíêöèè a è b çàâèñÿò òîëüêî îò r.
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M: Âåêòîðû, òåíçîðû è ôîðìû

Ýòî ïðèëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ ôàêóëüòàòèâíûì. Ñ îäíîé ñòîðîíû, åãî ñòî-
èò ïðî÷èòàòü ôèçèêàì, êîòîðûå ïëàíèðóþò èçó÷àòü êíèãè, íàïèñàííûå
ìàòåìàòèêàìè. Â ðåçóëüòàòå ïðîðàáîòêè ïðèëîæåíèÿ äîëæíî âûðàáî-
òàòüñÿ áîëåå îáùåå ïîíèìàíèå òîãî, ÷òî òàêîå âåêòîð, òåíçîð è ôîðìà ñ
àáñòðàêòíîé òî÷êè çðåíèÿ.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìàòåìàòèêè óçíàþò èç ïðèëîæåíèÿ, êàêèå óïðîùå-

íèÿ äëÿ ôèçèêîâ áûëè ñäåëàíû â ýòîé Èíñòðóêöèè. Â öåëÿõ ìàêñèìàëü-
íî áûñòðîãî îâëàäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèì àïïàðàòîì áûë ñóùåñòâåííî
ñíèæåí óðîâåíü àáñòðàêöèè. Ôèçèêè ìûñëÿò îáðàçàìè, à íå ãðå÷åñêèì
àëôàâèòîì.
Îäíèì ñëîâîì, ýòî ïðèëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ íåáîëüøîì ìîñòîì ìåæäó

ìàòåìàòè÷åñêîé ñòðîãîñòüþ è ôèçè÷åñêîé ïðàãìàòè÷íîñòüþ.

135



136

I Âåêòîðû è 1-ôîðìû

• Âåêòîð � ýòî àáñòðàêòíûé ýëåìåíò âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V, óäî-
âëåòâîðÿþùèé ñîîòâåòñòâóþùèì àëãåáðàè÷åñêèì àêñèîìàì (ñòð.22). Ñëå-
äóþùèé øàã â àêñèîìàòèêå äåëàåòñÿ ïîñëå ââåäåíèÿ ðàçìåðíîñòè âåê-
òîðíîãî ïðîñòðàíñòâà n = dimV. Â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò n
áàçèñíûõ âåêòîðîâ e1, ..., en, êîòîðûå ïîçâîëÿþò çàäàâàòü (îïðåäåëÿòü)
ëþáîé âåêòîð a ïðè ïîìîùè âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ai (êîíòðàâàðèàíòíûõ
êîìïîíåíò):

a = aiei.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå a · b � ýòî âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ, áèíàðíàÿ,
ëèíåéíàÿ, ñèììåòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ âåêòîðîâ V×V 7→ R, êîòîðàÿ ëþáûì
äâóì âåêòîðàì ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Èíîãäà ýòà
ôóíêöèÿ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå g(a,b). Ìîæíî îïðåäåëèòü ìåòðèêó, ò.å.
çàäàòü ÷èñëà gij, ðàâíûå ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ áàçèñíûõ âåêòîðîâ:

gij = ei · ej ≡ g(ei, ej).

Ïðè ïîìîùè ýòèõ ÷èñåë (îäèí ðàç çàäàííûõ â äàííîì áàçèñå) ìû ìî-
æåì âû÷èñëÿòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ äâóõ âåêòîðîâ (çíà÷åíèå
ôóíêöèè g), åñëè îíè çàäàíû â ýòîì æå áàçèñå ïðè ïîìîùè êîìïîíåíò:

a · b = (aiei) · (bjej) = gij a
ibj.

Íåñìîòðÿ íà íàçâàíèå, ìåòðèêà íå èìååò ê ãåîìåòðèè íèêàêîãî îòíîøå-
íèÿ, è ïîêà ðå÷ü èä¼ò îá àëãåáðå. Ãåîìåòðèÿ ïîÿâëÿåòñÿ, êîãäà ââîäÿò
ðàçëè÷íûå òî÷êè, ñâÿçàííûå ðàññòîÿíèåì, îïðåäåëÿþò ïàðàëëåëüíûé ïå-
ðåíîñ âåêòîðà (ñâÿçü äâóõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ), è ò.ä.

Îäèí-ôîðìà � ýòî ëèíåéíàÿ âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ íà âåêòî-
ðàõ: ω(a) : V 7→ R. Âåêòîð èëè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ìîæíî çàäàâàòü
â êîìïîíåíòíîì âèäå ïðè ïîìîùè ÷èñåë ai, gij. Òî÷íî òàê æå â äàííîì
áàçèñå ìîæíî âûðàæàòü (îïðåäåëÿòü) ôîðìó ïðè ïîìîùè å¼ êîìïîíåíò.
Äëÿ ýòîãî âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè îò áàçèñíûõ âåêòîðîâ:

ωi = ω(ei).

Çàäàâ ýòè ÷èñëà, ìîæíî âû÷èñëèòü 1-ôîðìó (íàéòè çíà÷åíèå ôóíêöèè)
îò ëþáîãî âåêòîðà:

ω(a) = ω(aiei) = aiω(ei) = ωia
i.

Ïîýòîìó êàê âåêòîð a = {a1, ..., an}, òàê è ôîðìó ω = {ω1, ..., ωn} ìîæíî
çàäàòü, ïåðå÷èñëèâ n âåùåñòâåííûõ ÷èñåë (â äàííîì áàçèñå).



M: ÂÅÊÒÎÐÛ, ÒÅÍÇÎÐÛ È ÔÎÐÌÛ 137

• Îò îäíîãî áàçèñà ei ìîæíî ïåðåõîäèòü ê äðóãîìó áàçèñó ẽi ïðè ïî-
ìîùè íàáîðà n2 ÷èñåë (ìàòðèöû ïåðåõîäà):

ẽi = ej R
j
i.

Òàê êàê âåêòîð a ïðè ñìåíå áàçèñà íå ìåíÿåòñÿ, òî ìåíÿþòñÿ åãî êîìïî-
íåíòû:

a = aiei = ãiẽi, ai = Ri
j ã

j.

Ïðè ñìåíå áàçèñà ïðîñòðàíñòâà V ìåíÿþòñÿ è êîìïîíåíòû 1-ôîðì:

ω̃i = ω(ẽi) = ωj R
j
i.

Ìíîæåñòâî 1-ôîðì (íàïðèìåð, êàê âñå ñîâîêóïíîñòè n âåùåñòâåííûõ
÷èñåë ω = {ω1, ..., ωn}), â ñâîþ î÷åðåäü, îáðàçóþò âåêòîðíîå ïðîñòðàí-
ñòâî. Îíî, â îáùåì ñëó÷àå, íå ñâÿçàíî ñ èñõîäíûì (ê êîòîðîìó îòíîñÿò-
ñÿ àðãóìåíòû ôîðìû) è íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæ¼ííûì ïðîñòðàíñòâîì V∗.
Ïîýòîìó 1-ôîðìû èíîãäà íàçûâàþò êîâåêòîðàìè. Â ýòîì ñîïðÿæ¼ííîì
âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî ââåñòè áàçèñíûå 1-ôîðìû (áàçèñíûå êî-
âåêòîðû). Ýòî òàêèå n ôóíêöèé e1(·), ..., en(·), êîòîðûå äàþò êîìïîíåíòû
âåêòîðà èñõîäíîãî ïðîñòðàíñòâà V. Èõ æå çíà÷åíèÿ îò áàçèñíûõ âåêòî-
ðîâ ïðîñòðàíñòâà V ðàâíû ñèìâîëó Êðîíåêåðà:

ei(a) = ai, ei(ej) = δij.

Íà ñîïðÿæåííîì ïðîñòðàíñòâå V∗ ìîæíî, â ñâîþ î÷åðåäü, îïðåäåëèòü
1-ôîðìû V∗ 7→ R, êàê ëèíåéíûå âåùåñòâåííîçíà÷íûå ôóíêöèè îò êîâåê-
òîðîâ ω, ei ∈ V∗. Íàïðèìåð, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî:

ei(ω) = ωi, ei(e
j) = δji .

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ãîâîðèòü î êîíòðàâàðèàíòíîì ìåòðè÷åñêîì òåíçî-
ðå, êàê î ôóíêöèè íà ñîïðÿæ¼ííîì ïðîñòðàíñòâå gij = ∗g(ei, ej).
Â Èíñòðóêöèè áûëè ñäåëàíû íåêîòîðûå óïðîùåíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ

îáùèì àëãåáðàè÷åñêèì ïîäõîäîì. Â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ åâêëèäîâî-
ãî ïðîñòðàíñòâà (â �îáû÷íîì� òåíçîðíîì àíàëèçå) ìîæíî íå ðàçëè÷àòü
âåðõíèå è íèæíèå èíäåêñû. Àíàëîãè÷íî ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ìåòðèêà çà-
äàíà, è ïîýòîìó íå ðàçëè÷àåì èñõîäíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V è åìó
ñîïðÿæ¼ííîå V∗, îïðåäåëÿåìîå ïðè ïîìîùè 1-ôîðì: V∗ = V. Ýòà íåêîòî-
ðàÿ ïîòåðÿ îáùíîñòè ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü ÷èñëî ñóùíîñòåé è îïåðàöèé
ìåæäó íèìè. Áàçèñíûå 1-ôîðìû ei ìû ñ÷èòàåì ñîïðÿæ¼ííûì áàçèñîì
e1, ..., en, ãäå âåêòîðû ei ∈ V è óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì:

ei · ej = δij, a = aie
i, ai = gija

j, gij = ei · ej.
Òàêèì îáðàçîì, åñòü âåêòîðû òîëüêî îäíîãî òèïà (èç îäíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà) è åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ (îïåðàöèÿ) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.
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II Òåíçîðû êàê ôóíêöèè

• Òåíçîð òèïà (k,m) ìîæåò áûòü îïðåäåë¼í, êàê ïîëèëèíåéíàÿ ôóíê-
öèÿ T (ëèíåéíàÿ ïî êàæäîìó àðãóìåíòó) îò k âåêòîðîâ è m 1-ôîðì:

T : V× ...× V︸ ︷︷ ︸
m

×V∗ × ...× V∗︸ ︷︷ ︸
k

7→ R.

Òàêîå àëãåáðàè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ê �îáû÷íîìó�
èíäåêñíîìó âèäó, åñëè âû÷èñëèòü ýòó ôóíêöèþ îò áàçèñíûõ âåêòîðîâ
ïðîñòðàíñòâà V è áàçèñíûõ êîâåêòîðîâ åìó ñîïðÿæ¼ííîãî ïðîñòðàíñòâà
V∗. Íàïðèìåð, äëÿ (1,2)-òåíçîðà èìååì íàáîð ÷èñåë:

T i
jk = T (ej, ek, ei).

Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî V∗ = V, òî â ïîñëåäíåì àðãóìåíòå ôóíêöèè íåîáõîäè-
ìî òàêæå èñïîëüçîâàòü æèðíûé øðèôò.

Òàêèì îáðàçîì, â îáùåì ïîäõîäå òåíçîð (k,m) � ýòî ëèíåéíàÿ ôóíê-
öèÿ k+m àðãóìåíòîâ. Êàê è âåêòîð èëè 1-ôîðìà â n-ìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå, îí ìîæåò áûòü îïðåäåë¼í (çàäàí) ïðè ïîìîùè íàáîðà nk+m ÷èñåë
� êîìïîíåíò òåíçîðà. Ñóììà k +m íàçûâàåòñÿ ðàíãîì òåíçîðà.

Åñëè çàäàíà ìàòðèöà Ri
j ïåðåõîäà ê íîâîìó áàçèñó, òî îíà æå îïðåäå-

ëÿåò (â ñèëó ïîëèëèíåéíîñòè ôóíêöèè T ) çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ êîìïî-
íåíò òåíçîðà T i

jk. Íàïðèìåð, äëÿ òåíçîðà (0,2) èìååì:

T̃ij = T (ẽi, ẽj) = T (ek R
k
i, el R

l
j) = Rk

iR
l
j T (ek, el) = Rk

iR
l
j Tkl.

Êîýôôèöèåíòû Ri
j âûíåñåíû çà çíàê ôóíêöèè, òàê êàê îíà ëèíåéíà

ïî êàæäîìó àðãóìåíòó. Àáñîëþòíî àíàëîãè÷íî çàïèñûâàþòñÿ ïðåîáðà-
çîâàíèÿ â îáùåì ñëó÷àå. Ïðè ýòîì äëÿ áàçèñà êîâåêòîðîâ ñîïðÿæ¼ííîãî
ïðîñòðàíñòâà V∗ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ïðåîáðàçîâàíèå, àíàëîãè÷íîå
ïðåîáðàçîâàíèþ êîíòðàâàðèàíòíûõ êîìïîíåíò:

ei = Ri
j ẽ

j.

Òåíçîð (0,1) ÿâëÿåòñÿ 1-ôîðìîé. Òåíçîð (1,0) � ýòî âåêòîð. Îí ñòàíî-
âèòñÿ ôóíêöèåé ïðè çàäàíèè 1-ôîðì íà êîâåêòîðàõ ñîïðÿæ¼ííîãî ïðî-
ñòðàíñòâà: V∗ 7→ R. Ò.å., åñëè âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ íà âåêòîðàõ
V ÿâëÿåòñÿ 1-ôîðìîé, òî âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ íà êîâåêòîðàõ V∗

ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, êàê ôóíêöèÿ g(a,b), ÿâëÿåòñÿ 2-ôîðìîé èëè
(0,2) òåíçîðîì. Òåíçîð íóëåâîãî ðàíãà � ýòî ïðîñòî âåùåñòâåííîå ÷èñëî.
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• Òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèå äâóõ òåíçîðíûõ
ôóíêöèé. Íàïðèìåð, äëÿ òåíçîðîâ Aij = A(ei, ej) è Bk = B(ek) ìîæíî
îïðåäåëèòü òåíçîð (1,2), ò.å. ôóíêöèþ ñ òðåìÿ àðãóìåíòàìè, ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

(A⊗B )(ei, ej, e
k) = A(ei, ej)B(ek).

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî (A⊗B ) � ýòî èìÿ íîâîãî òåíçîðà (ôóíêöèè). Àð-
ãóìåíòû ñëåäóþò, êàê îáû÷íî, â êðóãëûõ ñêîáêàõ ïîñëå èìåíè ôóíêöèè.
Êîìïîíåíòû ïîëó÷èâøåãîñÿ òåíçîðà ðàíãà 3 èìåþò 3 èíäåêñà è ðàâíû
ïðîèçâåäåíèþ êîìïîíåíò òåíçîðîâ A è B:

(A⊗B )kij = Aij B
k.

Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå àññîöèàòèâíî, íî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå êîììó-
òàòèâíî:

A⊗ (B ⊗ C) = (A⊗B)⊗ C, A⊗B ̸= B ⊗ A.

Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ a, b (òî÷-
íåå, äâóõ (1,0) òåíçîðîâ). Åãî ðåçóëüòàòîì áóäåò (2,0) òåíçîð, îïðåäåëÿ-
åìûé â êîìïîíåíòíîì âèäå n2 ÷èñëàìè:

(a⊗ b)ij = ai bj.

Åñëè êîìïîíåíòû âåêòîðîâ ðàçëè÷íû, òî ïîëó÷èâøàÿñÿ ìàòðèöà êîìïî-
íåíò òåíçîðà a⊗ b áóäåò íå ñèììåòðè÷íà, à (a⊗ b)ij ̸= (b⊗ a)ij.
Ìíîæåñòâî âñåõ òåíçîðîâ îäíîãî òèïà (k,m) îáðàçóþò âåêòîðíîå ïðî-

ñòðàíñòâî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà âåùåñòâåííîå ÷èñëî.
Â ÷àñòíîñòè, ïðè ñëîæåíèè êîìïîíåíò äâóõ òåíçîðîâ òèïà (1,2): Ai

jk+Bi
jk

è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî: λAi
jk ñíîâà ïîëó÷àþòñÿ êîìïîíåíòû íåêîòîðîãî

òåíçîðà òîãî æå òèïà. Íà ïðèìåðå òåíçîðà (1,2) ââåä¼ì áàçèñ âåêòîðíîãî
ïðîñòðàíñòâà òåíçîðîâ:

ej ⊗ ek ⊗ ei.

Ëþáîé òåíçîð òèïà (2,1) ìîæåò áûòü ðàçëîæåí ïî ýòîìó áàçèñó:

T = T i
jk e

j ⊗ ek ⊗ ei.

Íàïîìíèì, ÷òî ei ÿâëÿþòñÿ áàçèñíûìè 1-ôîðìàìè (ôóíêöèÿìè íà ïðî-
ñòðàíñòâå V), à ei � 1-ôîðìû íà ñîïðÿæ¼ííîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîýòîìó,
÷òîáû ïîëó÷èòü êîìïîíåíòû òåíçîðà, íàäî âû÷èñëèòü ôóíêöèþ:

T (ep, eq, e
r) = T i

jk e
j(ep) e

k(eq) ei(er) = T i
jk δ

j
p δ

k
q δ

r
i = T r

pq.

Àíàëîãè÷íî çàïèñûâàåòñÿ áàçèñ è ðàçëîæåíèå ïî íåìó äëÿ âåêòîðíîãî
ïðîñòðàíñòâà, çàäàâàåìîãî òåíçîðàìè ïðîèçâîëüíîãî òèïà (k,m).



140

III Âíåøíèå ôîðìû è ïðîèçâåäåíèÿ

• Âíåøíÿÿ ôîðìà (≡ m-ôîðìà èëè êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ èëè àíòè-
ñèììåòðè÷åñêàÿ ôîðìà) � ýòî ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ m âåêòîðîâ, êîòî-
ðàÿ àíòèñèììåòðè÷íà ïî âñåì ñâîèì àðãóìåíòàì. Íàïðèìåð, äëÿ ëþáîé
âíåøíåé 2-ôîðìû (áèíàðíîé ôóíêöèè) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñâîéñòâî:

ω(a,b) = −ω(b, a).

Òàêèì îáðàçîì, èç êëàññà áèíàðíûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèé V × V 7→ R
ìû âûäåëÿåì ïîäêëàññ àíòèñèììåòðè÷íûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèé, êîòîðûå
íàçûâàåì âíåøíèìè ôîðìàìè. Àíàëîãè÷íî äëÿ 3-ôîðìû:

ω(a,b, c) = −ω(b, a, c) = ω(b, c, a) = −ω(c,b, a).

Ïåðåñòàíîâêà ëþáûõ äâóõ àðãóìåíòîâ âíåøíåé ôîðìû äîëæíà èçìåíèòü
çíàê ó çíà÷åíèÿ ôóíêöèè. Ïðèìåðîì âíåøíåé 3-ôîðìû ÿâëÿåòñÿ ñìå-
øàííîå ïðîèçâåäåíèå a · [b× c] â 3-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.
Ëþáóþ ôóíêöèþ ìîæíî �àíòèñèììåòðèçîâàòü�, ïðåâðàòèâ å¼ âî âíåø-

íþþ ôîðìó. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ñëîæèòü m! ïåðåñòàíîâîê m àðãóìåí-
òîâ ôóíêöèè ñî çíàêîì �+� äëÿ ÷¼òíûõ è �−� äëÿ íå÷¼òíûõ ïàðíûõ ïå-
ðåñòàíîâîê. Òàêîå äåéñòâèå íàçûâàåòñÿ îïåðàöèåé àëüòåðíèðîâàíèÿ Âlt.
Ïîÿñíèì å¼ íà ïðèìåðå 2-ôîðìû:

ω(a,b) = Âltf =
1

2

(
f(a,b)− f(b, a)

)
.

Åñëè ôóíêöèÿ f èìåëà êîìïîíåíòû fij, òî âíåøíÿÿ ôîðìà ω áóäåò èìåòü
êîìïîíåíòû:

ωij =
1

2

(
fij − fji

)
.

Ýòó æå âíåøíþþ ôîðìó ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî áàçèñó:

ω =
1

2

(
fij − fji

)
ei ⊗ ej.

Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê ei ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè (1-ôîðìàìè), òî:

ωkl = ω(ek, el) =
1

2

(
fij − fji

)
(ei ⊗ ej)(ek, el) =

1

2

(
fij − fji

)
δik δ

j
l .

Ñâîðà÷èâàÿ ñèìâîëû Êðîíåêåðà, ïîëó÷àåì òðåáóåìûå êîýôôèöèåíòû.
Òàê æå ñòðîèòñÿ âíåøíÿÿ 3-ôîðìà ω(a,b, c) = Âltf :

1

6

(
f(a,b, c)− f(a, c,b) + f(c, a,b)− f(b, a, c) + f(b, c, a)− f(c,b, a)

)
.

Â îáùåì ñëó÷àå âíåøíÿÿ m-ôîðìà ïðè àëüòåðíèðîâàíèè äåëèòñÿ íà m!.
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• Îïåðàöèÿ âíåøíåãî ïðîèçâåäåíèÿ (èëè êîñîãî ïðîèçâåäåíèÿ) ââîäèò-
ñÿ äëÿ äâóõ k è m ôîðì:

A ∧B =
(k +m)!

k!m!
Âlt (A⊗B).

Íàïðèìåð, ïðè âíåøíåì ïðîèçâåäåíèè äâóõ 1-ôîðì σ è λ ïîëó÷àåì âíåø-
íþþ 2-ôîðìó

ω(a,b) ≡ (σ ∧ λ)(a,b) = σ(a)λ(b)− σ(b)λ(a).

Íàïîìíèì, ÷òî (σ ∧ λ) ÿâëÿåòñÿ èìåíåì âíåøíåé 2-ôîðìû, ýêâèâàëåíò-
íûì áóêâå ω, à âîò êðóãëûå ñêîáêè ïîñëå ýòîãî èìåíè � ýòî óæå àðãóìåí-
òû ôóíêöèè. Åñëè âìåñòî ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðîâ ïîäñòàâèòü âåêòîðû
áàçèñà, òî ïîëó÷èòñÿ ñâÿçü êîìïîíåíò ωij = ω(ei, ej) ôîðì:

ωij ≡ (σ ∧ λ)ij = σiλj − σjλi.

Àíàëîãè÷íî ââîäèòñÿ âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå òð¼õ k−, l−, m− ôîðì:

A∧B ∧C = A∧ (B ∧C) = (A∧B)∧C =
(k + l +m)!

k! l!m!
Âlt (A⊗B ⊗C).

Âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå k øòóê 1-ôîðì ω1(a),...,ωk(a) (èíäåêñ � íîìåð
ôîðìû, à íå å¼ êîìïîíåíòà!) ìîæíî âûðàçèòü ïðè ïîìîùè îïðåäåëèòåëÿ:

ω(a1, ..., ak) ≡ (ω1 ∧ ... ∧ ωk)(a1, ..., ak) =

∣∣∣∣∣∣
ω1(a1) ... ω1(ak)
... ... ...

ωk(a1) ... ωk(ak)

∣∣∣∣∣∣ .
Íàëè÷èå âñåâîçìîæíûõ ôàêòîðèàëîâ ÿâëÿåòñÿ âîïðîñîì ñîãëàøåíèÿ.

Â îïåðàöèè àëüòåðíèðîâàíèÿmøòóê 1-ôîðì ñòàâèòñÿ ìíîæèòåëü (1/m!),
òàê êàê ïðè àëüòåðíèðîâàíèè âîçíèêàåò m! ïåðåñòàíîâîê àðãóìåíòîâ.
Ïðè îïðåäåëåíèè êîñîãî ïðîèçâåäåíèÿ ýòè ôàêòîðèàëû ñîêðàùàþòñÿ. Â
ðåçóëüòàòå êîñîå ïðîèçâåäåíèå íå ñîäåðæèò ÷èñëîâûõ ìíîæèòåëåé.
Âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå áàçèñíûõ 1-ôîðì ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì äëÿ àíòè-

ñèììåòðè÷íûõ òåíçîðîâ òèïà (0, k). Íàïðèìåð, òåíçîð (0,2) ñ êîýôôèöè-
åíòàìè Tij = −Tji ðàâåí:

T =
1

2
Tij e

i ∧ ej.

Ìíîæèòåëü 1/2 (äëÿ òåíçîðîâ òèïà (0, k) áóäåò 1/k!) íåîáõîäèì, ÷òîáû
ïîëó÷èëèñü âåðíûå êîýôôèöèåíòû ïðè âû÷èñëåíèè ôóíêöèè îò áàçèñ-
íûõ âåêòîðîâ Tij = T (ep, eq):

1

2
Tij (e

i∧ej)(ep, eq) =
1

2
Tij (e

i(ep)e
j(eq)−ei(eq)e

j(ep)) =
1

2
Tij (δ

i
p δ

j
q−δiq δ

j
p).

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ áàçèñ ei∧ej ∧ ... äëÿ òåíçîðîâ, êîýôôèöèåíòû
êîòîðûõ àíòèñèììåòðè÷íû ïî âåðõíèì èíäåêñàì.
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IV Ìíîãîîáðàçèå

• Ôèçèê, äóìàÿ î ïðîñòðàíñòâå, ïðåäñòàâëÿåò ñåáå ìíîæåñòâî òî÷åê,
êîòîðûå ýòî ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíî çàïîëíÿþò. Ïðîñòåéøàÿ ìàòåìà-
òè÷åñêàÿ ìîäåëü n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà � ýòî ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åí-
íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç n âåùåñòâåííûõ ÷èñåë x = {x1, ..., xn} (ââåð-
õó èíäåêñû), îáîçíà÷àåìîå, êàê Rn. Êàæäàÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïðîñòðàíñòâà. Ó êàæäîé òî÷êè åñòü ñêîëü óãîäíî ìàëàÿ
îêðåñòíîñòü, â êîòîðîé åñòü äðóãèå òî÷êè. ×òîáû ãîâîðèòü îá îêðåñòíî-
ñòè, íåîáõîäèìî íåêîòîðûì îáðàçîì îïðåäåëèòü ïîíÿòèå áëèçîñòè èëè
ðàññòîÿíèÿ d = d(x,y). Ïîäîáíàÿ ôóíêöèÿ åù¼ íå ÿâëÿåòñÿ �ôèçè÷å-
ñêèì� ðàññòîÿíèåì è ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíîé, çàäàâàÿ ëèøü
ñòåïåíü áëèçîñòè òî÷åê. Íàïðèìåð:

d(x,y) = |x1−y1|+...+|xn−yn| èëè d(x,y) = max(|x1−y1|, ..., |xn−yn|).

Îêðåñòíîñòü òî÷êè x ðàäèóñà r � ýòî òî÷êè y, äëÿ êîòîðûõ d(x,y) < r.
Îòêðûòîå ìíîæåñòâî U ñîäåðæèò òî÷êè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò
îêðåñòíîñòü, ïîëíîñòüþ ïðèíàäëåæàùóþ U . Íàïðèìåð, â R1 ìíîæåñòâî
a < x < b îòêðûòî, à a 6 x < b � íåò, òàê êàê òî÷êà a íå èìååò îêðåñò-
íîñòè, ïîëíîñòüþ ëåæàùåé â ýòîì ìíîæåñòâå. Ïåðåñå÷åíèå èëè îáúåäè-
íåíèå îòêðûòûõ ìíîæåñòâ òàêæå ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì.

Íàðÿäó ñ ìíîæåñòâîì ýëåìåíòîâ, â îñíîâå âñåõ ìàòåìàòè÷åñêèõ òåî-
ðèé ëåæèò ïîíÿòèå �îòîáðàæåíèÿ�. Â ðåçóëüòàòå îòîáðàæåíèÿ ýëåìåí-
òû îäíîãî ìíîæåñòâà ñòàâÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíòàì äðóãîãî ìíîæå-
ñòâà. Íàïðèìåð, êàæäîé ìàòðèöå ñîîòâåòñòâóåò å¼ îïðåäåëèòåëü. Ìàòðè-
öû è îïðåäåëèòåëè � ýòî ýëåìåíòû ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâ. Îòîáðàæåíèå
det : D 7→ R íàïðàâëåíî èç ìíîæåñòâà ìàòðèö D â ìíîæåñòâî îïðåäåëè-
òåëåé R (÷èñåë). Â äàííîì ïðèìåðå îáðàòíîå îòîáðàæåíèå íå îïðåäåëåíî
(ïî îïðåäåëèòåëþ íåëüçÿ âîññòàíîâèòü ìàòðèöó).

Îòîáðàæåíèå ìîæíî çàïèñûâàòü â ôóíêöèîíàëüíîì âèäå det(D) = R.
Îáû÷íàÿ âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ f : R 7→ R èëè f(R) = R ÿâëÿåò-
ñÿ îòîáðàæåíèåì. Îíà ìîæåò áûòü îäíîçíà÷íîé èëè ìíîãîçíà÷íîé. Ò.å.
îòîáðàæåíèå f(x) êàæäîìó x äîëæíî äàâàòü îäíî y = f(x). Íî êàæäîìó
y = f(x) íå îáÿçàòåëüíî ñîîòâåòñòâóåò îäíî x.

Âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå (èëè 1-1 îòîáðàæåíèå) � ýòî îòîá-
ðàæåíèå, �ðàáîòàþùåå� â îáå ñòîðîíû. Äëÿ íåãî f : A 7→ B âñåãäà
ñóùåñòâóåò îáðàòíîå îòîáðàæåíèå f−1 : B 7→ A. Ôóíêöèè y = x, y = x3

ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íûìè îòîáðàæåíèÿìè. Ôóíêöèè y = x2, y =
sin(x) � íåò, òàê êàê îíè ìíîãîçíà÷íû.
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• Ìíîãîîáðàçèå Mn � ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò
îòêðûòóþ îêðåñòíîñòü, äîïóñêàþùóþ íåïðåðûâíîå âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå
îòîáðàæåíèå íà îòêðûòîå ìíîæåñòâî Rn. Åñòåñòâåííî Rn òàêæå ÿâëÿåòñÿ
ìíîãîîáðàçèåì. Ìîãóò áûòü áîëåå îáùèå ìîäåëè ïðîñòðàíñòâà. Îäíàêî
âñå îíè (ÿâëÿÿñü ìíîãîîáðàçèåì) ëîêàëüíî ïîäîáíû Rn. Ðàçìåðíîñòüþ
ìíîãîîáðàçèÿ ñëóæèò ÷èñëî n, à îòîáðàæåíèå â Rn íàçûâàåòñÿ êîîðäè-
íàòíûì. ×èñëà {x1, ..., xn} ∈ Rn � ýòî êîîðäèíàòû òî÷êè ìíîãîîáðàçèÿ.
Ìíîãîîáðàçèå � ýòî î÷åíü îáùåå ïîíÿòèå. Íà äàííîì óðîâíå àêñèîìàòè-
êè åù¼ íåò ðàññòîÿíèé, óãëîâ è ò.ï. �ïðèâû÷íûõ� ýëåìåíòîâ ãåîìåòðèè.
Åñòü ëèøü ëîêàëüíàÿ òîïîëîãèÿ òî÷åê è èõ îêðåñòíîñòåé, êîòîðûå â
ìíîãîîáðàçèè �óñòðîåíû� òàê æå, êàê è â Rn.
Êàðòîé íàçûâàåòñÿ îêðåñòíîñòü äàííîé òî÷êè ìíîãîîáðàçèÿ p ∈ Mn

âìåñòå ñ å¼ îòîáðàæåíèåì f : Mn 7→ Rn. Îêðåñòíîñòè ðàçíûõ òî÷åê
ìîãóò èìåòü ðàçëè÷íûå êàðòû. Ìíîæåñòâî ïåðåêðûâàþùèõñÿ êàðò, îò-
ðàæàþùèõ âñå òî÷êè ìíîãîîáðàçèÿ, íàçûâàåòñÿ àòëàñîì.
Ïðîñòåéøèé ïðèìåð ìíîãîîáðàçèÿ, ãëîáàëüíî îòëè÷íîãî îò Rn � ýòî

òî÷êè ïîâåðõíîñòè ñôåðû. Êàêèå áû ñïîñîáû îòîáðàæåíèÿ ìû íå ïðè-
äóìûâàëè, âñå òî÷êè 2-ìåðíîé ñôåðû íåëüçÿ îòîáðàçèòü â ïëîñêîñòü R2.
Îäíàêî, åñëè ó ñôåðû âûêîëîòü (âûáðîñèòü) îäíó òî÷êó, òî îíà òîïîëî-
ãè÷åñêè ñòàíåò ýêâèâàëåíòíà ïëîñêîñòè. Ñòîèò ïðåäñòàâèòü ñåáå òàêóþ
ñôåðó ðåçèíîâîé è ðàñòÿíóòü å¼ ÷åðåç âûêîëîòóþ �äûðêó� â ïëîñêîñòü.
Ïðèìåðîì îòîáðàæåíèÿ ñôåðû ñ âûêîëîòîé òî÷êîé â ïëîñêîñòü ÿâëÿåòñÿ
ñòåðåîãðàôè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ (ñòð. 206).
Ñôåðà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà àòëàñîì, ñîñòîÿùèì ìèíèìóì èç äâóõ

êàðò. Íàïðèìåð, ýòî ìîãóò áûòü ïðîåêöèè (îòîáðàæåíèÿ!) òî÷åê ñåâåð-
íîãî è þæíîãî ïîëóøàðèé íà ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç öåíòð ïî
ýêâàòîðó ñôåðû (òî÷íåå, íóæíû äâå íåñîâïàäàþùèå ïëîñêîñòè, ÷òîáû
ïîëó÷èòü íà êàðòàõ îòêðûòîå ìíîæåñòâî ïåðåêðûâàþùèõñÿ òî÷åê).
Íåîáõîäèìî ðàçëè÷àòü ëîêàëüíóþ è ãëîáàëüíóþ òîïîëîãèþ. Ñôåðà è

òîð èìåþò îäèíàêîâóþ ëîêàëüíóþ òîïîëîãèþ (ïîäîáíóþ Rn), íî àáñî-
ëþòíî ðàçíóþ ãëîáàëüíóþ òîïîëîãèþ. Íàïðèìåð, ðåçèíîâûé òîð íèêà-
êèìè ðàñòÿæåíèÿìè ïîâåðõíîñòè íåëüçÿ ïðåâðàòèòü â ñôåðó.
Â ñâÿçíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ïðè ïîìîùè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïåðåêðû-

âàþùèõñÿ îêðåñòíîñòåé ìîæíî ïåðåéòè îò îäíîé òî÷êè ê ëþáîé äðóãîé.
Äâå ñôåðû ñ îáùèì öåíòðîì è ðàçëè÷íûìè ðàäèóñàìè ÿâëÿþòñÿ íåñâÿç-
íûì ìíîãîîáðàçèåì. Ñâÿçíîñòüþ 2-ìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé òàêæå íàçûâà-
þò êîëè÷åñòâî íåñâîäèìûõ äðóã ê äðóãó äåôîðìàöèåé çàìêíóòûõ êîí-
òóðîâ. Ïëîñêîñòü è ñôåðà îäíîñâÿçíû. Êðóã ñ âûðåçàííîé äûðêîé äâóõ-
ñâÿçíûé. Òîð - òð¼õñâÿçíîå ìíîãîîáðàçèå (l H192).
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V Êàñàòåëüíûå âåêòîðû

• Êðèâàÿ íà ìíîãîîáðàçèè Mn � ýòî äèôôåðåíöèðóåìîå îòîáðàæå-
íèå R íà Mn. Ïóñòü íà íåêîòîðîé êàðòå îïðåäåëåíû äèôôåðåíöèðóåìûå
ôóíêöèè {x1(t), ..., xn(t)}. Â ñèëó âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè îòîáðàæåíèÿ
Mn íà Rn ýòè ôóíêöèè îïðåäåëÿþò êðèâóþ íà ìíîãîîáðàçèè. Òàêèì
îáðàçîì, ñ òî÷êè çðåíèÿ �îáû÷íîé� äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè ðå÷ü
èä¼ò î ïàðàìåòðè÷åñêîì çàäàíèè êðèâîé â ïðîñòðàíñòâå.
Ôóíêöèÿ íà ìíîãîîáðàçèè � ýòî îòîáðàæåíèå f : Mn 7→ R, ò.å. êàæäîé

òî÷êå ìíîãîîáðàçèÿ ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Òàê êàê
òî÷êè ìíîãîîáðàçèÿ ìîãóò áûòü (ïðè ïîìîùè êàðò) �ïðîíóìåðîâàíû�
êîîðäèíàòàìè, òî äëÿ p ∈ Mn ìîæíî ïèñàòü f(p) = f(x1, ..., xn).
Ïóñòü íà ìíîãîîáðàçèè çàäàíà ôóíêöèÿ è íåêîòîðàÿ êðèâàÿ. Â êàæ-

äîé òî÷êå êðèâîé ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò îïðåäåë¼ííîå çíà÷åíèå. Ïîýòîìó
âîçíèêàåò ôóíêöèÿ g : R 7→ R:

g(t) = f
(
x1(t), ...., xn(t)

)
.

Å¼ ïðîèçâîäíàÿ âû÷èñëÿåòñÿ, êàê ïðîèçâîäíàÿ ñëîæíîé ôóíêöèè:

dg

dt
=

∂f

∂xi
dxi

dt
,

ãäå ïî ïîâòîðÿþùåìóñÿ èíäåêñó i èä¼ò ñóììèðîâàíèå îò 1 äî n. Çàôèêñè-
ðîâàâ êðèâóþ, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñàìûå ðàçëè÷íûå ôóíêöèè íà ìíî-
ãîîáðàçèè. Ïîëó÷åííàÿ ïðîèçâîäíàÿ ñïðàâåäëèâà äëÿ íèõ âñåõ. Ïîýòîìó
çàïèøåì å¼ â îïåðàòîðíîì âèäå:

d

dt
=

dxi

dt

∂

∂xi
.

Áóäåì îòëè÷àòü ðàçëè÷íûå êðèâûå èìåíåì ïàðàìåòðà. Òàêèì îáðàçîì,
xi(t) è xi(u) � ýòî ðàçëè÷íûå ôóíêöèè, îïðåäåëÿþùèå ðàçëè÷íûå êðèâûå.
×åðåç äàííóþ òî÷êó ïðîñòðàíñòâà p ∈ Mn ïðîõîäèò áåñêîíå÷íîå ìíîæå-
ñòâî ïåðåñåêàþùèõñÿ êðèâûõ. Ê êàæäîé òàêîé êðèâîé â äàííîé òî÷êå
ìîæíî îïðåäåëèòü ïðîèçâîäíóþ è ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðàòîð d/dt, d/du.
Ýòè îïåðàòîðû äåéñòâóþò íà îäíó è òó æå ôóíêöèþ, çíà÷åíèÿ êîòîðîé
çàäàíû âäîëü ýòèõ êðèâûõ. Ìîæíî ãîâîðèòü î ëèíåéíîé êîìáèíàöèè îïå-
ðàòîðîâ, óìíîæèâ èõ íà âåùåñòâåííûå ÷èñëà α, β:

α
d

dt
+ β

d

du
=

(
α
dxi

dt
+ β

dxi

du

)
∂

∂xi
.

Ïðîèçâîäíûå dxi/dt, dxi/du ïî ðàçëè÷íûì ôóíêöèÿì âû÷èñëåíû â îäíîé
òî÷êå ïðîñòðàíñòâà è ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûìè ÷èñëàìè.
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Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî òàêèå îïåðàöèè ñ îïåðàòîðàìè (ñëîæåíèå è óìíî-
æåíèå íà ÷èñëî) îáðàçóþò âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî (ñòð.22). Ïîýòîìó ãî-
âîðÿò, ÷òî d/dt � ýòî êàñàòåëüíûé âåêòîð ê êðèâîé:

d

dt
− âåêòîð,

∂

∂xi
− áàçèñíûå âåêòîðû,

dxi

dt
− êîìïîíåíòû.

Âîçìîæíî, ôèçèêó, ïðåäñòàâëÿþùåìó âåêòîð êàê ñòðåëêó, ïîêàæåòñÿ
ñòðàííûì ñ÷èòàòü äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð âåêòîðîì. Îäíàêî âñïîì-
íèì, ÷òî ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ âåêòîð � ýòî àáñòðàêòíûé ýëå-
ìåíò íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà ñ ââåäåííûìè íà í¼ì îïåðàöèÿìè (ôóíê-
öèÿìè). À âîò �ñòðåëî÷êà� ÿâëÿåòñÿ êàê ðàç ïðèìåðîì òàêîãî îáúåêòà.
Ñêîðîñòü, ñèëà, áåñêîíå÷íî ìàëûé ñäâèã â íåêîòîðîì íàïðàâëåíèè � ýòî
âñ¼ âåêòîðû, ëèøü ïîòîìó, ÷òî èõ ñâîéñòâà óäîâëåòâîðÿþò ñîîòâåòñòâó-
þùèì àêñèîìàì âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Íà ñàìîì äåëå, ê óòâåðæäåíèþ î òîì, ÷òî d/dt � êàñàòåëüíûé âåêòîð, à
∂/∂xi � áàçèñíûå âåêòîðû (ò.í. êîîðäèíàòíûé áàçèñ), ìîæíî îòíîñèòüñÿ
ïðîñòî, êàê ê íåêîòîðûì îáîçíà÷åíèÿì. Â êîíå÷íîì ñ÷¼òå, îáîçíà÷èì
ìû áàçèñ çíà÷êîì ei èëè ∂/∂xi, ðîëè íå èãðàåò. Äëÿ ôèçèêà, óìåþùåãî
èçìåðÿòü âåùåñòâåííûå ÷èñëà, âàæíû êîìïîíåíòû âåêòîðà dxi/dt.

Ñëåäóÿ îáîçíà÷åíèÿì Èíñòðóêöèè, ìîæíî çàïèñàòü êàñàòåëüíûé âåê-
òîð, êàê áåñêîíå÷íî ìàëîå ñìåùåíèå dr = ei dx

i âäîëü êðèâîé r = r(t),
ãäå ei � áàçèñ (ñòðåëî÷êè) â äàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà (ñòð. 66):

dr

dt
=

dxi

dt
ei.

Êîìïîíåíòû dxi/dt ðàçëîæåíèÿ ïî áàçèñó ei ïîëó÷àþòñÿ òàêèìè æå, êàê
è ïðè ðàçëîæåíèè d/dt ïî ∂/∂xi.

Ñòîèò îñîáî îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî êàñàòåëüíûé âåêòîð (êàê áû ìû
åãî íå îáîçíà÷àëè) � ýòî îáúåêò, îïðåäåë¼ííûé â äàííîé òî÷êå ïðîñòðàí-
ñòâà. Â äðóãîé (äàæå �ñîñåäíåé�) òî÷êå áóäåò èíîå ìíîæåñòâî êàñàòåëü-
íûõ âåêòîðîâ ê êðèâûì, ïåðåñåêàþùèìñÿ â ýòîé òî÷êå. Ãîâîðÿò, ÷òî êàñà-
òåëüíûå âåêòîðû îïðåäåëåíû â êàñàòåëüíîì ê ìíîãîîáðàçèþ ïðîñòðàí-
ñòâå TP â òî÷êå P . Íàïðèìåð, äóìàÿ î ñôåðå, êàê î ìíîãîîáðàçèè, ìîæíî
ïðåäñòàâëÿòü êàñàòåëüíóþ ê ñôåðå ïëîñêîñòü. Ýòî è áóäåò êàñàòåëüíîå
ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì �ëåæàò� âñå âåêòîðû, êàñàòåëüíûå ê òåì èëè
èíûì êðèâûì, ïðîõîäÿùèì ïî ñôåðå ÷åðåç òî÷êó êàñàíèÿ ïëîñêîñòè.

Ìíîæåñòâî âñåõ êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ ñàìî ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçè-
åì. Åãî íàçûâàþò ðàññëî¼ííûì ïðîñòðàíñòâîì, èëè ïðîñòî ðàññëîåíèåì
TM . Êàñàòåëüíûå ïëîñêîñòè ê òî÷êàì ñôåðû, ñîáðàííûå â ñòîïêó ïà-
ðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòåé, áóäóò òàêèì ðàññëîåíèåì.
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VI Ãðàäèåíò è ïëîùàäü

Ãðàäèåíò ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì 1-ôîðìû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò
îòîáðàæåíèå V 7→ R, êîòîðîå íåêîòîðîìó âåêòîðó ñìåùåíèÿ â äàííîì íà-
ïðàâëåíèè (êàñàòåëüíîìó ê êðèâîé âåêòîðó) ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ÷èñ-
ëî. Ýòî ÷èñëî ðàâíî áåñêîíå÷íî ìàëîìó èçìåíåíèþ ôóíêöèè f â ýòîì
íàïðàâëåíèè. Ïðèñâîèì, êàê è â 7-é ãëàâå, ýòîé 1-ôîðìå èìÿ df . Òîãäà:

(df)

(
d

dt

)
=

df

dt
=

∂f

∂xi
dxi

dt
.

Ìû âçÿëè èìÿ ôîðìû â ñêîáêè (df), ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ýòî íå îïå-
ðàöèÿ, à èìåííî èìÿ ôóíêöèè (îòîáðàæåíèÿ) df : V 7→ R. Àðãóìåíòîì
ýòîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíûé âåêòîð d/dt. Âìåñòî íåãî ìîæíî áû-
ëî áû íàïèñàòü è dr/dt. Â ïðàâîé ÷àñòè îïðåäåëåíèÿ ñòîèò óæå îáû÷íàÿ
ïðîèçâîäíàÿ. Â äàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà ýòî ÷èñëî. Âòîðîå ðàâåíñòâî
íàïîìèíàåò, ÷òî ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà êðèâîé xi(t).
Âåêòîð â êîíêðåòíîì áàçèñå âìåñòî àáñòðàêòíîãî çíà÷êà a ∈ V ìî-

æåò áûòü ýêâèâàëåíòíî ïðåäñòàâëåí â âèäå íàáîðà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë
{a1, ..., an}. Òî÷íî òàê æå, ãîâîðÿ îá 1-ôîðìå, âìåñòî àáñòðàêòíîãî çíà÷-
êà ω : V 7→ R ìîæíî çàïèñûâàòü íàáîð âåùåñòâåííûõ ÷èñåë {ω1, ...., ωn},
êîòîðûå ýòó ôîðìó çàäàþò. Â êîîðäèíàòíîì âèäå 1-ôîðìà ω (ôóíêöèÿ
îò âåêòîðà a) èìååò âèä: ω(a) = ωi a

i. Àíàëîãè÷íî 1-ôîðìó ãðàäèåíòà
ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(df)

(
d

dt

)
= (df)i

(
d

dt

)i

.

Íàïîìíèì, ÷òî êîìïîíåíòû êàñàòåëüíîãî âåêòîðà d/dt � ýòî �îáû÷íûå�
ïðîèçâîäíûå îò ôóíêöèé, çàäàþùèõ êðèâóþ (d/dt)i = dxi/dt. Ïîýòîìó
êîìïîíåíòû 1-ôîðìû ãðàäèåíòà ñêàëÿðíîé ôóíêöèè f ðàâíû:

(df)i =
{ ∂f

∂x1
, ...,

∂f

∂xn

}
.

Îíè ïðåîáðàçóþòñÿ, êàê êîâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû âåêòîðà (êàê è äîëæ-
íî áûòü äëÿ êîìïîíåíò 1-ôîðìû) Ïåðå÷èñëåíèå ýòèõ ÷èñåë ïîëíîñòüþ
îïðåäåëÿåò 1-ôîðìó ãðàäèåíòà (â äàííûõ êîîðäèíàòàõ=áàçèñå).
Âûøå âìåñòî äèôôåðåíöèàëà df ìû ïîëó÷èëè ïðîèçâîäíóþ âäîëü

êðèâîé. Òàê êàê 1-ôîðìû ëèíåéíû, ìîæíî óìíîæèòü îáå ÷àñòè íà èçìå-
íåíèå ïàðàìåòðà dt è ïîëó÷èòü äèôôåðåíöèàë:

df = (df)(dr) = dfidr
i =

∂f

∂xi
dxi,

ãäå dr � âåêòîð áåñêîíå÷íî ìàëîãî ñìåùåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå â äàííîì
íàïðàâëåíèè. Èìåííî òàê òðàêòîâàëàñü 1-ôîðìà ãðàäèåíòà â 7-é ãëàâå.
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Â ïðîèçâîëüíûõ êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ (n = 2) âûðàæåíèÿ:

dq1 = {1, 0}; dq2 = {0, 1}; dq1 ∧ dq2 =

(
0 1
−1 0

)
îçíà÷àþò, ÷òî ìû çàäà¼ì 1- èëè 2-ôîðìó â êîìïîíåíòíîì ïðåäñòàâëåíèè
â äàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ðåçóëüòàò �ðàáîòû� ôîðìû (çíà÷åíèå ôóíê-
öèè V 7→ R) ìû íàõîäèì ïðè ïîìîùè ñâ¼ðòêè ýòèõ ÷èñåë ñ êîìïîíåíòàìè
âåêòîðà (çàäàííûìè, åñòåñòâåííî, â ýòîé æå ñèñòåìå êîîðäèíàò).

Íàïðèìåð, âíåøíÿÿ 2-ôîðìà ïëîùàäè S = dx ∧ dy (àíòèñèììåòðè÷-
íàÿ áèíàðíàÿ ôóíêöèÿ V × V 7→ R â äåêàðòîâîì áàçèñå) äà¼ò îáû÷íóþ
ïëîùàäü áåñêîíå÷íî ìàëîãî ïàðàëëåëîãðàììà òîëüêî ïîñëå å¼ âû÷èñëå-
íèÿ íà âåêòîðàõ ñòîðîí ïàðàëëåëîãðàììà dr, dr′.

Â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ qi = (r, ϕ) êîìïîíåíòû 1-ôîðìû ãðàäèåíòîâ
êîîðäèíàò òàêèå æå, êàê è â äåêàðòîâûõ: dr = {1, 0}, dϕ = {0, 1}. Âíåø-
íÿÿ 2-ôîðìà dr ∧ dϕ òàêæå èìååò êîìïîíåíòû, ñîâïàäàþùèå ñ äåêàðòî-
âûìè. Îäíàêî 2-ôîðìà ïëîùàäè ðàâíà S = rdr∧dϕ. ×òîáû âû÷èñëèòü,
íàïðèìåð, ïëîùàäü �ïðÿìîóãîëüíè÷êà�, â êîòîðîì îäíà ñòîðîíà ïîëó÷à-
åòñÿ ñìåùåíèåì ïðè ïîñòîÿííîì ϕ: dr = {dr, 0}, à âòîðàÿ ïðè ïîñòîÿííîì
r: dr′ = {0, dϕ}, íåîáõîäèìî íàéòè çíà÷åíèå 2-ôîðìû (÷èñëî):

S(dr, dr′) = (r dr ∧ dϕ)(dr, dr′) = Sijdr
idr′

j
=
(
dr 0

)( 0 r

−r 0

)(
0
dϕ

)
.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ rdrdϕ, ãäå óæå ñòîÿò �îáû÷íûå� äèôôåðåíöèà-
ëû, à íå 1-ôîðìû ãðàäèåíòîâ êîîðäèíàò.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ïëîùàäü ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà íåçàâèñèìî
îò ââåäåíèÿ ìåòðèêè g(a,b). Ïëîùàäü � ýòî âíåøíÿÿ 2-ôîðìà S(a,b)
(àíòèñèììåòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ äâóõ âåêòîðîâ). Îíà äà¼ò ÷èñëî, àññîöèè-
ðóåìîå ñ ýòîé ïàðîé âåêòîðîâ. Òåì íå ìåíåå, åñëè ìåòðèêà çàäàíà îíà
ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü è ïëîùàäü.

Òî, ÷òî ïëîùàäü äîëæíà áûòü âíåøíåé ôîðìîé, ñëåäóåò èç æåëàíèÿ
îáîáùèòü ñâîéñòâà ïëîùàäè â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, ãäå äëÿ âåêòî-
ðîâ (êàê íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ) âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ (l H194):

S(a,b+ c) = S(a,b)+S(a, c), S(a, αb) = αS(a,b), S(a, a) = 0.

Ïåðâûå äâà ñîîòíîøåíèÿ (ñïðàâåäëèâûå äëÿ îáîèõ àðãóìåíòîâ) ïðèâî-
äÿò ê òîìó, ÷òî S ÿâëÿåòñÿ áèëèíåéíîé ôóíêöèåé. Èç ïîñëåäíåãî ñîîò-
íîøåíèÿ ñëåäóåò (l H195), ÷òî ýòà ôóíêöèÿ äîëæíà áûòü àíòèñèììåò-
ðè÷íîé S(a,b) = −S(a,b), ò.å. ÿâëÿåòñÿ âíåøíåé 2-ôîðìîé.
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VII Âåêòîðíûå ïîëÿ

Âåêòîðíîå ïîëå âîçíèêàåò, êîãäà â êàæäîé òî÷êå ìíîãîîáðàçèÿ çàäà-
¼òñÿ âåêòîð. Â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò ñâîé áàçèñ è ìíî-
æåñòâî âåêòîðîâ. Ïîýòîìó âåêòîðíîå ïîëå � ýòî íåêîòîðîå ïðàâèëî, ïî
êîòîðîìó èç ýòîãî ìíîæåñòâà âûáèðàåòñÿ îäèí âåêòîð â êàæäîé òî÷êå.

Ðàíüøå íåêîòîðîå âåêòîðíîå ïîëå ìû çàïèñûâàëè â âèäå ðàçëîæåíèÿ
V(x1, ..., xn) = V i(x1, ..., xn) ei, ãäå âåêòîðû ei ìûñëèëèñü, êàê �ñòðåëî÷-
êè� ñìåùåíèé â ïðîñòðàíñòâå âäîëü ëèíèé êîîðäèíàòíîé ñåòêè. Ýòè âåê-
òîðû â êðèâîëèíåéíîì áàçèñå òàêæå çàâèñåëè îò êîîðäèíàò òî÷êè ïðî-
ñòðàíñòâà (òåïåðü ìû ñêàæåì: îò êîîðäèíàò íà êàðòå Rn ìíîãîîáðàçèÿ
Mn). Ïîýòîìó, íàïðèìåð, ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå äàæå ïîñòîÿííîãî
âåêòîðíîãî ïîëÿ (V i = const) åãî êîìïîíåíòû ìåíÿëèñü.

Â íîâûõ, îïåðàòîðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ âåêòîðíîå ïîëå çàïèñûâàåòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

V ≡ d

dv
= V i(x1, ..., xn)

∂

∂xi
.

Ôóíêöèè êîìïîíåíò â îáîèõ ïðåäñòàâëåíèÿõ îäíè è òå æå, à âîò âåêòî-
ðû áàçèñà è ñàìî âåêòîðíîå ïîëå îáîçíà÷àþòñÿ ïðè ïîìîùè îïåðàòîðîâ.
Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â òåîðèè ãðóïï Ëè âåêòîð d/dv èìååò ñìûñë
ãåíåðàòîðà íåêîòîðîé íåïðåðûâíîé ãðóïïû.

Îïåðàòîðíàÿ çàïèñü ïîçâîëÿåò åñòåñòâåííûì îáðàçîì ââîäèòü íîâûå
îïåðàöèè ñ âåêòîðíûìè ïîëÿìè. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, äâà âåêòîðíûõ
ïîëÿ d/dt è d/du, ðàçëîæèâ èõ íà áàçèñå ∂/∂xi:

d

dt
= T i(x1, ..., xn)

∂

∂xi
,

d

du
= U j(x1, ..., xn)

∂

∂xj
.

Âû÷èñëèì êîììóòàòîð ýòèõ îïåðàòîðîâ (ò.í. ñêîáêó Ëè). Äëÿ ýòîãî ïî-
äåéñòâóåì ñêîáêîé Ëè íà ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ f :[

d

dt
,
d

du

]
f ≡

(
d

dt

d

du
− d

du

d

dt

)
f = T i ∂

∂xi

(
U j ∂f

∂xj

)
− U j ∂

∂xj

(
T i ∂f

∂xi

)
.

Ïåðåèìåíîâûâàÿ â ïåðâîì ñëàãàåìîì íåìûå èíäåêñû (ïåðåñòàâëÿÿ èõ
ìåñòàìè) è ðàñêðûâàÿ ïðîèçâîäíûå ïðîèçâåäåíèÿ, ïîëó÷àåì:[

d

dt
,
d

du

]
=

(
T j ∂U

i

∂xj
− U j ∂T

i

∂xj

)
∂

∂xi
,

ãäå îïóùåíà ôóíêöèÿ f . Òàêèì îáðàçîì, ñêîáêè Ëè îïðåäåëÿþò íîâîå
âåêòîðíîå ïîëå, êîìïîíåíòû ðàçëîæåíèÿ êîòîðîãî ïî áàçèñó ∂/∂xi ðàâíû
T j∂jU

i − U j∂jT
i.
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Âåêòîðíîå ïîëå çàäà¼ò â ïðîñòðàíñòâå ìíîæåñòâî êðèâûõ, êîòîðûå
íàçûâàþòñÿ èíòåãðàëüíûìè êðèâûìè âåêòîðíîãî ïîëÿ. Íàçâàíèå ïðî-
èñõîäèò îò ñïîñîáà ïîëó÷åíèÿ òàêèõ êðèâûõ. Ñ÷èòàÿ, ÷òî êîìïîíåíòû
âåêòîðíîãî ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ êàñàòåëüíûìè ê êðèâîé, ìîæíî çàïèñàòü:

dxi

dt
= V i(x1, ..., xn).

Ðåøåíèåì ýòîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé áóäåò ïàðàìåò-
ðè÷åñêîå çàäàíèå êðèâîé xi(t). Ðàçëè÷íûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ xi(0) ïðè-
âîäÿò ê êðèâûì, ïðîõîäÿùèì ÷åðåç ðàçëè÷íûå òî÷êè ïðîñòðàíñòâà. Ìíî-
æåñòâî âñåõ òàêèõ êðèâûõ íàçûâàåòñÿ êîíãðóýíöèåé.
Ðàññìîòðèì äâå êîíãðóýíöèè, îïðåäåëÿåìûå âåêòîðíûìè ïîëÿìè T i =

T i(x1, ..., xn) è U i = U i(x1, ..., xn). Ñäâèíåìñÿ èç òî÷êè x â p âäîëü èíòå-
ãðàëüíîé êðèâîé ñ êàñàòåëüíûì âåêòîðîì T i, óâåëè÷èâ ïàðàìåòð íà ∆t.
Ðàñêëàäûâàÿ â ðÿä Òåéëîðà, íàõîäèì êîîðäèíàòû òî÷êè p:

pi = xi(t+∆t) = xi + T i(x)∆t+ T j ∂T
i

∂xj
∆t2

2
+ ...,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî dxi/dt = T i, à d2xi/dt2 = (∂T i/∂xj)(dxj/dt). Â ýòîé
òî÷êå âåêòîðíîå ïîëå U i óæå èìååò äðóãèå êîìïîíåíòû. Ïðèìåíÿÿ ñíîâà
ðàçëîæåíèå Òåéëîðà, èìååì:

U i
(
p
)
= U i(xj + T j(x)∆t+ ...) = U i(x) +

∂U i(x)

∂xj
T j(x)∆t+ ...

Åñëè ìû òåïåðü ñäâèíåìñÿ íà ∆u âäîëü êðèâîé ñ êàñàòåëüíûì âåêòîðîì
U i(p), òî ïîïàä¼ì â òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè ai = pi + U i(p)∆u+ ...:

ai = xi + T i∆t+ U i∆u+ T j ∂T
i

∂xj
∆t2

2
+ U j ∂U

i

∂xj
∆u2

2
+ T j ∂U

i

∂xj
∆t∆u+ ...

Ñäâèãè, ïðîäåëàííûå â îáðàòíîì ïîðÿäêå, ïðèâåäóò ê òî÷êå b ̸= a (ñì.
ðèñóíîê). Â âûðàæåíèè äëÿ å¼ êîîðäèíàò íåîáõîäèìî ïîìåíÿòü êîìïî-
íåíòû âåêòîðîâ U i è T i ìåñòàìè. Ðàçíîñòü êîîðäèíàò ýòèõ òî÷åê âûðà-
æàåòñÿ ÷åðåç êîìïîíåíòû âåêòîðíîãî ïîëÿ, ïîðîæäàåìîãî ñêîáêàìè Ëè:

ai− bi ≈
(
T j ∂U

i

∂xj
− U j ∂T

i

∂xj

)
∆t∆u.

Âåêòîðíûå ïîëÿ, äëÿ êîòîðûõ ñêîáêà Ëè ðàâíà íóëþ, íàçûâàþò êîîð-
äèíàòíûìè. Ñèñòåìó ïîäîáíûõ ïîëåé ïîðîæäàþò, íàïðèìåð, áàçèñíûå
âåêòîðû, êîòîðûå, î÷åâèäíî, êîììóòèðóþò äðóã ñ äðóãîì: [∂i, ∂j] = 0.
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VIII Ïðîèçâîäíàÿ Ëè

Çàïèøåì óðàâíåíèå êðèâîé, ïîðîæäàåìîé ïîëåì V i(x1, ..., xn) â îêðåñò-
íîñòè òî÷êè xi0, ÷åðåç êîòîðóþ êðèâàÿ ïðîõîäèò ïðè t = 0. Ïðè ìàëîì t
èç dxi/dt = V i ñëåäóåò:

xi(t) ≈ xi0 + t V i(x10, ..., x
n
0).

Ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü, êàê îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå
îòîáðàæåíèå îäíîé òî÷êè ìíîãîîáðàçèÿ xi0 = xi(0) â äðóãóþ xi = xi(t)
ïðè äâèæåíèè âäîëü èíòåãðàëüíîé êðèâîé xi(t). Êîìïîíåíòû âåêòîðíîãî
ïîëÿ ñ÷èòàþòñÿ äèôôåðåíöèðóåìûìè. Ïîýòîìó òàêîå âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå
îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì.
Ïîäîáíîå îòîáðàæåíèå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü, êàê ïðåîáðàçîâàíèå

êîîðäèíàò îò xi ê xi0. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ îáû÷íûé
çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ òåíçîðîâ. Íàïðèìåð:

0

T i
jk = T r

pq

∂xp

∂xj0

∂xq

∂xk0

∂xi0
∂xr

.

Ãîâîðÿò, ÷òî òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå òåíçîðà îïðåäåëÿåò åãî ïåðåíîñ èç
òî÷êè xi0 â òî÷êó xi âäîëü âåêòîðíîãî ïîëÿ V.
Ïðîèçâîäíàÿ Ëè LV âäîëü âåêòîðíîãî ïîëÿ V îò òåíçîðà T � ïî îïðå-

äåëåíèþ òåíçîð òîãî æå òèïà, èìåþùèé ñëåäóþùèå êîìïîíåíòû:

(LV T )
i
jk =

d
0

T i
jk

dt

∣∣∣
t=0

.

Òàê êàê ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò èçâåñòíû (l H202):

∂xi

∂xj0
= δij + t

∂V i

∂xj0
,

∂xi0
∂xj

= δij − t
∂V i

∂xj0
,

íåñëîæíî çàïèñàòü, íàïðèìåð, ïðîèçâîäíóþ Ëè îò âåêòîðà:

(LVU)i =
d

dt

[
U j

(
δij − t

∂V i

∂xj0

)]
t=0

= V j ∂U
i

∂xj0
− U j ∂V

i

∂xj0
,

ãäå â ïåðâîì ñëàãàåìîì ó÷òåíî, ÷òî dU i/dt = (∂U i/∂xj0)(dx
j
0/dt), è ïîä-

ñòàâëåíû êîîðäèíàòû êàñàòåëüíîãî âåêòîðà dxi0/dt = V i(x0). Ïîäîáíóþ
ïðîèçâîäíóþ ìîæíî çàïèñàòü ïðè ïîìîùè ñêîáîê Ëè:

LVU = [V,U].

Æèðíûå áóêâû U è V èìåþò ñìûñë âåêòîðíûõ ïîëåé â îïåðàòîðíîé
çàïèñè. Ò.å. ýòî íà ñàìîì äåëåU = U i(x1, ..., xn)∂/∂xi, è ò.ä. Êîìïîíåíòû
ïîëó÷èâøåãîñÿ âåêòîðà è áóäóò ïðîèçâîäíîé Ëè îò âåêòîðà U.
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Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿåòñÿ (l H203) ïðîèçâîäíàÿ Ëè îò 1-ôîðìû:

(LV ω)i = V j ∂ωi

∂xj
+ ωj

∂V j

∂xi
.

Ïðîèçâîäíàÿ Ëè îò òåíçîðà íóëåâîãî ðàíãà (ñêàëÿðíîé ôóíêöèè) ðàâíà:

LV f =
df

dt

∣∣∣
t=0

= V i ∂f

∂xi
.

Ñâÿçü ïðîèçâîäíîé îò âåêòîðà, 1-ôîðìû è ñêàëÿðà ìîæíî çàïèñàòü â
âèäå �ïðàâèëà Ëåéáíèöà�, êîòîðîå ñòîèò ïðîâåðèòü (l H204) â êîìïî-
íåíòíîì âèäå:

LV

(
ω(U)

)
= (LV ω)(U) + ω(LVU).

Â ëåâîé ÷àñòè ñòîèò ïðîèçâîäíàÿ îò ñêàëÿðíîé ôóíêöèè (êîòîðîé ðàâ-
íà 1-ôîðìà îò âåêòîðíîãî ïîëÿ). Âûðàæåíèå (LV ω) � ýòî èìÿ 1-ôîðìû,
ïîëó÷àþùåéñÿ ïîñëå âçÿòèÿ ïðîèçâîäíîé Ëè îò ôîðìû ω. Âòîðîå ñëà-
ãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè � ýòî ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèÿ èñõîäíîé ôîðìû îò
âåêòîðà, ðàâíîãî ïðîèçâîäíîé Ëè îò U.

Ñïðàâåäëèâî òàêæå �ïðàâèëî Ëåéáíèöà� äëÿ ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ
òåíçîðîâ:

LV (A⊗B) = (LVA)⊗B + A⊗ (LVB).

Â áåçûíäåêñíîì âèäå ïðîèçâîäíàÿ Ëè îò ïðîèçâîëüíîãî òåíçîðà (ôóíê-
öèè îò âåêòîðîâ è 1-ôîðì) LV [T (a, ..., ω, ...)] èìååò âèä:

(LV T )(a, ..., ω, ...) + T (LVV, ..., ω, ...) + ...+ T (a, ...,LV ω, ...) + ...,

ãäå a, ... � âåêòîðû è ω, ... � 1-ôîðìû, îò êîòîðûõ çàâèñèò òåíçîð (òî÷íåå,
â äàííîì ñëó÷àå âåêòîðíûå ïîëÿ è ïîëÿ 1-ôîðì).

Ïðîèçâîäíàÿ Ëè ÿâëÿåòñÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå àëüòåðíàòèâîé ê êîâà-
ðèàíòíîìó äèôôåðåíöèðîâàíèþ òåíçîðîâ. Äëÿ ââåäåíèÿ êîâàðèàíòíîé
ïðîèçâîäíîé íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü íà ìíîãîîáðàçèè äîïîëíèòåëüíóþ
ãåîìåòðè÷åñêóþ ñòðóêòóðó � ñâÿçíîñòü Γi

jk, ïðè ïîìîùè êîòîðîé ïðî-
âîäÿòñÿ ïàðàëëåëüíûå ïåðåíîñû òåíçîðîâ. Ïðîèçâîäíàÿ Ëè íå òðåáóåò
ñâÿçíîñòè, à ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ îïðåäåëÿåòñÿ âäîëü èíòåãðàëüíîé
êðèâîé ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ.

Íàïîìíèì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå ñòàíåò ïðîñòðàíñòâîì â �ïðèâû÷íîì�
ñìûñëå ýòîãî ñëîâà, åñëè ìû îïðåäåëèì íà í¼ì äâå ãåîìåòðè÷åñêèå ñòðóê-
òóðû � ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ áåñêîíå÷íî áëèçêèìè òî÷êàìè gij è ïà-
ðàëëåëüíûé ïåðåíîñ âåêòîðà (ñâÿçíîñòü Γi

jk), ñì. ñòð.108. Äî ââåäåíèÿ
ýòèõ ñòðóêòóð ìíîãîîáðàçèå åù¼ íå îáëàäàåò áîëåå èëè ìåíåå áîãàòûìè
ãåîìåòðè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè.
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Çàäà÷è

• (l H183) Óáåäèòüñÿ, ÷òî òî÷êè x = {x1, ..., xn} ïðîñòðàíñòâà Rn îòíî-
ñèòåëüíî ñëîæåíèÿ x+ y è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî αx îáðàçóþò âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî. Íàéòè ïðèìåð åãî áàçèñà.

• (l H184) Óáåäèòüñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî ìàòðèö n × n îòíîñèòåëüíî ïî-
êîìïîíåíòíîãî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî îáðàçóþò âåêòîðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî. Íàéòè ïðèìåð åãî áàçèñà.

• (l H185) Äîêàçàòü, ÷òî áèíàðíàÿ ôóíêöèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
g(a,b) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç óíàðíóþ ôóíêöèþ íîðìû n(a) = g(a, a):

g(a,b) =
1

4

(
n(a+ b)− n(a− b)

)
.

• (l H186) Äëÿ îïåðàöèè àëüòåðíèðîâàíèÿ âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî:

Âlt(A⊗B) = Âlt(Âlt(A)⊗B) = Âlt(A⊗ Âlt(B)).

Ïðîâåðèòü åãî íà 3-ôîðìå ω ⊗ σ, ãäå ω = ω(a,b) è σ = σ(a).

• (lH187) Ïðîâåðèòü ÷èñëîâîé êîýôôèöèåíò â âûðàæåíèè äëÿ òðîéíî-
ãî êîñîãî ïðîèçâåäåíèÿ A∧B∧C íà ñòð. 141, èñõîäÿ èç àññîöèàòèâíîñòè
êîñîãî è òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèé è êîýôôèöèåíòà â îïðåäåëåíèè äëÿ
äâîéíîãî êîñîãî ïðîèçâåäåíèÿ A ∧B.

• (l H188) Îáúÿñíèòü, ïî÷åìó ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû θ, ϕ ñ ïîñòîÿí-
íûì ðàäèóñîì r = const íå îáåñïå÷èâàþò åäèíñòâåííîé êàðòû, ïîêðû-
âàþùåé âñ¼ ìíîãîîáðàçèå òî÷åê ñôåðû.

• (l H189) Êàêîå ìèíèìàëüíîå ÷èñëî êàðò íåîáõîäèìî äëÿ ïîñòðîåíèÿ
àòëàñà ïîâåðõíîñòè òîðà? Ïðåäëîæèòü ñîîòâåòñòâóþùåå îòîáðàæåíèå.

• (l H190) Ïóñòü åñòü äâå êðèâûå ta, ua + u2b. Íàéòè êàñàòåëüíûå ê
íèì âåêòîðû â òî÷êå, ãäå êðèâûå ïåðåñåêàþòñÿ.

• (l H191) Äëÿ íåêîòîðîé ãëàäêîé êðèâîé xi(t) äîêàçàòü ñîîòíîøåíèå:

xi(t+ τ) = exp

[
τ
d

dt

]
xi(t).

• (l H192) Êðóã ñ äûðêîé � ýòî 2-ñâÿçíîå ìíîãîîáðàçèå. Òîð � 3-
ñâÿçíîå ìíîãîîáðàçèå. Íàðèñóéòå íà ýòèõ ìíîãîáðàçèÿõ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå çàìêíóòûå êîíòóðû, êîòîðûå íåëüçÿ ñâåñòè äðóã ê äðóãó äåôîðìà-
öèåé.
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• (l H193) Íàéòè òîïîëîãè÷åñêèå (â ãëîáàëüíîì ñìûñëå) ýêâèâàëåíòû
òàêèõ 2-ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé, êàê ïîâåðõíîñòü ÷àéíîé ÷àøêè, íîæíèö
è ìîðñêîé çâåçäû. Îòáåéòå ó ÷àøêè ðó÷êó, ðàçáåðèòå íîæíèöû è çàäó-
ìàéòåñü î ôèçèîëîãèè èãëîêîæèõ.

• (l H194) Äâà âåêòîðà a, b íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè îáðàçóþò ïà-
ðàëëåëîãðàìì ñ ïëîùàäüþ S(a,b). Ãðàôè÷åñêè äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïëî-
ùàäåé âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ S(a, αb) = αS(a,b) è S(a,b + c) =
S(a,b) + S(a, c). Îòäåëüíî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé c = −b/2.

• (l H195) Ïîëîæèâ a = b + c, äîêàçàòü, ÷òî åñëè äëÿ 2-ôîðìû
S(a, a) = 0, òî ýòî âíåøíÿÿ ôîðìà: S(b, c) = −S(c,b).

• (l H196) Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïîëå, íàïðàâëåííîå âäîëü îäíîãî èç
áàçèñíûõ âåêòîðîâ, íàïðèìåð, ∂/∂x1. Íàéòè åãî êîíãðóýíöèþ.

• (l H197) Íàéòè èíòåãðàëüíûå êðèâûå íà R2, çàäàâàåìûå âåêòîðíûì
ïîëåì x∂/∂y − y∂/∂x.

• (l H198) Êàêîé ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ îïåðàòîðà exp(τd/dt) íà ïðîèç-
âîëüíóþ ôóíêöèþ êîîðäèíàò f = f(x1, ..., xn), åñëè d/dt � ýòî âåêòîðíîå
ïîëå ñ êîìïîíåíòàìè T i(x1, ..., xn)?

• (l H199) Ñ÷èòàÿ, ÷òî îïåðàòîðû exp[∆t d/dt] è exp[∆u d/du] ÿâëÿþò-
ñÿ ïåðåìåùåíèÿìè âäîëü ñîîòâåòñòâóþùèõ âåêòîðíûõ ïîëåé, ïîëó÷èòü
ôèíàëüíóþ ôîðìóëó ðàçäåëà VII (ñòð. 149).

• (l H200) ßâëÿþòñÿ ëè íà ìíîãîîáðàçèè R2 êîîðäèíàòíûìè âåêòîð-
íûå ïîëÿ x∂/∂x+ y∂/∂y è x∂/∂y − y∂/∂x?

• (l H201) Íàéòè ñêîáêè Ëè âåêòîðíûõ ïîëåé, ÿâëÿþùèõñÿ ãåíåðàòî-
ðàìè ãðóïïû âðàùåíèÿ SO(3):

Lx = z
∂

∂y
− y

∂

∂z
, Ly = x

∂

∂z
− z

∂

∂x
, Lz = y

∂

∂x
− x

∂

∂y
.

• (l H202) Ïîëó÷èòü ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèé òåíçîðà, èñïîëüçîâàí-
íûå ïðè âûâîäå êîýôôèöèåíòîâ ïðîèçâîäíîé Ëè (ñòð. 150).

• (l H203) Íàéòè ïðîèçâîäíóþ Ëè îò 1-ôîðìû.

• (l H204) Ïðîâåðèòü ïðàâèëî Ëåéáíèöà (ñòð. 151) äëÿ ôîðìû è âåê-
òîðà.

• (l H205) Äîêàçàòü ñîîòíîøåíèå LVU = −LUV.
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H: Ïîìîùü

Â ýòîì ïðèëîæåíèè ïðèâåäåíî äîñòàòî÷íî ïîäðîáíîå ðåøåíèå çàäà÷ ê
êàæäîé ãëàâå Èíñòðóêöèè. Èçëèøíå íàïîìèíàòü, ÷òî ïðåæäå ÷åì âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ ïîìîùüþ, íåîáõîäèìî äîñòàòî÷íî äîëãî ïîëîìàòü ãîëîâó
ñàìîñòîÿòåëüíî. Äàæå åñëè çàäà÷à �íå ïîääà¼òñÿ�, íå ñòîèò âíèìàòåëü-
íî ÷èòàòü å¼ ðåøåíèå. Èìååò ñìûñë ñíà÷àëà î÷åíü áåãëî ïðîñìîòðåòü
ôîðìóëû è, óëîâèâ èäåþ ðåøåíèÿ, çàòåì ñàìîñòîÿòåëüíî åãî çàïèñàòü
íà áóìàãå.
Òîëüêî ïîñëå îêîí÷àòåëüíîãî ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íåîáõîäèìî

âíèìàòåëüíî ïðî÷èòàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ÷àñòü ýòîãî ïðèëîæåíèÿ. Èíî-
ãäà âìåñòå ñ ðåøåíèÿìè çàäà÷ ïðèâîäÿòñÿ äîñòàòî÷íî âàæíûå òåîðåòè÷å-
ñêèå îïðåäåëåíèÿ. Åù¼ è ïîýòîìó ðåøåíèå çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ íåîòúåìëåìîé
÷àñòüþ íàñòîÿùåé Èíñòðóêöèè è íå ñòîèò èõ îñòàâëÿòü �íà ïîòîì�.
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Âåêòîðû

• H1 Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â äåêàðòîâîì áàçèñå (ñòð. 11, 24)
Ðàñêðîåì ñêîáêè:

a · b = (axi+ ayj+ azk) · (bxi+ byj+ bzk) = axbxi
2 + aybyj

2 + azbzk
2,

ãäå îïóùåíû ïåðåêð¼ñòíûå ïðîèçâåäåíèÿ, òàê êàê ij = 0, è ò.ä. Ó÷èòûâàÿ,
÷òî i2 = j2 = k2 = 1, ïîëó÷àåì: a · b = axbx + ayby + azbz.

• H2 Óãîë ìåæäó âåêòîðàìè (ñòð. 24)
Íàõîäèì äëèíû âåêòîðîâ a = {1, 2, 2} è b = {4, 0, 3}:

|a| =
√

12 + 22 + 22 = 3, |b| =
√

42 + 02 + 32 = 5.

Êîñèíóñ óãëà ðàâåí ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ, äåë¼ííîìó íà äëèíû:

cosα =
a · b
|a||b|

=
1 · 4 + 2 · 0 + 2 · 3

3 · 5
=

2

3
.

• H3 �Íåàññîöèàòèâíîñòü� ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (ñòð. 24)
Âû÷èñëÿåì ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ:

a · b = {1, 2, 3} · {3, 2, 1} = 3 + 4 + 3 = 10,

b · c = {3, 2, 1} · {1, 1, 1} = 3 + 2 + 1 = 6.

Ïîýòîìó:

(a ·b)c−a(b ·c) = 10{1, 1, 1}−{1, 2, 3}6 = {4, −2, −8} = 2{2,−1,−4}.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî íàçûâàòü (a · b) · c ̸= a · (b · c) íåàññîöèàòèâíî-
ñòüþ, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî. Ñèìâîëû óìíîæåíèÿ, ïðèñóòñòâóþùèå â
ýòîì ñîîòíîøåíèè, èìåþò ðàçëè÷íûé ñìûñë (îäíà òî÷êà � ýòî óìíîæå-
íèå âåêòîðîâ, âòîðàÿ � ÷èñëà íà âåêòîð). Ò.å. ýòî ðàçíûå îïåðàöèè, â
êîòîðûõ ó÷àñòâóþò ìàòåìàòè÷åñêèå îáúåêòû ðàçëè÷íîé ïðèðîäû.

• H4 Äèñòðèáóòèâíîñòü âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (ñòð.12)
Òîæäåñòâî

a× (b+ c) = [a× b] + [a× c]

ïðîâåðÿåòñÿ ïðè ïîìîùè îïðåäåëåíèÿ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:{
a2(b3+ c3)−a3(b2+ c2), a3(b1+ c1)−a1(b3+ c3), a1(b2+ c2)−a2(b1+ c1)

}
.

Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè, ïîëó÷àåì ñóììó äâóõ âåêòîðíûõ ïðîèçâåäåíèé:{
a2b3−a3b2, a3b1−a1b3, a1b2−a2b1

}
+
{
a2c3−a3c2, a3c1−a1c3, a1c2−a2c1

}
.
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• H5 Ðåçóëüòàò ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ (ñòð. 24)
Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå a× b ðàâíî

{1, 0, 2}×{2, −1, 3} = {0·3−2·(−1), 2·2−1·3, 1·(−1)−0·2} = {2, 1, −1}.

Ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå:

[a× b] · c = {2, 1, −1} · {1, −1, 1} = 2− 1− 1 = 0.

• H6 Ïðàâèëî âûòàëêèâàíèÿ (ñòð.12)
Òîæäåñòâî a · [b× c] = [a× b] · c ïðîâåðÿåì ïîêîìïîíåíòíî.

Ëåâàÿ ÷àñòü:

a1(b2c3 − b3c2) + a2(b3c1 − b1c3) + a3(b1c2 − b2c1).

Ïðàâàÿ ÷àñòü:

(a2b3 − a3b2)c1 + (a3b1 − a1b3)c2 + (a1b2 − a2b1)c3.

Ïðèâîäÿ ïîäîáíûå ÷ëåíû, óáåæäàåìñÿ, ÷òî îáà âûðàæåíèÿ ñîâïàäàþò.

• H7 Ïðàâèëî áàö ìèíóñ öàá (ñòð.12)
Òîæäåñòâî: a× [b× c] = b (ac)− c (ab) ïðîâåðÿåì ïîêîìïîíåíòíî:

b× c = {b2c3 − b3c2, b3c1 − b1c3, b1c2 − b2c1}.

Âòîðîå âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå:

[a×[b×c]]1=a2(b1c2−b2c1)−a3(b3c1−b1c3)=b1(a2c2+a3c3)−c1(a2b2+a3b3),

[a×[b×c]]2=a3(b2c3−b3c2)−a1(b1c2−b2c1)=b2(a1c1+a3c3)−c2(a1b1+a3b3),

[a×[b×c]]3=a1(b3c1−b1c3)−a2(b2c3−b3c2)=b3(a1c1+a2c2)−c3(a1b1+a2b2).

Ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ñïðàâà ðàâíû:

{b1, b2, b3}(a1c1 + a2c2 + a3c3)− {c1, c2, c3}(a1b1 + a2b2 + a3b3).

• H8 Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðíûõ ïðîèçâåäåíèé (ñòð.13)
Â ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè [a×b] · [c×d] ïðèìåíÿåì ïðàâèëî âûòàë-

êèâàíèÿ, çàòåì ïåðåñòàâëÿåì âåêòîðíûå ïðîèçâåäåíèÿ:

[a× b] · [c× d] = [[a× b]× c]d = −[c× [a× b]] · d =

è ïðèìåíÿåì òîæäåñòâî �áàö ìèíóñ öàá�:

= −
(
a(cb)− b(ca)

)
·d = (ac) (bd)− (ad) (bc).
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• H9 Àíòèñèììåòðè÷íîñòü ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ (ñòð.13)
Ïðèìåíÿÿ ïðàâèëî âûòàëêèâàíèÿ, çàòåì ïåðåñòàâëÿÿ �âûòîëêíóòûé�

âåêòîð â íà÷àëî è îïÿòü ïðèìåíÿÿ ïðàâèëî âûòàëêèâàíèÿ, èìååì:

a · [b× c] = [a× b] · c = c · [a× b] = [c× a] · b.

Ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ àíòèñèììåòðè÷íîñòü âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

a · [b× c] = −a · [c× b],
a · [b× c] = −b · [a× c],
a · [b× c] = −c · [b× a].

• H10 Ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà (ñòð.24)
Âåêòîðû ñòîðîí ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíû:

a = r1 − r0 = {4, 1} − {1, 1} = {3, 0},
b = r2 − r0 = {2, 3} − {1, 1} = {1, 2}.

Ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, ëåæàùåãî â ïëîñêîñòè (x, y), ðàâíà:

S = [a× b]3 = a1b2 − a2b1 = 3 · 2− 0 · 1 = 6.

Òî÷êà, ïðîòèâîïîëîæíàÿ âåðøèíå r0, ðàâíà: r3 = r0 + a+ b = {5, 3}.

• H11 Ïëîùàäü ïðîåêöèé ïàðàëëåëîãðàììà (ñòð.24)
Êîìïîíåíòû âåêòîðà, ïåðïåíäèêóëÿðíîãî ïàðàëëåëîãðàììó, ðàâíû:∣∣∣∣∣∣
i j k
−2 1 0
1 1/2 1

∣∣∣∣∣∣ = {1 · 1− 0 · 1
2
, 0 · 1− (−2) · 1, (−2) · 1

2
− 1 · 1} = {1, 2, −2}.

Ïîýòîìó ïëîùàäè ïðîåêöèé ðàâíû 1, 2 è 2. Ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà
ðàâíà

√
12 + 22 + 22 = 3. ×åòâ¼ðòàÿ âåðøèíà (ïðîòèâîëåæàùàÿ âåðøèíå

â íà÷àëå êîîðäèíàò) èìååò êîîðäèíàòû {−1, 3/2, 1}.

• H12 Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïðÿìîé (ñòð.24)
Âû÷èñëÿåì ïî ôîðìóëàì ñòð. 16:

r1 − r0 = {3, 2, 1} − {1, 0, 0} = {2, 2, 1},

n2 = {2, 2, 1}2 = 22+22+1 = 9, (r1− r0) ·n = 2 ·2+2 ·2+1 ·1 = 9.

Ðàññòîÿíèå:

d = (r1 − r0)
2 − {(r1 − r0) · n}2

n2
= 9− 92

9
= 0.

Òî÷êà r1 ëåæèò íà ïðÿìîé (t = 1).
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• H13 Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïëîñêîñòè (ñòð.24)
Âû÷èñëÿåì ïî ôîðìóëàì ñòð. 17:

d =
(r1 − r0) · n

|n|
=

{1, 2, 3} · {1, 1, 1}√
{1, 1, 1}2

=
1 + 2 + 3√

3
= 2

√
3.

• H14 Ïëîñêîñòü, çàäàííàÿ 3-ÿ òî÷êàìè (ñòð.24)
Íàõîäèì âåêòîðû, ëåæàùèå â ïëîñêîñòè:

a = r1 − r0 = {1, 2, 3} − {1, 1, 1} = {0, 1, 2},
b = r2 − r0 = {3, 2, 1} − {1, 1, 1} = {2, 1, 0}.

Íîðìàëü ê ïëîñêîñòè:

n = a× b = {0, 1, 2} × {2, 1, 0} = {−2, 4, −2} ∼ {1, −2, 1}
(ìîæíî âçÿòü ëþáîé ïàðàëëåëüíûé âåêòîð, ïîýòîìó n óïðîñòèëè). Ðàñ-
ñòîÿíèå ðàâíî:

d =
(r− r0) · n

|n|
=

({2, 1, 2} − {1, 1, 1}) · {1, −2, 1}√
{1, −2, 1}2

=
2√
6
=

√
2√
3
.

• H15 Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòè è ïðÿìîé (ñòð.24)
Çàïèñûâàåì ñîâìåñòíîå óðàâíåíèå ïðÿìîé è ïëîñêîñòè:

r = r2 + n2 t, (r− r1) · n1 = 0.

Ïîäñòàâëÿåì ïåðâîå óðàâíåíèå âî âòîðîå:

(r2 − r1) · n1 + (n1 · n2) t = 0 => t =
(r1 − r2) · n1

(n1 · n2)
.

Ðåøåíèå ñóùåñòâóåò (ïàðàìåòð t), åñëè n1 ·n2 ̸= 0, ò.å. ïðÿìàÿ íå ïàðàë-
ëåëüíà ïëîñêîñòè. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ â ïðîñòðàíñòâå èìååò êîîðäèíàòû:

r = r2 +
(r1 − r2) · n1

(n1 · n2)
n2.

• H16 Äâèæåíèå ÷àñòèöû ïî îêðóæíîñòè (ñòð.25)
Áåð¼ì ïîêîìïîíåíòíî îò r(t) = R{cosωt, sinωt} ïðîèçâîäíûå:

v = ṙ = Rω {− sinωt, cosωt},
a = v̇ = Rω2{− cosωt, − sinωt} = −ω2 r.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå:

a · v = R2ω3(cosωt sinωt− sinωt cosωt) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ñêîðîñòü âñåãäà îñòà¼òñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíîé óñêîðåíèþ
è ïîëîæåíèþ ÷àñòèöû, à óñêîðåíèå a = −ω2 r íàïðàâëåíî îò ÷àñòèöû ê
öåíòðó âðàùåíèÿ.
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• H17 Ñîãëàñîâàííîñòü n = b× u è b = u× n (ñòð.21)

Ïîäñòàâèì n = b× u â u× n:

u× n = u× [b× u] = bu2 − u(u · b) = b,

ãäå ñíà÷àëà ïðèìåíåíà ôîðìóëà äâîéíîãî âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ �áàö
ìèíóñ öàá� [(1.4), ñòð.12], à çàòåì ó÷òåíû åäèíè÷íîñòü âåêòîðà u2 = 1 è
îðòîãîíàëüíîñòü u · b = 0.

• H18 Âûðàæåíèå äëÿ êðó÷åíèÿ (ñòð.21)

Â îïðåäåëåíèå êðó÷åíèÿ ïîäñòàâèì âåêòîð b:

χ(s) = −b′ · n = −[u× n]′ · n.

Âîçüì¼ì ïðîèçâîäíóþ ïðîèçâåäåíèÿ:

χ(s) = −[u′ × n] · n− [u× n′] · n = n · [n′ × u] = [n× n′] · u.

Ïåðâîå ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî íóëþ: [u′×n] ·n = u′ · [n×n] = 0.
Âî âòîðîì ïåðåñòàâëåíû ìåñòàìè âåêòîðíîå è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèÿ,
è â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ïðèìåíåíî ïðàâèëî âûòàëêèâàíèÿ â ñìåøàííîì
ïðîèçâåäåíèè (1.3), ñòð. 12.

Âû÷èñëèì òåïåðü ïðîèçâîäíóþ îò n = r′′/k(s):

n′ =

(
r′′

k

)′
=

r′′′

k
− k′ r′′

k2
=

r′′′

k
− k′

k
n

è ïîäñòàâèì â êðó÷åíèå. Òàê êàê [n × n] = 0, âêëàä äà¼ò òîëüêî r′′′.
Ó÷èòûâàÿ u = r′, n = r′′/k, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

χ(s) =
[n× r′′′] · u

k
=

r′ · [r′′ × r′′′]

k2
=

r′ · [r′′ × r′′′]

r′′2
.

• H19 Óðàâíåíèå ïðÿìîé (ñòð.25)

Äëèíà ïðÿìîé r = r0 + n t â íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè äîëæíà
ðàâíÿòüñÿ s, ñì (1.10) ñòð. 19. Íàéä¼ì å¼:

s =

t∫
0

√
r′2 dt =

t∫
0

√
n2 dt = |n|t.

Ïîýòîìó íàïðàâëÿþùèé âåêòîð äîëæåí áûòü åäèíè÷íûì |n| = 1.
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• H20 Êðèâèçíà è êðó÷åíèå ñïèðàëè (ñòð.21)

Íàõîäèì äëèíó ñïèðàëè r(t) = {R cos(ωt), R sin(ωt), V ωt}:

s =

t∫
0

√
ẋ2 + ẏ2 + ż2 dt =

t∫
0

√
ω2R2(sin2 ωt+ cos2 ωt) + V 2ω2 dt =

ωt

a
,

ãäå a = 1/
√
R2 + V 2. Ïåðåõîäèì ê íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè:

r(s) = { R cos(as), R sin(as), V as},
r′(s) = { −aR sin(as), aR cos(as), V a},
r′′(s) = { −a2R cos(as), −a2R sin(as), 0},
r′′′(s) = { a3R sin(as), −a3R cos(as), 0}.

Êðèâèçíà ñïèðàëè ðàâíà:

k = |r′′| = a2R

√
cos2(as) + sin2(as) = a2R =

R

R2 + V 2
.

Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå:

[r′′ × r′′′] = {0, 0, a5R2}.

Ïîýòîìó êðó÷åíèå ðàâíî:

χ =
r′ · [r′′ × r′′′]

k2
=

V a6R2

a4R2
= a2V =

V

R2 + V 2
.

• H21 Êðèâèçíà ïðè ïðîèçâîëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè (ñòð.25)

Âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (1.9) íà ñòð. 18:

r′ = ṙ t′ r′′ = r̈ t′2 + ṙ t′′.

Â íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè r′ ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì âåêòîðîì:

r′2 = 1 = ṙ2 t′2 => t′2 = 1/ṙ2,

r′r′′ = 0 = ṙr̈t′3 + ṙ2 t′t′′ =>
ṙr̈

ṙ2
= −ṙ2 t′′.

Êâàäðàò êðèâèçíû ðàâåí êâàäðàòó âòîðîé ïðîèçâîäíîé â íàòóðàëüíîé
ïàðàìåòðèçàöèè, ïîýòîìó, èñêëþ÷àÿ t′ è t′′, ïîëó÷àåì:

k2 = r′′2 = r̈2 t′4 + 2r̈ṙ t′2t′′ + ṙ2 t′′2 =
ṙ2 r̈2 − (r̈ṙ)2

(ṙ2)3
=

[ṙ× r̈]2

(ṙ2)3
.

Èçâëåêàÿ êîðåíü, ïðèõîäèì ê òðåáóåìîìó ñîîòíîøåíèþ.
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• H22 Êðó÷åíèå ïðè ïðîèçâîëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè (ñòð.25)
Äîïîëíèòåëüíî ê ðåçóëüòàòàì ïðåäûäóùåé çàäà÷è íåîáõîäèìî âû÷èñ-

ëèòü òðåòüþ ïðîèçâîäíóþ:

r′ = ṙ t′,
r′′ = r̈ t′2 + ṙ t′′,
r′′′ =

...
r t′3 + 3r̈ t′t′′ + ṙ t′′′.

Âû÷èñëÿåì ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå:

r′ · [r′′ × r′′′] = [r′ × r′′] · r′′′ = t′3[ṙ× r̈] (
...
r t′3 + 3r̈ t′t′′ + ṙ t′′′).

Ïðîèçâåäåíèå âòîðîãî è òðåòüåãî ñëàãàåìûõ â êðóãëûõ ñêîáêàõ íà âåê-
òîðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî íóëþ. Íàïðèìåð, [ṙ × r̈]r̈ = ṙ[r̈ × r̈] = 0,
ïîýòîìó:

χ =
r′ · [r′′ × r′′′]

k2
=

t′6

k2
ṙ · [r̈× ...

r ] =
ṙ · [r̈× ...

r ]

[ṙ× r̈]2
.

• H23 Ðåøåíèå óðàâíåíèé Ôðåíå äëÿ ñïèðàëè (ñòð.25)
Çàïèøåì óðàâíåíèÿ Ôðåíå äëÿ ïîñòîÿííîé êðèâèçíû è êðó÷åíèÿ:

u′ = k n, n′ = χb− k u, b′ = −χn.

Âîçüì¼ì ïðîèçâîäíóþ âòîðîãî óðàâíåíèÿ:

n′′ = χb′ − k u′ = −(χ2 + k2)n.

Ýòî îñöèëëÿòîðíîå óðàâíåíèå äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû âåêòîðà n èìååò
ðåøåíèå:

n = −a cos(γs)− b sin(γs),

ãäå γ =
√

χ2 + k2, à âåêòîðû a è b ÿâëÿþòñÿ åäèíè÷íûìè, îðòîãîíàëü-
íûìè, òàê êàê n2 = 1. Çíàêè ìèíóñ âûáðàíû äëÿ óäîáñòâà. Èíòåãðèðóåì
óðàâíåíèå u′ = k n:

u = c
χ

γ
− a

k

γ
sin(γs) + b

k

γ
cos(γs).

Òàê êàê u2 = 1, òî ïîñòîÿííûé âåêòîð c (êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ)
îðòîãîíàëåí îáîèì âåêòîðàì a, b è òàêæå ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì. Îñòàëîñü
ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå r′ = u:

r = r0 + c
χ

γ
s+ a

k

γ2
cos(γs) + b

k

γ2
sin(γs),

ãäå r0 � ÷åòâ¼ðòàÿ êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ, îïðåäåëÿþùàÿ �íà÷àëüíîå�
ïîëîæåíèå ñïèðàëè (r(0) = r0 + a k/γ2).
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• H24 Ñîõðàíåíèå ìîìåíòà èìïóëüñà (ñòð.25)
Áåð¼ì ïðîèçâîäíóþ ïðîèçâåäåíèÿ:

d[r× p]

dt
= [u× p] + [r× dp

dt
] =

1

m
[p× p] + f(r) [r× r] = 0.

ãäå ó÷òåíî, ÷òî èìïóëüñ ðàâåí p = mu, à ñêîðîñòü u = dr/dt.

• H25 Ñîõðàíåíèå ýíåðãèè â öåíòðàëüíîì ïîëå (ñòð.25)
Âû÷èñëèì ñíà÷àëà ïðîèçâîäíóþ îò ìîäóëÿ ðàäèóñ-âåêòîðà:

dr

dt
=

d
√
r2

dt
=

1

2
√
r2

2r
dr

dt
=

rṙ

r
.

Áåð¼ì òåïåðü ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè îò ýíåðãèè (ṙ = p/m):

d

dt

[
p2

2m
+ V (r)

]
=

pṗ

m
+ V ′(r)

rṙ

r
=

p

m

[
ṗ+ V ′(r)

r

r

]
= 0.

• H26 Èíòåãðàë äâèæåíèÿ â êóëîíîâñêîì ïîëå (ñòð.25)
Ðàñêðîåì äâîéíîå âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå â âåêòîðå Ðóíãå-Ëåíöà:

A = [u× [r× u]]− α

r
r = ru2 − u(ru)− α

r
r.

Áåð¼ì ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè:

dA

dt
= uu2 + 2r(uu̇)− u̇(ru)− u(uu)− u(ru̇)− α

r
u+

α

r2
(ru)

r
r.

Ïîäñòàâëÿÿ óðàâíåíèå äâèæåíèÿ u̇ = −αr/r3, ïîëó÷àåì:

dA

dt
= −2αr

(ur)

r3
+

α

r3
r(ru) + αu

(rr)

r3
− α

r
u+ α

(ru)

r3
r = 0.

• H27 Ïðîâåðêà àêñèîì âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà (ñòð.25)
Ýòè äâà ìíîæåñòâà óäîâëåòâîðÿþò òð¼ì àêñèîìàì, îáúåäèíÿþùèì

îïåðàöèè ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâ, íàïðèìåð:(
∂

∂x

∂

∂y

)
f =

∂

∂x

∂f

∂y
,

∂

∂x
(f+g) =

∂f

∂x
+
∂g

∂x
,

(
∂

∂x
+

∂

∂y

)
f =

∂f

∂x
+
∂f

∂y
.

Ñëîæåíèå ôóíêöèé è óìíîæåíèå èõ íà ÷èñëî îáðàçóþò êîììóòàòèâíîå
òåëî ñ �îáû÷íûìè� åäèíèöåé è íóë¼ì. Ïðîèçâîäíûå îòíîñèòåëüíî óìíî-
æåíèÿ (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîèçâîäíûõ) è ñëîæåíèÿ � êîììóòàòèâíûå
è àññîöèàòèâíûå îïåðàöèè. Äî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ìíîæåñòâó Ω íå
õâàòàåò åäèíè÷íûõ è îáðàòíûõ ýëåìåíòîâ îòíîñèòåëüíî îáåèõ îïåðàöèé
óìíîæåíèÿ (êîìïîçèöèÿ ïðèçâîäíûõ è èõ ñëîæåíèå).
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Âåêòîðíûé àíàëèç

• H28 ∇f(r) = f ′(r)n, ∇(ra) = a. (ñòð.32)
Â ïåðâîì ñëó÷àå áåð¼òñÿ ïðîèçâîäíàÿ ñëîæíîé ôóíêöèè:

∂f(r)

∂x
=

df(r)

dr

∂r

∂x
= f ′(r)

x

r
.

Âî âòîðîì � ãðàäèåíò ðàñïèñûâàåì ïî êîìïîíåíòàì:

∂(xax + yay + zaz)

∂x
= ax.

Àíàëîãè÷íî äëÿ y è z-êîìïîíåíò ãðàäèåíòà.

• H29 ∇× [A×B] (ñòð.33)
Íàâåøèâàåì �èíäåêñû äåéñòâèÿ�:

∇× [A×B] = ∇A × [A×B] +∇B × [A×B].

Ïðèìåíÿåì ôîðìóëó �áàö ìèíóñ öàá�:

A(∇AB)−B(∇AA) +A(∇BB)−B(∇BA).

Ïåðåñòàâëÿåì ïîëÿ, íà êîòîðûå äåéñòâóåò íàáëà ñïðàâà îò íå¼:

(B∇A)A−B(∇AA) +A(∇BB)− (A∇B)B.

Òåïåðü ìîæíî �èíäåêñû äåéñòâèÿ� îïóñòèòü.

• H30 ∇(A ·B) (ñòð.42)
Ïî �áàö ìèíóñ öàá� A× [∇B ×B] = ∇B(AB)− (A∇B)B èìååì:

A× [∇×B] +B× [∇×A] = ∇B(AB)+∇A(AB)− (A∇B)B− (B∇A)A.

Ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ ïîñëå ðàâåíñòâà � ýòî ïðîèçâîäíàÿ ïðîèçâåäåíèÿ:

∇(AB) = ∇B(AB) +∇A(AB),

îòêóäà ñëåäóåò òîæäåñòâî.

• H31 [a×∇] (rb) = a× b. (ñòð.42)

c[a×∇] (rb) = [c× a]∇(rb) = [c× a]b = c[a× b].

• H32 ∇(r/r3) = 4πδ(r). (ñòð.42)
Ïðîèíòåãðèðóåì ïî îáú¼ìó V , îêðóæàþùåìó ñôåðó S:

4π =

∫
V

4πδ(r)dV =

∫
V

∇
( r

r3

)
dV =

∫
S

rdS

r3
=

r 4πr2

r3
= 4π.

Èíòåãðàë îò äåëüòà-ôóíêöèè ïî V ðàâåí åäèíèöå. Ðàäèóñ-âåêòîð ïåð-
ïåíäèêóëÿðåí ñôåðå, ïîýòîìó rdS ïîñòîÿííî è ðàâíî r íà ïëîùàäü.
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• H33 Èíòåãðàëû (ñòð.42)

Ïðèìåíèì òåîðåìó Ãàóññà äëÿ ïðîåêöèè ïåðâîãî èíòåãðàëà íà îñü x:∫
S

x a · dS =

∫
V

∇(xa) dV = ax

∫
V

dV = ax V,

ãäå V � îáú¼ì. Àíàëîãè÷íî äëÿ ïðîåêöèé íà îñè y è z. Ïîýòîìó èíòåãðàë
îò r(a · dS) ðàâåí aV .

Âî âòîðîì ñëó÷àå óìíîæèì èíòåãðàë íà ïðîèçâîëüíûé âåêòîð c:∫
S

(a · r) (c · dS) =
∫
V

∇(c(a · r)) dV =

∫
V

(c∇)(a · r) dV =

∫
V

(ca) dV.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè c åãî ìîæíî îïóñòèòü. Èíòåãðàë ðàâåí aV .

Òðåòèé èíòåãðàë óìíîæèì íà ïðîèçâîëüíûé c è ó÷ò¼ì [∇× r] = 0:∫
S

c · [r× dS] =

∫
S

[c× r] · dS =

∫
V

∇[c× r] dV = −
∫
V

[∇× r] · c dV = 0.

• H34 Èíòåãðàë îò dS ïî ïîëóñôåðå (ñòð.42)

Óìíîæèì íà ïðîèçâîëüíûé âåêòîð a è ïðèìåíèì òåîðåìó Ñòîêñà:∫
S

adS =
1

2

∫
S

(∇× [a× r])dS =
1

2

∫
L

[a× r]dr =
1

2
a

∫
L

[r× dr] = πr2ak,

Íà îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé ïî ýêâàòîðó (íà÷àëî êîîðäèíàò â öåíòðå
ñôåðû), ðàäèóñ-âåêòîð r ïåðïåíäèêóëÿðåí dr è ïîñòîÿíåí. Ïîýòîìó èìå-
åì r×dr = k r dl, ãäå k � åäèíè÷íûé âåêòîð, ïåðïåíäèêóëÿðíûé ïëîñêî-
ñòè ýêâàòîðà (êîíòóðà), à dl � ýëåìåíò äëèíû îêðóæíîñòè, ïîëíàÿ äëèíà
êîòîðîé ðàâíà 2πr. Ïîýòîìó

∫
dS = πr2k. Èíòåãðàë ïî âñåé ñôåðå áóäåò

ðàâåí íóëþ.

• H35 Çàêîí Àðõèìåäà (ñòð.42)

Ñèëà äàâëåíèÿ âîäû âñåãäà íàïðàâëåíà ïåðïåíäèêóëÿðíî ïîâåðõíî-
ñòè òåëà è ðàâíà âåñó ñòîëáà æèäêîñòè mg = ρgV = ρgzS, ãäå óðî-
âåíü ïîâåðõíîñòè âîäû íàõîäèòñÿ ïðè z = 0. Ïóñòü g � âåêòîð óñêîðå-
íèÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ. Òîãäà ñèëó ìîæíî çàïèñàòü â âåêòîðíîì âèäå
F = −(gr)ρ dS (ìèíóñ, òàê êàê äåéñòâóåò ïðîòèâ âåêòîðà ïëîùàäè, íà-
ïðàâëåííîãî íàðóæó òåëà). Èíòåãðèðóåì ïî âñåé ïîâåðõíîñòè:

F = −ρ

∫
S

(gr) dS = −ρg V,

ãäå ó÷òåíî çíà÷åíèå âòîðîãî èíòåãðàëà çàäà÷è (l H33) è V � îáú¼ì òåëà.
Ñèëà íàïðàâëåíà ïðîòèâ óñêîðåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ (ò.å. �ââåðõ�).
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• H36 Òåîðåìà Ñòîêñà äëÿ êðóãà ñ äûðêàìè (ñòð.42)
Àíàëîãè÷íî ñòð. 37, îáëàñòü ðàçáèâàåòñÿ íà ìàëûå ïëîùàäêè è êîí-

òóðíûå èíòåãðàëû íà ïðèëåãàþùèõ ãðàíèöàõ ñîêðàùàþòñÿ. Îñòàþòñÿ
èíòåãðàëû ïî âíåøíåé è âíóòðåííèì ãðàíèöàì, îêðóæàþùèì äûðêè â
ïîâåðõíîñòè (ïåðâûé ðèñóíîê äëÿ îáëàñòè ñ îäíîé äûðêîé):

Ïîýòîìó êîíòóðíîå èíòåãðèðîâàíèå ïî êðàÿì äûðêè ïðîâîäèòñÿ â îáðàò-
íóþ ñòîðîíó ïî ñðàâíåíèþ ñ âíåøíåé ãðàíèöåé. Òåîðåìà Ñòîêñà, íàïðè-
ìåð, äëÿ îäíîé äûðêè èìååò âèä:∮

L1

Adr+

∮
L2

Adr =

∫
S

[∇×A]dS.

Òåðìèíû �äûðêà� è �âíåøíÿÿ ãðàíèöà� óñëîâíû. Íàïðèìåð, âòîðîé ðèñó-
íîê ìîæíî äåôîðìèðîâàòü â öèëèíäð, äëÿ êîòîðîãî �âíåøíèé� è �âíóò-
ðåííèé� êîíòóðû ñòàíóò êîíòóðàìè îñíîâàíèé öèëèíäðà (ïðåäñòàâüòå
êðóã, êàê ðåçèíîâóþ ïë¼íêó, è ïîòÿíèòå çà êðàÿ äûðêè ââåðõ).

• H37 Ðîòîð âåêòîðíîãî ïîëÿ (ñòð.42)
Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó �áàö ìèíóñ öàá�, äëÿ ∇×A èìååì:

∇×
[
kr

r

[r× k]

[r× k]2 + a2

]
= (k∇)

r(kr)/r

[r× k]2 + a2
− k

[
∇ · r(kr)/r

[r× k]2 + a2

]
.

Ó÷ò¼ì, ÷òî ∇r = 3, ∇r = r/r è ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:

(k∇)r = k, (k∇)(kr) = k2 = 1, (k∇)r =
kr

r
, [r×k]2 = r2−(rk)2.

Áåðÿ, êàê ïðîèçâîäíûå ñëîæíîé ôóíêöèè, ïîëó÷àåì:

∇×A =
r

r3
[r× k]2

[r× k]2 + a2
− 2k(kr)

r

a2

([r× k]2 + a2)2
.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ïðè a = 0 íå èìååò îñîáåííîñòè â òî÷êå |r × k| = 0,
ïîýòîìó â ýòîì ñëàãàåìîì ìîæíî óñòðåìèòü a → 0. Âî âòîðîì ýòîãî
ñäåëàòü íåëüçÿ. Åñëè |r×k| ̸= 0, òî âòîðîå ñëàãàåìîå ïðè a → 0 ñòðåìèòñÿ
ê íóëþ. Îäíàêî ïðè |r × k| = 0 îíî áåñêîíå÷íî è âûðàæàåòñÿ ÷åðåç
ôóíêöèþ Äèðàêà. Îêîí÷àòåëüíî, ïðè ìàëûõ a, èìååì:

∇×A =
r

r3
− 2k(kr)

r

a2

([r× k]2 + a2)2
.
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• H38 Ïëîùàäü ïîëóñôåðû ÷åðåç òåîðåìó Ñòîêñà (ñòð.42)
Íàéä¼ì ïëîùàäü åäèíè÷íîé ïîëóñôåðû (äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè ñåâåðíî-

ãî ïîëóøàðèÿ) ïðè ïîìîùè òåîðåìû Ñòîêñà. Íà ñôåðå r = const, ïîýòîìó∫
rdS ðàâíî ïëîùàäè ïîëóñôåðû r 4πr2/2:

2π =

∫
S

rdS

r3
=

∫
S

[∇×A] dS =

∮
L

A dr,

ãäå çàìêíóòûé êîíòóð L � ëèíèÿ ýêâàòîðà. ×òîáû âû÷èñëèòü êîíòóð-
íûé èíòåãðàë, íåîáõîäèìî íàéòè òàêîå âåêòîðíîå ïîëå, ðîòîð êîòîðîãî
ïðîïîðöèîíàëåí ðàäèóñ-âåêòîðó: ∇ × A = r/r3. Íà ñàìîì äåëå òàêîãî
âåêòîðíîãî ïîëÿ íå ñóùåñòâóåò! ×òîáû ðîòîð áûë íåíóëåâûì, âåêòîðíîå
ïîëå äîëæíî öèðêóëèðîâàòü, ÷òî èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè íå ìîæåò
ïðèâîäèòü ê ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîìó ðîòîðó. Òåì íå ìåíåå, â çàäà÷å
(l H37) ìû íàøëè ïîëå, ðîòîð êîòîðîãî íà ñôåðå ðàâåí r/r3 âåçäå, êðîìå
òî÷åê ñåâåðíîãî è þæíîãî ïîëþñîâ, â êîòîðûõ [r×k]2 = r2 sin2 θ = 0, ãäå
θ � óãîë ðàäèóñ-âåêòîðà ñ îñüþ z (åäèíè÷íûì âåêòîðîì k). ×òîáû âû÷èñ-
ëèòü ïëîùàäü ïîëóñôåðû, âûêîëåì òî÷êó ñåâåðíîãî ïîëþñà. Ïëîùàäü îò
ýòîãî íå èçìåíèòñÿ, íî òåîðåìà Ñòîêñà áóäåò óæå ñ äâóìÿ êîíòóðàìè ñì.
(l H36). Íà ðèñóíêå êîíòóð âîêðóã ïîëþñà íàðèñîâàí áîëüøèì äëÿ ÿñ-
íîñòè ÷åðòåæà.

A = − cos θ

r sin θ
nϕ.

Åäèíè÷íûé âåêòîð nϕ äëÿ îáîèõ êîíòóðîâ íàïðàâëåí ïî êàñàòåëüíîé ê
êîíòóðàì ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå (ñì. ðèñóíîê). Îí âîçíèêàåò èç âåêòîðíî-
ãî ïðîèçâåäåíèÿ k × r = nϕ r sin θ è âñåãäà ïåðïåíäèêóëÿðåí ïëîñêîñòè
âåêòîðîâ k è r. Ïîýòîìó ïî òåîðåìå Ñòîêñà èìååì:∮

L

A dr+

∮
l

A dr = − cos θ

r sin θ
2πr
∣∣∣
θ=π

2

+
cos θ

r sin θ
2πr sin θ

∣∣∣
θ→0

= 2π.

ãäå ó÷òåíî, ÷òî ðàäèóñ êîíòóðà l ðàâåí r sin θ è ýòîò êîíòóð íàïðàâëåí
ïðîòèâ âåêòîðà nϕ, ñì. (l H36). Ïðè ñòÿãèâàíèè êîíòóðà l ê ñåâåðíîìó
ïîëþñó θ → 0 ïîëó÷àåòñÿ ïðàâèëüíîå êîíå÷íîå çíà÷åíèå 2π (ñì. ïåðâóþ
ôîðìóëó çàäà÷è). À âîò êîíòóð ïî áîëüøîé ãðàíèöå L (ïðè θ = π/2)
îêàçûâàåòñÿ íóëåâûì. Ïîýòîìó, åñëè áû ìû íå ó÷ëè îñîáåííîñòü ïðè
θ = 0 ó ðîòîðà, òî ïîëó÷èëè áû íóëåâóþ ïëîùàäü.
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• H39 Ïîòîê ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ äâèæóùåãîñÿ çàðÿäà (ñòð.43)
Â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ (ñòð.70) ýëåìåíò ïëîùàäè ñôåðû ðàäèóñà

r ðàâåí dS = r2 sin θ dθdϕ, à âåêòîð dS ïàðàëëåëåí r (íà÷àëî êîîðäèíàò â
öåíòðå ñôåðû). Íàïðàâëÿÿ îñü z âäîëü ñêîðîñòè v òàê, ÷òî rv = rv cos θ,
ïîëó÷àåì:∫

S

EdS = Q

2π∫
0

dφ

π∫
0

1− v2(
1− v2 sin2 θ

)3/2 sin θdθ = 4π Q,

ãäå â èíòåãðàëå ñäåëàíà çàìåíà z = cos θ:

π∫
0

(1− v2) sin θdθ(
1− v2 sin2 θ

)3/2 =

1∫
−1

(1− v2)dz

(1− v2 + v2z2)3/2
=

z

(1− v2 + v2z2)1/2

∣∣∣+1

−1
= 2.

• H40 Óðàâíåíèå äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ (ñòð.43)
Äèâåðãåíöèþ îò ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ áåð¼ì, êàê ïðîèçâîäíóþ ïðîèç-

âåäåíèÿ, âûäåëèâ ñèíãóëÿðíîñòü êàê îòäåëüíûé ñîìíîæèòåëü:

∇E = Q∇
( r

r3

) 1− v2

(1− [n× v]2)3/2
+

Q

r3
(r∇)

1− v2

(1− [n× v]2)3/2
.

Äåéñòâèå íàáëû â ïåðâîì ñëàãàåìîì ðàâíî 4πδ(r). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âòî-
ðîãî ñëàãàåìîãî çàìåòèì, ÷òî [n× v]2 = v2 − (nv)2, ïîýòîìó:

∇ 1

(1− [n× v]2)3/2
= − 3 · 2(nv)∇(nv)

2 (1− [n× v]2)5/2
= −

3(nv)
(
v − (vn)n

)
r (1− [n× v]2)5/2

.

Òàê êàê n
(
v − (vn)n

)
= 0, âòîðîå ñëàãàåìîå â ∇E ðàâíî íóëþ. Ïîýòî-

ìó äëÿ äâèæóùåãîñÿ çàðÿäà Q ïî-ïðåæíåìó ñïðàâåäëèâ çàêîí Ãàóññà â
äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå: ∇E = 4π Q δ(r).

• H41 Óðàâíåíèå äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ (ñòð.43)
Äèâåðãåíöèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ðàâíà:

∇B = ∇ [v × E] = −v · [∇× E].

Íàéä¼ì [∇× E]. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî [∇× r] = 0, èìååì:

∇× E = −Q

r3
[r×∇]

1− v2

(1− [n× v]2)3/2
=

Q

r3
[n× v]

3(nv) (1− v2)

(1− [n× v]2)5/2

(ñì. ãðàäèåíò èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è). Óìíîæàÿ ýòî âûðàæåíèå íà ñêî-
ðîñòü, â ñèëó v · [n× v] = [v × v] · n = 0 ïîëó÷àåì ∇B = 0.
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• H42 Óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè çàðÿäà (ñòð.43)
Óìíîæèì óðàâíåíèå äëÿ ðîòîðà ìàãíèòíîãî ïîëÿ

[∇×B] = 4πj+
∂E

∂t

ñëåâà íà îïåðàòîð ∇:

∇[∇×B] = [∇×∇]B = 0 = 4π∇j+
∂∇E

∂t
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ∇E = 4πρ, ïîëó÷èì óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè:

∂ρ

∂t
+∇j = 0.

Ïðè ïîìîùè òåîðåìû Ãàóññà ïðîèíòåãðèðóåì ïî îáú¼ìó:

dQ

dt
+

∫
V

jdS = 0,

ãäå Q � èíòåãðàë ïî îáú¼ìó îò ρ, ðàâåí ïîëíîìó çàðÿäó âíóòðè îáú¼ìà.
Òàê êàê j = ρv, òî óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè âûðàæàåò èçìåíåíèå çàðÿäà
â îáú¼ìå â ðåçóëüòàòå åãî ïåðåíîñà ÷åðåç ïîâåðõíîñòü: ρvdS = ρdrdS/dt.
Çà âðåìÿ dt ïðèëåãàþùèé ê ïîâåðõíîñòè îáú¼ì drdS ïîêèíóò çàðÿäû,
êîòîðûå óìåíüøàò (åñëè ρ > 0) îáùèé çàðÿä â îáú¼ìå.

• H43 Ýíåðãèÿ è èìïóëüñ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ (ñòð.43)
Ââåä¼ì ñëåäóþùèå âåëè÷èíû:

W =
E2 +B2

8π
, P =

[E×B]

4π
.

Ïðè ïîìîùè óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ îò W ïî âðå-
ìåíè:

∂W

∂t
=

E ∂E
∂t

+B ∂B
∂t

4π
=

E[∇×B]−B[∇× E]

4π
− Ej.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âû÷èñëÿÿ äèâåðãåíöèþ âåêòîðà P ïî âðåìåíè, êàê
ïðîèçâîäíóþ ïðîèçâåäåíèÿ, èìååì:

4π∇P = ∇[E×B] = B[∇× E]− E[∇×B].

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ äèâåðãåíöèè â ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè îò
W , ïîëó÷àåì óðàâíåíèå, âûðàæàþùåå, êàê è óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè
äëÿ çàðÿäîâ, çàêîí ñîõðàíåíèÿ:

∂W

∂t
+ Ej+∇P = 0.
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• H44 Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà äëÿ ïîòåíöèàëîâ (ñòð.43)
Òàê êàê äèâåðãåíöèÿ ðîòîðà ðàâíà íóëþ, èç ðàâåíñòâà íóëþ äèâåðãåí-

öèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñëåäóåò:

∇B = 0 <=> B = [∇×A],

ãäå A íàçûâàåòñÿ âåêòîðíûì ïîòåíöèàëîì.
Çàêîí ýëåêòðîìàãíèòíîé èíäóêöèè Ôàðàäåÿ ïðè ïîìîùè âåêòîðíîãî

ïîòåíöèàëà ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

∇× E+
∂B

∂t
= ∇×

(
E+

∂A

∂t

)
= 0.

Àíàëîãè÷íî äèâåðãåíöèè, åñëè ðîòîð íåêîòîðîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ðàâåí
íóëþ, òî ýòî ïîëå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ãðàäèåíò ñêàëÿðíîé ôóíêöèè −∇φ.
Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå äâóõ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç
ñêàëÿðíóþ φ è âåêòîðíóþ A ôóíêöèè:

E = −∇φ− ∂A

∂t
, B = [∇×A].

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ â îñòàâøóþñÿ ïàðó óðàâíåíèé

∇E = 4π ρ, ∇×B = 4πj+
∂E

∂t
,

ïîëó÷àåì:

�φ+
∂

∂t

(∂φ
∂t

+∇A
)
= −4πρ, �A−∇

(∂φ
∂t

+∇A
)
= −4πj,

ãäå � � äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð Äàëàìáåðà:

� = ∆− ∂2

∂t2
,

à ∆ - êàê îáû÷íî, îïåðàòîð Ëàïëàñà.
Ïîòåíöèàëû îïðåäåëåíû íåîäíîçíà÷íî. Òî÷íåå, ïðè çàìåíàõ:

A 7→ A+∇f, φ 7→ φ− ∂f

∂t
,

ãäå f - ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ êîîðäèíàò è âðåìåíè, çíà÷åíèÿ ýëåêòðè-
÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé íå èçìåíÿòñÿ. Ïîäîáíûé ïðîèçâîë ïîçâîëÿåò
íàëîæèòü íà ïîòåíöèàëû äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå, ïðè êîòîðîì âûðàæå-
íèå â êðóãëûõ ñêîáêàõ îáðàùàåòñÿ â íîëü (êàëèáðîâêà Ëîðåíöà). Åñëè
φ è A åìó íå óäîâëåòâîðÿþò, òî ñ èõ ïîìîùüþ ïîäáèðàåòñÿ òàêàÿ f ,
÷òîáû êàëèáðîâêà âûïîëíÿëàñü (ñì. ñòð. 41). Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèÿ
ïðèíèìàþò ñèììåòðè÷íûé âèä �φ = −4πρ è �A = −4πj.
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• H45 Ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû (ñòð.43)

Çàïèøåì óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà â ïóñòîòå ρ = 0:

∇E = ∇B = 0, ∇×B =
∂E

∂t
, ∇× E = −∂B

∂t
.

Ðàññìîòðèì ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà, â êîòîðûõ ýëåêòðè÷åñêîå
è ìàãíèòíîå ïîëÿ çàâèñÿò îò ñëåäóþùåé êîìáèíàöèè êîîðäèíàò è âðå-
ìåíè u = nr− t, ãäå n - íåêîòîðûé ïîñòîÿííûé âåêòîð:

E = E(u), B = B(u), u = nr− t.

Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíûå ïî êîîðäèíàòàì è âðåìåíè îò j-òîé êîìïîíåíòû
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ:

∇iEj =
∂Ej

∂ri
=

dEj

du

∂u

∂ri
= ni

dEj

du
,

∂Ej

∂t
= −dEj

du
,

è àíàëîãè÷íî äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ â óðàâ-
íåíèÿ Ìàêñâåëëà â ïóñòîòå äëÿ äèâåðãåíöèé, èìååì:

d(nE)

du
= 0,

d(nB)

du
= 0.

Àíàëîãè÷íî, äëÿ ðîòîðîâ:

d

du
([n× E]−B) = 0,

d

du
([n×B] + E) = 0.

Èíòåãðèðóÿ ýòè óðàâíåíèÿ ïî u è îïóñêàÿ êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ, êî-
òîðûå ñîîòâåòñòâóþò ïîñòîÿííûì ñîñòàâëÿþùèì ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàã-
íèòíîãî ïîëåé, ïîëó÷àåì:

nE = 0, nB = 0, B = [n× E], E = −[n×B].

Ïîäñòàâëÿÿ òðåòüå ñîîòíîøåíèå â ÷åòâ¼ðòîå:

E = −[n× [n× E]] = −n(nE) + n2E = n2E,

ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî âåêòîð n äîëæåí áûòü åäèíè÷íûì n2 = 1.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèé Ìàêñ-
âåëëà â ïóñòîòå:

B = [n× E], nE = 0, n2 = 1,

â êîòîðîì ôóíêöèÿ íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E ìîæåò ïðî-
èçâîëüíûì îáðàçîì çàâèñåòü îò u. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî âåêòîðû E, B
è n âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû äðóã äðóãó.
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• H46 Èäåàëüíàÿ æèäêîñòü (ñòð.43)
Ðàññìîòðèì íåáîëüøóþ îáëàñòü æèäêîñòè ñ ïîñòîÿííîé ìàññîém. Ýòà

îáëàñòü äîëæíà ñîäåðæàòü áîëüøîå ÷èñëî ìîëåêóë, ÷òîáû ñîõðàíÿëàñü
ìîäåëü íåïðåðûâíîñòè. Îäíàêî ïðè ýòîì îíà ñ÷èòàåòñÿ äîñòàòî÷íî ìà-
ëåíüêîé. Ïðè äâèæåíèè æèäêîñòè ñ ïåðåìåííîé ïëîòíîñòüþ îáú¼ì è
ôîðìà ýòîé îáëàñòè ìîæåò èçìåíÿòüñÿ, îäíàêî å¼ ìàññà îñòà¼òñÿ íåèç-
ìåííîé:

dm

dt
=

d

dt

∫
V

ρdV = 0.

Åñëè äâèæåíèå ïðîèñõîäèò áåç òðåíèÿ (èäåàëüíàÿ æèäêîñòü áåç âÿçêî-
ñòè), òî íà ýòó âûäåëåííóþ îáëàñòü äåéñòâóþò ñèëà òÿæåñòè mg è ñèëà
äàâëåíèÿ ñî ñòîðîíû îêðóæàþùåé æèäêîñòè. Ïðîèçâîäíàÿ èìïóëüñà ïî
âðåìåíè ðàâíà ñóììàðíîé ñèëå:

d

dt

∫
V

uρ dV =

∫
V

gρ dV −
∫
S

pdS.

Íàïîìíèì, ÷òî âåêòîð ïëîùàäè íàïðàâëåí èç îáú¼ìà, ïîýòîìó ñèëà ñî
ñòîðîíû æèäêîñòè íà îáëàñòü ìàññû m ñòîèò ñî çíàêîì ìèíóñ. Òàê êàê
ìàññà íåèçìåííà, ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè ìîæíî çàíåñòè ïîä
èíòåãðàë, ïîäåéñòâîâàâ òîëüêî íà ñêîðîñòü (dm/dt = d(ρ dV )/dt = 0).
Èíòåãðàë ïî ïîâåðõíîñòè îò äàâëåíèÿ ïî òåîðåìå Ãàóññà ïðåîáðàçîâû-
âàåòñÿ â èíòåãðàë ïî îáú¼ìó îò ∇p. Â ðåçóëüòàòå äëÿ ìàëîãî îáú¼ìà,
îïóñêàÿ èíòåãðàëû, èìååì:

ρ
du

dt
= ρg −∇p.

Ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò ñêîðîñòè u = u(t, x, y, z) ðàâíà:

du

dt
=

∂u

∂t
+

∂u

∂x

dx

dt
+

∂u

∂y

dy

dt
+

∂u

∂z

dz

dt
=

∂u

∂t
+ (u∇)u.

Ïîýòîìó îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì óðàâíåíèå Ýéëåðà:

∂u

∂t
+ (u∇)u = g − ∇p

ρ
.

Ýòî óðàâíåíèå äâèæåíèÿ èäåàëüíîé (íåâÿçêîé) æèäêîñòè. Âòîðîå âàæ-
íîå óðàâíåíèå � óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè:

∂ρ

∂t
+∇(ρu) = 0,

âûðàæàþùåå çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû (àíàëîãè÷íî çàðÿäó â ýëåêòðîäè-
íàìèêå).
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• H47 Çàêîí Áåðíóëëè (ñòð.43)

Â òîæäåñòâî (l H30)

∇(A ·B) = A× [∇×B] +B× [∇×A] + (A∇)B+ (B∇)A

ïîäñòàâèì A = B = u:

∇u2 = 2u× [∇× u] + 2(u∇)u.

Äëÿ áåçâèõðåâîãî (∇ × u = 0), ñòàöèîíàðíîãî (∂u/∂t = 0) äâèæåíèÿ
æèäêîñòè, èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ Ýéëåðà, ïîëó÷àåì:

1

2
∇u2 = (u∇)u = g − ∇p

ρ
.

Åñëè æèäêîñòü íåñæèìàåìà (ρ = const):

∇
(
1

2
u2 +

p

ρ
− gr

)
= 0.

Îòêóäà ñëåäóåò òðåáóåìîå òîæäåñòâî:

ρ
u2

2
+ p+ ρgh = const,

ãäå h = −gr � âûñîòà íàä íåêîòîðûì óðîâíåì òåêóùåé òî÷êè æèäêîñòè.
Ýòî óðàâíåíèå âûðàæàåò çàêîí Áåðíóëëè. Åñëè ñêîðîñòü æèäêîñòè óâå-
ëè÷èâàåòñÿ, äàâëåíèå óìåíüøàåòñÿ, è íàîáîðîò. Ïåðâîå ñëàãàåìîå íàçû-
âàþò äèíàìè÷åñêèì äàâëåíèåì, âòîðîå � ñòàòè÷åñêèì, òðåòüå � âåñîâûì.

• H48 Ñòàöèîíàðíàÿ æèäêîñòü (ñòð.43)

Óðàâíåíèå íåïîäâèæíîé æèäêîñòè â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì Ýé-
ëåðà èìååò âèä:

ρg = ∇p.

Òàê êàê ðîòîð ãðàäèåíòà ∇×∇p ðàâåí íóëþ, èìååì:

∇× (ρg) = ∇ρ× g + ρ∇× g = 0.

Óìíîæèâ ñêàëÿðíî íà g, ïîëó÷èì:

g[∇× g] = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ðîòîð ñèëîâîãî ïîëÿ (íàïðèìåð, ñèëû òÿæåñòè) äîëæåí
áûòü ïåðïåíäèêóëÿðíûì ïîëþ. ×àñòíûì ñëó÷àåì ïîëÿ, â êîòîðîì æèä-
êîñòü ìîæåò áûòü ðàâíîâåñíîé, ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíîå ïîëå ∇×g = 0.
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Ìàòðèöû

• H49 Îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö (ñòð.48)(
a11 a12
a21 a22

)
·
(
b11 b12
b21 b22

)
=

(
a11b11 + a12b21 a11b12 + a12b22
a21b11 + a22b21 a21b12 + a22b22

)
.

Ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëèòåëåé ñëåâà ðàâíî: (a11a22−a12a21)(b11b22−b12b21)
èëè

a11a22b11b22 − a11a22b12b21 − a12a21b11b22 + a12a21b12b21.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö ðàâåí:

(a11b11 + a12b21)(a21b12 + a22b22)− (a11b12 + a12b22)(a21b11 + a22b21).

Ïðèâîäÿ ïîäîáíûå, óáåæäàåìñÿ, ÷òî âûðàæåíèÿ ñîâïàäàþò.

• H50 Îáðàòíûå ìàòðèö (ñòð.60)
Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ðàâåí 2:1 0 0

2 0 1
0 −2 1

−1

=
1

2

2 −2 −4
0 1 2
0 −1 0

T

=

 1 0 0
−1 1/2 −1/2
−2 1 0

 .

Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ðàâåí -1:1 0 1
0 1 1
1 1 1

−1

= −1 ·

 0 1 −1
1 0 −1
−1 −1 1

T

=

 0 −1 1
−1 0 1
1 1 −1

 .

• H51 Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (ñòð.60)
Çàïèøåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå:

A =

(
1 2
2 −2

)
=> det

(
1− λ 2
2 −2− λ

)
= λ2 + λ− 6 = 0.

Ðåøåíèÿ êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ ðàâíû λ1 = −3, λ2 = 2. Äëÿ êàæäîãî
ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ðåøèì ñèñòåìó óðàâíåíèé. Íàïðèìåð, äëÿ λ1:(

1 2
2 −2

)
·

(
u
(1)
1

u
(1)
2

)
= −3

(
u
(1)
1

u
(1)
2

)
=> u

(1)
2 = −2u

(1)
1 .

Àíàëîãè÷íî u
(2)
1 = 2u

(2)
2 . Ïîýòîìó ñ ó÷¼òîì íîðìèðîâêè èìååì:

u(1) =
1√
5

(
1
−2

)
, u(2) =

1√
5

(
2
1

)
.
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• H52 Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû 2x2 (ñòð.60)

Ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà 2×2 îïðåäåëÿåòñÿ òðåìÿ ïàðàìåòðàìè. Çàïè-
øåì äëÿ íå¼ õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå:

A =

(
a c
c b

)
=> det

(
a− λ c
c b− λ

)
= λ2 − (a+ b)λ+ ab− c2 = 0.

Åãî ðåøåíèå:

λ =
1

2

(
a+ b±

√
(a− b)2 + 4c2

)
.

Î÷åâèäíî, ÷òî âûðàæåíèå ïîä êîðíåì âñåãäà íåîòðèöàòåëüíî. Ïîýòîìó
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äåéñòâèòåëüíû. Ñïåêòð âûðîæäåí (ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ ñîâïàäàþò), êîãäà a = b, c = 0, ò.å. ìàòðèöà ïðîïîðöèîíàëüíà
åäèíè÷íîé ìàòðèöå.

• H53 Òîæäåñòâà äëÿ êîììóòàòîðîâ ìàòðèö (ñòð.60)

Òîæäåñòâà ïðîâåðÿþòñÿ ïðÿìûì ðàñêðûòèåì êîììóòàòîðîâ â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ èõ îïðåäåëåíèåì [A,B] = AB−BA. Àíòèñèììåòðè÷íîñòü:

AB−BA = −(BA−AB) = AB−BA.

Äèñòðèáóòèâíîñòü:

A(B+C)− (B+C)A = (AB−BA) + (AC−CA).

Êîììóòàòîð ïðîèçâåäåíèÿ ñëåâà: [A,BC] = ABC−BCA, à ñïðàâà:

[A,B]C+B [A,C] = (AB−BA)C+B(AC−CA) = ABC−BCA.

Òîæäåñòâî ßêîáè: [A, [B,C]] + [C, [A,B]] + [B, [C,A]] = 0 ðàâíî:

A(BC−CB)− (BC−CB)A
+ C(AB−BA)− (AB−BA)C
+ B(CA−AC)− (CA−AC)B.

Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè è ïðèâîäÿ ïîäîáíûå, óáåæäàåìñÿ, ÷òî ïîëó÷àåòñÿ íîëü.

• H54 Äîêàçàòåëüñòâî: 1 = A ·G ·B => B ·A = G−1 (ñòð. 60, 216)

Óìíîæèì ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå ñëåâà íà A−1, à ñïðàâà íà B−1:

A−1B−1 = A−1 ·A ·G ·B ·B−1 = G

Ñ äðóãîé ñòîðîíû: A−1B−1 = (B ·A)−1. Îòêóäà ñëåäóåò B ·A = G−1.
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• H55 Ìàòðèöû Ïàóëè (ñòð.60)
Äëÿ ìàòðèöû S1 õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå:∣∣∣∣−λ 1

1 −λ

∣∣∣∣ = λ2 − 1 = 0 => λ = ±1.

Àíàëîãè÷íî äëÿ ìàòðèö S2, S3: λ = ±1. Êîììóòàòîð [S1,S2] ïðîâåðÿåòñÿ
ïðÿìûì óìíîæåíèåì ìàòðèö:(
0 1
1 0

)(
0 −ı
ı 0

)
−
(
0 −ı
ı 0

)(
0 1
1 0

)
=

(
ı 0
0 −ı

)
−
(
−ı 0
0 ı

)
= 2ı

(
1 0
0 −1

)
.

Îòêóäà: [S1,S2] = 2ıS3. Àíàëîãè÷íî: [S3,S1] = 2ıS2, [S2,S3] = 2ıS1.

Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå εijk, ýòè òðè êîììóòàòîðà ìîæíî îáúåäèíèòü â
[Si,Sj] = 2ıεijkSk. Íàïðèìåð: [S1,S2] = 2ıε123S3 = 2ıS3, è ò.ä.

• H56 Ïðîâåðêà det eA = eTrA äëÿ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû (ñòð.60)
Äëÿ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû:a1 0 0

0 a2 0

0 0 . . .

2

=

a21 0 0
0 a22 0

0 0 . . .

 , ....... => eA =

ea1 0 0
0 ea2 0

0 0 . . .

 .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî det eA = ea1 · ea2... = ea1+a2+... = eTrA.

• H57 d ln detA = Tr(A−1dA) (ñòð.60)
Ïî îïåðåäåëåíèþ äèôôåðåíöèàëà d ln detA ðàâåí:

ln det(A+ dA)− ln det(A) = ln det(A−1(A+ dA)) = ln det(I+A−1dA).

Èñïîëüçóÿ ìàëîñòü dA è òîæäåñòâî det eA = eTrA, îêîí÷àòåëüíî èìååì:

ln det(I+A−1dA) ≈ ln det e(A
−1dA) = ln eTr(A

−1dA) = Tr(A−1dA).

• H58 Òîæäåñòâà äëÿ ñëåäà (ñòð.60)
Ïî îïðåäåëåíèþ ñëåäà èìååì:

Tr(A ·B) = AikBki = BkiAik = Tr(B ·A).

Àíàëîãè÷íî:

Tr(B−1 ·A ·B) = B−1
ik AkjBji = BjiB

−1
ik Akj = δjkAkj = Ajj = TrA.

• H59 Êîìïîíåíòû ñèìâîëà Ëåâè-×åâèòû (ñòð.61)

ε1ij =

0 0 0
0 0 1
0 −1 0

 , ε2ij =

0 0 −1
0 0 0
1 0 0

 , ε3ij =

 0 1 0
−1 0 0
0 0 0

 .



H: ÏÎÌÎÙÜ 177

• H60 Óïðîùåíèå âûðàæåíèÿ (ñòð.61)
Ñâîðà÷èâàåì ñ ñèìâîëîì Êðîíåêåðà è ïåðåèìåíîâûâàåì èíäåêñû:

xixi + δpqxpxq − 2xkxk = xixi + xpxp − 2xkxk = xixi + xixi − 2xixi = 0.

• H61 Óïðîùåíèå âûðàæåíèÿ (ñòð.61)
Ïîñëåäîâàòåëüíî ñâîðà÷èâàåì ñ ñèìâîëîì Êðîíåêåðà:

δijδjkδkl = δikδkl = δil.

• H62 Ïðîèçâîäíàÿ â êîìïîíåíòàõ (ñòð.61)
Áåð¼ì, êàê ïðîèçâîäíóþ ïðîèçâåäåíèÿ:

∂k(xixj) = δkixj + xiδkj.

Áåð¼ì åù¼ îäíó ïðîèçâîäíóþ:

∂2(xixj) = ∂k∂k(xixj) = δkiδkj + δikδkj = 2δkiδkj = 2δij.

• H63 Ïðîèçâîäíàÿ â êîìïîíåíòàõ (ñòð.61)

(a∇)[r× b]i = ak∂kεipqxpbq = akεipqδpkbq = εipqapbq = [a× b]i.

• H64 Ïðîèçâîäíàÿ â êîìïîíåíòàõ (ñòð.61)

∇ · r

(r2 + a2)3/2
= ∂i

xi
(xjxj + a2)3/2

=
δii

(xjxj + a2)3/2
− 3

2

2xixjδij
(xjxj + a2)5/2

.

èëè

∇ · r

(r2 + a2)3/2
= 3

xjxj + a2 − xjxj
(xjxj + a2)5/2

=
3 a2

(xjxj + a2)5/2
.

• H65 Òîæäåñòâà äëÿ ñèìâîëà Ëåâè-×åâèòû (ñòð.61)
Ïðîùå âñåãî âîñïîëüçîâàòüñÿ òîæäåñòâîì:

εijkεpqk = δipδjq − δiqδjp.

Ñâîðà÷èâàÿ ïî èíäåêñàì j è β, ïîëó÷àåì

εijkεpjk = δipδjj − δijδjp = 3δip − δip = 2δip.

Ñâîðà÷èâàÿ ïî i è p, ïîëó÷àåì âòîðîå òîæäåñòâî:

εijkεijk = 2δii = 2 · 3 = 6.
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• H66 Óïðîùåíèå âûðàæåíèÿ (ñòð.61)

Ê ïåðâîé è âòîðîé ïàðå ñèìâîëîâ Ëåâè-×åâèòû ïðèìåíÿåì ôîðìóëó
èõ ñâ¼ðòêè ïî îäíîìó èíäåêñó:

εkjiεkrsεimpεpstajarbmct = (δjrδis − δjsδri)(δisδmt − δitδms)ajarbmct =

ïåðåìíîæàÿ ñêîáêè:

= (δjrδisδisδmt − δjrδisδitδms − δjsδriδisδmt + δjsδriδitδms)ajarbmct =

ñâîðà÷èâàåì ñèìâîëû Êðîíåêåðà:

= (3δjrδmt− δjrδtm− δjrδmt+ δjmδrt)ajarbmct = (δjrδmt+ δjmδrt)ajarbmct =

åù¼ ðàç ñâîðà÷èâàåì ñ âåêòîðàìè:

= ajajbmcm + ajarbjcr = a2 (bc) + (ab)(ac).

• H67 Îáðàòíàÿ ìàòðèöà (ñòð.61)

Èùåì îáðàòíóþ ìàòðèöó â âèäå a−1
ij = δij + Axixj. Ïî îïðåäåëåíèþ:

a−1
ik akj = (δik + Axixk)(δkj + xkxj) = δij. Ïåðåìíîæàÿ ñêîáêè, ïîëó÷àåì:

xixj(1 + A+ Axkxk) = 0 => A = − 1

1 + x2
.

• H68 Ïðîèçâîäíàÿ â êîìïîíåíòàõ (ñòð.61)

(∇× [a× r])i = εijk∂jεklmalxm = εijkεklmalδjm = εijkεkljal = εijkεljkal.

Âîñïîëüçîâàâøèñü òîæäåñòâîì èç çàäà÷è (l H65), ñòð. 177, èìååì:

(∇× [a× r])i = 2δil al = 2ai.

• H69 Ìàòðèöà ïîâîðîòîâ â 2-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (ñòð.61)

R =

(
e′1e1 e′1e2
e′2e1 e′2e2

)
=

(
cosϕ sinϕ

− sinϕ cosϕ

)
.

Äëèíà áàçèñíûõ âåêòîðîâ ðàâíà åäèíèöå, ñëåäîâàòåëüíî, èõ ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå ðàâíî êîñèíóñó óãëà ìåæäó íèìè. Êðîìå ýòîãî, ó÷òåíî, ÷òî
cos(π/2± ϕ) = ∓ sin(ϕ). Ïðÿìûì ïåðåìíîæåíèåì ìàòðèö íåñëîæíî óáå-
äèòüñÿ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî îðòîãîíàëüíîñòè: RT ·R = 1. Çàìåòèì
òàêæå, ÷òî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ïîâîðîòà ðàâåí åäèíèöå: detR = 1.
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• H70 Îðòîãîíàëüíîñòü ìàòðèöû ïîâîðîòîâ Rij (ñòð.59)
×òîáû ïîêàçàòü îðòîãîíàëüíîñòü ìàòðèöû:

Rij = δij cosα + ninj(1− cosα) + εijknk sinα,

íåîáõîäèìî çàïèñàòü å¼ òðàíñïîíèðîâàííóþ âåðñèþ:

RT
ij = δji cosα + njni(1− cosα) + εjiknk sinα

è ïðîâåñòè ñâ¼ðòêó ñ èñõîäíîé (äëÿ ñîêðàùåíèÿ cα = cosα, sα = sinα):

RikR
T
kj = (δik cα + nink (1− cα) + εikpnpsα)

(δjkcα + njnk(1− cα) + εjkqnqsα).

Ïåðåìíîæàÿ è ñâîðà÷èâàÿ ñèìâîëû Êðîíåêåðà, èìååì:

RikR
T
kj = δij c

2
α + ninj cα(1− cα) + εjiqnqcαsα

+ ninj cα(1− cα) + ninj (1− cα)
2

+ εijpnp sαcα + εikpεjkq npnqs
2
α.

ãäå ñðàçó ó÷òåíî, ÷òî nknk = n2 = 1, à ñâ¼ðòêè òèïà εjkqnknq = 0, òàê
êàê ñèìâîë Ëåâè-×èâèòû àíòèñèììåòðè÷åí ïî ëþáîé ïàðå èíäåêñîâ, à
ïðîèçâåäåíèå nknq ïî èíäåêñàì k è q ñèììåòðè÷íî. Ñëàãàåìûå εjiqnqcαsα
è εijpnp sαcα ñîêðàùàþòñÿ (èíäåêñû p è q íåìûå, ïîýòîìó èõ ìîæíî îáî-
çíà÷èòü îäíîé áóêâîé, à εjiq = −εijq). Äëÿ ñâ¼ðòêè ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ
ñèìâîëîâ Ëåâè-×èâèòû âîñïîëüçóåìñÿ òîæäåñòâîì (ñòð. 54):

εikpεjkq npnq = (δijδpq − δiqδpj)npnq = δij − ninj.

Ïîýòîìó:

RikR
T
kj = δij(c

2
α + s2α) + ninj(2cα(1− cα) + (1− cα)

2 − s2α) = δij,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

• H71 Ìàòðèöà ïîâîðîòîâ â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (ñòð.61)

R =

 cα + n2
x(1− cα) nxny(1− cα) + nzsα nxnz(1− cα)− nysα

nxny(1− cα)− nzsα cα + n2
y(1− cα) nynz(1− cα) + nxsα

nxnz(1− cα) + nysα nynz(1− cα)− nxsα cα + n2
z(1− cα)

 ,

ãäå cα = cos(α), sα = sin(α), â (nx, ny, nz) - êîìïîíåíòû âåêòîðà n.
Îòìåòèì, ÷òî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

RT (α,n) = R−1(α,n) = R(−α,n),

êîòîðûå ïðåäëàãàåòñÿ äîêàçàòü â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.
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• H72 Êâàòåðíèîíû (ñòð.61)
Ââåä¼ì ÷åòâ¼ðêó ÷èñåë a = (a0, a1, a2, a3) = (a0, a), êîòîðóþ íàçîâ¼ì

êâàòåðíèîíîì, è îïðåäåëèì ïðîèçâåäåíèå, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî ñíîâà
ïîëó÷àåòñÿ êâàòåðíèîí:

a ◦ b = (a0b0 − ab, a0b+ b0a+ a× b).

Óìíîæåíèå ÿâëÿåòñÿ àññîöèàòèâíûì, íî íåêîììóòàòèâíûì:

(a ◦ b) ◦ c = a ◦ (b ◦ c), a ◦ b ̸= b ◦ a.

Åäèíè÷íûì êâàòåðíèîíîì íàçûâàþò: 1 = (1,0). Îí êîììóòèðóåò ñ ëþ-
áûì êâàòåðíèîíîì:

1 ◦ a = a ◦ 1 = a.

Ñ êàæäûì êâàòåðíèîíîì ñâÿçàíî ÷èñëî, ò.í. íîðìà êâàòåðíèîíà:

N(a) = a20 + a2.

Óáåäèìñÿ, ÷òî:
N(a ◦ b) = N(a) N(b).

Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì

N(a ◦ b) = (a0b0 − ab)2 + (a0b+ b0a+ a× b)2.

Âîçâîäÿ â êâàäðàò, ñ ó÷¼òîì [a× b]2 = a2b2 − (ab)2 ïîëó÷àåì:

N(a ◦ b) = a20b
2
0 + a20b

2 + b20a
2 + a2b2 = (a20 + a2)(b20 + b2) = N(a)N(b),

ãäå ó÷òåíî, ÷òî â ñèëó ïðàâèëà âûòàëêèâàíèÿ a[a× b] = [a× a]b = 0, è
àíàëîãè÷íî äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ b íà âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå.
Îáðàòíûé êâàòåðíèîí ðàâåí:

q−1 =
1

N(q)
{q0,−q}.

Äåéñòâèòåëüíî:

q ◦ q−1 =
1

N(q)

{
q20 + q2, −q0q+ q0q− q× q

}
=

{
q20 + q2, 0

}
N(q)

.

Òàêèì îáðàçîì:
q ◦ q−1 = q−1 ◦ q = {1, 0}.

Îáðàòíûé ïîðÿäîê ñîìíîæèòåëåé (âòîðîå ðàâåíñòâî) ïðîâåðÿåòñÿ òàê
æå, êàê è ïðÿìîé ïîðÿäîê. Îòìåòèì òàêæå òîæäåñòâî

(a ◦ b)−1 = b−1 ◦ a−1,

êîòîðîå â ñèëó àññîöèàòèâíîñòè äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ìàòðè÷íîìó.
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• H73 Êâàòåðíèîíû è âðàùåíèå (ñòð.61)

Âðàùåíèå âîêðóã åäèíè÷íîãî âåêòîðà n íà óãîë α ìîæíî îïèñàòü ïðè
ïîìîùè êâàòåðíèîííîé àëãåáðû. Äëÿ ýòîãî ââåä¼ì êâàòåðíèîí êîîðäè-
íàò è ïîâîðîòà:

x = (0, x), q =
(
cos

α

2
, n sin

α

2

)
= (q0,q).

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî:

x′ = q ◦ x ◦ q−1 =
(
0, (q20 − q2)x+ 2q(qx) + 2q0[q× x]

)
.

�Ïðîñòðàíñòâåííàÿ� ÷àñòü ýòîãî êâàòåðíèîííîãî âûðàæåíèÿ ðàâíà:

x′ = (cos2
α

2
− sin2

α

2
)x+ 2n(nx) sin2

α

2
+ 2 sin

α

2
cos

α

2
[n× x].

Íàïîìíèì, ÷òî:

cos2
α

2
− sin2

α

2
= cosα, 2 sin2

α

2
= 1− cosα, 2 sin

α

2
cos

α

2
= sinα.

Ïîýòîìó:

x′ = x cosα+ n(nx)(1− cosα) + [n× x] sinα,

÷òî ÿâëÿåòñÿ 3-ìåðíûì ïîâîðîòîì âåêòîðà x íà óãîë α âîêðóã îñè n.

Â îòëè÷èå îò ìàòðè÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò, ïðè êâàòåðíè-
îííîì ïðåîáðàçîâàíèè êâàòåðíèîí ñ äâóõ ñòîðîí óìíîæàåòñÿ íà âåêòîð
äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîâ¼ðíóòîãî âåêòîðà. Ðàññìîòðèì äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ
ïîâîðîòà:

x1 = q1 ◦ x ◦ q−1
1 , x2 = q2 ◦ x1 ◦ q−1

2 .

Òîãäà

x2 = (q2 ◦ q1) ◦ x ◦ (q2 ◦ q1)−1.

Óìíîæåíèå äâóõ êâàòåðíèîíîâ q2 ◦ q1 òðåáóåò 16 óìíîæåíèé è 12 ñëî-
æåíèé (îêîëî 28 îïåðàöèé). Â îòëè÷èå îò ýòîãî, ìàòðè÷íûå ïîâîðîòû
òðåáóþò 27 óìíîæåíèé è 18 ñëîæåíèé (35 îïåðàöèé). Ïîñëåäîâàòåëüíûå
ïîâîðîòû q = qn ◦ qn−1 ◦ .. ◦ q1 ïðîèçâîäÿòñÿ áåç ïðîìåæóòî÷íûõ óìíî-
æåíèé ìàòðèöû R = Rn ◦Rn−1 ◦ .. ◦R1.

Ìàòðèöó ïîâîðîòàR ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç êîìïîíåíòû êâàòåðíèîíà:

R =

1− 2(q2y + q2z) 2(qxqy + q0qz) 2(qxqz − q0qy)

2(qxqy − q0qz) 1− 2(q2x + q2z) 2(qyqz + q0qx)
2(qxqz + q0qy) 2(qyqz − q0qx) 1− 2(q2x + q2y)

 .
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Êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû

• H74 Ñóììà òåíçîðîâ îäèíàêîâîãî òèïà � òîæå òåíçîð (ñòð. 78)

Ïðîâåðÿåì â ñëó÷àå äâóõ âåêòîðîâ:

Ãi + B̃i =
∂q̃i

∂qj
Aj +

∂q̃i

∂qj
Bj =

∂q̃i

∂qj
(Aj +Bj).

Àíàëîãè÷íî äëÿ òåíçîðîâ ïðîèçâîëüíîãî òèïà. Ïîíÿòíî, ÷òî èõ òèï ïðè
ýòîì äîëæåí ñîâïàäàòü.

• H75 Òåíçîðíîñòü ñâ¼ðòîê (ñòð. 78)

Ïðîâåðÿåì òåíçîðíîñòü ïåðâîé ñâ¼ðòêè:

ãib̃i =
∂q̃i

∂qp
∂qs

∂q̃i
apbs = δsp a

pbs = apbp.

Àíàëîãè÷íî:

T̃ ijãj =
∂q̃i

∂qp
∂q̃j

∂qs
∂qr

∂q̃j
T psar =

∂q̃i

∂qp
δrs T

psar =
∂q̃i

∂qp
T psas.

• H76 Òåíçîðíîñòü âûðàæåíèé (ñòð. 78)

Îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò òåíçîðíûì çà-
êîíîì ïðåîáðàçîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ òîëüêî òåíçîð òèïà (2,0)

dxi

dt

dxj

dt
,

òàê êàê äèôôåðåíöèàë dxi ïðåîáðàçóåòñÿ, êàê êîìïîíåíòû êîíòðàâàðè-
àíòíîãî âåêòîðà (1,0). Îñòàâøèåñÿ äâà âûðàæåíèÿ èìåþò òåíçîðíûé õà-
ðàêòåð ïðåîáðàçîâàíèé òîëüêî äëÿ ïîâîðîòîâ äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò.

• H77 Àíòèñèììåòðè÷íîñòü Eijk (ñòð. 78, 75)

Ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèå Eijk = Jεijk, àíòèñèììåòðè÷íîñòü î÷åâèäíà. Â
ýòîì æå ìîæíî óáåäèòüñÿ íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ:

Eijk =
∂q̃p

∂qi
∂q̃r

∂qj
∂q̃s

∂qk
εprs

Ïåðåñòàâëÿåì èíäåêñû j è k ó Eijk, çàòåì ïåðåèìåíîâûâàåì r è s (ïîìå-
íÿâ èõ ìåñòàìè) è, íàêîíåö, ôèçè÷åñêè èõ ïåðåñòàâëÿåì â εpsr:

Eikj =
∂q̃p

∂qi
∂q̃r

∂qk
∂q̃s

∂qj
εprs =

∂q̃p

∂qi
∂q̃s

∂qk
∂q̃r

∂qj
εpsr = −∂q̃p

∂qi
∂q̃r

∂qj
∂q̃s

∂qk
εprs = −Eijk.
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• H78 Ïðîèçâåäåíèå òåíçîðîâ Ëåâè-×åâèòû (ñòð. 78)
Ïðåæäå âñåãî, ïðîèçâåäåíèå òåíçîðîâ Ëåâè-×åâèòû ñ íèæíèìè è âåðõ-

íèìè èíäåêñàìè, ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà îïðåäåëèòåëÿ, ðàâíî ïðîèçâåäå-
íèþ ñèìâîëîâ Ëåâè-×åâèòû â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ:

Eijk E
prs =

√
|g| εijk

√
|g|
g

εprs =
|g|
g

εijk ε
prs = sign(g) εijk ε

prs.

Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî

εijk ε
prs =

∣∣∣∣∣∣
δpi δri δsi
δpj δrj δsj
δpk δrk δsk

∣∣∣∣∣∣ .
Åñëè òðîéêè èíäåêñîâ i, j, k è p, r, s ðàçëè÷íû, òî

ε123 ε
123 =

∣∣∣∣∣∣
δ11 δ21 δ31
δ12 δ22 δ32
δ13 δ23 δ33

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = 1.

Åñëè ëþáûå äâà èíäåêñà ðàâíû, òî â ìàòðèöå îêàçûâàþòñÿ ðàâíûìè äâå
ñòðîêè èëè äâà ñòîëáöà. Íàïðèìåð, ïðè i = j ðàâíû ïåðâûå äâå ñòðîêè.
Ïîýòîìó â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ. Ïåðåñòàíîâêà ëþáûõ
äâóõ èíäåêñîâ ïðèâîäèò äëÿ ïåðâîãî ñèìâîëà εijk ê ïåðåñòàíîâêå ìåñòàìè
ñòðîê, à äëÿ âòîðîãî εprs � ñòîëáöîâ. Â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëèòåëü ìåíÿåò
ñâîé çíàê. ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

• H79 Ñâ¼ðòêà òåíçîðîâ Ëåâè-×åâèòû â n-ìåðíîì ñëó÷àå (ñòð. 78)
Ïîäñòàâëÿåì îïðåäåëåíèå òåíçîðà Ëåâè-×åâèòû:

Eijk...E
ijk... =

√
|g| εijk...

√
|q|
g

εijk... = sign(g) εijk... ε
ijk... = sign(g)n!.

Â ñâ¼ðòêå ïî âñåì èíäåêñàì ñèìâîëîâ Ëåâè-×åâèòû â äåêàðòîâûõ êîîð-
äèíàòàõ áóäóò òîëüêî ñëàãàåìûå ñ ðàçëè÷íûìè èíäåêñàìè:

εijk... · εijk... = ε123...n · ε123...n + ε213...n · ε213...n + ... = n!

Âñåãî âîçìîæíî n! ïåðåñòàíîâîê n ÷èñåë 1, 2, 3, ..., n è, ñëåäîâàòåëüíî,
ñëàãàåìûõ â ñóììå. Óïîðÿäî÷èâàíèå ëþáîé òàêîé ïåðåñòàíîâêè ê èñõîä-
íîìó ïîðÿäêó ε123...n â êàæäîì ñèìâîëå áóäåò îäíîâðåìåííî ïðèâîäèòü
èëè ê +1, èëè ê -1, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ â ëþáîì ñëó÷àå ðàâíî 1.
Ïðè ðàñêðûòèè îïðåäåëèòåëÿ ïðîèçâåäåíèÿ ñèìâîëîâ Ëåâè-×åâèòû

(l H78) ïîëó÷àþòñÿ ñèìâîëû Êðîíåêåðà. Òàê êàê â εij...kp ·εij...kr òîëüêî 2
ñâîáîäíûõ èíäåêñà, òî εij...kp ·εij...kr = χδrp. Êîíñòàíòà χ = n!/n íàõîäèòñÿ
â ðåçóëüòàòå ñâ¼ðòêè ïî p, r è ïðåäûäóùåãî òîæäåñòâà.
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• H80 Äèàãîíàëèçàöèÿ ìàòðèöû 2× 2 (ñòð. 78)

Â çàäà÷å (l H51), ñòð. 174, áûëè íàéäåíû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1 =
−3, λ2 = 2 äëÿ ñëåäóþùåé ìàòðèöû:

A =

(
1 2
2 −2

)
=> u(1) =

1√
5

(
1
−2

)
, u(2) =

1√
5

(
2
1

)
.

Çàïèøåì ìàòðèöó ïîâîðîòîâ (å¼ ñòðîêè � ýòî êîìïîíåíòû âåêòîðîâ):

Rpi = u
(p)
i =

1√
5

(
1 −2
2 1

)
.

Ïðîâåðèì, ÷òî ìàòðèöà A äèàãîíàëèçóåòñÿ ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè
íà äèàãîíàëè:

R ·A ·RT =
1

5

(
1 −2
2 1

)(
1 2
2 −2

)(
1 2
−2 1

)
=

(
−3 0
0 2

)
.

Ãëàâíûå îñè ẽi = Rijej, ãäå e1 = i, e2 = j

ẽ1 =
1√
5
(i− 2j), ẽ2 =

1√
5
(2i+ j).

• H81 Äèàãîíàëèçàöèÿ ìàòðèöû 2× 2 (ñòð. 78)

Ñäåëàâ ïîâîðîò ñèñòåìû êîîðäèíàò, ìîæíî ïåðåéòè îò íåäèàãîíàëüíîé
ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû A ê äèàãîíàëüíîé Ã:

Ã = R ·A ·RT => A = RT · Ã ·R.

Ïóñòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû ðàâíû p è r. Âîñïîëüçîâàâøèñü
îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì è ìàòðèöåé ïîâîðîòîâ (l H69), çàïèøåì:(
a11 a12
a21 a22

)
=

(
cϕ −sϕ
sϕ cϕ

)(
p 0
0 r

)(
cϕ sϕ
−sϕ cϕ

)
=

(
pc2ϕ + rs2ϕ [p− r]sϕcϕ
[p− r]sϕcϕ ps2ϕ + rc2ϕ

)
.

Îòêóäà ïîëó÷àåì:

a11 − a22 = (p− r)(c2ϕ − s2ϕ) = (p− r) cos 2ϕ, 2a12 = (p− r) sin(2ϕ).

Ïîýòîìó
2a12

a11 − a22
= tg 2ϕ.

Äëÿ äèàãîíàëèçàöèè ìàòðèöû ñ îäèíàêîâûìè äèàãîíàëüíûìè ýëåìåí-
òàìè a11 = a22 ñèñòåìà êîîðäèíàò äîëæíà áûòü ïîâ¼ðíóòà íà π/4.
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• H82 Ïåðåõîä â êîñîóãîëüíóþ ñèñòåìó (ñòð. 78)

Â èñõîäíîé ñèñòåìå áàçèñíûå âåêòîðû e1 = i, e2 = j, e2 = k. Â ïîâ¼ð-
íóòîé ẽ1 = i, ẽ2 = i+ j, ẽ3 = i+ j+k. Çàïèøåì ìàòðèöó ïðåîáðàçîâàíèÿ:

ẽi =
∂qj

∂q̃i
ej = Λ j

i ej => Λ j
i =

1 0 0
1 1 0
1 1 1

 .

Ïðè ïîìîùè ýòîé ìàòðèöû çàïèøåì òåíçîð â êîñîóãîëüíîé ñèñòåìå:

Ãij = Λ p
i AprΛ

r
j = (Λ ·A · ΛT )ij

èëè

Ãij =

1 0 0
1 1 0
1 1 1

1 2 1
2 2 2
1 2 1

1 1 1
0 1 1
0 0 1

 =

1 3 4
3 7 10
4 10 14

 .

Çàïèøåì ìåòðè÷åñêèé òåíçîð è åìó îáðàòíûé:

g̃ij = ẽiẽj =

1 1 1
1 2 2
1 2 3

 => g̃ij = (g̃ij)
−1 =

 2 −1 0
−1 2 −1
0 −1 1

 .

Ñ åãî ïîìîùüþ ïîäíèìåì èíäåêñû:

Ãi
j = g̃ipÃpj =

 2 −1 0
−1 2 −1
0 −1 1

1 3 4
3 7 10
4 10 14

 =

−1 −1 −2
1 1 2
1 3 4


è

Ãij = Ãi
pg̃

pj =

−1 −1 −2
1 1 2
1 3 4

 2 −1 0
−1 2 −1
0 −1 1

 =

−1 1 −1
1 −1 1

−1 1 1

 .

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ âçàèìíîãî áàçèñà íàéä¼ì ñíà÷àëà ñìåøàííîå ïðîèçâå-
äåíèå:

V = ẽ1 · [ẽ2 × ẽ3] = i · [(i+ j)× (i+ j+ k)] = i · (i− j) = 1.

Ïîýòîìó:

ẽ1 = ẽ2 × ẽ3 = (i+ j)× (i+ j+ k) = i− j.

ẽ2 = ẽ3 × ẽ1 = (i+ j+ k)× i = j− k.

ẽ3 = ẽ1 × ẽ2 = i× (i+ j) = k.
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• H83 Ìåòðèêà ïñåâäîåâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà (ñòð. 79)

Òàê êàê îòëè÷íû îò íóëÿ òîëüêî äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìåòðè÷åñêîãî
òåíçîðà, èìååì:

ds2 = gαβdx
αdxβ = g00dx

0dx0 + g11dx
1dx1 + g22dx

2dx2 + g33dx
3dx3.

Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ gαβ è ôèçè÷åñêèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ êîîðäèíàò 4-
ïðîñòðàíñòâà, èìååì:

ds2 = dt2 − dx2 − dy2 − dz2 = dt2 − dr2.

Åñëè ds = 0, òî (dr/dt)2 = 1. Äâå òî÷êè â 4-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-
âðåìåíè ñâÿçàíû íóëåâûì ðàññòîÿíèåì, åñëè ñêîðîñòü ñèãíàëà, ñâÿçû-
âàþùåãî ñîáûòèÿ, ïðîèñõîäÿùèå â ýòèõ òî÷êàõ, ðàâíà 1 (ò.å. ñêîðîñòè
ñâåòà). Òàêèì îáðàçîì, ds = 0 ñîîòâåòñòâóåò ðàñïðîñòðàíåíèþ ñâåòà.

• H84 Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà (ñòð. 79)

Ïîäñòàâëÿåì ïðåîáðàçîâàíèÿ â èíòåðâàë:

dt̃2 − dx̃2 = γ2(dt− vdx)2 − γ2(dx− vdt)2 = γ2(1− v2)(dt2 − dx2).

Ïîýòîìó, åñëè γ = 1/
√
1− v2, òî ñíîâà ïîëó÷àåòñÿ dt2 − dx2.

• H85 Êîâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû 4-âåêòîðà (ñòð. 79)

Èñïîëüçóåì ìåòðè÷åñêèé òåíçîð èç çàäà÷è (l H83):

A0 = g0µA
µ = g00A

0 = A0, A1 = g1µA
µ = g11A

1 = −A1, ...

Òàê êàê òåíçîð äèàãîíàëåí, â ñóììàõ íàõîäèòñÿ ïî îäíîìó ñëàãàåìîìó. Â
ðåçóëüòàòå âðåìåííûå êîìïîíåíòû âåêòîðà íå èçìåíÿþòñÿ, à ó ïðîñòðàí-
ñòâåííûõ ïîÿâëÿåòñÿ çíàê ìèíóñ. Ýòî çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Aα = {A0, A}, Aα = {A0, −A}.

• H86 Óðàâíåíèå äëÿ 4-òîêà ∂αj
α = 0 (ñòð. 79)

Çàïèñûâàåì ñóììó:

∂αj
α = ∂0j

0 + ∂1j
1 + ∂2j

2 + ∂3j
3 =

∂ρ

∂t
+

∂jx

∂x
+

∂jy

∂y
+

∂jz

∂z
= 0.

Ýòî ñîîòíîøåíèå, çàïèñàííîå ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà íàáëà, ÿâëÿåòñÿ
óðàâíåíèåì íåïðåðûâíîñòè (çàêîí ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà), ñì. ñòð. 169:

∂ρ

∂t
+∇j = 0.
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• H87 Òåíçîð ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ Fαβ = ∂αAβ − ∂βAα (ñòð. 79)

Äëÿ êîâàðèàíòíûõ êîìïîíåíò 4-âåêòîðà ïîòåíöèàëà, ñ ó÷¼òîì ïðåäû-
äóùåé çàäà÷è, èìååì Aα = {φ,−A}. Òåíçîð Fαβ ÿâëÿåòñÿ àíòèñèììåò-
ðè÷íûì Fαβ = −Fβα, ïîýòîìó ðàñïèñûâàåì íåíóëåâûå êîìïîíåíòû:

F01 = ∂0A1 − ∂1A0 = −∂A1

∂t
− ∂φ

∂x
= Ex,

ãäå çíàê ìèíóñ ïîÿâèëñÿ, òàê êàê A1 = −A1. Àíàëîãè÷íî F02 = Ey,
F03 = Ez. Îñòàëüíûå êîìáèíàöèè èìåþò âèä:

F32 = ∂3A2 − ∂2A3 = −∂A2

∂z
+

∂A3

∂y
= Bx,

F13 = ∂1A3 − ∂3A1 = −∂A3

∂x
+

∂A1

∂z
= By,

F21 = ∂2A1 − ∂1A2 = −∂A1

∂y
+

∂A2

∂x
= Bz.

Ïîäú¼ì èíäåêñîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà. Äëÿ
êîìïîíåíò ñ íóëåâûì èíäåêñîì

F 01 = g0µg1νFµν = g00g11F01 = −F01.

ïðîèñõîäèò ñìåíà çíàêà (g00 = 1, g11 = −1). Êîìïîíåíòû áåç íóëåâîãî
èíäåêñà çíàê íå ìåíÿþò:

F 12 = g1µg2νFµν = g11g22F12 = F12.

Ïîýòîìó ñ ó÷¼òîì àíòèñèììåòðè÷íîñòè îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

Fαβ =


0 Ex Ey Ez

−Ex 0 −Bz By

−Ey Bz 0 −Bx

−Ez −By Bx 0

 , F αβ =


0 −Ex −Ey −Ez

Ex 0 −Bz By

Ey Bz 0 −Bx

Ez −By Bx 0

 .

Â 4-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ëþáîé àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð èìååò 6 íåçà-
âèñèìûõ êîìïîíåíò, êîòîðûå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êîìïîíåíò äâóõ
3-ìåðíûõ âåêòîðîâ. Óñëîâíî ýòî çàïèñûâàåòñÿ òàê:

Fαβ = (E,−B), F αβ = (−E,−B).

Ïðîåêöèè íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ (ïåðâûé âåêòîð â ñêîá-
êàõ) ÿâëÿþòñÿ �âðåìåííûìè� êîìïîíåíòàìè F01, F02, F03, à ìàãíèòíîãî
ïîëÿ (âòîðîé âåêòîð) � ïðîñòðàíñòâåííûìè F23, F31, F12.
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• H88 Òåíçîðû
∗Fαβ è ∗F αβ (ñòð. 79)

Ðàñïèñûâàåì ñóììó (îïóñêàÿ îäèíàêîâûå èíäåêñû, äëÿ êîòîðûõ ñèì-
âîë Ëåâè-×åâèòû ðàâåí íóëþ)

∗F01 =
1

2
(ε0123 F

23 + ε0132 F
32) = ε0123 F

23 = −Bx,

∗F12 =
1

2
(ε1203 F

03 + ε1230 F
30) = ε0123 F

03 = −Ez,

ãäå ε0132 F
32 = ε0123 F

23, è ò.ä., òàê êàê îáå âåëè÷èíû îäíîâðåìåííî ÿâëÿ-
þòñÿ àíòèñèììåòðè÷íûìè. Âî âòîðîì ñëó÷àå èíäåêñ 0 â ñèìâîëå Ëåâè-
×åâèòû íåîáõîäèìî ïåðåíåñòè â íà÷àëî ε1203 = −ε1023 = ε0123. Ðàñïèñû-
âàÿ òàêèì îáðàçîì âñå êîìïîíåíòû, ïîëó÷àåì:

∗Fαβ =


0 −Bx −By −Bz

Bx 0 −Ez Ey

By Ez 0 −Ex

Bz −Ey Ex 0

 ∗F αβ =


0 Bx By Bz

−Bx 0 −Ez Ey

−By Ez 0 −Ex

−Bz −Ey Ex 0

 .

Àíàëîãè÷íî òåíçîðàì Fαβ è F αβ ìîæíî çàïèñàòü:
∗Fαβ = (−B,−E), ∗F αβ = (B,−E).

• H89 Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà (ñòð. 79)
Ðàñïèñûâàåì óðàâíåíèå ∂αF

αβ = 4πjβ ïî êîìïîíåíòàì äëÿ β = 0:

∂0F
00+∂1F

10+∂2F
20+∂3F

30 = ∂xEx+∂yEy+∂zEz = ∇E = 4πj0 = 4πρ.

Àíàëîãè÷íî äëÿ β = 1, 2, 3 (îïóñêàÿ ñðàçó F 11 = F 22 = F 33 = 0):

∂0F
01 + ∂2F

21 + ∂3F
31 = −∂tEx + ∂yBz − ∂zBy = 4πj1.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ïàðà óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ñ èñòî÷íèêàìè:

∇E = 4πρ, ∇×B = 4πj+
∂E

∂t
.

Çàïèñü ýòèõ óðàâíåíèé â ôîðìå îäíîãî óðàâíåíèÿ ∂αF
αβ = 4πjβ íàçû-

âàåòñÿ êîâàðèàíòíîé çàïèñüþ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà.

• H90 Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà (ñòð. 79)
Ðàñïèñûâàåì óðàâíåíèå ∂α

∗F αβ = 0 ïî êîìïîíåíòàì äëÿ β = 0 è
β = 1:

∂1
∗F 10 + ∂2

∗F 20 + ∂3
∗F 30 = −∇B = 0.

∂α
∗F α1 = ∂0

∗F 01 + ∂2
∗F 21 + ∂3

∗F 31 = ∂0Bx + ∂y Ez − ∂z Ey = 0.

Àíàëîãè÷íî äëÿ β = 2, 3. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àþòñÿ óðàâíåíèÿ:

∇B = 0, ∇× E = −∂B

∂t
.
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• H91 Óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè (ñòð. 79)

Óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè ïîëó÷àåòñÿ âçÿòèåì ïðîèçâîäíîé îò êîâà-
ðèàíòíîãî óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà ñ òîêîì:

∂β∂αF
αβ = 4π∂βj

β = 0.

Ýòî ñîîòíîøåíèå ðàâíî íóëþ, òàê êàê âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ñèììåòðè÷íà
(ïåðåñòàíîâî÷íàÿ) ∂β∂α = ∂α∂β, à òåíçîð àíòèñèììåòðè÷åí F αβ = −F βα.

• H92 Èíâàðèàíòû (ñòð. 79)

Êâàäðàò òåíçîðà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ðàâåí:

F2 = FαβF
αβ = F01F

01+F02F
02+F03F

03+F12F
12+F13F

13+F23F
23+ ...,

ãäå ìíîãîòî÷èåì îáîçíà÷åíû òàêèå æå ñëàãàåìûå ñ ïåðåñòàâëåííûìè èí-
äåêñàìè. Òàê êàê Fαβ è F αβ àíòèñèììåòðè÷íû, îäíîâðåìåííàÿ ïåðåñòà-
íîâêà èíäåêñîâ íè÷åãî íå èçìåíèò. Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò, èìå-
åì: F2 = 2(B2 − E2). Àíàëîãè÷íî ∗FF = 4EB.

• H93 Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà äëÿ ïîëåé (ñòð. 79)

Ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëîðåíöà F αβ ïðåîáðàçóåòñÿ, êàê òåíçîð:

F̃ αβ =
∂x̃α

∂xµ
∂x̃β

∂xν
F µν = Λα

µF
µνΛβ

ν = Λα
µF

µνΛT β
ν = (Λ · F ·ΛT )αβ,

ãäå ìàòðèöà Λα
µ ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà:

Λα
µ =

∂x̃α

∂xµ
=


γ −vγ 0 0

−vγ γ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 ,

à γ = 1/
√
1− v2. Ïîýòîìó:

F̃ αβ =


γ −vγ 0 0

−vγ γ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




0 −Ex −Ey −Ez

Ex 0 −Bz By

Ey Bz 0 −Bx

Ez −By Bx 0




γ −vγ 0 0
−vγ γ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 .

Ïåðåìíîæàÿ ìàòðèöû, ïîëó÷àåì:

Ẽx = Ex, Ẽy = γ (Ey − vBz), Ẽz = γ (Ez + vBy),

B̃x = Bx, B̃y = γ (By + vEz), B̃z = γ (Bz − vEy).
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Êîâàðèàíòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå

• H94 Ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ (ñòð. 96)

Ðàñïèñûâàåì ïî êîìïîíåíòàì:

Γk,ij =
1

2
(∂igjk + ∂jgik − ∂kgij)

äëÿ gij = diag(1, r2) è qi = (r, θ). Íàïðèìåð:

Γ1,22 =
1

2
(∂2g21 + ∂2g21 − ∂1g22) = −1

2
∂1g22 = −1

2
∂rr

2 = −r,

Γ2,12 =
1

2
(∂1g22 + ∂2g12 − ∂2g12) =

1

2
∂1g22 =

1

2
∂rr

2 = r,

Γ1,11 =
1

2
(∂1g11 + ∂1g11 − ∂1g11) =

1

2
∂1g11 =

1

2
∂r1 = 0,

è ò.ä. Îòëè÷íûìè îò íóëÿ îêàçûâàþòñÿ òîëüêî ñèìâîëû:

Γ1,22 = −r, Γ2,12 = Γ2,21 = r.

• H95 Ïðåîáðàçîâàíèå ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ (ñòð.83, 96)

Â âûðàæåíèè

Γ̃k, ij = ẽk∂̃jẽi =
∂qs

∂q̃k
es

∂

∂qr

(
∂qp

∂q̃i
ep

)
∂qr

∂q̃j

ðàñêðîåì ïðîèçâîäíóþ ïðîèçâåäåíèÿ:

Γ̃k, ij =
∂qs

∂q̃k
∂qp

∂q̃i
∂qr

∂q̃j
es

∂

∂qr
ep +

∂qs

∂q̃k
∂qr

∂q̃j
∂2qp

∂qr∂q̃i
epes.

Â ïåðâîì ñëàãàåìîì ïîäñòàâëÿåì îïðåäåëåíèå ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ, à
âî âòîðîì � ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà gps = epes, è �ñîêðàùàåì� ïðîèçâîäíóþ
ïî qr (êàê ïðîèçâîäíóþ ñëîæíîé ôóíêöèè):

Γ̃k, ij =
∂qs

∂q̃k
∂qp

∂q̃i
∂qr

∂q̃j
Γs, pr + gps

∂qs

∂q̃k
∂2qp

∂q̃i∂q̃j
.

Ïðè ïîìîùè ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà â èñõîäíîì âûðàæåíèè ìîæíî ïîä-
íÿòü èíäåêñ k: Γ̃k

ij = ẽk∂̃jẽi. Äëÿ áàçèñíîãî âåêòîðà ẽk ïðåîáðàçîâàíèÿ
áóäóò îáðàòíûìè, à ẽpẽs = δps , ïîýòîìó

Γ̃k
ij =

∂q̃k

∂qs
∂qp

∂q̃i
∂qr

∂q̃j
Γs
pr +

∂q̃k

∂qp
∂2qp

∂q̃i∂q̃j
.
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• H96 Îáíóëåíèå â òî÷êå ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ (ñòð.96)
Ïóñòü â ñèñòåìå êîîðäèíàò qk ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ Γk, ij îòëè÷íû îò

íóëÿ. Â äàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà ïîìåñòèì íà÷àëî êîîðäèíàò qk = 0,
è â åãî îêðåñòíîñòè çàïèøåì êâàäðàòè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò ñ
ñèììåòðè÷íûìè ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè Ak

ij = Ak
ji:

qk = q̃k +
1

2
Ak

ij q̃
iq̃j.

Ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèÿ, âû÷èñëåííûå ïðè qk = q̃k = 0, ðàâíû:

∂qk

∂q̃p

∣∣∣
0
= (δkp + Ak

pj q̃
j)
∣∣∣
0
= δkp ,

∂2qk

∂q̃p∂q̃r

∣∣∣
0
= Ak

pr.

Ïîýòîìó ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, âû÷èñëåí-
íûå â òî÷êå q̃k = 0, ðàâíû (l H95):

Γ̃k,ij

∣∣
0
= δskδ

p
i δ

r
jΓs,pr

∣∣
0
+ gps δ

s
k A

p
ij = Γk,ij

∣∣
0
+ gpk Ap

ij = 0.

Ïîýòîìó Γ̃k,ij = 0 åñëè Ak
ij = −Γk

ij

∣∣
0
.

• H97 Òåíçîðíîñòü Sk
ij = Γk

ij − Γk
ji (ñòð.96)

Â ïðåîáðàçîâàíèè ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ Γk
ij ïåðâàÿ ÷àñòü íîñèò òåí-

çîðíûé õàðàêòåð. Âòîðàÿ (íåòåíçîðíàÿ) ÷àñòü ñèììåòðè÷íà ïî èíäåêñàì
i è j, ïîýòîìó îíà ñîêðàòèòñÿ ïðè ïðåîáðàçîâàíèè Sk

ij.

• H98 Ïðåîáðàçîâàíèå ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ èç DjAi (ñòð.96)
Çàïèøåì òåíçîðíîå ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé:

D̃jÃi = ∂̃jÃi − Γ̃k
ijÃk =

∂

∂q̃j

(
∂qk

∂q̃i
Ak

)
− Γ̃k

ij

∂qp

∂q̃k
Ap =

∂qr

∂q̃j
∂qp

∂q̃i
DrAp.

Âî âòîðîì ðàâåíñòâå ïîäñòàâëåíû ïðåîáðàçîâàíèÿ âåêòîðà, à òðåòüå çà-
ïèñàíî èç òðåáîâàíèÿ òåíçîðíîñòè êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé. Ðàñêðîåì
ïðîèçâîäíóþ ïðîèçâåäåíèÿ è óìíîæèì îáå ÷àñòè íà îáðàòíûå ïðåîáðà-
çîâàíèÿ:

∂q̃i

∂ql
∂q̃j

∂qm
·
∣∣∣ ∂2qk

∂q̃i∂q̃j
Ak +

∂qk

∂q̃i
∂Ak

∂qr
∂qr

∂q̃j
− Γ̃k

ij

∂qp

∂q̃k
Ap =

∂qr

∂q̃j
∂qp

∂q̃i
DrAp.

Â èòîãå:

DmAl = ∂mAl −
(
Γ̃k
ij

∂qs

∂q̃k
∂q̃i

∂ql
∂q̃j

∂qm
− ∂2qs

∂ql∂qm

)
As = ∂mAl − Γs

lmAs.

Âûðàæåíèå â êðóãëûõ ñêîáêàõ ìîæíî îáîçíà÷èòü, êàê Γs
lm. Åãî íåòåíçîð-

íûé õàðàêòåð ïðåîáðàçîâàíèÿ êîìïåíñèðóåò íåêîâàðèàíòíîå ïðåîáðàçî-
âàíèå ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ∂mAl. Ïîñëå óìíîæåíèÿ íà îáðàòíûå ìàòðè-
öû ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ.
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• H99 Êîãäà ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ � òåíçîð? (ñòð.96)

Òàê êàê íåòåíçîðíàÿ ÷àñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ
ñîäåðæèò âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ, òî ïðè ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ñ ïî-
ñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè qi = ai + bij q̃

j ñèìâîëû áóäóò ïðåîáðàçîâû-
âàòüñÿ, êàê òåíçîð.

• H100 Ïðîèçâîäíûå îò òåíçîðîâ ðàíãà (1,2), (0,3) è (3,0) (ñòð.96)

Ïî àíàëîãèè ñ êîâàðèàíòíûìè ïðîèçâîäíûìè îò òåíçîðîâ âòîðîãî ðàí-
ãà èìååì:

DsA
ijk = ∂sA

ijk + Γi
psA

pjk + Γj
psA

ipk + Γk
psA

ijp,

DsAijk = ∂sAijk − Γp
isApjk − Γp

jsAipk − Γp
ksAijp,

DsA
k
ij = ∂sA

k
ij − Γp

isA
k
pj − Γp

jsA
k
ip + Γk

psA
p
ij.

• H101 Êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò ñêàëÿðà (ñòð.96)

Ðàñêðûâàåì êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïðîèçâåäåíèÿ è ïîäñòàâëÿåì
âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ:

Dk(A
iBi) = AiDkBi +BiDkA

i = Ai(∂kBi − Γp
ikBp) +Bi(∂kA

i + Γi
pkA

p).

Ïåðåìíîæàÿ ñêîáêè, ïîëó÷àåì:

Dk(A
iBi) = Ai∂kBi +Bi∂kA

i − Γp
ikA

iBp + Γi
pkA

pBi = ∂k(A
iBi).

• H102 Dkgij â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (ñòð.96)

Êàê è äëÿ ëþáîãî òåíçîðà ðàíãà (0,2), èìååì:

Dkgij = ∂kgij − Γp
ikgpj − Γp

jkgip = ∂kgij − Γi, jk − Γj, ik.

Â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èìååì:

gij = diag(1, r2), Γ1,22 = −r, Γ2,12 = Γ2,21 = r.

Ïåðåáîð âñåõ èíäåêñîâ k, i è j ïðèâîäèò ê íóëåâûì çíà÷åíèÿì. Íàïðèìåð:

D1g22 = ∂1g22 − Γ2, 21 − Γ2, 21 = 2r − r − r = 0,

D2g12 = ∂2g12 − Γ1, 22 − Γ2, 12 = 0 + r − r = 0,

D1g11 = ∂1g11 − Γ1, 11 − Γ1, 11 = 0− 0− 0 = 0

è ò.ä. (âñåãî 6 âàðèàíòîâ).
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• H103 Òåîðåìà Ðè÷÷è äëÿ gij (ñòð.96)

Äëÿ òåíçîðà ðàíãà (2,0) êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà:

Dkg
ij = ∂kg

ij + Γi
pkg

pj + Γj
pkg

ip.

Ñâîðà÷èâàåì ñ gmiglj:

gmiglj Dkg
ij = gmiglj∂kg

ij + Γm, lk + Γl,mk.

Òàê êàê

gljg
ij = δil => ∂k(gljg

ij) = 0 => glj∂kg
ij = −gij∂kglj.

Ïîýòîìó

gmiglj Dkg
ij = −∂kglm + Γm, lk + Γl,mk = 0.

Ñâîðà÷èâàÿ ñ gmpglr, ïîëó÷àåì Dkg
pr = 0.

• H104 Ãåîäåçè÷åñêàÿ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ (ñòð. 96)

Ïåðåïèøåì óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêîé

r̈ − rϕ̇2 = 0, ϕ̈+
2

r
ϕ̇ ṙ = 0,

âûðàçèâ ïðîèçâîäíûå ïî t ÷åðåç ïðîèçâîäíûå ïî ϕ:

ṙ =
dr

dϕ

dϕ

dt
= r′ ϕ̇, r̈ = r′′ ϕ̇2 + r′ ϕ̈.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ïðîèçâîäíûå â ïåðâîå óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêîé è ó÷èòû-
âàÿ âòîðîå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì:

r′′ − 2

r
r′2 = r.

Äåëàÿ çàìåíó r = 1/z, ïðèõîäèì ê îñöèëëÿòîðíîìó óðàâíåíèþ:

z′′ + z = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

b cosα

r
= sin(ϕ− α),

ãäå b è α � êîíñòàíòû, ñìûñë êîòîðûõ èçîáðàæ¼í íà ðèñóíêå. Åñëè óãîë
ϕ = π/2, òî r = b.
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• H105 Óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà (ñòð.96)
Ïîäñòàâëÿÿ L(q, q̇) = (q̇2 − ω2q2)/2 â óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà, ïîëó÷àåì

îñöèëëÿòîðíîå óðàâíåíèå q̈ + ω2q = 0, ðåøåíèå êîòîðîãî èìååò âèä:

q(t) = A sin(ωt) +B cos(ωt) =
q̇(0)

ω
sin(ωt) + q(0) cos(ωt).

Êîíñòàíòû A è B îïðåäåëÿþòñÿ èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé q(0) è q̇(0).

• H106 Ìèíèìàëüíîñòü äåéñòâèÿ (ñòð.96)
Èíòåãðèðîâàíèå ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì ðåçóëüòàòàì:

q(t) = sin(t) I = 0 = 0.000

q(t) = t− t2/π I = π(10− π2)/60 = 0.007

q(t) = sin(2t) I = 3π/4 = 2.356

q(t) = sin(3t) I = 2π = 6.283

Ïîëèíîì ëó÷øå âñåãî àïïðîêñèìèðóåò ýêñòðåìàëüíóþ êðèâóþ sin(t).

• H107 Ãåîäåçè÷åñêàÿ â íåíàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè (ñòð.96)
Óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêîé (5.11) îïðåäåëÿåò êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå ìåæ-

äó äâóìÿ òî÷êàìè, åñëè ïàðàìåòð s ÿâëÿåòñÿ äëèíîé ãåîäåçè÷åñêîé. Ïå-
ðåéä¼ì ê ïðîèçâîëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè τ = τ(s). Â ýòîì ñëó÷àå:

dqk

ds
=

dqk

dτ

dτ

ds
=

dqk

dτ
τ ′,

d2qk

ds2
=

d2qk

dτ 2
τ ′2 +

dqk

dτ
τ ′′.

Ïîäñòàâëÿÿ èõ â óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêîé, ïîëó÷àåì:

d2qk

dτ 2
+ Γk

ij

dqi

dτ

dqj

dτ
+

dqk

dτ

τ ′′

τ ′2
= 0.

Åñëè ïàðàìåòðèçàöèÿ ëèíåéíà τ = τ0 + τ1s, ãäå τ1, τ2 = const, òî óðàâ-
íåíèå ãåîäåçè÷åñêîé íå èçìåíèòñÿ.

• H108 Óðàâíåíèå äëÿ dui/ds (ñòð.96)

dui
ds

=
d(giju

j)

ds
=

dgij
ds

uj + gij
duj

ds
= ∂kgij u

kuj − gijΓ
j
kl u

kul,

Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå âû÷èñëåíà dgij/ds = ∂kgij dq
k/ds è ïîäñòàâëåíî

óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêîé. Âûðàæàÿ Γi,kl ÷åðåç gij (5.3), ñòð.83, èìååì:

dui
ds

=
1

2
∂igjk u

juk.

Åñëè gij íå çàâèñèò îò íåêîòîðîé êîîðäèíàòû, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé
êîâàðèàíòíàÿ êîìïîíåíòà ñêîðîñòè ïîñòîÿííà âäîëü ãåîäåçè÷åñêîé.
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• H109 Óãîë âåêòîðà ñ ãåîäåçè÷åñêîé (ñòð.96)
Ðàññìîòðèì êðàò÷àéøóþ ëèíèþ (ãåîäåçè÷åñêóþ) ìåæäó äâóìÿ òî÷êà-

ìè qi(s). Â îêðåñòíîñòè äàííîé òî÷êè ðàçëîæèì å¼ â ðÿä Òåéëîðà:

qi(s) = qi(0) + q̇i(0) s+
1

2
q̈i(0) s2 + ..., q̇i(s) = q̇i(0) + q̈i(0) s+ ...

Ïðîèçâîäíàÿ q̇(s) ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ê ãåîäåçè÷åñêîé. Â íà÷àëüíîé
òî÷êå îíà ðàâíà q̇i(0). Ïðè íåáîëüøîì ñìåùåíèè íà dqi çà ds îíà, ñî-
îòâåòñòâåííî, ðàâíà q̇i(0) + q̈i(0) ds. Ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå DAi =
dAi−Γj

ikAjdq
k = 0, ïîýòîìó èçìåíåíèå êîìïîíåíò âåêòîðà dAi ìîæíî âû-

ðàçèòü ÷åðåç ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ. Âû÷èñëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
âåêòîðà Ai, êîòîðûé ïåðåíåñëè íà dqi:

(Ai + dAi)(q̇
i
0 + q̈i0 ds) = (Ai + Γj

ikAjdq
k)(q̇i0 + q̈i0 ds).

Ïåðåìíîæàÿ ñêîáêè ñ ñîõðàíåíèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî ñìåùå-
íèþ, ïîëó÷àåì:

Aiq̇
i
0 + Aiq̈

i
0 ds+ Γj

ik Aj dq
kq̇i0 = Aiq̇

i
0 +

(
q̈k0 + Γk

ij q̇
i
0q̇

j
0

)
Akds = Aiq̇

i
0.

Âûðàæåíèå â êðóãëûõ ñêîáêàõ ðàâíî íóëþ, åñëè ïåðåìåùåíèå ïðîèñõî-
äèò ïî ãåîäåçè÷åñêîé. Ïîýòîìó ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà Ai íà
êàñàòåëüíóþ â íà÷àëüíîé è �ñäâèíóòîé� òî÷êàõ ñîâïàäàþò.
Ïîñòîÿíñòâî óãëà ñëåäóåò òàêæå ñðàçó èç òîãî, ÷òî ïðè ïàðàëëåëüíîì

ïåðåíîñå óãîë ìåæäó âåêòîðàìè íå ìåíÿåòñÿ, à êàñàòåëüíàÿ (âåêòîð) ïå-
ðåíîñèòñÿ âäîëü ãåîäåçè÷åñêîé ïàðàëëåëüíûì îáðàçîì (ñòð.87).

•H110 Ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ (ñòð.96)
Â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò dl2 = dr2 = dr2 + r2dϕ2 + dz2

(ñì. ñòð. 70), ïîýòîìó:

u2 = ṙ2 + r2ϕ̇2 + ż2.

Òðè êîìïîíåíòû óñêîðåíèÿ ïî ôîðìóëå (5.14), ñòð. 90, ðàâíû:

ar = r̈ − r ϕ̇2, aϕ = r2 ϕ̈+ 2r ṙϕ̇, az = z̈.

Êîýôôèöèåíòû ïðè ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ q̇i = (ṙ, ϕ̇, ż) ðàâíû:

Γ1,22 = −r, Γ2,12 = Γ2,21 = r.

Îñòàëüíûå 16 ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ ðàâíû íóëþ. Èíäåêñ ïîäíèìàåòñÿ
ïðè ïîìîùè ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà gij = diag(1, 1/r2, 1). Ïîýòîìó:

Γ1
22 = −r, Γ2

12 = Γ2
21 =

1

r
.

Ýòè âûðàæåíèÿ ñîâïàäàþò ñ ïîëÿðíûìè ñèìâîëàìè Êðèñòîôôåëÿ, è
òðåòüå èçìåðåíèå ïî êîîðäèíàòå z ê íèì íè÷åãî íå äîáàâëÿåò.
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• H111 Âåêòîðíûé àíàëèç â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ (ñòð.97)
Çàïèøåì ÿâíûé âèä äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàöèé â öèëèíäðè÷åñêèõ

êîîðäèíàòàõ (r, ϕ, z) (ñì. ñòð. 70). Â ýòîì ñëó÷àå êîýôôèöèåíòû Ëàìå
ðàâíû hi = (1, r, 1), H = r. Ìåòðèêà (ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ áåñêî-
íå÷íî áëèçêèìè òî÷êàìè):

ds2 = dr2 + r2dϕ2 + dz2.

Ýëåìåíò îáú¼ìà îïðåäåëÿåòñÿ ÿêîáèàíîì J = H è ðàâåí:

dV = r dr dϕ dz.

Ãðàäèåíò:

∇f =
∂f

∂r
nr +

1

r

∂f

∂ϕ
nϕ +

∂f

∂z
nz.

Äèâåðãåíöèÿ:

∇ ·A =
1

r

∂(r ar)

∂r
+

1

r

∂aϕ
∂ϕ

+
∂az
∂z

.

Ðîòîð:

∇×A =

[
1

r

∂az
∂ϕ

− ∂aϕ
∂z

]
nr +

[
∂ar
∂z

− ∂az
∂r

]
nϕ +

1

r

[
∂(r aϕ)

∂r
− ∂ar

∂ϕ

]
nz.

Ëàïëàñèàí:

∆f =
1

r

∂

∂r

(
r
∂f

∂r

)
+

1

r2
∂2f

∂ϕ2
+

∂2f

∂z2
.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ëàïëàñèàíà îò âåêòîðíîãî ïîëÿ â êðèâîëèíåéíîé ñè-
ñòåìå îòñ÷¼òà ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì òîæäåñòâîì:

∆A = ∇(∇A)−∇× [∇×A],

êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ ïîëå ðàñêðûòèÿ äâîéíîãî ðîòîðà ïî ôîðìóëå �áàö
ìèíóñ öàá�. Ýòî ñîîòíîøåíèå çàïèñàíî â âåêòîðíîì âèäå è âûïîëíÿåò-
ñÿ â ëþáîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Â ÷àñòíîñòè, â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò:

∆A =

(
∆ar −

ar
r2

− 2

r2
∂aϕ
∂ϕ

)
nr +

(
∆aϕ −

aϕ
r2

+
2

r2
∂ar
∂ϕ

)
nϕ +∆az nz.

Ëàïëàñèàí îò ïðîåêöèé ai íà áàçèñ ni âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå ëàïëà-
ñèàíà îò ñêàëÿðíîé ôóíêöèè.
Öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû èñïîëüçóþòñÿ, êîãäà ïî ñîîáðàæåíèÿì

ñèììåòðèè ñóùåñòâóåò âûäåëåííîå íàïðàâëåíèå (âäîëü îñè z) òàêîå, ÷òî
ïîëÿ íå çàâèñÿò îò óãëà ϕ, à èíîãäà è îò z.
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• H112 Âåêòîðíûé àíàëèç â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ (ñòð.97)

Ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû óäîáíî èñïîëüçîâàòü, êîãäà â ïðîñòðàíñòâå
åñòü âûäåëåííûé öåíòð, âîêðóã êîòîðîãî ïðîñòðàíñòâî èçîòðîïíî. Â îá-
ùåì ñëó÷àå â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ (r, θ, ϕ) (ñì. ñòð. 70) êîýôôèöè-
åíòû Ëàìå ðàâíû hi = (1, r, r sθ), H = r2sθ. Êàê è ðàíüøå, èñïîëüçóåì
ñîêðàùåíèÿ sθ = sin θ è ñθ = cos θ. Ìåòðèêà â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ
èìååò âèä:

ds2 = dr2 + r2dθ2 + r2s2θdϕ
2.

Ýëåìåíò îáú¼ìà:

dV = r2sθ dr dθ dϕ.

Ãðàäèåíò:

∇f =
∂f

∂r
nr +

1

r

∂f

∂θ
nθ +

1

rsθ

∂f

∂ϕ
nϕ.

Äèâåðãåíöèÿ:

∇ ·A =
1

r2
∂(r2 ar)

∂r
+

1

rsθ

∂(sθaθ)

∂θ
+

1

r sθ

∂aϕ
∂ϕ

.

Ðîòîð ∇×A:

1

rsθ

[
∂(sθaϕ)

∂θ
− ∂aθ

∂ϕ

]
nr +

1

r

[
1

sθ

∂ar
∂ϕ

− ∂(raϕ)

∂r

]
nθ +

1

r

[
∂(raθ)

∂r
− ∂ar

∂θ

]
nϕ.

Ëàïëàñèàí ñêàëÿðíîé ôóíêöèè:

∆f =
1

r2
∂

∂r

(
r2

∂f

∂r

)
+

1

r2sθ

∂

∂θ

(
sθ

∂f

∂θ

)
+

1

r2s2θ

∂2f

∂ϕ2
.

Ëàïëàñèàí âåêòîðíîé ôóíêöèè:

∆A =

(
∆ar −

2ar
r2

− 2

r2sθ

∂(sθaθ)

∂θ
− 2

r2sθ

∂aϕ
∂ϕ

)
nr

+

(
∆aθ +

2

r2
∂ar
∂θ

− aθ
r2s2θ

− 2cθ
r2s2θ

∂aϕ
∂ϕ

)
nθ

+

(
∆aϕ −

aϕ
r2s2θ

+
2

r2sθ

∂ar
∂ϕ

+
2cθ
r2s2θ

∂aθ
∂ϕ

)
nϕ.

Êàê è â ñëó÷àå ñ öèëèíäðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè, äëÿ âû÷èñëåíèÿ ëà-
ïëàñèàíà îò ïðîåêöèé âåêòîðà ïðèìåíÿåòñÿ ôîðìóëà ëàïëàñèàíà â ñôå-
ðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ îò ñêàëÿðíîé ôóíêöèè.
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• H113 Îáðàòíûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð äëÿ 3-õ èçìåðåíèé (ñòð.97)
Îïðåäåëèòåëü ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ðàâåí:

g =

∣∣∣∣∣∣
g11 g12 g13
g21 g22 g23
g31 g32 g33

∣∣∣∣∣∣ =
g11g22g33 − g11g23g32

+g12g23g31 − g12g21g33
+g13g21g32 − g13g22g31.

Îáðàòíûé òåíçîð:

gij =
1

g

∂g

∂gij
=

1

g

g22g33 − g23g32 g23g31 − g21g33 g21g32 − g22g31
g13g32 − g12g33 g11g33 − g13g31 g12g31 − g11g32
g12g23 − g13g22 g13g21 − g11g23 g11g22 − g12g21

 .

Ïåðåìíîæàÿ ñ èñõîäíîé ìàòðèöåé gij, ïîëó÷èì åäèíè÷íóþ ìàòðèöó.

• H114 Îáðàòíàÿ ìåòðèêà äëÿ îðòîãîíàëüíûõ êîîðäèíàò (ñòð.97)
Äëÿ äèàãîíàëüíîãî ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà

g = det diag(g11, g22, ...) = g11 · g22 · ....

Ïîýòîìó:

gij =
1

g

∂g

∂gij
= diag

( 1

g11
,
1

g22
, ...
)
,

êàê è äîëæíî áûòü.

• H115 Γ
j
ij = (∂ig)/2g äëÿ ïîëÿðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (ñòð.97)

Â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò gij = diag(1, r2), ïîýòîìó îïðåäåëè-
òåëü ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ðàâåí g = r2. Ñâ¼ðòêè ñèìâîëîâ Êðèñòîôåëÿ
ðàâíû:

Γj
1j =

∂1g

2g
=

∂rr
2

2r2
=

1

r
, Γj

2j =
∂2g

2g
=

∂θr
2

2r2
= 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåíóëåâûå ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ Γ1
22 = −r, Γ2

12 =
Γ2
21 = 1/r äàþò:

Γj
1j = Γ1

11 + Γ2
12 =

1

r
, Γj

2j = Γ1
21 + Γ2

22 = 0.

• H116 Ñèììåòðè÷íîñòü ∂iΓ
k
jk (ñòð.97)

Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé ñâ¼ðòêè ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ ÷åðåç îïðå-
äåëèòåëü ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà:

∂iΓ
k
jk = ∂i

∂jg

2g
=

∂i∂jg

2g
− ∂ig ∂jg

2g2
,

îòêóäà ñèììåòðè÷íîñòü ïî i è j î÷åâèäíà.
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• H117 Òîæäåñòâî ∂k(gijA
iBj) = BiDkA

i + AiDkB
i (ñòð.97)

Âûðàæåíèå â êðóãëûõ ñêîáêàõ ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðîì, ïîýòîìó ÷àñòíóþ
ïðîèçâîäíóþ ìîæíî çàìåíèòü íà êîâàðèàíòíóþ:

∂k(gijA
iBj) = Dk(gijA

iBj) = gijDk(A
iBj) = gijB

jDkA
i + gijA

iDkB
j,

ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåîðåìîé Ðè÷÷è (ïîñòîÿíñòâî ìåòðè÷åñêîãî òåí-
çîðà îòíîñèòåëüíî êîâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ) è ðàñêðûëè ïðî-
èçâîäíóþ ïðîèçâåäåíèÿ. Îïóñêàÿ ïðè ïîìîùè ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà èí-
äåêñû, ïðèõîäèì ê òðåáóåìîìó òîæäåñòâó.

• H118 Äèôôåðåíöèðîâàíèå â îðòîãîíàëüíûõ êîîðäèíàòàõ (ñòð.97)
Â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ r = rnr, ïîýòîìó ïðîåêöèÿ âåêòîðà r ðàâ-

íà ar = r, à îñòàëüíûå ðàâíû íóëþ. Âîñïîëüçîâàâøèñü âûðàæåíèåì äëÿ
äèâåðãåíöèè è ðîòîðà â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ (ñòð. 197), èìååì:

∇r =
1

r2
∂r3

∂r
= 3, ∇× r = 0.

Ïîñòîÿííûé âåêòîð a çàäà¼ò âûäåëåííîå íàïðàâëåíèå. Âûáåðåì öè-
ëèíäðè÷åñêóþ ñèñòåìó, íàïðàâèâ îñü z âäîëü a. Â ýòîì ñëó÷àå ar = az,
ïîýòîìó èñïîëüçóåì âûðàæåíèå äëÿ ãðàäèåíòà (ñòð. 196):

∇(ar) =
∂(az)

∂z
nz = anz = a.

• H119 Óðàâíåíèå ∆f = 0 äëÿ öèëèíäðè÷åñêîé ñèììåòðèè (ñòð.97)
Ïðè öèëèíäðè÷åñêîé ñèììåòðèè íåò çàâèñèìîñòè îò z è ϕ:

∆f =
1

r

∂

∂r

(
r
∂f

∂r

)
= 0 => rf ′(r) = A = const.

Èíòåãðèðóÿ åù¼ ðàç, ïîëó÷àåì ðåøåíèå:

f(r) = B + A ln r,

ãäå A è B � êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ.

• H120 Óðàâíåíèå ∆f = 0 äëÿ ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè (ñòð.97)
Ïðè ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè íåò çàâèñèìîñòè îò θ è ϕ:

∆f =
1

r2
∂

∂r

(
r2

∂f

∂r

)
= 0 => r2f ′(r) = A = const.

Èíòåãðèðóÿ åù¼ ðàç, ïîëó÷àåì ðåøåíèå:

f(r) = B − A

r
,

ãäå A è B � êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ.
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• H121 Ôèçè÷åñêèå êîìïîíåíòû ñêîðîñòè (ñòð. 97)

Ïî îïðåäåëåíèþ ñêîðîñòè è êðèâîëèíåéíîãî áàçèñà èìååì:

u =
dr

dt
= ei

dqi

dt
= ni ui = ei

ui
hi
.

ãäå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå çàïèñàíî ðàçëîæåíèå ïî îðòîíîðìèðîâàííîìó
áàçèñó n1 = e1/|e1| = e1/h1, è ò.ä. (ñì. ñòð. 94). Ïîýòîìó:

u1 = h1q̇1, u2 = h2q̇2, u3 = h3q̇3,

ãäå hi � êîýôôèöèåíòû Ëàìå. Â öèëèíäðè÷åñêèõ è ñôåðè÷åñêèõ êîîðäè-
íàòàõ ôèçè÷åñêèå êîìïîíåíòû ñêîðîñòè íà îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ni

ðàâíû:

u = {ṙ, rϕ̇, ż}, u = {ṙ, rθ̇, rsθϕ̇}.

• H122 Ôèçè÷åñêèå êîìïîíåíòû óñêîðåíèÿ (ñòð. 97)

Ðàíåå áûëè íàéäåíû êîâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû óñêîðåíèÿ a = Ai e
i.

Òàê êàê e1 = n1/h1, òî êîìïîíåíòû Ai íåîáõîäèìî ðàçäåëèòü íà êîýôôè-
öèåíòû Ëàìå, ÷òîáû ïîëó÷èòü êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ íà îðòîíîð-
ìèðîâàííûé áàçèñ ni (ïðîäîëæàåì èõ îáîçíà÷àòü ìàëåíüêèìè áóêâàìè).
Â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò hi = (1, r, 1), ïîýòîìó (l H110):

ar = r̈ − r ϕ̇2, aϕ = r ϕ̈+ 2 ṙϕ̇, az = z̈.

Â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ hi = (1, r, r sθ), ïîýòîìó (ñòð. 91):

ar = r̈ − r θ̇2 − r s2θ ϕ̇
2,

aθ = r θ̈ + 2 ṙθ̇ − rsθcθ ϕ̇
2,

aϕ = r sθ ϕ̈+ 2 sθ ṙϕ̇+ 2r cθ θ̇ϕ̇.

Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå aϕ = 0 â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ, ïîëó÷àåì:

ϕ̈

ϕ̇
+ 2

ṙ

r
+ 2

cθ
sθ

θ̇ = 0 => ln ϕ̇+ 2 ln r + 2 ln sθ = const

èëè

ϕ̇ r2s2θ = A = const.
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• H123 Íåèçìåííîñòü gijA
iBj ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå (ñòð.97)

Â �ñîñåäíèõ� òî÷êàõ qi è qi + dqi ìåòðè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû ðàçëè÷-
íû. Êðîìå ýòîãî, èçìåíÿþòñÿ êîìïîíåíòû âåêòîðà ïðè ïàðàëëåëüíîì
ïåðåíîñå. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îñòàíåòñÿ íåèçìåííûì, åñëè:

gij(q + dq)
[
Ai + dAi

] [
Bj + dBj

]
= gij(q)A

iBj.

Ðàçëîæèì ìåòðèêó â ðÿä Òåéëîðà gij(q+ dq) ≈ gij + ∂kgij dq
k è çàïèøåì

dAi è dBi ÷åðåç ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ Γi
jk:

[gij + ∂kgij dq
k] [Ai − Γi

pmA
p dqm] [Bj − Γj

rnB
r dqn] = gij A

iBj.

Ïåðåìíîæèì ñêîáêè ñ ñîõðàíåíèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî ñìåùå-
íèþ dqi (òàê êàê ñ òàêîé òî÷íîñòüþ îïðåäåëåíî èçìåíåíèå êîìïîíåíò
âåêòîðà ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå è ðàçëîæåíèè gij):

gijA
iBj − gijΓ

j
rnA

iBr dqn − gijΓ
i
pmA

pBj dqm + ∂kgij A
iBjdqk = gijA

iBj.

Îáîçíà÷àÿ Γi, jk = gipΓ
p
jk è ïåðåèìåíîâûâàÿ íåìûå èíäåêñû, ïîëó÷àåì:

∂kgij A
iBjdqk = Γj, pkA

pBj dqk + Γi, rkA
iBr dqk.

Åù¼ ðàç ïåðåèìåíóåì èíäåêñû è âûíåñåì AiBjdqk

∂kgij A
iBjdqk = (Γj, ik + Γs

i, jk)A
iBj dqk.

Òàê êàê êîìïîíåíòû Ai, Bj è íàïðàâëåíèå ñìåùåíèÿ dqk ïðîèçâîëü-
íû, ýòî âûðàæåíèå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ, òîëüêî åñëè êîýôôèöèåíòû ïðè
AiBjdqk ðàâíû:

∂kgij = Γi, jk + Γj, ik.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî èíäåêñ, ñòîÿùèé ó ïðîèçâîäíîé â ïðàâîé ÷àñòè,
ñòîèò ïîñëåäíèì, à èíäåêñû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ïåðåñòàâëÿþòñÿ âî-
êðóã çàïÿòîé. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî:

∂igjk + ∂jgik − ∂kgij = Γj, ki + Γk, ji + Γi, kj + Γk, ij − Γi, jk − Γj, ik.

Åñëè ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ ñèììåòðè÷íû ïî âòîðûì äâóì èíäåêñàì,
òî:

Γk, ij =
1

2
(∂igjk + ∂jgik − ∂kgij).

Äëÿ åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñèììåòðè÷íîñòü Γk, ij = ek∂jei = ek∂j∂ir
î÷åâèäíà. Â ñëåäóþùåé ãëàâå âûÿñíèòñÿ, ÷òî ìîãóò ñóùåñòâîâàòü ïðî-
ñòðàíñòâà ñ íåñèììåòðè÷íûìè ñèìâîëàìè Êðèñòîôôåëÿ. Òåì íå ìåíåå,
è â ýòîì ñëó÷àå îñòà¼òñÿ ñïðàâåäëèâûì ñîîòíîøåíèå ∂kgij = Γi, jk+Γj, ik.
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• H124 Ãèäðîäèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå Ýéëåðà (ñòð.97)
Óðàâíåíèå

ρ
∂u

∂t
+ ρ (u∇)u = f −∇p

çàïèñûâàåì â êðèâîëèíåéíîì áàçèñå:

ρ
∂upep
∂t

+ ρ (upepe
r∂r)u

ses = epf
p − er∂rp.

Ïðè âûáîðå ñòàòè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò áàçèñíûå âåêòîðû íå çàâè-
ñÿò îò âðåìåíè. Óìíîæèì íà ek

ρ
∂uk

∂t
+ ρ ek (up∂p)u

ses = fk − gkr∂rp

è ââåä¼ì ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ

ρ
∂uk

∂t
+ ρ up(∂pu

k + Γk
spu

s) = fk − gkr∂rp.

Â ñêîáêàõ ñòîèò êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Dpu
k. Ñâîðà÷èâàÿ ñ ìåòðè-

÷åñêèì òåíçîðîì gik (ñ÷èòàÿ, ÷òî îí íå çàâèñèò îò âðåìåíè), ïîëó÷àåì:

ρ
∂ui
∂t

+ ρ upDpui = fi − ∂ip.

Ýòî óðàâíåíèå ìîæíî áûëî áû çàïèñàòü ñðàçó. Âî âçàèìíîì áàçèñå ek

êîìïîíåíòû ãðàäèåíòà ∇ ðàâíû ÷àñòíûì ïðîèçâîäíûì ∂k, à êîâàðèàíò-
íàÿ âåðñèÿ îïåðàòîðà u∇ èìååò âèä upDp.

• H125 Êîâàðèàíòíûå óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà (ñòð.97)
Çàïèøåì òåíçîð ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â êîâàðèàíòíîì âèäå äëÿ

ñèììåòðè÷íîé ñâÿçíîñòè Γγ
αβ = Γγ

βα:

Fαβ = DαAβ −DβAα = ∂αAβ − Γγ
βαAγ − (∂βAα − Γγ

αβAγ) = ∂αAβ − ∂βAα.

Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà áåç èñòî÷íèêîâ (ñ÷èòàÿ, ÷òî g < 0):

Dα
∗F αβ = −1

2
eαβµν Dα

Fµν√
|g|

= −1

2
eαβµν ∂α

Fµν√
|g|

= ∂α
∗Fµν = 0.

Âìåñòî ñèìâîëà Ëåâè-×åâèòû ïîäñòàâëåíà êîâàðèàíòíàÿ ôîðìà òåíçî-
ðà Eαβµν = εαβµν

√
|g|/g = −εαβµν/

√
|g|. Â ïðåäïîñëåäíåì ðàâåíñòâå

êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ìîæåò áûòü çàìåíåíà íà îáû÷íóþ, òàê êàê
âîçíèêàþùèå ïðè å¼ âçÿòèè ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ ñâîðà÷èâàþòñÿ íèæ-
íèìè ñèììåòðè÷íûìè èíäåêñàìè ñ àíòèñèììåòðè÷íûì ñèìâîëîì Ëåâè-
×åâèòû è äàþò íîëü. Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà ∂α

∗F αβ = 0
ñîõðàíÿþò ñâîé âèä.
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• H126 Êîâàðèàíòíûå óðàâíåíèÿ ñ èñòî÷íèêàìè (ñòð.97)

Óðàâíåíèÿì Ìàêñâåëëà ∂αF
αβ = 4πjβ ïðèäàäèì êîâàðèàíòíóþ ôîð-

ìó:

DαF
αβ = 4πjβ.

Çàïèøåì îïðåäåëåíèå êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé Dγ:

DγF
αβ = ∂γF

αβ + Γα
νγF

νβ + Γβ
νγF

αν.

Ñâîðà÷èâàÿ ïî γ = α, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ �äèâåðãåí-
öèè� îò òåíçîðà:

DαF
αβ = ∂αF

αβ+Γα
ναF

νβ+Γβ
ναF

αν = ∂αF
αβ+

∂αg

2g
F αβ =

1√
|g|

∂α(
√
|g|F αβ).

Ñâ¼ðòêà ñèììåòðè÷íîãî ïî íèæíèì èíäåêñàì ñèìâîëà Êðèñòîôôåëÿ ñ
àíòèñèììåòðè÷íûì òåíçîðîì ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ Γβ

ναF
αν = 0. Äëÿ

Γα
να ïîäñòàâëåíî âûðàæåíèå (5.17), ñòð. 92. Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèÿ Ìàêñ-

âåëëà èìåþò âèä:
1√
|g|

∂α(
√
|g|F αβ) = 4πjβ.

Ìîäóëü ó îïðåäåëèòåëÿ ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ïîñòàâëåí, òàê êàê îáû÷íî
â òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè îí îòðèöàòåëåí.

• H127 Êîâàðèàíòíûå óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè (ñòð.97)

Óìíîæèâ ïðàâóþ è ëåâóþ ÷àñòü ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ (l H126) íà√
|g| è âçÿâ ïðîèçâîäíóþ ïî ∂β, ïîëó÷àåì íîëü â ñèëó àíòèñèììåòðè÷-

íîñòè òåíçîðà F αβ è ïåðåñòàíîâî÷íîñòè ïðîèçâîäíûõ ∂α∂β:

∂α(
√

|g|jα) = 0.

Ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèå äëÿ êîâàðèàíòíîé äèâåðãåíöèè (5.18), ñòð. 93, ýòî
óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü â ÿâíî êîâàðèàíòíîì âèäå:

Dαj
α = 0.

Çàìåòèì, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, ñðàçó óìíîæèòü óðàâíåíèå DαF
αβ = 4πjβ

íà Dβ è ïðîâåñòè ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå âûâîäó óðàâíåíèÿ íåïðå-
ðûâíîñòè ∂αj

α èç ∂αF
αβ = 4πjβ, íåëüçÿ. Äåëî â òîì, ÷òî, êàê ìû óâèäèì

ïðè ââåäåíèè òåíçîðà êðèâèçíû, êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå, â îòëè÷èå
îò îáû÷íûõ, íå ïåðåñòàíîâî÷íû. Òåì íå ìåíåå â ñëó÷àå èõ ñâ¼ðòêè ñ àí-
òèñèììåòðè÷íûì òåíçîðîì îíè âñ¼ æå îêàçûâàþòñÿ êîììóòèðóþùèìè,
íî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ýòî íåîáõîäèìî òàê, êàê áûëî ïðîäåëàíî âûøå.
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Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ

• H128 Ãëàâíûå êðèâèçíû ñôåðû (ñòð. 104, 114)
Äëÿ ñôåðû r = a {sθcϕ, sθsϕ, cθ} íàõîäèì:

eθ =
∂r

∂θ
= a {cθ cϕ, cθ sϕ, −sθ}, eϕ =

∂r

∂ϕ
= a {−sθ sϕ, sθ cϕ, 0}.

Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð:

gij =

(
e2θ eθeϕ
eϕeθ e2ϕ

)
= a2

(
1 0
0 s2θ

)
.

Íàïðèìåð:

e2θ = a2 (c2θ c
2
ϕ + c2θ s

2
ϕ + s2θ) = a2 (c2θ (c

2
ϕ + s2ϕ) + s2θ) = a2 (c2θ + s2θ) = a2.

Âåêòîð íîðìàëè:

m =
eθ × eϕ√

g
=

a2

a2 sθ
det

 i j k
cθ cϕ cθ sϕ −sθ
−sθ sϕ sθ cϕ 0

 = {sθcϕ, sθsϕ, cθ}.

Âåêòîð íîðìàëè ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì ðàäèóñ-âåêòîðîì m = r/r. ßêî-
áèàí J =

√
g = a2sθ îáðàùàåòñÿ â íîëü ïðè θ = 0 è θ = π/2. Â ýòèõ

æå òî÷êàõ íå îïðåäåë¼í áàçèñíûé âåêòîð eϕ. Ãåîìåòðè÷åñêè ýòî ñâÿçàíî
ñ òåì, ÷òî, íàïðèìåð, ïðè θ = 0 èçìåíåíèå óãëà ϕ = 0 íå ïðèâîäèò ê
ïåðåìåùåíèþ ïî ïîâåðõíîñòè ñôåðû. Â äàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò òî÷êà
θ = 0 ïëîõî îïðåäåëåíà (êîîðäèíàòíàÿ îñîáåííîñòü) è ëó÷øå ñ÷èòàòü,
÷òî îíà �âûêîëîòà� (íå ïðèíàäëåæèò ñôåðå).
Âòîðûå ïðîèçâîäíûå êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ:

∂θeθ = a {−sθcϕ,−sθsϕ,−cθ} = −am, ∂ϕeϕ = a {−sθcϕ,−sθsϕ, 0},

∂θeϕ = ∂ϕeθ = a {−cθsϕ, cθcϕ, 0}.
Ïîýòîìó êîýôôèöèåíòû âòîðîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ðàâíû (i, j) = (θ, ϕ):

bij = m · ∂iej = a ·
(
−1 0
0 −s2θ

)
.

×òîáû íàéòè ãëàâíûå êðèâèçíû, ðåøèì óðàâíåíèå

det(B− kG) = det

(
−a− ka2 0

0 −as2θ − ka2s2θ

)
= a2s2θ(1 + ka)2 = 0.

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ãëàâíûå êðèâèçíû ñîâïàäàþò k1 = k2 = −1/a. Â
ðåçóëüòàòå ñðåäíÿÿ è ãàóññîâà êðèâèçíû ðàâíû:

k1 + k2
2

= −1

a
, k1k2 =

1

a2
.
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• H129 Äëèíà îêðóæíîñòè íà ñôåðå (ñòð.114)
Ðàñïîëîæèì öåíòð îêðóæíîñòè íà ñåâåðíîì ïîëþñå ñôåðû. Ïðè äàí-

íîì θ = const ýëåìåíò äëèíû îêðóæíîñòè ðàâåí:

dl =
√

(adθ)2 + (asθdϕ)2 = asθdϕ

Èíòåãðèðóÿ ïî óãëó ϕ, êîòîðûé èçìåíÿåòñÿ îò 0 äî 2π, ïîëó÷àåì äëèíó
îêðóæíîñòè íà ñôåðå:

L =

2π∫
0

asθ dϕ = 2πa sθ = 2πa sin
r

a
,

ãäå r = θ a - äëèíà äóãè íà ñôåðå, ñîîòâåòñòâóþùàÿ óãëó θ. Äëÿ âíóò-
ðåííåé ãåîìåòðèè íà ñôåðå r èìååò ñìûñë ðàäèóñ îêðóæíîñòè. Äëèíó
îêðóæíîñòè ìîæíî ïîëó÷èòü òàêæå èç ïðîñòûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðà-
æåíèé. Â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ðàäèóñ ýòîé îêðóæíîñòè ðàâåí a sin θ
(ñì. ðèñóíîê). Ïîýòîìó L = 2πa sin θ.
Ïëîùàäü êðóãà ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïîìîùè êîðíÿ èç îïðåäåëèòåëÿ ìåò-

ðè÷åñêîãî òåíçîðà
√
g = a2sθ ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî óãëàì:

S =

θ∫
0

2π∫
0

√
g dθdϕ =

θ∫
0

2π∫
0

a2sθ dθdϕ = −2πa2cθ

∣∣∣θ
0
= 2πa2

(
1− cos

r

a

)
.

Ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî θ ñîîòâåòñòâóþò äâèæåíèþ âäîëü ðàäèóñà
îêðóæíîñòè îò 0 äî θ = r/a. Ïëîùàäü îêðóæíîñòè äîñòèãàåò ìàêñèìóìà
ïðè ñëåäóþùåì r:

S ′(r) = 2πa sin
r

a
= 0 => r = 2πa,

èëè
Smax = 4πa2,

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïëîùàäè âñåãî øàðà.
Ñèíóñ è êîñèíóñ ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä Òåéëîðà: sin x = x−x3/6+...,

è cosx = 1− x2/2 + x4/24− ... Ïîýòîìó:

L ≈ 2πr

(
1− 1

6

r2

a2

)
, S ≈ πr2

(
1− 1

12

r2

a2

)
.

Â ÷àñòíîñòè, L2/S ≈ 4π − S/a2 < 4π.
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• H130 Ñòåðåîãðàôè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ ñôåðû (ñòð.114)
Èñïîëüçóÿ þæíûé ïîëþñ ñôåðû êàê öåíòð, ñïðîåêòèðóåì òî÷êó ñôåðû

íà ïëîñêîñòü, êàñàþùóþñÿ ñåâåðíîãî ïîëþñà:

Ñïðàâà íàðèñîâàí ÷åðò¼æ â ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç âåðòèêàëüíóþ
îñü è ïðîåêöèîííóþ ïðÿìóþ OP . Â ñèëó òîãî, ÷òî òðåóãîëüíèê NOP
ðàâíîáåäðåííûé, ïåðïåíäèêóëÿð OL ðàçäåëèò ñôåðè÷åñêèé óãîë θ ïî-
ïîëàì. Â ðåçóëüòàòå óãîë ÔNP ðàâåí (π/2)− θ/2. Óãîë N̂PS ÿâëÿåòñÿ

ïðÿìûì, ïîýòîìó N̂SP = θ/2.

r

2a
= tg

θ

2
, =>

dr

a
=

dθ

c2θ/2
.

Êðîìå ýòîãî, ó÷èòûâàÿ ôîðìóëó ñèíóñà äâîéíîãî óãëà è ñîîòíîøåíèå
1 + tg2 α = 1/c2α, ìîæíî çàïèñàòü:

sθ = 2sθ/2cθ/2 =
r

a
c2θ/2, 1 +

r2

4a2
=

1

c2θ/2
.

Ïîýòîìó:

dl2 = a2(dθ2 + s2θdϕ
2) =

dr2 + r2dϕ2[
1 + 1

4
r2

a2

]2 =
dx2 + dy2[

1 + 1
4
x2 + y2

a2

]2 .
Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ñîâåðøåí ïåðåõîä îò ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò ê äå-
êàðòîâûì íà êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè. Ðàññòîÿíèå ìîæíî çàïèñàòü â âåê-
òîðíîì âèäå x = {x, y}, ñïðàâåäëèâîì è äëÿ ïðîñòðàíñòâ ïðîèçâîëüíîé
ðàçìåðíîñòè n:

dl2 =
dx2[

1 + K
4

x2

a2

]2 .
Ïàðàìåòð K ââåäåí äëÿ îáùíîñòè. Åñëè K = 1, òî òàêàÿ ìåòðèêà îïè-
ñûâàåò ïðîñòðàíñòâà ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû (n-ìåðíàÿ ñôåðà). Åñëè
K = 0 � ýòî åâêëèäîâî ïëîñêîå ïðîñòðàíñòâî. Íàêîíåö, åñëè K = −1, òî
òàêîå ïðîñòðàíñòâî èìååò îòðèöàòåëüíóþ ïîñòîÿííóþ êðèâèçíó è íàçû-
âàåòñÿ (ïðîñòðàíñòâîì Ëîáà÷åâñêîãî).
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• H131 Êîîðäèíàòû Áåëüòðàìè (ñòð.114)

Ïðîåêöèÿ Áåëüòðàìè àíàëîãè÷íà ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè, íî ïðî-
èçâîäèòñÿ íå èç þæíîãî ïîëþñà, à èç öåíòðà ñôåðû (ëåâûé ðèñóíîê):

Èç ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ONP ′ èìååì:

r

a
= tg θ,

dr

a
=

dθ

c2θ
, 1 +

r2

a2
=

1

c2θ
.

Èñïîëüçóÿ ñôåðè÷åñêóþ ìåòðèêó, ïîëó÷àåì:

dl2 = a2 (dθ2 + s2θ dϕ
2) =

dr2

(1 + r2/a2)2
+

r2dϕ2

1 + r2/a2
.

Ê äåêàðòîâûì êîîðäèíàòàì íà ïëîñêîñòè ýòî âûðàæåíèå ìîæíî ïðèâå-
ñòè, åñëè äîáàâèòü è âû÷åñòü dr2 â ÷èñëèòåëå âòîðîé äðîáè:

dl2 =
dr2 + r2dϕ2

1 + r2/a2
− 1

a2
(rdr)2

(1 + r2/a2)2
.

Òàê êàê r =
√

x2 + y2, òî dr = (xdx+ydy)/r = (xdx)/r, è îêîí÷àòåëüíî:

dl2 =
dx2

1 + x2/a2
− (x dx)2/a2

(1 + x2/a2)2
.

Â ñëó÷àå 3-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ïðè ïîìîùè âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
ýòîé ìåòðèêå ìîæíî ïðèäàòü áîëåå êîìïàêòíûé âèä:

dl2 =
dx2 + [x× dx]2/a2

(1 + x2/a2)2
.

Ïðÿìîé îòðåçîê íà ñôåðå (êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷-
êàìè) âñåãäà ëåæèò íà áîëüøîì êðóãå ñôåðû. Îí ïîëó÷àåòñÿ ïðè ñå÷åíèè
ñôåðû ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð (ñì. âûøå ïðàâûé ðèñóíîê).
Â ñâîþ î÷åðåäü ýòà ïëîñêîñòü ïåðåñåêàåò êàñàòåëüíóþ ê ñåâåðíîìó ïîëþ-
ñó ïëîñêîñòü. Èõ ïåðåñå÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ, íà êîòîðóþ ïðîåöèðó-
åòñÿ ïðÿìàÿ íà ñôåðå. Òàêèì îáðàçîì, â êîîðäèíàòàõ Áåëüòðàìè ïðÿìàÿ
ñôåðû ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâîé ïðÿìîé â êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè. Ñôåðè÷å-
ñêèé òðåóãîëüíèê ïðîåöèðóåòñÿ â åâêëèäîâûé òðåóãîëüíèê, è ò.ä.
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• H132 Ñôåðè÷åñêàÿ òåîðåìà êîñèíóñîâ (ñòð. 114)

Ðàññìîòðèì ñôåðó åäèíè÷íîãî ðàäèóñà. Âûáåðåì äåêàðòîâû îñè êî-
îðäèíàò òàê, ÷òîáû òî÷êà C òðåóãîëüíèêà ABC íàõîäèëàñü íà îñè z, à
òî÷êà A � â ïëîñêîñòè (x, z):

Íàïðàâèì èç öåíòðà ñôåðû â âåðøèíû A,B,C òðè åäèíè÷íûõ âåêòîðà
ñ ïðîåêöèÿìè íà äåêàðòîâû îñè:

A = {sin b, 0, cos b}, B = {sin a cos γ, sin a sin γ, cos a}, C = {0, 0, 1},

ãäå a, γ � óãëû ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò äëÿ âåêòîðà B, b � óãîë
ìåæäó âåêòîðàìè A è C. Òàê êàê ñôåðà èìååò åäèíè÷íûé ðàäèóñ, óãëû
a, b ðàâíû äóãàì íà ñôåðå èëè äëèíàì ñòîðîí òðåóãîëüíèêà. Óãîë γ � ýòî
óãîë ïðè âåðøèíå C. Îí çàäà¼òñÿ ìåæäó äâóìÿ êàñàòåëüíûìè ê ñôåðå â
òî÷êå C âåêòîðàìè, íàïðàâëåííûìè âäîëü ñòîðîí òðåóãîëüíèêà.

Ïðè ïîìîùè êîìïîíåíò âåêòîðîâ A è B âû÷èñëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâå-
äåíèå: A ·B = cos c, ãäå c � òðåòüÿ ñòîðîíà ñôåðè÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà:

cos c = cos a cos b+ sin a sin b cos γ.

Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòîìòåîðåìû êîñèíóñîâ â ïëîñêîé òðè-
ãîíîìåòðèè. Åñëè òðåóãîëüíèê ìàëûé, òî cos a ≈ 1 − a2/2, sin a ≈ a, è
ò.ä. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ c2 = a2 + b2 − 2ab cos γ (åâêëèäîâà òåîðåìà
êîñèíóñîâ).

Ïîõîæèì îáðàçîì âûâîäèòñÿ ôîðìóëà äëÿ óãëîâ:

cosα = − cos β cos γ + sin β sin γ cos a,

íàçûâàåìàÿ âòîðîé òåîðåìîé êîñèíóñîâ.

Ïðîñòðàíñòâî íà ñôåðå îäíîðîäíî è èçîòðîïíî. Òðåóãîëüíèê ìîæåò
áûòü áåç èñêàæåíèé ïåðåíåñåí èëè ïîâ¼ðíóò. Ïîýòîìó ïîëó÷åííûå ñîîò-
íîøåíèÿ íå çàâèñÿò îò îðèåíòàöèè òðåóãîëüíèêà.

Âûøå ìû ïîëîæèëè ðàäèóñ ñôåðû ðàâíûì åäèíèöå R = 1. Äëÿ åãî
âîññòàíîâëåíèÿ â ôîðìóëàõ íåîáõîäèìî âñå âåëè÷èíû ðàçìåðíîñòè äëè-
íû ðàçäåëèòü íà R, íàïðèìåð, a 7→ a/R. Åñòåñòâåííî, óãëû � ýòî áåçðàç-
ìåðíûå âåëè÷èíû, è èõ äåëèòü íà R íå íàäî.
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• H133 Ñôåðè÷åñêèé ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê (ñòð. 114)
Èç òåîðåìû êîñèíóñîâ (l H132) äëÿ γ = π/2 èìååì òåîðåìó Ïèôàãîðà:

cos c = cos a cos b.

Ïåðåîáîçíà÷àÿ ñòîðîíû è óãëû â òåîðåìå êîñèíóñîâ, çàïèøåì:

cos a = cos c cos b+ sin c sin b cosα.

Ïîäñòàâëÿÿ èç �òåîðåìû Ïèôàãîðà� cos a = cos c/ cos b, ïîëó÷àåì:

sin c sin b cosα =
cos c (1− cos2 b)

cos b
=

cos c sin2 b

cos b
,

îòêóäà �ïðîåêöèÿ ãèïîòåíóçû�: tg b = tg c cosα. Âûðàæàÿ êîñèíóñ ÷åðåç
ñèíóñ, èìååì sin a = sin c sinα. Çàïèøåì òåïåðü ïðîåêöèè ãèïîòåíóçû íà
êàòåòû:

tgα =
sinα

cosα
=

sin a/ sin c

tg a / tg c
=

cos a

cos c
.

Ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ ñôåðè÷åñêóþ òåîðåìó Ïèôàãîðà, èìååì:

tgα tg β =
cos a cos b

cos2 c
=

cos c

cos2 c
=

1

cos c
.

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:

tg b = tg c cosα, sin a = sin c sinα, cos c = ctgα ctg β.

Èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ñôåðè÷åñêèé ïðÿìîóãîëüíûé
òðåóãîëüíèê ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè äâóìÿ óãëàìè.

• H134 Ñôåðè÷åñêàÿ òåîðåìà ñèíóñîâ (ñòð. 114)

Â ïðîèçâîëüíîì òðåóãîëüíèêå ïðîâåä¼ì ïðÿìóþ CD, ïåðïåíäèêóëÿð-
íóþ ñòîðîíå AB, è âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèÿìè äëÿ äâóõ ïðÿìîóãîëü-
íûõ òðåóãîëüíèêîâ CDA è CDB:

sin d = sin b sinα,

sin d = sin a sin β.

Ðàçäåëèâ îäíî óðàâíåíèå íà äðóãîå, ïîëó÷àåì òåîðåìó ñèíóñîâ:

sin a

sinα
=

sin b

sin β
=

sin c

sin γ
.



210

• H135 Îòðåçîê íà ñôåðå (ñòð.114)
Ïóñòü äâå òî÷êè íà ñôåðå èìåþò êîîðäèíàòû r1 è r2. Äëèíû ýòèõ âåê-

òîðîâ ðàâíû ðàäèóñó ñôåðû a, à óãîë ìåæäó íèìè � β. Ïðîâåä¼ì ÷åðåç
âåêòîðû r1, r2 ïëîñêîñòü. Îíà ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð ñôåðû è ïåðåñåêà-
åòñÿ ñ ïîâåðõíîñòüþ ñôåðû ïî ëèíèè êðàò÷àéøåãî ðàññòîÿíèÿ. Ââåä¼ì
åäèíè÷íûé âåêòîð, ïåðïåíäèêóëÿðíûé ê ýòîé ïëîñêîñòè:

n =
r1 × r2
a2sβ

.

Âîêðóã ýòîãî âåêòîðà, îñòàâàÿñü âñ¼ âðåìÿ â ïëîñêîñòè, ìîæíî ïîâåðíóòü
r1 â ñòîðîíó r2 íà óãîë α (ñòð. 59):

r = r1 cosα+ [n× r1] sinα.

ãäå ó÷òåíî, ÷òî n ïåðïåíäèêóëÿðíî ê r1. Ïîäñòàâëÿÿ n, ðàñêðûâàÿ äâîé-
íîå âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå ïðè ïîìîùè ôîðìóëû �áàö ìèíóñ öàá� è
ó÷èòûâàÿ sβcα − cβsα = sβ−α, ïîëó÷àåì:

r = r1
sβ−α

sβ
+ r2

sα
sβ

.

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî óãîë α = 0 ñîîòâåòñòâóåò íà÷àëüíîìó ïîëîæå-
íèþ íà ñôåðå r = r1, à ïðè α = β � êîíå÷íîìó r = r2. Ïðè ýòîì äëèíà
âåêòîðà îñòà¼òñÿ íåèçìåííîé r2 = r21 = r22 = a2.
×òîáû â ÿâíîì âèäå çàïèñàòü èçìåíåíèå êîîðäèíàò θ, ϕ ïðè ïåðåìå-

ùåíèè âäîëü îòðåçêà ïðÿìîé, íåîáõîäèìî ïðåäñòàâèòü êîìïîíåíòû âåê-
òîðîâ â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò:

r1 = a {sθ1cϕ1
, sθ1sϕ1

, cθ1}, r2 = a {sθ2cϕ2
, sθ2sϕ2

, cθ2}

Êîñèíóñ óãëà β ìåæäó âåêòîðàìè ðàâåí:

cβ = sθ1cϕ1
sθ2cϕ2

+ sθ1sϕ1
sθ2sϕ2

+ cθ1cθ2.

Êîîðäèíàòû òî÷åê îòðåçêà íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèé (tg ϕ = y/x, cθ =
z/a):

tg ϕ =
sθ1sϕ1

sβ−α + sθ2sϕ2
sα

sθ1cϕ1
sβ−α + sθ2cϕ2

sα
, cθ =

cθ1sβ−α + cθ2sα
sβ

.

Çàäàâ êîîðäèíàòû íà ñôåðå íà÷àëüíîé òî÷êè îòðåçêà (θ1, ϕ1) è êîíå÷íîé
(θ2, ϕ2), èçìåíÿÿ óãîë α îò 0 äî β, ìû ïîëó÷èì âñå òî÷êè îòðåçêà ïî
êðàò÷àéøåìó ðàññòîÿíèþ ìåæäó òî÷êàìè.
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• H136 Ãåîìåòðèÿ öèëèíäðà (ñòð. 114)
Ðàññìîòðèì öèëèíäð, îñü ñèììåòðèè êîòîðîãî íàïðàâëåíà âäîëü îñè z

äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ïðîñòåéøàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ öèëèíäðà
ïîëó÷àåòñÿ â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ ïîñòîÿííûì ðàäèóñîì
r = a, ïîýòîìó

r = {a cϕ, a sϕ, z},

eϕ = {−a sϕ, a cϕ, 0},
ez = {0, 0, 1}.

Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð (i, j) = (ϕ, z):

gij =

(
a2 0
0 1

)
, g = a2, dl2 = (adϕ)2 + dz2.

Çàìåòèì, ÷òî ðàññòîÿíèå íà ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðå-
îáîçíà÷åíèÿ êîîðäèíàò èìååò åâêëèäîâûé âèä.
Âåêòîð íîðìàëè ïåðïåíäèêóëÿðåí îñè z:

m =
eϕ × ez√

g
= {cϕ, sϕ, 0}.

Âòîðûå ïðîèçâîäíûå êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ:

∂ϕeϕ = {−a cϕ,−a sϕ, 0} = −am, ∂ϕez = {0, 0, 0},
∂zeϕ = {0, 0, 0}, ∂zez = {0, 0, 0}.

Ïîýòîìó êîýôôèöèåíòû âòîðîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ðàâíû:

bij = m · ∂iej =
(
−a 0
0 0

)
.

×òîáû íàéòè ãëàâíûå êðèâèçíû, ðåøèì óðàâíåíèå

det(B− kG) = det

(
−a− ka2 0

0 −k

)
= ak(1 + ka) = 0.

Ïîýòîìó ãëàâíûå êðèâèçíû ðàâíû: k1 = 0, k2 = −1/a. Ñðåäíÿÿ è ãàóñ-
ñîâà êðèâèçíû ðàâíû:

k1 + k2
2

= − 1

2a
, K = k1k2 = 0.

Ðàâåíñòâî íóëþ ãàóññîâîé êðèâèçíû ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî öèëèíäð ìîæ-
íî, ðàçðåçàâ, áåç èñêàæåíèé êîîðäèíàòíîé ñåòêè, íàíåñåííîé íà ïîâåðõ-
íîñòü, ðàçâåðíóòü â ïëîñêîñòü. Îá ýòîì æå ñâèäåòåëüñòâóåò è åâêëèäîâûé
õàðàêòåð ìåòðèêè öèëèíäðà.
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• H137 Ôîðìû äëÿ ïîâåðõíîñòè r = {x, y, f(x, y)} (ñòð.114)

Êàñàòåëüíûå âåêòîðû:

ex = {1, 0, fx}, ey = {0, 1, fy}.

Ìåòðèêà:

gij =

(
1 + f 2

x fxfy
fxfy 1 + f 2

y

)
, g = 1 + f 2

x + f 2
y .

Âåêòîð íîðìàëè:

m =
ex × ey√

g
=

{−fx, −fy, 1}√
1 + f 2

x + f 2
y

.

Âòîðûå ïðîèçâîäíûå êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ:

∂xex = {0, 0, fxx}, ∂xey = {0, 0, fxy}
∂yex = {0, 0, fxy}, ∂yey = {0, 0, fyy}.

Ïîýòîìó êîýôôèöèåíòû âòîðîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû:

bij = m · ∂iej =
1√

1 + f 2
x + f 2

y

(
fxx fxy
fxy fyy

)
.

Â îòëè÷èå îò ñôåðè÷åñêîé è öèëèíäðè÷åñêîé ìåòðèê â îðòîãîíàëüíûõ
êîîðäèíàòàõ, ìåòðèêà è âòîðàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìû â îáùåì ñëó÷àå íå
ÿâëÿþòñÿ äèàãîíàëüíûìè ìàòðèöàìè.

• H138 Ãàóññîâà êðèâèçíà ÷åðåç îïðåäåëèòåëè (ñòð.114)

Òàê êàê ãëàâíûå êðèâèçíû k1, k2, ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíè-
ÿìè ìàòðèöû G−1B, à îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ å¼
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, äëÿ ãàóññîâîé êðèâèçíû ìîæíî íàïèñàòü:

K = k1k2 = det(G−1B) =
detB

detG
=

b11b22 − (b12)
2

g11g22 − (g12)2
.

Ýòî ñîîòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Ãàóññà.

Â ñëó÷àå ïîâåðõíîñòè, çàäàâàåìîé ôóíêöèåé z = f(x, y) (âûñîòà ïî-
âåðõíîñòè íàä ïëîñêîñòüþ (x, y)), èìååì:

K =
fxxfyy − f 2

xy

(1 + f 2
x + f 2

y )
2
.



H: ÏÎÌÎÙÜ 213

• H139 Ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ (ñòð.114)
Äëÿ ïîâåðõíîñòè r = r(ϕ, z) = {f(z) cosϕ, f(z) sinϕ, z} íàõîäèì:

eϕ = {−f sϕ, f cϕ, 0}, ez = {f ′ cϕ, f ′ sϕ, 1}.

Ìåòðèêà è âåêòîð íîðìàëè:

gij =

(
f 2 0
0 1 + f ′2

)
, g = f 2 (1+f ′2), m =

eϕ × ez√
g

=
{cϕ, sϕ,−f ′}√

1 + f ′2
.

Âòîðûå ïðîèçâîäíûå êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ:

∂ϕeϕ = {−f cϕ,−f sϕ, 0}, ∂ϕez = {−f ′ sϕ, f ′ cϕ, 0},
∂zeϕ = {−f ′ sϕ, f ′ cϕ, 0}, ∂zez = { f ′′ cϕ, f ′′ sϕ, 0}.

Ïîýòîìó êîýôôèöèåíòû âòîðîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû:

bij = m · ∂iej =
1√

1 + f ′2

(
−f 0
0 f ′′

)
.

• H140 Ãëàâíûå êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ (ñòð.114)
Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ:

det(B− kG) =

[
− f√

1 + f ′2
− kf 2

][
f ′′√
1 + f ′2

− k(1 + f ′2)

]
= 0

äà¼ò ãëàâíûå êðèâèçíû:

k1 = − 1

f
√
1 + f ′2

, k2 =
f ′′

(1 + f ′2)3/2
.

Ñðåäíÿÿ è ãàóññîâà êðèâèçíà ðàâíû:

k1 + k2
2

= −1 + f ′2 − ff ′′

2f(1 + f ′2)3/2
, K = k1k2 = − f ′′/f

(1 + f ′2)2
.

Ãàóññîâà êðèâèçíà áóäåò ðàâíà íóëþ K = 0, åñëè f ′′ = 0, ÷òî ñîîòâåò-
ñòâóåò âðàùåíèþ ïðÿìîé ïàðàëëåëüíîé îñè z. Ýòî öèëèíäð. Ðàâåíñòâî
íóëþ ñðåäíåé êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ:

1+f ′2−ff ′′ = 0 =>
f ′f ′′

1 + f ′2 =
f ′

f
=>

1

2
ln(1+f ′2) = ln

f

a
,

ãäå a = const. Âûðàæàÿ f ′ è èíòåãðèðóÿ åù¼ ðàç, ïîëó÷àåì:

df√
f2

a2 − 1
= dz => ln

(f
a
+

√
f 2

a2
− 1
)
=

z

a
=> f(z) = a ch

z

a
,

ãäå îïóùåíà êîíñòàíòà ñìåùåíèÿ ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ ïàðàëëåëüíî îñè
âðàùåíèÿ. Ïîëó÷åííàÿ ïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ êàòåíîèäîì.
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• H141 Ïàðàìåòðèçàöèÿ òîðà (ñòð.115)

Ïîâåðõíîñòü òîðà ïîëó÷àåòñÿ âðàùåíèåì îêðóæíîñòè ðàäèóñà b âî-
êðóã âåðòèêàëüíîé îñè, îò êîòîðîé öåíòð ýòîé îêðóæíîñòè óäàë¼í íà
ðàññòîÿíèå a. Òî÷êà íà îêðóæíîñòè ðàäèóñà b ïðîåöèðóåòñÿ íà ýòîò ðà-
äèóñ, óäëèíÿÿ (èëè óêîðà÷èâàÿ åãî), òàê ÷òî ðàññòîÿíèå ïðîåêöèè îò
öåíòðà ðàâíî a+ bsθ (ñì. òðåòèé ðèñóíîê òîðà â ñå÷åíèè):

Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâà ïàðàìåòðèçàöèÿ (0 6 θ < 2π, 0 6 ϕ < 2π):

r = r(θ, ϕ) = {(a+ bsθ)cϕ, (a+ bsθ)sϕ, bcθ}.

Åñëè a = 0, òî ïîëó÷àåòñÿ ñôåðà ðàäèóñà b, êîòîðàÿ òàêæå ìîæåò áûòü
ïîëó÷åíà âðàùåíèåì îêðóæíîñòè âîêðóã å¼ öåíòðà. Äëÿ òîðà äàëåå áóäåì
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî a > b, ò.å. ó áóáëèêà åñòü äûðêà.

Áåðÿ ïðîèçâîäíûå ïî θ è ϕ, ïîëó÷àåì êàñàòåëüíûå âåêòîðû:

eθ = {bcθcϕ, bcθsϕ, −bsθ}, eϕ = {−(a+ bsθ)sϕ, (a+ bsθ)cϕ, 0}.

Îíè ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåìó ìåòðè÷åñêîìó òåíçîðó è ðàññòîÿíèþ íà
òîðå:

gij =

(
b2 0
0 (a+ bsθ)

2

)
, ds2 = b2 dθ2 + (a+ bsθ)

2 dϕ2.

Âû÷èñëÿÿ îïðåäåëèòåëü ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà g = b2 (a + bsθ)
2, âèäèì,

÷òî ïðè a > b êîîðäèíàòíûõ îñîáåííîñòåé íà òîðå íåò. Âåêòîð íîðìàëè
ðàâåí:

m =
eθ × eϕ√

g
= {sθcϕ, sθsϕ, cθ}.

Ýòîò âåêòîð, êàê è â ñëó÷àå ñôåðû, ñìîòðèò íàðóæó èç òîðà, îñòàâà-
ÿñü ïåðïåíäèêóëÿðíûì åãî ïîâåðõíîñòè. Íàïðèìåð, êîãäà θ = 0: m =
{0, 0, 1}, ò.å. â âåðõíèõ òî÷êàõ òîðà íîðìàëü íàïðàâëåíà ïî îñè z. Ïðè
θ = π/2: m = {cϕ, sϕ, 0} ëåæèò â ïëîñêîñòè (x, y) è íàïðàâëåí ðàäèàëüíî
îò îñè ñèììåòðèè, è ò.ä.
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• H142 Êðèâèçíû òîðà (ñòð.115)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ 2-é êâàäðàòè÷íîé ôîðìû òîðà íàéä¼ì ïðîèçâîäíûå
âåêòîðîâ êàñàòåëüíîãî áàçèñà:

∂θeθ = {−bsθcϕ,−bsθsϕ,−bcθ}, ∂θeϕ = {−bcθsϕ, bcθcϕ, 0},
∂ϕeθ = {−bcθsϕ, bcθcϕ, 0}, ∂ϕeϕ = {−(a+ bsθ)cϕ,−(a+ bsθ)sϕ, 0}

Ïîýòîìó êîýôôèöèåíòû âòîðîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ðàâíû:

bij = m · ∂iej =
(
−b 0
0 −(a+ bsθ)sθ

)
.

Ïðè a = 0 êîýôôèöèåíòû bij ïåðåõîäÿò âî âòîðóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó
íà ñôåðå.

Ðåøàÿ óðàâíåíèå:

det(B− kG) = det

(
−b− kb2 0

0 −(a+ bsθ)sθ − k(a+ bsθ)
2

)
= 0,

èëè

(1 + kb) (sθ + k(a+ bsθ)) = 0,

ïîëó÷àåì:

k1 = −1

b
, k2 = − sθ

a+ bsθ
.

Åñëè a = 0, òî ãëàâíûå êðèâèçíû ñîâïàäàþò (òîð ïåðåõîäèò â ñôåðó).

Ñðåäíÿÿ è ãàóññîâà êðèâèçíû ðàâíû:

k1 + k2
2

= − bsθ + a/2

b (a+ bsθ)
, K = k1k2 =

sθ
b (a+ bsθ)

.

Â âåðõíåé è íèæíåé ÷àñòè òîðà (θ = 0 è θ = π) ãàóññîâà êðèâèçíà
ðàâíà íóëþ. Íà âíóòðåííåé ñòîðîíå òîðà íà îñè (θ = −π/2) êðèâèçíà
ïî ìîäóëþ ìàêñèìàëüíà K = −1/(ab − b2). Íà âíåøíåé ñòîðîíå òîðà
(θ = π/2) ãàóññîâà êðèâèçíà ïîëîæèòåëüíà è ðàâíà K = 1/(ab+ b2).

Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè òîðà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

S =

2π∫
0

2π∫
0

√
gdθdϕ =

2π∫
0

2π∫
0

b(a+ b cos θ)dθdϕ = (2π)2ab.

Èíòåãðàë îò êîñèíóñà ïî åãî ïåðèîäó (îò 0 äî 2π ) ðàâåí íóëþ. Îáðàòèì
âíèìàíèå, ÷òî óãîë θ äëÿ ïîêðûòèÿ âñåé ïîâåðõíîñòè òîðà ïðîáåãàåò
äèàïàçîí îò 0 äî 2π.
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• H143 Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (ñòð.115)
Ââåä¼ì íà êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè îðòîíîðìèðîâàííûå âåêòîðû äåêàð-

òîâîãî áàçèñà ij = ekHkj, ðàçëîæèâ èõ ïî êàñàòåëüíîìó áàçèñó.

δij = iiij = ekHki · epHpj = (HT ·G·H)ij = 1ij,

ãäåG � ìàòðèöà òåíçîðà gkp = ek ·ep. Ïóñòü äåêàðòîâû êîîðäèíàòû òî÷êè
íà ïëîñêîñòè x = (x, y), à å¼ æå êîñîóãîëüíûå êîîðäèíàòû q = (q1, q2).
Ïîäñòàâëÿÿ â qjej = xiii ðàçëîæåíèå ii = ejHji, ïîëó÷àåì qj = Hjixi
èëè q = H · x. Ïîýòîìó â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ ðàññòîÿíèå z ðàâíî
(îïóñêàåì äëÿ êðàòêîñòè q̄i è îáîçíà÷àåì Bij = m∂iej):

z =
1

2
qT ·B · q =

1

2
xT ·HTBH · x.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîëó÷åíèÿ ãëàâíûõ êðèâèçí äèàãîíàëèçàöèè äîëæ-
íà ïîäâåðãàòüñÿ ìàòðèöà HTBH. Çàïèøåì å¼ óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ k è âåêòîðà ξ, óìíîæèâ åãî ñëåâà íà ìàòðèöó H:

HTBH · ξ = k ξ => HHTB · (Hξ) = k (Hξ).

Ñ÷èòàÿ òåïåðüHξ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè è ó÷èòûâàÿ, ÷òîHHT = G−1

(l H54), ïîëó÷èì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå det(G−1B − k1) = 0
äëÿ îïðåäåëåíèÿ ãëàâíûõ êðèâèçí k1 è k2, èëè â ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå:

det(B− kG) = 0,

ãäå îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ óìíîæåíû íà g = detG > 0 è ó÷òåíî, ÷òî
ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëèòåëåé ðàâíî îïðåäåëèòåëþ ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö.

• H144 Ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà â 2-õ èçìåðåíèÿõ (ñòð.115)
Ïî îïðåäåëåíèþ ñêàëÿðíîé êðèâèçíû èìååì:

R = gipgjr Rij, pr

= g11gjr R1j,1r + g12gjr R1j,2r + g21gjr R2j,1r + g22gjr R2j,2r

= g11g22R12,12 + g12g21R12,21 + g21g12R21,12 + g22g11R21,21,

ãäå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ñðàçó îïóùåíû íóëåâûå êîìïîíåíòû òåíçîðà
êðèâèçíû (ïî i, j è p, q òåíçîð àíòèñèììåòðè÷åí, ïîýòîìó R11,22 = 0, è
ò.ä.). Ïåðåñòàâëÿÿ èíäåêñû, ñ ó÷¼òîì ñâîéñòâ ñèììåòðèè òåíçîðà êðèâèç-
íû ïîëó÷àåì:

R = 2(g11g22 − g12g21)R12,12 = 2(det gjj)R12,12 =
2R12,12

det gij
=

2R12,12

g
.
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• H145 Íåçàâèñèìûå êîìïîíåíòû òåíçîðà êðèâèçíû (ñòð.115)
Òàê êàê ïî èíäåêñàì (i, j) è (p, r) òåíçîð êðèâèçíû Rij,pr àíòèñèììåò-

ðè÷åí, ýòè èíäåêñû íå ìîãóò ñîâïàäàòü. Â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå êàæäàÿ
ïàðà èíäåêñîâ ìîæåò ðàâíÿòüñÿ (12), (13), (23) è âñåì èõ àíòèñèììåòðè÷-
íûì ïåðåñòàíîâêàì. Òàê êàê ïðè ïåðåñòàíîâêå ïàð èíäåêñîâ òåíçîð íå
ìåíÿåòñÿ, âñåãî âîçìîæíî 6 íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò:

R12,12 R12,13 R12,23

R13,13 R13,23

R23,23

Îíè óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ ïàð èíäåêñîâ. Òîæäåñòâî ñ öèêëè÷å-
ñêîé ïåðåñòàíîâêîé èíäåêñîâ íå äîáàâëÿåò ñâÿçåé, òàê êàê âñå òðè åãî
ñëàãàåìûõ òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ (îäèíàêîâûå èíäåêñû).
Âûïèñàííûå 6-òü êîìïîíåíò Rij, pr ñâÿçàíû ñ 6-þ êîìïîíåíòàìè ñèì-

ìåòðè÷íîãî òåíçîðà Ðè÷÷è Rij. Ïîâîðîòîì êîîðäèíàòíûõ îñåé ñèììåò-
ðè÷íûé òåíçîð âñåãäà ìîæíî ïðèâåñòè ê ãëàâíûì îñÿì ñ 3-ìÿ ñîáñòâåí-
íûìè çíà÷åíèÿìè íà äèàãîíàëè. Ïîýòîìó â 3-ìåðèè òåíçîð êðèâèçíû
ïðîñòðàíñòâà îïðåäåëÿåòñÿ 3-ìÿ íåçàâèñèìûìè âåëè÷èíàìè.
Àíàëîãè÷íî ïðîèñõîäèò ïîäñ÷¼ò â 4-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (èíäåêñû

ñ íóëÿ). Ñ ó÷¼òîì ñâîéñòâ àíòèñèììåòðèè ïî ïàðàì èíäåêñàì ñëåâà è
ñïðàâà îò çàïÿòîé è ñèììåòðè÷íîñòè ïðè ïåðåñòàíîâêå ïàð èìååì:

R01,01 R01,02 R01,03 R01,12 R01,13 R01,23

R02,02 R02,03 R02,12 R02,13 R02,23

R03,03 R03,12 R03,13 R03,23

R12,12 R12,13 R12,23

R13,13 R13,23

R23,23

Ïîëó÷èëàñü 21-à êîìïîíåíòà. Îäíàêî, â ñèëó òîæäåñòâà ñ öèêëè÷åñêîé
ïåðåñòàíîâêîé èíäåêñîâ (ñòð.112), ñóùåñòâóåò åù¼ îäíà ñâÿçü:

R01,23 +R03,12 +R02,31 = 0.

Ïîýòîìó íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò â 4-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå áóäåò 20 øòóê.
Íà ñàìîì äåëå ñâÿçåé, îãðàíè÷èâàþùèõ êîìïîíåíòû òåíçîðà êðèâèç-

íû, åù¼ áîëüøå. Â ñëó÷àå ñèììåòðè÷íûõ ñâÿçíîñòåé îí ïîëíîñòüþ îïðå-
äåëÿåòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà, êîòîðûõ â n−ìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå, ñ ó÷åòîì ñèììåòðèè, áóäåò (n2 + n)/2, à â 4-ìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå, ñîîòâåòñòâåííî, 10. Åñëè ãåîìåòðèÿ ïðîñòðàíñòâà îáëàäàåò äî-
ñòàòî÷íî âûñîêîé ñèììåòðèåé, ìîæíî âûáðàòü ñèñòåìó êîîðäèíàò, â êî-
òîðîé òåíçîð gij áóäåò äèàãîíàëåí (â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ýòî ìîæíî
ñäåëàòü âñåãäà). Òîãäà êðèâèçíà îïðåäåëÿåòñÿ 4 êîìïîíåíòàìè gij.



218

• H146 Äåðèâàöèîííûå ôîðìóëû (ñòð.115)
Íåïàðàëëåëüíûå êàñàòåëüíûå âåêòîðû e1 è e2 âìåñòå ñ îðòîãîíàëüíûì

âåêòîðîì íîðìàëè m îáðàçóþò òðîéêó ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ,
êîòîðûå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê áàçèñ â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ðàç-
ëîæåíèå ïðîèçâîäíûõ âåêòîðîâ (e1, e2,m) ïî ýòîìó áàçèñó íàçûâàåòñÿ
äåðèâàöèîííûìè ôîðìóëàìè è âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∂iej = Γp
ji ep + bij m, ∂im = −b p

i ep.

ãäå ñóììà ïî p îò 1 äî 2. Âåêòîð íîðìàëè m2 = 1 åäèíè÷åí, ò.å. îí
îðòîãîíàëåí ñâîèì ïðîèçâîäíûì: m∂im = 0, è ∂im ëåæèò â ïëîñêîñòè
âåêòîðîâ e1 è e2. Òàê êàê gij = eiej, èmei = 0, òî êîýôôèöèåíòû ðàâíû:

ek · ∂iej = gkp Γ
p
ji = Γk, ji, m · ∂iej = bij, ei · ∂jm = −b p

j gpi.

Àíàëîãè÷íî âû÷èñëåíèÿì äëÿ êðèâîëèíåéíîãî áàçèñà, èç gij = eiej ïî-
ëó÷àåòñÿ âûðàæåíèå äëÿ 2-ìåðíûõ ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ ïîâåðõíîñòè
(5.3), ñòð. 83. Òàê êàê mej = 0, òî ej∂im = −m∂iej, òî êîýôôèöèåíòû
b p
i ðàâíû: bij = b p

i gpj, èëè b p
i = bijg

jp.

• H147 Ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà è êðèâèçíà Ãàóññà (ñòð.115)
Â äàííîé òî÷êå ïîâåðõíîñòè âûáåðåì ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê, ÷òî ïëîñ-

êîñòü (x, y) êàñàåòñÿ ýòîé òî÷êè, à ïîâåðõíîñòü çàäàíà ôóíêöèåé z =
f(x, y). Ìåòðè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû è êðèâèçíà Ãàóññà ðàâíû (ñòð. 212):

gij =

(
1 + f 2

x fxfy
fxfy 1 + f 2

y

)
, K =

fxxfyy − f 2
xy

(1 + f 2
x + f 2

y )
2
.

Òàê êàê ïëîñêîñòü êàñàåòñÿ ïîâåðõíîñòè, ïåðâûå ïðîèçâîäíûå â òî÷êå
êàñàíèÿ ðàâíû íóëþ f ′

x = f ′
y = 0. Ñîîòâåòñòâåííî, ∂kgij â òî÷êå êàñà-

íèÿ òàêæå áóäóò ðàâíû íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíû íóëþ è ñèìâîëû
Êðèñòîôôåëÿ (íî íå èõ ïðîèçâîäíûå!).
Âîñïîëüçóåìñÿ âûðàæåíèåì Rij,pr ÷åðåç 2-å ïðîèçâîäíûå îò ìåòðè÷å-

ñêîãî òåíçîðà (ñòð. 112) ñ íóëåâûìè ñèìâîëàìè Êðèñòîôôåëÿ:

R12, 12 =
1

2
[2∂1∂2g12 − ∂2∂2g11 − ∂1∂1g22] =

1

2
[2(fxfy)xy − (f 2

x)yy − (f 2
y )xx].

Ðàñêðûâàÿ âòîðûå ïðîèçâîäíûå îò ïðîèçâåäåíèÿ, ïîëó÷àåì:

R12, 12 = fxxfyy − f 2
xy.

Òàêèì îáðàçîì, â òî÷êå êàñàíèÿ ïëîñêîñòè (x, y) ïîëó÷àåì R12,12 = K.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà ðàâíà R = 2R12,12/g, ïðèõîäèì ê
ñîîòíîøåíèþ R = 2K. Òàê êàê R è K ÿâëÿþòñÿ ñêàëÿðàìè, îíî áóäåò
ñïðàâåäëèâî â ëþáîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ïî õàðàêòåðèñòèêå Ãàóññà � ýòî
ñîîòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ �áëèñòàòåëüíîé òåîðåìîé� (theorema egregium).
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• H148 Ñâÿçíîñòü è êðèâèçíà 2-ñôåðû (ñòð.115)

Âîñïîëüçóåìñÿ êàñàòåëüíûìè âåêòîðàìè è èõ ïðîèçâîäíûìè, ïîëó÷åí-
íûìè â çàäà÷å (l H128), a = 1:

eθ = {cθ cϕ, cθ sϕ, −sθ}, eϕ = {−sθ sϕ, sθ cϕ, 0},
∂θeθ = {−sθcϕ,−sθsϕ,−cθ}, ∂θeϕ = {−cθsϕ, cθcϕ, 0},
∂ϕeθ = {−cθsϕ, cθcϕ, 0}, ∂ϕeϕ = {−sθcϕ,−sθsϕ, 0}.

Ïîäñòàâëÿÿ èõ â îïðåäåëåíèå Γk, ij = ek∂jei, ïîëó÷àåì òîëüêî 3 îòëè÷íûõ
îò íóëÿ ñèìâîëà Êðèñòîôôåëÿ qi = {θ, ϕ}:

Γ1, 22 = −sθcθ, Γ2, 12 = Γ2, 21 = sθcθ.

Ïîäíÿòèå èíäåêñîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè îáðàòíîãî ìåòðè÷åñêîãî
òåíçîðà: g11 = 1, g11 = 1/s2θ, ïîýòîìó:

Γ1
22 = −sθcθ, Γ2

12 = Γ2
21 =

cθ
sθ
.

Âòîðîé, áîëåå áûñòðûé ñïîñîá îñíîâàí íà ôóíêöèè Ëàãðàíæà (ñòð. 90)
ñ u2 = θ̇2 + s2θ ϕ̇

2. Êîìïîíåíòû óñêîðåíèÿ ðàâíû:

aθ = θ̈ − sθcθ ϕ̇
2, aϕ = s2θ ϕ̈+ 2 sθcθ θ̇ϕ̇,

îòêóäà ñðàçó ïîëó÷àþòñÿ íåíóëåâûå Γk,ij.

Òåíçîð êðèâèçíû: R1
2,12 = ∂1Γ

1
22−∂2Γ

1
21+Γ1

k1Γ
k
22−Γ1

k2Γ
k
21 = s2θ. Ïîýòîìó

R = 2R12,12/g = 2R1
2,12/g = 2 = const.

• H149 Ãåîäåçè÷åñêèå íà ñôåðå (ñòð.115)

Ïðè ïîìîùè ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è çàïèøåì:

θ′′ − sθcθϕ
′2 = 0, ϕ′′ + 2

cθ
sθ

θ′ϕ′ = 0.

Âòîðîå óðàâíåíèå ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ ϕ′ = α/s2θ, ãäå α = const. Ïîýòîìó
ïåðâîå óðàâíåíèå èìååò âèä:

θ′′ = α2 cθ
s3θ

=> θ′2 = β − α2

s2θ
,

ãäå èíòåãðèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ óìíîæåíèåì ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè íà θ′.
Ýêâàòîð ñôåðû ñîîòâåòñòâóåò θ = π/2, ϕ = s/a. Ìåðèäèàí: ϕ = const,
θ = s/2. Ìàëûé êðóã θ = const ̸= π/2 ãåîäåçè÷åñêîé íå ÿâëÿåòñÿ.

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷åííûå â çàäà÷å (l H135),
ñòð. 210, òàêæå óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ ãåîäåçè÷åñêîé.
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• H150 Ìåòðèêà n-ìåðíîé ñôåðû (ñòð.115)
Áóäåì ïðè ïîìîùè âåêòîðîâ îáîçíà÷àòü ñóììèðîâàíèå ïî n êîîðäè-

íàòàì x2 = x21 + ... + x2n è íå áóäåì ðàçëè÷àòü äëÿ êîîðäèíàò âåðõíèå è
íèæíèå èíäåêñû, ò.å. xk = xk. Äèôôåðåíöèðóÿ óðàâíåíèå ñôåðû, èìååì:

x2n+1 = a2 − x2 => xn+1 dxn+1 = −x dx.

Ïîäñòàâëÿÿ dxn+1 â ìåòðèêó n + 1 ìåðíîãî åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà,
ïîëó÷àåì:

dl2 = dx2 + dx2n+1 = dx2 +
(x dx)2

x2n+1

= dx2 +
(x dx)2

a2 − x2
.

Ïîýòîìó:

gij = δij +
xixj

a2 − x2
.

Îáðàòíûé òåíçîð áóäåì èñêàòü â âèäå:

gij = δij + xixj A

Òàê êàê gij è gij ÿâëÿþòñÿ îáðàòíûìè, èìååì:

δij = gikgkj =
(
δik + xixk A

)(
δkj + xkxj/(a

2 − x2)
)
,

ïåðåìíîæàÿ ñêîáêè, ïîëó÷àåì A = −1/a2. Ïîýòîìó

gij = δij − xixj
a2

.

• H151 Ñâÿçíîñòü n-ìåðíîé ñôåðû (ñòð.115)
Äèôôåðåíöèðóåì ïîëó÷åííûå â ïðåäûäóùåé çàäà÷å ìåòðè÷åñêèå êî-

ýôôèöèåíòû:

∂kgij =
δkixj + δkjxi

a2 − x2
+

2xixjxk
(a2 − x2)2

=
xigjk + xjgik

a2 − x2
.

Ïîäñòàâëÿÿ â ñâÿçü ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ è ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà, ïî-
ëó÷àåì:

Γk,ij =
1

2
(∂igjk + ∂jgik − ∂kgij) =

xkgij
a2 − x2

.

Ñèìâîë Êðèñòîôôåëÿ ñ âåðõíèì èíäåêñîì:

Γk
ij = gkpΓp,ij =

(
δkp − xkxp

a2
) xpgij
a2 − x2

=
xkgij
a2

.

Íàïîìíèì, ÷òî xk = xk, ïîýòîìó äëÿ �êðàñîòû� èíäåêñíîãî âûðàæåíèÿ
èíäåêñ k ìîæíî ïîäíÿòü ââåðõ.
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• H152 Êðèâèçíà n-ìåðíîé ñôåðû (ñòð.115)

Ïî îïðåäåëåíèþ òåíçîð êðèâèçíû ðàâåí:

Ri
j,pr = ∂pΓ

i
jr + Γi

kpΓ
k
jr − {p ↔ r}.

Ïðè ïîìîùè ïîëó÷åííûõ âûøå ñâÿçíîñòåé Γk
ij = xkgij/a

2 èìååì:

Ri
j,pr =

∂p(xigjr)

a2
+

xigkp xkgjr
a4

− {p ↔ r}.

Çàìåòèì, ÷òî

gkp xk =
(
δkp +

xkxp
a2 − x2

)
xk =

(
1 +

x2

a2 − x2

)
xp =

a2 xp
a2 − x2

è

∂p(xigjr) = δpigjr + xi∂pgjr = δpigjr +
xixjgrp + xixrgjp

a2 − x2
.

Ïîäñòàâëÿÿ, ïîëó÷àåì:

Ri
j,pr =

1

a2
(δipgjr − δirgjp).

Ïðè ïîìîùè ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà gij ìîæíî îïóñòèòü îäèí èíäåêñ:

Rij,pr =
1

a2
(gi pgjr − girgjp).

Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì âûðàæåíèè êîîðäèíàòû �ñïðÿòàëèñü� â ìåòðè÷åñêèé
òåíçîð. Ïîýòîìó ýòî òåíçîðíîå âûðàæåíèå (ñëåâà è ñïðàâà òîëüêî òåíçî-
ðû) áóäåò ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, à íå òîëüêî äëÿ
òîé, ñ êîòîðîé ìû íà÷àëè âû÷èñëåíèÿ.

Òåíçîð Ðè÷÷è ïîëó÷àåòñÿ ñâ¼ðòêîé ïåðâîãî è òðåòüåãî èíäåêñà:

Rjr = Ri
j,ir =

1

a2
(δiigjr − δirgij) =

n− 1

a2
· gjr,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî δii = δ11 + ...+ δnn = n.

Ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà:

R = gijRij =
n− 1

a2
· gijgij =

n− 1

a2
· δii =

n(n− 1)

a2
.

Çàìåòèì ÷òî âûðàæåíèÿ äëÿ R,Rij, Rij, pr ìîæíî ïîëó÷èòü ñðàçó èç ñî-
îáðàæåíèé ñèììåòðèè. Ñôåðà ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì è èçîòðîïíûì ïðî-
ñòðàíñòâîì áåç âûäåëåííûõ òî÷åê è íàïðàâëåíèé. Ïîýòîìó òåíçîðû êðè-
âèçíû ìîãóò çàâèñåòü òîëüêî îò îäíîãî òåíçîðà � ìåòðè÷åñêîãî. Äàëüøå
âñòóïàþò â ñèëó ñâîéñòâà ñèììåòðèé òåíçîðîâ êðèâèçíû è Ðè÷÷è.
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• H153 n-ìåðíàÿ ñôåðà â ñòåðåîãðàôè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ (ñòð.115)
Ìåòðèêà ñôåðû â ñòåðåîãðàôè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ èìååò âèä:

gij =
δij
A2

, gij = A2 δij, A = 1 +
K

4

x2

a2
,

ãäå, êàê è ðàíüøå, x2 = x21 + ... + x2n, è íå äåëàåòñÿ ðàçíèöà ìåæäó
âåðõíèìè è íèæíèìè èíäåêñàìè äëÿ êîîðäèíàò xi = xi. Ïðîèçâîäíûå
ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ðàâíû:

∂kgij = −K
xkδij
a2A3

,

ïîýòîìó ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ èìåþò âèä:

Γk,ij =
1

2
(∂igjk + ∂jgik − ∂kgij) = − K

2a2A3
(xiδjk + xjδik − xkδij).

Ïîäíèìàÿ èíäåêñ, ïîëó÷àåì:

Γk
ij = gkp Γp,ij = − K

2a2A
(xiδjk + xjδik − xkδij).

Ïðîèçâîäíàÿ ∂pΓ
i
jr ðàâíà (îïóùåíû ñèììåòðè÷íûå ïî p, r ÷ëåíû):

∂pΓ
i
jr =

K

2a2A
(δipδjr − δirδjp) +

K2

4a4A2
(xpxj δri − xpxi δjr) + ...

Ïðîèçâåäåíèå ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ:

Γi
kpΓ

k
jr =

K2

4a4A2
(2xrxj δpi + xpxj δir − xixr δpj − x2 δpiδrj) + ...

Ñëîæèì ïðåäûäóùèå äâà âûðàæåíèÿ (îïóñêàÿ ñèììåòðè÷íûå (p, r) ÷ëå-
íû):

K

2a2A
(δipδjr − δirδjp)−

K2

a4A2

x2

4
δipδjr + ...

Âû÷èòàÿ òàêîå æå âûðàæåíèå ñ ïåðåñòàâëåííûìè èíäåêñàìè p è r, ïî-
ëó÷àåì:

Ri
j,pr =

K

a2A2
(δipδjr − δirδjp) =

K

a2
(δipgjr − δirgjp).

Ïðè ïîìîùè ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà gij ìîæíî îïóñòèòü îäèí èíäåêñ:

Rij,pr =
K

a2
(gi pgjr − girgjp).

Åñòåñòâåííî, ïîëó÷àåòñÿ òàêîå æå âûðàæåíèå, êàê è ïðè èñïîëüçîâàíèè
êîîðäèíàò ïðåäûäóùåé çàäà÷è (K = 1). Åñëè K = 0, òî êðèâèçíà ðàâíà
íóëþ, à ïðè K = −1 ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà ïîñòîÿííà è îòðèöàòåëüíà
R = −n(n− 1)/a2.
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• H154 Ãåîäåçè÷åñêèå íà ñôåðå â êîîðäèíàòàõ Áåëüòðàìè (ñòð.115)
Ìåòðèêà ñôåðû â êîîðäèíàòàõ Áåëüòðàìè èìååò âèä:

gij =
δij
A

− xixj
a2A2

, A = 1 +
x2

a2
,

ãäå x2 = xixi = x1x1 + ... + xnxn. Äëÿ êîîðäèíàò xi = xi íå äåëàåì
ðàçëè÷èÿ ìåæäó âåðõíèìè è íèæíèìè èíäåêñàìè. Áåð¼ì ïðîèçâîäíûå:

∂kgij = −2δijxk + δikxj + δjkxi
a2A2

+
4xixjxk
a4A3

.

Ïîýòîìó ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ ðàâíû:

Γk, ij =
1

2
(∂igjk + ∂jgik − ∂kgij) = −xiδjk + xjδik

a2A2
+

2xixjxk
a4A3

.

Îáðàòíûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð èùåì â âèäå gij = Aδij +Bxixj. Èç óñëî-
âèÿ gikgkj = δij ïîëó÷àåì B = A/a2, èëè

gij = A
(
δij +

xixj
a2

)
.

Ïîäíèìàåì ïåðâûé èíäåêñ ó ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ:

Γk
ij = gkpΓp, ij = −

xiδ
k
j + xjδ

k
i

a2A
.

Ïîýòîìó óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêîé èìååò âèä:

ẍk
a

=
2 ẋk ẋixi
a2A

=
d lnA

ds
ẋk,

ãäå ẋk = dxk/ds, è ò.ä. Èíòåãðèðóÿ ïîêîìïîíåíòíî, èìååì:

ẋk
a

= αk

(
1 +

x2

a2

)
,

ãäå αk � êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ. Ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ
ïðÿìàÿ ñ ïàðàìåòðèçàöèåé âèäà:

xk = αkf(s) + βk,

ãäå ôóíêöèÿ f(s) îäèíàêîâàÿ äëÿ êàæäîé êîîðäèíàòû è óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèþ:

f ′(s) = 1 + βkβk + 2αkβk f(s) + α2
k f

2(s).

Ýòà ïàðàìåòðèçàöèÿ (äëèíà îòðåçêà íà ïðÿìîé) çàâèñèò îò íà÷àëüíîãî
ïîëîæåíèÿ îòðåçêà βk è åãî íàïðàâëåíèÿ αk. Íàèáîëåå ïðîñòîå âûðàæå-
íèå ïîëó÷àåòñÿ äëÿ ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ñåâåðíûé ïîëþñ (òî÷êó
êàñàíèÿ ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè), êîãäà βk = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ
ðàâíà f(s) = tg(αs)/α, ãäå α =

√
αkαk.
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•H155 Êðèâèçíà 4-ïðîñòðàíñòâà â òåîðèè Áîëüøîãî Âçðûâà (ñòð.115)
Äëÿ ðàññòîÿíèÿ ds2 = dt2−a2(t) g̃ij dx

idxj èìååì ñëåäóþùèå ìåòðè÷å-
ñêèå êîýôôèöèåíòû:

g00 = 1, g0i = 0, gij = −a2(t) g̃ij

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ëàòèíñêèå áóêâû i, j, ... äëÿ 3-ìåðíûõ ïðîñòðàíñòâåí-
íûõ èíäåêñîâ, ïðîáåãàþùèõ îò 1 äî 3, à ãðå÷åñêèå áóêâû α, β, ... äëÿ
4-ìåðíûõ èíäåêñîâ ñî çíà÷åíèÿìè îò 0 äî 3. Ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ,
èìåþùèå äâà èëè òðè íóëåâûõ èíäåêñà, ðàâíû íóëþ:

Γ0, 00 =
1

2
(∂0g00 + ∂0g00 − ∂0g00) = 0.

Γi, 00 =
1

2
(∂0g0i + ∂0g0i − ∂ig00) = 0.

Γ0, i0 =
1

2
(∂ig00 + ∂0gi0 − ∂0gi0) = 0.

Íåíóëåâûå ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ:

Γ0, ij =
1

2
(∂igj0 + ∂jgi0 − ∂0gij) = aȧ g̃ij,

Γi, j0 =
1

2
(∂jg0i + ∂0gji − ∂igj0) = −aȧ g̃ij,

Γk, ij =
1

2
(∂igjk + ∂jgik − ∂kgij) = −a2 Γ̃k,ij,

ãäå Γ̃k,ij � 3-ìåðíûå ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ, ñîñòàâëåííûå èç ìåòðè÷å-
ñêèõ êîýôôèöèåíòîâ g̃ij.
Îáðàòíûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð èìååò êîìïîíåíòû:

g00 = 1, g0i = 0, gij = − g̃ij

a2(t)
,

ãäå g̃ikg̃kj = δij. Ïîýòîìó íåñëîæíî çàïèñàòü íåíóëåâûå ñèìâîëû Êðè-
ñòîôôåëÿ ñ âåðõíèì èíäåêñîì. Íàïðèìåð:

Γ0
ij = g00Γ0, ij + g0kΓk, ij = g00Γ0, ij = aȧ g̃ij,

è ò.ä. Òàêèì îáðàçîì:

Γ0
ij = aȧ g̃ij, Γi

j0 = Γi
0j =

ȧ

a
δij, Γk

ij = Γ̃k
ij.

Îñòàëüíûå ñèìâîëû, èìåþùèå äâà èëè òðè íóëåâûõ èíäåêñà, ðàâíû íó-
ëþ. Îòìåòèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâåííûå êîìïîíåíòû Γk

ij ñîâïàëè ñ ñèìâî-

ëàìè Êðèñòîôôåëÿ Γ̃k
ij = g̃kpΓ̃p, ij, ïîëó÷åííûìè èõ 3-ìåðíîé ìåòðèêè

g̃ij.



H: ÏÎÌÎÙÜ 225

Çàïèøåì òåïåðü òåíçîð Ðè÷÷è:

Rαβ = ∂µΓ
µ
αβ − ∂βΓ

µ
αµ + Γµ

νµΓ
ν
αβ − Γν

αµΓ
µ
νβ.

Ðàñïèøåì åãî ïî êîìïîíåíòàì:

R00 = ∂µΓ
µ
00 − ∂0Γ

µ
0µ + Γµ

νµΓ
ν
00 − Γν

0µΓ
µ
0ν = −∂0Γ

k
0k − Γk

0pΓ
p
0k = −3

ä

a
,

ãäå äëÿ δkk = 3. Ïðè ðàçáèâàíèè ñóìì íà íóëåâîé è ïðîñòðàíñòâåííûé
èíäåêñ ñðàçó ó÷òåíî, ÷òî ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ ñ äâóìÿ èëè òðåìÿ íó-
ëåâûìè èíäåêñàìè ðàâíû íóëþ. Äàëåå:

Ri0 = ∂µΓ
µ
i0 − ∂0Γ

µ
iµ + Γµ

νµΓ
ν
i0 − Γν

iµΓ
µ
ν0 = ∂kΓ

k
i0 − ∂0Γ

k
ik + Γp

kpΓ
k
i0 − Γp

ikΓ
k
p0.

Ïîäñòàâëÿÿ ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ, ïîëó÷àåì:

Ri0 = Γp
kp

ȧ

a
δki − Γp

ik

ȧ

a
δkp = 0.

Ïðîñòðàíñòâåííûå êîìïîíåíòû:

Rij = ∂0Γ
0
ij + ∂kΓ

k
ij − ∂jΓ

k
ik + Γk

0kΓ
0
ij + Γk

pkΓ
p
ij − Γ0

ikΓ
k
0j − Γk

i0Γ
0
kj − Γk

ipΓ
p
kj.

×ëåíû, íå ñîäåðæàùèå íóëåâûõ èíäåêñîâ, ñîáèðàþòñÿ â 3-ìåðíûé òåíçîð
Ðè÷÷è R̃ij, â ðåçóëüòàòå ÷åãî:

Rij = R̃ij +
[
aä+ 2ȧ2

]
g̃ij = R̃ij −

[ ä
a
+ 2

ȧ2

a2

]
gij.

Ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà:

R = g00R00 + gijRij = −6

(
ä

a
+

ȧ2

a2

)
− R̃

a2
.

Äëÿ îäíîðîäíîãî è èçîòðîïíîãî 3-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà òåíçîð Ðè÷÷è
R̃ij = 2Kg̃ij = −2Kgij/a

2 è ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà R̃ = 6K, ïîýòîìó òåíçîð
Ýéíøòåéíà: Gαβ = Rαβ −Rgαβ/2 èìååò êîìïîíåíòû:

G00 = 3
ȧ2

a2
+ 3

K

a2
, G0i = 0, Gij =

[
2
ä

a
+

1

3
G00

]
gij.

Ðàâåíñòâî íóëþ òåíçîðà Ýéíøòåéíà ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì äèôôåðåí-
öèàëüíûì óðàâíåíèÿì:

ȧ2 = −K, ä = 0.

Äëÿ 3-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñ îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíîé K = −1 ïîëó-
÷àåì: a(t) = a0 + t.
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Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû

• H156 Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå â âèäå ìàòðèöû (ñòð.132)

Åñëè A = {A1, A2, A3} è B = {B1, B2, B3}, òî

A⊗B =

A1B1 A1B2 A1B3

A2B1 A2B2 A2B3

A3B1 A3B2 A3B3

 .

• H157 Òåíçîðíûå è êîñîå ïðîèçâåäåíèÿ (ñòð.132)

Äëÿ A = {1, 0, 2} è B = {2, 1, 1} èìååì

A⊗B =

2 1 1
0 0 0
4 2 2

 , B⊗A =

2 0 4
1 0 2
1 0 2

 , A∧B =

 0 1 −3
−1 0 −2
3 2 0

 .

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òîB⊗A ïîëó÷àåòñÿ èçA⊗B îïåðàöèåé òðàíñïîíè-
ðîâàíèÿ, à A∧B � âû÷èòàíèåì ïðåäûäóùèõ äâóõ ìàòðèö. Åñòåñòâåííî,
ðåçóëüòèðóþùàÿ ìàòðèöà îêàçûâàåòñÿ àíòèñèììåòðè÷íîé.

• H158 Òîæäåñòâî ωk ∧ ωp = (−1)k·p ωp ∧ ωk (ñòð.132)

Ïóñòü

ωk = ωi1...ik dx
i1 ∧ ... ∧ dxik, ωp = ωj1...jp dx

j1 ∧ ... ∧ dxjp

Êîñîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî:

ωk ∧ ωp = ωi1...ikωj1...jp dx
i1 ∧ ... ∧ dxik ∧ dxj1 ∧ ... ∧ dxjp.

Ïðè ïåðåñòàíîâêå ôîðì dxj1 èç ωp íåîáõîäèìî ïåðåíåñòè ÷åðåç k äèô-
ôåðåíöèàëîâ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîÿâëÿåòñÿ ìíîæèòåëü (−1)k. Åù¼ îäèí
ìíîæèòåëü (−1)k âîçíèêíåò ïðè ïåðåíîñå dxj2, è ò.ä. Èòîãîâûé ìíîæè-
òåëü ðàâåí (−1)k·p.

• H159 Ñèìâîë Ëåâè-×åâèòû ðàâåí êîñîìó ïðîèçâåäåíèþ (ñòð.132)

Âû÷èñëèì êîìïîíåíòó (dx ∧ dy ∧ dz)123:

(dx ∧ dy ∧ dz)123 =

∣∣∣∣∣∣
(dx)1 (dy)1 (dz)1
(dx)2 (dy)2 (dz)2
(dx)3 (dy)3 (dz)3

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = 1.

Ïðè ïåðåñòàíîâêå ëþáûõ äâóõ èíäåêñîâ (ñòðîêè â îïðåäåëèòåëå) èçìå-
íÿåòñÿ çíàê. Åñëè äâà èíäåêñà ðàâíû, ïîëó÷àåòñÿ íîëü. Ýòî è åñòü êîì-
ïîíåíòû òåíçîðà εαβγ
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• H160 Äåêàðòîâû è ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû (ñòð.132)

Ïðè ïåðåõîäå îò äåêàðòîâîé ê ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èìååì:
x = r sθcϕ
y = r sθsϕ
z = r cθ

∣∣∣∣∣∣ =>

dx = sθcϕ dr + rcθcϕ dθ − rsθsϕ dϕ
dy = sθsϕ dr + rcθsϕ dθ + rsθcϕ dϕ
dz = cθdr − rsθdθ.

Ïåðåìíîæàÿ êîñûì îáðàçîì (ñ ñîáëþäåíèåì ïîðÿäêà ñîìíîæèòåëåé), íà-
ïðèìåð, äëÿ ïðîåêöèè ïëîùàäè íà ïëîñêîñòü (x, y), èìååì:

dx ∧ dy = r2sθcθ dθ ∧ dϕ− rs2θ dϕ ∧ dr.

Âòîðàÿ ïðîåêöèÿ ïëîùàäè ðàâíà:

dz ∧ dx = rcϕdr ∧ dθ − rsθcθsϕ dr ∧ dϕ+ r2s2θsϕ dθ ∧ dϕ.

Àíàëîãè÷íî äëÿ:

dy ∧ dz = −rsϕ dr ∧ dθ − rsθcθcϕ dr ∧ dϕ+ r2s2θcϕ dθ ∧ dϕ.

• H161 Îáú¼ì â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ (ñòð.132)

Åñëè dx ∧ dy ñïðàâà êîñûì îáðàçîì óìíîæèòü íà dz, òî ïîëó÷èòñÿ
îáú¼ì:

dx ∧ dy ∧ dz = r2sθ dr ∧ dθ ∧ dϕ.

Åñòåñòâåííî, ýòî âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ àíòèñèììåòðè÷íûì òåíçîðîì ðàí-
ãà (0,3), è â ðåàëüíûé îáúåì îíî ïðåâðàòèòñÿ, åñëè ñâåðíóòü åãî ñ òðåìÿ
ñìåùåíèÿìè â ïðîñòðàíñòâå ïî êàæäîé èç êîîðäèíàò. Ñîáñòâåííî, èìåí-
íî ýòè ñìåùåíèÿ (îáû÷íûå äèôôåðåíöèàëû êîîðäèíàò) îïðåäåëÿþò áåñ-
êîíå÷íî ìàëûé îáú¼ì â òîé èëè èíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

• H162 Âíåøíèå ïðîèçâîäíûå (ñòð.132)

d(xz dx ∧ dy) = xdz ∧ dx ∧ dy = xdx ∧ dy ∧ dz,
d(xyz dz) = yz dx ∧ dz + xz dy ∧ dz,
d((x2 + y2 + z2)dz) = 2xdx ∧ dz + 2ydy ∧ dz,
d(xyz dx ∧ dy ∧ dz) = 0.

Çàìåòèì, ÷òî â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå âíåøíÿÿ ïðîèçâîäíàÿ îò 3-
ôîðìû d(f dx∧dy ∧dz) ðàâíà íóëþ ïðè ëþáîé ôóíêöèè f = f(x, y, z).
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• H163 Ðîòîð r â ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè (ñòð.132)
Çàïèøåì 1-ôîðìó: r = x1 dx1 + ...+ xn dxn. Å¼ âíåøíÿÿ ïðîèçâîäíàÿ

ðàâíà íóëþ:
dr = dx1 ∧ dx1 + ...+ dxn ∧ dxn = 0

òàê êàê ðàâíû íóëþ êîñûå ïðîèçâåäåíèÿ îäèíàêîâûõ ãðàäèåíòîâ.

• H164 Âíåøíèé äèôôåðåíöèàë ïðîèçâåäåíèÿ ôîðì (ñòð.132)
Â âûðàæåíèè d(fF), ãäå f � ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ (0-ôîðìà), à F �

ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìà, ïîäñòàâëÿåì îïðåäåëåíèå âíåøíåé ïðîèçâîäíîé:

∂k(fFij...)dq
k ∧ dqi ∧ dqj ∧ .... = (Fij...∂kf + f∂kFij...)dq

k ∧ dqi ∧ dqj ∧ ....

ýòî âûðàæåíèå ðàâíî:

df ∧ Fij...dq
i ∧ dqj ∧ ....+ f∂kFij...dq

k ∧ dqi ∧ dqj ∧ .... = df ∧ F+ f dF.

Àíàëîãè÷íî, åñëè A � 1-ôîðìà, èìååì

d(A ∧ F) = d(AiFj... dq
i ∧ dqj ∧ ...) = ∂k(A

iFj...)dq
k ∧ dqi ∧ dqj ∧ ...

Ðàñêðûâàÿ ïðîèçâîäíóþ ïðîèçâåäåíèÿ, ïîëó÷àåì:

d(A ∧F) = dA ∧F+Ai∂k(Fj...)dq
k ∧ dqi ∧ dqj ∧ ... = dA ∧F−A ∧ dF,

ãäå â ïîñëåäíåì ñëàãàåìîì äëÿ ñâîðà÷èâàíèÿ 1-ôîðìû A ïåðåñòàâëåíû
ñîìíîæèòåëè â êîñîì ïðîèçâåäåíèè dqk ∧ dqi = −dqi ∧ dqk.

• H165 (dx
i ∧ dxj ∧ dxk)αβγ â 4-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (ñòð.132)

Ïî îïðåäåëåíèþ êîñîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

(dxi ∧ dxj ∧ dxk)αβγ =

∣∣∣∣∣∣
(dxi)α (dxj)α (dxk)α
(dxi)β (dxj)β (dxk)β
(dxi)γ (dxj)γ (dxk)γ

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
δiα δjα δkα
δiβ δjβ δkβ
δiγ δjγ δkγ

∣∣∣∣∣∣ = I ijkαβγ,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî êîâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû ãðàäèåíòà êîîðäèíàòû ðàâíû
(dxi)α = ∂αx

i = δiα. Äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ àáñîëþòíî àíòèñèììåòðè÷-
íûõ ñèìâîëîâ Ëåâè-×åâèòû, ñâ¼ðíóòûõ ïî îäíîìó èíäåêñó, èìååì:

εijkµεαβγµ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
δiα δjα δkα δµα
δiβ δjβ δkβ δµβ
δiγ δjγ δkγ δµγ
δiµ δjµ δkµ δµµ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −δiµ I
jkµ
αβγ + δjµ I

ikµ
αβγ − δkµ I

ijµ
αβγ + δµµ I

ijk
αβγ = I ijkαβγ.

ãäå îïðåäåëèòåëü ðàñêðûò ïî íèæíåé ñòðîêå è δµµ = 4 è ó÷òåíà àíòèñèì-

ìåòðè÷íîñòü I ijkαβγ ïî âåðõíèì èíäåêñàì. Â ðåçóëüòàòå:

(dxi ∧ dxj ∧ dxk)αβγ = εijkµεαβγµ.
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• H166 Ðîòîð è äèâåðãåíöèÿ â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ (ñòð.132)

Â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ êîýôôèöèåíòû Ëàìå hi = (1, r, rsθ). Ïî-
ýòîìó 1-ôîðìà âåêòîðà ðàâíà:

A = ar dr + aθr dθ + aϕrsθ dϕ.

Áåð¼ì âíåøíèé äèôôåðåíöèàë, îïóñêàÿ ãðàäèåíòû, ðàâíûå íóëþ â êîñîì
ïðîèçâåäåíèè:

dA =

[
∂ar
∂θ

dθ +
∂ar
∂ϕ

dϕ

]
∧ dr +

[
∂(aθr)

∂r
dr + r

∂aθ
∂ϕ

dϕ

]
∧ dθ

+

[
sθ

∂(aϕr)

∂r
dr + r

∂(aϕsθ )

∂θ
dθ

]
∧ dϕ.

Ïåðåãðóïïèðîâûâàÿ ñëàãàåìûå, ñ ó÷¼òîì àíòèñèììåòðè÷íîñòè êîñîãî ïðî-
èçâåäåíèÿ ïîëó÷àåì:

dA =
1

rsθ

[
∂(sθaϕ)

∂θ
− ∂aθ

∂ϕ

]
r2sθ dθ∧dϕ+

1

r

[
1

sθ

∂ar
∂ϕ

− ∂(raϕ)

∂r

]
rsθ dϕ∧dr

+
1

r

[
∂(raθ)

∂r
− ∂ar

∂θ

]
r dr ∧ dθ.

Ñïðàâà îò êâàäðàòíûõ ñêîáîê âûíåñåíû ïðîåêöèè �âåêòîðà� ýëåìåíòà
ïîâåðõíîñòè â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ. Êîýôôèöèåíòû ïðè íèõ � ýòî
êîìïîíåíòû ðîòîðà.

Àíàëîãè÷íî çàïèñûâàåì 2-ôîðìó ïîòîêà âåêòîðà ÷åðåç ïîâåðõíîñòü:

F = arr
2sθ dθ ∧ dϕ+ aθrsθ dϕ ∧ dr + aϕr dr ∧ dθ.

Âçÿòèå âíåøíåãî äèôôåðåíöèàëà äà¼ò:

dF =

[
1

r2
∂(r2 ar)

∂r
+

1

rsθ

∂(sθaθ)

∂θ
+

1

r sθ

∂aϕ
∂ϕ

]
r2sθdr ∧ dθ ∧ dϕ.

Ñïðàâà îò êâàäðàòíûõ ñêîáîê � ýëåìåíò îáú¼ìà â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò

dV = r2sθdr ∧ dθ ∧ dϕ.

Ìíîæèòåëü ïðè îáú¼ìå ÿâëÿåòñÿ äèâåðãåíöèåé:

dF = ∇A dV.

Íàïîìíèì, ÷òî êîìïîíåíòû âåêòîðà ar, aθ, aϕ ÿâëÿþòñÿ åãî ïðîåêöè-
ÿìè íà âåêòîðû îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà nr, nθ, nϕ.
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• H167
∗dxi â 4-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (ñòð.132)

Ãðàäèåíòû èìåþò êîâàðèàíòíûå èíäåêñû, ïîýòîìó:

(∗dxµ)αβγ = Eναβγ g
νk (dxµ)k = Eναβγ g

νk δµk = gµν Eναβγ =
√
|g| gµν εναβγ,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî êîâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû ãðàäèåíòà êîîðäèíàòû ðàâíû
(dxµ)k = ∂kx

µ = δµk . Âîñïîëüçóåìñÿ òåïåðü çàäà÷åé (l H165):

ενijk (dx
i ∧ dxj ∧ dxk)αβγ = ενijk ε

ijkµεαβγµ = −3! δµν εαβγµ = −3! εαβγν,

ãäå ó÷òåíî òîæäåñòâî εijkµεijkν = 3! δµν (l H79). Ïîýòîìó:

(∗dxµ)αβγ =
1

3!

√
|g| gµν ενijk (dxi ∧ dxj ∧ dxk)αβγ,

Êîâàðèàíòíûå èíäåêñû α, β, γ ãðàäèåíòîâ ìîæíî òåïåðü îïóñòèòü.

• H168
∗(dxi ∧ dxj) â 4-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (ñòð.132)

Ó÷èòûâàÿ (dxi ∧ dxj)στ = (dxi)σ(dx
i)τ − (dxi)τ(dx

i)σ, èìååì:

∗(dxi∧dxj)αβ =
1

2
Eµναβg

µσgντ(dxi∧dxj)στ =
1

2
Eµναβg

µσgντ(δiσδ
j
τ − δiτδ

j
σ).

Ïîýòîìó:
∗(dxi ∧ dxj)αβ =

√
|g| giµgjν εµναβ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû:

1

2
εµνpq(dx

p ∧ dxq)αβ =
1

2
εµνpq(δ

p
αδ

q
β − δpβδ

q
α) = εµναβ,

îòêóäà ñëåäóåò äîêàçûâàåìîå òîæäåñòâî.

• H169 Äâîéíîå ïðèìåíåíèå îïåðàòîðà Õîäæà â 3-ìåðèè (ñòð.132)

Èç òåíçîðà F ij ìû ïîëó÷àåì ∗Fi:

∗∗Fij =
∗( ∗F )ij = Eijα

∗F α =
1

2
EijαE

αµνFµν.

Âûðàæàÿ ñâ¼ðòêó äâóõ ñèìâîëîâ Ëåâè-×åâèòû ÷åðåç ñèìâîëû Êðîíåêåðà
[ñì. (l H78), ñòð. 183)], èìååì:

∗∗Fij = sign(g)
1

2
(δµi δ

ν
j − δµj δ

ν
i )Fµν = sign(g)

1

2
(Fij − Fji) = sign(g)Fij.

Àíàëîãè÷íî, ó÷èòûâàÿ (l H79), èìååì:

∗∗Fi =
1

2
Eiαβ

∗F αβ =
1

2
Eiαβ E

αβµFµ = sign(g)
1

2
δµi Fµ = sign(g)Fi.
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• H170 Äâîéíîå ïðèìåíåíèå îïåðàòîðà Õîäæà (ñòð.133)

Äîêàæåì òîæäåñòâî

∗∗F = (−1)k(n−k) sign(g)F,

ñïðàâåäëèâîå äëÿ ëþáîé ôîðìû. Çàïèøåì åãî â êîîðäèíàòíîì âèäå.
Ïóñòü F � òåíçîð ðàíãà (0, k). Òîãäà â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå:

(∗F)i1...in−k
=

1

k!
Ej1...jk i1...in−k

F j1...jk.

Äâîéíîå ñîïðÿæåíèå ðàâíî:

(∗∗F)i1...ik =
1

(n− k)!
Ej1...jn−k i1...ik (

∗F)j1...jn−k

Ïîäñòàâëÿÿ ïåðâîå ñîîòíîøåíèå âî âòîðîå, èìååì:

(∗∗F)i1...ik =
1

k!(n− k)!
Ej1...jn−k i1...ik E

µ1...µk j1...jn−k Fµ1...µk
.

Òåíçîð Ëåâè-×åâèòû ñ íèæíèìè èíäåêñàì ðàâåí ñèìâîëó Ëåâè-×åâèòû,
óìíîæåííîìó íà

√
|g|. Ñ âåðõíèìè èíäåêñàìè � ìíîæèòåëü

√
|g|/g. Â

ðåçóëüòàòå îáùèé ìíîæèòåëü ðàâåí |g|/g = sign(g). Âî âòîðîì òåíçîðå
Ëåâè-×åâèòû ïîìåíÿåì ìåñòàìè ãðóïïó èíäåêñîâ µ1...µk è j1...jn−k. Äëÿ
ýòîãî íåîáõîäèìî ïåðåíåñòè ñíà÷àëà n−k ðàç âïðàâî èíäåêñ µk. Ïîÿâèò-
ñÿ ìíîæèòåëü (−1)n−k. Çàòåì ñòîëüêî æå ðàç ïåðåñòàâèòü èíäåêñ µk−1,
è ò.ä. k ðàç. Ðåçóëüòèðóþùèé ìíîæèòåëü (−1)k(n−k). Ïîýòîìó îñòàëîñü
äîêàçàòü, ÷òî:

Fi1...ik =
1

k!(n− k)!
εj1...jn−k i1...ik ε

j1...jn−k µ1...µk Fµ1...µk
.

Âñå èíäåêñíûå ñèìâîëû â âûðàæåíèè àíòèñèììåòðè÷íû ïðè ëþáîé ïåðå-
ñòàíîâêå äâóõ èíäåêñîâ. Â ñóììàõ ïî j1...jn−k è µ1...µk îòëè÷íû îò íóëÿ
òîëüêî òå ñëàãàåìûå, ó êîòîðûõ çíà÷åíèÿ âñåõ èíäåêñîâ ðàçëè÷íû. Â
ñóììàõ ïî j1...jn−k áóäåò (n− k)! òàêèõ íåíóëåâûõ ñëàãàåìûõ. Äëÿ êàæ-
äîãî èç íèõ â ñóììàõ ïî µ1...µk ïîëó÷èòñÿ k! ñëàãàåìûõ. Â ðåçóëüòàòå
ïîÿâëÿåòñÿ ìíîæèòåëü k!(n− k)!.

Ïîýòîìó, íàïðèìåð,

F1...k =
k!(n− k)!

k!(n− k)!
ε(k+1)...n 1...k ε

(k+1)...n 1...k F1...k = F1...k,

ãäå k è n íå èíäåêñû, à ÷èñëà.
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•H171 1-ôîðìà ïîòåíöèàëà è 2-ôîðìà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ (ñòð.133)
Âîçüì¼ì âíåøíèé äèôôåðåíöèàë îò 1-ôîðìû A = Aβ dx

β:

F = dA = ∂αAβ dx
α∧dxβ =

1

2
(∂αAβ−∂βAα)dx

α∧dxβ =
1

2
Fαβ dx

α∧dxβ.

Èç òîæäåñòâà çàäà÷è (l H168) ñëåäóåò, ÷òî:

∗F =
1

2
Fαβ

∗(dxα∧dxβ) =
1

2

√
|g|
2

F µν εµνστ dx
σ∧dxτ =

1

2
∗Fστ dx

σ∧dxτ ,

ãäå êîìïîíåíòû Fαβ è
∗Fαβ ïîëó÷åíû â çàäà÷àõ (l H87), (l H88):

Fαβ =


0 Ex Ey Ez

−Ex 0 −Bz By

−Ey Bz 0 −Bx

−Ez −By Bx 0

 , ∗Fαβ =
√
|g|


0 −Bx −By −Bz

Bx 0 −Ez Ey

By Ez 0 −Ex

Bz −Ey Ex 0

 .

Ïîýòîìó äëÿ dxα = {dt,dx,dy,dz}, 2-ôîðìû F è ∗F, ìîæíî çàïèñàòü:

F = Ei dt ∧ dri −Bi dSi,
∗F√
|g|

= −Bi dt ∧ dri − Ei dSi,

ãäå äëÿ ñîêðàùåíèÿ ââåäåíû èíäåêñíûå ôîðìû, ñâîðà÷èâàþùèåñÿ ñ ýëåê-
òðè÷åñêèì è ìàãíèòíûì ïîëåì (ñóììà êîìïîíåíò) ñî ñëåäóþùèìè êîì-
ïîíåíòàìè: dri = {dx, dy, dz}, dSi = {dy ∧ dz, dz ∧ dx, dx ∧ dy}.

• H172 Ñîïðÿæ¼ííàÿ ôîðìà 4-òîêà (ñòð.133)
Ïóñòü J = jαdx

α. Ñîïðÿæåíèå 1-ôîðìû ïðèâîäèò ê 3-ôîðìå (l H167):

∗J =
1

3!

√
|g| jαεαβγδ dxβ ∧ dxγ ∧ dxδ.

Â ñèëó ñèìâîëà Ëåâè-×åâèòû â ñóììàõ ïî ÷åòûðåì èíäåêñàì áóäóò îò-
ëè÷íû îò íóëÿ ñëàãàåìûå, äëÿ êîòîðûõ âñå èíäåêñû ðàçëè÷íû:

∗J =
√

|g| ( j0ε0123 dx
1 ∧ dx2 ∧ dx3 + j1ε1023 dx

0 ∧ dx2 ∧ dx3

+j2ε2013 dx
0 ∧ dx1 ∧ dx3 + j3ε3012 dx

0 ∧ dx1 ∧ dx2).

Òàê êàê àíòèñèììåòðè÷íûé ñèìâîë Ëåâè-×åâèòû ñ íèæíèìè èíäåêñàìè
ðàâåí ε0123 = 1 è jν = (ρ, j) = (ρ, jx, jy, jz), ïîëó÷àåì:

∗J√
|g|

= ρdx∧dy∧dz− jx dt∧dy∧dz− jy dt∧dz ∧dx− jz dt∧dx∧dy

èëè â îáîçíà÷åíèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è:
∗J√
|g|

= ρdV − ji dt ∧ dSi.
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• H173 Ïî÷åìó dF = 0? (ñòð.133)
Òàê êàê F = dA è d2 = 0, îòâåò î÷åâèäåí. Çàïèøåì ÷åðåç ýëåêòðè÷å-

ñêîå è ìàãíèòíîå ïîëå ýòî óðàâíåíèå [ñì. çàäà÷ó (l H171)]:

dF =
[∂Ex

∂y
dy +

∂Ex

∂z
dz
]
∧ dt ∧ dx+

[∂Ey

∂x
dx+

∂Ey

∂z
dz
]
∧ dt ∧ dy

+
[∂Ez

∂x
dx+

∂Ez

∂y
dy
]
∧ dt ∧ dz −

[∂Bx

∂t
dt+

∂Bx

∂x
dx
]
∧ dy ∧ dz

−
[∂By

∂t
dt+

∂By

∂y
dy
]
∧ dz ∧ dx−

[∂Bz

∂t
dt+

∂Bz

∂z
dz
]
∧ dx ∧ dy.

Ïåðåñòàâèì êîñûå ïðîèçâåäåíèÿ è ïåðåãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå:

dF = −
(
[∇× E]i +

∂Bi

∂t

)
dSi ∧ dt−

(
∇ ·B

)
dV = 0.

Ýòî âûðàæåíèå ðàâíî íóëþ, åñëè ðàâíû íóëþ êîýôôèöèåíòû ïðè ôîð-
ìàõ, ïîýòîìó ïîëó÷àþòñÿ âåêòîðíûå óðàâíåíèÿ:

∇× E = −∂B

∂t
, ∇ ·B = 0.

• H174 Ïðîâåðêà óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà d∗F = 4π∗J? (ñòð.133)
Ó ñîïðÿæ¼ííîãî òåíçîðà ∗F íóæíî ïåðåñòàâèòü ìåñòàìè E, B, è ó E

çàòåì ïîñòàâèòü çíàê ìèíóñ. Ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàò ïðåäûäóùåé
çàäà÷è è (l H171), ìîæíî ñðàçó çàïèñàòü (ñ÷èòàåì |g| = 1):

d∗F =
(∂Ei

∂t
− [∇×B]i

)
dSi ∧ dt+

(
∇ · E

)
dV.

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ðàçëè÷íûõ ôîðìàõ â óðàâíåíèè

d∗F = 4π ∗J,

ñ ó÷¼òîì (l H172), ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà:

∇ · E = 4π ρ, ∇×B = 4π j+
∂Ei

∂t
.

• H175 Óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè d∗J = 0 (ñòð.133)
Áåðÿ âíåøíèé äèôôåðåíöèàë îò ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèé Ìàêñ-

âåëëà d∗F = 4π ∗J, â ñèëó d2 = 0 ïîëó÷àåì óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè â
âèäå 4-ôîðìû (âíåøíèé äèôôåðåíöèàë îò 3-ôîðìû):

d∗J = 0.

Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì âíåøíåãî äèôôåðåíöèàëà (|g| = 1) ïîëó÷àåì:

d∗J =

(
∂ρ

∂t
+∇j

)
dt ∧ dV = 0.
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• H176 Íóëåâàÿ êðèâèçíà åâêëèäîâîé ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìû (ñòð.133)
Ïåðåìíîæàÿ ìåòðè÷åñêèé òåíçîð gik è 1-ôîðìû ωkj (ñì. ñòð. 131):

1 0

0 1
r2

0

0 0 1
r2s2θ

 ·

 0 −rdθ −rs2θdϕ

rdθ rdr −r2sθcθdϕ

rs2θdϕ r2sθcθdϕ rs2θdr + r2sθcθdθ


íàõîäèì 1-ôîðìû ñâÿçíîñòè ñ âåðõíèì èíäåêñîì:

ωi
j =


0 −rdθ −rs2θdϕ

dθ
r

dr
r −sθcθdϕ

dϕ
r

cθ
sθdϕ

dr
r + cθ

sθ dθ

 .

Å¼ âíåøíÿÿ ïðîèçâîäíàÿ:

dωi
j =


0 −dr ∧ dθ −s2θdr ∧ dϕ− 2rsθcθdθ ∧ dϕ

−dr ∧ dθ
r2

0 (s2θ − c2θ)dθ ∧ dϕ

−dr ∧ dϕ
r2

−dθ ∧ dϕ
s2θ

0

 .

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ωi
k ∧ ωk

j ïåðåìíîæàåì ìàòðèöû
0 −rdθ −rs2θdϕ

dθ
r

dr
r −sθcθdϕ

dϕ
r

cθ
sθdϕ

dr
r + cθ

sθ dθ

 ∧


0 −rdθ −rs2θdϕ

dθ
r

dr
r −sθcθdϕ

dϕ
r

cθ
sθdϕ

dr
r + cθ

sθ dθ

 .

Ïîäîáíîå ïåðåìíîæåíèå äåëàåòñÿ, êàê îáû÷íîå óìíîæåíèå ìàòðèö (ñòðî-
êà íà ñòîëáåö), îäíàêî ñîõðàíÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîìíîæèòåëåé è
ìåæäó íèìè ñòàâèòñÿ ñèìâîë êîñîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Íàïðèìåð:

ω3
k ∧ ωk

2 = −dϕ

r
∧ rdθ +

cθ
sθ

dϕ ∧ dr

r
+
(dr
r

+
cθ
sθ

dθ
)
∧ cθ
sθ

dϕ.

Ïåðåñòàâèì ìåñòàìè ãðàäèåíòû êîîðäèíàò â êîñîì ïðîèçâåäåíèè:

ω3
k ∧ ωk

2 = dθ ∧ dϕ− cθ
rsθ

dr ∧ dϕ+
cθ
rsθ

dr ∧ dϕ+
c2θ
s2θ

dθ ∧ dϕ =
dθ ∧ dϕ

s2θ
.

Àíàëîãè÷íî äëÿ îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Ïðè ýòîì ïîëó÷èòñÿ ìàòðèöà dωi
j,

íî ñ îáðàòíûì çíàêîì. Ïîýòîìó:

dωi
j + ωi

k ∧ ωk
j = 0,

ò.å. òåíçîð êðèâèçíû äëÿ åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà ðàâåí íóëþ.
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• H177 2-ìåðíàÿ ñôåðà (ñòð.133)
Ðàññòîÿíèå íà ñôåðå åäèíè÷íîãî ðàäèóñà â êîîðäèíàòàõ xi = (θ, ϕ)

ðàâíî:

dl2 = dθ2 + s2θ dϕ
2, gij =

(
1 0
0 s2θ

)
, gij =

(
1 0
0 1/s2θ

)
.

1-ôîðìû ωi ðàâíû:

ω1 = dθ, ω2 = s2θ dϕ.

Ïîýòîìó 1-ôîðìû ñâÿçíîñòè, çàïèñàííûå â âèäå ìàòðèöû, äëÿ äèàãî-
íàëüíîãî òåíçîðà gij èìåþò âèä:

ωij =
1

2

(
dg11 ∂2ω1 − ∂1ω2

∂1ω2 − ∂2ω1 dg22

)
=

(
0 −sθcθ dϕ

sθcθ dϕ sθcθ dθ

)
.

Òàê êàê ωij = Γi,j1dθ+Γi,j2dϕ, îòëè÷íûìè îò íóëÿ ñèìâîëàìè Êðèñòîô-
ôåëÿ áóäóò:

Γ1, 22 = −sθcθ, Γ2, 12 = Γ2, 21 = sθcθ.

Óìíîæèì ωij ñëåâà íà ìàòðèöó gij äëÿ ïîëó÷åíèÿ ωi
j è âîçüì¼ì âíåø-

íèé äèôôåðåíöèàë îò ýòèõ 1-ôîðì:

ωi
j =

(
0 −sθcθ dϕ

cθ
sθ
dϕ cθ

sθ
dθ

)
, dωi

j =

(
0 s2θ − c2θ

− 1
s2θ

0

)
dθ ∧ dϕ.

Ïåðåìíîæèì ìàòðèöû ωi
j (íå çàáûâàÿ ïðî êîñîå ïðîèçâåäåíèå):

ωi
k ∧ ωk

j =

(
0 −sθcθ dϕ∧

cθ
sθ
dϕ∧ cθ

sθ
dθ∧

)(
0 −sθcθ dϕ

cθ
sθ
dϕ cθ

sθ
dθ

)
=

(
0 c2θ
c2θ
s2θ

0

)
dθ ∧ dϕ.

Íàïîìíèì, ÷òî dϕ ∧ dθ = −dθ ∧ dϕ. Îêîí÷àòåëüíî:

dωi
j + ωi

k ∧ ωk
j =

(
0 s2θ
−1 0

)
dθ ∧ dϕ = Ri

j,12 dθ ∧ dϕ.

Ïîýòîìó íåíóëåâûå êîýôôèöèåíòû òåíçîðà êðèâèçíû ðàâíû:

R1
2, 12 = s2θ, R2

1,12 = −1.

Îïóñêàÿ èíäåêñ âíèç, ïðèõîäèì (êàê è äîëæíî áûòü â 2-õ èçìåðåíèÿõ) ê
åäèíñòâåííîé íåçàâèñèìîé êîìïîíåíòå: R12,12 = s2θ. Íàïîìíèì (ñòð. 217),
÷òî ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà â 2-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ðàâíà:

R =
2R12,12

g
= 2

s2θ
s2θ

= 2 = 2K.

Òàêèì îáðàçîì, ãàóññîâà êðèâèçíà K åäèíè÷íîé ñôåðû ðàâíà 1.
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• H178 1-ôîðìà ωij äëÿ äèàãîíàëüíîé ìåòðèêè (ñòð.133)
Äëÿ ìåòðèêè: ds2 = g00 dx

0+g11 dx
1+g22 dx

2+g33 dx
3 èìååì ñëåäóþùóþ

1-ôîðìó ωij:

1

2


dg00 · · ·

∂0g11dx
1 − ∂1g00dx

0 dg11 · ·
∂0g22dx

2 − ∂2g00dx
0 ∂1g22dx

2 − ∂2g11dx
1 dg22 ·

∂0g33dx
3 − ∂3g00dx

0 ∂1g33dx
3 − ∂3g11dx

1 ∂2g33dx
3 − ∂3g22dx

2 dg33

 .

Êîìïîíåíòû, ñòîÿùèå íàä äèàãîíàëüþ, èìåþò îáðàòíûé çíàê. Äðóãèìè
ñëîâàìè, ωij = −ωji çà èñêëþ÷åíèåì äèàãîíàëè.

• H179 1-ôîðìû äëÿ ðàñøèðÿþùåéñÿ Âñåëåííîé (ñòð.133)
Äëÿ ìåòðèêè g00 = a2, g11 = −a2, g22 = −a2s2χ, g33 = −a2s2χs

2
θ èìååì:

ωij =


aa′dη aa′dχ aa′s2χdθ aa′s2χs

2
θ dϕ

−aa′dχ −aa′dη a2sχcχdθ a2sχcχs
2
θdϕ

−aa′s2χdθ −a2sχcχdθ −aa′s2χdη − a2sχcχdχ a2s2χsθcθ dϕ

−aa′s2χs
2
θdϕ −a2sχcχs

2
θdϕ −a2s2χsθcθdϕ ω33

 .

ãäå
ω33 = −aa′s2χs

2
θ dη − a2sχcχs

2
θ dχ− a2s2χsθcθ dθ.

Óìíîæàåì íà îáðàòíûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð (ïåðâóþ ñòðîêó äåëèì íà
a2, âòîðóþ íà −a2, òðåòüþ íà −a2s2χ è ÷åòâ¼ðòóþ íà −a2s2χs

2
θ):

ωi
j =



a′
a dη a′

a dχ a′
a s2χdθ

a′
a s2χs

2
θ dϕ

a′
a dχ a′

a dη −sχcχdθ −sχcχs
2
θ dϕ

a′
a dθ

ñχ
sχ dθ a′

a dη +
ñχ
sχ dχ −sθcθ dϕ

a′
a dϕ

ñχ
sχ dϕ ñθ

sθ dϕ
a′
a dη +

cχ
sχ dχ+ cθ

sθ dθ


.

Ïîýòîìó íåíóëåâûå ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ ðàâíû:

Γ0
00 =

a′

a
, Γ0

11 =
a′

a
, Γ0

22 =
a′

a
s2χ, Γ0

33 =
a′

a
s2χs

2
θ,

Γ1
01 = Γ1

10 =
a′

a
, Γ1

22 = −sχcχ, Γ1
33 = −sχcχs

2
θ,

Γ2
02 = Γ2

20 =
a′

a
, Γ2

12 = Γ2
21 =

cχ
sχ

, Γ2
33 = −sθcθ,

Γ3
03 = Γ3

30 =
a′

a
, Γ3

13 = Γ3
31 =

cχ
sχ

, Γ3
23 = Γ3

32 =
cθ
sθ
.
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• H180 Êðèâèçíà ðàñøèðÿþùåéñÿ Âñåëåííîé (ñòð.133)
Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå b = a′/a è, âçÿâ âíåøíèé äèôôåðåíöèàë îò 1-

ôîðìû ωi
j, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ìàòðèöó dωi

j:
0 b′σ01 b′s2χσ02 + 2bsχcχσ12 b′s2χs

2
θσ03 + 2bsχsθ[cχsθσ13 + sχcθσ23]

b′σ01 0 (s2χ − c2χ)σ12 (s2χ − c2χ)s
2
θσ13 − 2sχcχsθcθσ23

b′σ02 −σ12
s2χ

0 (s2θ − c2θ)σ23

b′σ03 −σ13
s2χ

−σ23
s2θ

0

 ,

ãäå σij = dxi ∧ dxj. Âîçüì¼ì ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö ωi
k ∧ ωk

j:

0 0 −2bsχcχσ12 −2bsχsθ[cχsθσ13 + sχcθσ23]

0 0 [b2s2χ + c2χ]σ12 s2θ[c
2
χ + b2s2χ]σ13 + 2sχcχsθcθσ23

0

[
c2χ
s2χ

− b2
]
σ12 0

[
b2s2χs

2
θ − c2χs

2
θ + c2θ

]
σ23

0

[
c2χ
s2χ

− b2
]
σ13

σ23
s2θ

− s2χ(1 + b2)σ23 0


.

Ñêëàäûâàåì ýòè äâå ìàòðèöû dωi
j + ωi

k ∧ ωk
j:

0 b′ σ01 b′s2χ σ02 b′s2χs
2
θ σ03

b′ σ01 0 (1 + b2) s2χ σ12 (1 + b2) s2χs
2
θ σ13

b′ σ02 −(1 + b2)σ12 0 (1 + b2) s2χs
2
θ σ23

b′ σ03 −(1 + b2)σ13 −(1 + b2) s2χ σ23 0

 .

Â ðåçóëüòàòå íåíóëåâûå êîýôôèöèåíòû òåíçîðà êðèâèçíû ðàâíû:

R0
1,01 = b′, R0

2,02 = b′s2χ, R0
3,03 = b′s2χs

2
θ,

R1
0,10 = −b′, R1

2,12 = (1 + b2) s2χ, R1
3,13 = (1 + b2) s2χs

2
θ,

R2
0,20 = −b′, R2

1,21 = (1 + b2), R2
3,23 = (1 + b2) s2χs

2
θ,

R3
0,30 = −b′, R3

1,31 = (1 + b2), R3
2,32 = (1 + b2) s2χ.

.

Òåíçîð Ðè÷÷è Rγ
α, γβ = R0

α, 0β +R1
α, 1β +R2

α, 2β +R3
α, 3β (i, j = 1, 2, 3):

R00 = −3b′ =
3

a2
(a′2 − aa′′), R0i = 0, Rij = − 1

a4
(2a2 + a′2 + aa′′) gij.

Ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà:

R = − 6

a3
(a+ a′′).
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• H181 Ñâÿçíîñòè äëÿ öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîãî ãðàâïîëÿ (ñòð.133)
Äëÿ ìåòðèêè ds2 = a(t, r) dt2 − b(t, r) dr2 − r2(dθ2 + s2θ dϕ

2), ìåòðè÷åñêèå
êîýôôèöèåíòà è èì îáðàòíûå ðàâíû:

gij =


a 0 0 0
0 −b 0 0
0 0 −r2 0
0 0 0 −r2s2θ

 , gij =


1/a 0 0 0
0 −1/b 0 0
0 0 −1/r2 0
0 0 0 −1/r2s2θ

 .

Èñïîëüçóÿ ìàòðèöó èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è íàõîäèì 1-ôîðìó:

ωij =
1

2


ȧdt+ a′dr a′dt+ ḃdr 0 0

−a′dt− ḃdr −ḃdt− b′dr 2r dθ 2rs2θ dϕ
0 −2r dθ −2r dr 2r2sθcθ dϕ
0 −2rs2θ dϕ −2r2sθcθ dϕ −2rs2θ dr − 2r2sθcθ dθ

 ,

ãäå òî÷êà � ïðîèçâîäíàÿ ïî t, à øòðèõ � ïðîèçâîäíàÿ ïî r. Óìíîæàÿ
ñëåâà íà ìàòðèöó îáðàòíîãî ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà gij, ïîëó÷àåì:

ωi
j =



ȧ
2a dt+ a′

2a dr a′

2a dt+ ḃ
2a dr 0 0

a′

2b
dt+ ḃ

2b
dr ḃ

2b
dt+ b′

2b
dr −r

b
dθ −rs2θ

b
dϕ

0 1
r dθ

1
r dr −sθcθ dϕ

0 1
r dϕ

cθ
sθ dϕ

1
r dr +

cθ
sθ dθ


,

1-ôîðìà ωi
j äà¼ò ðàçëîæåíèå äëÿ ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ:

ωi
j = Γi

j0dt+ Γi
j1dr + Γi

j2dθ + Γi
j3dϕ

Òåïåðü íåñëîæíî âûïèñàòü ÿâíûì îáðàçîì íåíóëåâûå ñèìâîëû Êðèñòîô-
ôåëÿ.

Γ0
00 =

ȧ

2a
, Γ0

01 = Γ0
10 =

a′

2a
, Γ0

11 =
ḃ

2a
,

Γ1
00 =

a′

2b
, Γ1

01 = Γ1
10 =

ḃ

2b
, Γ1

11 =
b′

2b
, Γ1

22 = −r

b
, Γ1

33 = −rs2θ
b
,

Γ2
12 = Γ2

21 =
1

r
, Γ2

33 = −sθcθ,

Γ3
13 = Γ3

31 =
1

r
, Γ3

23 = Γ3
32 =

cθ
sθ
.
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• H182 Êðèâèçíà äëÿ öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîãî ãðàâïîëÿ (ñòð.133)

Çàïèøåì 1-ôîðìó ωi
j èç (l H181) äëÿ ñòàòè÷åñêîé ìåòðèêè:

ωi
j =



a′

2a dr a′

2a dt 0 0

a′

2b
dt b′

2b
dr −f dθ −fs2θ dϕ

0 dθ
r

dr
r −sθcθ dϕ

0
dϕ
r

cθ
sθ dϕ

dr
r + cθ

sθ dθ

 ,

ãäå äëÿ ñîêðàùåíèÿ f = f(r) = r/b. Âîçüì¼ì âíåøíèé äèôôåðåíöèàë:

dωi
j = −


0

(
a′

2a

)′
σ01 0 0(

a′

2b

)′
σ01 0 f ′σ12 f ′s2θσ13 + 2fsθcθ σ23

0 σ12
r2

0 (c2θ − s2θ)σ23

0 σ13
r2

σ23
s2θ

0


,

ãäå σ01 = dt∧dr, σ12 = dr∧dθ è ò.ä. Îáðàòèì âíèìàíèå íà âûíåñåííûé
îáùèé çíàê ìèíóñ. Ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö ωi

k ∧ ωk
j ðàâíî:

0

[
a′b′

4ab
− a′2

4a2

]
σ01 −a′f

2a σ02 −a′fs2θ
2a σ03[

a′2

4ab
− a′b′

4b2

]
σ01 0 fh σ12 fs2θ hσ13 + 2fsθcθ σ23

− a′

2rb
σ02

h
r σ12 0

[
c2θ −

fs2θ
r

]
σ23

− a′

2rb
σ03

h
r σ13

[
f
r +

c2θ
s2θ

]
σ23 0


,

ãäå h = (1/r) − b′/2b. Ñêëàäûâàÿ ýòè äâå ìàòðèöû dωi
j + ωi

k ∧ ωk
j,

ïîëó÷àåì 2-ôîðìó òåíçîðà êðèâèçíû

0

[
a′b′

4ab
+ a′2

4a2
− a′′

2a

]
σ01 − ra′

2ab
σ02 −ra′s2θ

2ab
σ03[

a′2

4ab
+ a′b′

4b2
− a′′

2b

]
σ01 0 rb′

2b2
σ12

rb′

2b2
s2θ σ13

− a′

2rb
σ02 − b′

2b
σ12 0 b− 1

b
s2θσ23

− a′

2rb
σ03 − b′

2b
σ13

1− b
b

σ23 0


,

ñîäåðæàùåé âñå íåíóëåâûå êîýôôèöèåíòû òåíçîðà êðèâèçíû



240

Âåêòîðû, òåíçîðû è ôîðìû

• H183 Rn, êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî (ñòð. 152)

Âñå àêñèîìû âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà (ñòð.22) äëÿ îïåðàöèé

x+ y = {x1 + y1, ..., xn + yn}, αx = {αx1, ..., αxn}

ïðîâåðÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Áàçèñíûìè âåêòîðàìè ìîãóò áûòü (äëÿ
êðàòêîñòè n = 3):

e1 = {1, 0, 0}; e2 = {0, 1, 0}; e3 = {0, 0, 1}.

Ëþáîé âåêòîð x ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî ýòîìó áàçèñó x = xiei. Åãî êîíòðà-
âàðèàíòíûå êîìïîíåíòû xi ðàâíû ÷èñëàì xi.

• H184 Ìàòðèöû n× n, êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî (ñòð. 152)

Òàê êàê ìàòðèöà � ýòî íàáîð âåùåñòâåííûõ ÷èñåë (çàïèñàííûé íå â
ñòðî÷êó, à â âèäå òàáëèöû), òî çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïðåäûäóùåé. Áàçèñîì
ÿâëÿåòñÿ íàáîð n2 ðàçëè÷íûõ ìàòðèö, ó êîòîðûõ âñå ýëåìåíòû íóëåâûå,
êðîìå îäíîãî, ðàâíîãî åäèíèöå.

• H185 Ïðåäñòàâëåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ÷åðåç íîðìó (ñòð. 152)

Çàïèñàâ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â áîëåå ïðèâû÷íîì îïåðàòîðíîì âè-
äå, èìååì:

1

4

(
(a+ b)2 − (a− b)2

)
=

1

4

(
a2 + 2a · b+ b2 − a2 + 2a · b− b2

)
= a · b.

• H186 Àëüòåðíèðîâàíèå ω(a,b)σ(c) (ñòð. 152)

Çàïèñûâàÿ äëÿ êîìïàêòíîñòè àðãóìåíòû ôóíêöèé ìåëêèì øðèôòîì
âíèçó, èìååì

Âlt(ωa,b) =
1

2

(
ωa,b − ωb,a

)
.

Âû÷èñëèì òåïåðü Âlt(Âlt(ω)⊗ σ):

1

3

(1
2
(ωa,b − ωb,a)σc −

1

2
(ωa,c − ωc,a)σb +

1

2
(ωb,c − ωc,b)σa

)
.

Òàê êàê Âlt(ω), ìû íà ìåñòî àðãóìåíòà σ ïîñëåäîâàòåëüíî ñòàâèì c, b, a.
Ïîëó÷èâøèåñÿ 3 ñëàãàåìûõ äåëÿòñÿ íà èõ êîëè÷åñòâî. Ýòî ýêâèâàëåíòíî
Âlt(ω ⊗ σ):

1

3!

(
ωa,b σc − ωb,a σc − ωa,c σb + ωc,a σb + ωb,c σa − ωc,b σa

)
.
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• H187 Êîýôôèöèåíò â òðîéíîì êîñîì ïðîèçâåäåíèè (ñòð. 152)

Åñëè A, B è C ñîîòâåòñòâåííî k−, l− è m− ôîðìû, çàïèøåì ñíà÷àëà
îïðåäåëåíèå äâîéíîãî êîñîãî ïðîèçâåäåíèÿ A è B ∧ C

A ∧ (B ∧ C) =
(k + (l +m))!

k! (l +m)!
Âlt (A⊗ (B ∧ C)) =

ïîäñòàâëÿÿ îïðåäåëåíèå B ∧ C:

=
(k + l +m)!

k! (l +m)!
Âlt

(
A⊗ (l +m)!

l!m!
Âlt(B ⊗ C)

)
=

âûíîñÿ ÷èñëîâûå ìíîæèòåëè, èìååì:

=
(k + l +m)!

k! l!m!
Âlt

(
A⊗ Âlt(B ⊗ C)

)
=

(k + l +m)!

k! l!m!
Âlt (A⊗B ⊗ C) .

• H188 Ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû íå äàþò àòëàñà (ñòð. 152)

Ïðè θ = 0 âåñü äèàïàçîí èçìåíåíèÿ óãëà 0 6 ϕ < 2π ñîîòâåòñòâóåò
îäíîé òî÷êå íà ñôåðå (ñåâåðíîìó ïîëþñó). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ýòî îòîáðà-
æåíèå äëÿ ñåâåðíîãî ïîëþñà íå âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå. Ò.å. îäíîé òî÷êå
ìíîãîîáðàçèÿ Mn ñîîòâåòñòâóåò öåëûé îòðåçîê â R2 = (θ, ϕ).

• H189 Ìèíèìàëüíûé àòëàñ äëÿ ïîâåðõíîñòè òîðà (ñòð. 152)

Â îòëè÷èå îò ñôåðû, òîð ìîæåò ïîêðûò òîëüêî îäíîé êàðòîé. Ïàðà-
ìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå òîðà áûëî ðàññìîòðåíî â çàäà÷å (l H141).

• H190 Êîìïîíåíòû êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ (ñòð. 152)

Åñëè âåêòîðû a è b ðàçëè÷íû, òî îáùàÿ òî÷êà ó êðèâûõ ñîîòâåòñòâóåò
çíà÷åíèþ ïàðàìåòðîâ t = 0, u = 0. Â ýòîé òî÷êå êàñàòåëüíûå âåêòîðû
ñîâïàäàþò:

d(ta)

dt

∣∣∣
t=0

= a,
d(ua+ u2b)

du

∣∣∣
u=0

= a.

• H191 Ýêñïîíåíòà îò ïðîèçâîäíîé (ñòð. 152)

Åñëè ôóíêöèè, îïðåäåëÿþùèå êðèâóþ, áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç äèôôå-
ðåíöèðóåìû, òî èõ ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä Òåéëîðà:

xi(t+τ) = xi(t)+τ
dxi(t)

dt
+
1

2!
τ 2

d2xi(t)

dt2
+
1

3!
τ 3

d3xi(t)

dt3
+... = exp

[
τ
d

dt

]
xi(t).

Òàêèì îáðàçîì, ýêñïîíåíòà îò ïðîèçâîäíîé � ýòî ñîêðàùåííàÿ çàïèñü
äëÿ áåñêîíå÷íîãî ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà.
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• H192 Êðóã ñ äûðêîé 2-ñâÿçíî, òîð � 3-ñâÿçíî (ñòð. 152)

• H193 Òîïîëîãèÿ ÷àéíîé ÷àøêè, íîæíèö è ìîðñêîé çâåçäû (ñòð. 153)

Ïîâåðõíîñòü ÷àéíîé ÷àøêè ñ ðó÷êîé ýêâèâàëåíòíà òîðó. Åñëè ðó÷êó
îòáèòü è âûêèíóòü (èç ìíîãîîáðàçèÿ), òî ÷àøêà ñìåíèò òîïîëîãèþ íà
ñôåðè÷åñêóþ.

Íîæíèöû èìåþò äâà îòâåðñòèÿ äëÿ ïàëüöåâ. Åñëè íîæè íîæíèö ïëîò-
íî ñîåäèíåíû, òî ïîëó÷àåòñÿ ìíîãîîáðàçèå ñ òîïîëîãèåé äâóõ �ñðîñøèõ-
ñÿ� áîêàìè òîðîâ èëè ñôåðû ñ äâóìÿ ðó÷êàìè. Åñëè âèíòèê ó íîæíèö
ðàñêðóòèòü � ïîëó÷èòñÿ íåñâÿçíîå ìíîãîîáðàçèå èç äâóõ òîðîâ (åñëè ïðî-
èãíîðèðîâàòü îòâåðñòèÿ ïîä âèíòèê è ñàì âèíòèê). Åñëè èõ íå èãíîðèðî-
âàòü (â òîïîëîãèè íåò íåçíà÷èìûõ äûðîê), òî ïîëó÷èòñÿ ìíîãîîáðàçèå,
ñîñòîÿùåå èç äâóõ ñôåð ñ äâóìÿ ðó÷êàìè è îäíîé ñôåðû áåç ðó÷åê (ýòî
âèíòèê). Åñëè âèíòèê èìåë åù¼ è äîïîëíèòåëüíóþ ãàéêó, òî ê ïðåäûäó-
ùåìó äîáàâèòñÿ òîð. Ëó÷øå ïðåäñòàâëÿòü òóïûå íîæíèöû, ÷òîáû èãíî-
ðèðîâàòü �íåäèôôåðåíöèðóåìóþ îñîáåííîñòü� íà êðàÿõ ëåçâèé.

Åñëè îòâëå÷üñÿ îò äåòàëåé ôèçèîëîãèè è ñ÷èòàòü, ÷òî ó ìîðñêîé çâåç-
äû íåò îòâåðñòèé, òî îíà òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà ñôåðå. Íà ñàìîì
äåëå, îòâåðñòèé ó ëþáîãî ñóùåñòâà íåìàëî. Íàïðèìåð, â ïðîñòåéøåì ñëó-
÷àå ñêâîçíîãî êèøå÷íèêà òîïîëîãèÿ çâåçäû ñòàíîâèòñÿ ïîäîáíà òîðó. Ðå-
àëüíàÿ æå òîïîëîãèÿ äàæå î÷åíü ïðîñòîãî ñóùåñòâà î÷åíü ñëîæíà.

• H194 Ñîîòíîøåíèå S(a,b+ c) = S(a,b) + S(a, c) (ñòð. 153)

S(a,b+ c) : b = −c/2 :
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• H195 2-ôîðìà S(a, a) = 0 ÿâëÿåòñÿ âíåøíåé (ñòð. 153)
Òàê êàê òîæäåñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà, ïðèìåíèì åãî

ê âåêòîðó a = b + c. Ó÷èòûâàÿ ëèíåéíîñòü ôîðìû ñíà÷àëà ïî âòîðî-
ìó àðãóìåíòó, à çàòåì ïî ïåðâîìó, è òî, ÷òî S(b,b) = 0, S(c, c) = 0,
ïîëó÷àåì:

0 = S(b+ c,b+ c) = S(b+ c,b) + S(b+ c, c) = S(c,b) + S(b, c),

îòêóäà ñëåäóåò àíòèñèììåòðè÷íîñòü.

• H196 Êîíãðóýíöèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (ñòð. 153)
Äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ ∂/∂x1 êîìïîíåíòà V 1 = 1, à îñòàëüíûå êîìïî-

íåíòû ðàâíû íóëþ. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ dxi/dt = V i äà¼ò ëèíèþ x1 =
x10 + t, x2 = x20, ..., x

n = xn0 êîîðäèíàòíîé ñåòêè (xi0 = const).

• H197 Èíòåãðàëüíûå êðèâûå ïîëÿ x∂/∂y − y∂/∂x (ñòð. 153)
Ðåøàåì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

dx

dt
= −y,

dy

dt
= x.

Óìíîæàÿ ïåðâîå óðàâíåíèå íà x, à âòîðîå íà y, è ñêëàäûâàÿ, ïîëó÷àåì:

d(x2 + y2)

dt
= 0 => x2 + y2 = const.

Êðèâûå îáðàçóþò ìíîæåñòâî îêðóæíîñòåé ðàçëè÷íîãî ðàäèóñà. Èõ ìíî-
æåñòâî íåïðåðûâíî çàïîëíÿåò ïðîñòðàíñòâî. Ýòî êîíãðóýíöèÿ.

• H198 Äåéñòâèå exp(τd/dt) íà ôóíêöèþ f = f(x1, ..., xn) (ñòð. 153)
Îïåðàòîð exp(τd/dt) îñóùåñòâëÿåò ñäâèã âäîëü êðèâîé, ïåðåâîäÿ xi(t)

â xi(t+ τ), ñì. (l H191). Ôóíêöèÿ f(x1, ..., xn) íà êðèâîé xi(t) çàâèñèò îò
îäíîé ïåðåìåííîé t (ñì. ñòð. 144). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî óñëîâèþ d/dt �
ýòî âåêòîðíîå ïîëå, ïîýòîìó dxi/dt = T i. Âû÷èñëèì ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ
îò ôóíêöèè âäîëü êðèâîé:

df

dt
=

∂f

∂xi
dxi

dt
= T i ∂f

∂xi
.

Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿþòñÿ ïîñëåäóþùèå ïðîèçâîäíûå:

d2f

dt2
= T i ∂

∂xi

(
T i ∂f

∂xi

)
,

d3f

dt3
= T i ∂

∂xi

(
T i ∂

∂xi

(
T i ∂f

∂xi

))
, ....

Ïîýòîìó ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ ýêñïîíåíòû îò îïåðàòîðà âåêòîðíîãî ïîëÿ
äà¼ò çíà÷åíèå ôóíêöèè âäîëü êðèâîé:

f
(
x1(t+ τ), ...xn(t+ τ)

)
= exp

(
τ T i ∂

∂xi

)
f
(
x1(t), ..., xn(t)

)
.
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• H199 Ñêîáêè Ëè, êàê ðàçðûâ �ïàðàëëåëîãðàììà� (ñòð. 153)
Ñäâèíåìñÿ ñíà÷àëà íà t âäîëü èíòåãðàëüíîé êðèâîé, êàñàòåëüíàÿ ê

êîòîðîé åñòü ïîëå T. Çàòåì íà u âäîëü êðèâîé ñ êàñàòåëüíûì ïîëåì U.
Ðåçóëüòèðóþùèé îïåðàòîð ñäâèãà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå:

eu d/du et d/dt ≈
(
1 + u

d

du
+

u2

2

d2

du2
+ ...

)(
1 + t

d

dt
+

t2

2

d2

dt2
+ ...

)
.

Ïåðåìíîæèì äî âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî t, u:

eu d/du et d/dt ≈ 1 + u
d

du
+ t

d

dt
+

u2

2

d2

du2
+

t2

2

d2

dt2
+ u t

d

du

d

dt
+ ...

Åñëè ïðîèçâåñòè ñäâèãè â îáðàòíîì ïîðÿäêå, òî âñå ñëàãàåìûå ïîëó÷àòñÿ
òàêèìè æå, êðîìå ïîñëåäíåãî, â êîòîðîì îïåðàòîðû áóäóò ïåðåñòàâëåíû.
Ïîýòîìó ðàçíîñòü ñìåùåíèé ðàâíà

et d/dt eu d/du − eu d/du et d/dt ≈ tu

[
d

dt
,

d

du

]
.

• H200 Êîîðäèíàòíîñòü âåêòîðíûõ ïîëåé (ñòð. 153)
Âû÷èñëèì ñêîáêè Ëè:

[x∂x + y∂y, x∂y − y∂x] = [x∂x, x∂y]− [x∂x, y∂x] + [y∂y, x∂y]− [y∂y, y∂x].

Âû÷èñëÿÿ êîììóòàòîðû, íàïðèìåð:

[x∂x, x∂y]f = x∂x(x∂yf)− x∂y(x∂xf) = x∂yf,

ïîëó÷àåì:

x∂y + y∂x − x∂y − y∂x = 0.

Ñêîáêà Ëè ðàâíà íóëþ, ñëåäîâàòåëüíî, ýòè ïîëÿ êîîðäèíàòíûå.

• H201 Ãåíåðàòîðû ãðóïïû âðàùåíèÿ (ñòð. 153)

[Lx, Ly] = Lz, [Ly, Lz] = Lx, [Lz, Lx] = Ly.

• H202 Ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèé â ïðîèçâîäíîé Ëè (ñòð. 153)
Ìàòðèöà ∂xi/∂xj0 ïîëó÷àåòñÿ ýëåìåíòàðíûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì âû-

ðàæåíèÿ xi = xi0 + tV i(x0). Îáðàòíàÿ ìàòðèöà ïðîâåðÿåòñÿ ñâ¼ðòêîé ñ
ïðÿìîé. Ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî t èìååì:

∂xi

∂xk0

∂xk0
∂xj

=

(
δik + t

∂V i

∂xk0

)(
δkj − t

∂V k

∂xj0

)
= δij +O(t2).
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• H203 Ïðîèçâîäíàÿ Ëè îò 1-ôîðìû (ñòð. 153)

(LV ω)i =
d

dt

[
ωj

∂xj

∂xi0

]
t=0

=
d

dt

[
wj

(
δji + t

∂V j

∂xi0

)]
t=0

= V j ∂wi

∂xj0
+ ωj

∂V j

∂xi0
.

• H204 Ïðàâèëî Ëåéáíèöà äëÿ ôîðìû è âåêòîðà (ñòð. 153)
Ðàñïèøåì îïðåäåëåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè ïðàâèëà Ëåéáíèöà:

LV

(
ω(U)

)
= (LV ω)(U) + ω(LVU)

â êîîðäèíàòíîì âèäå(
V j ∂ωi

∂xj
+ ωj

∂V j

∂xi

)
U i + ωi

(
V j ∂U

i

∂xj
− U j ∂V

i

∂xj

)
= V j ∂ωi

∂xj
U i + ωiV

j ∂U
i

∂xj
.

Ýòî ïðîèçâîäíàÿ îò ñêàëÿðíîé ôóíêöèè (îò çíà÷åíèÿ 1-ôîðìû):

LV (ωiU
i) =

d

dt

(
ωiU

i
)
=

dωi

dt
U i + ωi

dU i

dt
.

• H205 LVU = −LUV (ñòð. 153)
Òîæäåñòâî î÷åâèäíî â ñèëó àíòèñèììåòðè÷íîñòè ñêîáîê Ëè è çíà÷åíèÿ

ïðîèçâîäíîé LVU = [V,U].
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