
Íåêîòîðûå âîïðîñû ñòàòèñòèêè
äàííûõ ïî ñâåðõíîâûì òèïà Ia

Ñ.Ñ. Ñòåïàíîâ

Â ðàáîòå ïðîâîäèòñÿ àíàëèç íåäàâíåé êîìïèëÿöèè äàííûõ (Union2) ïî
ñâåðõíîâûì òèïà Ia. Ïðåäëîæåíà ïðîñòàÿ àïïðîêñèìàöèîííàÿ ôóíêöèÿ,
�âûðàâíèâàþùàÿ� ìîäóëè ðàññòîÿíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ êðàñíûõ ñìåùåíè-
ÿõ. Àíàëèçèðóåòñÿ ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ äëÿ ïà-
ðàìåòðîâ (ΩM , ΩΛ) ñòàíäàðòíîé êîñìîëîãè÷åñêîé ìîäåëè íà îñíîâå ãèïî-
òåçû Áàéåñà. Ïðåäëàãàåòñÿ àëüòåðíàòèâíûé ìåòîä, ðåçóëüòàòû êîòîðîãî
ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî äîâåðèòåëüíàÿ îáëàñòü êîñìîëîãè÷åñêèõ ïà-
ðàìåòðîâ, âîçìîæíî, äîëæíà áûòü ðàñøèðåíà.

1 Ââåäåíèå

Çà ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèå íàìåòèëñÿ ñóùåñòâåííûé ïðîãðåññ â íàáëþ-
äàòåëüíîé êîñìîëîãèè [1]. Äàííûå ïî èçìåðåíèþ êðèâûõ áëåñêà ñâåðõ-
íîâûõ òèïà Ia è èçìåðåíèå ôëóêòóàöèé ìèêðîâîëíîâîãî ôîíà ïîçâîëè-
ëè ñóùåñòâåííî ñîêðàòèòü äîïóñòèìóþ îáëàñòü âîçìîæíûõ êîñìîëîãè-
÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ñòàíäàðòíîé ΛCDM-ìîäåëè. Â ðåçóëüòàòå ïîÿâèëèñü
óáåäèòåëüíûå ñâèäåòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ íåíóëåâîãî êîñìîëîãè÷åñêî-
ãî Λ-÷ëåíà â óðàâíåíèÿõ Ýéíøòåéíà (ò¼ìíîé ýíåðãèè).
Èñòîðè÷åñêè ïåðâûì è íàèáîëåå ïðÿìûì òåñòîì, âûÿâèâøèì óñêîðåí-

íîå ðàñøèðåíèå Âñåëåííîé, áûëî èçìåðåíèå êðèâûõ áëåñêà ïðè âçðûâàõ
ñâåðõíîâûõ òèïà Ia â øèðîêîì äèàïàçîíå ïàðàìåòðà êðàñíîãî ñìåùåíèÿ.
Íåñìîòðÿ íà âïå÷àòëÿþùèå óñïåõè ïîñëåäíèõ ëåò, âåëè÷èíà ýêñïåðèìåí-
òàëüíûõ îøèáîê îñòà¼òñÿ äîñòàòî÷íî âûñîêîé. Íà ôîíå ýòèõ çàìåòíûõ
îøèáîê íåîáõîäèìî óìåòü ðàçëè÷àòü òîíêèå ýôôåêòû, ñâÿçàííûå ñ ðàç-
ëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè êîñìîëîãè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ. Ïîýòîìó èñêëþ÷è-
òåëüíóþ âàæíîñòü ïðèîáðåòàåò âûáîð âåðíîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî èíñòðó-
ìåíòà àíàëèçà äîñòîâåðíîñòè äåëàþùèõñÿ âûâîäîâ.
Â ýòîé ðàáîòå ìû ðàññìîòðèì ìåòîä ïîëó÷åíèÿ äîâåðèòåëüíûõ èí-

òåðâàëîâ äëÿ ïàðàìåòðîâ (ΩM , ΩΛ) íà îñíîâå ãèïîòåçû Áàéåñà. Áóäåò
ïðåäëîæåí àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä, ðåçóëüòàòû êîòîðîãî ìîãóò ñâèäå-
òåëüñòâîâàòü î íåîáõîäèìîñòè ðàñøèðåíèÿ îáëàñòè âîçìîæíûõ çíà÷åíèé
êîñìîëîãè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ.
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2 Ia ñâåðõíîâûå è ΛCDM ìîäåëü

Â ðåçóëüòàòå íàáëþäåíèÿ âñïûøåê ñâåðõíîâûõ ñòðîèòñÿ çàâèñèìîñòü
ìîäóëÿ ðàññòîÿíèÿ (distance modulus) µ îò êðàñíîãî ñìåùåíèÿ z ãàëàê-
òèêè â êîòîðîé íàõîäèòñÿ ñâåðõíîâàÿ. Åñëè L � ñâåòèìîñòü ñâåðõíîâîé,
à F � ïîòîê ñâåòîâîé ýíåðãèè, ïàäàþùèé íà Çåìëþ, òî ôîòîìåòðè÷åñêîå
ðàññòîÿíèå D îïðåäåëÿåòñÿ íà îñíîâå ñòàíäàðòíîãî ñîîòíîøåíèÿ, ñïðà-
âåäëèâîãî äëÿ åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà F = L/(4πD2). Ìîäóëü ðàññòî-
ÿíèÿ µ � ýòî ðàçíîñòü íàáëþäàåìîé çâ¼çäíîé âåëè÷èíû m ñâåðõíîâîé è
å¼ àáñîëþòíîé çâ¼çäíîé âåëè÷èíû ma:

µ = m−ma = −2.5 log(F/Fa) = 25 + 5 logD, (1)

ãäå ðàññòîÿíèå D èçìåðÿåòñÿ â ìåãàïàðñåêàõ, à àáñîëþòíàÿ çâ¼çäíàÿ âå-
ëè÷èíà ma (èëè ñâåòîâîé ïîòîê Fa) ñîîòâåòñòâóåò ðàññòîÿíèþ 10 ïê. Ëî-
ãàðèôì èìååò äåñÿòè÷íîå îñíîâàíèå.
Çâ¼çäíàÿ âåëè÷èíàm â ìàêñèìóìå ñâåòèìîñòè ñâåðõíîâîé ìîæåò áûòü

èçìåðåíà íåïîñðåäñòâåííî. Çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå îïðåäåëèòü àáñîëþò-
íóþ çâ¼çäíóþ âåëè÷èíó ma. Òåì íå ìåíåå, êàê èçâåñòíî, ñóùåñòâóåò äâà
àñïåêòà, êîòîðûå îáëåã÷àþò ñèòóàöèþ.
Íàáëþäåíèÿ çà áëèçêèìè ñâåðõíîâûìè, ðàññòîÿíèå äî êîòîðûõ ìîæåò

áûòü èçìåðåíî íåçàâèñèìûìè ìåòîäàìè, ïîêàçûâàþò, ÷òî àáñîëþòíûå
ñâåòèìîñòè ñâåðõíîâûõ òèïà Ia äîñòàòî÷íî ñòàáèëüíû. Ýòîò òèï ñâåðõ-
íîâûõ èäåíòèôèöèðóåòñÿ ïî õàðàêòåðó èõ ñïåêòðà, êîòîðûé íå ñîäåðæèò
âîäîðîäíûõ ëèíèé, îäíàêî èìååò ëèíèè ïîãëîùåíèÿ êðåìíèÿ. Ïî ñîâðå-
ìåííûì ïðåäñòàâëåíèåì, åñëè â òåñíîé äâîéíîé çâ¼çäíîé ñèñòåìå îäíà èç
çâ¼çä ÿâëÿåòñÿ áåëûì êàðëèêîì, òî ïðè ïîñòåïåííîì çàõâàòå èì âåùå-
ñòâà âòîðîé çâåçäû, äîñòèãàåòñÿ ïðåäåë ×àíäðàñåêàðà ïî ìàññå áåëîãî
êàðèêà, è îí âçðûâàåòñÿ, ïðåâðàùàÿñü â ñâåðõíîâóþ òèïà Ia. Èìåííî
áëàãîäàðÿ ïîñòîÿíñòâó ïðåäåëà ×àíäðàñåêàðà âîçíèêàåò îòíîñèòåëüíàÿ
ñòàáèëüíîñòü ÿðêîñòè âñïûøåê ñâåðõíîâûõ.
Êðîìå ýòîãî, ñóùåñòâóåò ýìïèðè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü ìåæäó àáñîëþò-

íîé ñâåòèìîñòüþ è òåìïîì ñíèæåíèÿ áëåñêà ñâåðõíîâîé ïîñëå äîñòèæå-
íèÿ å¼ ñâîåãî ìàêñèìóìà. ×åì ÿð÷å ñâåðõíîâàÿ, òåì ìåäëåííåå ñïàäàåò
å¼ ÿðêîñòü, è íàîáîðîò [2]. Ýòî ïîçâîëÿåò ïî ôîðìå êðèâîé áëåñêà äîñòà-
òî÷íî òî÷íî îòêàëèáðîâàòü àáñîëþòíûå ñâåòèìîñòè óäàë¼ííûõ ñâåðõíî-
âûõ. Çàìåòèì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ïîäîáíîé êàëèáðîâêè òðåáóåò ó÷¼òà
ýôôåêòà çàìåäëåíèÿ â 1+ z ðàç ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõ íà óäàë¼ííûõ
îáúåêòàõ, êîòîðûå íàáëþäàþòñÿ ñ Çåìëè [3].

2



Â ñòàíäàðòíîé ìîäåëè ðàñøèðÿþùåãîñÿ ïðîñòðàíñòâà ñâåòîâîé ïîòîê
óìåíüøàåòñÿ çà ñ÷¼ò òð¼õ ñîñòàâëÿþùèõ. Ïðåæäå âñåãî îí ïàäàåò ïðî-
ïîðöèîíàëüíî ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè, îêðóæàþùåé ñâåðõíîâóþ. Çíà÷åíèå
ýòîé ïëîùàäè çàâèñèò îò êðèâèçíû òð¼õìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Âòîðîé
ôàêòîð, óìåíüøàþùèé ïîòîê â 1 + z ðàç, ñâÿçàí ñî ñäâèãîì ñïåêòðà
(óìåíüøåíèåì ýíåðãèè) çà ñ÷¼ò êðàñíîãî ñìåùåíèÿ. È, íàêîíåö, åù¼ îäèí
ìíîæèòåëü 1 + z â çíàìåíàòåëå âîçíèêàåò â ðåçóëüòàòå çàìåäëåíèÿ ïðî-
öåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõ íà óäàë¼ííîì îáúåêòå. Â íàøåì ñëó÷àå � ýòî ÷èñëî
ôîòîíîâ, èçëó÷àåìûõ â åäèíèöó âðåìåíè.
Â ðåçóëüòàòå, ôîòîìåòðè÷åñêîå ðàññòîÿíèå â ΛCDM ìîäåëè èìååò âèä:

D =
c

H0

1 + z√
|Ωk|

SinN

√|Ωk|
z∫

0

du√
ΩM(1 + u)3 + ΩK(1 + u)2 + ΩΛ

 , (2)

ãäå ΩK = 1 − ΩM − ΩΛ, c � ñêîðîñòü ñâåòà, à ôóíêöèÿ SinN ÿâëÿåò-
ñÿ îáû÷íûì ñèíóñîì, åñëè ΩK < 0, è ãèïåðáîëè÷åñêèì ñèíóñîì ïðè
ΩK > 0. Åñëè æå ΩK → 0, òî SinN(x) = x. Òàêèì îáðàçîì, ìîäóëü
ðàññòîÿíèÿ îêàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé êðàñíîãî ñìåùåíèÿ z è òð¼õ ïàðàìåò-
ðîâ: ïîñòîÿííîé Õàááëà H0, îòíîñèòåëüíîé ïëîòíîñòè âåùåñòâà ΩM è
îòíîñèòåëüíîé ïëîòíîñòè ò¼ìíîé ýíåðãèè ΩΛ. Ïîñòîÿííàÿ Õàááëà [òî÷-
íåå µ0 = 25− 5 log(H0/c)] ÿâëÿåòñÿ àääèòèâíîé êîíñòàíòîé, ñìåùàþùåé
êðèâóþ µ = µ(z) ââåðõ èëè âíèç. Ïëîòíîñòè âåùåñòâà è ýíåðãèè âõîäÿò
â ôóíêöèþ µ(z) ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûì îáðàçîì, îïðåäåëÿÿ å¼ íàêëîí
è ñòåïåíü êðèâèçíû.
Â ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè âûðàæåíèå ïîä êîðíåì äîëæíî áûòü ïî-

ëîæèòåëüíûì. Ýòî íàêëàäûâàåò îïðåäåë¼ííîå îãðàíè÷åíèå íà îáëàñòü
äîïóñòèìûõ êîñìîëîãè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ïàðàìåòðû
òàêîâû, ÷òî 2ΩK ≤ −3ΩM , òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùåå íåðàâåí-
ñòâî:

Ω3
K +

27

4
ΩΛΩ

2
M > 0. (3)

Ìû áóäåì àíàëèçèðîâàòü êîìïèëÿöèþ íàáëþäåíèé 557 ñâåðõíîâûõ,
ïðîâåäåííóþ ãðóïïîé Supernova Cosmology Project [4] â 2010 ã. (Union2).
Ýòè äàííûå ñîäåðæàò ñâåðõíîâûå ñ êðàñíûìè ñìåùåíèÿìè â äèàïàçîíå
îò z = 0.015 äî z = 1.4 è òèïè÷íûìè àáñîëþòíûìè îøèáêàìè èçìåðåíèÿ
µ â ïðåäåëàõ σ = 0.15 ÷ 0.25 (ìåäèàíà îøèáîê 0.19, ìèíèìàëüíàÿ 0.08,
ìàêñèìàëüíàÿ 1.08). Çíà÷åíèÿ ìîäóëåé ðàññòîÿíèÿ èçìåíÿþòñÿ îò 33.81
äî 45.12. Ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäûäóùåé êîìïèëÿöèåé 2008 ãîäà (Union)
÷èñëî ñâåðõíîâûõ âûðîñëî íà 250 çâ¼çä, â îñíîâíîì çà ñ÷¼ò äèàïàçîíà
êðàñíûõ ñìåùåíèé z < 0.4.
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Åñëè íåïîñðåäñòâåííî ïîñòðîèòü ïî íàáëþäàåìûì äàííûì ìîäóëü ðàñ-
ñòîÿíèÿ êàê ôóíêöèþ êðàñíîãî ñìåùåíèÿ z, òî äåòàëè àïïðîêñèìàöèîí-
íîé êðèâîé íà òàêîì ìàñøòàáå áóäóò âèäíû î÷åíü ñëàáî:

Ðèñóíîê 1. Èñõîäíûå äàííûå ïî ñâåðõíîâûì (Union2) [4].

Çàâèñèìîñòü µ = µ(z) ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé ôóíêöèåé z ñ ñèíãóëÿðíî-
ñòüþ âèäà 5 log z ïðè z → 0. Ïîýòîìó äëÿ âèçóàëèçàöèè íàáëþäàòåëüíûõ
äàííûõ è ïðåäñòàâëåíèÿ òåîðåòè÷åñêèõ êðèâûõ µ = µ(z) ïðè ðàçëè÷íûõ
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ óäîáíî âûáðàòü íåêîòîðóþ ñòàíäàðòíóþ ôóíê-
öèþ, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé áóäóò ïðîâîäèòñÿ ïîñòðîåíèÿ (�âûðàâíèâàþ-
ùàÿ êðèâàÿ�). Â êà÷åñòâå òàêîé êðèâîé ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü çíà÷åíèÿ
ïàðàìåòðîâ ΩM = ΩΛ = 0. Â ýòîì ñëó÷àå çàâèñèìîñòü ìîäóëÿ ðàññòîÿíèÿ
îò êðàñíîãî ñìåùåíèÿ ïðèíèìàåò èñêëþ÷èòåëüíî ïðîñòîé âèä:

µ(z) = µ0 + 5 log(z + z2/2). (4)

Åñòåñòâåííî, ïóñòîå ïðîñòðàíñòâî ñ îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíîé (ΩK =
1) â ðàìêàõ ñòàíäàðòíîé ìîäåëè íå âûãëÿäèò ðåàëèñòè÷íûì. Òåì íå ìå-
íåå, êàê ìû óâèäèì íèæå, ôóíêöèÿ (4) äîñòàòî÷íî õîðîøî àïïðîêñèìè-
ðóåò íàáëþäàòåëüíûå äàííûå.
Ëþáîïûòíî, ÷òî çàâèñèìîñòü (4) âîçíèêàåò â ðàìêàõ ñïåöèàëüíîé òåî-

ðèè îòíîñèòåëüíîñòè ïðè ðàññìîòðåíèè ðàäèàëüíîãî ðàçë¼òà îñêîëêîâ ñ
ïîñòîÿííûìè ñêîðîñòÿìè ïîñëå îáû÷íîãî âçðûâà â ïóñòîì åâêëèäîâîì
ïðîñòðàíñòâå [10]. Ñîîòíîøåíèå (4) òàêæå ðåàëèçóåòñÿ äëÿ ìîäóëÿ ðàñ-
ñòîÿíèÿ â ïðîåêòèâíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè [11]. Îäíàêî, â íàøåé
ðàáîòå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü (4) ëèøü êàê óäîáíóþ, â ñèëó ñâîåé ïðî-
ñòîòû, àïïðîêñèìàöèîííóþ êðèâóþ, äàþùóþ íóëåâîé îòñ÷¼ò äëÿ µ.
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Íà ðèñóíêå 2 ïðèâåäåíû òåîðåòè÷åñêèå êðèâûå ìîäóëÿ ðàññòîÿíèÿ ïðè
ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ êîñìîëîãè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ (ΩM ,ΩΛ). Ïðè ýòîì
èç íèõ âû÷òåíà ôóíêöèÿ (4).

Ðèñóíîê 2. Òåîðåòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè µ(z, a)−µ(z) ïðè ðàçëè÷íûõ ïàðà-
ìåòðàõ (ΩM ,ΩΛ), çíà÷åíèÿ êîòîðûõ óêàçàíû â ñêîáêàõ ðÿäîì ñ êðèâûìè.
Ãîðèçîíòàëüíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ΩM = ΩΛ = 0.

Â äàëüíåéøåì ñîâîêóïíîñòü êîñìîëîãè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ áóäåò îáî-
çíà÷àòüñÿ ïðè ïîìîùè âåêòîðà a = {H0,ΩM ,ΩΛ}. Ôóíêöèÿ µ(z, a) �
ýòî çàâèñèìîñòü ìîäóëÿ ðàññòîÿíèÿ îò êðàñíîãî ñìåùåíèÿ, ïîëó÷àåìàÿ
â ñòàíäàðòíîé êîñìîëîãè÷åñêîé ΛCDM ìîäåëè. Ôóíêöèÿ µ(z) ñîîòâåò-
ñòâóåò óðàâíåíèþ (4) äëÿ ïàðàìåòðîâ ΩM = ΩΛ = 0. Èíîãäà ïîñòîÿííàÿ
Õàááëà áóäåò âûäåëÿòüñÿ îòäåëüíî â âèäå àääèòèâíîé êîíñòàíòû. Â ýòîì
ñëó÷àå, ìû áóäåì ïîìå÷àòü òåîðåòè÷åñêèå êðèâûå áåç ýòîé êîíñòàíòû
÷åðòîé ñâåðõó: µ(z, a) = µ0 + µ̄(z, a) è µ(z) = µ0 + µ̄(z). Â ÷àñòíîñòè íà
ðèñóíêå 2 íà ñàìîì äåëå ïðèâåäåíà ðàçíèöà µ̄(z, a)− µ̄(z), ò.å. àääèòèâ-
íûå êîíñòàíòû µ0 âñåõ êðèâûõ ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè.
Ïðè ìàëûõ z, ïðèâåäåííûå íà ðèñóíêå ôóíêöèè èìåþò ñëåäóþùåå

ïîâåäåíèå:

µ(z, a)− µ(z) ≈ 5

4 ln 10
(2ΩΛ − ΩM) · z + ... (5)

Åñëè ΩΛ ≤ ΩM/2 êðèâûå µ(z, a) − µ(z) âñåãäà íàïðàâëåíû âíèç, èìåÿ
ïðè ΩΛ = 0 ïðèìåðíî ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü îò z, íàêëîí êîòîðîé òåì
áîëüøå, ÷åì áîëüøå ΩM . Ïðè ΩΛ > ΩM/2 êðèâûå ñíà÷àëà âûãèáàþò-
ñÿ ââåðõ (òåì ñèëüíåå, ÷åì áîëüøå ΩΛ). Îäíàêî ðàíî èëè ïîçäíî îíè
çàãèáàþòñÿ âíèç, âûõîäÿ íà àñèìïòîòè÷åñêèé ðåæèì, íàêëîí êîòîðîãî
ïðîïîðöèîíàëåí ΩM è ñëàáî çàâèñèò îò ΩΛ.
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3 Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå

Íà ðèñóíêå 3 ïðèâåäåíû íàáëþäàòåëüíûå äàííûå ïî 557 ñâåðõíîâûì
[1]. Èç íèõ âû÷òåíà ôóíêöèÿ (4), â êîòîðîé ïîñòîÿííàÿ Õàááëà H0 (èëè
µ0) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ñì. íèæå).

Ðèñóíîê 3. Íàáëþäàòåëüíûå äàííûå ïî 557 ñâåðõíîâûì èç êîòîðûõ âû-
÷òåíà ôóíêöèÿ µ(z). Ïðèâåäåíû íàçâàíèÿ íåêîòîðûõ ñâåðõíîâûõ.

Íà ðèñóíêå 4 ýòè æå äàííûå àãðåãèðîâàíû ñ øàãîì 0.02 ïî z (ñì.
Ïðèëîæåíèå) è ðàñòÿíóò ìàñøòàá ïî âåðòèêàëüíîé îñè:

Ðèñóíîê 4. Òî÷êè ðèñóíêà 3 àãðåãèðîâàíû ïî îñè z ñ øàãîì 0.02. Ëèíèè
ñîîòâåòñòâóþò A =(0.25, 0.75), B =(0.05, 0) è C =(0.25, 0). Ñâåðõíîâàÿ
2002fx (z = 1.4) íà ðèñóíîê íå ïîïàëà.

Âèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ (4) äåéñòâèòåëüíî äîñòàòî÷íî õîðîøî �âûðàâíèâà-
åò� òî÷êè. Ñâåðõíîâûå ñ ìàëûìè çíà÷åíèÿìè z íàõîäÿòñÿ ÷óòü íèæå
ãîðèçîíòàëüíîé ëèíèè, òîãäà êàê â îáëàñòè z ∼ 0.4 ÷ 0.8 íàáëþäàåò-
ñÿ ïîäíÿòèå òî÷åê ââåðõ. Ýòà îñîáåííîñòü äàííûõ è ïðèâîäèò ê òîìó,
÷òî ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ äà¼ò âûñîêîå çíà÷åíèÿ äëÿ ïëîòíîñòè
ò¼ìíîé ýíåðãèè ΩΛ, �âûãèáàÿ� êðèâóþ µ(z, a)− µ(z) ââåðõ.
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Â ïðèâåäåííîì íà ðèñóíêå ìàñøòàáå òåîðåòè÷åñêèå êðèâûå A è B ñî
çíà÷åíèåì ïàðàìåòðîâ (0.25, 0.75) èëè (0.05, 0.00) íàõîäÿòñÿ âíóòðè ïî-
ëîñû îøèáîê è î÷åíü áëèçêî äðóã ê äðóãó. Äåéñòâèòåëüíî, êàê ñëåäóåò
èç ðèñóíêà 2, íà íàáëþäàåìîì èíòåðâàëå ìàêñèìàëüíàÿ ðàçíèöà êðèâûõ
(0.25,0.75) è (0.05, 0) ñîñòàâëÿåò ïîðÿäêà 0.18 â îáëàñòè z = 0.5÷0.7. Ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíûå òî÷êè èìåþò â ýòîé æå îáëàñòè ìåäèàíó îøèáîê 0.25 è
ñðåäíåêâàäðàòè÷íûé ðàçáðîñ ñðåäíèõ ïîðÿäêà 0.40.
Ïðè îöåíêå çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ìîäåëè îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä

íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, â êîòîðîì ìèíèìèçèðóåòñÿ ñóììà:

χ2(a) =
n∑

i=1

[µi − µ(zi, a)]
2

σ2
i

, (6)

ãäå (zi, µi) � ñîâîêóïíîñòü èç n = 557 íàáëþäàòåëüíûõ äàííûõ êðàñíûõ
ñìåùåíèé è ìîäóëåé ðàññòîÿíèÿ ñâåðõíîâûõ òèïà Ia, σi � ñîîòâåòñòâó-
þùèå èì ñòàíäàðòíûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå îøèáêè (âêëþ÷àÿ ïåêóëÿð-
íûé ðàçáðîñ ñêîðîñòåé ãàëàêòèê è ò.ï. äîïîëíèòåëüíûå îøèáêè). Âåê-
òîð a = {H0,ΩM ,ΩΛ} ñîäåðæèò ïàðàìåòðû ìîäåëè, êîòîðûå íåîáõîäèìî
îïðåäåëèòü, àíàëèçèðóÿ äàííûå.
Âûäåëèì àääèòèâíûé ïàðàìåòð µ0 = 25−5 log(H0/c), ñâÿçàííûé ñ ïî-

ñòîÿííîé Õàááëà. Äëÿ ýòîãî ââåä¼ì òåîðåòè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü ñ ÷åðòîé
µ(z, a) = µ0+ µ̄(z, a). Îñòàòîê òåîðåòè÷åñêîé êðèâîé µ̄(z, a) çàâèñèò óæå
òîëüêî îò äâóõ ïàðàìåòðîâ: a = {ΩM ,ΩΛ}. Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðà-
òîâ ïîçâîëÿåò ëåãêî îïðåäåëèòü ïàðàìåòð µ0. Ïðèðàâíèâàÿ ïðîèçâîäíóþ
χ2 ïî µ0 íóëþ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

µ̂0 = σ2
0

n∑
i=1

µi − µ̄(zi, a)

σ2
i

, (7)

ãäå ââåäåíà äèñïåðñèÿ σ2
0 ðàçáðîñà âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ µ̂0:

1

σ2
0

=
n∑

i=1

1

σ2
i

. (8)

Ïîèñê îñòàâøèõñÿ ïàðàìåòðîâ a = {ΩM ,ΩΛ}, ìèíèìèçèðóþùèõ χ2,
òðåáóåò áîëüøå âû÷èñëèòåëüíûõ äåéñòâèé, îäíàêî òàêæå íå ïðåäñòàâëÿ-
åò îñîáîé ïðîáëåìû.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî òåîðåòè÷åñêèå êðèâûå ïðîõîäÿò âíóòðè ïîëîñû îøè-

áîê, ìèíèìóì χ2 îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî ïëîñêèì, à îáëàñòü �îïòèìàëü-
íûõ� ïàðàìåòðîâ ñðàâíèòåëüíî øèðîêîé.
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Íèæå íà ðèñóíêå 5 ïðèâåäåíû ïîëîñû çíà÷åíèé χ̃. Òèëüäîé ìû áóäåì
ïîìå÷àòü χ, íîðìèðîâàííóþ íà ÷èñëî òî÷åê (÷èñëî ñâåðõíîâûõ) n = 557:

χ̃ =

(
χ2

n

)1/2

. (9)

Îíà õàðàêòåðèçóåò ñðåäíþþ îòíîñèòåëüíóþ îøèáêó â äîëÿõ ñòàíäàðò-
íîé ýêñïåðèìåíòàëüíîé îøèáêè. Åñëè χ̃ < 1, â ñðåäíåì îòêëîíåíèÿ òåî-
ðåòè÷åñêèõ çíà÷åíèé îò ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ìåíüøå âåëè÷èíû îøèáêè.
Ëèíèè χ̃ < const èäóò ñ øàãîì 0.01, íà÷èíàÿ ñ χ̃ = 0.99. Ñïðàâà îò ðèñóí-
êà ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ êîñìîëîãè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ è ñîîòâåòñòâóþùèå
èì çíà÷åíèÿ χ̃. Â ïåðâîé ñòðîêå äàíû îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåðîâ
â òî÷êå àáñîëþòíîãî ìèíèìóìà χ̃.

ΩM ΩΛ H0 χ̃

0.30 0.78 70.13 0.987
0.25 0.75 70.27 0.988
0.10 0.45 69.36 0.993
0.00 0.28 68.95 0.999

0.00 0.00 67.38 1.027
0.05 0.00 67.12 1.036
0.10 0.00 66.86 1.048
0.15 0.00 66.61 1.062
0.20 0.00 66.37 1.078
0.25 0.00 66.13 1.094

Ðèñóíîê. 5 Ïîëîñû çíà÷åíèé χ̃ (òîëüêî ýêñïåðèìåíòàëüíûå îøèáêè). Â
âåðõíåì ëåâîì óãëó îáëàñòü �çàïðåù¼ííûõ� ïàðàìåòðîâ. Äèàãîíàëüíàÿ
ïðÿìàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ïëîñêîé âñåëåííîé.

Ïîâåðõíîñòü ôóíêöèè χ̃ íà ïëîñêîñòè (ΩM ,ΩΛ) âûòÿíóòà ïðèìåðíî
âäîëü ïðÿìîé ëèíèè

ΩΛ ≈ 0.28 + 1.67ΩM , (10)

ÿâëÿþùàÿñÿ ëèíåé �îâðàãà�. Ïåðâûå ÷åòûðå ñòðîêè â òàáëèöå ñïðàâà îò
ðèñóíêà 5 ñîîòâåòñòâóþò íåêîòîðûì íàáîðàì ïàðàìåòðîâ âäîëü ýòîãî
îâðàãà.
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Çíà÷åíèÿ χ̃ ïðèâåäåíû äëÿ èñõîäíûõ íàáëþäàòåëüíûõ îøèáîê. Âî-
îáùå ãîâîðÿ, ê íèì íåîáõîäèìî äîáàâëÿòü îáùóþ îøèáêó σ, äåëàÿ â
çíàìåíàòåëå (6) çàìåíó σ2

i 7→ σ2
i + σ2. Ýòà äèñïåðñèÿ âîçíèêàåò â ñè-

ëó ðàçëè÷íûõ ôàêòîðîâ, íå ñâÿçàííûõ íåïîñðåäñòâåííî ñ èçìåðåíèÿìè.
Íàïðèìåð, ñóùåñòâóåò ïåêóëÿðíûé ðàçáðîñ â ñêîðîñòÿõ ñâåðõíîâûõ îò-
íîñèòåëüíî ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Îáû÷íî åãî ïðèíèìàþò
ðàâíûì ∆v = 300 êì/ñåê. Ïðè èíòåðïðåòàöèè êðàñíîãî ñìåùåíèÿ â äó-
õå ýôôåêòà Äîïëåðà ïàðàìåòð z ≈ v/c, è, ñëåäîâàòåëüíî, ïåêóëÿðíàÿ
îøèáêà â ìîäóëå ðàññòîÿíèÿ ðàâíà:

σv = ∆µ =
∂µ

∂z
∆z ≈ 5

log 10
· 1 + z

z + z2/2
· ∆v

c
. (11)

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå çàïèñàíî ïðè ïîìîùè àïïðîêñèìàöèè (4). Òàê
òàê âåëè÷èíà ∆v äîñòàòî÷íî îöåíî÷íàÿ, èñïîëüçîâàíèå áîëåå òî÷íîãî
âûðàæåíèÿ µ(z, a) îñîáîãî ñìûñëà íå èìååò.
Âòîðîé ôàêòîð, óâåëè÷èâàþùèé äèñïåðñèþ, ýòî ãðàâèòàöèîííîå ëèí-

çèðîâàíèå [7]. Â ðàáîòå [4] äëÿ ýòîãî ýôôåêòà èñïîëüçóåòñÿ âûðàæåíèå:

σg = 0.093 z. (12)

Íàêîíåö, ïîïðàâêè íà Ãàëàêòè÷åñêóþ ïûëü äîïîëíèòåëüíî äàþò ïîñòî-
ÿííóþ îøèáêó σd = 0.013. Ïîýòîìó èòîãîâàÿ äîïîëíèòåëüíàÿ äèñïåðñèÿ
ðàâíà σ2

tot = σ2
v + σ2

g + σ2
d. Äàëåå îøèáêó σtot ìû áóäåì íàçûâàòü îáùåé

îøèáêîé.
Çàìåòèì, ÷òî îøèáêè σv è σg, êàê ôóíêöèè z, äåéñòâóþò â ïðîòèâîôà-

çå. Ïðè ìàëûõ z áîëåå çàìåòíîé îêàçûâàþòñÿ σv, äîñòèãàÿ ïðè z = 0.015
çíà÷åíèÿ 0.15, ñðàâíèìîãî ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè îøèáêàìè. Ñ ðîñòîì
z âåëè÷èíà σv äîñòàòî÷íî áûñòðî ïàäàåò, îäíàêî íà÷èíàåò âîçðàñòàòü
îøèáêà ãðàâèòàöèîííîãî ëèíçèðîâàíèÿ σg. Â îáëàñòè z ≈ 0.15 îáå îøèá-
êè ñðàâíèâàþòñÿ è èìåþò äîâîëüíî ìàëîå çíà÷åíèå 0.01. Òàê êàê îáùàÿ
îøèáêà íàõîäèòñÿ ñóììèðîâàíèåì äèñïåðñèé σ2

i 7→ σ2
i + σ2

tot, à σtot íåâå-
ëèêà, òî ðåçóëüòèðóþùàÿ îøèáêà ëèøü íåíàìíîãî ïðåâûøàåò ýêñïåðè-
ìåíòàëüíóþ σi.
Êðîìå ýòèõ òð¼õ ôàêòîðîâ, èíîãäà äîáàâëÿåòñÿ ñèñòåìàòè÷åñêàÿ îøèá-

êà σsys, îòäåëüíî âû÷èñëÿåìàÿ äëÿ êàæäîé ñâåðõíîâîé, ïðè ïîìîùè àë-
ãîðèòìà, îïèñàííîãî â [5]. Â ýòîì ñëó÷àå ìèíèìèçèðóåòñÿ

χ2 =
n∑

i,j=1

(µi − µ(zi, a))D
−1
ij (µj − µ(zj, a)), (13)

ãäåDij � êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü íàéäåíà íà ñàéòå
Supernova Cosmology Project [8].
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4 Áàéåñîâñêàÿ îöåíêà äîñòîâåðíîñòè

Â ïèîíåðñêîé ðàáîòå [6] äëÿ ïîñòðîåíèÿ äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ èñ-
ïîëüçîâàëñÿ ïîäõîä, âîñõîäÿùèé ê Áàéåñó. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè ôèê-
ñèðîâàííûõ ïàðàìåòðàõ a îòêëîíåíèå íàáëþäàåìûõ äàííûõ îò òåîðå-
òè÷åñêîé êðèâîé èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè. Òîãäà
óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè â n íàáëþäåíèÿõ ïîëó÷èòü íàáîð ÷èñåë
µ1, ..., µn èìååò âèä:

P (µ1, ..., µn|a) =
∏
i

1

σi
√
2π

exp

(
− [µi − µ(zi, a)]

2

2σ2
i

)
∼ e−χ2(a)/2, (14)

ãäå ó÷òåíî îïðåäåëåíèå (6) ôóíêöèè χ2(a). Ìíîæèòåëü ïåðåä ýêñïîíåí-
òîé ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé, çàâèñÿùåé îò îøèáîê íàáëþäåíèÿ.
Ïðè íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðàõ ìîæíî ðàññìîòðåòü ñîâìåñòíóþ âåðî-

ÿòíîñòü P (µ1, ..., µn, a). Îíà, ïî îïðåäåëåíèþ, ñâÿçàííà ñ óñëîâíûìè
âåðîÿòíîñòÿìè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

P (µ1, ..., µn, a) = P (µ1, ..., µn|a)P (a) = P (a|µ1, ..., µn)P (µ1, ..., µn). (15)

Íàñ èíòåðåñóåò óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü P (a|µ1, ..., µn) òîãî, ÷òî ïðè ðåàëè-
çîâàâøèõñÿ ðåçóëüòàòàõ íàáëþäåíèé µ1, ..., µn ïàðàìåòðû ïðèíèìàþò òî
èëè èíîå çíà÷åíèå a. ×òîáû å¼ íàéòè äåëàåòñÿ ñëåäóþùåå ïðåäïîëîæå-
íèå. Òàê êàê îòñóòñòâóåò àïðèîðíàÿ èíôîðìàöèÿ î âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿõ
êîñìîëîãè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, òî ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè P (a) ïîëàãà-
åòñÿ ðàâíûì êîíñòàíòå (âñå çíà÷åíèÿ a ðàâíîâåðîÿòíû). Ýòî ïîçâîëÿåò
ïðè ïîìîùè (15) è (14) íàéòè óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü äëÿ ïàðàìåòðîâ:

P (a|µ1, ..., µn) =
e−χ2(a)/2

N
, (16)

ãäå N � íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü, íå çàâèñÿùèé îò a:

N =

∫
e−χ2(a)/2da =

∞∫
−∞

dH0

∞∫
−∞

dΩΛ

∞∫
0

dΩM e−χ2(a)/2. (17)

Çàìåòèì, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå ïî ïàðàìåòðó ΩM íà÷èíàåòñÿ ñ 0, ÷òî îáó-
ñëîâëåíî åãî ôèçè÷åñêèì ñìûñëîì.
Óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè äëÿ ïàðàìåòðîâ ΩM ,ΩΛ ïîëó÷àåòñÿ

èíòåãðèðîâàíèåì ïî H0:

P (ΩM ,ΩΛ|µ1, ..., µn) =

∞∫
−∞

P (a|µ1, ..., µn) dH0. (18)

Ïðè ïîìîùè ýòîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè îöåíèâàþòñÿ äîâåðèòåëüíûå
èíòåðâàëû äëÿ êîñìîëîãè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ.
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Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ïðè íàõîæäåíèè óñëîâíîé ïëîòíîñòè âåðîÿò-
íîñòè P (ΩM ,ΩΛ|µ1, ..., µn) äåëàåòñÿ êëþ÷åâîå ïðåäïîëîæåíèå î ðàâíî-
âåðîÿòíîñòè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ P (a) = const. Ïîäîáíîå
çàäàíèå àïðèîðíîé âåðîÿòíîñòè íîñèò íàçâàíèå ïîñòóëàòà Áàéåñà. Èç-
âåñòíî, ÷òî ñàì Òîìàñ Áàéåñ ñîìíåâàëñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ýòîãî ïîñòóëà-
òà è, âîçìîæíî, ïîýòîìó íå îïóáëèêîâàë ñâîþ ðàáîòó ïðè æèçíè. Îäíà-
êî, â äàëüíåéøåì ïîñòóëàò ïîëó÷èë àêòèâíóþ ïîääåðæêó Ëàïëàñà. Ïî-
âèäèìîìó, ïåðâûì êòî íà÷àë êðèòèêó ïîñòóëàòà Áàéåñà áûë Äæîðäæ
Áóëü, êîòîðûé íàçûâàë ýòîò ìåòîä �ñëèøêîì ïðîèçâîëüíûì� [9].
Ïî÷åìó ïîñòóëàò Áàéåñà â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ íå ÿâëÿåòñÿ âåðíûì?

Äåëî â òîì, ÷òî íåçíàíèå íå ÿâëÿåòñÿ ñèíîíèìîì ðàâíîâåðîÿòíîñòè.
Ãîâîðÿ î ñëó÷àéíûõ ñîáûòèÿõ, îáû÷íî çàäàþò èõ âåðîÿòíîñòè èç ñîîá-
ðàæåíèé ñèììåòðèè. Òî, ÷òî âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ îðëà ïðè áðîñàíèè
ìîíåòû ðàâíà 1/2 ñëåäóåò èç å¼ ñèììåòðèè, à íå èç íàøåãî íåçíàíèÿ.
Âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ ëþáîé ñóììû ïðè áðîñêå êîñòè, èç ñîîáðàæåíèé
ñèììåòðèè óæå ðàâíà 1/6, ïðè òîé æå ñòåïåíè �íåçíàíèÿ�. Ñóùåñòâóåò
èçâåñòíàÿ øóòêà, î òîì, ÷òî Íåêòî äåëàåò âûâîä î âåðîÿòíîñòè âñòðå÷è
äèíîçàâðà ðàâíîé 1/2 íà îñíîâàíèè òîãî, ÷òî îí åãî ëèáî âñòðåòèò, ëèáî
íå âñòðåòèò.
Ïîëàãàÿ P (a) = const, ìû óïîäîáëÿåìñÿ ýòîìó Íåêòî, ïðèñâàèâàÿ

ðàâíûå âåðîÿòíîñòè ðàçëè÷íûì çíà÷åíèÿì êîñìîëîãè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ,
ëèøü íà òîì îñíîâàíèè, ÷òî ìû èõ íå çíàåì. Êðîìå ýòîãî, äëÿ íåïðå-
ðûâíûõ âåëè÷èí a ââåñòè ïîñòîÿííûå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè â áåñêîíå÷-
íîì äèàïàçîíå íåâîçìîæíî â ïðèíöèïå. Äàæå åñëè îãðàíè÷èòü äèàïàçîí,
amin < a < amax, ðàâíîâåðîÿòíîñòü áóäåò çàâèñåòü îò âûáîðà ñïîñîáà ïà-
ðàìåòðèçàöèè.
Íàïðèìåð, âìåñòî ïîñòîÿííîé Õàááëà H0 óäîáíî ðàññìàòðèâàòü àääè-

òèâíóþ äëÿ ôóíêöèé ìîäóëÿ ðàññòîÿíèÿ êîíñòàíòó µ0 = 25−5 log(H0/c).
Ó íàñ íåò àïðèîðíîãî çíàíèÿ íè î ïàðàìåòðå H0, íè î ïàðàìåòðå µ0. Îä-
íàêî ïîíÿòíî, ÷òî åñëè ðàñïðåäåëåíèå P (H0) íà íåêîòîðîì äèàïàçîíå
ïîñòîÿííî, òî äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû µ0 ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè P (µ0)
óæå íå ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé. È íàîáîðîò, ðàâíîâåðîÿòíîñòü µ0 âëå÷¼ò
íåðàâíîâåðîÿòíîñòü H0. Êàêîé æå èç ýòèõ äâóõ ïàðàìåòðîâ íåîáõîäèìî
ðàññìàòðèâàòü, êàê àïðèîðíî ðàâíîâåðîÿòíûé?
Íåîáû÷íûì òàêæå âûãëÿäèò ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ïîñòîÿííàÿ

Õàááëà èçìåíÿåòñÿ îò ìèíóñ äî ïëþñ áåñêîíå÷íîñòè. Äîïóùåíèå äëÿ
H0 ðàâíîâåðîÿòíîñòè îòðèöàòåëüíûõ è ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé ðàâíî-
ñèëüíî èãíîðèðîâàíèþ âñåãî àïîñòåðèîðíîãî çíàíèÿ, íàêîïëåííîãî íà-
áëþäàòåëüíîé êîñìîëîãèåé çà ïîñëåäíåå ñòîëåòèå.
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Òåì íå ìåíåå, ðàññìîòðèì ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ áàéåñîâñêîãî ïîä-
õîäà. Âûäåëèì â âûðàæåíèè äëÿ χ2 àääèòèâíûé ïàðàìåòð µ0:

χ2 =
(µ0 − µ̂0)

2

σ2
0

− µ̂2
0

σ2
0

+
n∑

i=1

(
µi − µ̄(zi, a)

)2
σ2
i

, (19)

ãäå ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìèíèìóìó χ2 âåëè÷èíà µ̂0 îïðåäåëåíà â (7), à îøèá-
êà å¼ èçìåðåíèÿ σ0 � â (8).
Ïðàêòè÷åñêè ïðè ëþáûõ ïàðàìåòðàõ a ïîëó÷àåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå

µ̂0 ≈ 43 è σ0 = 0.00737 (òîëüêî ýêñïåðèìåíòàëüíûå îøèáêè). Â ðåçóëü-
òàòå ïåðâîå ñëàãàåìîå χ2 ïðèâîäèò â (16) ê î÷åíü óçêîé ãàóññèàíå ïî
ïàðàìåòðó µ0. Áëàãîäàðÿ ýòîìó, ïðàêòè÷åñêè íå èãðàåò ðîëè, ïî êàêîìó
ïàðàìåòðó µ0 èëè H0 � ïðîèçâîäèòü óñðåäíåíèå. Îáëàñòü ìàëûõ çíà÷å-
íèé H0 òàêæå ðîëè íå èãðàåò. Ýòîò ôàêò íåñêîëüêî ñíèìàåò ïðîáëåìó
òîãî, êàêóþ èõ âåëè÷èí H0 èëè µ0 ñ÷èòàòü àïðèîðíî ðàâíîâåðîÿòíûìè.
Îäíàêî îòíîñèòåëüíî îñòàâøèõñÿ äâóõ ïàðàìåòðîâ ýòà ïðîáëåìà, åñòå-
ñòâåííî, îñòà¼òñÿ.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîèçâîäèòñÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî µ0. Â ýòîì ñëó-

÷àå ïåðâîå ñëàãàåìîå â χ2 äà¼ò ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü, íå çàâèñÿùèé
îò ïàðàìåòðîâ a = {ΩM ,ΩΛ}. Îñòàëüíûå ñëàãàåìûå â χ2, âêëþ÷àÿ µ̂0,
çàâèñÿò îò ýòèõ ïàðàìåòðîâ. Ïîýòîìó äëÿ âû÷èñëåíèÿ äîâåðèòåëüíûõ
èíòåðâàëîâ íåîáõîäèìî ïðîòàáóëèðîâàòü íà íåêîòîðîé ñåòêå âûðàæåíèå
äëÿ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè, êîòîðîå ìû çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

P = P (ΩM ,ΩΛ|µ1, ..., µn) =
1

N
exp

{
µ̂2
0

2σ2
0

−
n∑

i=1

(
µi − µ̄(zi, a)

)2
2σ2

i

}
(20)

Íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü N âû÷èñëÿåòñÿ âòîðûì ïðîõîäîì, èç òðåáî-
âàíèÿ ðàâåíñòâà åäèíèöå ñóììàðíîé âåðîÿòíîñòè (ïëîùàäü ïîä P ). Óðîâ-
íè çíà÷èìîñòè ïîëó÷àþòñÿ ïîñëå ñîðòèðîâêè çíà÷åíèé P ïî óáûâàíèþ.
Ïåðåäâèæåíèå ïî ýòîìó ñïèñêó ñâåðõó âíèç è âû÷èñëåíèå íàêîïëåííîé
ñóììû ïîçâîëÿþò âûäåëèòü îáëàñòü, â êîòîðóþ ïîïàäàþò ïàðàìåòðû ñ
òîé èëè èíîé âåðîÿòíîñòüþ.
Îòìåòèì îäíó òåõíè÷åñêóþ äåòàëü. Íà ñàìîì äåëå íåíîðìèðîâàííàÿ

íà ÷èñëî ñâåðõíîâûõ âåëè÷èíà χ2 äîñòàòî÷íî âåëèêà. Ýòî ïðèâîäèò ê
òîìó, ÷òî ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû â (20) îòðèöàòåëåí è ïî ìîäóëþ âåëèê.
Â ðåçóëüòàòå, ïðè êîìïüþòåðíûõ ðàñ÷¼òàõ âîçíèêàþò íóëåâûå çíà÷åíèÿ
äëÿ âåðîÿòíîñòè. Äëÿ èçáåæàíèÿ ýòîãî, íåîáõîäèìî èç âñåõ ïîêàçàòåëåé
ýêñïîíåíòû ïðåäâàðèòåëüíî âû÷åñòü èõ ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå.
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Íà ðèñóíêå 6 (ñì. òàêæå [4]) ïðèâåäåíû äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ
ïàðàìåòðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèå âåðîÿòíîñòÿì 0.683, 0.954, 0.997. Ñëåâà èñ-
ïîëüçîâàíû èñõîäíûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå îøèáêè, òîãäà êàê ñïðàâà îíè
óâåëè÷åíû íà çíà÷åíèÿ îáùèõ îøèáîê. Ñ òî÷êè çðåíèÿ áàéåñîâñêîãî ïîä-
õîäà êîñìîëîãè÷åñêèå ïàðàìåòðû îêàçûâàþòñÿ âî âíóòðåííåì ýëëèïñå ñ
âåðîÿòíîñòüþ 0.683.

Ðèñóíîê. 6 Äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû ïàðàìåòðîâ, ïîëó÷åííûå ïðè ïî-
ìîùè áàéåñîâñêîãî ïîäõîäà. Êàæäàÿ ëèíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ñîîòâåòñòâó-
åò âåðîÿòíîñòÿì 0.683, 0.954, 0.997. Ñëåâà èñïîëüçîâàíû èñõîäíûå ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûå îøèáêè, à ñïðàâà ê íèì äîáàâëåíû îáùèå è ñèñòåìàòè÷åñêèå.
Íàêëîííàÿ ïðÿìàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ïëîñêîé âñåëåííîé ñ ΩK = 0.

Ìû âèäèì, ÷òî, îñîáåííî ïðè ó÷¼òå äîïîëíèòåëüíûõ îøèáîê, îáëàñòü
äîâåðèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ, ïîëó÷àåìûõ ïðè íàáëþäåíèÿõ ñâåðõíîâûõ,
äîñòàòî÷íî øèðîêàÿ. Å¼ ïåðåñå÷åíèå ñ äàííûìè ýêñïåðèìåíòîâ CMB è
BAO ïîçâîëÿþò ýòó îáëàñòü óìåíüøèòü. Îäíàêî â ýòîé ðàáîòå ìû îãðà-
íè÷èìñÿ òîëüêî äàííûìè ïî ðåçóëüòàòàì íàáëþäåíèÿ ñâåðõíîâûõ.
Çàìåòèì, ÷òî ïðàâûé ðèñóíîê íåñêîëüêî îòëè÷àåòñÿ îò ðèñóíêà, ïðè-

âåäåííîãî â [4], ãäå ðàçìåðû äîâåðèòåëüíûõ îáëàñòåé ïðè äîáàâëåíèè
ñèñòåìàòè÷åñêèõ îøèáîê çàìåòíî óâåëè÷åíû.
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5 Êðèòåðèé çíà÷èìîñòè

Ïîïðîáóåì îöåíèòü äîñòîâåðíîñòü ïðåäïî÷òåíèÿ îäíèõ êîñìîëîãè÷å-
ñêèõ ïàðàìåòðîâ äðóãèì, íå èñïîëüçóÿ Áàéåñîâñêèé ïîñòóëàò. Íàèáîëåå
î÷åâèäíûé ìåòîä � ýòî Ìîíòå-Êàðëî ìîäåëèðîâàíèå îòêëîíåíèé ýêñïå-
ðèìåíòàëüíûõ äàííûõ îò íàáëþäàåìûõ ñðåäíèõ. Äëÿ ýòîãî ôèêñèðóþòñÿ
îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ a0, íàéäåííûå ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ. Ïðè ïîìîùè ýòèõ ïàðàìåòðîâ äëÿ i−é ñâåðõíîâîé ãåíåðÿòñÿ
ñëó÷àéíûå çíà÷åíèÿ ìîäóëåé ðàññòîÿíèÿ ñ ãàóññîâûì ðàñïðåäåëåíèåì:

µi = N
(
µ(zi, a0), σ2

i + σ2
)
, (21)

ãäå σi � ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ îøèáêà, ïðèñóùàÿ äàííîé ñâåðõíîâîé, à σ �
îáùàÿ è ñèñòåìàòè÷åñêàÿ îøèáêà. Ïî êàæäîìó íàáîðó µ1, ..., µn âû÷èñëÿ-
þòñÿ îïòèìàëüíûå ïàðàìåòðû, ñîîòâåòñòâóþùèå ìèíèìóìó χ2. Ïî ñîâî-
êóïíîñòè ýòèõ ïàðàìåòðîâ, ïîëó÷åííûõ â êàæäîì ýêñïåðèìåíòå, ìîæíî
íàéòè ñîâìåñòíóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè è äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû.
Ïðîáëåìà ýòîãî ïîäõîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî çíà÷åíèÿ µi âîçíèêàþò

âîêðóã êðèâîé, ïîëó÷åííîé ïðè ìèíèìèçàöèè χ2. Â ðåçóëüòàòå äîâåðè-
òåëüíûå îáëàñòè îêðóæàþò èìåííî òî÷êó çàäàííûõ ïàðàìåòðîâ. Åñëè
æå ìû âûáåðåì, íàïðèìåð íåôèçè÷åñêèå â ðàìêàõ ΛCDM ìîäåëè ïàðà-
ìåòðû (0, 0), òî äîâåðèòåëüíàÿ îáëàñòü áóäåò îêðóæàòü ýòó òî÷êó, äàæå
íå ïåðåñåêàÿñü ñ îáëàñòüþ, íàïðèìåð, äëÿ ïàðàìåòðîâ (0.25, 0.75). Â ðå-
çóëüòàòå ñðàâíèòü ðàçëè÷íûå ìîäåëè îêàçûâàåòñÿ ïðîáëåìàòè÷íûì.
Ïîýòîìó ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü äðóãîé ìåòîä. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî çíà-

÷åíèÿ êðàñíîãî ñìåùåíèÿ zi äëÿ êàæäîé èç n = 557 ñâåðõíîâûõ ôèêñè-
ðîâàíû. Ôèêñèðîâàíû òàêæå îøèáêè σi âîçìîæíûõ ðàçáðîñîâ µi. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî ïðè äàííûõ êîñìîëîãè÷åñêèõ ïàðàìåòðàõ a = (ΩM ,ΩΛ)
âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü çíà÷åíèå µi äëÿ êîíêðåòíîé ñâåðõíîâîé èìååò íîð-
ìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå (21).
Áóäåì ïðîâîäèòü ìíîãîêðàòíûå ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïî ñëåäóþ-

ùåìó àëãîðèòìó. Äëÿ êàæäîé ñâåðõíîâîé ãåíåðèì ñëó÷àéíîå çíà÷åíèå
µi ñ íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì (21). Íà îñíîâàíèè ýòîé âûáîðêè ïî
ôîðìóëå (7) íàéä¼ì H0 è ïî (6) âû÷èñëèì ïàðàìåòð χ. Ïîëó÷åííûé χ
ñðàâíèì ñ ðåàëüíî íàáëþäàåìûì χa = χ(a) äëÿ äàííûõ êîñìîëîãè÷åñêèõ
ïàðàìåòðîâ è ôàêòè÷åñêè ñóùåñòâóþùèõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ.
Â ðåçóëüòàòå ìîæíî âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü P (χ ≥ χa|a) òîãî, ÷òî

íàáëþäàåìîå ïðè äàííûõ ïàðàìåòðàõ a íåíóëåâîå çíà÷åíèå χa = χ(a)
ìîãëî âîçíèêíóòü â ðåçóëüòàòå ñëó÷àéíîãî ñòå÷åíèÿ îáñòîÿòåëüñòâ.
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Íèæå â òàáëèöå äëÿ íåêîòîðûõ ïàðàìåòðîâ ΩM ,ΩΛ ïðèâåäåíû çíà-
÷åíèÿ íîðìèðîâàííîé íà ÷èñëî ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ n âåëè÷èíû
ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî îòêëîíåíèÿ χ̃ =

√
χ2(a)/n è ñîîòâåòñòâóþùèå âå-

ðîÿòíîñòè P = P (χ ≥ χa|a):

σi σi, σtot
ΩM ΩΛ χ̃ P χ̃ P

0.30 0.78 0.987 0.652 0.941 0.973
0.10 0.45 0.993 0.578 0.946 0.960
0.00 0.27 0.999 0.487 0.953 0.939
0.00 0.00 1.026 0.175 0.977 0.763
0.05 0.00 1.036 0.104 0.986 0.657
0.25 0.00 1.094 0.001 1.038 0.093

Òàáëèöà 1. Â òðåòåé è ÷åòâ¼ðòîé êîëîíêà äàíû ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâà-
íèÿ äëÿ èñõîäíûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ îøèáîê σi. Â ïîñëåäíèõ äâóõ êî-
ëîíêàõ ïðèâåäåíû àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû â ñèòóàöèè, êîãäà ê ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûì äèñïåðñèÿì ïðèáàâëÿåòñÿ îáùàÿ äèñïåðñèÿ σ2

tot.

Îòêëîíåíèå îò êðèâîé µ(z, a) ñ ïàðàìåòðàìè a = (0.30, 0.78) áîëüøå
èëè ðàâíîå íàáëþäàåìîìó χa = 0.987 èìååò âåðîÿòíîñòü 0.652. Ò.å. åñëè
ΩM = 0.30 è ΩM = 0.78, òî â 65 ñëó÷àÿõ èç 100 ìû áóäåì ïîëó÷àòü
ðåãèñòðèðóåìîå èëè áîëüøåå îòêëîíåíèå îò òåîðåòè÷åñêîé êðèâîé â ñèëó
ñëó÷àéíûõ ôàêòîðîâ. Áóäåì ñ÷èòàòü ýòî êðèòåðèåì çíà÷èìîñòè òîãî, ÷òî
a = (0.30, 0.78).
Êðèâàÿ ñ íóëåâûìè êîñìîëîãè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè ΩM = ΩΛ = 0

èìååò âåðîÿòíîñòü P = 0.175. Ýòî òîëüêî â 3.7 ðàçà ìåíüøå, ÷åì 0.652.
Â òîæå âðåìÿ òî÷êà ΩM = ΩΛ = 0 ïðè Áàéåñîâñêîì ïîäõîäå äàæå íå
ïîïàäàåò â äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë 99.7% [4].
Ïîäîáíûé êðèòåðèé èñêëþ÷èòåëüíî ÷óâñòâèòåëåí ê âåëè÷èíå ýêñïå-

ðèìåíòàëüíûõ îøèáîê. Èç ïîñëåäíåé êîëîíêè Òàáëèöû 1 ñëåäóåò, ÷òî
äîáàâëåíèå îáùèõ îøèáîê, ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.66
îêàçûâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé äàæå îáëàñòü ïàðàìåòðîâ (0.05, 0) ñ íóëåâûì
êîñìîëîãè÷åñêèì ÷ëåíîì. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì èñõîäíûå îøèáêè ïî-
ðÿäêà 0.19 óâåëè÷èâàþòñÿ â ñðåäíåì òîëüêî íà 0.02.
Òàêèì îáðàçîì, ïîäîáíûé êðèòåðèé çíà÷èìîñòè äåëàåò äîñòàòî÷íî âå-

ðîÿòíûì �ñëó÷àéíûé� âûãèá ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, ïðèâîäÿùèé
ê çàìåòíîìó çíà÷åíèþ ïëîòíîñòè ò¼ìíîé ýíåðãèè. Íàïîìíèì, ÷òî ìû
îáñóæäàåì òîëüêî äàííûå ïî ñâåðõðíîâûì, â îòðûâå îò äðóãèõ ýêñïåðè-
ìåíòîâ.
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6 Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå áûë ïðîâåäåí êðèòè÷åñêèé àíàëèç ñòàíäàðòíîãî áàéåñîâñêî-
ãî ïîäõîäà ê ïîñòðîåíèþ äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ è áûë ïðåäëîæåí
êðèòåðèé çíà÷èìîñòè äëÿ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé òåõ èëè èíûõ êîñìîëî-
ãè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ. Èç ýòîãî êðèòåðèÿ ñëåäóåò, ÷òî åñëè îãðàíè÷èòñÿ
òîëüêî äàííûìè ïî íàáëþäåíèÿì ñâåðõíîâûõ, ñóùåñòâóåò âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî çíà÷åíèÿ êîñìîëîãè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ìîãóò îêàçàòüñÿ äàë¼-
êèìè îò îáùåïðèíÿòûõ.
Îòêðûòèå íîâûõ ñâåðõíîâûõ ïîçâîëèò äîáàâèòü îïðåäåë¼ííîñòè â ýòîò

âîïðîñ. Îñîáåííî âàæíîé ÿâëÿåòñÿ îáëàñòü z ∼ 0.4÷ 0.8, êîòîðàÿ îïðå-
äåëÿåò ñòåïåíü âûãèáàíèÿ êðèâîé â ðåçóëüòàòå ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷å-
íèé ΩΛ. Åñòåñòâåííî, è íàáëþäåíèÿ ñâåðõíîâûõ â îáëàñòè ñâåðõáîëüøèõ
z > 1.5 òàêæå î÷åíü æåëàòåëüíû.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ. Àãðåãèðîâàíèå äàííûõ

Ïóñòü ïðîèçâåäåíî 2 íàáîðà (ñåðèé) èçìåðåíèé äëÿ êîòîðûõ óêàçà-
íî ñðåäíåå çíà÷åíèå è ñòàíäàðòíàÿ îøèáêà: x̄1 ± σ1 è x̄2 ± σ2. È ïóñòü
èñòèííàÿ äèñïåðñèÿ D ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû x ïîñòîÿííà. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî åñëè â ñåðèÿõ áûëî ïðîäåëàíî n1 è n2 èçìåðåíèé, òî ïðè áîëüøèõ
ni èìååì σ2

i = D/ni èëè ni = D/σ2
i . Ñ÷èòàåì, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå,

âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ è ñòàíäàðòíàÿ îøèáêà íàõîäèëèñü ïî ôîðìóëàì:

x̃ =
1

n

n∑
α=1

xα, D̃ =
1

n

n∑
α=1

(xα − x̄)2, σ2 =
D̃

n

Îáúåäèíÿÿ äàííûå ïî äâóì ñåðèÿì è âûðàæàÿ ni ÷åðåç ñòàíäàðòíûå
îøèáêè σi, èìååì ñëåäóþùåå àãðåãèðîâàííîå ñðåäíåå:

x̄ =
x̄1 n1 + x̄2 n2

n1 + n2
=> x̄ =

x̄1
σ2
1

+ x̄2
σ2
2

1
σ2
1

+ 1
σ2
2

.

Àíàëîãè÷íî, îáúåäèí¼ííàÿ ñòàíäàðòíàÿ îøèáêà ïî îáîèì ñåðèÿì ðàâíà:

σ2 =
σ2
1 n

2
1 + σ2

2 n
2
2

(n1 + n2)2
=>

1

σ2 =
1

σ2
1

+
1

σ2
2

.

Îáîáùåíèå íà ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ñåðèé î÷åâèäíî.
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