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1 Ââåäåíèå

Â ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè íåèíåðöèàëüíàÿ ñèñòåìà
îòñ÷¼òà ïîëíîñòüþ îïðåäåëåíà, åñëè çàäàíû òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ
êàæäîé å¼ òî÷êè îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé (èíåðöèàëüíîé) ñèñòå-
ìû îòñ÷¼òà. Èç âñåãî áåñêîíå÷íîãî ìíîãîîáðàçèÿ íåèíåðöèàëüíûõ
ñèñòåì âûäåëÿþòñÿ òàê íàçûâàåìûå æ¼ñòêèå ñèñòåìû îòñ÷¼òà. Ñâîé-
ñòâî æ¼ñòêîñòè ÿâëÿåòñÿ êèíåìàòè÷åñêèì, à íå äèíàìè÷åñêèì è ïîä-
ðàçóìåâàåò íåèçìåííîñòü ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè ñèñòåìû îò-
ñ÷åòà â òîì èëè èíîì ñìûñëå. Â ÷àñòíîñòè, æ¼ñòêîé ÿâëÿåòñÿ ëþáàÿ
èíåðöèàëüíàÿ ñèñòåìà îòñ÷¼òà. Æåñòêîñòü, êàê è ìíîãèå äðóãèå ïî-
íÿòèÿ, â ðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè ïðèîáðåòàþò ïðèíöèïèàëüíî íîâîå
ñîäåðæàíèå ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêîé òåîðèåé. Âïåðâûå êðèòå-
ðèé æ¼ñòêîñòè â òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ñôîðìóëèðîâàë â 1909 ã.
Ì. Áîðí [1]. Â ïîñëåäñòâèè ýòî ïîíÿòèå øèðîêî èñïîëüçîâàëîñü ðàç-
ëè÷íûìè àâòîðàìè [3]�[6].
Â ýòîé ðàáîòå ìû ñôîðìóëèðóåì òðè, íà ïåðâûé âçãëÿä ýêâèâà-

ëåíòíûõ, îïðåäåëåíèÿ æåñòêîñòè. Îäíàêî, íà ïðèìåðàõ ðàçëè÷íûõ
ñèñòåì îòñ÷¼òà, áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî íà ñàìîì äåëå îíè íå òîæäå-
ñòâåííû äðóã äðóãó.
Ñòàòüÿ îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà ìû ââåä¼ì

íåêîòîðûå áàçîâûå ïîíÿòèÿ î íåèíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà, êî-
òîðûå ïîòðåáóþòñÿ â äàëüíåéøåì. Çàòåì ñôîðìóëèðóåì ðàçëè÷íûå
îïðåäåëåíèÿ æ¼ñòêîñòè ñèñòåìû îòñ÷¼òà. ×òîáû ïðîäåìîíñòðèðî-
âàòü èõ íåýêâèâàëåíòíîñòü, ìû ðàññìîòðèì ÷åòûðå íåèíåðöèàëüíûå
ñèñòåìû. Ìû îáñóäèì íåêîòîðûå àñïåêòû ôèçèêè â ýòèõ ñèñòåìàõ
è ïðè ïîìîùè ïðîñòûõ ðàññóæäåíèé ïðèâåä¼ì íîâûé âûâîä ïðåîá-
ðàçîâàíèé Áîðíà-Ì¼ëëåðà. Ïðè èçó÷åíèè ñèñòåìû îòñ÷¼òà, äâèãàþ-
ùåéñÿ ïðÿìîëèíåéíî ñ ïðîèçâîëüíîé ïåðåìåííîé ñêîðîñòüþ, âûÿñ-
íèòñÿ, ÷òî ëîêàëüíàÿ æ¼ñòêîñòü ñèñòåìû îòñ÷¼òà íå âëå÷åò çà ñî-
áîé æåñòêîñòè ãëîáàëüíîé. Ìû îáñóäèì ôèçè÷åñêóþ ïðè÷èíó ýòîãî
ÿâëåíèÿ è å¼ ñâÿçü ñî ñìûñëîì íååâêëèäîâîñòè ãåîìåòðèè 3-ïðîñ-
òðàíñòâà â íåèíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà. Áóäåò äîêàçàíî, ÷òî
â ñëó÷àå ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ, åäèíñòâåííîé ñèñòåìîé â êîòî-
ðîé ñôîðìóëèðîâàííûå òèïû æåñòêîñòè ñîâïàäàþò, ÿâëÿåòñÿ æåñò-
êàÿ ðàâíîóñêîðåííàÿ ñèñòåìà îòñ÷¼òà Áîðíà-Ì¼ëëåðà. Â ïðèëîæå-
íèå A âûíåñåíû íåêîòîðûå òåõíè÷åñêèå äåòàëè, à â ïðèëîæåíèè B â
êîâàðèàíòíîì âèäå ïðèâåäåíû èñõîäíûå ðàññóæäåíèÿ Áîðíà, ñôîð-
ìóëèðîâàâøåãî ñâîé êðèòåðèé æåñòêîñòè.
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2 Íåèíåðöèàëüíûå ñèñòåìû îòñ÷¼òà

Ìåòðèêà ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî â ëàáîðàòîðíîé èíåðöèàëü-
íîé ñèñòåìå îòñ÷åòà S0 : {T, X, Y, Z} èìååò âèä:

ds2 = dT 2 − dX2 − dY 2 − dZ2 = dT 2 − dX i dX i, (1)

ãäå T � ôèçè÷åñêîå âðåìÿ, èçìåðÿåìîå ñèíõðîíèçèðîâàííûìè â ýòîé
ñèñòåìå ÷àñàìè, X i = {X, Y, Z} � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû ñîáûòèÿ.
Ìû èñïîëüçóåì ñèñòåìó åäèíèö, â êîòîðîé ñêîðîñòü ñâåòà ðàâíà åäè-
íèöå. Ãðå÷åñêèå èíäåêñû èçìåíÿþòñÿ îò 0 äî 3, à ëàòèíñêèå îò 1
äî 3. Ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóììèðîâàíèå.
Æèðíûì øðèôòîì ïîìå÷àþòñÿ 3-âåêòîðû, à 4-âåêòîðû � ïðÿìûì
øðèôòîì (ñì. ïðèëîæåíèå A1).
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ñèñòåìó îòñ÷¼òà S : {t, x, y, z}, ãäå

xi = {x, y, z} � êîîðäèíàòû (íå îáÿçàòåëüíî äåêàðòîâû), îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿþùèå äàííóþ òî÷êó ýòîé ñèñòåìû. Òàêàÿ òî÷êà äâèæåòñÿ
îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû S0 ïî òðàåêòîðèè:

X i = F i(T, x, y, z), (2)

ãäå F i � íåêîòîðûå ôóíêöèè âðåìåíè T äëÿ êàæäîé òî÷êè xi. Âðå-
ìÿ t íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû ìîæíî îïðåäåëèòü ëþáûì óäîáíûì
îáðàçîì ïðè ïîìîùè ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè T = X0(t, x, y, z). Òà-
êîå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàòíûì è, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñîâïàäàåò ñ
ôèçè÷åñêèì âðåìåíåì ÷àñîâ, ñâÿçàííûõ ñ òî÷êîé xi.
Çàìåíÿÿ â òðàåêòîðèè (2) âðåìÿ T íà ôóíêöèþ X0(t, x, y, z), ìû

ïîëó÷àåì ïðåîáðàçîâàíèÿ îò ñèñòåìû S ê ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå S0:

T = X0(t, x, y, z), X i = X i(t, x, y, z). (3)

Òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñâÿçûâàþò âðåìÿ è êîîðäèíàòû íåêîòîðîãî
ñîáûòèÿ, ðåãèñòðèðóåìîãî âûäåëåííûì íàáëþäàòåëåì íåèíåðöèàëü-
íîé ñèñòåìû (êîòîðûé îáû÷íî íàõîäèòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò) ñ àíà-
ëîãè÷íûìè èçìåðåíèÿìè â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà [12].
Ïîäñòàíîâêà ïðåîáðàçîâàíèé (3) â (1), äà¼ò èíòåðâàë ìåæäó ñî-

áûòèÿìè â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå (x0 = t), ñì. ïðèëîæåíèå A2:

ds2 = gαβ dx
αdxβ. (4)

Ìåòðèêà gαβ â îáùåì ñëó÷àå çàâèñèò îò êîîðäèíàò è âðåìåíè, íî
ïðè ýòîì àâòîìàòè÷åñêè îáëàäàåò íóëåâîé êðèâèçíîé (â ñïåöèàëü-
íîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè 4-ïðîñòðàíñòâî ïñåâäîåâêëèäîâî).

3



• Â ðàìêàõ äàííîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà âñåãäà ìîæíî ïåðåéòè ê äðó-
ãîìó ñïîñîáó íóìåðàöèè ñîáûòèé:

t′ = t′(t, x, y, z), x′i = x′i(x, y, z). (5)

Ïåðâîå ïðåîáðàçîâàíèå îïðåäåëÿåò íîâîå êîîðäèíàòíîå âðåìÿ t′, à
îñòàâøèåñÿ � äðóãîé ñïîñîá íóìåðàöèè ïðîñòðàíñòâåííûõ òî÷åê ñè-
ñòåìû (íàïðèìåð, ïåðåõîä îò äåêàðòîâûõ ê ñôåðè÷åñêèì êîîðäèíà-
òàì). Âàæíî, ÷òî ïîñëåäíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ íå çàâèñÿò îò âðåìåíè
t, ò.ê., â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷èëè áû äðóãóþ ñèñòåìó îòñ÷¼òà.
Åñòåñòâåííî, ìåòðè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû (4) ïîñëå ïðåîáðàçîâà-

íèÿ (5) èçìåíÿþòñÿ. Ïîýòîìó, îäíîé è òîé æå íåèíåðöèàëüíîé ñèñòå-
ìå îòñ÷¼òà ìîãóò ñîîòâåòñòâîâàòü ðàçëè÷íûå ìåòðèêè. Ýòè ìåòðèêè
òîæäåñòâåííû äðóã äðóãó, åñëè ìîãóò áûòü ñâÿçàíû ïðåîáðàçîâàíè-
åì (5).
×òîáû ïðè âûáðàííîì ñïîñîáå íóìåðàöèè ñîáûòèé {t, x, y, z} äå-

ëàòü íåêîòîðûå ôèçè÷åñêèå çàêëþ÷åíèÿ, íåîáõîäèìî âûÿñíèòü êàê
ýòè êîîðäèíàòû ñâÿçàíû ñ ôèçè÷åñêèì âðåìåíåì δτ è äëèíîé δl.
Äðóãèìè ñëîâàìè ïåðåéòè îò êîîðäèíàòíîãî ïðîèçâîëà ê ôèçè÷å-
ñêè èçìåðÿåìûì âåëè÷èíàì.

• Îïðåäåëèì ñíà÷àëà ñîáñòâåííîå âðåìÿ ÷àñîâ dτ0, íàõîäÿùèõñÿ
â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû. Îíî ðàâíî èíòåð-
âàëó ds ïðè dxi = 0:

dτ0 =
√
g00 dt =

√
1−U2 dT, (6)

ãäå U i = dX i/dT � êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ýòîé òî÷êè îòíîñèòåëüíî
ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà (ñì. ïðèëîæåíèå A3) è U2 = U iU i.
Òàêèì îáðàçîì, ýòî îïðåäåëåíèå ïðèâîäèò ê ñòàíäàðòíîé ðåëÿòè-
âèñòñêîé ôîðìóëå çàìåäëåíèÿ âðåìåíè íà ÷àñàõ, äâèæóùèõñÿ ñî
ñêîðîñòüþ U = U(T ). Òàêèå ÷àñû, íåçàâèñèìî îò ñâîåãî óñêîðåíèÿ,
èìåþò òàêîé-æå òåìï õîäà, êàê è ÷àñû â ëîêàëüíî ñîïóòñòâóþùåé
èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå, äâèæóùåéñÿ îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé ñè-
ñòåìû â ìîìåíò âðåìåíè T ñ òîé-æå (íî ïîñòîÿííîé) ñêîðîñòüþ U.
Òî, ÷òî çàìåäëåíèå âðåìåíè çàâèñèò òîëüêî îò ñêîðîñòè, è íå çàâè-

ñèò îò óñêîðåíèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íåòðèâèàëüíûé ôàêò, òðåáóþùèé
ýêñïåðèìåíòàëüíîãî îáîñíîâàíèÿ. Ïîñëåäíèì ìîæåò áûòü èçìåðåíèå
çàìåäëåíèÿ âðåìåíè æèçíè ìþîíîâ â êîëüöåâîì óñêîðèòåëå [9], â êî-
òîðîì ÷àñòèöû èñïûòûâàþò î÷åíü ñóùåñòâåííîå óñêîðåíèå (ïðàâäà,
ïåðïåíäèêóëÿðíîå ê ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ÷àñòèö).

4



• Äëÿ ââåäåíèÿ ôèçè÷åñêîãî âðåìåíè è äëèíû â íåèíåðöèàëüíîé
ñèñòåìå îòñ÷¼òà, ðàñïèøåì èíòåðâàë (4), îòäåëèâ íóëåâîé èíäåêñ è
ïðèäàäèì åìó ïñåâäîåâêëèäîâûé âèä:

ds2 = g00 dt
2 + 2g0i dtdx

i + gij dx
idxj = δτ 2 − δl2. (7)

Âûäåëÿÿ ïîëíûé êâàäðàò ïî êîîðäèíàòíîìó âðåìåíè dt, ïîëó÷àåì
ôèçè÷åñêîå âðåìÿ:

δτ =
√
g00 dt+

g0i√
g00

dxi =
g0µ dx

µ

√
g00

(8)

è êâàäðàò ôèçè÷åñêîé äëèíû, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè êî-
ýôôèöèåíòîâ 3-ìåðíîãî òåíçîðà γij:

δl2 = γij dx
idxj, γij = −gij +

g0ig0j
g00

. (9)

• Åñëè dxi = 0, òî ôèçè÷åñêîå âðåìÿ (8) ñîâïàäàåò ñ ñîáñòâåí-
íûì âðåìåíåì ÷àñîâ (6), íàõîäÿùèõñÿ â òî÷êå xi. Â îáùåì ñëó÷àå
δτ ðàâíî âðåìåíè ïðîõîæäåíèÿ ñâåòîâîãî ñèãíàëà â îäíó ñòîðîíó
ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè òî÷êàìè, ÷àñû â êîòîðûõ ëîêàëüíî ñèíõðî-
íèçèðîâàíû [12]. Åñëè δτ îêàçûâàåòñÿ ïîëíûì äèôôåðåíöèàëîì, òî
â òàêîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ìîæíî ââåñòè åäèíîå äëÿ âñåõ òî÷åê (íà-
áëþäàòåëåé) ñèíõðîíèçèðîâàííîå âðåìÿ τ = τ(t, x, y, z). Çíà÷åíèå
èíòåðâàëà âðåìåíè δτ íå èçìåíÿåòñÿ (ïðèëîæåíèå A4) ïðè ïðåîá-
ðàçîâàíèÿõ (5), ÷òî ÿâëÿåòñÿ åù¼ ïðè÷èíîé ñ÷èòàòü åãî ôèçè÷åñêîé
âåëè÷èíîé (íå çàâèñÿùåé îò êîîðäèíàòíîãî ïðîèçâîëà).

• Áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ôèçè÷åñêàÿ äëèíû (9) èìååò ñìûñë ðàäèî-
ëîêàöèîííîãî ðàññòîÿíèÿ, êîòîðîå ïîëó÷àåò íàáëþäàòåëü, ðàñïîëî-
æåííûé â òî÷êå ïðîñòðàíñòâà ñ êîîðäèíàòàìè xi äî áåñêîíå÷íî áëèç-
êîé ê íåìó òî÷êè xi+dxi [8]. Äëÿ åãî èçìåðåíèÿ îí ïîñûëàåò ñèãíàë
ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà, êîòîðûé, îòðàæàÿñü îò òî÷êè xi + dxi, âîçâðà-
ùàåòñÿ îáðàòíî. Âðåìÿ äâèæåíèÿ ñèãíàëà â îáå ñòîðîíû ðàâíî óäâî-
åííîìó ðàññòîÿíèþ δl ìåæäó òî÷êàìè. Òàêàÿ äëèíà (9) ñîâïàäàåò ñ
äëèíîé �íåáîëüøîé ëèíåéêîé� íàáëþäàòåëÿ â ñîïóòñòâóþùåé ê òî÷-
êå xi èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà (ïðèëîæåíèå A5).
Ôèçè÷åñêàÿ äëèíà δl, êàê è âðåìÿ δτ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ïðå-

îáðàçîâàíèé (5). Ïðè ýòîì êîýôôèöèåíòû γij ïðåîáðàçóþòñÿ ïðè
(5) êàê 3-ìåðíûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð (ïðèëîæåíèå A6). Ðàñïðî-
ñòðàíåíèå èìïóëüñà ñâåòà ñîîòâåòñòâóåò íóëåâîìó èíòåðâàëó ds2 =
δτ 2−δl2 = 0 è åãî ñêîðîñòü âñåãäà ðàâíà åäèíèöå: δl/δτ = 1 (â îòëè-
÷èè îò êîîðäèíàòíîé ñêîðîñòè dxi/dt, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü áîëüøå
ñêîðîñòè ñâåòà).
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3 Îïðåäåëåíèÿ æåñòêîñòè ñèñòåìû îòñ÷¼òà

Æåñòêîñòü (êàê áû ìû å¼ íå îïðåäåëÿëè) � ýòî ïîíÿòèå îòíî-
ñèòåëüíîå. �Ïàðàäîêñ Áåëëà� [7] ÿâëÿåòñÿ õîðîøåé èëëþñòðàöèåé ê
ýòîìó óòâåðæäåíèþ. Ïóñòü äâå òî÷êè äâèæóòñÿ ñ óñêîðåíèåì ñèí-
õðîííî òàê, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè îñòà¼òñÿ íåèçìåííûì îòíî-
ñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà. Îòíîñèòåëüíîñòü îäíîâðå-
ìåííîñòè ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî äëÿ íàáëþäàòåëåé, ñâÿçàííûõ ñ êàæ-
äîé òî÷êîé, ýòî äâèæåíèå íå áóäåò ñèíõðîííûì. Â ðåçóëüòàòå ðàñ-
ñòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè äëÿ ýòèõ íàáëþäàòåëåé ìåíÿåòñÿ ñî âðåìå-
íåì. Àíàëîãè÷íî, åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó íàáëþäàòåëÿìè â íåèíåð-
öèàëüíîé ñèñòåìå íåèçìåííî, òî îíî ìîæåò îêàçàòüñÿ çàâèñÿùåì îò
âðåìåíè ñ òî÷êè çðåíèÿ ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà.
Ïîýòîìó, îáñóæäàÿ äàëåå æåñòêîñòü ñèñòåìû îòñ÷¼òà, ìû áóäåì

ïîäðàçóìåâàòü, ÷òî îíà âûïîëíÿåòñÿ äëÿ íàáëþäàòåëåé, ñâÿçàííûõ
ñ òî÷êàìè ýòîé ñèñòåìû. Àíàëîãè÷íî ñîáñòâåííîìó âðåìåíè, áóäåì
íàçûâàòü å¼ ñîáñòâåííîé æåñòêîñòüþ ñèñòåìû îòñ÷¼òà. Âîçìîæíû
ïî êðàéíåé ìåðå òðè îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííîé æåñòêîñòè:

I. Ñîïóòñòâóþùàÿ æåñòêîñòü: âñå òî÷êè ñèñòåìû îòñ÷¼òà
èìåþò íóëåâóþ ñêîðîñòü â ñîïóòñòâóþùåé ê îäíîé èç òî÷åê
èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà.

II. Ëîêàëüíàÿ æåñòêîñòü: òåíçîð γij = −gij + g0ig0j/g00,
îïðåäåëÿþùèé ýëåìåíò áåñêîíå÷íî ìàëîé ôèçè÷åñêîé äëè-
íû, íå çàâèñèò îò âðåìåíè.

III. Ãëîáàëüíàÿ æåñòêîñòü: ðàäèîëîêàöèîííîå ðàññòîÿíèå
ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìè ñèñòåìû îòñ÷¼òà, èçìåðåííîå
îäíèì íàáëþäàòåëåì, íå ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì.

Ìû ïðîäåìîíñòðèðóåì, ÷òî ýòè òðè îïðåäåëåíèÿ íå ýêâèâàëåíòíû.
Îñîáåííî íåîæèäàííûì ýòî ìîæåò ïîêàçàòüñÿ ïî îòíîøåíèþ ê ïî-
ñëåäíèì äâóì îïðåäåëåíèÿì. Â îñíîâå ïðîöåäóðû, äàþùåé γij ëåæèò
ðàäèîëîêàöèîííîå èçìåðåíèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ áåñêîíå÷íî
áëèçêèìè òî÷êàìè. Îäíàêî, îêàçûâàåòñÿ (ðàçäåë 7), ÷òî èç åãî ïî-
ñòîÿíñòâà, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñëåäóåò ãëîáàëüíîé æåñòêîñòè ñèñòåìû
îòñ÷¼òà. Òî åñòü, áåñêîíå÷íî ìàëûå ðàäèîëîêàöèîííûå ðàññòîÿíèÿ
ìîãóò áûòü ïîñòîÿííûìè, è ïðè ýòîì ðàäèîëîêàöèîííîå ðàññòîÿíèå
ìåæäó óäàë¼ííûìè òî÷êàìè ìîæåò èçìåíÿòüñÿ ñî âðåìåíåì.
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Êðèòåðèé ñîïóòñòâóþùåé æåñòêîñòè èìååò îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü
ïðèëîæåíèÿ. Íàïðèìåð, îí íå ïðèìåíèì äëÿ âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìû
îòñ÷¼òà äàæå â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå (ðàçäåë 6). Îäíàêî, äëÿ ïî-
ñòóïàòåëüíî äâèæóùèõñÿ ñèñòåì ýòîò êðèòåðèé èìååò îïðåäåë¼ííóþ
ýâðèñòè÷åñêóþ öåííîñòü è ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü ñîîòâåòñòâóþùèå
ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò (ðàçäåë 5).
Îòìåòèì, ÷òî èñòîðè÷åñêè ïåðâûì ïîíÿòèå æ¼ñòêîñòè â òåîðèè

îòíîñèòåëüíîñòè ââ¼ë â 1909ã. Ìàêñ Áîðí [1]. Îí ðàññìàòðèâàë íåêî-
òîðîå òåëî, êàæäàÿ òî÷êà êîòîðîãî îäíîçíà÷íî õàðàêòåðèçóåòñÿ (íó-
ìåðóåòñÿ) òðåìÿ êîîðäèíàòàìè xi = {x, y, z} è â ëàáîðàòîðíîé ñè-
ñòåìå äâèæåòñÿ ïî òðàåêòîðèè Xα = Xα(τ, xi), ãäå τ � ñîáñòâåííîå
âðåìÿ ÷àñîâ, ñâÿçàííûõ ñ òî÷êîé. Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå òåëî ñ÷è-
òàåòñÿ æåñòêèì, åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ åãî òî÷êàìè, èçìå-
ðåííîå â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè, â äàëüíåéøåì íå ìåíÿåòñÿ (íèæå
ïåðâûé ðèñóíîê). Òàêîå îïðåäåëåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ðåëÿòèâèñòñêè èí-
âàðèàíòíûì è â ëþáîé äðóãîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà áóäåò íàðóøåíî. Ïî-
ýòîìó Áîðí ïîòðåáîâàë äëÿ æåñòêîãî òåëà íåèçìåííîñòè áåñêîíå÷íî
ìàëîãî ðàññòîÿíèÿ â 4-ïðîñòðàíñòâå â ãèïåðïëîñêîñòè, îðòîãîíàëü-
íîé òðàåêòîðèÿì äâóõ ñîñåäíèõ òî÷åê (íèæå âòîðîé ðèñóíîê):

Îðòîãîíàëüíîñòü ïðè ýòîì ïîíèìàåòñÿ â ïñåâäîåâêëèäîâîì ñìûñëå.
Â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî A·B = 0, åñëè A0B0 = A1B2. Ìåäèàíà,
ïðîâåäåííàÿ ìåæäó îðòîãîíàëüíûìè âåêòîðàìè îáðàçóåò ñ îñüþ T
óãîë 45o, ò.å ÿâëÿåòñÿ òðàåêòîðèåé ñâåòîâîãî ñèãíàëà.
Áîðí èñïîëüçîâàë äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêèå íåêîâàðèàíòíûå îáî-

çíà÷åíèÿ, ïîýòîìó â ïðèëîæåíèè ìû ïîâòîðèì åãî ðàññóæäåíèÿ â
ñóùåñòâåííî áîëåå êîìïàêòíîì âèäå. Ìû ïîêàæåì, ÷òî êðèòåðèé
æ¼ñòêîñòè Áîðíà ñîâïàäàåò ñî âòîðûì òèïîì æåñòêîñòè (ëîêàëüíàÿ
æ¼ñòêîñòü: γij = const) äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ïðåîáðàçîâàíèé (3),
â êîòîðûõ êîîðäèíàòíîå âðåìÿ t ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âðåìåíåì
τ òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè {x, y, z}. Â ýòîé æå ðàáîòå Áîðí âïåðâûå
ôàêòè÷åñêè çàïèñàë ïðåîáðàçîâàíèÿ, îïðåäåëÿþùèå æåñòêóþ ðàâ-
íîóñêîðåííóþ ñèñòåìó îòñ÷¼òà (ðàçäåë 5), êîòîðóþ â äàëüíåéøåì
àêòèâíî èñïîëüçîâàë Ì¼ëëåð [6].
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4 Íåæåñòêàÿ ðàâíîóñêîðåííàÿ ñèñòåìà îòñ÷¼òà

• Ïóñòü äî ìîìåíòà âðåìåíè T = 0 ÷àñòèöà ïîêîèëàñü â ëàáîðà-
òîðíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà, èìåÿ êîîðäèíàòó X = x. Åñëè ïðè T > 0 íà
íå¼ íà÷èíàåò äåéñòâîâàòü ïîñòîÿííàÿ ñèëà, òî êîîðäèíàòà ÷àñòèöû
áóäåò èçìåíÿòüñÿ ñî âðåìåíåì ñëåäóþùèì îáðàçîì [8]:

X = x+
1

a

[√
1 + (aT )2 − 1

]
, (10)

ãäå a � êîíñòàíòà, èìåþùàÿ ñìûñë ñîáñòâåííîãî óñêîðåíèÿ ÷àñòèöû
(óñêîðåíèå â ñîïóòñòâóþùåé ê íåé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå). Â ëàáî-
ðàòîðíîé ñèñòåìå ñêîðîñòü ÷àñòèöû U = dX/dT ðàñò¼ò, ñòðåìÿñü ê
ñêîðîñòè ñâåòà, à óñêîðåíèå W = dU/dT óìåíüøàåòñÿ:

U(T ) =
aT√

1 + (aT )2
, W (T ) =

a

(1 + (aT )2)3/2
. (11)

Ñîáñòâåííîå âðåìÿ ÷àñîâ, äâèæóùèõñÿ âìåñòå ñ ÷àñòèöåé ñî ñêîðî-
ñòüþ U(T ) ðàâíî (arsh � ãèïåðáîëè÷åñêèé àðêñèíóñ):

τ =

T∫
0

√
1− U 2(T ) dT =

1

a
arsh(aT ). (12)

• Ðàññìîòðèì íåèíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó îòñ÷¼òà, òî÷êè êîòîðîé
äâèæóòñÿ ðàâíîóñêîðåííî ñîãëàñíî (10). Êîîðäèíàòû òî÷åê ðàâíû
x, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò èõ ïîëîæåíèþ â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà
â ìîìåíò íà÷àëà äåéñòâèÿ óñêîðåíèÿ. Â êà÷åñòâå êîîðäèíàòíîãî âðå-
ìåíè âûáåðåì ñîáñòâåííîå âðåìÿ (12) ÷àñîâ â äàííîé òî÷êå (t = τ ).
Â ðåçóëüòàòå, ñâÿçü êîîðäèíàò è âðåì¼í ñîáûòèÿ íàáëþäàåìîãî èç
ëàáîðàòîðíîé è íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåì îòñ÷¼òà èìååò âèä:

T =
1

a
sh(at), X = x+

1

a
[ch(at)− 1] , Y = y. (13)

(ìû îïóñêàåì êîîðäèíàòó z, òàê êàê îíà âõîäèò â âûðàæåíèÿ àíà-
ëîãè÷íî êîîðäèíàòå y). Ïîäñòàâëÿÿ (13) â (1), ïîëó÷àåì:

ds2 = dt2 − 2 sh(at) dtdx− dx2 − dy2. (14)

Ýòó íåèíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó îòñ÷¼òà ðàññìàòðèâàë Ëîãóíîâ [11].
Îíà æå ôèãóðèðóåò ïðè ôîðìóëèðîâêè ïàðàäîêñà Áåëëà [7]. Êàê
ìû ñåé÷àñ ïîêàæåì, ýòà ñèñòåìà íå ÿâëÿåòñÿ æ¼ñòêîé íè ïî îäíîìó
èç ñôîðìóëèðîâàííûõ âûøå êðèòåðèåâ.
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• Ïðåæäå âñåãî, î÷åâèäíî, ÷òî îòíîñèòåëüíîñòü îäíîâðåìåííîñòè
ïðèâîäèò ê íàðóøåíèþ ñîïóòñòâóþùåé æåñòêîñòè. Äåéñòâèòåëü-
íî, âñå òî÷êè íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû S äâèæóòñÿ ñèíõðîííî îòíî-
ñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà S0 : (T, X), èìåÿ â äàííûé
ìîìåíò âðåìåíè îäèíàêîâûå ñêîðîñòè. Îäíàêî îòíîñèòåëüíî èíåð-
öèàëüíîé ñèñòåìû S ′

0 : (T ′, X ′), â êîòîðîé îäíà èç òî÷åê â ìîìåíò
âðåìåíè T ′ íåïîäâèæíà, â ñèëó îòíîñèòåëüíîñòè îäíîâðåìåííîñòè,
îñòàëüíûå òî÷êè áóäóò èìåòü îòëè÷íûå îò íóëÿ ñêîðîñòè. Ñîîòâåò-
ñòâóþùèå âû÷èñëåíèÿ ìû ïðîâåä¼ì â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

• Ïåðåéä¼ì ê êðèòåðèþ ëîêàëüíîé æåñòêîñòè. Âûäåëÿÿ â (14)
ïîëíûé êâàäðàò ïî dt èëè èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (9), èìååì ñëåäóþùåå
âûðàæåíèå äëÿ ýëåìåíòà ôèçè÷åñêîé äëèíû:

δl2 = ch2(at) dx2 + dy2. (15)

Òàê êàê δl2 çàâèñèò îò âðåìåíè (ðàñòÿãèâàåòñÿ âäîëü îñè x), òî êðè-
òåðèé ëîêàëüíîé æåñòêîñòè òàêæå íå âûïîëíÿåòñÿ.

• Î÷åâèäíî, ÷òî ñèñòåìà (14) íå áóäåò æåñòêîé è â ãëîáàëüíîì

ñìûñëå. Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòî ïðÿìûì ðàñ÷¼òîì. Ïóñòü ñâåòîâîé
ñèãíàë äâèæåòñÿ ïàðàëëåëüíî îñè x. Ïîëîæèâ â (14) ds2 = 0 è,
âûäåëÿÿ ïîëíûé êâàäðàò, ïîëó÷àåì:

dx

dt
= ±e∓at => x(t) = const− e∓at

a
, (16)

ãäå const � êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ, è çíàê ìèíóñ ñîîòâåòñòâóåò
óâåëè÷åíèþ êîîðäèíàòû x, à ïëþñ � óìåíüøåíèþ. Ïóñòü íàáëþäà-
òåëü, íàõîäÿùèéñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò x = 0, èçìåðÿåò ðàäèîëîêà-
öèîííîå ðàññòîÿíèå äî òî÷êè ñ êîîðäèíàòîé x > 0. Â ìîìåíò âðåìå-
íè t1 îí îòïðàâëÿåò ñâåòîâîé ñèãíàë, êîòîðûé äîñòèãàåò â ìîìåíò
âðåìåíè t òî÷êó x, ãäå îòðàæàåòñÿ è âîçâðàùàåòñÿ îáðàòíî â ìîìåíò
âðåìåíè t2.

x+(t) =
1

a

(
e−at1 − e−at

)
,

x−(t) =
1

a

(
eat2 − eat

)
.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîíñòàíòû â (16) ïðè äâèæåíèè ñèãíàëà îò íàáëþ-
äàòåëÿ âûáðàíî íà÷àëüíîå óñëîâèå x(t1) = 0, è êîíå÷íîå óñëîâèå
x(t2) = 0 ïðè äâèæåíèè â îáðàòíóþ ñòîðîíó.
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Â òî÷êå îòðàæåíèÿ ñèãíàëà x+(t) = x−(t) = x, ïîýòîìó:

e−at1 − e−at = ax, eat2 − eat = ax. (17)

Èñêëþ÷àÿ èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé t, íåñëîæíî âûðàçèòü ðàçíèöó âðå-
ì¼í ÷åðåç âðåìÿ ïîñûëêè ñèãíàëà t1. Òàê êàê g00 = 1, ñîáñòâåííîå
âðåìÿ ñîâïàäàåò ñ êîîðäèíàòíûì t (÷òî áûëî çàëîæåíî â ïðåîáðà-
çîâàíèÿ (13)), ïîýòîìó ðàäèîëîêàöèîííîå ðàññòîÿíèå ðàâíî:

l =
t2 − t1

2
=

1

2a
ln

[
1 + ax

2 ch(at1)− ax

1− ax eat1

]
≈ x ch(at1), (18)

Ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî çàïèñàíî äëÿ ìàëûõ ax ≪ 1 (ïðè ôèêñèðî-
âàííîì t1) è ñîîòâåòñòâóåò áåñêîíå÷íî ìàëîé ôèçè÷åñêîé äëèíå (15).
Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå ðàäèîëîêàöèîííîãî ðàññòîÿíèÿ ê
òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè x < 0. Èç (18) ñëåäóåò, ÷òî ðàññòîÿíèå ê ôèê-
ñèðîâàííîé òî÷êå òàêîé ðàâíîóñêîðåííîé ñèñòåìû óâåëè÷èâàåòñÿ ñî
âðåìåíåì (çàâèñèò îò t1). Âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè ïî ax ðàññòîÿíèå
äî òî÷åê ðàñïîëîæåííûõ ñëåâà è ñïðàâà ïî îñè x è èìåþùèõ îäèíà-
êîâîå çíà÷åíèå |x| íå ðàâíû äðóã äðóãó (â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè).
Òàêàÿ àñèììåòðèÿ â çíà÷åíèè l ìîæåò ïîêàçàòüñÿ íåîæèäàííîé, òàê
êàê áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ðàäèîëîêàöèîííàÿ äëèíà (15) çàâèñèò òîëüêî
îò âðåìåíè è íå çàâèñèò îò êîîðäèíàò (ñèììåòðè÷íà ïî x). Ïðè÷è-
íó ïîäîáíîãî ðàñõîæäåíèÿ ìåæäó áåñêîíå÷íî ìàëûì è êîíå÷íûì
ðàäèîëîêàöèîííûìè ðàññòîÿíèÿìè ìû îáñóäèì â ðàçäåëå 8.

• Ñîáñòâåííîå âðåìÿ ÷àñîâ, ðàñïîëîæåííûõ â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ
íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû, ñîâïàäàåò ñ êîîðäèíàòíûì âðåìåíåì (δτ0 =
dt) è òàêæå êàê è äëèíà íå çàâèñèò îò êîîðäèíàò. Îäíàêî, ýòî íå
îçíà÷àåò, ÷òî â òàêîé ñèñòåìå îò÷¼òà ìîæíî ââåñòè ñèíõðîíèçèðî-
âàííîå âðåìÿ, òàê êàê (8) äëÿ ìåòðèêè (14):

δτ = dt− sh(at) dx (19)

íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì äèôôåðåíöèàëîì âäîëü îñè x. ×àñû ðàçëè÷íûõ
íàáëþäàòåëåé íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû ïîêàçûâàþò îäèíàêîâîå âðå-
ìÿ äëÿ íàáëþäàòåëåé â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå (òàê êàê äâèãàþòñÿ
îòíîñèòåëüíî ïîñëåäíåé ñ îäèíàêîâîé ñêîðîñòüþ). Îäíàêî, îòñþäà
íå ñëåäóåò, ñîãëàñîâàííîñòè èõ õîäà ñ òî÷êè çðåíèÿ íàáëþäàòåëåé â
ñàìîé íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå. Ñâÿçàíî ýòî ñ òåì, ÷òî âðåìÿ â ðàç-
ëè÷íûõ òî÷êàõ íåèíåðöèàëüíîé ðàâíîóñêîðåííîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà
òå÷¼ò ðàçëè÷íûì îáðàçîì.
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• ×òîáû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ýòî, ðàññìîòðèì ýêñïåðèìåíò â êî-
òîðîì íàáëþäàòåëü, èìåþùèé êîîðäèíàòó x > 0, ïîñûëàåò ïåðèîäè-
÷åñêèå ñèãíàëû â íàïðàâëåíèè íà÷àëà ñèñòåìû îòñ÷¼òà x = 0. Çàêîí
ðàñïðîñòðàíåíèÿ òàêèõ ñèãíàëîâ íàéäåí âûøå (17). Äèôôåðåíöè-
ðóÿ ñîîòíîøåíèå eat2 − eat = ax è èñêëþ÷àÿ ñ åãî æå ïîìîùüþ eat,
ïîëó÷àåì:

∆t2 = (1− ax e−at2)∆t. (20)

Åñëè íàáëþäàòåëü èç òî÷êè x îòïðàâëÿåò ñèãíàëû ñ ïåðèîäîì∆t (ïî
ñâîèì ëîêàëüíûì ÷àñàì), òî íàáëþäàòåëü â íà÷àëå ñèñòåìû îò÷¼òà
ðåãèñòðèðóåò óìåíüøåíèå èõ ïåðèîäà ∆t2 (óâåëè÷åíèå ÷àñòîòû). Òà-
êèì îáðàçîì, òåìï õîäà ÷àñîâ äâóõ íàáëþäàòåëåé â íåèíåðöèàëüíîé
ñèñòåìå ðàçëè÷åí, åñëè ó íèõ ðàçëè÷íû êîîðäèíàòû x.
Óâåëè÷åíèå ÷àñòîòû èçëó÷åíèÿ áóäåò òåì ñèëüíåå, ÷åì äàëüøå

èñòî÷íèê îòñòîèò îò ïðè¼ìíèêà â íàïðàâëåíèè ñîáñòâåííîãî óñêîðå-
íèÿ (âäîëü îñè x). Ýòî îáùåå ñâîéñòâî óñêîðåííûõ ñèñòåì îòñ÷¼òà,
àíàëîãè÷íîå èçìåíåíèþ ÷àñòîòû â îäíîðîäíîì ãðàâèòàöèîííîì ïî-
ëå [10]. Ñìåùåíèå ÷àñòîòû â ñèíèé ñïåêòð ñî âðåìåíåì óìåíüøàåòñÿ
áëàãîäàðÿ ìíîæèòåëþ e−at2, ÷òî ñâÿçàíî ñ íåæ¼ñòêîñòüþ íåèíåðöè-
àëüíîé ñèñòåìû. Ðàññòîÿíèå ê óäàë¼ííîìó èñòî÷íèêó ñ ôèêñèðîâàí-
íîé êîîðäèíàòîé óâåëè÷èâàåòñÿ ñî âðåìåíåì è äëÿ íàáëþäàòåëÿ â
íà÷àëå ñèñòåìû îòñ÷¼òà ýòîò èñòî÷íèê áóäåò óäàëÿòüñÿ. Ïîýòîìó, íà
óâåëè÷åíèå ÷àñòîòû, ñâÿçàííîå ñ óñêîðåíèåì, íàêëàäûâàåòñÿ óìåíü-
øåíèå ÷àñòîòû îáóñëîâëåííîå ýôôåêòîì Äîïëåðà.
Ìíîæèòåëü â ñîîòíîøåíèè (20) âñåãäà ïîëîæèòåëåí, òàê êàê èíåð-

öèàëüíàÿ ñèñòåìà �ñóùåñòâóåò� ñ ìîìåíòà t > 0, êîãäà íà÷àëîñü
óñêîðåíèå. Ïîýòîìó èç eat2 − eat = ax ñëåäóåò, ÷òî âðåìÿ ïðèõîäà
ñèãíàëîâ t2, èçëó÷¼ííûõ ïîñëå íà÷àëà óñêîðåíèÿ èç òî÷êè ñ êîîðäè-
íàòîé x óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó eat2 > 1 + ax.
Åñëè èñòî÷íèê ðàñïîëîæåí �ñçàäè� (x < 0) è èçëó÷àåò ñâåò â ìî-

ìåíò âðåìåíè t, òî âðåìÿ åãî ïðèõîäà t2 â íà÷àëî îòñ÷¼òà íàõîäèòñÿ
èç ñîîòíîøåíèÿ e−at2−e−at = ax. Äëÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ñèãíàëà ñâÿçü
èçëó÷åííîãî ∆t è ïîëó÷åííîãî ∆t2 ïåðèîäîâ èìååò âèä:

∆t2 = (1− ax eat2)∆t. (21)

Ýôôåêò óìåíüøåíèÿ ÷àñòîòû òåì áîëüøå, ÷åì áîëüøå êîîðäèíàòà
|x|. Êðîìå ýòîãî îí óñèëèâàåòñÿ ìíîæèòåëåì eat2, ñíîâà ñâÿçàííûì
ñ ýôôåêòîì Äîïëåðà, óäàëÿþùåãîñÿ èñòî÷íèêà.
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5 Æåñòêàÿ ðàâíîóñêîðåííàÿ ñèñòåìà îòñ÷¼òà

Ðàññìîòðèì òåïåðü íåèíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó S, òî÷êè êîòîðîé
äâèæóòñÿ îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû S0 ñ ðàçëè÷íûìè ñîá-
ñòâåííûìè óñêîðåíèÿìè ïî òðàåêòîðèÿì:

X = x+
1

ax

[√
1 + (axT )2 − 1

]
, (22)

ãäå ax � êîíñòàíòû, ðàçëè÷íûå äëÿ ðàçíûõ òî÷åê x ñèñòåìû S è ïî-
ïðåæíåìó X(0) = x. Ïîòðåáóåì âûïîëíåíèÿ êðèòåðèÿ ñîïóòñòâó-

þùåé æåñòêîñòè. Äëÿ ýòîãî èçáàâèìñÿ â (22) îò êîðíÿ, ïåðåïèñàâ
â ñëåäóþùåì âèäå:

(1− axx)
2 + 2ax (1− axx)X = 1 + a2x (T

2 −X2). (23)

Ïîäñòàâèì â ýòî óðàâíåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà ìåæäó ëàáîðà-
òîðíîé ñèñòåìîé S0 è èíåðöèàëüíîé ñèñòåìîé S ′

0 : {T ′, X ′}, äâèæó-
ùåéñÿ îòíîñèòåëüíî S0 ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ U0:

T = γ0 (T
′ + U0X

′), X = γ0 (X
′ + U0T

′), (24)

ãäå γ0 = 1/
√

1− U 2
0 . Â ïðàâîé ÷àñòè (23) ñòîèò èíâàðèàíò, ïîýòîìó:

(1− axx)
2 + 2ax (1− axx) γ0 (X

′ + U0T
′) = 1 + a2x (T

′2 −X ′2). (25)

Äëÿ äàííîé òî÷êè (x = const) âîçüì¼ì ïðîèçâîäíóþ ëåâîé è ïðàâîé
÷àñòè ïî T ′, ïîëîæèâ U ′ = dX ′/dT ′ = 0 (îòíîñèòåëüíî ñîïóòñòâóþ-
ùåé ñèñòåìû S ′

0 ñêîðîñòü òî÷åê ñèñòåìû S ðàâíà íóëþ). Â ðåçóëüòà-
òå, ïîëó÷àåì:

T ′ =
1− axx

ax
γ0U0. (26)

Âðåìÿ T ′ äîëæíî áûòü îäèíàêîâûì äëÿ ëþáûõ êîîðäèíàò x (âñå
òî÷êè ñèñòåìû S â ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìå S ′

0 íåïîäâèæíû). Ýòî
âîçìîæíî, åñëè â (26) ìíîæèòåëü ïðè γ0U0 íå çàâèñèò îò x:

ax =
a

1 + ax
, (27)

ãäå a = const � ñîáñòâåííîå óñêîðåíèå òî÷êè x = 0. Ïîäñòàâëÿÿ ax â
(22), èìååì ñëåäóþùèå òðàåêòîðèè òî÷åê íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû
â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà S0:

X =
1

a

[√
(1 + ax)2 + (aT )2 − 1

]
. (28)

Òàêàÿ ñèñòåìà òî÷åê îáëàäàåò ñîïóòñòâóþùåé æåñòêîñòüþ è îáðà-
çóåò æåñòêóþ ðàâíîóñêîðåííóþ ñèñòåìó Áîðíà-Ì¼ëëåðà.
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• Çàïèøåì ïðåîáðàçîâàíèÿ ìåæäó ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìîé S0 :
{T, X, Y } è æåñòêîé ðàâíîóñêîðåííîé ñèñòåìîé S : {t, x, y}:

aT = (1+ ax) sh(at), aX = (1+ ax) ch(at)− 1, Y = y. (29)

Ïåðâîå ïðåîáðàçîâàíèå (îïðåäåëÿþùåå êîîðäèíàòíîå âðåìÿ t) âû-
áðàíî òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîëó÷èëîñü ïðîñòîå âûðàæåíèå äëÿ
ïðåîáðàçîâàíèÿ X = X(t, x), ïîñëå ïîäñòàíîâêè aT â (28). Ïîä-
ñòàâëÿÿ (29) â èíòåðâàë ìåæäó ñîáûòèÿìè (1), ïîëó÷àåì [6]:

ds2 = (1 + ax)2 dt2 − dx2 − dy2. (30)

Ôèçè÷åñêîå ðàññòîÿíèå èìååò åâêëèäîâûé âèä dl2 = dx2 + dy2, ïî-
ýòîìó î÷åâèäíî, ÷òî êðèòåðèé ëîêàëüíîé æåñòêîñòè âûïîëíÿåòñÿ.

• Ïðîâåðèì âûïîëíèìîñòü ãëîáàëüíîé æåñòêîñòè. Ðàññìîòðèì èç-
ìåðåíèå ðàäèîëîêàöèîííîãî ðàññòîÿíèÿ, ïðîâîäèìîå íàáëþäàòåëåì
â òî÷êå x = 0 äî òî÷êè x > 0 âäîëü îñè x. Ðàâåíñòâî íóëþ èíòåðâàëà
(30) äà¼ò ñëåäóþùóþ òðàåêòîðèþ ñâåòîâîãî ñèãíàëà:

dx

dt
= ±(1 + ax) => t− t0 = ±1

a
ln(1 + ax), (31)

ãäå t0 � êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ è ïëþñ ñîîòâåòñòâóåò óâåëè÷åíèþ
êîîðäèíàòû, à ìèíóñ � óìåíüøåíèþ. Âûáèðàÿ íà÷àëüíîå è êîíå÷íîå
óñëîâèÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ðàçäåëó, èìååì:

t− t1 =
1

a
ln(1 + ax), t2 − t =

1

a
ln(1 + ax). (32)

Äëÿ íàáëþäàòåëÿ â íà÷àëå îòñ÷¼òà (x = 0) êîîðäèíàòíîå è ñîá-
ñòâåííîå âðåìåíà ñîâïàäàþò, ïîýòîìó ðàäèîëîêàöèîííîå ðàññòîÿíèå
äî òî÷êè x ðàâíî:

l =
t2 − t1

2
=

1

a
ln (1 + ax) ≈ x. (33)

Çàìåòèì, ÷òî äëèíà ðàâíà x òîëüêî â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïî x, õîòÿ
äëÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé ôèçè÷åñêîé äëèíû δl2 = dx2+dy2 ìîæíî áûëî
áû îæèäàòü l = x ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ x. Ìû îáñóäèì ïðè÷èíû
òàêîãî íåñîîòâåòñòâèÿ â ðàçäåëå 8.
Â ëþáîì ñëó÷àå, ðàäèîëîêàöèîííîå ðàññòîÿíèå l ïîñòîÿííî, ïî-

ýòîìó êðèòåðèé ãëîáàëüíîé æåñòêîñòè âûïîëíÿåòñÿ. Ñëåäîâàòåëü-
íî, äëÿ æåñòêîé ðàâíîóñêîðåííîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà âûïîëíÿþòñÿ âñå
òðè êðèòåðèÿ æåñòêîñòè. Â ýòîì îòíîøåíèè îíà âûäåëÿåòñÿ èç âñåãî
ìíîãîîáðàçèÿ íåèíåðöèàëüíûõ ñèñòåì îòñ÷¼òà.
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• Êàê è â íåæåñòêîé ñèñòåìå, ôèçè÷åñêîå âðåìÿ δτ = (1+ax) dt íå
ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì äèôôåðåíöèàëîì, ïîýòîìó ñèíõðîíèçàöèÿ ÷àñîâ,
ðàñïîëîæåííûõ âäîëü îñè x íåâîçìîæíà. Ñâÿçàíî ýòî ñ ðàçëè÷íûì
òåìïîì òå÷åíèÿ âðåìåíè â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå. Äåéñòâèòåëüíî,
ïîâòîðÿ ðàñ÷¼ò ýêñïåðèìåíòà ïî ïîñûëêå ïåðèîäè÷åñêèõ ñèãíàëîâ
(ñì. ðàçäåë 4), èç (32) èìååì ∆t2 = ∆t, èëè ïåðåõîäÿ îò êîîðäèíàò-
íîãî∆t ê ñîáñòâåííîìó ïåðèîäó èçëó÷¼ííîãî ñèãíàëà∆τ =

√
g00∆t:

∆t2 = ∆τ/(1 + ax). (34)

Â äàííîì ñëó÷àå ñèñòåìà îòñ÷¼òà æ¼ñòêàÿ, ïîýòîìó èçìåíåíèè ÷à-
ñòîòû ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì ýôôåêòîì.

• Â ðàâíîóñêîðåííîé (êàê æåñòêîé, òàê è â íåæåñòêîé) ñèñòåìå îò-
ñ÷¼òà ñóùåñòâóåò ãîðèçîíò âèäèìîñòè, îãðàíè÷èâàþùèé ïðîñòðàí-
ñòâî âèäèìûõ äàííûì íàáëþäàòåëåì ñîáûòèé. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè t ñçàäè (x < 0) îò íàáëþäàòåëÿ,
ðàñïîëîæåííîãî â x = 0 ïðîèñõîäèò ñîáûòèå. Ïóñòü èíôîðìàöèÿ
îá ýòîì ñîáûòèè ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â íàïðàâëåíèè íàáëþäàòåëÿ ñî
ñêîðîñòüþ ñâåòà è ïðèõîäèò â ìîìåíò âðåìåíè t2. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ
òðàåêòîðèÿ ýòîãî ñèãíàëà èìååò âèä t− t2 = ln(1 + ax)/a. Ñîáûòèÿ,
ðàñïîëîæåííûå äàëåå x < −1/a â ñèñòåìå S âèäíû íå áóäóò:

Ïðè ðàâíîóñêîðåííîì äâèæåíèè íàáëþäàòåëè ìîãóò �óáåãàòü� îò
ïðîèñõîäÿùèõ ñîáûòèé, òàê êàê ïîñòîÿííî óâåëè÷èâàþò ñâîþ ñêî-
ðîñòü (ñ òî÷êè çðåíèÿ ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà).
Ïóñòü íåèíåðöèàëüíàÿ ñèñòåìà ïðåäñòàâëåíà ýñêàäðîé êîñìè÷å-

ñêèõ êîðàáëåé. Â ñèëó ðàçíîãî íà íèõ òåìïà òå÷åíèÿ âðåìåíè, ïî-
ñëå ñòàðòà êîðàáëÿ, ÿâëÿþùåãîñÿ íà÷àëîì ñèñòåìû îòñ÷¼òà (x = 0),
åãî íàáëþäàòåëü âèäèò, ÷òî ñçàäè íåãî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ �âîëíà� ïî-
ñòåïåííîãî ïîêðàñíåíèÿ ÷àñòîòû èçëó÷åíèÿ èñòî÷íèêîâ ñâåòà. Ýòî
ïîêðàñíåíèå òåì ñèëüíåå, ÷åì äàëüøå îò íåãî íàõîäÿòñÿ èñòî÷íè-
êè. Ïðè ýòîì î ãîðèçîíòå íàáëþäàòåëü íèêîãäà íå óçíàåò, ò.ê. âîëíà
ïîêðàñíåíèÿ äîñòèãíåò ãîðèçîíòà òîëüêî ïðè t2 = ∞.
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6 Âðàùàþùàÿñÿ ñèñòåìà îòñ÷¼òà

Ðàññìîòðèì âðàùàþùèéñÿ âîêðóã îñè Z äèñê, ëåæàùèé â ïëîñ-
êîñòè Z = 0. Çàïèøåì èíòåðâàë ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû (1) â öèëèí-
äðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ X = R cosΦ, Y = R sinΦ:

ds2 = dT 2 − dR2 −R2 dΦ2 (35)

è âûïîëíèì ïðåîáðàçîâàíèÿ:

T = t, R = r, Φ = ϕ+ ωt, (36)

ãäå êîîðäèíàòû (r, ϕ) íóìåðóþò òî÷êè âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìû, ñâÿ-
çàííîé ñ äèñêîì. Òàê êàê T = t, èìååì Φ = ϕ + ωT , ÷òî ÿâëÿåòñÿ
òðàåêòîðèåé íåêîòîðîé òî÷êè, âðàùàþùåéñÿ ïî îêðóæíîñòè ñ ïî-
ñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω. Ïîäñòàâëÿÿ (36) â (35), èìååì [8]:

ds2 = (1− ω2r2) dt2 − 2ω r2 dt dϕ− dr2 − r2 dϕ2. (37)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ωr < 1, ò.å. ðàçìåðû äèñêà îãðàíè÷åíû è âñå
åãî òî÷êè äâèæóòñÿ ìåäëåííåå ñêîðîñòè ñâåòà. Ýëåìåíò ôèçè÷åñêîé
äëèíû, ñîîòâåòñòâóþùèé ìåòðèêå (37):

δl2 = dr2 +
r2 dϕ2

1− ω2r2
(38)

íå çàâèñèò îò âðåìåíè, à, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíîìåðíî âðàùàþùàÿñÿ
ñèñòåìà îòñ÷¼òà ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíîé æåñòêîé.

• Ñîïóòñòâóþùàÿ æåñòêîñòü âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå íå âû-
ïîëíÿåòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ñîïóòñòâóþùàÿ ñèñòåìà äâèæåòñÿ
ñî ñêîðîñòüþ ωr1 è å¼ íà÷àëî íàõîäèòñÿ âíèçó îêðóæíîñòè, êàê ýòî
èçîáðàæåíî íà ïåðâîì ðèñóíêå:

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ òî÷êà âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìû, ñîâïàäàþùàÿ ñ íà-
÷àëîì ñîïóòñòâóþùåé, èìååò â ïîñëåäíåé íóëåâóþ ñêîðîñòü. Îäíàêî
äðóãèå òî÷êè (íàïðèìåð, èçîáðàæåííûå â âèäå êîñìè÷åñêèõ êîðàá-
ëåé) èìåþò â ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìå îòëè÷íûå îò íóëÿ ñêîðîñòè.
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• Ïðîâåðèì òåïåðü êðèòåðèé ãëîáàëüíîé æåñòêîñòè. Ïóñòü äâà
êîñìè÷åñêèõ êîðàáëÿ â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå âðàùàþòñÿ ñ îäèíàêî-
âîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω è íàõîäÿòñÿ íà ðàçëè÷íûõ ðàññòîÿíèÿõ r1
è r2 îò öåíòðà. Óãîë ìåæäó ïðÿìûìè, ïðîâåäåííûìè ê êîðàáëÿì èç
öåíòðà âðàùåíèÿ ðàâåí ϕ. Ñêîðîñòü ïåðâîãî êîðàáëÿ ωr1 îïðåäåëÿåò
ñâÿçü åãî êîðàáåëüíûõ ÷àñîâ ñ ÷àñàìè ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû:

τ = T
√
1− (ωr1)2. (39)

Ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü êàê èç îáùåãî âûðàæåíèÿ äëÿ
ñîáñòâåííîãî âðåìåíè δτ =

√
g00 dt è t = T , òàê è ïðè ïîìîùè ñòàí-

äàðòíîé ðåëÿòèâèñòñêîé ôîðìóëû çàìåäëåíèÿ âðåìåíè.
Ïóñòü íàáëþäàòåëü íà ïåðâîì êîðàáëå ñ ðàäèóñîì îðáèòû r1 ïðî-

âîäèò èçìåðåíèå ðàäèîëîêàöèîííîãî ðàññòîÿíèÿ êî âòîðîìó êîðàá-
ëþ. Âû÷èñëåíèÿ ïðîùå ïðîâåñòè â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà.
Â ýòîé ñèñòåìå çà âðåìÿ T − T1 ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñèãíàëà â îäíó
ñòîðîíó (âûøå ñðåäíèé ðèñóíîê), âòîðîé êîðàáëü ñìåùàåòñÿ íà óã-
ëîâîå ðàññòîÿíèå ω(T −T1). Ïîýòîìó äëèíà ïóòè ñèãíàëà íàõîäèòñÿ
ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ ñ óãëîì ϕ+ ω (T − T1). Ïîñëå îòðàæåíèÿ ñèã-
íàëà, îí äâèæåòñÿ íàâñòðå÷ó ïåðâîìó êîðàáëþ è äëÿ âû÷èñëåíèÿ
äëèíû òðàåêòîðèè âîçâðàùåíèÿ ñèãíàëà çà âðåìÿ T2 − T â òåîðåìå
êîñèíóñîâ íåîáõîäèìî âçÿòü óãîë ϕ− ω (T2 − T ). Â ðåçóëüòàòå:{

r21 + r22 − 2r1r2 cos [ϕ+ ω (T − T1)] = (T − T1)
2,

r21 + r22 − 2r1r2 cos [ϕ− ω (T2 − T )] = (T2 − T )2.
(40)

Â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèé íàõîäèòñÿ êâàäðàò äëèíû ïóòè ñâåòîâîãî
ñèãíàëà â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå, à â ïðàâîé � êâàäðàò âðåìåíè åãî
äâèæåíèÿ (ñêîðîñòü ñâåòà ðàâíà åäèíèöå). Çàïèøåì ðåøåíèÿ ýòèõ
òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî âðåì¼í:

T − T1 = f(ω), T2 − T = f(−ω), (41)

ãäå f(ω) � ôóíêöèÿ óãëîâîé ñêîðîñòè ω, à òàêæå ðàäèóñîâ r1, r2 è
óãëà ϕ, çàâèñèìîñòü îò êîòîðûõ îïóùåíà. Èñêëþ÷àÿ T è ïåðåõîäÿ ê
ñîáñòâåííîìó âðåìåíè ïåðâîãî êîðàáëÿ (39), èìååì:

l =
τ2 − τ1

2
=

1

2

√
1− (ωr1)2 [f(ω) + f(−ω)]. (42)

Ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ íå çàâèñèò îò âðåìåíè. Ïîýòîìó ðà-
äèîëîêàöèîííûé ýêñïåðèìåíò ïðèâåäåò íàáëþäàòåëÿ ê âûâîäó, ÷òî
ðàññòîÿíèå ìåæäó êîðàáëÿìè íåèçìåííî.
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7 Ïîñòóïàòåëüíî óñêîðåííûå ñèñòåìû Ì¼ëëåðà

Äî ñèõ ïîð êðèòåðèè ëîêàëüíîé è ãëîáàëüíîé æåñòêîñòè ñîâïàäà-
ëè. Ðàññìîòðèì êëàññ íåèíåðöèàëüíûõ ñèñòåì, â êîòîðûõ ýòî íå òàê.
Äëÿ ýòîãî çàïèøåì ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ îò íåèíåðöèàëüíîé
ñèñòåìû S : (t, x) ê ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå S0 : (T,X) [6]:

T = γ v x+

t∫
0

γ dt, X = γ x+

t∫
0

γ v dt, Y = y, (43)

ãäå v = v(t) ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè è γ = γ(t) = 1/
√
1− v2.

Åñëè ñêîðîñòü v ïîñòîÿííà, òî (43) ïðèâîäÿò ê ïðåîáðàçîâàíèÿì Ëî-
ðåíöà. Â îáùåì æå ñëó÷àå èìååì:

dT = γ (dt+v dx)+γ3 v̇ x dt, dX = γ (dx+v dt)+γ3 vv̇ x dt, (44)

ãäå ó÷òåíî, ÷òî dγ/dt = γ3vv̇, d(γv)/dt = γ3 v̇ è òî÷êà � ïðîèçâîäíàÿ
ïî âðåìåíè t. Èç (44) ñëåäóåò, ÷òî ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà x = const
(dx = 0) äâèæåòñÿ îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà ñî
ñêîðîñòüþ U(T ) = dX/dT = v(t). Õîòÿ ýòà ñêîðîñòü íå çàâèñèò îò
êîîðäèíàòû x, ýòî íå îçíà÷àåò, ÷òî â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå ñêîðîñòü
âñåõ òî÷åê íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îäèíàêîâà. Äåëî â òîì, ÷òî v(t)
� ýòî ñêîðîñòü, âû÷èñëÿåìàÿ â ìîìåíò âðåìåíè t ïî ÷àñàì íåèíåð-
öèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà. ×òîáû ïîëó÷èòü ñêîðîñòü U(T ) äàííîé
òî÷êè x îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû, â ôóíêöèè v(t) íåîá-
õîäèìî ïåðåéòè îò êîîðäèíàòíîãî âðåìåíè t êî âðåìåíè T , êîòî-
ðîå íàõîäèòñÿ èç ïåðâîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (43). Ïðè ýòîì ïîëó÷èòñÿ
íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ t = t(T, x) è â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè T ïî
ëàáîðàòîðíûì ÷àñàì ñêîðîñòè òî÷åê ñ ðàçëè÷íûìè êîîðäèíàòàìè x
áóäóò ðàçëè÷íû.
Ïîäñòàâëÿÿ äèôôåðåíöèàëû â èíòåðâàë (1), èìååì:

ds2 = [1 + w(t)x]2 dt2 − dx2 − dy2, (45)

ãäå w(t) = γ2v̇. Åñëè w(t) = a = const, ìû âîçâðàùàåìñÿ ê æåñò-
êîé ðàâíîóñêîðåííîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, äëÿ êîòîðîé v(t) = th(at). Â
ýòîì ñëó÷àå ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ñèñòåìû äâèæåòñÿ ðåëÿòèâèñòñêè
ðàâíîóñêîðåííî ñ ñîáñòâåííûì óñêîðåíèåì (27).
Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ìåòðèêè (45) ôèçè÷åñêàÿ äëèíà ÿâëÿåòñÿ åâ-

êëèäîâîé δl2 = dx2 + dy2. Íà ýòîì îñíîâàíèè Ì¼ëëåð íàçâàë êëàññ
íåèíåðöèàëüíûõ ñèñòåì îòñ÷¼òà (43) æåñòêèìè. Ðàçáåð¼ìñÿ, îäíàêî,
âûïîëíÿåòñÿ ëè äëÿ íèõ êðèòåðèé ãëîáàëüíîé æåñòêîñòè.
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• Ðàâåíñòâî íóëþ èíòåðâàëà (45) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó äèô-
ôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ:

dx

dt
= ±(1 + w x). (46)

Ïóñòü ñâåòîâîé ñèãíàë îòïðàâëÿåòñÿ â ìîìåíò âðåìåíè t1 èç íà÷àëà
ñèñòåìû îòñ÷¼òà x = 0. Â ìîìåíò âðåìåíè t2 îí òóäà âîçâðàùàåòñÿ,
îòðàçèâøèñü îò òî÷êè ñ êîîðäèíàòîé x > 0. Ðàññìîòðèì äâèæåíèå
â ñòîðîíó âîçðàñòàíèÿ êîîðäèíàòû (çíàê ïëþñ). Òàê êàê x(t1) = 0,
èç (46) ñëåäóåò, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè t = t1:

dx

dt

∣∣∣
t=t1

= 1,
d2x

dt2

∣∣∣
t=t1

= (ẇx+
dx

dt
w)t=t1 = w(t1), (47)

ãäå âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîëó÷åíà äèôôåðåíöèðîâàíèåì (46). Ïîýòî-
ìó òðàåêòîðèÿ óäàëÿþùåãîñÿ ñèãíàëà èìååò âèä:

x+(t) ≈ (t− t1) + w(t1)
(t− t1)

2

2
+ ... (48)

Àíàëîãè÷íî íàõîäèòñÿ òðàåêòîðèÿ ïðèáëèæàþùåãîñÿ ê íà÷àëó îò-
ñ÷¼òà ñèãíàëà x(t2) = 0, ñîîòâåòñòâóþùàÿ â (46) çíàêó ìèíóñ:

x−(t) ≈ (t2 − t) + w(t2)
(t2 − t)2

2
+ ... (49)

Ïðè îòðàæåíèè ýòè äâå òðàåêòîðèè ñîâïàäàþò: x+(t) = x−(t) = x.
Ðåøàÿ êâàäðàòíûå óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî t− t1 > 0 è t2 − t > 0 è
ñêëàäûâàÿ ðåøåíèÿ, ïîëó÷àåì:

t2 − t1 ≈
√
1 + 2w1 x− 1

w1
+

√
1 + 2w2 x− 1

w2
, (50)

ãäå w1 = w(t1) è w2 = w(t2). Ïðè ìàëîì èíòåðâàëå âðåìåíè t2 − t1
êîîðäèíàòà òî÷êè îòðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíîé òîãî æå ïîðÿäêà
ìàëîñòè. Ïîýòîìó ðàçëîæèì êîðåíü äî ìàëûõ x2 âêëþ÷èòåëüíî:

l =
t2 − t1

2
≈ x− w1

2
x2, (51)

ãäå ÷ëåí (w1+w2)x
2 ñ òî÷íîñòüþ äî âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè çàìå-

íåí íà 2w1x
2. Òàê êàê äëÿ íàáëþäàòåëÿ â íà÷àëå ñèñòåìû îòñ÷¼òà

x = 0, ñîáñòâåííîå âðåìÿ ñîâïàäàåò ñ êîîðäèíàòíûì, òî ïîëó÷åííîå
âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ðàäèîëîêàöèîííûì ðàññòîÿíèåì ê òî÷êå ñ êî-
îðäèíàòîé x. Â ïåðâîì ïîðÿäêå ìàëîñòè ýòî ðàññòîÿíèå ïîñòîÿííî,
÷òî îòðàæåíî â ïîñòîÿíñòâå ôèçè÷åñêîé äëèíû δl2 = dx2 + dy2. Îä-
íàêî óæå ñëåäóþùåå ïðèáëèæåíèå ïî x îêàçûâàåòñÿ çàâèñÿùèì îò
âðåìåíè ïîñûëêè ñèãíàëà, åñëè òîëüêî âåëè÷èíà w(t) íå ÿâëÿåòñÿ
êîíñòàíòîé.
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8 Æåñòêîñòü, âðåìÿ è ãåîìåòðèÿ

Êàê ìû âèäåëè, ïîñòîÿíñòâî áåñêîíå÷íî ìàëîãî ðàäèîëîêàöèîí-
íîãî ðàññòîÿíèÿ δl2 = γij dx

idxj, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ãàðàíòèðóåò,
÷òî êîíå÷íîå ðàäèîëîêàöèîííîå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè
áóäåò ïîñòîÿííûì (ëîêàëüíàÿ æ¼ñòêîñòü íå âëå÷¼ò çà ñîáîé ãëî-
áàëüíîé æ¼ñòêîñòè). Ýòî ñâîéñòâî íåèíåðöèàëüíûõ ñèñòåì îòñ÷¼òà
òåñíî ñâÿçàíî ñ äðóãîé, îòìå÷åííîé âûøå, îñîáåííîñòüþ. Â æåñò-
êîé ðàâíîóñêîðåííîé ñèñòåìå ðàäèîëîêàöèîííîå ðàññòîÿíèå ðàâíî
l = ln(1 + ax)/a. Â òî æå âðåìÿ δl2 = dx2 + dy2 è ïðè äâèæåíèè
âäîëü îñè x ìû, íà ïåðâûé âçãëÿä, äîëæíû áûëè áû èìåòü l = x.
Ïðè÷èíà ýòèõ ðàñõîæäåíèé êðîåòñÿ â èçìåðèòåëüíîì ñìûñëå ôè-

çè÷åñêîé äëèíû δl2 = γij dx
idxj. Å¼ ïîëó÷àåò íàáëþäàòåëü, èçìå-

ðÿÿ âðåìÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâåòîâîãî ñèãíàëà â îáå ñòîðîíû ê áåñ-
êîíå÷íî áëèçêîé ê íåìó òî÷êå. Ñóììèðîâàíèå ìàëûõ ýëåìåíòîâ δl

âäîëü íåêîòîðîé êðèâîé ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî âäîëü ýòîé êðèâîé ðàñ-
ïîëîæåíî ìíîæåñòâî òàêèõ íàáëþäàòåëåé, êàæäûé èç êîòîðûõ ïî-
ëó÷àåò ñâî¼ çíà÷åíèå δl. Îäíàêî âðåìÿ äëÿ ðàçíûõ íàáëþäàòåëåé â
íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà, â îáùåì ñëó÷àå, òå÷¼ò ðàçëè÷íûì
îáðàçîì. Ïîýòîìó ñóììà èçìåðåíèé ðàäèîëîêàöèîííûõ ðàññòîÿíèé
â êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ ÷àñû, ðàñïîëîæåííûå â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ,
îòëè÷àåòñÿ îò åäèíñòâåííîãî èçìåðåíèÿ òàêîãî æå ðàññòîÿíèÿ, ïðî-
âåäåííîãî îäíèì íàáëþäàòåëåì ïî îäíèì ÷àñàì.
Õîðîøåé èëëþñòðàöèåé ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âðàùàþùà-

ÿñÿ ñèñòåìà îòñ÷¼òà. Äëÿ íàáëþäàòåëåé, íàõîäÿùèõñÿ íà îäèíàêî-
âîì ðàññòîÿíèè îò öåíòðà, òåìï õîäà ÷àñîâ îäèíàêîâ. Â ðàçäåëå 6
ìû ðàññìàòðèâàëè äâèæåíèå ñâåòîâîãî ñèãíàëà ïî ãåîäåçè÷åñêîé.
Â ïðèíöèïå, ìîæíî èçìåðÿòü äëèíó ëþáîé ëèíèè, âäîëü êîòîðîé
ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñâåò. Ýêñïåðèìåíòàëüíî òàêàÿ ëèíèÿ ìîæåò áûòü
îðãàíèçîâàíà ïðè ïîìîùè ñâåòîâîäà èëè ñèñòåìû çåðêàë. Ïóñòü ñèã-
íàë äâèæåòñÿ ïî îêðóæíîñòè (r = const) îò òî÷êè ϕ = 0, äî òî÷êè
ϕ > 0 è îáðàòíî. Ðàâåíñòâî íóëþ èíòåðâàëà (37) ïðèâîäèò ê óðàâ-
íåíèþ:

dϕ

dt
= ±1

r
− ω. (52)

Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ ïðåäûäóùèõ ðàçäåëîâ, èìååì:

l =
√
g00

t2 − t1
2

=
rϕ√

1− (ωr)2
. (53)

Òàêîå æå ðàññòîÿíèå ìû ïîëó÷èì, èíòåãðèðóÿ âûðàæåíèå äëÿ ôè-
çè÷åñêîé äëèíû (38) âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå ïðè r = const.
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Èíàÿ ñèòóàöèÿ áóäåò ïðè äâèæåíèè ñâåòîâîãî ñèãíàëà âäîëü ðà-
äèóñà (ϕ = const). Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå åãî äâèæåíèÿ

dr

dt
= ±

√
1− (ωr)2 (54)

ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ðàäèîëîêàöèîííîìó ðàññòîÿíèþ äëÿ íà-
áëþäàòåëÿ, ðàñïîëîæåííîãî â öåíòðå âðàùåíèÿ:

l =
1

ω
arcsin(ωr). (55)

Ýòî âûðàæåíèå óæå îòëè÷àåòñÿ îò l = r, êîòîðîå ñëåäóåò ïðè èíòå-
ãðèðîâàíèè (38) âäîëü ëèíèè ϕ = const.
Òàêèì îáðàçîì, îäèíàêîâûé òåìï òå÷åíèÿ âðåìåíè âäîëü òðàåê-

òîðèè ñâåòîâîãî ñèãíàëà ïðèâîäèò ê ñîâïàäåíèþ ðåçóëüòàòà åäèíè÷-
íîãî ðàäèîëîêàöèîííîãî èçìåðåíèÿ ðàññòîÿíèÿ è ñóììû èçìåðåíèé
áåñêîíå÷íî ìàëûõ ðàññòîÿíèé. Åñëè æå òåìï òå÷åíèÿ âðåìåíè âäîëü
òðàåêòîðèè ðàçëè÷åí, òî ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé áóäóò îòëè÷àòüñÿ.
Â ñâÿçè ñ ýòèì îòìåòèì åù¼ îäèí ìîìåíò. Îòêëîíåíèå ôèçè÷åñêîé

äëèíû δl2 = γij dx
idxj îò åâêëèäîâîãî âûðàæåíèÿ, îáû÷íî èíòåð-

ïðåòèðóåòñÿ êàê íååâêëèäîâîñòü 3-ïðîñòðàíñòâà â íåèíåðöèàëüíîé
ñèñòåìå îòñ÷¼òà. Íàïðèìåð, 3-ïðîñòðàíñòâî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìû
îòñ÷¼òà (38) ñ ìåòðèêîé γij èìååò îòðèöàòåëüíóþ êðèâèçíó. Ñòîèò,
îäíàêî èìåòü ââèäó, ÷òî ïîäîáíàÿ íååâêëèäîâîñòü ñóùåñòâåííî îò-
ëè÷àåòñÿ îò íååâêëèäîâîñòè îáû÷íûõ èñêðèâë¼ííûõ ïðîñòðàíñòâ. Â
ãåîìåòðèè íåò âðåìåíè. Äëèíà ëèíèè äîëæíà ðàâíÿòüñÿ ñóììå äëèí
å¼ áåñêîíå÷íî ìàëûõ ýëåìåíòîâ. Îäíàêî îáà ýòè óòâåðæäåíèÿ íå âû-
ïîëíÿþòñÿ â íåèíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà. Ïîýòîìó, ðàññìîò-
ðåíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïðîñòðàíñòâà, íàïðèìåð, ñ ìåòðèêîé
(38) íåñêîëüêî ôîðìàëüíî. Ê ïðèìåðó, ôèçè÷åñêàÿ äëèíà â æåñò-
êîé ðàâíîóñêîðåííîé ñèñòåìå åâêëèäîâà: δl2 = dx2 + dy2. Ýòà äëèíà
ïîëó÷åíà â ðåçóëüòàòå àíàëèçà ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâåòà íà áåñêîíå÷-
íî ìàëîå ðàññòîÿíèå. Îäíàêî, â òàêîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå òîò
æå ñâåò, ðàñïðîñòðàíÿñü íà êîíå÷íûå ðàññòîÿíèÿ, äâèæåòñÿ íå ïî
ïðÿìûì, à ïî èñêðèâë¼ííûì ëèíèÿì.
Çà ãåîìåòðè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè ìåòðèêè γij íåîáõîäèìî âèäåòü

ìíîæåñòâî íàáëþäàòåëåé, èñïîëüçóþùèõ ðàçëè÷íûå ÷àñû äëÿ èç-
ìåðåíèÿ ðàäèîëîêàöèîííûõ ðàññòîÿíèé â ñâîèõ íåïîñðåäñòâåííûõ
îêðåñòíîñòÿõ. Ãåîìåòðèÿ 3-ïðîñòðàíñòâà íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû,
îñíîâàííàÿ íà γij, ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðèåé, îáúåäèíÿþùåé òàêèå áåñêî-
íå÷íî ìàëûå ëîêàëüíûå èçìåðåíèÿ.
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9 Ãëîáàëüíî æ¼ñòêèå ïîñòóïàòåëüíî äâèæóùèåñÿ ñèñòåìû

Èç ðàññìîòðåííûõ âûøå íåèíåðöèàëüíûõ ñèñòåì îòñ÷¼òà òîëüêî
æåñòêàÿ ðàâíîóñêîðåííàÿ ñèñòåìà îáëàäàëà æ¼ñòêîñòüþ ñ òî÷êè çðå-
íèÿ âñåõ êðèòåðèåâ æ¼ñòêîñòè. Âûÿñíèì, âîçìîæíî ëè îïðåäåëèòü
îòëè÷íóþ îò íå¼ íåèíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó, îáëàäàþùóþ àíàëîãè÷-
íûì ñâîéñòâîì â êëàññå ïîñòóïàòåëüíî äâèæóùèõñÿ ñèñòåì îòñ÷¼òà.
Â îáùåì ñëó÷àå ìåòðèêà ñèñòåìû, äâèæóùåéñÿ îòíîñèòåëüíî ëàáî-
ðàòîðíîé ñèñòåìû âäîëü îñè X, èìååò âèä:

ds2 = g00 dt
2 + 2g01 dtdx+ g11 dx

2. (56)

Ïðè ïîìîùè ïåðåîïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàòíîãî âðåìåíè t = t(t′, x′)
ýòîò èíòåðâàë âñåãäà ìîæíî äèàãîíàëèçîâàòü, îáíóëèâ ìåòðè÷åñêèé
êîýôôèöèåíò g01. Åñëè ïîñëå ýòîãî g11 çàâèñèò îò âðåìåíè, òî òà-
êàÿ ñèñòåìà íå îáëàäàåò ëîêàëüíîé æåñòêîñòüþ, à, ñëåäîâàòåëüíî,
íå ÿâëÿåòñÿ æåñòêîé è â ãëîáàëüíîì ñìûñëå. Ïîýòîìó æ¼ñòêàÿ ñè-
ñòåìà îòñ÷¼òà äîëæíà èìåòü g11, íå çàâèñÿùèé îò âðåìåíè. Ïðè ïî-
ìîùè èçìåíåíèÿ ñïîñîáà íóìåðàöèè òî÷åê ñèñòåìû x = x(x′) ýòîò
êîýôôèöèåíò ìîæíî ñäåëàòü åäèíè÷íûì. Ñëåäîâàòåëüíî, áåç ïîòåðè
îáùíîñòè ìåòðèêà ëîêàëüíî æ¼ñòêîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà çàïèñûâàåòñÿ
â ñëåäóþùåì âèäå:

ds2 = f 2(t, x) dt2 − dx2. (57)

Ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ àíàëèçîì íåèíåðöèàëüíûõ ñèñòåì â ðàìêàõ
ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, â êîòîðîé ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿ-
åòñÿ ïñåâäîåâêëèäîâûì è èìååò íóëåâîé òåíçîð êðèâèçíû:

Rα
β, µν = ∂µΓ

α
βν − ∂νΓ

α
βµ + Γα

σµΓ
σ
βν − Γα

σνΓ
σ
βµ = 0. (58)

Âûÿñíèì ïðè êàêèõ ôóíêöèÿõ f = f(t, x) ýòî ïðîèñõîäèò. Íåíóëå-
âûå ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ìåòðèêå (57) ðàâíû:

Γt
tx = Γt

tx =
∂xf

f
, Γt

tt =
∂tf

f
, Γx

tt = f ∂xf, (59)

ãäå ∂xf � ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f = f(t, x) ïî x, à ∂tf �
ïî t è Γt

tx = Γ0
01, è ò.ä. Â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè 1 + 1, ñ ó÷¼-

òîì ñâîéñòâ ñèììåòðèè, åäèíñòâåííîé íåòðèâèàëüíîé êîìïîíåíòîé
òåíçîðà êðèâèçíû áóäåò êîìïîíåíòà:

Rt
x, tx = −∂xΓ

t
xt − Γt

txΓ
t
xt, (60)

ãäå ñðàçó îïóùåíû íóëåâûå ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ.
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Ýòî âûðàæåíèå ðàâíî íóëþ, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèå:

∂xΓ = −Γ2 => Γ =
1

x+ α(t)
, (61)

ãäå Γ = Γt
tx è α(t) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè. Èíòåãðèðóÿ

åù¼ ðàç Γ = ∂xf/f , ïîëó÷àåì:

f(t, x) = β(t) (x+ α(t) ). (62)

Ñ ó÷¼òîì îñòàâøåãîñÿ ïðîèçâîëà â âûáîðå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäè-
íàòíîãî âðåìåíè t = t(t′), ýòà ôóíêöèÿ ñîâïàäàåò ñ ìåòðè÷åñêèì
êîýôôèöèåíòîì g00 ïîñòóïàòåëüíî äâèæóùèõñÿ íåèíåðöèàëüíûõ ñè-
ñòåì Ì¼ëëåðà èç ðàçäåëà 7. Îíè ÿâëÿþòñÿ æåñòêèìè â ãëîáàëüíîì
ñìûñëå òîëüêî, åñëè g00 = f 2 íå çàâèñèò îò âðåìåíè.
Òàêèì îáðàçîì, åäèíñòâåííîé ïîñòóïàòåëüíî äâèæóùåéñÿ íåèíåð-

öèàëüíîé ñèñòåìîé îòñ÷¼òà, â êîòîðîé îäíîâðåìåííî âûïîëíÿåòñÿ
êðèòåðèè ëîêàëüíîé è ãëîáàëüíîé æåñòêîñòè, ÿâëÿåòñÿ æåñòêàÿ ðàâ-
íîóñêîðåííàÿ ñèñòåìà îòñ÷¼òà Áîðíà-Ì¼ëëåðà, ðàññìîòðåííàÿ â ðàç-
äåëå 5.

10 Çàêëþ÷åíèå

Ïðîâåäåííûé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî ëîêàëüíàÿ æåñòêîñòü ñèñòå-
ìû îòñ÷¼òà, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âëå÷åò çà ñîáîé æåñòêîñòè ãëîáàëü-
íîé. Íå ñìîòðÿ íà òî, ÷òî â îñíîâå êàæäîãî êðèòåðèÿ ëåæèò ðàäèî-
ëîêàöèîííûé ýêñïåðèìåíò, ñìûñë åãî îðãàíèçàöèè îòëè÷àåòñÿ. Ïðè
ãëîáàëüíîì èçìåðåíèè ðàññòîÿíèÿ íàáëþäàòåëü îòïðàâëÿåò ñâåòî-
âîé ñèãíàë íà êîíå÷íîå ðàññòîÿíèå. Ïðè ëîêàëüíîì èçìåðåíèè ýòî
äåëàåòñÿ äëÿ áåñêîíå÷íî áëèçêîé ê íàáëþäàòåëþ òî÷êå. Ïðè ïîìîùè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èçìåðåíèé áåñêîíå÷íî ìàëûõ ðàññòîÿíèé ìîæ-
íî èçìåðèòü è êîíå÷íîå ðàññòîÿíèå. Îäíàêî òàêîé ýêñïåðèìåíò áóäåò
ïðîâîäèòü íå îäèí íàáëþäàòåëü, à ìíîæåñòâî íàáëþäàòåëåé, ðàñ-
ïîëîæåííûõ ìåæäó äâóìÿ óäàë¼ííûìè òî÷êàìè. Ýòè íàáëþäàòåëè
èìåþò ðàçëè÷íûé òåìï òå÷åíèÿ ñîáñòâåííîãî âðåìåíè. Â ðåçóëüòàòå,
ñóììà èõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ èçìåðåíèé, â îáùåì ñëó÷àå, áóäåò îòëè-
÷àòüñÿ îò åäèíñòâåííîãî èçìåðåíèÿ ðàäèîëîêàöèîííîãî ðàññòîÿíèÿ,
ïðîâåäåííîãî îäíèì íàáëþäàòåëåì.
Àâòîð áëàãîäàðèò Îðëÿíñêîãî Î.Þ., Âîéòèê Â.Â. è Ýôðîèìñêîãî

Ì. çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ âîïðîñîâ, çàòðîíóòûõ â ñòàòüå.
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11 Ïðèëîæåíèå A: òåõíè÷åñêèå äåòàëè

• A1: Áàçèñ â 4-ïðîñòðàíñòâå. Ìû îáîçíà÷àåì 4-âåêòîðû ïðÿ-
ìûì øðèôòîì: A, B. Àíàëîãè÷íî, 3-âåêòîðû çàïèñûâàþòñÿ â æèð-
íîì øðèôòå: a, b. Â êîíêðåòíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà (ñèñòåìå êîîðäè-
íàò 4-ïðîñòðàíñòâà) ââåä¼ì ÷åòûðå áàçèñíûõ 4-âåêòîðà: e0, ..., e3, ïî
êîòîðûì ìîæíî ðàçëîæèòü ïðîèçâîëüíûé 4-âåêòîð. Ïðè ýòîì ñêà-
ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ ðàâíî ìåòðè÷åñêèì êîýô-
ôèöèåíòàì äàííîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà:

A = Aµeµ, eα · eβ = gαβ. (63)

Ñîîòâåòñòâåííî, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ 4-âåêòîðîâ ðàâíî:

A · B = AµBν eµ · eν = gµνA
µBν. (64)

Ðàçëîæèì 4-âåêòîð ñìåùåíèÿ dx â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî ïî
äâóì áàçèñàì, äâóõ ñèñòåì îòñ÷¼òà: dx = dxαeα = dx′αe′α. Èç ýòîãî
ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò ñëåäóþùàÿ ñâÿçü ìåæäó áàçèñàìè:

eα =
∂x′β

∂xα
e′β. (65)

• A2: Ìåòðè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû. Ïîäñòàâëÿÿ äèôôåðåí-
öèàëû ïðåîáðàçîâàíèé (3)

dT = ∂0X
0 dt+ ∂iX

0 dxi, dXk = ∂0X
k dt+ ∂iX

k dxi, (66)

ãäå ∂α = ∂/∂xα � ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ, â èíòåðâàë ds2 = dT 2 −
dXkdXk (ïî k ñóììà), ïîëó÷àåì ìåòðè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû:

g00 = ∂0X
0 ∂0X

0 − ∂0X
k ∂0X

k,

g0i = ∂0X
0 ∂iX

0 − ∂0X
k ∂iX

k,

gij = ∂iX
0 ∂jX

0 − ∂iX
k ∂jX

k.

(67)

• A3: Ñîáñòâåííîå âðåìÿ. Èç (66) ñëåäóåò, ÷òî êîìïîíåíòû
ñêîðîñòè ôèêñèðîâàííîé òî÷êè ñèñòåìû îòñ÷¼òà (dxk = 0) ðàâíû:

Uk =
dXk

dT
=

∂0X
k

∂0X0
. (68)

Ïîýòîìó êîýôôèöèåíò g00 ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

g00 = (∂0X
0)2 (1−U2), (69)

ãäå U2 = UkUk. Êðîìå ýòîãî ∂0X
0 dt = dT ïðè dxi = 0.
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• A4: Èíâàðèàíòíîñòü ôèçè÷åñêîãî âðåìåíè. Ïðè ïðåîáðà-
çîâàíèÿõ (5), íå èçìåíÿþùèõ ñèñòåìû îòñ÷¼òà, ôèçè÷åñêîå âðåìÿ δτ
íå ìåíÿåòñÿ. Òàê êàê dx · e0 = dxαeα · e0 = g0αdx

α, ôèçè÷åñêîå âðåìÿ
ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

δτ = dx · e0/|e0|, (70)

ãäå |e0| =
√
e0 · e0 =

√
g00 � äëèíà áàçèñíîãî âåêòîðà e0. Ïðè ïðåîá-

ðàçîâàíèÿõ (5), áàçèñíûé âåêòîð e0 (65) íå ìåíÿåò ñâîåé îðèåíòàöèè:

e0 =
∂x′β

∂x0
e′β =

∂x′0

∂x0
e′0, (71)

à, ñëåäîâàòåëüíî, íå ìåíÿåòñÿ è åäèíè÷íûé âåêòîð e0/|e0|. Ïîýòîìó
íå ìåíÿåòñÿ è δτ (8). Ñîîòâåòñòâåííî, â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè èíòåð-
âàëà ds2 = δτ 2 − δl2, íå ìåíÿåòñÿ è ôèçè÷åñêàÿ äëèíà δl.

•A5: Ôèçè÷åñêàÿ äëèíà â ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìå. Ïóñòü â
äàííûé ìîìåíò âðåìåíè â îêðåñòíîñòè ôèêñèðîâàííîé òî÷êè íåèíåð-
öèàëüíîé ñèñòåìû S íàõîäèòñÿ ñîïóòñòâóþùàÿ ê íåé èíåðöèàëüíàÿ
ñèñòåìà S0. Îòíîñèòåëüíî íå¼ ýòà òî÷êà ñèñòåìû S èìååò íóëåâóþ
ñêîðîñòü Uk = 0, è èç (68) ñëåäóåò, ÷òî ∂0X

k = 0. Ýòà ïðîèçâîä-
íàÿ ðàâíà íóëþ ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ (t, xi), äëÿ êîòîðûõ èìååì
ñëåäóþùèå êîýôôèöèåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà (67):

g00 = (∂0X
0)2, g0i = ∂0X

0 ∂iX
0, gij = ∂iX

0 ∂jX
0 − ∂iX

k ∂jX
k,

îòêóäà: ∂iX
k ∂jX

k = γij. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå â
ñîïóòñòâóþùåé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå ðàâíî

δl2 = dX2 + dY 2 + dZ2 = dXk dXk = ∂iX
k ∂jX

k dxidxj = γij dx
idxj.

Èñïîëüçîâàíèå îäèíàêîâûõ ëèíååê íàáëþäàòåëåì â íåèíåðöèàëüíîé
è â ñîïóòñòâóþùåé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìàõ ïðèâîäèò ê îäèíàêîâîìó
ðàññòîÿíèþ.

• A6: Ïðåîáðàçîâàíèå ìåòðèêè ôèçè÷åñêîé äëèíû. Çàïè-
ñûâàÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà

gµν = ∂µx
′α∂νx

′β g′αβ

äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ïðåîáðàçîâàíèé (5) è âûäåëÿÿ â íèõ âðåìåííîé
èíäåêñ (îòáðàñûâàÿ ÷ëåíû ñ ∂0x

′i = 0) íåñëîæíî ïîëó÷èòü:

γij = ∂ix
′p∂jx

′q γ′
pq, (72)

ãäå γ′
ij âûðàæàåòñÿ ÷åðåç g′µν òàê æå, êàê è γij ÷åðåç gµν. Òàêèì

îáðàçîì, γij � 3-ìåðíûé òåíçîð îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé (5).
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12 Ïðèëîæåíèå B: æ¼ñòêîñòü ïî Áîðíó

Ïðèâåä¼ì â êîâàðèàíòíûõ îáîçíà÷åíèÿõ âûâîä óñëîâèÿ æ¼ñòêî-
ñòè Áîðíà [1]. Âìåñòî æ¼ñòêîé íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû, ñëåäóÿ Áîð-
íó, áóäåì ãîâîðèòü î æ¼ñòêîì òåëå. Çàïèøåì òðàåêòîðèþ ïðîèç-
âîëüíîé òî÷êè òàêîãî òåëà îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû S0 :
{T, X, Y, Z}:

Xα = Xα(τ, x1, x2, x3). (73)

Ïðè ýòîì, xi � ýòî êîîðäèíàòû, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþùèå ôèêñèðî-
âàííóþ òî÷êó òåëà, à τ � å¼ ñîáñòâåííîå âðåìÿ. Íèæå ìû èñïîëüçóåì
áåçûíäåêñíóþ çàïèñü â êîòîðîé ïðÿìûì øðèôòîì áóäóò îáîçíà÷àòü-
ñÿ 4-âåêòîðû (ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå AαBα èìååò âèä A ·B è ò.ä.).
Èíòåðâàë âäîëü òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ òî÷êè xi = const ñîâïàäàåò

ñ èçìåíåíèåì å¼ ñîáñòâåííîãî âðåìåíè:

dτ 2 = dXαdXα = (∂0X
α)(∂0Xα) dτ

2 ≡ (∂0X)
2 dτ 2. (74)

Ïîýòîìó:
(∂0X)

2 = 1, (75)

ãäå ∂0 = ∂/∂τ � ïðîèçâîäíàÿ ïî ñîáñòâåííîìó âðåìåíè ïðè ïîñòîÿí-
ñòâå xi = const. Ðàññìîòðèì äâå ñîñåäíèå òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè xi è
xi + dxi. Ïîëîæåíèå ïåðâîé òî÷êè ñîîòâåòñòâóåò ìîìåíòó ñîáñòâåí-
íîãî âðåìåíè τ , à âòîðîé: τ + dτ . Ðàññòîÿíèå ìåæäó ýòèìè òî÷êàìè
â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî îïðåäåëÿåòñÿ 4-âåêòîðîì:

dX = ∂0X dτ + ∂iX dxi, (76)

ãäå ∂i = ∂/∂xi. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèÿ dτ , ïîòðåáóåì, ÷òîáû
ýòîò âåêòîð áûë îðòîãîíàëåí ê 4-âåêòîðó ∂0X, êàñàòåëüíîìó ê òðà-
åêòîðèè ïðè èçìåíåíèè ñîáñòâåííîãî âðåìåíè (ïåðâîå óðàâíåíèå):{

dX · ∂0X = 0,

(dX)2 = const.
(77)

Ïðè òàêîì âûáîðå òåëî, ïî îïðåäåëåíèþ, ñ÷èòàåòñÿ ëîêàëüíî æ¼ñò-

êèì, åñëè äëèíà âåêòîðà dX íå ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì (âòîðîå óðàâ-
íåíèå).
Èç ñîîòíîøåíèÿ îðòîãîíàëüíîñòè è (76), (75) ïîëó÷àåì

dτ = −(∂0X · ∂iX) dxi. (78)
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Ïîäñòàâëÿÿ ýòî çíà÷åíèå â êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ (76) ìåæäó òî÷êàìè

(dX)2 = dτ 2 + 2(∂0X · ∂iX) dτdxi + (∂iX · ∂jX) dxidxj, (79)

èìååì:

(dX)2 =
{
∂iX · ∂jX− (∂0X · ∂iX)(∂0X · ∂jX)

}
dxidxj. (80)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ � ýòî gij, à âòîðîå � ïðîèçâå-
äåíèå g0ig0j. Äåéñòâèòåëüíî, èíòåðâàë ðàâåí:

ds2 = (dX)2 = (∂αX · ∂βX) dxαdxβ = gαβ dx
αdxβ,

ïîýòîìó ìåòðè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû gαβ íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû,
ñâÿçàííîé ñ òåëîì, ðàâíû ∂αX · ∂βX. Ïðè ýòîì, òàê êàê â ïðåîáðàçî-
âàíèÿõ (73) τ � ñîáñòâåííîå âðåìÿ, òî g00 = (∂0X)

2 = 1.
Òàêèì îáðàçîì, êðèòåðèé æ¼ñòêîñòè Áîðíà ýêâèâàëåíòåí ïîñòî-

ÿíñòâó òåíçîðà γij, îïðåäåëÿþùåãî ôèçè÷åñêóþ äëèíó (9).
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Are rigid non-inertial frames of reference
really rigid?

S. S. Stepanov

In this paper the notion of the rigid frame of reference within special relativity

is analysed. Three de�nitions of rigidity are formulated. By using several

examples of non-inertial frames, it is shown that these de�nitions are not

equivalent. It is also shown that so called M�oller rigid non-inertial frames are

locally rigid, but do not exhibit global rigidity. The physical meaning of this

phenomenon is discussed, as well as its relation to the non-Euclidean nature

of space in non-inertial frames of reference.
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