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Ãåîìåòðèÿ

Â ýòîé ãëàâå ìû âîçâðàùàåìñÿ ê ïðîèçâîëüíûì ñèñòåìàì îòñ÷¼òà.
Ïðè ïîìîùè ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ è êîâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðî-
âàíèÿ ðàññìîòðåíà çàïèñü ôèçè÷åñêèõ óðàâíåíèé â êðèâîëèíåéíûõ êî-
îðäèíàòàõ. Íà îñíîâå ýòîãî àïïàðàòà ïîëó÷åíî óðàâíåíèå äâèæåíèå ñâî-
áîäíîé ÷àñòèöû èëè èìïóëüñà ñâåòà â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼-
òà è ðàññìîòðåíû äðóãèå âîïðîñû äèíàìèêè, âêëþ÷àÿ êîâàðèàíòíóþ
çàïèñü ýëåêòðîäèíàìèêè. Ñïåöèàëüíàÿ òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè, êîòî-
ðîé ïîñâÿùåíà ýòà êíèãà, îïèñûâàåò ôèçèêó â ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå-
âðåìåíè, êðèâèçíà êîòîðîãî ðàâíà íóëþ. Òåì íå ìåíåå 3-ìåðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî â íåèíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îò÷¼òà â íåêîòîðîì ñìûñëå ìîæåò
èìåòü ãåîìåòðèþ, îòëè÷íóþ îò åâêëèäîâîé. Ïîýòîìó ìû ââåä¼ì òåíçîð
êðèâèçíû, ïîñëå ÷åãî ðàçáåð¼ìñÿ ñ íååâêëèäîâîñòüþ ïðîñòðàíñòâåííîé
ãåîìåòðèè. Â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ î÷åíü ìîùíûì ìàòåìàòè÷å-
ñêèì èíñòðóìåíòîì ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëèçì äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì, êî-
òîðûì ïîñâÿùåíû ïîñëåäíèå ðàçäåëû ãëàâû.
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11.1 Êîâàðèàíòíûå óðàâíåíèÿ

Ïðè ïîìîùè âåêòîðîâ âçàèìíîãî áàçèñà eα (ñòð. 232) îïðåäåëèì îïå-
ðàòîð 4-âåêòîð ãðàäèåíòà (íå ïóòàòü ñ îáû÷íîé íàáëîé 3-ìåðíîãî âåê-
òîðíîãî àíàëèçà!):

∇ = eα∂α. (11.1)

Òî, ÷òî ýòî 4-âåêòîð ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî êîâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû 4-
âåêòîðà ïðè ñìåíå ñèñòåìû êîîðäèíàò ïðåîáðàçóþòñÿ êàê ïðîèçâîäíûå
∂α = ∂/∂xα (ñì. 4.66, ñòð. 234). Ïîýòîìó ñâ¼ðòêà ∂α â (11.1) ñ âåêòîðàìè
âçàèìíîãî áàçèñà eα ÿâëÿåòñÿ 4-âåêòîðîì.

Îïåðàòîð ∇ ïîçâîëÿåò â êîìïàêòíîì âèäå çàïèñàòü äèôôåðåíöèàë
(áåñêîíå÷íî ìàëîå èçìåíåíèå) ïðîèçâîëüíîé ñêàëÿðíîé ôóíêöèè f =
f(x) ïðè ñìåùåíèè âäîëü 4-âåêòîðà dx = eα dx

α:

df = (dx · ∇)f = ∂αf dxα ≡ ∂f

∂xα
dxα. (11.2)

Âû÷èñëèì òåïåðü àíàëîã äèâåðãåíöèè, âçÿâ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
4-ìåðíîãî îïåðàòîðà íàáëû è ïðîèçâîëüíîãî 4-âåêòîðà (ýòî èíâàðèàíò,
èìåþùèé îäèíàêîâîå çíà÷åíèå â ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà):

∇ · A = eα∂α · (Aβeβ) = ∂αA
α + (eα∂αeβ)A

β.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ïîäåéñòâîâàëà íå òîëüêî íà Aα, íî è
íà âåêòîðû êðèâîëèíåéíîãî áàçèñà, òàê êàê îíè òàêæå â îáùåì ñëó÷àå çà-
âèñÿò îò êîîðäèíàò. Ââåä¼ì ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ, ðàâíûå ñêàëÿðíîìó
ïðîèçâåäåíèþ 4-âåêòîðîâ âçàèìíîãî áàçèñà è ïðîèçâîäíûõ îò áàçèñíûõ
âåêòîðîâ:

Γγ
αβ = eγ · ∂βeα. (11.3)

Êðîìå ýòîãî, ïðè ïîìîùè ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà gαβ, îïðåäåëèì ñèìâîëû
Êðèñòîôôåëÿ ñ íèæíèìè èíäåêñàìè:

Γγ, αβ = gγµΓ
µ
αβ = eγ∂βeα. (11.4)

Òåïåðü 4-äèâåðãåíöèþ ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∇ · A = ∂αA
α + Γα

βαA
β. (11.5)

Âåêòîðû ëîðåíöåâñêîãî áàçèñà ïîñòîÿííû, ïîýòîìó äëÿ íèõ ñèìâîëû
Êðèñòîôôåëÿ ðàâíû íóëþ è 4-äèâåðãåíöèÿ ñîâïàäàåò ñ îáû÷íîé êîâàðè-
àíòíîé ñâåðòêîé ∂αA

α. Â ïðîèçâîëüíûõ æå êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ
ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ îòëè÷íû îò íóëÿ è èõ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü
äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîâàðèàíòíîé 4-äèâåðãåíöèè ∇ · A.
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Èç îïðåäåëåíèÿ 4-âåêòîðà áåñêîíå÷íî ìàëîãî ñìåùåíèÿ dx = eα dx
α

ñëåäóåò, ÷òî âåêòîðû áàçèñà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå eα = ∂αx. Òàê êàê
÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðåñòàíîâî÷íû, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî:

∂αeβ = ∂βeα. (11.6)

Ñòîèò åãî ïðîâåðèòü äëÿ áàçèñà ðàâíîóñêîðåííîé ñèñòåìû (4.65), ñòð. 233.
Èç (11.6) è îïðåäåëåíèé (11.3), (11.4) ñëåäóþò ñâîéñòâà ñèììåòðè÷íîñòè:

Γγ, αβ = Γγ, βα, Γγ
αβ = Γγ

βα. (11.7)

Ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà 4x4 èìååò 10 íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò. Â ñèìâî-
ëàõ Êðèñòîôôåëÿ äëÿ êàæäîãî èíäåêñà γ ñóùåñòâóåò 4 òàêèõ ìàòðèö.
Ïîýòîìó âîçìîæíî 40 ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé, îïðåäåëÿþùèõ Γγ

αβ.
Ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ ìîæíî âû÷èñëèòü êàê ïðè ïîìîùè âåêòîðîâ

áàçèñà (11.4), òàê è íåïîñðåäñòâåííî èç êîýôôèöèåíòîâ ìåòðè÷åñêîãî
òåíçîðà. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ôîðìóëû âîçüì¼ì ïðîèçâîä-
íóþ îò eα · eβ = gαβ ïî êîîðäèíàòå xγ:

eα∂γeβ + eβ∂γeα = ∂γgαβ.

Ïåðåèìåíîâûâàÿ èíäåêñû (èëè áåðÿ ïðîèçâîäíûå îò gαγ è gβγ), ïîëó÷àåì
äâà àíàëîãè÷íûõ óðàâíåíèÿ:

eα∂βeγ + eγ∂βeα = ∂βgαγ, eβ∂αeγ + eγ∂αeβ = ∂αgβγ.

Ñêëàäûâàÿ èõ è âû÷èòàÿ ∂γgαβ, ñ ó÷¼òîì (11.6), èìååì:

Γγ, αβ =
1

2

(
∂αgβγ + ∂βgαγ − ∂γgαβ

)
. (11.8)

Ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ ñ âåðõíèì èíäåêñîì ïîëó÷àþòñÿ èç ýòîãî âûðà-
æåíèÿ ïðè ïîìîùè ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà: Γγ

αβ = gγµΓµ, αβ. Â êà÷åñòâå
óïðàæíåíèÿ (lH181), ïðåäëàãàåòñÿ âû÷èñëèòü Γ

γ
αβ â æåñòêîé ðàâíîóñêî-

ðåííîé ñèñòåìå ds2 = e2ax (dt2 − dx2) èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (11.4) è (11.8),
à òàêæå â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ ds2 = dr2 + r2dϕ2 (lH182).
Çàìåòèì, ÷òî ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ íå ÿâëÿþòñÿ òåíçîðîì (ñòð. 234):

Γ′
γ, αβ = e′γ∂

′
βe

′
α =

∂xσ

∂x′γ
eσ

∂

∂x′β

(
∂xµ

∂x′α
eµ

)
.

Â ðåçóëüòàòå ðàñêðûòèÿ ïðîèçâîäíîé (lH183) îò êðóãëûõ ñêîáîê ïîÿâ-
ëÿåòñÿ âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî êîîðäèíàòàì:

Γ′
γ, αβ =

∂xσ

∂x′γ
∂xµ

∂x′α
∂xν

∂x′β
Γσ, µν + gσµ

∂xσ

∂x′γ
∂2xµ

∂x′α∂x′β
, (11.9)

êîòîðàÿ â ñëó÷àå íåëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé íàðóøàåò (âòîðîå ñëàãàå-
ìîå) òåíçîðíûé õàðàêòåð ïðåîáðàçîâàíèÿ Γγ, αβ.
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• Ïóñòü çàäàíî âåêòîðíîå ïîëå A = A(xα) (ò.å. 4-âåêòîðû â êàæäîé
òî÷êå ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè). Â ëîðåíöåâûõ êîîðäèíàòàõ èçìåíåíèå
ïðîåêöèé âåêòîðíîãî ïîëÿ îáóñëîâëåíî òîëüêî èçìåíåíèåì ñàìîãî ïî-
ëÿ. Â êðèâîëèíåéíîì áàçèñå êîìïîíåíòû âåêòîðà èçìåíÿþòñÿ êàê èç-çà
èçìåíåíèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ, òàê è â ðåçóëüòàòå èçìåíåíèÿ áàçèñíûõ âåê-
òîðîâ ïðè ñìåùåíèè â ïðîñòðàíñòâå:

A = Aβ eβ = Aβ e
β

dA = A(x+ dx)− A(x).

Ðàñêðûâàÿ äèôôåðåíöèàë ïðîèçâåäåíèÿ d(Aβeβ), èìååì:

dA = d(Aβeβ) =
(
eβ ∂γA

β + Aβ∂γeβ
)
dxγ = eβ DAβ.

Âî âòîðîì ðàâåíñòâå çàïèñàíî ðàçëîæåíèå âåêòîðà dA ïî áàçèñó eβ. Êî-
ýôôèöèåíòû DAβ íàéäåì, óìíîæèâ îáå ÷àñòè íà eα è ó÷òÿ óñëîâèå îð-
òîãîíàëüíîñòè eαeβ = δαβ è îïðåäåëåíèå ñèìâîëîâ Γα

βγ = eα∂γeβ:

DAα = eαdA = (∂γA
α + Γα

βγ A
β) dxγ = (DγA

α) dxγ.

Âåëè÷èíû DAα íàçûâàþòñÿ êîâàðèàíòíûì äèôôåðåíöèàëîì, à ìíîæè-
òåëü DγA

α � êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé:

DγA
α = ∂γA

α + Γα
βγ A

β. (11.10)

Äëÿ íå¼ ïðèíÿòî òàêæå ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå: Aα
;γ ≡ DγA

α.
Àíàëîãè÷íî ïðîâîäèòñÿ ðàçëîæåíèå äèôôåðåíöèàëà âåêòîðà ïî âçà-

èìíîìó áàçèñó:

dA = d(Aβe
β) = (eβ∂γAβ + Aβ∂γe

β) dxγ = eαDAα = eαDγAα dx
γ.

Ïðè ýòîì íàäî ó÷åñòü ñîîòíîøåíèå eα∂γe
β = −eβ∂γeα, ïîëó÷àþùååñÿ

äèôôåðåíöèðîâàíèåì eαe
β = δβα. Â ðåçóëüòàòå:

DγAα = ∂γAα − Γβ
αγ Aβ. (11.11)

Èçìåíåíèå âåêòîðà dA ÿâëÿåòñÿ ôèçè÷åñêîé (ãåîìåòðè÷åñêîé) âåëè÷è-
íîé è íå çàâèñèò îò ñèñòåìû êîîðäèíàò. Òàê êàê eα è dxγ ïðåîáðàçóþò-
ñÿ ïî òåíçîðíîìó çàêîíó, òî è êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå DγA

α, DγAα

òàêæå ÿâëÿþòñÿ òåíçîðàìè. Â îòëè÷èå îò ïðîèçâîäíîé ñêàëÿðíîãî ïîëÿ
∂γf , âûðàæåíèå ∂γA

α â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ òåíçîðîì íå ÿâëÿ-
åòñÿ. Ïîýòîìó, äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, èìåþùèå êîâàðèàíòíûé
(íåèçìåííûé) âèä â ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò, äîëæíû ñîäåðæàòü
âìåñòî ïðîèçâîäíûõ ∂γA

α èõ êîâàðèàíòíóþ âåðñèþ DγA
α, êîòîðàÿ ÿâ-

ëÿåòñÿ òåíçîðîì. Â ÷àñòíîñòè, äèâåðãåíöèÿ � ýòî ∇ · A = DαA
α ≡ Aα

;α.
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• Àíàëîãè÷íî ìîæíî ââåñòè êîâàðèàíòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå òåíçî-
ðà, êîòîðîå ïîä÷èíÿåòñÿ îáû÷íûì ïðàâèëàì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Çàïè-
øåì ïðîèçâîäíóþ ïðîèçâåäåíèÿ êîìïîíåíò äâóõ âåêòîðîâ:

Dγ(A
αBβ) = (DγA

α)Bβ+Aα(DγB
β) = ∂γ(A

αBβ)+Γα
µγA

µBβ+Γβ
µγA

αBµ,

ãäå âî âòîðîì ðàâåíñòâå ïîäñòàâëåíà êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ êàæäîãî
âåêòîðà. Òàê êàê (DγA

α) è Bβ ïðåîáðàçóþòñÿ êàê òåíçîð, ñóììà òåíçî-
ðîâ òàêæå òåíçîð, òî îïðåäåëåííàÿ òàêèì îáðàçîì êîâàðèàíòíàÿ ïðîèç-
âîäíàÿ Dγ(A

αBβ) îêàçûâàåòñÿ òåíçîðîì. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òåíçîðîâ
âòîðîãî ðàíãà (ñ äâóìÿ èíäåêñàìè) êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ îïðåäåëÿ-
åòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

DγF
αβ = ∂γF

αβ + Γα
µγF

µβ + Γβ
µγF

αµ,

DγFαβ = ∂γFαβ − Γµ
αγFµβ − Γµ

βγFαµ,

DγF
α
β = ∂γF

α
β + Γα

µγF
µ
β − Γµ

βγF
α
µ.

Ïåðâîå âûðàæåíèå çàïèñàíî ïî àíàëîãèè ïðîèçâîäíîé îò AαBβ, âòîðîå
è òðåòüå � êàê ïðîèçâîäíûå îò AαBβ è AαBβ. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
ïðîèçâîäíàÿ îò òåíçîðà ïðîèçâîëüíîãî òèïà. Êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ
ïîâûøàåò ðàíã òåíçîðà íà åäèíèöó. Ïðè ýòîì îíà ñîõðàíÿåò òåíçîðíîñòü
âûðàæåíèÿ. Ïîýòîìó óðàâíåíèå â êîòîðîå îíà âõîäèò áóäåò èìåòü îäè-
íàêîâóþ ôîðìó âî âñåõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà. Êîâàðèàíòíûé äèôôåðåíöèàë
òåíçîðà ðàâåí DF αβ = DγF

αβ dxγ, è ò.ä.

• Êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ðàâíà íóëþ:

Dγgαβ = 0. (11.12)

Ýòîò âàæíûé ôàêò íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé Ðè÷÷è. Îíà äîêàçûâàåòñÿ ïðÿ-
ìûì âû÷èñëåíèåì. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâîäíîé òåíçîðà èìååì:

Dγgαβ = ∂γgαβ − Γµ
αγgµβ − Γµ

βγgαµ = ∂γgαβ − Γβ, αγ − Γα, βγ = 0.

Âî âòîðîì ðàâåíñòâå îïóùåí âíèç èíäåêñ ó ñèìâîëà Êðèñòîôôåëÿ, à íîëü
â òðåòüåì ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ (11.8) äëÿ ñèìâî-
ëîâ Êðèñòîôôåëÿ ÷åðåç ïðîèçâîäíûå ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà. Àíàëîãè÷íî
ïðîâåðÿåòñÿ òîæäåñòâî Dγg

αβ = 0 (îíî ñëåäóåò ñðàçó è èç gαγg
γβ = δβα).

Òåîðåìà Ðè÷÷è ïîçâîëÿåò îáðàùàòüñÿ ñ ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì êàê ñ
ïîñòîÿííûì òåíçîðîì, âíîñÿ åãî ïîä êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ:

gαγ DβA
γ = Dβ(gαγA

γ) = DβAα,

ïîäíèìàÿ è îïóñêàÿ èíäåêñû ïîä ïðîèçâîäíîé.
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• Ïîëó÷èì íåñêîëüêî ïîëåçíûõ ñîîòíîøåíèé, óïðîùàþùèõ âû÷èñëå-
íèå êîâàðèàíòíûõ ïðîèçâîäíûõ â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ. Âàæíóþ
ðîëü ïðè ýòîì èãðàåò îïðåäåëèòåëü ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ñ íèæíèìè
èíäåêñàìè g = det |gαβ|. Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ñ âåðõíèìè èíäåêñàìè ìî-
æåò áûòü âûðàæåí ÷åðåç ïðîèçâîäíóþ ýòîãî îïðåäåëèòåëÿ:

gαβ =
1

g

∂g

∂gαβ
. (11.13)

Íàïðèìåð, â 2-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëèòåëü ðàâåí:

g = det

(
g00 g01
g10 g11

)
= g00g11 − g01g10.

Áåðÿ îò íåãî ïðîèçâîäíóþ ïîñëåäîâàòåëüíî ïî g00, g01, è ò.ä., ïîëó÷àåì:

gαβ =
1

g

(
g11 −g10

−g01 g00

)
.

Ïðÿìûì óìíîæåíèåì ìàòðèö íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî, åñëè gαβ = gβα,
òî ýòîò òåíçîð ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ê gαβ. Â îáùåì ñëó÷àå (11.13) äîêà-
çûâàåòñÿ íà îñíîâå àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû (ñòð. 813).
Å¼ ýëåìåíòîì gαβ áóäåò àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ê ýòîìó æå ýëåìåíòó
èñõîäíîé ìàòðèöû gαβ, äåë¼ííîå íà îïðåäåëèòåëü g (ìàòðèöà gαβ ñèì-
ìåòðè÷íà). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îïðåäåëèòåëü g ðàâåí ñóììå ïðîèçâåäåíèé
ýëåìåíòîâ íà èõ àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîèçâîä-
íàÿ îïðåäåëèòåëÿ ïî ýëåìåíòó ðàâíà åãî àëãåáðàè÷åñêîìó äîïîëíåíèþ.

Åù¼ îäíî âàæíîå ñîîòíîøåíèå íàì äà¼ò òåîðåìà Ðè÷÷è (ñòð. 667):

∂γgαβ = Γα, βγ + Γβ, αγ. (11.14)

Îíà ïîçâîëÿåò çàïèñàòü ïðîñòîå âûðàæåíèå äëÿ ñèììåòðè÷íûõ ñèìâîëîâ
Êðèñòîôôåëÿ, ñâ¼ðíóòûõ ïî ïàðå èíäåêñîâ:

Γβ
βα = gβµΓµ, βα =

1

2
gβµ(Γµ, βα + Γβ, µα) =

1

2
gβµ∂αgβµ =

1

2g

∂g

∂gβµ

∂gβµ
∂xα

.

Âî âòîðîì ðàâåíñòâå, ñ ó÷¼òîì ñèììåòðè÷íîñòè gβµ, ïåðåèìåíîâàíû è
ïåðåñòàâëåíû èíäåêñû µ, β. Çàòåì ïîäñòàâëåíî (11.14) è (11.13). Â ðå-
çóëüòàòå:

Γβ
βα = Γβ

αβ =
∂αg

2g
, (11.15)

ãäå âûïîëíåíî äèôôåðåíöèðîâàíèå ñëîæíîé ôóíêöèè.
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• Òåïåðü íå ñîñòàâëÿåò òðóäà çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ êîâàðèàíòíîé
äèâåðãåíöèè:

∇ · A = DαA
α = ∂αA

α + Γα
µαA

µ = ∂αA
α +

∂µg

2g
Aµ.

Ñâîðà÷èâàÿ ïðîèçâîäíóþ ïðîèçâåäåíèÿ, èìååì:

∇ · A =
1√
−g

∂α(
√
−g Aα). (11.16)

Â îòëè÷èå îò èñõîäíîãî âûðàæåíèÿ, òåïåðü íåò íåîáõîäèìîñòè âû÷èñëÿòü
ìíîæåñòâî êîìïîíåíò ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ, íóæåí òîëüêî îïðåäåëè-
òåëü ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà g.

Çàìåòèì, ÷òî â (11.16) ìû âûäåëèëè çíàê ìèíóñ ïîä êîðíåì ó îïðå-
äåëèòåëÿ ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà. Â ïðîñòðàíñòâå ñîáûòèé ýòîò îïðåäåëè-
òåëü âñåãäà îòðèöàòåëüíûé (ñì. ñòð. 243). Ýòî î÷åâèäíî äëÿ ëîðåíöåâûõ
êîîðäèíàò â êîòîðûõ gαβ = ηαβ = diag(1, −1,−1,−1) è, ñëåäîâàòåëüíî,
g = −1. Äëÿ æåñòêîé ðàâíîóñêîðåííîé è âðàùàþùèõñÿ ñèñòåì (ñòð. 228)
â 4-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëèòåëè, ñîîòâåòñòâåííî, ðàâíû:

g = −e4ax, g = −r2. (11.17)

Êîâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû ãðàäèåíòà ∇f = eα ∂αf � ýòî ïðîèçâîäíûå
∂αf . Ïîýòîìó ëàïëàñèàí ñêàëÿðíîé ôóíêöèè ðàâåí

∆f = ∇ · (∇f) =
1√
−g

∂α(
√
−g gαβ ∂βf), (11.18)

ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü âûðàæåíèåì äëÿ äèâåðãåíöèè îò âåêòîðà ∇f .
Òàê êàê â (11.16) ñòîÿò êîìïîíåíòû âåêòîðà ñ âåðõíèìè èíäåêñàìè, â
(11.18) îíè ïîäíÿòû èç ∂αf ïðè ïîìîùè ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà gαβ ∂βf .

Íàéä¼ì òàêæå äèâåðãåíöèþ àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà F µν = −F νµ:

DαF
αβ = ∂αF

αβ + Γα
µαF

µβ + Γβ
µαF

αµ = ∂αF
αβ +

∂αg

2g
F αβ,

ãäå âî âòîðîì ðàâåíñòâå ïîäñòàâëåíî òîæäåñòâî (11.15) è ó÷òåíî, ÷òî
ñâåðòêà ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû (Γβ

µα ïî µ è α) è àíòèñèììåòðè÷íîé
(F αµ) ðàâíî íóëþ. Ñîáèðàÿ ñëàãàåìûå â ïðîèçâîäíóþ ïðîèçâåäåíèÿ, îêîí-
÷àòåëüíî, èìååì:

DαF
αβ =

1√
−g

∂α(
√
−g F αβ). (11.19)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ òàêîé äèâåðãåíöèè ñíîâà òðåáóåòñÿ òîëüêî îïðåäåëè-
òåëü ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà, à íå ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ.
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• Ïðè ðàññìîòðåíèè òåíçîðîâ â 4-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (ñòð. 182) áûë
ââåäåí àíòèñèììåòðè÷íûé ñèìâîë Ëåâè-×èâèòû εαβγδ, èìåþùèé çíà÷å-
íèå ε0123 = 1 è ìåíÿþùèé çíàê ïðè ïåðåñòàíîâêå ëþáîé ïàðû èíäåêñîâ.
Â ëîðåíöåâûõ êîîðäèíàòàõ îí ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì è ñèìâîë Ëåâè-×èâèòû
ñ âåðõíèìè èíäåêñàìè εαβγδ îïðåäåë¼í òàêèì îáðàçîì, ÷òî ε0123 = −1
(â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ ïðè ýòîì εijk = εijk). Ïîñòðîèì òåïåðü àí-
òèñèììåòðè÷íûé òåíçîð, îáîáùàþùèé ñèìâîë Ëåâè-×èâèòû íà ñëó÷àé
ïðîèçâîëüíûõ êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò.

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ îò ëîðåíöåâûõ
êîîðäèíàòXα ê êðèâîëèíåéíûì xα ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

J = det

(
∂Xµ

∂xα

)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂0T ∂0X ∂0Y ∂0Z
∂1T ∂1X ∂1Y ∂1Z
∂2T ∂2X ∂2Y ∂2Z

∂3T ∂3X ∂3Y ∂3Z

∣∣∣∣∣∣∣∣ = εµνστ
∂Xµ

∂x0
∂Xν

∂x1
∂Xσ

∂x2
∂Xτ

∂x3
.

Ýòîò ÿêîáèàí òàêæå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îïðåäåëèòåëü g ìàòðèöû, ñîñòàâ-
ëåííîé èç êîìïîíåíò ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà gαβ, ò.å. g = det(gαβ). Äåé-
ñòâèòåëüíî, çàïèøåì ïðåîáðàçîâàíèå òåíçîðà èç ëîðåíöåâûõ êîîðäèíàò
ê êðèâîëèíåéíûì:

gαβ =
∂Xµ

∂xα
∂Xν

∂xβ
ηµν.

Ñïðàâà � ïðîèçâåäåíèå òð¼õ êâàäðàòíûõ ìàòðèö: ïîýòîìó g = −J2 (îïðå-
äåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ èõ îïðåäåëèòåëåé, è
â ëîðåíöåâûõ êîîðäèíàòàõ det ηαβ = det diag(1,−1,−1,−1) = −1).

Îïðåäåëèì òåïåðü àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð Ëåâè-×èâèòû, ñîâåð-
øàÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ èç ëîðåíöåâûõ êîîðäèíàò äëÿ εµνστ :

Eαβγδ =
∂Xµ

∂xα
∂Xν

∂xβ
∂Xσ

∂xγ
∂Xτ

∂xδ
εµνστ = Jεαβγδ.

Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ó÷òåíî, ÷òî Eαβγδ îòëè÷åí îò íóëÿ òîëüêî, êîãäà
âñå èíäåêñû ðàçëè÷íû è ïðè ýòîì E0123 = J . Òàêèì îáðàçîì:

Eαβγδ =
√
−g εαβγδ, Eαβγδ =

1√
−g

εαβγδ, (11.20)

ãäå òåíçîð Eαβγδ ïîëó÷àåòñÿ, êàê îáû÷íî, ïîäíÿòèåì èíäåêñîâ:

Eαβγδ = gαµ gβν gγσ gδτ Eµνστ = det (gµν)
√
−g εαβγδ = −

√
−g

g
εαβγδ,

(ó÷òåíî, ÷òî èç gαγgγβ = δαβ , ñëåäóåò, ÷òî det(gαβ) = 1/ det(gαβ) = 1/g è

â ïñåâäîåâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå εαβγδ = −εαβγδ).
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Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð Ëåâè-×èâèòû è
â ïðîñòðàíñòâå ëþáîé ðàçìåðíîñòè. Íàïðèìåð, â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
â ñôåðè÷åñêèõ èëè öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ñ ïîëîæèòåëüíûì îïðå-
äåëèòåëåì ìåòðèêè, àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð ðàâåí (èíäåêñû ïðîáåãà-
þò çíà÷åíèÿ îò 1 äî 3):

Eijk =
√
g εijk, Eijk =

1
√
g
εijk. (11.21)

Â òàêèõ êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ ìîæíî îïðåäåëèòü âåêòîðíóþ îïå-
ðàöèþ ðîòîðà:

[∇×A]i = EijkDjAk = Eijk (∂jAk − Γp
kjAp) = Eijk ∂jAk,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî ñâ¼ðòêà àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà Eijk è ñèììåòðè÷-
íûõ ïî íèæíèì èíäåêñàì ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ Γp

kj ðàâíà íóëþ. Òàê

êàê Eijk è DjAk ÿâëÿþòñÿ òåíçîðàìè, òî èõ ñâ¼ðòêà äà¼ò êîíòðàâàðèàíò-
íûå êîìïîíåíòû âåêòîðà ðîòîðà:

[∇×A]i =
1
√
g
εijk ∂jAk. (11.22)

Òàêèì îáðàçîì, âûðàæåíèå äëÿ ðîòîðà â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ â
3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå îò äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò îòëè÷àåòñÿ ëèøü ìíî-
æèòåëåì 1/

√
g. Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå (è, ñëåäîâàòåëüíî, ðîòîð) ìîæ-

íî îïðåäåëèòü òîëüêî äëÿ òð¼õ èçìåðåíèé. Âïðî÷åì, ÷óòü ïîçæå â ýòîé
ãëàâå ìû ðàññìîòðèì àïïàðàò äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì, îáîáùàþùèé
ïîíÿòèå ðîòîðà íà ïðîèçâîëüíûå ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà. Ïîêà æå
îòìåòèì, ÷òî àíàëîã ðîòîðà â 4-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ àíòèñèì-
ìåòðè÷íûì òåíçîðîì âòîðîãî ðàíãà:

EαβµνDµAν =
1√
−g

εαβµν ∂µAν,

â êîòîðîì ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ ñîêðàùàþòñÿ àíàëîãè÷íî òð¼õìåðíîìó
ñëó÷àþ.

Êîìïîíåíòû 4-âåêòîðà ïîëó÷àþòñÿ ïðè ñâ¼ðòêå àíòèñèììåòðè÷íîãî
òåíçîðà Ëåâè-×èâèòû è êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé ñ àíòèñèììåòðè÷íûì
òåíçîðîì:

EαµνλDµFνλ =
1√
−g

εαµνλ ∂µFνλ

(ñâ¼ðòêà ñ ñèììåòðè÷íûì òåíçîðîì ïðèâåëà áû ê íóëåâîìó ðåçóëüòàòó).
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11.2 Ãåîäåçè÷åñêàÿ

• Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ñâîáîäíîé ÷àñòèöû, òðàåêòîðèÿ êîòîðîé çà-
âèñèò îò ñîáñòâåííîãî âðåìåíè τ . Å¼ 4-ñêîðîñòü U = dX/dτ ïîñòîÿííà:
dU/dτ = 0. Â ëîðåíöåâûõ êîîðäèíàòàõ Xα = (T, X, Y, Z) âåêòîðû áà-
çèñà nα îäèíàêîâû âî âñ¼ì ïðîñòðàíñòâå. Ïîýòîìó êîìïîíåíòû ðàçëîæå-
íèÿ 4-âåêòîðà ñêîðîñòè Uα = dXα/dτ ïî áàçèñó U = Uα nα òàêæå áóäóò
ïîñòîÿííûìè. Èíàÿ ñèòóàöèÿ â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ, â êîòîðûõ
áàçèñíûå âåêòîðû çàâèñÿò îò òî÷êè ïðîñòðàíñòâà: eα = eα(x

0, x1, x2, x3).
Äëÿ ñîõðàíåíèÿ ïîñòîÿíñòâà âåêòîðà U = uα eα íåîáõîäèìî, ÷òîáû åãî
êîìïîíåíòû áûëè ôóíêöèÿìè êîîðäèíàò: uα = uα(x0, x1, x2, x3). Ñ äðó-
ãîé ñòîðîíû, âäîëü òðàåêòîðèè xα = xα(τ) êîìïîíåíòû uα ÿâëÿþòñÿ
ôóíêöèÿìè ñîáñòâåííîãî âðåìåíè, ïîýòîìó:

duγ

dτ
=

∂uγ

∂xβ
dxβ

dτ
= (∂βu

γ)uβ. (11.23)

Íàéäåì êàê âûãëÿäèò òðàåêòîðèÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû â êðèâîëèíåé-
íûõ êîîðäèíàòàõ xα. Òàê êàê dxγ ïðåîáðàçóåòñÿ, êàê êîíòðàâàðèàíòíûé
âåêòîð, à τ � ñêàëÿð (èíâàðèàíò), òî 4-ñêîðîñòü uγ = dxγ/dτ â ïðîèç-
âîëüíûõ êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ ÿâëÿåòñÿ 4-âåêòîðîì (òî÷íåå êîì-
ïîíåíòàìè 4-âåêòîðà). Ïðèäàäèì êîâàðèàíòíûé âèä äèôôåðåíöèàëüíî-
ìó óðàâíåíèþ dUγ/dτ = 0, ñïðàâåäëèâîìó â ëîðåíöåâûõ êîîðäèíàòàõ.
Çàìåíèì îáû÷íûé äèôôåðåíöèàë d êîâàðèàíòíûì D:

Duγ

dτ
=

Dβu
γ dxβ

dτ
= (∂βu

γ + Γγ
αβ u

α)uβ = 0.

Ó÷òåì (11.23) è ïåðåéä¼ì îò êîìïîíåíò 4-ñêîðîñòè ê ïðîèçâîäíûì êîîð-
äèíàò ïî ñîáñòâåííîìó âðåìåíè: uγ = dxγ/dτ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ
óðàâíåíèå, êîòîðîå îïèñûâàåò äâèæåíèå ñâîáîäíîé ÷àñòèöû â êðèâîëè-
íåéíûõ êîîðäèíàòàõ. Åãî íàçûâàþò óðàâíåíèåì ãåîäåçè÷åñêîé:

d2xγ

dτ 2
+ Γγ

αβ

dxα

dτ

dxβ

dτ
= 0. (11.24)

Åù¼ îäíî óðàâíåíèå, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò òðàåêòîðèÿ, ñëåäóåò èç ðà-
âåíñòâà êâàäðàòà 4-âåêòîðà ñêîðîñòè åäèíèöå:

gαβ
dxα

dτ

dxβ

dτ
= 1 (11.25)

(äåëèì ds2 = gαβ dx
αdxβ íà dτ 2 è ó÷èòûâàåì, ÷òî èíòåðâàë âäîëü òðàåê-

òîðèè ÷àñòèöû ðàâåí å¼ ñîáñòâåííîìó âðåìåíè: ds = dτ ).
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• Âàæíûì ôàêòîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ëèíèÿ ìèíèìàëüíîé äëèíû, ñî-

åäèíÿþùàÿ äâå òî÷êè ïðîñòðàíñòâà, óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ãåîäå-

çè÷åñêîé. Äåéñòâèòåëüíî, ïðîñóììèðóåì âäîëü ãåîäåçè÷åñêîé ýëåìåíòû
äëèíû ds â ïðîñòðàíñòâå ñîáûòèé, ïåðåéäÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî dτ :

I[x] =

s∫
0

√
ds2 =

s∫
0

(gαβ dx
α dxβ)1/2 =

s∫
0

(gαβ ẋ
α ẋβ)1/2 dτ = min,

ãäå ẋα = dxα/dτ . Çíà÷åíèå ýòîãî èíòåãðàëà çàâèñèò îò âûáîðà êîíêðåò-
íîé ôóíêöèè òðàåêòîðèè ÷àñòèöû xα(τ). Ïîýòîìó I[x] � ýòî ôóíêöèîíàë,
ïîèñê ýêñòðåìóìà êîòîðîãî ïðèâîäèò (lH184) ê óðàâíåíèÿì Ëàãðàíæà
(ñòð. 436) äëÿ ëàãðàíæèàíà L(x, ẋ) = (gαβ ẋ

αẋβ)1/2:

d

dτ

(
gγβẋ

β

L

)
=

1

2L
∂γgαβ ẋ

αẋβ.

Ó÷òåì òåïåðü, ÷òî τ � ýòî ñîáñòâåííîå âðåìÿ (ds/dτ = 1) äëÿ êîòîðîãî
íà ýêñòðåìàëüíîé êðèâîé ëàãðàíæèàí îáðàùàåòñÿ â åäèíèöó L = 1:

d

dτ

(
gγβẋ

β
)
=

1

2
∂γgαβ ẋ

αẋβ (11.26)

(ôàêòè÷åñêè ìû ñíà÷àëà ïîëüçóåìñÿ ïðîèçâîëüíîé ïàðàìåòðèçàöèåé xα(τ),
è òîëüêî, ïîëó÷èâ óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà, äåëàåì τ ñîáñòâåííûì âðåìå-
íåì). Áåðÿ â (11.26) ïðîèçâîäíóþ ïî τ , èìååì:

∂αgγβ ẋ
βẋα + gγβ ẍ

β =
1

2
∂γgαβ ẋ

αẋβ.

Òàê êàê ïðîèçâåäåíèå ẋβẋα ñèììåòðè÷íî ïî èíäåêñàì α è β, ñèììåòðè-
çóåì (ïåðåèìåíîâàâ èíäåêñû) ïåðâûé ÷ëåí â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ:

∂αgγβ ẋ
βẋα =

1

2
(∂αgγβ + ∂βgγα) ẋ

αẋβ.

Ñâåðíóâ ñ gµγ, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ ãåîäåçè÷åñêîé (11.24). Óðàâíåíèå
(11.26) ìîæíî ïîëó÷èòü äèôôåðåíöèðóÿ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó:

S(x, ẋ) = gαβ(x) ẋ
αẋβ,

d

dτ

(
∂S

∂ẋγ

)
=

∂S

∂xγ
. (11.27)

Ýòî óðàâíåíèå ïðîùå, ÷åì (11.24) è îíî àâòîìàòè÷åñêè äàåò âñå íåíóëå-
âûå ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ êàê êîýôôèöèåíòû ïðè ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ
ẋα. Ýòèì ìåòîäîì ïðåäëàãàåòñÿ íàéòè ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ äëÿ âðà-
ùàþùåéñÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà â êîîðäèíàòàõ Áîðíà (lH185).



674 ÃËÀÂÀ 11.

• Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêîé, ðàññìîòðèì
æåñòêóþ ðàâíîóñêîðåííóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà â ñèììåòðè÷íûõ ïî x è y
êîîðäèíàòàõ Ìåëëåðà, â êîòîðûõ S = (1+ax)2 ṫ2− ẋ2− ẏ2, ãäå òî÷êà íàä
ôóíêöèåé � ïðîèçâîäíàÿ ïî τ . Ïîäñòàâëÿÿ S â (11.27) äëÿ γ = 0, 1, 2, ãäå
xγ = (t, x, y) ïîëó÷àåì òðè óðàâíåíèÿ:

d((1 + ax)2 ṫ)

dτ
= 0, ẍ = −a (1 + ax) ṫ2, ÿ = 0. (11.28)

Åù¼ îäíî óðàâíåíèå S = 1 äàåò åäèíè÷íûé êâàäðàò 4-ñêîðîñòè (11.25):

(1 + ax)2 ṫ2 − ẋ2 − ẏ2 = 1. (11.29)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè t = t0 ÷àñòèöà èìåëà íóëåâîå ñîá-
ñòâåííîå âðåìÿ (τ = 0) è íàõîäèëàñü â òî÷êå x0 = x(0), y0 = y(0), èìåÿ
êîìïîíåíòû 4-ñêîðîñòè u0x = ẋ(0), u0y = ẏ(0). Èíòåãðèðóÿ ïåðâîå óðàâ-
íåíèå (11.28), ïîëó÷àåì:

ṫ =
γ0 (1 + ax0)

(1 + ax)2
, (11.30)

ãäå γ0 � êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ, à ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü (1 + ax0)
âûäåëåí äëÿ óïðîùåíèÿ äàëüíåéøèõ ôîðìóë. Èíòåãðèðîâàíèå òðåòüåãî
óðàâíåíèÿ äàåò ẏ = u0y = const. Ïîäñòàâèì (11.30) â (11.29), äëÿ t = t0:

γ2
0 = 1 + u20x + u20y.

×òîáû íàéòè ñâÿçü êîíñòàíò u0x è u0y ñ êîîðäèíàòíûìè ñêîðîñòÿìè v0x
è v0y, çàïèøåì dx/dτ = (dx/dt)(dt/dτ) èëè ẋ = vx ṫ. Ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ
âûðàæåíèå äëÿ (11.30) ïðè t = t0, èìååì:

u0x =
v0xγ0

1 + ax0
, u0y =

v0yγ0
1 + ax0

, γ0 =
1√

1− v2
0/(1 + ax0)2

,

ãäå v2
0 = v20x + v20y. Òàêèì îáðàçîì, êîíñòàíòà γ0 èìååò ñìûñë ôàêòîðà

Ëîðåíöà äëÿ ôèçè÷åñêîé ñêîðîñòè ÷àñòèöû â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðå-
ìåíè (ôèçè÷åñêîå âðåìÿ (4.73), ñòð. 236 ñâÿçàíî ñ êîîðäèíàòíûì êàê
dτ0 = (1 + ax0) dt, à ôèçè÷åñêàÿ äëèíà ðàâíà dl2 = dx2 + dy2). Ïîäñòàâ-
ëÿÿ (11.30) â (11.29) è èíòåãðèðóÿ ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, ïðèõîäèì ê
ñëåäóþùåé òðàåêòîðèè (lH186):

(1 + ax)2 = (1 + ax0)
2 γ2

0

1 + u20y
− (1 + u20y)

(
aτ − v0xγ0

1 + u20y

)2
, (11.31)

y = y0 + u0y τ. (11.32)

Çàâèñèìîñòü τ îò t òåïåðü ïîëó÷àåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì (11.30).
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Â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå (1+ax)2 ≈ 1+2ax, γ0 = 1, τ = t, ïîýòîìó
èç (11.31), (11.32) èìååì äâèæåíèå ïî êëàññè÷åñêîé òðàåêòîðèè:

x = x0 + v0x t−
at2

2
, y = y0 + v0y t.

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé, ïðè êîòîðîì â ìîìåíò âðåìåíè t = t0 = 0
÷àñòèöà íàõîäèëàñü â íà÷àëå ñèñòåìû îòñ÷åòà x0 = y0 = 0 è èìåëà ñîñòàâ-
ëÿþùóþ ñêîðîñòè v0y âäîëü îñè y, à v0x = 0. Â ýòîì ñëó÷àå âûðàæåíèÿ
äëÿ òðàåêòîðèè óïðîùàþòñÿ:

(1 + ax)2 = 1− (γ0 aτ)
2, y = u0y τ.

Èç (11.30) èìååì ñâÿçü ñîáñòâåííîãî (τ ) è êîîðäèíàòíîãî (t) âðåì¼í:

γ0 a τ = th(a t).

Ïîýòîìó:

x(t) =
1

a

[
1

ch(a t)
− 1

]
, y(t) =

v0y
a

th(at). (11.33)

Ýòî âûðàæåíèå ìû ïîëó÷èëè íà ñòð. 253. Îáðàòèì åù¼ ðàç âíèìàíèå,
÷òî áåñêîíå÷íîå çíà÷åíèå êîîðäèíàòíîãî âðåìåíè t = ∞ ñîîòâåòñòâóåò
êîíå÷íîìó ñîáñòâåííîìó âðåìåíè τ = 1/aγ0. Çà ýòî âðåìÿ ÷àñòèöà óõîäèò
çà ãîðèçîíò ñîáûòèé íåèíåðöèàëüíîãî íàáëþäàòåëÿ.

Âûøå îòìå÷àëîñü, ÷òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ôîðìå (11.27) ïîçâîëÿþò
ïîëó÷èòü âñå íåíóëåâûå ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ. Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòî
íà ïðèìåðå ðàâíîóñêîðåííîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà. Ðàñêðîåì ïðîèçâîäíóþ
ïðîèçâåäåíèÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (11.28), è åù¼ ðàç ïåðåïèøåì âòîðîå:

ẗ+ 2
a

1 + ax
ṫẋ = 0, ẍ+ a (1 + ax) ṫ2 = 0.

Êîýôôèöèåíòû ïðè ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ ðàâíû ñèìâîëàì Êðèñòîôôå-
ëÿ:

Γt
tx = Γt

xt =
a

1 + ax
, Γx

tt = a (1 + ax).

Çàìåòèì, ÷òî îáå ÷àñòè ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ìû ðàçäåëèëè íà (1 + ax)2,
÷òîáû ïðèäàòü åìó âèä ẍγ + Γγ

αβ ẋ
αẋβ = 0. Âñå îñòàëüíûå ñèìâîëû Êðè-

ñòîôôåëÿ ðàâíû íóëþ. Åñëè áû ìû èçó÷àëè äâèæåíèå â êîîðäèíàòàõ ñ
ìåòðèêîé ds2 = e2ax (dt2 − dx2)− dy2, òî óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêîé èìåëè
áû âèä:

ẗ+ 2a ṫẋ = 0, ẍ+ a (ṫ2 + ẋ2) = 0, ÿ = 0

è ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ ðàâíÿëèñü

Γt
tx = Γt

xt = Γx
tt = Γx

xx = a,

÷òî äðóãèìè ìåòîäàìè áûëî ïîëó÷åíî íà ñòð. 665.
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• Â îòëè÷èå îò ìàññèâíûõ ÷àñòèö, ñîáñòâåííîå âðåìÿ, ñâÿçàííîå ñ äâè-
æåíèåì èìïóëüñà ñâåòà íå îïðåäåëåíî (îíî äëÿ ñâåòà �îñòàíàâëèâàåòñÿ�).
Òåì íå ìåíåå, âñåãäà ìîæíî îïèñàòü òðàåêòîðèþ òàêîãî èìïóëüñà â ïàðà-
ìåòðè÷åñêîì âèäå xα(λ), ãäå λ � íåêîòîðûé ñêàëÿðíûé ïàðàìåòð. Âäîëü
òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ñâåòîâîãî èìïóëüñà èíòåðâàë ðàâåí íóëþ ds = 0:

gαβ
dxα

dλ

dxβ

dλ
= 0. (11.34)

Â ëîðåíöåâûõ êîîðäèíàòàõ ïàðàìåòðèçàöèþ ìîæíî âûáðàòü òàêèì îá-
ðàçîì, ÷òîáû d2Xγ/dλ2 = 0. Çàïèñûâàÿ ýòî óðàâíåíèå â êðèâîëèíåéíûõ
êîîðäèíàòàõ, ñíîâà ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêîé:

d2xγ

dλ2
+ Γγ

αβ

dxα

dλ

dxβ

dλ
= 0. (11.35)

Äëÿ æåñòêîé ðàâíîóñêîðåííîé ñèñòåìû îòñ÷åòà â êîîðäèíàòàõ Ì¼ëëå-
ðà äëÿ èìïóëüñà ñâåòà óðàâíåíèÿ (11.28) îñòàþòñÿ áåç èçìåíåíèé ñ τ = λ,
à óðàâíåíèå (11.29) èìååò íîëü â ïðàâîé ÷àñòè:

(1 + ax)2 ṫ2 − ẋ2 − ẏ2 = 0. (11.36)

Ïîäñòàâëÿÿ â íåãî (11.30) è ẏ = u0y c íà÷àëüíûìè (t = t0, λ = 0) óñëîâè-
ÿìè x0 = y0 = 0 è v0x = 0, v0y = 1, ïðèõîäèì ê ñâÿçè êîíñòàíò: u0y = γ0.
Ïîýòîìó, ïðè ïðîèçâîëüíîé λ ýòî óðàâíåíèå èìååò âèä:

γ2
0

(1 + ax)2
− γ2

0 =

(
dx

dλ

)2

.

Èíòåãðèðóÿ åãî, èìååì:{
(1 + ax)2 = 1− (a γ0λ)

2,

y = γ0λ.

Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ðåøåíèÿ ïðîèíòåãðèðóåì ṫ = γ0/(1+ax)2, íàéäÿ ñâÿçü
ïàðàìåòðà λ è êîîðäèíàòíîãî âðåìåíè t:

a γ0λ = th(at).

Íåîïðåäåëåííàÿ êîíñòàíòà γ0 âõîäèò â ðåøåíèå â êîìáèíàöèè γ0λ. Âû-
áîð ïàðàìåòðèçàöèè λ äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëåí (ñì. íèæå) è âñåãäà ìîæ-
íî ïåðåîïðåäåëèòü ïàðàìåòð λ 7→ λ/γ0, âêëþ÷èâ â íåãî ïðîèçâîëüíóþ
êîíñòàíòó γ0. Ïåðåõîäÿ â òðàåêòîðèÿõ îò ïàðàìåòðà êî âðåìåíè t, ìû
ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ, ñîâïàäàþùèå ñ (11.33) ïðè v0y = 1 (óëüòðàðåëÿòè-
âèñòñêàÿ ÷àñòèöà) Ñîâïàäàåò òàêæå è òðàåêòîðèÿ: (1 + ax)2 + (ay)2 = 1.
Äâèãàÿñü ïî îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì, ëåæàùèì íà ãîðèçîíòå (−1/a, 0),
ñâåò ïðè t → ∞ ñòðåìèòñÿ ê òî÷êå (x, y) = (−1/a, 1/a).
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Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðèçàöèè òðàåêòîðèè ñâåòà xi(λ) ìîæíî âûáðàòü
ôèçè÷åñêóþ äëèíó ëèíèè òðàåêòîðèè λ = l, îòñ÷èòûâàåìîé îò íåêîòîðîé
ôèêñèðîâàííîé òî÷êè. Ýëåìåíò äëèíû ýòîé ëèíèè â ñèñòåìå åäèíèö ñ
c = 1 ðàâåí ôèçè÷åñêîìó âðåìåíè δτ (ñòð. 236):

√
g00 dt+

g0i√
g00

dxi = dl =>
dt

dl
=

1
√
g00

− g0i
g00

dxi

dl
.

Ïîäñòàâëÿÿ ïðîèçâîäíóþ îò âðåìåíè â (11.34), ïîëó÷àåì:

γij
dxi

dl

dxj

dl
= 1, (11.37)

ãäå γij � òåíçîð (ñòð. 236), îïðåäåëÿþùèé ýëåìåíò ôèçè÷åñêîé äëèíû dl.
Äëÿ ðàâíîóñêîðåííîé ñèñòåìû íåñëîæíî íàéòè ñâÿçü êîîðäèíàòíîãî

âðåìåíè t è äëèíû òðàåêòîðèè. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ôèçè÷åñêàÿ äëèíà ðàâíà
dl2 = dx2 + dy2 = (v2x + v2y) dt

2, è ïîäñòàâëÿÿ (11.33) ïðè v0y = 1, èìååì:
dl = dt/ ch(at). Èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷àåì:

tg (al) = sh(at) =
aγ0λ√

1− (aγ0λ)2
.

Ïðè t → ∞ äëèíà òðàåêòîðèè ñòðåìèòüñÿ ê l → π/(2a), óõîäÿ çà ãîðè-
çîíò ñîáûòèé äëÿ íàáëþäàòåëÿ â íà÷àëå ñèñòåìû îòñ÷åòà.
Òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ ìàññèâíîé ÷àñòèöû ìû ïàðàìåòðèçîâàëè ïðè

ïîìîùè å¼ ñîáñòâåííîãî âðåìåíè τ . Äëÿ ñâåòà èñïîëüçîâàëñÿ ïðîèçâîëü-
íûé ïàðàìåòð λ. Ïî ñóòè âûâîäà óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêîé, ýòè ïàðàìåò-
ðû ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè è íå çàâèñÿò îò âûáîðà êîíêðåòíûõ êðèâî-
ëèíåéíûõ êîîðäèíàò. Äåéñòâèòåëüíî, çàìåíÿÿ â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ
ñâîáîäíîé ÷àñòèöû îáû÷íóþ ïðîèçâîäíóþ íà êîâàðèàíòíóþ, äëÿ îáùåé
êîâàðèàíòíîñòè óðàâíåíèÿ ìû äîëæíû ñëåäèòü çà êîâàðèàíòíîñòüþ íå
òîëüêî ïðîèçâîäíûõ, íî è ïåðåìåííîé äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.
Â äàííîé ñèñòåìå îòñ÷åòà âñåãäà ìîæíî ïåðåéòè ê äðóãîé ïàðàìåò-

ðèçàöèè (íå îáÿçàòåëüíî êîâàðèàíòíîé), íàïðèìåð, λ = λ(l). Ïðè ýòîì
ïðîèçâîäíûå ïî ñòàðîìó è íîâîìó ïàðàìåòðó ñâÿçàíû ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

dxα

dλ
=

dxα

dl

dl

dλ
=

dxα

dl

1

λ′ ,
d2xα

dλ2
=

d2xα

dl2
1

λ′2 −
dxα

dl

λ′′

λ′3 ,

ãäå øòðèõè � ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè λ(l) ïî l. Â òàêîé ïàðàìåòðèçàöèè
óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêîé èìååò âèä:

d2xγ

dl2
+ Γγ

αβ

dxα

dl

dxβ

dl
=

λ′′

λ′
dxγ

dl
.

Äëÿ ëèíåéíîé ñâÿçè ñòàðîãî λ è íîâîãî l ïàðàìåòðîâ â ïðàâîé ÷àñòè
ïîëó÷àåòñÿ íîëü è ìû ñíîâà ïðèõîäèì ê (11.35).
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11.3 Äèíàìèêà â íåèíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ

Â ãëàâå 4, ñòð.259 íà ïðèìåðàõ âðàùàþùåéñÿ è æåñòêîé ðàâíîóñêîðåí-
íîé ñèñòåì îòñ÷¼òà, áûëà ïîñòðîåíà ñîõðàíÿþùàÿñÿ âåëè÷èíà, èìåþùàÿ
ñìûñë ïîëíîé ýíåðãèè ñâîáîäíîé ÷àñòèöû, äâèæóùåéñÿ â íåèíåðöèàëü-
íîé ñèñòåìå. Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ýòà ýíåðãèÿ ñîõðàíÿåòñÿ â îáùåì ñëó-
÷àå ñòàöèîíàðíîé ìåòðèêè, êîãäà êîýôôèöèåíòû gαβ íå çàâèñÿò îò êî-
îðäèíàòíîãî âðåìåíè t = x0. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì �óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà�
(11.27) ñòð. 673 äëÿ

S = gαβ
dxα

ds

dxβ

ds
= g00

(
dt

ds

)2

+ 2g0i
dt

ds

dxi

ds
+ gij

dxi

ds

dxj

ds
, (11.38)

ãäå ds � ñîáñòâåííîå âðåìÿ ÷àñòèöû (èíòåðâàë, âû÷èñëåííûé âäîëü å¼
òðàåêòîðèè). Äëÿ ïåðåìåííîé x0 = t, èìååì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå ãåîäå-
çè÷åñêîé:

d

ds

(
g00

dt

ds
+ g0i

dxi

ds

)
= 0

(â ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò íîëü, òàê êàê gαβ è, ñëåäîâàòåëüíî, S íå çàâè-
ñÿò îò t). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû ñîõðàíÿåòñÿ (ÿâëÿåòñÿ
èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ) âåëè÷èíà:(

g00 + g0i
dxi

dt

)
dt

ds
= g00

(
1− γiv

i
) dt

ds
= const,

ãäå γi = −g0i/g00 è vi = dxi/dt � êîîðäèíàòíàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèöû. Ñ äðó-
ãîé ñòîðîíû, èçìåíåíèå ñîáñòâåííîãî âðåìåíè ÷àñòèöû ds ñâÿçàíî ñ ðàç-
íèöåé ôèçè÷åñêèõ âðåìåí δτ =

√
g00 dt+ g0i dx

i/
√
g00 = (1− γivi)

√
g00 dt

äâóõ ÷àñîâ ìèìî êîòîðûõ îíà ïðîëåòàåò ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì. ñòð. 258):

ds = [δτ 2 − δl2]1/2 =
√

1− ṽ2 δτ =
√
1− ṽ2 (1− γiv

i)
√
g00 dt,

ãäå ṽ � ôèçè÷åñêàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèöû. Âûðàæàÿ èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ
ïðîèçâîäíóþ dt/ds è óìíîæàÿ èíòåãðàë íà ìàññó m ÷àñòèöû, îêîí÷à-
òåëüíî èìååì:

E =
m
√
g00√

1− ṽ2
= const. (11.39)

Â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà g00 = 1 è E ÿâëÿåòñÿ ýíåðãèåé äâèæåíèÿ
(÷àñòèöà ñâîáîäíà!). Â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå g00 â îáùåì ñëó÷àå çà-
âèñèò îò êîîðäèíàò è ïîÿâëÿþòñÿ �ñèëû èíåðöèè�, êîòîðûå ýôôåêòèâíî
âõîäÿò â ïîëíóþ ýíåðãèþ.
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• Çàïèøåì òåïåðü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû â ñèñòåìå îòñ÷¼òà ñî
ñòàöèîíàðíîé ìåòðèêîé. Èç (11.38) ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ
Ëàãðàíæà äëÿ xk:

2
d

ds

(
g0k ṫ+ gkiu

i
)
= ∂kg00 ṫ

2 + 2∂kg0iu
iṫ+ ∂kgij u

iuj,

ãäå ṫ = dt/ds è ui = dxi/ds. Âûðàçèì ṫ ÷åðåç ïîëíóþ ýíåðãèþ ÷àñòèöû
ε = E/m = g00 ṫ + g0iu

i è ïåðåéä¼ì îò ìåòðè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ ê
3-ìåðíûì ïàðàìåòðàì γi è γij:

ṫ =
ε

g00
+ γi u

i, g0i = −g00γi, gij = g00γiγj − γij.

Ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé èìååì:

d

ds

(
εγk + γkiu

i
)
=

1

2
∂kγij u

iuj − ε2

2

∂kg00
g200

+ εui∂kγi.

Ðàñêðûâàÿ ïðîèçâîäíóþ ïðîèçâåäåíèÿ â ëåâîé ÷àñòè, îêîí÷àòåëüíî ïî-
ëó÷àåì:

γki
dui

ds
+ Γ̃k,ij u

iuj = −ε2

2

∂kg00
g200

+ εui(∂kγi − ∂iγk), (11.40)

ãäå 3-ìåðíûå ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ ñ òèëüäîé âûðàæàþòñÿ ÷åðåç âåëè-
÷èíû γij òàêæå êàê è 4-ìåðíûå ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ ÷åðåç gij:

Γ̃k,ij =
1

2
(∂iγjk + ∂jγik − ∂kγij).

Ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèé (11.40) ÿâëÿåòñÿ êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé
γkiD̃ui/ds, âû÷èñëåííîé â ìåòðèêå γij. Â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼-
òà (â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ) òàêàÿ ïðîèçâîäíàÿ ðàâíÿåòñÿ íóëþ
(ñâîáîäíàÿ ÷àñòèöà). Ïîýòîìó â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå ïðàâàÿ ÷àñòü
(11.40) èìååò ñìûñë ñèëû èíåðöèè. Çàïèøåì ýòó ñèëó â âåêòîðíûõ îáî-
çíà÷åíèÿõ. Íàïîìíèì, ÷òî â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà â ëîðåíöåâûõ
êîîðäèíàòàõ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ÷àñòèöó ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíà ïðî-
èçâîëüíîé èìïóëüñà ïî ôèçè÷åñêîìó âðåìåíè T :

f =
dp

dT
= m

du

ds

√
1− ṽ2,

ãäå ds =
√
1− ṽ2 dT � èçìåíåíèå ñîáñòâåííîãî âðåìåíè ÷àñòèöû, ṽ � å¼

ôèçè÷åñêàÿ ñêîðîñòü, è u = ṽ/
√
1− ṽ2 � ïðîñòðàíñòâåííûå êîìïîíåí-

òû 4-ñêîðîñòè (4.114), ñòð. 258. Ñîõðàíèì ýòî îïðåäåëåíèå è â íåèíåðöè-
àëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà, çàìåíÿÿ dT íà ñèíõðîíèçèðîâàííîå ôèçè÷åñêîå
âðåìÿ δτ íàáëþäàòåëåé, èçó÷àþùèõ äâèæåíèå ÷àñòèöû è äèôôåðåíöèàë
âåêòîðà du íà åãî êîâàðèàíòíóþ âåðñèþ Du: fk = m(D̃uk/ds)

√
1− ṽ2.
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Óìíîæàÿ óðàâíåíèå (11.40) íà m
√
1− ṽ2 è ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå ñî-

õðàíÿþùåéñÿ ýíåðãèè (11.39), èìååì:

fk
E

= ∂k

(
1

√
g00

)
+ ṽi(∂kγi − ∂iγk), (11.41)

ãäå âî âòîðîì ñëàãàåìîì ñòîèò óæå 3-ìåðíàÿ ôèçè÷åñêàÿ ñêîðîñòü ṽi.

Âûðàæåíèå â ïîñëåäíåì ñëàãàåìîì (11.41) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:

∂kγi − ∂iγk = (δjkδ
n
i − δji δ

n
k ) ∂jγn = εlkiε

ljn ∂jγn,

ãäå âî âòîðîì ðàâåíñòâå èñïîëüçîâàíî òîæäåñòâî ñâ¼ðòêè äâóõ ñèìâîëîâ
Ëåâè-×èâèòà ïî îäíîìó èíäåêñó. Ïîä âåêòîðíûì ïðîèçâåäåíèåì a × b
â 3-ìåðíûõ êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ ïîäðàçóìåâàåòñÿ âåêòîð ñ êîâà-
ðèàíòíûìè êîìïîíåíòàìè:

[a× b]i = Eijk a
jbk =

√
γ εijk a

jbk,

ãäå γ = det(γij). Âåêòîðíîñòü ýòîãî âûðàæåíèÿ îáóñëîâëåíà òåíçîðíûìè
ñâîéñòâàìè âåëè÷èí Eijk, êîòîðûå ñâîðà÷èâàþòñÿ ñ êîíòðàâàðèàíòíûìè
êîìïîíåíòàìè âåêòîðîâ. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî çàïèñàíî â ñîîòâåòñòâèè
ñ ñîîòíîøåíèåì (11.21), ñòð. 671 (ïðîñòðàíñòâåííîé ìåòðèêîé ñ÷èòàåòñÿ
òåíçîð γij). Íàêîíåö, ðîòîð îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (11.22):

[∇× γ]i = Eijk ∂jγk =
1
√
γ
εijk ∂jγk.

Ïîýòîìó, ñâîðà÷èâàÿ (11.41) c 3-ìåðíûì âåêòîðîì ek âçàèìíîãî áàçèñà
ìåòðèêè δl2 = γij dx

idxj, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

f

E
= ∇

(
1

√
g00

)
+ ṽ × [∇× γ]. (11.42)

Ýíåðãèÿ E â ñòàöèîíàðíîé ìåòðèêå ïîñòîÿííà è ðàâíà íåêîòîðîé êîí-
ñòàíòå. Ïîýòîìó, ïåðâàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñèëû èíåðöèè èìååò ïîòåíöèàëü-
íûé õàðàêòåð (ÿâëÿåòñÿ ãðàäèåíòîì ñêàëÿðíîé ôóíêöèè). Âòîðàÿ ñîñòàâ-
ëÿþùàÿ çàâèñèò îò ôèçè÷åñêîé ñêîðîñòè ÷àñòèöû ṽ è íàïðàâëåíà ïåð-
ïåíäèêóëÿðíî ê íåé. Ýòà ñîñòàâëÿþùàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåëÿòèâèñòñêèì àíà-
ëîãîì ñèëû Êîðèîëèñà è âîçíèêàåò â ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà ñ íåäèàãîíàëüíûì
ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì gαβ, èìåþùèì âèõðåâîé õàðàêòåð âåêòîðà γ (åãî
ðîòîð îòëè÷åí îò íóëÿ). Íàëè÷èå ñèëû Êîðèîëèñà ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî
òðàåêòîðèÿ ÷àñòèöû çàâèñèò îò íàïðàâëåíèÿ å¼ äâèæåíèÿ (ñì. ðèñóíîê
íà ñòð. 254)
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Â êà÷åñòâå ïðèìåðà, íàéä¼ì ñèëû èíåðöèè, äåéñòâóþùèå âî âðàùàþ-
ùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷¼òà. Â êîîðäèíàòàõ Áîðíà å¼ ìåòðèêà èìååò ñòàöèî-
íàðíûé âèä (4.51), ñòð. 228:

ds2 = (1− ω2r2) dt2 − 2ω r2 dt dϕ− dr2 − r2 dϕ2 − dz2.

Êâàäðàò ôèçè÷åñêîãî ðàññòîÿíèÿ â ýòîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà çàïèñûâàåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

δl2 = dr2 +
r2 dϕ2

1− ω2r2
+ dz2

è ñîîòâåòñòâóþùèé îïðåäåëèòåëü ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà, îïðåäåëÿþùåãî
ôèçè÷åñêîå ðàññòîÿíèå, ðàâåí

γ = det(γij) =
r2

1− ω2r2
.

Òàê êàê 1/
√
g00, çàâèñèò òîëüêî ðàññòîÿíèÿ äî îñè âðàùåíèÿ r, íåñëîæ-

íî íàéòè âåêòîð ãðàäèåíòà â ïåðâîé ñîñòàâëÿþùåé ñèëû èíåðöèè (ïîòåí-
öèàëüíûé ÷ëåí):

∇
(

1
√
g00

)
= ∂r

(
1√

1− ω2r2

)
er =

ω2 r er

(1− ω2r2)3/2
=

ω2 r

(1− ω2r2)3/2
.

Êîâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû âåêòîðà γ ðàâíû:

γi = −g0i
g00

=
ωr2

1− ω2r2
{0, 1, 0},

ãäå êîîðäèíàòû ïåðå÷èñëÿþòñÿ îáû÷íûì îáðàçîì: xi = {r, ϕ, z}. Òàê êàê
ýòîò âåêòîð çàâèñèò òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ äî îñè âðàùåíèÿ, îòëè÷íîé îò
íóëÿ ïðîèçâîäíîé áóäåò ∂1γ2 ≡ ∂rγϕ = 2ωr/(1 − ω2r2)2. Ñîîòâåòñòâåííî
ó ðîòîðà îòëè÷íà îò íóëÿ z-òàÿ êîìïîíåíòà:

[∇× γ]z =
1
√
γ
ε312 ∂1γ2 =

2ω

(1− ω2r2)3/2
.

Ïðè ïîìîùè âåêòîðà ω = {0, 0, ω}, íàïðàâëåííîãî âäîëü îñè âðàùåíèÿ,
îêîí÷àòåëüíî âûðàæåíèå äëÿ ñèëû ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

f

E
=

ω2 r+ 2 ṽ × ω

(1− ω2r2)3/2
, (11.43)

Â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðèáëèæåíèè E ≈ m è îòñóòñòâóåò çíàìåíàòåëü:

f ≈ mω2 r+ 2m ṽ × ω.

Ïåðâàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñèëû ÿâëÿåòñÿ öåíòðîáåæíîé ñèëîé, à âòîðàÿ �
ñèëîé Êîðèîëèñà, íàïðàâëåííîé âïðàâî îò ñêîðîñòè.
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11.4 Ýëåêòðîäèíàìèêà â íåèíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà

• Çàïèøåì óðàâíåíèÿ ýëåêòðîäèíàìèêè â êîâàðèàíòíîì âèäå, ñïðà-
âåäëèâîì â ëþáîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà. Äëÿ ýòîãî âûðàçèì òåíçîð íàïðÿ-
æåííîñòè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ÷åðåç 4-âåêòîð ïîòåíöèàëà Aα. ×òîáû
ïîëó÷èòü òåíçîðíîå âûðàæåíèå, âìåñòî îáû÷íûõ ïðîèçâîäíûõ íåîáõîäè-
ìî èñïîëüçîâàòü êîâàðèàíòíûå (11.11):

Fαβ = DαAβ −DβAα = ∂αAβ − ∂βAα.

Ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ âî âòîðîì ðàâåíñòâå ñîêðàùàþòñÿ, ïîýòîìó çà-
âèñèìîñòü Fαβ îò Aα îñòàåòñÿ òàêîé æå, êàê è â ëîðåíöåâûõ êîîðäèíà-
òàõ. Ñîîòâåòñòâåííî íå èçìåíÿåòñÿ óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà áåç òîêîâ (7.4),
ñòð. 431:

∂αFβγ + ∂γFαβ + ∂βFγα = 0. (11.44)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ýòî óðàâíåíèå ñïðàâåäëèâî òîëüêî äëÿ òåíçîðà
íàïðÿæåííîñòè ñ íèæíèìè èíäåêñàìè. Äëÿ âåðõíèõ èíäåêñîâ

F αβ = gαµgβνFµν

è, òàê êàê ìåòðè÷åñêèé òåíçîð â îáùåì ñëó÷àå çàâèñèò îò êîîðäèíàò,
ïðîñòîå óðàâíåíèå òèïà (11.44) óæå íå ïîëó÷àåòñÿ.
Âòîðîå óðàâíåíèå ýëåêòðîäèíàìèêè ∂αF

αβ = 4πjβ (7.3), ñòð.430 òàêæå
îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò çàìåíîé îáû÷íîé ïðî-
èçâîäíîé ∂α íà êîâàðèàíòíóþ Dα. Ó÷èòûâàÿ òîæäåñòâî (11.19), èìååì:

∂α(
√
−g F αβ) = 4π

√
−g jβ. (11.45)

Óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè â êîâàðèàíòíûõ îáîçíà÷åíèÿõ Dαj
α = 0 ñ

ó÷åòîì òîæäåñòâà (11.16) ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∂α(
√
−g jα) = 0. (11.46)

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ýòî óðàâíåíèå ñðàçó ïîëó÷àåòñÿ èç (11.45), âçÿòèåì
ïðîèçâîäíîé ïî ∂β (÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðåñòàíîâî÷íû: ∂α∂β = ∂β∂α,
à òåíçîð F αβ àíòèñèììåòðè÷íûé: F αβ = −F βα).
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì çàïèøåì êîâàðèàíòíîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïðîá-

íîãî çàðÿäà q âî âíåøíåì ïîëå (ñèëà Ëîðåíöà) äëÿ uγ = dxγ/ds. Çàìåíÿÿ
äèôôåðåíöèàë d íà åãî êîâàðèàíòíóþ âåðñèþ D, èìååì:

Duγ

ds
=

duγ

ds
+ Γγ

αβ u
αuβ =

q

m
F γβuβ. (11.47)

Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè ïîëÿ îòñóòñòâóþò (F αβ = 0), ÷àñòèöà ÿâëÿåòñÿ ñâî-
áîäíîé è äâèæåòñÿ ïî ãåîäåçè÷åñêîé.
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Îñòàëîñü ïîñòðîèòü 4-âåêòîð ïëîòíîñòè òîêà ñèñòåìû òî÷å÷íûõ çàðÿ-
äîâ â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ. Ñíà÷àëà îòìåòèì, ÷òî ïðè ïðåîáðàçî-
âàíèè êîîðäèíàò x′α = x′α(x0, x1, x2, x3) èíâàðèàíòîì ÿâëÿåòñÿ 4-îáú¼ì:

√
−g d4x =

√
−g′ d4x′ = inv, (11.48)

ãäå g = det gαβ. Ýòîò ôàêò íåñëîæíî äîêàçàòü, ïåðåõîäÿ îò ëîðåíöåâûõ
êîîðäèíàò Xα ê êðèâîëèíåéíûì xα ïðè ïîìîùè ÿêîáèàíà è âûðàæàÿ åãî
÷åðåç g. Ïîñëåäíèé ïîëó÷àåòñÿ âçÿòèåì îïðåäåëèòåëÿ îò ïðåîáðàçîâàíèÿ
ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà (lH187), ñì. òàêæå ñòð. 670.
Îïðåäåëèòåëü γ = det γij ìåòðèêè ôèçè÷åñêîé äëèíû dl2 = γijdx

idxj,
ñòð. 236 îïðåäåëÿåò 3-îáú¼ì â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ:

√
γ dV =

√
γ dx1dx2dx3.

Àíàëîãè÷íî êîâàðèàíòíîìó îáú¼ìó (11.48), îí ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì îò-
íîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé âíóòðè äàííîé ñèñòåìû îò-
ñ÷¼òà: x′i = x′i(x1, x2, x3), ñòð. 242. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïðè òàêèõ
ïðåîáðàçîâàíèÿõ γij èçìåíÿåòñÿ êàê òåíçîð (lH31) è ìîæíî ïîâòîðèòü
ðàññóæäåíèÿ (lH187).
Ïîýòîìó, çàðÿä â îáú¼ìå ðàâåí Q = ρ

√
γ dV (ôàêòè÷åñêè ýòî îïðåäå-

ëåíèå ïëîòíîñòè çàðÿäà ρ). Çàðÿä èíâàðèàíòåí, â ñèëó ïðèíÿòûõ â ïÿòîé
ãëàâå ïîñòóëàòîâ, îáú¼ì 4-ïðîñòðàíñòâà

√
−g d4x òàêæå èíâàðèàíò, à dxα

� 4-âåêòîð. Â ðåçóëüòàòå, 4-âåêòîð òîêà ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì (ñì. òàêæå ñòð. 327):

jα = ρ
√
γ dV

dxα√
−gd4x

=
ρ

√
g00

dxα

dt
, (11.49)

ãäå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ó÷òåíà ñâÿçü g = −γ g00 (ñòð. 243). Ñèñòåìó
òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ Qk íàäî îïèñûâàòü ïðè ïîìîùè ôóíêöèé Äèðàêà. Áó-
äåì ñ÷èòàòü, ÷òî:

ρ(t, x1, x2, x3) =
∑
k

Qk√
γ
δ(x1 − x1k) δ(x

2 − x2k) δ(x
3 − x3k),

òàê, ÷òî ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî ìàëîìó îáú¼ìó dV ñóììàðíûé çàðÿä
áóäåò ðàâåí ρ

√
γ dV . Â ýòîì ñëó÷àå, 4-âåêòîð òîêà ðàâåí:

jα(t, r) =
∑
k

Qk√
−g

δ(r− rk)
dxα

dt
. (11.50)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ïîä δ(r) ïîíèìàåòñÿ ïðîèçâåäåíèå δ(x1)δ(x2)δ(x3),
íåçàâèñèìî îò ãåîìåòðè÷åñêîãî ñìûñëà êîîðäèíàò xi è èíòåãðàë îò δ(r)
ðàâåí åäèíèöå ïî îáú¼ìó dV = dx1dx2dx3, à íå ïî îáúåìó

√
γ dV .
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• Çàïèøåì óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà â âåêòîðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ. Íàïîì-
íèì (ñòð. 670), ÷òî â êîîðäèíàòàõ ñ ìåòðèêîé dl2 = γij dx

idxj òåíçîðà-
ìè îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò ÿâëÿþò-
ñÿ: Eijk =

√
γ εijk è Eijk = 1√

γ ε
ijk, ãäå εijk = εijk � ñèìâîë Ëåâè-×èâèòû.

Ýòè òåíçîðû îïðåäåëÿþò êîìïîíåíòû âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

[a× b]i = Eijk a
jbk, [a× b]i = Eijk ajbk,

ãäå ci = γijc
j, ci = γijcj è γikγkj = δij, à äèâåðãåíöèÿ è ðîòîð ðàâíû:

∇a =
1
√
γ
∂i(

√
γai), [∇× a]i = Eijk∂jak.

Îïðåäåëèì íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ Ei è ýëåêòðè÷åñêóþ
èíäóêöèþ Di:

Ei = F0i, Di = −√
g00 F

0i, (11.51)

à òàêæå íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ Bi è ìàãíèòíóþ èíäóêöèþ H i:

Bi = −
√
g00

2
Eijk F

jk, H i = −1

2
Eijk Fjk. (11.52)

Ïîëüçóÿñü òîæäåñòâîì EijkEpqk = δipδ
j
q − δiqδ

j
p ïîñëåäíèå îïðåäåëåíèÿ

ìîæíî îáðàòèòü:

F ij = − 1
√
g00

EijkBk, Fij = −Eijk H
k. (11.53)

Ââåä¼ì âåëè÷èíû, ñîñòàâëåííûå èç êîìïîíåíò ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà:

γi = −g0i
g00

, γij = g00 γiγj − gij, γij = −gij, γi = −g0i, (11.54)

ãäå γi = γijγj. Òåíçîðû íàïðÿæåííîñòè ñ âåðõíèìè è íèæíèìè èíäåêñàìè
ñâÿçàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

F0i = g0µgiν F
µν = g00 (γikF

k0 + γpγiq F
pq),

F ij = giµgjν Fµν = (γi γjk − γjγik)F0k + γipγjq Fpq,

ãäå ðàñïèñàíû ñóììû ïî 4-ìåðíûì èíäåêñàì, ïîäñòàâëåíû îïðåäåëåíèÿ
(11.54) è ó÷òåíî, ÷òî γpγqF

pq = 0. Ïîäñòàâëÿÿ â ýòè ñîîòíîøåíèÿ îïðå-
äåëåíèÿ (11.51)-(11.53), èìååì:

D =
E

√
g00

− γ ×B, H =
B

√
g00

+ γ × E, (11.55)

ãäå ïðè ïîëó÷åíèè âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ ïðîèçâåäåíà ñâ¼ðòêà ñ òåíçîðîì
Ëåâè-×èâèòû ñ ó÷åòîì òîæäåñòâà EijpEijq = 2δpq ).
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Ñ ïîìîùüþ ýòèõ âåêòîðîâ çàïèøåì óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà â êðèâî-
ëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ. Â óðàâíåíèè ñ òîêàìè (11.45), ïîëîæèâ β = 0
(−g = γ g00), ïîëó÷àåì çàêîí Ãàóññà, à ïðè β = i � çàêîí Àìïåðà-

Ìàêñâåëëà:

∇D = 4πρ, ∇×B =
1
√
γ

∂(
√
γD)

∂t
+ 4π j, (11.56)

ãäå j = ρv � âåêòîð ïëîòíîñòè òîêà è v = dx/dt � êîîðäèíàòíàÿ ñêîðîñòü
çàðÿäîâ. Àíàëîãè÷íî, ðàñïèñûâàÿ óðàâíåíèå áåç òîêîâ (11.44), èìååì çà-

êîí Ãàóññà äëÿ ìàãíèòíîé èíäóêöèè (α = i, β = j, γ = k) è çàêîí

Ôàðàäåÿ (α = 0, β = i, γ = j):

∇H = 0, ∇× E = − 1
√
γ

∂(
√
γH)

∂t
. (11.57)

(îáà íåîáõîäèìî ñâåðíóòü ñ εijk). Çàïèøåì òàêæå óðàâíåíèå íåïðåðûâíî-
ñòè (11.46):

1
√
γ

∂(
√
γρ)

∂t
+∇j = 0. (11.58)

Óðàâíåíèÿ íåñêîëüêî óïðîùàþòñÿ, åñëè îïðåäåëèòåëü γ = det γij íå çà-
âèñèò îò âðåìåíè (ñòàöèîíàðíàÿ 3-ìåðíàÿ ãåîìåòðèÿ). Â ýòîì ñëó÷àå,
â ÷ëåíàõ ñ ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè

√
γ ñîêðàùàåòñÿ. Êðîìå ýòîãî, äëÿ

äèàãîíàëüíîé 4-ìåòðèêè èìååì ïðîñòóþ ñâÿçü ìåæäó íàïðÿæåííîñòÿìè
è èíäóêöèÿìè:

γ = 0 : D =
E

√
g00

, H =
B

√
g00

.

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ìåòðèêà íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà èãðà-
åò ðîëü ñðåäû ñ ýëåêòðè÷åñêîé è ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòÿìè ðàâíûìè
1/
√
g00. Â òàêîì äèàãîíàëüíîì, ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå, ïðè ïîìîùè óðàâ-

íåíèé Ìàêñâåëëà, íåñëîæíî ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü çàêîíà ñîõðàíå-
íèÿ (òåîðåìû Ïîéíòèíãà, ñòð.316):

∂W

∂t
+∇P+ Ej = 0,

ãäå ïëîòíîñòü ýíåðãèè è ïîòîêà ýíåðãèè ïîëÿ ðàâíû:

W =
ED+BH

8π
, P =

E×B

4π
. (11.59)

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà, ðàññìîòðèì äâèæåíèå ðàâíîóñêîðåííîãî çàðÿäà,
ïîëå êîòîðîãî ìû ñíà÷àëà ïîëó÷èì â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà, à
çàòåì ïåðåéä¼ì â íåèíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó è óáåäèìñÿ, ÷òî ýòî ðåøåíèå
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì (11.56), (11.57).
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• Íàïîìíèì (ñòð. 343), ÷òî â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà ïîëå ïðî-
èçâîëüíî äâèæóùåãîñÿ ïî òðàåêòîðèè X0(T ) çàðÿäà îïèñûâàåòñÿ ïîòåí-
öèàëàìè Ëèåíàðà-Âèõåðòà:

φ̃(X, T ) =
Q

R′ −V′R′ , Ã(X, T ) =
QV′

R′ −V′R′ ,

ãäå R′ = T − T ′ � ðàññòîÿíèå â òî÷êó èçìåðåíèÿ ïîëÿ îò ïîëîæåíèÿ
çàðÿäà â ìîìåíò âðåìåíè T ′ â ïðîøëîì, îòñòîÿùåì îò òåêóùåãî ìîìåíòà
T íà âðåìÿ T − T ′. Ýòî âðåìÿ íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ:

(T − T ′)2 =
(
X−X0(T

′)
)2

(11.60)

(ñåé÷àñ, â îòëè÷èå îò ãëàâû 5, êîîðäèíàòû îáîçíà÷àþòñÿ çàãëàâíûì øðèô-
òîì è íàä ïîòåíöèàëàìè ïîñòàâëåíà òèëüäà, òàê êàê áåç òèëüäû ìû áóäåì
çàïèñûâàòü ïîòåíöèàëû â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå). Ïóñòü çàðÿä äâè-
æåòñÿ ðåëÿòèâèñòñêè ðàâíîóñêîðåííî âäîëü îñè X (Y0(T ) = Z0(T ) = 0)
ïî òðàåêòîðèè:

X0(T
′) =

1

a

[√
1 + (aT ′)2 − 1

]
=

1

a
[ch(aτ)− 1] , aT ′ = sh(aτ),

ãäå τ � ñîáñòâåííîå âðåìÿ çàðÿäà â ìîìåíò âðåìåíè T ′. Áóäåì ïàðàìåòðè-
çèðîâàòü [14] êîîðäèíàòû òî÷êèX è âðåìåíè íàáëþäåíèÿ T ïîëÿ íîâûìè
ïåðåìåííûìè ρ è t:

X = ρ ch(at)− 1

a
, T = ρ sh(at). (11.61)

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî:

th(at) =
aT

1 + aX
, a2ρ2 = (1 + aX)2 − a2T 2. (11.62)

Ïîäñòàâëÿÿ ïàðàìåòðèçàöèþ (11.61) â (11.60), èìååì:

ch
(
a(t− τ)

)
=

1 + a2(ρ2 + Y 2 + Z2)

2aρ
. (11.63)

Ýòî óðàâíåíèå ïîçâîëÿåò ïî êîîðäèíàòàì òî÷êè íàáëþäåíèÿ íàéòè τ .
Êðîìå ýòîãî, òàê êàê ñêîðîñòü çàðÿäà âäîëü îñè X �â ïðîøëîì� ðàâíà
V ′ = X0(T

′)/dT ′ è R′ −V′R′ = T − T ′ − V ′ (X −X0(T
′)), èìååì:

V ′ = th(aτ), R′ −V′R′ = ρ
sh
(
a(t− τ)

)
ch(aτ)

.

Â ðåçóëüòàòå, ïîòåíöèàëû ðàâíîóñêîðåííî äâèæóùåãîñÿ çàðÿäà ðàâíû:

φ̃(X, T ) =
Q ch(aτ)

ρ sh
(
a(t− τ)

) , Ã(X, T ) =
Q sh(aτ)

ρ sh
(
a(t− τ)

) {1, 0, 0}, (11.64)
ãäå τ íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ (11.63), à ρ è t èç (11.62).
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Ñîâåðøèì òåïåðü ïåðåõîä èç èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà (T,X) â
íåèíåðöèàëüíóþ (t,x) â êîîðäèíàòàõ Ì¼ëëåðà (ñòð. 210):

aT = sh(at) (1 + ax), 1 + aX = ch(at) (1 + ax), Y = y, Z = z.

Âðåìÿ t íàáëþäàòåëÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò ñîâïàäàåò ñ ââåäåííûì âûøå
ïàðàìåòðîì t è aρ = 1+ax. Ñêàëÿðíûé è âåêòîðíûé ïîòåíöèàë ÿâëÿþòñÿ
êîìïîíåíòàìè 4-âåêòîðà Ãµ = {φ̃, Ã}, êîòîðûå ñâÿçàíû â äâóõ ñèñòåìàõ
îòñ÷¼òà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ãµ =
∂Xµ

∂xν
Aν.

Ðàñïèøåì ýòî ñîîòíîøåíèå â ÿâíîì âèäå:

Ã0 = ∂tT A0 + ∂xT A1 = ch(at)(1 + ax)A0 + sh(at)A1,

Ã1 = ∂tX A0 + ∂xX A1 = sh(at)(1 + ax)A0 + ch(at)A1.

Îòñþäà íåñëîæíî âûðàçèòü {A0, A1} ÷åðåç {Ã0, Ã1}:

A0 =
Qa

(1 + ax)2
ch
(
a (t− τ)

)
sh
(
a (t− τ)

) , A1 = − Qa

1 + ax
.

Óäîáíî ïåðåéòè ê âåêòîðíûì îáîçíà÷åíèåì, ââåäÿ 3-âåêòîð óñêîðåíèÿ
a = {1, 0, 0} íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà:

aρ = 1 + ar, 1 + a2(ρ2 + y2 + z2) = 2(1 + ar) + a2r2,

ãäå r = {x, y, z}. Â ðàâíîóñêîðåííîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà èíòåðâàë ðàâåí
ds2 = (1+ar)2 dt2−dr2, ïîýòîìó A0 = g00A

0 = (1+ar)2A0 è A1 = −A1. Â
ðåçóëüòàòå, ó÷èòûâàÿ (11.63), äëÿ êîâàðèàíòíûõ êîìïîíåíò ïîòåíöèàëîâ
â ðàâíîóñêîðåííîé ñèñòåìå îêîí÷àòåëüíî èìååì:

A0 =
Q

r

1 + ar+ a2r2/2√
1 + ar+ a2r2/4

, Ai =
Qai

1 + ar
.

Ïî îïðåäåëåíèþ Ei = F0i = ∂0Ai − ∂iA0 è, òàê êàê γij = δij, ó êîìïîíåíò
3-âåêòîðîâ ìîæíî íå ðàçëè÷àòü âåðõíèå è íèæíèå èíäåêñû. Êðîìå ýòîãî,
òàê êàê ìåòðèêà äèàãîíàëüíà, òî E =

√
g00D = (1+ar)D. Â ðåçóëüòàòå,

ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè:

D = Q
(
1 + ar+ a2r2/4

)−3/2
[
(1 + ar)

r

r3
− a

2r

]
, (11.65)

à ìàãíèòíîå ïîëå B è ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ H ðàâíû íóëþ.
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Ïðîâåðèì, ÷òî ýòî âûðàæåíèå, äåéñòâèòåëüíî, óäîâëåòâîðÿåò óðàâíå-
íèÿì Ìàêñâåëëà â ðàâíîóñêîðåííîé ñèñòåìå. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì â âåê-
òîðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ óðàâíåíèÿ (11.56)-(11.57) äëÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà,
íàõîäÿùåãîñÿ â íà÷àëå ñèñòåìû îòñ÷åòà. Â ñòàòè÷åñêîì ñëó÷àå (ýëåêòðî-
ñòàòèêà) ìû èìååì H = D = 0 è

∇D = 4πQ δ(r), ∇×D =
D× a

1 + ar
, (11.66)

ãäå âòîðîå óðàâíåíèå ñëåäóåò èç∇×E = 0 è ñâÿçè E = (1+ar)D. Òàêèì
îáðàçîì, íå ñìîòðÿ íà òî, ÷òî èíäóêöèÿ D óäîâëåòâîðÿåò îáû÷íîìó äëÿ
èíåðöèàëüíûõ ñèñòåì îòñ÷¼òà óðàâíåíèþ äëÿ äèâåðãåíöèè, åãî ðåøåíèå
íå ìîæåò ðàâíÿòüñÿ êóëîíîâñêîìó âûðàæåíèþ Qr/r3, òàê êàê åãî ðîòîð
ðàâåí íóëþ, òîãäà êàê ∇×D ̸= 0. ßñíî, ÷òî â ñèëó íåèçîòðîïíîñòè ïðî-
ñòðàíñòâà (âûäåëåííîå íàïðàâëåíèå a), èíäóêöèÿ D ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèé
äâóõ âåêòîðîâ r è a. Èìåííî òàêóþ ôóíêöèþ ìû ïîëó÷èëè âûøå (11.65)
è, êàê íåñëîæíî ïðîâåðèòü, îíà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì (11.66).

Â ïåðâîì ïîðÿäêå ìàëîñòè ïî óñêîðåíèþ a, âåêòîð ýëåêòðè÷åñêîé èí-
äóêöèè (11.65) ðàâåí:

D ≈ Q
r

r3
− Q

2

{
(ar)r

r3
+

a

r

}
. (11.67)

Ïîëüçóÿñü ñîîòíîøåíèåì (11.8), ñòð. 665 ìîæíî âû÷èñëèòü ñèìâîëû Êðè-
ñòîôôåëÿ â ðàâíîóñêîðåííîé ñèñòåìå ñ ìåòðè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè
g00 = (1 + ar)2, gij = −δij, g0i = 0:

Γi
00 = (1 + ar) ai, Γ0

0i = Γ0
i0 =

ai
1 + ar

.

Ïîäñòàâëÿÿ èõ â óðàâíåíèå (11.47) è ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå (11.51) è çíà-
÷åíèÿ êîìïîíåíò 4-ñêîðîñòè (4.114), ñòð. 258, çàïèøåì çàêîí äâèæåíèÿ
ïðîáíîãî çàðÿäà q â ïîëå, ñîçäàâàåìîì çàðÿäîì Q:

dp

dτ
= − ma√

1− ṽ2
+ qD,

ãäå τ � ôèçè÷åñêîå âðåìÿ è ṽ � ôèçè÷åñêàÿ ñêîðîñòü ïðîáíîãî çàðÿäà. Â
ïðàâîé ÷àñòè ïåðâîå ñëàãàåìîå � ýòî ñèëà èíåðöèè, êîòîðóþ ìîæíî òàêæå
ïîëó÷èòü èç (11.42), ñòð. 680 (îãðàíè÷èâøèñü ïåðâûì ïîðÿäêîì ïî a).
Âòîðîå � ýëåêòðîìàãíèòíàÿ ñèëà, îïðåäåëÿåìàÿ èíäóêöèåé (11.67). Îíà
ñîñòîèò èç îáû÷íîãî êóëîíîâñêîãî ÷ëåíà, óáûâàþùåãî ñ ðàññòîÿíèåì êàê
1/r2 è ÷ëåíà, çàâèñÿùåãî îò óñêîðåíèÿ. Ïîñëåäíèé óáûâàåò ñóùåñòâåííî
ìåäëåííåå êóëîíîâñêîãî (êàê 1/r).
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Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî âûðàæåíèå äëÿ èíäóêöèè D ñîâïàäàåò ñ íà-
ïðÿæåííîñòüþ äâèæóùåãîñÿ ñ ïîñòîÿííûì óñêîðåíèåì çàðÿäà â èíåð-

öèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà (7.125), ñòð. 489. Òàêèì îáðàçîì, â íåèíåðöè-
àëüíîé ñèñòåìå, íå ñìîòðÿ íà ñòàòè÷åñêèé õàðàêòåð ïîëÿ, ïðîÿâëÿþòñÿ
äàëüíîäåéñòâóþùèå ñèëû, õàðàêòåðíûå äëÿ èçëó÷åíèÿ â èíåðöèàëüíîé
ñèñòåìå. Ïðè íåáîëüøèõ óñêîðåíèÿõ ýòè ñèëû íåâåëèêè. Òàê, åñëè ñ÷è-
òàòü, ÷òî ðàâíîóñêîðåííàÿ ñèñòåìà îòñ÷¼òà ôèçè÷åñêè ýêâèâàëåíòà îäíî-
ðîäíîìó ãðàâèòàöèîííîìó ïîëþ (ñì. ñòð. 207), òî â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå
Çåìëè ñ a = g = 10 ì/c2, äàëüíîäåéñòâóþùàÿ ñèëà ñðàâíèâàåòñÿ ñ êóëî-
íîâñêèì ÷ëåíîì íà ðàññòîÿíèÿõ ïîðÿäêà r ∼ c2/g ∼ 1016 ì.
Ýíåðãèþ ïîëÿ U çàðÿäà â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå ìîæíî íàéòè èí-

òåãðèðóÿ ïëîòíîñòü (11.59) ýíåðãèè ïîëÿ W = ED/8π = (1+ ar)D2/8π.
Â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî a îíà ðàâíÿåòñÿ:

W ≈ Q2

8π

(
1

r4
− ar

r4

)
.

Èíòåãðàë îò âòîðîãî ñëàãàåìîãî, çàâèñÿùåãî îò a, ðàâåí íóëþ, ïîýòîìó
(ïîñëå ðåãóëÿðèçàöèè) ïîëó÷àåòñÿ òàêîå æå âûðàæåíèå, êàê è â èíåðöè-
àëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà.
Â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà ìîæíî ïðèìåíèòü òåîðèþ ñàìîäåé-

ñòâèÿ ýëåêòðîíà, ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ íà ñòð. 489. Â ýòîì ñëó÷àå, ìû
ïðèä¼ì ê âûâîäó, ÷òî ìàññó â ñèëå èíåðöèè −ma íåîáõîäèìî óâåëè÷èòü
íà (3/4)U , ãäå U � ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ïîëÿ çàðÿäà. Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
óäåðæèâàòü çàðÿä â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå â îäíîé òî÷êå íåîáõîäè-
ìî ïðèêëàäûâàòü áîëüøóþ ñèëó, ÷åì ê íåéòðàëüíîé ÷àñòèöå ñ �òîé æå�
ìàññîé. Àíàëîãè÷íî, â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îò÷¼òà ðàäèàöèîííàÿ ñèëà
òðåíèÿ �óâåëè÷èâàåò� ìàññó ÷àñòèöû.
Çàìåòèì, ÷òî â ëèòåðàòóðå, ñëåäóÿ [14], èíîãäà óòâåðæäàþò, ÷òî ðå-

ëÿòèâèñòñêè ðàâíîóñêîðåííûé çàðÿä íå èçëó÷àåò. Ýòî, åñòåñòâåííî, íå
âåðíî è ôîðìóëû äëÿ íàïðÿæåííîñòåé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ (5.90),
ñòð. 344 ïðèìåíèìû äëÿ ïðîèçâîëüíî äâèæóùåãîñÿ çàðÿäà. Åñëè ó íåãî
åñòü óñêîðåíèå, òî îáÿçàòåëüíî ïîÿâëÿåòñÿ äàëüíîäåéñòâóþùàÿ ñîñòàâ-
ëÿþùàÿ ïîëåé çàðÿäà, êîòîðàÿ è ñâÿçàíà ñ åãî èçëó÷åíèåì. Ðàññóæäåíèÿ,
íà îñíîâàíèè êîòîðûõ â [14] ñäåëàí âûâîä îá îòñóòñòâèè èçëó÷åíèÿ, ìà-
òåìàòè÷åñêè íåêîððåêòíû. Äåëî â òîì, ÷òî ðàâåíñòâî íóëþ çàïàçäûâàþ-
ùåé ñêîðîñòè è, ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà â ñîïóòñòâóþùåé
ñèñòåìå îòñ÷¼òà íå îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ýòîì ðàâíà íóëþ ïðîèçâîäíàÿ ýòî-
ãî ïîòåíöèàëà. Â ýòîì ëåãêî óáåäèòüñÿ íà ïðèìåðå ïðÿìîãî âû÷èñëåíèÿ
ïðîèçâîäíûõ, êîòîðûå áûëè ïðîâåäåíû ïðè âûâîäå íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ
èç ïîòåíöèàëîâ Ëèåíàðà-Âèõåðòà (ñì. ñòð. 344).
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11.5 Êðèâèçíà ïðîñòðàíñòâà

Ãåîìåòðèÿ ïðîñòðàíñòâà â íåèíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà ìîæåò
îòëè÷àòüñÿ îò ïðèâû÷íîé åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè. Ïðîñòåéøèì ïðèìå-
ðîì ïðîñòðàíñòâà ñ íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèåé ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòü â
îáû÷íîì 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîâåðõíîñòü ìîæíî çàäàòü ïðè ïîìî-
ùè óðàâíåíèÿ F (x, y, z) = 0 èëè z = f(x, y). Äðóãîé ñïîñîá � ïàðàìåò-
ðè÷åñêîå çàäàíèå: r = r(x1, x2). Ïàðàìåòðû (x1, x2) ìîãóò áûòü êîîðäè-
íàòàìè ïëîñêîñòè (x, y), íà êîòîðóþ ïðîåêòèðóåòñÿ òî÷êà ïîâåðõíîñòè:
r = r(x, y). Òîãäà êîìïîíåíòû ðàäèóñ-âåêòîðà r ê òî÷êå ïîâåðõíîñòè ðàâ-
íû {x, y, f(x, y)}. Â îáùåì ñëó÷àå âîçìîæíà ïðîèçâîëüíàÿ íóìåðàöèÿ
äâóìÿ ïàðàìåòðàìè 2-ìåðíîé ïîâåðõíîñòè. Òàê, äëÿ ñôåðû ðàäèóñà a
èìååì ñëåäóþùèå âàðèàíòû çàäàíèÿ å¼ ïîâåðõíîñòè:

x2 + y2 + z2 = a2,

r = r(x, y) = a {x, y, ±
√

a2 − x2 − y2},

r = r(θ, ϕ) = a {sθcϕ, sθsϕ, cθ},

ãäå sθ = sin θ è ò.ä. Ïàðàìåòðè÷åñêîå çàäàíèå ñôåðû r(θ, ϕ) � ýòî êîìïî-
íåíòû ðàäèóñ-âåêòîðà â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ ïîñòîÿííûì
ðàäèóñîì r = a = const. Ëþáàÿ òî÷êà íà ñôåðå çàäà¼òñÿ ïàðîé óãëîâ
xi = (θ, ϕ). Óãîë θ îòñ÷èòûâàåòñÿ îò îñè z, à ϕ � îò îñè x.

Ââåä¼ì äâà êàñàòåëüíûõ ê ïîâåðõíîñòè âåêòîðà:

e1 =
∂r

∂x1
= ∂1r, e2 =

∂r

∂x2
= ∂2r (11.68)

è ðàçëîæèì ôóíêöèþ r(x1, x2) â ðÿä â îêðåñòíîñòè òî÷êè r0 = r(x10, x
2
0),

ei = (∂ir)0, îãðàíè÷èâøèñü ëèíåéíûì ïðèáëèæåíèåì:

r(x1, x2) ≈ r0 + e1 (x
1 − x10) + e2 (x

2 − x20).

Ýòî óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, êàñàòåëüíîé ê ïîâåðõíîñòè â òî÷êå r0. Ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïàðàìåòðèçàöèÿ r(x1, x2) òàêîâà, ÷òî âåêòîðû e1, e2 ÿâ-
ëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè è âìåñòå ñ òî÷êîé r0 ïîëíîñòüþ îïðåäå-
ëÿþò êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü. Òî÷êè ïîâåðõíîñòè, ãäå ìîæíî ïðîâåñòè
êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü, íàçûâàþòñÿ íåîñîáûìè. Âåðøèíà êîíóñà � ýòî
îñîáàÿ òî÷êà è ê íåé íåëüçÿ ïðîâåñòè êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü.
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Äèôôåðåíöèàë ðàäèóñ âåêòîðà r(x1, x2) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûì
ñìåùåíèåì dr âäîëü ïîâåðõíîñòè. Ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèé (11.68) îí ðà-
âåí:

dr = e1 dx
1 + e2 dx

2. (11.69)

Åãî äëèíà � ýòî ðàññòîÿíèå dl ìåæäó äâóìÿ áëèçêèìè òî÷êàìè íà ïî-
âåðõíîñòè:

dl2 = (dr)2 = (e1 dx
1 + e2 dx

2)2 = e21 (dx
1)2 + 2e1e2 dx

1 dx2 + e22 (dx
2)2.

Ðàññòîÿíèå ìîæíî çàïèñàòü ïðè ïîìîùè ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà:

dl2 = gij dx
idxj, gij = eiej. (11.70)

Åñëè â âåêòîðå dr ïîëîæèòü x2 = const, òî ïðè èçìåíåíèè x1 èìååì
ñìåùåíèå dr1 = e1dx

1. Àíàëîãè÷íî, âåêòîð ñìåùåíèÿ dr2 = e2dx
2, ñî-

îòâåòñòâóåò èçìåíåíèþ x2 ïðè ïîñòîÿíñòâå x1 = const. Ýòè äâà âåêòîðà
íà ïîâåðõíîñòè îáðàçóþò ïàðàëëåëîãðàìì, ïëîùàäü êîòîðîãî ïî ìîäóëþ
ðàâíà:

dS = |dr1×dr2| = |e1×e2| dx1 dx2 =
√

e21e
2
2 − (e1e2)2 dx

1dx2 =
√
g dx1dx2,

ãäå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ÷åðåç g îáîçíà÷åí îïðåäåëèòåëü ìåòðè÷åñêîãî
òåíçîðà g = det gij (ìàòðèöû 2x2 â (11.70)).

Äëÿ ñôåðû r = a {sθ cϕ, sθ sϕ, cθ} (ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû) íàéäÿ
ïî ôîðìóëå (11.68) âåêòîðû e1 è e2 (lH188), íåñëîæíî ïîëó÷èòü (lH189)
ñëåäóþùåå ðàññòîÿíèå è ýëåìåíò ïëîùàäè íà ïîâåðõíîñòè ñôåðû:

dl2 = a2
[
dθ2 + sin2 θ dϕ2

]
, dS = a2 sin θ dθ dϕ.

Âûáðàâ äðóãóþ ïàðàìåòðèçàöèþ, ìû ïîëó÷èì äðóãóþ ìåòðèêó. Íî íè-
êàêîé âûáîð êîîðäèíàò íå ïîçâîëèò ïðèâåñòè ìåòðèêó ê åâêëèäîâîìó
âèäó dl2 = dx2 + dy2, êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíà òåîðåìå Ïèôàãîðà. Ñôåðó,
â îòëè÷èè îò öèëèíäðà èëè êîíóñà, íåëüçÿ �ðàñïðÿìèòü� â ïëîñêîñòü è
îíà ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àåòñÿ îò ïëîñêîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ïðåäñòàâèì ñåáå �ïëîñêàòèêîâ� � ñóùåñòâ, æèâóùèõ â 2-ìåðíîì ìèðå
íà íåêîòîðîé ïîâåðõíîñòè. Íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ èõ ïðîñòðàíñòâî âû-
ãëÿäèò ïëîñêèì. Îòðåçêîì ïðÿìîé ïëîñêàòèêè íàçûâàþò òàêóþ ëèíèþ,
äëèíà êîòîðîé ìèíèìàëüíà. Îêðóæíîñòüþ � ìíîæåñòâî òî÷åê, ðàâíîóäà-
ë¼ííûõ îò äàííîé, è ò.ä. Åñëè âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî â èõ ìèðå äëÿ áîëüøèõ
òðåóãîëüíèêîâ òåîðåìà Ïèôàãîðà íå âûïîëíÿåòñÿ, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
îíè æèâóò íå íà ïëîñêîñòè, à â èñêðèâë¼ííîì ïðîñòðàíñòâå ñ íåïëîñêîé
âíóòðåííåé ãåîìåòðèåé.
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• Ëþáàÿ ëèíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ìîæåò áûòü çàäàíà â âèäå xi = xi(l),
ãäå l � íåêîòîðûé ïàðàìåòð. Åñëè îí ðàâåí äëèíå ëèíèè, îòñ÷èòûâàå-
ìîé îò ôèêñèðîâàííîé òî÷êè, òî òàêóþ ïàðàìåòðèçàöèþ íàçûâàþò íà-
òóðàëüíîé. �Îòðåçêîì ïðÿìîé� ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè â èñêðèâë¼ííîì
ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ ëèíèÿ ìèíèìàëüíîé äëèíû. ×òîáû å¼ íàéòè, íåîá-
õîäèìî ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèîíàë:

l =

∫ √
gij dxidxj = min.

Ïîâòîðÿ ðàññóæäåíèÿ íà ñòð. 673 äëÿ íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè (11.70)
â êîòîðîé:

gij ẋ
i ẋj = 1, (11.71)

ãäå ẋi = dxi/dl, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêîé:

S(x, ẋ) = gij(x) ẋ
iẋj,

d

dl

(
∂S

∂ẋk

)
=

∂S

∂xk
. (11.72)

Ââîäÿ ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ:

Γk
ij = gkp Γp, ij, Γk, ij =

1

2
[∂i gjk + ∂j gik − ∂k gij]. (11.73)

åãî ìîæíî ïåðåïèñàòü (ñì. ñòð. 673) â ñëåäóþùåì âèäå:

d2xk

dl2
+ Γk

ij

dxi

dl

dxj

dl
= 0. (11.74)

Íà ïîâåðõíîñòè ñôåðû åäèíè÷íîãî ðàäèóñà (a = 1) ñ S = θ̇2+sin2 θ ϕ̇2

óðàâíåíèÿ ïðÿìîé (11.72) ïðèâîäÿò (lH191) ê ñîîòíîøåíèÿì:


θ̇2 = 1− cos2 α

sin2 θ
,

ϕ̇ =
cosα

sin2 θ
,


cos θ = sinα cos(l + β),

tg(ϕ+ γ) =
tg(l + β)

cosα
,

ãäå α, β, γ � êîíñòàíòû. Îòðåçêîì ïðÿìîé íà ñôåðå ÿâëÿåòñÿ ñåãìåíò
áîëüøîãî êðóãà, öåíòð êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì ñôåðû. Ïðèìåðàìè
ÿâëÿþòñÿ ýêâàòîð (θ = π/2, α = 0) è ìåðèäèàíû (ϕ = const, α = π/2).
Óãîë ïåðåñå÷åíèÿ ãåîäåçè÷åñêîé è ýêâàòîðà ðàâåí α.
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• Â 2-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ó âåêòîðà äâå êîìïîíåíòû. Â ìèðå ïëîñêà-
òèêîâ òàêîé âåêòîð íà ïîâåðõíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A = A1 e1 + A2 e2, (11.75)

ãäå ei = ∂i r � êàñàòåëüíûå ê ïîâåðõíîñòè âåêòîðû. Ñìåùåíèå dr âäîëü
ïîâåðõíîñòè òàêæå ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì è èìååò êîìïîíåíòû {dx1, dx2}.
Ïåðåìíîæèâ äâà âåêòîðà A = A1 e1 + A2 e2 è B = B1 e1 + B2 e2 ïðè

ïîìîùè ìåòðè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ gij = eiej, èìååì ñëåäóþùåå âûðà-
æåíèå äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ è äëèíû âåêòîðà:

A ·B = gij A
iBj, A2 = gij A

iAj.

Â ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå äëèíà è íàïðàâëåíèå âåêòîðà ïðè ïàðàëëåëü-
íîì ïåðåíîñå íå èçìåíÿåòñÿ. Õîòÿ ïðè ýòîì, â êðèâîëèíåéíîì áàçèñå
ìîãóò èçìåíÿòüñÿ êîìïîíåíòû âåêòîðà, åñëè â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ ðàç-
ëè÷íû íàïðàâëåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ. Íåñêîëüêî èíàÿ ñèòóàöèÿ ïðè
ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå âåêòîðà, îïðåäåë¼ííîãî íà ïîâåðõíîñòè. Ñ òî÷êè
çðåíèÿ 3-ìåðíîãî åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîå âëîæåíà ïîâåðõ-
íîñòü, âåêòîð ïëîñêàòèêîâ ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå âñ¼ âðåìÿ îñòà¼ò-
ñÿ êàñàòåëüíûì ê ïîâåðõíîñòè (íèæå ïåðâûé ðèñóíîê):

Â îòëè÷èå îò åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà, ïàðàëëåëüíî ïåðåíåñ¼ííûé âåê-
òîð ïî ïîâåðõíîñòè âäîëü çàìêíóòîãî êîíòóðà íå îáÿçàòåëüíî ñîâïàä¼ò ñ
íà÷àëüíûì âåêòîðîì. Âûøå íà âòîðîì ðèñóíêå ïîêàçàí ïîäîáíûé ïåðå-
íîñ íà ñôåðå, ïðèâîäÿùèé ê âåêòîðó ñ ïðîòèâîïîëîæíûì íàïðàâëåíèåì.
Ïî îïðåäåëåíèþ, ïðè áåñêîíå÷íî ìàëîì ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå âåêòîð

íå èçìåíÿåòñÿ:

dA = d(Ai ei) = ei dA
i + Ai ∂jei dx

j = 0.

Óìíîæàÿ íà ek = gkp ep, ãäå g
ikgkj = δij, ïîëó÷àåì èçìåíåíèÿ êîìïîíåíò

âåêòîðà, êîòîðûé ïàðàëëåëüíî ïåðåíåñëè èç òî÷êè xi â òî÷êó xi + dxi:

dAk = −Γk
ij A

i dxj,

ãäå Γk
ij = gkpep ∂jei � ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ íà ïîâåðõíîñòè. Çíàÿ ïàðà-

ìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè ìîæíî íàéòè ek = ∂kr è âû÷èñëèòü
êîýôôèöèåíòû Γk

ij. Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ ïðîäåëàòü ýòî
íà ïîâåðõíîñòè ñôåðû (lH190) â êîîðäèíàòàõ (θ, ϕ).
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• Ïðîñòðàíñòâî èìååò ðàçìåðíîñòü n, åñëè åãî òî÷êè ìîãóò áûòü ïðî-
íóìåðîâàíû ïðè ïîìîùè n êîîðäèíàò (x1, x2, ..., xn). Â êàæäîé òî÷êå
ìîæåò áûòü çàäàí âåêòîð Ai. Ïðè çàìåíå êîîðäèíàò åãî êîìïîíåíòû èç-
ìåíÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíàìè òåíçîðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (ñòð.
234). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ áåñêîíå÷íî áëèçêè-
ìè òî÷êàìè ìàëî è çàâèñèò îò ìåòðè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ gij:

dl2 = gij dx
idxj.

Õîòÿ ðàññòîÿíèå îïðåäåëÿåòñÿ ìåæäó 2-ÿ òî÷êàìè, êîýôôèöèåíòû ìåò-
ðè÷åñêîãî òåíçîðà îòíîñÿòñÿ ê îäíîé òî÷êå. Îíè îïðåäåëÿþò ñâÿçü êîì-
ïîíåíò âåêòîðà Ai = gijA

j è åãî äëèíó A2 = gijA
iAj â äàííîé òî÷êå. Ïîä

áåñêîíå÷íî ìàëûì ðàññòîÿíèåì ïîäðàçóìåâàåòñÿ äëèíà âåêòîðà, óêàçû-
âàþùåãî íàïðàâëåíèå ñìåùåíèÿ. Òåì íå ìåíåå, ýòîò âåêòîð çàäàí â îäíîé
òî÷êå (âñïîìíèì êàñàòåëüíûé ê ñôåðå â äàííîé òî÷êå âåêòîð dr).

Ñêëàäûâàòü è âû÷èòàòü âåêòîðû ìîæíî òîëüêî â òîé òî÷êå ïðîñòðàí-
ñòâà, ãäå îíè îïðåäåëåíû. ×òîáû ìîæíî áûëî âû÷åñòü äâà âåêòîðà, çà-
äàííûõ â �ñîñåäíèõ� òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà, íåîáõîäèìî îäèí èç íèõ ïå-
ðåíåñòè â �òî÷êó ñðàâíåíèÿ�. Åñëè ðàçíîñòü êîîðäèíàò ìåæäó òî÷êàìè
ðàâíà dxk, òî ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå âåêòîðà åãî êîìïîíåíòû èç-
ìåíÿþòñÿ Ai 7→ Ai + δAi. Ýòî èçìåíåíèå δAi îïðåäåëÿåòñÿ ñèìâîëàìè
Êðèñòîôôåëÿ èëè êîýôôèöèåíòàìè ñâÿçíîñòè:

δAi = −Γi
jk A

j dxk.

Ãåîìåòðèÿ ïðîñòðàíñòâà ñ÷èòàåòñÿ çàäàííîé, åñëè â äàííîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò îïðåäåëåíû ìåòðè÷åñêèé òåíçîð gij è ñâÿçíîñòè Γk

ij. Â ñèëó
ñâîåãî îïðåäåëåíèÿ gij = gji. Èíäåêñû ñâÿçíîñòåé â δAi âõîäÿò íåðàâíî-
ïðàâíûì îáðàçîì, ïîýòîìó â îáùåì ñëó÷àå íå ïðåäïîëàãàåòñÿ èõ ñèììåò-
ðè÷íîñòü. Ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâà îïðåäåëÿþòñÿ (n2 + n)/2 ôóíêöèÿìè
gij è n3 ôóíêöèÿìè Γk

ij. Äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà
ýòè ôóíêöèè, ñóæàþò êëàññ âîçìîæíûõ ãåîìåòðèé.

Íàïðèìåð, â ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ òðåáóþò, ÷òîáû ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ gijA

iBj íå èçìåíÿëîñü ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðå-
íîñå èç òî÷êè xi â òî÷êó xi+ dxi è ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ áûëè ñèììåò-
ðè÷íûìè ïî ïîñëåäíèì èíäåêñàì (êàê â ãåîìåòðèè ïîâåðõíîñòåé). Ýòîò
àêñèîìàòè÷åñêèé ïîäõîä ê ãåîìåòðèè â èçâåñòíîé ìåðå ÿâëÿåòñÿ îáðàò-
íûì ïðèíöèïó ïàðàìåòðè÷åñêîé íåïîëíîòû (ñòð.44), â ðàìêàõ êîòîðîãî,
óìåíüøåíèå ÷èñëà îãðàíè÷åíèé ïðèâîäèò ê áîëåå îáùèì òåîðèÿì.
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Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïîëå Ai = Ai(x). Åñëè â òî÷êå xk êîìïîíåíòû
âåêòîðà ðàâíû Ak, òî â òî÷êå xk + dxk îíè ðàâíû Ak + dAk. Ïåðåíåñåì
ïàðàëëåëüíûì îáðàçîì Ak â xk + dxk è âû÷òåì èç Ak + dAk:

DAk = (Ak+dAk)−(Ak+δAk) = dAk−δAk = (∂jA
k+Γk

ijA
i) dxj = DiA

k dxi,

ãäåDiA
k � çíàêîìàÿ íàì ïî ïðîñòðàíñòâó Ìèíêîâñêîãî â êðèâîëèíåéíûõ

êîîðäèíàòàõ êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ.
Ïóñòü Ai = gij A

j. Åñëè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íå èçìåíÿåòñÿ ïðè
ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå, òî:

δ(AiB
i) = (Ai + δAi) (B

i + δBi)− AiB
i = Ai δB

i +Bi δAi = 0.

Ïîýòîìó Bi δAi = −Ai δB
i = Γi

pq AiB
p dxq è, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè Bi,

δAp = Γi
pq Ai dx

q.

Ýòî ñîîòíîøåíèå ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ îò
êîâàðèàíòíûõ êîìïîíåíò âåêòîðà è äàëåå, ïî àíàëîãèè ñî ñòð. 667, êîâà-
ðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå îò ïðîèçâîëüíûõ òåíçîðîâ.
Òåïåðü íåñëîæíî óñòàíîâèòü ñâÿçü ñâÿçíîñòåé è ìåòðè÷åñêèõ òåíçîðîâ.

Êàê è äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ Ai = gij A
j èìååì DAi = gij DAj. Ïîýòîìó

DAi = D(gij A
j) = gij DAj + Aj Dgij = DAi + Aj Dgij,

îòêóäà, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âåêòîðà Aj, ïðèõîäèì ê òåîðåìå Ðè÷÷è
Dgij = 0 èëè Dkgij = 0, ñì. ñòð. 667. Çàïèñûâàÿ êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîä-
íóþ òåíçîðà gij, ïîëó÷àåì:

∂kgij = Γi, jk + Γj, ik. (11.76)

Ïåðåèìåíîâûâàÿ èíäåêñû (èëè áåðÿ ïðîèçâîäíûå ∂igjk è ∂jgik) c ó÷åòîì
ñèììåòðè÷íîñòè Γk, ij = Γk, ji, ïðèõîäèì ê (11.73), ñòð. 692.
Âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæíî îòêàçàòüñÿ îò óñëîâèÿ ñèììåòðè÷íîñòè ñèìâî-

ëîâ Êðèñòîôôåëÿ. Â ýòîì ñëó÷àå âîçíèêàåò ïðîñòðàíñòâî ñ êðó÷åíèåì,
ñâîéñòâà êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ ìåòðè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè gij è
àíòèñèììåòðè÷íûì òåíçîðîì êðó÷åíèÿ Sk

ij = (Γk
ij − Γk

ji)/2, à ñâÿçíî-
ñòè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç gij è Sk

ij. Åñëè ðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ ïîëíîñòüþ
îïðåäåëÿåòñÿ (n2 + n)/2 ôóíêöèÿìè gij, òî â ïðîñòðàíñòâå ñ êðó÷åíèåì
íåîáõîäèìî äîïîëíèòåëüíî çàäàòü n (n2 − n)/2 ôóíêöèé Sk

ij.
Â íåèíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ðèìàíîâîé

ãåîìåòðèåé, áîëüøèíñòâî ñîîòíîøåíèé êîòîðîé ïîâòîðÿþò ñîîòíîøåíèÿ
äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè ïëîñêîãî ïðîñòðàíñòâà â êðèâîëèíåéíûõ
êîîðäèíàòàõ.
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11.6 Òåíçîð êðèâèçíû

• Íàéäåì êðèòåðèé, ïîçâîëÿþùèé âûÿñíèòü, êîãäà ïîäõîäÿùèì âûáî-
ðîì êîîðäèíàò ìåòðèêà

dl2 = gij dx
i dxj

ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà ê åâêëèäîâîìó âèäó

dl2 = (dx̃1)2 + ...+ (dx̃n)2,

ò.å. êîãäà ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì êîâà-
ðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ:

DpA
i = ∂pA

i + Γi
jpA

j.

Â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà Γi
jp = 0, Dp = ∂p è

âûðàæåíèå (DpDq−DqDp)A
i ðàâíî íóëþ. Ýòî òåíçîð, ïîýòîìó ðàâåíñòâî

åãî íóëþ â îäíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò îçíà÷àåò ðàâåíñòâî íóëþ â ëþáîé
äðóãîé ñèñòåìå. Íàéäåì âòîðóþ êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ:

Dp(DqA
i) = Dp(∂qA

i + Γi
jq A

j).

Âûðàæåíèå â ñêîáêàõ ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì, ïîýòîìó:

Dp(DqA
i) = ∂p(∂qA

i +Γi
jq A

j) + Γi
kp(∂qA

k +Γk
jq A

j)− Γk
qp(∂kA

i +Γi
jk A

j).

Ðàñêðîåì ïðîèçâîäíóþ ïðîèçâåäåíèÿ â ïåðâîé ñêîáêå è îïóñòèì ñëàãà-
åìûå (íèæå ìíîãîòî÷èå) ñèììåòðè÷íûå ïî p, q, òàê êàê îíè ñîêðàòÿòñÿ
ïîñëå âû÷èòàíèÿ Dq(DpA

i) (ñâÿçíîñòü ñèììåòðè÷íà Γk
pq = Γk

qp):

Dp(DqA
i) = (∂pΓ

i
jq)A

j + Γi
jq∂pA

j + Γi
kp∂qA

k + Γi
kpΓ

k
jq A

j + ...

Ñóììà âòîðîãî è òðåòüåãî ñëàãàåìûõ ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé ïî p è q
âåëè÷èíîé, ïîýòîìó ïðîèçâîäíûå ïî êîìïîíåíòàì âåêòîðà ñîêðàùàþòñÿ:

(DpDq −DqDp)A
i = Ri

j, pqA
j,

ãäå êîýôôèöèåíòû ïðè Aj íàçûâàþòñÿ òåíçîðîì êðèâèçíû:

Ri
j, pq = ∂pΓ

i
jq − ∂qΓ

i
jp + Γi

kpΓ
k
jq − Γi

kqΓ
k
jp. (11.77)

Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå âñå êîìïîíåíòû òåíçîðà êðèâèçíû ðàâíû
íóëþ. Ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå:

Åñëè õîòÿ áû îäíà êîìïîíåíòà òåíçîðà êðèâèçíû íå ðàâíà íóëþ,
òî ïðîñòðàíñòâî íå ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâûì.

Äîêàæåì åãî, èñõîäÿ èç ãåîìåòðè÷åñêîãî ñìûñëà òåíçîðà êðèâèçíû.
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• Ðàññìîòðèì äâà ìàëûõ ñìåùåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå dai è dbi. Ïåðåìå-
ñòèì íåêîòîðûé âåêòîð Ai ïàðàëëåëüíûì îáðàçîì èç òî÷êè xi â òî÷êó
xi + dai:

Ai 7→ A′i = Ai − Γi
jp(x)A

j dap,

à çàòåì åù¼ ðàç ïåðåíåñ¼ì åãî âäîëü dbi:

Ai 7→ A′′i = A′i − Γi
kq(x+ da)A′k dbq,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî â òî÷êå xi+dai ñâÿçíîñòè èçìåíèëèñü, ñì. ëåâûé ðèñóíîê:

Ïîäñòàâèì A′i èç ïåðâîãî âûðàæåíèÿ âî âòîðîå:

Ai 7→ A′′i = Ai − Γi
jp(x)A

j dap − Γi
kq(x+ da) (Ak − Γk

jp(x)A
j dap)dbq

è ðàçëîæèì êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè â ðÿä Òåéëîðà:

Γi
kq(x+ da) ≈ Γi

kq + ∂pΓ
i
kq da

p,

ãäå âåëè÷èíû áåç óêàçàíèÿ àðãóìåíòîâ îòíîñÿòñÿ ê íà÷àëüíîé òî÷êå xi.
Ïðåíåáðåãàÿ ÷ëåíàìè òðåòüåãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî da, db, ïîëó÷àåì:

Ai 7→ A′′i = Ai − Γi
jpA

j (dap + dbp)− (∂pΓ
i
jq − Γi

kqΓ
k
jp)A

j dapdbq.

Åñëè áû âåêòîð ïåðåíîñèëñÿ ñíà÷àëà âäîëü db, à çàòåì âäîëü da, òî ïî-
ëó÷èëîñü áû âûðàæåíèå ñ ïåðåñòàâëåííûìè a è b (p ↔ q):

Ai 7→ A′′′i = Ai − Γi
jpA

j (dbp + dap)− (∂qΓ
i
jp − Γi

kpΓ
k
jq)A

j dbqdap.

Âû÷èòàÿ ýòè äâà âûðàæåíèÿ, ïîëó÷àåì èçìåíåíèå âåêòîðà ïðè åãî ïåðå-
íîñå âäîëü ìàëîãî çàìêíóòîãî êîíòóðà:

∆Ai = −Ri
j, pq A

j dapdbq = −1

2
Ri

j, pq A
j ∆Spq,

ãäå∆Spq = dapdbq−daqdbp � òåíçîð ïëîùàäè êîíòóðà (ïàðàëëåëîãðàììà)
è ó÷òåíî, ÷òî Ri

j, pq àíòèñèììåòðè÷åí ïî èíäåêñàì p, q.
Òàêèì îáðàçîì, òåíçîð êðèâèçíû õàðàêòåðèçóåò èçìåíåíèå êîìïîíåíò

âåêòîðà ïðè åãî ïåðåíîñå ïî áåñêîíå÷íî ìàëîìó çàìêíóòîìó êîíòóðó.
×åì áîëüøå êðèâèçíà ïðîñòðàíñòâà è ïëîùàäü ∆Spq, òåì ñèëüíåå èçìå-
íÿþòñÿ êîìïîíåíòû âåêòîðà (ñì. êàðòèíêó íà ñòð. 693). Â åâêëèäîâîì æå
ïðîñòðàíñòâå ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ âåêòîðà ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó åãî
íå ìåíÿåò. Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ íàéòè òåíçîð êðèâèçíû
ïëîñêîñòè (lH192) â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ è ñôåðû (lH193) ðàäèóñà a.
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• Òåíçîð êðèâèçíû ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

Ri
j, pq = ∂pΓ

i
jq + Γi

kpΓ
k
jq − {p ↔ q},

ãäå {p ↔ q} îáîçíà÷àåò ïðåäûäóùåå âûðàæåíèå ñ ïåðåñòàâëåííûìè èí-
äåêñàìè p è q. Îïóñòèì â ïåðâûõ äâóõ ñëàãàåìûõ èíäåêñ i âíèç:

gik∂pΓ
k
jq +Γi, kpΓ

k
jq = ∂p(gikΓ

k
jq) + (Γi, kp − ∂pgik)Γ

k
jq = ∂p(gikΓ

k
jq)− Γk, ipΓ

k
jq,

ãäå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ó÷òåíî, ÷òî Γi, kp − ∂pgik = −Γk, ip, ñì. (11.76),
ñòð. 695. Â ïðîèçâîäíóþ ∂pΓi, jq ïîäñòàâèì âûðàæåíèå Γi, jq ÷åðåç ìåòðè-
÷åñêèå òåíçîðû (11.73), ñòð. 692. Îïóñêàÿ ñèììåòðè÷íûå ∂p∂q, èìååì:

Rij, pq =
1

2
(∂p∂jgiq − ∂p∂igjq)− Γk, ipΓ

k
jq − {p ↔ q} (11.78)

èëè

Rij, pq =
1

2
(∂p∂jgiq + ∂q∂igjp − ∂p∂igjq − ∂q∂jgip)− glm(Γ

l
ipΓ

m
jq − Γl

iqΓ
m
jp).

Èç ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ òåíçîðà êðèâèçíû ñëåäóåò, ÷òî îí àíòèñèììåò-
ðè÷åí ïî ïåðâîé è âòîðîé ïàðå èíäåêñîâ:

Rij, pq = −Rji, pq = −Rij, qp = Rji, qp (11.79)

è íå èçìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåñòàíîâêå ïåðâîé ïàðû èíäåêñîâ ñî âòîðîé:

Rij, pq = Rpq, ij. (11.80)

Êðîìå ýòîãî, ñóììà öèêëè÷åñêèõ ïåðåñòàíîâîê ïî ëþáûì òð¼ì èíäåêñàì
(íèæå ïîñëåäíèå òðè èíäåêñà) ðàâíà íóëþ:

Rij, pq +Rip, qj +Riq, jp = 0. (11.81)

Ñïðàâåäëèâî òàêæå äèôôåðåíöèàëüíîå òîæäåñòâî Áèàíêè:

Dk R
i
j, pq +Dq R

i
j, kp +DpR

i
j, qk = 0, (11.82)

â êîòîðîì äâà èíäåêñà òåíçîðà êðèâèçíû ôèêñèðîâàííû, à ïî (k, p, q)
ïðîâîäèòñÿ öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà. Äëÿ åãî äîêàçàòåëüñòâà íàïîì-
íèì, ÷òî ñâÿçíîñòè íå ÿâëÿþòñÿ òåíçîðàìè (ñòð. 665). Â äàííîé òî÷êå
ïðîñòðàíñòâà ìîæíî âûáðàòü ñèñòåìó êîîðäèíàò, â êîòîðîé âñå ñâÿçíî-
ñòè îáðàùàþòñÿ â íîëü Γi

kj = 0 (íî íå îáÿçàòåëüíî èõ ïðîèçâîäíûå). Â
òàêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò è â òàêîé òî÷êå:

DkR
i
j,pq = ∂kR

i
j,pq = ∂k∂pΓ

i
jq − ∂k∂qΓ

i
jp.

Ïðè ïîìîùè ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ïðîâåðÿåòñÿ òîæäåñòâî Áèàíêè. Â ñèëó
òåíçîðíîñòè îíî áóäåò ñïðàâåäëèâî â ëþáîé äðóãîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.
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• Òåíçîð êðèâèçíû Rij, pq ìîæíî ñâåðíóòü ïî ïàðå èíäåêñîâ, ïîëó÷èâ
òåíçîð âòîðîãî ðàíãà. Ïî ïàðå àíòèñèììåòðè÷íûõ èíäåêñîâ ýòî äåëàòü
áåññìûñëåííî, òàê êàê ïîëó÷èòñÿ íîëü. Ïîýòîìó îïðåäåëèì òåíçîð Ðè÷-

÷è ñâ¼ðòêîé ïåðâîãî è òðåòüåãî èíäåêñîâ:

Rjq = Ri
j, iq = ∂iΓ

i
jq − ∂qΓ

i
ji + Γi

kiΓ
k
jq − Γi

kqΓ
k
ji.

Íàïîìíèì, ÷òî ñâ¼ðòêà ñâÿçíîñòè âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïðîèçâîäíóþ ìåò-
ðè÷åñêîãî òåíçîðà (ñòð. 668):

∂qΓ
i
ji = ∂q

(
∂jg

2g

)
=

∂q∂jg

2g
− ∂qg ∂jg

2g2
.

Ïîýòîìó òåíçîð Ðè÷÷è ñèììåòðè÷åí Rjq = Rqj. Åù¼ îäíà åãî ñâ¼ðòêà
ïðèâîäèò ê ñêàëÿðó, íàçûâàåìîìó ñêàëÿðíîé êðèâèçíîé ïðîñòðàíñòâà:

R = gjqRjq = gipgjq Rij, pq.

Ñâîðà÷èâàÿ ïàðû èíäåêñîâ (i, q) è (j, p) â òîæäåñòâå Áèàíêè, ïîëó÷àåì:

Dk (g
jpRi

j, pi) +Di (g
jpRi

j, kp) +Dp (g
jpRi

j, ik) = 0,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî â ñèëó òåîðåìû Ðè÷÷è (ñòð. 667) ìåòðè÷åñêèé òåíçîð
ìîæíî âíîñèòü è âûíîñèòü èç-ïîä êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé. Ïåðåñòà-
âèì èíäåêñû ñ ó÷¼òîì ñâîéñòâ ñèììåòðèè (Ri

j,pi = −Ri
j,ip, è ò.ä.):

−Dk R +DiR
i
k +DpR

p
k = 0,

èëè, òàê êàê R � ñêàëÿð, îêîí÷àòåëüíî:

DiR
i
k =

1

2
∂kR.

Ïðîèçâîäíàÿ òåíçîðà Ðè÷÷è ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå ñëåäóþùåãî
òîæäåñòâà:

Di(R
i
j −

1

2
δij R + Λδij) = 0, (11.83)

ãäå Λ � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Èìåííî ýòî òîæäåñòâî ïðèâåëî â ñâî¼ âðåìÿ
Àëüáåðòà Ýéíøòåéíà ê ïîñòðîåíèþ óðàâíåíèé ãðàâèòàöèîííîãî âçàèìî-
äåéñòâèÿ â îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè. Ñâîéñòâà âåùåñòâà îïðåäåëÿ-
þòñÿ òåíçîðîì ýíåðãèè-èìïóëüñà T ij. Îí äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü óðàâíå-
íèþ íåïðåðûâíîñòè DiT

ij = 0. Ïî ãèïîòåçå Ýéíøòåéíà ìàòåðèÿ âëèÿåò
íà ãåîìåòðèþ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè ñîãëàñó-
åòñÿ ñ (11.83), åñëè:

Rij −
1

2
gij R + Λgij = χTij, (11.84)

ãäå χ � åù¼ îäíà êîíñòàíòà. Ýòî è åñòü óðàâíåíèÿ ãðàâèòàöèè Ýéíøòåéíà.
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11.7 Ãåîìåòðèÿ íåèíåðöèàëüíûõ ñèñòåì

Èçó÷èì ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâåííîé ãåîìåòðèè âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòå-
ìå îòñ÷åòà â êîîðäèíàòàõ Áîðíà. Ýëåìåíò ôèçè÷åñêîé äëèíû (ìåòðèêà
2-ïðîñòðàíñòâà) â ïëîñêîñòè z = 0 ðàâíà (ñòð. 240):

δl2 = dr2 +
r2 dϕ2

1− ω2r2
. (11.85)

Ýòî âûðàæåíèå îòëè÷àåòñÿ îò åâêëèäîâîãî ðàññòîÿíèÿ â ïîëÿðíûõ êî-
îðäèíàòàõ δl2 = dr2 + r2 dϕ2 çíàìåíàòåëåì âî âòîðîì ñëàãàåìîì. Òàêîå
ïðîñòðàíñòâî îáëàäàåò êðèâèçíîé è íèêàêèì ïðåîáðàçîâàíèåì êîîðäè-
íàò íå ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ê åâêëèäîâîìó âèäó. Áîëåå òîãî, åãî äàæå
íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü êàê ïîâåðõíîñòü, âëîæåííóþ â 3-ìåðíîå åâêëèäîâî
ïðîñòðàíñòâî (lH194).

×òîáû äîêàçàòü íååâêëèäîâîñòü ìåòðèêè (11.85), íàéä¼ì òåíçîð êðè-
âèçíû. Âû÷èñëèì ñíà÷àëà ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ çàïèñàâ óðàâíåíèå ãåî-
äåçè÷åñêîé. Äëÿ ýòîãî ââåäåì ôóíêöèþ S = gij ẋ

iẋj:

S(x, ẋ) = ṙ2 +
r2 ϕ̇2

1− ω2r2
, xk = {r, ϕ},

ãäå ẋk = dxk/dl è ïîäñòàâèì å¼ â óðàâíåíèå (11.72), ñòð. 692 äëÿ k = 1, 2:

dṙ

dl
=

rϕ̇2

(1− ω2r2)2
,

d

dl

(
r2ϕ̇

1− ω2r2

)
= 0. (11.86)

Áåðÿ ïðîèçâîäíóþ âî âòîðîì óðàâíåíèè è äåëàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè âòî-
ðûõ ïðîèçâîäíûõ åäèíè÷íûìè, èìååì:

r̈ − rϕ̇2

(1− ω2r2)2
= 0, ϕ̈+

2ṙϕ̇/r

1− ω2r2
= 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêîé â ôîðìå ẍk + Γk
ij ẋ

i ẋj = 0
ñîäåðæèò ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ ïðè ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ, ïîýòîìó:

Γr
ϕϕ = − r

(1− ω2r2)2
, Γϕ

rϕ = Γϕ
ϕr =

1/r

1− ω2r2
, (11.87)

ãäå Γr
ϕϕ = Γ1

22 è ò.ä. Îñòàâøèåñÿ 3 ñèìâîëà ðàâíû íóëþ. Ýòè æå ñîîòíîøå-
íèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü è èç ñâÿçè ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ è ìåòðè÷åñêîãî
òåíçîðà (11.73), ñòð. 692, îäíàêî ïðè ýòîì ïðèéäåòñÿ ïåðåáðàòü âñå 6 âà-
ðèàíòîâ, 3 èç êîòîðûõ ïðèâåäóò ê íóëåâûì çíà÷åíèÿì.
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Â 2-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå èíäåêñû ó òåíçîðîâ ïðîáåãàþò 2 çíà÷åíèÿ.
Òàê êàê òåíçîð êðèâèçíûRij, pq àíòèñèììåòðè÷åí ïî ïàðàì èíäåêñîâ, ñòî-
ÿùèõ äî è ïîñëå çàïÿòîé, òî åäèíñòâåííîå íåíóëåâîå åãî çíà÷åíèå ìîæåò
áûòü òîëüêî äëÿ R12, 12 (è ïîëó÷àåìûõ èç íåãî ïåðåñòàíîâêîé èíäåêñîâ).
Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð äèàãîíàëåí è g11 = g11 = 1, ïîýòîìó:

Rrϕ, rϕ = Rr
ϕ, rϕ = ∂rΓ

r
ϕϕ − ∂ϕΓ

r
ϕr + Γr

krΓ
k
ϕϕ − Γr

kϕΓ
k
ϕr = ∂rΓ

r
ϕϕ − Γr

ϕϕΓ
ϕ
ϕr,

ãäå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ðàñïèñàíà ñóììà ïî k è îòáðîøåíû íóëåâûå
ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ. Ïîäñòàâëÿÿ (11.87), èìååì:

Rrϕ, rϕ = − 3ω2r2

(1− ω2r2)3
.

Òåíçîð îòëè÷åí îò íóëÿ, ïîýòîìó íå ñóùåñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåâî-
äÿùåå ìåòðèêó (11.85) ê åâêëèäîâîìó âèäó.

Íàéä¼ì òàêæå ñêàëÿðíóþ êðèâèçíó, äëÿ êîòîðîé çàïèøåì ôîðìóëó,
ñïðàâåäëèâóþ â ïðîèçâîëüíîé ìåòðèêå äëÿ ïðîñòðàíñòâà ñ äâóìÿ èçìå-
ðåíèÿìè. Ïî îïðåäåëåíèþ:

R = gipgjq Rij, pq = g11g22R12,12+ g12g21R12,21+ g21g12R21,12+ g22g11R21,21,

ãäå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå îïóùåíû íóëåâûå êîìïîíåíòû òåíçîðà êðè-
âèçíû. Ïåðåñòàâëÿÿ èíäåêñû ñ ó÷¼òîì ñèììåòðèè, è ââîäÿ îïðåäåëèòåëü

det gij = g11g22 − g12g21 = 1/ det gij = 1/g,

ïîëó÷àåì:

R =
2R12,12

g
. (11.88)

Äëÿ âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà (11.85) g = r2/(1− ω2r2), ïîýòîìó:

R = − 6ω2

(1− ω2r2)2
.

Ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà îòðèöàòåëüíà è òåì áîëüøå, ÷åì áëèæå ñêîðîñòü
âðàùåíèÿ òî÷êè ñèñòåìû ê ôóíäàìåíòàëüíîé ñêîðîñòè (ïðè ωr → 1 èìå-
åì R → ∞), Îòìåòèì, òàêæå êîíå÷íîñòü R = −6ω2 ïðè r = 0.

Îòðèöàòåëüíàÿ êðèâèçíà 3-ïðîñòðàíñòâà ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî äëèíà
îêðóæíîñòè ðàäèóñà r ñ öåíòðîì íà îñè âðàùåíèÿ ðàâíà 2πr/

√
1− ω2r2.

Ýòî áîëüøå, ÷åì 2πr. Äëÿ ñðàâíåíèÿ ãåîìåòðèÿ íà ñôåðå ðàäèóñà a äàåò
ïîëîæèòåëüíóþ ñêàëÿðíóþ êðèâèçíó R = 1/a2 (lH193) è äëèíà îêðóæ-
íîñòè ðàâíà 2πa sin(r/a), ÷òî ìåíüøå, ÷åì 2πr (lH195).
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Íàéä¼ì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêîé äëÿ ìåòðèêè (11.85). Äëÿ
ýòîãî íàì ïîòðåáóåòñÿ âòîðîå óðàâíåíèå (11.86) è ðàâåíñòâî åäèíèöå
ôóíêöèè S = dl2/dl2 = 1:

d

dl

(
r2ϕ̇

1− ω2r2

)
= 0, ṙ2 +

r2ϕ̇2

1− ω2r2
= 1.

Èíòåãðèðóÿ ïåðâîå óðàâíåíèå è ïîäñòàâëÿÿ ðåçóëüòàò âî âòîðîå, èìååì:

ϕ̇ = ± α

r2
(1− ω2r2), ṙ2 = 1 + ω2α2 − α2

r2
, (11.89)

ãäå α > 0 � êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ è çíàê ïëþñ ñîîòâåòñòâóåò äâèæå-
íèþ âäîëü ãåîäåçè÷åñêîé â ñòîðîíó óâåëè÷åíèÿ óãëà, à ìèíóñ � â ñòîðîíó
óìåíüøåíèÿ. Ðàññòîÿíèå îò öåíòðà ê ãåîäåçè÷åñêîé äîñòèãàåò ìèíèìóìà
r = r0, êîãäà ṙ îáðàùàåòñÿ â íîëü. Ïîýòîìó:

r0 =
α√

1 + ω2α2
, α =

r0√
1− ω2r20

.

Ñ íîâûì ïàðàìåòðîì r0 óðàâíåíèå äëÿ ṙ ïðèíèìàåò âèä:

ṙ2 =
α2

r20
− α2

r2
. (11.90)

Èíòåãðèðóÿ åãî, ïîëó÷àåì:

r2 = r20 +
α2

r20
l2, (11.91)

ãäå äëèíà l îòñ÷èòûâàåòñÿ îò òî÷êè ìèíèìóìà r = r0. Òåïåðü ìîæíî
ïðîèíòåãðèðîâàòü ïåðâîå óðàâíåíèå (11.89):

ϕ = ϕ0 ± arctg

(
α l

r20

)
∓ αω2 l. (11.92)

Âåðõíèé çíàê ñîîòâåòñòâóåò óâåëè÷åíèþ óãëà ϕ ñ ðîñòîì l (â îäíó ñòðîíó
îò òî÷êè ìèíèìóìà r0), à íèæíèé � óìåíüøåíèþ (ñì. íèæå ïåðâûé ðè-
ñóíîê). Ñ ó÷¼òîì ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü ÿâíóþ ñâÿçü óãëà
è áåçðàçìåðíîãî ðàññòîÿíèÿ ρ = r/r0 îò öåíòðà:

ϕ = ϕ0 ± arctg
(√

ρ2 − 1
)
∓ ω2r20

√
ρ2 − 1, (11.93)

ãäå ϕ0 èìååò ñìûñë óãëà ïðè êîòîðîì r = r0. Åñëè ïîëîæèòü ω = 0
(ò.å. îòáðîñèòü ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå), òî ïîëó÷èòñÿ óðàâíåíèå åâêëèäî-
âîé ïðÿìîé â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ. Ïðè ω ̸= 0 ýòî èçîãíóòàÿ ëèíèÿ,
ñèììåòðè÷íàÿ îòíîñèòåëüíî íîðìàëè ê íåé èç öåíòðà â òî÷êó r = r0.
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Äëÿ ïðåäåëüíûõ òî÷åê ωr = 1, èç (11.89) ñëåäóåò, ÷òî ϕ̇ = 0. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî ïðè r = 1/ω èçìåíåíèå óãëà ìåíÿåò ñâîé çíàê, è â ýòîé òî÷êå
ãåîäåçè÷åñêàÿ êàñàòåëüíà ê ïðÿìîé, ïðîâåäåííîé èç öåíòðà. Ýòà ïðÿ-
ìàÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé ëèíèåé, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ñëó-
÷àþ α = r0 = 0, α/r0 = 1.
Íèæå íà ïåðâîì ðèñóíêå íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè èçîáðàæåíû ïàðà-

ìåòðû r0 è ϕ0, îïðåäåëÿþùèå ãåîäåçè÷åñêóþ è å¼ îòðåçîê, ïðîâåäåííûé
îò ìèíèìóìà r = r0 âëåâî (â ñòîðîíó óâåëè÷åíèÿ óãëà ϕ). Ýòà ÷àñòü
ãåîäåçè÷åñêîé â ôîðìóëå (11.89) è äàëåå ñîîòâåòñòâóåò âåðõíåìó çíàêó.
Äëÿ äâèæåíèÿ ïî ãåîäåçè÷åñêîé âïðàâî îò òî÷êè ìèíèìóìà (â ñòîðîíó
óìåíüøåíèÿ ϕ) íóæíî èñïîëüçîâàòü íèæíèé çíàê.

Íà âòîðîì ðèñóíêå ïðèâåäåíî íåñêîëüêî ãåîäåçè÷åñêèõ �ïàðàëëåëüíûõ�
îñè x ñ ïàðàìåòðîì ϕ0 = π/2 è r0 = 0.2, 0.4, 0.6, 0.8 (ñíèçó ââåðõ æèð-
íûå ëèíèè). Òîíêèå ïðÿìûå, êàñàþùèåñÿ èõ íà ïðåäåëüíîé îêðóæíîñòè
r = 1/ω, òàêæå ÿâëÿþòñÿ ãåîäåçè÷åñêèìè (ϕ = const). Ìàêñèìàëüíîå
îòêëîíåíèå óãëà ϕ îò ñåðåäèíû ãåîäåçè÷åñêîé (ϕ = ϕ0, r = r0) ñîîòâåò-
ñòâóåò r = 1/ω. Ñðàâíèâàÿ (11.93) ïðè ρ = 1/ωr0 è (11.92) ïîëó÷àåì
îáùóþ äëèíó ãåîäåçè÷åñêîé (îò îäíîé òî÷êè íà îêðóæíîñòè äî äðóãîé),
êàê ôóíêöèþ ïàðàìåòðà r0:

ltot =
2

ω
(1− ω2r20). (11.94)

Ãåîäåçè÷åñêèå ìàêñèìàëüíîé äëèíû ltot = 2/ω ïðîõîäÿò ÷åðåç öåíòð âðà-
ùåíèÿ (r0 = 0). ×åì áîëüøå r0, òåì ìåíüøå èõ äëèíà. Óãîë ∆ϕ ìåæäó
äâóìÿ êàñàòåëüíûìè, ïðîâåäåííûìè ê îäíîé �æèðíîé� ãåîäåçè÷åñêîé èç-
ìåíÿåòñÿ îò π (ïðè r0 = 0) äî 0 (ïðè r0 = 1/ω).
Òðè ïåðåñåêàþùèåñÿ ãåîäåçè÷åñêèå îáðàçóþò òðåóãîëüíèê íååâêëèäî-

âîé ãåîìåòðèè. Â ïðîñòðàíñòâå îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû ñóììà óãëîâ òà-
êîãî òðåóãîëüíèêà ìåíüøå π. Íàïðèìåð, â òðåóãîëüíèêå OAB âûøå íà
âòîðîì ðèñóíêå óãëû OAB è OBA ñ êàñàòåëüíûìè ðàâíû íóëþ, à óãîë
AOB ìåíüøå π. Â îòëè÷èå îò ýòîãî, íà ñôåðå, îáëàäàþùåé ïîëîæèòåëü-
íîé êðèâèçíîé, ñ òî÷êè çðåíèÿ âíåøíåãî åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà (â
êîòîðîå âëîæåíà ñôåðà) òðåóãîëüíèêè âûãëÿäÿò �âûïóêëûìè�. Ñóììà
óãëîâ òàêèõ òðåóãîëüíèêîâ âñåãäà áîëüøå π.
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• Â îáùåì ñëó÷àå êîñèíóñ óãëà ìåæäó äâóìÿ ïåðåñåêàþùèìèñÿ ãåî-
äåçè÷åñêèìè ìîæíî îïðåäåëèòü ââåäÿ äâà âåêòîðà, êàñàòåëüíûõ ê ãåî-
äåçè÷åñêîé. Ïóñòü dxi1 � áåñêîíå÷íî ìàëîå ñìåùåíèå âäîëü îäíîé ãåîäå-
çè÷åñêîé, à dxi2 � àíàëîãè÷íîå ñìåùåíèå âäîëü âòîðîé ãåîäåçè÷åñêîé èç
òî÷êè èõ ïåðåñå÷åíèÿ. Òîãäà ïî àíàëîãèè ñ åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì:

cos θ =
dx1 · dx2√
dx21 · dx22

= gij ẋ
i
1ẋ

j
2, (11.95)

ãäå ó÷òåíî, ÷òî dx2 = dl2. Ïîäñòàâëÿÿ ïðîñòðàíñòâåííóþ ìåòðèêó âî
âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷åòà, èìååì:

cos θ = ṙ1ṙ2 +
r2ϕ̇1ϕ̇2

1− ω2r2
=

α1α2

r2

[√(
r2

r201
− 1

)(
r2

r202
− 1

)
− (1− ω2r2)

]
.

Ïðè èçâëå÷åíèè êîðíÿ â (11.90) è â (11.89) çíàê âûáðàí òàê, êàê ýòî
ïîêàçàíî íà ðèñóíêå âûøå (ñìåùåíèå íàïðàâëåíî â ñòîðîíó óìåíüøåíèÿ
r, à óãîë óâåëè÷èâàåòñÿ âäîëü îäíîé ãåîäåçè÷åñêîé è óìåíüøàåòñÿ âäîëü
âòîðîé). Òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ r (çàâèñÿùóþ îò ϕ02 − ϕ01)
ìîæíî íàéòè èç óðàâíåíèÿ (11.93):

ϕ01 + arctg µ1 − ω2r201µ1 = ϕ02 − arctg µ2 + ω2r202µ2,

ãäå µi =
√

r2/r20i − 1. Â ñëó÷àå êîãäà ïàðàìåòðû ìèíèìàëüíîãî ðàññòîÿ-
íèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ îò öåíòðà ñîâïàäàþò r01 = r02 = r0, èìååì (ρ = r/r0):

cos θ = 1−2
r20
r2

1− ω2r2

1− ω2r20
,

ϕ02 − ϕ01

2
= arctg

√
ρ2 − 1−ω2r20

√
ρ2 − 1.

Íèæå ïðèâåäåíî äâà ðàâíîñòîðîííèõ òðåóãîëüíèêà ñ öåíòðîì íà îñè âðà-
ùåíèÿ ïàðàìåòðàìè ωr0 = 0.2 è ωr0 = 0.471308:

Ñóììà óãëîâ â ìåíüøåì òðåóãîëüíèêå ðàâíà ≈ 0.75π. Âñå òðè óãëà áîëü-
øåãî òðåóãîëüíèêà, âåðøèíû êîòîðîãî ëåæàò íà îêðóæíîñòè r = 1/ω,
ðàâíû íóëþ.
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• Ïîäâåäåì èòîãè. Ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðèêîé (11.85) ÿâëÿåòñÿ íååâ-
êëèäîâûì. ×òî ýòî îçíà÷àåò ôèçè÷åñêè? Îáû÷íî, ðèñóÿ òðåóãîëüíèêè
è îêðóæíîñòè ïðè ïîìîùè öèðêóëÿ è ëèíåéêè, ìû âûñòóïàåì â âèäå
ñóùåñòâà, ñïîñîáíîãî îõâàòèòü ñâîèìè ÷óâñòâàìè âñ¼ èëè ïî÷òè âñ¼ ïðî-
ñòðàíñòâî. Äàæå ïëîñêàòèêè, æèâóùèå íà ïîâåðõíîñòè ñôåðû, ìîãóò ñå-
áÿ ìûñëèòü òàêèìè ñóùåñòâàìè, �ðàçìàçàííûìè� ïî âñåé ñôåðå.
Íåñêîëüêî èíàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò ïðè ðàññìîòðåíèè ãåîìåòðèè â

íåèíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà. Â êàæäîé òî÷êå òàêîé ñèñòåìû íàõî-
äÿòñÿ íàáëþäàòåëè, ñïîñîáíûå ëèøü ëîêàëüíî èçìåðÿòü âðåìÿ è ðàññòîÿ-
íèÿ â ñâîåé íåïîñðåäñòâåííîé îêðåñòíîñòè. Îíè îïðåäåëÿþò ôèçè÷åñêîå
ðàññòîÿíèå ê ñîñåäíèì íàáëþäàòåëåì êàê âðåìÿ ïðîâåäåíèÿ ðàäèîëî-
êàöèîííîãî ýêñïåðèìåíòà ñ äâèæåíèåì ñâåòà �òóäà è îáðàòíî�. �Ïðÿìàÿ�
(ãåîäåçè÷åñêàÿ) ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè îêàçûâàåòñÿ ñîñòîÿùåé èç ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè îòðåçêîâ ìåæäó áëèæàéøèìè äðóã ê äðóãó íàáëþäàòåëÿ-
ìè. Ðàçáèåíèå ïðÿìîé íà òàêèå îòðåçêè ÿâëÿåòñÿ âàæíûì. Íàïîìíèì,
íàïðèìåð, ÷òî ïðîñòðàíñòâî â ðàâíîóñêîðåííîé ñèñòåìå ÿâëÿåòñÿ åâêëè-
äîâûì ñ ðàññòîÿíèåì â êîîðäèíàòàõ Ì¼ëëåðà ðàâíûì dl2 = dx2+dy2. Ïðè
ýòîì, ëó÷è ñâåòà äâèæóòñÿ ïî èñêðèâë¼ííûì ëèíèÿì, à íå ïðÿìûì. Ê
òîìó æå, êîíå÷íîå ðàäèîëîêàöèîííîå ðàññòîÿíèå ðàâíî l = ln(1+ ax)/a,
à íå l = x. Åñëè áû íàáëþäàòåëè ïðèíÿëè çà îïðåäåëåíèå ïðÿìîé òðàåê-
òîðèþ èìïóëüñà ñâåòà, îíè áû ïîëó÷èëè äðóãóþ ãåîìåòðèþ. Âî âðàùà-
þùåéñÿ ñèñòåìå òàêîå îïðåäåëåíèå ïðèíÿòü áûëî áû äîñòàòî÷íî çàòðóä-
íèòåëüíûì, ò.ê. òðàåêòîðèÿ ñâåòà, äâèæóùåãîñÿ èç òî÷êè A â òî÷êó B íå
ñîâïàäàåò ñ òðàåêòîðèåé åãî äâèæåíèÿ èç B â A. Ïîýòîìó ïðèíèìàåòñÿ
îïðåäåëåíèå áåñêîíå÷íî áëèçêîãî ðàäèîëîêàöèîííîãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
äâóìÿ ñîñåäíèìè òî÷êàìè. Èìåííî ýòî îïåðàöèîííîå îïðåäåëåíèå ïðè-
âîäèò ê íååâêëèäîâîñòè ïðîñòðàíñòâåííîé ãåîìåòðèè íåèíåðöèàëüíûõ
ñèñòåì.
Îòìåòèì å¼ îäèí âàæíûé ìîìåíò. Íåñìîòðÿ íà âîçìîæíóþ íåâêëèäî-

âîñòü ïðîñòðàíñòâåííîé ãåîìåòðèè íåèíåðöèàëüíûõ ñèñòåì îòñ÷¼òà, ãåî-
ìåòðèÿ èõ 4-ïðîñòðàíñòâà ñîáûòèé îñòà¼òñÿ ïñåâäîåâêëèäîâîé è èìååò
íóëåâóþ êðèâèçíó. Â îòëè÷èå îò ýòîãî, â òåîðèè ãðàâèòàöèè Ýéíøòåéíà
ïîñòóëèðóåòñÿ, ÷òî ìàññèâíûå òåëà èñêðèâëÿþò ïðîñòðàíñòâî ñîáûòèé.
Äëÿ íåóñòðàíèìûõ ãðàâèòàöèîííûõ ïîëåé íè êàêèì ïðåîáðàçîâàíèåì êî-
îðäèíàò íåëüçÿ ïîäîáíîå èñêðèâë¼ííîå ïðîñòðàíñòâî ïðèâåñòè ê ìåòðèêå
Ìèíêîâñêîãî ds2 = dT 2 − dR2. Èìåííî îòñóòñòâèå èëè íàëè÷èå êðèâèç-
íû â ïðîñòðàíñòâå ñîáûòèé ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé, ïðîõîäÿùåé ìåæäó ñïå-
öèàëüíîé òåîðèåé îòíîñèòåëüíîñòè (êîòîðîé ïîñâÿùåíà ýòà êíèãà) è
îáùåé òåîðèåé îòíîñèòåëüíîñòè (òåîðèè ãðàâèòàöèè Ýéíøòåéíà).
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11.8 Íåìíîãî àëãåáðû ∗∗

• Ôóíäàìåíòàëüíûì ïîíÿòèåì ìàòåìàòèêè ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî �
îáúåäèíåíèå íåêîòîðûõ îáúåêòîâ ïî îïðåäåë¼ííûì ïðèçíàêàì (ìíîæå-
ñòâî âñåõ ôóíêöèé, ìíîæåñòâî âåêòîðîâ, ìíîæåñòâî óìíûõ áëîíäèíîê
è ò.ï.) Ìíîæåñòâî ìîæåò áûòü è ïóñòûì, ò.å. íå ñîäåðæàùèì ýëåìåí-
òîâ (∅). Çàïèñü a ∈ V îçíà÷àåò, ÷òî îáúåêò a ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó
V. Íà ìíîæåñòâå ìîæíî ââîäèòü îïåðàöèè. Íàïðèìåð, áèíàðíàÿ îïåðà-

öèÿ (ôóíêöèÿ ñ äâóìÿ àðãóìåíòàìè) ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ëþáûì äâóì
ýëåìåíòàì ìíîæåñòâà a,b ∈ V íåêîòîðûé òðåòèé ýëåìåíò c ∈ V. Ýòî
îáîçíà÷àåòñÿ òàê: V×V 7→ V (êðåñòèê ýòî íå âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå, à
ìíîæåñòâî âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð V). Ïîäîáíûå îïåðàöèè ìîæíî çàïè-
ñûâàòü â ôóíêöèîíàëüíîé ôîðìå f(a,b) = c èëè îïåðàòîðíîé a+b = c.
Íåêîòîðûå îïåðàöèè ìîãóò áûòü êîììóòàòèâíûìè è àññîöèàòèâíûìè:

a+ b = b+ a, a+ (b+ c) = (a+ b) + c.

Ìîæíî ïîñòóëèðîâàòü ñóùåñòâîâàíèå âûäåëåííîãî ýëåìåíòà 0 ∈ V è îá-
ðàòíîãî ê a ýëåìåíòà (−a), òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáîãî a ñïðàâåäëèâî:

0+ a = a, a+ (−a) = 0.

Ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ñ òàêîé îïåðàöèåé íàçûâàåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Ω, íà ýëåìåíòàõ êîòîðîãî ââåä¼ì äâå áèíàðíûå
(Ω × Ω 7→ Ω) îïåðàöèè, êîòîðûå îáîçíà÷èì êàê α + β è α · β. Ïóñòü
îíè ÿâëÿþòñÿ àáåëåâûìè ãðóïïàìè. Îòíîñèòåëüíî �ñëîæåíèÿ� îáðàòíûé
ýëåìåíò îáîçíà÷àåòñÿ êàê (−α), à âûäåëåííûé � êàê 0. Îòíîñèòåëüíî
�óìíîæåíèÿ� ýòî α−1 è 1:

α + β = β + α
∣∣∣ α · β = β · α

α + (β + γ) = (α+ β) + γ
∣∣∣ α · (β · γ) = (α · β) · γ

0 + α = α
∣∣∣ 1 · α = α

α + (−α) = 0
∣∣∣ α · α−1 = 1.

Ñâÿæåì ýòè äâå (ïîêà íåçàâèñèìûå!) îïåðàöèè ïðè ïîìîùè àêñèîìû:

α · (β + γ) = (α · β) + (α · γ),

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ äèñòðèáóòèâíîñòüþ îòíîñèòåëüíî �óìíîæåíèÿ�. Äâå
àáåëåâû ãðóïïû íà îäíîì ìíîæåñòâå, ñâÿçàííûå äèñòðèáóòèâíîñòüþ, â
àëãåáðå íàçûâàþòñÿ êîììóòàòèâíûì òåëîì. Íàèáîëåå ïðèâû÷íûå ïðè-
ìåðû � ýòî ìíîæåñòâà ðàöèîíàëüíûõ Q, âåùåñòâåííûõ R è êîìïëåêñíûõ
Z ÷èñåë ñ àðèôìåòè÷åñêèìè ñëîæåíèåì è óìíîæåíèåì.
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• Ïîêà ìíîæåñòâà Ω è V íèêàê íå áûëè ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì. Âñå
òðè ââåäåííûå îïåðàöèè, îïðåäåëÿþùèå àáåëåâó ãðóïïó è êîììóòàòèâ-
íîå òåëî, áûëè çàìêíóòûìè (ò.å. àðãóìåíòû ôóíêöèè=îïåðàöèè è å¼
ðåçóëüòàò îñòàâàëñÿ â îäíîì ìíîæåñòâå). Ââåä¼ì òåïåðü ÷åòâ¼ðòóþ îïå-
ðàöèþ, êîòîðóþ ïî áåäíîñòè òàêæå áóäåì îáîçíà÷àòü òî÷êîé. Îäíàêî ýòî
áóäåò óæå ôóíêöèÿ âèäà: Ω× V 7→ V. Ïåðâûé å¼ àðãóìåíò � ýëåìåíò èç
Ω, âòîðîé � èç V, à ðåçóëüòàò íàõîäèòñÿ â ìíîæåñòâå V, ò.å. (α · a) ∈ V.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ââåäåííûå ÷åòûðå ôóíêöèè (ñòîèò èõ âñå íàéòè â

ôîðìóëàõ íèæå) óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì àêñèîìàì:

(α · β) · a = α · (β · a),
α · (a+ b) = (α · a) + (α · b),
(α + β) · a = (α · a) + (β · a).

Ïåðâîå ñîîòíîøåíèå ìîæíî íàçâàòü àññîöèàòèâíîñòüþ, ïðàâäà, ñðàçó
äëÿ äâóõ îïåðàöèé (òî÷êè èìåþò ðàçëè÷íûé ñìûñë), à âòîðîå è òðåòüå �
äèñòðèáóòèâíîñòüþ (õîòÿ â òðåòüåì ïëþñû òàêæå ðàçëè÷íû). Âûäåëåí-
íûå ýëåìåíòû ìíîæåñòâ ñâÿæåì ñëåäóþùèì îáðàçîì (ðàçëè÷àåì 0 ∈ V
è 0 ∈ Ω):

1 · a = a, (−1) · a = (−a), α · 0 = 0, 0 · a = 0.

Ëþáûå ìíîæåñòâà îáúåêòîâ äâóõ âèäîâ Ω è V, óäîâëåòâîðÿþùèå âñåì
ýòèì àêñèîìàì, íàçûâàþòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì, à ýëåìåíòû ìíî-
æåñòâà V � âåêòîðàìè.
Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ n-ìåðíûì, åñëè â í¼ì ñóùåñòâóåò n

ýëåìåíòîâ e1, ..., en (áàçèñíûõ âåêòîðîâ), êîòîðûå ëèíåéíî íåçàâèñèìû
(íè îäèí èç íèõ íå ðàâåí ñóììå îñòàëüíûõ ñ íåêîòîðûìè êîýôôèöèåí-
òàìè). Ïðè ýòîì ëþáîé âåêòîð a ìîæíî �ðàçëîæèòü� ïî ýòîìó áàçèñó ñ
êîýôôèöèåíòàìè ai (êîâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû). Èõ ïåðå÷èñëåíèå ïîë-
íîñòüþ îïðåäåëÿåò âåêòîð â äàííîì áàçèñå:

a = aiei = a1e1 + ...+ anen.

Âñ¼ èçëîæåííîå âûøå, ÿâëÿåòñÿ àáñòðàêòíûì àëãåáðàè÷åñêèì ïîäõî-
äîì ê ïîíÿòèþ âåêòîðà. Àáñòðàêòíîñòü (âçãëÿä ñ áîëåå îáùåé òî÷êè
çðåíèÿ) â äàííîì ñëó÷àå îçíà÷àåò, ÷òî ïîäîáíûå îïðåäåëåíèÿ è àêñè-
îìû âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ñàìûõ ðàçëè÷íûõ êîíñòðóêòèâíûõ (�îáû÷íûõ�)
ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Íàïðèìåð, íàïðàâëåííûé îòðåçîê (ñòðåëêà) â
åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè ðàäèóñ-âåêòîðà (ñêî-
ðîñòü), 4-âåêòîð ïðîñòðàíñòâà òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, âñ¼ ýòî, ñ àëãåá-
ðàè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, âåêòîðû.
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• Êðîìå áàçîâûõ ôóíêöèé (îïåðàöèé) ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ, êîòî-
ðûå îïðåäåëÿþò àëãåáðó âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà, íà í¼ì ìîæíî äîïîë-
íèòåëüíî ââîäèòü è äðóãèå ôóíêöèè. Òàê, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå a · b
� ýòî áèíàðíàÿ, ëèíåéíàÿ, ñèììåòðè÷íàÿ, âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ
âåêòîðîâ V × V 7→ R, êîòîðàÿ ëþáûì äâóì âåêòîðàì ñòàâèò â ñîîòâåò-
ñòâèå âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Â ôóíêöèîíàëüíîì âèäå ñêàëÿðíîå ïðîèçâå-
äåíèå ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: g(a,b). Äåéñòâèå ýòîé ôóíê-
öèè íà áàçèñíûå âåêòîðû îïðåäåëÿåò ìåòðèêó âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà:

gij = ei · ej ≡ g(ei, ej).

Ïðè ïîìîùè ýòèõ ÷èñåë (îäèí ðàç çàäàííûõ â äàííîì áàçèñå) ìû ìî-
æåì âû÷èñëÿòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ äâóõ âåêòîðîâ (çíà÷åíèå
ôóíêöèè g), åñëè îíè çàäàíû â ýòîì æå áàçèñå ïðè ïîìîùè êîìïîíåíò:

a · b ≡ g(a,b) = (aiei) · (bjej) = gij a
ibj.

Îäèí-ôîðìà ω(a) � ýòî ëèíåéíàÿ âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ íà âåê-
òîðàõ: V 7→ R (êàæäîìó âåêòîðó ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå âåùåñòâåííîå
÷èñëî). Â äàííîì áàçèñå ôîðìó, êàê è âåêòîð, ìîæíî âûðàæàòü (îïðåäå-
ëÿòü) ïðè ïîìîùè å¼ êîìïîíåíò. Äëÿ ýòîãî âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ýòîé
ôóíêöèè îò áàçèñíûõ âåêòîðîâ:

ωi = ω(ei).

Çàäàâ ýòè ÷èñëà, ìîæíî âû÷èñëèòü 1-ôîðìó (íàéòè çíà÷åíèå ôóíêöèè)
îò ëþáîãî âåêòîðà:

ω(a) = ω(aiei) = aiω(ei) = ωia
i.

Ïîýòîìó, êàê âåêòîð a = {a1, ..., an}, òàê è ôîðìó ω = {ω1, ..., ωn} ìîæíî
çàäàòü, ïåðå÷èñëèâ n âåùåñòâåííûõ ÷èñåë (â äàííîì áàçèñå).
Îò îäíîãî áàçèñà ei ìîæíî ïåðåõîäèòü ê äðóãîìó áàçèñó ẽi ïðè ïîìîùè

íàáîðà n2 ÷èñåë (ìàòðèöû ïåðåõîäà, ïî j ñóììà îò 1 äî n):

ẽi = ej R
j
i.

Âåêòîð a (ýëåìåíò ìíîæåñòâà V) ïðè ñìåíå áàçèñà íå ìåíÿåòñÿ, íî ìå-
íÿþòñÿ åãî êîìïîíåíòû:

a = aiei = ãiẽi, ai = Ri
j ã

j.

Ïðè ñìåíå áàçèñà ïðîñòðàíñòâà V ìåíÿþòñÿ è êîìïîíåíòû 1-ôîðì:

ω̃i = ω(ẽi) = ω(ej R
j
i) = ω(ej)R

j
i = ωj R

j
i,

ãäå Rj
i âûíåñåíû çà ôóíêöèþ ω, òàê êàê îíà ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé.
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• Ìíîæåñòâî 1-ôîðì, íàïðèìåð, êàê âñå ñîâîêóïíîñòè n âåùåñòâåí-
íûõ ÷èñåë ω = {ω1, ..., ωn} (èõ êîìïîíåíò), â ñâîþ î÷åðåäü, îáðàçóåò
âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî (ïðîâåðüòå, ÷òî íàáîðû óïîðÿäî÷åííûõ n ÷èñåë
óäîâëåòâîðÿþò àêñèîìàì âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà). Îíî, â îáùåì ñëó-
÷àå, íå ñâÿçàíî ñ èñõîäíûì (ê êîòîðîìó îòíîñÿòñÿ àðãóìåíòû ôîðì) è
íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæ¼ííûì ïðîñòðàíñòâîì V∗. Ïîýòîìó 1-ôîðìû èíîãäà
íàçûâàþò êîâåêòîðàìè (âåêòîðàìè ñîïðÿæåííîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà V∗). Òàêèì îáðàçîì, 1-ôîðìû ω, ñ îäíîé ñòîðîíû, ýòî ôóíêöèè â
ïðîñòðàíñòâå V, à ñ äðóãîé ñòîðîíû � âåêòîðû, ïðèíàäëåæàùèå V∗.

Â ñîïðÿæ¼ííîì ïðîñòðàíñòâå V∗ ìîæíî ââåñòè áàçèñ e1, ..., en è ëèíåé-
íûå ôóíêöèè îäíîãî àðãóìåíòà (1-ôîðìû). Ýòè ôóíêöèè îáðàçóþò íîâîå
âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V∗∗ è ò.ä. Òàêóþ öåïî÷êó ìîæíî îáîðâàòü, åñëè
ñ÷èòàòü, ÷òî 1-ôîðìû ïðîñòðàíñòâà V∗ ÿâëÿþòñÿ âåêòîðàìè ïðîñòðàí-
ñòâà V. Òîãäà â V∗ ìîæíî çàäàòü n 1-ôîðì e1, ..., en, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ
íà âåêòîðàõ V∗ ðàâíû êîìïîíåíòàì ýòèõ âåêòîðîâ êàê 1-ôîðì â V:

ei(ω) = ωi, ei(e
j) = δji ,

ãäå e1, ..., en áàçèñ â V∗. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî èìåíà ei ýòèõ 1-ôîðì V∗

ñîâïàäàþò ñ èìåíàìè áàçèñà â V, ãäå îíè óæå âûñòóïàþò êàê âåêòîðû.
Àíàëîãè÷íî, â îáðàòíóþ ñòîðîíó, áàçèñíûå âåêòîðû ei ∈ V∗ âûñòóïàþò
1-ôîðìàìè â V ñî ñâîéñòâàìè

ei(a) = ai, ei(ej) = δij.

Ìîæíî òàêæå ãîâîðèòü î êîíòðàâàðèàíòíîì ìåòðè÷åñêîì òåíçîðå, êàê
î ëèíåéíîé áèíàðíîé ôóíêöèè íà V∗, äàþùåé ÷èñëà gij = g(ei, ej), íà
áàçèñíûõ âåêòîðàõ ei. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî gikgkj = δij.

Èíîãäà àêñèîìàòèêó óïðîùàþò è íå ðàçëè÷àþò èñõîäíîå âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî V è åìó ñîïðÿæ¼ííîå V∗, ñ÷èòàÿ, ÷òî V∗ = V. Àíàëîãè÷íî,
â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ �îáû÷íîãî� òåíçîðíîãî àíàëèçà ìû íå ðàçëè-
÷àåì âåðõíèå è íèæíèå èíäåêñû. Õîòÿ â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ
ýòî óæå äåëàåì. Ýòà íåêîòîðàÿ ïîòåðÿ îáùíîñòè ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü
÷èñëî ñóùíîñòåé è îïåðàöèé ìåæäó íèìè. Áàçèñíûå 1-ôîðìû ei â ýòîì
ñëó÷àå ñ÷èòàþòñÿ ñîïðÿæ¼ííûì áàçèñîì e1, ..., en, ãäå âåêòîðû ei ∈ V è
óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì:

ei · ej = δij, a = aie
i = aiei, ai = gija

j, gij = ei · ej.

Òàêèì îáðàçîì, åñòü âåêòîðû òîëüêî îäíîãî òèïà (èç îäíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà). Èìåííî òàêîé óïðîù¼ííûé ïîäõîä áûë ïðèíÿò ðàíåå ïðè ðàññìîò-
ðåíèè áàçèñîâ â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ.
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• Òåíçîð òèïà (k,m) ìîæåò áûòü îïðåäåë¼í, êàê ïîëèëèíåéíàÿ ôóíê-
öèÿ T (ëèíåéíàÿ ïî êàæäîìó àðãóìåíòó) îò k 1-ôîðì è m âåêòîðîâ:

T : V∗ × ...× V∗︸ ︷︷ ︸
k

×V× ...× V︸ ︷︷ ︸
m

7→ R.

Òàêîå àëãåáðàè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ê �îáû÷íîìó�
èíäåêñíîìó âèäó, åñëè âû÷èñëèòü ýòó ôóíêöèþ îò áàçèñíûõ âåêòîðîâ
ïðîñòðàíñòâà V è áàçèñíûõ êîâåêòîðîâ åìó ñîïðÿæ¼ííîãî ïðîñòðàíñòâà
V∗. Íàïðèìåð, äëÿ (1,2)-òåíçîðà èìååì íàáîð ÷èñåë:

T i
jk = T (ei, ej, ek).

Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî V∗ = V, òî â ïåðâîì àðãóìåíòå ôóíêöèè ìîæíî òàêæå
èñïîëüçîâàòü æèðíûé øðèôò.
Â òàêîì îáùåì ïîäõîäå òåíçîð (k,m) � ýòî ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ k +m

àðãóìåíòîâ. Êàê è âåêòîð èëè 1-ôîðìà â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, îí ìî-
æåò áûòü îïðåäåë¼í (çàäàí) ïðè ïîìîùè íàáîðà nk+m ÷èñåë � êîìïîíåíò
òåíçîðà. Ñóììà k +m íàçûâàåòñÿ ðàíãîì òåíçîðà.
Åñëè çàäàíà ìàòðèöà Ri

j ïåðåõîäà ê íîâîìó áàçèñó â V, òî îíà æå
îïðåäåëÿåò (â ñèëó ïîëèëèíåéíîñòè ôóíêöèè T ) çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ
êîìïîíåíò òåíçîðà. Íàïðèìåð, äëÿ òåíçîðà (0,2) èìååì:

T̃ij = T (ẽi, ẽj) = T (epR
p
i, eq R

q
j) = Rp

iR
q
j T (ep, eq) = Rp

iR
q
j Tpq.

Àíàëîãè÷íî çàïèñûâàþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ â îáùåì ñëó÷àå. Ïðè ýòîì
äëÿ áàçèñà êîâåêòîðîâ ñîïðÿæ¼ííîãî ïðîñòðàíñòâà V∗ (1-ôîðì â V) íåîá-
õîäèìî èñïîëüçîâàòü ïðåîáðàçîâàíèå, àíàëîãè÷íîå ïðåîáðàçîâàíèþ êîí-
òðàâàðèàíòíûõ êîìïîíåíò (òèëüäà ñïðàâà!):

ei = Ri
j ẽ

j.

Äåéñòâèòåëüíî, ñ îäíîé ñòîðîíû

ei(ẽj) = ei(ekR
k
j) = ei(ek)R

k
j = δik R

k
j = Ri

j.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òîò æå ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðè-
âåäåííîãî âûøå ïðåîáðàçîâàíèÿ 1-ôîðì â V:

ei(ẽj) = Ri
k ẽ

k(ẽj) = Ri
k δ

k
j = Ri

j.

Çàìåòèì, ÷òî òåíçîð (0,1) ÿâëÿåòñÿ 1-ôîðìîé â V è âåêòîðîì â V∗.
Òåíçîð (1,0) � ýòî 1-ôîðìà â V∗ è âåêòîð â V. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
(ìåòðèêà), êàê ôóíêöèÿ g(a,b), ÿâëÿåòñÿ (0,2) òåíçîðîì. Òåíçîð íóëåâîãî
ðàíãà � ýòî ïðîñòî âåùåñòâåííîå ÷èñëî.
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• Òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèå äâóõ òåíçîðíûõ
ôóíêöèé. Íàïðèìåð, ïðè ïîìîùè òåíçîðîâ Ak = A(ek) è Bij = B(ei, ej)
ìîæíî îïðåäåëèòü òåíçîð (1,2), ò.å. ôóíêöèþ ñ òðåìÿ àðãóìåíòàìè, ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

(A⊗B )(ek, ei, ej) = A(ek)B(ei, ej).

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî (A⊗B ) � ýòî èìÿ íîâîãî òåíçîðà (ôóíêöèè). Àð-
ãóìåíòû ñëåäóþò, êàê îáû÷íî, â êðóãëûõ ñêîáêàõ ïîñëå èìåíè ôóíêöèè.
Êîìïîíåíòû ïîëó÷èâøåãîñÿ òåíçîðà ðàíãà 3 èìåþò 3 èíäåêñà è ðàâíû
ïðîèçâåäåíèþ êîìïîíåíò òåíçîðîâ A è B:

(A⊗B )kij = Ak Bij.

Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå àññîöèàòèâíî, íî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå êîììó-
òàòèâíî:

A⊗ (B ⊗ C) = (A⊗B)⊗ C, A⊗B ̸= B ⊗ A.

Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ a, b èç V
(îíè æå 1-ôîðìû èç V∗, îíè æå (1,0) - òåíçîðû). Åãî ðåçóëüòàòîì áóäåò
(2,0) òåíçîð, îïðåäåëÿåìûé â êîìïîíåíòíîì âèäå n2 ÷èñëàìè:

(a⊗ b)ij = ai bj.

Åñëè êîìïîíåíòû âåêòîðîâ ðàçëè÷íû, òî ïîëó÷èâøàÿñÿ ìàòðèöà êîìïî-
íåíò òåíçîðà a⊗ b áóäåò íå ñèììåòðè÷íà, à (a⊗ b)ij ̸= (b⊗ a)ij.
Ìíîæåñòâî âñåõ òåíçîðîâ îäíîãî òèïà (k,m) îáðàçóþò âåêòîðíîå ïðî-

ñòðàíñòâî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà âåùåñòâåííîå ÷èñëî.
Â ÷àñòíîñòè, ïðè ñëîæåíèè êîìïîíåíò äâóõ òåíçîðîâ òèïà (1,2): Ai

jk+Bi
jk

è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî: λAi
jk ñíîâà ïîëó÷àþòñÿ êîìïîíåíòû íåêîòîðîãî

òåíçîðà òîãî æå òèïà. Íà ïðèìåðå òåíçîðà (1,2) ââåä¼ì áàçèñ âåêòîðíîãî
ïðîñòðàíñòâà òåíçîðîâ:

ei ⊗ ej ⊗ ek.

Ëþáîé òåíçîð òèïà (1,2) ìîæåò áûòü ðàçëîæåí ïî ýòîìó áàçèñó:

T = T i
jk ei ⊗ ej ⊗ ek.

Íàïîìíèì, ÷òî ei ÿâëÿþòñÿ áàçèñíûìè 1-ôîðìàìè (ôóíêöèÿìè íà ïðî-
ñòðàíñòâå V), à ei � 1-ôîðìû íà ñîïðÿæ¼ííîì ïðîñòðàíñòâå V∗. Ïîýòîìó,
÷òîáû ïîëó÷èòü êîìïîíåíòû òåíçîðà, íàäî âû÷èñëèòü ôóíêöèþ:

T (er, ep, eq) = T i
jk (ei ⊗ ej ⊗ ek)(er, ep, eq) = T i

jk ei(e
r) ej(ep) e

k(eq) = T r
pq.

Àíàëîãè÷íî çàïèñûâàåòñÿ áàçèñ è ðàçëîæåíèå ïî íåìó äëÿ âåêòîðíîãî
ïðîñòðàíñòâà, çàäàâàåìîãî òåíçîðàìè ïðîèçâîëüíîãî òèïà (k,m).
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• Âíåøíÿÿ ôîðìà (≡ m-ôîðìà èëè êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ èëè àíòè-

ñèììåòðè÷åñêàÿ ôîðìà) � ýòî ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ m âåêòîðîâ, êîòî-
ðàÿ àíòèñèììåòðè÷íà ïî âñåì ñâîèì àðãóìåíòàì. Íàïðèìåð, äëÿ ëþáîé
âíåøíåé 2-ôîðìû (áèíàðíîé ôóíêöèè) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñâîéñòâî:

ω(a,b) = −ω(b, a).

Òàêèì îáðàçîì, èç êëàññà áèíàðíûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèé V × V 7→ R
ìû âûäåëÿåì ïîäêëàññ àíòèñèììåòðè÷íûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèé, êîòîðûå
íàçûâàåì âíåøíèìè ôîðìàìè. Àíàëîãè÷íî äëÿ 3-ôîðìû:

ω(a,b, c) = −ω(b, a, c) = ω(b, c, a) = −ω(c,b, a).

Ïåðåñòàíîâêà ëþáûõ äâóõ àðãóìåíòîâ âíåøíåé ôîðìû äîëæíà èçìåíèòü
çíàê ó çíà÷åíèÿ ôóíêöèè. Ïðèìåðîì âíåøíåé 3-ôîðìû ÿâëÿåòñÿ ñìå-
øàííîå ïðîèçâåäåíèå a · [b× c] â 3-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Ëþáóþ ôóíêöèþ ìîæíî �àíòèñèììåòðèçîâàòü�, ïðåâðàòèâ å¼ âî âíåø-
íþþ ôîðìó. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ñëîæèòü m! ïåðåñòàíîâîê m àðãóìåí-
òîâ ôóíêöèè ñî çíàêîì �+� äëÿ ÷¼òíûõ è �−� äëÿ íå÷¼òíûõ ïàðíûõ ïå-
ðåñòàíîâîê. Òàêîå äåéñòâèå íàçûâàåòñÿ îïåðàöèåé àëüòåðíèðîâàíèÿ Âlt.
Ïîÿñíèì å¼ íà ïðèìåðå 2-ôîðìû ω(a,b), ïîëó÷àåìîé èç ïðîèçâîëüíîé
ôóíêöèè f = f(a,b):

ω(a,b) = Âltf =
1

2

(
f(a,b)− f(b, a)

)
.

Åñëè ôóíêöèÿ f èìåëà êîìïîíåíòû fij, òî âíåøíÿÿ ôîðìà ω áóäåò èìåòü
êîìïîíåíòû:

ωij =
1

2

(
fij − fji

)
.

Ýòó æå âíåøíþþ ôîðìó ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî áàçèñó:

ω =
1

2

(
fij − fji

)
ei ⊗ ej.

Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê ei ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè (1-ôîðìàìè), òî:

ωpq = ω(ep, eq) =
1

2

(
fij − fji

)
(ei ⊗ ej)(ep, eq) =

1

2

(
fij − fji

)
δip δ

j
q .

Ñâîðà÷èâàÿ ñèìâîëû Êðîíåêåðà, ïîëó÷àåì òðåáóåìûå êîýôôèöèåíòû.
Òàê æå ñòðîèòñÿ âíåøíÿÿ 3-ôîðìà ω(a,b, c) = Âltf :

1

6

(
f(a,b, c)− f(a, c,b) + f(c, a,b)− f(b, a, c) + f(b, c, a)− f(c,b, a)

)
.

Îáû÷íî ïðèíÿòî âíåøíþþm-ôîðìó ïðè àëüòåðíèðîâàíèè äåëèòü íàm!.
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• Îïåðàöèÿ âíåøíåãî ïðîèçâåäåíèÿ (èëè êîñîãî ïðîèçâåäåíèÿ) ââîäèò-
ñÿ äëÿ äâóõ k è m ôîðì:

A ∧B =
(k +m)!

k!m!
Âlt (A⊗B).

Íàïðèìåð, ïðè âíåøíåì ïðîèçâåäåíèè äâóõ 1-ôîðì σ = σ(a) è λ = λ(a)
ïîëó÷àåì âíåøíþþ 2-ôîðìó

ω(a,b) ≡ (σ ∧ λ)(a,b) = σ(a)λ(b)− λ(a)σ(b).

Íàïîìíèì, ÷òî (σ ∧ λ) ÿâëÿåòñÿ èìåíåì âíåøíåé 2-ôîðìû, ýêâèâàëåíò-
íûì áóêâå ω, à âîò êðóãëûå ñêîáêè ïîñëå ýòîãî èìåíè � ýòî óæå àðãóìåí-
òû ôóíêöèè. Åñëè âìåñòî ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðîâ ïîäñòàâèòü âåêòîðû
áàçèñà, òî ïîëó÷èòñÿ ñâÿçü êîìïîíåíò ωij = ω(ei, ej) ôîðì:

ωij ≡ (σ ∧ λ)ij = σiλj − λiσj.

Àíàëîãè÷íî ââîäèòñÿ âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå òð¼õ k−, l−, m− ôîðì:

A∧B ∧C = A∧ (B ∧C) = (A∧B)∧C =
(k + l +m)!

k! l!m!
Âlt (A⊗B ⊗C).

Âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå k øòóê 1-ôîðì ω1(a),...,ωk(a) (èíäåêñ � íîìåð
ôîðìû, à íå å¼ êîìïîíåíòà!) ìîæíî âûðàçèòü ïðè ïîìîùè îïðåäåëèòåëÿ:

ω(a1, ..., ak) ≡ (ω1 ∧ ... ∧ ωk)(a1, ..., ak) =

∣∣∣∣∣∣
ω1(a1) ... ωk(a1)
... ... ...

ω1(ak) ... ωk(ak)

∣∣∣∣∣∣ .
Íàëè÷èå âñåâîçìîæíûõ ôàêòîðèàëîâ ÿâëÿåòñÿ âîïðîñîì ñîãëàøåíèÿ.

Â îïåðàöèè àëüòåðíèðîâàíèÿmøòóê 1-ôîðì ñòàâèòñÿ ìíîæèòåëü (1/m!),
òàê êàê ïðè àëüòåðíèðîâàíèè âîçíèêàåò m! ïåðåñòàíîâîê àðãóìåíòîâ.
Ïðè îïðåäåëåíèè êîñîãî ïðîèçâåäåíèÿ ýòè ôàêòîðèàëû ñîêðàùàþòñÿ. Â
ðåçóëüòàòå êîñîå ïðîèçâåäåíèå íå ñîäåðæèò ÷èñëîâûõ ìíîæèòåëåé.
Âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå áàçèñíûõ 1-ôîðì ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì äëÿ àíòè-

ñèììåòðè÷íûõ òåíçîðîâ òèïà (0, k). Íàïðèìåð, òåíçîð (0,2) ñ êîýôôèöè-
åíòàìè Tij = −Tji ðàâåí:

T =
1

2
Tij e

i ∧ ej.

Ìíîæèòåëü 1/2 (äëÿ òåíçîðîâ òèïà (0, k) áóäåò 1/k!) íåîáõîäèì, ÷òîáû
ïîëó÷èëèñü âåðíûå êîýôôèöèåíòû ïðè âû÷èñëåíèè ôóíêöèè îò áàçèñ-
íûõ âåêòîðîâ Tpq = T (ep, eq):

1

2
Tij (e

i∧ej)(ep, eq) =
1

2
Tij (e

i(ep)e
j(eq)−ei(eq)e

j(ep)) =
1

2
Tij (δ

i
p δ

j
q−δiq δ

j
p).

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ áàçèñ ei∧ej ∧ ... äëÿ òåíçîðîâ, êîýôôèöèåíòû
êîòîðûõ àíòèñèììåòðè÷íû ïî âåðõíèì èíäåêñàì.
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11.9 Âíåøíåå äèôôåðåíöèðîâàíèå ∗

• Ââåä¼ì â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå áàçèñ ei, îïðåäåëÿþùèé ðàçëîæå-
íèå âåêòîðà áåñêîíå÷íî ìàëîãî ñìåùåíèÿ dr = ei dx

i ïðè èçìåíåíèè êî-
îðäèíàò xi. Îáîçíà÷èì ãðàäèåíò ñêàëÿðíîé ôóíêöèè ∇f ïðè ïîìîùè
æèðíîé áóêâû df . Â ïðîèçâîëüíûõ êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ ñî âçà-
èìíûì áàçèñîì ei (íå ðàçëè÷àåì V è V∗, ñì. 709), èìååì:

df =
∂f

∂xi
ei = ∂if ei, df =

{ ∂f

∂x1
,

∂f

∂x2
,
∂f

∂x3

}
, (11.96)

ãäå â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ ïåðå÷èñëåíû êîâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû âåêòî-
ðà. Åñòåñòâåííî, ñèìâîë d íå ñòîèò ïóòàòü ñ äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè:

df = df · dr = (∂if ei) · (ej dxj) =
∂f

∂xi
dxi.

Íàïîìíèì, ÷òî ñ àëãåáðàè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ 1-ôîðìà � ýòî ëèíåéíàÿ
ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ êàæäîìó âåêòîðó ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå âåùåñòâåííîå
÷èñëî. Åñëè âåêòîð a çàäàí êîìïîíåíòàìè ai, òî 1-ôîðìà ω (ôóíêöèÿ
âåêòîðà) ìîæåò áûòü çàïèñàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì: ω(a) = ωi a

i.
Ãðàäèåíò df ÿâëÿåòñÿ 1-ôîðìîé äèôôåðåíöèàëà, ãäå df � èìÿ 1-

ôîðìû. Å¼ êîìïîíåíòû (df)i ðàâíû ÷àñòíûì ïðîèçâîäíûì (11.96). Àð-
ãóìåíòîì 1-ôîðìû âûñòóïàåò áåñêîíå÷íî ìàëîå ñìåùåíèå dr. Ðåçóëüòàò
âû÷èñëåíèÿ 1-ôîðìû: df(dr) = (df)i(dr)

i = df � ÷èñëî, ðàâíîå äèôôå-
ðåíöèàëó. Åñëè íå ðàçëè÷àòü V è V∗, òî df òàêæå ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì.
Â ëþáîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (x1, x2, x3) êîâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû âåê-

òîðà ãðàäèåíòà (11.96) îò êàæäîé êîîðäèíàòû ðàâíû (dxi)α = δiα, èëè:

dx1 = {1, 0, 0}; dx2 = {0, 1, 0}; dx3 = {0, 0, 1}. (11.97)

Òàê êàê df = (df)i e
i, òî èç (11.97) ñëåäóåò, ÷òî ãðàäèåíò îò êîîðäèíàò

åñòü íå ÷òî èíîå, êàê åù¼ îäíî îáîçíà÷åíèå âåêòîðîâ âçàèìíîãî áàçèñà:

dxi ≡ ei, dxi · ej = δij.

Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî dxi � ýòî ãðàäèåíò, à íå äèôôåðåíöèàë, ïîýòîìó åãî
êîìïîíåíòû íå ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûìè âåëè÷èíàìè!
Ïðè çàìåíå êîîðäèíàò âåêòîðû âçàèìíîãî áàçèñà ïðåîáðàçóþòñÿ àíà-

ëîãè÷íî äèôôåðåíöèàëàì êîîðäèíàò (ñì. (4.68) ñòð. 234):

dx̃i =
∂x̃i

∂xj
dxj = ∂jx̃

i dxj,

÷òî îïðàâäûâàåò íåñêîëüêî ñòðàííîå íîâîå îáîçíà÷åíèå äëÿ âåêòîðîâ
âçàèìíîãî áàçèñà.
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Èç êîâàðèàíòíûõ êîìïîíåíò âåêòîðîâ ìîæíî ïîëó÷èòü òåíçîð ïðè ïî-
ìîùè òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

(a⊗ b)αβ = aαbβ.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü êîñîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ, êàê àíòè-
ñèììåòðè÷íûé òåíçîð:

(a ∧ b)αβ = (a⊗ b− b⊗ a)αβ = aαbβ − aβbα.

Äëÿ ãðàäèåíòîâ êîîðäèíàò èìååì:

(dxi ∧ dxj)αβ = (dxi)α(dx
j)β − (dxi)β(dx

j)α = δiαδ
j
β − δiβδ

j
α. (11.98)

Âåðõíèå èíäåêñû i è j � ýòî íîìåðà êîîðäèíàò (èëè âåêòîðîâ âçàèìíîãî
áàçèñà). Ñîáñòâåííî ê òåíçîðó îòíîñÿòñÿ íèæíèå èíäåêñû α è β. Çàïèøåì
êîìïîíåíòû ýòèõ òåíçîðîâ â ÿâíîì âèäå â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå:

dx1∧dx2 =

(
0 1 0
−1 0 0
0 0 0

)
, dx1∧dx3 =

(
0 0 1
0 0 0
−1 0 0

)
, dx2∧dx3 =

(
0 0 0
0 0 1
0 −1 0

)
.

Íàïðèìåð, (dx1 ∧ dx2)αβ = δ1αδ
2
β − δ1βδ

2
α, è ò.ä.

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ, êîñîå ïðîèçâåäåíèå ÿâëÿåòñÿ àíòèñèììåòðè÷íûì:

dxi ∧ dxj = −dxj ∧ dxi,

à êîñîå ïðîèçâåäåíèå îäèíàêîâûõ êîîðäèíàò ðàâíî íóëþ (ìàòðèöå ñî
âñåìè íóëåâûìè êîìïîíåíòàìè): dx1 ∧dx1 = dx2 ∧dx2 = dx3 ∧dx3 = 0.

Àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð F ñ äâóìÿ èíäåêñàìè Fij = −Fji îïðåäåëÿ-
åòñÿ òðåìÿ âåëè÷èíàìè F12, F13 è F23, êîòîðûå ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ
ðàçëîæåíèÿ F ïî ïîëó÷åííûì âûøå ìàòðèöàì 3× 3:

(F)αβ = F12 (dx
1 ∧ dx2)αβ + F13 (dx

1 ∧ dx3)αβ + F23 (dx
2 ∧ dx3)αβ.

Òàê êàê Fij è êîñîå ïðîèçâåäåíèå àíòèñèììåòðè÷íû, ìîæíî îäíîâðåìåí-
íî ïåðåñòàâëÿòü èõ èíäåêñû: F12 dx

1 ∧ dx2 = F21 dx
2 ∧ dx1, ïîýòîìó:

F =
∑
i<j

Fij dx
i ∧ dxj =

1

2
Fij dx

i ∧ dxj,

ãäå, êàê îáû÷íî, ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì i, j ïðîâîäèòñÿ ñóììèðîâà-
íèå áåç óêàçàíèÿ çíàêà ñóììû. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå àíòèñèììåòðè÷íîãî
òåíçîðà íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîé 2-ôîðìîé. Ðàçëîæåíèå âåêòîðà
ïî âçàèìíîìó áàçèñó A = Ai dx

i ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîé 1-ôîðìîé.
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• Çàïèøåì åù¼ ðàç çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðàäèåíòà êîîðäèíàò (âåê-
òîðîâ âçàèìíîãî áàçèñà) ïðè ñìåíå ñèñòåìû êîîðäèíàò:

dx̃i =
∂x̃i

∂xj
dxj = ∂jx̃

i dxj.

Ðàññìîòðèì äåêàðòîâóþ è ïîëÿðíóþ ñèñòåìû êîîðäèíàò â 2-ìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå:{

x = r cϕ
y = r sϕ

∣∣∣∣ =>
dx = ∂rxdr + ∂ϕxdϕ = cϕdr − rsϕdϕ
dy = ∂ry dr + ∂ϕy dϕ = sϕdr + rcϕdϕ.

Ïåðåìíîæèì ãðàäèåíòû êîîðäèíàò êîñûì îáðàçîì:

dx ∧ dy = (cϕdr − rsϕdϕ) ∧ (sϕdr + rcϕdϕ) = rc2ϕdr ∧ dϕ− rs2ϕdϕ ∧ dr,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî dr∧dr = dϕ∧dϕ = 0. Ïåðåñòàâëÿÿ dϕ∧dr = −dr∧dϕ,
îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

dx ∧ dy = r dr ∧ dϕ. (11.99)

Ýòî ñîîòíîøåíèå îïðåäåëÿåò 2-ôîðìó ïëîùàäè â äåêàðòîâûõ (ñëåâà) è â
ïîëÿðíûõ (ñïðàâà) êîîðäèíàòàõ. Äåéñòâèòåëüíî, â ïîëÿðíûõ êîîðäèíà-
òàõ äëèíà äóãè ðàâíà rdϕ, è óìíîæàÿ å¼ íà dr, ïîëó÷àåì ïëîùàäü:

Åñòåñòâåííî ïîäîáíàÿ ìíåìîíèêà ÿâëÿåòñÿ îãðóáëåíèåì ñìûñëà óðàâíå-
íèÿ (11.99). Íà ñàìîì äåëå (11.99) � ýòî íå ïðîèçâåäåíèå äèôôåðåíöèà-
ëîâ, à òåíçîðíîå âûðàæåíèå (11.98). Îäíàêî, åñëè åãî ñâåðíóòü ñ äâóìÿ
áåñêîíå÷íî ìàëûìè ñìåùåíèÿìè dr è dr′, ìû ïîëó÷èì ïðàâèëüíîå âûðà-
æåíèå äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ïëîùàäè. Â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ:

(dx ∧ dy)αβ dr
αdr′

β
=
(
dx dy

)( 0 1
−1 0

)(
dx′

dy′

)
= dxdy′ − dydx′.

Òàêèì îáðàçîì, ïàðíîå êîñîå ïðîèçâåäåíèå dxi ∧ dxj èìååò ñìûñë 2-
ôîðìû (àíòèñèììåòðè÷íîé ôóíêöèè îò äâóõ âåêòîðîâ), ïðè ïîìîùè êî-
òîðîé ìîæíî ïîëó÷àòü çíà÷åíèÿ ïðîåêöèè ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà
(ïîñòðîåííîãî íà ýòèõ âåêòîðàõ) íà êîîðäèíàòíûå ïëîñêîñòè (xi, xj). Â
ôóíêöèîíàëüíîé ôîðìå ýòî ìîæíî çàïèñàòü ïðè ïîìîùè àíòèñèììåò-
ðè÷íîé ôóíêöèè dS(dr, dr′) =ïëîùàäü, ãäå dS = dxi ∧ dxj � 2-ôîðìà.
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• Â ïðîèçâîëüíûõ êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ xi = (x1, x2, x3) ðîëü
äåêàðòîâûõ ïëîñêîñòåé èãðàþò ïîâåðõíîñòè, âîçíèêàþùèå ïðè ïîñëåäî-
âàòåëüíîì ôèêñèðîâàíèè çíà÷åíèÿ îäíîé èç êîîðäèíàò. Òàê, êîîðäèíàò-
íàÿ ïîâåðõíîñòü (x1, x2) èìååò óðàâíåíèå x3 = const. Â äåêàðòîâûõ êî-
îðäèíàòàõ ïðîñòðàíñòâî ðàçáèâàåòñÿ íà ïðÿìîóãîëüíûå ÿ÷åéêè. Â êðè-
âîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ ÿ÷åéêè èìåþò ðàçëè÷íûé ðàçìåð è îðèåíòà-
öèþ. Íàïðèìåð, â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ýòî íàáîð âëîæåííûõ ñôåð
(r = const), ðàçðåçàííûõ ïëîñêîñòÿìè ïàðàëëåëåé (θ = const) è ìåðèäè-
àíîâ (ϕ = const). Îðèåíòàöèÿ êàæäîé òàêîé ÿ÷åéêè îïðåäåëÿåòñÿ âåêòî-
ðàìè êðèâîëèíåéíîãî áàçèñà ei. 2-ôîðìà ïîâåðõíîñòè, íàïðèìåð, rdr∧dϕ
â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå, îïðåäåëÿåò îðèåíòàöèþ êîîðäèíàòíîé ïëîñ-
êîñòè. Ñâåðòêà ýòîé ôîðìû ñ äâóìÿ âåêòîðàìè ìàëûõ ñìåùåíèé ðàâíà
ïðîåêöèè ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà ýòèõ âåêòîðàõ, íà êîîðäè-
íàòíóþ ïëîñêîñòü êðèâîëèíåéíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Â 3-õ èçìåðåíèÿõ
âîçìîæíû 3 êîìáèíàöèè {dy ∧ dz, dz ∧ dx, dx ∧ dy}, êîòîðûå óñëîâíî
ìîæíî ñ÷èòàòü êîìïîíåíòàìè 3-âåêòîðà ïëîùàäè (dS)i. Õîòÿ íà ñàìîì
äåëå ýòî òðè 2-ôîðìû (àíòèñèììåòðè÷íûå òåíçîðû (dS)iαβ).

• Àíàëîãè÷íî êîñîìó ïðîèçâåäåíèþ äâóõ ñîìíîæèòåëåé â ïðîñòðàí-
ñòâå ñ ðàçìåðíîñòüþ n > 2 ìîæíî îïðåäåëèòü òðîéíîå êîñîå ïðîèçâåäå-
íèå, àíòèñèììåòðè÷íîå ïðè ïåðåñòàíîâêå ëþáûõ ñîìíîæèòåëåé. Íàïðè-
ìåð, â 3-ìåðíûõ äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ, ïîëüçóÿñü ñâîéñòâîì ïàðíîãî
êîñîãî óìíîæåíèÿ, ïåðåñòàâèì dx è dz:

dx ∧ dy ∧ dz = −dy ∧ dx ∧ dz = dy ∧ dz ∧ dx = −dz ∧ dy ∧ dx.

Â êîìïîíåíòàõ îíî îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî äâîéíîìó êîñîìó ïðîèçâå-
äåíèþ ïðè ïîìîùè àíòèñèììåòðèçàöèè êîìïîíåíò ãðàäèåíòîâ ïî âñåì
òð¼ì èíäåêñàì. Ýòî óäîáíî çàïèñàòü ïðè ïîìîùè îïðåäåëèòåëÿ:

(dx∧dy∧dz)αβγ =

∣∣∣∣∣∣
(dx)α (dy)α (dz)α
(dx)β (dy)β (dz)β
(dx)γ (dy)γ (dz)γ

∣∣∣∣∣∣ =
(dx)α(dy)β(dz)γ − (dx)α(dy)γ(dz)β

+(dx)β(dy)γ(dz)α − (dx)β(dy)α(dz)γ

+(dx)γ(dy)α(dz)β − (dx)γ(dy)β(dz)α.

Òàê êàê dx ∧ dx = 0, òî â n−ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå âîçìîæíî êîñîå ïðî-
èçâåäåíèå íå áîëåå ÷åì n ãðàäèåíòîâ.
Åñëè äâîéíîå êîñîå ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëÿåò 2-ôîðìó ïðîåêöèè ïà-

ðàëëåëîãðàììà íà êîîðäèíàòíóþ ïîâåðõíîñòü (ïëîùàäü), òî òðîéíîå êî-
ñîå ïðîèçâåäåíèå � ýòî 3-ôîðìà ïðîåêöèè ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííî-
ãî íà òð¼õ áåñêîíå÷íî ìàëûõ ñìåùåíèÿõ dr, dr′ è dr′′. Â 3-ìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå ýòî áóäåò îáú¼ì. Àíòèñèììåòðèçàöèÿ êîñîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïðè
ïåðåõîäå îò äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ê êðèâîëèíåéíîé áóäåò äà-
âàòü ïðàâèëüíûé ÿêîáèàí ýòîãî îáú¼ìà (ìíîæèòåëü ïðè dx1∧dx2∧dx3).
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• Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû ïîçâîëÿþò â åäèíîì âèäå çàïèñàòü àíà-
ëîãè ãðàäèåíòà, ðîòîðà è äèâåðãåíöèè äëÿ ïðîñòðàíñòâ ïðîèçâîëüíîé
ðàçìåðíîñòè. Íàïîìíèì, ÷òî ðîòîð (êàê âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå îïåðà-
òîðà íàáëà íà âåêòîð) îïðåäåë¼í òîëüêî â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Òåì
íå ìåíåå, ñóùåñòâóþò åãî àíàëîãè äëÿ ðàçìåðíîñòè n > 3.

Ââåä¼ì åù¼ îäíó îïåðàöèþ, íàçûâàåìóþ âíåøíèì äèôôåðåíöèðîâà-

íèåì. Äëÿ ðàçëîæåíèÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà ïî áàçèñó dxi (1-ôîðìà):

A = Aj dx
j

âíåøíåå äèôôåðåíöèðîâàíèå îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

dA = dAj ∧ dxj = ∂iAj dx
i ∧ dxj.

Äðóãèìè ñëîâàìè, áåð¼òñÿ ãðàäèåíò îò êîìïîíåíò âåêòîðà Aj è êîñûì
îáðàçîì óìíîæàåòñÿ ñëåâà íà óæå ñòîÿùèå â âûðàæåíèè 1-ôîðìû dxj.
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ îáîçíà÷åíèÿ âíåøíåãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ìû âûáðà-
ëè áóêâó d â ïðÿìîì íåæèðíîì øðèôòå, ÷òîáû îòëè÷àòü å¼ è îò ãðàäè-
åíòà (d), è îò îáû÷íîãî äèôôåðåíöèàëà (d). Âïðî÷åì, ÷àñòî íå äåëàþò
ïîäîáíûõ ðàçëè÷èé â îáîçíà÷åíèÿõ.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ âíåøíåå äèôôåðåíöèðîâàíèå 2-ôîðì:

F =
1

2
Fij dx

i ∧ dxj.

Äëÿ ýòîãî áåð¼òñÿ ãðàäèåíò è êîñûì îáðàçîì ñëåâà óìíîæàåòñÿ íà óæå
ñóùåñòâóþùåå êîñîå ïðîèçâåäåíèå:

dF =
1

2
dFij ∧ dxi ∧ dxj =

1

2
∂kFij dx

k ∧ dxi ∧ dxj.

Äâîéíîå ïðèìåíåíèå îïåðàöèè âíåøíåãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ âñåãäà
ïðèâîäèò ê íóëåâîìó ðåçóëüòàòó:

d2 = 0. (11.100)

Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòî íà ïðèìåðå äâîéíîãî äèôôåðåíöèàëà 1-ôîðìû:

d2A = d(dA) = d(∂iAj dx
i ∧ dxj) = ∂k∂iAj dx

k ∧ dxi ∧ dxj = 0.

Òàê êàê ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî k-òîé è i-òîé êîîðäèíàòå ïåðåñòàíî-
âî÷íû (ñèììåòðè÷íû), à êîñîå ïðîèçâåäåíèå àíòèñèììåòðè÷íî, òî ýòî
âûðàæåíèå ðàâíî íóëþ.

Íà ïðèìåðå 3-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ïðîäåìîíñòðèðóåì ñâÿçü âíåø-
íåãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è îïåðàöèé äèâåðãåíöèè è ðîòîðà îáû÷íîãî
âåêòîðíîãî àíàëèçà.
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• Ïóñòü â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ 1-ôîðìà ðàâíà:

A = Ax dx+ Ay dy + Az dz. (11.101)

Íàéä¼ì å¼ âíåøíèé äèôôåðåíöèàë dA:(∂Ax

∂y
dy+

∂Ax

∂z
dz
)
∧dx+

(∂Ay

∂x
dx+

∂Ay

∂z
dz
)
∧dy+

(∂Az

∂x
dx+

∂Az

∂y
dy
)
∧dz,

ãäå îïóùåíû ÷ëåíû, êîòîðûå â êîñîì ïðîèçâåäåíèè äàäóò íîëü dx∧ dx,
è ò.ä. Ïåðåñòàâëÿÿ ìåñòàìè ãðàäèåíòû êîîðäèíàò, ïîëó÷àåì:

dA =
(∂Az

∂y
− ∂Ay

∂z

)
dy∧dz+

(∂Ax

∂z
− ∂Az

∂x

)
dz∧dx+

(∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y

)
dx∧dy.

Òàêèì îáðàçîì, â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå âíåøíåå äèôôåðåíöèðîâàíèå 1-
ôîðìû âåêòîðà ðàâíî ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ âåêòîðà ðîòîðà íà �âåê-
òîð� ïëîùàäè dA = [∇×A]i (dS)

i, èìåþùåé ïðîåêöèè íà êîîðäèíàòíûå
ïëîñêîñòè (dS)i = {dy ∧ dz, dz ∧ dx, dx ∧ dy}. Â 4-ìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå ýòî óæå áóäåò íå âåêòîð, à òåíçîð, íî, òåì íå ìåíåå, êîìïîíåíòû
ïîäîáíîé 2-ôîðìû áóäóò ÿâëÿòüñÿ îáîáù¼ííûì âàðèàíòîì ðîòîðà.

Àíàëîãè÷íî, ïóñòü åñòü 2-ôîðìà, êîòîðóþ â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü, êàê �ïîòîê� âåêòîðíîãî ïîëÿ:

A = Ax dy ∧ dz + Ay dz ∧ dx+ Az dx ∧ dy.

Ïðîâîäÿ âíåøíåå äèôôåðåíöèðîâàíèå, ïîëó÷àåì ïðîèçâåäåíèå äèâåð-
ãåíöèè íà �îáú¼ì�:

dA =
(∂Ax

∂x
+

∂Ay

∂y
+

∂Az

∂z

)
dx ∧ dy ∧ dz = (∇ ·A)dV.

Áóäåì ïîä âíåøíèì äèôôåðåíöèðîâàíèåì ñêàëÿðíîé ôóíêöèè (ýòî
0-ôîðìà) ïîíèìàòü å¼ ãðàäèåíò:

df ≡ df = ∂if dxi.

Òîãäà îïåðàòîðíîå òîæäåñòâî d2 = 0, ïðèìåí¼ííîå ê ñêàëÿðíîé ôóíê-
öèè, ñîîòâåòñòâóåò ðàâåíñòâó íóëþ ðîòîðà îò ãðàäèåíòà ∇ × (∇f) = 0.
Àíàëîãè÷íî, ∇ · [∇×A] = 0 (äèâåðãåíöèÿ ðîòîðà ðàâíà íóëþ) ÿâëÿåòñÿ
ñëåäñòâèåì òîæäåñòâà d2 = 0, ïðèìåí¼ííîãî ê 1-ôîðìå (11.101).

Òàêèì îáðàçîì, ãðàäèåíò, ðîòîð è äèâåðãåíöèÿ â 3-ìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå ïîëó÷àþòñÿ â âèäå âíåøíèõ äèôôåðåíöèðîâàíèé 0, 1 è 2 - ôîðì:
d(0-ôîðìà) 7→ ãðàäèåíò; d(1-ôîðìà) 7→ ðîòîð; d(2-ôîðìà) 7→ äèâåðãåíöèÿ.
Â 4-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ýòà öåïî÷êà áóäåò íà åäèíèöó äëèííåå.
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11.10 Äóàëüíûå ôîðìû è èíòåãðàëû ∗

• Â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå òåíçîð ∗F òèïà (0, n − k) íàçûâàþò äó-

àëüíûì ê òåíçîðó F òèïà (k, 0), åñëè:

(∗F )i1...in−k
=

1

k!
Ej1...jk i1...in−k

F j1...jk. (11.102)

Â ïðàâîé ÷àñòè îïðåäåëåíèÿ èä¼ò ñóììèðîâàíèå ïî ïåðâûì k èíäåêñàì
àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà Ëåâè-×èâèòû (ñòð. 670). Îñòàâøèåñÿ n − k
èíäåêñîâ îáðàçóþò äóàëüíûé òåíçîð. Çâ¼çäî÷êó íàçûâàþò îïåðàòîðîì

Õîäæà (ýòî íå êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå!). Îïåðàöèÿ äóàëèçàöèè, êàê è
îïóñêàíèå èíäåêñîâ ïðè ïîìîùè ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà Fij = gipgiqF

pq,
ñâÿçûâàåò äâà ðàçëè÷íûõ òåíçîðà. Îäíàêî ïðèíÿòî èõ îáîçíà÷àòü îäè-
íàêîâîé áóêâîé (â ñëó÷àå ñ äóàëüíîñòüþ ñòàâÿ ñëåâà çâ¼çäî÷êó). Îáû÷íî
â îïåðàöèè äóàëèçàöèè ó÷àñòâóþò àíòèñèììåòðè÷íûå òåíçîðû, òàê êàê
ñèììåòðè÷íàÿ ÷àñòü òåíçîðà ïðè ñâ¼ðòêå ñ àíòèñèììåòðè÷íûì ñèìâîëîì
Ëåâè-×èâèòû äàñò 0.
Â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ g = det(gij) > 0 ñóùåñòâóåò äâå îïåðàöèè

äóàëèçàöèè (F pq � àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð):

∗Fi =
1

2

√
g εipq F

pq, ∗Fij =
√
g εijp F

p,

ãäå ñóììèðîâàíèå âåä¼òñÿ ïî ïîñëåäíèì èíäåêñàì, ÷òî íå ïðèíöèïè-
àëüíî, òàê êàê â äàííîì ñëó÷àå εipq = εpqi, è ò.ä. Ðàñïèøåì ∗F1 (äëÿ
F ij = −F ji):

∗F1 =

√
g

2
(ε123 F

23 + ε132 F
32) =

√
g F 23.

Ïîýòîìó êîìïîíåíòû âåêòîðà, äóàëüíîãî ê òåíçîðó F ij, ðàâíû:
∗Fi =

√
g {F 23, F 31, F 12}. (11.103)

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð (0,2) èç âåêòîðà (1,0):

∗Fij =
√
g

 0 F 3 −F 2

−F 3 0 F 1

F 2 −F 1 0

 . (11.104)

Â 4-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå îïåðàöèé äóàëèçàöèè íà îäíó áîëüøå:

∗Fα = −1

6

√
−g εαµνσ F

µνσ, ∗Fαβ =
1

2

√
−g εαβµν F

µν

è
∗Fαβγ = −

√
−g εαβγµ F

µ.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà çíàêè ìèíóñ, ñâÿçàííûå ñ íå÷¼òíîé ïåðåñòàíîâêîé
èíäåêñîâ ñóììèðîâàíèÿ â àíòèñèììåòðè÷íîì ñèìâîëå εαβγδ â êîíåö.
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• Â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå äëÿ òåíçîðà F òèïà (k, 0) è äóàëüíîãî ê
íåìó òåíçîðà∗F òèïà (0, n− k) ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå òîæäåñòâî:

∗∗F = (−1)k(n−k) sign(g)F, (11.105)

ãäå sign(g) � çíàê îïðåäåëèòåëÿ g ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà. Äâå çâ¼çäî÷-
êè îçíà÷àþò äâîéíîå ïðèìåíåíèå îïåðàöèè Õîäæà (ñíà÷àëà îäèí ðàç, è
çàòåì ê ðåçóëüòàòó åù¼ ðàç). Äîêàæåì ýòî òîæäåñòâî, çàïèñàâ åãî â êî-
îðäèíàòíîì âèäå. Ïåðâàÿ äóàëèçàöèÿ ïðîâîäèòñÿ ïî ôîðìóëå (11.102).
Äâîéíàÿ äóàëèçàöèÿ ðàâíà:

(∗∗F )i1...ik =
1

(n− k)!
Ej1...jn−k i1...ik (

∗F )j1...jn−k.

Ïîäñòàâëÿÿ â ýòîò ñîîòíîøåíèå (11.102), èìååì:

(∗∗F )i1...ik =
1

k!(n− k)!
Ej1...jn−k i1...ik E

µ1...µk j1...jn−k Fµ1...µk
.

Òåíçîð Ëåâè-×èâèòû ñ íèæíèìè èíäåêñàì ðàâåí ñèìâîëó Ëåâè-×èâèòû,
óìíîæåííîìó íà

√
−g. Ñ âåðõíèìè èíäåêñàìè � ìíîæèòåëü 1/

√
−g. Ïî-

ýòîìó ïðîèçâåäåíèå òåíçîðîâ Ëåâè-×èâèòû ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ñèìâî-
ëîâ Ëåâè-×èâèòû. Âî âòîðîì ñèìâîëå Ëåâè-×èâèòû ïîìåíÿåì ìåñòàìè
ãðóïïó èíäåêñîâ µ1...µk è j1...jn−k. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ïåðåíåñòè ñíà-
÷àëà n − k ðàç âïðàâî èíäåêñ µk. Ïîÿâèòñÿ ìíîæèòåëü (−1)n−k. Çàòåì
ñòîëüêî æå ðàç ïåðåñòàâèòü èíäåêñ µk−1, è ò.ä. k ðàç. Ðåçóëüòèðóþùèé
ìíîæèòåëü (−1)k(n−k). Ïîýòîìó îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî:

Fi1...ik =
sign(g)

k!(n− k)!
εj1...jn−k i1...ik ε

j1...jn−k µ1...µk Fµ1...µk
.

Âñå èíäåêñíûå ñèìâîëû â âûðàæåíèè àíòèñèììåòðè÷íû ïðè ëþáîé ïåðå-
ñòàíîâêå äâóõ èíäåêñîâ. Â ñóììàõ ïî j1...jn−k è µ1...µk îòëè÷íû îò íóëÿ
òîëüêî òå ñëàãàåìûå, ó êîòîðûõ çíà÷åíèÿ âñåõ èíäåêñîâ ðàçëè÷íû. Â
ñóììàõ ïî j1...jn−k áóäåò (n− k)! òàêèõ íåíóëåâûõ ñëàãàåìûõ. Äëÿ êàæ-
äîãî èç íèõ â ñóììàõ ïî µ1...µk ïîëó÷èòñÿ k! ñëàãàåìûõ. Â ðåçóëüòàòå
ïîÿâëÿåòñÿ ìíîæèòåëü k!(n− k)!.
Ïîýòîìó, íàïðèìåð,

F1...k = sign(g)
k!(n− k)!

k!(n− k)!
ε(k+1)...n 1...k ε

(k+1)...n 1...k F1...k = F1...k,

ãäå k è n íå èíäåêñû, à ÷èñëà. Çíàê îïðåäåëèòåëÿ ìåòðè÷åñêîãî òåíçî-
ðà ñîêðàùàåòñÿ, ò.ê. â ïñåâäîåâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñ íå÷¼òíîé ñèã-
íàòóðîé ìåòðèêè (íàïðèìåð + + − − −) ïî îïðåäåëåíèþ ïðèíÿòî, ÷òî
ε1...n = −ε1...n = −1.
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• Êîñîå ïðîèçâåäåíèå ãðàäèåíòîâ êîîðäèíàò è îáðàçóåìûå ñ èõ ïîìî-
ùüþ ôîðìû òàêæå ÿâëÿþòñÿ òåíçîðàìè (ïî íèæíèìè èíäåêñàì). Ïîýòî-
ìó ê íèì ïðèìåíèìà îïåðàöèÿ äóàëèçàöèè. Ðàñïèøåì, íàïðèìåð, dx∧dy
â 3-ìåðíûõ äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ. Â ýòîì ñëó÷àå íèæíèå è âåðõíèå
èíäåêñû â (11.102) ñîâïàäàþò. Èñïîëüçóÿ ìàòðèöû íà ñòð. 715 è ïîëó-
÷åííûå êîìïîíåíòû ∗Fi (11.103), èìååì:

∗(dx ∧ dy)i = {(dx ∧ dy)23, (dx ∧ dy)31, (dx ∧ dy)12} = {0, 0, 1} = dz.

Òàêæå ïðîâîäÿòñÿ âû÷èñëåíèÿ äëÿ îñòàëüíûõ äâóõ ïàð êîñûõ ïðîèçâå-
äåíèé. Â ðåçóëüòàòå:

∗(dy ∧ dz) = dx, ∗(dz ∧ dx) = dy, ∗(dx ∧ dy) = dz.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà ïîðÿäîê ãðàäèåíòîâ êîîðäèíàò â êîñûõ ïðîèçâå-
äåíèÿõ. Îíè òàêèå æå êàê è ïðîèçâåäåíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðíîãî ïðîèç-
âåäåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè [a× b]y = azbx − axbz.

Àíàëîãè÷íî äëÿ (∗dx)ij = εijα (dx)α, èñïîëüçóÿ ìàòðèöó ∗Fij (11.104)
äëÿ (dx)α = {1, 0, 0}, ïîëó÷àåì ìàòðèöó dy ∧ dz (ñòð. 715), è ò.ä.:

∗dx = dy ∧ dz, ∗dy = dz ∧ dx, ∗dz = dx ∧ dy.

Òàêèì îáðàçîì, â äàííîì ñëó÷àå îïåðàöèÿ äâîéíîé äóàëèçàöèè ÿâëÿåòñÿ
åäèíè÷íîé ∗∗dx = dx, è ò.ä. Ýòîò æå ðåçóëüòàò ìîæíî áûëî ïîëó÷èòü
ñðàçó ïðè ïîìîùè ôîðìóëû (11.105), â êîòîðîé ïðè n = 3 çíàê ïëþñ
âîçíèêàåò êàê äëÿ k = 1, òàê è äëÿ k = 2.

Ìîæíî ïðèìåíÿòü äóàëèçàöèþ è ê îáùèì ôîðìàì, â êîòîðûõ ãðàäè-
åíòû êîîðäèíàò óìíîæàþòñÿ íà íåêîòîðûå ÷èñëà (èëè ôóíêöèè). Íàïðè-
ìåð:

∗A = ∗(Axdx+ Aydy + Azdz) = Ax dy ∧ dz + Ay dz ∧ dx+ Az dx ∧ dy.

Òàêàÿ ôîðìà (�ïîòîê âåêòîðà ÷åðåç ïîâåðõíîñòü�) áûëà èñïîëüçîâàíà äëÿ
ïîëó÷åíèÿ äèâåðãåíöèè. Ïîýòîìó, åñëè A = Axdx+Aydy+Azdz, òî dA
ÿâëÿåòñÿ ðîòîðîì, à d ∗A � äèâåðãåíöèåé. Ýòî óòâåðæäåíèå ïðèìåíèìî
è ê ïðîèçâîëüíûì ðàçìåðíîñòÿì ïðîñòðàíñòâà. Â ýòîì ñëó÷àå, çâåçäà
Õîäæà ïðåâðàùàåò 1-ôîðìó áåñêîíå÷íî ìàëîãî ñìåùåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå
â (n− 1)-ôîðìó ýëåìåíòà ãèïåðïîâåðõíîñòè â n−ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

Â êðèâîëèíåéíûõ (íå äåêàðòîâûõ) êîîðäèíàòàõ ôîðìóëû äóàëèçàöèè
ôîðì ñîäåðæàò ìåòðè÷åñêèé òåíçîð è åãî îïðåäåëèòåëü. Ðàññìîòðèì ïî-
äðîáíåå òàêèå ñîîòíîøåíèÿ íà ïðèìåðå ïðîñòðàíñòâà ñîáûòèé òåîðèè
îòíîñèòåëüíîñòè. Àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ òð¼õìåðíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà ïðåäëàãàåòñÿ ïîëó÷èòü â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.
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• Â 4-ìåðíîì ïñåâäîåâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå êîìïîíåíòû êîñûõ ïðî-
èçâåäåíèé ñëåäóþùèì îáðàçîì âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñèìâîëû Êðîíåêåðà

(dxµ ∧ dxν)αβ =

∣∣∣∣δµα δνα
δµβ δνβ

∣∣∣∣ , (dxµ ∧ dxν ∧ dxσ)αβγ =

∣∣∣∣∣∣
δµα δνα δσα
δµβ δνβ δσβ
δµγ δνγ δσγ

∣∣∣∣∣∣ (11.106)
èëè ó÷èòûâàÿ (ñòð. 810) ñâîéñòâà ñâ¼ðòîê ñèìâîëîâ Ëåâè-×èâèòû:

(dxµ ∧ dxν)αβ = −1

2
εµνστεαβστ , (dxµ ∧ dxν ∧ dxσ)αβγ = −εµνστεαβγτ .

Êðîìå ýòîãî ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî (∗):

εαβγδ = εαβγµ(dx
µ)δ =

1

2
εαβµν(dx

µ∧dxν)γδ =
1

6
εαµνσ(dx

µ∧dxν ∧dxσ)βγδ,

ïðîâåðÿåìîå ïîäñòàíîâêîé êîìïîíåíò êîñûõ ïðîèçâåäåíèé, çàïèñàííûõ
ïðè ïîìîùè ñèìâîëîâ Êðîíåêåðà (11.106).
Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ äó-

àëèçàöèè êîñûõ ïðîèçâåäåíèé (íèæíèå èíäåêñû êîìïîíåíò òåíçîðîâ ñëå-
âà è ñïðàâà îäèíàêîâûå è ïîýòîìó íå âûïèñàíû):

∗(dxµ) =
1

6
Eµ

αβγ dx
α ∧ dxβ ∧ dxγ, (11.107)

∗(dxµ ∧ dxν) =
1

2
Eµν

αβ dx
α ∧ dxβ, (11.108)

∗(dxµ ∧ dxν ∧ dxσ) = Eµνσ
α dx

α. (11.109)

ãäå Eµ
αβγ = gµν Eναβγ è ò.ä. Äîêàæåì, íàïðèìåð, (11.108). Ïî îïðåäåëå-

íèþ äóàëèçàöèè, èìååì:

∗(dxµ∧dxν)αβ =
1

2
Eσταβ g

σγgτλ(dxµ∧dxν)γλ =
1

2
Eσταβ g

σγgτλ(δµγ δ
ν
λ−δµλδ

ν
γ).

Ñâîðà÷èâàÿ ñ ñèìâîëàìè Êðîíåêåðà, èìååì

∗(dxµ ∧ dxν)αβ =
√
−g gµσgντ εσταβ =

√
−g gµσgντ

1

2
εστγδ(dx

γ ∧ dxδ)αβ,

ãäå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ñèìâîë Ëåâè-×èâèòû âûðàæåí ïðè ïîìîùè
òîæäåñòâà (∗) ÷åðåç êîìïîíåíòû êîñîãî ïðîèçâåäåíèÿ.
Îòìåòèì òàêæå ïðàâèëî ïåðåáðàñûâàíèÿ èíäåêñîâ (íèæå ýòî α è ν),

ñïðàâåäëèâîå äëÿ ëþáîãî àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà F µν = −F νµ :

1

2
F µν εµνστ dx

α ∧ dxσ ∧ dxτ =
1

3
F µα εµνστ dx

ν ∧ dxσ ∧ dxτ . (11.110)

Îíî äîêàçûâàåòñÿ ïðèìåíåíèåì ê íåìó îïåðàöèè äóàëèçàöèè (lH196).
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• Âûøå ìû âèäåëè (ñòð. 719), ÷òî âíåøíåå äèôôåðåíöèðîâàíèå 1-
ôîðìû ïðèâîäèò ê ðîòîðó, óìíîæåííîìó íà 2-ôîðìó ýëåìåíòà ïîâåðõ-
íîñòè. Ñ ó÷¼òîì òåîðåìû Ñòîêñà ôîðìàëüíî ìîæíî çàïèñàòü:∫

L

Ai dx
i︸ ︷︷ ︸

A

=

∫
S

[∇×A]i dS
i︸ ︷︷ ︸

dA

.

�Ñìåùåíèå� âäîëü êîíòóðà ðàâíî dxi è îïðåäåëÿåò 1-ôîðìó A. Ýëåìåíò
�ïëîùàäè� dSi = {dy ∧ dz, dz ∧ dx, dx ∧ dy} âîçíèêàåò ïðè âíåøíåì
äèôôåðåíöèðîâàíèè ýòîé 1-ôîðìû. Êàâû÷êè ó �ñìåùåíèÿ� è �ïëîùàäè�
íàïîìèíàþò, ÷òî ïîëíîöåííûìè êîíòóðàìè è ïëîùàäÿìè ýòè âûðàæåíèÿ
ñòàíóò ïðè èõ ñâåðòêå ñ âåêòîðîì, êàñàòåëüíûì ê êîíòóðó, èëè äâóìÿ
âåêòîðàìè, îáðàçóþùèìè ïàðàëëåëîãðàìì ïëîùàäè â îêðåñòíîñòè êàæ-
äîé áåñêîíå÷íî ìàëîé îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ. Èìåííî â òàêîì ñìûñëå
íåîáõîäèìî ïîíèìàòü èíòåãðàëû îò äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì, êîòîðûå
íå ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûìè âåëè÷èíàìè.

Àíàëîãè÷íî â ôîðìàõ çàïèñûâàåòñÿ òåîðåìà Ãàóññà:∫
S

Ai · dSi︸ ︷︷ ︸
A

=

∫
V

(∇ ·A)dV︸ ︷︷ ︸
dA

,

ãäå ýëåìåíò �îáú¼ìà� ðàâåí dV = dx ∧ dy ∧ dz.

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå åäèíîé èíòåãðàëüíîé òåî-
ðåìû, êîòîðàÿ îáúåäèíÿåò òåðåìó Ãàóññà è Ñòîêñà, à òàêæå ñïðàâåäëèâà
äëÿ ïðîñòðàíñòâ ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè:∫

∂D

A =

∫
D

dA, (11.111)

ãäåA � íåêîòîðàÿ ôîðìà (òåíçîð, ñâ¼ðíóòûé ñ êîñûìè ïðîèçâåäåíèÿìè),
D � îáëàñòü â ïðîñòðàíñòâå, à ∂D � å¼ ãðàíèöà. Â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå,
íàïðèìåð, D ìîæåò áûòü îòêðûòîé ïîâåðõíîñòüþ S, à ∂D � å¼ ãðàíèöåé
L, èëè D � íåêîòîðûé îáú¼ì V , à ∂D � îêðóæàþùàÿ åãî çàìêíóòàÿ
ïîâåðõíîñòü S:

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ðàçìåðíîñòü ôîðìû A è ∂D äîëæíû ñîâïàäàòü.



ÃÅÎÌÅÒÐÈß 725

• Â 4-ìåðíîì ïñåâäîåâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå â ïðîèçâîëüíûõ êðèâî-
ëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ xµ îïðåäåëèòü ïîòîê âåêòîðà ÷åðåç 2-ïîâåðõíîñòü
íåëüçÿ (êîìïîíåíò ó âåêòîðà 4, à ïðîåêöèé ýëåìåíòà ïîâåðõíîñòè íà êî-
îðäèíàòíûå ïëîñêîñòè - 6). Íî ìîæíî îïðåäåëèòü �ïîòîê� âåêòîðà �÷å-
ðåç� ãèïåðïîâåðõíîñòü (3-ìåðíûé îáúåêò!). Ýòî áóäåò 3-ôîðìà. Ïóñòü â
4-ìåðíîì ïñåâäîåâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå çàäàíà 1-ôîðìà:

A = Aµ dx
µ.

Ïî ôîðìóëå (11.107), èìååì

∗A = Aµ (
∗dxµ) =

1

6

√
−g Aν εναβγ dx

α ∧ dxβ ∧ dxγ,

ãäå Aν = gνµAµ. Âíåøíåå äèôôåðåíöèðîâàíèå ñîïðÿæ¼ííîé ôîðìû ∗A
ðàâíî:

d ∗A =
1

6
∂δ(

√
−g Aν) εναβγ dx

δ ∧ dxα ∧ dxβ ∧ dxγ.

Êîñîå ïðîèçâåäåíèå ÷åòûð¼õ ãðàäèåíòîâ (ñîïðÿæåííûõ áàçèñíûõ âåêòî-
ðîâ) îòëè÷íî îò íóëÿ òîëüêî, êîãäà âñå 4 èíäåêñà ðàçëè÷íû. Ðàñïèñûâàÿ
ñóììó ïî δ = 0, ..., 3, ïîëó÷àåì:

d ∗A = ∂ν(
√
−g Aν)dx0∧dx1∧dx2∧dx3 = DνA

ν √−g dx0∧dx1∧dx2∧dx3,

ãäå DνA
ν = ∂ν(

√
−g Aν)/

√
−g � êîâàðèàíòíàÿ 4-äèâåðãåíöèÿ â êðèâî-

ëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ (ñì. ñòð. 669). Ýòà äèâåðãåíöèÿ óìíîæàåòñÿ íà
4-ôîðìó èíâàðèàíòíîãî îáú¼ìà dV (îáðàòèì âíèìàíèå íà ìíîæèòåëü√
−g).
Ïðèìåíÿÿ èíòåãðàëüíóþ òåîðåìó (11.111), ìîæíî çàïèñàòü 4-ìåðíûé

âàðèàíò òåîðåìû Ãàóññà:∫
∂D

∗A =

∫
D

d ∗A. =>

∫
AµdS

µ =

∫
DµA

µ dV.

Åñëè æå âçÿòü âíåøíåå äèôôåðåíöèðîâàíèå îò èñõîäíîé 1-ôîðìû, òî
ïîëó÷èòñÿ 4-ìåðíûé àíàëîã ðîòîðà

dA = ∂νAµ dx
ν ∧ dxµ =

1

2
(∂νAµ − ∂µAν)dx

ν ∧ dxµ

Ñîîòâåòñòâåííî, èíòåãðàëüíàÿ òåîðåìà (11.111) ïðèâîäèò ê 4-ìåðíîé âåð-
ñèè òåîðåìû Ñòîêñà ñ èíòåãðèðîâàíèåì ïî êîíòóðó è 2-ïîâåðõíîñòè.
Íàïîìíèì åù¼ ðàç, ÷òî ïðè èíòåãðèðîâàíèè âûðàæåíèé ñ ôîðìàìè

èõ íåîáõîäèìî ñâåðíóòü ñ âåêòîðàìè ñìåùåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå, êîòîðûå
îïðåäåëÿþò êîíòóð, 2-ïîâåðõíîñòü, 3-ïîâåðõíîñòü, è ò.ä. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷àòñÿ îáû÷íûå k-êðàòíûå èíòåãðàëû.
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11.11 Ôîðìû â ôèçèêå è ãåîìåòðèè ∗

Â ýòîé êíèãå óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà áûëè çàïèñàíû óæå ïÿòüþ (!) ðàç-
ëè÷íûìè ñïîñîáàìè: â òð¼õìåðíîì âèäå ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà íàáëû
(ñòð. 282), â êîâàðèàíòíîé ôîðìå â ëîðåíöåâûõ êîîðäèíàòàõ (ñòð. 430),
íà ÿçûêå êâàòåðíèîíîâ (ñòð. 536) è ñïèíîðîâ (ñòð. 558). Íàêîíåö, â ýòîé
ãëàâå óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà çàïèñàíû ïðè ïîìîùè êîâàðèàíòíûõ ïðîèç-
âîäíûõ (ñòð. 682). Òåïåðü íàì ïðåäñòîèò îñâîèòüñÿ ñ åù¼ îäíèì ñïîñîáîì
ðàáîòû ñ ýòèìè (è àíàëîãè÷íûìè) óðàâíåíèÿìè ïîëÿ íà ÿçûêå äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ ôîðì.
Çàìåòèì, ÷òî ëþáîé èç ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ñïîñîáîâ çàïèñè óðàâíå-

íèé â èçâåñòíîé ñòåïåíè ýêâèâàëåíòåí âñåì îñòàëüíûì. Äëÿ êîíêðåòíîé
çàäà÷è âûáèðàåòñÿ òîò èíñòðóìåíò, êîòîðûé óäîáíåå (ëàêîíè÷íåå, áûñò-
ðåå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü òðåáóåìûé ðåçóëüòàò è ò.ä.). Êîâàðèàíòíîå äèô-
ôåðåíöèðîâàíèå è ôîðìû � ýòî íàèáîëåå îáùèé ïîäõîä, â òîì ñìûñëå,
÷òî îí ñïðàâåäëèâ â ðàçëè÷íûõ ïðîñòðàíñòâàõ è êîîðäèíàòàõ, à òàêæå
ëåãêî îáîáùàåòñÿ íà ïðîèçâîëüíûå ðàçìåðíîñòè. Â ëþáîì ñëó÷àå, âñå ýòè
ÿçûêè íåîáõîäèìî çíàòü, ÷òîáû ïîíèìàòü äðóãèõ ëþäåé êîòîðûå íà íèõ
�ãîâîðÿò�.
Îáðàçóåì ïðè ïîìîùè êîâàðèàíòíûõ êîìïîíåíò 4-âåêòîðà ïîòåíöèà-

ëîâAα = gαβA
β, 1-ôîðìó (æèðíûé øðèôò � ýòî ôîðìû, à íå 3-âåêòîðû!):

A = Aβ dx
β

è âîçüì¼ì îò íå¼ âíåøíèé äèôôåðåíöèàë:

F = dA = ∂αAβ dx
α∧dxβ =

1

2
(∂αAβ−∂βAα)dx

α∧dxβ =
1

2
Fαβ dx

α∧dxβ.

Ýòî 2-ôîðìà, êîìïîíåíòû êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ àíòèñèììåòðè÷íûì òåíçî-
ðîì íàïðÿæåííîñòåé ïîëÿ Fαβ = ∂αAβ − ∂βAα. Ïîëüçóÿñü ñîîòíîøåíèåì
(11.108), ñòð. 723 çàïèøåì äóàëüíóþ ê íåé ôîðìó:

∗F =
1

4
F µν Eµνστ dx

σ ∧ dxτ =
1

2
∗Fστ dx

σ ∧ dxτ ,

ãäå ∗Fαβ = (1/2)Eαβµν F
µν � êîìïîíåíòû òåíçîðà, äóàëüíîãî ê F αβ. Ââå-

ä¼ì òàêæå 1-ôîðìó òîêà
J = jαdx

α.

Äóàëüíàÿ ê íåé ôîðìà èìååò âèä:

∗J =
1

6
jαEαµνσ dx

µ ∧ dxν ∧ dxσ, (11.112)

ãäå ó÷òåíî ñîîòíîøåíèå (11.107).
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Òåïåðü âñ¼ ãîòîâî ê çàïèñè óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà íà ÿçûêå äèôôåðåí-
öèàëüíûõ ôîðì:

dF = 0, d ∗F = −4π ∗J. (11.113)

Ïåðâîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâîì, òàê êàê äâîéíîå ïðèìåíåíèå
âíåøíåãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ðàâíî íóëþ: dF = d2A = 0, ñì. ñòð. 718.
Ïîêàæåì, ÷òî îíî ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ (11.44), ñòð. 682. Áåðÿ âíåø-
íèé äèôôåðåíöèàë îò 2-ôîðìû F, èìååì:

dF =
1

2
∂µFαβ dx

µ ∧ dxα ∧ dxβ.

Ïðîèçâåäåíèå òð¼õ ãðàäèåíòîâ êîîðäèíàò àíòèñèììåòðè÷íî, ïîýòîìó ýòî
óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

dF =
1

6
(∂µFαβ + ∂αFβµ + ∂βFµα)dx

µ ∧ dxα ∧ dxβ.

Íàïðèìåð, äëÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî ñäåëàíû çàìåíû ñóììàöèîííûõ èí-
äåêñîâ µ 7→ α, α 7→ β, β 7→ µ, ïîñëå ÷åãî óïîðÿäî÷åíû �äèôôåðåíöèàëû�
â êîñîì ïðîèçâåäåíèè. Âûðàæåíèå â êðóãëûõ ñêîáêàõ ðàâíî íóëþ â ñèëó
óðàâíåíèÿ (11.44), ñëåäîâàòåëüíî è dF = 0.
Âòîðîå óðàâíåíèå (11.114) òàêæå ïðîâåðÿåòñÿ ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì

âíåøíåãî äèôôåðåíöèàëà:

d ∗F =
1

4
∂α(F

µν Eµνστ)dx
α ∧ dxσ ∧ dxτ .

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ïîäåéñòâîâàëà êàê íà F µν, òàê è íà
òåíçîð Eµνστ =

√
−g εµνστ (â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ îí çàâèñèò îò

ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé). Ïåðå-
ñòàâëÿÿ âåðõíèå èíäåêñû α è ν ïðè ïîìîùè òîæäåñòâà (11.110), èìååì:

d ∗F =
1

6
∂α(

√
−g F µα)εµνστ dx

ν ∧ dxσ ∧ dxτ ,

Ó÷èòûâàÿ ÷òî F µα = −F αµ è ñðàâíèâàÿ ñ (11.112), èç d ∗F = −4π ∗J
ïîëó÷àåì êîâàðèàíòíîå óðàâíåíèå (11.45), ñòð. 682:

∂α(
√
−g F αβ) = 4π

√
−g jβ.

Çàìåòèì, èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà ñ òîêàìè ñðàçó (d2 = 0)
ñëåäóåò óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè äëÿ òîêà:

d ∗J = 0. (11.114)

Áåðÿ âíåøíþþ ïðîèçâîäíóþ îò (11.112) ïîëó÷àåì:

∂α(
√
−g jα) = 0,

÷òî ÿâëÿåòñÿ êîâàðèàíòíîé çàïèñüþ óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè (11.46).
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• Ðàñïèøåì òàêæå óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà (11.114) â òð¼õìåðíûõ îáî-
çíà÷åíèÿõ â ëîðåíöåâûõ êîîðäèíàòàõ (g = −1). Äàëåå áóäåì èñïîëüçî-
âàòü 3-ôîðìó �îáú¼ìà� è òðè 2-ôîðìû �ïðîåêöèé ïëîùàäè�:

dV = dx ∧ dy ∧ dz, dSi = {dy ∧ dz, dz ∧ dx, dx ∧ dy}.

Ïî îáùèì ôîðìóëàì (11.107)-(11.109), ñòð. 723, èìååì ñëåäóþùèå äóàëü-
íûå ôîðìû:

∗dt = dV, ∗dxi = dt∧dSi, ∗dSi = dt∧dxi, ∗(dt∧dxi) = −dSi.

Äëÿ 4-âåêòîðà òîêà jα = {ρ, j} èëè jα = {ρ, −j}, 1-ôîðìà òîêà J = jαdx
α

è äóàëüíàÿ ê íåé ôîðìà ðàâíû:

J = ρdt− jidxi, ∗J = ρdV − ji dt ∧ dSi.

Óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè d∗J = 0 çàïèøåì, âû÷èñëÿÿ ÿâíûì îáðàçîì
âíåøíþþ ïðîèçâîäíóþ îò

∗J = ρdx ∧ dy ∧ dz − jx dt ∧ dy ∧ dz − jy dt ∧ dz ∧ dx− jz dt ∧ dx ∧ dy

(äàëåå äëÿ ïðîåêöèé 3-âåêòîðîâ íå ðàçëè÷àåì âåðõíèå è íèæíèå èíäåêñû:
j1 = jx, è ò.ä.). Ïðè âçÿòèè âíåøíåé ïðîèçâîäíîé, îñòàâëÿåì òîëüêî
ãðàäèåíòû íå îáíóëÿþùèå êîñûå ïðîèçâåäåíèÿ:

d ∗J =
∂ρ

∂t
dt ∧ dx ∧ dy ∧ dz − ∂jx

∂x
dx ∧ dt ∧ dy ∧ dz

− ∂jy
∂y

dy ∧ dt ∧ dz ∧ dx− ∂jz
∂z

dz ∧ dt ∧ dx ∧ dy.

Óïîðÿäî÷èâàÿ ïåðåìåííûå â êîñûõ ïðîèçâåäåíèÿõ (ñ ó÷¼òîì èõ àíòèñèì-
ìåòðè÷íîñòè), èìååì:

d∗J =

(
∂ρ

∂t
+∇j

)
dt ∧ dV = 0.

Âûðàæåíèå â êðóãëûõ ñêîáêàõ � ýòî 3-ìåðíàÿ çàïèñü óðàâíåíèÿ íåïðå-
ðûâíîñòè äëÿ òîêà è âñ¼ âûðàæåíèå, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíî íóëþ.
Êîìïîíåíòû 2-ôîðìû íàïðÿæåííîñòåé ïîëÿ F = (1/2)Fαβ dx

α ∧ dxβ,
êàê îáû÷íî, âûðàçèì ÷åðåç íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî
ïîëåé:

Fαβ =


0 Ex Ey Ez

−Ex 0 −Bz By

−Ey Bz 0 −Bx

−Ez −By Bx 0


(äëÿ êîìïîíåíò íàïðÿæåííîñòåé ïîëåé òàêæå íå ðàçëè÷àåì âåðõíèå è
íèæíèå èíäåêñû).
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Ðàñïèñûâàÿ ñóììû ïî α è β, èìååì:

F = Ei dt ∧ dxi −Bi dSi.

Äóàëüíàÿ ê íåé ôîðìà ðàâíà:

∗F = −Bi dt ∧ dxi − Ei dSi.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ∗F ïîëó÷àåòñÿ èç F çàìåíàìè E 7→ −B è B 7→ E
(êàê ïîëó÷àåòñÿ è ∗Fµν, ñòð. 429 èç Fµν). Çàïèøåì F â ÿâíîì âèäå:

F = Ex dt∧dx+Ey dt∧dy+Ez dt∧dz−Bx dy∧dz−By dz∧dx−Bz dx∧dy

è âîçüì¼ì âíåøíèé äèôôåðåíöèàë, îïóñêàÿ ñðàçó íóëåâûå êîñûå ïðîèç-
âåäåíèÿ (ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ ïåðåìåííûì):

dF =
[∂Ex

∂y
dy +

∂Ex

∂z
dz
]
∧ dt ∧ dx−

[∂Bx

∂t
dt+

∂Bx

∂x
dx
]
∧ dy ∧ dz

+
[∂Ey

∂x
dx+

∂Ey

∂z
dz
]
∧ dt ∧ dy −

[∂By

∂t
dt+

∂By

∂y
dy
]
∧ dz ∧ dx

+
[∂Ez

∂x
dx+

∂Ez

∂y
dy
]
∧ dt ∧ dz −

[∂Bz

∂t
dt+

∂Bz

∂z
dz
]
∧ dx ∧ dy.

Ïåðåñòàâèì êîñûå ïðîèçâåäåíèÿ è ïåðåãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå:

dF = −
(
[∇× E]i +

∂Bi

∂t

)
dt ∧ dSi −

(
∇ ·B

)
dV = 0.

Ýòî âûðàæåíèå ðàâíî íóëþ, åñëè ðàâíû íóëþ êîýôôèöèåíòû ïðè ôîð-
ìàõ, îòêóäà ñëåäóþò óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà áåç òîêîâ, âûðàæàþùèå çà-
êîí Ôàðàäåÿ è ôàêò îòñóòñòâèÿ ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ (çàêîí Ãàóññà äëÿ
ìàãíèòíîãî ïîëÿ):

[∇× E] = −∂B

∂t
, ∇ ·B = 0.

Âíåøíÿÿ ïðîèçâîäíàÿ îò äóàëüíîãî òåíçîðà ∗F áåð¼òñÿ òàêæå, è ðåçóëü-
òàò ìîæíî çàïèñàòü ñðàçó, ñäåëàâ â dF çàìåíû E 7→ −B è B 7→ E:

d∗F =
(
[∇×B]i −

∂Ei

∂t

)
dt ∧ dSi −

(
∇ · E

)
dV.

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ðàçëè÷íûõ ôîðìàõ â óðàâíåíèè Ìàêñ-
âåëëà d∗F = −4π ∗J, ïîëó÷àåì åãî òð¼õìåðíûå ýêâèâàëåíòû:

∇ · E = 4π ρ, ∇×B = 4π j+
∂E

∂t
.

(çàêîí Ãàóññà äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è çàêîí Àìïåðà-Ìàêñâåëëà).
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• Â êà÷åñòâå âòîðîãî ïðèìåðà èñïîëüçîâàíèÿ ôîðì, ðàññìîòðèì äèô-
ôåðåíöèàëüíóþ ãåîìåòðèþ. Êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ñèìâîëîâ Êðèñòîô-
ôåëÿ (ñâÿçíîñòåé) è òåíçîðà êðèâèçíû áûñòðî ðàñò¼ò ñ óâåëè÷åíèåì
ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà n. ×òîáû âû÷èñëèòü ñâÿçíîñòè ïî ôîðìóëå
(11.8), ñòð. 665 íåîáõîäèìî ïåðåáðàòü n (n2 + n)/2 êîìáèíàöèé èíäåê-
ñîâ (40 â 4-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå). Òåíçîð êðèâèçíû, ñ ó÷åòîì ñâîéñòâ
ñèììåòðèè (11.79), (11.80), ñòð. 698 èìååò n(n− 1)(n2 − n+ 2)/8 ðàçëè÷-
íûõ êîìïîíåíò (21 â 4-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå). Åñëè ãåîìåòðèÿ ïðîñòðàí-
ñòâà îáëàäàåò îïðåäåë¼ííîé ñèììåòðèåé, ìíîãèå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòåé
è òåíçîðà êðèâèçíû ðàâíû íóëþ. Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû ïîçâîëÿþò
ïîëó÷èòü âñå íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ áåç ïåðåáîðà èíäåêñîâ.

Îïðåäåëèì ïðè ïîìîùè ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà gij è ñâÿçíîñòåé Γi, jk

ñëåäóþùèå 1-ôîðìû:

ωi = gij dx
j, ωij = Γi, jk dx

k.

Ïîäíèìàÿ èíäåêñ, ìîæíî çàïèñàòü äîïîëíèòåëüíûå 1-ôîðìû:

ωi = gipωp = dxi, ωi
j = gipωpj = Γi

jk dx
k.

Òàêèì îáðàçîì, ωi ÿâëÿþòñÿ ãðàäèåíòàìè êîîðäèíàò, à ωi
j ñîäåðæàò â

êà÷åñòâå êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè ñ âåðõíèì èíäåêñîì. Â îáùåì ñëó÷àå
ôîðìû ωij íå ñèììåòðè÷íû, ïîýòîìó îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî â íèõ
ïîäíèìàåòñÿ èìåííî ïåðâûé èíäåêñ. Âû÷èñëèì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

dωi
j + ωi

k ∧ ωk
j = (∂pΓ

i
jq + Γi

kpΓ
k
jq)dx

p ∧ dxq.

Â ïåðâîì ñëàãàåìîì çàïèñàí âíåøíèé äèôôåðåíöèàë äëÿ ωi
j = Γi

jq dx
q.

Âòîðîå ñëàãàåìîå ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ôîðì. Ñëîæèì ýòî âûðàæåíèå
äâàæäû, ðàçäåëèâ íà 2. Çàòåì âî âòîðîì ñëàãàåìîì ïåðåèìåíóåì èíäåêñû
p ↔ q (èíäåêñ p íàçîâ¼ì q, è íàîáîðîò):

1

2

(
∂pΓ

i
jq + Γi

kpΓ
k
jq

)
dxp ∧ dxq +

1

2

(
∂qΓ

i
jp + Γi

kqΓ
k
jp

)
dxq ∧ dxp.

Ïåðåñòàâèì âî âòîðîì ÷ëåíå ñîìíîæèòåëè â êîñîì ïðîèçâåäåíèè. Â ñèëó
åãî àíòèñèììåòðè÷íîñòè ïîëó÷àåì ñòðóêòóðíîå óðàâíåíèå Êàðòàíà:

dωi
j + ωi

k ∧ ωk
j =

1

2
Ri

j, pq dx
p ∧ dxq, (11.115)

ãäå Ri
j,pq � òåíçîð êðèâèçíû (11.77), ñòð. 696.

Åñëè â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå èçâåñòíî n2 ôîðì ωi
j, òî ïðè âû÷èñëå-

íèè ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ Êàðòàíà ïîëó÷èòñÿ 2-ôîðìà, êîýôôèöèåíòû
êîòîðîé áóäóò ÿâëÿòüñÿ íåíóëåâûìè êîìïîíåíòàìè òåíçîðà êðèâèçíû.
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Äëÿ ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè ñ ñèììåòðè÷íûìè ñâÿçíîñòÿìè íåñëîæíî
çàïèñàòü ÿâíîå âûðàæåíèå ôîðì ñâÿçíîñòè ωij ÷åðåç êîýôôèöèåíòû
ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà:

ωij =
1

2
(dgij + ∂jωi − ∂iωj) =

1

2
(∂kgij + ∂jgik − ∂igjk)dx

k = Γi,jk dx
k.

Âíåøíèé äèôôåðåíöèàë îò ìåòðè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ (0-ôîðìà) âû-
÷èñëÿåòñÿ îáû÷íûì îáðàçîì: dgij = ∂kgij dx

k. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò
ôîðì ωi áåðóòñÿ òîëüêî îò êîýôôèöèåíòîâ ýòèõ ôîðì: ∂iωj = ∂igjk dx

k.
Êàæåòñÿ, ÷òî ïåðâîå ðàâåíñòâî â îïðåäåëåíèè ωij íå îáëàäàåò îñîáûìè
ïðåèìóùåñòâàìè ïåðåä ÿâíûì âûðàæåíèåì ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ Γi,jk

÷åðåç ìåòðè÷åñêèé òåíçîð âî âòîðîì ðàâåíñòâå. Îäíàêî, îïðåäåëåíèå n2

ôîðì ωij ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ ïðîùå, ÷åì ïåðåáîð âñåõ n (n2 + n)/2 èí-
äåêñîâ â ñâÿçíîñòÿõ. Â òî æå âðåìÿ êîýôôèöèåíòû â ôîðìå ωij ïðè dxk

äàþò íåíóëåâûå ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ.
Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî íà ïðèìåðå ìåòðèêè â 3-ìåðíîé ñôåðè÷åñêîé

ñèñòåìå êîîðäèíàò dl2 = dr2 + r2 dθ2 + r2 s2θ dϕ
2. Â ýòîì ñëó÷àå ìåòðè-

÷åñêèé òåíçîð äèàãîíàëåí: ω1 = g11dx
1, ω2 = g22dx

2, ω3 = g33dx
3.

Ìàòðèöó 1-ôîðì ωij ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì ÿâíîì âèäå:

ωij =
1

2

 dg11 . .

∂1g22 dx
2 − ∂2g11 dx

1 dg22 .

∂1g33 dx
3 − ∂3g11 dx

1 ∂2g33 dx
3 − ∂3g22 dx

2 dg33

 ,

ãäå íà ìåñòå òî÷åê ñòîÿò ñ îáðàòíûì çíàêîì ýëåìåíòû ìàòðèöû ïîä äèà-
ãîíàëüþ (ò.å. åñëè i ̸= j, òî ωij = −ωji). Çàïèøåì 1-ôîðìû ñâÿçíîñòè
äëÿ ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàò g11 = 1, g22 = r2, g33 = r2s2θ:

ωij =

 0 −rd θ −rs2θ dϕ

rd θ r dr −r2sθcθ dϕ

rs2θ dϕ r2sθcθ dϕ rs2θ dr + r2sθcθ dθ

 .

Ïî îïðåäåëåíèþ:

ωij = Γi,j1 dr + Γi,j2 dθ + Γi,j3 dϕ,

ïîýòîìó êîýôôèöèåíòû ïðè ãðàäèåíòàõ ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùèì íåíóëå-
âûì ñâÿçíîñòÿì:

Γ1,22 = −r, Γ1,33 = −rs2θ, Γ2,12 = Γ2,21 = r, Γ2,33 = −r2 sθcθ,

Γ3,13 = Γ3,31 = rs2θ, Γ3,23 = Γ3,32 = r2sθcθ.

Òàêèì îáðàçîì, âìåñòî ïåðåáîðà 18 êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè (ñ ó÷¼òîì
ñèììåòðèè) ìû ñðàçó ïîëó÷èëè âñå èõ íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ.
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Äîêàæåì òåïåðü ïðè ïîìîùè óðàâíåíèé Êàðòàíà (11.115), ÷òî â ñôåðè-
÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà âñå êîìïîíåíòû òåíçîðà
êðèâèçíû ðàâíû íóëþ: Ri

j,pq = 0. Ïåðåìíîæàÿ ìåòðè÷åñêèé òåíçîð gik è
1-ôîðìû ωkj (ñì. ñòð. 731):

1 0 0

0 1
r2

0

0 0 1
r2s2θ

 ·

 0 −rd θ −rs2θ dϕ

r dθ r dr −r2sθcθ dϕ

rs2θ dϕ r2sθcθ dϕ rs2θ dr + r2sθcθ dθ


íàõîäèì 1-ôîðìû ñâÿçíîñòè ñ âåðõíèì èíäåêñîì:

ωi
j =


0 −r dθ −rs2θ dϕ

dθ
r

dr
r −sθcθ dϕ

dϕ
r

cθ
sθ dϕ

dr
r + cθ

sθ dθ

 .

Å¼ âíåøíÿÿ ïðîèçâîäíàÿ:

dωi
j =


0 −dr ∧ dθ −s2θdr ∧ dϕ− 2rsθcθ dθ ∧ dϕ

−dr ∧ dθ
r2

0 (s2θ − c2θ)dθ ∧ dϕ

−dr ∧ dϕ
r2

−dθ ∧ dϕ
s2θ

0

 .

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ωi
k ∧ ωk

j ïåðåìíîæàåì ìàòðèöû
0 −rd θ −rs2θ dϕ

dθ
r

dr
r −sθcθ dϕ

dϕ
r

cθ
sθ dϕ

dr
r + cθ

sθ dθ

 ∧


0 −r dθ −rs2θ dϕ

dθ
r

dr
r −sθcθ dϕ

dϕ
r

cθ
sθ dϕ

dr
r + cθ

sθ dθ

 .

Ïîäîáíîå ïåðåìíîæåíèå äåëàåòñÿ, êàê îáû÷íîå óìíîæåíèå ìàòðèö (ñòðî-
êà íà ñòîëáåö), îäíàêî ñîõðàíÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîìíîæèòåëåé è
ìåæäó íèìè ñòàâèòñÿ ñèìâîë êîñîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Íàïðèìåð:

ω3
k ∧ ωk

2 = −dϕ

r
∧ rdθ +

cθ
sθ

dϕ ∧ dr

r
+
(dr
r

+
cθ
sθ

dθ
)
∧ cθ
sθ

dϕ.

Ïåðåñòàâèì ìåñòàìè ãðàäèåíòû êîîðäèíàò â êîñîì ïðîèçâåäåíèè:

ω3
k ∧ ωk

2 = dθ ∧ dϕ− cθ
rsθ

dr ∧ dϕ+
cθ
rsθ

dr ∧ dϕ+
c2θ
s2θ

dθ ∧ dϕ =
dθ ∧ dϕ

s2θ
.

Àíàëîãè÷íî äëÿ îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Ïðè ýòîì ïîëó÷èòñÿ ìàòðèöà dωi
j,

íî ñ îáðàòíûì çíàêîì. Ïîýòîìó:

dωi
j + ωi

k ∧ ωk
j = 0,

ò.å. òåíçîð êðèâèçíû äëÿ åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà ðàâåí íóëþ.
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Ïðîñòåéøèì ïðîñòðàíñòâîì ñ íåíóëåâîé êðèâèçíîé ÿâëÿåòñÿ ñôåðà.
Ðàññìîòðèì ñôåðó åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ xi = (θ, ϕ):

dl2 = dθ2 + s2θ dϕ
2, gij =

(
1 0
0 s2θ

)
, gij =

(
1 0
0 1/s2θ

)
.

1-ôîðìû ωi ðàâíû:

ω1 = dθ, ω2 = s2θ dϕ.

Ïîýòîìó 1-ôîðìû ñâÿçíîñòè, çàïèñàííûå â âèäå ìàòðèöû, äëÿ äèàãî-

íàëüíîãî òåíçîðà gij èìåþò âèä:

ωij =
1

2

(
dg11 ∂2ω1 − ∂1ω2

∂1ω2 − ∂2ω1 dg22

)
=

(
0 −sθcθ dϕ

sθcθ dϕ sθcθ dθ

)
.

Òàê êàê ωij = Γi,j1dθ+Γi,j2dϕ, îòëè÷íûìè îò íóëÿ ñèìâîëàìè Êðèñòîô-
ôåëÿ áóäóò:

Γ1, 22 = −sθcθ, Γ2, 12 = Γ2, 21 = sθcθ.

Óìíîæèì ωij ñëåâà íà ìàòðèöó gij äëÿ ïîëó÷åíèÿ ωi
j è âîçüì¼ì âíåø-

íèé äèôôåðåíöèàë îò ýòèõ 1-ôîðì:

ωi
j =

(
0 −sθcθ dϕ

cθ
sθ
dϕ cθ

sθ
dθ

)
, dωi

j =

(
0 s2θ − c2θ

− 1
s2θ

0

)
dθ ∧ dϕ.

Ïåðåìíîæèì ìàòðèöû ωi
j (íå çàáûâàÿ ïðî êîñîå ïðîèçâåäåíèå):

ωi
k ∧ ωk

j =

(
0 −sθcθ dϕ

cθ
sθ
dϕ cθ

sθ
dθ

)
∧
(

0 −sθcθ dϕ
cθ
sθ
dϕ cθ

sθ
dθ

)
=

(
0 c2θ
c2θ
s2θ

0

)
dθ ∧ dϕ.

Íàïîìíèì, ÷òî dϕ ∧ dθ = −dθ ∧ dϕ. Îêîí÷àòåëüíî:

dωi
j + ωi

k ∧ ωk
j =

(
0 s2θ
−1 0

)
dθ ∧ dϕ = Ri

j,12 dθ ∧ dϕ.

Ïîýòîìó íåíóëåâûå êîýôôèöèåíòû òåíçîðà êðèâèçíû ðàâíû:

R1
2, 12 = s2θ, R2

1,12 = −1.

Îïóñêàÿ èíäåêñ âíèç, ïðèõîäèì (êàê è äîëæíî áûòü â 2-õ èçìåðåíèÿõ) ê
åäèíñòâåííîé íåçàâèñèìîé êîìïîíåíòå: R12,12 = s2θ. Íàïîìíèì (ñòð. 701),
÷òî ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà â 2-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ðàâíà:

R =
2R12,12

g
= 2

s2θ
s2θ

= 2 = 2K.

Êîýôôèöèåíò K íàçûâàåòñÿ ãàóññîâîé êðèâèçíîé.
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11.12 Ìíîãîîáðàçèå ∗∗

• Ôèçèê, äóìàÿ î ïðîñòðàíñòâå, ïðåäñòàâëÿåò ìíîæåñòâî òî÷åê, êîòî-
ðûå íåïðåðûâíî çàïîëíÿþò ýòî ïðîñòðàíñòâî . Ïðîñòåéøàÿ ìàòåìàòè÷å-
ñêàÿ ìîäåëü n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà � ýòî ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé èç n âåùåñòâåííûõ ÷èñåë x = {x1, ..., xn} (ââåðõó èí-
äåêñû), îáîçíà÷àåìîå, êàê Rn. Êàæäàÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåò-
ñÿ òî÷êîé ïðîñòðàíñòâà. Ó êàæäîé òî÷êè åñòü ñêîëü óãîäíî ìàëàÿ îêðåñò-
íîñòü, â êîòîðîé åñòü äðóãèå òî÷êè. ×òîáû ãîâîðèòü îá îêðåñòíîñòè,
íåîáõîäèìî íåêîòîðûì îáðàçîì îïðåäåëèòü ïîíÿòèå áëèçîñòè èëè ðàñ-
ñòîÿíèÿ d = d(x,y). Ïîäîáíàÿ ôóíêöèÿ åù¼ íå ÿâëÿåòñÿ �ôèçè÷åñêèì�
ðàññòîÿíèåì è ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíîé, çàäàâàÿ ëèøü ñòå-
ïåíü áëèçîñòè òî÷åê. Íàïðèìåð:

d(x,y) = |x1−y1|+...+|xn−yn| èëè d(x,y) = max(|x1−y1|, ..., |xn−yn|).

Îêðåñòíîñòü òî÷êè x ðàäèóñà r � ýòî òî÷êè y, äëÿ êîòîðûõ d(x,y) < r.
Îòêðûòîå ìíîæåñòâî U ñîäåðæèò òî÷êè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò
îêðåñòíîñòü, ïîëíîñòüþ ïðèíàäëåæàùóþ U . Íàïðèìåð, â R1 ìíîæåñòâî
a < x < b îòêðûòî, à a 6 x < b � íåò, òàê êàê òî÷êà a íå èìååò îêðåñò-
íîñòè, ïîëíîñòüþ ëåæàùåé â ýòîì ìíîæåñòâå. Ïåðåñå÷åíèå èëè îáúåäè-
íåíèå îòêðûòûõ ìíîæåñòâ òàêæå ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì.

Íàðÿäó ñ ìíîæåñòâîì ýëåìåíòîâ, â îñíîâå âñåõ ìàòåìàòè÷åñêèõ òåî-
ðèé ëåæèò ïîíÿòèå �îòîáðàæåíèÿ�. Â ðåçóëüòàòå îòîáðàæåíèÿ ýëåìåí-
òû îäíîãî ìíîæåñòâà ñòàâÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíòàì äðóãîãî ìíîæå-
ñòâà. Íàïðèìåð, êàæäîé ìàòðèöå ñîîòâåòñòâóåò å¼ îïðåäåëèòåëü. Ìàòðè-
öû è îïðåäåëèòåëè � ýòî ýëåìåíòû ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâ. Îòîáðàæåíèå
det : D 7→ R íàïðàâëåíî èç ìíîæåñòâà ìàòðèö D â ìíîæåñòâî îïðåäåëè-
òåëåé R (÷èñåë). Â äàííîì ïðèìåðå îáðàòíîå îòîáðàæåíèå íå îïðåäåëåíî
(ïî îïðåäåëèòåëþ íåëüçÿ âîññòàíîâèòü ìàòðèöó).

Îòîáðàæåíèå ìîæíî çàïèñûâàòü â ôóíêöèîíàëüíîì âèäå det(D) = R.
Îáû÷íàÿ âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ f : R 7→ R èëè f(R) = R ÿâëÿåò-
ñÿ îòîáðàæåíèåì. Îíà ìîæåò áûòü îäíîçíà÷íîé èëè ìíîãîçíà÷íîé. Ò.å.
îòîáðàæåíèå f(x) êàæäîìó x äîëæíî äàâàòü îäíî y = f(x). Íî êàæäîìó
y = f(x) íå îáÿçàòåëüíî ñîîòâåòñòâóåò îäíî x.

Âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå (èëè 1-1 îòîáðàæåíèå) � ýòî îòîá-
ðàæåíèå, �ðàáîòàþùåå� â îáå ñòîðîíû. Äëÿ òàêîãî f : A 7→ B âñåãäà
ñóùåñòâóåò îáðàòíîå îòîáðàæåíèå f−1 : B 7→ A. Ôóíêöèè y = x, y = x3

ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íûìè îòîáðàæåíèÿìè. Ôóíêöèè y = x2, y =
sin(x) � íåò, òàê êàê îíè ìíîãîçíà÷íû.
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• Ìíîãîîáðàçèå Mn � ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò
îòêðûòóþ îêðåñòíîñòü, äîïóñêàþùóþ íåïðåðûâíîå âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå
îòîáðàæåíèå íà îòêðûòîå ìíîæåñòâî Rn. Åñòåñòâåííî Rn òàêæå ÿâëÿåòñÿ
ìíîãîîáðàçèåì. Ìîãóò áûòü áîëåå îáùèå ìîäåëè ïðîñòðàíñòâà. Îäíàêî
âñå îíè (ÿâëÿÿñü ìíîãîîáðàçèåì) ëîêàëüíî ïîäîáíû Rn. Ðàçìåðíîñòüþ
ìíîãîîáðàçèÿ ñëóæèò ÷èñëî n, à îòîáðàæåíèå â Rn íàçûâàåòñÿ êîîðäè-

íàòíûì. ×èñëà {x1, ..., xn} ∈ Rn � ýòî êîîðäèíàòû òî÷êè ìíîãîîáðàçèÿ.
Ìíîãîîáðàçèå � ýòî î÷åíü îáùåå ïîíÿòèå. Íà äàííîì óðîâíå àêñèîìàòè-
êè åù¼ íåò ðàññòîÿíèé, óãëîâ è ò.ï. �ïðèâû÷íûõ� ýëåìåíòîâ ãåîìåòðèè.
Åñòü ëèøü ëîêàëüíàÿ òîïîëîãèÿ òî÷åê è èõ îêðåñòíîñòåé, êîòîðûå â
ìíîãîîáðàçèè �óñòðîåíû� òàê æå, êàê è â Rn.
Êàðòîé íàçûâàåòñÿ îêðåñòíîñòü äàííîé òî÷êè ìíîãîîáðàçèÿ p ∈ Mn

âìåñòå ñ å¼ îòîáðàæåíèåì f : Mn 7→ Rn. Îêðåñòíîñòè ðàçíûõ òî÷åê
ìîãóò èìåòü ðàçëè÷íûå êàðòû. Ìíîæåñòâî ïåðåêðûâàþùèõñÿ êàðò, îò-
ðàæàþùèõ âñå òî÷êè ìíîãîîáðàçèÿ, íàçûâàåòñÿ àòëàñîì.
Ïðîñòåéøèé ïðèìåð ìíîãîîáðàçèÿ, ãëîáàëüíî îòëè÷íîãî îò Rn � ýòî

òî÷êè ïîâåðõíîñòè ñôåðû. Êàêèå áû ñïîñîáû îòîáðàæåíèÿ ìû íå ïðè-
äóìûâàëè, âñå òî÷êè 2-ìåðíîé ñôåðû íåëüçÿ îòîáðàçèòü â ïëîñêîñòü R2.
Îäíàêî, åñëè ó ñôåðû âûêîëîòü (âûáðîñèòü) îäíó òî÷êó, òî îíà òîïîëî-
ãè÷åñêè ñòàíåò ýêâèâàëåíòíà ïëîñêîñòè. Ñòîèò ïðåäñòàâèòü ñåáå òàêóþ
ñôåðó ðåçèíîâîé è ðàñòÿíóòü å¼ ÷åðåç âûêîëîòóþ �äûðêó� â ïëîñêîñòü.
Ñôåðà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà àòëàñîì, ñîñòîÿùèì ìèíèìóì èç äâóõ

êàðò. Íàïðèìåð, ýòî ìîãóò áûòü ïðîåêöèè (îòîáðàæåíèÿ!) òî÷åê ñåâåð-
íîãî è þæíîãî ïîëóøàðèé íà ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç öåíòð ïî
ýêâàòîðó ñôåðû (òî÷íåå, íóæíû äâå íåñîâïàäàþùèå ïëîñêîñòè, ÷òîáû
ïîëó÷èòü íà êàðòàõ îòêðûòîå ìíîæåñòâî ïåðåêðûâàþùèõñÿ òî÷åê).
Íåîáõîäèìî ðàçëè÷àòü ëîêàëüíóþ è ãëîáàëüíóþ òîïîëîãèþ. Ñôåðà è

òîð èìåþò îäèíàêîâóþ ëîêàëüíóþ òîïîëîãèþ (ïîäîáíóþ Rn), íî ðàçëè÷-
íóþ ãëîáàëüíóþ òîïîëîãèþ. Íàïðèìåð, ðåçèíîâûé òîð íèêàêèìè ðàñòÿ-
æåíèÿìè ïîâåðõíîñòè íåëüçÿ ïðåâðàòèòü â ñôåðó.
Â ñâÿçíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ïðè ïîìîùè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïåðåêðû-

âàþùèõñÿ îêðåñòíîñòåé ìîæíî ïåðåéòè îò îäíîé òî÷êè ê ëþáîé äðóãîé.
Äâå ñôåðû ñ îáùèì öåíòðîì è ðàçëè÷íûìè ðàäèóñàìè ÿâëÿþòñÿ íåñâÿç-
íûì ìíîãîîáðàçèåì. Çàìåòèì, ÷òî câÿçíîñòüþ 2-ìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé
òàêæå íàçûâàþò êîëè÷åñòâî íåñâîäèìûõ äðóã ê äðóãó äåôîðìàöèåé çà-
ìêíóòûõ êîíòóðîâ. Ïëîñêîñòü è ñôåðà îäíîñâÿçíû. Êðóã ñ âûðåçàííîé
äûðêîé äâóõñâÿçíûé. Òîð - òð¼õñâÿçíîå ìíîãîîáðàçèå.
Ìíîãîîáðàçèÿ ìîãóò áûòü î÷åíü ðàçíîîáðàçíûìè: ôàçîâîå ïðîñòðàí-

ñòâî èìïóëüñîâ è êîîðäèíàò (p, q); âñå âðàùåíèÿ òâ¼ðäîãî òåëà è ò.ä.
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• Êðèâàÿ íà ìíîãîîáðàçèè Mn � ýòî äèôôåðåíöèðóåìîå îòîáðàæå-
íèå R íà Mn. Ïóñòü íà íåêîòîðîé êàðòå îïðåäåëåíû äèôôåðåíöèðóåìûå
ôóíêöèè {x1(t), ..., xn(t)}. Â ñèëó âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè îòîáðàæåíèÿ
Mn íà Rn ýòè ôóíêöèè îïðåäåëÿþò êðèâóþ íà ìíîãîîáðàçèè. Òàêèì
îáðàçîì, ñ òî÷êè çðåíèÿ �îáû÷íîé� äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè ðå÷ü
èä¼ò î ïàðàìåòðè÷åñêîì çàäàíèè êðèâîé â ïðîñòðàíñòâå.

Ôóíêöèÿ íà ìíîãîîáðàçèè � ýòî îòîáðàæåíèå f : Mn 7→ R, ò.å. êàæäîé
òî÷êå ìíîãîîáðàçèÿ ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Òàê êàê
òî÷êè ìíîãîîáðàçèÿ ìîãóò áûòü (ïðè ïîìîùè êàðò) �ïðîíóìåðîâàíû�
êîîðäèíàòàìè, òî äëÿ p ∈ Mn ìîæíî ïèñàòü f(p) = f(x1, ..., xn).

Ïóñòü íà ìíîãîîáðàçèè çàäàíà ôóíêöèÿ è íåêîòîðàÿ êðèâàÿ. Â êàæ-
äîé òî÷êå êðèâîé ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò îïðåäåë¼ííîå çíà÷åíèå. Ïîýòîìó
âîçíèêàåò ôóíêöèÿ g : R 7→ R:

g(t) = f
(
x1(t), ...., xn(t)

)
.

Å¼ ïðîèçâîäíàÿ âû÷èñëÿåòñÿ, êàê ïðîèçâîäíàÿ ñëîæíîé ôóíêöèè:

dg

dt
=

∂f

∂xi
dxi

dt
,

ãäå ïî ïîâòîðÿþùåìóñÿ èíäåêñó i èä¼ò ñóììèðîâàíèå îò 1 äî n. Çàôèêñè-
ðîâàâ êðèâóþ, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñàìûå ðàçëè÷íûå ôóíêöèè íà ìíî-
ãîîáðàçèè. Ïîëó÷åííàÿ ïðîèçâîäíàÿ ñïðàâåäëèâà äëÿ íèõ âñåõ. Ïîýòîìó
çàïèøåì å¼ â îïåðàòîðíîì âèäå:

d

dt
=

dxi

dt

∂

∂xi
.

Áóäåì îòëè÷àòü ðàçëè÷íûå êðèâûå èìåíåì ïàðàìåòðà. Òàêèì îáðàçîì,
xi(t) è xi(u) � ýòî ðàçëè÷íûå ôóíêöèè, îïðåäåëÿþùèå ðàçëè÷íûå êðèâûå.
×åðåç äàííóþ òî÷êó ïðîñòðàíñòâà p ∈ Mn ïðîõîäèò áåñêîíå÷íîå ìíîæå-
ñòâî ïåðåñåêàþùèõñÿ êðèâûõ. Ê êàæäîé òàêîé êðèâîé â äàííîé òî÷êå

ìîæíî îïðåäåëèòü ïðîèçâîäíóþ è ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðàòîð d/dt, d/du.
Ýòè îïåðàòîðû äåéñòâóþò íà îäíó è òó æå ôóíêöèþ, çíà÷åíèÿ êîòîðîé
çàäàíû âäîëü ýòèõ êðèâûõ. Ìîæíî ãîâîðèòü î ëèíåéíîé êîìáèíàöèè îïå-
ðàòîðîâ, óìíîæèâ èõ íà âåùåñòâåííûå ÷èñëà α, β:

α
d

dt
+ β

d

du
=

(
α
dxi

dt
+ β

dxi

du

)
∂

∂xi
.

Ïðîèçâîäíûå dxi/dt, dxi/du ïî ðàçëè÷íûì ôóíêöèÿì âû÷èñëåíû â îäíîé
òî÷êå ïðîñòðàíñòâà è ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûìè ÷èñëàìè.
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Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî òàêèå îïåðàöèè ñ îïåðàòîðàìè (ñëîæåíèå è óìíî-
æåíèå íà ÷èñëî) îáðàçóþò âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî (ñòð.706). Ïîýòîìó
ãîâîðÿò, ÷òî d/dt � ýòî êàñàòåëüíûé âåêòîð ê êðèâîé:

d

dt
− âåêòîð,

∂

∂xi
− áàçèñíûå âåêòîðû,

dxi

dt
− êîìïîíåíòû.

Âîçìîæíî, ôèçèêó, ïðåäñòàâëÿþùåìó âåêòîð êàê ñòðåëêó, ïîêàæåòñÿ
ñòðàííûì ñ÷èòàòü äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð âåêòîðîì. Îäíàêî âñïîì-
íèì, ÷òî ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ âåêòîð � ýòî àáñòðàêòíûé ýëå-
ìåíò íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà ñ ââåäåííûìè íà í¼ì îïåðàöèÿìè (ôóíê-
öèÿìè). À âîò �ñòðåëî÷êà� ÿâëÿåòñÿ êàê ðàç ïðèìåðîì òàêîãî îáúåêòà.
Ñêîðîñòü, ñèëà, áåñêîíå÷íî ìàëûé ñäâèã â íåêîòîðîì íàïðàâëåíèè � ýòî
âñ¼ âåêòîðû, ëèøü ïîòîìó, ÷òî èõ ñâîéñòâà óäîâëåòâîðÿþò ñîîòâåòñòâó-
þùèì àêñèîìàì âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Íà ñàìîì äåëå, ê óòâåðæäåíèþ î òîì, ÷òî d/dt � êàñàòåëüíûé âåêòîð, à
∂/∂xi � áàçèñíûå âåêòîðû (ò.í. êîîðäèíàòíûé áàçèñ), ìîæíî îòíîñèòüñÿ
ïðîñòî, êàê ê íåêîòîðûì îáîçíà÷åíèÿì. Â êîíå÷íîì ñ÷¼òå, îáîçíà÷èì
ìû áàçèñ çíà÷êîì ei èëè ∂/∂xi, ðîëè íå èãðàåò. Äëÿ ôèçèêà, óìåþùåãî
èçìåðÿòü âåùåñòâåííûå ÷èñëà, âàæíû êîìïîíåíòû âåêòîðà dxi/dt.

Ðàíåå êàñàòåëüíûé âåêòîð ìû çàïèñûâàëè êàê áåñêîíå÷íî ìàëîå ñìå-
ùåíèå dr = ei dx

i âäîëü êðèâîé r = r(t), ãäå ei � áàçèñ (ñòðåëî÷êè) â
äàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà, èëè:

dr

dt
=

dxi

dt
ei.

Êîìïîíåíòû dxi/dt ðàçëîæåíèÿ ïî áàçèñó ei ïîëó÷àþòñÿ òàêèìè æå, êàê
è ïðè ðàçëîæåíèè d/dt ïî ∂/∂xi.

Ñòîèò îñîáî îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî êàñàòåëüíûé âåêòîð (êàê áû ìû
åãî íå îáîçíà÷àëè) � ýòî îáúåêò, îïðåäåë¼ííûé â äàííîé òî÷êå ïðîñòðàí-
ñòâà. Â äðóãîé (äàæå �ñîñåäíåé�) òî÷êå áóäåò èíîå ìíîæåñòâî êàñàòåëü-
íûõ âåêòîðîâ ê êðèâûì, ïåðåñåêàþùèìñÿ â ýòîé òî÷êå. Ãîâîðÿò, ÷òî êàñà-
òåëüíûå âåêòîðû îïðåäåëåíû â êàñàòåëüíîì ê ìíîãîîáðàçèþ ïðîñòðàí-
ñòâå TP â òî÷êå P . Íàïðèìåð, äóìàÿ î ñôåðå, êàê î ìíîãîîáðàçèè, ìîæíî
ïðåäñòàâëÿòü êàñàòåëüíóþ ê ñôåðå ïëîñêîñòü. Ýòî è áóäåò êàñàòåëüíîå
ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì �ëåæàò� âñå âåêòîðû, êàñàòåëüíûå ê òåì èëè
èíûì êðèâûì, ïðîõîäÿùèì ïî ñôåðå ÷åðåç òî÷êó êàñàíèÿ ïëîñêîñòè.

Ìíîæåñòâî âñåõ êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ ñàìî ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðà-
çèåì. Åãî íàçûâàþò ðàññëî¼ííûì ïðîñòðàíñòâîì, èëè ïðîñòî ðàññëîåíè-
åì TM . Êàñàòåëüíûå ïëîñêîñòè ê òî÷êàì ñôåðû, ñîáðàííûå â �ñòîïêó�
ïëîñêîñòåé, áóäóò òàêèì ðàññëîåíèåì.
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• Âåêòîðíîå ïîëå âîçíèêàåò, êîãäà â êàæäîé òî÷êå ìíîãîîáðàçèÿ çà-
äà¼òñÿ âåêòîð. Â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò ñâîé áàçèñ è ìíî-
æåñòâî âåêòîðîâ. Ïîýòîìó âåêòîðíîå ïîëå � ýòî íåêîòîðîå ïðàâèëî, ïî
êîòîðîìó èç ýòîãî ìíîæåñòâà âûáèðàåòñÿ îäèí âåêòîð â êàæäîé òî÷êå.
Ðàíüøå íåêîòîðîå âåêòîðíîå ïîëå ìû çàïèñûâàëè â âèäå ðàçëîæåíèÿ

V(x1, ..., xn) = V i(x1, ..., xn) ei, ãäå âåêòîðû ei ìûñëèëèñü, êàê �ñòðåëî÷-
êè� ñìåùåíèé â ïðîñòðàíñòâå âäîëü ëèíèé êîîðäèíàòíîé ñåòêè. Ýòè âåê-
òîðû â êðèâîëèíåéíîì áàçèñå òàêæå çàâèñåëè îò êîîðäèíàò òî÷êè ïðî-
ñòðàíñòâà (òåïåðü ìû ñêàæåì: îò êîîðäèíàò íà êàðòå Rn ìíîãîîáðàçèÿ
Mn). Ïîýòîìó, íàïðèìåð, ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå äàæå ïîñòîÿííîãî
âåêòîðíîãî ïîëÿ (V = const) åãî êîìïîíåíòû ìåíÿëèñü.
Â íîâûõ, îïåðàòîðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ âåêòîðíîå ïîëå çàïèñûâàåòñÿ ñëå-

äóþùèì îáðàçîì:

V ≡ d

dv
= V i(x1, ..., xn)

∂

∂xi
.

Ôóíêöèè êîìïîíåíò â îáîèõ ïðåäñòàâëåíèÿõ îäíè è òå æå, à âîò âåêòî-
ðû áàçèñà è ñàìî âåêòîðíîå ïîëå îáîçíà÷àþòñÿ ïðè ïîìîùè îïåðàòîðîâ.
Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â òåîðèè ãðóïï Ëè âåêòîð d/dv èìååò ñìûñë
ãåíåðàòîðà íåêîòîðîé íåïðåðûâíîé ãðóïïû.
Îïåðàòîðíàÿ çàïèñü ïîçâîëÿåò åñòåñòâåííûì îáðàçîì ââîäèòü íîâûå

îïåðàöèè ñ âåêòîðíûìè ïîëÿìè. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, äâà âåêòîðíûõ
ïîëÿ d/dt è d/du, ðàçëîæèâ èõ íà áàçèñå ∂/∂xi:

d

dt
= T i(x1, ..., xn)

∂

∂xi
,

d

du
= U j(x1, ..., xn)

∂

∂xj
.

Âû÷èñëèì êîììóòàòîð ýòèõ îïåðàòîðîâ (ò.í. ñêîáêó Ëè). Äëÿ ýòîãî ïî-
äåéñòâóåì ñêîáêîé Ëè íà ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ f :[

d

dt
,
d

du

]
f ≡

(
d

dt

d

du
− d

du

d

dt

)
f = T i ∂

∂xi

(
U j ∂f

∂xj

)
− U j ∂

∂xj

(
T i ∂f

∂xi

)
.

Ïåðåèìåíîâûâàÿ â ïåðâîì ñëàãàåìîì íåìûå èíäåêñû (ïåðåñòàâëÿÿ èõ
ìåñòàìè) è ðàñêðûâàÿ ïðîèçâîäíûå ïðîèçâåäåíèÿ, ïîëó÷àåì:[

d

dt
,
d

du

]
=

(
T j ∂U

i

∂xj
− U j ∂T

i

∂xj

)
∂

∂xi
,

ãäå îïóùåíà ôóíêöèÿ f . Òàêèì îáðàçîì, ñêîáêè Ëè îïðåäåëÿþò âåêòîð-
íîå ïîëå, êîòîðîå â �îáû÷íûõ� âåêòîðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ, â ïðîñòðàíñòâàõ
ñ ñèììåòðè÷íîé ñâÿçíîñòüþ (∂jei = ∂iej) ìîæíî çàïèñàòü òàê:

[T,U] = (T∇)U− (U∇)T,

ãäå ∇ = ei∂i � îïåðàòîð íàáëû.
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Âåêòîðíîå ïîëå çàäà¼ò â ïðîñòðàíñòâå ìíîæåñòâî êðèâûõ, êîòîðûå
íàçûâàþòñÿ èíòåãðàëüíûìè êðèâûìè âåêòîðíîãî ïîëÿ. Íàçâàíèå ïðî-
èñõîäèò îò ñïîñîáà ïîëó÷åíèÿ òàêèõ êðèâûõ. Ñ÷èòàÿ, ÷òî êîìïîíåíòû
âåêòîðíîãî ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ êàñàòåëüíûìè ê êðèâîé, ìîæíî çàïèñàòü:

dxi

dt
= V i(x1, ..., xn).

Ðåøåíèåì ýòîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé áóäåò ïàðàìåò-
ðè÷åñêîå çàäàíèå êðèâîé xi(t). Ðàçëè÷íûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ xi(0) ïðè-
âîäÿò ê êðèâûì, ïðîõîäÿùèì ÷åðåç ðàçëè÷íûå òî÷êè ïðîñòðàíñòâà. Ìíî-
æåñòâî âñåõ òàêèõ êðèâûõ íàçûâàåòñÿ êîíãðóýíöèåé.
Ðàññìîòðèì äâå êîíãðóýíöèè, îïðåäåëÿåìûå âåêòîðíûìè ïîëÿìè T i =

T i(x1, ..., xn) è U i = U i(x1, ..., xn). Ñäâèíåìñÿ èç òî÷êè x â p âäîëü èíòå-
ãðàëüíîé êðèâîé ñ êàñàòåëüíûì âåêòîðîì T i, óâåëè÷èâ ïàðàìåòð íà ∆t.
Ðàñêëàäûâàÿ â ðÿä Òåéëîðà, íàõîäèì êîîðäèíàòû òî÷êè p:

pi = xi(t+∆t) = xi + T i(x)∆t+ T j ∂T
i

∂xj
∆t2

2
+ ...,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî dxi/dt = T i, à d2xi/dt2 = (∂T i/∂xj)(dxj/dt). Â ýòîé
òî÷êå âåêòîðíîå ïîëå U i óæå èìååò äðóãèå êîìïîíåíòû. Ïðèìåíÿÿ ñíîâà
ðàçëîæåíèå Òåéëîðà, èìååì:

U i
(
p
)
= U i(xj + T j(x)∆t+ ...) = U i(x) +

∂U i(x)

∂xj
T j(x)∆t+ ...

Åñëè ìû òåïåðü ñäâèíåìñÿ íà ∆u âäîëü êðèâîé ñ êàñàòåëüíûì âåêòîðîì
U i(p), òî ïîïàä¼ì â òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè ai = pi + U i(p)∆u+ ...:

ai = xi + T i∆t+ U i∆u+ T j ∂T
i

∂xj
∆t2

2
+ U j ∂U

i

∂xj
∆u2

2
+ T j ∂U

i

∂xj
∆t∆u+ ...

Ñäâèãè, ïðîäåëàííûå â îáðàòíîì ïîðÿäêå, ïðèâåäóò ê òî÷êå b ̸= a (ñì.
ðèñóíîê). Â âûðàæåíèè äëÿ å¼ êîîðäèíàò íåîáõîäèìî ïîìåíÿòü êîìïî-
íåíòû âåêòîðîâ U i è T i ìåñòàìè. Ðàçíîñòü êîîðäèíàò ýòèõ òî÷åê âûðà-
æàåòñÿ ÷åðåç êîìïîíåíòû âåêòîðíîãî ïîëÿ, ïîðîæäàåìîãî ñêîáêàìè Ëè:

ai− bi ≈
(
T j ∂U

i

∂xj
− U j ∂T

i

∂xj

)
∆t∆u.

Âåêòîðíûå ïîëÿ, äëÿ êîòîðûõ ñêîáêà Ëè ðàâíà íóëþ, íàçûâàþò êîîð-

äèíàòíûìè. Ñèñòåìó ïîäîáíûõ ïîëåé ïîðîæäàþò, íàïðèìåð, áàçèñíûå
âåêòîðû, êîòîðûå, î÷åâèäíî, êîììóòèðóþò äðóã ñ äðóãîì: [∂i, ∂j] = 0.
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• Çàïèøåì óðàâíåíèå êðèâîé, ïîðîæäàåìîé ïîëåì V i(x1, ..., xn) â îêðåñò-
íîñòè òî÷êè xi0, ÷åðåç êîòîðóþ êðèâàÿ ïðîõîäèò ïðè t = 0. Ïðè ìàëîì t
èç dxi/dt = V i ñëåäóåò:

xi(t) ≈ xi0 + t V i(x10, ..., x
n
0).

Ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü, êàê îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå
îòîáðàæåíèå îäíîé òî÷êè ìíîãîîáðàçèÿ xi0 = xi(0) â äðóãóþ xi = xi(t)
ïðè äâèæåíèè âäîëü èíòåãðàëüíîé êðèâîé xi(t). Êîìïîíåíòû âåêòîðíîãî
ïîëÿ ñ÷èòàþòñÿ äèôôåðåíöèðóåìûìè. Ïîýòîìó òàêîå âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå
îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì.
Ïîäîáíîå îòîáðàæåíèå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü, êàê ïðåîáðàçîâàíèå

êîîðäèíàò îò xi ê xi0. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ îáû÷íûé
çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ òåíçîðîâ. Íàïðèìåð:

0

T i
jk = T r

pq

∂xp

∂xj0

∂xq

∂xk0

∂xi0
∂xr

.

Ãîâîðÿò, ÷òî òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå òåíçîðà îïðåäåëÿåò åãî ïåðåíîñ èç
òî÷êè xi0 â òî÷êó xi âäîëü âåêòîðíîãî ïîëÿ V.
Ïðîèçâîäíàÿ Ëè LV âäîëü âåêòîðíîãî ïîëÿ V îò òåíçîðà T � ïî îïðå-

äåëåíèþ òåíçîð òîãî æå òèïà, èìåþùèé ñëåäóþùèå êîìïîíåíòû:

(LV T )
i
jk =

d
0

T i
jk

dt

∣∣∣
t=0

.

Òàê êàê ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò èçâåñòíû:

∂xi

∂xj0
= δij + t

∂V i

∂xj0
,

∂xi0
∂xj

= δij − t
∂V i

∂xj0
,

íåñëîæíî çàïèñàòü, íàïðèìåð, ïðîèçâîäíóþ Ëè îò âåêòîðà:

(LVU)i =
d

dt

[
U j

(
δij − t

∂V i

∂xj0

)]
t=0

= V j ∂U
i

∂xj0
− U j ∂V

i

∂xj0
,

ãäå â ïåðâîì ñëàãàåìîì ó÷òåíî, ÷òî dU i/dt = (∂U i/∂xj0)(dx
j
0/dt), è ïîä-

ñòàâëåíû êîîðäèíàòû êàñàòåëüíîãî âåêòîðà dxi0/dt = V i(x0). Ïîäîáíóþ
ïðîèçâîäíóþ ìîæíî çàïèñàòü ïðè ïîìîùè ñêîáîê Ëè:

LVU = [V,U].

Æèðíûå áóêâû U è V èìåþò ñìûñë âåêòîðíûõ ïîëåé â îïåðàòîðíîé
çàïèñè. Ò.å. ýòî íà ñàìîì äåëåU = U i(x1, ..., xn)∂/∂xi, è ò.ä. Êîìïîíåíòû
ïîëó÷èâøåãîñÿ âåêòîðà è áóäóò ïðîèçâîäíîé Ëè îò âåêòîðà U.
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Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿåòñÿ (l H197) ïðîèçâîäíàÿ Ëè îò 1-ôîðìû:

(LV ω)i = V j ∂ωi

∂xj
+ ωj

∂V j

∂xi
.

Ïðîèçâîäíàÿ Ëè îò òåíçîðà íóëåâîãî ðàíãà (ñêàëÿðíîé ôóíêöèè) ðàâíà:

LV f =
df

dt

∣∣∣
t=0

= V i ∂f

∂xi
.

Ñâÿçü ïðîèçâîäíîé îò âåêòîðà, 1-ôîðìû è ñêàëÿðà ìîæíî çàïèñàòü â
âèäå �ïðàâèëà Ëåéáíèöà�, êîòîðîå ñòîèò ïðîâåðèòü (l H198) â êîìïî-
íåíòíîì âèäå:

LV

(
ω(U)

)
= (LV ω)(U) + ω(LVU).

Â ëåâîé ÷àñòè ñòîèò ïðîèçâîäíàÿ îò ñêàëÿðíîé ôóíêöèè (êîòîðîé ðàâ-
íà 1-ôîðìà îò âåêòîðíîãî ïîëÿ). Âûðàæåíèå (LV ω) � ýòî èìÿ 1-ôîðìû,
ïîëó÷àþùåéñÿ ïîñëå âçÿòèÿ ïðîèçâîäíîé Ëè îò ôîðìû ω. Âòîðîå ñëà-
ãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè � ýòî ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèÿ èñõîäíîé ôîðìû îò
âåêòîðà, ðàâíîãî ïðîèçâîäíîé Ëè îò U.

Ñïðàâåäëèâî òàêæå �ïðàâèëî Ëåéáíèöà� äëÿ ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ
òåíçîðîâ:

LV (A⊗B) = (LVA)⊗B + A⊗ (LVB).

Â áåçûíäåêñíîì âèäå ïðîèçâîäíàÿ Ëè îò ïðîèçâîëüíîãî òåíçîðà (ôóíê-
öèè îò âåêòîðîâ è 1-ôîðì) LV [T (a, ..., ω, ...)] èìååò âèä:

(LV T )(a, ..., ω, ...) + T (LVV, ..., ω, ...) + ...+ T (a, ...,LV ω, ...) + ...,

ãäå a, ... � âåêòîðû è ω, ... � 1-ôîðìû, îò êîòîðûõ çàâèñèò òåíçîð (òî÷íåå,
â äàííîì ñëó÷àå âåêòîðíûå ïîëÿ è ïîëÿ 1-ôîðì).

Ïðîèçâîäíàÿ Ëè ÿâëÿåòñÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå àëüòåðíàòèâîé ê êîâà-
ðèàíòíîìó äèôôåðåíöèðîâàíèþ òåíçîðîâ. Äëÿ ââåäåíèÿ êîâàðèàíòíîé
ïðîèçâîäíîé íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü íà ìíîãîîáðàçèè äîïîëíèòåëüíóþ
ãåîìåòðè÷åñêóþ ñòðóêòóðó � ñâÿçíîñòü Γi

jk, ïðè ïîìîùè êîòîðîé ïðî-
âîäÿòñÿ ïàðàëëåëüíûå ïåðåíîñû òåíçîðîâ. Ïðîèçâîäíàÿ Ëè íå òðåáóåò
ñâÿçíîñòè, à ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ îïðåäåëÿåòñÿ âäîëü èíòåãðàëüíîé
êðèâîé ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ.

Íàïîìíèì (ñòð. 694), ÷òî ìíîãîîáðàçèå ñòàíåò ïðîñòðàíñòâîì â �ïðè-
âû÷íîì� ñìûñëå ýòîãî ñëîâà, åñëè ìû îïðåäåëèì íà í¼ì äâå ãåîìåòðè-
÷åñêèå ñòðóêòóðû � ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ áåñêîíå÷íî áëèçêèìè òî÷-
êàìè gij è ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ âåêòîðà (ñâÿçíîñòü Γi

jk). Äî ââåäåíèÿ
ýòèõ ñòðóêòóð ìíîãîîáðàçèå åù¼ íå îáëàäàåò áîëåå èëè ìåíåå áîãàòûìè
ãåîìåòðè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè.
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• H181 Ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ â ðàâíîóñêîðåííîé ñèñòåìå (ñòð. 665)
Â æåñòêîé ðàâíîóñêîðåííîé ñèñòåìå:

g00 = e2ax, g11 = −e2ax, g00 = e−2ax, g11 = −e−2ax,

ïîýòîìó ïî ôîðìóëå (11.8) ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå íåíóëåâûå ñèìâîëû:

Γt, tx = Γt, xt = a e2ax, Γx, tt = Γx, xx = −a e2ax,

ãäå âìåñòî èíäåêñîâ çàïèñàíû ñîîòâåòñòâóþùèå èì êîîðäèíàòû (Γt, xx òî
æå, ÷òî è Γ0, 11). Ïîäíèìàÿ èíäåêñû ââåðõ, èìååì:

Γt
tx = Γt

xt = Γx
tt = Γx

xx = a.

Ýòîò æå ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü èñïîëüçóÿ ÿâíûé âèä âåêòîðîâ (4.65).
Äëÿ ýòîãî âû÷èñëÿåì ïðîèçâîäíûå ∂tet = ∂xex = a ex, ∂xet = ∂tex = a et
è â (11.3) ó÷èòûâàåì îðòîãîíàëüíîñòü âåêòîðîâ etex = 0.

• H182 Ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ (ñòð. 665)
Â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ: x = x i + y j = i r cosϕ + j r sinϕ âåêòîðû

êðèâîëèíåéíîãî áàçèñà ðàâíû:

er = ∂rx = i cosϕ+ j sinϕ, eϕ = ∂ϕx = r (−i sinϕ+ j cosϕ).

Áàçèñíûå âåêòîðû îðòîãîíàëüíû ereϕ = 0, âåêòîð er � åäèíè÷íûé, à eϕ
èìååò äëèíó r. Ïîýòîìó eiej = gij = diag(1, r2). Äèôôåðåíöèðîâàíèå
âåêòîðîâ áàçèñà, äà¼ò:

∂rer = 0, ∂reϕ = ∂ϕer =
eϕ
r
, ∂ϕeϕ = −r er,

ïîýòîìó íåíóëåâûå ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ ðàâíû:

Γ1, 22 = er ∂ϕeϕ = −r, Γ2, 12 = Γ2, 21 = eϕ ∂reϕ = r.

Îáðàòíûé ê ìåòðè÷åñêîìó òåíçîðó gij = diag(1, r2) òåíçîð gij èìååò äâà
íåíóëåâûõ ýëåìåíòà: g11 = 1, g22 = 1/r2. Ñóììèðóÿ ñèìâîëû Γp, ij ñ
òåíçîðîì gkp, ïîëó÷èì ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ ñ âåðõíèì èíäåêñîì:

Γ1
22 = −r, Γ2

12 = Γ2
21 = 1/r.

Ñîîòâåòñòâåííî äèâåðãåíöèÿ âåêòîðà A = Arer + Aϕeϕ èìååò âèä:

∇ ·A = ∂iA
i + Γi

jiA
j = ∂rA

r + ∂ϕA
ϕ +

1

r
Ar =

1

r
∂r(rAr) + ∂ϕAϕ

è ò.ä.
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• H183 Ïðåîáðàçîâàíèå ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ (ñòð. 665)

Íåîáõîäèìî îò ïðîèçâîäíîé ïî øòðèõîâàííûì êîîðäèíàòàì îò áàçèñ-
íîãî âåêòîðà, ïåðåéòè ê ïðîèçâîäíîé ïî íå øòðèõîâàííûì:

∂eµ
∂x′β

=
∂eµ
∂xν

∂xν

∂x′β
= ∂νeµ

∂xν

∂x′β
.

• H184 Óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà äëÿ ãåîäåçè÷åñêîé (ñòð. 673)

∂[gαβ(x) ẋ
αẋβ]1/2

∂xγ
=

1

2

∂γgµν ẋ
µẋν

[gαβ ẋαẋβ]1/2
,

∂[gαβ ẋ
αẋβ]1/2

∂ẋγ
=

1

2

gµν (δ
µ
γ ẋ

ν + ẋµδνγ)

[gαβ ẋαẋβ]1/2
=

1

2

gγν ẋ
ν + gγµẋ

µ

[gαβ ẋαẋβ]1/2
=

gγµẋ
µ

[gαβ ẋαẋβ]1/2
,

ãäå, êàê îáû÷íî, èñïîëüçóåòñÿ ñèìâîë Êðîíåêåðà ∂ẋµ/∂ẋν = δµν .

• H185 Ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå (ñòð. 673)

Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà S(x, ẋ) ðàâíà

S(r, ṫ, ṙ, ϕ̇) = (1− ω2r2) ṫ2 − 2ω r2 ṫϕ̇− ṙ2 − r2 ϕ̇2.

Óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêîé (11.27), ñòð. 673 äëÿ x = t è x = ϕ èìåþò âèä:

d

dτ

(
(1− ω2r2)ṫ− ωr2ϕ̇

)
= 0,

d

dτ

(
ωr2ṫ+ r2ϕ̇

)
= 0.

Ðàñêðîåì ïðîèçâîäíûå:

(1−ω2r2) ẗ−ωr2 ϕ̈ = 2ω2r ṙṫ+2ωr ṙϕ̇, ωr2 ẗ+ r2ϕ̈ = −2ωr ṙṫ− 2r ṙϕ̇.

Ðåøàÿ ýòè óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ẗ, ϕ̈ è äîáàâëÿÿ
óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêîé äëÿ x = r, èìååì:

ẗ = 0,

ϕ̈ +
2ω

r
ṙṫ+

2

r
ṙϕ̇ = 0,

r̈ − ω2r ṫ2 − 2ωr ṫϕ̇− r ϕ̇2 = 0.

Êîýôôèöèåíòû ïðè ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ � ýòî ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ:

Γr
tt = −ω2r, Γr

ϕϕ = −r, Γr
tϕ = Γr

ϕt = −ωr,

Γϕ
tr = Γϕ

rt =
ω

r
, Γϕ

rϕ = Γϕ
ϕr =

1

r
.

Îñòàëüíûå 32 ñèìâîëà Êðèñòîôôåëÿ ñ âåðõíèì èíäåêñîì ðàâíû íóëþ.
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• H186 Ãåîäåçè÷åñêàÿ â ðàâíîóñêîðåííîé ñèñòåìå (ñòð. 674)
Ïåðåïèñûâàÿ óðàâíåíèå:

dτ =
1

2a

d(1 + ax)2√
γ2
0 (1 + ax0)2 − (1 + u20y) (1 + ax)2

è èíòåãðèðóÿ åãî, ïîëó÷àåì:

τ + τ0 = − 1

a (1 + u20y)

√
γ2
0 (1 + ax0)2 − (1 + u20y) (1 + ax)2.

Êîíñòàíòó èíòåãðèðîâàíèÿ τ0 íàõîäèì èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé ïðè τ = 0.
Ïðàâèëüíîñòü âûáîðà çíàêà ïðè èçâëå÷åíèè êîðíÿ èç (dx/dτ)2, ïðîùå
âñåãî ïðîâåðèòü â ÷àñòíîì ñëó÷àå u0y = 0, x0 = 0, äëÿ êîòîðîãî èìååì
(1 + ax)2 = γ2

0 − (aτ − u0x)
2. Â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå, ïðåíåáðåãàÿ

÷ëåíîì (ax)2 ïîëó÷àåì ïàðàáîëó ñ âåðíûìè çíàêàìè: x ≈ τ u0x − aτ 2/2.

• H187 Èíâàðèàíòíûé îáúåì (ñòð. 683)
Ïåðåéäåì îò ëîðåíöåâûõ êîîðäèíàò Xα ê ïðîèçâîëüíûì êîîðäèíàòàì

xα. Ïðè çàìåíå ïåðåìåííûõ â èíòåãðàëå ïîÿâëÿåòñÿ ÿêîáèàí J :∫
F (Xα) d4X =

∫
F (xα) J d4x,

ãäå J � îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû:

J = det

(
∂Xα

∂xβ

)
, gαβ =

∂Xµ

∂xα
∂Xν

∂xβ
ηµν,

à âòîðîå ðàâåíñòâî � ïðåîáðàçîâàíèå ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ηµν ðàâíîãî
ìàòðèöå diag(1, −1, −1, −1). Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäå-
íèåì òð¼õ ìàòðèö. Åãî îïðåäåëèòåëü ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ îïðåäåëèòåëåé
êàæäîé ìàòðèöû. Òàê êàê det(ηαβ) = −1 èìååì g = −J2 èëè J =

√
−g.

• H188 Ìåòðèêà íà ñôåðå (ñòð. 691)
Äëÿ ïàðàìåòðèçàöèè ñôåðû óãëàìè xi = {θ, ϕ} ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìû

êîîðäèíàò çàïèøåì ðàäèóñ-âåêòîð:

r = r(θ, ϕ) = a (i sθcϕ + j sθsϕ + k cθ),

ãäå i, j, k � áàçèñ â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ 3-ìåðíîãî åâêëèäîâîãî ïðî-
ñòðàíñòâà è ïðèíÿòû îáû÷íûå ñîêðàùåíèÿ äëÿ ñèíóñà è êîñèíóñà. Áåðÿ
ïðîèçâîäíûå ïî θ è ϕ, ïîëó÷àåì áàçèñíûå âåêòîðû íà ñôåðå:

eθ = a (i cθ cϕ + j cθ sϕ − k sθ), eϕ = a sθ (−i sϕ + j cϕ).

Ïåðåìíîæàÿ ýòè âåêòîðû, ñ ó÷åòîì îðòîãîíàëüíîñòè i, j, k, ïðèõîäèì ê
èñêîìûì ìåòðè÷åñêèì êîýôôèöèåíòàì.
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• H189 Ïëîùàäü íà ñôåðå (ñòð. 691)
Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ ðàâíî:

eθ × eϕ = a2 sθ (cθ k+ sθsϕ j+ sθcϕ i),

ãäå ó÷òåíî, ÷òî i × j = k è àíàëîãè÷íî äëÿ öèêëè÷åñêèõ ïåðåñòàíîâîê
k× i = j, j× k = i. Äëèíà (ìîäóëü) ýòîãî âåêòîðà ðàâíà a2 sθ.
Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ñôåðû âû÷èñëÿåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ïî óãëî-

âûì êîîðäèíàòàì:

S =

∫
dS =

π∫
0

2π∫
0

a2 sin θ dθdϕ = 4πa2.

• H190 Ñâÿçíîñòè íà ñôåðå (ñòð. 693)
Äëÿ ñôåðû åäèíè÷íîãî ðàäèóñà: r = {sθcϕ, sθsϕ, cθ}, ïàðàìåòðèçèðó-

åìîé êîîðäèíàòàìè xi = {θ, ϕ}, íàõîäèì:

eθ = {cθ cϕ, cθ sϕ, −sθ}, eϕ = {−sθ sϕ, sθ cϕ, 0},
∂θeθ = {−sθcϕ,−sθsϕ,−cθ}, ∂θeϕ = {−cθsϕ, cθcϕ, 0},
∂ϕeθ = {−cθsϕ, cθcϕ, 0}, ∂ϕeϕ = {−sθcϕ,−sθsϕ, 0}.

Ïîäñòàâëÿÿ èõ â Γk, ij = ek∂jei, ïîëó÷àåì 3 îòëè÷íûõ îò íóëÿ ñèìâîëà:

Γ1, 22 = −sθcθ, Γ2, 12 = Γ2, 21 = sθcθ.

Îáðàòíûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð g11 = 1, g11 = 1/s2θ ïîäíèìàåò èíäåêñû:

Γ1
22 = −sθcθ, Γ2

12 = Γ2
21 =

cθ
sθ
.

Áîëåå áûñòðûé ñïîñîá (ñòð. 673) ñ S = θ̇2 + s2θ ϕ̇
2 äà¼ò:

θ̈ − sθcθ ϕ̇
2 = 0, ϕ̈+ 2

cθ
sθ

θ̇ϕ̇ = 0,

îòêóäà ñðàçó ïîëó÷àþòñÿ íåíóëåâûå Γk
ij.
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• H191 Ãåîäåçè÷åñêèå íà ñôåðå (ñòð. 692)

Çàïèøåì óðàâíåíèå (11.72) ñòð. 692 äëÿ x2 = ϕ:

d(sin2 θ ϕ̇)

dl
= 0 => ϕ̇ =

cosα

sin2 θ
,

ãäå êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ îáîçíà÷åíà êàê cosα. Ïàðàìåòð α èìååò
ñìûñë óãëà íàêëîíà ãåîäåçè÷åñêîé ê ýêâàòîðó ñôåðû (θ = π/2). Äåéñòâè-
òåëüíî, çàïèøåì âåêòîð áåñêîíå÷íî ìàëîãî ñìåùåíèÿ âäîëü ãåîäåçè÷å-
ñêîé dr = eθ dθ + eϕ dϕ = (eθ θ̇ + eϕ ϕ̇) dl â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ å¼ ñ ýêâà-
òîðîì. Áàçèñíûé âåêòîð eϕ íà ýêâàòîðå íàïðàâëåí âäîëü íåãî â ñòîðîíó
óâåëè÷åíèÿ óãëà ϕ è èìååò åäèíè÷íóþ äëèíó: e2ϕ = g22 = sin2(π/2) = 1.
Äëèíà âåêòîðà dr ðàâíà dl è âåêòîðû eθ è eϕ îðòîãîíàëüíû. Ïîýòîìó
(eϕ dr)/|eϕ| |dr| = cosα. Çàâèñèìîñòü θ îò l íàéä¼ì èç óðàâíåíèÿ (11.71):

θ̇2 + sin2 θ ϕ̇2 = 1 => θ̇2 = 1− cos2 α

sin2 θ
.

Èíòåãðèðóÿ åãî, èìååì:

±(l+β) =

∫
dθ√

1− cos2 α/ sin2 θ
=

∫
−d cos θ√

sin2 α− cos2 θ
= arccos

(
cos θ

sinα

)
.

Ïðîèçâîëüíîñòü çíàêà ìîæíî âêëþ÷èòü â íîâóþ êîíñòàíòó β:

cos θ = sinα cos(l + β).

Ýòà êîíñòàíòà ñâÿçàíà ñ óãëîì θ0 íà÷àëüíîé òî÷êè îò êîòîðîé îòñ÷è-
òûâàåòñÿ äëèíà ãåîäåçè÷åñêîé: cos(β) = cos θ0/ sinα. Èíòåãðèðóÿ òåïåðü
ϕ̇ = cosα/ sin2 θ, èìååì

tg(ϕ+ γ) =
tg(l + β)

cosα
.

Êîíñòàíòà γ íàõîäèòñÿ ïî êîîðäèíàòå ϕ0 íà÷àëüíîé òî÷êè. Íàïîìíèì
(ñòð. 521), ÷òî îòðåçîê íà ñôåðå äëèíîé L ìîæíî òàêæå çàäàòü â âèäå:

r(l) =
r1 sin(L− l) + r2 sin(l)

sinL
,

ãäå l = [0...L] è r1, r2 � ðàäèóñ-âåêòîðû êðàéíèõ òî÷åê îòðåçêà. Ýòî
ñîîòíîøåíèå íåñëîæíî ïîëó÷èòü ïðè ïîìîùè ôîðìóëû (6.25), ñòð. 391,
ïîâîðà÷èâàÿ âåêòîð r1 âîêðóã åäèíè÷íîãî âåêòîðà n = [r1× r2]/|r1× r2|.
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• H192 Òåíçîð êðèâèçíû ïëîñêîñòè â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ (ñòð. 697)
Äëÿ ìåòðèêè dl2 = dr2+r2dϕ2 îòëè÷íûå îò íóëÿ ñèìâîëû Êðèñòîôôå-

ëÿ (lH182) ðàâíû Γ1
22 = −r è Γ2

12 = Γ2
21 = 1/r. Ïîýòîìó äëÿ xi = {r, ϕ}:

R1
2, 12 = ∂1Γ

1
22 − ∂2Γ

1
21 + Γ1

k1Γ
k
22 − Γ1

k2Γ
k
21 = ∂1Γ

1
22 − Γ1

22Γ
2
21 = −1 + 1 = 0.

• H193 Òåíçîð êðèâèçíû ñôåðå (ñòð. 697)
Äëÿ ìåòðèêè dl2 = a2 (dθ2 + s2θ dϕ

2) îòëè÷íûå îò íóëÿ ñèìâîëû Êðè-
ñòîôôåëÿ (lH190) ðàâíû Γ1

22 = −sθcθ, Γ
2
12 = Γ2

21 = cθ/sθ. Ïîýòîìó äëÿ
xi = {θ, ϕ} òåíçîð êðèâèçíû ðàâåí:

R1
2,12 = ∂1Γ

1
22 − ∂2Γ

1
21 + Γ1

k1Γ
k
22 − Γ1

k2Γ
k
21 = ∂1Γ

1
22 − Γ1

22Γ
2
21 = s2θ.

Òàê êàê g11 = a2, èìååì R12,12 = g11R
1
2,12 = a2 s2θ. Îïðåäåëèòåëü ìåò-

ðè÷åñêîãî òåíçîðà g = a4 s2θ (äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà) ïîçâîëÿåò íàéòè
ñêàëÿðíóþ êðèâèçíó (ñì. ñòð. 701):

R =
2R12,12

g
=

1

a2
.

Ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà ïîñòîÿííà è çàâèñèò îò ðàäèóñà ñôåðû.

• H194 2-ïîâåðõíîñòü äëÿ âðàùàþùåéñÿ ãåîìåòðèè (ñòð. 700)
Ïóñòü ïîâåðõíîñòü ñ öèëèíäðè÷åñêîé ñèììåòðèåé èìååò óðàâíåíèå z =

f(ρ), ãäå ρ � ðàññòîÿíèå îò îñè z. Òàê êàê dz = f ′(ρ) dρ, òî ýëåìåíò äëèíû
âäîëü òàêîé ïîâåðõíîñòè ðàâåí:

dl2 = dx2 + dy2 + dz2 = dρ2 + ρ2 dϕ2 + dz2 =
[
1 + f ′2(ρ)

]
dρ2 + ρ2 dϕ2.

×òîáû ïîëó÷èòü (11.85), ñòð. 700 ïîëîæèì ρ = r/
√
1− ω2r2. Òîãäà

dl2 =

[
1 + f ′2

(
r√

1− ω2r2

)]
dr2

(1− ω2r2)3
+

r2dϕ2

1− ω2r2
.

Òàê êàê (1−ω2r2)3 < 1, êîýôôèöèåíò ïðè dr2 íè ïðè êàêîé ôóíêöèè f(ρ)
íå ìîæåò áûòü ñäåëàí ðàâíûì åäèíèöå. Òàêèì îáðàçîì, ãåîìåòðèÿ (11.85)
íå âêëàäûâàåòñÿ êàê ïîâåðõíîñòü â 3-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî.

• H195 Îêðóæíîñòü íà ñôåðå (ñòð. 701)
Ðàñïîëîæèì öåíòð îêðóæíîñòè â òî÷êå θ = 0 (ñåâåðíûé ïîëþñ ñôåðû).

Èñõîäÿ èç ìåòðèêè dl2 = a2 (dθ2+s2θ dϕ
2) ïðè ϕ = const âûðàæàåì äëèíó

ðàäèóñà r = aθ îêðóæíîñòè êàê ôóíêöèþ êîîðäèíàòû θ. Äëèíà îêðóæ-
íîñòè ïîëó÷àåòñÿ ñóììèðîâàíèåì ýëåìåíòîâ äëèí dl ïðè θ = const è èç-
ìåíåíèè óãëà ϕ îò 0 äî 2π. Â ðåçóëüòàòå L = a sin(θ) 2π = 2πa sin(r/a).
Ïðè ìàëûõ r ïîëó÷àåì åâêëèäîâî âûðàæåíèå L = 2πr.
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• H196 Òîæäåñòâî ñ F µν (ñòð. 723)
Ïðèìåíÿÿ îïåðàöèþ äóàëèçàöèè

1

2
F µν εµνστ

∗(dxα ∧ dxσ ∧ dxτ) =
1

3
F µα εµνστ

∗(dxν ∧ dxσ ∧ dxτ),

ïî ôîðìóëå (11.109), ñòð. 723, èìååì:

1

2
F µν εµνστ ε

αστγ =
1

3
F µα εµνστ ε

νστγ.

Èñïîëüçóÿ òîæäåñòâà ñâ¼ðòêè ñèìâîëîâ Ëåâè-×èâèòû (ñòð.810), èìååì:

−2
1

2
F µν (δαµδ

γ
ν − δαν δ

γ
µ) = 6

1

3
F µα δγµ.

Ñâîðà÷èâàÿ ñ ñèìâîëàìè Êðîíåêåðà, îêîí÷àòåëüíî, ïîëó÷àåì:

−2F αγ = 2F γα.

• H197 Ïðîèçâîäíàÿ Ëè îò 1-ôîðìû (ñòð. 741)

(LV ω)i =
d

dt

[
ωj

∂xj

∂xi0

]
t=0

=
d

dt

[
wj

(
δji + t

∂V j

∂xi0

)]
t=0

= V j ∂wi

∂xj0
+ ωj

∂V j

∂xi0
.

• H198 Ïðàâèëî Ëåéáíèöà äëÿ ôîðìû è âåêòîðà (ñòð. 741)
Ðàñïèøåì îïðåäåëåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè ïðàâèëà Ëåéáíèöà:

LV

(
ω(U)

)
= (LV ω)(U) + ω(LVU)

â êîîðäèíàòíîì âèäå(
V j ∂ωi

∂xj
+ ωj

∂V j

∂xi

)
U i + ωi

(
V j ∂U

i

∂xj
− U j ∂V

i

∂xj

)
= V j ∂ωi

∂xj
U i + ωiV

j ∂U
i

∂xj
.

Ýòî ïðîèçâîäíàÿ îò ñêàëÿðíîé ôóíêöèè (îò çíà÷åíèÿ 1-ôîðìû):

LV (ωiU
i) =

d

dt

(
ωiU

i
)
=

dωi

dt
U i + ωi

dU i

dt
.


