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Ñïèíîðû

Ñïèíîðû - ýòî áîëåå îáùèå ìàòåìàòè÷åñêèå êîíñòðóêöèè ïî ñðàâíåíèþ
ñ �îáû÷íûìè� 4-âåêòîðàìè è òåíçîðàìè. Îíè íàõîäÿò øèðîêîå ïðèìåíå-
íèå ïðè îïèñàíèè ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Íà ÿçûêå ñïèíîðîâ
ìîãóò áûòü âûðàæåíû âñå ðåëÿòèâèñòñêèå ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷åííûå â
ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ. Êðîìå ýòîãî, ñïèíîðû ïîçâîëÿþò îïèñàòü ïðèíöè-
ïèàëüíî íîâûé òèï ïîëåé, êîòîðîìó áóäåò ïîñâÿùåíà ñëåäóþùàÿ ãëàâà.
Íà÷íåì ìû ñ îïèñàíèÿ ìàòåìàòèêè êâàòåðíèîíîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ÷àñò-

íûì ñëó÷àåì ñïèíîðîâ âòîðîãî ðàíãà. Ýòîò èíñòðóìåíò âàæåí ñàì ïî
ñåáå, òàê êàê îí èçÿùíûì îáðàçîì ïîçâîëÿåò îïèñàòü êîìïîçèöèþ ïðåîá-
ðàçîâàíèé Ëîðåíöà è ïîâîðîòîâ â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ìû ïðèìåíèì
ïîëó÷åííûå ôîðìóëû ê ïðåöåññèè Òîìàñà è åù¼ ðàç âûâåäåì äèíàìè÷å-
ñêèå óðàâíåíèÿ äëÿ óñêîðåííîãî äâèæåíèÿ ñïèíà è ñòåðæíÿ. Ïðè ïîìîùè
êâàòåðíèîíîâ óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà áóäóò çàïèñàíû â î÷åíü êðàñèâîì
è ëàêîíè÷íîì âèäå. Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ çàðÿäà âî âíåøíåì ïîëå òàê-
æå ïðèìóò êâàòåðíèîííóþ ôîðìó. Îíè áóäóò ðåøåíû äëÿ ðÿäà ïðîñòûõ
÷àñòíûõ ñëó÷àåâ. Çàòåì ìû ðàññìîòðèì òåíçîðíûé àíàëèç ñïèíîðîâ è
åãî ïðèìåíåíèå ê ýëåêòðîäèíàìèêå.
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8.1 Êâàòåðíèîíû

• Êîìïëåêñíûå ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ ìîùíûì èíñòðóìåíòîì, êîòîðûé èñ-
ïîëüçóåòñÿ â ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ. Îñíîâíûì îáúåêòîì
êîìïëåêñíîãî àíàëèçà ñëóæèò ìíèìàÿ åäèíèöà ı2 = −1, à ëþáîå êîì-
ïëåêñíîå ÷èñëî z îïðåäåëÿåòñÿ ïàðîé äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë a è b:

z = {a, b} = a+ ıb,

ãäå a = ℜ(z) � íàçûâàåòñÿ äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà,
à b = ℑ(z) � ìíèìîé. Óìíîæåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë (êàê è äåéñòâè-
òåëüíûõ), îáëàäàåò àññîöèàòèâíîñòüþ: z1(z2z3) = (z1z2)z3 è êîììóòàòèâ-
íîñòüþ: z1z2 = z2z1. Åãî ìîæíî ïðîâîäèòü ïî àëãåáðàè÷åñêèì ïðàâèëàì,
çàïèñûâàÿ z = a + ıb è îáðàùàÿñü ñ ìíèìîé åäèíèöåé �êàê îáû÷íî� (çà
èñêëþ÷åíèåì ñâîéñòâà ı2 = −1). Íàïîìíèì, ÷òî ÷åòûðå îáúåêòà 1, ı, −1,
−ı, ïåðåìíîæàÿñü, îáðàçóþò àáåëåâó ãðóïïó C4 (ñòð. 352).

Ñîïðÿæåíèåì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíîå ÷èñëî ñ
îòðèöàòåëüíîé ìíèìîé ÷àñòüþ z̄ ≡ z∗ = {a,−b}. Ñîîòâåòñòâåííî, ñîïðÿ-
æåíèå ìíèìîé åäèíèöû ìåíÿåò å¼ çíàê ı∗ = −ı. Íîðìîé êîìïëåêñíîãî
÷èñëà íàçûâàåòñÿ äåéñòâèòåëüíîå, íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî:

|z|2 = zz̄ = (a+ ıb)(a− ıb) = a2 + b2,

êâàäðàòíûé êîðåíü èç êîòîðîãî |z| íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì. Ëþáîå êîì-
ïëåêñíîå ÷èñëî ìîæíî çàïèñàòü â òðèãîíîìåòðè÷åñêîì âèäå:

z = |z| (cosϕ+ ı sinϕ) = |z| eıϕ,

ãäå âî âòîðîì ðàâåíñòâå èñïîëüçîâàíî îäíî èç ñàìûõ êðàñèâûõ ñîîòíî-
øåíèé â ìàòåìàòèêå, ïîëó÷åííîå Ëåîíàðäîì Ýéëåðîì. Òðèãîíîìåòðè-
÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ïîçâîëÿåò â èçÿùíîì âèäå âûðàçèòü ïðåîáðàçîâà-
íèå êîìïîíåíò âåêòîðà ïðè âðàùåíèè äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò â
2-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (ïëîñêîñòü). Åñëè êîîðäèíàòû x è y ÿâëÿþòñÿ
äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòÿìè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = x+ ıy, òîãäà
ïðåîáðàçîâàíèå ïîâîðîòà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

z′ = e−ıϕz = (cosϕ−ı sinϕ)(x+ıy) = (x cosϕ+y sinϕ)+ı (y cosϕ−x sinϕ).

Ïðèðàâíèâàÿ äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè z′ = x′ + ıy′ è e−ıϕz, íà-
õîäèì êîìïîíåíòû âåêòîðà x′ è y′ ïîñëå âðàùåíèÿ, ñì. (2.37), ñòð. 124.

×òîáû ïîëó÷èòü èíñòðóìåíò äëÿ îïèñàíèÿ âðàùåíèÿ â 3-ìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå, íåîáõîäèìî îáîáùèòü ïîíÿòèå êîìïëåêñíîãî ÷èñëà, �äîáàâèâ
åìó ðàçìåðíîñòåé�. Òàêîé îáúåêò íàçûâàåòñÿ êâàòåðíèîíîì.
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• Ââåäåì �îáû÷íóþ åäèíèöó� 1 òðè 3 �êîìïëåêñíûå åäèíèöû� I1,I2,I3,
íàçûâàåìûå áàçèñíûìè êâàòåðíèîíàìè ñî ñâîéñòâàìè:

I21 = I22 = I23 = −1. (8.1)

Ïóñòü óìíîæåíèå 8 îáúåêòîâ: 1, I1, I2, I3, −1, −I1, −I2, −I3 îáëàäàåò
àññîöèàòèâíîñòüþ, à ðåçóëüòàò èõ ïðîèçâåäåíèÿ ñíîâà äà¼ò îäèí èç ýòèõ
îáúåêòîâ (àññîöèàòèâíàÿ çàìêíóòàÿ àëãåáðà). Íàéäåì ÷åìó ðàâíî I1I2.
Ðåçóëüòàò íå ìîæåò áûòü ðàâåí ±I1, ±I2 èëè ±1. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü,
íàïðèìåð, I1I2 = I1. Òîãäà, óìíîæàÿ ñëåâà îáå ÷àñòè íà I1, è ó÷èòûâàÿ
(8.1), ïîëó÷èì I2 = 1. Îäíàêî, I2 è 1 � ýòî ðàçëè÷íûå îáúåêòû. Ïîýòîìó
I1I2 ìîæåò áûòü ðàâíî òîëüêî I3 èëè −I3. Âûáåðåì ïåðâûé âàðèàíò:

I1I2 = I3.

Âîçâåä¼ì ýòî óðàâíåíèå â êâàäðàò:

I1I2I1I2 = I23 = −1

è óìíîæèì íà I2I1. Ïîëüçóÿñü àññîöèàòèâíîñòüþ è ñâîéñòâàìè (8.1), ïî-
ëó÷àåì I1I2 = −I2I1. Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâåäåíèå êâàòåðíèîíîâ àíòè-
ñèììåòðè÷íî, ò.å ïðè èõ ïåðåñòàíîâêå ïîÿâëÿåòñÿ çíàê ìèíóñ. Ýòî ñâîé-
ñòâî ïîçâîëÿåò íàéòè ðåçóëüòàò ïðîèçâåäåíèÿ îñòàëüíûõ ïàð áàçèñíûõ
êâàòåðíèîíîâ:

I3I1 = I1I2I1 = −I2I1I1 = I2.
Îòñþäà, âîçâîäÿ I2 â êâàäðàò, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî I3 è I1 òàêæå
àíòèêîììóòèðóþò, è çàòåì íàõîäèì I2I3 è ò.ä.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïðîèçâåäåíèé:

I1I2 = I3, I3I1 = I2, I2I3 = I1 (8.2)

è ñâîéñòâî àíòèñèììåòðè÷íîñòè ïðîèçâåäåíèé ïàð ðàçëè÷íûõ êâàòåðíè-
îíîâ:

IiIj = −IjIi, i ̸= j. (8.3)

Ñèìâîëû Ëåâè-×åâèòû è Êðîíåêåðà ïîçâîëÿþò ñîîòíîøåíèÿ (8.1)-(8.3)
îáúåäèíèòü â îäíî:

IiIj = −δij + εijk Ik, (8.4)

ãäå ïî k ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå îò 1 äî 3. Åñëè èíäåêñû i è j îäè-
íàêîâû, ñèìâîë Ëåâè-×åâèòû ðàâåí íóëþ, à ñèìâîë Êðîíåêåðà åäèíèöå.
Ïîýòîìó, ïîëó÷àþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ äëÿ êâàäðàòîâ (8.1). Ïðè ðàçëè÷íûõ
èíäåêñàõ, ñèìâîë Êðîíåêåðà ðàâåí íóëþ è ïîëó÷àþòñÿ (8.2). Íàïðèìåð:
I1I2 = ε12kIk = ε123I3 = I3. Àíòèñèììåòðè÷íîñòü ñèìâîëà Ëåâè-×åâèòû
ïðèâîäèò ê ñâîéñòâó (8.3).
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• Àëãåáðîé, ïîõîæåé íà êâàòåðíèîííóþ, îáëàäàþò ìàòðèöû Ïàóëè:

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −ı
ı 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
. (8.5)

Ïåðåìíîæàÿ èõ, ìîæíî ïðîâåðèòü (lH110), ÷òî:

σiσj = δij1+ ıεijkσk, (8.6)

ãäå 1 åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà (êîòîðóþ ìû áóäåì îáû÷íî îïóñêàòü) è èíäåêñ
ó σi îáîçíà÷àåò íîìåð ìàòðèöû, à íå å¼ ýëåìåíòû.
Äëÿ äâóõ âåêòîðîâ a è b èç (8.6) ñëåäóåò (lH111) òîæäåñòâî:

(aσ)(bσ) = ab+ ı [a× b]σ, (8.7)

ãäå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå aσ ðàâíî ìàòðèöå a1σ1 + a2σ2 + a3σ3.
Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî áàçèñíûå êâàòåðíèîíû ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç

ìàòðèöû Ïàóëè: Ik = −ıσk. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷èòñÿ àëãåáðà (8.4). Çàìå-
òèì, ÷òî, ïî ñâîé ñóòè, áàçèñíûå êâàòåðíèîíû I1, I2, I3 � ýòî àáñòðàêòíûå
ñèìâîëû (ýëåìåíòû êâàòåðíèîííîé ãðóïïû), íàäåëåííûå ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðîé (8.1)-(8.3). Ìàòðèöû Ïàóëè 2x2 ðåàëèçó-
þò ïðåäñòàâëåíèå ýòîé ãðóïïû. Òî÷íî òàêæå ïðîèçâîëüíîå êîìïëåêñíîå
÷èñëî z = a+ ıb ìîæíî çàïèñàòü ïðè ïîìîùè ìàòðèö:

z =

(
1 0
0 1

)
a+

(
0 1
−1 0

)
b =

(
a b

−b a

)
.

Ìàòðè÷íûé êîýôôèöèåíò ïðè ìíèìîé ÷àñòè b ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì
ìíèìîé åäèíèöû ı (ïðîâåðüòå, ÷òî åãî êâàäðàò ðàâåí ñ îáðàòíûì çíà-
êîì åäèíè÷íîé ìàòðèöå). Â ÷àñòíîñòè, áàçèñíûå êâàòåðíèîíû Ik ìîæíî
âûðàçèòü íå òîëüêî ÷åðåç ìàòðèöû 2x2, íî è, íàïðèìåð, ÷åðåç ìàòðè-
öû 4x4 ñ äåéñòâèòåëüíûìè ýëåìåíòàìè (lH112). Äàëåå øðèôò Ik áóäåò
èñïîëüçîâàòüñÿ êàê äëÿ àáñòðàêòíûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû, òàê è äëÿ ñîîò-
âåòñòâóþùèõ èì ìàòðèö 2x2.
Ïðè ïîìîùè ÷èñëà a0 è êîìïîíåíò 3-âåêòîðà a = {a1, a2, a3} îïðåäå-

ëèì ïðîèçâîëüíûé êâàòåðíèîí. Äëÿ ýòîãî ðàçëîæèì åãî ïî åäèíèöå 1 è
òð¼ì áàçèñíûì êâàòåðíèîíàì. Â êà÷åñòâå áàçèñà áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ
ìàòðèöû Ïàóëè (ïåðåõîä îò áàçèñà σi ê áàçèñó Ii ñâîäèòñÿ ê ïåðåîïðåäå-
ëåíèþ a 7→ −ıa). Â ýòîì áàçèñå, ïðîèçâîëüíûé êâàòåðíèîí ñ êîìïîíåí-
òàìè A = {a0, a} èìååò âèä:

A = a0 + aσ, (8.8)

ãäå a � âåêòîðíàÿ ÷àñòü êâàòåðíèîíà, à a0 � ñêàëÿðíàÿ ÷àñòü (ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ, ÷òî îíà óìíîæåíà íà åäèíè÷íóþ ìàòðèöó).
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Ïåðåìíîæèì äâà êâàòåðíèîíà:

AB = (a0 + aσ)(b0 + bσ) = a0b0 + (a0b+ b0a)σ + ab+ ı[a× b]σ,

ãäå ó÷òåíî òîæäåñòâî (8.7). Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâåäåíèå äâóõ êâàòåð-
íèîíîâ ðàâíî êâàòåðíèîíó ñ êîìïîíåíòàìè:

AB = {a0b0 + ab, a0b+ b0a+ ı[a× b]}. (8.9)

Óìíîæåíèå àññîöèàòèâíî è, â îáùåì ñëó÷àå, íåêîììóòàòèâíî:

(AB)C = A(BC), AB ̸= BA.

Êîììóòàòîð äâóõ êâàòåðíèîíîâ íå çàâèñèò îò èõ ñêàëÿðíûõ ÷àñòåé è
ðàâåí íóëþ òîëüêî, åñëè âåêòîðíûå ÷àñòè ïàðàëëåëüíû äðóã äðóãó:

[A, B] = AB− BA = 2ı [a× b]σ. (8.10)

Îáîçíà÷èì ñêàëÿðíóþ ÷àñòü êàê ⌊A⌋ = a0. Èç (8.9) ñëåäóåò, ÷òî:

⌊AB⌋ = ⌊BA⌋.

Â îáùåì ñëó÷àå ñêàëÿðíàÿ ÷àñòü íå ìåíÿåòñÿ ïðè öèêëè÷åñêîé ïåðåñòà-
íîâêå ñîìíîæèòåëåé (lH113), íàïðèìåð:

⌊ABC⌋ = ⌊CAB⌋ = ⌊BCA⌋. (8.11)

Åäèíè÷íûé êâàòåðíèîí èìååò åäèíè÷íóþ ñêàëÿðíóþ è íóëåâóþ âåêòîð-
íóþ ÷àñòè. Ìû áóäåì åãî îáîçíà÷àòü êàê 1 èëè I, åñëè íåîáõîäèìî ïîä-
÷åðêíóòü, ÷òî ýòî åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà 2x2. Ïîíÿòíî, ÷òî I2 = I. Êðîìå
ýòîãî I êîììóòèðóåò ñ ëþáûì êâàòåðíèîíîì: IA = AI = A.
Äëÿ êâàòåðíèîíà A = {a0, a}, ââîäèòñÿ ñîïðÿæ¼ííûé ê íåìó êâàòåð-

íèîí ïðè ïîìîùè ñìåíû çíàêà ó âåêòîðíîé ÷àñòè:

Ā = {a0, −a} = a0 − aσ.

Ýòî îïðåäåëåíèå ïîõîæå íà êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.
Â ñèëó (8.9) ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ñîïðÿæåíèÿ (lH114):

AB = B̄ Ā, (8.12)

ò.å ïðè ñîïðÿæåíèè ïðîèçâåäåíèÿ, áåðóòñÿ ñîïðÿæåíèÿ êàæäîãî êâàòåð-
íèîíà è ïåðåñòàâëÿþòñÿ ìåñòàìè. Îòìåòèì òàêæå ñîîòíîøåíèÿ:

1

2
(AB̄+ BĀ) = (a0b0 − ab) I, (8.13)

1

2
(AB̄− BĀ) = (b0a− a0b− ı a× b)σ. (8.14)

Ïåðâîå äà¼ò êîâàðèàíòíóþ ñâåðòêó äâóõ 4-âåêòîðîâ è íå èìååò âåêòîðíîé
÷àñòè, à âòîðîå ïðèâîäèò ê êâàòåðíèîíó áåç ñêàëÿðíîé ÷àñòè.
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•Ïðîèçâåäåíèå êâàòåðíèîíà íà åãî ñîïðÿæåíèå ïðîïîðöèîíàëüíî êâàä-
ðàòó 4-âåêòîðà aν = {a0, a}:

AĀ = ĀA = (a20 − a2) I = |A|2 I.

×èñëîâîé ìíîæèòåëü ó åäèíè÷íîãî êâàòåðíèîíà íàçûâàþò íîðìîé êâà-
òåðíèîíà: |A|2 = a20 − a2 (íå ïóòàòü ñî çíà÷êîì âûäåëåíèÿ ñêàëÿðíîé
÷àñòè ⌊A⌋). Íîðìà ïðîèçâåäåíèÿ ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ íîðì (lH115):

|AB|2 = |A|2 |B|2.

Äëÿ êâàòåðíèîíà ñ íåíóëåâîé íîðìîé ñóùåñòâóåò åìó îáðàòíûé (lH116):

A−1 =
Ā
|A|2

, A−1A = AA−1 = I.

Íîðìà îáðàòíîãî êâàòåðíèîíà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ïðîñòîìó ïðàâèëó:

|A−1| = 1

|A|
.

Èç àññîöèàòèâíîñòè óìíîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî îáðàòíûé ê ïðîèçâåäåíèþ
êâàòåðíèîíîâ ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ïðîèçâåäåíèÿ îáðàòíûõ êâàòåð-
íèîíîâ â èíâåðñíîì ïîðÿäêå:

(AB)−1 = B−1A−1.

Ýòî ñîîòíîøåíèå äîêàçûâàåòñÿ òî÷íî òàêæå, êàê è àíàëîãè÷íîå òîæäå-
ñòâî äëÿ ëþáûõ ìàòðèö (lH117).
Ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå êâàòåðíèîíà A = {a0, a} ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëü-

òàòå âçÿòèÿ êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ åãî êîìïîíåíò:

A+ = {a∗0, a∗} = a∗0 + a∗σ.

Ìàòðèöû Ïàóëè ýðìèòîâû: σ+ = σ (íàïîìíèì, ÷òî ýðìèòîâî ñîïðÿ-
æåíèå ìàòðèöû ðàâíî å¼ òðàíñïîíèðîâàíèþ è âçÿòèþ êîìïëåêñíîãî ñî-
ïðÿæåíèÿ êàæäîãî ýëåìåíòà: A+

ij = A∗ji). Ïîýòîìó ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå
êâàòåðíèîíà â ìàòðè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè ýêâèâàëåíòíî îáû÷íîìó ýðìè-
òîâîìó ñîïðÿæåíèþ ìàòðèö è

(AB)+ = B+A+.

Êâàòåðíèîíû ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè íàçûâàþòñÿ ýðìèòîâû-
ìè: A+ = A. Èíîãäà ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êâàòåðíèîíû ó êîòîðûõ
ñêàëÿðíàÿ ÷àñòü äåéñòâèòåëüíà, à âåêòîðíàÿ ÷èñòî ìíèìàÿ: A = a0+ıaσ
(a0 è a � äåéñòâèòåëüíû). Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ òàêèõ êâàòåðíèîíîâ ýðìè-
òîâî è îáû÷íîå ñîïðÿæåíèå ñîâïàäàþò: A+ = Ā.
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• Åñëè êîìïîíåíòû êâàòåðíèîíà A = {a0, a} äåéñòâèòåëüíû, à íîðìà
ïîëîæèòåëüíà, îí ìîæåò áûòü çàïèñàí â ãèïåðïîëÿðíîé ôîðìå:

A = |A|
(
chα+ (nσ) shα

)
= |A| eαnσ, (8.15)

ãäå n = a/|a| � åäèíè÷íûé âåêòîð â íàïðàâëåíèè âåêòîðíîé ÷àñòè êâà-
òåðíèîíà è thα = |a|/a0 (èëè chα = a0/|A|, shα = |a|/|A|). Òàê êàê
äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ôóíêöèé ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî ch2 α− sh2 α = 1
è |A|2 = a20−a2, íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî òàêàÿ ôîðìà ñîâïàäàåò ñ çàïèñüþ
(8.8). Èç òîæäåñòâà (8.7) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ åäèíè÷íîãî âåêòîðà (nσ)2 = 1.
Ïîýòîìó, âîçíèêàåò âòîðîå ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàâåíñòâî â ãèïåðïîëÿðíîé
ôîðìå. Äåéñòâèòåëüíî, ðàñêëàäûâàÿ ýêñïîíåíòó â ðÿä Òåéëîðà è ó÷èòû-
âàÿ, ÷òî (nσ)2 = 1, (nσ)3 = nσ è ò.ä., ïîëó÷èì ðàçëîæåíèÿ ãèïåðáî-
ëè÷åñêîãî êîñèíóñà ïðè åäèíè÷íîé ìàòðèöå è ñèíóñà ïðè ìàòðèöå nσ.
Èç ýêñïîíåíöèàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íåìåäëåííî ñëåäóåò ïðàâèëî äëÿ
âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíè êâàòåðíèîíà:

Ak = |A|k ekαnσ = |A|k
(
ch(kα) + (nσ) sh(kα)

)
.

Äëÿ êâàòåðíèîíà èìåþùåãî äåéñòâèòåëüíóþ ñêàëÿðíóþ ÷àñòü è ÷èñòî
ìíèìóþ âåêòîðíóþ: A = a0+ ıaσ (a0 è a � äåéñòâèòåëüíû), íîðìà âñåãäà
íåîòðèöàòåëüíà: |A|2 = a20 + a2. Â ýòîì ñëó÷àå ãèïåðïîëÿðíàÿ ôîðìà
ïåðåõîäèò â ïîëÿðíóþ ñ ìíèìîé åäèíèöåé: α 7→ ıα (ãèïåðáîëè÷åñêèå
êîñèíóñ è ñèíóñ çàìåíÿòñÿ íà îáû÷íûå êîñèíóñ è ñèíóñ, ñì. ñòð. 784):

A = |A|
(
cosα + ı(nσ) sinα

)
= |A| eıαnσ. (8.16)

Âîçâåäåíèå òàêîãî êâàòåðíèîíà â ïðîèçâîëüíóþ ñòåïåíü, àíàëîãè÷íî ñâî-
äèòñÿ ê óìíîæåíèþ àðãóìåíòà â êîñèíóñå è ñèíóñå íà ýòó æå ñòåïåíü. Îá-
ðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíê-
öèé, ïðè èçâëå÷åíèè êîðíÿ (ñòåïåíü 1/k) âîçíèêàåò k ðàçëè÷íûõ êâà-
òåðíèîíîâ, k-ÿ ñòåïåíü êîòîðûõ äà¼ò èñõîäíûé êâàòåðíèîí. Òî÷íî òàêæå
îáñòîÿò äåëà è ñ îáû÷íûìè êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè.

Ïðè ïîìîùè êîìïîíåíò ìàòðèö Ïàóëè ëþáîé êâàòåðíèîí A = {a0, a}
ìîæíî çàïèñàòü â ÿâíîì ìàòðè÷íîì âèäå:

A =

(
a0 + a3 a1 − ıa2
a1 + ıa2 a0 − a3

)
.

Ïåðåìíîæåíèå òàêèõ ìàòðèö è âûäåëåíèå ýëåìåíòîâ a0 = (A11 +A22)/2,
è ò.ä. ïðèâîäèò ê ïðàâèëó óìíîæåíèÿ (8.9).
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8.2 Âðàùåíèå

• Ïðèìåíèì êâàòåðíèîíû äëÿ îïèñàíèÿ âðàùåíèÿ äåêàðòîâîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò. Ïóñòü ïîâîðîò îñóùåñòâëÿåòñÿ âîêðóã åäèíè÷íîãî âåêòîðà n
íà óãîë ϕ. Îïðåäåëèì ñëåäóþùèé êâàòåðíèîí:

R = cos

(
ϕ

2

)
+ ı sin

(
ϕ

2

)
nσ. (8.17)

Îí èìååò äåéñòâèòåëüíóþ ñêàëÿðíóþ ÷àñòü è ÷èñòî ìíèìóþ âåêòîðíóþ.
Íîðìà ýòîãî êâàòåðíèîíà ðàâíà åäèíèöå:

RR̄ = 1. (8.18)

Ïðè ïîìîùè êîìïîíåíò ðàäèóñ âåêòîðà r = {x, y, z} è ñêàëÿðà îòíîñè-
òåëüíî âðàùåíèé (íàïðèìåð, âðåìåíè t) îïðåäåëèì åù¼ îäèí êâàòåðíèîí:

X = t+ rσ. (8.19)

Íàéä¼ì ðåçóëüòàò ñëåäóþùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ:

X′ = RXR+. (8.20)

Ïóñòü c = cos(ϕ/2), s = sin(ϕ/2). Ïðîèçâåäåíèå RXR+ âû÷èñëèì ïðè
ïîìîùè êîììóòàòîðà (8.10), ïåðåñòàâèâ ìåñòàìè êâàòåðíèîíû R è X:

X′ = (XR+ 2ı2s[n× r]σ)R+ = X− 2s[n× r]σ (c− ısnσ),

ãäå âî âòîðîì ðàâåíñòâå ó÷òåíî, ÷òî R+ = R̄ = c − ısnσ è èç (8.18)
ñëåäóåò RR+ = 1. Ïåðåìíîæèì ñêîáêè ïðè ïîìîùè (8.7):

X′ = X− 2sc[n× r]σ − 2s2 [[n× r]× n]σ

è, ðàñêðûâ äâîéíîå âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå [n × r] × n = r − n(nr),
îêîí÷àòåëüíî, ïîëó÷èì:

t′ + r′σ = t+
(
(1− 2s2) r+ 2s2 n(nr)− 2sc [n× r]

)
σ.

Ñêàëÿðíàÿ ÷àñòü êâàòåðíèîíà X íå ìåíÿåòñÿ (t′ = t). Òàêàÿ èíâàðè-
àíòíîñòü ñðàçó ñëåäóåò èç ïðàâèëà öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêè (8.11),
ñòð. 509: ⌊X′⌋ = ⌊RXR+⌋ = ⌊R+RX⌋ = ⌊IX⌋ = ⌊X⌋. Èçìåíåíèå âåêòîðíîé
÷àñòè ïîñëå ïðèìåíåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ òîæäåñòâ ñîîòâåòñòâóåò ïî-
âîðîòó ñèñòåìû êîîðäèíàò:

r′ = r cosϕ+ n(nr)(1− cosϕ)− [n× r] sinϕ. (8.21)

Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå êîìïîíåíò ðàäèóñ-âåêòîðà ïðè âðàùåíèè ñèñòåìû
êîîðäèíàò ìû ïîëó÷èëè íà ñòðàíèöå 385.
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• Íîðìà êâàòåðíèîíà X = t + rσ ðàâíà èíòåðâàëó â 4-ìåðíîì ïðîñ-
òðàíñòâå-âðåìåíè:

|X|2 = t2 − r2.

Âðàùåíèå îñòàâëÿåò åãî èíâàðèàíòíûì. Ïîýòîìó èíâàðèàíòîì áóäåò è
XX̄ = |X|2 I. Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòî. Òàê êàê I+ = I, èç RR̄ = R̄R = I
ñëåäóåò, ÷òî R̄+R+ = R+R̄+ = I. Ïîýòîìó, ïðè ïîìîùè (8.12), ïîëó÷àåì:

X′X̄′ = RXR+RXR+ = RXR+ R̄+X̄R̄ = RXIX̄R̄ = RXX̄R̄ = XX̄ = inv,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî XX̄ ∼ I è, ñëåäîâàòåëüíî, îí ïåðåñòàíîâî÷åí ñ R. Êàê ìû
âèäèì, èíâàðèàíòíîñòü íîðìû X íå ñâÿçàíà ñ ÿâíûì âèäîì êâàòåðíèîíà
R è ñïðàâåäëèâà äëÿ ëþáîãî êâàòåðíèîííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ åäèíè÷íîé
íîðìîé (RR̄ = I).
Òàê êàê âåêòîðíàÿ ÷àñòü êâàòåðíèîíà ïîâîðîòîâ R ÷èñòî ìíèìàÿ, à

ñêàëÿðíàÿ äåéñòâèòåëüíà, òî R+ = R̄. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòâåòñòâóþùàÿ
êâàòåðíèîíó ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíîé: RR+ = I. Çàïèøåì å¼ ÿâíûé
âèä ïðè ïîìîùè ìàòðèö Ïàóëè:

R =

(
cϕ/2 + ınz sϕ/2 ı(nx − ıny) sϕ/2
ı(nx + ıny) sϕ/2 cϕ/2 − ınz sϕ/2

)
,

ãäå sϕ/2 = sin(ϕ/2) è cϕ/2 = cos(ϕ/2). Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì íåñëîæíî
ïðîâåðèòü, ÷òî îïðåäåëèòåëü ýòîé ìàòðèöû ðàâåí åäèíèöå: detR = 1,
ïîýòîìó îíà ïðèíàäëåæèò ê ãðóïïå ñïåöèàëüíûõ óíèòàðíûõ ìàòðèö 2x2
SU(2) (ñòð. 388).

Ñòîèò ñðàâíèòü ïðåîáðàçîâàíèå X′ = RXR+ ñ ïðåîáðàçîâàíèåì (8.21),
çàïèñàííîì â ìàòðè÷íîì âèäå: r′ = Rr c r = (x y z)T è

R =

 cϕ + n2x(1− cϕ) nxny(1− cϕ) + nzsϕ nxnz(1− cϕ)− nysϕ
nynx(1− cϕ)− nzsϕ cϕ + n2y(1− cϕ) nynz(1− cϕ) + nxsϕ
nznx(1− cϕ) + nysϕ nzny(1− cϕ)− nxsϕ cϕ + n2z(1− cϕ)

 ,

ãäå sϕ = sinϕ è cϕ = cosϕ. Ìàòðèöà âðàùåíèÿ 3x3 âûãëÿäèò áîëåå ãðî-
ìîçäêîé, îäíàêî, ïðè ïðåîáðàçîâàíèè âåêòîðà òðåáóåòñÿ òîëüêî óìíîæå-
íèå ìàòðèöû íà ñòîëáåö. Êâàòåðíèîííûå ìàòðèöû âðàùåíèÿ 2x2 ïðîùå,
íî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðåîáðàçîâàííîãî êâàòåðíèîíà ìû óìíîæàåì èñõîä-
íûé ñëåâà íà R è ñïðàâà íà R+. Îòìåòèì òàêæå ðàçíèöó â àðãóìåíòàõ
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé îáîèõ ìàòðèö. Åñëè â R îíè çàâèñÿò îò
óãëà ïîâîðîòà ϕ, òî â êâàòåðíèîíå R ñòîèò ïîëîâèííûé óãîë ϕ/2.
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• Ïðåèìóùåñòâà êâàòåðíèîííîé òåõíèêè ïðîÿâëÿþòñÿ ïðè ðàññìîò-
ðåíèè êîìïîçèöèè ïðåîáðàçîâàíèé. Ðàññìîòðèì äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ
ïîâîðîòà: X1 = R1XR+

1 è çàòåì X2 = R2X1R+
2 . Ïîäñòàâëÿÿ ïåðâîå ïðåîá-

ðàçîâàíèå âî âòîðîå, ïîëó÷àåì:

X2 = (R2R1)X (R2R1)
+,

ãäå ó÷òåíî òîæäåñòâî (AB)+ = B+A+. Â ïðîèçâåäåíèè R2R1 ñíà÷àëà
ñòîèò êâàòåðíèîí âòîðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, à çàòåì ïåðâîãî. Ïóñòü êâà-
òåðíèîíû ðàâíû R2 = c2 + ıs2n2σ è R1 = c1 + ıs1n1σ, ãäå ci = cos(ϕi/2)
è ò.ä. Èõ ïðîèçâåäåíèå ñíîâà ÿâëÿåòñÿ ïîâîðîòîì ñ êâàòåðíèîíîì:

R = R2R1 = c1c2 − s1s2(n1n2) + ı(s1c2 n1 + c1s2 n2 + s1s2 [n1 × n2])σ.

Çàïèñûâàÿ ðåçóëüòàò êàê R = c + ısnσ, íåñëîæíî âûðàçèòü èòîãîâûé
óãîë ïîâîðîòà ϕ è îñü n ÷åðåç óãëû è îñè èñõîäíûõ ïîâîðîòîâ. Â ÷àñò-
íîñòè:

cos
ϕ

2
= cos

ϕ1 + ϕ2
2

+ (1− n1n2) sin
ϕ1
2

sin
ϕ2
2
. (8.22)

Ñòîèò ïîëó÷èòü ýòî ñîîòíîøåíèå íåïîñðåäñòâåííî èç (8.21), ÷òîáû â ïîë-
íîé ìåðå îùóòèòü ïðåèìóùåñòâî êâàòåðíèîíîâ ïåðåä ìàòðèöàìè 3x3.

Èç (8.22) ñëåäóåò, ÷òî óãëû ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïîâîðîòîâ ñêëàäûâàþò-
ñÿ òîëüêî, åñëè îñè ýòèõ ïîâîðîòîâ ïàðàëëåëüíû: n1n2 = 1. Ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ïîâîðîòîâ âàæíà, è â îáùåì ñëó÷àå R1R2 ̸= R2R1. Íèæå
íà âòîðîì è òðåòüåì ðèñóíêàõ ïðèâåäåíû ïîâîðîòû ñèñòåìû êîîðäèíàò
ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå íà óãîë π/2, ñíà÷àëà âîêðóã îñè x, çàòåì âîêðóã y.
Íà ïîñëåäíèõ äâóõ ðèñóíêàõ ýòè æå ïîâîðîòû âûïîëíåíû â îáðàòíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ ðàçëè÷íûì!

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ïðè êîìïîçèöèè äâóõ âðàùåíèé ñíîâà ïîëó÷à-
åòñÿ êâàòåðíèîí, îïèñûâàþùèé íåêîòîðûé ïîâîðîò. Îí èìååò åäèíè÷íóþ
íîðìó è ÷èñòî ìíèìóþ âåêòîðíóþ ÷àñòü. Ýòî óòâåðæäåíèå âûãëÿäèò äî-
ñòàòî÷íî òðèâèàëüíûì. Îäíàêî, êàê ìû óâèäèì íèæå, äëÿ ïðåîáðàçîâà-
íèé Ëîðåíöà ýòî óæå íå òàê. Êîìïîçèöèÿ äâóõ ëîðåíöåâñêèõ ïðåîáðàçî-
âàíèé, â îáùåì ñëó÷àå, íå ïðèâîäèò ñíîâà ê îáû÷íûì ïðåîáðàçîâàíèÿì
Ëîðåíöà!
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• Êâàòåðíèîíû âðàùåíèÿ ìîæíî ïîêîìïîíåíòíî óìíîæàòü íà ÷èñëî
è ñêëàäûâàòü. Â îáùåì ñëó÷àå ïðè ýòîì íå ïîëó÷èòñÿ ñíîâà êâàòåðíèîí
âðàùåíèÿ. Âûÿñíèì êîãäà ýòî âñ¼ æå ïðîèñõîäèò. Ïóñòü:

R = αR1 + β R2, (8.23)

ãäå α è β � äåéñòâèòåëüíûå êîýôôèöèåíòû. Åñëè R1 è R2 èìåþò äåéñòâè-
òåëüíûå ñêàëÿðíûå è ÷èñòî ìíèìûå âåêòîðíûå ÷àñòè, òî òàêèì æå áóäåò
è R. Îäíàêî, ýòîãî íåäîñòàòî÷íî. ×òîáû ðåçóëüòèðóþùèé êâàòåðíèîí R
áûë êâàòåðíèîíîì âðàùåíèÿ ó íåãî äîëæíà áûòü åäèíè÷íàÿ íîðìà:

RR̄ = (αR1 + β R2)(α R̄1 + β R̄2) = (α2 + β2) I+ αβ (R1R̄2 + R2R̄1) = I.

Âûðàæåíèå R1R̄2 + R2R̄1, â ñîîòâåòñòâèè ñ òîæäåñòâîì (8.13), ñòð. 509,
ïðîïîðöèîíàëüíî åäèíè÷íîìó êâàòåðíèîíó. Êîýôôèöèåíò ïðè I ðàâåí
óäâîåííîé ñêàëÿðíîé ÷àñòè ïðîèçâåäåíèÿ êâàòåðíèîíîâ R1R̄2:

⌊R1R̄2⌋ = ⌊R2R̄1⌋ = c1c2 + s1s2(n1n2).

Ïîýòîìó R áóäåò êâàòåðíèîíîì âðàùåíèÿ, åñëè:

α2 + β2 + 2⌊R1R̄2⌋αβ = 1. (8.24)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èç íà÷àëüíîé îðèåíòàöèè X ïðè ïîìîùè R0 è R1

ïîëó÷åíû äâå äðóãèå X0 = R0 XR+
0 è X1 = R1 XR+

1 (ýòî íå ïîñëåäî-
âàòåëüíûå ïîâîðîòû, à ðàçëè÷íûå ïîâîðîòû, íà÷èíàþùèåñÿ ñ X). Òàê
êàê RR+ = I, ïåðâîå ïðåîáðàçîâàíèå ìîæíî îáðàòèòü: R+

0 X0 R0 = X.
Ñëåäîâàòåëüíî X1 ïîëó÷àåòñÿ èç X0 ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèÿ:

X1 = Q1 X0 Q+
1 , Q1 = R1 R+

0 .

Íàéä¼ì êâàòåðíèîí Qt, çàâèñÿùèé îò ïàðàìåòðà t = [0...1] è äàþùèé
îðèåíòàöèþ Xt = QtX0Q+

t , êîòîðàÿ ïðè t = 0 ñîîòâåòñòâóåò X0, à ïðè
t = 1: X1. Ïóñòü ïðè ýòîì óãîë ïîâîðîòà ðàâíîìåðíî èçìåíÿåòñÿ:

Qt = cos(ωt) + ı sin(ωt)nσ = cos(ωt) +
sin(ωt)

sinω
(R1 R+

0 − cosω),

ãäå îñü ïîâîðîòà n âûðàæåíà ÷åðåç R1 R+
0 òàê, ÷òî Q0 = 1 è Q1 = R1 R+

0 .
Èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî cosω = ⌊Q1⌋ = ⌊R1 R+

0 ⌋. Îò êâàòåðíè-
îíà Qt ìîæíî ïåðåéòè ê âðàùåíèþ Rt, ñòàðòóþùåìó ñ X: Xt = Rt XR+

t .
Òàê êàê Rt = Qt R0, èìååì:

Rt =
sin(ω(1− t))

sinω
R0 +

sin(ωt)

sinω
R1. (8.25)

Ýòî ñîîòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ ñôåðè÷åñêîé ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèåé ìåæ-
äó îðèåíòàöèÿìè X0 è X1. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû ïðè
êâàòåðíèîíàõ ïîâîðîòîâ R0 è R1 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (8.24).
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8.3 Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà

• Êâàòåðíèîíû ïîçâîëÿþò òàêæå îïèñûâàòü è ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëî-
ðåíöà. Èñïîëüçóÿ ãèïåðáîëè÷åñêèå êîñèíóñ, ñèíóñ è åäèíè÷íûé âåêòîð
m2 = 1, îïðåäåëèì êâàòåðíèîí ëîðåíöåâñêîãî áóñòà (ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ëîðåíöà áåç âðàùåíèÿ):

L = ch
(α
2

)
− sh

(α
2

)
mσ. (8.26)

Êâàòåðíèîí áóñòà L, êàê è âðàùåíèÿ R, èìååò åäèíè÷íóþ íîðìó, òàê êàê

LL̄ = (c− smσ) (c+ smσ) = (c2 − s2) = 1

(ñåé÷àñ c = ch(α/2) è àíàëîãè÷íî s). Îäíàêî, îòñóòñòâèå ìíèìîé åäèíè-
öû â âåêòîðíîé ÷àñòè ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ìàòðèöà L îêàçûâàåòñÿ óæå
íåóíèòàðíîé:

LL+ = L2 = (c− smσ)2 = (c2 + s2)− 2scmσ = ch(α)− sh(α)mσ ̸= I.

Çàïèøåì àíàëîãè÷íî âðàùåíèþ ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ X = t+ rσ:

X′ = LXL+. (8.27)

Òàê êàê êîìïîíåíòû êâàòåðíèîíà áóñòà äåéñòâèòåëüíû, îí ÿâëÿåòñÿ ýð-
ìèòîâûì: L+ = L. Íàéäåì ðåçóëüòàò (8.27) ïðè ïîìîùè ìàòðèö Ïàóëè:

t′ + r′σ = (c− smσ)(t+ rσ)(c− smσ).

Ïåðåìíîæàÿ ñ ñîõðàíåíèåì ïîðÿäêà ñîìíîæèòåëåé (ìàòðèöû!) è, ïîëü-
çóÿñü òîæäåñòâîì (8.7), ñòð. 508, ïîëó÷àåì:

X′ = (c2 + s2) t− 2sc (rm) + c2 rσ − 2sc tmσ + s2(mσ)(rσ)(mσ).

Äâàæäû åù¼ ðàç ïðèìåíÿÿ (8.7) è ðàñêðûâàÿ äâîéíîå âåêòîðíîå ïðîèç-
âåäåíèå, ïîëó÷àåì: (mσ)(rσ)(mσ) = 2(mr)(mσ)− rσ, ïîýòîìó:

t′+ r′σ = (c2 + s2) t− 2sc (mr) + (c2− s2) rσ− 2cstmσ+ 2s2 (mr)(mσ).

Ïðèðàâíèâàÿ ñêàëÿðíûå è âåêòîðíûå ÷àñòè, ïðèõîäèì ê ïðåîáðàçîâàíè-
ÿì Ëîðåíöà:

t′ = t chα− (mr) shα, r′ = r− tm shα+ (chα− 1) (mr)m,

ãäå ó÷òåíû ãèïåðáîëè÷åñêèå òîæäåñòâà äâîéíîãî óãëà (ñòð. 784).
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Áîëåå ïðèâû÷íàÿ çàïèñü ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà (1.12), ñòð. 33 ïîëó-
÷àåòñÿ ïîñëå ïåðåîáîçíà÷åíèé:

m =
v

v
, chα = γ, m shα = v γ, v = thα,

ãäå, êàê îáû÷íî, γ = 1/
√
1− v2, è α íàçûâàåòñÿ áûñòðîòîé:

α = ath v =
1

2
ln

1 + v

1− v
. (8.28)

Êâàòåðíèîí áóñòà â ìàòðè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè

L = ch
(α
2

)
− sh

(α
2

)
mσ =

(
c−m3s −(m1 − ım2)s

−(m1 + ım2)s c+m3s

)
èìååò åäèíè÷íûé îïðåäåëèòåëü: detL = 1, êàê è ìàòðèöà êâàòåðíèîíà
âðàùåíèé R. Îäíàêî, òàê êàê îí íåýðìèòîâ (LL+ ̸= I), ýòà ìàòðèöà ïðè-
íàäëåæèò ê áîëåå øèðîêîé ãðóïïå ñïåöèàëüíûõ (íî â îáùåì ñëó÷àå íå
óíèòàðíûõ) ìàòðèö SL(2, C) (áóêâà S îçíà÷àåò �ñïåöèàëüíàÿ�, áóêâà L �
ëèíåéíàÿ; â ñêîáêàõ ïåðâûé àðãóìåíò ñîîáùàåò î ðàçìåðíîñòè ìàòðèöû,
à âòîðîé î òîì, ÷òî å¼ ýëåìåíòû êîìïëåêñíû). Ê ýòîé æå ãðóïïå ïðèíàä-
ëåæàò è ìàòðèöû îáùèõ ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà, êîòîðûå âêëþ÷àþò â
ñåáÿ ëîðåíöåâñêèé áóñò è òðåõìåðíûé ïîâîðîò. Äåéñòâèòåëüíî, ò.ê. îïðå-
äåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ èõ îïðåäåëèòåëåé,
òî îïðåäåëèòåëü êîìïîçèöèè âðàùåíèÿ è ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà áóäåò
åäèíè÷íûì: det(RL) = detR detL = 1. Êðîìå ýòîãî RLRL = RLL̄R̄ = I.
Ïðåîáðàçîâàíèå, îñóùåñòâëÿåìîå êâàòåðíèîíîì ñ åäèíè÷íîé íîðìîé:

X′ = SXS+, SS̄ = I

âñåãäà îñòàâëÿåò èíâàðèàíòíûì êâàòåðíèîí, ïðîïîðöèîíàëüíûé èíòåð-
âàëó XX̄ = (t2−r2) I (ñì. ñòð. 513). Åñëè êîýôôèöèåíòû S äåéñòâèòåëüíû
� ýòî ëîðåíöåâñêèå áóñòû L. Åñëè íóëåâàÿ ÷àñòü äåéñòâèòåëüíà, à âåê-
òîðíàÿ ÷èñòî ìíèìàÿ, òî ýòî ïðîñòðàíñòâåííûå âðàùåíèÿ R. Îñòàëüíûå
âàðèàíòû ñîîòâåòñòâóþò ñìåøàííûì ïðåîáðàçîâàíèÿì.
Ìàòðèöà S ðàçìåðíîñòè 2x2 ñ êîìïëåêñíûìè ýëåìåíòàìè èìååò 8 = 2·4

âåùåñòâåííûõ ïàðàìåòðîâ. Òðåáîâàíèå åäèíè÷íîñòè îïðåäåëèòåëÿ ïðè-
âîäèò ê äâóì óðàâíåíèÿì (äëÿ äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòåé). Ïîýòî-
ìó ñóùåñòâóþò 6 íåçàâèñèìûõ âåùåñòâåííûõ ïàðàìåòðà, îïðåäåëÿþùèõ
îáùåå ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà (3 óãëà ïîâîðîòà è 3 ïðîåêöèè ñêîðî-
ñòè). Èì ñîîòâåòñòâóþò 6 ãåíåðàòîðîâ ãðóïïû. Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ
(lH118) ñòîèò çàïèñàòü ìàòðèöû âðàùåíèÿ è áóñòà ïðè ìàëûõ çíà÷åíè-
ÿõ äåéñòâèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ: R = 1 + ϕiRi, L = 1 + αiLi è íàéòè
àëãåáðó Ëè äëÿ ãåíåðàòîðîâ ãðóïïû, ñðàâíèâ å¼ ñ àëãåáðîé ãåíåðàòîðîâ
ìàòðèö 4x4 (ñòð. 398), äåéñòâóþùèõ íà ñòîëáèêè 4-âåêòîðîâ (t, x, y, z)T .
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• Ðàññìîòðèì äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ëîðåíöåâñêèõ áóñòà L2L1 (ñíà÷à-
ëà L1, çàòåì L2), ãäå L2 = c2 − s2m2σ è L1 = c1 − s1m1σ:

S = L2L1 = c1c2 + (m1m2) s1s2 − (m1 s1c2 +m2 c1s2 + ı[m1 ×m2] s1s2)σ

(êàê îáû÷íî c1 = ch(α1/2), è ò.ä). Âåêòîðíàÿ ÷àñòü S, ïðè m1 ×m2 ̸= 0
íå ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíîé. Ïîýòîìó ýòî íå ëîðåíöåâñêèé áóñò (8.26).
Òåì íå ìåíåå, åãî ìîæíî ðàçëîæèòü íà êîìïîçèöèþ áóñòà (8.26) è ïðî-
ñòðàíñòâåííîãî âðàùåíèÿ (8.17), íàïðèìåð, òàêèì îáðàçîì (ñíà÷àëà áóñò,
çàòåì ïîâîðîò):

L2L1 = RL.

Íàéäåì ïðîèçâåäåíèå âðàùåíèÿ R = cϕ+ ısϕ nσ è áóñòà L = cα− sαmσ,
ãäå cα = ch(α/2), cϕ = cos(ϕ/2):

S = RL = cαcϕ − ınm sαsϕ + (ın cαsϕ −msαcϕ − [m× n] sαsϕ)σ. (8.29)

Ýòîò êâàòåðíèîí ñîâïàä¼ò ñ L2L1 (èìåþùåãî äåéñòâèòåëüíóþ ñêàëÿðíóþ
÷àñòü), åñëè èòîãîâàÿ ñêîðîñòü è îñü âðàùåíèÿ áóäóò ïåðïåíäèêóëÿðíû
äðóã äðóãó (nm = 0). Êðîìå ýòîãî äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèÿ:

cαcϕ = c1c2 + (m1m2) s1s2, n cαsϕ = −[m1 ×m2] s1s2,

msαcϕ + [m× n] sαsϕ = m1 s1c2 +m2 c1s2.
(8.30)

Òåïåðü íåñëîæíî ïîëó÷èòü ñâÿçü ìåæäó ïàðàìåòðàìè èñõîäíûõ áóñòîâ
è ýêâèâàëåíòíîãî èì áóñòà è ïîâîðîòà. Äëÿ ýòîãî ââåä¼ì m shα = vγ, è
àíàëîãè÷íî ñ èíäåêñàìè äëÿ v1 è v2. Òàê êàê âåêòîðû n è m åäèíè÷íûå
è ïåðïåíäèêóëÿðíûå, òî m × n òàêæå ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì âåêòîðîì.
Âîçâîäÿ â êâàäðàò òðåòüå ñîîòíîøåíèå (8.30), ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ
γ. Åñëè óìíîæèòü òðåòüå ñîîòíîøåíèå âåêòîðíî íà n, è ñ åãî æå ïîìîùüþ
èñêëþ÷èòüm×n, òî ïîëó÷èòñÿ âûðàæåíèå äëÿ âåêòîðà m. Â ðåçóëüòàòå
ïàðàìåòðû ñóììàðíîãî áóñòà L ðàâíû (lH119):

γ = γ1γ2 (1 + v1v2), v
γ

γ2
= v2 + v1γ1 + v1(v1v2)

γ1 − 1

v21
. (8.31)

Èç âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ (8.30) ñëåäóåò, ÷òî ïðè sϕ > 0 åäèíè÷íûé âåêòîð
âäîëü îñè âðàùåíèÿ ðàâåí n = −[v1 × v2]/|v1 × v2|. Ïåðåìíîæàÿ ïåðâîå
è âòîðîå ñîîòíîøåíèÿ (8.30), ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ óãëà (lH120):

n sinϕ = −[v1 × v2]
γ1γ2 (1 + γ + γ1 + γ2)

(1 + γ)(1 + γ1)(1 + γ2)
. (8.32)

Óãîë ïîâîðîòà ϕ íàçûâàåòñÿ óãëîì Âèãíåðà, à ôîðìóëó äëÿ íåãî â òàêîì
âèäå ïîëó÷èë Ñòàïï â 1956 ã. [45]. Çàìåòèì, ÷òî âñåãäà ϕ < π/2.
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• Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïðîèçâåäåíèå äâóõ áóñòîâ ìîæíî ðàçëîæèòü è
â îáðàòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ñíà÷àëà âûïîëíÿåòñÿ ïîâîðîò ñèñòåìû
êîîðäèíàò, çàòåì ïðîèñõîäèò ïåðåõîä â íîâóþ ñèñòåìó îòñ÷¼òà � áóñò):

L2L1 = LR.

Âûðàæåíèå äëÿ óãëà ïîâîðîòà ϕ è îñè âðàùåíèÿ n (8.32) â ýòîì ñëó÷àå íå
èçìåíÿòñÿ. Íå ïîìåíÿåòñÿ òàêæå ìîäóëü ñêîðîñòè èòîãîâîãî áóñòà L (èëè
ëîðåíöåâñêèé ôàêòîð γ). Îäíàêî â âûðàæåíèè äëÿ âåêòîðà ñêîðîñòè
ïðîèçîéä¼ò ïåðåñòàíîâêà èíäåêñîâ 1 è 2 (lH121):

v
γ

γ1
= v1 + v2γ2 + v2(v2v1)

γ2 − 1

v22
. (8.33)

Ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóñòà è ïîâîðîòà âàæíà, è â îáùåì ñëó÷àå:

LR ̸= RL,

òàê êàê ïàðàìåòðû L ñëåâà è ñïðàâà äîëæíû áûòü ðàçëè÷íûìè. Ýòî
ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿ îòðàæåíèåì íåàáåëåâîñòè ãðóïïû Ëîðåíöà (ñòð. 396).

• Ïðîèçâîëüíûé êâàòåðíèîí S = S0 + Sσ ñ åäèíè÷íîé íîðìîé (SS̄ =
S̄S = I èëè S2

0 −S2 = 1 èëè detS = 1) è êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè
âñåãäà ìîæíî ðàçëîæèòü íà áóñò è âðàùåíèå (ñ âîîáùå ãîâîðÿ íåîðòîãî-
íàëüíûìè îñÿìè nm ̸= 0). Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ (8.29):

S0 = cαcϕ − ınm sαsϕ, S = ın cαsϕ −msαcϕ − [m× n] sαsϕ

è âûðàçèòü åäèíè÷íûå âåêòîðû n, m è ïàðàìåòðû ϕ, α ÷åðåç äåéñòâè-
òåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè êâàòåðíèîíà S = {S0, ,S}:

n
sϕ
cϕ

=
SI

S0R
, cα =

S0R

cϕ
, msα = [SR × n]sϕ − SRcϕ − nS0I sϕ,

ãäå SR, SI � äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè âåêòîðà S, è ò.ä. Çàìåòèì,
÷òî ïðè ïîìîùè ïðîèçâîëüíîãî êâàòåðíèîíà ñ åäèíè÷íîé íîðìîé ìîæíî
çàïèñàòü êâàòåðíèîí ëîðåíöåâñêîãî áóñòà:

L =
S+ S+

|I+ SS̄+|
.

Åãî ýðìèòîâîñòü î÷åâèäíà, à åäèíè÷íîñòü íîðìû LL̄ = I ïðîâåðÿåòñÿ
ïðÿìûì ïåðåìíîæåíèåì (lH122). Èç ðàçëîæåíèÿ S = RL íåñëîæíî íàé-
òè êâàòåðíèîí R = SL̄ (lH123). Îäíàêî ýòî íå êâàòåðíèîí âðàùåíèÿ,
ò.ê. åãî âåêòîðíàÿ ÷àñòü, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ìíèìîé.
Îáðàòèì òàêæå âíèìàíèå, ÷òî ïðè ïåðåìíîæåíèè êâàòåðíèîíà âðàùå-

íèÿ R = eı
ϕ
2 nσ è áóñòà L = e−

α
2 mσ â ýêñïîíåíöèàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè

(ñòð. 511) íåëüçÿ ñêëàäûâàòü ïîêàçàòåëè ýêñïîíåíò, ò.ê. ìàòðèöû nσ è
mσ â îáùåì ñëó÷àå íå êîììóòèðóþò.
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8.4 Ïðåöåññèÿ Òîìàñà

Ðàññìîòðèì òðè ñèñòåìû îòñ÷¼òà. Ïóñòü S � ýòî ëàáîðàòîðíàÿ ñèñòåìà
îòñ÷¼òà, à S ′ � èíåðöèàëüíàÿ ñèñòåìà, äâèæóùàÿñÿ îòíîñèòåëüíî ëàáî-
ðàòîðíîé ñî ñêîðîñòüþ v. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåèíåðöèàëüíàÿ ñèñòåìà
S ′′, èìåþùàÿ â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè òàêóþ æå ñêîðîñòü v îòíîñè-
òåëüíî S, èçìåíÿåò å¼ íà dv îòíîñèòåëüíî S (èëè íà dv′ îòíîñèòåëüíî
S ′). Îðèåíòàöèÿ äåêàðòîâûõ îñåé ñèñòåì S ′′ è ñîïóòñòâóþùåé ê íåé S ′

ñîâïàäàþò. Èçìåíåíèå ñêîðîñòè íà dv′ ïðîèñõîäèò òàêèì îáðàçîì, ÷òî
êîîðäèíàòíûå îñè S ′′ ñäâèãàþòñÿ îòíîñèòåëüíî S ′ �ïàðàëëåëüíûì� îáðà-
çîì. Êàê ìû âèäåëè â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, âûïîëíåíèå ïîñëåäîâàòåëü-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé îò S ê S ′ ñî ñêîðîñòüþ v è îò S ′ ê S ′′ ñî ñêîðîñòüþ
dv′ íå ÿâëÿåòñÿ ëîðåíöåâñêèì áóñòîì. Îäíàêî èõ ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåí â âèäå êîìïîçèöèé áóñòà è ñëåäóþùåãî çà íèì ïîâîðîòà:

S 7→ S ′′ : L(dv′)L(v) = R(n, dϕ)L(v + dv). (8.34)

Êâàòåðíèîí áóñòà L(v + dv) äà¼ò ïåðåõîä îò ñèñòåìû S ê íåêîòîðîé
ñèñòåìå S̃ ′, êîòîðàÿ, ïîâîðà÷èâàÿñü íà óãîë dϕ, ïðèâîäèò ê ñèñòåìå S ′′.

Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Ñòàïïà (8.32), ïîëîæèâ v1 = v è v2 = dv′.
Áåñêîíå÷íî ìàëîå èçìåíåíèå ñêîðîñòè dv′ óæå ñòîèò â âåêòîðíîì ïðî-
èçâåäåíèè (8.32), ïîýòîìó â ïåðâîì ïîðÿäêå ìàëîñòè ìîæíî ïîëîæèòü
γ2 = 1, γ = γ1 = γv è ñèíóñ çàìåíèòü íà óãîë:

ndϕ = − γ

1 + γ
[v × dv′]. (8.35)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ëåâîé ÷àñòè (8.31) äëÿ êîìïîçèöèè (8.34) ñêîðîñòü v
ýòî v + dv, è ñïðàâåäëèâî (lH124) ðàçëîæåíèå γv+dv ≈ γ + γ3 vdv, ãäå
γ = γv èìååì:

γ dv + γ3 v (vdv) ≈ dv′ + v (vdv′)
γ − 1

v2
.

Óìíîæàÿ âåêòîðíî íà v, ïîëó÷àåì v × dv′ = γ v × dv, èëè:

n dϕ = − γ2

γ + 1
[v × dv], (8.36)

ãäå øòðèõà ó èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè óæå íåò (âñå âåëè÷èíû â ïðàâîé ÷àñòè
îòíîñÿòñÿ ê ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå S).
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Âìåñòî êîîðäèíàòíîãî ýôôåêòà (8.34), íà ïðàêòèêå áîëüøèé èíòåðåñ
ïðåäñòàâëÿåò íåèíåðöèàëüíîå äâèæåíèå �æåñòêîãî� ñòåðæíÿ èëè íåáîëü-
øîãî âðàùàþùåãîñÿ ãèðîñêîïà (÷àñòèöû), îáëàäàþùåãî ñîáñòâåííûì ìî-
ìåíòîì (ñïèíîì). Ïóñòü ïðè èçìåíåíèè ñêîðîñòè îòíîñèòåëüíî ñîïóò-
ñòâóþùåé ñèñòåìû îòñ÷¼òà, 3-âåêòîðû, ñâÿçàííûå ñ ýòèìè îáúåêòàìè,
ïåðåíîñÿòñÿ ïàðàëëåëüíûì îáðàçîì. Âîçíèêàåò âîïðîñ, êàê ïîäîáíûé
âåêòîð âûãëÿäèò â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà. Èíîãäà ñ÷èòàþò, ÷òî
ïîëó÷èâ êèíåìàòè÷åñêîå âðàùåíèå îñåé êîîðäèíàò, ìû àâòîìàòè÷åñêè
ïîëó÷àåì ïîâîðîò ëþáîãî âåêòîðà, ñâÿçàííîãî ñ ñèñòåìîé S ′′. Êàê ñëåä-
ñòâèå, âñå òàêèå âåêòîðû äîëæíû ïîâîðà÷èâàòüñÿ åäèíûì îáðàçîì. Â
÷àñòíîñòè âåêòîð, ñîåäèíÿþùèé íà÷àëî è êîíåö ñòåðæíÿ, æ¼ñòêî ñâÿ-
çàííîãî ñ S ′′ èëè âåêòîð ñïèíà ãèðîñêîïà íåïîäâèæíîãî îòíîñèòåëüíî
S ′′ èìåþò îäèíàêîâóþ ïðåöåññèþ îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû
îòñ÷¼òà. Òàê âîò, ýòî íåâåðíî!

Âî âòîðîé ãëàâå (ñòð. 118) ìû ïîëó÷èëè óðàâíåíèå äëÿ ñòåðæíÿ (íà-
ïðàâëåííûé îòðåçîê s), à â òðåòåé (ñòð. 190) óðàâíåíèå äëÿ ñïèíà S ÷à-
ñòèöû, äâèæóùåéñÿ ñ óñêîðåíèåì a. Ýòè óðàâíåíèÿ ðàçëè÷íû:

ds

dt
= −γ2 (vs) a, dS

dt
= γ2 (aS)v.

Ôèçè÷åñêàÿ ïðè÷èíà ýòîãî ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ñèíõðîííîå âðàùåíèå
ðàçëè÷íûõ 3-âåêòîðîâ ïðîèñõîäèò ïðè îáû÷íîì ïîâîðîòå íåïîäâèæíîé

äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Îäíàêî íàñ èíòåðåñóåò èçìåíåíèå âåê-
òîðîâ, äâèæóùèõñÿ îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû. Â ýòîì ñëó÷àå
íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ñâîéñòâà ýòèõ âåêòîðîâ íå òîëüêî ïðè âðàùåíèè,
íî è ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëîðåíöà.

Îòíîñèòåëüíî ïîñëåäíèõ, íàïðèìåð, ïðîåêöèè ñïèíà ÿâëÿþòñÿ ïðî-
ñòðàíñòâåííûìè êîìïîíåíòàìè 4-âåêòîðà. Ïîëíûé ìîìåíò èìïóëüñà �
ýòî òðè èç øåñòè êîìïîíåíò 4-òåíçîðà. Ðàäèóñ-âåêòîð, íàïðàâëåííûé
âäîëü ñòåðæíÿ, � ýòî �êîîðäèíàòíûé� 3-âåêòîð. Âñå ýòè âåêòîðû îäè-
íàêîâî âåäóò ñåáÿ ïî îòíîøåíèþ ê 3-ìåðíûì âðàùåíèÿì, íî àáñîëþòíî
ðàçëè÷íî ïî îòíîøåíèþ ê ïðåîáðàçîâàíèÿì Ëîðåíöà. Â ðåçóëüòàòå, ôè-
çè÷åñêèå âåëè÷èíû, âûðàæàåìûå ÷åðåç 3-âåêòîðû, ìîãóò èìåòü ðàçíûå
óðàâíåíèÿ äëÿ ñâîåãî èçìåíåíèÿ. Íàïðèìåð, äëÿ íàáëþäåíèÿ çà ñòåðæ-
íåì íåîáõîäèìî â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè îäíîâðåìåííî ôèêñèðîâàòü
ïîëîæåíèå âñåõ åãî òî÷åê. Ïðè òàêîé ôèêñàöèè äâèæóùèéñÿ îáúåêò áó-
äåò îïðåäåë¼ííûì îáðàçîì �äåôîðìèðîâàòüñÿ�. Â ÷àñòíîñòè, äåêàðòîâû
îñè ïåðïåíäèêóëÿðíûå äëÿ íàáëþäàòåëåé â S ′′, áóäóò îòíþäü íå òàêèìè
îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà (ñòð. 81), à ñòåðæåíü, ïðè
èçìåíåíèè ñêîðîñòè, ìåíÿåò íå òîëüêî ñâîþ îðèåíòàöèþ, íî è äëèíó.
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• Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíåíèå óðàâíåíèÿ ïðåöåññèè (8.36) äëÿ êîí-
êðåòíîãî îáúåêòà òðåáóåò ó÷¼òà åãî îáùèõ òðàíñôîðìàöèîííûõ ñâîéñòâ.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà, ïîëó÷èì èç òîìàñîâñêîé ïðåöåññèè óðàâíåíèå ïå-
ðåíîñà Ôåðìè, ñòð. 192 (èëè BMT-óðàâíåíèå ñ g = 0, ñòð. 466). Çàïèøåì
(8.36) êàê ïîâîðîò âåêòîðà ñïèíà. Ëþáîé 3-âåêòîð ïðè âðàùåíèè ñèñòåìû
êîîðäèíàò íà óãîë dϕ èçìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì dS′ = dϕn × S′.
Ïîäñòàâëÿÿ (8.36) è ðàçäåëèâ íà dt, èìååì:

dS′

dt
= − γ2

γ + 1
[v × a]× S′. (8.37)

Ïîä ïðåöåññèåé îáû÷íî ïîíèìàþò ïîâîðîò 3-âåêòîðà áåç èçìåíåíèÿ èì
äëèíû. Èìåííî òàêèì ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå (8.37) äëÿ âåêòîðà S′. Îäíàêî
îíî íå îòíîñèòñÿ ê êîíêðåòíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà. Ñêîðîñòü v, óñêîðåíèå
a = dv/dt è èíòåðâàë âðåìåíè dt èçìåðÿþòñÿ â ëàáîðàòîðíîé ñèñòå-
ìå, òîãäà êàê èçìåíåíèå âåêòîðà ñïèíà dS′ (åãî ïîâîðîò) îòíîñèòñÿ ê
íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå S̃ ′, â êîòîðîé ñêîðîñòü ãèðîñêîïà ðàâíà íóëþ.
Ýòà ñèñòåìà â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ñâÿçàíà áóñòîì ñ ëàáîðàòîðíîé
ñèñòåìîé. Èìåííî ýòîò áóñò çàïèñàí â ïðàâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (8.34).
Çàïèøåì ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà äëÿ 3-âåêòîðà ñïèíà S, ÿâëÿþùå-

ãîñÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ÷àñòüþ 4-âåêòîðà S = {S0, S}. Ýòîò 4-âåêòîð îð-
òîãîíàëåí 4-ñêîðîñòè V = {γ, γv} (ò.å. V · S = 0). Ñëåäîâàòåëüíî, åãî
íóëåâàÿ êîìïîíåíòà ðàâíà S0 = vS, è ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå
Ëîðåíöà èìååò âèä (ñì. ñòð. 191):

S′ = S− γ

γ + 1
(vS)v. (8.38)

Ýòî îáû÷íîå ìãíîâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà ñ S0 = vS, â êîòîðîì
ñêîðîñòü v ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé âðåìåíè v = v(t). Ïîäñòàâëÿÿ åãî â (8.37)
è ó÷èòûâàÿ ïðîèçâîäíóþ ëîðåíöåâñêîãî ôàêòîðà dγ/dt = γ3 (va), èìååì:

dS

dt
− γ

γ + 1

(
v
dS

dt

)
v = γ (aS)v. (8.39)

Óìíîæàÿ íà v, íàõîäèì vdS/dt = γ2v2(aS) è îêîí÷àòåëüíî:

dS

dt
= γ2 (aS)v. (8.40)

Âñå âåëè÷èíû òåïåðü ïîëíîñòüþ îòíîñÿòñÿ ê ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå, à
êîâàðèàíòíàÿ çàïèñü (8.40) èìååò âèä óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà Ôåðìè:

dS

dτ
= −(A · S)V = −(V ⊗ A) S, (8.41)

ãäå A = dV/dτ � 4 óñêîðåíèå è dτ =
√
1− v2dt � ñîáñòâåííîå âðåìÿ. Âî

âòîðîì ðàâåíñòâå (V ⊗ A)αβ � ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè VαAβ.
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Óðàâíåíèå ïåðåíîñà ìîæíî ïîëó÷èòü èç îáùåêîâàðèàíòíûõ ñîîáðà-
æåíèé (ñì. ñòð. 192) áåç èñïîëüçîâàíèÿ òîìàñîâñêîé ïðåöåññèè (8.36). Â
ýòîì ñëó÷àå, ìîæíî ïîéòè â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè: çàïèñàâ óðàâíåíèå
ïåðåíîñà (8.41), íàéòè òàêóþ íåèíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó îòñ÷¼òà, â êîòîðîé
3-âåêòîð ñïèíà áóäåò èñïûòûâàòü ïðåöåññèþ (ïîâîðà÷èâàòüñÿ, íå ìåíÿÿ
ñâîåé äëèíû). Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî äëèíà 4-âåêòîðà ñïèíà îñòà¼ò-
ñÿ ïðè äâèæåíèè ïîñòîÿííîé:

dS2

dτ
= 2S · dS

dτ
= −2(A · S) (S · V) = 0,

òàê êàê 4-ñïèí îðòîãîíàëåí 4-ñêîðîñòè. Òàêèì îáðàçîì S2
0 − S2 = const.

Òàê êàê S0 = vS, â ëþáîé ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìå îòñ÷¼òà, â êîòîðîé ãè-
ðîñêîï íåïîäâèæåí (v = 0 èëè S0 = 0), äëèíà 3-âåêòîðà ñïèíà îñòà¼òñÿ
ïîñòîÿííîé S2 = const. Îäíàêî ýòî åù¼ íå îçíà÷àåò, ÷òî ñïèí ïðåöåñ-
ñèðóåò. Â ÷àñòíîñòè, â ñîïóòñòâóþùåé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà â
äàííûé ìîìåíò âðåìåíè v = 0 è èç (8.40) ñëåäóåò, ÷òî dS/dt = 0. Òàê è
äîëæíî áûòü, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà âåêòîðà ñïèíà
îòíîñèòåëüíî ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìû.
×òîáû ïðåöåññèÿ âîçíèêëà, ñîïóòñòâóþùàÿ ñïèíó ñèñòåìà äîëæíà áûòü

íåèíåðöèàëüíîé. Ïðè ïîìîùè ëîðåíöåâñêîé ìàòðèöû Λ = Λ(τ) (íå îáÿ-
çàòåëüíî áóñòà) ñäåëàåì ïðåîáðàçîâàíèå S′ = Λ·S. Òîãäà èç (8.41) íåñëîæ-
íî ïîëó÷èòü:

dS′

dτ
=
(dΛ
dτ
· Λ−1 − Λ · (V ⊗ A) · Λ−1

)
· S′ = Φ · S′, (8.42)

ãäå Λ−1 � îáðàòíàÿ ê Λ ìàòðèöà, à ÷åðåç Φ îáîçíà÷åíî ìàòðè÷íîå âûðà-
æåíèå â êðóãëûõ ñêîáêàõ. Ïóñòü ïðåîáðàçîâàíèå Λ ñîîòâåòñòâóåò ñèñòåìå
â êîòîðîé V = {1, 0}, S′ = {0, S′}. Òîãäà èç (8.42) ñëåäóåò: SiΦijS

j = 0,
ò.å. ïðîñòðàíñòâåííûå êîìïîíåíòû (i, j = 1, ..., 3) ìàòðèöû Φαβ àíòèñèì-
ìåòðè÷íû (Φij = −Φji). Êðîìå ýòîãî, S

′0 âñ¼ âðåìÿ áóäåò ðàâíî íóëþ,
åñëè Φ0i = 0. ×òîáû ïðåöåññèÿ 3-âåêòîðà S′ âîçíèêëà, íåîáõîäèìî, ÷òîáû
ýëåìåíòû ìàòðèöû Φij áûëè îòëè÷íû îò íóëÿ. Ïðîñòåéøèé âûáîð äëÿ
ìàòðèöû Λ � ýòî ëîðåíöåâñêèé áóñò ñî ñêîðîñòüþ v = v(t):

Λ0
0 = γ, Λ0

i = Λi
0 = −viγ, Λi

j = δij + Γvivj. (8.43)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòó ìàòðèöó â (8.42) ìû ïîëó÷èì (8.37) (ýòî ïðîùå ïðîäåëàòü
â òð¼õìåðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ, ïðîâåäÿ âû÷èñëåíèÿ ïðåäûäóùåé ñòðàíè-
öû â îáðàòíîì ïîðÿäêå). Åñòåñòâåííî, ïîäîáíûé âûáîð íåèíåðöèàëüíîé
ñèñòåìû â êîòîðîé åñòü ïðåöåññèÿ ñïèíà íå åäèíñòâåíåí. Ëþáàÿ âðàùà-
þùàÿñÿ ñèñòåìà îòñ÷¼òà îòíîñèòåëüíî äàííîé íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû
áóäåò äàâàòü ïðåöåññèþ ñ íåêîòîðîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ.
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• Â êà÷åñòâå âòîðîãî ïðèìåðà âûâåäåì åù¼ ðàç óðàâíåíèå ïðåöåññèè
ñòåðæíÿ, ñâÿçàííîãî ñ íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìîé S ′′. Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî,
â îòëè÷èå îò ñïèíà, ñòåðæåíü ÿâëÿåòñÿ íåëîêàëüíûì îáúåêòîì è ñâÿçàí
íå ñ îäíîé òî÷êîé â ïðîñòðàíñòâå, à ñ äâóìÿ (íà÷àëî è êîíåö ñòåðæíÿ).
Íàïîìíèì (ñòð. 96), ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìãíîâåííîé ôîðìû äâèæóùåãîñÿ
òåëà â ìîìåíò âðåìåíè t â ñèñòåìå S íåîáõîäèìî çàïèñàòü ïðåîáðàçîâà-
íèÿ Ëîðåíöà, òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ðàäèóñ-âåêòîð r çàâèñåë îò t è r′:

r = vt+ r′ − γ

γ + 1
v(vr′). (8.44)

Óãîë dϕ êâàòåðíèîíà âðàùåíèÿ îïðåäåëÿåò ïîâîðîò, âûïîëíÿåìûé ïîñëå
ëîðåíöåâñêîãî áóñòà ñî ñêîðîñòüþ v + dv. Ôàêòîð Ëîðåíöà äëÿ òàêîé
ñêîðîñòè ðàâåí: γv+dv ≈ γ + γ3 (vdv), (lH124), ãäå γ = 1/

√
1− v2. Ñî-

îòâåòñòâåííî, â ïåðâîì ïîðÿäêå ìàëîñòè ïî dv, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå
âûðàæåíèå:

γv+dv

γv+dv + 1
≈ γ

γ + 1
+

γ3 vdv

(γ + 1)2
.

Îáîçíà÷èì ñî øòðèõàìè êîîðäèíàòû ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ v+dv (ïå-
ðåõîä îò S ê S̃ ′). Ñäåëàâ â (8.44) çàìåíó v 7→ v + dv, ñîõðàíÿÿ ïåðâûé
ïîðÿäîê ìàëîñòè ïî dv, ïîëó÷èì ïîëîæåíèå ôèêñèðîâàííûõ òî÷åê r′ ñè-
ñòåìû S̃ ′ â ñèñòåìå S â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 (ïî ÷àñàì íàáëþäàòåëÿ â
S) :

r = r′− γ

γ + 1

{
v(v r′+ dv r′)+ dv(v r′)

}
− γ3

(γ + 1)2
v (vr′) (vdv). (8.45)

Ïîñëåäóþùèé ïîâîðîò íà óãîë dϕ, ïåðåâîäÿùèé S̃ ′ â S ′′, îñóùåñòâëÿåòñÿ
ïðåîáðàçîâàíèåì: r′′ = r′− [n× r′] dϕ. Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïîëó÷à-
åòñÿ â ðåçóëüòàòå çàìåíû dϕ 7→ −dϕ:

r′ = r′′ + [n× r′′] dϕ,

èëè, èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿ óãëà (8.36), èìååì:

r′ = r′′ +
γ2

γ + 1

{
v(r′′dv)− (r′′v)dv

}
.

Ïîäñòàâëÿÿ r′ â (8.45), ñ ñîõðàíåíèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî dv, ïîëó÷àåì:

r = r′′ − γ

γ + 1
v(vr′′)− γ(vr′′)dv, (8.46)

Ýòî ñîîòíîøåíèå äà¼ò çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò ôèêñèðîâàííûõ òî÷åê r′′ ñè-
ñòåìû S ′′ â ñèñòåìå S â ìîìåíò âðåìåíè t = 0, ïîñëå èçìåíåíèÿ ñèñòåìîé
S ′′ ñêîðîñòè íà dv.
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Ïîìåñòèì îäèí êîíåö ñòðåæíÿ â íà÷àëî ñèñòåìû S ′′. Äî èçìåíåíèÿ åþ
ñêîðîñòè (ñèñòåìà S ′) êîîðäèíàòû âòîðîãî êîíöà áûëè ðàâíû:

r = r′ − γ

γ + 1
v(v r′). (8.47)

Ïóñòü êîîðäèíàòû ñòåðæíÿ r′ äî èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè è ïîñëå èçìåíå-
íèÿ r′′ îñòàëèñü íåèçìåííûìè (îòíîñèòåëüíî S ′ îí íà÷èíàåò äâèãàòü-
ñÿ áåç âðàùåíèÿ). Äëÿ íåïîäâèæíûõ íàáëþäàòåëåé â ñèñòåìå S ïîâî-
ðîò ñòåðæíÿ îïèñûâàåòñÿ ðàçíîñòüþ óðàâíåíèé (8.46) è (8.47). Ó÷èòû-
âàÿ vr = vr′/γ, ñëåäóþùåå èç (8.47), ââîäÿ âåêòîð, ñîåäèíÿþùèé êîíöû
ñòåðæíÿ s = r (íà÷àëà âñåõ ñèñòåì ïðè t = 0 ñîâïàäàþò) è åãî èçìåíåíèå
ds = r(8.47) − r(8.46), ìû ñíîâà ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ (2.35), ñòð. 121:

ds

dt
= −γ2 (vs) a, (8.48)

ãäå a = dv/dt � óñêîðåíèå ñòåðæíÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíåíèå ñîîò-
íîøåíèÿ (8.36) äëÿ ïðåöåññèè êîíêðåòíîãî 3-âåêòîðà òðåáóåò ó÷¼òà ðÿäà
äîïîëíèòåëüíûõ ôàêòîðîâ (â íàøåì ñëó÷àå ôèêñàöèè ôîðìû ñòåðæíÿ).
Íàãëÿäíî âðàùåíèå äâèæóùåéñÿ ñ ïåðåìåííîé ñêîðîñòüþ ñèñòåìû îò-

ñ÷¼òà èçîáðàæåíî íèæå íà ðèñóíêàõ. Åñëè ñèñòåìà S ′ äâèæåòñÿ îòíî-
ñèòåëüíî S ñ ïðîèçâîëüíîé ñêîðîñòüþ v, òî ëèíèè êîîðäèíàòíîé ñåòêè
áóäóò îïðåäåë¼ííûì îáðàçîì �ñïëþñíóòû� è ïîâ¼ðíóòû (ïåðâàÿ êàðòèí-
êà). Åñëè ñêîðîñòü ñèñòåìû èçìåíÿåòñÿ, òî êîîðäèíàòíàÿ ñåòêà ïîëó÷àåò
íîâûé ïîâîðîò è äåôîðìàöèþ (âòîðàÿ êàðòèíêà). Åñëè íåêîòîðûé ïðî-
òÿæåííûé âåêòîð (íàïðàâëåííûé îòðåçîê) èìååò ôèêñèðîâàííûå êîîð-
äèíàòû â äâèæóùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷¼òà, òî ïðè èçìåíåíèè ñêîðîñòè îíè
èçìåíÿòñÿ îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû.

Ýòî èçìåíåíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñèò îò òîãî, êàê ïîëó÷àåòñÿ ñèñòå-
ìà S ′′. Åñëè ñ ñèñòåìîé S îíà ñîñòàâëÿåò ÷èñòûé áóñò, òî îòíîñèòåëüíî
ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû âèãíåðîâñêîãî âðàùåíèÿ íåò è ïîâîðîò áóäåò âîç-
íèêàòü òîëüêî â ðåçóëüòàòå ýôôåêòà ëîðåíöåâñêîãî ñîêðàùåíèÿ äëèíû.
Â ñëó÷àå æå, åñëè S ′′ ïîëó÷àåòñÿ ÷èñòûì áóñòîì èç ñèñòåìû S ′, òî îòíî-
ñèòåëüíî S áóäåò íàáëþäàòüñÿ êàê âèãíåðîâñêîå âðàùåíèå, òàê è äåôîð-
ìàöèÿ êîîðäèíàòíîé ñåòêè, îáóñëîâëåííàÿ ëîðåíöåâñêèì ñîêðàùåíèåì
äëèíû. Èìåííî âòîðîé ñëó÷àé è áûë ðàññìîòðåí âûøå.
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8.5 Êâàòåðíèîíû è 4-âåêòîðû

Ïî îïðåäåëåíèþ, ëþáîé 4-âåêòîð aµ = {a0, a} ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ
Ëîðåíöà èçìåíÿåòñÿ òàêæå êàê è 4-âåêòîð ïîëîæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå-
âðåìåíè xµ = {t, r}. Ïîýòîìó ñ êîìïîíåíòàìè 4-âåêòîðà ìû âñåãäà ìî-
æåì ñâÿçàòü êâàòåðíèîí

A = a0 + aσ,

èçìåíÿþùèéñÿ ïðè îáùèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëîðåíöà (âêëþ÷àþùèõ áóñò
è ïîâîðîò) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A′ = SAS+, SS̄ = I. (8.49)

Íàïðèìåð, åñëè dτ = dt
√
1− v2 = dt/γ � ñîáñòâåííîå âðåìÿ ÷àñòèöû, òî

å¼ êâàòåðíèîí ñêîðîñòè ðàâåí:

U =
dX
dτ

= γ + γ vσ.

Íîðìà êâàòåðíèîíà ñêîðîñòè (êâàäðàò 4-âåêòîðà) ðàâíà åäèíèöå:

UŪ = I. (8.50)

Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå ïî dτ è ââîäÿ êâàòåðíèîí óñêîðåíèÿ

A = dU/dτ , ïîëó÷àåì êâàòåðíèîííîå ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè ñêî-
ðîñòè è óñêîðåíèÿ â âèäå:

UĀ+ AŪ = 0.

Êâàòåðíèîí èìïóëüñà (èëè ýíåðãèè-èìïóëüñà) ïðîïîðöèîíàëåí êâà-
òåðíèîíó ñêîðîñòè, ñ êîýôôèöèåíòîì ðàâíûì ìàññå ÷àñòèöû:

P = mU = E + pσ.

Ïðîèçâåäåíèå êâàòåðíèîíà èìïóëüñà íà åãî ñîïðÿæåíèå, â ñèëó ñòàí-
äàðòíîé ñâÿçè ìåæäó ýíåðãèåé è èìïóëüñîì èëè ñðàçó â ñîîòâåòñòâèè ñ
(8.50), ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó ìàññû:

PP̄ = m2 I.

Ïîäîáíî ïîëîæåíèþ, ñêîðîñòè, óñêîðåíèþ è èìïóëüñó íåñëîæíî îïðå-
äåëèòü è äðóãèå êâàòåðíèîííûå àíàëîãè 4-âåêòîðîâ. Èíâàðèàíòíîé ñâ¼ðò-
êîé äâóõ êâàòåðíèîíîâ A è B, ïîñòðîåííûõ ïî êîìïîíåíòàì 4-âåêòîðîâ
A = {A0, A} è B = {B0, B} áóäåò ñëåäóþùàÿ êîìáèíàöèÿ:

AB̄+ BĀ = 2(A · B) I,

ãäå èñïîëüçîâàíî òîæäåñòâî (8.13), ñòð. 509.
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• Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê àíòèñèììåòðè÷íûì 4-òåíçîðàì. Îïðåäåëèì êâà-

òåðíèîí ìîìåíòà èìïóëüñà:

J =
1

2
(XP̄− PX̄) = (G− ıL)σ. (8.51)

Âî âòîðîì ðàâåíñòâå ïðè ïîìîùè (8.14), ñòð. 509 ââåäåíû äâà 3-âåêòîðà
G = E r − tp è L = r × p. ×åðåç íèõ âûðàæàþòñÿ (ñòð. 184) øåñòü
íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà Jµν = (G, L), ãäå
G = {J10, J20, J30} è L = {J23, J31, J12}. Êâàòåðíèîí J íå èìååò ñêàëÿð-
íîé ÷àñòè, à âåêòîðíàÿ åãî ÷àñòü êîìïëåêñíà. Ýòî îáùåå ñâîéñòâî êâà-
òåðíèîíîâ, ÿâëÿþùèõñÿ àíàëîãàìè àíòèñèììåòðè÷íûõ 4-òåíçîðîâ Jµν.
Ïîñëå îïóñêàíèÿ ó íèõ èíäåêñîâ âíèç, ñíîâà ïîëó÷àåòñÿ àíòèñèììåòðè÷-
íûé òåíçîð Jµν = (−G, L). Íàêîíåö, èç òåíçîðà Jµν ìîæíî ïîñòðîèòü
äóàëüíûé ê íåìó àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð (ñòð. 183):

∗Jµν =
1

2
εµναβJαβ.

Â åãî êîìïîíåíòàõ äâà 3-âåêòîðà òåíçîðà Jµν ìåíÿþòñÿ äðóã ñ äðóãîì
ìåñòàìè: ∗Jµν = (L, −G) è ∗Jµν = (−L, −G). Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî
ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèå ïðàâèëà ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó àíòèñèììåò-
ðè÷íûìè òåíçîðàìè è êâàòåðíèîíàìè:

Jµν ↔ J, Jµν ↔ J̄+, ∗Jµν ↔ ıJ, ∗Jµν ↔ ıJ+. (8.52)

Àíàëîãè÷íûå ïðàâèëà äëÿ ñâÿçè êîíòðàâàðèàíòíûõ è êîâàðèàíòíûõ êîì-
ïîíåíò 4-âåêòîðîâ è êâàòåðíèîíîâ èìåþò âèä:

Aµ ↔ A, Aµ ↔ Ā. (8.53)

Ñâ¼ðòêà àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà Jµν = (G, L) è ïðîèçâîëüíîãî 4-
âåêòîðà Aµ = {A0, A} äà¼ò 4-âåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè:

JµνAν = {GA, A0G+ L×A }.

Ïðÿìûì ïåðåìíîæåíèåì êâàòåðíèîíîâ, ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî òàêèå æå
êîìïîíåíòû èìååò êâàòåðíèîí:

JµνAν ↔
1

2
(JA+ AJ+). (8.54)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî, íàïðèìåð, 4-âåêòîð ñïèíà (ñòð. 188) â êâàòåðíèîí-
íûõ îáîçíà÷åíèÿõ èìååò âèä:

Sµ =
1

2
εµναβ Jαβ Uν =

∗JµνUν ↔
ı

2
(JU− UJ+).

Òàêèì îáðàçîì, ëþáûå ñîîòíîøåíèÿ ñ 4-âåêòîðàìè è àíòèñèììåòðè÷íû-
ìè 4-òåíçîðàìè ìîãóò áûòü âûðàæåíû íà ÿçûêå êâàòåðíèîíîâ.
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• Íàéä¼ì êàê ïðåîáðàçóåòñÿ êâàòåðíèîí ìîìåíòà èìïóëüñà (è, ñëå-
äîâàòåëüíî, ëþáîé àíòèñèììåòðè÷íûé 4-òåíçîð) ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ
Ëîðåíöà. Òàê êàê X è P êâàòåðíèîíû, ñâÿçàííûå ñ 4-âåêòîðàìè, èìååì:

X′P̄′ = SXS+ SPS+ = SXS+ S̄+P̄S̄ = S(XP̄)S̄,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî SS̄ = I èëè S+ S̄+ = I. Àíàëîãè÷íî äëÿ PX̄. Ïîýòîìó:

J′ = S J S̄. (8.55)

Ýòîò çàêîí îòëè÷àåòñÿ îò çàêîíà ïðåîáðàçîâàíèÿ (8.49) òåì, ÷òî ñïðàâà
ñòîèò íå ýðìèòîâî, à îáû÷íî ñîïðÿæåííûé êâàòåðíèîí S (ñ ÷åðòîé). Òî,
÷òî J èìååò çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ, îòëè÷íûé îò çàêîíà ïðåîáðàçîâàíèÿ,
íàïðèìåð, êîîðäèíàò X � íåóäèâèòåëüíî, ò.ê. êâàòåðíèîí J ñîîòâåòñòâó-
åò àíòèñèììåòðè÷íîìó 4-òåíçîðó, à íå 4-âåêòîðó. Ïðè ïðîñòðàíñòâåííûõ
ïîâîðîòàõ S = R, âåêòîðíàÿ ÷àñòü êâàòåðíèîíà R ÷èñòî êîìïëåêñíàÿ,
ïîýòîìó R+ = R̄. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå J, çàâèñÿùèé îò êîì-
ïëåêñíîãî âåêòîðà G− ıL, ïðåîáðàçóåòñÿ êàê è ëþáîé 3-âåêòîð. Åñëè æå
S+ ̸= S̄ (íàïðèìåð, äëÿ ëîðåíöåâñêèõ áóñòîâ), ïðèìåíåíèå ñîîòíîøåíèé
(8.49) è (8.55) áóäåò äàâàòü ðàçëè÷íûå ðåçóëüòàòû.
Òåì íå ìåíåå, íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî îáà ïðåîáðàçîâàíèÿ (8.49) è

(8.55) îñòàâëÿþò èíâàðèàíòíîé íîðìó êâàòåðíèîíà (ñòð. 513). Îáîçíà÷èì
J = G− ıL, òîãäà

JJ̄ = −(Jσ)(Jσ) = −J2 = L2 −G2 + 2ıLG = inv,

à, ñëåäîâàòåëüíî, èíâàðèàíòíûìè áóäóò íåçàâèñèìî äåéñòâèòåëüíàÿ è
ìíèìàÿ ÷àñòè:

L2 −G2 = inv, LG = inv.

Ýòè èíâàðèàíòû áûëè ïîëó÷åíû ðàíåå äðóãèìè ìåòîäàìè (ñòð. 181). Ëþ-
áîïûòíî, ÷òî îíè ýêâèâàëåíòíû îäíîìó ñîîòíîøåíèþ J2 = inv, íî äëÿ
êîìïëåêñíîãî âåêòîðà.
Óáåäèìñÿ, ÷òî ñîîòíîøåíèå (8.54) â êîòîðîì ïðîèñõîäèò ïåðåìíîæå-

íèå àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà è 4-âåêòîðà ñíîâà ïðèâîäèò ê êâàòåðíè-
îíó, ïðåîáðàçóþùåìóñÿ êàê 4-âåêòîð. Ïîäñòàâèì çàêîíû ïðåîáðàçîâàíèÿ
êàæäîé âåëè÷èíû:

JA+ AJ+ 7→ (SJS̄) (SAS+) + (SAS+) (SJS̄)+ = S(JA+ AJ+)S+,

ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü åäèíè÷íîñòüþ íîðìû êâàòåðíèîíà ïðåîáðàçîâà-
íèÿ S. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëîñü èñõîäíàÿ êîìáèíàöèÿ êâàòåðíèîíîâ
îêðóæåííàÿ êâàòåðíèîíàìè S...S+, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèþ 4-
âåêòîðà. Çàìåòèì, ÷òî JA òàêæå 4-âåêòîð, íî êîìïëåêñíûé, òîãäà êàê
ïðèâåäåííàÿ êîìáèíàöèÿ äåéñòâèòåëüíà.
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• Ñîîòíîøåíèå (8.55), ïðèìåí¼ííîå ê J = Jσ, ãäå J = G− ıL ïîçâîëÿ-
åò íàéòè ïðåîáðàçîâàíèÿ âåêòîðîâ G è L ïðè èçìåíåíèè èíåðöèàëüíîé
ñèñòåìû îòñ÷¼òà. Ðàñïèøåì åãî â ÿâíîì âèäå:

J′σ = (c− smσ)Jσ (c+ smσ),

ãäå c = ch(α/2), s = sh(α/2) è ïîäñòàâëåí êâàòåðíèîí S = L ëîðåíöåâ-
ñêîãî áóñòà, ñì. (8.26), ñòð. 516. Ïåðåìíîæàÿ ìàòðèöû, ïîëó÷àåì:

J′σ = c2 Jσ − s2(mσ)(Jσ)(mσ) + sc [Jσ,mσ].

Âû÷èñëÿÿ êîììóòàòîð [Jσ,mσ] ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèÿ (8.10), ñòð. 509,
à ïðîèçâåäåíèå òðåõ ìàòðèö Ïàóëè ïðè ïîìîùè ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðè-
ìåíåíèÿ òîæäåñòâà (8.7), èìååì:

J′σ = (c2 + s2)Jσ + 2ısc [J×m]σ − 2s2(Jm)(mσ).

Ïåðåõîäÿ îò ãèïåðáîëè÷åñêèõ ôóíêöèé ñ ïîëîâèííûìè �óãëàìè� α/2 ê
ôóíêöèÿì, çàâèñÿùèì îò α, ïîëó÷àåì çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ êîìïëåêñ-
íîãî âåêòîðà J:

J′ = J chα− ı shα[m× J]− (chα− 1)(mJ)m.

Êàê è â ñëó÷àå ñ ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ëîðåíöà äëÿ 4-âåêòîðà, áîëåå ïðè-
âû÷íàÿ çàïèñü ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå ïåðåõîäà îò áûñòðîòû
α ê ñêîðîñòè v, γ-ôàêòîðó è ôàêòîðó Γ = (γ − 1)/v2, ñì. ñòð. 517:

J′ = γ (J− ıv × J)− Γv (vJ). (8.56)

Äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ äà¼ò çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ âåê-
òîðà G, à êîìïëåêñíàÿ � âåêòîðà L (ñì. ñòð. 185):

G′ = γ (G− v × L)− Γv(vG),
L′ = γ (L+ v ×G)− Γv(vL).

Êàê ìû âèäèì, ïðåîáðàçîâàíèå (8.56) äëÿ êîìïëåêñíîãî 3-âåêòîðà J, ñëå-
äóþùåå èç êâàòåðíèîííîé òåõíèêè, âûãëÿäèò áîëåå êîìïàêòíûì ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ ïðåîáðàçîâàíèÿìè äëÿ äâóõ âåêòîðíûõ êîìïîíåíò àíòèñèììåò-
ðè÷íîãî òåíçîðà Jαβ = xαpβ − xβpα.
Âîîáùå, òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè, ïîñòðîåííàÿ íà ÿçûêå êâàòåðíèîíîâ,

â ðÿäå ñëó÷àåâ îêàçûâàåòñÿ áîëåå ëàêîíè÷íîé, ÷åì ïðè èñïîëüçîâàíèè
îáû÷íûõ âåêòîðíûõ îáîçíà÷åíèé èëè òåíçîðíîãî êîâàðèàíòíîãî àïïàðà-
òà. Ïëàòîé çà ýòî ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöû, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò íåêîììóòà-
òèâíóþ ïðèðîäó êâàòåðíèîíîâ.
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8.6 Êâàòåðíèîííàÿ ýëåêòðîäèíàìèêà

Óðàâíåíèÿ ýëåêòðîäèíàìèêè â îðèãèíàëüíûõ ðàáîòàõ Äæåéìñà Êëåð-
êà Ìàêñâåëëà èìåëè äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêèé âíåøíèé âèä, òàê êàê çàïè-
ñûâàëèñü â íå âåêòîðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ. Âìåñòî çíà÷êîâ äèâåðãåíöèè è
ðîòîðà èñïîëüçîâàëèñü ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå è êàæäîå óðàâíåíèå âûïè-
ñûâàëîñü ïîêîìïîíåíòíî. Áëàãîäàðÿ Îëèâåðó Õåâèñàéäó ýòè óðàâíåíèÿ
ïðèîáðåëè ñóùåñòâåííî áîëåå êîìïàêòíûé è ïðèâû÷íûé íàì âèä, ñî-
êðàòèâøèñü ñ âîñüìè óðàâíåíèé äî ÷åòûðåõ. Ïîñëå ïîÿâëåíèÿ òåîðèè
îòíîñèòåëüíîñòè Ãåðìàí Ìèíêîâñêèé ïðèäóìàë êàê çàïèñàòü óðàâíåíèÿ
ýëåêòðîäèíàìèêè â åù¼ áîëåå êîìïàêòíîé ôîðìå, óìåíüøèâ èõ êîëè-
÷åñòâî ñ ÷åòûðåõ äî äâóõ. Êâàòåðíèîíû äàþò íàì çàìå÷àòåëüíóþ âîç-
ìîæíîñòü ñâåñòè âñå óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà òîëüêî ê îäíîìó ìàòðè÷íîìó
óðàâíåíèþ. Âîò ýòî óðàâíåíèå:

D̄F = 4πJ̄. (8.57)

Ðàçáåðåìñÿ ñ âõîäÿùèìè â íåãî âåëè÷èíàìè. Êîìïîíåíòû êâàòåðíèîíà

òîêà J ÿâëÿþòñÿ ïëîòíîñòÿìè çàðÿäà ρ è òîêà j:

J = ρ+ jσ, J̄ = ρ− jσ, (8.58)

ãäå ÷åðòà íàä êâàòåðíèîíîì � ýòî åãî ñîïðÿæåíèå (ñìåíà çíàêà â âåêòîð-
íîé ÷àñòè). Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ êâàòåðíèîí ïðîèçâîäíîé:

D = ∂0 − σ∇, D̄ = ∂0 + σ∇. (8.59)

Îáðàòèì âíèìàíèå íà ðàçëè÷èå çíàêîâ â âåêòîðíîé ÷àñòè äëÿ J è D. Íà-
ïîìíèì, ÷òî 4-âåêòîð ïðîèçâîäíîé ñ âåðõíèì èíäåêñîì èìååò êîìïîíåí-
òû ∂ν = ∂/∂xν = {∂0, −∇}. Òàê êàê ñ ëþáûì 4-âåêòîðîì Aν = {A0, A}
ìû ñâÿçûâàåì êâàòåðíèîí A = A0 + Aσ, à ïðîñòðàíñòâåííûå êîìïî-
íåíòû 4-âåêòîðà ∂ν ñîäåðæàò çíàê ìèíóñ, îí ïîÿâëÿåòñÿ è â âåêòîðíîé
÷àñòè êâàòåðíèîíà D. Íîðìà êâàòåðíèîíà ïðîèçâîäíîé ðàâíà îïåðàòîðó
Ä'Àëàìáåðà:

DD̄ = I∂2 = I(∂20 −∆).

Íàêîíåö, òðåòüÿ âåëè÷èíà, âõîäÿùàÿ â óðàâíåíèå (8.57) ÿâëÿåòñÿ êâà-
òåðíèîíîì íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ:

F = fσ. (8.60)

Îí íå èìååò ñêàëÿðíîé ÷àñòè, à åãî âåêòîðíàÿ ÷àñòü êîìïëåêñíà:

f = E+ ıB, (8.61)

ãäå E � ýëåêòðè÷åñêîå è B � ìàãíèòíîå ïîëÿ. Ýòî êâàòåðíèîí ñîîòâåò-
ñòâóåò àíòèñèììåòðè÷íîìó òåíçîðó F µν.
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Óáåäèìñÿ, ÷òî (8.57), äåéñòâèòåëüíî ñîäåðæèò â ñåáå âñå óðàâíåíèÿ
Ìàêñâåëëà. Ïîäñòàâèì â íåãî êâàòåðíèîíû (8.58), (8.59) è (8.60):

(∂0 + σ∇)fσ = 4π (ρ− jσ).

Ïåðåìíîæàÿ ïðè ïîìîùè (8.7), ñòð. 508 ìàòðèöû Ïàóëè, ïîëó÷àåì:

∂0fσ +∇f + ı[∇× f ]σ = 4πρ− 4πjσ. (8.62)

Â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ ìû ïðèðàâíèâàëè ïî îòäåëüíîñòè ñêàëÿðíûå è
âåêòîðíûå ÷àñòè â êâàòåðíèîííûõ âûðàæåíèÿõ. Äîêàæåì, ÷òî ýòî, âîîá-
ùå ãîâîðÿ, ìîæíî äåëàòü. Ñëåä ìàòðèö Ïàóëè ðàâåí íóëþ. Êðîìå ýòîãî,
èç òîæäåñòâà (8.6), ñòð. 508 ñëåäóåò, ÷òî

Tr(σiσj) = 2δij.

Ëþáîå ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå A0+Aσ = 0 ýêâèâàëåíòíî A0 = 0 è A = 0.
Äåéñòâèòåëüíî, áåðÿ ñëåä óðàâíåíèÿ è ó÷èòûâàÿ, ÷òî Trσ = 0, ïîëó÷àåì
A0 = 0. Óìíîæàÿ óðàâíåíèå íà σi è áåðÿ ñëåä, ïîëó÷àåì Ai.
Ïîýòîìó, ñêàëÿðíàÿ ÷àñòü ïðèðàâíèâàÿ â (8.62) ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ:

∇(E+ ıB) = 4πρ.

Åãî äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü äà¼ò çàêîí Ãàóññà äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, à
êîìïëåêñíàÿ � çàêîí Ãàóññà äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ:

∇E = 4πρ, ∇B = 0.

Îñòàëüíûå ÷ëåíû óðàâíåíèÿ (8.62) äàþò:

∂0(E+ ıB) +∇× (ıE−B) = −4πj.

Ñíîâà ðàçáèâàÿ åãî íà äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè, ïîëó÷àåì îñòàâ-
øèåñÿ äâà óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà:

∇×B = 4πj+ ∂0E, ∂0B = −∇× E.

Èç ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ ïîëÿ (8.57) ñëåäóåò ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

4π Tr(DJ̄) = Tr(DD̄F) = ∂2Tr(IF) = ∂2f Trσ = 0,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî ñëåä ìàòðèö Ïàóëè ðàâåí íóëþ. Ïîýòîìó óðàâíåíèå íåïðå-
ðûâíîñòè äëÿ òîêà â êâàòåðíèîííûõ îáîçíà÷åíèÿõ èìååò âèä:

1

2
Tr(DJ̄) =

∂ρ

∂t
+∇j = 0. (8.63)

Âòîðîå ðàâåíñòâî ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ïåðåìíîæåíèÿ (8.58) è (8.59),
ñ ïîñëåäóþùèì âçÿòèåì ñëåäà (ñëåä åäèíè÷íîé ìàòðèöû 2x2 ðàâåí 2).
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• Ñêàëÿðíûé φ è âåêòîðíûé A ïîòåíöèàëû îïðåäåëÿþò êîìïîíåíòû
êâàòåðíèîíà ïîòåíöèàëà:

A = φ+Aσ.

Êâàòåðíèîí íàïðÿæåííîñòè ìîæíî ñâÿçàòü ñ êâàòåðíèîíîì ïîòåíöèàëà
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

F =
1

2
(DĀ− DĀ) =

1

2
(DĀ− A

←
D̄), (8.64)

ãäå ñòðåëêà íàä ïðîèçâîäíîé îçíà÷àåò, ÷òî îïåðàòîð äåéñòâóåò ñïðàâà
íàëåâî (à íå êàê îáû÷íî ñëåâà íàïðàâî). Óáåäèìñÿ, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå
ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ F = (E+ ıB)σ. Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì ìàòðè÷íûå
ïðîèçâåäåíèÿ:

DĀ = (∂0 − σ∇)(φ−Aσ) = ∂ · A+ (E+ ıB)σ,

A
←
D̄ = (φ+Aσ) (

←
∂0 + σ

←
∇) = ∂ · A− (E+ ıB)σ.

(8.65)

ãäå ∂ · A = ∂0φ + ∇A è ó÷òåíî, ÷òî E = −∇φ − ∂0A è B = ∇ × A.
Âû÷èòàÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ è äåëÿ íà 2, ïîëó÷àåì F.
Êâàòåðíèîí ïîòåíöèàëà, êàê è 4-ïîòåíöèàë ìîæíî èçìåíèòü, íå ìåíÿÿ

êâàòåðíèîíà íàïðÿæåííîñòè F. Âûïîëíèì êàëèáðîâî÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå

A 7→ A′ = A+ DΛ,

ãäå Λ ïðîèçâîëüíàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ êîîðäèíàò. Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå
íå èçìåíÿåò òåíçîðà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Äåéñòâèòåëüíî:

F′ = F+
1

2
(DD̄− DD̄)Λ = F. (8.66)

Â êàëèáðîâêå Ëîðåíöà ∂ · A = 0 (ñòð. 321) èç (8.65) ñëåäóåò, ÷òî:

DĀ = −A
←
D̄,

ïîýòîìó ñâÿçü ïîòåíöèàëîâ è íàïðÿæåííîñòåé óïðîùàåòñÿ:

F = DĀ.

Â ýòîì ñëó÷àå, â ñèëó óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà (8.57), êâàòåðíèîííûé ïî-
òåíöèàë óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ:

∂2Ā = 4πJ̄

èëè àíàëîãè÷íîìó áåç ÷åðòî÷åê ñîïðÿæåíèÿ.
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• Îïðåäåëåíèå êâàòåðíèîíà íàïðÿæåííîñòåé F ÷åðåç êâàòåðíèîí ïî-
òåíöèàëîâ A ïðèâîäèò ê âûïîëíåíèþ ñëåäóþùåãî óðàâíåíèÿ:

DF+ − F
←
D = 0. (8.67)

Äåéñòâèòåëüíî, êâàòåðíèîíû D è A èìåþò äåéñòâèòåëüíûå êîýôôèöè-
åíòû, ïîýòîìó îíè ýðìèòîâû (D+ = D è A+ = A). Ñëåäîâàòåëüíî ïðè
ëþáîì êâàòåðíèîíå A:

DF+ − F
←
D =

1

2
D(Ā

←
D− D̄A)− 1

2
(DĀ− A

←
D̄)
←
D = 0,

òàê êàê DD̄ = I∂2 è åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà I ïåðåñòàíîâî÷íà ñ A.
Ïîäñòàâëÿÿ â (8.67) êâàòåðíèîíû F = fσ, D = ∂0 − σ∇ è ó÷èòûâàÿ

òîæäåñòâî (8.7), ñòð. 508, ïîëó÷àåì:

∇(f − f∗) = ∂0(f − f∗)σ + ı∇× (f + f∗)σ.

Ñêàëÿðíàÿ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ äà¼ò çàêîí Ãàóññà äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ
∇(f − f∗) = 2ı∇B = 0, à âåêòîðíàÿ � çàêîí ýëåêòðîìàãíèòíîé èíäóê-
öèè Ôàðàäåÿ: ∂0B + ∇ × E = 0. Òàêèì îáðàçîì, (8.67) ýêâèâàëåíòíî
êîâàðèàíòíîìó óðàâíåíèþ Ìàêñâåëëà áåç òîêîâ.
Çàïèøåì åùå îäíî óðàâíåíèå äëÿ êâàòåðíèîíà íàïðÿæåííîñòåé:

1

2
(DF+ + F

←
D) = −4πJ. (8.68)

Åñëè ìû ó÷òåì, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ (8.67) DF+ = F
←
D, òî èç (8.68)

ñëåäóåò:

F
←
D = −4πJ. (8.69)

Ñîïðÿæåíèå ýòîãî óðàâíåíèå äà¼ò (8.57), òàê êàê F̄ = −F.
Òåì íå ìåíåå (8.68) ÿâëÿåòñÿ ìåíåå îáùèì, ÷åì (8.57), òàê êàê îíî

ïðèâîäèò òîëüêî ê óðàâíåíèÿì Ìàêñâåëëà ñ èñòî÷íèêàìè (ïëîòíîñòÿìè
çàðÿäîâ è òîêîâ). Äåéñòâèòåëüíî, ïîäñòàâëÿÿ â (8.68) îïðåäåëåíèÿ êâà-
òåðíèîíîâ, ïîëó÷àåì:

1

2
(∂0(f + f∗)σ −∇(f + f∗) + ı [∇× (f − f∗)]σ) = −4π(ρ+ jσ).

Ñêàëÿðíûå ÷ëåíû (áåç ìàòðèö Ïàóëè) óðàâíåíèÿ äàþò çàêîí Ãàóññà äëÿ
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ: ∇E = 4πρ, à âåêòîðíûå (ñ ìàòðèöàìè Ïàóëè) �
çàêîí Àìïåðà-Ìàêñâåëëà: ∇×B = 4πj+ ∂0E.
Òàêèì îáðàçîì, ïîëíàÿ ñèñòåìà êâàòåðíèîííûõ óðàâíåíèé ýëåêòðî-

äèíàìèêè ñîñòîèò èëè èç äâóõ óðàâíåíèé (8.67) è (8.68), èëè îäíîãî,
ýêâèâàëåíòíîãî èì óðàâíåíèÿ (8.57).
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8.7 Äâèæåíèå â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå

• Ïåðåéäåì òåïåðü ê óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ. Â òåíçîðíûõ îáîçíà÷å-
íèÿõ ñèëà Ëîðåíöà, äåéñòâóþùàÿ íà çàðÿä q ñ ìàññîé m, ïðèâîäèò ê
èçìåíåíèþ èìïóëüñà (èëè ñêîðîñòè) ÷àñòèöû (ñòð. 425):

m
duα

ds
= qF αβ uβ, (8.70)

ãäå êîìïîíåíòû 4-âåêòîðà ñêîðîñòè uα = {u0, u} ñâÿçàíû ñ 3-ñêîðîñòüþ
ïðè ïîìîùè ñòàíäàðòíûõ ñîîòíîøåíèé u0 = γ = 1/

√
1− v2 è u = γv.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â ýòîì ðàçäåëå âåêòîð u îáîçíà÷àåò ïðîñòðàí-
ñòâåííûå êîìïîíåíòû 4-âåêòîðà, òîãäà êàê îáû÷íàÿ ñêîðîñòü dr/dt îáî-
çíà÷àåòñÿ âåêòîðîì v. Òåíçîð íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ
F αβ ñ÷èòàåòñÿ çàäàííûì, à çàðÿä �ïðîáíûì�, â òîì ñìûñëå, ÷òî åãî ñîá-
ñòâåííîå ïîëå íå èñêàæàåò F αβ (ò.å. ìû íå ó÷èòûâàåì ýôôåêòû ñàìîäåé-
ñòâèÿ, ñòð. 482).

Ïðè ïîìîùè êâàòåðíèîíà òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè X = t+ rσ â
ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ìû îïðåäåëèëè êâàòåðíèîí ñêîðîñòè ñ åäèíè÷íîé
íîðìîé:

U =
dX
ds

= u0 + uσ.

Èíòåðâàë ds (îí æå ñîáñòâåííîå âðåìÿ çàðÿäà) ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì
ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà, ïîýòîìó ïðîèçâîäíàÿ ïî íåìó íå íàðóøàåò êî-
âàðèàíòíîñòè êâàòåðíèîííûõ óðàâíåíèé. Êâàòåðíèîí ñêîðîñòè ýðìèòîâ
(U+ = U), òàê êàê äåéñòâèòåëüíû åãî êîìïîíåíòû. Ïîýòîìó, ñèëà Ëîðåí-
öà, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ ïðîèçâåäåíèþ ñêîðîñòè è íàïðÿæåííîñòè, òàêæå
äîëæíà áûòü òàêæå ýðìèòîâà. Â òîæå âðåìÿ êâàòåðíèîí F íå ÿâëÿåòñÿ
ýðìèòîâûì (F+ = f∗σ). ×òîáû ïðàâàÿ ÷àñòü áûëà ýðìèòîâîé ê ïðîèçâå-
äåíèþ FU íåîáõîäèìî äîáàâèòü åãî ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå. Â ðåçóëüòàòå
êâàòåðíèîííûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèå èìåþò âèä:

m
dU
ds

=
q

2
(FU+ UF+). (8.71)

Ìíîæèòåëü 1/2 ïðîâåðÿåòñÿ ïîâòîðåíèåì ñòàíäàðòíûõ âûêëàäîê ñ ìàò-
ðèöàìè Ïàóëè. Ñêàëÿðíàÿ ÷àñòü (8.71) ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ äëÿ èçìå-
íåíèÿ ýíåðãèè, à âåêòîðíàÿ ê òð¼õìåðíîé ñèëå Ëîðåíöà (íàïîìíèì, ÷òî
êâàòåðíèîí èìïóëüñà ðàâåí P = mU = E+pσ). Çàìåòèì, ÷òî êâàòåðíè-
îííîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ìîæíî ñðàçó ïîëó÷èòü èç (8.70) ïðè ïîìîùè
ïðàâèëà ñîîòâåòñòâèÿ (8.54), ñòð. 527.
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• Åñëè åñòü òîëüêî ìàãíèòíîå ïîëå f = ıB, òî êâàòåðíèîí íàïðÿæåí-
íîñòè ÿâëÿåòñÿ àíòèýðìèòîâûì (F+ = −F). Â ýòîì ñëó÷àå â ïðàâîé ÷à-
ñòè óðàâíåíèÿ (8.71) íàõîäèòñÿ êîììóòàòîð íàïðÿæåííîñòè è ñêîðîñòè
[F, U] = FU − UF. Ïîä çíàêîì âûäåëåíèÿ ñêàëÿðíîé ÷àñòè êâàòåðíèî-
íà ñîìíîæèòåëè ìîæíî ïåðåñòàâëÿòü ìåñòàìè (ñòð. 509): ⌊FU⌋ = ⌊UF⌋.
Ïîýòîìó ñêàëÿðíàÿ ÷àñòü êîììóòàòîðà ðàâíà íóëþ è ñêàëÿðíàÿ ÷àñòü
ñêîðîñòè ñîõðàíÿåòñÿ ⌊U⌋ = const. Ýòî ïðèâîäèò ê ñîõðàíåíèþ ýíåðãèè
E = ⌊P⌋ = m⌊U⌋ çàðÿäà ïðè äâèæåíèè â ïðîèçâîëüíîì ìàãíèòíîì ïîëå.

Íàéä¼ì îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8.71). Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì êâà-
òåðíèîí ñêîðîñòè â ñëåäóþùåì âèäå:

U(s) = eG(s)U(0) eG+(s),

ãäå G(s) íåêîòîðûé êâàòåðíèîí, ðàâíûé íóëåâîìó ïðè s = 0 (íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ ñîäåðæàòñÿ â U(0), à ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå âî âòîðîé ýêñïîíåíòå
ïîñòàâëåíî äëÿ ñîõðàíåíèÿ ýðìèòîâîñòè ñêîðîñòè). Ïîäñòàâèì ýòî âûðà-
æåíèå â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ:

m
dU
ds

= m
dG
ds

U+mU
dG+

ds
=
q

2
(FU+ UF+).

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ýòî óðàâíåíèå âûïîëíÿåòñÿ, åñëè êâàòåðíèîí G
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ:

dG
ds

=
q

2m
F.

Èíòåãðèðóÿ åãî, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ïðåäñòàâëåíèþ ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèé äâèæåíèÿ (8.71):

U(s) = exp

 q

2m

s∫
0

F(s)ds

 U(0) exp

 q

2m

s∫
0

F+(s)ds

 . (8.72)

Â ñëó÷àå, êîãäà âíåøíèå ýëåêòðè÷åñêîå è ìàãíèòíîå ïîëÿ ïîñòîÿííû
f = E + ıB = const, êâàòåðíèîí íàïðÿæåííîñòè F ìîæíî âûíåñòè çà
èíòåãðàë è ðåøåíèå èìååò ïðèíèìàåò âèä:

U(s) = exp
( q

2m
Fs
)
U(0) exp

( q

2m
F+s

)
. (8.73)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíò ñòîÿò ìàòðèöû, ïîýòîìó
ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ íåñêîëüêî ôîðìàëüíû. Îäíàêî, â ðÿäå ñëó÷àåâ èõ
ìîæíî çàïèñàòü â ïîëÿðíîé èëè ãèïåðïîëÿðíîé ôîðìå (ñòð. 511), îïóñòèâ
ìàòðèöû âíèç. Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.
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• Ïóñòü çàðÿä äâèæåòñÿ â ïîñòîÿííîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå f = E. Â
ýòîì ñëó÷àå êâàòåðíèîí íàïðÿæåííîñòè ýðìèòîâ (F+ = F). Ïðîñòîå ðå-
øåíèå ïîëó÷àåòñÿ, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè çàðÿä íåïîäâèæåí
è, ñëåäîâàòåëüíî, êâàòåðíèîí ñêîðîñòè ïðè s = 0 ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì
U(0) = I (åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà). Òîãäà óðàâíåíèå (8.73) óïðîùàåòñÿ:

U(s) = exp
( q
m

Fs
)
= exp

( q
m

Eσs
)
. (8.74)

Èñïîëüçóÿ ãèïåðïîëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå êâàòåðíèîíà (8.15), ñòð. 511, èìå-
åì:

U(s) = ch(ωs) + eσ sh(ωs), (8.75)

ãäå ω = q|E|/m è e = E/|E| � åäèíè÷íûé âåêòîð â íàïðàâëåíèè ýëåêòðè-
÷åñêîãî ïîëÿ. Âûäåëÿÿ â (8.75) ñëàãàåìûå áåç ìàòðèö Ïàóëè è ñ íèìè,
ïîëó÷àåì:

u0(s) = ch(ωs), u(s) = e sh(ωs). (8.76)

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî äëÿ ýòîãî ðåøåíèÿ âûïîëíÿåòñÿ îáùåå ñîîòíîøå-
íèå äëÿ êîìïîíåíò 4-ñêîðîñòè u20 − u2 = 1.

Òàê êàê uµ = {u0, u} = dxµ/ds, èíòåãðèðóÿ ïî s (8.76), ïîëó÷àåì
âûðàæåíèÿ äëÿ ëàáîðàòîðíîãî âðåìåíè è êîîðäèíàò çàðÿäà:

t =
1

ω
sh(ωs), r(s) = r(0) +

e

ω
(ch(ωs)− 1). (8.77)

Â ïåðâîì ñëó÷àå êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ âûáðàíà ðàâíîé íóëþ, òàê
êàê ïðè s = 0 èìååì t = 0. Â âûðàæåíèè äëÿ ðàäèóñ âåêòîðà êîíñòàíòà
ïîäîáðàíà, òàêèì îáðàçîì ÷òîáû ïðè s = 0 âåêòîð r(s) áûë ðàâåí íà÷àëü-
íîìó ïîëîæåíèþ çàðÿäà r(0). Ïðè ïîìîùè òîæäåñòâà ch2 α − sh2 α = 1
äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ôóíêöèé ìîæíî âûðàçèòü ãèïåðáîëè÷åñêèé êîñè-
íóñ ÷åðåç ñèíóñ è òåì ñàìûì ïåðåéòè îò ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
ðåøåíèÿ (8.77) ê ÿâíîé çàâèñèìîñòè êîîðäèíàò ÷àñòèöû îò ëàáîðàòîðíî-
ãî âðåìåíè:

r(t) = r(0) +
e

ω
(
√

1 + (ωt)2 − 1).

Ýòî ðåøåíèå áûëî ïîëó÷åíî ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè ðàíåå (ñòð. 164, 489).

Åñëè íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü çàðÿäà îòëè÷íà îò íóëÿ, êâàòåðíèîí U(0)
íå ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì. ×òîáû íàéòè ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå U(s)
íåîáõîäèìî ïåðåìíîæèòü êâàòåðíèîíû:{

ch
(ωs
2

)
+ eσ sh

(ωs
2

)}
{u0(0) + u(0)σ}

{
ch
(ωs
2

)
+ eσ sh

(ωs
2

)}
,

÷òî, êàê îáû÷íî, ïðîäåëûâàåòñÿ ïðè ïîìîùè òîæäåñòâà (8.7), ñòð. 508.



ÑÏÈÍÎÐÛ 537

• Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ äâèæåíèå â ïîñòîÿííîì ìàãíèòíîì ïî-
ëå f = ıB. Â ýòîì ñëó÷àå êâàòåðíèîí íàïðÿæåííîñòè ÿâëÿåòñÿ àíòèýðìè-
òîâûì (F+ = −F). Ïðè ïîìîùè ïîëÿðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ êâàòåðíèîíà
(8.16), ñòð. 511, ðåøåíèå (8.73) ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

U(s) = {cos(ωs/2) + ıbσ sin(ωs/2)}U(0) {cos(ωs/2)− ıbσ sin(ωs/2)},

ãäå ω = q|B|/m è b = B/|B|. Ïîäñòàâëÿÿ êâàòåðíèîí íà÷àëüíîé ñêî-
ðîñòè U(0) = u0 + u0σ â ðåøåíèå è ïåðåìíîæàÿ ìàòðèöû Ïàóëè ïðè
ïîìîùè òîæäåñòâà (8.7), ñòð. 508, ïîëó÷àåì:

U(s) = u0 + (u0b)(bσ) + [b× [u0 × b]]σ cos(ωs) + [u0 × b]σ sin(ωs).

Åäèíñòâåííûé ÷ëåí u0, áåç ìàòðèö Ïàóëè, ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòíîé. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî íóëåâàÿ êîìïîíåíòà 4-ñêîðîñòè (èëè ýíåðãèÿ äâèæåíèÿ çà-
ðÿäà) íå çàâèñèò îò âðåìåíè. ×ëåíû, ïðîïîðöèîíàëüíûå ìàòðèöàì Ïàó-
ëè, äàþò ðåøåíèå (3.21), ñòð. 167:

u(s) = (u0b)b+ [b× [u0 × b]] cos(ωs) + [u0 × b] sin(ωs). (8.78)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî íà ñòð. 167 âåêòîð u � ýòî �îáû÷íàÿ� ñêîðîñòü,
à íå êîìïîíåíòû 4-âåêòîðà ñêîðîñòè, êàê â ýòîì ðàçäåëå. Îäíàêî, òàê
êàê ýíåðãèÿ ÷àñòèöû â ìàãíèòíîì ïîëå (èëè u0) ïîñòîÿííà, ðàçëè÷èå
ñâîäèòñÿ â óìíîæåíèè ðåøåíèÿ íà êîíñòàíòó. Ïî ýòîé æå ïðè÷èíå ïðè
äâèæåíèè â ìàãíèòíîì ïîëå èíòåðâàë ñâÿçàí ñ 3-ñêîðîñòüþ è ëàáîðàòîð-
íûì âðåìåíåì ïðîñòûì ñîîòíîøåíèåì:

s =

t∫
0

√
1− v2(t) dt = t

√
1− v2

0 = t/u0,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî êâàäðàò ñêîðîñòè çàðÿäà ïðè åãî äâèæåíèè îñòàåòñÿ ïî-
ñòîÿííûì v(t) = v0 è êîðåíü ìîæíî âûíåñòè çà èíòåãðàë.

Îêîí÷àòåëüíî, èíòåãðèðóÿ (8.78) ïî s, ïîëó÷àåì çàâèñèìîñòü êîîðäè-
íàò çàðÿäà îò ñîáñòâåííîãî âðåìåíè s = t/u0 (èëè ëàáîðàòîðíîãî âðåìåíè
t):

r(s) = r(0)+(u0b)b s+
1

ω
[b× [u0×b]] sin(ωs)− 1

ω
[u0×b] (cos(ωs)−1),

ãäå êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ ïîäîáðàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âåêòîð
r(0) ñîîòâåòñòâîâàë íà÷àëüíîìó ïîëîæåíèþ çàðÿäà. Ýòî ðåøåíèå ãåîìåò-
ðè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ ñïèðàëüþ, íàìîòàííîé íà öèëèíäð ðàäèóñà |u0×b|/ω.
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8.8 Êîâàðèàíòíûé ôîðìàëèçì

Ââåä¼ì äîïîëíèòåëüíî ê òð¼ì ìàòðèöàì Ïàóëè, ìàòðèöó ñ íóëåâûì
èíäåêñîì, ðàâíóþ åäèíè÷íîé σ0 = σ0 = 1. Ñ÷èòàÿ, ÷òî èíäåêñ µ ïðîáå-
ãàåò çíà÷åíèÿ 0, ..., 3, îïðåäåëèì ñëåäóþùèå íàáîðû ìàòðèö:

σµ = {1, σ}, σ̄µ = {1, −σ}. (8.79)

Êðîìå ýòîãî, ïðè ïîìîùè ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà gµν = diag(1,−1,−1,−1)
îïðåäåëèì àíàëîãè÷íûå ÷åòâåðêè ìàòðèö (áåç ÷åðòû è ñ ÷åðòîé) ñ âåðõ-
íèì èíäåêñîì: σµ = gµνσν = {1, −σ} è σ̄µ = gµνσ̄ν = {1, σ}. Îáðàòèì
âíèìàíèå, ÷òî áîëüøèíñòâî 4-âåêòîðîâ îïðåäåëÿåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî
âåêòîðíàÿ ÷àñòü Aµ ñîäåðæèò 3-âåêòîð ñî çíàêîì ïëþñ. Èñêëþ÷åíèåì
ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, 4-âåêòîð ïðîèçâîäíîé äëÿ êîòîðîãî ∂µ = {∂0, −∇}.
Àíàëîãè÷íî σµ èìååò çíàê ìèíóñ ïåðåä âåêòîðíûìè êîìïîíåíòàìè.
Ïðè ïîìîùè ââåäåííûõ ìàòðèö, êâàòåðíèîí, ñâÿçàííûé ñ 4-âåêòîðîì

è åãî ñîïðÿæåíèå, ìîæíî çàïèñàòü â êîâàðèàíòíîì ñòèëå:

A = Aµσµ = Aµσ
µ, Ā = Aµσ̄µ = Aµσ̄

µ. (8.80)

Ëþáóþ ìàòðèöó 2x2 ìîæíî ðàçëîæèòü, íàïðèìåð, ïî ÷åòûð¼ì ìàòðè-
öàì σµ. Êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå áóäóò êîìïëåêñíû-
ìè ÷èñëàìè. Ñëåä ìàòðèö Ïàóëè ðàâåí íóëþ, à ñëåä åäèíè÷íîé ìàòðèöû
ðàâåí 2. Ïðîèçâåäåíèå ðàçëè÷íûõ ìàòðèö Ïàóëè ñíîâà äà¼ò ìàòðèöó Ïà-
óëè. Êâàäðàò æå êàæäîé ìàòðèöû ðàâåí åäèíè÷íîé. Ïîýòîìó:

1

2
Trσµ = δµ0,

1

2
Tr(σµσν) = δµν.

Àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ ñïðàâåäëèâû äëÿ ìàòðèö ñ ÷åðòîé. Áîëåå �êî-
âàðèàíòíûé âèä� èìåþò ñîîòíîøåíèÿ â êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ ñìåøàí-
íûå íàáîðû ìàòðèö (ñ ÷åðòîé è áåç íå¼). Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî â ýòîì
ñëó÷àå âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè:

1

2
Tr(σµσ̄ν) = gµν,

1

2
Tr(σµσ̄

ν) = δνµ. (8.81)

Çàïèñàâ ðàçëîæåíèå íåêîòîðîé ìàòðèöû A = Aµσµ ïî áàçèñó ìàòðèö σµ,
âñåãäà ìîæíî íàéòè êîýôôèöèåíòû òàêîãî ðàçëîæåíèÿ:

Aµ =
1

2
Tr(Aσ̄µ). (8.82)

Îòìåòèì òàêæå ñëåäóþùóþ àëãåáðó (ìåòðè÷åñêèé òåíçîð óìíîæàåòñÿ
íà åäèíè÷íóþ ìàòðèöó):

σµσ̄ν + σνσ̄µ = 2gµν, (8.83)

ïðîâåðÿåìóþ ïðè ïîìîùè ñâîéñòâ ìàòðèö Ïàóëè σ (îíè àíòèêîììóòè-
ðóþò, à êâàäðàò ðàâåí åäèíè÷íîé ìàòðèöå).
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Èçìåíåíèÿ êîìïîíåíò ëþáîãî 4-âåêòîðà ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëîðåíöà
îïðåäåëÿþòñÿ (ñòð. 136) ýëåìåíòàìè ìàòðèöû Λµ

ν:

A′µ = Λµ
νA

ν.

Çàïèøåì çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ êâàòåðíèîíà, ñâÿçàííîãî ñ êîìïîíåíòàìè
4-âåêòîðà:

A′ = SAS+ = SAµσµS+ = A′νσν = Λν
µA

µσν.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè êîìïîíåíò 4-âåêòîðà, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñâÿçü
êâàòåðíèîííûõ ìàòðèö ïðåîáðàçîâàíèÿ S è êîýôôèöèåíòîâ ìàòðèöû ëî-
ðåíöåâñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé 4x4:

SσµS+ = σν Λ
ν
µ. (8.84)

Íàïðèìåð, â ñëó÷àå áóñòà S = L, äëÿ íóëåâîãî çíà÷åíèÿ èíäåêñà µ èìååì
(ñì. ñòð. 516):

Λ0
0 + σiΛ

i
0 = LL+ = γ − γvσ,

ïîýòîìó Λ0
0 = γ è Λi

0 = −γvi, ÷òî ñòîèò ñðàâíèòü ñ ÿâíûì âèäîì ìàòðè-
öû Λµ

ν íà ñòð. 137. Àáñîëþòíî àíàëîãè÷íî ìîæíî çàïèñàòü ïðåîáðàçîâà-
íèå äëÿ ñîïðÿæåííîãî êâàòåðíèîíà Ā = S̄+ĀS̄ è ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå:

S̄+ σ̄µ S̄ = σ̄ν Λ
ν
µ. (8.85)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ÷åðòà íàä ìàòðèöàìè σµ âåä¼ò ñåáÿ òàêæå, êàê
è íàä êâàòåðíèîíîì ïðè åãî ñîïðÿæåíèè.
Ñâåðí¼ì òåïåðü àíòèñèììåòðè÷íûé 4-òåíçîð F µν c 4-ìàòðèöåé Ïàóëè

è å¼ ñîïðÿæåíèåì:

F =
1

2
F µνσµσ̄ν. (8.86)

Íàéä¼ì êàê îí èçìåíÿåòñÿ ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëîðåíöà:

F ′µνσµσ̄ν = Λµ
αΛ

ν
βF

αβσµσ̄ν = F αβSσαS+S̄+σ̄βS̄ = SF αβσασ̄βS̄,

ãäå ó÷òåíà åäèíè÷íîñòü íîðìû êâàòåðíèîíà ïðåîáðàçîâàíèÿ S. Òàêèì
îáðàçîì:

F′ = SF S̄. (8.87)

Ýòîò ðåçóëüòàò äëÿ êâàòåðíèîíà ìîìåíòà èìïóëüñà áûë óæå ïîëó÷åí íà
ñòðàíèöå 528. Â ñëó÷àå òåíçîðà íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ
èìååì:

F =
1

2
F µνσµσ̄ν = (E+ ıB)σ,

ãäå âòîðîå ðàâåíñòâî ïîëó÷åíî ÿâíîé çàïèñüþ ñóìì ïî µ è ν ñ ó÷¼òîì
òîãî, ÷òî E = {F 10, F 20, F 30} è B = −{F 23, F 31, F 12}.
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• Ïðåäñòàâëåíèå (8.86) ïðèìåíèìî è ê ñèììåòðè÷íîìó òåíçîðó T µν,
îäíàêî â ñèëó àíòèêîììóòèðîâàíèÿ ìàòðèö Ïàóëè îíî íå áóäåò èìåòü
âåêòîðíîé ÷àñòè è ïðîïîðöèîíàëüíî êîâàðèàíòíîìó ñëåäó gµνT

µν. Â ñè-
ëó òîãî, ÷òî SS̄ = I èç (8.87) áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî ýòîò ñëåä, êàê è äîëæíî
áûòü, èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà. Áîëåå ñîäåð-
æàòåëüíîå îïèñàíèå ñèììåòðè÷íûõ òåíçîðîâ â êâàòåðíèîííûõ îáîçíà÷å-
íèÿõ ìû ðàññìîòðèì íà ïðèìåðå òåíçîðà ýíåðãèè èìïóëüñà.
Âû÷èñëèì ïðîèçâåäåíèå òåíçîðà íàïðÿæåííîñòåé íà åãî ýðìèòîâî ñî-

ïðÿæåíèå:

FF+ = (fσ)(f∗σ) = E2 +B2 + 2[E×B]σ.

Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèÿ äëÿ ïëîòíîñòè ýíåðãèèW è èìïóëüñà P ýëåêòðî-
ìàãíèòíîãî ïîëÿ (ñòð. 311), èìååì ñëåäóþùèé êâàòåðíèîí:

T0 =
FF+

8π
= W +Pσ. (8.88)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî W è P íå îáðàçóþò 4-âåêòîð, ïîýòîìó çàêîí
ïðåîáðàçîâàíèÿ êâàòåðíèîíà T0 îòëè÷åí îò (8.49) è (8.55). Ñâÿçàíî ýòî
ñ òåì, ÷òî W è P ÿâëÿþòñÿ íóëåâûìè êîìïîíåíòàìè ñèììåòðè÷íîãî 4-
òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà:

T αβ =
1

4π

(
gµνF

αµF νβ +
1

4
gαβ FµνF

µν

)
=


W Px Py Pz

Px sxx sxy sxz
Py syx syy syz
Pz szx szy szz

 ,

ãäå ñèììåòðè÷íûé 3-òåíçîð ïîòîêà èìïóëüñà (ñòð. 312) ðàâåí:

sij = sij = δijW −
EiEj +BiBj

4π
.

Ýòîò òåíçîð âîçíèêàåò, â ñëåäóþùåé òðîéêå êâàòåðíèîíîâ:

Ti =
1

8π
Fσi F+ = P i + sijσj (8.89)

(äëÿ ïðîâåðêè ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ óäîáíî åãî ñâåðíóòü ñ ïðîèçâîëüíûì
åäèíè÷íûì âåêòîðîì n, à çàòåì âîñïîëüçîâàòüñÿ òîæäåñòâîì (8.7), ñòð. 508;
íàïîìíèì òàêæå, ÷òî σi = −σi).
Ñîîòíîøåíèÿ (8.88) è (8.89) ìîæíî îáúåäèíèòü â îäíî:

Tµ =
1

8π
Fσµ F+ = T µνσν (8.90)

Ýòà ÷åòâ¼ðêà êâàòåðíèîíîâ ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèåì ñèììåòðè÷íîãî òåíçî-
ðà ýíåðãèè-èìïóëüñà â ìàòðè÷íîì âèäå.
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Ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëîðåíöà êâàòåðíèîíû Tν èçìåíÿþòñÿ ïîäîáíî
4-âåêòîðó, ê êîìïîíåíòàì êîòîðîãî äîïîëíèòåëüíî ïðèìåíåíî êâàòåðíè-
îííîå ïðåîáðàçîâàíèå:

T′µ = Λµ
ν STνS+.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî

T µν =
1

2
Tr(Tµσ̄ν),

ãäå ó÷òåíû óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè ìàòðèö Ïàóëè (8.81).

Ïîëó÷èì çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè-èìïóëüñà â êâàòåðíèîííîé ôîðìå.
Äëÿ ýòîãî óìíîæèì óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà (8.57), ñòð. 530 ñëåâà íà σµF+.
Çàòåì âîçüìåì ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå (8.57) è óìíîæèì åãî ñïðàâà íà
Fσµ:

σµF+D̄F = 4π σµ F+ J̄, F+
←
D̄ F σµ = 4π J̄ Fσµ.

Âîçüìåì ñëåä ýòèõ óðàâíåíèé è ñëîæèì èõ:

Tr(σµ F+D̄F+ F+
←
D̄ F σµ) = 4π Tr(σµ F+ J̄+ J̄ F σµ).

Ïîä ñëåäîì ìàòðèöû ìîæíî öèêëè÷åñêèì îáðàçîì ïåðåñòàâëÿòü. Ïîýòî-
ìó â ëåâîé ÷àñòè ïîëó÷àåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ ïðîèçâåäåíèÿ:

Tr(D̄FFσµF+ + D̄F+ Fσµ F+) = Tr(D̄(Fσµ F+)),

ãäå èíäåêñû ó ïðîèçâîäíûõ óêàçûâàþò íà êàêóþ ìàòðèöó îíè äåéñòâóåò.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

Tr(D̄Tµ) =
1

2
Tr(J̄σµ F+ + Fσµ J̄). (8.91)

Ïðè µ = 0 îíî ýêâèâàëåíòíî òåîðåìå Ïîéíòèíãà:

∂W

∂t
+∇P+ Ej = 0. (8.92)

Äåéñòâèòåëüíî, ïåðåìíîæàÿ ìàòðèöû Ïàóëè, èìååì:

D̄T0 = ∂0W +∇P+ (∂0P+∇W + ı∇×P)σ

è
1

2
(J̄ F+ + F J̄) = −jE+ (ρE− j×B)σ.

Ñëåä ìàòðèö Ïàóëè ðàâåí íóëþ, ïîýòîìó èç (8.91) ñëåäóåò (8.92). Àíà-
ëîãè÷íî ïðè µ = i ïîëó÷àåòñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ïîòîêà èìïóëüñà.
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8.9 Ñïèíîðû

Çàïèøåì åù¼ ðàç ìàòðèöû êâàòåðíèîíîâ ïðîñòðàíñòâåííîãî âðàùåíèÿ
è ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà, ñòð. 512,516:

R = cos
ϕ

2
+ ınσ sin

ϕ

2
, L = ch

α

2
−mσ sh

α

2
, (8.93)

ãäå σ = {σ1, σ2, σ3} � ìàòðèöû Ïàóëè. Âðàùåíèå ñèñòåìû êîîðäèíàò R
ïðîèñõîäèò âîêðóã åäèíè÷íîãî âåêòîðà n íà óãîë ϕ. Ëîðåíöåâñêèé êâà-
òåðíèîí L ñîäåðæèò åäèíè÷íûé âåêòîðm = v/v â íàïðàâëåíèè ñêîðîñòè
v è α = ath v. Èõ êîìïîçèöèÿ S = RL ïðèâîäèò ê ìàòðèöàì 2x2 ñ êîì-
ïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè, îáðàçóþùèì ãðóïïó SL(2, C):

S = s0 + sσ, S−1 = s0 − sσ. (8.94)

Ýòè ìàòðèöû èìåþò åäèíè÷íûé îïðåäåëèòåëü:

detS = s20 − s2 = 1. (8.95)

Â ðåçóëüòàòå ýòîé ñâÿçè íà êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû {s0, s} ñóùå-
ñòâóåò òîëüêî 6=8-2 íåçàâèñèìûõ äåéñòâèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ, îïðåäå-
ëÿþùèõ S. Èìè ìîãóò áûòü ïðîåêöèè ñêîðîñòè è óãëû âðàùåíèÿ ñèñòåìû
êîîðäèíàò. Â îáùåì ñëó÷àå ìàòðèöà S íåóíèòàðíà (õîòÿ ýòî òàê äëÿ ïðî-
ñòðàíñòâåííûõ âðàùåíèé, èìåþùèõ äåéñòâèòåëüíóþ ñêàëÿðíóþ ÷àñòü s0
è ÷èñòî ìíèìóþ âåêòîðíóþ s).
Ïðåîáðàçîâàíèå X′ = SXS+ êâàòåðíèîíîâ ïîõîæå íà ïðåîáðàçîâàíèå

�îáû÷íîãî� òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà, òàê êàê ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèé S
ñòîèò äâà ðàçà. Ðàçáåðåìñÿ êàêîé îáúåêò ïîëó÷èòñÿ, åñëè ïðè ïîäîáíûõ
ïðåîáðàçîâàíèÿõ áóäåò ïðèñóòñòâîâàòü òîëüêî îäíà ìàòðèöà. Áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî ìàòðèöû ãðóïïû SL(2, C) äåéñòâóþò íà íåêîòîðûå âåêòîðû, â
ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷àþòñÿ íîâûå âåêòîðû. Ýòè âåêòîðû ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå ñòîëáèêà èç äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ψ1, ψ2 (ââåðõó ñòîÿò
èíäåêñû, à íå ñòåïåíü). Ýòà ïàðà ÷èñåë íàçûâàåòñÿ ñïèíîðîì:

ψ′α = Sα
β ψ

β, ψ =

(
ψ1

ψ2

)
, S =

(
S1

1 S1
2

S2
1 S2

2

)
=

(
A B
C D

)
. (8.96)

Òàêèì îáðàçîì, ñïèíîð � ýòî îáúåêò, ïðåîáðàçóþùèéñÿ ïðè âðàùåíèÿõ
è áóñòàõ ïðè ïîìîùè ìàòðèö (8.93) èëè èõ êîìïîçèöèè (8.94).
Ñïèíîðû âûãëÿäÿò äîñòàòî÷íî àáñòðàêòíûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè ñóù-

íîñòÿìè. Îäíàêî, êàê è ìíîãèå ïîäîáíûå ïîñòðîåíèÿ, îíè ðåàëèçóþòñÿ
â ïðèðîäå (òî÷íåå îêàçûâàþòñÿ àäåêâàòíûì ìàòåìàòè÷åñêèì îïèñàíèåì
ôèçè÷åñêîé ðåàëüíîñòè). Òàê, âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ýëåêòðîíà (è ëþáîé ÷à-
ñòèöû ñ íåöåëûì ñïèíîì) â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ÿâëÿåòñÿ ñïèíîðîì. Â
òåîðèè ïîëÿ òàêèå ÷àñòèöû îïèñûâàþòñÿ ñïèíîðíûì ïîëåì.
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• Ðàâåíñòâî åäèíèöå îïðåäåëèòåëÿ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèâîäèò ê òîìó,
÷òî äëÿ äâóõ ñïèíîðîâ ψ è χ èíâàðèàíòíà ñëåäóþùàÿ êîìáèíàöèÿ:

ψ1χ2 − ψ2χ1 = inv.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì íåñëîæíî ïðîâåðèòü (lH125), ÷òî

ψ′1χ′2 − ψ′2χ′1 = (AD −BC)(ψ1χ2 − ψ2χ1) = ψ1χ2 − ψ2χ1,

ãäå âûðàæåíèå AD −BC ðàâíî îïðåäåëèòåëþ detS = 1, ñì.(8.96).
Ââåäåì êîâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû ñïèíîðà (èëè êîñïèíîð), êîòîðûå

áóäåì ïîìå÷àòü íèæíèì èíäåêñîì ψα:

ψ1 = ψ2, ψ2 = −ψ1. (8.97)

Ïðèäàäèì ýòîìó îïðåäåëåíèþ òåíçîðíóþ ôîðìó (ïî β ñóììà îò 1 äî 2):

ψα = εαβ ψ
β, ψα = ψβ ε

βα, (8.98)

ãäå ââåäåíà îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà:

εαβ = εαβ =

(
0 1
−1 0

)
, (8.99)

ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

ε2 = −1, εT = −ε, εσε = σT . (8.100)

Îáðàòèì âíèìàíèå íà îáðàòíûé ïîðÿäîê èíäåêñîâ ó εαβ âî âòîðîì ñîîò-
íîøåíèè (8.98). Èíâàðèàíòíàÿ êîìáèíàöèÿ òåïåðü èìååò âèä:

ψαχα = ψα εαβ χ
β = ψ1χ2 − ψ2χ1 = inv.

Ìàòðèöà εαβ àíòèñèììåòðè÷íà, ïîýòîìó (lH126):

ψαχα = −ψαχ
α, ψαψα = 0, (8.101)

ò.å. ïåðåñòàíîâêà ñóììàöèîííûõ èíäåêñîâ ïî âûñîòå, â îòëè÷èå îò îáû÷-
íîãî òåíçîðíîãî àíàëèçà, ïðèâîäèò ê ñìåíå çíàêà âûðàæåíèÿ!
Ïðè ïîìîùè çàêîíà ïðåîáðàçîâàíèÿ ñïèíîðà (8.96) è îïðåäåëåíèÿ (8.97)

ìîæíî íàéòè (lH127) êàê ïðåîáðàçóåòñÿ êîñïèíîð:(
ψ′1
ψ′2

)
=

(
D −C
−B A

)(
ψ1

ψ2

)
, ψ′α = S̃ β

α ψβ. (8.102)

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî:

S̃ = −εSε, S−1 = S̃T , det S̃ = 1. (8.103)

Åñëè òèëüäîé ïîìåòèòü êîñïèíîð, òî â ìàòðè÷íîì âèäå ïðåîáðàçîâàíèÿ
ñïèíîðà ψ ≡ ψα è êîñïèíîðà ψ̃ = εψ ≡ ψα çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì: ψ′ = Sψ è ψ̃′T = ψ̃TS−1, à èíâàðèàíò ðàâåí ψT χ̃ = ψTε χ = inv.
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• Ñïèíîðíûì òåíçîðîì íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà ñ âåðõíèìè è/èëè íèæ-
íèìè èíäåêñàìè, ïðåîáðàçóþùàÿñÿ òàêæå êàê ïðîèçâåäåíèå ñïèíîðíûõ
è êîñïèíîðíûõ êîìïîíåíò. Íàïðèìåð, ñïèíîðíûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà,
ïî îïðåäåëåíèþ, ïðåîáðàçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ψ′αβ = Sα
µ S̃

ν
β ψµ

ν.

Àíàëîãè÷íî çàïèñûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ ñïèíîðíûõ òåíçîðîâ ñ ïðî-
èçâîëüíûì ÷èñëîì èíäåêñîâ.
Òàê êàê êîìïîíåíòû ñïèíîðîâ è ìàòðèö ïðåîáðàçîâàíèÿ ýòî êîìïëåêñ-

íûå ÷èñëà, óäîáíî ââåñòè åùå äâå ñïèíîðíûå êîìïîíåíòû, êîòîðûå ïîìå-
÷àþòñÿ òî÷êîé íàä èíäåêñîì. Ïî îïðåäåëåíèþ, îíè ïðåîáðàçóþòñÿ êàê
êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå ñïèíîðà ψα è êîñïèíîðà ψα:(

ψ′
•
1

ψ′
•
2

)
=

(
A∗ B∗

C∗ D∗

)(
ψ

•
1

ψ
•
2

)
,

(
ψ′•
1

ψ′•
2

)
=

(
D∗ −C∗
−B∗ A∗

)(
ψ•
1

ψ•
2

)
.

Ñîîòâåòñòâåííî ìîãóò áûòü òåíçîðû ñ âåðõíèìè èëè íèæíèìè èíäåê-

ñàìè, ñ òî÷êîé èëè áåç íèõ: ψ
α

•
β
, ψ

•
γ

αβ , ... Äëÿ óòâåðæäåíèÿ, ÷òî ψ•
α

ïðåîáðàçóåòñÿ êàê ψ∗α èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàïèñü:

ψ•
α
∼ ψ∗α, ψ

•
α ∼ ψ∗α, ψ

α
•
β
∼ ψαψ

∗
β. (8.104)

Ïðè ïîëó÷åíèè èíâàðèàíòíûõ êîìáèíàöèé ìîæíî ñâîðà÷èâàòü (ñóì-
ìèðîâàòü) âåðõíèé è íèæíèé èíäåêñ îäíîãî òèïà (òî÷êè ñ òî÷êàìè, è
ò.ä.). Íî íåëüçÿ ñâîðà÷èâàòü èíäåêñû ðàçíîãî òèïà. Òàê, âûðàæåíèå
ψαχ•

α
� íåèíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî (8.94). Äåéñòâèòåëüíî, îáîçíà÷èì

•
χ = (χ

•
1 χ

•
2)T , òîãäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî εSTε = −S−1, ñì. (8.103), èìååì:

ψ′αχ′•
α
= ψ′Tε

•
χ ′ = ψTSTε S∗ •χ = −ψTεε STε S∗ •χ = ψTε (S−1S∗) •χ ̸= ψTε

•
χ,

òàê êàê S−1S∗ íå ðàâíî åäèíè÷íîé ìàòðèöå. Çàìåòèì (lH129), ÷òî åñëè
ïðåîáðàçîâàíèå óíèòàðíî S+S = I (íàïðèìåð, ïðè âðàùåíèÿõ), òî èíâà-

ðèàíòîì áóäåò òàêàÿ ñâåðòêà: ψ
•
αχα = ψ

•
1χ1 + ψ

•
2χ2.

Òàêèì îáðàçîì, çàïèñûâàÿ èíâàðèàíòû, ìû âñåãäà áóäåì ñâîðà÷èâàòü
òîëüêî îäíîòèïíûå èíäåêñû. Ïîýòîìó íåò íåîáõîäèìîñòè ñëåäèòü çà ïî-
ðÿäêîì ÷åðåäîâàíèÿ èíäåêñîâ ðàçíîãî òèïà, è ïî îïðåäåëåíèþ:

ψ
α

•
β
= ψ•

βα
, ψ

αβ
•
γ
= ψ

α
•
γβ

= ψ•
γαβ

.

Íî ïðè ýòîì, êîíå÷íî, ïîðÿäîê èíäåêñîâ îäíîãî òèïà âàæåí è â îáùåì
ñëó÷àå ψαβ ̸= ψβα.
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Ñ ïîìîùüþ εαβ èç íåêîòîðîãî òåíçîðà ψαβ ìîæíî ïîëó÷èòü äðóãèå

òåíçîðû ñ èíûì ðàñïîëîæåíèåì èíäåêñîâ:

ψαβ =

(
a b

c d

)
, ψαβ =

(
d −c
−b a

)
, (8.105)

ψ β
α =

(
c d

−a −b

)
, ψα

β =

(
b −a
d −c

)
. (8.106)

Íàïðèìåð ψ β
α = εαγ ψ

γβ ïîëó÷àåòñÿ ïðÿìûì óìíîæåíèåì ìàòðèöû ε íà
ψαβ. Äëÿ ψα

β íåîáõîäèìî çàïèñàòü εβγ ψ
αγ = −ψαγεγβ, è ò.ä. Íå ñòîèò

çàáûâàòü, ÷òî äëÿ òåíçîðà ñ âåðõíèìè èíäåêñàìè εµν èñïîëüçóåòñÿ îá-
ðàòíûé ïîðÿäîê ñâåðòêè è ψαβ = ψµνε

µαενβ = −εαµψµνε
νβ.

Åñëè b = c, òî òåíçîðû ψαβ è ψαβ ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè. Ñèììåò-
ðè÷íûìè áóäóò è ψ α

β è ψα
β â òîì ñìûñëå, ÷òî ψ α

β = ψα
β = ψα

β . Íàïðèìåð
ψ1

2 = −a = ψ 1
2 (ïåðâûé èíäåêñ ïî ãîðèçîíòàëè � íîìåð ñòðîêè, âòîðîé �

íîìåð ñòîëáöà). Ïîýòîìó äëÿ ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà 2-ãî ðàíãà ìîæíî
ïèñàòü èíäåêñû äðóã ïîä äðóãîì (áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåðõíèé èíäåêñ �
ýòî íîìåð ñòðîêè, à íèæíèé � ñòîëáöà). Îäíàêî, ïðè ýòîì ψα

β ̸= ψβ
α.

Àíòèñèììåòðè÷íîñòü òåíçîðà εαβ ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî (ïî α ñóììà):

ψα
α = −ψ α

α , è åñëè ψαβ = ψβα, òî ψα
α = 0.

Âåëè÷èíà εαβ ÿâëÿåòñÿ ñïèíîðíûì òåíçîðîì, êîìïîíåíòû êîòîðîãî íå
ìåíÿþòñÿ ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ ñ åäèíè÷íûì äåòåðìèíàíòîì:

ε′αβ = Sα
µS

β
ν ε

µν =

(
A B
C D

)(
0 1
−1 0

)(
A C
B D

)
= det S

(
0 1
−1 0

)
= εαβ.

Ïîâûøàòü è ïîíèæàòü èíäåêñû ïðè ïîìîùè εαβ ìîæíî è ó ñàìîãî ñïè-
íîðíîãî òåíçîðà εαβ. Òàê εαβ = εαµεβνε

µν = (εεεT )αβ = (−εT )αβ = εαβ.
Åñëè èíâàðèàíò ñïèíîðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé îáîçíà÷èòü ñëåäóþùèì

îáðàçîì [ab] = aαbα = aαεαβb
β = a1b2 − a2b1, òî äëÿ ÷åòûðåõ ñïèíîðîâ

ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé ìîæíî ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü òîæäåñòâà:

[ab][cd] + [ac][db] + [ad][bc] = 0.

Òàê êàê ñïèíîð aα ïðîèçâîëåí, îòñþäà ñëåäóåò òàêîå ñîîòíîøåíèå:

bα[cd] + cα[db] + dα[bc] = 0.

Áåðÿ ïðîèçâîäíóþ ïî êîìïîíåíòàì ñïèíîðîâ (lH128), ïîëó÷àåì:

εµν δ
α
σ + εσµ δ

α
ν + ενσ δ

α
µ = 0. (8.107)

Ïîíÿòíî, ÷òî âñå âûøåñêàçàííîå ïî ðàáîòå ñ òåíçîðîì εµν â ðàâíîé ñòå-
ïåíè îòíîñèòñÿ êàê ê èíäåêñàì áåç òî÷êè, òàê è ê èíäåêñàì ñ òî÷êîé.
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8.10 Ñïèíîðû è 4-òåíçîðû

• Ìàòðèöà ïðîñòðàíñòâåííûõ âðàùåíèé R (8.93) ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíîé
R+R = I (ïîäãðóïïà SU(2) ⊂ SL(2, C)). Îòíîñèòåëüíî ýòèõ ïðåîáðàçî-
âàíèé èíâàðèàíòà äëèíà ñïèíîðà è êîñïèíîðà:

ψ+ψ =
(
ψ∗1 ψ∗2

)(ψ1

ψ2

)
= |ψ1|2 + |ψ2|2,

èëè â áîëåå îáùåì ñëó÷àå χ
•
αψα (lH129). Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà äëèíó

ñïèíîðà íå ñîõðàíÿþò è îíà ðàçëè÷íà â ðàçíûõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ
îòñ÷åòà.

Äëÿ óíèòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé R+ = R−1 è (ñì. (8.102), (8.103) ):

R∗ = R+T
= (R−1)T =

(
D −C
−B A

)
.

Ïîýòîìó êîìïîíåíòû êîñïèíîðà {ψ1, ψ2} ïðè âðàùåíèÿõ ïðåîáðàçóþòñÿ

òàêæå êàê {ψ∗1, ψ∗2} èëè êàê {ψ
•
1, ψ

•
2}.

Êîìïîíåíòû âåêòîðîâ ïðè ïîâîðîòå íà óãîë 2π íå ìåíÿþòñÿ. Â îòëè÷èå
îò ýòîãî, êîìïîíåíòû ñïèíîðà (è êîñïèíîðà) ïðè ïîâîðîòå (8.93) íà óãîë
2π ìåíÿþò ñâîé çíàê (cos π = −1, sin π = 0). Â èñõîäíîå çíà÷åíèå êîìïî-
íåíòû ñïèíîðà âîçâðàùàþòñÿ ïîñëå ïîâîðîòà íà 4π. Ýòî ïðèíöèïèàëüíî
îòëè÷àåò ñïèíîð ïåðâîãî ðàíãà (ñ îäíèì èíäåêñîì) è �îáû÷íûé� âåêòîð
èëè òåíçîð. Òàêîå ñâîéñòâî ñïèíîðà î÷åíü íåîáû÷íî. Ìû ïðèâûêëè ê
òîìó, ÷òî ïðè ïîâîðîòå íà 360 ãðàäóñîâ ñèñòåìà êîîðäèíàò �âîçâðàùà-
åòñÿ� â èñõîäíîå ïîëîæåíèå, ïîýòîìó âñå ãåîìåòðè÷åñêèå âåëè÷èíû íå
äîëæíû èçìåíèòüñÿ. Îäíàêî äëÿ ñïèíîðîâ ýòî íå òàê è îíè ïðè òàêîì
ïîâîðîòå ìåíÿþò çíàê. È òîëüêî äâîéíîå âðàùåíèå íà 720 ãðàäóñîâ íå
ìåíÿåò �îðèåíòàöèè� ñïèíîðà.

Äëÿ ñïèíîðîâ âòîðîãî ðàíãà ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ îêàçûâàåòñÿ â
êâàäðàòå è îíè íå ìåíÿþòñÿ ïðè ïîâîðîòå íà 2π. Ïîýòîìó ìåæäó ñïèíî-
ðàìè âòîðîãî ðàíãà è 4-âåêòîðàìè ñóùåñòâóåò íåïîñðåäñòâåííàÿ ñâÿçü.
Ïðè ïîìîùè êâàòåðíèîíîâ ìû çàïèñàëè ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðóïïû Ëîðåí-
öà X′ = SXS+ èëè â èíäåêñàõ:

Xαβ = Sα
γX

γδ (S+) β
δ = Sα

γ (S
∗)βδX

γδ,

ãäå, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ýðìèòîâîãî ñîïðÿæåíèÿ, ïðîâåäåíî êîìïëåêñíîå
ñîïðÿæåíèå è ïåðåñòàâëåíû ìåñòàìè ñòðîêè è ñòîëáöû. Äàííîå ïðåîáðà-

çîâàíèå åñòü íè ÷òî èíîå, êàê ïðåîáðàçîâàíèå ñïèíîðà ψα
•
β, âòîðîé èíäåêñ

êîòîðîãî âçÿò ñ òî÷êîé.
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• Êîìïîíåíòû êâàòåðíèîíà A = a0 + aσ ïðåîáðàçóåòñÿ òàêæå êàê è
4-âåêòîð A = {A0,A}. Ïîýòîìó ïðîèçâîëüíûé ñïèíîð 2-ãî ðàíãà ñî ñìå-

øàííûìè èíäåêñàìè aα
•
µ ýêâèâàëåíòåí 4-âåêòîðó (ïðåîáðàçóåòñÿ òàêæå):

aα
•
µ =

(
A0 + A3 A1 − ıA2

A1 + ıA2 A0 − A3

)
= A0 +Aσ ≡ A. (8.108)

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (8.105) ìîæíî àíàëîãè÷íî çàïèñàòü ñìåøàííûé ñïè-
íîðíûé òåíçîð ñ íèæíèìè èíäåêñàìè:

a
α

•
µ
=

(
A0 − A3 −A1 − ıA2

−A1 + ıA2 A0 + A3

)
= A0 −AσT ≡ ĀT . (8.109)

Çíàê ìèíóñ ïåðåä âåêòîðíîé ÷àñòüþ ïî îïðåäåëåíèþ äà¼ò ñîïðÿæåíèå
êâàòåðíèîíà (÷åðòà íàä íèì). Ìàòðèöó a

α
•
µ
ìîæíî ïîëó÷èòü íåïîñðåä-

ñòâåííîé ðàáîòîé ñ ìàòðèöàìè Ïàóëè:

a
α

•
µ
= εαβ ε•

µ
•
ν
aβ

•
ν = −(εAε)

α
•
µ
,

ãäå A ≡ aα
•
β � ñïèíîðíûé òåíçîð (êâàòåðíèîí) ñ âåðõíèìè èíäåêñàìè.

Ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà ε2 = −1 è εσε = σT , ñòð. 543 èìååì:

−εAε = −ε(A0 +Aσ)ε = A0 −Aεσε = A0 −AσT = ĀT . (8.110)

Ñâåðòêà ñïèíîðíîãî òåíçîðà ñ âåðõíèìè è íèæíèìè èíäåêñàìè ïðî-
ïîðöèîíàëüíà íîðìå ñîîòâåòñòâóþùåãî êâàòåðíèîíà:

aα
•
γ a

β
•
γ
= aα

•
γ aT•

γβ
= (AĀ)αβ = (A2

0 −A2) δαβ ,

ãäå âî âòîðîì ðàâåíñòâå ñ ó÷åòîì (8.109) òðàíñïîíèðîâàííûé òåíçîð ñ
íèæíèìè èíäåêñàìè çàìåí¼í íà ìàòðèöó ñîïðÿæåííîãî êâàòåðíèîíà. Òà-
êèì îáðàçîì:

aα
•
γ a

β
•
γ
= A2 δαβ , aγ

•
α a

γ
•
β
= A2 δ

•
α
•
β
, (8.111)

ãäå A2 = A2
0 −A2. Àíàëîãè÷íî:

aα
•
γ b

β
•
γ
≡ AB̄ = A · B + (B0A− A0B− ıA×B)σ, (8.112)

ãäå 4-âåêòîð B = {B0, B} ñâÿçàí ñî ñïèíîðîì bα
•
β è A ·B = A0B0 −AB.

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ïðè ïðîñòðàíñòâåííûõ âðàùåíèÿõ íà óãîë 2π
ñïèíîðíûå òåíçîðû ñ íå÷åòíûì ÷èñëîì èíäåêñîâ (íåçàâèñèìî îò èõ òè-
ïà) ìåíÿþò ñâîé çíàê. Ñïèíîðíûå òåíçîðû ñ ÷åòíûì ÷èñëîì èíäåêñîâ
çíàêà íå ìåíÿþò (ìàòðèöà ïîâîðîòà â ÷åòíîé ñòåïåíè). Ýòî òðàíñôîð-
ìàöèîííîå ñâîéñòâî ñâÿçàíî ñ îáùèì ïðàâèëîì � ñïèíîðíûå òåíçîðû
ñ ÷åòíûì ÷èñëîì èíäåêñîâ ìîãóò áûòü ñâÿçàíû ñ 4-òåíçîðàìè òîãî èëè
èíîãî ðàíãà; äëÿ ñïèíîðíûõ òåíçîðîâ ñ íå÷åòíûì ÷èñëîì èíäåêñîâ òàêîé
ñâÿçè íåò.
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• Ñèììåòðè÷íûé ñïèíîðíûé òåíçîð ñ äâóìÿ îäíîòèïíûìè èíäåêñàìè
(íàïðèìåð, fαβ = fβα) èìååò 3 íåçàâèñèìûå êîìïëåêñíûå êîìïîíåíòû
(f 11, f 22 è f 12 = f 21) èëè 6 äåéñòâèòåëüíûõ. Àíòèñèììåòðè÷íûé äåé-
ñòâèòåëüíûé 4-òåíçîð F µν òàêæå èìååò 6 êîìïîíåíò. Ïîñòðîèì òåíçîð:

fµν =
1

2
(aµ

•
σ bν •

σ
+ aν

•
σ bµ•

σ
) (8.113)

ñî ñâåðòêîé ïî èíäåêñàì ñ òî÷êîé è ñèììåòðèçàöèåé ïî èíäåêñàì áåç òî÷-
êè. Îïóñòèì ïðè ïîìîùè ε èíäåêñ ν âíèç è çàïèøåì òåíçîð â ìàòðè÷íîì

âèäå (A ≡ aα
•
β, B ≡ bα

•
β):

fµν =
1

2
(aµ

•
σ b

ν
•
σ
− a

ν
•
σ
bµ

•
σ) =

1

2
(AB̄− BĀ)µν = (F)µν . (8.114)

Ìèíóñ â ïåðâîì ðàâåíñòâå ïîÿâèëñÿ ïîñëå ïåðåñòàíîâêè ïî âåðòèêàëè
ñóììàöèîííîãî èíäåêñà

•
σ, ñì. (8.101), ñòð. 543. Âî âòîðîì ðàâåíñòâå ïå-

ðåñòàâëåíû ìåñòàìè èíäåêñû âî âòîðûõ ñîìíîæèòåëÿõ è ó÷òåíî (8.109).
Êîìïîíåíòû òåíçîðà F ïîëó÷àþòñÿ ïåðåìíîæåíèåì A è B (8.13), ñòð. 509:

F = (B0A− A0B− ıA×B)σ. (8.115)

Àíòèñèììåòðè÷íûé 4-òåíçîð F µν ïðåîáðàçóåòñÿ êàê àíòèñèììåòðèçîâàí-
íîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ 4-âåêòîðîâ: F µν = AµBν − AνBµ. Åãî ìîæíî âû-
ðàçèòü ÷åðåç äâà 3-âåêòîðà a = {F 10, F 20, F 30} è b = {F 23, F 31, F 12} (íå
ïóòàòü ñî ñïèíîðàìè a è b). Ïðè ïîìîùè êîìïëåêñíîãî âåêòîðà f = a−ıb
òðàíñôîðìàöèîííàÿ ñâÿçü (8.115) çàïèñûâàåòñÿ â êîìïàêòíîì âèäå:

F = fσ, (8.116)

ãäå a = B0A − A0B è b = A × B. Òåíçîðû fµν è fµν = (Fε)µν èìåþò
ñëåäóþùèå ýëåìåíòû:

fµν =

(
fz fx − ıfy

fx + ıfy −fz

)
, fµν =

(
−fx + ıfy fz

fz fx + ıfy

)
.

Èíâàðèàíò ïîëó÷àåòñÿ ñâåðòêîé ïî îáîèì èíäåêñàì, ñì.(8.105). ñòð. 545:

fµνfµν = 2det fµν = −2f2 = −2(a2 − b2) + 4ıab. (8.117)

Àíàëîãè÷íî ñòðîèòñÿ ñèììåòðè÷íûé ñïèíîðíûé òåíçîð ñ òî÷êàìè:

f
•
µ
•
ν =

1

2
(aσ

•
µ b

•
ν

σ + aσ
•
ν b

•
µ

σ ) = f ∗ µν, (8.118)

ãäå âî âòîðîì ðàâåíñòâå êîìïîíåíòû òåíçîðà F µν (âåêòîðà a è b) ñ÷è-

òàþòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè. Êàê è äîëæíî áûòü, ñïèíîðíûé òåíçîð f
•
µ
•
ν

ïðåîáðàçóþòñÿ òàêæå, êàê è êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå fµν.
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• Ñèììåòðè÷íûé (ïî êàæäîìó òèïó èíäåêñîâ) òåíçîð ψα1...αm
•
µ1...

•
µn èìå-

åò (m+1)(n+1) íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò (lH130). Ñâåðòêîé îäíîòèïíûõ
èíäåêñîâ òàêèå òåíçîðû íå ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê òåíçîðàì áîëåå íèçêîãî
ðàíãà. Òàê, ψα

α = εαβψ
αβ = 0 (ñâåðòêà àíòèñèììåòðè÷íîãî è ñèììåòðè÷-

íîãî òåíçîðà âñåãäà ðàâíà íóëþ). Ãîâîðÿò, ÷òî ñèììåòðè÷íûé ñïèíîðíûé
òåíçîð ðàíãà (m,n) ðåàëèçóåò íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ñîáñòâåííîé
ãðóïïû Ëîðåíöà.
Íàéäåì ñâÿçü ñèììåòðè÷íîãî ñïèíîðíîãî òåíçîðà ðàíãà (2,2) è ïðîèç-

âîëüíîãî 4-òåíçîðà T µν âòîðîãî ðàíãà. Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì òåíçîð

cαβ
•
µ
•
ν =

1

4

(
aα

•
µbβ

•
ν + aβ

•
µbα

•
ν + aα

•
νbβ

•
µ + aβ

•
νbα

•
µ
)
,

â êîòîðîì ïî îáîèì ïàðàì èíäåêñîâ α, β è
•
µ,
•
ν ïðîâåäåíà ñèììåòðèçàöèÿ.

Ðàñïèøåì, íàïðèìåð, c12
•
1
•
2:

c12
•
1
•
2 =

1

4

(
a1

•
1b2

•
2 + a2

•
1b1

•
2 + a1

•
2b2

•
1 + a2

•
2b1

•
1

)
.

Âûðàçèì êîìïîíåíòû òåíçîðîâ aα
•
µ è bα

•
µ ÷åðåç êîìïîíåíòû ñîîòâåòñòâó-

þùèõ 4-âåêòîðîâ (8.108):

a1
•
1 = A0 + A3, a1

•
2 = A1 − ıA2, a2

•
1 = A1 + ıA2, a2

•
2 = A0 − A3

è àíàëîãè÷íî äëÿ bα
•
µ. Ïåðåìíîæàÿ êîìïîíåíòû ñïèíîðíûõ òåíçîðîâ è

ââîäÿ 4-òåíçîð T αβ = AαBβ, ïîëó÷àåì èñêîìóþ ñâÿçü. Àíàëîãè÷íî ðàñ-
ïèñûâàþòñÿ îñòàëüíûå êîìïîíåíòû. Âñåãî âîçìîæíî (2 + 1)(2 + 1) = 9
ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíò. Îíè ðàâíû (òî÷íåå: �ïðåîáðàçóþòñÿ òàêæå�):

c12
•
1
•
2 = T 00 − T 33 − T

2 ,

c11
•
1
•
1 = T 00 + T 33 + T 03 + T 30,

c22
•
2
•
2 = T 00 + T 33 − T 03 − T 30,

c11
•
2
•
2 = (c22

•
1
•
1)∗ = T 11 − T 22 − ı (T 12 + T 21),

c12
•
1
•
1 = (c11

•
1
•
2)∗ = T 01 + T 10

2 + T 13 + T 31

2 + ı T
02 + T 20

2 + ı T
23 + T 32

2 ,

c12
•
2
•
2 = (c22

•
1
•
2)∗ = T 01 + T 10

2 − T 13 + T 31

2 − ı T
02 + T 20

2 + ı T
23 + T 32

2 ,

ãäå âûäåëåí èíâàðèàíò T = gαβT
αβ = T 00−T 11−T 22−T 33 (ñëåä òåíçîðà).

Êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå ìåíÿåò òèï èíäåêñîâ (ñ òî÷êàìè è áåç òî÷åê).
Ïåðâûå òðè êîìïîíåíòû ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ýòîé îïåðàöèè, ïî-
ýòîìó îíè äåéñòâèòåëüíû. Îñòàëüíûå 6 êîìïîíåíò èìåþò ìíèìóþ ÷àñòü
è ñâÿçàíû êîìïëåêñíûì ñîïðÿæåíèåì ñ äðóãèìè êîìïîíåíòàìè (ñ÷èòàåì

T µν äåéñòâèòåëüíûìè). Íàïðèìåð: (c12
•
1
•
1)∗ = c

•
1
•
211 = c11

•
1
•
2.
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8.11 Ñïèíîðû è óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà ∗

Óðàâíåíèÿ ôèçèêè, êîâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé Ëî-
ðåíöà, ìîæíî çàïèñûâàòü íå òîëüêî ïðè ïîìîùè 4-òåíçîðîâ. Ýêâèâàëåíò-
íûì ìàòåìàòè÷åñêèì àïïàðàòîì ÿâëÿåòñÿ ñïèíîðíûé àíàëèç. Ðàíåå ìû
ïðèâåëè îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ ýëåêòðîäèíàìèêè íà ÿçûêå êâàòåðíèî-
íîâ. Çàïèøåì èõ òåïåðü ïðè ïîìîùè ñïèíîðíîãî òåíçîðíîãî àíàëèçà.

Äëÿ 4-ïîòåíöèàëà ïîëÿ A = {φ,A} è ïëîòíîñòè 4-òîêà j = {ρ, j}
ââåäåì ñïèíîðíûå òåíçîðû ñî ñìåøàííûìè èíäåêñàìè:

aα
•
µ ≡ A = φ+Aσ, jα

•
µ ≡ J = ρ+ jσ.

Îïðåäåëèì òàêæå òåíçîð ïðîèçâîäíîé. Òàê êàê ∂ν = {∂0, −∇}, íåîáõî-
äèìî ïîñòàâèòü ìèíóñ ïåðåä ïðîñòðàíñòâåííûìè êîìïîíåíòàìè:

∂α
•
µ ≡ D = ∂0 − σ∇. (8.119)

Äëÿ ëþáîãî òåíçîðà aα
•
µ = A ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå a•

µα
= Ā, ò.å.

îïóñêàíèå è ïåðåñòàíîâêà èíäåêñîâ ïðèâîäèò ê ñîïðÿæåííîìó êâàòåðíè-
îíó, ñì. (8.109). Ðàññìîòðèì äâà êâàòåðíèîíà A, B è ñîîòâåòñòâóþùèå èì
ñïèíîðíûå òåíçîðû âòîðîãî ðàíãà ñî ñìåøàííûìè èíäåêñàìè. Ìû áóäåì
÷àñòî âû÷èñëÿòü ñëåäóþùóþ ñâ¼ðòêó:

1

2
aα

•
µ b

α
•
µ
=

1

2
aα

•
µ b•

µα
=

1

2
Tr(AB̄) = aνbν = a0b0 − ab. (8.120)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî âî âòîðîì ðàâåíñòâå èíäåêñû α è
•
µ ïåðåñòàâëå-

íû ìåñòàìè. Òàê êàê ýòî ñìåøàííûå èíäåêñû, èõ ïîðÿäîê â òåíçîðíîì
âûðàæåíèè ðîëè íå èãðàåò. Îäíàêî ýòîò ïîðÿäîê âàæåí â áåçèíäåêñíîé
ìàòðè÷íîé ôîðìå, ê êîòîðîé ìû ïåðåøëè â òðåòüåì ðàâåíñòâå. Ñâåðòêà
äâóõ èíäåêñîâ

•
µ ñîîòâåòñòâóåò óìíîæåíèþ ìàòðèö A è B̄, à ñâ¼ðòêà ïî

èíäåêñó α � ýòî âçÿòèå ñóììû äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ïîëó÷èâøåéñÿ
ìàòðèöû (ò.å. å¼ ñëåä).

Òàê, êâàäðàò ïðîèçâîäíîé ïðîïîðöèîíàëåí îïåðàòîðó Ä'Àëàìáåðà:

1

2
∂α

•
µ ∂

α
•
µ
=

1

2
Tr(DD̄) =

∂2

∂t2
−∆.

Àíàëîãè÷íî, ñâåðòêà ñïèíîðà êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé è ñïèíîðà:

1

2
∂α

•
µj

α
•
µ
=

1

2
Tr(DJ̄) =

∂ρ

∂t
+∇j = 0 (8.121)

äàåò óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè, ñì. (8.111), ñòð. 547.
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• Ïðè ïîìîùè ñïèíîðíûõ òåíçîðîâ ïîòåíöèàëîâ îïðåäåëèì òåíçîðû
íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ áåç òî÷åê è ñ òî÷êàìè:

fµν =
1

2
(∂µ

•
σ aν•

σ
+ ∂ν

•
σ aµ•

σ
), f

•
µ
•
ν =

1

2
(∂σ

•
µ a

•
ν
σ + ∂σ

•
ν a

•
µ
σ). (8.122)

Ýòè òåíçîðû ñèììåòðè÷íû, ïîýòîìó îïóñêàÿ îäèí èíäåêñ âíèç è çàïèñû-
âàÿ èõ äðóã ïîä äðóãîì (ñì. ñòð. 545), èìååì:

fµν =
1

2
(∂µ

•
σ a

ν
•
σ
− ∂

ν
•
σ
aµ

•
σ) =

1

2
(DĀ− A

←
D̄)µν = (F)µν . (8.123)

Îáðàòèì âíèìàíèå íà ïîÿâèâøèéñÿ çíàê ìèíóñ. Íàïîìíèì, ÷òî â îòëè-
÷èå îò �îáû÷íîãî� òåíçîðíîãî àíàëèçà, â ñïèíîðíîì àíàëèçå ïåðåñòàíîâ-
êà ìåñòàìè äâóõ èíäåêñîâ ïî êîòîðûì ïðîâîäèòñÿ ñâ¼ðòêà âñåãäà äà¼ò
çíàê ìèíóñ ψαξα = −ψαξ

α. Âòîðîå ðàâåíñòâî (8.123) çàïèñàíî àíàëîãè÷íî
(8.120), îäíàêî, äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðàâèëüíîãî ïîðÿäêà èíäåêñîâ (µ ñâåðõó
íóìåðóåò ñòðîêè, à ν ñíèçó � ñòîëáöû), ìàòðèöû D̄ è A ïåðåñòàâëåíû
ìåñòàìè. Àíàëîãè÷íî

f
•
µ
•
ν
=

1

2
(∂σ

•
µ a

σ
•
ν
− ∂

σ
•
ν
aσ

•
µ) =

1

2
(DT ĀT − AT

←
D̄ T )

•
µ
•
ν
= (F∗)

•
µ
•
ν
, (8.124)

ãäå çâåçäî÷êà îáîçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñïðÿæåíèå ýëåìåíòîâ ìàòðèöû íà-
ïðÿæåííîñòåé: F∗ = F+T . Ýòî ñîïðÿæåíèå ïîÿâèëîñü òàê êàê òðàíñïîíè-
ðîâàíèå ïðîèçâåäåíèÿ âî âòîðîì ðàâåíñòâå ìîæíî âûíåñòè çà ñêîáêó,
ïåðåñòàâëÿÿ ìåñòàìè ñîìíîæèòåëè. Çàòåì, äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ èõ îá-
ðàòíîãî ïîðÿäêà áåð¼ì ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå è ó÷èòûâàåì, ÷òî A+ = A,
D+ = D. Êâàòåðíèîí íàïðÿæåííîñòåé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ðàâåí
F = fσ, ãäå f = E+ ıB è ïðè B ̸= 0 íå ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâûì
Ñïèíîðíûé òåíçîð íàïðÿæåííîñòåé èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî êàëèá-

ðîâî÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ òåíçîðîâ ïîòåíöèàëîâ:

aµ
•
ν 7→ a′µ

•
ν = aµ

•
ν + ∂µ

•
νΛ,

ãäå Λ ïðîèçâîëüíàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ êîîðäèíàò. Äåéñòâèòåëüíî, ïîä-
ñòàâëÿÿ ñâÿçü òåíçîðà fµν è ïîòåíöèàëîâ (8.123), èìååì:

f ′µν = fµν +
1

2
(∂µ

•
σ ∂

ν
•
σ
− ∂

ν
•
σ
∂µ

•
σ)Λ = fµν . (8.125)

Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ (lH131) ïðåäëàãàåòñÿ óáåäèòüñÿ, ÷òî â êàëèá-

ðîâêå Ëîðåíöà ∂µ
•
ν a

µ
•
ν
= 0 ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå:

∂µ
•
σ aν•

σ
= ∂ν

•
σ aµ•

σ
,

Â òàêîé êàëèáðîâêå âûðàæåíèÿ äëÿ òåíçîðîâ íàïðÿæåííîñòè (8.122) óïðî-

ùàþòñÿ: fµν = ∂µ
•
σ aν•

σ
è f

•
µ
•
ν = ∂σ

•
µ a

•
ν
σ.
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• Çàïèøåì â ñïèíîðíîé ôîðìå óðàâíåíèÿ ïîëÿ. Êîâàðèàíòíîå óðàâ-
íåíèå Ìàêñâåëëà áåç èñòî÷íèêîâ èìååò âèä:

∂µ
•
αf

•
ν
•
α
− ∂α

•
νfµ

α
= 0. (8.126)

Óáåäèìñÿ, ÷òî ïðè ëþáîì ñïèíîðíîì òåíçîðå a
µ
•
ν
ýòî óðàâíåíèå òîæäå-

ñòâåííî âûïîëíÿåòñÿ. Ïîäñòàâèì îïðåäåëåíèÿ òåíçîðîâ íàïðÿæåííîñòè:

∂µ
•
α (∂σ

•
ν a

σ
•
α
− ∂

σ
•
α
aσ

•
ν)− ∂α

•
ν (∂µ

•
σ a

α
•
σ
− ∂

α
•
σ
aµ

•
σ) = 0.

Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè è ïåðåñòàâëÿÿ âòîðîå è òðåòüå ñëàãàåìîå, èìååì:

∂µ
•
α ∂σ

•
ν a

σ
•
α
− ∂α

•
ν ∂µ

•
σ a

α
•
σ
− ∂µ

•
α ∂

σ
•
α
aσ

•
ν + ∂α

•
ν ∂

α
•
σ
aµ

•
σ = 0.

Ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ ñîêðàùàþòñÿ, åñëè âî âòîðîì ïåðåñòàâèòü ïðî-
èçâîäíûå è ïåðåèìåíîâàòü ñóììàöèîííûå èíäåêñû α è σ, ïåðåñòàâèâ èõ
ìåñòàìè. Äëÿ òðåòüåãî ñëàãàåìîãî, èìååì:

∂µ
•
α ∂

σ
•
α
= δµσ (∂

2
0 −∆),

ãäå ó÷òåíî òîæäåñòâî (8.111), ñòð. 547. Àíàëîãè÷íîå âûðàæåíèå ïîëó-
÷àåòñÿ è äëÿ ÷åòâåðòîãî ñëàãàåìîãî, ïîýòîìó ïîñëåäíèå äâà ñëàãàåìûõ
ñîêðàùàþòñÿ è ïîëó÷àåòñÿ íîëü â íå çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé êîìïîíåíò
òåíçîðà a

µ
•
ν
.

Íåñëîæíî çàïèñàòü óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà áåç èñòî÷íèêîâ (8.126) â
ìàòðè÷íîì âèäå:

∂µ
•
αf

•
ν
•
α
− ∂α

•
νfµ

α
= ∂µ

•
αf

•
ν
•
α
− fµ

α

←
∂ α

•
ν = (DF∗T − F

←
D)µ

•
ν,

ãäå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå â ïåðâîì ñëàãàåìîì ïîñòàâëåí çíà÷îê òðàíñ-
ïîíèðîâàíèÿ, ÷òîáû äîáèòüñÿ ïðàâèëüíîãî ïîðÿäêà èíäåêñîâ ïðè çàïè-
ñè óìíîæåíèÿ ìàòðèö (äëÿ íàãëÿäíîñòè íèæíèå èíäåêñû ó f ñäâèíóòû
âïðàâî, òàê êàê îíè íóìåðóþò ñòîëáöû ìàòðèö). Â ðåçóëüòàòå, ó÷èòûâàÿ
îïðåäåëåíèå ýðìèòîâîãî ñîïðÿæåíèÿ ìàòðèöû, îêîí÷àòåëüíî, èìååì:

DF+ − F
←
D = 0.

Ñòðåëêà íàä D, êàê îáû÷íî, îçíà÷àåò, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ äåéñòâóåò ñïðàâà
íàëåâî. Ýòî óðàâíåíèå óæå áûëî çàïèñàíî ïðè ðàññìîòðåíèè êâàòåðíè-
îííîé ôîðìóëèðîâêè ýëåêòðîäèíàìèêè (ñòð. 533).
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• Âòîðîå êîâàðèàíòíîå óðàâíåíèå (ñ òîêàìè) èìååò ñëåäóþùèé âèä:

1

2
(∂µ

•
σf

•
ν
•
σ
+ ∂σ

•
νfµ

σ
) = −4π jµ

•
ν. (8.127)

Âîñïîëüçîâàâøèñü (8.126), åãî ìîæíî ïåðåïèñàòü òîëüêî ÷åðåç îäèí òåí-
çîð íàïðÿæåííîñòè, íàïðèìåð:

∂σ
•
νfµσ = −4π jµ

•
ν. (8.128)

Ïîäñòàâëÿÿ êâàòåðíèîííûå ìàòðèöû, èìååì:

F
←
D = −4π J. (8.129)

×òîáû ïîñòàâèòü ïðîèçâîäíóþ íà ïðèâû÷íîå ìåñòî ñëåâà îò F, ìîæíî
âçÿòü ñîïðÿæåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ. Ïðè ñîïðÿæåíèè ïîìåíÿåòñÿ ïîðÿäîê
ñîìíîæèòåëåé, è òàê êàê êâàòåðíèîí F = fσ íå èìååò ñêàëÿðíîé ÷àñòè
F̄ = −F. Ïîýòîìó ñîïðÿæåííîå ê (8.129) óðàâíåíèå èìååò âèä:

D̄F = 4π J̄. (8.130)

Êàê ìû âèäåëè (ñòð. 533), óðàâíåíèå (8.130) ýêâèâàëåíòíî âñåì óðàâíåíè-
ÿì Ìàêñâåëëà. Ñâÿçàíî ýòî ñ èñïîëüçîâàíèåì (8.126) ïðè çàïèñè (8.128).
Èñõîäíîå æå óðàâíåíèå (8.127) äà¼ò òîëüêî óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà ñ ïëîò-
íîñòüþ çàðÿäà è òîêà.
Ïåðåéäåì ê óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ (ñèëå Ëîðåíöà). Êâàòåðíèîí ñêîðî-

ñòè U = dX/ds ÿâëÿåòñÿ ìàòðè÷íîé çàïèñüþ ñïèíîðíîãî òåíçîðà âòîðîãî

ðàíãà uµ
•
ν . Â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ Ëîðåíöà äîëæíà ñòîÿòü ïðîèçâîä-

íàÿ ñêîðîñòè ïî èíòåðâàëó, óìíîæåííàÿ íà ìàññó mduµ
•
ν/ds. Èç ñèì-

ìåòðè÷íûõ òåíçîðîâ íàïðÿæåííîñòåé fµν è f
•
µ
•
ν è òåíçîðà ñêîðîñòè uµ

•
ν

íåîáõîäèìî ñôîðìèðîâàòü ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ñ äâóìÿ ñìåøàííûìè
èíäåêñàìè. Âàðèàíòîâ íåìíîãî, è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âûãëÿäÿò ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:

m
duµ

•
ν

ds
=
q

2
(uµ

•
αf

•
ν
•
α
+ uα

•
νfµα), (8.131)

ãäå m � ìàññà ÷àñòèöû, q � å¼ çàðÿä. Íåñëîæíî óáåäèòñÿ, ÷òî ìàòðè÷íàÿ
çàïèñü ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò ôîðìó (8.71), ñòð. 534:

m
dU
ds

=
q

2
(UF+ + FU).

Òàêèì îáðàçîì, ïåðåõîä îò ìàòðè÷íîé ôîðìû óðàâíåíèé ïîëÿ è äâèæå-
íèÿ ê òåíçîðíîé è îáðàòíî íå ïðåäñòàâëÿåò îñîáûõ çàòðóäíåíèé. Òåì íå
ìåíåå ìàòðè÷íàÿ çàïèñü ýëåêòðîäèíàìèêè âûãëÿäèò áîëåå êîìïàêòíîé
è â ðÿäå ñëó÷àåâ îêàçûâàåòñÿ óäîáíåå.
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8.12 Ëàãðàíæåâ ïîäõîä ∗∗

• Ðàçáåðåìñÿ ñ ëàãðàíæåâûì ïîäõîäîì ê ñïèíîðíûì óðàâíåíèÿì. Ëàã-
ðàíæèàí ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â îáû÷íûõ êîâàðèàíòíûõ îáîçíà÷åíè-
ÿõ èìååò âèä (ñòð. 435):

L = −Aαjα −
1

16π
FαβF

αβ.

Èíâàðèàíò FαβF
αβ ðàâåí (ñòð. 428):

FαβF
αβ = 2(B2 − E2).

Â òîæå âðåìÿ äëÿ ñïèíîðíîãî òåíçîðà:

fµνfµν = −fµνf νµ = −Tr(FF) = −Tr(fσ fσ) = −2f2,

ãäå äâîéêà ïîÿâëÿåòñÿ â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèÿ ñëåäà åäèíè÷íîé ìàòðè-

öû 2x2. Àíàëîãè÷íîå âûðàæåíèå ïîëó÷àåòñÿ äëÿ f
•
µ
•
νf•

µ
•
ν
= −Tr(FF)∗ =

−2f∗2. Èõ ñóììà äà¼ò 2FαβF
αβ, òàê êàê f = E+ ıB. Ïîýòîìó ëàãðàíæèàí

ìîæíî çàïèñàòü â ñïèíîðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

L = −1
2
aα

•
βj

α
•
β
− 1

32π
(fµνfµν + f

•
µ
•
νf•

µ
•
ν
). (8.132)

Î÷åâèäíî, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíûì. Êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå
ñòàâèò íàä èíäåêñàìè áåç òî÷åê òî÷êè è íàîáîðîò. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷à-
åòñÿ èñõîäíîå âûðàæåíèå.

Óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà äëÿ ëþáîãî òåíçîðíîãî ïîëÿ aα
•
β âûâîäÿòñÿ àá-

ñîëþòíî àíàëîãè÷íî êîâàðèàíòíîìó ôîðìàëèçìó è èìåþò âèä:

∂µ
•
ν ∂L

∂(∂µ
•
νaα

•
β)

=
∂L

∂aα
•
β
. (8.133)

Òàê êàê εαβ (àíàëîã ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà) àíòèñèììåòðè÷åí, âçÿòèå
ïðîèçâîäíîé îò ëàãðàíæèàíà òðåáóåò îïðåäåëåííîé àêêóðàòíîñòè. Íåîá-
õîäèìî, ïðè ïîìîùè òåíçîðà εαβ âñå èíäåêñû ïîäíÿòü ââåðõ è òîëüêî
ïîñëå ýòîãî âû÷èñëÿòü ïðîèçâîäíóþ. Çàïèøåì ñíà÷àëà ïðîèçâîäíóþ:

∂(∂τ
•
γaσ

•
δ)

∂(∂µ
•
νaα

•
β)

= δτµ δ
•
γ
•
ν
δσα δ

•
δ
•
β
.

Åñëè âñå èíäåêñû ïîïàðíî ñîâïàäàþò ïîëó÷àåòñÿ åäèíèöà, åñëè æå õîòÿ
áû îäíà ïàðà èíäåêñîâ (îäèí â ÷èñëèòåëå, à âòîðîé ïîä íèì â çíàìåíà-
òåëå) ðàçëè÷íû, òî ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ áóäåò ðàâíà íóëþ.
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Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ îò ñïèíîðíîãî òåíçîðà íàïðÿæåííîñòåé ïîëÿ.
Äëÿ ýòîãî ïîäíèìåì âñå èíäåêñû ââåðõ:

∂f τσ

∂(∂µ
•
νaα

•
β)

=
1

2

∂
(
∂τ

•
γ aσ

•
δ + ∂σ

•
γ aτ

•
δ
)

∂(∂µ
•
νaα

•
β)

ε•
γ
•
δ
=

1

2

(
δτµ δ

•
γ
•
ν
δσα δ

•
δ
•
β
+ δσµ δ

•
γ
•
ν
δτα δ

•
δ
•
β

)
ε•
γ
•
δ
.

Ñâîðà÷èâàÿ ñóììû ñ ñèìâîëîì Êðîíåêåðà, èìååì

∂f τσ

∂(∂µ
•
νaα

•
β)

=
1

2

(
δτµ δ

σ
α + δσµ δ

τ
α

)
ε•
ν
•
β
.

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ïîçâîëÿåò íàéòè ïðîèçâîäíóþ îò èíâàðèàíòíîãî
êâàäðàòà òåíçîðà íàïðÿæåííîñòåé. Äëÿ ýòîãî ïîäíèìàåì âñå èíäåêñû

∂(f τσfτσ)

∂(∂µ
•
νaα

•
β)

=
∂(f τσfγδ)

∂(∂µ
•
νaα

•
β)
ετγεσδ

è áåðåì ïðîèçâîäíóþ, êàê ïðîèçâîäíóþ ïðîèçâåäåíèÿ:

∂(f τσfτσ)

∂(∂µ
•
νaα

•
β)

=
1

2

((
δτµ δ

σ
α + δσµ δ

τ
α

)
fγδ + f τσ

(
δγµ δ

δ
α + δδµ δ

γ
α

))
ετγ εσδ ε•

ν
•
β
.

Îïóñêàÿ èíäåêñû ïðè ïîìîùè ετγ, εσδ:

∂(f τσfτσ)

∂(∂µ
•
νaα

•
β)

=
1

2

((
δτµ δ

σ
α + δσµ δ

τ
α

)
fτσ + fγδ

(
δγµ δ

δ
α + δδµ δ

γ
α

))
ε•
ν
•
β

è ñâîðà÷èâàÿ ñ ñèìâîëàìè Êðîíåêåðà, îêîí÷àòåëüíî, ïîëó÷àåì:

∂(f τσfτσ)

∂(∂µ
•
νaα

•
β)

= 2fµα ε•
ν
•
β
.

Àíàëîãè÷íî áåðóòñÿ ïðîèçâîäíûå îò òåíçîðà íàïðÿæåííîñòè ñ òî÷êàìè:

∂f
•
τ
•
σ

∂(∂µ
•
νaα

•
β)

=
1

2

(
δ

•
τ
•
ν
δ

•
σ
•
β
+ δ

•
σ
•
ν
δ

•
τ
•
β

)
εµα,

∂(f
•
τ
•
σf•

τ
•
σ
)

∂(∂µ
•
νaα

•
β)

= 2f•
ν
•
β
εµα.

Ýòè âûðàæåíèÿ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ñðàçó, âçÿòèåì êîìïëåêñíîãî ñî-
ïðÿæåíèÿ îò ïðîèçâîäíûõ îò f τσ. Ïîäñòàâëÿÿ âñå ïðîèçâîäíûå â óðàâ-
íåíèÿ Ëàãðàíæà (8.133), ïðèõîäèì ê óðàâíåíèÿì Ìàêñâåëëà:

1

2
(∂

•
µ

α
f•
µ

•
β
+ ∂µ•

β
f
µα
) = −4π j

α
•
β
,

ãäå çíàê ìèíóñ ïîÿâèëñÿ òàê êàê ∂µ
•
νfµαε•

ν
•
β
= −ε•

β
•
ν
∂µ

•
νfµα = −∂µ•

β
fµα è

àíàëîãè÷íî äëÿ f ñ òî÷êàìè.
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• Âûâåäåì çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè-èìïóëüñà ïîëÿ â ñïèíîðíîé ôîð-
ìå. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà (8.128) è èõ ñîïðÿæåííûé
àíàëîã:

∂α
•
µfαβ = −4π j

•
µ
β , ∂α

•
µf•

µ
•
ν
= −4π jα•

ν
.

Óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå íà f•
µ
•
ν
, ñâåðíóâ ïî èíäåêñó

•
µ, à âòîðîå íà

fαβ, ñâåðíóâ ïî α. Ïîñëå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñëîæèì:

f•
µ
•
ν
∂α

•
µfαβ + fαβ ∂

α
•
µf•

µ
•
ν
= ∂α

•
µ(fαβ f•

µ
•
ν
) = −4π (f•

µ
•
ν
j

•
µ
β + fαβ j

α
•
ν
),

ãäå âî âòîðîì ðàâåíñòâå çàïèñàíà ïðîèçâîäíàÿ ïðîèçâåäåíèÿ. Ââåäÿ ñïè-
íîðíûé òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà:

t
αβ

•
µ
•
ν
=

1

4π
fαβ f•

µ
•
ν
,

ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

∂α
•
µ t

αβ
•
µ
•
ν
= −j

•
σ
β f•

σ
•
ν
− fβσ j

σ
•
ν
.

Îíî ÿâëÿåòñÿ ñïèíîðíûì àíàëîãîì óðàâíåíèÿ (7.36), ñòð. 440.

Âûðàæàÿ êîìïîíåíòû ñïèíîðíûõ òåíçîðîâ íàïðÿæåííîñòè ÷åðåç ýëåê-
òðîìàãíèòíûå ïîëÿ è èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ äëÿ 4-òåíçîðà ýíåðãèè-èì-

ïóëüñà T µν ìîæíî (lH132) ñâÿçàòü êîìïîíåíòû ñïèíîðíîãî òåíçîðà tαβ
•
µ
•
ν

è ñèììåòðè÷íîãî 4-òåíçîðà T µν = T νµ. Òàê êàê ñïèíîðíûå òåíçîðû íà-
ïðÿæåííîñòè ïîëÿ ñèììåòðè÷íû, îíè èìåþò ïî 3 êîìïîíåíòû (êîìïëåêñ-

íûå). Ñîîòâåòñòâåííî ó tαβ
•
µ
•
ν ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíò áóäåò 9:

t12
•
1
•
2 = T 00 − T 33

t11
•
1
•
1 = T 00 + T 33 + 2T 03

t22
•
2
•
2 = T 00 + T 33 − 2T 03

t11
•
2
•
2 = (t22

•
1
•
1)∗ = T 11 − T 22 − 2ıT 12

t12
•
2
•
2 = (t22

•
1
•
2)∗ = T 01 + T 13 + ı (T 23 + T 02)

t12
•
1
•
1 = (t11

•
1
•
2)∗ = T 01 − T 13 + ı (T 23 − T 02).

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïðîèçâîëüíûé ñèììåòðè÷íûé òåíçîð T µν

èìååò 10 íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò. Òîãäà êàê ó t
αβ

•
µ
•
ν
èõ òîëüêî 9. Îäíàêî,

òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà çàâèñèò îò äâóõ 3-âåêòîðîâ E è B, à, ñëåäîâà-
òåëüíî, èìååò 9 íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò. Ýòî ïðîÿâëÿåòñÿ â ñóùåñòâî-
âàíèè äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ íà òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà � åãî ñëåä
ðàâåí íóëþ: gαβT

αβ = T 00 − T 11 − T 22 − T 33 = 0.
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•Ïîëó÷èì òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà èç ëàãðàíæèàíà. Ôàêòè÷åñêè íåîá-
õîäèìî ïîâòîðèòü òå-æå âûêëàäêè, ÷òî è äëÿ åãî ïîñòðîåíèÿ ïðè ïîìîùè
îáû÷íîãî 4-òåíçîðíîãî àíàëèçà (ñòð. 438). Âîçüì¼ì ñïèíîðíóþ ïðîèçâîä-
íóþ îò ëàãðàíæèàíà:

∂
ν
•
ν
L =

∂L
∂aσ

•
τ
∂
ν
•
ν
aσ

•
τ +

∂L
∂(∂µ

•
µaσ

•
τ)
∂
ν
•
ν
∂µ

•
µaσ

•
τ .

Â ïðàâîé ÷àñòè â ïåðâîì ñëàãàåìîì ïîäñòàâèì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (8.133):

∂
ν
•
ν
L = ∂µ

•
µ

(
∂L

∂(∂µ
•
µaσ

•
τ)

)
∂
ν
•
ν
aσ

•
τ +

∂L
∂(∂µ

•
µaσ

•
τ)
∂
ν
•
ν
∂µ

•
µaσ

•
τ

è ñîáåð¼ì âñ¼ â ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ ïðîèçâåäåíèÿ:

∂
ν
•
ν
L = ∂µ

•
µ

(
∂L

∂(∂µ
•
µaσ

•
τ)
∂
ν
•
ν
aσ

•
τ

)
.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè ∂µ
•
µt

µν
•
µ
•
ν
= 0 äëÿ òåí-

çîðà

t
µν

•
µ
•
ν
=

∂L
∂(∂µ

•
µaσ

•
τ)
∂
ν
•
ν
aσ

•
τ − ε

µν
ε•
µ
•
ν
L, (8.134)

ãäå â îòëè÷èå îò (7.32), ñòð. 438 ìíîæèòåëåì ó ëàãðàíæèàíà ñòîèò íå
ìåòðè÷åñêèé òåíçîð, à ïðîèçâåäåíèå àíòèñèììåòðè÷íûõ òåíçîðîâ ε. Ïîä-
ñòàâëÿÿ âû÷èñëåííûå óæå ïðîèçâîäíûå, äëÿ ëàãðàíæèàíà â îòñóòñòâèè
èñòî÷íèêîâ è ïîäíèìàÿ èíäåêñû, èìååì:

tµν
•
µ
•
ν =

1

16π
(fµσ ∂ν

•
νa

•
µ
σ + f

•
µ
•
τ ∂ν

•
νaµ•

τ
) +

1

32π
εµνε

•
µ
•
ν (fστfστ + f

•
σ
•
τf•

σ
•
τ
).

Äëÿ ñèììåòðèçàöèè ýòîãî âûðàæåíèÿ ïî êàæäîé ïàðå èíäåêñîâ íåîáõî-
äèìî ïðèáàâèòü ñïèíîðíóþ äèâåðãåíöèþ îò òåíçîðîâ:

t̃µν
•
µ
•
ν = tµν

•
µ
•
ν + ∂

γ
•
γ
(Ψγµν

•
γ
•
µ
•
ν + Φγµν

•
γ
•
µ
•
ν),

ïåðâûé èç êîòîðûõ ñèììåòðè÷åí ïî γ,µ è àíòèñèììåòðè÷åí ïî
•
γ,
•
µ, à äëÿ

âòîðîãî íàîáîðîò (lH133).
Òîãäà ýòà äèâåðãåíöèÿ áóäåò àâòîìàòè÷åñêè óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

íåïðåðûâíîñòè ñ ïðîèçâîäíîé ïî ∂
µ
•
µ
.

Òàêèì îáðàçîì, ñïèíîðíûé òåíçîðíûé àíàëèç ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü êî-
âàðèàíòíûå óðàâíåíèÿ òàêæå ýôôåêòèâíî, êàê è îáû÷íûé àíàëèç íà îñ-
íîâå 4-òåíçîðîâ. Äëÿ ýëåêòðîäèíàìèêè ïîñëåäíèé îêàçûâàåòñÿ íåñêîëü-
êî ïðîùå è óäîáíåå. Îäíàêî, ñóùåñòâóþò ïîëÿ êîòîðûå ìîãóò áûòü îïèñà-
íû òîëüêî ïðè ïîìîùè ñïèíîðîâ. Ìû èõ ðàññìîòðèì â ñëåäóþùåé ãëàâå.
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VIII Ñïèíîðû

• H110 Àëãåáðà ìàòðèö Ïàóëè (ñòð. 508)

σ1σ2 =

(
0 1
1 0

)(
0 −ı
ı 0

)
=

(
ı 0
0 −ı

)
= ıσ3.

Â òîæå âðåìÿ ε12kσk = ε123σ3 = σ3, ò.ê. àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð Ëåâè-
×åâèòû îòëè÷åí îò íóëÿ òîëüêî äëÿ ðàçëè÷íûõ èíäåêñîâ, è ε123 = 1.

• H111 Òîæäåñòâî ñ ìàòðèöàìè Ïàóëè (ñòð. 508)

Ñâîðà÷èâàÿ (8.6) ñ ai è bj è ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå âåêòîðíîãî ïðîèç-
âåäåíèÿ [a× b]k = εijkaibj = εkijaibj, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå òîæäåñòâî.

• H112 Ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå êâàòåðíèîíîâ 4x4 (ñòð. 508)

Îáû÷íóþ ìíèìóþ åäèíèöó ı ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ìàòðè÷íîé ôîðìå:

ε =

(
0 1
−1 0

)
Å¼ êâàäðàò ðàâåí åäèíè÷íîé ìàòðèöå ñ îáðàòíûì çíàêîì ε2 = −1. Êâà-
òåðíèîíû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ìàòðèöû Ïàóëè Ik = −ı σk. Èõ ìîæíî çàïè-
ñàòü â âèäå ìàòðèö 4x4, åñëè âìåñòî ìíèìîé åäèíèöû ïîñòàâèòü ìàòðèöó
ε, à âìåñòî 1 � åäèíè÷íóþ ìàòðèöó 2x2:

I1 =
(

0 −ε
−ε 0

)
, I2 =

(
0 −1
1 0

)
, I3 =

(
−ε 0
0 ε

)
.

Ïðÿìûì ïåðåìíîæåíèåì ìàòðèö I1, I2, I3 ïðîâåðÿåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü
àëãåáðû: IiIj = −δij + εijk Ik. Çàïèøåì òàêæå èõ ÿâíûé âèä:

I1 =


0 0 0 1
0 0 −1 0
0 1 0 0
−1 0 0 0

 , I2 =


0 0 1 0
0 0 0 1
−1 0 0 0
0 −1 0 0

 , I3 =


0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0

 .

• H113 Öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà êâàòåðíèîíîâ (ñòð. 509)

Òàê êàê äëÿ ñêàëÿðíîé ÷àñòè ïðîèçâåäåíèÿ ⌊AB⌋ = ⌊BA⌋, òî â ñèëó
àññîöèàòèâíîñòè: ⌊ABC⌋ = ⌊(AB)C⌋ = ⌊C(AB)⌋ = ⌊CAB⌋.
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• H114 Ñâîéñòâî ñîïðÿæåíèÿ AB = B̄ Ā (ñòð. 509)

Òàê êàê B̄ = {b0, −b}, Ā = {a0, −a}, òî:

B̄ Ā = {a0b0 + ab,−a0b− b0a+ ıb× a}.

Ïåðåñòàâëÿÿ ìåñòàìè ìíîæèòåëè â b × a, èìååì: B̄ Ā = AB, òàê êàê ó
âåêòîðíîé ÷àñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ AB ïîÿâëÿåòñÿ çíàê ìèíóñ.

• H115 Òîæäåñòâî |AB|2 = |A|2 |B|2 (ñòð. 510)
Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî AĀ = |A|2 I. Ïîäñòàâèì âìåñòî A ïðîèçâåäå-

íèå AB, ò.å. ABAB = |AB|2 I è âîçüì¼ì ñêàëÿðíóþ ÷àñòü, öèêëè÷åñêè
ïåðåñòàâèâ ñîìíîæèòåëè:

|AB|2 = ⌊ABAB⌋ = ⌊ABB̄Ā⌋ = ⌊ĀABB̄⌋ = |A|2 |B|2 ⌊I I⌋ = |A|2 |B|2.

• H116 Îáðàòíûé êâàòåðíèîí (ñòð. 510)

AA−1 =
AĀ
|A|2

=
|A|2I
|A|2

= I.

• H117 Òîæäåñòâî (AB)−1 = B−1A−1 (ñòð. 510)
Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî àññîöèàòèâíîñòè, çàïèøåì:

(AB)(AB)−1 = (AB)(B−1A−1) = A(BB−1)A−1 = AIA−1 = AA−1 = I.

Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ îáðàòíûé ïîðÿäîê ïåðåìíîæåíèÿ.

• H118 Àëãåáðà Ëè (ñòð. 517)

Ðàçëîæèì âðàùåíèå è áóñò â ðÿä ïî ìàëûì ïàðàìåòðàì (nϕ,mα):

R ≈ 1 +
ıϕ

2
nσ, L ≈ 1− α

2
mσ.

Îáîçíà÷èì ãåíåðàòîðû ïðè ïîìîùè 2-õ òðîåê ìàòðèö {R1,R2,R3} è
{L1,L2,L3}, êîòîðûå ñòîÿò ïðè äåéñòâèòåëüíûõ áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïà-
ðàìåòðàõ ïðåîáðàçîâàíèÿ. Òîãäà

Ri = (ı/2)σi, Li = −(1/2)σi.

Èñïîëüçóÿ àëãåáðó ìàòðèö Ïàóëè (8.6),ñòð. 508, íåñëîæíî ïîëó÷èòü êîì-
ìóòàòîð [σi, σj] = 2ıεijkσk, ïîýòîìó àëãåáðà Ëè äëÿ ãåíåðàòîðîâ ãðóïïû
ñ äåéñòâèòåëüíûìè ñòðóêòóðíûìè êîíñòàíòàìè èìååò âèä:

[Ri, Rj] = −εijk Rk, [Li, Lj] = εijk Rk, [Li, Rj] = −εijk Lk.
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• H119 Ðåçóëüòèðóþùèé áóñò ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ áóñòîâ (ñòð. 518)
Èç òîãî ôàêòà, ÷òî nm = 0 è ñîîòíîøåíèé

cαcϕ = c1c2 + (m1m2) s1s2, n cαsϕ = −[m1 ×m2] s1s2,

msαcϕ + [m× n] sαsϕ = m1 s1c2 +m2 c1s2.

íàéä¼ì α è m. Òàê êàê n è m ïåðïåíäèêóëÿðíû, òî m × n ÿâëÿåòñÿ
åäèíè÷íûì âåêòîðîì. Âîçâîäÿ òðåòüå ñîîòíîøåíèå â êâàäðàò, èìååì:

s2αc
2
ϕ + s2αs

2
ϕ = s2α = s21c

2
2 + c21s

2
2 + 2m1m2 s1c1s2c2.

Òàê êàê sα = sh(α/2) � ãèïåðáîëè÷åñêèé ñèíóñ, òî chα = 1 + 2s2α:

chα = 1+2s21c
2
2+2c21s

2
2+4(m1m2)s1c1s2c2 = chα1 chα2+(m1m2) shα1 shα2,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî 1 + 2s21c
2
2 + 2c21s

2
2 = (c21 + s21)(c

2
2 + s22). Óìíîæàÿ òðåòüå

ñîîòíîøåíèå âåêòîðíî íà n, ó÷èòûâàÿ, ÷òî n×[m×n] = m äëÿ nm = 0 è
èñêëþ÷àÿm×n (ïðè ïîìîùè îïÿòü æå òðåòüåãî ñîîòíîøåíèÿ), íàõîäèì:

m sα = m1s1c2cϕ +m2c1s2cϕ + [n×m1]s1c2sϕ + [n×m2]c1s2sϕ.

Ïîäñòàâëÿÿ èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ cϕ, à èç âòîðîãî nsϕ, ïîëó÷àåì:

m shα = m1 shα1 chα2 +m2 shα2 +m1(m1m2) shα2(chα1 − 1).

• H120 Óãîë è îñü ïîâîðîòà ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ áóñòîâ (ñòð. 518)
Íàéä¼ì óãîë ϕ è îñü n ïîâîðîòà èç ñîîòíîøåíèé

cαcϕ = c1c2 + (m1m2) s1s2, n cαsϕ = −[m1 ×m2] s1s2.

Èç âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî n ∼ −m1 ×m2, à òàê êàê n åäè-
íè÷íûé âåêòîð, òî ïðè sϕ > 0 (cα, s1, s2 âñåãäà áîëüøå íóëÿ) èìååì:
n = −[m1 ×m2]/|m1 ×m2|. Ïåðåìíîæàÿ ïåðâîå è âòîðîå ñîîòíîøåíèÿ,
ïîëó÷àåì:

n c2αcϕsϕ = −[m1 ×m2] (s1c1s2c2 +m1m2 s
2
1s

2
2).

Óìíîæàÿ ýòî âûðàæåíèå íà 4 è ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ cα = ch(α/2) ñïðà-
âåäëèâû òîæäåñòâà 2c2α = chα+ 1, 2s2α = chα− 1, íàõîäèì:

n sinϕ (chα+1) = −[m1×m2] (shα1 shα2+m1m1 (chα1−1)(chα2−1)).

Ïîäñòàâëÿÿ ñêîðîñòè m shα = vγ, chα = γ, ïîëó÷àåì:

n sinϕ = −[v1 × v2]
γ1γ2
γ + 1

(
1 + v1v2

γ1γ2
(γ1 + 1)(γ2 + 1)

)
.

Îñòàëîñü èñêëþ÷èòü v1v2 ïðè ïîìîùè ôîðìóëû γ = γ1γ2(1 + v1v2).
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•H121 Îáðàòíîå ïðîèçâåäåíèå LR = (cα−sαmσ) (cϕ+ısϕ nσ) (ñòð. 519)

Ïåðåìíîæàÿ êâàòåðíèîíû, èìååì:

LR = cαcϕ − ımn sαsϕ,+(ın cαsϕ −msαcϕ + [m× n] sαsϕ)σ.

Ñðàâíèâàÿ ñ L2L1 (ñòð. 518), ïîëó÷àåì, ÷òî èòîãîâàÿ ñêîðîñòü è îñü âðà-
ùåíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðíû (nm = 0) è ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:

cαcϕ = c1c2 + (m1m2) s1s2, n cαsϕ = −[m1 ×m2] s1s2,

msαcϕ − [m× n] sαsϕ = m1 s1c2 +m2 c1s2.

Îíè ñîâïàäóò ñ ñîîòíîøåíèÿìè èç çàäà÷è (lH119), åñëè âåêòîð n îáðà-
òèòü n 7→ −n, à èíäåêñû 1, 2 ó αi, mi ïåðåñòàâèòü ìåñòàìè. Â ðåçóëüòàòå
âûðàæåíèÿ äëÿ îñè n, óãëà ïîâîðîòà ϕ è áûñòðîòû α (èëè γ) íå ïîìåíÿ-
þòñÿ. Îäíàêî â âûðàæåíèè äëÿ ñêîðîñòè èòîãîâîãî áóñòà v (èëè âåêòîðà
m) íåîáõîäèìî ïîìåíÿòü ìåñòàìè ñêîðîñòè.

• H122 Âûïîëíåíèå óñëîâèÿ LL̄ = I (ñòð. 519)
Âû÷èñëèì ïðîèçâåäåíèå ÷èñëèòåëåé, ó÷èòûâàÿ, ÷òî SS̄ = S̄S = I è

àíàëîãè÷íî äëÿ ýðìèòîâîãî ñîïðÿæåíèÿ:

(S+ S+)(S̄+ S̄+) = 2I+ S+S̄+ SS̄+.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû äëÿ çíàìåíàòåëÿ èìååì:

(I+ SS̄+) (I+ SS̄+) = (I+ SS̄+) (I+ S+S̄) = 2I+ S+S̄+ SS̄+ = |I+ S+S̄|2I,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

• H123 Êâàòåðíèîí R = SL̄ (ñòð. 519)

R = SL̄ =
S(S̄+ S̄+)
|I+ SS̄+|

=
I+ SS̄+

|I+ SS̄+|
.

Òî, ÷òî ýòîò êâàòåðíèîí íå èìååò ÷èñòî ìíèìîé âåêòîðíîé ÷àñòè ïðîâå-
ðÿåòñÿ ïðÿìûì ïåðåìíîæåíèåì:

SS̄+ = (S0 + Sσ)(S∗0 − S∗σ) = |S0|2 − SS∗ + (SS∗0 − S∗S0)σ − ı[S× S∗]σ

(ïîñëåäíèé ÷ëåí â ýòîì âûðàæåíèè äåéñòâèòåëåí). Êðîìå ýòîãî, î÷åâèä-
íî, ÷òî çíàìåíàòåëü â R äåéñòâèòåëåí (ñì. lH122).

• H124 Ôàêòîð Ëîðåíöà (ñòð. 524)

γv+dv = (1− (v + dv)2)−1/2 ≈ (1− v2 − 2vdv)−1/2 ≈ γ + γ3vdv.
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• H125 Ñïèíîðíûé èíâàðèàíò (ñòð. 543)

Ïîäñòàâèì ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ñïèíîðà (8.96), ñòð. 542:

ψ′1χ′2 − ψ′2χ′1 = (Aψ1 +Bψ2)(Cχ1 +Dχ2)− (Cψ1 +Dψ2)(Aχ1 +Bχ2).

Ïåðåìíîæàÿ ñêîáêè, ïîëó÷àåì (AD −BC)(ψ1χ2 − ψ2χ1).

• H126 ψ
αχα = −ψαχ

α (ñòð. 543)

ψαχα = εαβψ
αχβ = −εβαψαχβ = −ψβχ

β.

• H127 Ïðåîáðàçîâàíèå êîñïèíîðà (ñòð. 543)

ψ′1 = ψ′2 = Cψ1 +Dψ2 = −Cψ2 +Dψ1,

ψ′2 = −ψ′1 = −Aψ1 −Bψ2 = Aψ2 −Bψ1.

• H128 Ñâÿçü δ
α
β è εαβ (ñòð. 545)

Çàïèøåì â ÿâíîì âèäå:

bα[cd] + cα[db] + dα[bc] = εβγ b
αcβdγ + εβγ c

αdβbγ + εβγ d
αbβcγ = 0.

Áåðÿ ïðîèçâîäíóþ ïî bµ, èìååì:

εβγδ
α
µc

βdγ + εβγc
αdβδγµ + εβγd

αδβµc
γ = 0.

Àíàëîãè÷íî áåðóòñÿ ïðîèçâîäíûå ïî cν è dσ.

• H129 Èíâàðèàíò óíèòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ S+S = 1 (ñòð. 546)

ψ′
•
αχ′α =

•
ψ ′Tχ′ =

•
ψ TS∗TSχ =

•
ψ T (S+S)χ =

•
ψ Tχ = inv.

• H130 ×èñëî êîìïîíåíò ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà (ñòð. 549)

Â òåíçîðå ψ
α1...αm

•
µ1...

•
µn

ïåðâûå m èíäåêñîâ ñèììåòðè÷íû. Êàæäûé èí-
äåêñ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 1 èëè 2. Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë α1...αm

ìîãóò áûòü âñå äâîéêè èëè îäíà åäèíèöà (íà ëþáîì ìåñòå), èëè äâå åäè-
íèöû, è ò.ä. Âñåãî ïîëó÷àåòñÿ m + 1 âîçìîæíûõ íåýêâèâàëåíòíûõ (ñ
ó÷åòîì ñèììåòðè÷íîñòè îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê) êîìáèíàöèé. Àíà-
ëîãè÷íî, äëÿ êàæäîé èç òàêèõ m+1 êîìáèíàöèé âîçìîæíî n+1 êîìáè-
íàöèé äëÿ ñèììåòðè÷íûõ èíäåêñîâ

•
µ1...

•
µn. Â ðåçóëüòàòå, âñåãî âîçìîæíî

(m+ 1)(n+ 1) ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíò ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà.
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• H131 Â êàëèáðîâêå Ëîðåíöà ∂µ
•
σ aν•

σ
= ∂ν

•
σ aµ•

σ
(ñòð. 551)

Äëÿ µ = ν ýòî ñîîòíîøåíèå î÷åâèäíî. Åñëè èíäåêñû ðàçëè÷íû, òî:

∂1
•
σ a2 •

σ
− ∂2

•
σ a1 •

σ
= −∂1

•
σ a

1
•
σ
− ∂2

•
σ a

2
•
σ
= −∂ν

•
σ a

ν
•
σ
= 0,

ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü îáùèì îïðåäåëåíèåì ψ1 = ψ2 è ψ2 = −ψ1.

• H132 Êîìïîíåíòû ñïèíîðíîãî òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà (ñòð. 556)

Ðàñïèøåì, íàïðèìåð, t12
•
1
•
2/4π. Èñïîëüçóÿ êîìïîíåíòû òåíçîðîâ, ïðè-

âåäåííûõ íà ñòð. 548, âûðàæåííûå ÷åðåç âåêòîð f = E+ ıB, èìååì:

t12
•
1
•
2 =

1

4π
fzf

∗
z =

1

4π
|Ez + ıBz|2 =

1

4π
(E2

z +B2
z).

Àíàëîãè÷íî:

t11
•
1
•
1 =

1

4π
(−fx+ıfy)(−f ∗x−ıf ∗y ) =

1

4π
(E2

x+E
2
y+B

2
x+B

2
y+2(ExBy−EyBx)).

Ïðîâîäÿ òàêèå âû÷èñëåíèÿ äëÿ îñòàëüíûõ êîìïîíåíò, ïîëó÷àåì:

t12
•
1
•
2 =

1

4π
(E2

z +B2
z )

t11
•
1
•
1 =

1

4π
(E2

x + E2
y +B2

x +B2
y + 2[E×B]z)

t22
•
2
•
2 =

1

4π
(E2

x + E2
y +B2

x +B2
y − 2[E×B]z)

t11
•
2
•
2 = t∗22

•
1
•
1 =

1

4π
(E2

y − E2
x +B2

y −B2
x + 2ıExEy + 2ıBxBy)

t12
•
1
•
1 = t∗11

•
1
•
2 =

1

4π
(−ExEz −BxBz + [E×B]x + ı [E×B]y − ıEyEz − ıByBz)

t12
•
2
•
2 = t∗22

•
1
•
2 =

1

4π
( ExEz +BxBz + [E×B]x − ı [E×B]y − ıEyEz − ıByBz).

Ñâÿçü ñ òåíçîðîì T µν ïîëó÷èòñÿ, åñëè ó÷åñòü, ÷òî:

T 00 =
E2 +B2

8π
, T 0i = T i0 =

[E×B]i
4π

, T ij = δij T
00 − EiEj +BiBj

4π
.

• H133 Ê ñèììåòðèçàöèè òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà (ñòð. 557)
Çàìåòèì, ÷òî ñëåäóþùàÿ äèâåðãåíöèÿ ïðèâîäèò ê ëàãðàíæèíàó:

1

4
∂
γ
•
γ
(a

•
γ
αf

αγεµνε
•
µ
•
ν) =

1

2
(∂

γ
•
γ
a

•
γ
α + ∂

α
•
γ
a

•
γ
γ) f

αγεµνε
•
µ
•
ν = −fαγfαγ εµνε

•
µ
•
ν,

à íåñâ¼ðíóòîå ïðîèçâåäåíèå òåíçîðîâ íàïðÿæåííîñòè äà¼ò âûðàæåíèå

∂
γ
•
γ
((aγ

•
µε

•
γ
•
ν + aγ

•
νε

•
γ
•
µ)fµν) = −2f

•
µ
•
νfµν + aγ

•
µ∂

•
ν
γf

µν + aγ
•
ν∂

•
µ
γ f

µν.

Îòìåòèì òàêæå òåíçîð àâòîìàòè÷åñêè (áåç ñèììåòðèçàöèé) óäîâëåòâî-
ðÿþøèé óðàâíåíèþ íåïðåðûâíîñòè ïî ∂

µ
•
µ
:

∂
γ
•
γ
(fγµaν

•
νε

•
γ
•
µ).


