
Ãëàâà 7

Òåîðèÿ ïîëÿ

Â ýòîé ãëàâå ìû ïðîäîëæèì èçó÷åíèå ýëåêòðîäèíàìèêè è äðóãèõ òåî-
ðèé, îñíîâó êîòîðûõ ñîñòàâëÿåò ïîíÿòèå �ïîëå�. Â ôîêóñå íàøåãî âíèìà-
íèÿ áóäåò êîâàðèàíòíûé ôîðìàëèçì. Ìû ðàññìîòðèì äîñòàòî÷íî îáùèé
ìåòîä Æîçåôà Ëóè Ëàãðàíæà, ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷àòü óðàâíåíèÿ äâè-
æåíèÿ è çàêîíû ñîõðàíåíèÿ. Çàìå÷àòåëüíàÿ ñâÿçü ìåæäó ðàçëè÷íûìè
ñèììåòðèÿìè è çàêîíàìè ñîõðàíåíèÿ áóäåò óñòàíîâëåíà ïðè ïîìîùè òåî-
ðåìû Ýììè Í¼òåð. Ìû îáñóäèì ïðîáëåìó íåîäíîçíà÷íîñòè âîçíèêàþùèõ
ïðè ýòîì òåíçîðîâ è èõ êîâàðèàíòíûå ñâîéñòâà.
Çàòåì áóäåò ðàññìîòðåí ðÿä òðóäíîñòåé ïðèñóùèõ ðàçëè÷íûì ïîëå-

âûì òåîðèÿì. Ýòè òðóäíîñòè ñâÿçàíû ñ òî÷å÷íîñòüþ èñòî÷íèêîâ ïîëÿ è
èõ ñàìîäåéñòâèåì. Ìû äàäèì ðåøåíèå ïðîáëåìû ýëåêòðîìàãíèòíîé ìàñ-
ñû è èçó÷èì ïðîñòûå ñîëèòîííûå ìîäåëè.
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7.1 Êîâàðèàíòíàÿ ýëåêòðîäèíàìèêà

Ýëåêòðîäèíàìèêå, ðàññìîòðåííîé â ïÿòîé ãëàâå, ìîæíî ïðèäàòü ýëå-
ãàíòíûé âèä ïðè ïîìîùè êîâàðèàíòíûõ îáîçíà÷åíèé. Íàïîìíèì, ÷òî 4-
âåêòîð ïîòåíöèàëà Aα îïðåäåë¼í òàêèì îáðàçîì, ÷òî åãî íóëåâàÿ êîìïî-
íåíòà ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíûì ïîòåíöèàëîì φ, à ïðîñòðàíñòâåííûå � êîìïî-
íåíòàìè âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëàA (ñòð. 321). Êðîìå ýòîãî ìû îïðåäåëèëè
4-âåêòîð òîêà jα:

Aα = {φ,A}, jα = {ρ, j},
ãäå ρ � ïëîòíîñòü çàðÿäà, à j = ρv � ïëîòíîñòü òîêà çàðÿäîâ, äâèæó-
ùèõñÿ ñî ñêîðîñòüþ v. Ïðîñòðàíñòâåííûå êîìïîíåíòû 4-êîâåêòîðà èìå-
þò îáðàòíûé çíàê ïî ñðàâíåíèþ ñ 4-âåêòîðîì: Aα = {φ,−A}. Ñîáûòèå â
ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè òàêæå ÿâëÿåòñÿ 4-âåêòîðîì xα = {t, r}. Äëÿ îïå-
ðàöèè âçÿòèÿ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî xα áûëî ââåäåíî îáîçíà÷åíèå:

∂α =
∂

∂xα
=

{
∂

∂t
, ∇

}
.

Îïðåäåëèì àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà:

Fαβ = ∂αAβ − ∂βAα. (7.1)

Êîìïîíåíòû ýòîãî òåíçîðà âûðàæàþòñÿ ÷åðåç íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè-
÷åñêîãî (E = −∂A/∂t−∇φ) è ìàãíèòíîãî (B = ∇×A) ïîëåé. Òàê:

F01 = ∂0A1 − ∂1A0 =
∂A1

∂x0
− ∂A0

∂x1
= −∂Ax

∂t
− ∂φ

∂x
= Ex,

ãäå ìèíóñ ïîÿâèëñÿ, òàê êàê A1 = −A1 = −Ax. Íàïîìíèì, ÷òî êîãäà
ïèøåòñÿ ïðîåêöèÿ 3-âåêòîðà íå ñ èíäåêñîì (A1), à ñ èìåíåì îñè (Ax),
ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ýòî êîíòðàâàðèàíòíàÿ êîìïîíåíòà 4-âåêòîðà (A1).
Àíàëîãè÷íî íàõîäÿòñÿ F02 = Ey, F03 = Ez èëè E = {F01, F02, F03}.
Îñòàëüíûå êîìïîíåíòû ñâÿçàíû ñ ìàãíèòíûì ïîëåì:

F32 = ∂3A2 − ∂2A3 = −∂Ay

∂z
+
∂Az

∂y
= [∇×A]x = Bx.

Â ðåçóëüòàòå B = {F32, F13, F21}. Ïîäú¼ì èíäåêñîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè
ïîìîùè ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà. Äëÿ êîìïîíåíò ñ íóëåâûì èíäåêñîì ïðî-
èñõîäèò ñìåíà çíàêà (ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ñóììà îò 0 äî 3):

F 01 = g0αg1βFαβ = g00g11F01 = −F01.

Êîìïîíåíòû áåç íóëåâîãî èíäåêñà çíàê íå ìåíÿþò:

F 12 = g1αg2βFαβ = g11g22F12 = F12.

Íàïîìíèì, ÷òî gµν = gµν = diag(1,−1,−1,−1), ñì. ñòð.132.
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Òàêèì îáðàçîì, ñ ó÷¼òîì àíòèñèììåòðè÷íîñòè Fαβ = −Fβα, ïîëó÷àåì:

Fαβ =


0 Ex Ey Ez

−Ex 0 −Bz By

−Ey Bz 0 −Bx

−Ez −By Bx 0

 , F αβ =


0 −Ex −Ey −Ez

Ex 0 −Bz By

Ey Bz 0 −Bx

Ez −By Bx 0

 .

Â 4-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ëþáîé àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð èìååò 6 íåçà-
âèñèìûõ êîìïîíåíò, êîòîðûå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîåêöèé äâóõ
3-ìåðíûõ âåêòîðîâ. Óñëîâíî ýòî çàïèñûâàåòñÿ òàê (ñì. ñòð. 180):

Fαβ = (−E,−B), F αβ = (E,−B).

Ïðè ïîìîùè àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà Ëåâè-×åâèòû εµναβ (ñòð. 182),
îïðåäåëèì åù¼ îäèí àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà, êîòîðûé
áóäåì ïîìå÷àòü çâ¼çäî÷êîé (ýòî íå êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå!):

∗Fµν =
1

2
εµναβ F

αβ. (7.2)

Ðàñïèñûâàÿ ñóììó ïî α è β íåñëîæíî (lH79) íàéòè åãî êîìïîíåíòû:

∗Fαβ =


0 −Bx −By −Bz

Bx 0 −Ez Ey

By Ez 0 −Ex

Bz −Ey Ex 0

 , ∗F αβ =


0 Bx By Bz

−Bx 0 −Ez Ey

−By Ez 0 −Ex

−Bz −Ey Ex 0

 .

Àíàëîãè÷íî òåíçîðàì Fαβ è F αβ ìîæíî çàïèñàòü:
∗Fαβ = (B,−E), ∗F αβ = (−B,−E).

Ïîëÿ ïîìåíÿëèñü ìåñòàìè, ïîýòîìó ∗Fµν íàçûâàþò äóàëüíûì ê F µν.
Ââåä¼ì åäèíè÷íûé (UαUα = 1) 4-âåêòîð. Ïóñòü â äàííîé ñèñòåìå îò-

ñ÷¼òà S îí èìååò êîìïîíåíòû Uα = {1, 0}. Ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèé
Ëîðåíöà ìîæíî íàéòè åãî êîìïîíåíòû â ïðîèçâîëüíîé èíåðöèàëüíîé ñè-
ñòåìå îòñ÷åòà (îíè áóäóò çàâèñåòü îò ñêîðîñòè ýòîé ñèñòåìû îòíîñèòåëü-
íî S). Âåêòîð Uα è òåíçîðû íàïðÿæåííîñòè F αβ, ∗F αβ ïîçâîëÿþò îïðå-
äåëèòü 4-âåêòîðû íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëÿ:

Eµ = F µνUν, Bµ = Uν
∗Fνµ.

Îíè îðòîãîíàëüíû âåêòîðó Uµ, ò.å. UµE
µ = UµB

µ = 0, à â ñèñòåìå S
èõ êîìïîíåíòû ðàâíû Eµ = {0, E} è Bµ = {0, B}. Ïðè ïîìîùè ýòèõ
4-âåêòîðîâ ìîæíî, â ñâîþ î÷åðåäü, âûðàçèòü òåíçîð íàïðÿæåííîñòè:

Fµν = EµUν − EνUµ + εµναβ B
αUβ,

÷òî ïðîâåðÿåòñÿ ðàñïèñûâàíèåì åãî êîìïîíåíò â ñèñòåìå S. Â ýëåêòðî-
äèíàìèêå ñïëîøíûõ ñðåä âåêòîð Uα èìååò ñìûñë ìàêðîñêîïè÷åñêîé ñêî-
ðîñòè ñðåäû. Ïîäðîáíåå ìû ðàññìîòðèì ýòî â ãëàâå 10.
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• Ïðè ïîìîùè ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé 4 óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå äâóõ ÿâíî êîâàðèàíòíûõ óðàâíåíèé (èìåþùèõ îäèíàêî-
âûé âèä âî âñåõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ):

∂αF
αβ = 4πjβ, ∂ ∗

α F
αβ = 0. (7.3)

Ðàñïèøåì â ïåðâîì óðàâíåíèè ñóììó ïî èíäåêñó α, ïîëîæèâ β = 0:

∂0F
00+∂1F

10+∂2F
20+∂3F

30 = ∂xEx+∂yEy+∂zEz = ∇E = 4πj0 = 4πρ.

Òàêæå (lH80) çàïèñûâàåì äëÿ β = 1 è ò.ä. Â ðåçóëüòàòå, ïîëó÷àåòñÿ
ïàðà óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ñ èñòî÷íèêàìè:

∇E = 4πρ, ∇×B = 4πj+
∂E

∂t
.

Àíàëîãè÷íî (lH81) âòîðîå êîâàðèàíòíîå óðàâíåíèå (7.3), ïðèâîäèò ê
óðàâíåíèÿì Ìàêñâåëëà áåç èñòî÷íèêîâ:

∇B = 0, ∇× E = −∂B
∂t
.

Åñòåñòâåííî, óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà â âåêòîðíîé ôîðìå òàêæå ÿâëÿþòñÿ
êîâàðèàíòíûìè. Â íèõ ìîæíî ïîäñòàâèòü ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ íàïðÿæåí-
íîñòåé ïîëåé, ïëîòíîñòåé çàðÿäîâ-òîêîâ è ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà äëÿ
âðåìåíè è êîîðäèíàò. Â ðåçóëüòàòå, â ïðîèçâîëüíîé (�øòðèõîâàííîé�)
èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå, äâèãàþùåéñÿ îòíîñèòåëüíî èñõîäíîé ñî ñêîðî-
ñòüþ v, ïîëó÷àòñÿ òàêèå æå óðàâíåíèÿ, íî ñî øòðèõàìè. Òåì íå ìåíåå,
óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà (7.3) íàãëÿäíåå äåìîíñòðèðóþò òàêóþ êîâàðèàíò-
íîñòü, òàê êàê â ñèëó ñâîåãî òåíçîðíîãî õàðàêòåðà, ïî îïðåäåëåíèþ, èìå-
þò îäèíàêîâûé âèä âî âñåõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà.

• Èç ïåðâîãî êîâàðèàíòíîãî óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà ñëåäóåò óðàâíåíèå
íåïðåðûâíîñòè äëÿ çàðÿäîâ. Äåéñòâèòåëüíî, âîçüì¼ì îò íåãî ïðîèçâîä-
íóþ ïî xβ:

∂β∂αF
αβ = 4π ∂βj

β = 0.

Ýòî ñîîòíîøåíèå ðàâíî íóëþ, òàê êàê âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ñèììåòðè÷íà
(ïåðåñòàíîâî÷íà) ∂α∂β = ∂β∂α, à òåíçîð àíòèñèììåòðè÷åí F αβ = −F βα,
ïîýòîìó èõ ñâ¼ðòêà ðàâíà íóëþ (ñì. ñòð. 763):

∂βj
β = ∂0j

0 + ∂ij
i =

∂ρ

∂t
+∇j = 0.

Òàêèì îáðàçîì, �ñàìîñòîÿòåëüíûé� çàêîí ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà �çàëîæåí�
â óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà è íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàí ñ èõ ëèíåéíîñòüþ è
àíòèñèììåòðè÷íîñòüþ òåíçîðà Fαβ.
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• Âòîðîå êîâàðèàíòíîå óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà (7.3) áåç èñòî÷íèêîâ ìî-
æåò áûòü ïåðåïèñàíî â ýêâèâàëåíòíîì âèäå äëÿ òåíçîðà ýëåêòðîìàãíèò-
íîãî ïîëÿ áåç çâ¼çäî÷êè:

∂αFβγ + ∂βFγα + ∂γFαβ = 0. (7.4)

Çàìåòèì, ÷òî èíäåêñû ñëàãàåìûõ â ýòîì óðàâíåíèè öèêëè÷åñêè ïåðåñòàâ-
ëÿþòñÿ: αβγ 7→ βγα 7→ γαβ. Óðàâíåíèå (7.4) íåñëîæíî ïîëó÷èòü (lH82)
íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ òåíçîðà Fαβ = ∂αAβ − ∂βAα. ×òîáû ïî-
ëó÷èòü (7.4) èç ∂ ∗

µ F
µλ = 0 íåîáõîäèìî (lH83) ïîñëåäíåå ñâåðíóòü ñ εαβγλ

è âîñïîëüçîâàòüñÿ òîæäåñòâîì (ñì. ñòð. 783):

εαβγλε
λµνσ = δµα ε

νσ
βγ + δµγ ε

νσ
αβ + δµβ ε

νσ
γα (7.5)

ãäå ενσβγ = δνβδ
σ
γ − δνγδ

σ
β � àíòèñèììåòðè÷íûé ïî ïàðàì èíäåêñîâ òåíçîð.

• Óðàâíåíèþ äâèæåíèÿ ïðîáíîãî çàðÿäà âî âíåøíåì ýëåêòðîìàãíèò-
íîì ïîëå òàêæå ìîæíî ïðèäàòü ÿâíî êîâàðèàíòíûé âèä:

m
duα

ds
= qF αβ uβ, (7.6)

ãäå uα = dxα/ds = {1/
√
1− v2, v/

√
1− v2} � 4-âåêòîð ñêîðîñòè. Äåé-

ñòâèòåëüíî, âäîëü òðàåêòîðèè ÷àñòèöû èíòåðâàë ðàâåí ds = dt
√
1− v2.

Ïîýòîìó äëÿ α = 0 óðàâíåíèå (7.6) èìååò âèä:

1√
1− v2

d

dt

m√
1− v2

= qF 0i ui =
qEv√
1− v2

,

òàê êàê äëÿ 4-êîâåêòîðà uα êîìïîíåíòû ðàâíû {u0,−ui}, à F 0i = −Ei.
Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ïî
âðåìåíè. Ýòà ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ ñèëû Ëîðåí-
öà íà ñêîðîñòü ÷àñòèöû: dE/dt = Fv.
Àíàëîãè÷íî, åñëè α = 1, òî qF 1βuβ = qF 10 u0 + qF 1i ui, ïîýòîìó:

1√
1− v2

d

dt

mvx√
1− v2

=
qEx +Bz vy −By vz√

1− v2
=
q(E+ v ×B)x√

1− v2
,

è ò.ä., ÷òî ïðèâîäèò ê ñèëå Ëîðåíöà (ñòð.271). Â ïÿòîé ãëàâå ìû ïîëó÷èëè
ñèëó Ëîðåíöà ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà äëÿ ñèëû. Ïîíÿòíî,
÷òî îíà áóäåò èìåòü îäèíàêîâûé âèä âî âñåõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ
îòñ÷¼òà, ÷òî ÿâíûì îáðàçîì è äåìîíñòðèðóåò êîâàðèàíòíîå óðàâíåíèå
(7.6). Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ (lH88) ïðåäëàãàåòñÿ ðåøèòü óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ çàðÿäà â ïîñòîÿííîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå E äëÿ 4-ñêîðîñòè
uµ, êàê ôóíêöèè ñîáñòâåííîãî âðåìåíè çàðÿäà (èíòåðâàëà s).



426 ÃËÀÂÀ 7.

• Îïèøåì â êîâàðèàíòíûõ îáîçíà÷åíèÿõ çàðÿä, êîòîðûé ðàâíîìåðíî
äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ v. Ïîòåíöèàë ïîëÿ òàêîãî çàðÿäà ìîæíî çàïèñàòü
â ñëåäóþùåì âèäå (ñì. ñòð. 337):

Aα(t, r) = Q
{γ, γv}√

(r− vt)2 + γ2((r− vt)v)2 + a2
, (7.7)

ãäå ñäåëàíà ïîäñòàíîâêà r 7→ r − vt òàê êàê â îáùåì ñëó÷àå íà÷àëî
êîîðäèíàò íå ñîâïàäàåò ñ ïîëîæåíèåì çàðÿäà (ñì. ñòð. 276). Êðîìå ýòîãî
ââåäåí ïàðàìåòð a äëÿ ðåãóëÿðèçàöèè ñèíãóëÿðíîñòè, âîçíèêàþùåé ïðè
îáðàùåíèè çíàìåíàòåëÿ â íîëü ïðè r = vt.

Âûðàæåíèå äëÿ ïîòåíöèàëà ìîæíî ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü, åñëè ââå-
ñòè ñëåäóþùèé 4-âåêòîð:

ηα = xα − (x · u)uα (7.8)

èëè â áåçèíäåêñíîé ôîðìå:

η = x− (x · u) u,

ãäå x ≡ xα = {t, r} è u ≡ uα = {γ, γv} (íå ïóòàåì 3-ñêîðîñòü v = dr/dt è
ïðîñòðàíñòâåííûå êîìïîíåíòû 4-ñêîðîñòè uα = dxα/ds). Òàê êàê u2 = 1,
íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ýòîò âåêòîð îðòîãîíàëåí 4-ñêîðîñòè:

η · u = 0,

à åãî êâàäðàò ðàâåí:

η2 = x2 − (x · u)2.

Ïåðåïèøåì òåïåðü âûðàæåíèå â çíàìåíàòåëå 4-ïîòåíöèàëà ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

(r− vt)2 + γ2((r− vt)v)2 = γ2(t− rv)2 − (t2 − r2).

Ýòî ðàâåíñòâî ïðîâåðÿåòñÿ ïðÿìûì ðàñêðûòèåì êâàäðàòîâ â ëåâîé è
ïðàâîé ÷àñòÿõ. Çàìåòèì, ÷òî γ(t − rv) = x · u è t2 − r2 = x2, ïîýòîìó
ýòî âûðàæåíèå ðàâíî −η2. Òàêèì îáðàçîì 4-ïîòåíöèàë òî÷å÷íîãî çàðÿäà,
äâèæóùåãîñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ ðàâåí:

Aα =
Quα√
a2 − η2

. (7.9)

Ïðîäåëàííîå âûøå ïðåîáðàçîâàíèå çíàìåíàòåëÿ ÿâíûì îáðàçîì äåìîí-
ñòðèðóåò, ÷òî êâàäðàò η âñåãäà îòðèöàòåëåí, ïîýòîìó âûðàæåíèå ïîä êîð-
íåì îñòà¼òñÿ ïîëîæèòåëüíûì è â ïðåäåëå a→ 0.
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Íàéä¼ì òåïåðü òåíçîð íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ òî÷å÷-
íîãî çàðÿäà. Äëÿ ýòîãî âîçüì¼ì ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî xα îò η2:

∂αη
2 = ∂α

(
x2 − (x · u)2

)
= 2xα − 2(x · u)uα

èëè

∂αη
2 = 2ηα. (7.10)

Ïðè ïîìîùè ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ íå ñîñòàâëÿåò òðóäà íàéòè ïðîèçâîäíóþ
4-ïîòåíöèàëà (7.9):

∂αAβ = Q
ηα uβ

(a2 − η2)3/2
.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî 4-ïîòåíöèàë óäîâëåòâîðÿåò êàëèáðîâêå Ëîðåíöà
∂αA

α = 0. Ýòî è ïîíÿòíî. Â ñèñòåìå îòñ÷¼òà ãäå çàðÿä ïîêîèòñÿ, ïî-
òåíöèàë φ íå çàâèñèò îò âðåìåíè, à A = 0 (çàêîí Êóëîíà). Ïîýòîìó
êàëèáðîâêà Ëîðåíöà âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè. Â ñèëó ñâîåé êîâàðè-
àíòíîñòè îíà áóäåò èìåòü îäèíàêîâîå çíà÷åíèå (íîëü) è â ëþáîé äðóãîé
èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà. Ñîîòâåòñòâåííî, ïî îïðåäåëåíèþ òåíçîðà
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ Fαβ = ∂αAβ − ∂βAα, èìååì:

Fαβ = Q
ηα uβ − ηβ uα
(a2 − η2)3/2

. (7.11)

Íàéä¼ì òàêæå ðåãóëÿðèçîâàííóþ ïëîòíîñòü 4-òîêà äëÿ òî÷å÷íîãî çà-
ðÿäà. Èñïîëüçóÿ

∂αη
β = δβα − uαu

β, δαα = 4, ∂αη
α = 3 (7.12)

è ïåðâîå êîâàðèàíòíîå óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà (7.3):

jβ =
1

4π
∂αF

αβ,

ïîñëå íåñëîæíûõ âû÷èñëåíèé (lH84), èìååì:

jβ =
3

4π
Quβ

a2

(a2 − η2)5/2
. (7.13)

Â ñèëó (7.10) è îðòîãîíàëüíîñòè η · u = 0, àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíÿåòñÿ
óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè ∂αj

α = 0. Ïðè ñòðåìëåíèè ïàðàìåòðà a ê íóëþ,
ïëîòíîñòü òîêà ñòàíîâèòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíîé ñèíãóëÿðíîé δ-ôóíêöèè
Äèðàêà:

jβ = Quβ δ(−η2)

(ñì. àíàëîãè÷íûé ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè îáñóæäåíèè íåïîäâèæíîãî
òî÷å÷íîãî çàðÿäà íà ñòð.265).
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• Ïîñëå òîãî, êàê îñíîâíûå âåëè÷èíû îïðåäåëåíû êàê 4-âåêòîðû èëè
òåíçîðû, íåñëîæíî çàïèñàòü èõ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðè ñìåíå ñèñòåìû îò-
ñ÷¼òà. Òàê, 4-ïîòåíöèàë Aα = {φ, A} è 4-òîê jα = {ρ, j} ÿâëÿþòñÿ
4-âåêòîðàìè, ïîýòîìó îíè ïðåîáðàçóþòñÿ òàê æå, êàê è êîìïîíåíòû 4-
âåêòîðà xα = {t, r}. Íàïðèìåð, äëÿ ïîòåíöèàëîâ èìååì:

φ′ = γ (φ− vA), A′ = A− γvφ+ Γv (vA),

ãäå γ = 1/
√
1− v2 è Γ = (γ − 1)/v2 = γ2/(1 + γ). Îáðàòèì âíèìàíèå,

÷òî â ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòè ïðåîáðàçîâàíèé ñòîÿò ôóíêöèè êîîðäèíàò è
âðåìåíè, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò �ñâîåé� ñèñòåìå îòñ÷¼òà: φ′ = φ′(t′, r′),
φ = φ(t, r), è àíàëîãè÷íî äëÿ ôóíêöèé A′ è A.

Ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ ïëîòíîñòè çàðÿäà çàïèøåì â âèäå îäíîãî ñîîò-
íîøåíèÿ, òàê êàê ìåæäó âðåìåííîé è ïðîñòðàíñòâåííîé ÷àñòÿìè 4-òîêà
ñóùåñòâóåò ñâÿçü: j = ρu, ãäå u � ñêîðîñòü çàðÿäîâ â òî÷êå, ãäå èçìåðÿ-
åòñÿ èõ ïëîòíîñòü ρ:

ρ′ = γ (1− vu)ρ.

Íå ñòîèò çàáûâàòü, ÷òî ñêîðîñòü u, êàê è ïëîòíîñòü ρ, ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé
êîîðäèíàò r è âðåìåíè t.

• Êîâàðèàíòíîå âûðàæåíèå áåç èíäåêñîâ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì. Îíî
èìååò îäèíàêîâîå çíà÷åíèå âî âñåõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà. Ïîñòðîåíèå ñîîò-
âåòñòâóþùèõ âûðàæåíèé ïîçâîëÿåò ëåãêî ïîëó÷àòü ðàçëè÷íûå èíâàðè-
àíòû ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí. Òàê, âû÷èñëèì ñâåðòêó òåíçîðîâ ýëåêòðîìàã-
íèòíîãî ïîëÿ:

FαβF
αβ = F01F

01 + F02F
02 + F03F

03 + F12F
12 + F13F

13 + F23F
23 + ...,

ãäå ìíîãîòî÷èåì îáîçíà÷åíû òàêèå æå ñëàãàåìûå ñ ïåðåñòàâëåííûìè èí-
äåêñàìè. Òàê êàê Fαβ è F αβ � àíòèñèììåòðè÷íû, îäíîâðåìåííàÿ ïåðå-
ñòàíîâêà èíäåêñîâ íè÷åãî íå èçìåíèò. Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò,
èìååì:

FαβF
αβ = 2(B2 − E2). (7.14)

Â áåçèíäåêñíîì âèäå ýòîò èíâàðèàíò ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: −TrF2, ãäå (F2)µν = F µαFαν = −F µαFνα, à Tr îáîçíà÷àåò ñóììèðî-
âàíèå äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ (ñëåä ìàòðèöû). Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ
åù¼ îäèí èíâàðèàíò ïðè ñâ¼ðòêå òåíçîðà F αβ ñ äóàëüíûì ê íåìó òåíçî-
ðîì ∗Fαβ:

∗FαβF
αβ = 4EB. (7.15)

Ýòè äâà èíâàðèàíòà áûëè óæå íàéäåíû ðàíåå (ñòð. 298).
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• Ïîëó÷èì åù¼ ðàç ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ íàïðÿæ¼ííîñòåé ýëåêòðîìàã-
íèòíîãî ïîëÿ. Âåëè÷èíà F αβ ïðåîáðàçóåòñÿ êàê òåíçîð:

F ′µν = Λµ
αΛ

ν
β F

αβ = Λµ
αF

αβΛT ν
β ,

ãäå âî âòîðîé ìàòðèöå ïðåîáðàçîâàíèÿ Λ ïåðåñòàâëåíû èíäåêñû ïî ãîðè-
çîíòàëè è ïîñòàâëåí çíàê òðàíñïîíèðîâàíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ýòèõ äåéñòâèé
ïîðÿäîê èíäåêñîâ ñòàíîâèòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì ïðàâèëó ïåðåìíîæåíèÿ
ìàòðèö. Ïîýòîìó, îïóñêàÿ èíäåêñû, çàïèøåì ïðåîáðàçîâàíèå òåíçîðà íà-
ïðÿæåííîñòè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â ìàòðè÷íîì âèäå:

F′ = Λ · F ·ΛT .

Â ñëó÷àå êîãäà îñè x è x′ âûáðàíû â íàïðàâëåíèè îòíîñèòåëüíîé ñêîðî-
ñòè, ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà Λµ

α âûãëÿäèò äîñòàòî÷íî ïðîñòî
(ñì. ñòð. 137):

Λµ
α =


γ −vγ 0 0

−vγ γ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 .

Ïîýòîìó â ÿâíîì ìàòðè÷íîì âèäå ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ òåíçîðà F µν ìîæ-
íî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

F′ =


γ −vγ 0 0

−vγ γ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




0 −Ex −Ey −Ez

Ex 0 −Bz By

Ey Bz 0 −Bx

Ez −By Bx 0




γ −vγ 0 0
−vγ γ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 .

Ïåðåìíîæàÿ ìàòðèöû, ïîëó÷àåì:

E ′
x = Ex, E ′

y = γ (Ey − vBz), E ′
z = γ (Ez + vBy),

B′
x = Bx, B′

y = γ (By + vEz), B′
z = γ (Bz − vEy).

Åñëè îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü äâóõ ñèñòåì îòñ÷¼òà íàïðàâëåíà íå âäîëü
îñè x, à â ïðîèçâîëüíûì íàïðàâëåíèè, òî ïðåîáðàçîâàíèÿ èìåþò âèä (ñì.
ñòð. 299):

E′ = γ (E+ v ×B)− Γv(vE),

B′ = γ (B− v × E)− Γv(vB),

ãäå γ è Γ îïðåäåëåíû òî÷íî òàêæå, êàê è â ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëîðåíöà. Ýòè
ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü ïðè ïîìîùè òåíçîðà Fαβ, åñëè çàïèñàòü
îáùèé âèä ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèÿ Λµ

α ïðè ïðîèçâîëüíîì íàïðàâëåíèè
ñêîðîñòè (ñòð. 137). Ìîæíî òàêæå âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì äëÿ
äâóõ 4-âåêòîðîâ ∂α, Aα è îïðåäåëåíèåì F αβ = ∂αAβ − ∂βAα.
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7.2 Ëàãðàíæåâ ïîäõîä

• Äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîâàðèàíòíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, êàê äëÿ ÷àñòèö,
òàê è äëÿ ïîëåé óäîáåí ëàãðàíæåâ ìåòîä. Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèîíàëîì
íàçûâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèé îáúåêò, êîòîðûé êàæäîé ôóíêöèè ñòàâèò â
ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðîå ÷èñëî. Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì ôóíêöèîíàëà ÿâ-
ëÿåòñÿ îïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë. Òîé èëè èíîé ôóíêöèè îí ñòàâèò â ñî-
îòâåòñòâèå îãðàíè÷èâàþùóþ åþ ïëîùàäü. Èç âñåõ âîçìîæíûõ ôóíêöèé
îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò òå ôóíêöèè, êîòîðûå ìèíèìèçèðóþò çíà-
÷åíèå èíòåãðàëà. Ïóñòü ò.í. ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà L(qk, q̇k), çàâèñèò îò
n ôóíêöèé qk = qk(t) è èõ ïðîèçâîäíûõ q̇k = dqk/dt, ãäå k = 1, ..., n.
Ïðîèíòåãðèðóåì å¼ îò t1 äî t2:

I[q] =

t2∫
t1

L(q1, ..., qn, q̇1, ..., q̇n) dt = min.

Ôóíêöèîíàë I[q] áóäåò ìèíèìàëüíûì (òî÷íåå ýêñòðåìàëüíûì), åñëè ôóíê-
öèè qk(t) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì Ëàãðàíæà:

d

dt

(
∂L

∂q̇k

)
=
∂L

∂qk
. (7.16)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ê ýêñòðåìàëüíîé òðàåêòîðèè qk(t) äîáàâèì ïðîèç-
âîëüíûå ôóíêöèè ϕk(t), óìíîæåííûå íà íåêîòîðîå ÷èñëî ε. Òàêèì ñïîñî-
áîì, ìû ïåðåáèðàåì âñå âîçìîæíûå ôóíêöèè ñîåäèíÿþùèå íà÷àëüíóþ è
êîíå÷íóþ òî÷êè, ñ÷èòàÿ, ÷òî ϕk(t1) = ϕk(t2) = 0 (ñì. ðèñóíîê). Èíòåãðàë,
êàê ôóíêöèÿ ε, èìååò ýêñòðåìóì ïðè ε = 0, ñëåäîâàòåëüíî:

d

dε

t2∫
t1

L(qk + εϕk, q̇k + εϕ̇k) dt
∣∣∣
ε=0

=

t2∫
t1

[
∂L

∂qk
ϕk +

∂L

∂q̇k
ϕ̇k

]
dt = 0.

Â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ, âî âòîðîì ñëàãàåìîì âûäåëèì ïðîèçâîäíóþ ïðî-
èçâåäåíèÿ ïî âðåìåíè (ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì k ñóììà îò 1 äî n):

t2∫
t1

[
∂L

∂qk
− d

dt

(
∂L

∂q̇k

)]
ϕk dt+

t2∫
t1

d

dt

(
∂L

∂q̇k
ϕk

)
dt = 0.

Â ñèëó ôèêñèðîâàííîñòè íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé òî÷êè ϕk(t1) = ϕk(t2) = 0
âòîðîé èíòåãðàë ðàâåí íóëþ (lH85). Òàê êàê ôóíêöèè ϕk(t) ïðîèçâîëü-
íû, ïåðâûé èíòåãðàë áóäåò ðàâåí íóëþ òîëüêî, åñëè ðàâíî íóëþ âûðà-
æåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ, ÷òî è ïðèâîäèò ê óðàâíåíèÿì Ëàãðàíæà.
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• Àíàëîãè÷íî ìîæíî ðàññìîòðåòü ôóíêöèîíàë îò ôóíêöèé, êîòîðûå
çàâèñÿò íå òîëüêî îò âðåìåíè, íî è îò òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå. Ïðè ýòîì
äèíàìè÷åñêîé ïåðåìåííîé ÿâëÿåòñÿ ïîëå, êîòîðîå, â îáùåì ñëó÷àå, èìååò
íåñêîëüêî êîìïîíåíò Ψk(t,x). Èíäåêñ k ìîæåò îòñóòñòâîâàòü èëè ïðî-
áåãàòü, íàïðèìåð, ÷åòûðå çíà÷åíèÿ îò 0 äî 3. Â ïåðâîì ñëó÷àå ãîâîðÿò
î ñêàëÿðíîì ïîëå, à âî âòîðîì î ïîëå, ÿâëÿþùèìñÿ 4-âåêòîðîì (âåêòîð-
íîå ïîëå). Âîçìîæíû è áîëåå ñëîæíûå ñëó÷àè. Íå êîíêðåòèçèðóÿ ÷èñëî
êîìïîíåíò ïîëÿ çàïèøåì ñëåäóþùèé ôóíêöèîíàë

I[Ψ] =

∫
L(Ψk, ∂αΨk) d

4x = min. (7.17)

Ýòî 4-êðàòíûé èíòåãðàë â êîòîðîì èíòåãðèðîâàíèå âåä¼òñÿ ïî 4-ìåðíîìó
îáú¼ìó d4x = dt d3x. Îáû÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà èíòåãðèðî-
âàíèå ïî d3x âåä¼òñÿ ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó è ïîëÿ íà áåñêîíå÷íîñòè
óáûâàþò Ψk(t,∞) = 0. Èíòåãðèðîâàíèå ïî âðåìåíè âåä¼òñÿ ìåæäó t1 è

t2, â êîòîðûõ ïîëå ôèêñèðîâàíî: Ψk(t1,x) = Ψ
(1)
k (x), Ψk(t2,x) = Ψ

(2)
k (x).

Ââåä¼ì ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè ϕk = ϕk(t,x) îòêëîíåíèÿ îò ïîëÿ, ìè-
íèìèçèðóþùåãî (7.17) è îáðàùàþùèåñÿ â íîëü ïðè t1, t2. Óìíîæèì èõ íà
ìàëûé ïàðàìåòð ε è íàéä¼ì ýêñòðåìóì ôóíêöèîíàëà ïî ýòîìó ïàðàìåòðó
ïðè ε = 0:

d

dε

∫
L(Ψk+εϕk, ∂αΨk+ε∂αϕk)d

4x =

∫ [
∂L
∂Ψk

ϕk +
∂L

∂(∂αΨk)
∂αϕk

]
d4x = 0.

Ïî èíäåêñàì k è α ïðîâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå. Â ïîñëåäíåì ñëàãàåìîì
ìîæíî âûäåëèòü ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî ∂α:∫ [

∂L
∂Ψk

− ∂α

(
∂L

∂(∂αΨk)

)]
ϕk d

4x+

∫
∂α

(
∂L

∂(∂αΨk)
ϕk

)
d4x = 0.

Âòîðîé èíòåãðàë ðàâåí íóëþ, òàê êàê îí èìååò âèä:∫
∂αf

αd4x =

∫
∂f 0

∂t
dt d3x+

∫
∇f dt d3x = 0.

Ïåðâûé èíòåãðàë îáðàùàåòñÿ â íîëü ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî dt òàê êàê â
ìîìåíòû âðåìåíè t1 è t2 ïîëå ϕk ðàâíî íóëþ. Âòîðîé èíòåãðàë ïðè èíòå-
ãðèðîâàíèè ïî ïðîñòðàíñòâó d3x, â ñèëó èíòåãðàëüíîé òåîðåìû Ãàóññà,
çàìåíÿåòñÿ íà èíòåãðàë ïî ïîâåðõíîñòè �îõâàòûâàþùåé âñ¼ ïðîñòðàí-
ñòâî�. Íà ýòîé ïîâåðõíîñòè (íà áåñêîíå÷íîñòè) ïîëÿ Ψk ðàâíû íóëþ. Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷àþòñÿ óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà äëÿ ïîëÿ

∂α

(
∂L

∂ (∂αΨk)

)
=

∂L
∂Ψk

, (7.18)

ðåøåíèÿ êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþò ýêñòðåìóìó ôóíêöèîíàëà (7.17).
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• Ëàãðàíæåâ ïîäõîä óäîáåí òåì, ÷òî, çàïèñàâ ðåëÿòèâèñòñêè èíâàðè-
àíòíîå âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèîíàëà I, íàçûâàåìîãî äåéñòâèåì, ïðè ïî-
ìîùè óðàâíåíèé Ëàãðàíæà, ìû àâòîìàòè÷åñêè ïîëó÷èì êîâàðèàíòíûå
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â òåíçîðíîé ôîðìå. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà äâèæåíèå
ïðîáíîé ÷àñòèöû âî âíåøíåì ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå.
Åñëè ïîëåé íåò, ñîñòîÿíèå ÷àñòèöû ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ å¼ ñêîðî-

ñòüþ u = dr/dt. Ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííûé èíâàðèàíò ds, ðàâíûé èíòåð-
âàëó ìåæäó äâóìÿ áåñêîíå÷íî áëèçêèìè ñîáûòèÿìè. Âäîëü òðàåêòîðèè
÷àñòèöû ds2 = dt2−dr2 = (1−u2) dt2. Âíåøíåå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå â
êîâàðèàíòíîì âèäå áóäåì çàäàâàòü ïðè ïîìîùè 4-ïîòåíöèàëà Aα. Åñëè
åãî ñâåðíóòü ñ 4-âåêòîðîì áåñêîíå÷íî ìàëîãî ñìåùåíèÿ dxα, òî ïîëó÷èò-
ñÿ åù¼ îäíà èíâàðèàíòíàÿ âåëè÷èíà. Óìíîæèâ ýòè äâà èíâàðèàíòà íà
êîíñòàíòû m, q è ñëîæèâ, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå äåéñòâèå:

I = −m
∫
ds− q

∫
Aα dx

α =

∫
(−m

√
1− u2 − qφ+ qAu) dt.

Âî âòîðîì ðàâåíñòâå äåéñòâèå çàïèñàíî êàê èíòåãðàë ïî âðåìåíè (lH86)
è äëÿ 4-ïîòåíöèàëà èñïîëüçîâàíû 3-ìåðíûå îáîçíà÷åíèÿ Aα = {φ,A}.
Â ðåçóëüòàòå ìû ïðèõîäèì ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà ÷àñòèöû â ýëåêòðîìàã-
íèòíîì ïîëå:

L(r, u) = −m
√

1− u2 − qφ+ qAu. (7.19)

Êîýôôèöèåíòû m (ìàññà ÷àñòèöû) è q (çàðÿä ÷àñòèöû) âûáðàíû òà-
êèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîëó÷èëèñü ïðàâèëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, ñî-
îòâåòñòâóþùèå ñèëå Ëîðåíöà. Óáåäèìñÿ â ýòîì. Ïîëîæåíèå ÷àñòèöû
r = {x, y, z} � ýòî îáîáù¼ííàÿ êîîðäèíàòà qk, à å¼ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìå-
íè q̇k � ýòî ñêîðîñòü ÷àñòèöû u. Óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà (7.16) â âåêòîðíîé
ôîðìå èìåþò âèä:

d

dt

(
∂L

∂u

)
=
∂L

∂r
. (7.20)

Ïðîèçâîäíàÿ ïî ñêîðîñòè ðàâíà:

∂L

∂u
=

mu√
1− u2

+ qA = p+ qA,

ãäå ïåðâûé ÷ëåí ÿâëÿåòñÿ ðåëÿòèâèñòñêèì èìïóëüñîì p. Äëÿ âçÿòèÿ ïîë-
íîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè íåîáõîäèìî ó÷åñòü, ÷òî ïîòåíöèàëû çàâèñÿò
îò êîîðäèíàò, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëîæåíèþ ïðîáíîé ÷àñòèöû, ïîýòîìó:

d

dt

(
∂L

∂u

)
=
dp

dt
+ q

∂A

∂t
+ q(u∇)A,

ãäå âçÿò ïîëíûé äèôôåðåíöèàë îò âåêòîðíîãî ïîëÿ A (lH87).
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Íàéä¼ì òåïåðü ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèé Ëàãðàíæà:

∂L

∂r
= ∇L = −q∇φ+ q∇(Au).

Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà ïðèíèìàþò âèä:

dp

dt
= q

(
−∇φ− ∂A

∂t

)
+ q (∇(Au)− (u∇)A) .

Ïîñëåäíèå äâà ñëàãàåìûå ïðè ïîìîùè òîæäåñòâà äëÿ äâîéíîãî âåêòîð-
íîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñâîðà÷èâàþòñÿ â îäíî: u× [∇×A]. Ó÷èòûâàÿ ñâÿçü
ïîëåé è ïîòåíöèàëîâ, ïðèõîäèì ê ñèëå Ëîðåíöà (ñòð. 271):

dp

dt
= qE+ qu×B. (7.21)

×òîáû ñðàçó ïîëó÷èòü êîâàðèàíòíûå óðàâíåíèÿ (7.6), ñòð. 425 íåîáõî-
äèìî â ëàãðàíæåâîì ïîäõîäå èñïîëüçîâàòü íå âðåìÿ t, à èíâàðèàíòíûé
èíòåðâàë s. Òîãäà äèíàìè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè qk ñòàíîâÿòñÿ xα, à èõ
ïðîèçâîäíûìè uα = dxα/ds. Îäíàêî, â ýòîì ñëó÷àå, íå âñå äèíàìè÷å-
ñêèå ïåðåìåííûå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Â ÷àñòíîñòè, êîìïîíåíòû 4-
ñêîðîñòè uα ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì u2 = uαu

α = 1. ×òîáû èñïîëüçîâàòü
ëàãðàíæåâ ïîäõîä íåîáõîäèìî èñêàòü ýêñòðåìóì ñî ñâÿçÿìè, èñïîëüçóÿ
ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà (ñì. ñòð. 792). Òàê, çàïèøåì ëàãðàíæèàí
â âèäå:

L = −q Aαu
α − 1

2
λ (u2 − 1).

Ôóíêöèÿ λ = λ(s) (ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà) ÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíîé äè-
íàìè÷åñêîé ïåðåìåííîé, îáåñïå÷èâàþùåé â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè âû-
ïîëíåíèÿ ñâÿçè u2 = 1. Òàê êàê ïðîèçâîäíîé ïî s îò λ(s) â ëàãðàíæèàíå
íåò, óðàâíåíèå Ëàãðàíæà ïî ýòîé ïåðåìåííîé ∂L/∂λ = 0 ïðèâîäèò ê
ñîîòíîøåíèþ u2 = 1. Îñòàëüíûå ïðîèçâîäíûå ëàãðàíæèàíà ïî xα è uα

ðàâíû:

∂L

∂xα
= −q ∂αAβ u

β,
d

ds

(
∂L

∂uα

)
= −qdAα

ds
− d(λuα)

ds
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî dAα/ds = ∂βAα dx
β/ds = ∂βAα u

β, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå:

d(λuα)

ds
= q (∂αAβ − ∂βAα)u

β = qFαβ u
β.

Òàê êàê Fαβ � àíòèñèììåòðè÷åí, ñâ¼ðòêà óðàâíåíèÿ ñ u
α â ïðàâîé ÷àñòè

äàñò íîëü. Â ëåâîé ÷àñòè èìååì:

d(λuα)

ds
uα =

dλ

ds
u2 + λ

duα
ds

uα =
dλ

ds
+
λ

2

d(u2)

ds
=
dλ

ds
= 0,

ãäå ó÷òåíà ñâÿçü u2 = 1. Òàêèì îáðàçîì, λ ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé, ðàâíîé
ìàññå ÷àñòèöû m.
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• Ïåðåéä¼ì ê äèíàìè÷åñêèì óðàâíåíèÿì äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.
Â îñíîâó ëàãðàíæåâîãî ïîäõîäà ïîëîæèì 4-ïîòåíöèàëAα. Ìû õîòèì íàé-
òè óðàâíåíèÿ êîòîðûì îí óäîâëåòâîðÿåò. Ýòè óðàâíåíèÿ äîëæíû áûòü:
1) ëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè (ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè)
2) äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè âòîðîãî ïîðÿäêà.
Ýòè òðåáîâàíèÿ, áëàãîäàðÿ óðàâíåíèÿì Ëàãðàíæà, âûïîëíÿòñÿ, åñëè ëàã-
ðàíæèàí áóäåò íå áîëåå ÷åì êâàäðàòè÷åí ïî ïîëÿì. Èç 4-òîêà jα, ïî-
òåíöèàëà Aα è åãî ïðîèçâîäíûõ ∂αAβ ìîæíî ñôîðìèðîâàòü ñëåäóþùèå
èíâàðèàíòû:

Aαjα, (∂αAβ)(∂
αAβ), (∂αAβ)(∂

βAα), Aαjβ ∂αAβ, jαAβ ∂αAβ, AαAα.

Â ïðèíöèïå, åñëè èõ óìíîæèòü íà íåêîòîðûå êîíñòàíòû è ñëîæèòü, ïî-
ëó÷èòñÿ íàèáîëåå îáùèé ëàãðàíæèàí âåêòîðíîãî ïîëÿ, ñîîòâåòñòâóþùèé
ëèíåéíûì äèíàìè÷åñêèì óðàâíåíèÿì. Ïîñëåäíÿÿ êîìáèíàöèÿ, êâàäðà-
òè÷íàÿ ïî ïîòåíöèàëó AαAα, ïðèâîäèò ê òåîðèè â êîòîðîé ñêîðîñòü ýëåê-
òðîìàãíèòíûõ âîëí îêàçûâàåòñÿ ìåíüøåé ñêîðîñòè ñâåòà, à çàêîí Êóëîíà
íàðóøàåòñÿ. Ïîýòîìó îò ýòîãî ÷ëåíà ìû îòêàæåìñÿ. Ñëåäóþùèå äâà ÷ëå-
íà ñ êîíöà â ýòîì ñïèñêå òàêæå íå ïðèâåäóò ê óðàâíåíèÿì Ìàêñâåëëà.
Ïðè èõ ïîäñòàíîâêå â óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà ïîÿâÿòñÿ ïðîèçâîäíûå òîêà.
Óðàâíåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëîâ ñòàíóò çàâèñåòü íå òîëüêî îò ñêîðîñòåé, íî
è îò óñêîðåíèÿ ÷àñòèö. Õîðîøî ýòî èëè ïëîõî òðóäíî ñêàçàòü. Åñëè êî-
ýôôèöèåíòû ïðè ýòèõ ÷ëåíàõ â ëàãðàíæèàíå ìàëû, òî è âîçíèêàþùèå
ýôôåêòû áóäóò ìàëû. Ïîýòîìó, âîçìîæíî, ïîêà íèêòî è íå îáíàðóæèë
îòêëîíåíèé îò óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà. Òåì íå ìåíåå ìû îòêàæåìñÿ è îò
íèõ, îãðàíè÷èâøèñü òîëüêî ïåðâûìè òðåìÿ èíâàðèàíòàìè:

L = −Aαjα −
a

2
(∂αAβ)(∂

αAβ) +
b

2
(∂αAβ)(∂

βAα).

Ìíîæèòåëü ïðè ïåðâîì ÷ëåíå ëàãðàíæèàíà âûáðàí ðàâíûì -1. Ïîíÿòíî,
÷òî åñëè ëàãðàíæèàí óìíîæèòü íà ïðîèçâîëüíóþ êîíñòàíòó, óðàâíåíèÿ
îò ýòîãî íå ïîìåíÿþòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî îäíó èç êîíñòàíò â ñóììå èíâà-
ðèàíòíûõ êîìáèíàöèé ìîæíî âûáðàòü ïðîèçâîëüíîé.
Âîçüì¼ì ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîèçâîäíûå îò ëàãðàíæèàíà (lH89):

∂L
∂Aβ

= −jβ, ∂L
∂(∂αAβ)

= −a ∂αAβ + b ∂βAα.

Èõ ïîäñòàíîâêà â óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà (7.18) (ñåé÷àñ k = β) ïðèâîäèò ê
ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì ïîëÿ:

a ∂2Aβ − b ∂β∂αA
α = jβ,

ãäå ∂2 = ∂α∂α = ∂2/∂t2 −∆ � îïåðàòîð Ä`Àëàìáåðà.
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Ýòè óðàâíåíèÿ ñîâïàäóò ñ óðàâíåíèÿìè Ìàêñâåëëà, åñëè a = b = 1/4π.
Äåéñòâèòåëüíî, íàïîìíèì, ÷òî óðàâíåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëîâ, ñëåäóþùèå
èç óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà èìåþò âèä (ñòð. 318):

∂2 φ− ∂

∂t

(∂φ
∂t

+∇A
)
= 4πρ, ∂2A+∇

(∂φ
∂t

+∇A
)
= 4πj.

Âûðàæåíèÿ â êðóãëûõ ñêîáêàõ ÿâëÿþòñÿ íè ÷åì èíûì, êàê ñâ¼ðòêîé
∂αA

α. Ïî îïðåäåëåíèþ, êîìïîíåíòû 4-êîâåêòîðà ∂β ðàâíû {∂0,∇}, ïîýòî-
ìó äëÿ 4-âåêòîðà ïðîèçâîäíîé ñ èíäåêñîì ââåðõó èìååì ∂β = {∂0,−∇}.
Åñëè îïðåäåëåíèå êîíñòàíòû a ñêàçûâàåòñÿ ëèøü íà âûáîð åäèíèö

èçìåðåíèÿ ïîëÿ, òî ñ âûáîðîì êîíñòàíòû b ñèòóàöèÿ õèòðåå. Ñâîéñòâà
ïîëåé, â êîíå÷íîì ñ÷¼òå, ïðîÿâëÿþòñÿ ïðè èõ äåéñòâèè íà ïðîáíóþ ÷à-
ñòèöó. Ïîýòîìó â êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêå èçìåðèìûìè ÿâëÿþòñÿ
íàïðÿæ¼ííîñòè ïîëÿ, à íå ïîòåíöèàëû. Ïîñëåäíèå îïðåäåëåíû íåîäíî-
çíà÷íî, ÷òî ïîçâîëÿåò íàëîæèòü íà íèõ êàëèáðîâî÷íîå óñëîâèå, íàïðè-
ìåð â ôîðìå ∂αA

α = 0. Â ýòîì ñëó÷àå, êîíñòàíòà b ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëü-
íîé. Å¼ ìîæíî ïîëîæèòü êàê ðàâíîé íóëþ, òàê è ðàâíîé b = 1/4π. Â
ïîñëåäíåì ñëó÷àå ëàãðàíæèàí ìîæåò áûòü çàïèñàí (lH90) ïðè ïîìîùè
òåíçîðà F αβ:

L = −Aαj
α − 1

16π
FαβF

αβ. (7.22)

×ëåí Aαj
α ñîâïàäàåò ñ ââåäåííûì ðàíåå ëàãðàíæèàíîì äëÿ òî÷å÷íîé

÷àñòèöû ñ ïëîòíîñòüþ çàðÿäà ρ(x, t) = qδ
(
x − x0(t)

)
. Äåéñòâèòåëüíî,

çàïèøåì ÷àñòü äåéñòâèÿ (ñì. (5.73) ñòð. 321):∫
Aαj

α d4x =

∫
Aα qδ

(
x− x0(t)

) dxα0 (t)
dt

dt d3x = q

∫
Aα dx

α.

Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå âçÿò èíòåãðàë ïî îáú¼ìó d3x ñ äåëüòà-ôóíêöèåé.
Ïîòåíöèàë Aα = Aα(x0(t), t) ñòàë çàâèñåòü îò òðàåêòîðèè ÷àñòèöû x0(t)
(ïîýòîìó ìû åãî è äèôôåðåíöèðîâàëè ïðè âûâîäå (7.21)).
Â ðåçóëüòàòå ìîæíî çàïèñàòü åäèíîå äåéñòâèå äëÿ çàðÿäîâ è ïîëåé:

I = −
∑∫

mds−
∑

qAαdx
α − 1

16π

∫
FαβF

αβ d4x. (7.23)

Ñóììèðîâàíèå âåä¼òñÿ ïî âñåì òî÷å÷íûì çàðÿäàì. Ýòî äåéñòâèå ìîæíî
ìèíèìèçèðîâàòü îäíîâðåìåííî è äëÿ ÷àñòèö è ïîëåé. Â ýòîì ñëó÷àå íåò
ðàçäåëåíèÿ íà ïðîáíûå ÷àñòèöû è ÷àñòèöû ñîçäàþùèå ïîëå.
Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ äîáàâèòü ê ëàãðàíæèàíó ýëåê-

òðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ÷ëåí µ2AαA
α/8π, íàéòè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ëî-

ðåíöåâñêîé êàëèáðîâêå (b = 0) (lH91) è ðåøèòü èõ äëÿ ñëó÷àÿ ýëåêòðî-
ñòàòèêè (lH92). Çàòåì ïîëó÷èòü ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé â ñâîáîäíîì
ïðîñòðàíñòâå (âîëíîâûå óðàâíåíèÿ ñ µ ̸= 0) (lH93).
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7.3 Òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà

• Êàê äëÿ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö, äâèæóùèõñÿ âî âíåøíèõ ïîëÿõ, òàê
è äëÿ ñàìèõ ïîëåé, ñïðàâåäëèâû çàêîíû ñîõðàíåíèÿ. Ðàññìîòðèì ñíà÷à-
ëà çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ïðè äâèæåíèè ïðîáíîé ÷àñòèöû â ñòàöèî-
íàðíîì ïîëå. Ïóñòü ïîòåíöèàëû ïîëÿ â ëàãðàíæèàíå ÿâíûì îáðàçîì íå
çàâèñÿò îò âðåìåíè (∂L/∂t = 0). Â ýòîì ñëó÷àå âðåìÿ â íèõ âõîäèò òîëü-
êî ÷åðåç òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû Aα(x) = Aα(x(t)). Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ
Ëàãðàíæà (7.20), ñòð. 432, çàïèøåì ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè:

dL

dt
=
∂L

∂r

dr

dt
+
∂L

∂u

du

dt
=

d

dt

(
∂L

∂u

)
u+

∂L

∂u

du

dt
=

d

dt

(
∂L

∂u
u

)
.

Ïåðåíîñÿ dL/dt â ïðàâóþ ÷àñòü, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ñëåäóþùàÿ âå-
ëè÷èíà, íàçûâàåìàÿ ïîëíîé ýíåðãèåé

E =
∂L

∂u
u− L (7.24)

ñîõðàíÿåòñÿ, ò.å dE/dt = 0. Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè Ëàãðàíæà ïî ñêî-
ðîñòÿì äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ íàçûâàåòñÿ îáîáù¼ííûì èìïóëüñîì.
Äëÿ ôóíêöèè Ëàãðàíæà ñâîáîäíîé ÷àñòèöû L = −m

√
1− u2 îáîáù¼í-

íûé èìïóëüñ ñîâïàäàåò ñ ðåëÿòèâèñòñêèì èìïóëüñîì. Ïðè äâèæåíèè ÷à-
ñòèöû â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå îí �óäëèíÿåòñÿ� (ñòð. 432) çà ñ÷¼ò ÷ëåíà
â ëàãðàíæèàíå (7.19), çàâèñÿùåãî îò ñêîðîñòè:

L = −m
√
1− u2 − qφ+ qAu,

∂L

∂u
=

mu√
1− u2

+ qA.

Ïîäñòàâëÿÿ åãî â âûðàæåíèå äëÿ ïîëíîé ýíåðãèè (7.24), ïîëó÷àåì:

E =
m√

1− u2
+ qφ = E+ qφ. (7.25)

Âåêòîðíûé ïîòåíöèàë ñîêðàùàåòñÿ è ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèöû ðàâíÿåòñÿ
ñóììå ýíåðãèè äâèæåíèÿ E è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Ïîñëåäíÿÿ îïðå-
äåëÿåòñÿ òîëüêî çíà÷åíèåì ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà φ.
Ïðèðàâíèâàÿ ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ ýòîãî âûðàæåíèÿ ïî âðåìåíè íó-

ëþ, ïîëó÷àåì çíàêîìîå âûðàæåíèå ñâÿçè èçìåíåíèÿ ýíåðãèè äâèæåíèÿ
è ñèëû (ïîòåíöèàë φ ÿâíî îò âðåìåíè íå çàâèñèò)

dE
dt

=
dE
dt

+ q (∇φ) dr
dt

=
dE
dt

− Fu = 0,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî ∂A/∂t = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, E = −∇φ, à ìàãíèòíàÿ
ñîñòàâëÿþùàÿ ñèëû ïðè ïðîèçâåäåíèè íà ñêîðîñòü äà¼ò íîëü u[u×B] =
0. Òàêèì îáðàçîì, ñòàöèîíàðíîå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ïîëíóþ ýíåðãèþ
÷àñòèöû E íå ìåíÿåò.
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• Ââåä¼ì ïëîòíîñòü ìàññû òî÷å÷íîé ÷àñòèöû µ(t, r) = mδ(r− r0(t)),
äâèæóùåéñÿ ïî òðàåêòîðèè r0(t). Ïî àíàëîãèè ñ ïëîòíîñòüþ òîêà çàðÿ-
äà (5.73), ñòð. 321 äëÿ íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåùåñòâà îïðåäåëèì
ïëîòíîñòü òîêà ìàññû, óäîâëåòâîðÿþùåãî óðàâíåíèþ íåïðåðûâíîñòè:

Jα = µ
dxα

dt
= {µ, µv}, ∂αJ

α = 0. (7.26)

Êàê è ïëîòíîñòü òîêà çàðÿäà, ïëîòíîñòü òîêà ìàññû ÿâëÿåòñÿ 4-âåêòîðîì,
à ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè � êîâàðèàíòíûì.
Óìíîæèì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà (ñòð. 425):

m
duα

ds
= q F αβuβ

ñëåâà è ñïðàâà íà äåëüòà-ôóíêöèþ δ(r − r0(t)). Ñëåâà ïîëó÷èòñÿ ïëîò-
íîñòü ìàññû µ, à ñïðàâà ïëîòíîñòü çàðÿäà ρ. Òàê êàê ïëîòíîñòü òîêà
çàðÿäà ðàâíà jν = ρdxν/dt = ρuν(ds/dt), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ,
ñïðàâåäëèâîå è äëÿ íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññû è çàðÿäà:

µ
duα

dt
= F αβjβ. (7.27)

Ãîâîðÿ î íåïðåðûâíîé ñðåäå â êîòîðîé ðàñïðåäåë¼í çàðÿä è ìàññà ìû ïîä-
ðàçóìåâàåì, ÷òî â êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà èçìåíÿåòñÿ íå òîëüêî èõ
ïëîòíîñòü íî è ñêîðîñòü. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñêîðîñòü ñòàíîâèòñÿ ôóíêöè-
åé êîîðäèíàò (èìåííî òàê ïîíèìàåòñÿ ïëîòíîñòü òîêà j = ρu). Ïîýòîìó
ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè îò 4-ñêîðîñòè uα = dxα/ds = {γ, γv}
ðàâíà duα/dt = (∂βu

α) dxβ/dt. Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (7.27)
çàðÿæåííîé ñðåäû ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

µ
duα

dt
= Jβ∂βu

α = ∂β(J
β uα) = F αβjβ, (7.28)

ãäå âî âòîðîì ðàâåíñòâå èñïîëüçîâàíî óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè ìàññû
(7.26). Ââåä¼ì ñëåäóþùèé ñèììåòðè÷íûé òåíçîð:

T αβ = Jαuβ = µ
ds

dt
uαuβ = µ

√
1− v2 uαuβ. (7.29)

Ñ åãî ïîìîùüþ óðàâíåíèå äâèæåíèÿ íåïðåðûâíîé çàðÿæåííîé ñðåäû
(7.27) ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∂βT βα = F αβjβ. (7.30)

Âûïèøåì â ÿâíîì âèäå êîìïîíåíòû òåíçîðà T αβ:

T 00 = µγ, T 0i = T i0 = µγvi, T ij = µγvivj,

ãäå γ = 1/
√
1− u2 è v = dr/dt � 3-ñêîðîñòü. Òàêèì îáðàçîì, T 00 � ýòî

ïëîòíîñòü ýíåðãèè äâèæåíèÿ ÷àñòèö, à T 0i � ïëîòíîñòü èõ èìïóëüñà.
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• Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê ñîõðàíåíèþ ýíåðãèè-èìïóëüñà ýëåêòðîìàãíèòíî-
ãî ïîëÿ. Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ îò ëàãðàíæèàíà:

∂βL =
∂L
∂Aγ

∂βAγ +
∂L

∂(∂αAγ)
∂β(∂αAγ).

Â ïåðâîì ñëàãàåìîì ïîäñòàâèì óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà, âî âòîðîì ïåðå-
ñòàâèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂β∂α = ∂α∂β è âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé
ïðîèçâîäíîé ïðîèçâåäåíèÿ:

∂βL = ∂α

(
∂L

∂(∂αAγ)

)
∂βAγ +

∂L
∂(∂αAγ)

∂α(∂βAγ) = ∂α

(
∂L

∂(∂αAγ)
∂βAγ

)
.

Âûðàæåíèå ∂βL, ïðè ïîìîùè ñèìâîëà Êðîíåêåðà, ìîæíî ïåðåïèñàòü â
ñëåäóþùåì âèäå: ∂α(δ

α
βL). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå:

∂αT
α
β = 0, (7.31)

ãäå ââåäåí êàíîíè÷åñêèé òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîëÿ:

T α
β =

∂L
∂(∂αAγ)

∂βAγ − δαβ L. (7.32)

Ïðè ïîìîùè ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà gαβ ìîæíî ïîäíÿòü èíäåêñ β ââåðõ,
ïåðåïèñàâ êàíîíè÷åñêèé òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà â ýêâèâàëåíòíîì âèäå:

T αβ =
∂L

∂(∂αAγ)
∂βAγ − gαβ L. (7.33)

Ðàçáåð¼ìñÿ ñ óðàâíåíèåì (7.31), êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò T αβ. Ïî ñâîåé
ôîðìå ýòî óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè (ñòð. 277):

∂αT
αβ =

∂T 0β

∂t
+∇i T

iβ = 0.

Äëÿ êàæäîãî èç ÷åòûðåõ çíà÷åíèé èíäåêñà β ìû èìååì ñâîé çàêîí ñî-
õðàíåíèÿ, àíàëîãè÷íûé çàêîíó ñîõðàíåíèå çàðÿäà. Ïðè ýòîì T 0β � èìååò
ñìûñë ÷åãî-òî ñîõðàíÿþùåãîñÿ â îáú¼ìå, åñëè ïîòîê âåëè÷èí T iβ ÷åðåç
ïîâåðõíîñòü, îêðóæàþùóþ îáú¼ì ðàâåí íóëþ.
Äëÿ β = 0 ââåä¼ì ïëîòíîñòü ýíåðãèè W = T 00 è ïëîòíîñòü èìïóëüñà

Pi = T i0 è çàïèøåì óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè â âåêòîðíîì âèäå:

∂W

∂t
+∇P = 0.

Ýòî ñîîòíîøåíèå ìû óæå ïîëó÷àëè ïðè ðàññìîòðåíèè ýíåðãèè ýëåêòðî-
ìàãíèòíîãî ïîëÿ (òåîðåìà Ïîéíòèíãà, ñòð. 310).
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• Íàéä¼ì òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà äëÿ ëàãðàíæèàíà ýëåêòðîìàãíèò-
íîãî ïîëÿ â ïóñòîì ïðîñòðàíñòâå (jα = 0)

L = − 1

16π
FµνF

µν = − 1

8π

{
(∂µAν)(∂

µAν)− (∂µAν)(∂
νAµ)

}
.

Ïðîèçâîäíàÿ ëàãðàíæèàíà ïî ∂αAγ ðàâíà −F αγ/4π (lH94), ïîýòîìó:

T αβ = − 1

4π
F αγ∂βAγ +

1

16π
gαβFµνF

µν. (7.34)

Ê òåíçîðó ýíåðãèè-èìïóëüñà ìîæíî ïðèáàâèòü ïðîèçâîäíóþ ∂γ(F
γαAβ),

òàê êàê îíà òîæäåñòâåííî óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ íåïðåðûâíîñòè. Äåé-
ñòâèòåëüíî, íå çàâèñèìî îò óðàâíåíèé äâèæåíèÿ

∂α∂γ(F
γαAβ) = 0,

òàê êàê òåíçîð ∂α∂γ � ñèììåòðè÷åí, à F
γα � àíòèñèììåòðè÷åí è èõ ñâ¼ðò-

êà ðàâíà íóëþ (ñòð. 763). Òàêèì îáðàçîì, åñëè T αβ óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-
íåíèþ íåïðåðûâíîñòè, òî åìó áóäåò óäîâëåòâîðÿòü òàêæå òåíçîð

T αβ 7→ T αβ − 1

4π
∂γ(F

γαAβ).

Ó÷èòûâàÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (7.3), ñòð. 424 c jα = 0, íàïèøåì:

∂γ(F
γαAβ) = F γα ∂γA

β = −F αγ ∂γA
β

è ðàçäåëèâ íà 4π, âû÷òåì èç òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà. Â ðåçóëüòàòå:

T αβ =
1

4π

(
F αγF β

γ +
1

4
gαβ FµνF

µν

)
. (7.35)

Ýòîò òåíçîð ñèììåòðè÷åí ïî α, β è èìååò íóëåâîé ñëåä: T α
α = 0 (lH95).

Òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà (7.34), ïîëó÷åííûé ïî ôîðìóëå (7.33) íàçû-
âàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì. Ýòîò òåíçîð çàâèñèò êàê îò íàïðÿæåííîñòåé ïîëÿ,
òàê è îò ïîòåíöèàëîâ. Â îòëè÷èå îò íåãî, ñèììåòðè÷íûé òåíçîð (7.35) îò
ïîòåíöèàëîâ íå çàâèñèò. Ãîâîðÿò, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ êàëèáðîâî÷íî èíâàðè-
àíòíûì. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ñäåëàòü ïðåîáðàçîâàíèå Aα 7→ Aα + ∂αΛ,
ãäå Λ � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ êîîðäèíàò, òî òåíçîð íàïðÿæåííîñòåé
Fαβ = ∂αAβ − ∂βAα íå èçìåíèòñÿ. Íå ïîìåíÿþòñÿ òàêæå óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ è ñèììåòðè÷íûé òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà. Òàê êàê ôèçè÷å-
ñêèå ðåçóëüòàòû íå äîëæíû çàâèñåòü îò ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè Λ, áîëåå
ïðåäïî÷òèòåëüíûìè ÿâëÿþòñÿ êàëèáðîâî÷íî èíâàðèàíòíûå âûðàæåíèÿ.
Òåì íå ìåíåå ïðîèçâîë â âûáîðå òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà (äîáàâëåíèå
ê íåìó âûðàæåíèÿ àâòîìàòè÷åñêè óäîâëåòâîðÿþùåãî óðàâíåíèþ íåïðå-
ðûâíîñòè) íå ñêàçûâàåòñÿ íà ôèçè÷åñêèõ âûâîäàõ. Ìû âåðí¼ìñÿ ê ýòîìó
âîïðîñó ÷óòü ïîçæå.
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• Âûøå ìû ñèììåòðèçîâàëè òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà, ïðåäïîëàãàÿ,
÷òî çàðÿäîâ, ñîçäàþùèõ ïîëå â ïðîñòðàíñòâå íåò (ñâîáîäíîå ýëåêòðîìàã-
íèòíîå ïîëå). Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà òîêè íå ðàâíû íóëþ, â ñèëó óðàâ-
íåíèÿ (7.30), áóäåò ñîõðàíÿòüñÿ ñóììà òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà ïîëÿ
(7.35) è ÷àñòèö (7.29):

∂α(T
αβ + T αβ) = 0. (7.36)

Äîêàæåì ýòî, âû÷èñëèâ 4-äèâåðãåíöèþ îò (7.35):

4π ∂αT
α
β = (∂αF

αγ)︸ ︷︷ ︸
4πjγ

Fγβ + F αγ∂αFγβ +
1

2
F µν∂βFµν︸ ︷︷ ︸

0

.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè, áëàãîäàðÿ êîâàðèàíòíîìó óðàâíåíèþ
Ìàêñâåëëà, áóäåò ïðîïîðöèîíàëüíî 4-òîêó. Ñóììà ïîñëåäíèõ äâóõ ñëà-
ãàåìûõ ðàâíà íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî, âî âòîðîì ñëàãàåìîì ïåðåîáîçíà÷èì
íåìûå (ñóììàöèîííûå) èíäåêñû α 7→ µ, γ 7→ ν, à â òðåòüåì ñëàãàåìîì
ïîäñòàâèì âòîðîå êîâàðèàíòíîå óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà (áåç èñòî÷íèêîâ)
(7.4) ñòð. 425:

∂βFµν = −∂µFνβ − ∂νFβµ.

Â ðåçóëüòàòå ñóììà ïîñëåäíèõ äâóõ ñëàãàåìûõ, ïîìå÷åííûõ ôèãóðíîé
ñêîáêîé ðàâíà:

F µν∂µFνβ −
1

2
F µν∂µFνβ −

1

2
F µν∂νFβµ =

1

2
F µν∂µFνβ −

1

2
F µν∂νFβµ.

Â ïîñëåäíåì ñëàãàåìîì ïåðåîáîçíà÷èì èíäåêñû µ 7→ ν, ν 7→ µ è ïîëó÷èì,
â ñèëó àíòèñèììåòðèè F µν = −F νµ, íîëü. Òàêèì îáðàçîì:

∂αT
α
β = −Fβγj

γ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì (7.30) äëÿ òåíçîðà ýíåðãèè-
èìïóëüñà âåùåñòâà èìååì ∂αT α

β = Fβγj
γ. Ïîýòîìó 4-äèâåðãåíöèÿ ñóììû

T αβ + T αβ áóäåò ðàâíà íóëþ.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â çàêîíå ñîõðàíåíèÿ (7.36) ïîëÿ è çàðÿäû âõî-
äÿò ðàâíîïðàâíûì îáðàçîì. Ýòîò çàêîí áóäåò âûïîëíÿòüñÿ, åñëè îäíî-
âðåìåííî èñïîëüçóþòñÿ óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà äëÿ ïîëåé, ñîçäàâàåìûõ
çàðÿäàìè è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (ñèëà Ëîðåíöà) äëÿ ýòèõ-æå çàðÿäîâ â
ñîçäàâàåìûõ èìè ïîëÿõ. Òàêèì îáðàçîì, íå ïðîèçâîäèòñÿ ðàçäåëåíèÿ íà
èñòî÷íèêè ïîëÿ è ïðîáíûå çàðÿäû (ñì. òàêæå ñòð. 311).
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• Â çàêëþ÷åíèå âûðàçèì êîìïîíåíòû òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà:

T αβ =
1

4π

(
gµνF

αµF νβ +
1

4
gαβ FµνF

µν

)
÷åðåç íàïðÿæ¼ííîñòè ïîëÿ. Äëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â êðóãëûõ ñêîáêàõ,
èìååì:

gµνF
0µF ν0 = −F 0iF i0 = E2, gµνF

0µF ν1 = −F 0iF i1 = [E×B]x,

è ò.ä. Âî âòîðîì ñëàãàåìîì ñòîèò èíâàðèàíò FµνF
µν = 2(B2−E2). Ïîýòî-

ìó êîìïîíåíòû òåíçîðà ñ íóëåâûì èíäåêñîì ðàâíû ïëîòíîñòÿì ýíåðãèè
è èìïóëüñà (ñòð. 311):

T 00 = W =
E2 +B2

8π
, T 0i = T i0 = Pi =

[E×B]i

4π
. (7.37)

Àíàëîãè÷íî ðàñïèñûâàþòñÿ ïðîñòðàíñòâåííûå êîìïîíåíòû òåíçîðà. Ýòî
äà¼ò òåíçîð ïîòîêà èìïóëüñà (ñì. ñòð. 312):

T ij = Tij = σij = δijW − EiEj +BiBj

4π
. (7.38)

Ïîëó÷åííûå â ãëàâå 5 çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà íåïî-
ñðåäñòâåííî ñëåäóþò èç óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè ∂µ(T

µν + T µν) = 0.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü çàðÿäû, íàõîäÿùèåñÿ â îáú¼ìå V , îêðóæåííîì ïî-
âåðõíîñòüþ S, ýòó ïîâåðõíîñòü íå ïåðåñåêàþò, îñòàâàÿñü, âíóòðè îáú¼ìà.
Çàïèøåì äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ èíòåãðàëüíóþ ôîðìó óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíî-
ñòè:

d

dt

∫
V

(T 0ν + T 0ν)d3r+

∫
S

T iν dSi = 0.

Ïðè ν = 0 ïëîòíîñòü ýíåðãèè ñðåäû ñèñòåìû òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ ðàâíà:

T 00(t, r) = µγ =
∑
k

mkδ(r− rk(t))√
1− v2

k(t))
.

Èíòåãðèðóÿ ïî d3r, ïîëó÷àåì ñóììàðíóþ ýíåðãèþ äâèæåíèÿ çàðÿäîâ.
Âûðàæåíèå æå äëÿ ýíåðãèè-èìïóëüñà ïîëÿ äàþò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåð-
ãèè (5.58), ñòð. 311. Àíàëîãè÷íî äëÿ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà
Ìîæåò âîçíèêíóòü âîïðîñ, ïî÷åìó íåëüçÿ îãðàíè÷èòñÿ ïëîòíîñòÿìè

ýíåðãèè è èìïóëüñà è ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü òåíçîð? Äåëî â òîì,
÷òî â îòëè÷èè, íàïðèìåð, îò ïëîòíîñòè òîêà, ÷åòâ¼ðêà âåëè÷èí {W,P}
íå îáðàçóåò 4-âåêòîðà. Â ýòîì ëåãêî óáåäèòüñÿ, ïîäñòàâèâ â íèõ ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà äëÿ íàïðÿæ¼ííîñòåé ïîëÿ. Ïðîñòûìè òðàíñôîðìà-
öèîííûìè ñâîéñòâàìè îáëàäàåò èìåííî òåíçîð T αβ, ÷àñòüþ êîìïîíåíò
êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ïëîòíîñòè ýíåðãèè è èìïóëüñà.
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7.4 Òåîðåìà Í¼òåð

Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ òåñíî ñâÿçàíû ñî ñóùåñòâîâàíèåì ðàçëè÷íûõ ñèì-
ìåòðèé. Íàëè÷èå ñèììåòðèè îçíà÷àåò, ÷òî ïðè îïðåäåë¼ííûõ íåïðåðûâ-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ äåéñòâèå (èíòåãðàë îò ëàãðàíæèàíà) íå ìåíÿåòñÿ.
Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî íå ìåíÿþòñÿ è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ. Ñ êàæ-
äîé ïîäîáíîé ñèììåòðèåé ñâÿçàí îïðåäåë¼ííûé çàêîí ñîõðàíåíèÿ (Ýììè
Í¼òåð, 1918 ã.)
Ïóñòü ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò è ïîëåé,

çàâèñÿùèå îò m âåùåñòâåííûõ ïàðàìåòðîâ ωa = (ω1, ..., ωm):

xµ 7→ x′µ = fµ(x, ω), Ψk(x) 7→ Ψ′
k(x

′) = Fk(Ψ(x), ω), (7.39)

êîòîðûå îñòàâëÿþò èíâàðèàíòíûì äåéñòâèå:∫
Ω′

L
[
Ψ′(x′)] d4x′ =

∫
Ω

L
[
Ψ(x)

]
d4x (7.40)

(ìû ïîêà íå êîíêðåòèçèðóåì òðàíñôîðìàöèîííûå ñâîéñòâà ïîëÿ Ψk(x)
è äëÿ êðàòêîñòè îïóñêàåì çàâèñèìîñòü L îò ïðîèçâîäíûõ ∂µΨk).
Íàïðèìåð, �ïðèëè÷íàÿ� ïîëåâàÿ òåîðèÿ äîëæíà áûòü èíâàðèàíòíà îò-

íîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà. Â ÷àñòíîñòè óðàâíåíèÿ ïîëÿ âû-
ãëÿäÿò îäèíàêîâûì îáðàçîì äëÿ âñåõ èíåðöèàëüíûõ íàáëþäàòåëåé. Îá-
ðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â óñëîâèè èíâàðèàíòíîñòè (7.40), íåñìîòðÿ íà ìíî-
æåñòâî øòðèõîâ, ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà L ñòîèò îäíà è òà æå â ëåâîé è
ïðàâîé ÷àñòè (ïîýòîìó óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ íå ìåíÿþòñÿ). Ïðè ýòîì îá-
ëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ Ω äëÿ ðàçëè÷íûõ íàáëþäàòåëåé (äî è ïîñëå ïðå-
îáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà) ðàçëè÷íàÿ:

Âûøå íà ïåðâîì ðèñóíêå èçîáðàæåíû ôóíêöèè ïîëÿ â äâà ìîìåíòà âðå-
ìåíè Ψ(t1,x) è Ψ(t2,x). Çíà÷åíèÿ ýòèõ ôóíêöèé çàäàþòñÿ ïðè âûâîäå
óðàâíåíèé Ëàãðàíæà (ñòð.431). Îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ Ω, îãðàíè÷åí-
íàÿ �òð¼õìåðíûìè ïðîñòðàíñòâàìè� â ìîìåíòû âðåìåíè t = t1 è t = t2
ïðèâåäåíà íà âòîðîì ðèñóíêå. Ýòà æå îáëàñòü â äðóãîé èíåðöèàëüíîé
ñèñòåìå áóäåò îãðàíè÷åíà íàêëîííûìè ê îñè âðåìåíè ãèïåðïëîñêîñòÿ-
ìè γ (t′ + vx′) = t1,2. Â îáùåì ñëó÷àå îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ Ω ìî-
æåò áûòü îãðàíè÷åíà äâóìÿ ïðîèçâîëüíî �èçîãíóòûìè� ïðîñòðàíñòâåííî-
ïîäîáíûìè ãèïåðïîâåðõíîñòÿìè.
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• Ðàçáåð¼ì ïîäðîáíåå çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ Ψ′
k(x

′) = Fk(Ψ(x), ω).
Ïóñòü â êà÷åñòâå ïðåîáðàçîâàíèÿ 4-êîîðäèíàò âûñòóïàþò ïðåîáðàçîâà-
íèÿ Ëîðåíöà ñ ïàðàìåòðàìè ω = (v,ϕ), ãäå v � ñêîðîñòü ñèñòåìû îòñ÷¼òà,
à ϕ � óãëû ïîâîðîòà å¼ êîîðäèíàòíûõ îñåé. Â ýòîì ñëó÷àå m = 6.
Ñêàëÿðíûì ïîëåì íàçûâàþò ôóíêöèþ, çíà÷åíèå êîòîðîé, ïî îïðåäå-

ëåíèþ, îäèíàêîâîå âî âñåõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà:

Ψ′(x′) = Ψ(x).

Ïðåäñòàâèì, íàïðèìåð, ÷òî â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà �ñòîÿò�
íàáëþäàòåëè ñèñòåìû îòñ÷¼òà S ñ ñèíõðîíèçèðîâàííûìè ÷àñàìè. Êàæ-
äûé èç íèõ �ïîêàçûâàåò� âñåì æåëàþùèì öèôåðáëàò ñâîèõ ÷àñîâ. Â ðå-
çóëüòàòå, âî âñ¼ì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû S çàäàíà ôóíêöèÿ Ψ(x) = t.
Îíà ïîñòîÿííà â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè äëÿ íàáëþäàòåëåé â S. Ýòè
öèôåðáëàòû ìîãóò âèäåòü ñîñåäíèå ê íèì íàáëþäàòåëè èç äðóãîé ñè-
ñòåìû S ′, äâèæóùèåñÿ ñî ñêîðîñòüþ v. Â ñèëó ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà
t = γ (t′ + v x′). Ïîýòîìó, ýòà æå ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ (ïîêàçàíèÿ ÷àñîâ â
ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà) áóäåò èìåòü â ñèñòåìå S ′ äðóãóþ ôóíê-
öèîíàëüíóþ çàâèñèìîñòü îò êîîðäèíàò è âðåìåíè Ψ′(x′) = γ (t′ + v x′).
Îäíàêî å¼ çíà÷åíèå (÷èñëî â äàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè) â
ñèñòåìå S ′ áóäåò òàêèì æå, êàê è ó Ψ(x), òàê êàê ýòî ïðîñòî ïîëîæåíèå
ñòðåëêè íà ÷àñàõ ñèñòåìû S.
Âåêòîðíîå ïîëå � íàáîð èç 4-õ ôóíêöèé êîòîðûå â äàííîé òî÷êå 4-

ïðîñòðàíñòâà èìåþò ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ â ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà.
Ýòè çíà÷åíèÿ ñâÿçàíû ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà. Íàïðèìåð,
4-ïîòåíöèàë Aν(x) = {φ,A} ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïîëåì:

φ′(x′) = γ (φ(x)− vA(x)), A′(x′) = A(x)− γvφ(x) + Γv(vA(x)).

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â ëåâîé ÷àñòè ïðåîáðàçîâàíèé àðãóìåíòû ó ôóíê-
öèé x′ = {t′,x′} èìåþò øòðèõè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîëå â îáîèõ ñèñòåìàõ
ñðàâíèâàåòñÿ â îäíîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà, â îäèí è òîò æå ìîìåíò âðå-
ìåíè (ôèêñèðîâàííîå ñîáûòèå 4-ïðîñòðàíñòâà). Õîòÿ ñîáûòèå îäíî, åãî
îïèñàíèå (êîîðäèíàòû, âðåìÿ) äëÿ íàáëþäàòåëåé â ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ
îòñ÷¼òà ðàçëè÷íî è òàêæå ñâÿçàíî ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ëîðåíöà.
Òåíçîðíîå ïîëå âòîðîãî ðàíãà � íàáîð èç 16 ôóíêöèé (äâà èíäåêñà).

Èõ çíà÷åíèÿ â äàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè äëÿ íàáëþäàòåëåé â
äâóõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà ñâÿçàíû êàê ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ âåêòîðíûõ ïîëåé.
Íàïðèìåð, òåíçîð ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ òåíçîðíûì ïîëåì:

F ′µν(x′) = Λµ
αΛ

ν
β F

αβ(x).

Èíäåêñîâ ó òåíçîðíîãî ïîëÿ ìîæåò áûòü åñòåñòâåííî áîëüøå äâóõ.
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• Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïàðàìåòðèçàöèÿ ïðåîáðàçîâàíèé (7.39) âûáðàíà
òàêèì îáðàçîì, ÷òî, ïðè íóëåâûõ ïàðàìåòðàõ ïîëó÷àþòñÿ òîæäåñòâåí-
íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ f(x, 0) = x è F (Ψ, 0) = Ψ (äëÿ êðàòêîñòè èíîãäà
áóäåì îïóñêàòü èíäåêñû ó êîîðäèíàò, ïîëåé è ïàðàìåòðîâ, åñëè ýòî íå
ïðèâîäèò ê íåîäíîçíà÷íîñòè). Ðàçëîæèì â ðÿä Òåéëîðà ïî ìàëûì ω ïðå-
îáðàçîâàíèå êîîðäèíàò è ïîëåâûõ ôóíêöèé:

x′µ = fµ(x, ω) ≈ xµ+δxµ, Ψ′
k(x

′) = Fk(Ψ(x), ω) ≈ Ψk(x)+δΨk(x),

ãäå îòêëîíåíèÿ îò òîæäåñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ðàâíû (ïî a ñóììà):

δxµ =
∂fµ

∂ωa

∣∣∣
ω=0

· ωa = Xµ
a ω

a, δΨk(x) =
∂Fk

∂ωa

∣∣∣
ω=0

· ωa = Yk,a ω
a.

Ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ ïîëåé ìîæåò èçìåíÿòüñÿ êàê èõ çíà÷åíèå (äëÿ âåê-
òîðíûõ è òåíçîðíûõ), òàê è ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü îò êîîðäèíàò
è âðåìåíè. Ðàçäåëèì ýòè äâà èçìåíåíèÿ è íàéä¼ì ñâÿçü ìåæäó íèìè.
Äëÿ ýòîãî ðàçëîæèì ïî ìàëûì δx ïîëíîå èçìåíåíèå ïîëÿ:

Ψ′
k(x

′) = Ψ′
k(x+ δx) = Ψ′

k(x) + δxµ ∂µΨk(x)

(âî âòîðîì ðàâåíñòâå øòðèõ ó Ψ â ∂µΨk(x) îïóùåí, òàê êàê ìû îãðàíè÷è-
âàåìñÿ ïåðâûì ïîðÿäêîì ìàëîñòè ïî ω, à îíè óæå ïðèñóòñòâóþò â δxµ).
Ñ äðóãîé ñòîðîíû Ψ′

k(x
′) = Ψk(x) + δΨk(x), ïîýòîìó èçìåíåíèå ôîðìû

ôóíêöèè (áåç èçìåíåíèÿ êîîðäèíàò) ïðè ìàëûõ ïàðàìåòðàõ âåä¼ò ñåáÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ψ′
k(x) = Ψk(x) + δ̄Ψk(x), δ̄Ψk(x) = δΨk(x)− δxµ ∂µΨk(x).

Ýòî ôóíêöèîíàëüíîå èçìåíåíèå ñîñòîèò èç ïîëíîãî èçìåíåíèÿ δΨ(x) çà
âû÷åòîì òðàíñôîðìàöèè, ïðè èçìåíåíèè òîëüêî àðãóìåíòîâ ôóíêöèè.
Îáðàòèì âíèìàíèå íà ÷åðòó δ̄, ïîìå÷àþùóþ èçìåíåíèå ôîðìû.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì îïèñàííîå ðàíåå ñêàëÿðíîå ïîëå, äàþ-

ùåå ïîêàçàíèÿ ÷àñîâ ñèñòåìû S. Ïî îïðåäåëåíèþ, åãî çíà÷åíèå íå ìåíÿ-
åòñÿ ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëîðåíöà (îäèíàêîâî âî âñåõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà).
Ïîýòîìó δΨ(x) = 0. Îäíàêî ôóíêöèîíàëüíàÿ ôîðìà ïîëÿ Ψ(x) ðàçëè÷íà
â ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà. Òàê êàê Ψ′(x′) = γ (t′ + vx′), òî îïóñêàÿ
øòðèõ ó êîîðäèíàò è âðåìåíè è ðàñêëàäûâàÿ ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó ïðå-
îáðàçîâàíèÿ ωa = va, èìååì:

Ψ′(x) = t+ vx = Ψ(x) + vx.

Ïîýòîìó ìàëîå ôóíêöèîíàëüíîå èçìåíåíèå ðàâíî δ̄Ψ(x) = vx. Â êà÷å-
ñòâå óïðàæíåíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ íàéòè (lH96) ïîëíîå è ôóíêöèîíàëüíîå
èçìåíåíèÿ âåêòîðíîãî 4-ïîòåíöèàëà çàðÿäà, äâèæóùåãîñÿ ñ ïîñòîÿííîé
ñêîðîñòüþ Aα(x) = Quα/

√
a2 + (x · u)2 − x2 (ñòð. 426).
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• Â óñëîâèè èíâàðèàíòíîñòè (7.40) ïåðåìåííàÿ x′ â ëåâîé ÷àñòè ÿâëÿ-
åòñÿ îáû÷íîé �íåìîé� ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ è ìîæåò áûòü ïåðå-
îáîçíà÷åíà ëþáûì ñèìâîëîì. Ïîýòîìó îïóñòèì ó íå¼ øòðèõ:∫

Ω′

L
[
Ψ′(x)] d4x =

∫
Ω

L
[
Ψ(x)

]
d4x (7.41)

Òàê êàê ýòî íå çàìåíà ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ, à òîëüêî å¼ ïåðå-
îáîçíà÷åíèå, îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ Ω′ íå èçìåíÿåòñÿ è øòðèõ ó íå¼
îñòàëñÿ. Ìû ðàññìàòðèâàåì ðàçëîæåíèå ïî ïàðàìåòðàì ïðåîáðàçîâàíèÿ
ïðè êîòîðîì çíà÷åíèÿ ñòàðûõ êîîðäèíàò è íîâûõ îòëè÷àþòñÿ íåçíà÷è-
òåëüíî: x′ν = xν+δxν. Ñîîòâåòñòâåííî íåçíà÷èòåëüíî îòëè÷àþòñÿ è îáëà-
ñòè èíòåãðèðîâàíèÿ Ω è Ω′. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè êîîðäèíàò G(x)
ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà:∫

Ω′

G(x) d4x ≈
∫
Ω

{G(x) + ∂µ(G(x) δx
µ)} dx4. (7.42)

Äëÿ å¼ äîêàçàòåëüñòâà ïîñòàâèì â ëåâîé ÷àñòè ôîðìóëû ó êîîðäèíàò
øòðèõè è ñäåëàåì ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî îá-
ëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ èçìåíèòñÿ. Ïðè çàìåíå ïåðåìåííûõ äîïîëíèòåëü-
íî ïîÿâëÿåòñÿ ìíîæèòåëü ÿêîáèàíà ïðåîáðàçîâàíèÿ:∫

Ω′

G(x′) d4x′ =

∫
Ω

G(x+ δx)

∣∣∣∣∂x′ν∂xµ

∣∣∣∣ d4x.
Äëÿ áåñêîíå÷íî ìàëîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ÿêîáèàí (îïðåäåëèòåëü ïðîèç-
âîäíûõ ñòàðûõ êîîðäèíàò ïî íîâûì) âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:∣∣∣∣∂x′ν∂xµ

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∂(xν + δxν)

∂xµ

∣∣∣∣ = |δνµ + ∂µδx
ν| =

∣∣∣∣1 + ∂0δx
0 ∂0δx

1

∂1δx
0 1 + ∂1δx

1

∣∣∣∣ ,
ãäå äëÿ êðàòêîñòè çàïèñàíà ìàòðèöà äëÿ 2-õ èçìåðåíèé. Îïðåäåëèòåëü
ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî δx ðàâåí: 1+ ∂0δx

0 + ∂1δx
1. Ïîýòîìó∫

Ω′

G(x′) d4x′ ≈
∫
Ω

{G(x) + δxµ∂µG(x)}(1 + ∂νx
ν) d4x.

Â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ ïðîâåäåíî ðàçëîæåíèå ôóíêöèè G(x + δx) â ðÿä
Òåéëîðà ïî δxν . Ïåðåìíîæàÿ ñêîáêè, ñîõðàíÿÿ ïåðâûé ïîðÿäîê ïî δx, è
ó÷èòûâàÿ ôîðìóëó ïðîèçâîäíîé ïðîèçâåäåíèÿ, ïîëó÷àåì (7.42). Øòðèõ
â ëåâîé ÷àñòè ó ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæíî îïóñòèòü.
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Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå èíâàðèàíòíîñòè äåéñòâèÿ (7.41) ñ îäèíàêîâû-
ìè îáëàñòÿìè èíòåãðèðîâàíèÿ èìååò âèä:∫

Ω

{
L
[
Ψ′(x)] + ∂µ(L

[
Ψ(x)] δxµ)

}
dx4 =

∫
Ω

L
[
Ψ(x)] dx4. (7.43)

Âî âòîðîì ñëàãàåìîì â ëåâîé ÷àñòè øòðèõ ó Ψ ñíîâà îïóùåí, òàê êàê ìû
óäåðæèâàåì ïåðâûé ïîðÿäîê ìàëîñòè ïî ω, à òàì óæå ñòîèò ìíîæèòåëü
δxµ, ñîäåðæàùèé ω. Ðàçëîæèì â ðÿä ïî ω ïåðâîå ñëàãàåìîå:

L
[
Ψ′(x)] = L

[
Ψ(x) + δ̄Ψ(x), ∂Ψ(x) + ∂δ̄Ψ]

â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïî ω (ïî k ñóììà):

L
[
Ψ′(x)] = L

[
Ψ(x)] +

∂L
∂Ψk

δ̄Ψk(x) +
∂L

∂(∂µΨk)
∂µδ̄Ψk(x).

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðàçëîæåíèå â (7.43) è çàìåíÿÿ ïðîèçâîäíóþ ∂L/∂Ψk ïðè
ïîìîùè óðàâíåíèé Ëàãðàíæà (7.18), ñòð. 431, ïîëó÷àåì:∫

Ω

{
∂µ

(
∂L

∂(∂µΨk)

)
δ̄Ψk +

∂L
∂(∂µΨk)

∂µδ̄Ψk + ∂µ(L δxµ)
}
dx4 = 0.

Ôóíêöèîíàëüíîå èçìåíåíèå δ̄Ψ(x) = Ψ′(x) − Ψ(x) òî÷íî òàêæå âûãëÿ-
äèò è äëÿ ïðîèçâîäíûõ ïîëåé δ̄ [∂µΨ(x)] = ∂µΨ

′(x) − ∂µΨ(x). Ïîýòîìó
∂µδ̄Ψk = δ̄∂µΨk, è â ïðåäûäóùåì ñîîòíîøåíèè ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ
ñâîðà÷èâàþòñÿ â îäíî êàê ïðîèçâîäíàÿ ïðîèçâåäåíèÿ:∫

Ω

∂µ

(
∂L

∂(∂µΨk)
δ̄Ψk + L δxµ

)
dx4 = 0.

Ïîäñòàâèì èçìåíåíèå ôóíêöèîíàëüíîé ôîðìû ïîëÿ δ̄Ψk = δΨk−δxν∂νΨk,
âûðàæåííîå ÷åðåç ïîëíîå èçìåíåíèå ïîëÿ δΨ. Èçìåíåíèå êîîðäèíàò è
ïîëÿ çàïèøåì ïðè ïîìîùè êîýôôèöèåíòîâ Xµ

a è Yk,a ðàçëîæåíèÿ ïî ïà-
ðàìåòðàì ïðåîáðàçîâàíèé: δxν = Xν

a ω
a è δΨk(x) = Yk,a ω

a:∫
Ω

∂µ

(
∂L

∂(∂µΨk)
(Yk,a −Xν

a ∂νΨk) + LXµ
a

)
ωa dx4 = 0.

Ýòî âûðàæåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîé îáëàñòè Ω è ïàðàìåòðîâ ωa, ïî-
ýòîìó îíî áóäåò ðàâíî íóëþ òîëüêî, åñëè íóëþ ðàâíà ïîäûíòåãðàëüíàÿ
ôóíêöèÿ.
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Ñôîðìóëèðóåìòåîðåìó Í¼òåð. Ïóñòü äåéñòâèå (è ñëåäîâàòåëüíî óðàâ-
íåíèÿ äâèæåíèÿ) èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò
x′µ = fµ(x, ω) è ïîëåé Ψ′

k(x
′) = Fk(Ψ(x), ω), çàâèñÿùèõ îò m ïàðàìåòðîâ

ω = (ω1, ..., ωm). Òîãäà ñóùåñòâóåò m ñîõðàíÿþùèõñÿ òîêîâ Jµ
a , êîòîðûå

íóìåðóþòñÿ ïðè ïîìîùè èíäåêñà a = 1, ...,m:

Jµ
a =

∂L
∂(∂µΨk)

Yk,a −
{

∂L
∂(∂µΨk)

∂νΨk − δµν L
}
Xν

a . (7.44)

Ýòè òîêè óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì íåïðåðûâíîñòè:

∂µJ
µ
a = 0. (7.45)

Êîýôôèöèåíòû Xν
a è Yk,a, çàâèñÿùèå îò êîîðäèíàò è ïîëåâûõ ôóíê-

öèé, ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïðåîáðàçîâàíèé ïî ïàðàìåòðàì
â îêðåñòíîñòè òîæäåñòâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ:

Xµ
a =

∂fµ(x, ω)

∂ωa

∣∣∣
ω=0

, Yk,a =
∂Fk(Ψ, ω)

∂ωa

∣∣∣
ω=0

. (7.46)

Óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè, êàê îáû÷íî, îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå ñî-
õðàíÿþùåéñÿ âåëè÷èíû. Ðàñïèñûâàÿ åãî â ÿíîì âèäå:

∂µJ
µ
a =

∂J0
a

∂t
+∇jJ

j
a = 0

è èíòåãðèðóÿ ïî íåêîòîðîé îáëàñòè 3-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, èìååì:

dQa

dt
= −

∫
S

J j
a dSj, Qa =

∫
V

J0
a(t,x) d

3x,

ãäå ïðèìåíåíà òåîðåìà Ãàóññà äëÿ ïåðåõîäà îò îáú¼ìíîãî èíòåãðàëà ê ïî-
âåðõíîñòíîìó. Àíàëîãè÷íî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà, ïðîñòðàíñòâåííûå
êîìïîíåíòû J j

a ñîõðàíÿþùåãîñÿ òîêà èìåþò ñìûñë íåêîòîðîãî âåêòîðà
ïîòîêà, êîòîðûé ìåíÿåò �çàðÿäû� Qa â îáú¼ìå V , ïðè ïåðåñå÷åíèè ýòèì
ïîòîêîì ïîâåðõíîñòè S, îêðóæàþùåé îáú¼ì.

Åñëè ïîëÿ íà áåñêîíå÷íîñòè óáûâàþò, ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë ðàâåí
íóëþ è �çàðÿä� Qa âî âñ¼ì ïðîñòðàíñòâå ñîõðàíÿåòñÿ:

dQa

dt
= 0.

Â îáùåì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò m ðàçíîâèäíîñòåé òàêèõ ñîõðàíÿþùèõñÿ çà-
ðÿäîâ, ïî ÷èñëó ïàðàìåòðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ ω.
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7.5 Ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû Í¼òåð

• Ðàññìîòðèì òðàíñëÿöèîííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâå è âî
âðåìåíè áåç èçìåíåíèÿ ïîëåâûõ ôóíêöèé:

xν 7→ x′ν = xν + ων, Ψ′
k(x

′) = Ψk(x). (7.47)

Ôèçè÷åñêè ïîäîáíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì. Ïóñòü åñòü äâå ñèñòåìû îòñ÷¼òà S ′ è S, êîòîðûå íåïîäâèæíû îò-
íîñèòåëüíî äðóã äðóãà. Íàáëþäàòåëè â S èçìåðÿþò êîîðäèíàòû è âðåìÿ
îòíîñèòåëüíî âûáðàííîãî èìè íà÷àëà îòñ÷¼òà. Íà÷àëî îòñ÷¼òà ñèñòåìû
S ′ ñäâèíóòî â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå îòíîñèòåëüíî íà÷àëà S íà âåêòîð
ω = {ω1, ω2, ω3}. Îòñ÷¼ò âðåìåíè òàêæå ñäâèíóò íà ω0. Òàê êàê ñèñòåìû
íåïîäâèæíû, ëþáàÿ ôóíêöèÿ (íåâàæíî ñêàëÿðíàÿ èëè âåêòîðíàÿ) áóäåò
èìåòü îäíî è òîæå çíà÷åíèå â äàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà, êîòîðàÿ èìååò
ðàçíûå êîîðäèíàòû â îáîèõ ñèñòåìàõ. Èìåííî ýòî è çàïèñàíî â (7.47).

Åñëè ëàãðàíæèàí íå çàâèñèò ÿâíî îò xν (òîëüêî ÷åðåç ïîëåâûå ôóíê-
öèè), òî äåéñòâèå è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ áóäóò èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëü-
íî òðàíñëÿöèîííûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Â äàííîì ñëó÷àå èíäåêñ a, íóìåðó-
þùèé ïàðàìåòðû, ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ îò 0 äî 3 è ÿâëÿåòñÿ îáû÷íûì
èíäåêñîì 4-ìåðíîãî êîâàðèàíòíîãî ôîðìàëèçìà:

Xν
µ =

∂(xν + ων)

∂ωµ

∣∣∣
ω=0

= δνµ, Yk,µ = 0.

Ïîýòîìó ñîõðàíÿþùèéñÿ í¼òåðîâñêèé òîê (7.44) ñ îáðàòíûì çíàêîì ðà-
âåí êàíîíè÷åñêîìó òåíçîðó ýíåðãèè-èìïóëüñà (7.32), ñòð. 438:

−Jµ
ν = T µ

ν =
∂L

∂(∂µΨk)
∂νΨk − δµν L. (7.48)

Òàêèì îáðàçîì, ñîõðàíåíèå ýíåðãèè è èìïóëüñà ïîëÿ ñâÿçàíî ñ ñèììåò-
ðèåé óðàâíåíèé äâèæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ âî âðåìåíè t′ = t+ω0 è
òðàíñëÿöèé (ñäâèãîâ íà âåêòîð ω) â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå x′ = x+ ω.

Òåîðåìà Í¼òåð ïðè ïðîèçâîëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ìîæåò áûòü çà-
ïèñàíà â áîëåå êîìïàêòíîé ôîðìå ïðè ïîìîùè êàíîíè÷åñêîãî òåíçîðà
ýíåðãèè èìïóëüñà:

Jµ
a =

∂L
∂(∂µΨk)

Yk,a − T µ
ν X

ν
a . (7.49)

Ñëåäîâàòåëüíî, êàíîíè÷åñêèé òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà áóäåò âõîäèòü â
ëþáîé çàêîí ñîõðàíåíèÿ, ñâÿçàííûé ñèììåòðèåé, êîòîðàÿ çàòðàãèâàåò
êîîðäèíàòû (êîýôôèöèåíòû Xν

a îòëè÷íû îò íóëÿ).
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• Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è äåéñòâèå äîëæíû áûòü îäèíàêîâûìè äëÿ
ðàçëè÷íûõ èíåðöèàëüíûõ íàáëþäàòåëåé, ñâÿçàííûõ ïðåîáðàçîâàíèÿìè
Ëîðåíöà. Ìû çàïèøåì èõ â ìàòðè÷íîì âèäå (ñòð. 136):

x′ν = Λν
µ x

µ.

Íàïîìíèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê
ïîâîðîòû 4-ïðîñòðàíñòâà ñ êîîðäèíàòàìè (t, x, y, z). Îíè ñîäåðæàò â ñå-
áå êàê ÷èñòîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà (áóñò), îïèñûâàþùåå îòíîñèòåëü-
íîå äâèæåíèå ñèñòåì îòñ÷¼òà ñî ñêîðîñòüþ v, òàê è îáû÷íûå 3-ìåðíûå
âðàùåíèÿ íà óãîë ϕ âîêðóã îäíîé èç ïðîñòðàíñòâåííûõ îñåé. Ïîýòî-
ìó, ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà, â îáùåì ñëó÷àå, çàâèñÿò îò 6 ïàðàìåòðîâ
vx, vy, vz, ϕx, ϕy, ϕz. Ïóñòü ýòè ïàðàìåòðû ìàëû òàê, ÷òî ìàòðèöó Λ ìîæ-
íî ðàçëîæèòü â îêðåñòíîñòè åäèíè÷íîé ìàòðèöû:

Λν
µ = δνµ + ων

µ + ...

Ýëåìåíòû ìàòðèöû ων
µ ÿâëÿþòñÿ ìàëûìè âåëè÷èíàìè, ëèíåéíî çàâè-

ñÿùèìè îò ïàðàìåòðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà. Ñîîòâåòñòâåííî ñàìè
ïðåîáðàçîâàíèÿ â ýòîì ïðèáëèæåíèè èìåþò âèä:

x′ν = xν + ων
µ x

µ. (7.50)

Çàïèøåì ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî ων
µ óñëîâèå èíâà-

ðèàíòíîñòè èíòåðâàëà:

x′νx′ν = (xν + ων
µ x

µ)(xν + ωνλ x
λ) ≈ xνxν + ων

µ x
µxν + ωνλ x

λxν = xνxν.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî AαBα = AαB
α è ïåðåèìåíîâûâàÿ èíäåêñû ìîæíî çàïè-

ñàòü ων
µx

µxν = ωνµx
µxν = ωνλx

λxν. Ïîýòîìó, ÷òîáû èíòåðâàë áûë èíâà-
ðèàíòåí (x′2 = x2), äîëæíî âûïîëíÿòñÿ ñîîòíîøåíèå:

ωµν x
µxν = 0.

Ýòî âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ñâ¼ðòêîé òåíçîðà ωµν ñ ñèììåòðè÷íûì òåíçîðîì
xµxν. Òàê êàê ωµν îò êîîðäèíàò íå çàâèñèò, íîëü ïîëó÷èòñÿ, òîëüêî åñëè
êîýôôèöèåíòû ωµν áóäóò àíòèñèììåòðè÷íûìè (ñòð. 763):

ωµν = −ωνµ.

Ó àíòèñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû ωµν äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû íóëþ,
à íåíóëåâûõ íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ áóäåò 6. Ýòè 6 ýëåìåíòîâ è ñîîòâåò-
ñòâóþò 6 ïàðàìåòðàì ïðåîáðàçîâàíèé. Èõ ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç îòíî-
ñèòåëüíóþ ñêîðîñòü èíåðöèàëüíûõ ñèñòåì îòñ÷¼òà è óãëû ïîâîðîòà èõ
êîîðäèíàòíûõ îñåé (ñì. ãëàâó 8).
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Òàê êàê ïàðàìåòðû ïðåîáðàçîâàíèÿ çàïèñàíû â âèäå ìàòðèöû, èíäåêñ
�a� â òîêå òåîðåìû Í¼òåð ñîñòîèò èç äâóõ èíäåêñîâ a = (µ, ν) è ñóììè-
ðîâàíèå ïî íåìó ýêâèâàëåíòíî äâîéíîé ñóììå. Íàéä¼ì êîýôôèöèåíòû
âàðüèðîâàíèÿ êîîðäèíàò:

Xν
a ≡ Xν

αβ =
∂(xν + ωνµxµ)

∂ωαβ
= δναxβ − δνβxα.

Ïîÿñíèì âçÿòèå ïðîèçâîäíîé. Ïóñòü èíäåêñû èìåþò êîíêðåòíîå çíà÷å-
íèå, íàïðèìåð α = 1, β = 2. Íåíóëåâàÿ ïðîèçâîäíàÿ ωνµxµ ïî ω12 ïî-
ëó÷èòñÿ îò ñëàãàåìûõ ω12x2 è ω

21x1 = −ω12x1. Ïåðâîå èç íèõ ñîîòâåò-
ñòâóåò ν = α = 1, à âòîðîå ν = β = 2. Ïîýòîìó ëèáî (ν = α) · xβ ëèáî
(ν = β) · (−xα). Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ èìååì íîëü.

Ïîäñòàâëÿÿ Xν
αβ â ñîõðàíÿþùèéñÿ òîê (7.49) è îïóñêàÿ èíäåêñ µ âíèç,

ïîëó÷àåì:

Jµ,αβ = −Tµν (δναxβ − δνβxα) +
∂L

∂(∂µΨk)
Yk,αβ.

Ñâîðà÷èâàÿ ñ ñèìâîëàìè Êðîíåêåðà, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

Jµ,αβ = Lµ,αβ + Sµ,αβ, (7.51)

ãäå ïåðâîå ñëàãàåìîå ïðèíÿòî íàçûâàòü óãëîâûì ìîìåíòîì âðàùåíèÿ
ïîëÿ, à âòîðîå ñëàãàåìîå � ñïèíîâûì ìîìåíòîì ïîëÿ:

Lµ,αβ = xα Tµβ − xβTµα, Sµ,αβ =
∂L

∂(∂µΨk)
Yk,αβ.

Óãëîâîé ìîìåíò îïðåäåëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì òåíçîðîì ýíåðãèè-èìïóëüñà.
Ñïèíîâûé ìîìåíò çàâèñèò îò òðàíñôîðìàöèîííûõ ñâîéñòâ ïîëÿ îòíîñè-
òåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà (êîýôôèöèåíòû Yk,αβ). Îáà ýòè òåíçîðà
ÿâëÿþòñÿ àíòèñèììåòðè÷íûìè ïî èíäåêñàì α è β.

Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî íàçâàíèÿ �óãëîâîé� è �ñïèíîâûé� ìîìåíòû äîñòàòî÷-
íî óñëîâíû. Ðàíåå (ñòð. 184) ìû îïðåäåëèëè ñïèí, êàê ïîëíûé ìîìåíò
â ñèñòåìå îòñ÷¼òà, ãäå ñóììàðíûé èìïóëüñ ðàâåí íóëþ. Â ýòîé ñèñòåìå
èíòåãðàëüíûé óãëîâîé ìîìåíò íå îáÿçàòåëüíî ðàâåí íóëþ:

Lαβ =

∫
(xα T0β − xβT0α) d

3x ̸= 0, Pα =

∫
T0α d

3x = 0.

Íàçâàíèå �ñïèí� äëÿ òåíçîðà Sµ,αβ ñâÿçàíî ëèøü ñ òåì, ÷òî â åãî îïðåäå-
ëåíèå íå âõîäÿò ÿâíî êîîðäèíàòû xα. Â òîæå âðåìÿ èõ íàëè÷èå â Lµ,αβ

ïîäîáíî òîìó, êàê îíè âõîäÿò â ìîìåíò èìïóëüñà òî÷å÷íîé ÷àñòèöû:
xαpβ − xβpα.
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Ñïèíîâûé ìîìåíò Sµ,αβ çàâèñèò îò òðàíñôîðìàöèîííûõ ñâîéñòâ ïî-
ëÿ. Íàïðèìåð, äëÿ âåêòîðíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ Ψν = Aν çàêîí
ïðåîáðàçîâàíèÿ A′ν(x′) = Λν

µA
µ(x) òî÷íî òàêîé æå, êàê è çàêîí ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ äëÿ êîîðäèíàò. Òîëüêî âìåñòî êîîðäèíàò â ïðîèçâîäíûõ ïî
ωαβ áóäóò ñòîÿòü ïîëåâûå ôóíêöèè. Ïîýòîìó:

Yν,αβ = gναAβ − gνβ Aα.

Âìåñòî ñèìâîëîâ Êðîíåêåðà çàïèñàíû êîýôôèöèåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåí-
çîðà, òàê êàê èíäåêñ ν îïóùåí âíèç. Â ðåçóëüòàòå, ñïèíîâûé ìîìåíò
ðàâåí:

Sµ,αβ =
∂L

∂(∂µAα)
Aβ −

∂L
∂(∂µAβ)

Aα.

ãäå èíäåêñ µ îïóùåí âíèç.

Äëÿ ëàãðàíæèàíà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

L = − 1

16π
FαβF

αβ = − 1

8π

(
(∂αAβ)(∂

αAβ)− (∂αAβ)(∂
βAα)

)
ïðîèçâîäíàÿ ëàãðàíæèàíà ïî ∂µAα ðàâíà −Fµα/4π, ïîýòîìó:

Sµ,αβ =
Aα Fµβ − Aβ Fµα

4π
.

Âûðàçèì êîìïîíåíòû S0,αβ ÷åðåç íàïðÿæ¼ííîñòè ïîëÿ. Ïî èíäåêñàì α, β
òåíçîð àíòèñèììåòðè÷åí. Åãî ïðîñòðàíñòâåííûå êîìïîíåíòû îáðàçóþò
3-âåêòîð S = {S0,23, S0,31, S0,12}, à âðåìåííûå G = {S0,10, S0,20, S0,30}.
Ó÷èòûâàÿ ÷òî E = −{F 01, F 02, F 03} (ñòð. 423), ïîëó÷àåì:

S =
E×A

4π
, G =

φE

4π
.

Êàê ìû âèäèì, ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ êàëèáðîâî÷íî çàâèñèìûì. Ò.å. åñëè
ïðîèçâåñòè çàìåíû A 7→ A+∇f , φ 7→ φ− ∂f/∂t, ãäå f � ïðîèçâîëüíàÿ
ôóíêöèÿ, íàïðÿæ¼ííîñòè ïîëÿ íå èçìåíÿòñÿ. Îäíàêî âåêòîðû S èG ïðè
ýòîì ïîìåíÿþòñÿ. Àíàëîãè÷íî èçìåíèòñÿ êàíîíè÷åñêèé òåíçîð ýíåðãèè-
èìïóëüñà (ñòð. 439), êîòîðûé òàêæå çàâèñèò íå òîëüêî îò íàïðÿæ¼ííîñòè
ïîëÿ (òåíçîðà F αβ), íî è îò ïîòåíöèàëîâ.

Çàìåòèì, ÷òî äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàåì ïîëå íå âçàèìîäåéñòâóþ-
ùåå ñ åãî èñòî÷íèêàìè (çàðÿäàìè). Ýêñïåðèìåíòàëüíî èçìåðèìûì, îä-
íàêî, áóäåò ñóììàðíûé çàêîí ñîõðàíåíèÿ ïîëÿ è çàðÿäîâ, òàê êàê íåïî-
ñðåäñòâåííî íàáëþäàåì ìû èìåííî çàðÿäû.
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• Áûâàþò òàêæå ñèììåòðèè êîòîðûå íå çàòðàãèâàþò ïðåîáðàçîâàíèÿ
êîîðäèíàò. Ðàññìîòðèì äâà ñêàëÿðíûõ ïîëÿ Φ1(x) è Φ2(x) äèíàìèêà êî-
òîðûõ îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì ëàãðàíæèàíîì (m � êîíñòàíòà):

L =
1

2
{(∂µΦ1)

2 + (∂µΦ2)
2} − m2

2
{Φ2

1 + Φ2
2}. (7.52)

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èìåþò âèä (lH97):

(∂2 +m2)Φ1 = 0, (∂2 +m2)Φ2 = 0, (7.53)

ãäå ∂2 = ∂µ∂
µ � îïåðàòîð Ä'Àëàìáåðà. Åñëè áû m = 0, òî ýòè óðàâíåíèÿ

ñîâïàäàëè ñ âîëíîâûìè óðàâíåíèÿìè äëÿ íàïðÿæ¼ííîñòåé èëè ïîòåíöè-
àëîâ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Îòëè÷íàÿ îò íóëÿ êîíñòàíòà m ïðèâîäèò
ê òîìó, ÷òî âîëíû ïîëåé Φi âñåãäà ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ñî ñêîðîñòüþ ìåíü-
øåé ôóíäàìåíòàëüíîé ñêîðîñòè (êîòîðàÿ ðàâíà ñêîðîñòè ñâåòà).
Ëàãðàíæèàí äâóõêîìïîíåíòíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ, äîïîëíèòåëüíî ê

ñèììåòðèÿì òðàíñëÿöèè è ëîðåíö-ïðåîáðàçîâàíèé, èíâàðèàíòåí îòíîñè-
òåëüíî ïîâîðîòîâ â ïðîñòðàíñòâå êîìïîíåíò ïîëÿ:{

Φ′
1 = Φ1 cosω − Φ2 sinω,

Φ′
2 = Φ1 sinω + Φ2 cosω.

(7.54)

Òàê êàê ýòî ïðåîáðàçîâàíèå íå çàòðàãèâàåò êîîðäèíàò, âåëè÷èíûXν
a = 0.

Ïàðàìåòð îäèí, ïîýòîìó èíäåêñ a îïóñòèì, è ñ÷èòàÿ ïîëå Ψk â òåîðåìå
Í¼òåð äâóõêîìïîíåíòíûì Ψk = {Φ1,Φ2}, çàïèøåì:

Y1 =
∂Φ′

1

∂ω

∣∣∣
ω=0

= −Φ2, Y2 =
∂Φ′

2

∂ω

∣∣∣
ω=0

= Φ1.

Ïîýòîìó ñîõðàíÿþùèéñÿ òîê èìååò âèä:

Jµ =
∂L

∂(∂µΦ1)
(−Φ2) +

∂L
∂(∂µΦ2)

Φ1, (7.55)

èëè, ó÷èòûâàÿ ÿâíûé âèä ëàãðàíæèàíà:

Jµ = Φ1 ∂µΦ2 − Φ2 ∂µΦ1. (7.56)

Ïðîâåðèì âûïîëíèìîñòü óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè:

∂µJ
µ = Φ1 (∂

2Φ2) + (∂µΦ1)(∂
µΦ2)− (∂2Φ1) Φ2 − (∂µΦ1)(∂

µΦ2) = 0,

ãäå íîëü ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå ïîäñòàíîâêè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (7.53). Çà-
ìåòèì, ÷òî åñëè áû â (7.53) ïàðàìåòð m ó êàæäîãî ïîëÿ áûë áû ñâîé,
íîëü â óðàâíåíèè íåïðåðûâíîñòè íå ïîëó÷èëñÿ áû. Îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå
îòñóòñòâîâàëà áû è ñèììåòðèÿ ëàãðàíæèàíà.
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• Îò äåéñòâèòåëüíûõ ïîëåé ìîæíî ïåðåõîäèòü ê êîìïëåêñíûì. Íàïðè-
ìåð, ðàññìîòðåííîå âûøå äâóõêîìïîíåíòíîå ñêàëÿðíîå ïîëå ìîæåò áûòü
ïåðåôîðìóëèðîâàíî â òåðìèíàõ îäíîêîìïîíåíòíîãî êîìïëåêñíîãî ïîëÿ.
Åãî äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòüþ âûñòóïàþò äâà äåéñòâèòåëüíûõ
ïîëÿ:

Ψ =
Φ1 + ıΦ2√

2
. (7.57)

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ëàãðàíæèàí, ýêâèâàëåíòíûé (7.52) èìååò âèä:

L = (∂µΨ∗)(∂µΨ)−m2Ψ∗Ψ, (7.58)

ãäå çâ¼çäî÷êà � ýòî êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå. Âíåøíå ôóíêöèÿ ñòàëà
îäíà. Îäíàêî îíà ïî-ïðåæíåìó äâóõêîìïîíåíòíà, ïîýòîìó âñå âû÷èñëå-
íèÿ (ïîëó÷åíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ è ò.ä.) äîëæíû
ïðîâîäèòñÿ òàê, êàê áóäòîΨ èΨ∗ � ýòî äâà íåçàâèñèìûõ ïîëÿ. Íàïðèìåð,
óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà äàþò:

(∂2 +m2)Ψ = 0, (∂2 +m2)Ψ∗ = 0.

Ñèììåòðèÿ ëàãðàíæèàíà (7.54) çàïèñûâàåòñÿ â áîëåå êîìïàêòíîì âèäå:

Ψ 7→ Ψ′ = eıωΨ, Ψ∗ 7→ Ψ′∗ = e−ıωΨ∗.

Ïîýòîìó äâà êîýôôèöèåíòà Y ðàâíû:

Y =
∂(eıωΨ)

∂ω

∣∣∣
ω=0

= ıΨ, Y ∗ =
∂(e−ıωΨ∗)

∂ω

∣∣∣
ω=0

= −ıΨ∗.

Ñóììèðóÿ â òåîðåìå Í¼òåð Y è åãî êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå, ïîëó÷àåì:

Jµ =
∂L

∂(∂µΨ∗)
(−ıΨ∗) +

∂L
∂(∂µΨ)

(ıΨ).

Èñïîëüçóÿ ëàãðàíæèàí (7.58), âûðàæåíèå äëÿ òîêà â ÿâíîì âèäå ìîæíî
çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Jµ = ı(Ψ∂µΨ∗ −Ψ∗∂µΨ). (7.59)

Ïîäñòàâëÿÿ (7.57) íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòîò òîê ýêâèâàëåíòåí (7.56).

Â ôèçèêå ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö ìíîãèå ïîëÿ èìåþò áîëåå êîìïàêòíîå
ïðåäñòàâëåíèå â êîìïëåêñíûõ îáîçíà÷åíèÿõ. Ñâÿçàíî ýòî ñ ðàçíîîáðàç-
íûìè ñèììåòðèÿìè, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê çàêîíàì ñîõðàíåíèÿ ðàçëè÷íûõ
çàðÿäîâ.
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7.6 Íåîäíîçíà÷íîñòü è êîâàðèàíòíîñòü

• Çàïèøåì åù¼ ðàç âûðàæåíèÿ äëÿ êàíîíè÷åñêîãî òåíçîðà ýíåðãèè-
èìïóëüñà (ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî òðàíñëÿöèé â 4-ïðîñòðàíñòâå):

T µν =
∂L

∂(∂µΨk)
∂νΨk − gµν L

è òåíçîðà ïîëíîãî ìîìåíòà èìïóëüñà ïîëÿ (ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî âðà-
ùåíèÿ â 4-ïðîñòðàíñòâå): Jµ,αβ = Lµ,αβ + Sµ,αβ, ãäå óãëîâàÿ è ñïèíîâàÿ
êîìïîíåíòû ïîëíîãî ìîìåíòà èìïóëüñà ðàâíû:

Lµ,αβ = xα T µβ − xβ T µα, Sµ,αβ =
∂L

∂(∂µΨk)
Y αβ
k .

Ïî ïåðâîìó èíäåêñó ýíåðãèÿ-èìïóëüñ è ìîìåíò óäîâëåòâîðÿþò óðàâíå-
íèÿì íåïðåðûâíîñòè ∂µT

µν = 0 è ∂µJ
µ,αβ = 0. Òåíçîð ìîìåíòà ïî ïî-

ñëåäíèì äâóì èíäåêñàì àíòèñèììåòðè÷åí (ò.ê. àíòèñèììåòðè÷íû ïàðà-
ìåòðû ïîâîðîòà ωαβ). Êàíîíè÷åñêèé òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà, â îáùåì
ñëó÷àå, íåñèììåòðè÷åí ïî èíäåêñàì. Åñëè æå îí îêàçûâàåòñÿ ñèììåò-
ðè÷íûì T µν = T νµ, òî óãëîâîé è ñïèíîâûé ìîìåíòû ñîõðàíÿþòñÿ (óäî-
âëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì íåïðåðûâíîñòè) íåçàâèñèìî. Äåéñòâèòåëüíî:

∂µL
µ,αβ = ∂µ(x

α T µβ−xβ T µα) = δαµ T
µβ−δβµ T µα = T αβ−T βα = 0, (7.60)

ãäå ñðàçó ó÷òåíî, ÷òî ∂µT
µα = 0. Åñëè ñîõðàíÿåòñÿ óãëîâîé ìîìåíò Lµ,αβ,

òî, â ñèëó ñîõðàíåíèÿ ïîëíîãî ìîìåíòà Jµ,αβ, áóäåò ñîõðàíÿòüñÿ è ñïè-
íîâàÿ êîìïîíåíòà ìîìåíòà Sµ,αβ. Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ (lH98) ñòîèò
ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ëàãðàíæèàíà

L = − 1

8π
(∂αAβ)(∂

αAβ)

êàíîíè÷åñêèé òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ñèììåòðè÷åí, à òåíçîð ñïèíà íå
ðàâåí íóëþ è ñîõðàíÿåòñÿ ñàì ïî ñåáå.
Ê ëþáîìó ñîõðàíÿþùåìóñÿ òîêó Jµ ìîæíî ïðèáàâèòü íåêîòîðóþ êîì-

áèíàöèþ ïîëåé, êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ íåïðå-
ðûâíîñòè. Ïîíÿòíî, ÷òî ïîäîáíûé ìîäèôèöèðîâàííûé òîê òàêæå áóäåò
ñîõðàíÿòñÿ. Ïóñòü Φµν � àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð: Φµν = −Φνµ. Òîãäà

∂µ(J
µ + ∂νΦ

µν) = 0,

òàê êàê â ñèëó ïåðåñòàíîâî÷íîñòè ïðîèçâîäíûõ ∂ν∂µ = ∂µ∂ν è àíòèñèì-
ìåòðè÷íîñòè Φµν, èìååì ∂µ∂νΦ

µν = 0 (ñòð. 763). Ïîýòîìó äîáàâëåíèå ê
òîêó âåëè÷èíû ∂νΦ

µν íå íàðóøèò çàêîíà ñîõðàíåíèÿ. Âîçìîæíû è áîëåå
çàìûñëîâàòûå èçìåíåíèÿ êàíîíîíè÷åñêèõ âåëè÷èí.
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Òàê, îò êàíîíè÷åñêèõ òåíçîðîâ ýíåðãèè-èìïóëüñà è ñïèíà ïåðåéä¼ì ê
íîâûì òåíçîðàì ýíåðãèè-èìïóëüñà è ñïèíà ïðè ïîìîùè òåíçîðà Φµ,αβ, êî-
òîðûé àíòèñèììåòðè÷åí ïî ïîñëåäíèì äâóì èíäåêñàì: (Φµ,αβ = −Φµ,βα):

T̃ µν = T µν +
1

2
∂γ (Φ

γ,µν −Φµ,γν −Φν,γµ), S̃µ,αβ = Sµ,αβ −Φµ,αβ. (7.61)

Òåíçîð T̃ µν ïî-ïðåæíåìó óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ íåïðåðûâíîñòè:

∂µT̃
µν =

1

2
∂µ ∂γ (Φ

γ,µν − Φµ,γν)− 1

2
∂µ ∂γ Φ

ν,γµ = 0.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå (÷ëåí â êðóãëûõ ñêîáêàõ) ðàâåí íóëþ, â ñèëó ÿâíîé
àíòèñèììåòðèè ïî èíäåêñàì µ è γ. Ïîñëåäíèé ÷ëåí ðàâåí íóëþ, òàê êàê
òåíçîð Φν,γµ àíòèñèììåòðè÷åí ïî ïîñëåäíèì äâóì èíäåêñàì.
Èñïîëüçóÿ òåíçîðû T̃ µν è S̃µ,αβ ìîæíî çàïèñàòü íîâûé ïîëíûé ìîìåíò:

J̃µ,αβ = xα T̃ µβ − xβ T̃ µα + S̃µ,αβ.

Îí êàê è êàíîíè÷åñêèé ìîìåíò ñîõðàíÿåòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî J̃µ,αβ ðàâåí:

Jµ,αβ+
xα

2
∂γ (Φ

γ,µβ−Φµ,γβ−Φβ,γµ)− xβ

2
∂γ (Φ

γ,µα−Φµ,γα−Φα,γµ)−Φµ,αβ.

Áåðÿ ïðîèçâîäíûå ïî ∂µ è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ∂µJ
µ,αβ = 0, ïîëó÷àåì:

∂µJ̃
µ,αβ =

1

2
∂γ (Φ

γ,αβ−Φα,γβ−Φβ,γα)−1

2
∂γ (Φ

γ,βα−Φβ,γα−Φα,γβ)−∂µΦµ,αβ,

ãäå îïóùåíû ïðîèçâîäíûå îò êðóãëûõ ñêîáîê, ðàâíûå, êàê ìû âèäåëè ïðè
âû÷èñëåíèè ∂µT̃

µν, íóëþ. Êðîìå ýòîãî ïðîâåäåíû ñâ¼ðòêè ñ ∂µx
α = δαµ è

∂µx
β = δβµ . Ïðèâîäÿ ïîäîáíûå ñëàãàåìûå, ïîëó÷àåì

∂µJ̃
µ,αβ = 0. (7.62)

Íåîäíîçíà÷íîñòü â îïðåäåëåíèè ñîõðàíÿþùèõñÿ âåëè÷èí ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü äëÿ ïðèäàíèÿ èì òåõ èëè èíûõ ñâîéñòâ. Íàïðèìåð, åñëè âû-
øå âûáðàòü Φµ,αβ = Sµ,αβ, ãäå Sµ,αβ � êàíîíè÷åñêèé ñïèí (ïîëó÷àåìûé èç
òåîðåìû Í¼òåð), òî íîâûé òåíçîð ñïèíà S̃µ,αβ ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì íóëþ
(S̃µ,αβ = 0), à òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ñèììåòðè÷íûì:

J̃µ,αβ = xα T̃ µβ − xβ T̃ µα, T̃ µν = T̃ νµ. (7.63)

Ñèììåòðè÷íîñòü T̃ µν ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî J̃µ,αβ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
íåïðåðûâíîñòè, ïîýòîìó ñïðàâåäëèâû âû÷èñëåíèÿ ïîäîáíûå (7.60).
�Óïðÿòûâàíèå� ñïèíîâîé êîìïîíåíòû ïîëíîãî ìîìåíòà èìïóëüñà ïî-

ëÿ â óãëîâîé ìîìåíò ñ îäíîâðåìåííîé ñèììåòðèçàöèåé òåíçîðà ýíåðãèè-
èìïóëüñà íàçûâàåòñÿ ïðîöåäóðîé Áåëèôàíòå. Ñòîèò ïðîâåðèòü, ÷òî �óãà-
äàííàÿ� äèâåðãåíöèÿ äëÿ ñèììåòðèçàöèè òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà íà
ñòð. 439 ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ïðè ïîìîùè ýòîé ïðîöåäóðû.
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• Íåîäíîçíà÷íîñòü â âûáîðå òåíçîðîâ ýíåðãèè-èìïóëüñà è ñïèíà, åñòå-
ñòâåííî, íå ïðèâîäèò ê ôèçè÷åñêîé íåîäíîçíà÷íîñòè. Ðàññìîòðèì, íà-
ïðèìåð, ñîõðàíåíèå ýíåðãèè â îáú¼ìå V , îêðóæåííîì ïîâåðõíîñòüþ S
(ñòð. 311):

d

dt


∫
V

W dV +
n∑

k=1

Ek

+

∮
S

P dS = 0. (7.64)

Ýòî èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç òåîðåìû Ïîéí-
òèíãà ∂W/∂t + Ej + ∇P = 0 è ñèëû Ëîðåíöà. Â êîâàðèàíòíîì âèäå
òåîðåìà Ïîéíòèíãà èìååò âèä ∂µ(T

µν+T µν) = 0, ãäå òåíçîðû ïîëÿ T µν è
âåùåñòâà T µν ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè. Ïóñòü ê ñóììå ýòèõ äâóõ òåí-
çîðîâ ïðèáàâëÿþò íåêîòîðûé òåíçîð Gµν, àâòîìàòè÷åñêè óäîâëåòâîðÿþ-
ùèé óðàâíåíèþ ∂µG

µν = 0. Åãî äîáàâëåíèå ñêàæåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì
íà èíòåãðàëüíîé âåðñèè çàêîíà ñîõðàíåíèÿ:

d

dt


∫
V

(W +G00) dV +
n∑

k=1

Ek

+

∮
S

(P i +G0i) dSi = 0. (7.65)

Â ñèëó óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè ∂µG
µν = 0, íåçàâèñèìî îò (7.64) âû-

ïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå:

d

dt

∫
V

G00 dV +

∮
S

G0i dSi = 0. (7.66)

Ïóñòü ìû èíòåðåñóåìñÿ, ÷òî ïðîèñõîäèò ñ ñóììàðíîé ýíåðãèåé çàðÿäîâ
Ek ïðè èçìåíåíèè íàïðÿæåííîñòåé ïîëåé. Ïîíÿòíî, ÷òî ñîâìåñòíîå èñ-
ïîëüçîâàíèå çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ (7.65) è (7.66) ïðèâåä¼ò ê òåì æå ôè-
çè÷åñêèì ñëåäñòâèÿì, ÷òî è èñïîëüçîâàíèå (7.64). Ïîýòîìó íåîäíîçíà÷-
íîñòü â âûáîðå ïëîòíîñòè ýíåðãèè è èìïóëüñà ïîëÿ (ïðîèçâîë â òåíçîðå
Gµν) íå âëèÿåò íà îäíîçíà÷íîñòü â îïèñàíèè ïîâåäåíèÿ çàðÿäîâ.
Îïðåäåë¼ííûå ñëîæíîñòè ñ îäíîçíà÷íîñòüþ èíîãäà âîçíèêàþò ïðè

ðàññìîòðåíèè ïîòîêà ýíåðãèè ÷åðåç íåêîòîðóþ ïëîùàäêó (íåçàìêíóòóþ
ïîâåðõíîñòü). Ñ òàêèì ïîòîêîì ìû èìååì äåëî êîãäà èçìåðÿåì ýíåðãèþ
èçëó÷åíèÿ, ïðîõîäÿùóþ â åäèíèöó âðåìåíè ÷åðåç åäèíèöó ïîâåðõíîñòè.
Ýòîò ïîòîê ïðèâîäèò ê äàâëåíèþ, íàãðåâó è äðóãèì �íåïîëåâûì� ïî-
ñëåäñòâèÿì, êîòîðûå ìîæíî íåçàâèñèìî èçìåðèòü. Â òîæå âðåìÿ, âåê-
òîð ïëîòíîñòè èìïóëüñà ïîëÿ P = [E × B]/4π, õàðàêòåðèçóþùèé ýòè
ýôôåêòû, ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðåìû Ïîéíòèíãà, îïðåäåë¼í íåîäíîçíà÷íî.
Íàïðèìåð, â ñèëó óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà ∇B = 0, åãî ìîæíî çàìåíèòü
íà P 7→ P+B (â êîâàðèàíòíîé ôîðìóëèðîâêå ýòî ñîîòâåòñòâóåò âûáîðó
òåíçîðà Gµν = ∗F µν). Êóäà â ýòîì ñëó÷àå íàïðàâëåíî äàâëåíèå ñâåòà?
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Íà ñàìîì äåëå, äàæå ïðè ðàññìîòðåíèè ïîòîêà ÷åðåç ïëîùàäêó, íåîá-
õîäèìî ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿòü èíòåãðàëüíûé çàêîí ñîõðàíåíèÿ äëÿ
çàìêíóòîãî îáú¼ìà. Òîãäà ïðîáëåì ñ íåîäíîçíà÷íîñòüþ íå áóäåò. Íà-
ïðèìåð, ïóñòü íàñ èíòåðåñóåò êàêîé èìïóëüñ ïåðåäàí ïëàñòèíêå, ïîãëî-
òèâøåé ïàäàþùèé íà íå¼ ñâåò. Â êîíå÷íîì ñ÷¼òå, ýòîò èìïóëüñ ïåðåäàí
çàðÿäàì, íàõîäÿùèìñÿ â ïëàñòèíêå. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü
ïëàñòèíêó â âèäå, íàïðèìåð, ïàðàëëåëåïèïåäà, èìåþùåãî ìàëóþ, íî êî-
íå÷íóþ òîëùèíó. Âíóòðè ýòîãî ïàðàëëåëåïèïåäà íàõîäÿòñÿ çàðÿäû. Äëÿ
âû÷èñëåíèÿ ïîãëîù¼ííîãî èìïóëüñà ïîëÿ âîçüì¼ì ñóììàðíûé çàêîí ñî-
õðàíåíèÿ èìïóëüñà ïîëÿ è çàðÿäîâ (ñòð. 312):

d

dt

(∫
V

P dV +
n∑

k=1

pk

)
i
+

∫
S

σij dS
j = 0

Êàêîé áû òåíçîðGµν ìû íå äîáàâèëè ê T µν+T µν, îí ôàêòè÷åñêè íå ìåíÿ-
åò ýòîãî óðàâíåíèÿ, ñîêðàùàÿñü â ñèëó ñîáñòâåííîãî çàêîíà ñîõðàíåíèÿ
òèïà (7.66). Âû÷èñëèì ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë îò òåíçîðà íàïðÿæåíèé
σij (ñì. ñòð. 441). Ðàññìîòðèì, äëÿ ïðîñòîòû ïëîñêóþ, ëèíåéíî ïîëÿðè-
çîâàííóþ ýëåêòðîìàãíèòíóþ âîëíó, ðàñïðîñòðàíÿþùóþñÿ âäîëü îñè z ñ
àìïëèòóäîé f = f(z − t):

E = {f, 0, 0}, B = {0, f, 0}, P =
E×B

4π
= {0, 0, f 2/4π},

Ïóñòü ïëîñêîñòü ïàðàëëåëåïèïåäà (ïëàñòèíêà) ïåðïåíäèêóëÿðíà îñè z.
Òîãäà σij dS

j ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì ñ êîìïîíåíòàìè:

E2 +B2

8π
dS− E(EdS) +B(BdS)

4π
=
f 2

4π
{0, 0, dSz}.

Âåêòîð dS ïåðïåíäèêóëÿðåí ïîâåðõíîñòè, âûõîäÿ íàðóæó èç îáú¼ìà. Ïî-
ýòîìó íà âåðõíåé ñòîðîíå ïëàñòèíû dSz íàïðàâëåí âäîëü îñè z, à íà
íèæíåé � ïðîòèâ. Â ðåçóëüòàòå, ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë îò σij ðàâåí
íóëþ. Çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà ïðè ïîãëîùåíèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîëÿ ïëàñòèíêîé ìîæíî òåïåðü çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:∫

V

P dV +
n∑

k=1

pk


t1

=

(
n∑

k=1

pk

)
t2

,

ãäå ëåâàÿ ÷àñòü îòíîñèòñÿ ê ñèòóàöèè äî ïîãëîùåíèÿ, à ïðàâàÿ � ïîñëå.
Èçìåíåíèå èìïóëüñà ïëàñòèíêè ðàâíî ïîëó÷åííîìó åþ èìïóëüñó ïîëÿ.
Çàìåòèì, ÷òî â íåêîòîðîì ñìûñëå ñèììåòðè÷íûé òåíçîð ýíåðãèè èì-

ïóëüñà ÿâëÿåòñÿ âûäåëåííûì, ò.ê. íå òðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ âû÷èñ-
ëåíèé ïî âûÿâëåíèþ òðèâèàëüíî ñîêðàùàþùèõñÿ ñëàãàåìûõ â çàêîíàõ
ñîõðàíåíèÿ.
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• Ðàññìàòðèâàÿ çàêîíû ñîõðàíåíèÿ â òåîðèè ïîëÿ, ìû ñòðîèì òåíçîð-
íûå ïîëÿ (òåíçîðû, çàâèñÿùèå îò êîîðäèíàò è âðåìåíè), êîòîðûå óäî-
âëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ íåïðåðûâíîñòè. Âî âðåìåíè ñîõðàíÿåòñÿ èíòå-
ãðàë ïî 3-ìåðíîìó ïðîñòðàíñòâó îò íóëåâîé êîìïîíåíòû òàêèõ òåíçîðîâ.
Íàïðèìåð, èíòåãðàë îò íóëåâîé êîìïîíåíòû 4-òîêà Jµ ÿâëÿåòñÿ ñîõðà-
íÿþùèìñÿ çàðÿäîì Q. Ýòîò çàðÿä èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ïðåîáðà-
çîâàíèé Ëîðåíöà è èìååò îäèíàêîâîå çíà÷åíèå äëÿ âñåõ èíåðöèàëüíûõ
íàáëþäàòåëåé. Àíàëîãè÷íî, äëÿ òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà T µν âû÷èñëÿ-
åòñÿ èíòåãðàë ïî d3x îò T 0ν . Åãî çíà÷åíèå ÿâëÿåòñÿ ñóììàðíîé ýíåðãèåé-
èìïóëüñîì ïîëÿ P ν , êîòîðàÿ ïðåîáðàçóåòñÿ êàê 4-âåêòîð.

Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî 4-âåêòîð Jµ è 4-òåíçîð T µν, ïî îïðåäåëåíèþ è ïî ñó-
òè ñâîåãî ïîñòðîåíèÿ, ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî êîâàðèàíòíûìè âåëè÷èíàìè.
Íàïðèìåð, 4-òîê ïðåîáðàçóåòñÿ êàê 4-âåêòîð: J ′µ(x′) = Λµ

νJ
ν(x). Ïðè

ýòîì àðãóìåíòû âåêòîðíîãî ïîëÿ Jµ(x), èçìåðÿåìîãî â äâóõ ñèñòåìàõ
îòñ÷¼òà, îòíîñÿòñÿ ê îäíîé è òîé æå òî÷êå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Â ýòîé
òî÷êå �íàõîäÿòñÿ� 2 íàáëþäàòåëÿ èç 2-õ ñèñòåì îòñ÷¼òà, êàæäûé èç êîòî-
ðûõ èçìåðÿåò ñîáñòâåííîå âðåìÿ. Ïîýòîìó â ëåâîé ÷àñòè ïðåîáðàçîâàíèé
àðãóìåíòû 4-âåêòîðà èìåþò øòðèõ, à â ïðàâîé ñòîÿò óæå áåç øòðèõà.

Êîãäà ìû ïåðåõîäèì ê èíòåãðàëüíûì âåëè÷èíàì, ñóììèðóÿ òåíçîðíîå
ïîëå ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó, âñòóïàåò â èãðó îòíîñèòåëüíîñòü îäíîâðå-
ìåííîñòè. Çàáóäåì ïîêà, ÷òî 4-òîê óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ íåïðåðûâ-
íîñòè è âû÷èñëèì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ Jµ èíòåãðàë:

Q(t) =

∫
J0(t,x) d3x. (7.67)

Ïðè èíòåãðèðîâàíèè ìû ñóììèðóåì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè J0(t,x), èçìå-
ðåííûå íàáëþäàòåëÿìè âî âñ¼ì ïðîñòðàíñòâå â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè
t â äàííîé �íåøòðèõîâàííîé� ñèñòåìå îòñ÷¼òà. Àíàëîãè÷íîå âûðàæåíèå
ñî øòðèõàìè ñîîòâåòñòâóåò èíòåãðàëüíîé âåëè÷èíå, èçìåðåííîé íàáëþ-
äàòåëÿìè â äðóãîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå â ìîìåíò âðåìåíè t′. Êàê èç-
âåñòíî (ñòð. 80), â òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ìû íå ìîæåì ââåñòè ñèíõðî-
íèçèðîâàííîå âî âñ¼ì ïðîñòðàíñòâå âðåìÿ, îäíîâðåìåííî â äâóõ ðàçëè÷-
íûõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà. Êîãäà â ïðåîáðàçîâàíèè J ′µ(x′) =
Λµ

νJ
ν(x) ñòîÿò âðåìåíà t è t′ ýòî íå âûçûâàåò çàòðóäíåíèÿ, ò.ê. ïîíÿòíî

ê êàêèì íàáëþäàòåëÿì îíè îòíîñÿòñÿ. Âðåìÿ æå â èíòåãðàëüíîì ñîîò-
íîøåíèè òèïà (7.67) ñâÿçàíî ñ ñîâîêóïíîñòüþ âñåõ íàáëþäàòåëåé äàííîé
ñèñòåìû îòñ÷¼òà. Îíî íå ìîæåò áûòü íåïîñðåäñòâåííî ñðàâíåíî ñ àíàëî-
ãè÷íûì �èíòåãðàëüíûì� âðåìåíåì t′ â äðóãîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà. Ñðàâíèòü
ìåæäó ñîáîé çàðÿäû Q(t) è Q′(t′) ìîæíî òîëüêî, åñëè îíè ñîõðàíÿþòñÿ
è îò âðåì¼í íå çàâèñÿò.
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Ïðèâåä¼ì ïðîñòîé ïðèìåð. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî Ìèíêîâñêîãî 2-ìåðíî
(t, x). Ðàññìîòðèì òîê Jν(t, x) = xνex·x, íå óäîâëåòâîðÿþùèé óðàâíåíèþ
íåïðåðûâíîñòè. Äëÿ íåãî çàðÿä ðàâåí:

Q(t) = t

∞∫
−∞

et
2−x2

dx =
√
π t et

2

.

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ âðåìåíè íå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì. Íà ñà-
ìîì äåëå ïðèìåíèòü ê íåé ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà è íåëüçÿ, òàê êàê
âåëè÷èíà Q íå îòíîñèòñÿ ê îäíîé òî÷êå â ïðîñòðàíñòâå, ïîýòîìó íå ÿñíî
êàêèå x′ è x èñïîëüçîâàòü â ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ.
Ñîõðàíÿþùèéñÿ æå çàðÿä îò âðåìåíè íå çàâèñèò è îêàçûâàåòñÿ èí-

âàðèàíòîì. Ïðèâåä¼ì ïðèìåð äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ. Ïóñòü V α � ïîñòîÿííûé
åäèíè÷íûé âåêòîð (V αVα = 1). Ââåä¼ì 4-âåêòîð ηα, îðòîãîíàëüíûé ê V α:

ηα = xα − V α(V · x), η ·V = 0, η2 = x2 − (V · x)2, ∂αη
2 = 2ηα.

Àíàëîãè÷íûé 4-âåêòîð ìû ââåëè ïðè êîâàðèàíòíîì îïèñàíèè ïîòåíöèàëà
è òåíçîðà íàïðÿæåííîñòè òî÷å÷íîãî çàðÿäà (ñòð. 426). Òàê êàê 4-âåêòîð
V α åäèíè÷íûé, åãî êîìïîíåíòû ìîæíî ïðåäñòàâèòü àíàëîãè÷íî êîìïî-
íåíòàìè 4-ñêîðîñòè V α = {γ, γv}, γ = 1/

√
1− v2. Ðàññìîòðèì ñîõðàíÿ-

þùèéñÿ òîê Jν = V νeη
2

. Ñîîòâåòñòâóþùèé åìó çàðÿä ðàâåí:

Q = γe−γ2v2t2

∞∫
−∞

e−γ2x2+2γ2vtxdx =
√
π.

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî æå çíà÷åíèå ïîëó÷àò íàáëþäàòåëè â �øòðèõîâàííîé�
ñèñòåìå îò÷¼òà.
Àíàëîãè÷íûå 4-òîêó ðàññóæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ òåíçîðíûõ óðàâ-

íåíèé ∂µT
µν = 0 èëè ∂µJ

µ,αβ = 0. Ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëû

P ν =

∫
T 0νd3x, Jαβ =

∫
J0,αβd3x

áóäóò òåíçîðíûìè âûðàæåíèÿìè òàê êàê P ν è Jαβ íå çàâèñÿò îò âðå-
ìåíè. Åñëè æå óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè íå âûïîëíÿþòñÿ, òî òåíçîðíûå
âûðàæåíèÿ ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ, â îáùåì ñëó÷àå, íå âîçíèêíóò. Â ÷àñò-
íîñòè, èíòåãðàëû îò óãëîâîé è ñïèíîâîé êîìïîíåíò ìîìåíòà èìïóëüñà íå
ÿâëÿþòñÿ òåíçîðàìè, åñëè ïî-îòäåëüíîñòè íå óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì
íåïðåðûâíîñòè. Àíàëîãè÷íî, â ýëåêòðîäèíàìèêå ñîõðàíÿåòñÿ ñóììàðíûé
òåíçîð ÷àñòèö è ïîëåé: ∂γ(T γα + T γα) = 0. Ïî-îòäåëüíîñòè ýòè òåíçîðû,
âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñîõðàíÿþòñÿ. Ïîýòîìó, ñóììàðíûé 4-èìïóëüñ òîëüêî
ëèøü ÷àñòèö áóäåò çàâèñåòü îò âðåìåíè è íå ÿâëÿåòñÿ 4-âåêòîðîì (ñì.
òàêæå ñòð. 194).
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• Äîêàæåì áîëåå ñòðîãî, ÷òî èíòåãðàë ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó îò íóëå-
âîé êîìïîíåíòû ñîõðàíÿþùåãîñÿ 4-òîêà Jµ, ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðîì îòíîñè-
òåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà [12]. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, íåêîòîðûé
òîê Jµ(x), óäîâëåòâîðÿþùèé óðàâíåíèþ íåïðåðûâíîñòè:

∂µJ
µ =

∂J0

∂t
+∇J = 0.

Ïóñòü ïîëå äîñòàòî÷íî áûñòðî óáûâàåò íà áåñêîíå÷íîñòè â 3-ìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå x. Òî÷íåå, óáûâàíèå äîëæíî áûòü áûñòðåå ÷åì 1/x2, ÷òîáû
ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë îò ïðîñòðàíñòâåííîé êîìïîíåíòû 4-òîêà J íà
áåñêîíå÷íîñòè ðàâíÿëñÿ íóëþ.

Çàïèøåì â çíà÷åíèå çàðÿäà â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè t̄. Äëÿ ýòîãî
ñíà÷àëà, ïðè ïîìîùè δ-ôóíêöèè Äèðàêà, ïåðåéä¼ì îò èíòåãðèðîâàíèÿ ïî
3-ìåðíîìó ïðîñòðàíñòâó d3x, ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó-
âðåìåíè d4x = dt d3x:

Q =

∫
J0(x, t̄) d3x =

∫
J0(x, t) δ(t− t̄) d4x.

Ââåä¼ì ôóíêöèþ ñòóïåíüêè Õåâèñàéäà:

θ(t) =

{
1, t > 0
0, t < 0.

(7.68)

Ïðîèçâîäíàÿ îò íå¼ ðàâíà δ-ôóíêöèè: θ′(t) = δ(t), ÷òî ïðîâåðÿåòñÿ ïðî-
âåäåíèåì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ñ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé (ñòð. 787).
Ïðè ïîìîùè ôóíêöèè Õåâèñàéäà âûðàæåíèå äëÿ çàðÿäà ìîæíî ïåðåïè-
ñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

Q =

∫
J0(x, t) ∂0θ(t− t̄) d4x =

∫
Jµ(x, t) ∂µθ(t− t̄) d4x.

Ïî ïîâòîðÿþùåìóñÿ èíäåêñó µ, êàê îáû÷íî, ïðîâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå
îò 0 äî 3. Ïåðåõîä îò ïðîèçâîäíîé ïî t ê êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé ∂µ âî
âòîðîì ðàâåíñòâå âîçìîæåí, òàê êàê ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà çàâèñèò òîëüêî
îò âðåìåíè (ïðîèçâîäíûå ïî êîîðäèíàòàì áóäóò ðàâíû íóëþ). Ó÷èòûâàÿ
óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè ∂µJ

µ = 0, òîê ìîæíî âíåñòè ïîä ïðîèçâîäíóþ:

Q =

∫
∂µ[J

µ(x)θ(t− t̄)] d4x =

∫
Jµ(x)θ(t− t̄) dSµ, (7.69)

ãäå âòîðîå ðàâåíñòâî çàïèñàíî ïðè ïîìîùè èíòåãðàëüíîé òåîðåìû Ãàóññà
â 4-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (ïåðåõîä îò îáú¼ìíîãî èíòåãðàëà d4x, ê èíòå-
ãðàëó ïî ïîâåðõíîñòè dSµ, îêðóæàþùåé ýòîò îáú¼ì).



ÒÅÎÐÈß ÏÎËß 461

Çàïèøåì òåïåðü çíà÷åíèå çàðÿäà â äðóãîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îò-
ñ÷¼òà, äâèæóùåéñÿ îòíîñèòåëüíî ïåðâîé âäîëü îñè x ñî ñêîðîñòüþ v. Â
ýòîé ñèñòåìå âñåì âåëè÷èíàì äîáàâëÿþòñÿ øòðèõè:

Q′ =

∫
∂′µ[J

′µ(x′)θ(t′ − t̄′)] d4x′.

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ, ñîâïàäàþùèõ ñ ïðåîáðà-
çîâàíèÿìè Ëîðåíöà: x′ = γ(x − vt), t′ = γ(t − vx). ßêîáèàí òàêîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ ðàâåí åäèíèöå (lH44), ïîýòîìó d

4x′ = d4x. Ïðîèçâîäíàÿ ∂′µ
ïðåîáðàçóåòñÿ àíàëîãè÷íî êîâåêòîðó ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëîðåíöà. Òàê
êàê ïðè ýòîì ∂′µJ

′µ = ∂µJ
µ øòðèõ ó Jµ ìîæíî óáðàòü. Ïîýòîìó:

Q′ =

∫
∂µ[J

µ(x)θ(γ(t− vx)− t̄′)] d4x, (7.70)

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ãàóññà â 4-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå è âû÷èòàÿ (7.70) è
(7.69), èìååì:

Q′ −Q =

∫
dSµJ

µ(x){θ(γ(t− vx)− t̄′)− θ(t− t̄)],

Ïðåäñòàâèì ãèïåðïîâåðõíîñòü dSµ, îõâàòûâàþùóþ âñ¼ 4-ïðîñòðàíñòâî,
êàê öèëèíäð, îñüþ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ îñü âðåìåíè t. Ïîâåðõíîñòíûé èí-
òåãðàë íà áîêîâûõ ñòîðîíàõ ýòîãî öèëèíäðà ðàâåí íóëþ, òàê êàê Jα = 0
ïðè |x| → ∞. Íà îñíîâàíèÿõ öèëèíäðà ïðè ëþáûõ êîíå÷íûõ x, t̄, t̄′ ïðè
t → ±∞ ðàçíèöà ôóíêöèé Õåâèñàéäà ðàâíà íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
x, t̄′ è t̄ êîíñòàíòû, òî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ (7.68), èìååì:

lim
t→∞

θ(γ(t− vx)− t̄′) ≈ θ(γt) = 1, lim
t→∞

θ(t− t̄) ≈ θ(t) = 1.

Àíàëîãè÷íî, îáå ôóíêöèè Õåâèñàéäà ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè t → −∞.
Åñëè æå âìåñòå ñ t ê áåñêîíå÷íîñòè ñòðåìèòñÿ x, òî íîëü âîçíèêàåò, òàê
êàê ñòðåìèòñÿ ê íóëþ çíà÷åíèå 4-òîêà. Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè,
÷òî Q = Q′. Ïðè ïîìîùè ýòîãî æå ìåòîäà íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî, ïðè
âûïîëíåíèè óðàâíåíèÿ ∂µT

µν = 0, èíòåãðàë îò T 0ν áóäåò 4-âåêòîðîì.
Çàìåòèì, ÷òî èíîãäà ïîëÿ â òå÷åíèè âñåãî âðåìåíè ëîêàëèçîâàíû â

êîìïàêòíîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà (ïåðåìåùàþùåéñÿ âäîëü íåêîòîðîé
òðàåêòîðèè). Â ýòîì ñëó÷àå ìîãóò ñóùåñòâîâàòü êâàçèñîõðàíÿþùèåñÿ òî-
êè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè íå âûïîëíÿåòñÿ, íî çàðÿä
ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì, åñëè ïðåíåáðå÷ü ðàçìåðàìè îáëàñòè. Íàïðèìåð,
ïóñòü â ïðåäåëå ïðè êîòîðîì ñîîòâåòñòâóþùàÿ îáëàñòü ñòðåìèòüñÿ ê íó-
ëþ, âîçíèêàåò ôóíêöèÿ Äèðàêà J0(t,x) = f(t,x) δ(x − x0(t)). Åñëè ïðè
ýòîì f(t,x0(t)) íå çàâèñèò îò âðåìåíè, òî è èíòåãðàë îò J0(t,x) áóäåò
ïîñòîÿííûì. Äðóãèìè ñëîâàìè, îòêëîíåíèÿ îò òåíçîðíîãî õàðàêòåðà èí-
òåãðàëüíûõ âåëè÷èí èíîãäà ìîãóò áûòü è íåáîëüøèìè.
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7.7 Ñïèí

Íà ïðîòÿæåíèè ýòîé êíèãè ïîíÿòèå ñïèíà ââîäèëîñü íåñêîëüêî ðàç.
Íàïîìíèì (ñòð. 188, 402), ÷òî ïðè ïîìîùè 4-òåíçîðà ïîëíîãî ìîìåíòà
èìïóëüñà ñèñòåìû Jαβ, ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèé 4-âåêòîð:

Sν =
1

2
εναβγ J

αβ Uγ, (7.71)

ãäå Uα = P α/M � 4-ñêîðîñòü, P α � ïîëíûé 4-èìïóëüñ è M 2 = P αPα.
Ïîä÷åðêíåì, ÷òî âåëè÷èíû P α è Jαβ ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëüíûìè. Â ñëó÷àå
ñèñòåìû òî÷å÷íûõ ÷àñòèö îíè ïîëó÷àþòñÿ ïðè ñóììèðîâàíèè èìïóëüñà
è ìîìåíòà èìïóëüñà ïî ÷àñòèöàì, à â òåîðèè ïîëÿ � ýòî èíòåãðàëû îò
ñîîòâåòñòâóþùèõ òåíçîðíûõ ïëîòíîñòåé. Â ñèñòåìå, â êîòîðîé P = 0,
êîìïîíåíòû Sν = {S0,S} ðàâíû {0, J23, J31, J12}. Ïîýòîìó â ýòîé ñèñòå-
ìå 3-âåêòîð ñïèíà S ñîâïàäàåò ñ ïîëíûì ìîìåíòîì èìïóëüñà (ïðîñòðàí-
ñòâåííûå êîìïîíåíòû Jµν). Â ïðîèçâîëüíîé æå ñèñòåìå îí ïðîïîðöèî-
íàëåí (ñòð. 188) ðàçíîñòè ïîëíîãî ìîìåíòà è ìîìåíòà èìïóëüñà öåíòðà
ýíåðãèè. Íà ýòîì îñíîâàíèè âåëè÷èíà Sν èìååò ñìûñë ñîáñòâåííîãî ìî-
ìåíòà âðàùåíèÿ ñèñòåìû (áåç ó÷åòà ïåðåìåùåíèÿ å¼ êàê öåëîãî). Â ñèëó
àíòèñèììåòðè÷íîñòè εναβγ, 4-âåêòîð ñïèíà îðòîãîíàëåí 4-ñêîðîñòè ñè-
ñòåìû (èëè ïîëíîìó 4-èìïóëüñó):

S · U = SνU
ν = 0. (7.72)

Òåíçîð ñóììàðíîãî ìîìåíòà èìïóëüñà ïîëÿ ðàâåí (ñòð.7.51):

Jµν =

∫
(xµT 0ν − xνT 0µ + S0,µν)d3x, (7.73)

ãäå êîìïîíåíòà S0,µν çàâèñèò îò 4-êîîðäèíàò òîëüêî ÷åðåç ïîëåâûå ôóíê-
öèè, à T µν � òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà. Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ íåèí-
âàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî òðàíñëÿöèîííûõ ïðåîáðàçîâàíèé xν 7→ xν + aν.
Åñëè ïåðåéòè â äðóãóþ, �ñäâèíóòóþ� ñèñòåìó îòñ÷åòà, òî ïîëÿ íå ïîìå-
íÿþòñÿ (ëàãðàíæèàí ÿâíî îò êîîðäèíàò íå çàâèñèò), íî íàëè÷èå xµ ïîä
èíòåãðàëîì ïðèâåäåò ê òîìó, ÷òî ïîëíûé ìîìåíò èçìåíèòñÿ:

Jµν 7→ Jµν + aµP ν − aνP µ, P µ =

∫
T 0µ d3x, (7.74)

ãäå P µ � ñóììàðíûé 4-èìïóëüñ. Ñîáñòâåííûé ìîìåíò èìïóëüñà (ñïèí) íå
äîëæåí ìåíÿòüñÿ ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè. Ýòîìó òðåáîâàíèþ óäîâëå-
òâîðÿåò 4-âåêòîð ñïèíà (7.71). Êðîìå ýòîãî, åñëè Jαβ, P γ ñîõðàíÿþòñÿ,
òî áóäåò ñîõðàíÿòüñÿ è Sν (â îòëè÷èå îò èíòåãðàëà îò S

0,αβ).
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• Ïðè ïîìîùè 4-âåêòîðà ñïèíà ìîæíî îïðåäåëèòü àíòèñèììåòðè÷íûé
4-òåíçîð ñïèíà:

Sαβ = εαβµνUµSν. (7.75)

Î÷åâèäíî, ÷òî îí òàêæå êàê è Sν íå èçìåíÿåòñÿ ïðè òðàíñëÿöèîííûõ
ïðåîáðàçîâàíèÿõ è, â ñèëó àíòèñèììåòðèè εαβµν, îðòîãîíàëåí 4-ñïèíó è
4-ñêîðîñòè:

SαβSβ = SαβUβ = 0.

Äóàëüíûé ê Sαβ òåíçîð ðàâåí:

1

2
εαβµνS

µν = SαUβ − SβUα. (7.76)

Ñâîðà÷èâàÿ ýòî ñîîòíîøåíèå ñ Uβ è ó÷èòûâàÿ, ÷òî U2 = 1, à S · U = 0,
èìååì:

Sν =
1

2
εναβγS

αβUγ. (7.77)

Òàêèì îáðàçîì, 4-âåêòîð ñïèíà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç 4-òåíçîð ñïèíà òàê æå
êàê è ÷åðåç ïîëíûé ìîìåíò èìïóëüñà (7.71).
Ïîäñòàâëÿÿ (7.71) â (7.75) è ïðîâîäÿ ñâ¼ðòêó ñèìâîëîâ Ëåâè-×åâèòû,

ìîæíî âûðàçèòü òåíçîð ñïèíà ÷åðåç òåíçîð ïîëíîãî ìîìåíòà èìïóëüñà:

Sαβ = Jαβ − (JαγUβ − JβγUα)Uγ. (7.78)

Ñâîðà÷èâàÿ (7.71) èëè (7.77) ñ ñèìâîëîì Ëåâè-×åâèòû, ïîëó÷àåì åù¼
îäíî ñîîòíîøåíèå ìåæäó ââåäåííûìè âåëè÷èíàìè:

εαβγνS
ν = JαβUγ + JγαUβ + JβγUα = SαβUγ + SγαUβ + SβγUα, (7.79)

Çàìåòèì, ÷òî â (7.79) ïî èíäåêñàì α, β, γ ïðîâîäèòñÿ öèêëè÷åñêàÿ ïåðå-
ñòàíîâêà. Êîìïîíåíòû àíòèñèììåòðè÷íîãî 4-òåíçîðà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç
äâà 3-âåêòîðà ñ ïðîåêöèÿìè:

g = {S10, S20, S30} = U× S, s = {S23, S31, S12} = U 0S− S0U. (7.80)

Â ñèñòåìå ïîêîÿ P = U = 0 ïåðâûé âåêòîð ðàâåí íóëþ, à âòîðîé ñîâ-
ïàäàåò ñ âåêòîðîì ñïèíà S (èëè ïîëíîãî ìîìåíòà J). Íàïîìíèì, ÷òî â
âåêòîðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ êîìïîíåíòû 4-âåêòîðà ñïèíà ðàâíû (ñòð. 189):

S0 = JU = SU/U0, S = JU 0 −G×U,

ãäå J = {J23, J31, J12}, G = {J10, J20, J30} è U = {U 0, U}. Â ñèñòåìå
ïîêîÿ îòëè÷íû îò íóëÿ òîëüêî ïðîñòðàíñòâåííûå êîìïîíåíòû S.
Òàêèì îáðàçîì, îïèñûâàòü ñîáñòâåííûé ìîìåíò èìïóëüñà ñèñòåìû ìîæ-

íî ïðè ïîìîùè äâóõ âåëè÷èí: 4-âåêòîðà ñïèíà Sν è 4-òåíçîðà ñïèíà Sµν.
Íåíóëåâûå êîìïîíåíòû îáîèõ âåëè÷èí â ñèñòåìå ïîêîÿ ñîâïàäàþò äðóã
ñ äðóãîì è ñ ïîëíûì ìîìåíòîì ñèñòåìû.
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•Ïðåäñòàâèì òåíçîð ñïèíà â åù¼ îäíîì âèäå. Ñîîòíîøåíèå (7.78) ìîæ-
íî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Sαβ = Jαβ − (XαP β −XβP α), (7.81)

ãäå

Xα = λUα +
1

M
JαγUγ, (7.82)

à λ � íåêîòîðûé ñêàëÿð. Âòîðîå ñëàãàåìîå íåïîñðåäñòâåííî âõîäèò â
(7.78), à ïåðâîå ñëàãàåìîå ñîêðàùàåòñÿ ïðè ïðîèçâîëüíîì λ.

Ïóñòü ñèñòåìà èìååò êîìïàêòíûå ðàçìåðû è äâèæåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå
âäîëü íåêîòîðîé òðàåêòîðèè. Âåêòîð Xα ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê
ýôôåêòèâíûé öåíòð íà ýòîé òðàåêòîðèè, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî îïðåäå-
ëÿåòñÿ ñîáñòâåííûé ìîìåíò âðàùåíèÿ (òåíçîð ñïèíà):

Sαβ =

∫
[(xα −Xα)T 0β − (xβ −Xβ)T 0α] d3x,

ãäå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî �ñïèíîâàÿ� ñîñòàâëÿþùàÿ S0,αβ ïëîòíîñòè ïîë-
íîãî ìîìåíòà �óïðÿòàíà� ïðè ïîìîùè ïðîöåäóðû Áåëèôàíòå â ñèììåò-
ðè÷íûé òåíçîð ýíåðãèè èìïóëüñà T αβ. Òàê êàê âåëè÷èíû Xα íå çàâèñÿò
îò êîîðäèíàò x, òî èõ ìîæíî âûíåñòè çà èíòåãðàë è ïîëó÷àåòñÿ (7.81).

Â êà÷åñòâå ýôôåêòèâíîé òðàåêòîðèè ñèñòåìû, íàïðàøèâàåòñÿ âûáðàòü
å¼ öåíòð ýíåðãèè:

R =

∫
xT 00 d3x∫
T 00 d3x

.

Åñëè ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé, òî ïîëíûé ìîìåíò èìïóëüñà Jαβ è èì-
ïóëüñ P α ñîõðàíÿþòñÿ è ÿâëÿþòñÿ êîâàðèàíòíûìè âåëè÷èíàìè. Â ýòîì
ñëó÷àå öåíòð ýíåðãèè äâèæåòñÿ ðàâíîìåðíî è ïðÿìîëèíåéíî. Äåéñòâè-
òåëüíî, òàê êàê dJαβ/dt = 0, èìååì:

J i0 =

∫
(xiT 00 − tT 0i) d3x = P 0Ri − tP i = const,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ïîëîæåíèå öåíòðà ýíåðãèè ëèíåéíî çàâèñèò îò âðåìå-
íè R = R0 + ut, ãäå R0 = R(0), à u = P/P 0 � ñêîðîñòü öåíòðà ýíåðãèè,
îïðåäåëÿåìàÿ ÷åðåç å¼ ïîëíûé èìïóëüñ è ýíåðãèþ.

Åñëè æå ñèñòåìà íå çàìêíóòà (ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî å¼ ÷àñòü), ìî-
ìåíò èìïóëüñà Jαβ òàêîé ÷àñòè íå òîëüêî íå áóäåò ñîõðàíÿòüñÿ, íî è íå
áóäåò 4-òåíçîðîì îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà (ñì.ñòð. 458).
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Äëÿ îïèñàíèÿ ðàâíîìåðíîãî äâèæåíèÿ öåíòðà ýíåðãèè ââåä¼ì 4-âåêòîð
R = {t, R} (lH99). Ïîêàæåì, ÷òî åñëè ñèñòåìà âðàùàåòñÿ (å¼ ñïèí îò-
ëè÷åí îò íóëÿ), òî ýôôåêòèâíàÿ òðàåêòîðèÿ Xα îêàçûâàåòñÿ ñäâèíóòîé
îòíîñèòåëüíî öåíòðà ýíåðãèè ñèñòåìû. Òåíçîð ïîëíîãî ìîìåíòà èìïóëü-
ñà Jαβ îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ 3-âåêòîðàìè G = P 0R−Pt = {J10, J20, J30}
è J = {J23, J31, J12}. Äëÿ ôèêñèðîâàíèÿ çíà÷åíèÿ λ â (7.82) ïîòðåáóåì,
÷òîáû íóëåâàÿ êîìïîíåíòà 4-âåêòîðà Xα áûëà âðåìåíåì:

X0 = λγ +
γ

M
Gu = λγ + γ2 (Ru)− γ2u2t = t, (7.83)

ãäå ó÷òåíî, ÷òî Uα = {γ, γu}. Ïîýòîìó λ = γt− γRu = R ·U è 4-âåêòîð
ýôôåêòèâíîé òðàåêòîðèè èìååò âèä:

Xα = (R · U)Uα +
1

M
JαβUβ. (7.84)

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó àíòèñèììåòðè÷íîñòè òåíçîðà ïîëíîãî ìîìåíòà
Jαβ è åäèíè÷íîñòè 4-ñêîðîñòè U2 = 1 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî ïðîåêöèé
4-âåêòîðîâ R è X íà 4-ñêîðîñòü: R ·U = X ·U. Ïðîñòðàíñòâåííûå êîìïî-
íåíòû âåêòîðà X = {t,X} îáðàçóþò ìîäèôèöèðîâàííûé öåíòð èíåðöèè:

X = R− γ

M
u× (J−R×P).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðîñòðàíñòâåííûå êîìïîíåíò 4-âåêòîðà ñïèíà (7.71) ðàâ-
íû S = γ(J − R × P), ýôôåêòèâíóþ òðàåêòîðèþ ìîæíî ïåðåïèñàòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

X = R− u× S

M
= R− u× s

P 0
, (7.85)

ãäå ïðîåêöèè âåêòîðà s = {S23, S31, S12} ÿâëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâåííûìè
êîìïîíåíòàìè òåíçîðà ñïèíà (7.80). Òàêèì îáðàçîì, X ñäâèíóò îòíîñè-
òåëüíîR òåì ñèëüíåå, ÷åì áûñòðåå äâèæåòñÿ è âðàùàåòñÿ ñèñòåìà. Êèíå-
ìàòè÷åñêè ýòîò ýôôåêò ñâÿçàí ñî ñãóùåíèåì ïëîòíîñòè ýíåðãèè â íèæ-
íåé ÷àñòè ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè â êîòîðîé ëåæàò â âåêòîðû
ñïèíà è ñêîðîñòè (ñì.ñòð. 198).
Åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ âðàùàþùàÿñÿ ñèñòåìà, êîòîðàÿ äâèæåòñÿ âî

âíåøíåì ïîëå, òî ñóììàðíûé ìîìåíò èìïóëüñà è ñïèí äîëæíû áûòü
ðàçáèòû íà äâå ÷àñòè (ñèñòåìû è ïîëÿ). Â ýòîì ñëó÷àå ñïèí ñèñòåìû íå
áóäåò ñîõðàíÿòüñÿ, à äâèæåíèå öåíòðà ýíåðãèè íå áóäåò ïðÿìîëèíåéíûì
è ðàâíîìåðíûì. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî âåëè÷èíà R = {t,R} ïðè ýòîì íå
ÿâëÿåòñÿ 4-âåêòîðîì, êàê, âïðî÷åì, íå áóäóò êîâàðèàíòíûìè îñòàëüíûå
èíòåãðàëüíûå âåëè÷èíû. Òåì íå ìåíåå, ñ÷èòàÿ ýôôåêòû íåêîâàðèàíòíî-
ñòè ìàëûìè, ìîæíî îïèñàòü äèíàìèêó ñïèíà âî âíåøíåì ïîëå èñõîäÿ èç
äîñòàòî÷íî îáùèõ ñîîáðàæåíèé, ÷òî ìû ñåé÷àñ è ïðîäåëàåì.
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• Ðàññìîòðèì ÷àñòèöó (èëè êîìïàêòíóþ ñèñòåìó çàðÿäîâ), îáëàäàþ-
ùóþ ñïèíîì è ìàãíèòíûì ìîìåíòîì. Íàéäåì ðåëÿòèâèñòñêîå óðàâíåíèå
êîòîðîå îïèñûâàåò äâèæåíèå òàêîé ÷àñòèöû âî âíåøíåì ýëåêòðîìàãíèò-
íîì ïîëå. Â ñèñòåìå ïîêîÿ ÷àñòèöû, íàõîäÿùåéñÿ â ìàãíèòíîì ïîëå, ñïèí
èñïûòûâàåò ëàðìîðîâñêóþ ïðåöåññèþ (5.42),(5.43), ñòð. 293:

dS

dt
=
gQ

2m
S×B, (7.86)

ãäå Q, m � çàðÿä è ìàññà ÷àñòèöû, à g � ãèðîìàãíèòíûé ôàêòîð (äëÿ
ýëåêòðîíà Q = −e, g ≈ 2). Çàïèøåì êîâàðèàíòíóþ âåðñèþ ýòîãî óðàâ-
íåíèÿ, ñïðàâåäëèâóþ â ëþáîé ñèñòåìå îòñ÷åòà.

Â êîâàðèàíòíîì óðàâíåíèè âåêòîð ñïèíà äîëæåí çàìåíèòüñÿ íà 4-
âåêòîð ñïèíà, à ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè, íà ïðîèçâîäíóþ ïî èíâàðèàíò-
íîìó ñîáñòâåííîìó âðåìåíè ÷àñòèöû dτ = dt

√
1− u2. Âìåñòî ìàãíèòíîãî

ïîëÿ äîëæåí ïîÿâèòüñÿ 4-òåíçîð Fµν. Òàê êàê â 3-ìåðíîì óðàâíåíèè Ëàð-
ìîðà ïðîèçâîäíàÿ ëèíåéíà ïî ñïèíó è ìàãíèòíîìó ïîëþ, áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî è â êîâàðèàíòíîì óðàâíåíèè îíà áóäåò ëèíåéíà ïî òåíçîðó ýëåêòðî-
ìàãíèòíîãî ïîëÿ F ≡ F αβ è ñïèíó S ≡ Sα. Êðîìå ýòèõ äâóõ âåëè÷èí åñòü
åù¼ 4-âåêòîð ñêîðîñòè U = {γ, uγ} îò êîòîðîãî òàêæå ìîæåò çàâèñåòü
ïðåöåññèÿ ñïèíà (â (7.86) å¼ íåò, òàê ýòî ñèñòåìà ïîêîÿ ÷àñòèöû). Â òàêèõ
ïðåäïîëîæåíèÿõ, íàèáîëåå îáùåå êîâàðèàíòíîå óðàâíåíèå èìååò âèä:

dS

dτ
= α1 S + α2U+ α3 F · S + α4 F · U+ α5 (S · F · U)U, (7.87)

ãäå αi � íåêîòîðûå êîíñòàíòû. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìàãíèòíîå ïîëå îäíî-
ðîäíî (ñì.ñòð. 292) è íà ÷àñòèöó äåéñòâóåò òîëüêî ñèëà Ëîðåíöà:

A =
dU

dτ
=
Q

m
F · U. (7.88)

Ïðîèçâîäíàÿ óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè (7.72) 4-ñïèíà è 4-ñêîðîñòè:

S · U = 0 =>
dS

dτ
· U = −S · A

ñ ó÷¼òîì óðàâíåíèé (7.87), (7.88) äà¼ò α2 = 0, α5 = α3−Q/m. Óðàâíåíèå
Ëàðìîðà (7.86) ïðè U = {1,0} ïîçâîëÿåò íàéòè îñòàâøèåñÿ êîýôôèöè-
åíòû: α1 = α4 = 0, α3 = gQ/2m. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå
Áàðãìàíà-Ìèøåëÿ-Òåëåãäè (BMT) [26]:

dS

dτ
=
gQ

2m
F · S−

(
1− g

2

)
(A · S)U, (7.89)

ãäå 4-óñêîðåíèå A îïðåäåëÿåòñÿ ñèëîé Ëîðåíöà (7.88).
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Êîìïîíåíòû 4-âåêòîðà, ïîëó÷àþùåãîñÿ ïðè ñâåðòêå F µν è Sµ ðàâíû
F ·S = {ES, S0E+S×B}, ãäå E è B � ýëåêòðè÷åñêîå è ìàãíèòíîå ïîëå.
Ïîýòîìó â 3-ìåðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ BMT óðàâíåíèå èìååò âèä:

dS

dt
=

gQ

2mγ

(
(uS)E+ S×B

)
+
(
1− g

2

)
γ2 (aS)u. (7.90)

Åñëè ìàãíèòíûé ìîìåíò ó ÷àñòèöû ñî ñïèíîì îòñóòñòâóåò (g = 0), òî ïðå-
öåññèÿ ñïèíà èìååò ÷èñòî êèíåìàòè÷åñêóþ ïðèðîäó, è èç (7.90) ñëåäóåò
óðàâíåíèå (3.43), ñòð. 191. Íà ñàìîì äåëå ÷àñòèöû, ñ çàðÿäîì è ñïèíîì,
íî áåç ìàãíèòíîãî ìîìåíòà, íàì íåèçâåñòíû. Îäíàêî, íàïðèìåð, äëÿ ÿäðà
óðàíà 235

92 U g-ôàêòîð ðàâåí g = −0.26, ÷òî â 11 ðàç ìåíüøå, ÷åì ó ïðîòî-
íà è â 8, ÷åì ó ýëåêòðîíà, ïðè òîì, ÷òî ñïèí â 7 ðàç áîëüøå (7~/2). Äëÿ
òàêîãî îáúåêòà êèíåìàòè÷åñêèé ýôôåêò ïðåîáëàäàåò íàä äèíàìè÷åñêèì.
Ïðè äâèæåíèè â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå (E = 0, B = const) ìî-

äóëü ñêîðîñòè ÷àñòèöû ïîñòîÿíåí è 3-âåêòîð óñêîðåíèÿ ðàâåí (ñòð. 166):

a =
du

dt
=

Q

mγ
[u×B] = ω [n×u],

da

dt
= ω [n× a] = −ω2 u, (7.91)

ãäå n � åäèíè÷íûé âåêòîð â íàïðàâëåíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, à öèêëî-
òðîííàÿ ÷àñòîòà ω = −QB/mγ, â çàâèñèìîñòè îò çíàêà çàðÿäà ÷àñòèöû
ìîæåò áûòü êàê ïîëîæèòåëüíîé, òàê è îòðèöàòåëüíîé. Óðàâíåíèå äëÿ
ñïèíà (7.90) ïðèíèìàåò âèä:

dS

dt
=
g

2
ω [n× S] +

(
1− g

2

)
γ2 (aS)u, (7.92)

îòêóäà, èñïîëüçóÿ (7.91) íåñëîæíî ïîëó÷èòü:

d(uS)

dt
= γ2

(
1− g

2

)
(aS),

d(aS)

dt
= −ω2

(
1− g

2

)
(uS). (7.93)

Ýòè óðàâíåíèÿ ïðèâîäÿò ê óðàâíåíèÿì îñöèëëÿòîðíîãî òèïà:

d2(uS)

dt
+ ω̄2 (uS) = 0,

d2(aS)

dt
+ ω̄2 (aS) = 0, (7.94)

ãäå ω̄ = γω (1 − g/2). Ïîòîìó ïðîåêöèè ñïèíà íà ñêîðîñòü è óñêîðåíèå
ñîâåðøàþò ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé, íå çàâèñÿùåé îò âåëè-
÷èíû ñêîðîñòè:

ωa =
2− g

2
γ ω =

2− g

2

QB

m
. (7.95)

Äëÿ ýëåêòðîíà g ≈ 2 è äèíàìè÷åñêàÿ ëàðìîðîâñêàÿ ïðåöåññèÿ ïðàêòè-
÷åñêè ïîëíîñòüþ êîìïåíñèðóåò êèíåìàòè÷åñêóþ ïðåöåññèþ. Íåáîëüøîå
èçìåíåíèå ïîëÿðèçàöèè ýëåêòðîíà uS ñâÿçàíî ñ îòêëîíåíèåì g-ôàêòîðà
îò äâîéêè, ÷òî ïîçâîëÿåò èçìåðÿòü àíîìàëüíûå ìàãíèòíûå ìîìåíòû [27].
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7.8 Ýëåêòðîìàãíèòíàÿ ìàññà

• Âû÷èñëèì ïîëíóþ ýíåðãèþ è èìïóëüñ ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî ðàâíîìåð-
íî äâèæóùèìñÿ òî÷å÷íûì çàðÿäîì. Òàê êàê ìû ñòîëêí¼ìñÿ ñ ðàñõîäè-
ìîñòüþ èíòåãðàëîâ, ñäåëàåì ðåãóëÿðèçàöèþ âîçíèêàþùåé ñèíãóëÿðíî-
ñòè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ çàêîí Êóëîíà ìîäèôè-
öèðóåòñÿ òàê, êàê ýòî áûëî çàïèñàíî â íà÷àëå ÷åòâ¼ðòîé ãëàâû (5.2),
ñòð. 264. Êðîìå ýòîãî ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè a ÿâ-
ëÿåòñÿ �ôóíäàìåíòàëüíîé êîíñòàíòîé� êîòîðàÿ íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïðåîáðà-
çîâàíèÿõ Ëîðåíöà. Òîãäà ýëåêòðè÷åñêîå è ìàãíèòíîå ïîëÿ äâèæóùåãîñÿ
çàðÿäà (ñòð. 271) áóäóò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

E =
Qγ r

(r2 + γ2(vr)2 + a2)3/2
, B = [v × E].

Íàñ èíòåðåñóþò ïîëíûå ýíåðãèÿ è èìïóëüñ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ:

w =

∫
Wd3r =

∫
E2 +B2

8π
d3r, p =

∫
Pd3r =

∫
E×B

4π
d3r.

Ïîäñòàâëÿÿ íàïðÿæ¼ííîñòè, íàéä¼ì ñîîòâåòñòâóþùèå ïëîòíîñòè:

W =
Q2γ2

8π

r2 + v2 r2 − (vr)2

(r2 + γ2(vr)2 + a2)3
, P =

Q2γ2

4π

v r2 − r(vr)

(r2 + γ2(vr)2 + a2)3
.

Íàïðàâèì îñü z âäîëü ñêîðîñòè çàðÿäà: v = {0, 0, v}. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
r2 = x2 + y2 + z2 è vr = vz, ïåðåïèøåì çíàìåíàòåëü â ñëåäóþùåì âèäå:

r2 + γ2(vr)2 + a2 = x2 + y2 +
z2

1− v2
+ a2.

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ z 7→
√
1− v2 z = z/γ è äëÿ

îáú¼ìà d3r = dxdydz 7→ d3r/γ. Â ðåçóëüòàòå ñêîðîñòü îñòà¼òñÿ òîëüêî â
÷èñëèòåëå ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè. Äëÿ ïîëíîé ýíåðãèè èìååì:

w =
Q2γ

8π

∫
(1 + v2)r2 − 2v2z2

(r2 + a2)3
d3r.

Ââåä¼ì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå:

µ =
2

3
Q2

∞∫
0

r4 dr

(r2 + a2)3
=
π

8

Q2

a
. (7.96)

Ýòîò èíòåãðàë ìîæåò áûòü âû÷èñëåí äâîéíûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî
ïàðàìåòðó α îïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà ñ ôóíêöèåé 1/(αr2 + 1).
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Îêîí÷àòåëüíîå âû÷èñëåíèå ïîëíîé ýíåðãèè ïðîâåä¼ì â ñôåðè÷åñêèõ
êîîðäèíàòàõ d3r = r2dr sin θdθ dϕ, â êîòîðûõ z = r cos θ. Èíòåãðèðîâàíèå
ïî ïîëÿðíîìó óãëó ϕ (îò êîòîðîãî ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ íå çàâèñèò)
äàñò ìíîæèòåëü 2π. Èíòåãðèðîâàíèå ïî r2dr ïðèâîäèò ê µ. Îñòàëîñü
âû÷èñëèòü ýëåìåíòàðíûé èíòåãðàë ïî θ, ïðè ïîìîùè �âíåñåíèÿ� ñèíóñà
ïîä äèôôåðåíöèàë: sin θdθ = −d(cos θ):

w =
3µγ

8

π∫
0

(
1 + v2 − 2v2 cos2 θ

)
sin θdθ = µ γ

3 + v2

4
.

Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿåòñÿ èíòåãðàë äëÿ èìïóëüñà ïîëÿ. Ïîñëå èíòåãðè-
ðîâàíèÿ ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó, åäèíñòâåííûé âåêòîð îò êîòîðîãî ìîæåò
çàâèñåòü âåêòîð èìïóëüñà ïîëÿ � ýòî ñêîðîñòü v. Ïîýòîìó îí ïðîïîðöè-
îíàëåí v è ïðè âûáðàííîì íàïðàâëåíèè ñêîðîñòè äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü
z-êîìïîíåíòó èìïóëüñà:

pz = v
Q2γ

4π

∫
r2 − z2

(r2 + a2)3
d3r =

3

4
µvγ

π∫
0

(1− cos2 θ) sin θdθ = µγv.

Òàêèì îáðàçîì, ýíåðãèÿ è èìïóëüñ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ çàðÿäà, äâè-
æóùåãîñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v ðàâíû:

w =
µ√

1− v2
− µ

4

√
1− v2, p =

µv√
1− v2

. (7.97)

Èìïóëüñ ïîëÿ èìååò òàêóþ æå çàâèñèìîñòü îò ñêîðîñòè êàê è ó ëþáîé
ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû ñ ìàññîé µ. À âîò ó ýíåðãèè ïîÿâèëàñü íåïðèÿò-
íàÿ äîáàâêà, è çàâèñèìîñòü îò ñêîðîñòè îòëè÷àåòñÿ îò ðåëÿòèâèñòñêîé.
Ïðè v 7→ 0, èìååì w = 3µ/4, p = µv. Ñ÷èòàÿ, ÷òî �ìàññà� ïîëÿ îïðåäå-
ëÿåòñÿ ïî ýíåðãèè ïîêîÿ, ìû ïîëó÷èì íåïðàâèëüíûé ìíîæèòåëü ó ìàññû
ïðè èìïóëüñå: w = m, p = 4mv/3. Èëè íàîáîðîò, îïðåäåëÿÿ ìàññó êàê
êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè íåðåëÿòèâèñòñêîãî èìïóëüñà è ñêîðî-
ñòè, ìû ïîëó÷èì ýíåðãèþ ïîêîÿ, êîòîðîé íå äîñòà¼ò 1/4 ìàññû, òàê êàê
îíà ðàâíà 3/4. Ïîýòîìó ÷àñòî ýòîò ýôôåêò íàçûâàþò �ïðîáëåìîé 3/4�
(èëè �ïðîáëåìîé 4/3� â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàê îïðåäåëÿþò ìàññó).
Íà çàðå âîçíèêíîâåíèÿ òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ñòðîèëèñü ìîäåëè, â

êîòîðûõ çàðÿä ýëåêòðîíà áûë ðàâíîìåðíî �ðàçìàçàí� ïî ïîâåðõíîñòè
ñôåðû. Â çàâèñèìîñòè îò ïîâåäåíèÿ ýòîé ñôåðû ïðè äâèæåíèè ýëåêòðî-
íà, ïîëó÷àëàñü òà èëè èíàÿ çàâèñèìîñòü îò ñêîðîñòè ýíåðãèè è èìïóëüñà
ïîëÿ. Ìàêñ Àáðàõàì âûñêàçàë çàìå÷àòåëüíóþ ìûñëü, ÷òî ìåõàíè÷åñêóþ
ìàññó ýëåêòðîíà ìîæíî îïðåäåëèòü, âû÷èñëÿÿ ýíåðãèþ-èìïóëüñ ñîçäà-
âàåìîãî ýëåêòðîíîì ïîëÿ.
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Ñàì Àáðàõàì (1902 ã.) ïðåäïîëàãàë, ÷òî �ñôåðà ýëåêòðîíà� ïðè äâè-
æåíèè íå äåôîðìèðóåòñÿ. Áûëà òàêæå ïîñòðîåíà ìîäåëü Àëüôðåäà Áà-
÷åðåðà (1904 ã.), â êîòîðîé ñôåðà ñæèìàëàñü â íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ,
ñîõðàíÿÿ ñâîé îáú¼ì. Â ðàìêàõ ýëåêòðîííîé òåîðèè Õåíäðèêà Ëîðåíöà,
ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ñôåðà ñæèìàåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåëÿòèâèñòñêèì
ôàêòîðîì

√
1− v2, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷àëàñü âåðíàÿ çàâèñèìîñòü èì-

ïóëüñà ïîëÿ îò ñêîðîñòè [52]. Îäíàêî âî âñåõ ýòèõ òåîðèÿõ òâîðèëîñü
íåêîå áåçîáðàçèå ñ ýíåðãèåé ïîëÿ. Àíðè Ïóàíêàðå ïðåäëîæèë ñëåäóþ-
ùåå îáúÿñíåíèå ïðîáëåìû. Çàðÿäû, ðàñïîëîæåííûå íà ïîâåðõíîñòè ñôå-
ðû, îòòàëêèâàþòñÿ äðóã îò äðóãà. Òàê êàê ýëåêòðîí ñòàáèëåí � íåêèå
ñèëû îáÿçàíû óäåðæèâàòü çàðÿäû. Èìåííî ýòè ñèëû, íàçâàííûå íàòÿ-
æåíèÿìè Ïóàíêàðå, è äîëæíû îáåñïå÷èòü íåäîñòàþùóþ 1/4 ìàññû.

Ñ âûñîòû 100-ëåòíåãî ðàçâèòèÿ êâàíòîâîé òåîðèè ýëåìåíòàðíûõ ÷à-
ñòèö, êëàññè÷åñêèå ìîäåëè ýëåêòðîíà âûãëÿäÿò äîñòàòî÷íî íàèâíûìè.
Îäíàêî ýòî íå îçíà÷àåò îòñóòñòâèÿ ïðîáëåìû. Áåñêîíå÷íîñòè âîçíèêà-
þò è â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ. Ïîýòîìó, â ëþáîì ñëó÷àå, ñ ñèëîé Êó-
ëîíà íåîáõîäèìî ÷òî-òî äåëàòü, òàê êàê îíà ðàâíà áåñêîíå÷íîñòè ïðè
r = 0. Èëè ýëåêòðîí íå äîëæåí áûòü òî÷å÷íûì, èëè äîëæíà áûòü èç-
ìåíåíà ñèëà. Ñôåðè÷åñêèå ìîäåëè ýëåêòðîíà øëè ïî ïåðâîìó ïóòè è
ïûòàëèñü, íå ìåíÿÿ çàêîíà Êóëîíà, ñäåëàòü ýëåêòðîí íåòî÷å÷íûì. Ìîæ-
íî ïîéòè âòîðûì ïóò¼ì è ñ÷èòàòü, ÷òî íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ äîëæåí
ìîäèôèöèðîâàòüñÿ ñàì çàêîí Êóëîíà. Íàïðèìåð, âûøå ìû ââåëè ôóí-
äàìåíòàëüíóþ êîíñòàíòó a, óñòðàíÿþùóþ �íåôèçè÷íóþ� áåñêîíå÷íîñòü.
Ïîñëå ýòîãî ìîæíî ïîñòðîèòü òåîðèþ ýëåêòðîìàãíåòèçìà è â ðåçóëüòà-
òå âñ¼ ðàâíî ïîëó÷èòñÿ íåâåðíàÿ çàâèñèìîñòü ýíåðãèè ïîëÿ îò ñêîðîñòè,
äàæå â ïðåäåëå a→ 0, õîòÿ íè êàêèõ �íàòÿæåíèé Ïóàíêàðå� óæå íåò.

Áûëî ïðåäïðèíÿòî ìíîæåñòâî õèòðûõ ìîäèôèêàöèé êëàññè÷åñêîé ýëåê-
òðîäèíàìèêè äëÿ óñòðàíåíèÿ íåïðàâèëüíîé çàâèñèìîñòè ýíåðãèè îò ñêî-
ðîñòè [51]. Ïî-âèäèìîìó íàèáîëåå ïðîñòîå ðåøåíèå ïðîáëåìû ýëåêòðî-
ìàãíèòíîé ìàññû ïðèíàäëåæèò Äæóëèàíó Øâèíãåðó (1982) [53].

Îñíîâíàÿ èäåÿ Øâèíãåðà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè ýíåðãèè
è èìïóëüñà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü íå òîëüêî
âûðàæåíèÿ äëÿ W è P íî è ÷ëåí Ej, âîçíèêøèé ïðè âûâîäå çàêîíà
ñîõðàíåíèÿ (òåîðåìà Ïîéíòèíãà, ñòð. 310):

∂W

∂t
+ Ej+∇P = 0. (7.98)

Ñîõðàíÿåòñÿ ñóììàðíàÿ ýíåðãèÿ ïîëÿ è ÷àñòèöû, à íå òîëüêî ïîëÿ. Èñ-
ïîëüçîâàíèå òîëüêî ÷àñòè ïîëíîé ýíåðãèè è ïðèâîäèò ê ïðîáëåìå 3/4.
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Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòî, ïðîäåëàâ ñîîòâåòñòâóþùèå âû÷èñëåíèÿ â êî-
âàðèàíòíîì âèäå. Ðàíåå (ñòð. 426) ìû çàïèñûâàëè âûðàæåíèÿ äëÿ 4-
ïîòåíöèàëà Aα è òåíçîðà íàïðÿæåííîñòåé ïîëÿ Fαβ òî÷å÷íîãî çàðÿäà:

Aα =
Qvα

(a2 − η2)1/2
, Fαβ = Q

ηα vβ − ηβ vα
(a2 − η2)3/2

, (7.99)

ãäå a � ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè è ïðè ïîìîùè 4-ñêîðîñòè çàðÿäà v ≡ vα

è åãî êîîðäèíàò x ≡ xα îïðåäåëåí ñëåäóþùèé 4-âåêòîð (ñòð. 427):

η = x− (v · x) v.

Ýòîò âåêòîð îðòîãîíàëåí 4-ñêîðîñòè (η · v = 0) è äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâû
ñëåäóþùèå ïðîèçâîäíûå:

∂αη
β = δβα − vαv

β, ∂αη
2 = 2ηα, ∂αη

α = 3. (7.100)

Åãî êâàäðàò ðàâåí η2 = x2 − (x · v)2 èëè −η2 = x2 + γ2 (xv)2 â ìîìåíò
âðåìåíè t = 0, ãäå γ � ñòàíäàðòíûé ëîðåíöåâñêèé ôàêòîð.

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (7.99), çàïèøåì ñèììåòðè÷íûé òåíçîð ýíåðãèè-
èìïóëüñà (7.35), ñòð. 439:

T µν =
Q2/4π

(a2 − η2)3

(
1

2
gµνη2 − ηµην − vµvν η2

)
.

Êàê èçâåñòíî, ñîõðàíÿåòñÿ ñóììàðíûé òåíçîð ïîëÿ è ÷àñòèö. Ñàì ïî ñåáå
T µν íå ñîõðàíÿåòñÿ:

∂µT
µν = −3Q2

4π

ηνa2

(a2 − η2)4

ïîýòîìó ýíåðãèÿ è èìïóëüñ ïîëÿ (èíòåãðàëû îò T 0ν) íå ÿâëÿþòñÿ êîì-
ïîíåíòàìè 4-âåêòîðà (ñòð. 458). Â ýòîì è ñîñòîèò êîðåíü ïðîáëåìû 3/4.

Çàïèøåì òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà â ñëåäóþùåì âèäå:

T µν =
1

4π

(
1

2
gµνη2 − ηµην − vµvν η2

)
f0,

ãäå f0 = Q2/(a2 − η2)3. Äëÿ ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ ðåãóëÿðèçàöèè çàêî-
íà Êóëîíà áóäóò ïîëó÷àòüñÿ ðàçëè÷íûå ôóíêöèè f0. Äèâåðãåíöèÿ ýòîãî
âûðàæåíèÿ ðàâíà:

∂µT
µν =

ην

4π
(η2 f ′0 − 3f0),

ãäå øòðèõ � ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f0 = f0(a
2 − η2) ïî å¼ àðãóìåíòó.
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×òîáû ñêîìïåíñèðîâàòü íåíóëåâóþ äèâåðãåíöèþ, íåîáõîäèìî äîáàâèòü
òåíçîð T µν, òàê ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè:

∂µ(T
µν + T µν) = 0. (7.101)

Ïðè ïîìîùè âåëè÷èí ηµ, vµ, gµν ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèé ñèììåòðè÷-
íûé òåíçîð:

T µν = − 1

4π

(
1

2
gµν η2 f1 + ηµηνf2 + vµvν η2 f3

)
,

ãäå fi = fi(a
2− η2) � íåêîòîðûå ñêàëÿðíûå ôóíêöèè. Äèâåðãåíöèÿ ýòîãî

âûðàæåíèÿ ðàâíà:

∂µT µν =
ην

4π
(η2f ′1 − f1 + 2η2 f ′2 − 4f2).

Çàìåòèì, ÷òî f3 â ýòî âûðàæåíèå íå ïîïàëî è òåíçîð v
µvνf3 òîæäåñòâåí-

íî óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ íåïðåðûâíîñòè. Â îïðåäåëåíèå T µν ìîæíî
áûëî áû äîáàâèòü ñèììåòðè÷íóþ êîìáèíàöèþ (ηµvν + ηνvµ) f4. Îäíàêî,
å¼ äèâåðãåíöèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà vν, à íå ην . ×òîáû (7.101) áûëî ñïðà-
âåäëèâûì, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

η2 f ′0 − 3f0 = f1 − η2f ′1 + 4f2 − 2η2 f ′2. (7.102)

Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîòðåáóþòñÿ èíòåãðàëû:∫
f(η2) d3r =

4π

γ

∞∫
0

f(−r2) r2dr, (7.103)

∫
(η0)2 f(η2) d3r =

4π

3
γv2

∞∫
0

f(−r2) r4dr, (7.104)

∫
η0η f(η2) d3r =

4π

3
γv

∞∫
0

f(−r2) r4dr. (7.105)

Îíè âû÷èñëÿþòñÿ òàêæå, êàê è â íà÷àëå ðàçäåëà (ïåðåõîäèì ê öèëèíäðè-
÷åñêèì êîîðäèíàòàì, äåëàåì çàìåíó z 7→ z/γ è îêîí÷àòåëüíîå èíòåãðè-
ðîâàíèå ïðîâîäèì â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ). Êðîìå ýòîãî, îïðåäåëèì
ñëåäóþùèå ÷åòûðå (i = 0, ..., 3) êîíñòàíòû:

mi =

∞∫
0

fi(a
2 + r2) r4 dr.

Â ñëó÷àå f0 = Q2/(a2 + r2)3 èìååì m0 = 3πQ2/16a = 3µ/2.
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Ìåæäó êîíñòàíòàìèmi ñóùåñòâóåò îïðåäåëåííàÿ ñâÿçü. ×òîáû å¼ íàé-
òè, óìíîæèì ñîîòíîøåíèå (7.102) íà η2 è ïðîèíòåãðèðóåì ïî âñåìó ïðî-
ñòðàíñòâó. Çàòåì âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì òîæäåñòâîì:

∞∫
0

f ′(a2 + r2) r6dr = −5

2

∞∫
0

f(a2 + r2) r4dr.

Äëÿ åãî äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìî ïðàâóþ ÷àñòü ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî
÷àñòÿì (5r4dr = dr5) Â ðåçóëüòàòå, óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè äëÿ ñóì-
ìàðíîãî òåíçîðà T µν + T µν âûïîëíÿåòñÿ, åñëè:

m0 = 3m1 + 2m2. (7.106)

Âû÷èñëèì òåïåðü ýíåðãèþ è èìïóëüñ ïîëÿ ïðè ïîìîùè òåíçîðà T µν:∫
T 00 d3r =

(
1

2
+
v2

6

)
m0γ,

∫
T 0i d3r =

2

3
m0v

iγ.

Ïðè m0 = 3µ/2 ñíîâà ïîëó÷àþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ (7.97). Àíàëîãè÷íî âû-
÷èñëÿþòñÿ ýíåðãèÿ è èìïóëüñ äëÿ òåíçîðà T µν:∫

T 00 d3r =
m1

2γ
− γv2

3
m2 +m3γ,

∫
T 0i d3r = m3γv

i − m2

3
γvi.

Îêîí÷àòåëüíî, ó÷èòûâàÿ (7.106), äëÿ ñóììàðíîé ýíåðãèè è èìïóëüñà ïî-
ëó÷àåì:∫

(T 00 + T 00) d3r = mγ,

∫
(T 0i + T 0i) d3r = mγvi,

ãäå ìàññà ñèñòåìû, ðàâíà:

m = 2m1 +m2 +m3. (7.107)

Òàêèì îáðàçîì, ýíåðãèÿ è èìïóëüñ, ïîëó÷åííûå ïî òåíçîðó T µν + T µν

èìåþò ïðàâèëüíóþ çàâèñèìîñòü îò ñêîðîñòè è ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè
4-âåêòîðà. Òàê è äîëæíî áûòü äëÿ èíòåãðàëà îò òåíçîðà, êîòîðûé óäîâëå-
òâîðÿåò óðàâíåíèþ íåïðåðûâíîñòè. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â ýíåðãèþ è
èìïóëüñ îò T µν ÷ëåí ïðîïîðöèîíàëüíûé m3 ñðàçó âõîäèò ñ âåðíîé çàâè-
ñèìîñòüþ îò ñêîðîñòè. Ñâÿçàíî ýòî ñ òåì, ÷òî ÷àñòü òåíçîðà T µν êîòîðàÿ
äàëà m3 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ íåïðåðûâíîñòè ñàìà ïî ñåáå ïðè ëþ-
áîé ôóíêöèè f3.
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Ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèé íå çàâèñèò îò âûáîðà ôóíêöèé fi è åäèíñòâåí-
íûì îãðàíè÷åíèåì íà íèõ ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå (7.102). Øâèíãåð ðàññìîò-
ðåë ÷àñòíûé ñëó÷àé ñ f2 = 0 è äâà âàðèàíòà ñ f3 = 0 è f3 = −f1/2.
Îáñóäèì ôèçè÷åñêèé ñìûñë ââåäåííûõ âûøå ìàññ. Ìàññà m0 ñâÿçàíà

ñ ïîëåì çàðÿäà è èìååò ÷èñòî ýëåêòðîìàãíèòíîå ïðîèñõîæäåíèå. Ìàññà
m3 ìîæåò áûòü ïðîèíòåðïðåòèðîâàíà êàê ìåõàíè÷åñêàÿ ìàññà çàðÿäà.
Íàïîìíèì (ñòð. 437), ÷òî òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà, ñâÿçàííûé ñ ðàñïðå-
äåëåííîé â ïðîñòðàíñòâå ìàòåðèåé èìååò âèä: T αβ = µ(r, t) (ds/dt) vαvβ.
Ïîýòîìó µ(r, t) = −η2γf3/4π (îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ïðè t = 0 ìû èìååì
η2 < 0, ïîýòîìó η � ïðîñòðàíñòâåííî-ïîäîáíûé âåêòîð). Â òåîðèè êëàñ-
ñè÷åñêîãî ýëåêòðîíà, ìàññà êîòîðîãî ïîëíîñòüþ îáóñëîâëåíà ïîëåâûìè
ýôôåêòàìè ìîæíî ïîëîæèòü m3 = 0.

Çàïèøåì êîìïîíåíòû òåíçîðà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ T µν â ñèñòåìå
ïîêîÿ ýëåêòðîíà â êîòîðîé vν = {1, 0} è ην = {0,x}:

T00 =
Q2

8π

r2

(r2 + a2)3
, Tij =

Q2/8π

(r2 + a2)3
(
δij r

2 − 2xixj
)
.

Êîìïîíåíòû �êîìïåíñèðóþùåãî� òåíçîðà T µν ðàâíû:

T00 =
r2

8π

(
f1 + 2f3

)
, Tij = − 1

8π

(
δij r

2f1 + 2xixjf2
)

è T0i = T0i = 0. Ïðîñòðàíñòâåííûå êîìïîíåíòû òåíçîðîâ Tij è Tij ïðè
ñëîæåíèè äàäóò íîëü, åñëè f2 = −f1 = −f0. Â ýòîì ñëó÷àå m2 = −m1 =
−m0 è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïîëíîé ìàññû ýëåêòðîíà èìååì:

m = m0 +m3 =
3π

16

Q2

a
+m3,

ãäå ïîäñòàâëåíî çíà÷åíèå èíòåãðàëà äëÿ m0.

Ìíîæèòåëü ïðè Q2/a çàâèñèò îò ñïîñîáà ðåãóëÿðèçàöèè (ïîâåäåíèÿ
çàêîíà Êóëîíà íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ èëè ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäà �â ýëåê-
òðîíå�). Ïîýòîìó äëÿ Q = e, µ = me, m3 = 0 â êà÷åñòâå õàðàêòåðíîãî
ðàçìåðà a ïðèíÿòî èñïîëüçîâàòü îòíîøåíèå:

a =
e2

mec2
= 2.8 · 10−13 ñì,

ãäå âîññòàíîâëåíà ñêîðîñòü ñâåòà (Q 7→ Q/c). Ýòà õàðàêòåðíàÿ äëèíà
íàçûâàåòñÿ êëàññè÷åñêèì ðàäèóñîì ýëåêòðîíà. Äëÿ ñðàâíåíèÿ, �ðàçìåð�
àòîìà âîäîðîäà (áîðîâñêèé ðàäèóñ) ïîðÿäêà 5.3 · 10−9 ñì, à òèïè÷íûé
ðàçìåð ïðîòîíà ðàâåí 0.88 · 10−13 ñì.
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Âûøå ìû íå ââîäèëè ìîäåëè ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäà ýëåêòðîíà, ñ÷èòàÿ
ïàðàìåòð a íåêîòîðûì ñïîñîáîì ðåãóëÿðèçàöèè áåñêîíå÷íîñòåé. Öåëü
âû÷èñëåíèé ñîñòîÿëà â äåìîíñòðàöèè ðåëÿòèâèñòñêîé êîâàðèàíòíîñòè
èíòåãðàëüíûõ âûðàæåíèé äëÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà, ïðè óñëîâèè, ÷òî îíè
ñëåäóþò èç òåíçîðà, óäîâëåòâîðÿþùåãî óðàâíåíèþ íåïðåðûâíîñòè. Ïî-
ëó÷èâ êîâàðèàíòíûé ðåçóëüòàò, ìîæíî óñòðåìèòü a ê íóëþ. Âûðàæåíèÿ
îñòàíóòñÿ êîâàðèàíòíûìè, õîòÿ ìàññà îêàæåòñÿ áåñêîíå÷íîé.
Ìîæíî ñòàòü íà êëàññè÷åñêóþ òî÷êó çðåíèÿ, ñ÷èòàÿ, ÷òî çàðÿä ýëåê-

òðîíà �ðàçìàçàí� â ïðîñòðàíñòâå è íàéòè ïëîòíîñòü çàðÿäà, ñîîòâåòñòâó-
þùóþ ðåãóëÿðèçîâàííûì âûðàæåíèÿì äëÿ íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ. Òàê,
èç óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà äëÿ òåíçîðà Fµν (7.99) ñëåäóåò ðåãóëÿðèçîâàí-
íîå âûðàæåíèå äëÿ òîêà (7.13), ñòð. 427. Â ñèñòåìå ïîêîÿ ýëåêòðîíà åìó
ñîîòâåòñòâóåò ðàñïðåäåëåíèå çàðÿäà:

ρ =
3Q

4π

a2

(r2 + a2)5/2
. (7.108)

×òîáû óäåðæàòü çàðÿäû äëÿ òàêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íåîáõîäèìû äîïîë-
íèòåëüíûå ñèëû íåýëåêòðîìàãíèòíîãî ïðîèñõîæäåíèÿ. Èìåííî ýòè ñèëû
(íàòÿæåíèÿ Ïóàíêàðå) ïðèâîäÿò ê äîïîëíèòåëüíîìó òåíçîðó T µν.
Óñëîâèå T ij + T ij = 0 â ýòîì ñëó÷àå îçíà÷àåò îòñóòñòâèå ñèë, äåé-

ñòâóþùèõ íà êàæäûé ýëåìåíò ðàñïðåäåë¼ííîãî â ïðîñòðàíñòâå çàðÿäà.
Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ýíåðãèè-èìïóëüñà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ñïðàâåä-
ëèâî óðàâíåíèå ∂µT

µν = −F µνjν. Â ñèñòåìå ïîêîÿ jν = {ρ, 0} è â îòñóò-
ñòâèè çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè, èíòåãðèðóÿ ýòî óðàâíåíèå ïî áåñêîíå÷íî
ìàëîìó îáú¼ìó, îêðóæàþùåìó ýëåìåíò çàðÿäà q = ρdV , ïîëó÷àåì:∫

∂iT
ijdV =

∫
dSiT

ij = −
∫
F 0jρdV = −qEj,

ãäå âî âòîðîì ðàâåíñòâå ïî òåîðåìå Ãàóññà, ìû ïåðåøëè ê èíòåãðàëó
ïî ïîâåðõíîñòè dSi, îêðóæàþùèé çàðÿä, à â ïîñëåäíåì, äëÿ áåñêîíå÷íî
ìàëîãî îáú¼ìà, çàìåíèëè ρdV íà q. Íà çàðÿä q ñî ñòîðîíû îñòàëüíûõ
çàðÿäîâ �ðàçìàçàííîãî â ïðîñòðàíñòâå ýëåêòðîíà� äåéñòâóåò ñèëà qEj.
Åñëè T ij + T ij = 0 � ñóììàðíàÿ ñèëà ñî ñòîðîíû ïîëÿ è óäåðæèâàþùèõ
îò ðàçëåòàíèÿ ñèë ðàâíà íóëþ è êîíôèãóðàöèÿ (7.108) ñòàáèëüíà.
Â òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ïîäîáíûå ñèëû íåîáõîäèìî ðåàëèçîâûâàòü

ïðè ïîìîùè ââåäåíèÿ íîâîãî ïîëÿ. Òàêîé ñïîñîá îáúÿñíåíèÿ ïðèðîäû
ìàññû ñòàíîâèòñÿ óæå íå ñòîëü ïðèâëåêàòåëüíûì êàê èñõîäíàÿ èäåÿ Àá-
ðàõàìà. Õîòÿ íàëè÷èå ýëåêòðîìàãíèòíîé ñîñòàâëÿþùåé â ìàññå çàðÿæåí-
íîé ÷àñòèöû ñîìíåíèÿ íå âûçûâàåò. Ïî âñåé âèäèìîñòè, äëÿ îáúÿñíåíèÿ
ïðèðîäû ìàññû íåîáõîäèìû äðóãèå èäåè. Îäíî èç âîçìîæíûõ íàïðàâëå-
íèé áóäåò ðàññìîòðåíî â ïîñëåäíèõ äâóõ ðàçäåëàõ ãëàâû.
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7.9 Âçàèìîäåéñòâèå çàðÿäîâ áåç ïîëÿ

Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå èíôîðìàöèÿ î òîì, ÷òî íåêîòîðûé îáúåêò
(çàðÿä) èçìåíÿåò ñâî¼ ïîëîæåíèå ìîæåò ïîïàñòü ê äðóãèì îáúåêòàì ìãíî-
âåííî. Ïîýòîìó â êîíöåïöèè ïîëÿ íåîáõîäèìîñòè íåò è óðàâíåíèÿ äâèæå-
íèÿ çàðÿäîâ çàâèñÿò òîëüêî îò èõ ïîëîæåíèé è, âîçìîæíî, ñêîðîñòåé. Â
òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ýòî íå òàê. Òåì íå ìåíåå, åñëè ñêîðîñòè çàðÿäîâ
è ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè íåâåëèêè, ïîëå ìîæíî èñêëþ÷èòü è ïîëó÷èòü
ïîïðàâêè ê óðàâíåíèÿì êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè.
Çàïèøåì ïîòåíöèàëû, ñîçäàâàåìûå ñèñòåìîé çàðÿäîâ (ñòð. 323):

φ(x, t) =

∫
ρ(r, t−R)

R
d3r, A(x, t) =

∫
j(r, t−R)

R
d3r, (7.109)

ãäå x � êîîðäèíàòû òî÷êè èçìåðåíèÿ ïîëÿ è R = |x − r| � ðàññòîÿíèå
îò íå¼ äî çàðÿäà â îáúåìå d3r, íàõîäÿùåãîñÿ â r. Ñäâèã â ïðîøëîå íà
âåëè÷èíó R ðàâåí âðåìåíè çàïàçäûâàíèÿ èíôîðìàöèè îáî âñåõ èçìåíå-
íèÿõ. Åñëè ñèñòåìà çàðÿäîâ äîñòàòî÷íî êîìïàêòíà è èõ ñêîðîñòè íåâåëè-
êè, çàïàçäûâàíèåì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Áóäåì ñ÷èòàòü R ìàëûì (lC11)
è ðàçëîæèì ïî íåìó â ðÿä Òåéëîðà ïëîòíîñòè, âõîäÿùèå â èíòåãðàëû
(7.109). Òàê, äëÿ ïëîòíîñòè çàðÿäà èìååì:

ρ(r, t−R) = ρ(r, t)− ∂ρ(r, t)

∂t
R +

1

2

∂2ρ(r, t)

∂t2
R2 − ...

Ïîäñòàâëÿÿ åãî â âûðàæåíèå äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà, èìååì:

φ(x, t) =

∫
ρ(r, t)

R
d3r+

1

2

∂2

∂t2

∫
ρ(r, t)Rd3r− ...,

ãäå âòîðîå ñëàãàåìîå â ðàçëîæåíèè φ(r, t − R) ðàâíî íóëþ, òàê êàê
îíî ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè ïîëíîãî çàðÿäà ñèñòåìû, êîòîðûé
ñîõðàíÿåòñÿ. Àíàëîãè÷íîå ðàçëîæåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ âåêòîðíîãî ïî-
òåíöèàëà. Îäíàêî, òàê êàê îí ñîäåðæèò ñêîðîñòü çàðÿäîâ (â ïëîòíîñòè
òîêà), êîòîðûå ìàëû, â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî îãðàíè÷èòñÿ âåäó-
ùèì ïðèáëèæåíèåì (íå ó÷èòûâàþùåì çàïàçäûâàíèÿ):

A(x, t) =

∫
v(t)ρ(r, t)

R
d3r+ ...

Íàéäåì èíòåãðàëû äëÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà ρ(r, t) = Qδ(r− x0(t)):

φ(x, t) ≈ Q

R
+
Q

2

∂2R

∂t2
, A(x, t) ≈ Qv(t)

R
, (7.110)

ãäå R = |x − x0(t)| � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x â êîòîðîé âû÷èñëÿþòñÿ
ïîòåíöèàëû ê èçìåíÿþùåìóñÿ ïîëîæåíèþ çàðÿäà x0(t).
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Ïðîâåäåì êàëèáðîâî÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå, ÷òîáû óáðàòü âòîðóþ ïðî-
èçâîäíóþ (óñêîðåíèå) â ñêàëÿðíîì ïîòåíöèàëå. Íàïîìíèì (ñòð. 319), ÷òî
íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ íå èçìåíÿòñÿ, åñëè ïåðåéòè ê íîâûì ïîòåíöèàëàì:

φ 7→ φ− ∂f

∂t
, A 7→ A+∇f,

ãäå f = f(x, t) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ. Âûáåðåì:

f =
Q

2

∂R

∂t
.

Òîãäà ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë ñòàíåò êóëîíîâñêèì φ = Q/R. Âû÷èñëèì
(lH100) ãðàäèåíò f , êîòîðûé äîáàâëÿåòñÿ ê âåêòîðíîìó ïîòåíöèàëó:

∇f =
Q

2

∂

∂t
∇R =

Q

2

∂

∂t

(
R

R

)
=
Q

2

{
−v

R
+

(vR)R

R3

}
,

ãäåR = x−x0(t) è ñêîðîñòü çàðÿäà ðàâíà v = dx0(t)/dt (ãðàäèåíò áåðåò-
ñÿ ïî x èëè ýêâèâàëåíòíî ïî R, à x0(t) � ôóíêöèÿ âðåìåíè, êîòîðàÿ îò
êîîðäèíàò íå çàâèñèò). Îòìåòèì, ÷òî ∂R/∂t = −v è ∂R/∂t = −vR/R).

Òàêèì îáðàçîì, ïðèáëèæåííûå âûðàæåíèÿ äëÿ ñêàëÿðíîãî è âåêòîð-
íîãî ïîòåíöèàëîâ ïðèíèìàþò âèä:

φ(x, t) ≈ Q

R
, A(x, t) ≈ Q

2

{
v

R
+

(vR)R

R3

}
. (7.111)

Çíàÿ ïîòåíöèàëû, ìîæíî íàéòè íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ. Ìàãíèòíîå ïîëå
B = ∇×A âûãëÿäèò (lH101) î÷åíü ïðîñòî:

B ≈ Q
v ×R

R3
(7.112)

è ñîâïàäàåò ñ âåäóùèì ïî ñêîðîñòè âûðàæåíèåì äëÿ ðàâíîìåðíî äâèæó-
ùåãîñÿ çàðÿäà (5.17), ñòð. 271. Âûðàæåíèå äëÿ íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè-
÷åñêîãî ïîëÿ E = −∇φ− ∂A/∂t áîëåå ñëîæíîå:

E ≈ Q
R

R3

(
1 +

v2

2

)
− 3Q

2

(vR)2R

R5
− Q

2

{
a

R
+

(aR)R

R3

}
(7.113)

è çàâèñèò óæå îò óñêîðåíèÿ çàðÿäà a = dv/dt. Ïðè ýòîì ïåðâûå äâà ÷ëåíà
ñîâïàäàþò ñ ðàçëîæåíèåì ïî v âûðàæåíèÿ (5.17), ñòð. 271, à òðåòèé ÿâ-
ëÿåòñÿ ñïåöèôè÷åñêèì äëÿ óñêîðåííî äâèæóùåãîñÿ çàðÿäà. Åñòåñòâåííî,
òàêèå æå âûðàæåíèÿ äëÿ íàïðÿæåííîñòåé ïîëó÷àþòñÿ ïðè èñïîëüçîâà-
íèè ïîòåíöèàëîâ (7.110). Îäíàêî, äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè Ëàãðàíæà,
çàâèñÿùåé îò ñêîðîñòåé ÷àñòèö (íî íå îò èõ óñêîðåíèé), áîëåå ïîäõîäÿ-
ùèìè ÿâëÿþòñÿ ïîòåíöèàëû (7.111).
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• Ëàãðàíæèàí çàðÿäà Qa, íàõîäÿùåãîñÿ âî âíåøíåì ïîëå äðóãîãî çà-
ðÿäà Qb, áûë çàïèñàí íà ñòðàíèöå 432:

L = −m
√
1− v2

a −Qa φb +QavaAb,

ãäå èíäåêñ �b� ó ïîòåíöèàëîâ îçíà÷àåò, ÷òî îíè ñîçäàþòñÿ çàðÿäîì Qb.
Ïåðâîå ñëàãàåìîå � ýòî ëàãðàíæèàí ñâîáîäíîé ÷àñòèöû, à âòîðûå äâà
ñâÿçàíû ñî âçàèìîäåéñòâèåì çàðÿäà ñ âíåøíèì ïîëåì. Äëÿ ïîòåíöèàëîâ
(7.111), âû÷èñëåííûõ â òî÷êå xa, ãäå íàõîäèòñÿ çàðÿä Qa, èìååì:

−Qaφb(xa, t) +QavaAb(xa, t) = −QaQb

R

{
1− 1

2
[vavb + (Nva)(Nvb)]

}
,

ãäåR = xa−xb � ðàäèóñ âåêòîð â íàïðàâëåíèè îò b-òîãî çàðÿäà ê a-òîìó,
à N = R/R � åäèíè÷íûé âåêòîð â íàïðàâëåíèè R. Ýòî âûðàæåíèå ñèì-
ìåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî îáîèõ çàðÿäîâ. Ñ÷èòàÿ, ÷òî â ñèñòåìå âñå çàðÿäû
ðàâíîïðàâíû, ìîæíî çàïèñàòü îáùóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà â ñëåäóþùåì
âèäå:

L = −
∑
a

ma

√
1− v2

a −
a<b∑
a,b

QaQb

R

{
1− 1

2
[vavb + (Nva)(Nvb)]

}
.

(7.114)
Ñóììà ñ ïîìåòêîé a < b ïðåäïîëàãàåò äâîéíîå ñóììèðîâàíèå ïî a è
b ïðè êîòîðîì ïåðâûé èíäåêñ âñå âðåìÿ îñòàåòñÿ ìåíüøå âòîðîãî. Ýòà
ñóììà ðàâíà ïîëîâèíå äâîéíîé ñóììû ïî âñåì íåðàâíûì çíà÷åíèÿì a
è b. Íàïðèìåð, åñëè âûðàæåíèå ïîä ñóììîé îáîçíà÷èòü êàê Vab, òî äëÿ
òðåõ çàðÿäîâ, ïðè Vab = Vba, èìååì:
a<b∑
a,b

Vab = V12+V13+V23 =
1

2

a̸=b∑
a,b

Vab =
1

2
(V12+V13+V21+V23+V31+V32),

Òàêèì îáðàçîì, ñóììà â (7.114) ñîäåðæèò âñå ïàðíûå âçàèìîäåéñòâèÿ.
Êèíåòè÷åñêèé ÷ëåí â ëàãðàíæèàíå íåîáõîäèìî, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëî-

æèòü â ðÿä ïî ñêîðîñòè
√
1− v2 ≈ 1 − v2/2 − (v2)2/8, ÷òîáû îñòàâàòü-

ñÿ â òîì-æå ïðèáëèæåíèè, â êîòîðîì áûëè ïîëó÷åíû ïîòåíöèàëû (äëÿ
âîññòàíîâëåíèÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ñêîðîñòè äåëàåì çàìåíû Q 7→ Q/c,
v 7→ v/c è ïîëó÷àåì, ÷òî ÷ëåí âçàèìîäåéñòâèÿ ïðîïîðöèîíàëåí 1/c4).
Òåì íå ìåíåå, äëÿ êîìïàêòíîñòè ìû îñòàâèì åãî â ñâåðíóòîì âèäå, ïîì-
íÿ î íåîáõîäèìîñòè òàêîãî ðàçëîæåíèÿ.
Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ïîëó÷åííûé ëàãðàíæèàí çàâèñèò îò ïîëîæå-

íèÿ çàðÿäîâ è èõ ñêîðîñòåé, íî íå çàâèñèò îò óñêîðåíèé (óðàâíåíèÿ äâè-
æåíèÿ ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè âòîðîãî ïîðÿäêà).
Êàëèáðîâî÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïðîäåëàííîå âûøå, è áûëî íåîáõîäèìî,
÷òîáû äîáèòüñÿ èñêëþ÷åíèÿ èç ïîòåíöèàëîâ óñêîðåíèÿ ÷àñòèö.
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• Çàïèøåì ÿâíûé âèä óðàâíåíèé Ëàãðàíæà

d

dt

(
∂L

∂va

)
=

∂L

∂xa
. (7.115)

Äëÿ ëàãðàíæèàíà (7.114) ïðîèçâîäíàÿ ïî ñêîðîñòè a-òîé ÷àñòèöû ðàâíà:

∂L

∂va
=

mava√
1− v2

a

+
1

2

b̸=a∑
b

QaQb

R
{vb +N (Nvb)}. (7.116)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà (7.115), ïîñëå íåñêîëü-
êî óòîìèòåëüíûõ âû÷èñëåíèé (lH102), ïîëó÷àåì:

dpa

dt
=

b ̸=a∑
b

QaQb

R2

{
N

(
1 +

v2
b

2

)
− 3

2
N (Nvb)

2 + va × [vb ×N]

}

− 1

2

b ̸=a∑
b

QaQb

R
{ab +N (Nab)},

ãäå pa � èìïóëüñ a-òîé ÷àñòèöû, êîòîðûé íàäî çàïèñàòü â ÷åòâåðòîì ïî-
ðÿäêå ìàëîñòè ïî ñêîðîñòè. Íà ñàìîì äåëå, äëÿ íàõîæäåíèÿ ýòèõ óðàâ-
íåíèé ìîæíî áûëî ñðàçó âîñïîëüçîâàòüñÿ âûðàæåíèÿìè äëÿ ýëåêòðè÷å-
ñêîãî (7.113) è ìàãíèòíîãî ïîëÿ (7.112), çàïèñàâ ñèëó Ëîðåíöà:

dpa

dt
=

b̸=a∑
b

{QaEb +Qa [va ×Bb]} . (7.117)

Íåñìîòðÿ íà ñëîæíûé âèä óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, îíè äîïóñêàþò ðÿä ïðî-
ñòûõ òî÷íûõ ðåøåíèé. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, äâå ÷àñòèöû ìàññîé m ñ
çàðÿäàìè Qa = −Qb = Q. Ïóñòü îíè äâèãàþòñÿ ïî îêðóæíîñòè ðàäèó-
ñà r = R/2 ñ îäèíàêîâûìè ïî ìîäóëþ ñêîðîñòÿìè va = −vb, íàõîäÿñü
íà äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷êàõ îêðóæíîñòè. Ïðîâåðèì, ÷òî
òàêàÿ ñèñòåìà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå óñêî-
ðåíèå ðàâíî |aa| = v2/r, ãäå v = |va| = const, ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ äëÿ èì-
ïóëüñà ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå p = mv (1 + v2/2), ïîëó÷àåì (lH103):

dpa

dt
= ma (1 + v2/2) = −Q

2

R2
N (1− v2/2).

èëè, äåëÿ îáå ÷àñòè íà 1− v2/2 â êâàäðàòè÷íîì ïî ñêîðîñòè ïðèáëèæå-
íèè, èìååì ñëåäóþùóþ ñâÿçü ñêîðîñòè è äèàìåòðà R = 2r îêðóæíîñòè:

v2 (1 + v2) =
Q2/R

2m
. (7.118)

Ýòî âûðàæåíèå îòëè÷àåòñÿ âûðàæåíèåì â êðóãëûõ ñêîáêàõ îò àíàëîãè÷-
íîãî çíà÷åíèÿ, ñëåäóþùåãî èç êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè.
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• Òàê êàê ëàãðàíæèàí íå çàâèñèò îò âðåìåíè, òî äîëæíà ñîõðàíÿòüñÿ
ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû (7.24), ñòð. 436:

E =
∑
a

∂L

∂va
va − L. (7.119)

Ó÷èòûâàÿ (7.116), ìîæíî çàïèñàòü ÿâíûé âèä ýíåðãèè:

E =
∑
a

ma√
1− v2

+
1

2

a̸=b∑
a,b

QaQb

Rab
+
1

4

a̸=b∑
a,b

QaQb

Rab
[vavb+(vaN)(vbN)]. (7.120)

Ïåðâûå äâà ÷ëåíà â ýòîì âûðàæåíèè � ýòî ýíåðãèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèö è êó-
ëîíîâñêàÿ ýëåêòðîñòàòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ èõ âçàèìîäåéñòâèÿ (ñì.ñòð. 314).
Ïîñëåäíèé ÷ëåí � ñïåöèôè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ, çàâèñÿùàÿ îò
ñêîðîñòåé ÷àñòèö. Å¼ ïðîèñõîæäåíèå ñâÿçàíî ñ ðåëÿòèâèñòñêèìè ïîïðàâ-
êàìè, ó÷èòûâàþùèìè êîíå÷íîñòü ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âçàèìîäåé-
ñòâèÿ. Ñòîèò íàéòè ýíåðãèþ ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç äâóõ îäèíàêîâûõ
÷àñòèö, äâèæóùèõñÿ ïî îêðóæíîñòè è ñðàâíèòü å¼ ñ êëàññè÷åñêèì çíà-
÷åíèåì è ðåëÿòèâèñòñêèì, áåç ó÷åòà çàïàçäûâàíèÿ.

• Åùå îäèí èíòåãðàë äâèæåíèÿ � ýòî ïîëíûé èìïóëüñ ñèñòåìû. Îí
ñâÿçàí ñ òðàíñëÿöèîííîé èíâàðèàíòíîñòüþ ëàãðàíæèàíà. Äåéñòâèòåëü-
íî, ñäâèíåì â ëàãðàíæèàíå âñå êîîðäèíàòû ÷àñòèö íà ïîñòîÿííûé âåê-
òîð c: xa 7→ xa + c. Òàê êàê êîîðäèíàòû âõîäÿò â âèäå êîìáèíàöèé
Rab = xa − xb, ëàãðàíæèàí íå èçìåíèòñÿ è ïðîèçâîäíàÿ (lH104) îò íåãî
ïî c ïðè c = 0 äîëæíà áûòü ðàâíà íóëþ:

0 =
∂L(va, xa + c)

∂c

∣∣∣
c=0

=
∑
a

∂L

∂xa
=

d

dt

{∑
a

∂L

∂va

}
,

ãäå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå èñïîëüçîâàíû óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà (7.115).
Òàêèì îáðàçîì, äîëæåí ñîõðàíÿòñÿ ïîëíûé èìïóëüñ:

P =
∑
a

∂L

∂va
. (7.121)

Ó÷èòûâàÿ (7.116), ïîëó÷àåì:

P =
∑
a

mava√
1− v2

a

+

b ̸=a∑
a,b

QaQb

2Rab
[vb + (vbN)N]. (7.122)

Êàê è â ñëó÷àå ñ ýíåðãèåé ñèñòåìû, ïîëíûé èìïóëüñ ñîñòîèò èç äâóõ
÷àñòåé: ñóììàðíîãî èìïóëüñà äâèæåíèÿ ÷àñòèö è �îñòàòêà� îò èìïóëü-
ñà ïîëÿ, ïðîÿâëÿþùåãîñÿ êàê ìãíîâåííîå âçàèìîäåéñòâèå, çàâèñÿùåå îò
ñêîðîñòåé ÷àñòèö.
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• Â ëàãðàíæèàí (7.114) âñå âåêòîðû âõîäÿò â âèäå ñêàëÿðíûõ ïðî-
èçâåäåíèé. Ïîýòîìó îí íå çàâèñèò îò îðèåíòàöèè ñèñòåìû êîîðäèíàò.
Ýòà ñèììåòðèÿ ïðèâîäèò ê çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà. Êîì-
ïîíåíòû ëþáîãî âåêòîðà r ïðè áåñêîíå÷íî ìàëîì ïîâîðîòå âîêðóã îñè n
èçìåíÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: r′ = r+ r×ϕ, ãäå ϕ = nϕ, ñì.ñòð. 385.
Òàê ìåíÿþòñÿ êàê êîîðäèíàòû ÷àñòèö, òàê è êîìïîíåíòû èõ ñêîðîñòè.
Ïðè ýòîì ëàãðàíæèàí íå èçìåíÿåòñÿ, ïîýòîìó (lH105):

0 =
∂L(va + va × ϕ, xa + xa × ϕ)

∂ϕ

∣∣∣
ϕ=0

=
∑
a

{
∂L

∂va
× va +

∂L

∂xa
× xa

}
.

Ìåíÿÿ ìåñòàìè ñîìíîæèòåëè â âåêòîðíûõ ïðîèçâåäåíèÿõ è ïîäñòàâëÿÿ
âî âòîðîì ÷ëåíå óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà, à â ïåðâîì îïðåäåëåíèå ñêîðîñòè,
ïîëó÷àåì çàêîí ñîõðàíåíèÿ â âèäå:

0 =
∑
a

{
dxa

dt
× ∂L

∂va
+ xa ×

d

dt

(
∂L

∂va

)}
=

d

dt

{∑
a

xa ×
∂L

∂va

}
.

Òàêèì îáðàçîì ñîõðàíÿåòñÿ ïîëíûé ìîìåíò èìïóëüñà ñèñòåìû:

L =
∑
a

xa ×
∂L

∂va
. (7.123)

Ïîäñòàâëÿÿ (7.116), ïîëó÷àåì äëÿ íåãî ÿâíîå âûðàæåíèå:

L =
∑
a

ma[xa × va]√
1− v2

a

+

b ̸=a∑
a,b

QaQb

2Rab

{
[xa × vb]− (vbN)

[xa × xb]

Rab

}
,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî N = (xa − xb)/Rab, ïîýòîìó xa ×N = −[xa × xb]/Rab.
Äëÿ äâóõ ÷àñòèö ðàâíîé ìàññû è ïðîòèâîïîëîæíûìè çàðÿäàìè, ïðè

äâèæåíèè ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñà r = R/2 ñî ñêîðîñòÿìè v, ìîìåíò èì-
ïóëüñà áóäåò ïåðïåíäèêóëÿðåí ïëîñêîñòè äâèæåíèÿ è ïî ìîäóëþ ðàâåí:

|L| = 2mrv√
1− v2

+
Q2v

2
.

Ïîëíûé ìîìåíò èìïóëüñà îòêëîíÿåòñÿ îò îáû÷íîãî ìåõàíè÷åñêîãî ìî-
ìåíòà òåì ñèëüíåå, ÷åì áîëüøå çàðÿä ÷àñòèö è èõ ñêîðîñòü. Îòíîñèòåëü-
íîå îòêëîíåíèå â âåäóùåì ïðèáëèæåíèè ïî ñêîðîñòè ðàâíî:

|∆L|
|L|

∼ Q2/R

2mc2
∼ v2

c2
, (7.124)

ãäå âîññòàíîâëåíà ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñêîðîñòü c. Îòíîøåíèå êóëîíîâñêîé
ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ê ýíåðãèè ïîêîÿ ìàññ ÷àñòèö (äåôåêò ìàññû) äëÿ
áîëüøèíñòâà ñèñòåì íåâåëèêî.
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7.10 Ñàìîäåéñòâèå ýëåêòðîíà

Óñêîðåííî äâèæóùèéñÿ çàðÿä èçëó÷àåò ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû, à,
ñëåäîâàòåëüíî, òåðÿåò ýíåðãèþ. Â ðåçóëüòàòå, ÷òîáû óñêîðèòü çàðÿæåí-
íóþ ÷àñòèöó íåîáõîäèìî ïðèëîæèòü áîëüøóþ ñèëó, ÷åì äëÿ óñêîðåíèÿ
íåçàðÿæåííîé ÷àñòèöû ñ òàêîé æå ìàññîé. Ýòîò ýôôåêò íàçûâàþò òîð-
ìîæåíèå èçëó÷åíèåì. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèëà, êîòîðóþ íàäî äîïîëíè-
òåëüíî ïðåîäîëåâàòü íàçûâàåòñÿ ñèëîé òðåíèÿ Ëîðåíöà.

Çàïèøåì ïîòåíöèàëû, ñîçäàâàåìûå ñèñòåìîé çàðÿäîâ (ñòð. 323):

φ(x, t) =

∫
ρ(r, t−R)

R
d3r, A(x, t) =

∫
j(r, t−R)

R
d3r,

Àíàëîãè÷íî ïîñòðîåíèþ ëàãðàíæèàíà ñ èñêëþ÷åííûì ýëåêòðîìàãíèò-
íûì ïîëåì (ñòð. 476) ðàçëîæèì ñêàëÿðíûé è âåêòîðíûé ïîòåíöèàëû â
áåñêîíå÷íûé ðÿä ïî âðåìåíè çàïàçäûâàíèÿ R = |x − r| è íàéäåì ýëåê-
òðè÷åñêîå ïîëå E = −∇φ− ∂A/∂t:

E(x, t) =
∞∑
n=0

(−1)n

n!

∂n

∂tn

{
−∇

[∫
ρRn−1d3r

]
− ∂

∂t

[∫
jRn−1d3r

]}
.

Â ïåðâîì èíòåãðàëå âîçüìåì ãðàäèåíò ∇Rn−1 = (n− 1)Rn−3R è ïîäñòà-
âèì ïëîòíîñòü çàðÿäà ρ(r, t) = Qδ(r − x0(t)) è òîêà j(r, t) = v(t)ρ(r, t)
äëÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà Q:

E(x, t) = Q
∞∑
n=0

(−1)n+1

n!

∂n

∂tn

{
(n− 1)Rn−3R+

∂(vRn−1)

∂t

}
,

ãäå R = x−x0(t) � ðàäèóñ-âåêòîð îò çàðÿäà, äâèæóùåãîñÿ ñî ñêîðîñòüþ
v = dx0/dt ïî òðàåêòîðèè x0(t) â òî÷êó x èçìåðåíèÿ ïîëÿ. Ïåðåãðóïïè-
ðóåì ñëàãàåìûå â ñóììå òàê, ÷òîáû êàæäîìó n ñîîòâåòñòâîâàëî âûðàæå-
íèå îäíîãî ïîðÿäêà ïî ñòåïåíÿì ôóíäàìåíòàëüíîé ñêîðîñòè c. Âòîðîé
÷ëåí â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ ïðîïîðöèîíàëåí 1/c2 (v 7→ v/c, t 7→ ct). Ïåð-
âîé ÷ëåí èìååò íóëåâîé ïîðÿäîê ïî c. Îáà îíè óìíîæàþòñÿ íà 1/cn, áëà-
ãîäàðÿ n-é ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè. Ïîýòîìó, â ñóììå äëÿ ïåðâîãî ÷ëåíà
â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ âûäåëèì ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ (âòîðîå ðàâíî íó-
ëþ), à äëÿ îñòàëüíîãî ðÿäà (íà÷èíàþùåãîñÿ ñ n = 2) ñäâèíåì èíäåêñ
ñóììèðîâàíèÿ n 7→ n+ 2:

E(x, t) =
Q

R3
R+Q

∞∑
n=0

(−1)n+1

n!

∂n+1

∂tn+1

{
1

n+ 2

∂(Rn−1R)

∂t
+ vRn−1

}
,

ãäå âûïîëíåíî ýëåìåíòàðíîå ðàçëîæåíèå (n+ 2)! = (n+ 2)(n+ 1)n!.
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Îñòàëîñü âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíóþ:

∂(Rn−1R)

∂t
= −Rn−1v − (n− 1)Rn−3(Rv)R,

ãäå çíàêè ìèíóñ ïîÿâëÿþòñÿ, òàê êàê R = x − x0(t) è ∂R/∂t = −v.
Òàêèì îáðàçîì:

E =
Q

R3
R+Q

∞∑
n=0

(−1)n+1

(n+ 2)n!

∂n+1

∂tn+1
{(n+ 1)v − (n− 1) (vN)N} Rn−1,

ãäåN = R/R è ïðîèçâîäíàÿ äåéñòâóåò íà âñ¼, ÷òî ñòîèò ñïðàâà îò íå¼. Îò
âðåìåíè çàâèñèò êàê ñêîðîñòü çàðÿäà, òàê è ðàäèóñ-âåêòîð R. Ïîýòîìó
(n+ 1)-ÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîä çíàêîì ñóììû âûãëÿäèò äîñòàòî÷íî ãðîìîçä-
êîé. Âûðàæåíèå äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ óïðîùàåòñÿ â ñîïóòñòâóþùåé
ê çàðÿäó ñèñòåìå îòñ÷åòà â êîòîðîé v = 0. Â òàêîé ñèñòåìå íåíóëåâû-
ìè îêàçûâàþòñÿ òîëüêî âåäóùèå ïðîèçâîäíûå ïî ñêîðîñòè (êîòîðûå íå
óìíîæàþòñÿ íà v). Â ðåçóëüòàòå, ïðè v = 0 èìååì:

E =
Q

R3
R+Q

∞∑
n=0

(−1)n+1

(n+ 2)n!

{
(n+ 1) a(n) − (n− 1) (a(n)N)N

}
Rn−1,

ãäå a = dv/dt � óñêîðåíèå çàðÿäà è a(n) = dna/dtn. Âûïèøåì ïåðâûå òðè
ñëàãàåìûõ, ïîëó÷èâøåãîñÿ âûðàæåíèÿ:

E ≈ Q
R

R3
− Q

2

{
a

R
+

(aR)R

R3

}
+

2

3
Q
da

dt
+ ... (7.125)

Ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ (ïðè ìàëîé íî íåíóëåâîé ñêîðîñòè v) áûëè íàé-
äåíû ðàíåå: ñì. (7.113), ñòð. 477. Òðåòüå ñëàãàåìîå íå çàâèñèò îò ðàññòîÿ-
íèÿ, à ñëåäóþùèå ïðîïîðöèîíàëüíû Rn, ïîýòîìó ïîëó÷åííûé ðÿä èìååò
ñìûñë òîëüêî íà íåáîëüøèõ îò çàðÿäà ðàññòîÿíèÿõ.
Â 5-é ãëàâå áîëüøèíñòâî çàäà÷ ýëåêòðîäèíàìèêè ñâîäèëîñü ê äâóì

êëàññàì: 1) íàõîæäåíèå íàïðÿæåííîñòåé ïîëÿ ïðè çàäàííîì ðàñïðåäå-
ëåíèè çàðÿäîâ è òîêîâ; 2) îïðåäåëåíèå òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ïðîáíûõ
çàðÿäîâ âî âíåøíèõ (çàäàííûõ) ïîëÿõ. Òåì íå ìåíåå, â ëàãðàíæåâîì
ôîðìàëèçìå ïîëÿ è ÷àñòèöû îïèñûâàþòñÿ åäèíûì îáðàçîì. Ïîýòîìó,
âàðüèðóÿ òðàåêòîðèè ÷àñòèö è ïîëÿ íåçàâèñèìûì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èì
ðàâíîïðàâíûå óðàâíåíèÿ ÷àñòèö è ïîëÿ, êîòîðûå íåîáõîäèìî ðåøàòü ñîâ-
ìåñòíî. Íàïîìíèì, òàêæå, ÷òî ïðè âûâîäå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ (òåîðåìû
Ïîéíòèíãà), ñòð. 310 ìû òàêæå ñ÷èòàëè ïîëÿ è ÷àñòèöû ðàâíîïðàâíûìè,
â òîì ñìûñëå, ÷òî ñóììàðíîå ïîëå, ñîçäàâàåìîå âñåìè çàðÿäàìè, â ñâîþ
î÷åðåäü, âîçäåéñòâóåò íà ýòè çàðÿäû. Ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî (7.125)
äåéñòâóåò íà ñàì èñòî÷íèê ïîëÿ.
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Íåïîñðåäñòâåííî ïðèìåíèòü ýòî âûðàæåíèå íàïðÿæåííîñòè ê òî÷å÷-
íîìó çàðÿäó íåëüçÿ. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ïîëîæèòü x = x0 èëè R = 0.
Â ðåçóëüòàòå, ïåðâûå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ îêàæóòñÿ áåñêîíå÷íûìè. Äëÿ
ïåðâîãî �êóëîíîâñêîãî� âûðàæåíèÿ ýòî íå òàê ñòðàøíî. Õîòÿ ìîäóëü ñè-
ëû â öåíòðå èñòî÷íèêà îêàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íûì, â ñèëó ñôåðè÷åñêîé
ñèììåòðèè, ýòî íå ïðèâîäèò ê ñèëîâîìó âåêòîðó, êîòîðûé ìîã áû ïåðå-
ìåùàòü òî÷å÷íûé çàðÿä. Îäíàêî ÷ëåíû â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ, çàâèñÿùèå
îò óñêîðåíèÿ, íå ÿâëÿþòñÿ ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûìè.
Äëÿ óñòðàíåíèÿ áåñêîíå÷íîñòåé ìîæíî ðàññìîòðåòü íåêîòîðîå êîì-

ïàêòíîå, íî íåñèíãóëÿðíîå ðàñïðåäåëåíèå çàðÿäà �â ýëåêòðîíå�. Â ýòîì
ñëó÷àå îòäåëüíûå �÷àñòè� ýëåêòðîíà, âçàèìîäåéñòâóÿ ñ äðóãèìè, ïðèâî-
äÿò ê ñóììàðíîé ñèëå, äåéñòâóþùåé íà ýëåêòðîí â öåëîì. Òàêóþ ìî-
äåëü ðàññìîòðåëè â ñâî¼ âðåìÿ Àáðàõàì (1903 ã.) è Ëîðåíö (1904 ã.). Â
èõ ìîäåëè ýëåêòðîí ñ÷èòàåòñÿ æåñòêèì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñôåðè÷åñêè
ñèììåòðè÷íîå ðàñïðåäåëåíèå çàðÿäà ρ(r) = ρ(r) äâèæåòñÿ êàê öåëîå ïî
òðàåêòîðèè x0(t). Â ñîïóòñòâóþùåé çàðÿäó ñèñòåìå îòñ÷åòà v = 0, ïîýòî-
ìó ìàãíèòíîé ñîñòàâëÿþùåé ñèëû íåò è ñóììàðíàÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ
íà çàðÿä îïðåäåëÿåòñÿ ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì:

f =

∫
ρ(r)E(r, t) d3r,

ãäå äëÿ E(r, t) â ñâîþ î÷åðåäü íàäî çàïèñàòü èíòåãðàë ïî âñåì çàðÿäàì,
çàìåíÿÿ Q íà dQ = ρ(r′)d3r′. ×ëåí â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ â (7.125) ïðèâî-
äèò ê ñèëå, çàâèñÿùåé îò óñêîðåíèÿ:

f1 = −1

2

∫
ρ(r)ρ(r′)

{
a

R
+

(aR)R

R3

}
d3rd3r′,

ãäå R = r − r′. Ýòîò èíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì, à òàê êàê åäèíñòâåí-
íûé âåêòîð, êîòîðûé â íåãî âõîäèò � ýòî óñêîðåíèå a, òî èíòåãðàë ïðî-
ïîðöèîíàëåí a. ×òîáû íàéòè êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè, íóæíî
óìíîæèòü f1 íà a. Ââîäÿ åäèíè÷íûé âåêòîð n = a/a, ïîëó÷èì:

f1 = −a

2

∫
ρ(r)ρ(r′)

R

{
1 +

(nR)2

R2

}
d3rd3r′ = −2

3
a

∫
ρ(r)ρ(r′)

R
d3rd3r′.

Âòîðîå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî âñå íàïðàâëåíèÿ âåêòîðà R ÿâëÿ-
þòñÿ ðàâíîïðàâíûìè è âûðàæåíèå (nR)2/R2 ìîæíî (lH106) çàìåíèòü
íà 1/3. Çàìå÷àÿ, ÷òî ïîëó÷èâøèéñÿ èíòåãðàë ñ êîýôôèöèåíòîì 1/2 ðàâåí
ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé ýíåðãèè U ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäîâ ρ(r) (èëè ýíåðãèè
ïîëÿ, ñì.ñòð. 314), îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì: f1 = −4

3 U a.
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Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿþòñÿ èíòåãðàëû äëÿ îñòàëüíûõ ÷ëåíîâ ðÿäà:

f =
2

3

∞∑
n=0

(−1)n+1

n!
Gn

dna

dtn
, (7.126)

ãäå ôîðì-ôàêòîðû Gn çàâèñÿò îò ìîäåëè ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäà:

Gn =

∫
ρ(r)ρ(r′) |r− r′|n−1 d3rd3r′. (7.127)

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî áåñêîíå÷íûé ðÿä (7.126) ìîæíî ñâåðíóòü, çàïèñàâ
ñèëó â ñëåäóþùåì èçÿùíîì âèäå:

f = −2

3

∫
ρ(r)ρ(r′)

R
a(t−R) d3rd3r′. (7.128)

Ïðè n = 1 ôîðì-ôàêòîð ðàâåí êâàäðàòó ñóììàðíîãî çàðÿäà: G1 = Q2.
Ïðè n > 1, äëÿ êîìïàêòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäà ðàçìåðîì r0 èìååì
Gn ∼ Q2rn−1

0 . Åñëè r0 → 0, òî ýòè âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ ìàëûìè è èìè
ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Â ðåçóëüòàòå, ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ
ñèëû, äåéñòâóþùåé íà ýëåêòðîí â ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìå îòñ÷åòà:

m0a = fext −
4

3
Ua+

2

3
Q2 da

dt
,

ãäå fext � âíåøíÿÿ ñèëà, ñîîáùàþùàÿ çàðÿäó óñêîðåíèå. ×ëåí ïðîïîð-
öèîíàëüíûé óñêîðåíèþ ìîæíî ïåðåíåñòè â ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ, ïå-
ðåîïðåäåëèâ ìàññó m = m0 + 4U/3. Ïîýòîìó, îêîí÷àòåëüíî, óðàâíåíèå
äâèæåíèÿ, ñïðàâåäëèâîå ïðè ìàëûõ ñêîðîñòÿõ, çàðÿäà èìååò âèä:

ma = fext +
2

3
Q2 da

dt
. (7.129)

Ìàññà m ñîäåðæèò â ñåáå ìåõàíè÷åñêóþ ìàññó m0 è ìàññó ýëåêòðîìàã-
íèòíîãî ïîëÿ. Òî ÷òî îíà ðàâíà íå U , à (4/3)U ìîæíî îáúÿñíèòü íàëè-
÷èåì íàòÿæåíèé Ïóàíêàðå. ×òîáû æåñòêèé ýëåêòðîí ñ ðàñïðåäåëåíèåì
çàðÿäà ρ(r) áûë ñòàáèëåí, òðåáóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ñèëû, óäåðæèâàþ-
ùèå åãî îò �ðàçëåòàíèÿ�. Ýíåðãèþ ýòèõ ñèë òàêæå íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü
â äèíàìè÷åñêîì óðàâíåíèè. Ïðè ýòîì, ñêîðåå âñåãî, óñêîðåííî äâèæó-
ùèéñÿ ýëåêòðîí íå ìîæåò áûòü æåñòêèì, è äîëæåí èñïûòûâàòü íåêèå
äåôîðìàöèè, à óäåðæèâàþùèå ñèëû, â ñâîþ î÷åðåäü, äîëæíû òåðÿòü
ýíåðãèþ íà èçëó÷åíèå. Ñòðóêòóðà ýëåêòðîíà íàì íåèçâåñòíà, ïîýòîìó
÷òî ëèáî êîíêðåòíîå ñêàçàòü îáî âñåõ ýòèõ ýôôåêòàõ ìû íå ìîæåì è
îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îíè ïðåíåáðåæèìî ìàëû. Ïî âñåé âèäèìî-
ñòè, ñòîèò ñ÷èòàòü, ÷òî óðàâíåíèå (7.129) ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì ïðèáëè-
æåíèåì, ñïðàâåäëèâûì, äî òåõ ïîð, ïîêà ñèëà òðåíèÿ Ëîðåíöà ìàëà.
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• Êàê áûëî óñòàíîâëåíî â 5-é ãëàâå, çàðÿä, äâèæóùèéñÿ ñ óñêîðåíèåì
a, èçëó÷àåò ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû, òåðÿÿ ýíåðãèþ â ñîîòâåòñòâèè ñ
ôîðìóëîé Ëàðìîðà (5.92), ñòð. 339:

I =
dE
dt

=
2

3
Q2 a2. (7.130)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðîèçâîäíàÿ ýíåðãèè ïî âðåìåíè ðàâíà ïðîèçâåäå-
íèþ ñèëû íà ñêîðîñòü (3.11), ñòð. 159. Íàéäåì ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ ïðî-
òèâ ñèë òðåíèÿ Ëîðåíöà çà âðåìÿ t2 − t1, âîñïîëüçîâàâøèñü óðàâíåíèåì
(7.129) è ñîîòíîøåíèåì vda/dt = d(va)/dt− a2:

t2∫
t1

fv dt =
2

3
Q2

t2∫
t1

da

dt
v dt =

2

3
Q2 (va)

∣∣∣t2
t1
−2

3
Q2

t2∫
t1

a2 dt.

Âåëè÷èíà (av)
∣∣t2
t1
áóäåò ðàâíà íóëþ â ñðåäíåì ïðè ïåðèîäè÷åñêîì äâèæå-

íèè èëè â ïðåäåëå ìàëîé ñêîðîñòè (äëÿ êîòîðîãî ïîëó÷åíà ñèëà òðåíèÿ)
è áîëüøîãî óñêîðåíèÿ. Ïðåíåáðåãàÿ ýòèì ÷ëåíîì, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå
äëÿ ôîðìóëû Ëàðìîðà (7.130). Òàêèì îáðàçîì, ñèëà òðåíèÿ Ëîðåíöà,
äåéñòâèòåëüíî, ñâÿçàíà ñ èçëó÷åíèåì ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí.
Ïðîâåäåííîå âû÷èñëåíèå íå ïðèìåíèìî ïðè ðàâíîóñêîðåííîì äâèæå-

íèè a = const. Â ýòîì ñëó÷àå ñèëà òðåíèÿ ðàâíà íóëþ, à ýôôåêò èçëó-
÷åíèÿ ïðîÿâëÿåòñÿ òîëüêî â ïîÿâëåíèè ýëåêòðîìàãíèòíîé ìàññû â ëåâîé
÷àñòè óðàâíåíèÿ (7.129). Çàðÿä ñòàíîâèòñÿ òÿæåëåå è åãî òðóäíåå ñòàíî-
âèòñÿ óñêîðèòü.
Âûÿñíèì êîãäà ýôôåêò òðåíèÿ ñóùåñòâåíåí. Ïóñòü çàðÿä èç ñîñòîÿíèÿ

ïîêîÿ ñ óñêîðåíèåì a çà âðåìÿ T ïðèîáðåòàåò ñêîðîñòü aT . Åãî ýíåðãèÿ
(â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå) èçìåíÿåòñÿ íà ∆E = m(aT )2/2. Ýôôåêò
òðåíèÿ èçëó÷åíèÿ áóäåò ñóùåñòâåíåí, åñëè ýòà ýíåðãèÿ ñðàâíèìà ñ ïîòå-
ðåé ýíåðãèè íà èçëó÷åíèÿ (7.130) çà ýòî æå âðåìÿ:

m
(aT )2

2
∼ 2

3
Q2 a2 T.

Îòêóäà, îïóñêàÿ ÷èñëîâûå ìíîæèòåëè è âîññòàíàâëèâàÿ ôóíäàìåíòàëü-
íóþ ñêîðîñòü, ïîëó÷àåì õàðàêòåðíîå âðåìÿ:

T0 ∼
Q2

mc3
=
r0
c
= 9.3 · 10−24 sec, (7.131)

ãäå r0 = 2.8 · 10−13 ñì � êëàññè÷åñêèé ðàäèóñ ýëåêòðîíà. Òàêèì îáðàçîì,
åñëè ñèëà â òå÷åíèè âðåìåíè T < T0 ñóùåñòâåííî ìåíÿåò ñêîðîñòü ÷àñòè-
öû, òî íà å¼ äèíàìèêó âëèÿþò ýôôåêòû èçëó÷åíèÿ. Ïðè áîëåå ïëàâíîì
(ìåäëåííîì) óñêîðåíèè T ≫ T0, ýôôåêò òðåíèÿ ìàë è ìîæåò ðàññìàòðè-
âàòüñÿ êàê ïîïðàâêà ê äèíàìè÷åñêîìó óðàâíåíèþ ma = fext.
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• Èñõîäÿ èç ïðîäåëàííûõ îöåíîê è çàìå÷àíèé, ñäåëàííûõ â êîíöå ñòðà-
íèöû 485, ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèå (7.129) íåîáõîäèìî ïîëó÷àòü
ïðè ïîìîùè òåîðèè âîçìóùåíèé. Äëÿ ýòîãî òðàåêòîðèÿ ÷àñòèöû, å¼ ñêî-
ðîñòü è óñêîðåíèå ðàñêëàäûâàþòñÿ â ðÿä:

a = a0 + a1 + a2 + ...

êîòîðûå ïîäñòàâëÿþòñÿ â (7.129): Â êà÷åñòâå íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ áå-
ðåòñÿ óðàâíåíèå áåç ñèëû òðåíèÿ:

ma0 = fext.

Ïðè ïîìîùè åãî ðåøåíèÿ íàõîäÿòñÿ ñëåäóþùèå ïîïðàâêè:

ma1 =
2

3
Q2 da0

dt
, ma2 =

2

3
Q2 da1

dt
,

è ò.ä. Òàêîé ìåòîä â ÷àñòíîñòè èñêëþ÷àåò ïîÿâëåíèå ñàìîóñêîðÿþùåãî-
ñÿ ðåøåíèÿ ïðè îòñóòñòâèè âíåøíåé ñèëû. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè fext = 0,
ôîðìàëüíî óðàâíåíèå a = (2Q2/3m)da/dt, êðîìå ôèçè÷åñêè îñìûñëåí-
íîãî (â îòñóòñòâèè âíåøíèõ âîçäåéñòâèé) ðåøåíèÿ a = 0, èìååò óñêîðÿþ-
ùååñÿ ðåøåíèå a = a0e

(2Q2/3m)t. Â ñîîòâåòñòâèè ñ òàêèì ðåøåíèåì, ýëåê-
òðîí, íàïðèìåð, ïðîëåòåâ óñêîðÿþùåå ïîëå â êîíäåíñàòîðå, ïîñëå âûõîäà
èç íåãî (èìåÿ a(0) = a0 ̸= 0), äîëæåí áûë áû ïðîäîëæàòü íåîãðàíè÷åí-
íî óñêîðÿòüñÿ. Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ ïî òåîðèè âîçìóùåíèÿ òàêîãî
íåôèçè÷íîãî ðåøåíèÿ íå âîçíèêàåò.
Óðàâíåíèå (7.129) ïîçâîëÿåò ðàçîáðàòüñÿ ñ îòâåòîì íà âîïðîñ �îêàçû-

âàåò ëè âíåøíÿÿ ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà äàâëåíèå íà çàðÿä?�. Ñ îäíîé
ñòîðîíû � �êîíå÷íî � äà!� (îïûòû Ëåáåäåâà ïî ñâåòîâîìó äàâëåíèþ òîìó
ÿâíîå ïîäòâåðæäåíèå). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ
ïðîáíîé ÷àñòèöû â ïîëå ïëîñêîé âîëíû ïðèâîäèò ê ïàðàäîêñàëüíîìó çà-
êëþ÷åíèþ îá îòñóòñòâèè óñêîðåííîãî äâèæåíèÿ âäîëü âîëíîâîãî âåêòîðà
(ïî êîòîðîìó íàïðàâëåíî) äàâëåíèå. ×òîáû ïîëó÷èòü íàáëþäàåìûé íà
ýêñïåðèìåíòå ýôôåêò ñâåòîâîãî äàâëåíèÿ íåîáõîäèìî ðåøèòü óðàâíåíèå
äâèæåíèÿ ñ ó÷åòîì ñàìîäåéñòâèÿ:

mv̇ = eE+ e [v ×B] +
2

3
e2 v̈, (7.132)

ãäå E, B � íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ ïëîñêîé âîëíû, ïîëÿðèçîâàííîé, íàïðè-
ìåð, ïî êðóãó:

Ex = E0 cos(t− z), Ey = E0 sin(t− z), Bx = −Ey, By = Ex

è ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ âäîëü îñè z (Ez = Bz = 0).
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• Ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà äëÿ ñèëû è óñêîðåíèÿ óðàâ-
íåíèå (7.129) ìîæíî çàïèñàòü â ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà. Âïðî÷åì,
êîâàðèàíòíîå âûðàæåíèå äëÿ ñèëû ìîæíî ïîëó÷èòü ñðàçó èç îáùèõ ñî-
îáðàæåíèé. Íàïîìíèì, ÷òî 4-óñêîðåíèå (2.45), ñòð. 135:

aν =
duν

ds
=

{
va

(1− v2)2
,
a+ [v × [v × a]]

(1− v2)2

}
, (7.133)

îïðåäåëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè 4-ñêîðîñòè uν = {γ, γv} è èíòåðâàëà (ñîá-
ñòâåííîãî âðåìåíè) ds =

√
1− v2dt, âû÷èñëåííîãî âäîëü òðàåêòîðèè ÷à-

ñòèöû. 4-ñèëîé íàçûâàåòñÿ 4-âåêòîð f ν = maν, ãäå m � ìàññà ÷àñòèöû.
Â ñèñòåìå â êîòîðîé ÷àñòèöà ïîêîèòñÿ, âåêòîðíàÿ ÷àñòü ñèëû òðåíèÿ,

â ñîîòâåòñòâèè ñ (7.129) äîëæíà ðàâíÿòüñÿ (2/3)Q2 da/dt. Åñëè v = 0 èç
(7.133) èìååì da/ds = {0, da/dt}. Ïîýòîìó:

f
∣∣
v=0

=
2

3
Q2 da

ds
.

Ñèëó òðåíèÿ Ëîðåíöà ìîæíî (lC12) ðàçëîæèòü ïî äâóì 4-âåêòîðàì:

f = αu + β
da

ds
,

ãäå α è β � íåêîòîðûå ñêàëÿðû. Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî 4-ñêîðîñòü è
ñèëà îðòîãîíàëüíû äðóã äðóãó:

u · u = 1 => a · u = 0

èëè f · u = 0. Ýòî óñëîâèå ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ α = a2β, ãäå ó÷òåíî
òîæäåñòâî, ñâÿçûâàþùåå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïðîèçâîäíîé 4-óñêîðåíèÿ
è 4-ñêîðîñòè. Îíî ïîëó÷àåòñÿ åù¼ îäíèì äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî s óñëî-
âèÿ îðòîãîíàëüíîñòè:

a · u = 0 =>
da

ds
· u = −a2.

Ïðè v = 0 èìååì β = (2/3)Q2. Â ðåçóëüòàòå, â ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìå
îòñ÷åòà êîâàðèàíòíîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ èìååò âèä:

m
du

ds
= fext +

2

3
Q2

{
d2u

ds2
+

(
du

ds

)2

u

}
. (7.134)

Ýòî æå óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â 3-ìåðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ:

d

dt

(
mv√
1− v2

)
= fext+

2

3
Q2

{
ȧ+ [v × [v × ȧ]]

(1− v2)2
+ 3(va)

a+ [v × [v × a]]

(1− v2)4

}
,

ãäå ȧ = da/dt. Åñëè v = 0 ìû ñíîâà âîçâðàùàåìñÿ ê óðàâíåíèþ (7.129).



ÒÅÎÐÈß ÏÎËß 489

• Åñëè â êà÷åñòâå óñêîðÿþùåé ÷àñòèöó ñèëû èñïîëüçóåòñÿ âíåøíåå
ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå Fµν = (E,−B), óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èìåþò âèä:

m
du

ds
= QF · u + f(u), f(u) =

2

3
Q2

{
d2u

ds2
+

(
du

ds

)2

u

}
, (7.135)

ãäå â áåçèíäåêñíûõ îáîçíà÷åíèÿõ (ïðÿìîé øðèôò!) 4-âåêòîð (F · u)µ =
F µνuν. Ïðèìåíèì ê ýòîìó óðàâíåíèþ òåîðèþ âîçìóùåíèé. Äëÿ ýòîãî ðÿä

u = u0 + u1 + u2 + ...

ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (øòðèõ � ïðîèçâîäíàÿ ïî s):

m (u′0+u′1+ ...) = QF ·(u0+ ...)+
2

3
Q2
{
u′′0 + ...+ (u′20 + 2u′0u

′
1) (u0 + ...)

}
.

Ïðèðàâíèâàÿ îäèíàêîâûå ïîðÿäêè ìàëîñòè, ïîëó÷àåì öåïî÷êó óðàâíå-
íèé:

m u′0 = QF · u0,

m u′1 = QF · u1 +
2

3
Q2 (u′′0 + u′20 u0),

è ò.ä. Ðåøàÿ èõ ïîñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî íàéòè äèíàìèêó äâèæåíèÿ çà-
ðÿäà â ïðîèçâîëüíîì âíåøíåì ïîëå ñ ó÷åòîì ñèëû òðåíèÿ.
Ïðè äâèæåíèè â ïîñòîÿííîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå E ìû èìååì ðàâíî-

óñêîðåííîå äâèæåíèå. Åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ÷àñòèöà ïî-
êîèëàñü, òî u = {chωs, e shωs}, ãäå e = E/|E|, ñì. ñòð. 856. Íåñëîæíî
âèäåòü, ÷òî ðåëÿòèâèñòñêàÿ ñèëà òðåíèÿ (êàê è íåðåëÿòèâèñòñêàÿ) â ýòîì
ñëó÷àå ðàâíà íóëþ. Ýòî æå ñïðàâåäëèâî ïðè ðàâíîóñêîðåííîì äâèæåíèè
âäîëü ïðÿìîé ñ íåíóëåâîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ (lH107).
Â îáùåì ñëó÷àå ðåëÿòèâèñòñêè ðàâíîóñêîðåííîå äâèæåíèå ìîæíî îïðå-

äåëèòü êàê äâèæåíèå, ïðè êîòîðîì êâàäðàò 4-óñêîðåíèÿ (èëè 4-ñèëû)
îñòà¼òñÿ ïîñòîÿííûì a2 = f2/m2 = const < 0. Äåéñòâèòåëüíî, êîìïîíåí-
òû 4-ñèëû fµ ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì. ñòð. 163):

fµ = {γFv, γF} =
1

m
{Fp, EF},

ãäå F � ïîñòîÿííàÿ (ïðè ðàâíîóñêîðåííîì äâèæåíèè) 3-ñèëà, E � ýíåðãèÿ
è p � èìïóëüñ çàðÿäà. Ïîýòîìó m2f2 = (Fp)2 − E2F2. Äèôôåðåíöèðóÿ
ïî ëàáîðàòîðíîìó âðåìåíè (èëè ñîáñòâåííîìó âðåìåíè çàðÿäà), èìååì:

d(m2f2)

dt
= 2(Fp)F2 − 2E(vF)F2 = 2(Fp)F2 − 2(Fp)F2 = 0,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî dp/dt = F, dE/dt = vF è p = vE . ×òîáû óáåäèòüñÿ â
òîì, ÷òî êâàäðàò 4-óñêîðåíèÿ îòðèöàòåëåí, äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü åãî â
ñèñòåìå îòñ÷åòà, ãäå ÷àñòèöà ïîêîèòñÿ.
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7.11 Íåëèíåéíàÿ ýëåêòðîäèíàìèêà ∗

Îäíèì èç îñíîâíûõ ïðèíöèïîâ, êîòîðûé ìû èñïîëüçîâàëè äëÿ ïîñòðî-
åíèÿ ýëåêòðîäèíàìèêè, áûë ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè. Åñëè îí âûïîëíÿåò-
ñÿ, òî óðàâíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ äîëæíû áûòü ëèíåéíûìè, à
ëàãðàíæèàí êâàäðàòè÷åí ïî ïîëÿì. Ëèíåéíîñòü óðàâíåíèé, â ñâîþ î÷å-
ðåäü, ïðèâîäèò ê ñèíãóëÿðíîé êóëîíîâñêîé ñèëå äëÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà.
Åñëè îòêàçàòüñÿ îò ëèíåéíîñòè, òî ìîæíî ïîñòðîèòü òåîðèþ ýëåêòðî-
ìàãíåòèçìà â êîòîðîé íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ îò çàðÿäà ñèíãóëÿðíîñòè
íå áóäåò. Áûëî ïðåäëîæåíî äîñòàòî÷íî ìíîãî ïîäîáíûõ òåîðèé. Îñíîâ-
íûì ñòèìóëîì ê èõ ðàçâèòèþ áûëî æåëàíèå ïîñòðîèòü òåîðèþ êîíå÷íîé
ýëåêòðîìàãíèòíîé ìàññû ýëåêòðîíà.

Êàê òîëüêî ìû äîïóñêàåì íåëèíåéíîñòü óðàâíåíèé ïîëÿ, âîçíèêàåò
ñóùåñòâåííûé ïðîèçâîë â âûáîðå ëàãðàíæèàíà. Åäèíñòâåííûìè îãðàíè-
÷èâàþùèìè ïðèíöèïàìè îñòàþòñÿ ðåëÿòèâèñòñêàÿ è êàëèáðîâî÷íàÿ èí-
âàðèàíòíîñòü òåîðèè. Äëÿ êàëèáðîâî÷íî èíâàðèàíòíûõ íàïðÿæåííîñòåé
Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, ñóùåñòâóåò äâà ñêàëÿðà îò êîòîðûõ ìîæåò çàâèñåòü
ëàãðàíæèàí: FµνF

µν = 2(B2 −E2) è ∗FµνF
µν = 4EB, ãäå ∗F � äóàëüíûé

òåíçîð ê F, ñì. (7.2), ñòð. 423. Òàê êàê òåîðèÿ Ìàêñâåëëà èìååò ìíîãî÷èñ-
ëåííûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå ïîäòâåðæäåíèÿ, íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ äîëæíà
çàâèñåòü îò íåêîòîðîé ôóíäàìåíòàëüíîé êîíñòàíòû, ìàëûå çíà÷åíèÿ êî-
òîðîé ñîîòâåòñòâóþò ëèíåéíûì óðàâíåíèÿì îáû÷íîé ýëåêòðîäèíàìèêè.

Ïåðâàÿ íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ áûëà ïîñòðîåíà Ãóñòàâîì Ìè â 1912 ã. Å¼
ëàãðàíæèàí çàâèñåë îò ïîòåíöèàëîâ (áûë êàëèáðîâî÷íî íåèíâàðèàíòåí).
Êàëèáðîâî÷íî èíâàðèàíòíóþ òåîðèþ ïðåäëîæèë Ìàêñ Áîðí (1934 ã.):

L =
1

4πλ2

(
1−

√
1 +

λ2

2
FµνF µν

)
≈ − 1

16π
FµνF

µν, (7.136)

ãäå λ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, è ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî, ñîâïà-
äàþùåå ñ ëàãðàíæèàíîì (7.22), ñòð. 435, çàïèñàíî â ïðåäåëå λ→ 0.

Íàëè÷èå â ëàãðàíæèàíå êîðíÿ îò ïîëåé âèäà
√

1− λ2 (E2 −B2) ïðè-
âîäèò ê òîìó, ÷òî, íàïðèìåð, â ñëó÷àå ýëåêòðîñòàòèêè (B = 0) ýëåêòðè-
÷åñêîå ïîëå |E| < λ, ÷òî, êàê ìû óâèäèì, ñíèìàåò ñèíãóëÿðíîñòü ïîëÿ
òî÷å÷íîãî çàðÿäà. Âîçìîæíîé ìîòèâàöèåé â âûáîðå òàêîé íåëèíåéíîñòè
ìîæåò áûòü àíàëîãèÿ ñ ëàãðàíæèàíîì ñâîáîäíîé ÷àñòèöû m

√
1− u2,

ãäå â êà÷åñòâå ñêîðîñòè âûñòóïàåò E2−B2. Àíàëîãè÷íîå îãðàíè÷åíèå íà
ìàãíèòíîå ïîëå âîçíèêàåò â íåëèíåéíîé òåîðèè Øð¼äèíãåðà ñ ëàãðàí-
æèàíîì L = ln(1− λ2(B2 − E2))/8πλ2.
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Åùå îäèí âàðèàíò, èñïîëüçóþùèé îáà èíâàðèàíòà, áûë ðàññìîòðåí
Áîðíîì è Èíôåëüäîì:

L =
1

4πλ2

(
1−

√
1 +

λ2

2
FµνF µν − λ4

16
(∗FµνF µν)2

)
. (7.137)

Âûáîð òàêîé êîìáèíàöèè èíâàðèàíòîâ ñâÿçàí ñî çíà÷åíèåì (lH108) îïðå-
äåëèòåëÿ ìàòðèöû gµν+λFµν, êîòîðûé íàçûâàþò �îáúåìîì� òåíçîðà Fµν:

det(gµν + λFµν) = −1− λ2 (B2 − E2) + λ4 (EB)2.

Ïîýòîìó ëàãðàíæèàí (7.137) ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì èçÿùíîì âè-
äå:

L =
1

4πλ2

(
1−

√
− det(g + λF)

)
.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ýëåêòðîñòàòèêè ñ B = 0, E = −∇φ ïðè íàëè÷èè òî-
÷å÷íîãî çàðÿäà. Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå òîêîâ ñ ïîòåíöèàëàìè
îñòàåòñÿ ëèíåéíûì, òî ê ëàãðàíæèàíó íåîáõîäèìî äîáàâèòü ÷ëåí −Aµj

µ

(ñì. ñòð. 435). Â èòîãå, äëÿ òåîðèé (7.136) è (7.137) èìååì:

L =
1

4πλ2

(
1−

√
1− λ2 (∇φ)2

)
− φQδ(r),

ãäå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïëîòíîñòü òî÷å÷íîãî çàðÿäàQ îïèñûâàåòñÿ äåëüòà-
ôóíêöèåé Äèðàêà. Òàê êàê ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè ðàâíà íóëþ (ñòàòè-
êà), óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà èìåþò âèä:

∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)

)
= ∇

(
∂L

∂(∇φ)

)
=
∂L
∂ϕ

.

Áåðÿ ïðîèçâîäíûå ëàãðàíæèàíà, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå:

∇

[
∇φ√

1− λ2 (∇φ)2

]
= −4πQδ(r). (7.138)

Åñëè îáîçíà÷èòü âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ÷åðåç −D, òî ïîëó-
÷àåòñÿ óðàâíåíèå Ãàóññà ∇D = 4πδ(r) ñ ðåøåíèåì D = Qr/r3, ïîýòîìó:

E√
1− λ2E2

=
Qr

r3
.

Âîçâîäÿ â êâàäðàò è íàõîäÿ E2, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

E =
Qn√
r4 + a4

, (7.139)

ãäå n = r/r � åäèíè÷íûé âåêòîð è a =
√
λQ. Ìîäóëü íàïðÿæåííîñòè

ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E îñòàåòñÿ êîíå÷íûì ïðè r = 0, à ïðè λ = 0 ïîëó-
÷àåòñÿ êóëîíîâñêîå âûðàæåíèå.
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• Òàê êàê ëàãðàíæèàí ñâîáîäíîãî ïîëÿ (7.137) îòëè÷àåòñÿ îò ëàãðàí-
æèàíà òåîðèè Ìàêñâåëëà, òî, åñòåñòâåííî, èçìåíÿòñÿ è âûðàæåíèÿ äëÿ
ïëîòíîñòè ýíåðãèè è èìïóëüñà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Íàéäåì òåíçîð
ýíåðãèè-èìïóëüñà â íåëèíåéíîé ýëåêòðîäèíàìèêå. Äëÿ ýòîãî óäîáíî [18],
äîïîëíèòåëüíî ê Fµν, ââåñòè åùå îäèí àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð:

Gµν = −4π
∂L

∂(∂µAν)
.

Åãî àíòèñèììåòðè÷íîñòü ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ëàãðàíæèàí L çàâèñèò îò
èíâàðèàíòîâ, ïðîèçâîäíûå îò êîòîðûõ ïî ∂µAν àíòèñèììåòðè÷íû:

1

4

∂(FαβF
αβ)

∂(∂µAν)
= F µν,

1

4

∂(∗FαβF
αβ)

∂(∂µAν)
= ∗F µν.

Ïðè ïîìîùè òåíçîðà Gµν óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà äëÿ L ∼ −Aµj
µ çàïèñû-

âàþòñÿ òàêæå êàê è â ëèíåéíîé ýëåêòðîäèíàìèêå:

∂µG
µν = 4πjν,

à êàíîíè÷åñêèé òåíçîð ýíåðãèè èìïóëüñà (7.33), ñòð. 438 èìååò âèä:

T αβ = − 1

4π
Gαγ ∂βAγ − gαβ L.

Äëÿ ýëåêòðîäèíàìèêè Ìàêñâåëëà Gµν = Fµν. Â íåëèíåéíîé òåîðèè ñâÿçü
ìåæäó òåíçîðàìè áîëåå ñëîæíàÿ. Äëÿ ñèììåòðèçàöèè òåíçîðà ýíåðãèè-
èìïóëüñà ñâîáîäíîãî ïîëÿ, èç íåãî íåîáõîäèìî âû÷åñòü ïðîèçâîäíóþ
∂γ(G

γαAβ)/4π, êîòîðàÿ òîæäåñòâåííî óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ íåïðå-
ðûâíîñòè. Ó÷èòûâàÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñ jν = 0, èìååì (ñì.ñòð. 439)
∂γ(G

γαAβ) = −Gαγ ∂γA
β è, ñëåäîâàòåëüíî, ñèììåòðè÷íûé, êàëèáðîâî÷-

íî èíâàðèàíòíûé òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ðàâåí:

T αβ =
1

4π
Gαγ F β

γ − gαβ L. (7.140)

Â ÷àñòíîñòè, ïëîòíîñòè ýíåðãèè è èìïóëüñà ðàâíû:

T 00 =
DE

4π
− L, T 0i =

D×B

4π
,

ãäå êîìïîíåíòû òåíçîðà Gµν îïðåäåëÿþòñÿ äâóìÿ 3-âåêòîðàìè:

D = {G10, G20, G30}, H = {G32, G13, G21},

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëÿ.



ÒÅÎÐÈß ÏÎËß 493

• Â ñëó÷àå ýëåêòðîñòàòèêè (B = H = 0) èìååì:

T 00 =
DE

4π
− 1

4πλ2

(
1−

√
1− λ2E2

)
.

Âûøå ìû íàøëè, ÷òî äëÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå E è âåê-
òîð D [ñì. (7.139)] ðàâíû:

D =
Qn

r2
, E =

Qn√
r4 + a4

. (7.141)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ â ïëîòíîñòü ýíåðãèè, ïîëó÷àåì:

T 00 =
1

4πλ2

[√
1 +

a4

r4
− 1

]
.

Èíòåãðàë ýòîãî âûðàæåíèÿ ïî âñåìó îáúåìó â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ
dV = 4πr2dr, äàåò ïîëíóþ ýíåðãèþ ïîëÿ (ìàññó):

w = m =

∫
T 00dV =

Q2

a

∞∫
0

[√
1 + x4 − x2

]
dx =

Q2

a
I0,

ãäå ñäåëàíà çàìåíà x = r/a. Ïîëó÷èâøèéñÿ èíòåãðàë óäîáíî çàïèñàòü â
âèäå ðàçíèöû I0 = I1 − I2 äâóõ èíòåãðàëîâ:

I1 =

∞∫
0

dx√
1 + x4

, I2 =

∞∫
0

(
1− x2√

1 + x4

)
x2 dx. (7.142)

Âòîðîé èíòåãðàë ðàâåí I2 = I1/3. ×òîáû ýòî äîêàçàòü, íåîáõîäèìî I2
äâàæäû ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî ÷àñòÿì. Ïåðâûé ðàç âíîñèì x2 ïîä äèô-
ôåðåíöèàë: x2dx = d(x3)/3, à âòîðîé ðàç âíîñèì 1/

√
1 + x4:

I2 =
2

3

∞∫
0

x4dx

(1 + x4)3/2
= −1

3

∞∫
0

xd

(
1√

1 + x4

)
=

1

3
I1.

Èíòåãðàë I1 âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ãàììà-ôóíêöèþ è èìååò ïðèáëèæåííîå
çíà÷åíèå I1 ≈ 1.8540746773. Ñîîòâåòñòâåííî I0 = 2I1/3 ≈ 1.23605. Ïàðà-
ìåòð a =

√
λQ � ýòî õàðàêòåðíîå ðàññòîÿíèå, îïðåäåëÿþùåå ìàñøòàá íà

êîòîðîì íà÷èíàþò ñêàçûâàòüñÿ ýôôåêòû òåîðèè. Íà ðàññòîÿíèÿõ r ≫ a
îò çàðÿäà ñïðàâåäëèâ çàêîí Êóëîíà è ëèíåéíàÿ òåîðèÿ Ìàêñâåëëà. Ïðè
r < a çàêîí Êóëîíà ìîäèôèöèðóåòñÿ è ñóùåñòâåííûìè ñòàíîâÿòñÿ íåëè-
íåéíûå ýôôåêòû. Ýòîò æå ïàðàìåòð îïðåäåëÿåò âåëè÷èíó ýíåðãèè ïî-
ëÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà. Åñëè âñÿ ìàññà ýëåêòðîíà èìååò ýëåêòðîìàãíèòíîå
ïðîèñõîæäåíèå, òî a ñîîòâåòñòâóåò êëàññè÷åñêîìó ðàäèóñó ýëåêòðîíà (ñ
òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ 1.23605...).



494 ÃËÀÂÀ 7.

• Ñíÿòèå ñèíãóëÿðíîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî
òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ïîëÿ äâèæóùåãîñÿ çàðÿäà ñîõðàíÿåòñÿ ñàì ïî
ñåáå è, ñëåäîâàòåëüíî, â íåëèíåéíîé òåîðèè íå âîçíèêàåò �ïðîáëåìû 3/4�.
Ïðîâåäåì ñîîòâåòñòâóþùèå âû÷èñëåíèÿ.

Êîâàðèàíòíîå îáîáùåíèå ïîëó÷åííûõ âûøå òåíçîðîâ íàïðÿæåííîñòåé
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ äëÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

Gαβ = Q
ηαvβ − ηβvα
(−η2)3/2

, Fαβ = Q
ηαvβ − ηβvα√
−η2 (η4 + a4)

,

ãäå îáîçíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþò ñòðàíèöå 471 è äëÿ êðàòêîñòè ïèøåì
η4 = (η ·η)2 (îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî òàê êàê η2 < 0, òî

√
η4 = −η2).

Äåéñòâèòåëüíî, òåíçîð Gαβ óäîâëåòâîðÿåò îáû÷íîìó ëèíåéíîìó óðàâíå-
íèþ Ìàêñâåëëà ∂αG

αβ = 4πjβ è ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì (7.99), ñòð. 471,
â êîòîðîì ðåãóëÿðèçàöèþ äåëàòü óæå íå íóæíî. Ñðàâíèâàÿ D è E èç
(7.141), íåñëîæíî ïî àíàëîãèè çàïèñàòü è âûðàæåíèå äëÿ Fαβ (ìîæíî
ïðîäåëàòü åãî âûâîä ñòðîãî, ïåðåõîäÿ ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèé Ëî-
ðåíöà (5.50),(5.51), ñòð. 299 îò E′ = Qr′/r′

√
r′4 + a4 è B′ = 0 â �øòðèõî-

âàííîé� ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ çàðÿäîì, ê ñèñòåìå â êîòîðîé çàðÿä
äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ v, ñì.ñòð. 270).

Èíâàðèàíòû, îò êîòîðûõ çàâèñèò ëàãðàíæèàí ðàâíû:

FµνF
µν = − 2Q2

η4 + a2
, ∗FµνF

µν = 0.

Âòîðîå ñîîòíîøåíèå âîçíèêàåò â ñèëó ñâåðòêè àíòèñèììåòðè÷íîãî òåí-
çîðà εαβµν â îïðåäåëåíèè ∗F ñ ñèììåòðè÷íûìè êîìáèíàöèÿìè òèïà ηαηµ.
Ïîýòîìó äëÿ îäèíî÷íîãî çàðÿäà, äâèæóùåãîñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ
ëàãðàíæèàíû (7.136) è (7.137) ñîâïàäàþò. Òåïåðü íåñëîæíî çàïèñàòü òåí-
çîð ýíåðãèè-èìïóëüñà (7.140):

4πλ2 T µν = −gµν − gµν
η2√
η4 + a4

− a4
ηµην + η2 vµvν

η4
√
η4 + a4

.

Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (7.100), ñòð. 471, ìîæíî
ïðîâåðèòü, ÷òî T µν ñîõðàíÿåòñÿ:

∂µT
µν = 0

è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷åííûå ñ åãî ïîìîùüþ ýíåðãèÿ è èìïóëüñ ïîëÿ
(èíòåãðàëüíûå âåëè÷èíû) áóäóò ïðàâèëüíî çàâèñåòü îò ñêîðîñòè è ñâÿ-
çàíû îáû÷íûì ðåëÿòèâèñòñêèì ñîîòíîøåíèåì.
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Çàïèøåì ïëîòíîñòü ýíåðãèè:

W = T 00 = − 1

4πλ2

(
1 +

η2√
η4 + a4

)
− a4

4πλ2
(η0)2 + γ2η2

η4
√
η4 + a4

.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà âûðàæåíèå â êðóãëûõ ñêîáêàõ. Ïðè èíòåãðèðî-
âàíèè êàæäîå ñëàãàåìîå â ñêîáêàõ ïî îòäåëüíîñòè ðàñõîäèòñÿ è òîëüêî
èõ ñóììà äàåò êîíå÷íûé èíòåãðàë. Ïîýòîìó, çàìåíû, ïðîèçâîäèìûå ïðè
âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà (7.103), ñòð. 472, äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ äëÿ âñå-
ãî âûðàæåíèÿ â ñêîáêàõ (ýòî äàñò îáùèé ìíîæèòåëü 1/γ). Â ðåçóëüòàòå
èíòåãðèðîâàíèÿ, ïîëó÷àåì ïîëíóþ ýíåðãèþ ïîëÿ:

w =
a4γ

λ2

∞∫
0

dr√
r4 + a4

(
1− v2

3

)
− γ

λ2

∞∫
0

dr

(
r2 − r4√

r4 + a4

)(
1− v2

)
.

Äåëàÿ çàìåíó x = r/a è ââîäÿ èíòåãðàëû (7.142), íàõîäèì ýëåêòðîìàã-
íèòíóþ ìàññó ïîëÿ:

m =
w

γ
=
Q2

a
(I1 − I2)−

Q2

a
v2
(
1

3
I1 − I2

)
.

Òàê êàê I2 = I1/3, ìàññà ïîñòîÿííà è ðàâíà m = 1.23605Q2/a. Àíàëî-
ãè÷íî, êîìïîíåíòû T 0i äàþò âåêòîð ïëîòíîñòè èìïóëüñà:

P = − a4

4πλ2
η0η + η2 γ2v

η4
√
η4 + a4

,

èíòåãðàë îò êîòîðîé ïðèâîäèò ê ðåëÿòèâèñòñêîìó âûðàæåíèþ p = mγv.
Òàêèì îáðàçîì, íåëèíåéíàÿ ýëåêòðîäèíàìèêà ñ ëàãðàíæèàíîì Áîðíà-

Èíôåëüäà èìååò ðÿä ïðèâëåêàòåëüíûõ îñîáåííîñòåé. Â íåé àâòîìàòè÷å-
ñêè îòñóòñòâóåò ñèíãóëÿðíîñòü â çàêîíå Êóëîíà, ÷òî ïðèâîäèò ê êîíå÷íîé
ìàññå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà è âåðíûì âûðàæåíèÿì
äëÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà ïîëÿ (íåò íåîáõîäèìîñòè â êîìïåíñèðóþùåì
òåíçîðå ýíåðãèè-èìïóëüñà, êîòîðûé ðåàëèçóåò íàòÿæåíèÿ Ïóàíêàðå).
Òåì íå ìåíå, íå âñå òàê çäîðîâî. Âî-ïåðâûõ ëàãðàíæèàí âûáðàí äî-

ñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíî. Âî-âòîðûõ ðàññìîòðåííàÿ âûøå òåîðèÿ, ïî âñåé
âèäèìîñòè, ïðîòèâîðå÷èò îïûòó. Ñòîëêíîâåíèÿ ýëåêòðîíîâ ñ âûñîêîé
ýíåðãèåé ïîäòâåðæäàåò ñïðàâåäëèâîñòü çàêîíà Êóëîíà íà ðàññòîÿíèÿõ
ñóùåñòâåííî ìåíüøèõ êëàññè÷åñêîãî ðàäèóñà a. Ýòî ìîæíî áûëî áû îáú-
ÿñíèòü íàëè÷èåì îòðèöàòåëüíîé íåýëåêòðîìàãíèòíîé ñîñòàâëÿþùåé â
ìàññå ýëåêòðîíà (äëÿ óìåíüøåíèÿ ïàðàìåòðà a). Îäíàêî ýòî óæå ñëèø-
êîì áîëüøàÿ ïëàòà çà ñîõðàíåíèå òåîðèè. Êðîìå ýòîãî òî÷å÷íîñòü çàðÿäà
ýëåêòðîíà, ñîõðàíåííàÿ â òåîðèè, íå âûãëÿäèò âïîëíå ôèçè÷íîé.
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7.12 Ñîëèòîíû ∗

Ðàññìàòðèâàÿ ýëåêòðîäèíàìèêó, ìû ðàçëè÷àëè ïîëÿ è ÷àñòèöû. ×à-
ñòèöû ìûñëèëèñü êàê íåêîòîðûå êîìïàêòíûå (âîçìîæíî òî÷å÷íûå) îá-
ðàçîâàíèÿ, êîòîðûå âçàèìîäåéñòâîâàëè ïðè ïîìîùè ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîëÿ. Òàêèì îáðàçîì, îñíîâíîå ðàçëè÷èå ìåæäó ïîëåì è ÷àñòèöàìè ñî-
ñòîèò â òîì, ÷òî ýíåðãèÿ ïîñëåäíèõ ëîêàëèçîâàíà â ìàëîé îáëàñòè ïðî-
ñòðàíñòâà, òîãäà êàê ýíåðãèÿ ïîëÿ ñóùåñòâåííî áîëåå íåëîêàëüíàÿ.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ðàìêàõ íåëèíåéíûõ ïîëåâûõ òåîðèé ìîæíî ïîëó-

÷àòü ðåøåíèÿ, êîòîðûå îáëàäàþò ëîêàëèçîâàííîé ýíåðãèåé, äâèæóùåéñÿ
â ïðîñòðàíñòâå. Òàêèå ñãóñòêè ýíåðãèè ìîãóò âçàèìîäåéñòâîâàòü äðóã ñ
äðóãîì, ñîõðàíÿÿ ïîñëå âçàèìîäåéñòâèÿ ñâîþ ôîðìó, îáðàçîâûâàòü ñâÿ-
çàííûå ñîñòîÿíèÿ è ò.ä. Ïîäîáíûå ðåøåíèÿ, íàçûâàåìûå ñîëèòîíàìè,
ìîãóò ñëóæèòü ïîëåâîé ìîäåëüþ ÷àñòèö.
Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ïðèìåð òåîðèè äåéñòâèòåëüíîãî ñêàëÿðíîãî

ïîëÿ ñ ëàãðàíæèàíîì:

L =
1

2
(∂ϕ)2 − V (ϕ).

Óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà

∂µ

(
∂L

∂(∂µϕ)

)
=
∂L
∂ϕ

ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ:

∂2ϕ+ V ′(ϕ) = 0. (7.143)

Òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà íàõîäèòñÿ ïî îáùåé ôîðìóëå (7.48), ñòð. 448,
êîòîðàÿ â ñëó÷àå ñêàëÿðíîãî ïîëÿ èìååò âèä:

T µν =
∂L
∂µϕ

∂νϕ− gµνL.

Ïîäñòàâëÿÿ ëàãðàíæèàí, ïîëó÷àåì ñèììåòðè÷íûé òåíçîð:

T µν = ∂µϕ ∂νϕ− gµνL.

Ïëîòíîñòü ýíåðãèè ïîëÿ W = T 00 èìååò âèä:

W =
1

2
ϕ̇2 +

1

2
(∇ϕ)2 + V (ϕ), (7.144)

à ïëîòíîñòü èìïóëüñà P i = T 0i:

P = −ϕ̇∇ϕ, (7.145)

ãäå òî÷êà íàä ôóíêöèåé ïîëÿ � ýòî ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè.
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Ñîëèòîííîå ðåøåíèå äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ñóùåñòâóåò, íàïðèìåð, â îä-
íîìåðíîì ñëó÷àå xν = {t, x} äëÿ:

V (ϕ) =
λ

4

(
ϕ2 − m2

λ

)2

= −m
2

2
ϕ2 +

λ

4
ϕ4 +

m4

4λ
,

ãäå m è λ � íåêîòîðûå êîíñòàíòû. Òàêîé ëàãðàíæèàí íàçûâàþò ìîäåëüþ
Õèããñà. Äëÿ íåãî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (7.143) èìåþò âèä:

∂2ϕ

∂t2
− ∂2ϕ

∂x2
= m2ϕ− λϕ3. (7.146)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî çíàê ïåðåä êâàäðàòè÷íûì ÷ëåíîì îòëè÷àåòñÿ
îò ìàññèâíîãî ëèíåéíîãî ïîëÿ, êîòîðå ðàññìàòðèâàëîñü íà ñòð. 452. Áåç
ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ïîëîæèòü m = λ = 1. Äåéñòâèòåëüíî, çàìåíàìè
xν 7→ xν/m è ϕ 7→

√
λ/m óðàâíåíèå (7.146) ìîæíî ïðèâåñòè ê ôîðìå ñ

m = λ = 1. Îáðàòíûå çàìåíû � âîññòàíàâëèâàþò ýòè êîíñòàíòû.
Ìû ïëàíèðóåì ïîëó÷èòü ñãóñòîê ýíåðãèè ñêàëÿðíîãî ïîëÿ, êîòîðûé

äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ u ïî òðàåêòîðèè x = x0 + ut. Åñëè
âìåñòå ñ íèì ñ òîé æå ñêîðîñòü áóäåò äâèãàòüñÿ íàáëþäàòåëü, îí óâèäèò
ñòàòè÷åñêóþ êîíôèãóðàöèþ ïîëÿ, íå çàâèñÿùóþ îò âðåìåíè. Ïîäñòàâëÿÿ
ϕ(t, x) = f(x− ut) â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (7.146), ïîëó÷àåì:

− 1

γ2
f ′′ = f − f 3,

ãäå γ = 1/
√
1− u2. Ýòî îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòî-

ðîãî ïîðÿäêà. Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè íà f ′ è èíòåãðèðóÿ, èìååì:

−(f ′)2

2γ2
=
f 2

2
− f 4

4
− 1

4
= −1

4

(
1− f 2

)2
,

ãäå êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ âûáðàíà ðàâíîé 1/4. Èçâëåêàÿ êîðåíü,
ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå è èíòåãðèðóÿ ýòî óðàâíåíèå åùå ðàç

γ√
2
(x− vt− x0) = ±

∫
df

1− f 2
= ± ath f,

ïîëó÷àåì ðåøåíèå:

ϕ(t, x) = ± th

{
γ√
2
(x− ut− x0)

}
, (7.147)

ãäå x0 � åùå îäíà êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ (íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå ôà-
çû ñîëèòîíà ïðè t = 0). Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ðàçìåðíûõ êîíñòàíò àðãó-
ìåíò ãèïåðáîëè÷åñêîãî òàíãåíñà íóæíî óìíîæèòü íà m, à ñàì òàíãåíñ
íà m/

√
λ.
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Ïëîòíîñòü ýíåðãèè ïîëÿ (7.144) äëÿ ðåøåíèÿ (7.147) ðàâíà:

W =
γ2

2
ch−4

{
γ√
2
(x− ut− x0)

}
.

Ïëîòíîñòü èìïóëüñà ñâÿçàíà ñ ïëîòíîñòüþ ýíåðãèè îáû÷íûì îáðàçîì:
P = uW . Èíòåãðèðîâàíèå ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó äàåò ïîëíóþ ýíåðãèþ:

E =

∞∫
−∞

W (x, t) dx =
m0√
1− u2

,

ãäå êîíñòàíòó (â êîòîðîé âîññòàíîâëåíû ïàðàìåòðû m è λ)

m0 =
2
√
2

3

m3

λ
ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ìàññó ñîëèòîíà.
Òèïè÷íûé ðàçìåð îáëàñòè ñ îòëè÷íîé îò íóëÿ ýíåðãèåé ïîëÿ ïðîïîð-

öèîíàëåím−1. ×åì áîëüøå ïàðàìåòðm òåì êîìïàêòíåå ïîëó÷àåòñÿ ñîëè-
òîí è òåì áîëüøå áóäåò åãî ìàññà. Ïàðàìåòð λ âëèÿåò íà âûñîòó ñîëèòîíà
è ÷åì îí ìåíüøå, òåì âûøå áóäåò ïëîòíîñòü ýíåðãèè.

Â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïîëó÷àåòñÿ àíàëîãè÷íîå ðåøåíèå, íî åãî ýíåð-
ãèÿ ëîêàëèçîâàíà òîëüêî â íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ. Â ïåðïåíäèêóëÿð-
íûõ íàïðàâëåíèÿõ óáûâàíèÿ ïëîòíîñòè ýíåðãèè íåò. Ñóùåñòâåííûì â
ýòîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ òàêæå íàëè÷èå íåëèíåéíîñòè. Ëèíåéíîå óðàâíå-
íèå Êëåéíà-Ãîðäîíà ñ V (ϕ) = m2ϕ2/2 ðåøåíèé âèäà ϕ = f(x − ut) c
ëîêàëèçîâàííîé â ïðîñòðàíñòâå ïëîòíîñòüþ ýíåðãèè íå èìååò.
Â îáùåì ñëó÷àå, ýíåðãèÿ ñîëèòîíà (èíòåãðàë îò (7.144)) áóäåò êîíå÷-

íîé, åñëè íà áåñêîíå÷íîñòè ïîëå ñòðåìèòñÿ ê çíà÷åíèþ ϕ0 äëÿ êîòîðî-
ãî V (ϕ0) = 0. Òàêîå çíà÷åíèå ïîëÿ íàçûâàþò êëàññè÷åñêèì âàêóóìîì.
Ëàãðàíæèàí, ðàññìîòðåííûé âûøå, èìååò äâà òàêèõ âàêóóìà: ϕ0 = ±1.
Îíè ñîîòâåòñòâóþò äâóì ìèíèìóìàì V (ϕ) (ñì. âûøå ïåðâûé ðèñóíîê).
Ñïðàâà îò ñîëèòîíà ïîëå ñòðåìèòüñÿ ê îäíîìó èç ýòèõ âàêóóìîâ, à ñëåâà
� êî âòîðîìó. Â ðåçóëüòàòå, õîòÿ ñàìî ïîëå íå óáûâàåò íà áåñêîíå÷íî-
ñòè, ïëîòíîñòü ýíåðãèè îêàçûâàåòñÿ ëîêàëèçîâàííîé â ïðîñòðàíñòâå, à
ñóììàðíàÿ ýíåðãèÿ � êîíå÷íîé.
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• Åùå îäíà ìîäåëü, äîïóñêàþùåå ñîëèòîííîå ðåøåíèå ñ íåëèíåéíîñòüþ

V (ϕ) = 1− cosϕ

ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ ñèíóñ-Ãîðäîíà:

∂2ϕ

∂t2
− ∂2ϕ

∂x2
+ sinϕ = 0. (7.148)

Ïîâòîðÿÿ âû÷èñëåíèÿ (lH109), àíàëîãè÷íûå ïðåäûäóùåé ìîäåëè, ïîëó-
÷àåì ðåøåíèå â âèäå äâèæóùåãîñÿ ñîëèòîíà:

ϕ(t, x) = 4 arctg e±γ(x−ut−x0) (7.149)

ñ ëîêàëèçîâàííîé ïëîòíîñòüþ ýíåðãèè:

W = 4γ2 ch−2{γ (x− ut− x0)}

è èìïóëüñîì P = uW . Ìàññà òàêîãî ñîëèòîíà ðàâíà m0 = 8. Ôîðìà
íåëèíåéíîé ôóíêöèè V (ϕ), ðåøåíèå è ïëîòíîñòü ýíåðãèè â ñèñòåìå ïîêîÿ
ñîëèòîíà (u = 0) ïðèâåäåíû íà ðèñóíêàõ íèæå:

Â îáîèõ ìîäåëÿõ ëîêàëèçîâàííîé îêàçàëàñü ïëîòíîñòü ýíåðãèè, íî íå
ïîëå. Â ìîäåëè Õèããñà ïîëå èçìåíÿåòñÿ îò −1 äî 1. Â ñèíóñ-Ãîðäîíå
îò 0 äî 2π. Îáà çíà÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ êëàññè÷åñêèìè âàêóóìàìè ìîäåëè.
Òàêèå ñîëèòîíû íàçûâàþòñÿ êèíêàìè (kink � èçãèá). Â ìîäåëè Õèããñà
êëàññè÷åñêèõ âàêóóìîâ òîëüêî 2 â ìîäåëè ñèíóñ-Ãîðäîíà èõ áåñêîíå÷íî
ìíîãî, ïðè÷åì ñóùåñòâóåò îáû÷íûé âàêóóì íóëåâîãî ïîëÿ ϕ0 = 0.

Ðåøåíèÿ ïîäîáíûå êèíêàì ÷àñòî íàçûâàþò òîïîëîãè÷åñêèìè. Ýòî íà-
çâàíèå ñâÿçàíî ñ ïåðå÷èñëåíèåì ñïîñîáîâ îòîæäåñòâëåíèÿ äâóõ ïðåäåëü-
íûõ òî÷åê x = ±∞ è êëàññè÷åñêèõ âàêóóìîâ ñèñòåìû. Òàêèå îòîæåñòâëå-
íèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ëèíèé, ñîåäèíÿþùèõ ïðåäåëüíûå òî÷êè è
âàêóóìû. Ïåðåïëåòåíèå òàêèõ ëèíèé îáëàäàåò îïðåäåëåííîé òîïîëîãèåé
(èìååò ðÿä ñâîéñòâ, íå çàâèñÿùèõ îò ðàññòîÿíèé è äðóãèõ ãåîìåòðè÷å-
ñêèõ ñâîéñòâ). Äëÿ îäíîìåðíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ òîïîëîãèÿ äîñòàòî÷íî
òðèâèàëüíà, îäíàêî â áîëåå ñëîæíûõ ìîäåëÿõ îíà ìîæåò îêàçàòüñÿ óæå
íå òàêîé ïðîñòîé.



500 ÃËÀÂÀ 7.

• Ñîëèòîíû äîñòàòî÷íî óñòîé÷èâûå îáðàçîâàíèÿ è íåáîëüøèå âíåø-
íèå âîçìóùåíèÿ èõ íå ðàçðóøàþò. Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùåå óñëîâèå
óñòîé÷èâîñòè [19]. Ïóñòü ïîëå ðàâíî ϕ(t, x) = ϕ0(t, x)+ψ(t, x), ãäå ϕ0(t, x)
� ñîëèòîííîå ðåøåíèå, à ψ(t, x) � íåáîëüøîå âîçìóùåíèå. Ïîäñòàâèì ýòó
ñóììó â óðàâíåíèå äâèæåíèÿ è ðàçëîæèì â ðÿä ïî ψ:

∂2(ϕ0 + ψ) + V ′(ϕ0 + ψ) = ∂2(ϕ0 + ψ) + V ′(ϕ0) + V ′′(ϕ0)ψ + ... = 0.

Òàê êàê ñîëèòîí ϕ0 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ∂2ϕ0 + V ′(ϕ0) = 0, âîç-
ìóùåíèå â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ãäå ñîëèòîí íåïîäâèæåí (u = 0) äîëæíî
óäîâëåòâîðÿòü ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ:

∂2ψ + V ′′(ϕ0(x))ψ = 0.

Áóäåì èñêàòü åãî ðåøåíèå â âèäå ψ(t, x) = e−ıωtψ(x). Òîãäà ψ(x) óäîâëå-
òâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà:

−ψ′′(x) + U(x)ψ(x) = ω2ψ(x), (7.150)

ãäå U(x) = V ′′(ϕ0(x)). Ïîòðåáóåì, ÷òîáû ôóíêöèÿ ψ(x) íà áåñêîíå÷íîñòè
óáûâàëà (âîçìóùåíèå òîëüêî â îêðåñòíîñòè ìàêñèìóìà ïëîòíîñòè ýíåð-
ãèè ñîëèòîíà). Ïîäîáíàÿ çàäà÷à ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ψ(±∞) = 0
íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ. Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå åé ñî-
îòâåòñòâóåò ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ñ ïîòåíöèàëîì U(x) è
ýíåðãèåé E = ω2. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðèâîäÿò ê òîìó, ÷òî çíà÷åíèÿ
÷àñòîò ω îãðàíè÷åíû ñíèçó è ìîãóò ïðèíèìàòü äèñêðåòíûå çíà÷åíèÿ.
Åñëè ω2 > 0 (ω � äåéñòâèòåëüíî), òî âîçìóùåíèÿ íå ðàñòóò ñî âðåìå-
íåì. Åñëè æå ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî îòðèöàòåëüíîå ω2 = −E < 0, òî
ψ(t, x) = e±Etψ(x) è ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ñîëèòîííîå ðåøåíèå ϕ0 áóäåò
ðàçðóøàòüñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóùèì âî âðåìåíè âîçìóùåíèåì.
Äëÿ ìîäåëè Õèããñà (H) è ñèíóñ-Ãîðäîíà (SG), ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå

�ïîòåíöèàëû�:

UH(x) = 3 th2
(
x√
2

)
− 1, USG(x) = 1− 2 ch−2(x).

Èõ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ íåîòðèöàòåëüíû, ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþùèå ñî-
ëèòîíû óñòîé÷èâû. Çàìåòèì, ÷òî ìèíèìàëüíàÿ ÷àñòîòà â îáîèõ ñëó÷àÿõ
ðàâíà íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèñòåìå ïîêîÿ ϕ0 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíå-
íèþ ϕ′′0 = V ′(ϕ0). Äèôôåðåíöèðóÿ åãî ïî x, ïîëó÷àåì (7.150) ñ ω = 0 è
ψ = ϕ′0.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì àíàëèçèðóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü â áîëåå ñëîæíûõ

ìîäåëÿõ. Ïîäîáíàÿ óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ â ìàòåìàòèêå íàçûâàåòñÿ óñòîé-
÷èâîñòüþ ïî Ëÿïóíîâó.
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• Ïîëó÷åííûé êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè (ω2 > 0) ðàáîòàåò òîëüêî ïðè
ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ. Îäíàêî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ðÿäå ñëó÷àåâ ñîëèòîíû
ñîõðàíÿþò ñâîþ ôîðìó è ïîñëå äîñòàòî÷íî ñèëüíûõ ïîòðÿñåíèé. Ýâîëþ-
öèþ ïðîèçâîëüíîãî ðåøåíèÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ óäîáíî àíàëèçèðî-
âàòü ÷èñëåííî ïðè ïîìîùè êîìïüþòåðà. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî çàäàòü íà-
÷àëüíûå óñëîâèÿ ϕ(0, x) è ∂ϕ(0, x)/∂t è çàòåì, àïïðîêñèìèðóÿ ïðîèçâîä-
íûå ïðè ïîìîùè êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé, íàõîäèòü ðåøåíèå â ïðîèçâîëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè. Äëÿ ýòîãî íåïðåðûâíîå 2-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî (t, x) çà-
ìåíÿþò äèñêðåòíîé ñåòêîé ñ ìàëûì øàãîì ∆t ïî îñè âðåìåíè è ∆x � ïî
îñè êîîðäèíàò. Ñîîòâåòñòâåííî ïîëå ϕ ÿâëÿåòñÿ ìàññèâîì ϕi,j = ϕ(ti, xj).
×àñòíûå ïðîèçâîäíûå çàìåíÿþòñÿ ðàçíîñòÿìè:

∂2ϕ0,0
∂t2

=
ϕ1,0 − 2ϕ0,0 + ϕ−1,0

∆t2
,

∂2ϕ0,0
∂x2

=
ϕ0,1 − 2ϕ0,0 + ϕ0,−1

∆x2
.

Ïîäñòàâëÿÿ èõ â óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (7.143), ïîëó÷àåì:

ϕ1,0 = 2ϕ0,0 − ϕ−1,0 +
∆t2

∆x2
(ϕ0,1 − 2ϕ0,0 + ϕ0,−1)− V ′(ϕ0,0)∆t

2.

Çàäàâ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ϕ−1,j = ϕ(0, xj) è ϕ0,j = ϕ−1,j +∆t ∂ϕ(0, xj)/∂t
ïðè ïîìîùè ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ êàæäîé êîîðäèíàòû xj ïîëó÷àþòñÿ
ϕ1,j. Àíàëîãè÷íî, äâèãàÿñü ïî îñè t íàõîäèì ïîëå â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè. Åñòåñòâåííî, ýòî ïðîñòåéøèé ìåòîä è îí ìîæåò áûòü óëó÷øåí
ïðè ïîìîùè ñàìûõ ðàçëè÷íûõ ïðèåìîâ [22].
Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ñòîëêíîâåíèå êèíêà è àíòèêèíêà â ìî-

äåëè ñèíóñ-Ãîðäîíà. Êèíê ñîîòâåòñòâóåò çíàêó ïëþñ â ðåøåíèè (7.149),
à àíòèêèíê � ìèíóñó. Íåñìîòðÿ íà íåëèíåéíîñòü óðàâíåíèÿ ñëîæèì ýòè
äâà ðåøåíèÿ è âîñïîëüçóåìñÿ ïîëó÷åííîé ôóíêöèåé â êà÷åñòâå íà÷àëü-
íûõ óñëîâèé ϕ(0, x) è ∂ϕ(0, x)/∂t. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïðèâîäèò ê
ñëåäóþùèì ÷åòûðåì êàäðàì ñòîëêíîâåíèÿ äâóõ ñîëèòîíîâ, äâèæóùèõ-
ñÿ íàâñòðå÷ó ñî ñêîðîñòÿìè 3/4 è 1/4 (èçîáðàæåíà ïëîòíîñòü ýíåðãèè
ñèñòåìû W ):

Âèäíî, ÷òî ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ ñîëèòîíû âîññòàíàâëèâàþò ñâîþ ôîðìó
è ïðîäîëæàþò äâèãàòüñÿ ñ òåìè æå ñêîðîñòÿìè, ÷òî è äî ñòîëêíîâåíèÿ.
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• Âûøå ìû èñêàëè ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ ïîëåâûõ óðàâíåíèé â âèäå
ϕ = f(x − ut). Â ñèñòåìå ïîêîÿ (u = 0) ýòî ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ñòàòè÷å-
ñêèì (íå çàâèñèò îò t). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóþ äèíàìè÷åñêèå ñî-
ëèòîííûå ðåøåíèÿ, êîòîðûå â ñèñòåìå ïîêîÿ èñïûòûâàþò ïåðèîäè÷åñêèå
êîëåáàíèÿ. Òàêèå ðåøåíèÿ íàçûâàþò áðèçåðàìè (îò àíãëèéñêîãî breathe -
äûøàòü). Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñèíóñ-Ãîðäîíà (7.148) â âèäå

ϕ(t, x) = 4 arctg

{
f(t)

g(x)

}
.

Ïîäñòàâëÿÿ â ϕtt − ϕxx + sin(ϕ) = 0, ãäå èíäåêñû � ñîîòâåòñòâóþùèå
ïðîèçâîäíûå ïî t è x, ïîëó÷àåì:

g2ftt
f

+
f 2gxx
g

= (2f 2t − fftt + f 2) + (2g2x − ggxx − g2). (7.151)

Â ïðàâîé ÷àñòè ïåðâûé ÷ëåí â êðóãëûõ ñêîáêàõ çàâèñèò òîëüêî îò t, à
âòîðîé � òîëüêî îò x. Ïîýòîìó áåðÿ ïðîèçâîäíóþ ïî t, à çàòåì ïî x ìû
îò íèõ èçáàâëÿåìñÿ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå:

fttt
f 2ft

− ftt
f 3

= −
(
gxxx
g2gx

− gxx
g3

)
.

Ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ çàâèñèò òîëüêî îò âðåìåíè, à ïðàâàÿ òîëüêî îò
êîîðäèíàòû. Ýòî âîçìîæíî, åñëè îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ ðàâíû íåêîòîðîé
êîíñòàíòå. Îáîçíà÷èì å¼ ÷åðåç 4λ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì äâà îáûêíî-
âåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Íàïðèìåð, äëÿ f = f(t):

fttt
f 2ft

− ftt
f 3

=
(ftt/f)t
fft

= 4λ.

Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè íà fft è èíòåãðèðóÿ, èìååì:

ftt = 2λf 3 + τ1f,

ãäå τ1 � êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ. Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè íà ft è èíòåãðè-
ðóÿ åùå ðàç, èìååì (óðàâíåíèå äëÿ g âûãëÿäèò òàêæå, íî ñ çàìåíîé çíàêà
ó λ è äðóãèìè êîíñòàíòàìè èíòåãðèðîâàíèÿ σ1 è σ2):

f 2t = λf 4 + τ1f
2 + τ2, g2x = −λg4 + σ1g

2 + σ2.

Ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ (êîíñòàíòà λ) ìû ïðîâåëè äëÿ óðàâíåíèÿ òðåòüå-
ãî ïîðÿäêà, òîãäà êàê èñõîäíîå óðàâíåíèå èìååò âòîðîé ïîðÿäîê. Ïîýòî-
ìó êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Ïîäñòàâèì
íàéäåííûå ïðîèçâîäíûå ftt, gxx, ft, gt â èñõîäíîå óðàâíåíèå (7.151). Îíî
áóäåò âûïîëíÿòüñÿ, åñëè σ1 = 1 + τ1 è σ2 = −τ2. Ïîýòîìó:

f 2t = λf 4 + τ1f
2 + τ2, g2x = −λg4 + (1 + τ1)g

2 − τ2. (7.152)

Äàëüíåéøåå èíòåãðèðîâàíèå ïðèâîäèò ê ýëëèïòè÷åñêèì èíòåãðàëàì.
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Ðàññìîòðèì ÷àñòíûå ñëó÷àè. Åñëè λ = 0, τ2 = 0, τ1 = u2/(1−u2) èìååì
f = e±γut è g = e±γ x, ÷òî ïðèâîäèò ê ðåøåíèþ â âèäå äâèæóùåãîñÿ ñî
ñêîðîñòüþ u êèíêà èëè àíòèêèíêà (7.149).
Åñëè λ = 0, τ2 = 1, τ1 = −ω2, ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ, ïîëó÷àåì [23]:

ϕ(t, x) = 4 arctg

{√
1− ω2

ω

sin
(
ωt
)

ch
(√

1− ω2 x
)} . (7.153)

Ýòî òèïè÷íûé áðèçåð. Åãî àìïëèòóäà ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿåòñÿ ñî âðå-
ìåíåì ñ ÷àñòîòîé ω < 1. Â îòëè÷èå îò êèíêà, ïîëå áðèçåðà óáûâàåò íà
áåñêîíå÷íîñòè â îáå ñòîðîíû îò ìàêñèìóìà. Ïðè ýòîì ìàêñèìóì íåïîäâè-
æåí, ò.å. ìû ïîëó÷èëè ðåøåíèå â ñèñòåìå ïîêîÿ áðèçåðà. Òàê êàê óðàâíå-
íèÿ êîâàðèàíòíû, âñåãäà ìîæíî çàñòàâèòü áðèçåð äâèãàòüñÿ, ïîäñòàâèâ â
ðåøåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà t 7→ t0+γ(t−ux) è x 7→ x0+γ(x−ut).
Ïëîòíîñòü ýíåðãèè áèçåðà ðàâíà:

W =
8f 2g2

(f 2 + g2)2

[
f 2t
f 2

+
g2x
g2

+ 1

]
è â ñëó÷àå ðåøåíèÿ (7.153) ïðèíèìàåò âèä:

W =
8ω2(1− ω2)

(ω2c2 + (1− ω2)s2)2
(
ω2 c2 − (1− ω2)s2 + 2(1− ω2)c2s2

)
,

ãäå c = ch(
√
1− ω2x) è s = sin(ωt). Íèæå íà ðèñóíêå ïðèâåäåíû ãðàôèêè

ïîëÿ (ñëåâà) è ïëîòíîñòè ýíåðãèè (ñïðàâà) áðèçåðà â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû
âðåìåíè ïðè ω = 0.628:

Ïëîòíîñòü ýíåðãèè ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì, îäíàêî ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñîõðà-
íÿåòñÿ, è ìàññà áðèçåðà ðàâíà:

m0 =

∞∫
−∞

W (t, x)dx = 16
√
1− ω2.

Òàêèì îáðàçîì, ÷åì ìåíüøå ÷àñòîòà êîëåáàíèé áðèçåðà, òåì áîëüøå áó-
äåò åãî ìàññà è òåì óæå è âûøå îí áóäåò.
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VII Òåîðèÿ ïîëÿ

• H79 Òåíçîð
∗F αβ (ñòð. 423)

Íàïðèìåð, ðàñïèñûâàÿ ñóììó è îïóñêàÿ îäèíàêîâûå èíäåêñû äëÿ êîòî-
ðûõ ñèìâîë Ëåâè-×åâèòû ðàâåí íóëþ, èìååì:

∗F01 =
1

2
(ε0123 F

23 + ε0132 F
32) = ε0123 F

23 = −Bx,

∗F12 =
1

2
(ε1203 F

03 + ε1230 F
30) = ε1203 F

03 = −Ez,

ãäå ε0132 F
32 = ε0123 F

23, è ò.ä., òàê êàê ε0132 è F
32 îäíîâðåìåííî àíòè-

ñèììåòðè÷íû ïî èíäåêñàì 3, 2. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ε1203 èíäåêñ 0 â ñèìâîëå
Ëåâè-×åâèòû íåîáõîäèìî ïåðåíåñòè â íà÷àëî: ε1203 = −ε1023 = ε0123 = 1.

• H80 Óðàâíåíèå ∂αF
αβ = 4πjβ äëÿ β = 1 (ñòð. 424)

Îïóñêàÿ ñðàçó F 11 = 0, èìååì:

∂0F
01 + ∂2F

21 + ∂3F
31 = −∂tEx + ∂yBz − ∂zBy = 4πj1 = 4πjx,

èëè

[∇×B]x = 4πjx +
∂Ex

∂t
.

Îñòàëüíûå óðàâíåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ ïðè β = 2, 3.

• H81 ∂
∗

α F
αβ = 0 â êîìïîíåíòàõ (ñòð. 424)

Äëÿ β = 0 èìååì çàêîí Ãàóññà äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ:

∂ ∗
α F

α0 = ∂ ∗
1 F

10 + ∂ ∗
2 F

20 + ∂ ∗
3 F

30 = −∇B = 0.

Àíàëîãè÷íî ïðè β = 1 ïîëó÷àåì ïðîåêöèþ íà îñü x çàêîíà Ôàðàäåÿ:

∂ ∗
α F

α1 = ∂ ∗
0 F

01 + ∂ ∗
2 F

21 + ∂ ∗
3 F

31 = ∂tBx + ∂yEz − ∂zEy = 0.

• H82 Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà áåç èñòî÷íèêîâ èç Fµν (ñòð. 425)
Ïîäñòàâëÿÿ îïðåäåëåíèå Fαβ = ∂αAβ − ∂βAα â óðàâíåíèå

∂αFβγ + ∂βFγα + ∂γFαβ = 0,

èìååì

∂α(∂βAγ − ∂γAβ) + ∂β(∂γAα − ∂αAγ) + ∂γ(∂αAβ − ∂βAα) = 0.

Ó÷èòûâàÿ ïåðåñòàíîâî÷íîñòü ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (∂α∂β = ∂β∂α), ïðè-
âîäÿ ïîäîáíûå, ïîëó÷àåì òîæäåñòâåííî íîëü ïðè ëþáîé ôóíêöèè Aν.
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• H83 ∂αFβγ + ∂βFγα + ∂γFαβ = 0 (ñòð. 425)
Ñâåðí¼ì óðàâíåíèå ∂ ∗

µ F
µλ ñ ñèìâîëîì Ëåâè-×åâèòû ïî λ:

εαβγλ ∂
∗

µ F
µλ =

1

2
εαβγλ ε

µλνσ∂µ Fνσ = −1

2
εαβγλ ε

λµνσ∂µ Fνσ = 0

Ïðè èñïîëüçîâàíèè òîæäåñòâà (7.5), ñòð. 7.5, ó÷èòûâàåì, ÷òî â ñèëó àí-
òèñèììåòðèè εµναβFµν = 2Fαβ.

• H84 Òîê òî÷å÷íîãî çàðÿäà â êîâàðèàíòíûõ îáîçíà÷åíèÿõ (ñòð. 427)
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ∂αη

β = δβα − vαv
β, èìååì:

jβ =
1

4π
∂αF

αβ =
Q

4π
∂α
ηα vβ − ηβ vα
(a2 − η2)3/2

.

Âîçüì¼ì ïðîèçâîäíóþ ïî ∂α:

jβ =
Q

4π

[
3vβ − vβ + vβv

αvα
(a2 − η2)3/2

+
3

2

(ηαvβ − ηβvα)2ηα
(a2 − η2)5/2

]
.

Äëÿ 4-ñêîðîñòè vαvα = 1. Ïðèâîäÿ ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ, ïîëó÷àåì
âûðàæåíèå äëÿ òîêà:

• H85 Íóëåâîé èíòåãðàë â âûâîäå óðàâíåíèé Ëàãðàíæà (ñòð. 430)

t2∫
t1

d

dt

(
∂L

∂q̇k
φk

)
dt =

t2∫
t1

d

(
∂L

∂q̇k
φk

)
=

(
∂L

∂q̇k
φk

)∣∣∣t2
t1
= 0,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî φk(t1) = 0, φk(t2) = 0.

• H86 Ëàãðàíæèàí â 3-ìåðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ (ñòð. 432)
Îáîçíà÷àÿ ñêîðîñòü êàê u = dr/dt, ðàñïèøåì äèôôåðåíöèàë èíòåðâàëà:
ds =

√
dt2 − dr2 =

√
1− u2 dt. Àíàëîãè÷íî ðàñïèñûâàåòñÿ ñâ¼ðòêà 4-

ïîòåíöèàëà è dxα: Aαdx
α = φdt−A dr = (φ−Au) dt.

• H87 Ïîëíûé äèôôåðåíöèàë âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà (ñòð. 432)
Êàæäàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé ôóíê-
öèåé êîîðäèíàò è âðåìåíè. Îáîçíà÷èì ýòó ôóíêöèþ êàê F . Å¼ äèôôå-
ðåíöèàë, ïî îïðåäåëåíèþ ðàâåí:

dF (t, r) =
∂F

∂t
dt+

∂F

∂xi
dxi =

∂F

∂t
dt+ (dr∇)F.

Òàê êàê íàñ èíòåðåñóþò êîîðäèíàòû âäîëü òðàåêòîðèè ÷àñòèöû, äâèæó-
ùåéñÿ ñî ñêîðîñòüþ u = dr/dt, ïîäñòàâëÿåì dr = u(t) dt.
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• H88 Äâèæåíèå â ïîñòîÿííîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå (ñòð. 425)
Íàéäåì çàâèñèìîñòü 4-âåêòîðà ñêîðîñòè uµ = {u0,u} = {γ, γv} îò

ñîáñòâåííîãî âðåìåíè ÷àñòèöû s. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî u � ýòî ïðî-
ñòðàíñòâåííûå êîìïîíåíòû 4-âåêòîðà ñêîðîñòè. Îáû÷íîé æå 3-ñêîðîñòüþ
ÿâëÿåòñÿ v = u/

√
1 + u2. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èìåþò âèä:

m
du0
ds

= qEu, m
du

ds
= qu0E.

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì îáå ÷àñòè ïåðâîãî óðàâíåíèÿ è ïîäñòàâèì â ðåçóëü-
òàò âòîðîå óðàâíåíèå:

u′′0 =
q

m
Eu′ =

q2

m2
E2 u0,

ãäå øòðèõ � ïðîèçâîäíàÿ ïî s. ×àñòíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ u′′0−ω2u0 = 0
ñ ïàðàìåòðîì ω = q|E|/m èùóòñÿ, êàê îáû÷íî, â âèäå u0(s) = eλs. Â ðå-
çóëüòàòå, îáùåå ðåøåíèå ìîæíî çàïèñàòü ïðè ïîìîùè ãèïåðáîëè÷åñêèõ
êîñèíóñà è ñèíóñà:

u0(s) = A ch(ωs) +B sh(ωs),

ãäå A è B � êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ u0(s) âî âòîðîå óðàâ-
íåíèå äâèæåíèÿ è èíòåãðèðóÿ, íàõîäèì ïðîñòðàíñòâåííûå êîìïîíåíòû
4-ñêîðîñòè:

u(s) = e
[
A sh(ωs) +B ch(ωs)

]
+C,

ãäå e = E/|E| � åäèíè÷íûé âåêòîð â íàïðàâëåíèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ
è C � âåêòîðíàÿ êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ. Êîíñòàíòû íàõîäÿòñÿ èç
íà÷àëüíûõ óñëîâèé è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ u0 ïðè s = 0:

A = u0(0) =
1√

1− v2(0)
, B = eu(0), C = u(0)− eB.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî eC = 0, êîíñòàíòà A ðàâíà íà÷àëüíîé ýíåðãèè
çàðÿäà, äåëåííîé íà åãî ìàññó, à B � ïðîåêöèÿ íà÷àëüíîãî èìïóëüñà
(òàêæå äåëåííîãî íà ìàññó) â íàïðàâëåíèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ.
Ïóñòü ïðè s = t = 0 ÷àñòèöà ïîêîèëàñü: u0(0) = 1, u(0) = 0. Òîãäà:

uµ(s) =
{
ch(ωs), e sh(ωs)

}
.

Èíòåãðèðóÿ dxµ/ds = uµ, íàõîäèì ñâÿçü ëàáîðàòîðíîãî âðåìåíè t ñ ñîá-
ñòâåííûì âðåìåíåì s è êîîðäèíàòàìè çàðÿäà:

t =
sh(ωs)

ω
, r = r0 +

e

ω
(ch(ωs)− 1).

3-ñêîðîñòü çàâèñèò îò ñîáñòâåííîãî âðåìåíè êàê ôóíêöèÿ ãèïåðáîëè÷å-
ñêîãî òàíãåíñà: v = e th(ωs). Ïîëó÷èâøèåñÿ ðåøåíèÿ ñîâïàäàþò ñ 3-
ñêîðîñòüþ è êîîðäèíàòàìè êàê ôóíêöèÿìè îò âðåìåíè t, ñì. ñòð. 164.
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• H89 Ïðîèçâîäíûå îò ëàãðàíæèàíà (ñòð. 434)
Àêêóðàòíîå âû÷èñëåíèå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ìîæíî ïðîâîäèòü ïðè ïî-
ìîùè ñèìâîëà Êðîíåêåðà. Íàïðèìåð, íàéä¼ì ïðîèçâîäíóþ ïî ∂λAσ îò

L = (∂αAβ)(∂
αAβ) = gαµgβν(∂αAβ)(∂µAν).

Çàìåòèì, ÷òî â âûðàæåíèè L, ïðè ïîìîùè ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà, îïó-
ùåíû âñå èíäåêñû âíèç, à ïðîèçâîäíàÿ áåð¼òñÿ ïî òåíçîðó ñ èíäåêñàìè,
îòëè÷àþùèìèñÿ îò ñóììàöèîííûõ èíäåêñîâ â L. Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþ-
ùèì ñîîòíîøåíèåì:

∂(∂αAβ)

∂(∂λAσ)
= δλα δ

σ
β .

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè âñå èíäåêñû ñîâïàäàþò òî ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà åäè-
íèöå (àíàëîãè÷íî ∂x/∂x = 1). Åñëè õîòÿ áû îäíà ïàðà èíäåêñîâ ðàçëè÷-
íà, òî ìû èìååì ïðîèçâîäíóþ òèïà ∂x/∂y, êîòîðàÿ ðàâíà íóëþ.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â ëåâîé ÷àñòè èíäåêñû λ è σ íàõîäÿòñÿ âíèçó,
íî ïîä äðîáüþ. Â ðåçóëüòàòå âçÿòèÿ ïðîèçâîäíîé, îíè êàê áû ïåðåïðû-
ãèâàþò ââåðõ íàä äðîáüþ è ïîëó÷àåòñÿ òåíçîð ñ âåðõíèìè èíäåêñàìè.
Îäíàêî ýòî çàìå÷àíèå ÿâëÿåòñÿ ëèøü ìíåìîíè÷åñêèì ïðàâèëîì.

Òåïåðü ìîæíî âçÿòü ïðîèçâîäíóþ L, êàê ïðîèçâîäíóþ ïðîèçâåäåíèÿ:

∂L
∂(∂λAσ)

= gαµgβν δλα δ
σ
β(∂µAν) + gαµgβν (∂αAβ) δ

λ
µ δ

σ
ν .

Ïðîâîäÿ ñóììèðîâàíèå ñ ñèìâîëàìè Êðîíåêåðà, ïîëó÷àåì:

∂L
∂(∂λAσ)

= gλµgσν(∂µAν) + gαλgβσ(∂αAβ) = ∂λAσ + ∂λAσ = 2∂λAσ.

Îáû÷íî òàêèå ïåäàíòè÷íûå âûêëàäêè íå äåëàþò. Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî
íå îïóñêàòü ïðè ïîìîùè gαβ èíäåêñû âíèç, âðåìåííî èãíîðèðóÿ êîâàðè-
àíòíûé ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ (îäèí èíäåêñ âíèçó, à äðóãîé ââåðõó). Â
ôèíàëüíîì âûðàæåíèè, èíäåêñû ìîæíî ðàññòàâèòü ïî ñâîèì ìåñòàì. Ïî-
ýòîìó, íàïðèìåð, äëÿ ïðîèçâîäíîé îò L = (∂αAβ)(∂

αAβ) ìîæíî íàïèñàòü
òàê:

∂L
∂(∂λAσ)

= δλα δ
σ
β (∂

αAβ) + (∂αAβ) δ
λ
α δ

σ
β = 2∂λAσ.

Ïîñëå íåêîòîðîãî íàâûêà, ìîæíî äàæå íå èñïîëüçîâàòü ñèìâîëû Êðîíå-
êåðà, ïðîâîäÿ �â óìå� ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè ñðàçó ïîäñòàíîâêó ïðà-
âèëüíûõ èíäåêñîâ.
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• H90 Çàïèñü ëàãðàíæèàíà ÷åðåç òåíçîð F αβ (ñòð. 435)
�Âîçâåäåíèå â êâàäðàò� òåíçîðà F αβ ïðîâîäèòñÿ îáû÷íûì àëãåáðàè÷å-
ñêèì îáðàçîì:

F αβFαβ = (∂αAβ − ∂βAα)(∂αAβ − ∂βAα).

Ïåðåìíîæàÿ ñêîáêè, ïîëó÷àåì:

F αβFαβ = ∂αAβ ∂αAβ − ∂αAβ ∂βAα − ∂βAα ∂αAβ + ∂βAα ∂βAα.

Âñå èíäåêñû â ýòîì âûðàæåíèè ÿâëÿþòñÿ ñóììàöèîííûìè, ïîýòîìó ìî-
ãóò áûòü îáîçíà÷åíû ëþáîé áóêâîé. Ïåðåîáîçíà÷èì èõ â ïîñëåäíåì è
ïðåäïîñëåäíåì ñëàãàåìûõ (ìåíÿÿ ìåñòàìè α è β):

1

2
F αβFαβ = (∂αAβ) (∂αAβ)− (∂αAβ) (∂βAα).

• H91 Ìàññèâíîå âåêòîðíîå ïîëå (ñòð. 435)
Ðàññìîòðèì ìàññèâíîå âåêòîðíîå ïîëå, íàëîæèâ íà íåãî ñðàçó ëîðåíöåâ-
ñêóþ êàëèáðîâêó ∂αA

α = 0 (ïîëîæèâ â ëàãðàíæèàíå êîíñòàíòó b = 0) è
ââåä¼ì ìàññîâûé ÷ëåí ñ êîíñòàíòîé µ:

L = −Aαj
α − 1

8π
(∂αAβ)(∂

αAβ) +
µ2

8π
AαAα.

Çàïèøåì ïðîèçâîäíûå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà:

∂L
∂Aβ

= −jβ + µ2

4π
Aβ,

∂L
∂(∂αAβ)

= − 1

4π
∂αAβ.

Ïîäñòàâëÿÿ èõ â óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ ïîëÿ:

∂2Aα + µ2Aα = 4πjα.

Åñëè ëàãðàíæèàí ïðîáíîé ÷àñòèöû îñòà¼òñÿ íåèçìåííûì, òî íå èçìå-
íèòñÿ è ñèëà Ëîðåíöà ñî ñòàíäàðòíîé ñâÿçüþ íàïðÿæ¼ííîñòåé ïîëåé è
ïîòåíöèàëîâ. Îäíàêî óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà äëÿ íàïðÿæ¼ííîñòåé íà÷è-
íàþò çàâèñåòü òàêæå îò ïîòåíöèàëîâ (ïîìíèì î êàëèáðîâî÷íîì óñëîâèè
∂A = ∂0φ+∇A = 0):

∇E = 4π ρ− µ2φ, ∇×B = 4πj+
∂E

∂t
− µ2A.

Íàïðèìåð ∇E = ∇(−∇φ − ∂0A) = −∆φ + ∂20φ = ∂2φ. Ïàðà óðàâíå-
íèé áåç èñòî÷íèêîâ îñòà¼òñÿ áåç èçìåíåíèé. Íå ìåíÿåòñÿ è óðàâíåíèå
íåïðåðûâíîñòè.
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• H92 Ýëåêòðîñòàòèêà ìàññèâíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ (ñòð. 435)
Ïóñòü âñå ïîëÿ íå çàâèñÿò îò âðåìåíè è âåêòîðíûé ïîòåíöèàë ðàâåí íó-
ëþ. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà èìååì óðàâíåíèå:

∆φ− µ2φ = −4πρ.

Ðåøèì åãî äëÿ ïóñòîãî ïðîñòðàíñòâà ρ = 0, ïðåäïîëàãàÿ ñôåðè÷åñêóþ
ñèììåòðèþ φ = φ(r). Òàê êàê r =

√
r2, èìååì:

∇φ = φ′ r

r
, ∆φ = ∇(∇φ) = φ′′ + φ′2

r
=

1

r2
(
r2 φ′)′ ,

ãäå øòðèõ � ïðîèçâîäíàÿ ïî àðãóìåíòó ôóíêöèè φ(r). Òàêèì îáðàçîì:

1

r2
(
r2 φ′)′ = µ2φ.

Äåëàÿ çàìåíó φ = u(r)/r, ýòî óðàâíåíèå íåñëîæíî ðåøèòü, ïîëó÷èâ ïî-
òåíöèàë Þêàâû:

φ = Q
e−µr

r
.

Êîíñòàíòà Q ñîîòâåòñòâóåò òî÷å÷íîìó çàðÿäó, åñëè ρ = Qδ(r) (ñèíãóëÿð-
íîñòü 1/r, êîòîðàÿ îñòà¼òñÿ, ïðèâîäèò ê äåëüòà-ôóíêöèè). Èìååò ñìûñë
ñòðîãî äîêàçàòü ïðàâèëüíîñòü âûáîðà êîíñòàíòû, ïðîèíòåãðèðîâàâ óðàâ-
íåíèå ïî ñôåðå ðàäèóñà r è âîñïîëüçîâàâøèñü äëÿ ∆φ = ∇(∇φ) èíòå-
ãðàëüíîé òåîðåìîé Ãàóññà.

• H93 Ìàññèâíàÿ ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà (ñòð. 435)
Îäíèì èç ÷àñòíûõ ðåøåíèé âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ

∂2φ

∂t2
−∆φ+ µ2φ = 0

ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ðàçíîâèäíîñòü ïëîñêîé âîëíû

φ = ϕ0 e
−µ (nr−u t)/

√
1−u2

,

ãäå n � åäèíè÷íûé ïîñòîÿííûé âåêòîð â íàïðàâëåíèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ
âîëíû, à u < 1 � êîíñòàíòà èìåþùàÿ ñìûñë ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ.
Â îòëè÷èè îò îáû÷íîé ýëåêòðîäèíàìèêè ïëîñêàÿ âîëíà âèäà φ(nr− ut)
ïðè µ ̸= 0 íå ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé ôîðìû, à òîëüêî òàêàÿ, êàê
ïðèâåäåíî âûøå. Åñòåñòâåííî âîëíîâîå óðàâíåíèå äîïóñêàåò è äðóãèå,
áîëåå ôèçè÷íûå ðåøåíèÿ. Ïðè ôóðüå-ðàçëîæåíèè ïîòåíöèàëà ïîëó÷àåò-
ñÿ ñëåäóþùèé çàêîí äèñïåðñèè ω =

√
k2 + µ2. Ýòî ñîîòíîøåíèå, ýêâè-

âàëåíòíîå ôîðìóëå ñâÿçè ýíåðãèè èìïóëüñà è ìàññû, ñîáñòâåííî è äàëî
íàçâàíèå �ìàññû ïîëÿ� äëÿ êîíñòàíòû µ.
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• H94 Ïðîèçâîäíàÿ ëàãðàíæèàíà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ (ñòð. 439)
Ðàñïèøåì âçÿòèå ïðîèçâîäíîé ïîäðîáíî (lH89). Ïðè ïîìîùè äâóõ ìåò-
ðè÷åñêèõ òåíçîðîâ îïóñêàåì âñå èíäåêñû âíèç è áåð¼ì ïðîèçâîäíóþ

−g
µλgντ

8π

∂{(∂µAν) (∂λAτ)− (∂µAν) (∂τAλ)}
∂(∂αAγ)

êàê ïðîèçâîäíóþ ïðîèçâåäåíèÿ:

−g
µλgντ

8π
(δαµδ

γ
ν ∂λAτ + ∂µAν δ

α
λδ

γ
τ − δαµδ

γ
ν ∂

τAλ − ∂µAν δ
α
τ δ

γ
λ).

Ñâîðà÷èâàÿ ñ ñèìâîëàìè Êðîíåêåðà:

− 1

8π
(gαλgγτ ∂λAτ + gµαgνγ∂µAν − gαλgγτ ∂τAλ − gµγgνα ∂µAν),

à çàòåì ñ ìåòðè÷åñêèìè òåíçîðàìè, îêîí÷àòåëüíî èìååì:

− 1

8π
(∂αAγ + ∂αAγ − ∂γAα − ∂γAα) = − 1

4π
(∂αAγ − ∂γAα) = − 1

4π
F αγ.

• H95 Ðàâåíñòâî íóëþ ñëåäà òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà (ñòð. 439)

T α
α =

1

4π

[
F αγFγα +

1

4
δαα F

µνFµν

]
=

1

4π
[−F αγFαγ + F µνFµν] = 0.

• H96 Ôóíêöèîíàëüíîå è ïîëíîå èçìåíåíèÿ ïîòåíöèàëà (ñòð. 444)
Çàâèñèìîñòü 4-ïîòåíöèàëà îò êîîðäèíàò âõîäèò â âèäå èíâàðèàíòà a2 +
(x · u)2 − x2, ïîýòîìó δ̄Aα = 0. Ïîëíîå èçìåíåíèå δAα ñîîòâåòñòâóåò
ïðåîáðàçîâàíèÿì Ëîðåíöà, êîòîðûå �îáåñïå÷èâàåò� 4-âåêòîð uα:

A′α(x′) = Λα
βA

β(x), u′α = Λα
βu

β.

• H97 Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ (ñòð. 452)
Áåð¼ì ïðîèçâîäíûå ëàãðàíæèàíà ïî ïåðâîìó ïîëþ:

∂L
∂(∂µΦ1)

= ∂µΦ1,
∂L
∂Φ1

= m2Φ1.

Ó÷èòûâàÿ óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà (7.18), ñòð.7.18, ïîëó÷àåì:

(∂2 +m2) Φ1 = 0.

Àáñîëþòíî àíàëîãè÷íî äëÿ ïîëÿ Φ2.
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• H98 Òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà è ñïèíà (ñòð. 454)
Ïðîèçâîäíàÿ îò ëàãðàíæèàíà ðàâíà:

L = − 1

8π
(∂αAβ)(∂

αAβ) =>
∂L

∂(∂µAν)
= − 1

4π
∂µAν.

Ïîýòîìó êàíîíè÷åñêèé òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà èìååò âèä:

T αβ =
∂L

∂(∂αAγ)
∂βAγ − gαβ L = − 1

4π
∂αAγ∂βAγ +

gαβ

8π
(∂µAν)

2.

Òåíçîð ñïèíà:

Sµ,αβ =
∂L

∂(∂µAα)
Aβ −

∂L
∂(∂µAβ)

Aα =
1

4π
(Aα ∂µAβ − Aβ ∂µAα) .

Óáåäèìñÿ, ÷òî òåíçîð ñïèíà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ íåïðåðûâíîñòè
ñàì ïî ñåáå:

∂µSµ,αβ =
1

4π

(
∂µAα ∂µAβ + Aα ∂

2Aβ − ∂µAβ ∂µAα − Aβ ∂
2Aα

)
.

Ñâîáîäíîå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ñîîòâåòñòâóþùåå ëàãðàíæèàíó L óäî-
âëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ ∂2Aα = 0. Ïîýòîìó ∂µSµ,αβ = 0.

• H99 R = {t,R} � ýòî 4-âåêòîð (ñòð. 465)
Åñëè ïîëíûé ìîìåíò èìïóëüñà ñîõðàíÿåòñÿ, òî ñîõðàíÿåòñÿ

G = P 0R−Pt,

à, ñëåäîâàòåëüíî, öåíòð ýíåðãèè R äâèæåòñÿ ðàâíîìåðíî: R = ut, ãäå
u = P/P 0. Òàê êàê {P 0, P} îáðàçóþò 4-âåêòîð, òî u äîëæíà ïðåîáðàçî-
âûâàòüñÿ êàê 3-ñêîðîñòü, ÷òî íåñëîæíî ïðîâåðèòü, çàïèñàâ ïðåîáðàçîâà-
íèÿ Ëîðåíöà äëÿ R = {t,ut}.

• H100 Ãðàäèåíò â êàëèáðîâî÷íîì ïðåîáðàçîâàíèè (ñòð. 477)

Ãðàäèåíò îò ðàäèóñ-âåêòîðà áåðåòñÿ îáû÷íûì îáðàçîì:

∇R = ∇
√
R2 =

2R

2R
=

R

R
.

Àíàëîãè÷íî ïðè âçÿòèè ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè:

∂R

∂t
=
∂
√
R2

∂t
=

2R(∂R/∂t)

2R
= −Rv

R
,

òàê êàê ∂R/∂t = ∂(x− x0(t))/∂t = −v.



862

• H101 Ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå äëÿ B (ñòð. 477)

Ðîòîð áåðåòñÿ ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî:

∇× v

R
= −v × 1

R
= v × R

R3
, ∇× R

R3
= 0.

• H102 Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû çàðÿäîâ (ñòð. 479)

Ó÷èòûâàÿ çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ

dR

dt
= V = va − vb,

dR

dt
= NV,

dN

dt
=

N× [V ×N]

R
,

∂R

∂xa
= N,

∂N i

∂xja
=
δij −N iN j

R
,

ãäå âåðõíèå èíäåêñû � êîìïîíåíòû âåêòîðîâ, à íèæíèå � íîìåðà ÷àñòèö,
ïîëó÷àåì:

d

dt

(
∂L

∂va

)
=

dpa

dt
+

1

2

b ̸=a∑
b

QaQb

R
{ab +N (Nab)}

+
1

2

b ̸=a∑
b

QaQb

R2
{N× [va × vb] +N(Vvb)− 3N(NV)(Nvb)},

Ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèé Ëàãðàíæà ðàâíà:

∂L

∂xa
=

b ̸=a∑
b

QaQb

R2

[
N+

va(Nvb) + (Nva)vb −N (vavb)− 3N (Nva)(Nvb)

2

]

Ïðèðàâíèâàÿ ýòè äâà âûðàæåíèÿ, ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

• H103 Äâèæåíèå çàðÿäîâ ïî îêðóæíîñòè (ñòð. 479)

Åäèíè÷íûé âåêòîð N îðòîãîíàëåí ñêîðîñòÿì Nva = Nvb = 0 è íà-
ïðàâëåí îò çàðÿäà b ê çàðÿäó a. Ïîýòîìó â âûðàæåíèå äëÿ ñèëû ïîäñòàâ-
ëÿåì ñîîòíîøåíèÿ:

va × [vb ×N] = vb(vaN)−N(vavb) = Nv2, ab = N
v2

R/2
.
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• H104 Ïðîèçâîäíàÿ ëàãðàíæèàíà ïî âåêòîðó c (ñòð. 480)

Çàïèñûâàÿ ïðîèçâîäíóþ ëàãðàíæèàíà ïî âåêòîðó, ìû èñïîëüçóåì áå-
çèíäåêñíûå îáîçíà÷åíèÿ. Ñòîèò èõ ïåðåïèñàòü ïðè ïîìîùè èíäåêñîâ.
Íîìåðà ïðîåêöèé âåêòîðîâ áóäåì ïèñàòü ñâåðõó, à íîìåðà ÷àñòèö, ïî-
ïðåæíåìó ñíèçó:

∂L(xa + c)

∂ck

∣∣∣
c=0

=
∑
a

∂L(xa + c)

∂(xa + c)j
∂(xa + c)j

∂ck

∣∣∣
c=0

=
∑
a

∂L(xa)

∂xj
a

δjk.

Ñâîðà÷èâàÿ ñ ñèìâîëîì Êðîíåêåðà, ïîëó÷àåì
∑
∂L/∂xa.

• H105 Ïðîèçâîäíàÿ ëàãðàíæèàíà ïî óãëó ϕ (ñòð. 481)

Âîçüìåì ïðîèçâîäíóþ äëÿ îäíîé ÷àñòèöû, èñïîëüçóÿ èíäåêñû:

L(r+ r× ϕ)

∂ϕi

∣∣∣
ϕ=0

=
∂L

∂rj

∂(rj + εjklrkϕl)

∂ϕi

∣∣∣
ϕ=0

=
∂L

∂rj
εjkirk =

(
∂L

∂r
× r

)
i

.

• H106 Ôàêòîð 1/3 ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà (ñòð. 484)

Ñäåëàåì çàìåíó r′ = r−R:

∫
ρ(r)ρ(r′)

R3
(nR)2d3rd3r′ = −

∫
ρ(r)ρ(|r−R|))

R3
(nR)2d3rd3R.

Ïåðåéäåì â ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû r = {r, α, ϕ1} è R = {R, θ, ϕ2}, ãäå
α � óãîë ìåæäó r è R, à θ � óãîë ìåæäó R è n. Âûðàæåíèå |r − R| =√
r2 +R2 − 2rR cosα íå çàâèñèò îò óãëà θ. Èíòåãðàë ïî α äàñò íåêîòîðóþ

ôóíêöèþ îò r è R. Èíòåãðèðóÿ çàòåì ïî θ, èìååì:

π∫
0

(nR)2 sin θdθ =

π∫
0

R2 cos2 θ sin θdθ = R2

1∫
−1

z2dz =
2

3
R2.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè áû ìíîæèòåëÿ (nR)2 íå áûëî, ìû áû ïîëó÷èëè
2R2 Ïîýòîìó (nR)2 ïîä èíòåãðàëîì ìîæíî çàìåíèòü íà R2/3.
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•H107 Ñèëà òðåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàâíîóñêîðåííîãî äâèæåíèÿ (ñòð. 489)
Ïðè äâèæåíèè â ïîñòîÿííîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå (ñì. ñòð. 856) êîìïî-

íåíòû 4-ñêîðîñòè, êàê ôóíêöèè ñîáñòâåííîãî âðåìåíè s, ðàâíû:

u0(s) = A ch(ωs) +B sh(ωs), u(s) = e
[
A sh(ωs) +B ch(ωs)

]
+C,

ãäå A = E0/m è B = ep0/m, mC = p0 − e(ep0). Ïîýòîìó:

u′′0 + (u′)2u0 = −ω2[A2 −B2 − 1]u0
u′′ + (u′)2u = −ω2[A2 −B2 − 1]u− ω2C.

Íîëü ïîëó÷àåòñÿ, åñëè C = 0 è A2 − B2 = 1, ò.å. òîëüêî òîãäà, êîãäà
íà÷àëüíûé èìïóëüñ p0 ïàðàëëåëåí ýëåêòðè÷åñêîìó ïîëþ e = E/|E|.

• H108 Îáúåì òåíçîðà Fµν (ñòð. 491)
Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì äåòåðìèíàíòà, ïîëó÷àåì:

det(gµν + Fµν) = det


1 −Bx −By −Bz

Bx −1 −Ez Ey

By Ez −1 −Ex

Bz −Ey Ex −1

 = −1−B2 + E2 + (EB)2.

Åñëè êîìïîíåíòû íàïðÿæåííîñòåé óìíîæàþòñÿ íà êîíñòàíòó, òî îíà ïî-
ÿâèòñÿ â êâàäðàòå ïðè −B2 + E2 è â ÷åòâåðòîé ñòåïåíè ïðè (EB)2.

• H109 Ìîäåëü ñèíóñ-Ãîðäîíà (ñòð. 499)
Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå ïîëÿ ϕ(t, x) = f(x− ut), ïîëó÷àåì:

1

γ2
f ′′ = sin f.

Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè íà f ′ è èíòåãðèðóÿ èìååì:

f ′2

2γ2
= 1− cos f = 2 sin2(f/2),

ãäå êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ â ïðàâîé ÷àñòè âûáðàíà ðàâíîé 1. Èç-
âëåêàÿ êîðåíü, ïðîâîäèì åùå îäíî èíòåãðèðîâàíèå, êîòîðîå ïðèâîäèò ê
èñêîìîìó ðåøåíèþ. Ïðè âû÷èñëåíèè ïëîòíîñòè ýíåðãèè, ó÷èòûâàåì, ÷òî
sin(arctg z) = z/

√
1 + z2, cos(arctg z) = 1/

√
1 + z2 è ïðèìåíÿÿ äâàæäû

ôîðìóëó ñèíóñà è êîñèíóñà äâîéíîãî óãëà èìååì:

cos(4 arctg z) = 1− 8z2

(1 + z2)2
, sin(4 arctg z) =

4z

(1 + z2)2
.

Ïðè âçÿòèè ïðîèçâîäíûõ èñïîëüçóåì (arctg z)′ = 1/(1 + z2).


