
Ãëàâà 6

Òåîðèÿ ñèììåòðèè

Â ýòîé ãëàâå ñîáðàíû âàæíûå ìàòåìàòè÷åñêèå âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ
ãðóïïîâûìè ñâîéñòâàìè òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè. Òåîðèÿ ãðóïï ôîðìà-
ëèçóåò èíòóèòèâíîå ïîíèìàíèå ñèììåòðè÷íîñòè (ãåîìåòðè÷åñêèõ ôîðì,
óðàâíåíèé, ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ) è ÿâëÿåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî âàæíîé â
ìàòåìàòè÷åñêîì àïïàðàòå ôèçèêà.
Â ïåðâîé ÷àñòè ãëàâû ìû ðàññìîòðèì êðàñèâóþ òåîðèþ àáñòðàêòíûõ

ãðóïï è èõ ïðåäñòàâëåíèé. Çàòåì èçó÷èì ðàçëè÷íûå ëèíåéíûå ïðåîáðà-
çîâàíèÿ, âêëþ÷àÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà. Ïîñëåäíèå äâà ðàçäåëà ãëà-
âû ïîñâÿùåíû íåëèíåéíûì ïàðàìåòðè÷åñêèì ãðóïïàì. Õîòÿ áîëüøèí-
ñòâî ïðîÿâëåíèé ñèììåòðèè â ôèçèêå èìååò ëèíåéíûé õàðàêòåð, ðàíî
èëè ïîçäíî, íåëèíåéíûå îáîáùåíèÿ ñóùåñòâóþùèõ ñèììåòðèé (ñ íîâûìè
ôóíäàìåíòàëüíûìè êîíñòàíòàìè!), ïî âñåé âèäèìîñòè, áóäóò îòêðûòû.
Êàê îáû÷íî, ðàçäåëû ïîìå÷åííûå çâåçäî÷êîé ìîæíî ïðîïóñòèòü ïðè

ïåðâîì ÷òåíèè ãëàâû. Ýòî íå îòíîñèòñÿ ê çàäà÷àì (lHi), êîòîðûå íåîáõî-
äèìî ðåøàòü ñðàçó, íå îñòàâëÿÿ èõ �íà ïîòîì�. Ãëàâà äîñòàòî÷íî ñëîæíà
â ìàòåìàòè÷åñêîì ïëàíå è çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ å¼ âàæíîé ñîñòàâëÿþùåé.
Ðåøåíèÿ çàäà÷ ìîæíî íàéòè íà ñòð. 846, ê êîòîðîé, âïðî÷åì, ñðàçó ïå-
ðåõîäèòü íå ñòîèò.

ÐÅËßÒÈÂÈÑÒÑÊÈÉ ÌÈÐ

Ñåðãåé Ñ. Ñòåïàíîâ

Ïîñëåäíÿÿ âåðñèÿ íàõîäèòñÿ íà ñàéòå http://synset.com. Âñå îá-
íàðóæåííûå îøèáêè è çàìå÷àíèÿ ïðîñüáà ïðèñûëàòü ïî ïî÷òå:
phys@synset.com. (ñ) 2009-2013. Ïå÷àòü: 2 èþëÿ 2013 ã.
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6.1 ×òî òàêîå ñèììåòðèÿ?

• Ìû ãîâîðèì, ÷òî êâàäðàò � áîëåå ñèììåòðè÷íàÿ ôèãóðà, ÷åì ïðÿ-
ìîóãîëüíèê, à îêðóæíîñòü ñèììåòðè÷íåå êâàäðàòà. Îòêóäà âîçíèêàþò
òàêèå îùóùåíèÿ? Êðóòÿ â ðóêàõ îñêîëîê ïëîñêîé ïëèòêè èëè öåëûå
ïëèòêè ðàçëè÷íîé ôîðìû, ìû çàìå÷àåì ÷òî ïîñëå íåêîòîðûõ ìàíèïó-
ëÿöèé ïëèòêà ñíîâà ñîâïàäàåò ñî ñâîåé íà÷àëüíîé îðèåíòàöèåé. ×òîáû
ïåðâàÿ ôèãóðà íà ðèñóíêå íèæå ñîâïàëà ñàìà ñ ñîáîé å¼ íåîáõîäèìî äëÿ
ýòîãî ïîâåðíóòü íà 360 ãðàäóñîâ, è äðóãèõ âîçìîæíîñòåé íåò:

Ó ïðÿìîóãîëüíèêà åñòü óæå áîëüøå âàðèàíòîâ. Íàïðèìåð, åãî ìîæíî
ïîâåðíóòü íà 180 èëè 360 ãðàäóñîâ. Äëÿ êâàäðàòà è êðóãà ïðåîáðàçîâàíèé
íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ, ïðèâîäÿùèõ ê òîé æå îðèåíòàöèè, åù¼ áîëüøå.

Ïðåäñòàâèì ëåæàùóþ íà ñòîëå ïðîçðà÷íóþ êâàäðàòíóþ ïëèòêó ñ öèô-
ðàìè â óãëàõ. Ðàññìîòðèì ýëåìåíòàðíûå îïåðàöèè êîòîðûå ìîæíî ñî-
âåðøèòü �îäíèì äâèæåíèåì�, ÷òîáû èçìåíèëîñü ïîëîæåíèå öèôð, íî íå
îðèåíòàöèÿ ïëèòêè. Ïðåæäå âñåãî êâàäðàò ìîæíî ïîâåðíóòü íà 90, 180
è 270 ãðàäóñîâ:

e a1 a2 a3

Êðîìå ýòîãî, ïëèòêó èç èñõîäíîãî ñîñòîÿíèÿ �e� ìîæíî ïåðåâåðíóòü �ââåðõ
íîãàìè� âîêðóã äâóõ îñåé ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ñòîðîíàì è äâóõ îñåé ïðî-
õîäÿùèõ ïî äèàãîíàëÿì êâàäðàòà:

b c d f

Äðóãèõ âîçìîæíîñòåé äëÿ ðàñïîëîæåíèÿ öèôð, ïðè íåèçìåííîé îðèåí-
òàöèè êâàäðàòà íå ñóùåñòâóåò.

Îáîçíà÷èì ïðîäåëàííûå ìàíèïóëÿöèè áóêâàìè a1, a2, a3, b, c, d, e f ,
èñïîëüçóÿ �e� äëÿ îáîçíà÷åíèÿ îïåðàöèè: �íè÷åãî íå äåëàåì� (îñòà¼ìñÿ
â ïåðâîíà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè). Òàêóþ îïåðàöèþ áóäåì íàçûâàòü åäèíè÷-
íîé. Ñèìâîë �a1� � ýòî ïîâîðîò íà 90 ãðàäóñîâ, �a2� � íà 180, è ò.ä.



ÒÅÎÐÈß ÑÈÌÌÅÒÐÈÈ 345

Îïåðàöèè ìîæíî ïðîäåëûâàòü ïîñëåäîâàòåëüíî. Íàïðèìåð, ïîâåðíóòü
êâàäðàò íà 90 ãðàäóñîâ (a1), à çàòåì íà 180 ãðàäóñîâ (a2). Òàêàÿ êîìáè-
íèðîâàííàÿ îïåðàöèÿ ýêâèâàëåíòíà îäíîé � ïîâîðîòó íà 270 ãðàäóñîâ
(a3). Áóäåì ýòîò ôàêò îáîçíà÷àòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

a1 · a2 = a3.

Âîçìîæíî íåñêîëüêî ñëîæíåå ïðîñëåäèòü, ÷òî b · f ïðèâîäèò ê a3. Èìååò
ñìûñë, âûðåçàâ êâàäðàò èç áóìàãè, ïðîäåëàòü ýòè îïåðàöèè ðóêàìè.

Çàïèñûâàÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ äðóã çà äðóãîì x · y ìû òåì ñàìûì îáîçíà-
÷àåì èõ ïîñëåäîâàòåëüíîå âûïîëíåíèå � ñíà÷àëà x, çàòåì y. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷àåòñÿ íåêîòîðàÿ íîâàÿ îïåðàöèÿ z = x · y. Òàêóþ êîìïîçèöèþ îïå-
ðàöèé áóäåì íàçûâàòü ãðóïïîâûì óìíîæåíèåì èëè ïðîñòî óìíîæåíèåì.
Íà ñàìîì äåëå, óìíîæåíèå îïåðàöèé, ýòî ôóíêöèÿ äâóõ àðãóìåíòîâ (áè-
íàðíàÿ ôóíêöèÿ), êîòîðàÿ êàæäîìó x è y ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå íåêîòî-
ðûé z = f(x, y). Òåì íå ìåíåå ýòó ôóíêöèþ ïðèíÿòî çàïèñûâàòü â âèäå
óìíîæåíèÿ ñ òî÷êîé ìåæäó îïåðàöèÿìè (z = x · y) èëè áåç íå¼ (z = x y).

Ôóíêöèÿ ãðóïïîâîãî óìíîæåíèÿ íå âñåãäà ñèììåòðè÷íà. Òàê, ïîâî-
ðîò ïëèòêè íà 90 ãðàäóñîâ (a1), è ïîñëåäóþùèé ïåðåâîðîò (b) ýêâèâà-
ëåíòû îäíîé îïåðàöèè f = a1 b. Ïðîäåëàâ ýòè æå äåéñòâèÿ â îáðàòíîì
ïîðÿäêå � ïåðåâîðîò è ïîâîðîò ìû ïîëó÷èì d = b a1. Â òîæå âðåìÿ
a1 a2 = a2 a1 = a3, ò.å. ïîâîðîò ñíà÷àëà íà 90 ãðàäóñîâ, à çàòåì íà 180
ïðèâîäèò ê òàêîìó æå ðåçóëüòàòó, êàê è ïîâîðîòû â îáðàòíîì ïîðÿäêå.
Ïîýòîìó, íå ñìîòðÿ íà ïðèâû÷íóþ àëãåáðàè÷åñêóþ çàïèñü óìíîæåíèÿ
x y, íåîáõîäèìî ïîìíèòü, ÷òî x è y ýòî íå ÷èñëà, à íåêîòîðûå, âîîáùå
ãîâîðÿ, íå ïåðåñòàíîâî÷íûå äåéñòâèÿ.

Åäèíè÷íàÿ îïåðàöèÿ (�íè÷åãî íå äåëàåì�) âûïîëíåííàÿ äî èëè ïîñëå
ëþáîé îïåðàöèè x, ïî îïðåäåëåíèþ, ïðèâîäèò ê íåé æå, ïîýòîìó:

e x = x e = x.

Ïîñëåäîâàòåëüíîå âûïîëíåíèå íåêîòîðûõ îïåðàöèé ìîæåò ñíîâà ïðè-
âîäèòü ê èñõîäíîìó ñîñòîÿíèþ (åäèíè÷íîé îïåðàöèè). Òàêèå îïåðàöèè
áóäåì íàçûâàòü îáðàòíûìè äðóã ê äðóãó. Åñëè äëÿ x ñóùåñòâóåò îáðàò-
íàÿ îïåðàöèÿ îáîçíà÷àåìàÿ êàê x−1, òî

xx−1 = x−1 x = e.

Íàïðèìåð, a1 a3 = e, ïîýòîìó a−13 = a1 è a−11 = a3. Ïîâîðîò íà 180
îáðàòåí ñàì ê ñåáå a2 a2 = e, ïîýòîìó a−12 = a2. Àíàëîãè÷íî, ñàìè ñå-
áå îáðàòíû îïåðàöèè ïî ïåðåâîðà÷èâàíèþ ïëèòêè b, c, d, f . Îáðàòíóþ
îïåðàöèþ èíîãäà òàêæå îáîçíà÷àþò ïðè ïîìîùè ÷åðòû ñâåðõó a−1 = ā.
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• Äëÿ ëþáûõ ïðåîáðàçîâàíèé âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî àññîöèàòèâíîñòè:

(x y) z = x (y z).

Â ìàòåìàòèêå î÷åíü ìíîãèå äåéñòâèÿ ñ äâóìÿ îáúåêòàìè (áèíàðíûå ôóíê-
öèè) îáëàäàþò àññîöèàòèâíîñòüþ, íàïðèìåð, óìíîæåíèå èëè ñëîæåíèå
÷èñåë, óìíîæåíèå ìàòðèö è ò.ï. Õîòÿ ñóùåñòâóþò è íåàññîöèàòèâíûå
ôóíêöèè. Ïðîñòåéøèé ïðèìåð � ýòî âîçâåäåíèå â ñòåïåíü xy, äëÿ êîòî-
ðîé x(y

z) ̸= (xy)z. Òåì íå ìåíåå êîìïîçèöèÿ ïðåîáðàçîâàíèé àññîöèàòèâ-
íà. Äåéñòâèòåëüíî, (x y) z îçíà÷àåò, ÷òî ñíà÷àëà âûïîëíÿþò x, çàòåì y
è íà ðåçóëüòàò âîçäåéñòâóþò îïåðàöèåé z. Âòîðàÿ âîçìîæíîñòü x (y z)
ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñíà÷àëà âûïîëíÿåòñÿ x, çàòåì íàõîäÿò êîìïîçèöèþ
ïðåîáðàçîâàíèé (y z) è å¼ ïðèìåíÿþò ê ðåçóëüòàòó ïðåîáðàçîâàíèÿ x. Ïî-
íÿòíî, ÷òî ýòî ïðîñòî ýêâèâàëåíòíî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèé x y z.
Áëàãîäàðÿ àññîöèàòèâíîñòè ìîæíî îïóñêàòü ñêîáêè ïðè çàïèñè ïðî-

èçâîëüíîãî ÷èñëà �ñîìíîæèòåëåé�. ×àñòî ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñîêðà-
ùåíèå a2 = a a èëè a3 = a a a, îáðàùàÿñü ñî ñòåïåíÿìè �êàê îáû÷íî�. Â
÷àñòíîñòè a a2 = a2 a = a3. Ïîýòîìó, åñëè a a = b, òî ýòîò �b� áóäåò ñ �a�
ïåðåñòàíîâî÷åí: a b = b a.
Èìåííî íàëè÷èå ñâîéñòâà àññîöèàòèâíîñòè ó ôóíêöèè ãðóïïîâîé êîì-

ïîçèöèè z = f(x, y) ïðèâåëî ê òåðìèíó �ãðóïïîâîå óìíîæåíèå� è ê îáî-
çíà÷åíèþ z = c · y.
• Ãåîìåòðè÷åñêèå ñèììåòðèè íàãëÿäíû, òàê êàê çàëîæåíû â íàøåì

âîñïðèÿòèè ïðîñòðàíñòâà. Îäíàêî ñèììåòðèè ìîãóò áûòü íå òîëüêî ãåî-
ìåòðè÷åñêèìè. Îïðåäåëèì, íàïðèìåð, ôóíêöèþ îò 3-õ ïåðåìåííûõ:

A(x1, x2, x3) = (x1 − x2)(x1 − x3)(x2 − x3) =
3∏

i<j

(xi − xj).

Â êà÷åñòâå ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàññìîòðèì îïåðàöèþ ïî ïåðåñòàíîâêå àðãó-
ìåíòîâ ôóíêöèè ìåñòàìè. Íàïðèìåð, ïî ëþáîé ïàðå àðãóìåíòîâ ôóíê-
öèÿ àíòèñèììåòðè÷íà A(x2, x1, x3) = −A(x1, x2, x3). Îäíàêî ñóùåñòâóþò
ïåðåñòàíîâêè (îïåðàöèè) êîòîðûå íå èçìåíÿþò çíà÷åíèå ôóíêöèè:

A(x1, x2, x3) = A(x3, x1, x2) = A(x2, x3, x1).

Íå ñëîæíî âèäåòü, ÷òî ýòî öèêëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè àðãóìåíòîâ âïðàâî
a = (x3, x1, x2−−−−−→) è âëåâî ā = (x2, x3, x1←−−−−−), îò e = (x1, x2, x3) ÿâëÿþùåãîñÿ

èñõîäíûì ïîðÿäêîì. Èõ ìîæíî âûïîëíÿòü ïîñëåäîâàòåëüíî:

a a = ā, a ā = ā a = e, ā ā = a.

Âèäíî, ÷òî îïåðàöèè a è ā îáðàòíû äðóã äðóãó, è èõ ìîæíî âûïîëíÿòü
â ëþáîì ïîðÿäêà (ãðóïïîâîå óìíîæåíèå ñèììåòðè÷íî).
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• Ñèììåòðè÷íûìè ìîãóò áûòü óðàâíåíèÿ. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó n ÷à-
ñòèö ðàñïîëîæåííûõ íà ïðÿìîé è âçàèìîäåéñòâóþùèõ äðóã ñ äðóãîì ïðè
ïîìîùè ïàðíûõ ñèë, çàâèñÿùèõ òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè:

d2xi
dt2

=
n∑
j ̸=i

f(|xi − xj|).

Ýòè äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Íüþòîíà çàïèñàíû â ôèêñèðîâàííîé ñè-
ñòåìå îòñ÷¼òà îòíîñèòåëüíî êîòîðîé çàäàíû êîîðäèíàòû. Ðàññìîòðèì
äðóãóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà, êîòîðàÿ äâèæåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïåðâîé ñ ïî-
ñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v = const. Åñëè ïðè t = 0 íà÷àëà ñèñòåì ñîâïàäàëè,
òî ñâÿçü êîîðäèíàò â íèõ èìååò âèä: x′ = x− vt (ñòð. 27). Íåñëîæíî ïðî-
âåðèòü (lH51), ÷òî â äâèæóùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷¼òà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
áóäóò âûãëÿäåòü òî÷íî òàêæå. Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ñèììåòðèè óðàâíåíèé
ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ãàëèëåÿ.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðåîáðàçîâàíèé Ãàëèëåÿ (ïåðåõîä ñíà÷àëà ê ñè-

ñòåìå x′ äâèæóùåéñÿ ñî ñêîðîñòüþ v1, à çàòåì ê x′′ ñî ñêîðîñòüþ v2)
ýêâèâàëåíòíî äâèæåíèþ ñî ñêîðîñòüþ v1 + v2:

x′′ = x′ − v2t = (x− v1t)− v2t = x− (v1 + v2)t.

Ïðåîáðàçîâàíèå ìîæíî çàïèñàòü â îïåðàòîðíîì âèäå, äåéñòâóÿ îïåðàòî-
ðîì Ĝ(v) íà x ñïðàâà:

x′ = x Ĝ(v) = x− vt,

òîãäà êîìïîçèöèÿ âûðàæàåòñÿ â âèäå ãðóïïîâîãî óìíîæåíèÿ, ñ �ïðàâèëü-
íîé� ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ îïåðàòîðîâ:

x′′ = x′Ĝ(v2) = xĜ(v1)Ĝ(v2) èëè Ĝ(v1) Ĝ(v2) = Ĝ(v1 + v2).

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïîëó÷àåòñÿ îáðàùåíèåì ñêîðîñòè:

x′′ = x′ + vt = (x− vt) + vt = x èëè Ĝ−1(v) = Ĝ(−v).

Àññîöèàòèâíîñòü ãðóïïîâîãî óìíîæåíèÿ î÷åâèäíà â ñèëó îïåðàòîðíîãî
õàðàêòåðà äåéñòâèÿ Ĝ(v). Çàìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ äâóõ
ñèììåòðèé � ýòî ñèììåòðèÿ íåïðåðûâíàÿ, òàê êàê ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàç-
ëè÷àþòñÿ ïðè ïîìîùè �íåïðåðûâíîãî èíäåêñà� � ñêîðîñòè v.

Ïîäâåä¼ì èòîãè.

Ñèììåòðèÿ � ýòî íàáîð îïåðàöèé ïî ïðåîáðàçîâàíèþ ñèñòåìû,
êîòîðûå ýòó ñèñòåìó èëè ÷àñòü å¼ ñâîéñòâ îñòàâëÿþò íåèçìåííîé.

Ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, îïèñûâàþùèé ïîäîáíûå îïåðàöèè íàçûâàåòñÿ
òåîðèåé ãðóïï. Ðàññìîòðèì å¼ ÷óòü áîëåå ôîðìàëüíî.
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• Ãðóïïà � ýòî ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ íà êîòîðîì çàäàíà âñþäó îïðå-
äåë¼ííàÿ áèíàðíàÿ ôóíêöèÿ x y îáëàäàþùàÿ àññîöèàòèâíîñòüþ; ñóùå-
ñòâóåò åäèíè÷íûé ýëåìåíò e, è êàæäûé ýëåìåíò èìååò îáðàòíûé:

◃ äëÿ ëþáûõ x, y ñóùåñòâóåò z : z = x y
◃ àññîöèàòèâíîñòü äëÿ ëþáûõ x, y, z : (x y) z = x (y z)
◃ ñóùåñòâóåò e, òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî x : x e = e x = x

◃ äëÿ ëþáîãî x ñóùåñòâóåò x−1 : xx−1 = x−1 x = e.

Êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì ãðóïïû. Ãðóïïû
ìîãóò áûòü êîíå÷íûìè èëè áåñêîíå÷íûìè. Áåñêîíå÷íûå ãðóïïû, â ñâîþ
î÷åðåäü, áûâàþò äèñêðåòíûìè èëè íåïðåðûâíûìè. Ðàññìîòðåííàÿ âûøå
ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé êâàäðàòà èëè ôóíêöèè A(x1, x2, x3) � ýòî êîíå÷-
íûå ãðóïïû. Íà ìíîæåñòâå öåëûõ ÷èñåë Z = {...,−2,−1, 0, 1, 2, ...}, ìû
èìååì áåñêîíå÷íóþ äèñêðåòíóþ ãðóïïó ñ óìíîæåíèåì â âèäå îáû÷íîãî
àðèôìåòè÷åñêîãî ñëîæåíèÿ è íóë¼ì â êà÷åñòâå åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà. Îá-
ðàòíûìè ïðè ýòîì áóäóò îäèíàêîâûå ïî ìîäóëþ è ðàçíûå ïî çíàêó ÷èñëà.
Ïðåîáðàçîâàíèå Ãàëëèëåÿ ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîé íåïðåðûâíîé ãðóïïîé.

• Äëÿ êîíå÷íûõ ãðóïï çàêîí ãðóïïîâîãî óìíîæåíèÿ óäîáíî ïðåäñòàâ-
ëÿòü â âèäå òàáëèöû óìíîæåíèÿ. Íàïðèìåð, ïóñòü ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç
6 ýëåìåíòîâ {e, a, b, c, d, f}, èç êîòîðûõ e ñ÷èòàåòñÿ åäèíè÷íûì. ×òîáû
çàäàòü ôóíêöèþ óìíîæåíèÿ íåîáõîäèìî ïåðå÷èñëèòü 36 = 62 çíà÷åíèé.
Ïðåäñòàâèì â òàáëè÷íîì âèäå äâà âàðèàíòà ãðóïïîâîãî óìíîæåíèÿ:

e a b c d f
a b • d f c

b • a f c d
D3 : c f d • b a

d c f a • b

f d c b a •

e a b c d f
a b c d f •
b c d f • a

C6 : c d f • a b
d f • a b c

f • a b c d

Â çàãîëîâêàõ ñòðî÷åê (ïî âåðòèêàëè) ñòîÿò èìåíà ïåðâîãî ñîìíîæèòåëÿ,
â çàãîëîâêàõ êîëîíîê (ïî ãîðèçîíòàëè) � âòîðîãî. Íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîêè
è êîëîíêè íàõîäèòñÿ çíà÷åíèå èõ ïðîèçâåäåíèÿ. Â D3: a a = b, c b = d,
è ò.ä. Åñëè ðåçóëüòàòîì îêàçûâàåòñÿ åäèíè÷íûé ýëåìåíò, òî âìåñòî �e�
ñòîèò æèðíàÿ òî÷êà, ïîçâîëÿþùàÿ ëåãêî íàõîäèòü â òàáëèöå îáðàòíûå
ýëåìåíòû. Â ðàìêó ìû îáâîäèì ÷àñòü òàáëèöû óìíîæåíèÿ íå åäèíè÷íûõ
ýëåìåíòîâ. Ïðèâåäåííûå âûøå ãðóïïû D3 è C6 èìåþò ïîðÿäîê 6.
Äëÿ n ýëåìåíòîâ âîçìîæíî nn·n òàáëèö óìíîæåíèÿ (áèíàðíûõ ôóíê-

öèé). Ñ ðîñòîì n êîëè÷åñòâî áèíàðíûõ ôóíêöèé ñòðåìèòåëüíî ðàñòåò.
Îäíàêî î÷åíü íåìíîãèå èç íèõ óäîâëåòâîðÿþò ãðóïïîâûì àêñèîìàì. Òàê
ïðè n = 6 âîçìîæíî 636 òàáëèö, íî òîëüêî 2 èç íèõ áóäåò ãðóïïàìè!
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• Â îáùåì ñëó÷àå ñèììåòðè÷íîñòü (êîììóòàòèâíîñòü) óìíîæåíèÿ
íå ïðåäïîëàãàåòñÿ: x y ̸= y x. Ãðóïïû ñ êîììóòèðóþùèì óìíîæåíèåì
íàçûâàþòñÿ àáåëåâûìè. Ãðóïïà C6 � àáåëåâà. Ãðóïïà D3 � íåàáåëåâà:
(af = c) ̸= (fa = d). Ïîëóãðóïïîé íàçûâàåòñÿ âñþäó îïðåäåë¼ííîå àññî-
öèàòèâíîå óìíîæåíèå (íàëè÷èå �e� è �x−1� íå ïðåäïîëàãàåòñÿ).

• Áëàãîäàðÿ ñóùåñòâîâàíèþ åäèíè÷íîãî è îáðàòíûõ ýëåìåíòîâ, âñå
ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èç z x = z y ñëåäóåò,
÷òî x = y (ðåãóëÿðíîñòü ñëåâà). ×òîáû â ýòîì óáåäèòüñÿ, äîñòàòî÷íî
óìíîæèòü óðàâíåíèå ñëåâà íà z−1 è, áëàãîäàðÿ àññîöèàòèâíîñòè, ïîëó-
÷èòü x = y. Àíàëîãè÷íî, x = y ñëåäóåò èç x z = y z (ðåãóëÿðíîñòü
ñïðàâà). Ïîýòîìó â ãðóïïîâûõ òàáëèöàõ óìíîæåíèÿ â ëþáîé ñòðîêå èëè
êîëîíêå íè êàêîé ýëåìåíò íå âñòðå÷àåòñÿ äâàæäû. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ
ñòðîêè ñ çàãîëîâêîì z è ðàçëè÷íûìè êîëîíêàìè x è y ýëåìåíòû z x è z y
ñòîÿùèå íà èõ ïåðåñå÷åíèÿõ äîëæíû ðàçëè÷àòüñÿ.

• Åäèíè÷íûé ýëåìåíò â ãðóïïå âñåãäà îäèí. Äîêàæåì ýòî. Åñëè åäè-
íè÷íûõ ýëåìåíòîâ äâà: e1 è e2, òî ïî îïðåäåëåíèþ �åäèíè÷íîñòè� e1, åãî
óìíîæåíèå íà e2 äàñò e1 e2 = e2. Ýòî æå ñîîòíîøåíèå, ïî îïðåäåëåíèþ
�åäèíè÷íîñòè� e2, äîëæíî äàòü e1 e2 = e1. Îò ñþäà ñëåäóåò, ÷òî e1 = e2.

• Êàæäûé x èìååò òîëüêî îäèí îáðàòíûé åìó ýëåìåíò. Åñëè áû ó
x áûëî äâà îáðàòíûõ x1 è x2, òî óìíîæàÿ e = xx1 ñëåâà íà x2, ïîëó÷èì:

x2 = x2 (xx1) = (x2 x)x1 = e x1 = x1.

Ïîýòîìó â êàæäîé ñòðîêå, è â êàæäîì ñòîëáöå òàáëèöû óìíîæåíèÿ äîëæ-
íà ñòîÿòü òîëüêî îäíà òî÷êà (åäèíè÷íûé ýëåìåíò).
Åñëè x è y íå ðàâíû åäèíè÷íîìó, òî èõ ïðîèçâåäåíèå x y íå ìîæåò áûòü

ðàâíî x èëè y. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, óìíîæàÿ, íàïðèìåð, x y = x ñëåâà
íà x−1 ïîëó÷èì y = e. Ïîýòîìó â ñòðîêå èëè êîëîíêå ñîîòâåòñòâóþùèõ
íåêîòîðîìó ýëåìåíòó a, îí ñàì ñòîÿòü íå ìîæåò, è íàõîäèòñÿ òîëüêî
â çàãîëîâêå (ñì. òàáëèöû äëÿ D3, C6). Â ðåçóëüòàòå, êàæäàÿ ñòðî÷êà è
êîëîíêà òàáëèöû, âêëþ÷àÿ èõ çàãîëîâêè, ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé ïåðåñòà-
íîâêîé ýëåìåíòîâ ãðóïïû.

• ×òî áû íàéòè ýëåìåíò îáðàòíûé ïðîèçâåäåíèþ äâóõ ýëåìåíòîâ, äî-
ñòàòî÷íî ïåðåìíîæèòü â îáðàòíîì ïîðÿäêå îáðàòíûå ê íèì ýëåìåíòû:

(x y)−1 = y−1 x−1.

Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ àññîöèàòèâíîñòü, èìååì:

(x y)−1 (x y) = (y−1 x−1) (x y) = y−1 (x−1 x) y = y−1 e y = y−1y = e.

Àíàëîãè÷íîå ïðàâèëî ñïðàâåäëèâî è äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ íåñêîëüêèõ ýëå-
ìåíòîâ: (x y z)−1 = z−1 y−1 x−1, è ò.ä.
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• Òàáëèöû óìíîæåíèÿ � íå åäèíñòâåííûé ñïîñîá çàäàíèÿ ãðóïïû. Èíî-
ãäà îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îäèí èëè íåñêîëüêî ýëåìåíòîâ ïåðåìíîæàÿñü, ïî-
ðîæäàþò âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû ãðóïïû. Òàêèå ýëåìåíòû íàçûâàþòñÿ
ñèñòåìîé ïîðîæäàþùèõ ýëåìåíòîâ. Ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî íåçàâè-
ñèìûõ ýëåìåíòîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ çàäàíèÿ âñåé òàáëèöû óìíîæåíèÿ
íàçûâàåòñÿ ðàíãîì ãðóïïû. Ïðè ïîìîùè ïîðîæäàþùèõ ýëåìåíòîâ ãðóï-
ïà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå óãëîâûõ ñêîáîê, âíóòðè êîòîðûõ äî âåðòèêàëüíîé
÷åðòû ïåðå÷èñëÿþòñÿ âñå ïîðîæäàþùèå ýëåìåíòû (êðîìå åäèíè÷íîãî),
à ïîñëå � îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ, ò.å. ïðàâèëà êîòîðûå íåîáõîäèìî
ó÷èòûâàòü ïðè ïîðîæäåíèè äðóãèõ ýëåìåíòîâ:

C6 =
⟨
a|a6 = e

⟩
, D3 =

⟨
a, c|a3 = e, c2 = e, (ac)2 = e

⟩
.

Òàê, C6 îçíà÷àåò, ÷òî óìíîæåíèå ýëåìåíòà a ñàìîãî íà ñåáÿ: a2 = a · a,
a3 = a·a·a, è ò.ä. áóäåò ïðèâîäèòü ê íîâûì ýëåìåíòàì, ïîêà ìû íå ñäåëàåì
ýòî øåñòü ðàç: a6 = e, ïîëó÷èâ åäèíè÷íûé ýëåìåíò. Ãðóïïà çàìûêàåòñÿ,
ñîñòîèò èç 6-òè ýëåìåíòîâ, èìåþùèõ (â îáîçíà÷åíèÿõ òàáëèöû C6 íà
ñòð. 348) âèä: {e, a, a2 = b, a3 = c, a4 = d, a5 = f}.
Àëãåáðà îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé äëÿ D3 ðàáîòàåò ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì. Åäèíè÷íûé ýëåìåíò �e� è äâà ïîðîæäàþùèõ ýëåìåíòà a è c äàþò
6 ýëåìåíòîâ:

e, a, a2 = b, c, ac = d, ca = f.

Äðóãèå ýëåìåíòû ìîæíî áûëî áû ïîëó÷àòü ïåðåìíîæåíèåì {a, b, c, d, f}.
Îäíàêî îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ áëîêèðóþò ýòó äåÿòåëüíîñòü. Íà-
ïðèìåð, d2 = (ac)2 = e, df = acca = a2 = b. Íåñêîëüêî ñëîæíåå:

f 2 = (ca)(ca) = (ca)(ca)c2 = c(ac)2c = c2 = e.

Ïîðÿäêîì ýëåìåíòà íàçûâàåòñÿ òàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî k, ÷òî ak = e.
Èç óðàâíåíèÿ a · b = a ñëåäóåò, ÷òî b = e (óìíîæàåì ñëåâà íà a−1). Ïî-
ýòîìó, íå ìîæåò áûòü òàêîé ñèòóàöèè, ïðè êîòîðîé, ïîðîæäàÿ íîâûå
ýëåìåíòû a, aa, aaa, ..., ìû ïîëó÷èì a íå äîñòèãíóâ åäèíè÷íîãî (öèêëè÷-
íîñòü ÷åðåç ñåáÿ æå). Â ðåçóëüòàòå, êàæäûé ýëåìåíò êîíå÷íîé ãðóïïû
èìååò êîíå÷íûé ïîðÿäîê k, ìåíüøèé ÷åì ïîðÿäîê ñàìîé ãðóïïû n. Ïî-
íÿòíî, ÷òî ïðè ýòîì ak−1 = a−1.

Öåëîå ÷èñëî n > k âñåãäà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå n = k · q + p, ãäå p
è q öåëûå ÷èñëà. Ïîýòîìó an = (ak)p · aq = ep · aq = aq. Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî ïîðÿäîê k ýëåìåíòà ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ïîðÿäêà n ãðóïïû.

Ãðóïïà D3 èìååò ïîðÿäîê 6: {e, a, b, c, d, f}. Ïîðÿäîê å¼ äâóõ íåçàâè-
ñèìûõ ïîðîæäàþùèõ ýëåìåíòîâ ðàâíû 3 (a3 = e) è 2 (c2 = e).
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• Îäíà è òà æå ãðóïïà â êîíêðåòíûõ ïðèëîæåíèÿõ ìîæåò èìåòü ðàç-
ëè÷íûå ðåàëèçàöèè, êîòîðûå íàçûâàþò ïðåäñòàâëåíèÿìè ãðóïïû. Ðàñ-
ñìîòðèì, íàïðèìåð, ìíîæåñòâî èç ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ {e, a, b, c} íà êîòî-
ðîì çàäàäèì ãðóïïîâóþ òàáëèöó óìíîæåíèÿ C4 (ñëåâà):

a b c

a b c •
C4 : b c • a

c • a b

ı −1 ı∗

ı −1 ı∗ 1
−1 ı∗ 1 ı
ı∗ 1 ı −1

1 2 3
1 2 3 0
2 3 0 1
3 0 1 2

Ýòà òàáëèöà îïðåäåëÿåò àáñòðàêòíóþ àáåëåâó (x · y = y · x) ãðóïïó, òàê
êàê îíà ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ãëàâíîé äèàãîíàëè (èç ëåâîãî âåðõ-
íåãî óãëà â ïðàâûé íèæíèé). Å¼ ýëåìåíòàì ìîæíî ïðèäàòü ðàçëè÷íûé
ñîäåðæàòåëüíûé ñìûñë. Ïóñòü, íàïðèìåð {e, a, b, c} = {1, ı,−1, ı∗}, ãäå 1,
−1 � îáû÷íûå ÷èñëà, ı � ìíèìàÿ åäèíèöà, à ı∗ � å¼ êîìïëåêñíîå ñîïðÿæå-
íèå. Ãðóïïîâîå óìíîæåíèå â ýòîì ñëó÷àå � ýòî óìíîæåíèå êîìïëåêñíûõ
÷èñåë (âòîðàÿ òàáëèöà âûøå).
Äðóãîå ïðåäñòàâëåíèå ìîæíî ïîñòðîèòü, ñ÷èòàÿ ýëåìåíòû ãðóïïû öå-

ëûìè ÷èñëàìè {e, a, b, c} = {0, 1, 2, 3}. Ãðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ
óäîâëåòâîðÿþùàÿ òàáëèöå C4 èìååò âèä:

x · y : (x+ y) mod 4,

ãäå ïëþñ � îáû÷íîå àðèôìåòè÷åñêîå ñëîæåíèå, à �z mod 4� � îïåðàöèÿ
ïîëó÷åíèÿ îñòàòêà îò äåëåíèÿ z íà 4.
Ãðóïïà C4 èìååò òàêæå ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå:

e =

(
1 0
0 1

)
, a =

(
0 −1
1 0

)
, b =

(
−1 0
0 −1

)
, c =

(
0 1
−1 0

)
.

Ïåðåìíîæåíèå ýòèõ ìàòðèö ïðèâîäèò ê òîé æå ãðóïïîâîé òàáëèöå.
Íàêîíåö, äëÿ ãðóïïû C4 ñïðàâåäëèâî ãåîìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå,

ñîñòîÿùåå èç ðàññìîòðåííûõ ðàíåå ïîâîðîòîâ êâàäðàòà âîêðóã öåíòðà,
áåç îòðàæåíèé âîêðóã îñåé:

e a b c

Êîìïîçèöèÿ ïîâîðîòîâ {a, b, c} ñíîâà ôîðìèðóåò ãðóïïîâóþ òàáëèöó C4.
Ðàçâèòèå òåîðèè ãðóïï îáû÷íî èä¼ò ïî äâóì íàïðàâëåíèÿì. Âî ïåð-

âûõ, èùóò çàêîíîìåðíîñòè â ñòðóêòóðå òàáëèö óìíîæåíèÿ, íà îñíîâå
êîòîðûõ ïðîâîäèòñÿ êëàññèôèêàöèÿ àáñòðàêòíûõ ãðóïï. Âî âòîðûõ, èçó-
÷àþòñÿ ðàçëè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï è ñëåäñòâèÿ, êîòîðûå âîçíèêàþò
èç èõ ñóùåñòâîâàíèÿ äëÿ êîíêðåòíûõ òåîðèé.
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6.2 Ïðèìåðû è îïðåäåëåíèÿ

• Ñàìîé ïðîñòîé ÿâëÿåòñÿ ãðóïïà öèêëè÷åñêèõ ïåðåñòàíîâîê n ýëåìåí-
òîâCn. Ïðîíóìåðóåì óãëû ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà. Ïóñòü åãî âðàùàþò
â ïëîñêîñòè íà óãëû 2πm/n, ãäå m = 0, ..., n− 1 áåç ïåðåâîðîòîâ. Íèæå
ïðåäñòàâëåíû òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ òðåóãîëüíèêà (C3) è êâàäðàòà (C4):

1

23

C3: C4:
e aa2 e12

3

a
1

2

3

1 2

34

1
23

4

12

3 4

1
2 3

4

a2 a3

Ïîíÿòíî, ÷òî ýòî àáåëåâà ãðóïïà. Ïîâîðîòm ðàç íà óãîë a : 2π/n ïîðîæ-
äàåò ëþáîé ýëåìåíò ãðóïïû. Äëÿ èìåíîâàíèÿ n ýëåìåíòîâ ãðóïïû Cn

óäîáíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:Cn = {e, a, a2, a3, ..., an−1} :
C2 a

a •
C3 a a2

a a2 •
a2 • a

C4 a a2 a3

a a2 a3 •
a2 a3 • a
a3 • a a2

D2 a b c

a • c b
b c • a
c b a •

Èìååòñÿ îäíà ãðóïïà 2-ãî (C2) è îäíà 3-ãî ïîðÿäêà (C3). Äëÿ 4-õ ýëå-
ìåíòîâ âîçìîæíû äâå ãðóïïû C4 è D2 (ñì.âûøå). Äëÿ 5-òè � îäíà (C5).
Åñëè ïðàâèëüíîìó n-óãîëüíèêó ðàçðåøåíî âðàùàòüñÿ â ïëîñêîñòè âî-

êðóã öåíòðà ñèììåòðèè, è ïåðåâîðà÷èâàòüñÿ âîêðóã îñåé ñèììåòðèè, òî
ïîëó÷àåòñÿ ãðóïïà äèýäðà Dn =

⟨
a, b|an = e, b2 = e, (ab)2 = e

⟩
ïîðÿäêà

2n. Ê Dn îòíîñÿò è ãðóïïó D2 ïðåîáðàçîâàíèé ïðÿìîóãîëüíèêà (lH52).
Äëÿ òðåóãîëüíèêà (D3) èìååì (äëÿ êâàäðàòà ñì.ñòð. 344):

a a2 b c d
a a2 • c d b
a2 • a d b c

D3 : b d c • a2 a

c b d a • a2

d c b a2 a •

a a2 a3 b c d f

a a2 a3 • f d b c
a2 a3 • a c b f d
a3 • a a2 d f c b

D4 : b d c f • a2 a a3

c f b d a2 • a3 a
d c f b a3 a • a2

f b d c a a3 a2 •
Êðîìå íàèìåíüøåé íåàáåëåâîé ãðóïïû D3 äëÿ 6 ýëåìåíòîâ ñóùåñòâóåò
åù¼ àáåëåâà ãðóïïà C6. Ãðóïïà 7-ãî ïîðÿäêà îäíà (C7); 8-é ïîðÿäîê
äîïóñêàåò óæå 5 ãðóïï, äâå èç êîòîðûõ íåàáåëåâû. Ýòî D4 è ãðóïïà
êâàòåðíèîíîâ Q (ñì.ñòð. 507).
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• Â ëåâîì âåðõíåì óãëó òàáëèö Dn íàõîäèòñÿ áëîê, ñîâïàäàþùèé ñ
öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé. Ãîâîðÿò, ÷òî Cn ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû Dn.

Ïîäãðóïïà H, ýòî ïîäìíîæåñòâî H ⊂ G, ýëåìåíòîâ ãðóïïû G äëÿ êî-
òîðûõ âûïîëíÿþòñÿ âñå ãðóïïîâûå ñâîéñòâà (åñòü åäèíè÷íûé, ó êàæäîãî
ýëåìåíòà � îáðàòíûé, è ïðè óìíîæåíèè âîçíèêàþò òîëüêî ýëåìåíòû èç
ïîäãðóïïû H: hi, hj, hi hj ∈ H). Òàê, C3 ⊂ D3.

Åäèíè÷íûé ýëåìåíò {e} è ñàìà ãðóïïà G ÿâëÿþòñÿ ïîäãðóïïàìè G.
Èõ íàçûâàþò ñîáñòâåííûìè. Âûÿâëåíèå îñòàëüíûõ (íåñîáñòâåííûõ) ïîä-
ãðóïï äàííîé ãðóïïû ïîçâîëÿåò ëó÷øå ïîíÿòü å¼ ñâîéñòâà.

Åñëè F ⊂ H, à H ⊂ G òî F ⊂ G (îòíîøåíèå òðàíçèòèâíîñòè).
Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ �âëîæåííîñòè� ïîäãðóïï èíîãäà ïåðåâîðà÷èâàþò çíà-
÷îê ïîäãðóïïû: D4 ⊃ C4 ⊃ C2. Ïåðåñå÷åíèå ïîäãðóïï òàêæå ÿâëÿåò-
ñÿ ïîäãðóïïîé (èíîãäà ýòî òîëüêî {e}). Ñòîèò íàéòè (lH53) ïîäãðóïïû
ãðóïïû D3 è ïîñòðîèòü (lH54) èåðàðõèþ ïîäãðóïï ãðóïïû D4.

• Åñëè ó ãðóïïû G èçâåñòíà íåêîòîðàÿ ïîäãðóïïà H, òî ìîæíî ïîïû-
òàòüñÿ íàéòè äðóãèå ïîäãðóïïû. Äëÿ ýòîãî, âûáèðàåòñÿ ôèêñèðîâàííûé
ýëåìåíò g ãðóïïû (g ∈ G), íå ïðèíàäëåæàùèé H (g ̸∈ H) è ñòðîèò-
ñÿ ñîïðÿæ¼ííàÿ ïîäãðóïïà H′ = gHg−1, ýëåìåíòû êîòîðîé ïîëó÷àþòñÿ
óìíîæåíèåì âñåõ ýëåìåíòîâ H ñëåâà íà g, à ñïðàâà íà g−1. Òî, ÷òî òàêîå
ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ îáðàçóåò ãðóïïó, ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ (lH55). Òàê,
ðåçóëüòàò óìíîæåíèÿ îñòà¼òñÿ âíóòðè H′:

h′ih
′
j = (g hi g

−1) · (g hj g−1) = g (hi hj) g
−1 = ghkg

−1 = h′k ∈ H′.

Íàïðèìåð, äëÿ {e, b} ⊂ D3 èìååì a ·{e, b}·a−1 = {a, c}·a2 = {e, d} ⊂ D3.

• Ïîäãðóïïà H ⊂ G íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíîé, åñëè å¼ ñîïðÿæåíèå
ñ ëþáûì ýëåìåíòîì G ñíîâà äàåò H (íîâàÿ ïîäãðóïïà íå âîçíèêàåò).
Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ëþáîãî g ∈ G èìååì: g−1 hi g = hj ∈ H èëè èíà÷å
hi g = g hj. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ñîïðÿæåíèè ýëåìåíòà hi ïîëó÷àåòñÿ âîîáùå
ãîâîðÿ äðóãîé ýëåìåíò hj èíâàðèàíòíîé ïîäãðóïïû. Íåñëîæíî âèäåòü,
÷òî âñå ïîäãðóïïû àáåëåâîé ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè.

Ãðóïïà, íå èìåþùàÿ èíâàðèàíòíûõ ïîäãðóïï (êðîìå ñåáÿ ñàìîé è åäè-
íè÷íîãî ýëåìåíòà) íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé. Ãðóïïà D3 íå ïðîñòàÿ, òàê êàê
C3 ⊂ D3 èíâàðèàíòíà (lH56). Ïîëóïðîñòîé íàçûâàåòñÿ ãðóïïà ó êîòî-
ðîé âñå èíâàðèàíòíûå ïîäãðóïïû íåàáåëåâû.

ÅñëèH1 èíâàðèàíòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïûG ⊃ H1, àH2 èíâàðèàíòíàÿ
ïîäãðóïïà ãðóïïû H1 ⊃ H2, òî â îáùåì ñëó÷àå H2 íå ÿâëÿåòñÿ èíâàðè-
àíòíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïûG (õîòÿ êîíå÷íîH2 ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîéG).
Ò.å. èíâàðèàíòíîñòü ïîäãðóïï íå îáëàäàåò òðàíçèòèâíîñòüþ.
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• Öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà Cn, â îòëè÷èå îò ãðóïï äèýäðà Dn, n > 3,
ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé. Åñòåñòâåííî ýòî íå åäèíñòâåííûé ïðèìåð
ñåìåéñòâà àáåëåâûõ ãðóïï. Â öèêëè÷åñêîé ãðóïïå îäèí ïðîèçâîäÿùèé
ýëåìåíò ãåíåðèò âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû ãðóïïû. Îäíàêî ïðîèçâîäÿùèõ
ýëåìåíòîâ ìîæåò áûòü íåñêîëüêî. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ãðóïïó Cn,m,
çàäàâ å¼ ïðè ïîìîùè îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé:

Cn,m = ⟨a, b| an = e, bm = e, ab = ba ⟩ .

Ýòà ãðóïïà èìååò ïîðÿäîê n ·m è ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé, ñ äâóìÿ ïîðîæäà-
þùèìè ýëåìåíòàìè. Íàïðèìåð:

a b b2 ab ab2

a • ab ab2 b b2

b ab b2 • ab2 a
C2,3 : b2 ab2 • b a ab

ab b ab2 a b2 •
ab2 b2 a ab • b

Äëÿ íàãëÿäíîñòè, ìû íå ñòàëè ââîäèòü èìåíà äëÿ äâóõ íîâûõ ýëåìåíòîâ
c = ab è d = ab2, îñòàâèâ â òàáëèöå òîëüêî ïðîèçâîäÿùèå ýëåìåíòû.
Õîðîøî âèäíî, ÷òî ýòà ãðóïïà ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ãëàâíîé äèà-
ãîíàëè (èç ëåâîãî âåðõíåãî óãëà â ïðàâûé íèæíèé).

Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü àáåëåâó ãðóïïó ñ òðåìÿ, è ò.ä. ïîðîæ-
äàþùèìè ýëåìåíòàìè. Îíè èìåþò íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå äèñ-
êîâ îòêðûâàþùèõ çàìîê â ñåéôå èëè êàìåðå õðàíåíèÿ. Òàê, ýëåìåíòû
ãðóïïû C2,3 ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû ïðè ïîìîùè ñëåäóþùèõ êàðòèíîê
(äâà äèñêà çàìêà íàðèñîâàíû îäèí â äðóãîì):

23

1
12 12

3
12 31

2
12 23

1
21 12

3
21 31

2
21

Âðàùåíèå äèñêîâ íåçàâèñèìû äðóã îò äðóãà, è ýòî ñîáñòâåííî è ïðèâî-
äèò ê àáåëåâîñòè ãðóïïû. Åñëè ìû èìååì n äèñêîâ, ñ êîëè÷åñòâîì öèôð
k1,...,kn, òî ïîðÿäîê òàêîé ãðóïïû Ck1...kn

áóäåò ðàâåí k1 · ... · kn. Ëþáîé
ýëåìåíò ãðóïïû Ck1...kn ðàñêëàäûâàåòñÿ íà êîììóòèðóþùèå ìíîæèòåëè
ïîðîæäàþùèõ ýëåìåíòîâ: am1

1 · ...amn
n , ãäå mi < ki.

Ýòè ãðóïïû ïîêðûâàþò âñå âîçìîæíûå àáåëåâû ãðóïïû. Ïðîñòûå öèê-
ëè÷åñêèå ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ èõ âûðîæäåííûì ñëó÷àåì, êîãäà ïîðîæäàþ-
ùèé ýëåìåíò åäèíñòâåíåí èëè ki � âçàèìîïðîñòûå.
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• Äâå ãðóïïû íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåîáî-
çíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ èõ òàáëèöû óìíîæåíèÿ ñîâïàäàþò. Ñðàâíèì òàáëè-
öû ãðóïïû C2,3 è öèêëè÷åñêîé ãðóïïû C6 (ñì. íèæå). Òàê êàê ïîðÿäêè
ïîðîæäàþùèõ ýëåìåíòîâ âçàèìîïðîñòûå, ìîæíî ñäåëàòü òàêèå ñîîòâåò-
ñòâèÿ îò ãðóïïû C2,3 ê ãðóïïå C6: a 7→ a3 è b 7→ a2 (èõ 2-ÿ è 3-ÿ ñòåïåíè
äàþò åäèíè÷íûé ýëåìåíò). Àíàëîãè÷íî ab 7→ a3 · a2 = a5, è ò.ä. Â ðå-
çóëüòàòå ìåæäó ýëåìåíòàìè ãðóïï C2,3 è C6 óñòàíàâëèâàåòñÿ âçàèìîîä-
íîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå, ñîõðàíÿþùåå ãðóïïîâîå óìíîæåíèå, ÷òî îáîçíà-
÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: C2,3 ≈ C6. Ýòî ñîîòâåòñòâèå çàïèñàíî íèæå
ñïðàâà â âèäå ôóíêöèè:

a a2 a3 a4 a5

a a2 a3 a4 a5 •
a2 a3 a4 a5 • a

C6 : a3 a4 a5 • a a2

a4 a5 • a a2 a3

a5 • a a2 a3 a4

, Ψ


a
b
b2

ab
ab2

 =


a3

a2

a4

a5

a

 .

Äâå ãðóïïû G è G′ ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûìè åñëè ñóùåñòâóåò ñîîò-
âåòñòâèå ìåæäó èõ ýëåìåíòàìè, ò.å. âñþäó îïðåäåë¼ííàÿ ôóíêöèÿ Ψ èç
G â G′: g′k = Ψ(gi) ñîõðàíÿþùàÿ óìíîæåíèÿ: Ψ(gi gj) = Ψ(gi)Ψ(gj).
Ìíîæåñòâî G′ íàçûâàåòñÿ îáðàçîì îòîáðàæåíèÿ: G′ = Ψ(G). Èíîãäà
ïèøóò G′ = ImΨ. Åñëè ôóíêöèÿ Ψ èìååò îáðàòíóþ, ò.å. ñîîòâåòñòâèå
âçàèìíî-îäíîçíà÷íî, òî ýòî èçîìîðôèçì. Ïîýòîìó èçîìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ
÷àñòíûì ñëó÷àåì ãîìîìîðôèçìà, êîãäà îòîáðàæåíèå ãðóïï ñóùåñòâóåò
â îáå ñòîðîíû. Íàãëÿäíî ýòî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå:

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî íåñèíãóëÿðíûõ (ñ íåíó-
ëåâûìè îïðåäåëèòåëÿìè) ìàòðèö nxn. Îíè èìåþò îáðàòíûå, à, ñëåäî-
âàòåëüíî, èõ óìíîæåíèå óäîâëåòâîðÿåò ãðóïïîâûì àêñèîìàì. Îïðåäåëè-
òåëü ïðîèçâåäåíèÿ det(AB) = detA detB óñòàíàâëèâàåò ãîìîìîðôíîå
îòîáðàæåíèå èç ãðóïïû ìàòðèö â ãðóïïó íåíóëåâûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.
Ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ïåðåõîäÿùèõ ïðè ãîìîìîðôèçìå G′ = Ψ(G) â

åäèíè÷íûé ýëåìåíò e′ ∈ G′ íàçûâàåòñÿ ÿäðîì ãîìîìîðôèçìà è îáîçíà-
÷àåòñÿ kerΨ. Â ïðèìåðå ñ ìàòðèöàìè ÿäðîì ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ
ìàòðèö ñ åäèíè÷íûì îïðåäåëèòåëåì. Îíè îáðàçóþò ãðóïïó SL(n,C).
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6.3 Ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê ∗

• Ðàññìîòðèì åù¼ îäèí âàæíûé êëàññ ãðóïï. Ïóñòü èìååòñÿ n óïîðÿ-
äî÷åííûõ îáúåêòîâ, ïðîíóìåðîâàííûõ öèôðàìè îò 1 äî n. Ýòè îáúåêòû
ìîæíî ïåðåñòàâèòü ìåñòàìè n! = 2 · 3 · ... · n ñïîñîáàìè (íà ïåðâîå ìåñòî
ïîñòàâèì îäèí èõ n ïðåäìåòîâ; äëÿ êàæäîé èç ýòèõ n âîçìîæíîñòåé, íà
âòîðîå ìåñòî ïîñòàâèì îäèí èç (n − 1) îñòàâøèõñÿ ïðåäìåòîâ, è ò.ä.).
Íàïðèìåð, äëÿ òð¼õ îáúåêòîâ âîçìîæíî 6 ïåðåñòàíîâîê:

e = (1 2 3), a = (2 1 3), b = (1 3 2), c = (3 2 1), d = (3 1 2−−→), f = (2 3 1←−−).
Êàæäîé ïåðåñòàíîâêå ìû ïðèñâîèëè èìÿ �a-f �, è áóäåì å¼ ñ÷èòàòü îïå-
ðàöèåé, ïåðåâîäÿùåé ïåðâîíà÷àëüíûé ïîðÿäîê e = (1 2 3) â íåêîòîðûé
äðóãîé. Ïåðåñòàíîâêè {a, b, c} çàäåéñòâóþò òîëüêî ïàðû ýëåìåíòîâ,
îñòàâëÿÿ òðåòèé íåèçìåííûì. Îñòàâøèåñÿ äâå ÿâëÿþòñÿ öèêëè÷åñêèì
ñäâèãîì âïðàâî {d} è âëåâî {f}.
Êîìïîçèöèÿ äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïåðåñòàíîâîê, ñíîâà ÿâëÿåòñÿ ïå-

ðåñòàíîâêîé. Ïðåäñòàâèì âñå âîçìîæíûå êîìïîçèöèè ïåðåñòàíîâîê òð¼õ
îáúåêòîâ ïðè ïîìîùè òàáëèöû óìíîæåíèÿ. ßñíî, ÷òî åñëè ìû ïåðåñòà-
âèì ïåðâûé è âòîðîé îáúåêò, à çàòåì ïîâòîðèì ýòó îïåðàöèþ, òî ïîëó-
÷èòñÿ èñõîäíûé ïîðÿäîê. Ïîýòîìó a2 = b2 = c2 = e. Ñäâèíóâ èñõîäíûé
ïîðÿäîê âïðàâî (d), à çàòåì ïîâòîðèâ ýòîò ñäâèã ìû ïîëó÷èì f = d2.
Àíàëîãè÷íî ðàññóæäàÿ äàëüøå, ñôîðìèðóåì òàáëèöó óìíîæåíèÿ:

a b c d f
a • f d c b
b d • f a c

S3 : c f d • b a
d b c a f •
f c a b • d

Ýòà ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé ïåðåñòàíîâîê èëè ñèììåòðè÷åñêîé ãðóï-
ïîé è îáîçíà÷àåòñÿ êàê S3. Î÷åâèäíî, ÷òî îíà íå àáåëåâà. Íàïðèìåð:
(a b = f) ̸= (b a = d). Àíàëîãè÷íî ñòðîèòñÿ ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê n îáú-
åêòîâ Sn. Îíà èìååò ïîðÿäîê n! è ïðè n > 2 òàêæå ÿâëÿåòñÿ íå àáåëåâîé.
Îáðàòèì âíèìàíèå íà áëîê 2x2 â ïðàâîì íèæíåì óãëó ñîñòîÿùèé èç

ýëåìåíòîâ f è d. Ýòî ïîäãðóïïà C3 ⊂ S3. Ïîíÿòíî, ÷òî öèêëè÷åñêèå
ñäâèãè âïðàâî èëè âëåâî âìåñòå ñ åäèíè÷íûì ïîðÿäêîì ÿâëÿþòñÿ çà-
ìêíóòûìè îïåðàöèÿìè è îáðàçóþò ãðóïïó C3 = {e, d, f}. Îíà ÿâëÿåòñÿ
èíâàðèàíòíîé (ïðîâåðüòå).
Ãðóïïà S3 èçîìîðôíàD3. Äåéñòâèòåëüíî, íîìåðà âåðøèí òðåóãîëüíè-

êà íà ðèñóíêå D3 (ñòð. 352), ïåðå÷èñëÿåìûå ïî ÷àñîâîé ñòðåëêè, íà÷èíàÿ
ñ âåðõíåé, ÿâëÿþòñÿ ïåðåñòàíîâêàìè òð¼õ ÷èñåë (òàê, òîëüêî ïðè n = 3).



ÒÅÎÐÈß ÑÈÌÌÅÒÐÈÈ 357

• Ïåðåñòàíîâêè ìîæíî ñ÷èòàòü âñþäó îïðåäåë¼ííûìè îáðàòèìûìè öå-
ëî÷èñëåííûìè ôóíêöèÿìè x(i), ãäå i � ïîçèöèÿ ýëåìåíòà, à x(i) � åãî íî-
ìåð. Ðåçóëüòàò êîìïîçèöèè äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïåðåñòàíîâîê z = x·y
ðàâåí:

z(i) = x
(
y(i)

)
.

Îáðàòíàÿ x̄ ê x ïåðåñòàíîâêà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ:

x̄
(
x(i)

)
= x

(
x̄(i)

)
= i.

Ñîîòâåòñòâåííî, åäèíè÷íàÿ ïåðåñòàíîâêà � ýòî � 'ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ� e(i) =
i.

• Ïðè âû÷èñëåíèè ðåçóëüòàòà êîìïîçèöèè äâóõ ïåðåñòàíîâîê ìîæíî
ïîñòóïàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð a · f = b. Çàïè-
øåì ïåðâóþ ïåðåñòàíîâêó, ïîñòàâèâ ó íîìåðà îáúåêòà èíäåêñ ðàâíûé åãî
òåêóùåìó ïîëîæåíèþ â ñïèñêå:

a︷ ︸︸ ︷
(21 12 33) ·

f︷ ︸︸ ︷
(2 3 1) =

b︷ ︸︸ ︷
(1 3 2),

Íà ïåðâîì ìåñòå â f ñòîèò 2. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî f ïðèìåí¼ííàÿ ê óæå
ñäåëàííîé a, äîëæíà íà ïåðâîå ìåñòî ïîñòàâèòü âòîðîé ýëåìåíò a, ò.å.
�1�. Àíàëîãè÷íî òðåòèé ýëåìåíò (�3�) èä¼ò íà âòîðîå ìåñòî, è ïåðâûé
(�2�) íà òðåòüå. Òàêèì îáðàçîì äëÿ çàïèñè êîìïîçèöèè x · y íåîáõîäèìî
âçÿòü âòîðîé ñïèñîê, è âìåñòî åãî öèôð y = (i, j, k, ...) çàïèñàòü ýëåìåíòû
ïåðâîãî ñïèñêà ñ èíäåêñàìè i, j, k, ...:

(... xi ...yj...zk...) · (i j k ...) = (x y z ....).

Íàïðèìåð, âûïîëíèì áîëåå äëèííîå óìíîæåíèÿ äâóõ ïåðåñòàíîâîê äå-
âÿòè îáúåêòîâ:

(81 22 13 44 55 66 77 38 99) · (1 7 3 4 5 2 9 8 6) = (8 7 1 4 5 2 9 3 6).

• ×òîáû äëÿ äàííîé ïåðåñòàíîâêè çàïèñàòü îáðàòíóþ ê íåé, íåîáõîäè-
ìî çíà÷åíèå íîìåðà ïîçèöèè ýëåìåíòà ïîñòàâèòü íà ìåñòî íîìåðà ýòîãî
ýëåìåíòà:

(... xi ...yj...zk...)
−1 = (... ix ...jy...kz...).

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïåðåñòàâèòü ìåñòàìè ÷èñëî è åãî èíäåêñ, è ïîñëå
ýòîãî îòñîðòèðîâàòü ïî âîçðàñòàíèþ èíäåêñà. Íàïðèìåð

d−1 = (31 12 23)
−1 = (13 21 32) = (2 3 1) = f.

Â ðåçóëüòàòå: d · d−1 = (31 12 23) (2 3 1) = (1 2 3) = e.
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•Ëþáóþ ïåðåñòàíîâêó ìîæíî õàðàêòåðèçîâàòü ïî ÷èñëó îäíîâðåìåííî
çàäåéñòâîâàííûõ â íåé îáúåêòîâ. Òàê, â S3 ýëåìåíò �a = (2 1 3)� ïåðå-
ñòàâëÿåò ìåñòàìè ïåðâûå äâà îáúåêòà, à ïîëîæåíèå òðåòüåãî îñòàâëÿåò
íåèçìåííûì. Çàìêíóòûå ãðóïïû ïåðåñòàâëÿåìûõ îáúåêòîâ íàçûâàþòñÿ
öèêëàìè. Â ïåðåñòàíîâêå ìîæåò áûòü íåñêîëüêî öèêëîâ:

p = (81 72 13 44 55 26 97 38 69) = [8 3 1] · [7 9 6 2]

×òîáû èõ íàéòè, áåð¼ì ïåðâûé ýëåìåíò, íîìåð êîòîðîãî íå ñîâïàäàåò ñ
íîìåðîì ïîçèöèè (8) è èä¼ì íà 8-å ìåñòî. Òàì ñòîèò 3. Ïîýòîìó èä¼ì
íà 3-å ìåñòî. Òàì 1, è òàê êàê íà ïåðâîì ìåñòå ñòîèò 8-êà ñ êîòîðîé ìû
íà÷àëè, öèêë [8 3 1] çàìûêàåòñÿ.
Öèêë çàïèñûâàþò îïóñêàÿ èíäåêñû, òàê êàê èõ âñåãäà ìîæíî âîññòàíî-

âèòü. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî â êà÷åñòâå èíäåêñà ñòàâèòü íîìåð ïðåäûäó-
ùåãî îáúåêòà â ñïèñêå öèêëà, ñ÷èòàÿ ïðåäûäóùèì äëÿ ïåðâîãî ýëåìåíòà
� ïîñëåäíèé:

[8 3 1] = (81 38 13)
8

31
[7 9 6 2] = (72 97 69 26)

7 9

62

Ïðè òàêîì àëãîðèòìå çàïèñè öèêëîâ ëþáûå öèêëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè
[8 3 1], [1 8 3], [3 1 8] ÿâëÿþòñÿ îäíîé è òîé æå ïåðåñòàíîâêîé. Ñìûñë
öèêëà ñîñòîèò â êðóãîâîé ïåðåñòàíîâêå îáúåêòîâ � 8 èä¼ò íà òðåòüå ìåñòî,
3 èä¼ò íà ïåðâîå, à 1 íà âîñüìîå. Çàìåòèì, ÷òî ìû ðàçëè÷àåì îáîçíà÷åíèÿ
äëÿ öèêëà (êâàäðàòíûå ñêîáêè) è äëÿ ïåðåñòàíîâêè (êðóãëûå).
Åñëè äâà öèêëà, íàïðèìåð [8 3 1] è [7 9 6 2] íå èìåþò ïåðåñåêàþùèõñÿ

ýëåìåíòîâ, òî ïðîèçâåäåíèå ñîäåðæàùèõ èì ïåðåñòàíîâîê ìîæíî âûïîë-
íÿòü â ëþáîì ïîðÿäêå:

(81 22 13 44 55 66 77 38 99) · (1 7 3 4 5 2 9 8 6) = (8 7 1 4 5 2 9 3 6),
(11 72 33 44 55 26 97 88 69) · (8 2 1 4 5 6 7 3 9) = (8 7 1 4 5 2 9 3 6).

Òàêèì îáðàçîì, âûÿâëåíèå öèêëîâ ïîçâîëÿåò ðàçáèòü ïåðåñòàíîâêó íà
êîìïîçèöèþ áîëåå ïðîñòûõ ïåðåñòàíîâîê.
Öèêëû ñîñòîÿùèå èç äâóõ îáúåêòîâ íàçûâàþòñÿòðàíñïîçèöèÿìè. Äâîé-

íîå ïðèìåíåíèå òðàíñïîçèöèè äà¼ò åäèíè÷íóþ ïåðåñòàíîâêó. Àíàëîãè÷-
íî, òðîéíîå ïðèìåíåíèå öèêëà äëèííîé 3 äà¼ò èñõîäíûé ïîðÿäîê:

[8 3 1]2 = (81 38 13) (81 38 13) = (31 18 83)
[8 3 1]3 = (31 18 83) (81 38 13) = (11 88 33) = e

Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè öèêë èìååò äëèíó n, òî åãî n-ÿ ñòåïåíü äàñò åäèíè÷-
íóþ ïåðåñòàíîâêó (ìû n ðàç ïî êðóãó ïåðåñòàâèì îáúåêòû, âåðíóâøèñü
ê èñõîäíîìó ïîðÿäêó).
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• Èçîìîðôèçì ãðóïï èíîãäà ïðèîáðåòàåò î÷åíü ëþáîïûòíûå ôîðìû.
Ïðîíóìåðóåì ýëåìåíòû {e, a, b, c} ãðóïïû D2 öèôðàìè îò 1 äî 4. Ïðåä-
ñòàâèì êàæäóþ ñòðîêó òàáëèöû óìíîæåíèÿ â âèäå ñïèñêà íîìåðîâ ýëå-
ìåíòîâ, ïîñòàâèâ ïåðâûì íîìåð ýëåìåíòà â çàãîëîâêå ñòðîêè:

1 e a b c
2 a • c b

D2 : 3 b c • a
4 c b a •

pe = (1 2 3 4)
pa = (2 1 4 3)
pb = (3 4 1 2)
pc = (4 3 2 1)

Â êàæäîé ñòðîêå, âêëþ÷àÿ å¼ çàãîëîâîê, ýëåìåíò âñòðå÷àåòñÿ îäèí è
òîëüêî îäèí ðàç. Ïîýòîìó ñòðîêè òàáëèöû óìíîæåíèÿ (âìåñòå ñ åäèíè÷-
íîé pe) ÿâëÿþòñÿ ïåðåñòàíîâêàìè ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ. Òàê êàê â ýòîì
ñëó÷àå âîçìîæíî 24 ïåðåñòàíîâêè, òî pe, pa, pb, pc � ëèøü íåêîòîðîå ïîä-
ìíîæåñòâî èç ãðóïïû S4. Îäíàêî ýòî ïîäìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê çàìå-
÷àòåëüíûì îáðàçîì îêàçûâàåòñÿ ãðóïïîé ñ òîé æå òàáëèöåé, ÷òî è ó D2!
Íàïðèìåð,

pa pb = (21 12 43 34) (3 4 1 2) = (4 3 2 1) = pc,
pa pa = (21 12 43 34) (2 1 4 3) = (1 2 3 4) = pe.

Ýòîò ýôôåêò âîçíèêàåò áëàãîäàðÿ òåîðåìå Êýëè:

Ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ãðóïïàG èçîìîðôíà íåêîòîðîé ïîäãðóïïå ãðóï-
ïû ïåðåñòàíîâîê Sn.

Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ãðóïïó ñ n ýëåìåíòàìè G = {g1, ..., gn}.
Êàæäîìó ýëåìåíòó gi ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ïåðåñòàíîâêó èñõîäíîãî
ïîðÿäêà (ñòðîêà ñ çàãîëîâêîì gi):

pi = (gi g1, gi g2, ..., gi gn).

Åäèíè÷íîé (èñõîäíîé) ïåðåñòàíîâêîé áóäåì ñ÷èòàòü óïîðÿäî÷åííûå ïî
èíäåêñó ýëåìåíòû pe = (g1, g2, , ..., gn). Ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ äâóõ
ïåðåñòàíîâîê pi è pj, ñîçäàííûõ ïðè ïîìîùè gi è gj:

pi pj = (gi g1, ..., gi gn) (gj g1, ..., gj gn) = (gi gj g1, ..., gi gj gn) = pk.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü gj g1 = gs. Ïðè óìíîæåíèè ïåðåñòàíîâîê, ìû äîëæ-
íû íà ïåðâîå ìåñòî ðåçóëüòàòà ïîñòàâèòü ýëåìåíò èç ñïèñêà pi ïîä íî-
ìåðîì s. Â ñèëó óïîðÿäî÷åííîñòè â pi ïî âòîðîìó èíäåêñó � ýòî gi gs
èëè gi gj g1. Àíàëîãè÷íî äëÿ îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ ñïèñêà. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ïåðåñòàíîâêà pk = pi pj ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïîìîùè gk = gi gj è òàáëèöà
óìíîæåíèÿ ïåðåñòàíîâîê pi èçîìîðôíà ãðóïïå G. �
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6.4 Åùå íåìíîãî îïðåäåëåíèé ∗

• Ðàññìîòðèì ïîäãðóïïó H ãðóïïû G. Âîçüì¼ì íåêîòîðûé ýëåìåíò
g ∈ G, íå ïðèíàäëåæàùèé H, è îáðàçóåì íîâîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ:

gH = {g h1, g h2, ..., g hn}, g ̸∈ H,

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ëåâûì ñìåæíûì êëàññîì ïîäãðóïïû H (àíàëîãè÷-
íî îïðåäåëÿþòñÿ ïðàâûå ñìåæíûå êëàññû Hg, ñîâïàäàþùèå ñ ëåâûìè
äëÿ èíâàðèàíòíîé ïîäãðóïïû gH = H g). Âñå ýëåìåíòû êëàññà ðàçëè÷-
íû (åñëè g hi = g hj, óìíîæèâ íà g−1, ïîëó÷èì hi = hj) è íè îäèí åãî
ýëåìåíò gH íå ïðèíàäëåæèò H (åñëè g hi = hj, òî g = hj h

−1
i ∈ H, ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ g ̸∈ H). Ïîýòîìó gH � ýòî ìíîæåñòâî èìåþùåå
ñòîëüêî æå ýëåìåíòîâ, ÷òî è ó ïîäãðóïïûH, è íå ïåðåñåêàþùååñÿ ñ íåé.
Ýòî ñâîéñòâî ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ðàçáèåíèÿ ãðóïïû íà ñìåæíûå

êëàññû (ïîäìíîæåñòâà). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè îáúåäèíåíèå H è gH íå
äà¼ò åù¼ âñåõ ýëåìåíòîâ G, âîçüì¼ì g′ íå ïðèíàäëåæàùèé íè H, íè gH,
è îáðàçóåì òðåòüå ìíîæåñòâî g′H. Åãî ýëåìåíòû, òàêæå êàê è ýëåìåíòû
gH íå ïðèíàäëåæàò H. Áîëåå òîãî, îíè íå ïðèíàäëåæàò è gH (åñëè
áû g′ hi = g hj, òî g

′ = g · (hj h−1i ), è ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî g′ íå
ïðèíàäëåæèò gH, ò.ê. hih

−1
j ∈ H). Â ðåçóëüòàòå, ïðè ïîìîùè ïîäãðóïïû

H ïîðÿäêà n, âîçíèêàåò ðàçáèåíèå ãðóïïû G, íà m íåïåðåñåêàþùèõñÿ
ñìåæíûõ êëàññîâ (èñïîëüçóþò çíàê ïëþñ, âìåñòî îáúåäèíåíèÿ ∩):

G = H+ gH+ g′H+ ... = g1H+ g2H+ ...+ gmH,

ãäå g1 = e. ×èñëî m íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì ïîäãðóïïû H â ãðóïïå G. Ïî-
ðÿäîê ãðóïïû G îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì n = h ·m, è ïîðÿäîê h ïîäãðóïïû
H ÿâëÿåòñÿ åãî äåëèòåëåì. Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâà òåîðåìà Ëàãðàíæà:

Ïîðÿäîê ëþáîé ïîäãðóïïû H êîíå÷íîé ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ îä-
íèì èç äåëèòåëåé ïîðÿäêà ãðóïïû G.

Íàïðèìåð, ïîäãðóïïû C3, C2 ãðóïïû D3 èìåþò ïîðÿäêè 3 è 2. Ýòè
÷èñëà ÿâëÿþòñÿ äåëèòåëÿìè ïîðÿäêà ãðóïïû D3 ðàâíîãî 6. Äëÿ ãðóïïû
D4 ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå íà êëàññû:

D4 = C2 + aC2 + bC2 + dC2 = {e, a2}+ {a, a3}+ {b, c}+ {d, f}.

Èç òåîðåìû Ëàãðàíæà ñëåäóåò, ÷òî ãðóïïû, ïîðÿäîê êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ
ïðîñòûì ÷èñëîì, íå ìîãóò èìåòü íåñîáñòâåííûõ ïîäãðóïï.
Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî ñìåæíûå êëàññû íå ÿâëÿþòñÿ ãðóïïàìè, òàê êàê, íà-

ïðèìåð, åäèíè÷íûé ýëåìåíò íàõîäèòñÿ òîëüêî â èñõîäíîé ïîðîæäàþùåé
ïîäãðóïïå H. Îäíàêî, êàê ìû ñåé÷àñ óâèäèì, êàæäûé êëàññ, ïîñòðîåí-
íûé ïî èíâàðèàíòíîé ïîäãðóïïå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì íåêîòîðîé ãðóïïû!
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• Àíàëîãè÷íî �ïðîèçâåäåíèþ� aH = {a h1, ..., a hn} ýëåìåíòà ãðóïïû
íà ìíîæåñòâî, ìîæíî îïðåäåëèòü îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ äâóõ ìíîæåñòâ
A = {a1, ..., an} è B = {b1, ..., bm}, êàê ìíîæåñòâî ñîñòîÿùåå èç âñåõ óïî-
ðÿäî÷åííûõ ïðîèçâåäåíèé: AB = {a1b1, a1b2, ..., a2b1, ...., anbm}. Ðåçóëü-
òàòû íåêîòîðûõ ïðîèçâåäåíèé ìîãóò ñîâïàäàòü, ïîýòîìó ðàçìåðíîñòü
ýòîãî ìíîæåñòâà áóäåò ìåíüøå ÷åì n · m. Â ÷àñòíîñòè HH � ýòî ïðî-
èçâåäåíèå âñåõ ýëåìåíòîâ ïîäãðóïïû, êîòîðûå ñíîâà ïðèíàäëåæàò ýòîé
ïîäãðóïïå: HH = H. Â ñèëó àññîöèàòèâíîñòè A(aB) = (Aa)B.

Ïðîèçâåäåíèå ñìåæíûõ êëàññîâ ïîñòðîåííûõ ïî èíâàðèàíòíîé ïîä-
ãðóïïå îáëàäàåò ãðóïïîâûìè ñâîéñòâàìè. Íàïðèìåð, â ñèëó gH = Hg,
èíâàðèàíòíàÿ ïîäãðóïïà H ÿâëÿåòñÿ �åäèíè÷íûì� ýëåìåíòîì:

H (gH) = (Hg)H = gHH = gH.

Ò.å. ïîïàðíîå ïðîèçâåäåíèå âñåõ ýëåìåíòîâ èíâàðèàíòíîé ãðóïïû H è å¼
ëåâîãî ñìåæíîãî êëàññà gH ñíîâà ïðèâîäèò ê ýòîìó æå ñìåæíîìó êëàññó.
Àíàëîãè÷íî ïîïàðíûå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ñìåæíûõ êëàññîâ ïðèâîäÿò ê
ñìåæíîìó êëàññó ïîñòðîåííîìó ïî ýëåìåíòó ab: (aH) (bH) = (a b)H.
Íàêîíåö, ïðîèçâåäåíèå ñìåæíûõ êëàññîâ ïî îáðàòíûì ýëåìåíòàì äàåò
åäèíè÷íûé êëàññ: (aH)(a−1H) = H.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè â ãðóïïå ïîðÿäêà hm èìååòñÿ èíâàðèàíòíàÿ ïîä-
ãðóïïàH ⊂ G ïîðÿäêà h, òîm ñìåæíûõ êëàññîâG = H+g2H+...+gmH
ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè ò.í. ôàêòîð-ãðóïïû G/H:

{H, g2H, ..., gmH} = G/H.

Èíâàðèàíòíàÿ ïîäãðóïïà H èãðàåò â G/H ðîëü åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà.

Ðàññìîòðèì èíâàðèàíòíóþ ïîäãðóïïóH = {e, a, a2} ãðóïïûD3. Âîçü-
ì¼ì ëþáîé ýëåìåíò íå íàõîäÿùèéñÿ â ïîäãðóïïå, íàïðèìåð b:

H = {e, a, a2}, bH = {b, d, c}, D3 = {e, a, a2, b, c, d} = H+ bH.

Ýòè äâà ìíîæåñòâà îáëàäàþò ãðóïïîâîé òàáëèöåé óìíîæåíèÿ C2. Òàê:

H · (bH) = {e, a, a2} · {b, c, d} = {b, c, d} = bH,

ãäå ïîñëå ïåðåìíîæåíèÿ ìíîæåñòâ, ïðè ïîìîùè òàáëèöû D3 îñòàâëå-
íû òîëüêî íåïîâòîðÿþùèåñÿ ýëåìåíòû, ñîñòàâëÿþùèå êëàññ bH. Àíàëî-
ãè÷íî (bH) (bH) = H, è ò.ä. Èíâàðèàíòíàÿ ïîäãðóïïà H = C3 èìååò
ïîðÿäîê 3, è åñòü òîëüêî îäèí ñìåæíûé êëàññ, ïîýòîìó ïîðÿäîê ôàêòîð-
ãðóïïû D3/C3 ðàâåí 2=6/3. Å¼ òàáëèöà óìíîæåíèÿ ñîâïàäàåò ñ C2.
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• Ýëåìåíò z′ íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæ¼ííûì ê ýëåìåíòó z, åñëè ñóùåñòâó-
åò òàêîé g, ÷òî:

z′ = gzg−1.

Â ãðóïïå D3 ýëåìåíòû b è d ñîïðÿæåíû, òàê êàê aba−1 = ca2 = d. Ñî-
ïðÿæåííîñòü ýëåìåíòîâ íàïîìèíàåò îïðåäåëåíèå ñîïðÿæåíèÿ ïîäãðóïïû
(ñòð. 353), íî îòíîñèòñÿ íå ê ìíîæåñòâó ýëåìåíòîâ, à ê îäíîìó (òî÷íåå
äâóì, ñâÿçàííûì ñîïðÿæåíèåì).
Ñîïðÿæåííîñòü ýëåìåíòîâ îáëàäàåòòðàíçèòèâíîñòüþ: åñëè z′′ ñîïðÿ-

æåí z′, à z′ ñîïðÿæåí ê z, òî è z′′, z ñîïðÿæåíû:

z′′ = az′a−1, z′ = bzb−1, => z′′ = (ab)z(ab)−1.

Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè z′ ñîïðÿæåí z, òî è z ñîïðÿæ¼í z′.

z′ = aza−1 => z = a−1z′a.

Ýòî ñâîéñòâî íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íîñòüþ. Àíàëîãè÷íî, ñïðàâåäëèâà
ðåôëåêñèâíîñòü, ò.å. ýëåìåíò ñîïðÿæ¼í ñàì ñåáå. Â ýòîì ñëó÷àå g = e.
Îáîçíà÷èì ôàêò ñîïðÿæåííîñòè ñëåäóþùèì îáðàçîì: z′ ∼ z è íàçîâåì

åãî îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè. Ñâîéñòâà ðåôëåêñèâíîñòè, ñèììåò-
ðè÷íîñòè è òðàíçèòèâíîñòè ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ áóäóò èìåòü âèä:

ðåôëåêñèâíîñòü : x ∼ x
ñèììåòðè÷íîñòü : x ∼ y => y ∼ x
òðàíçèòèâíîñòü : x ∼ y, y ∼ z => x ∼ z

Ýòèìè æå ñâîéñòâàìè îáëàäàåò è ðàâåíñòâî ýëåìåíòîâ x = y. Îäíàêî,
åñëè ðàâåíñòâî îçíà÷àåò ïîëíîå ñîâïàäåíèå x è y, òî ýêâèâàëåíòíîñòü
îòíîñèòåëüíî ñîïðÿæåíèÿ îáúÿâëÿåò �ïîõîæèìè� íåêîòîðûå ãðóïïû ýëå-
ìåíòîâ.
Òàê, ãðóïïû D3 è D4 ðàçáèâàþòñÿ íà ñëåäóþùèå êëàññû ýêâèâàëåíò-

íîñòè (èëè êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ):

D3 : {e}, {a, a2}, {b, c, d};
D4 : {e}, {a, a3}, {a2}, {b, c}, {d, f}.

Âàæíûì ñâîéñòâîì êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè ê ñîïðÿæåíèþ ÿâëÿåòñÿ
òî, ÷òî âñå ýëåìåíòû äàííîãî êëàññà èìåþò îäèíàêîâûé ïîðÿäîê:

am = e, b = gag−1 => bm = (gag−1)m = gamg−1 = geg−1 = e.

Åäèíè÷íûé ýëåìåíò ëþáîé ãðóïïû îáðàçóåò �êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè�
ñîñòîÿùèé òîëüêî èç íåãî ñàìîãî. Â àáåëåâîé ãðóïïå âñå ýëåìåíòû êîì-
ìóòèðóþò äðóã ñ äðóãîì è ñîïðÿæåííûì ê ýëåìåíòó áóäåò îí ñàì. Ïîýòî-
ìó, òàêæå êàê è åäèíè÷íûé ýëåìåíò, êàæäûé ýëåìåíò àáåëåâîé ãðóïïû
îáðàçóåò êëàññ ñîïðÿæåííîñòè ñîñòîÿùèé èç ýòîãî îäíîãî ýëåìåíòà.
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• Ýëåìåíò z ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì ýëåìåíòîì, åñëè äëÿ ëþáîãî
g ∈ G ñîïðÿæåíèå ñíîâà äà¼ò z:

∀g ∈ G z = gzg−1, èëè gz = zg.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ñàìîñîïðÿæåííûé ýëåìåíò êîììóòèðóåò (ïåðåñòàíî-
âî÷åí) ñ ëþáûì ýëåìåíòîì ãðóïïû. Ýòî ñâîéñòâî íå ñòîèò ïóòàòü ñ îïðå-
äåëåíèåì èíâàðèàíòíîé ïîäãðóïïû gH = H g, â êîòîðîì, âîîáùå ãîâîðÿ
ñëåâà è ñïðàâà ñòîÿò ðàçíûå ýëåìåíòû g hi = hj g èç ïîäìíîæåñòâà H.
Ìíîæåñòâî âñåõ ñàìîñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ Z = {z1, ..., zk} îáðàçóåò

àáåëåâó ïîäãðóïïó Z ⊂ G, êîòîðóþ íàçûâàþò öåíòðîì. Îäíîâðåìåííî
öåíòð ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé ïîäãðóïïîé (íî íå íàîáîðîò!). Â ãðóïïå
D3 öåíòð òðèâèàëåí: {e}, à â D4 íåòðèâèàëüíûì öåíòðîì ÿâëÿåòñÿ Z =
{e, a2}. Òàê êàê (a2)2 = e, òî ýòî ãðóïïà C2.
Â ëþáîé àáåëåâîé ãðóïïå êàæäûé ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæ¼í-

íûì, è âñÿ òàêàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì. Ñàìîñîïðÿæåííûé ýëåìåíò
îáðàçóåò êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè èç åäèíñòâåííîãî ýëåìåíòà - ñàìîãî ñåáÿ.

• Íîðìàëèçàòîðîì ýëåìåíòà a íàçûâàþò ìíîæåñòâî Na âñåõ ýëåìåí-
òîâ ãðóïïû G, êîòîðûå êîììóòèðóþò ñ a. Íîðìàëèçàòîð ñàìîñîïðÿæåí-
íîãî ýëåìåíòà ñîâïàäàåò ñî âñåé ãðóïïîé.
Ýëåìåíòû êàæäîãî íîðìàëèçàòîðà îáëàäàþò ãðóïïîâûìè ñâîéñòâàìè.

Ïîýòîìó íîðìàëèçàòîð ýëåìåíòà a ∈ G ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû G.
Å¼ ïîðÿäîê ðàâåí n/m, ãäå m � èíäåêñ â ðàçëîæåíèè Ëàãðàíæà:

G = Na + g2Na + ...+ gmNa.

Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà:

×èñëî ýëåìåíòîâ ñîïðÿæåííûõ ê a ðàâíî èíäåêñó m â ðàçëîæå-
íèè Ëàãðàíæà ïî íîðìàëèçàòîðó Na.

Äåéñòâèòåëüíî, ÷òîáû ïîñòðîèòü êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ê a íàäî ïåðå-
áðàòü âñå ýëåìåíòû x ∈ G, îòîáðàâ íåïîâòîðÿþùèåñÿ çíà÷åíèÿ xax−1.
Ïóñòü x ñíà÷àëà ïðîáåãàåò ýëåìåíòû ïåðâîãî ñìåæíîãî êëàññàNa. Òîãäà
NaaN

−1
a = aNaN

−1
a = a. Äëÿ x ∈ g2Na èìååì xax−1 = g2ag

−1
2 ̸= a (òàê

êàê g2 íå âõîäèò â Na è ñ a íå êîììóòèðóåò). Òàê, äëÿ êàæäîãî èç m
ñîïðÿæåííûõ êëàññîâ ïîëó÷èì m ðàçëè÷íûõ ýêâèâàëåíòíûõ ýëåìåíòîâ.
Â ãðóïïå D3 åñòü 4 íîðìàëèçàòîðà:

Na = {e, a, a2}, Nb = {e, b}, Nc = {e, c}, Nd = {e, d}.
Ðàçëîæåíèå Ëàãðàíæà ýòîé ãðóïïû èìååò âèä

D3 = Nb + aNb + dNb = {e, b}+ {a, c}+ {d, a2},
ïîýòîìó â êëàññå ýêâèâàëåíòíîñòè ê b åñòü 3 ýëåìåíòà (ýòî {b, c, d}).
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• Èçîìîðôèçì � ýòî âçàèìîîäíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ ñâÿçûâàþùàÿ äâà
ýëåìåíòà ìíîæåñòâà Ψ : G→ G, è ñîõðàíÿþùàÿ ãðóïïîâîå óìíîæåíèå:

Ψ(x) ·Ψ(y) = Ψ(x · y). (6.1)

Îáðàòèìîñòü ôóíêöèè Ψ îçíà÷àåò, ÷òî å¼ óïîðÿäî÷åííàÿ îáëàñòü çíà-
÷åíèé ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêîé îáëàñòè îïðåäåëåíèé. Äðóãèìè
ñëîâàìè, äâå êîíå÷íûå ãðóïïû èçîìîðôíû, åñëè îíè ýêâèâàëåíòíû ñ òî÷-
íîñòüþ äî ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ñâîèõ ýëåìåíòîâ. Ïîýòîìó èçîìîðôèçì àá-
ñòðàêòíûõ ãðóïï íàçûâàåòñÿ òàêæå àâòîìîðôèçìîì (èçîìîðôèçì ãðóï-
ïû �ñàìîé â ñåáÿ�).

a b c
a b c •

G1 : b c • a

c • a b

a b c
a c • c

G2 : b • c a

c b a •

G1 ≈ G2, G2 = Ψ(G1)

Ψ({e, a, b, c}) = {e, a, c, b}

×òî áû îáíàðóæèòü àâòîìîðôèçì, ìîæíî íà÷àòü ñ ïîèñêà ýëåìåíòà ïî-
ðÿäêà 1. Â òàáëèöå G1 îí åäèíñòâåíåí b2 = e. Àíàëîãè÷íî, â G2: c

2 = e,
ïîýòîìó Ψ(b) = c. Âûáîð ñîîòâåòñòâèÿ äëÿ îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ â äàí-
íîì ñëó÷àå � ïðîèçâîëåí.
Ðàññìàòðèâàÿ äëÿ ãðóïïû G âñå ðàçëè÷íûå ôóíêöèè y = Ψk(x) ïðî-

âîäÿùèå ïîäîáíûå ïåðåñòàíîâêè, ìû ïðèõîäèì ê ãðóïïå àâòîìîðôèç-
ìîâ îáîçíà÷àåìîé AutG. Ýëåìåíòàìè ýòîé ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè,
à óìíîæåíèåì � êîìïîçèöèÿ ôóíêöèé Ψk(x) = Ψj(Ψi(x)), âûïîëíÿþùèõ
ïîñëåäîâàòåëüíûå àâòîìîðôèçìû. Åäèíè÷íûì ïðåîáðàçîâàíèåì ÿâëÿåò-
ñÿ Ψ1(x) = x. Îáðàòíûì � îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ Ψ−1k (Ψk(x)) = x. Äëÿ óìíî-
æåíèÿ äâóõ ýëåìåíòîâ x, y è äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ àâòîìîðôèçìîâ Ψi

è Ψj (ñì. (6.1)):

Ψi(Ψj(x)) ·Ψi(Ψj(y)) = Ψi(Ψj(x) ·Ψj(y)) = Ψi(Ψj(x · y)).

Âíóòðåííèì àâòîìîðôèçìîì íàçûâàþò àâòîìîðôèçì âîçíèêàþùèé
ïðè ïðèìåíåíèè îïåðàöèè ñîïðÿæåíèÿ:

x→ Ψg(x) = gxg−1.

Àáåëåâû ãðóïïû Cn ÿâëÿþòñÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííûìè, ïîýòîìó ñîïðÿæåíèå
íå ñîçäà¼ò âíóòðåííèõ àâòîìîðôèçìîâ (êðîìå òðèâèàëüíîãî åäèíè÷íîãî
Ψg(x) = x, äëÿ ëþáîãî g ∈ G). Äëÿ ãðóïïû D3 ìîæíî, íàïðèìåð, òàê
ïåðåñòàâèòü ýëåìåíòû:

Ψa(x) : a · {e, a, a2, b, c, d} · a2 = {e, a, a2, d, b, c}.

Âíóòðåííèå àâòîìîðôèçìû âèäà x → gxg−1 ÿâëÿþòñÿ ïîäãðóïïîé
ãðóïïû âñåõ àâòîìîðôèçìîâ AutG.
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• Ââåäåì åùå îäíî ïîíÿòèå. Ïóñòü íà ìíîæåñòâàõ F = {f1, ..., fn} è
G = {g1, ..., gm} çàäàíû ãðóïïîâûå ôóíêöèè óìíîæåíèÿ. Ïðÿìûì ïðîèç-
âåäåíèåì F×G äâóõ ìíîæåñòâ F = {f1, ..., fn} è G = {g1, ..., gm} íàçûâàþò
ìíîæåñòâî âñåõ n ·m óïîðÿäî÷åííûõ ïàð (fi, gj). Îïðåäåëèì íà ýòîì
ìíîæåñòâå íîâóþ ãðóïïó, ïðè ïîìîùè çàêîíà óìíîæåíèÿ:

(g1, f1) · (g2, f2) = (g1 · g2, f1 · f2).
Òàê êàê òàáëèöû óìíîæåíèÿ gi · gj è fi · fj èçâåñòíû, íàì ñòàíîâèòñÿ
èçâåñòíîé è òàáëèöà äëÿ ãðóïïû íà F × G. Ïîäîáíûé ìåòîä ñîçäàíèÿ
íîâûõ ãðóïï îñîáåííî èíòåðåñåí â îáðàòíóþ ñòîðîíó, êîãäà âûÿñíÿåòñÿ,
÷òî íåêîòîðóþ ãðóïïó ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ
äâóõ äðóãèõ ìåíüøèõ ãðóïï, ñâîéñòâà êîòîðûõ èññëåäîâàòü ïðîùå.
Íàéä¼ì ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïïû C2 = {e, α} ñàìó íà ñåáÿ:

α
α e

α
× α e =

(α, e) (e, α) (α, α)
(α, e) (e, e) (α, α) (e, α)
(e, α) (α, α) (e, e) (α, e) =
(α, α) (e, α) (α, e) (e, e)

a b c
a e c b
b c e a = D2

c b a e

Ïîëó÷èâøàÿñÿ ãðóïïà D2 = {e, a, b, c} èç 4-õ ýëåìåíòîâ (ïîðÿäîê ðàâåí
4) ìîæåò áûòü çàïèñàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì: D2 = C2 ×C2.
Ïóñòü f1 = e - åäèíè÷íûé ýëåìåíò ãðóïïû F. Òîãäà ìíîæåñòâî ýëåìåí-

òîâ (f1, g1), (f1, g2),...,(f1, gm) îáðàçóþò èíâàðèàíòíóþ ïîäãðóïïó ãðóïïû
F × G. Ýòà ïîäãðóïïà èçîìîðôíà ãðóïïå G (lH57).
Åñëè äâå èíâàðèàíòíûå ïîäãðóïïû A è B ãðóïïû G ïåðåñåêàþòñÿ

òîëüêî íà åäèíè÷íûé ýëåìåíò, è ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ AB ïðèâîäèò
ê ìíîæåñòâó G, òî ãðóïïà G èçîìîðôíà ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ A×B:

(inv) A,B ⊂ G, A ∩B = {e}, AB = G => G ≈ A×B.

Ýòî óòâåðæäåíèå ñòîèò ïîïðîáîâàòü äîêàçàòü (lH59), äîêàçàâ ñïåðâà,
÷òî åñëè äâå èíâàðèàíòíûå ïîäãðóïïû íå èìåþò îáùèõ ýëåìåíòîâ (êðîìå
åäèíè÷íîãî), òî èõ ýëåìåíòû êîììóòèðóþò äðóã ñ äðóãîì (lH58).

Â òåîðèè ãðóïï ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî îïðåäåëåíèé, êîòîðûå íåîáõî-
äèìî âûó÷èòü, êàæäûé ðàç èñïûòûâàÿ óäèâëåíèå òîìó, ÷òî 4 ïðîñòûå
àêñèîìû ïîðîæäàþò òàêîå ðàçíîîáðàçèå àëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóð. Íà-
ïîìíèì íàèáîëåå âàæíûå òåðìèíû:

ãðóïïà, ïîðÿäîê ãðóïïû è ýëåìåíòà, àáåëåâà ãðóïïà, ïîäãðóïïà, ñî-
ïðÿæåííàÿ è èíâàðèàíòíàÿ ïîäãðóïïû, ïðîñòàÿ è ïîëóïðîñòàÿ ãðóïïû,
èçîìîðôèçì, ãîìîìîðôèçì, ÿäðî, ñìåæíûé êëàññ, ôàêòîð-ãðóïïà, êëàññ
ýêâèâàëåíòíîñòè, ñàìîñîïðÿæåííûé ýëåìåíò, öåíòð, íîðìàëèçàòîð, ãðóï-
ïà àâòîìîðôèçìîâ, ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå.
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6.5 Ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï

Ãðóïïà � ýòî àáñòðàêòíîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ íà êîòîðîì çàäàíà áè-
íàðíàÿ îïåðàöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñîîòâåòñòâóþùèì àêñèîìàì. Ïðåä-
ñòàâëåíèåì ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ ðåàëèçàöèÿ ýòîãî ìíîæåñòâà ïðè ïîìîùè
òåõ èëè èíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Ìàòðè÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì
(äàëåå ïðîñòî ïðåäñòàâëåíèåì) ãðóïïû íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ìàòðèö
ôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ âîñïðîèçâîäèò ãðóï-
ïîâóþ òàáëèöó óìíîæåíèÿ. Áîëåå òî÷íî, åñëè g � ýëåìåíò ãðóïïû, g−1 �
åìó îáðàòíûé, e � åäèíè÷íûé ýëåìåíò, à T(g) ìàòðèöà, êîòîðàÿ ñòàâèòñÿ
â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíòó g, òî

T(g1)T(g2) = T(g1g2), T(e) = 1, T(g−1) = T−1(g). (6.2)

Ïðåäñòàâëåíèå T(g) íàçûâàåòñÿ òî÷íûì, åñëè ìíîæåñòâî ìàòðèö èçî-
ìîðôíî ìíîæåñòâó ýëåìåíòîâ ãðóïïû (êàæäîìó ýëåìåíòó ñîîòâåòñòâó-
åò ìàòðèöà è âñå ýòè ìàòðèöû ðàçëè÷íû). Ãîìîìîðôíîå îòîáðàæåíèå
(íåñêîëüêèì ýëåìåíòàì ãðóïïû ñîîòâåòñòâóåò îäíà ìàòðèöà) òàêæå ñ÷è-
òàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ãðóïïû.
Ìàòðèöû nxn ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè îïåðàòîðàìè, êîòîðûå ìîãóò äåé-

ñòâîâàòü (óìíîæàòüñÿ) íà âåêòîð (ñòîëáèê èç n ýëåìåíòîâ), â ðåçóëüòàòå
÷åãî áóäåò ïîëó÷àòüñÿ íîâûé ñòîëáèê (ïî j ñóììà îò 1 äî n):

x′ = T(g) · x, x′i = Tijxj.

Ïîäîáíûå ëèíåéíûå îïåðàòîðû ìîæíî ðåàëèçîâàòü è áîëåå ñëîæíûìè
êîíñòðóêöèÿìè, ÷åì ìàòðèöû êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè. Îäíàêî ìû îãðà-
íè÷èìñÿ èìåííî ýòèì êëàññîì ïðåäñòàâëåíèé.
Åñëè çàäàíî íåêîòîðîå ïðåäñòàâëåíèå ðàçìåðíîñòè n (ìàòðèöû nxn),

òî ïðè ïîìîùè íåêîòîðîé íåñèíãóëÿðíîé ìàòðèöû S (detS ̸= 0) òîé æå
ðàçìåðíîñòè âñåãäà ìîæíî ïîñòðîèòü äðóãîå ïðåäñòàâëåíèå:

T′(g) = ST(g)S−1. (6.3)

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ïîäîáíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñîõðàíÿåò ãðóïïîâîå óìíî-
æåíèå:

T′(g1)T
′(g2) = ST(g1)T(g2)S

−1 = ST(g1g2)S
−1 = T′(g1g2),

ïîýòîìó ìàòðèöûT′(g) òàêæå ÿâëÿþòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ãðóïïûG. Ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ñâÿçàííûå ïðåîáðàçîâàíèåì (6.3) íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíû-
ìè. Åñëè æå äâà ïðåäñòàâëåíèÿ íå ìîãóò áûòü ñâÿçàíû (6.3), òî îíè
íåýêâèâàëåíòíû. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â (6.3) äëÿ âñåõ ìàòðèö äàííîãî ïðåä-
ñòàâëåíèÿ T(g) èñïîëüçóåòñÿ îäíà è òà æå ìàòðèöà S.
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• Ðàññìîòðèì äèñêðåòíóþ íåàáåëåâó ãðóïïó D3 (ñòð. 352):

a a2 b c d
a a2 • c d b

a2 • a d b c
D3 : b d c • a2 a

c b d a • a2

d c b a2 a •

Ýëåìåíòû ýòîé ãðóïïû ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê îïåðàöèè ïåðåâîðîòà òðå-
óãîëüíèêà, êîòîðûå ñîõðàíÿþò åãî ïîëîæåíèå â ïðîñòðàíñòâå. Ñâÿæåì
ñ òðåóãîëüíèêîì äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò (x, y, z). Ýëåìåíò ãðóïïû
a ñîîòâåòñòâóåò ïîâîðîòó íà 120o âîêðóã îñè z. Åãî ìîæíî çàïèñàòü ïðè
ïîìîùè ìàòðèöû T(a) âðàùåíèÿ (ñòð. 124) íà óãîë 2π/3. Àíàëîãè÷íî
çàïèøåì ìàòðèöó T(a2), ïîâîðîòà íà äâîéíîé óãîë 4π/3:

T(e) =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 , T(a) =

 −1
2

√
3
2 0

−
√
3
2 −1

2 0
0 0 1

 , T(a2) =

−1
2 −

√
3
2 0√

3
2 −1

2 0
0 0 1

 .

Ïåðåâîðîò âîêðóã îñè y (ýëåìåíò b) èçìåíÿåò îðèåíòàöèþ îñåé x è z.
Îñòàâøèåñÿ äâå ìàòðèöû ìîæíî ïîëó÷èòü ïðè ïîìîùè ïåðåìíîæåíèÿ
óæå çàïèñàííûõ ìàòðèö, òàê êàê c = a · b è d = a · c:

T(b) =

−1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 ,T(c) =

 1
2

√
3
2 0√

3
2 −1

2 0
0 0 −1

 ,T(d) =

 1
2 −

√
3
2 0

−
√
3
2 −1

2 0
0 0 −1

 .

Ýòè 6 ìàòðèö èìåþò òàáëèöó óìíîæåíèÿ ñîâïàäàþùóþ ñ ãðóïïîâîé òàá-
ëèöåé D3. Åñëè ìû ïåðåéä¼ì îò ìàòðèö 3x3 ê ìàòðèöàì 2x2, îòáðîñèâ
ïîñëåäíþþ ñòðî÷êó è êîëîíêó, òî ïîëó÷èì ìíîæåñòâî èç 6 ðàçëè÷íûõ
ìàòðèö, êîòîðîå ñíîâà èçîìîðôíî ãðóïïå D3 è òàêæå ÿâëÿåòñÿ å¼ ïðåä-
ñòàâëåíèåì

Ýòà æå ãðóïïà äîïóñêàåò íåòî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ïðè ïîìîùè ñëåäó-
þùåãî ãîìîìîðôíîãî îòîáðàæåíèÿ:

T(e) = T(a) = T(a2) = 1, T(b) = T(c) = T(d) = −1.

Ìàòðèöàìè â ýòîì ñëó÷àå âûñòóïàþò ïðîñòî ÷èñëà. Íåñìîòðÿ íà �ïîòå-
ðþ� èíôîðìàöèè, òàêîå ïðåäñòàâëåíèå óäîâëåòâîðÿåò îïðåäåëåíèþ (6.2).
Íàïðèìåð: T(a)T(b) = 1 · (−1) = −1 = T(a · b) = T(c). Ïîíÿòíî, ÷òî
îáû÷íàÿ åäèíèöà 1 ÿâëÿåòñÿ íåòî÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì ëþáîé ãðóïïû.
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• Â ïðèìåðå ñ ãðóïïîé D3 ìû ïîñòðîèëè 4 ïðåäñòàâëåíèÿ: ìàòðèöû
3x3, ìàòðèöû 2x2 è îäíîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ {1,−1} è {1}. Ïîñìîòðèì
åù¼ ðàç íà ìàòðèöû 3x3. Îíè ñîñòîÿò èç äèàãîíàëüíûõ áëîêîâ 2x2 è 1x1.
Êàæäûé èç ýòèõ áëîêîâ ñíîâà ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ãðóïïû. Ãîâî-
ðÿò, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå âïîëíå ïðèâîäèìî, åñëè âñå åãî ìàòðèöû ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â ýêâèâàëåíòíîì áëî÷íî-äèàãîíàëüíîì âèäå:

T(g) =


T1(g) 0 0 . . .
0 T2(g) 0 . . .
0 0 T3(g) . . .
...

...
... . . .

 ,

ãäå Ti(g) - ìàòðèöû, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷íîé ðàçìåðíîñòè.

Èíîãäà, ÷òîáû îáíàðóæèòü ïðèâîäèìîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ íåîáõîäèìî
âûïîëíèòü ïðåîáðàçîâàíèå T′(g) = ST(g)S−1. Åñëè íè ïðè êàêîé ìàò-
ðèöå S áëî÷íî-äèàãîíàëüíûé âèä äëÿ âñåõ ìàòðèö ïðåäñòàâëåíèÿ íå ïî-
ëó÷àåòñÿ, òî ãîâîðÿò, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå íåïðèâîäèìî. Áëîêè â ìàòðèöàõ
3x3 ïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû D3 ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöàìè íåïðè-
âîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé.

Ïðåäñòàâëåíèå áóäåò òàêæå ïðèâîäèìûì, åñëè íóëþ ðàâåí òîëüêî íèæ-
íèé ëåâûé áëîê ìàòðèö:

T(g) =

(
T1(g) A
0 T2(g)

)
.

Åñëè ìàòðèöû T1(g) è/èëè T2(g) ïðèâîäèìû, òî äëÿ íèõ ìîæíî ïîëó-
÷èòü àíàëîãè÷íóþ áëî÷íóþ êîíñòðóêöèþ, è ò.ä. Ðàçáåðåìñÿ, ïî÷åìó ýòà
ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ïðèâîäèìîé. Íàïðèìåð, äëÿ ìàòðèö 3x3 çàïèøåì:a1 b1 A1

c1 d1 B1

0 0 C1

a2 b2 A2

c2 d2 B2

0 0 C2

 =

a1a2 + b1c2 a1b2 + b1d2 ∗ ∗ ∗
c1a2 + d1c2 c1b2 + d1d2 ∗ ∗ ∗

0 0 C1C2

 .

Â ðåçóëüòèðóþùåé ìàòðèöå äèàãîíàëüíûå áëîêè 2x2 è 1x1 ñîñòîÿò èç òåõ
æå ýëåìåíòîâ, ÷òî è â ñîîòâåòñòâóþùèõ áëîêàõ èñõîäíûõ ìàòðèö. Ïî-
ýòîìó ýòè áëîêè ìîãóò áûòü âûáðàíû â êà÷åñòâå ìàòðèö ïðåäñòàâëåíèÿ
ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè (çâåçäî÷êàìè îòìå÷åíû äâà ýëåìåíòà ñîäåðæàùèå
ñìåñü ýëåìåíòîâ èç ðàçëè÷íûõ áëîêîâ).

Äëÿ ìàòðèö êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè, åñëè ïðåäñòàâëåíèå ïðèâîäèìî
(íóëåâàÿ ìàòðèöà â ëåâîì íèæíåì óãëó), òî îíî áóäåò è âïîëíå ïðèâîäè-
ìûì (áëî÷íî-äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû). Äàëüøå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü
òîëüêî áëî÷íî-äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû, îïóñêàÿ ñëîâî �âïîëíå�.
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Âûÿñíåíèå âñåõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé äàííîé ãðóïïû âàæíî,
òàê êàê ñ èõ ïîìîùüþ ìîæíî ñêîíñòðóèðîâàòü ëþáîå ïðèâîäèìîå ïðåä-
ñòàâëåíèå. Ðàçëîæåíèå ïðåäñòàâëåíèÿ íà íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ
çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

T(g) = T1(g)⊕T2(g)⊕T3(g)⊕ ...,

ãäå Ti(g) � ìàòðèöû ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè, ÷åì T(g).
Âåêòîðû x íà êîòîðûå äåéñòâóþò ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè âåê-

òîðíîãî ïðîñòðàíñòâà L. Äëÿ íèõ îïðåäåëåíî êîììóòàòèâíîå è àññîöèà-
òèâíîå ñëîæåíèå

x+ y = y + x, (x+ y) + z = x+ (y + z)

è óìíîæåíèå âåêòîðà íà ÷èñëî:

(α + β)x = αx+ βx, α(x+ y) = αx+ αy, (αβ)x = α(βx).

Êðîìå ýòîãî ñóùåñòâóåò âûäåëåííûé íóëåâîé âåêòîð 0, òàêîé, ÷òî äëÿ
ëþáîãî âåêòîðà x+0 = x è óìíîæåíèå âåêòîðà íà 1 åãî íå ìåíÿåò 1x = x.
Âåêòîð n-ìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

ñòîëáèêà èç n ÷èñåë x = (x1 x2 ...xn)
T . Â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå ìîæ-

íî ââåñòè n áàçèñíûõ âåêòîðîâ e1, ..., en ïî êîòîðûì ðàçëîæèòü ëþáîé
âåêòîð (ck � ÷èñëà):

x = c1e1 + c2e2 + ...+ cnen.

Äëÿ n = 3 ìîæíî âûáðàòü e1 = (1, 0, 0)T , e2 = (0, 1, 0)T , e3 = (0, 0, 1)T .
Ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè îïåðàòîðàìè (êàæäîìó âåêòîðó ñòàâÿò

â ñîîòâåòñòâèå äðóãîé âåêòîð y = Tx). Ëèíåéíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî:

T(x+ y) = Tx+Ty, T(αx) = αTx.

Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íà êîòîðîå äåéñòâóþò ìàòðèöû ïðèâîäèìîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ ðàçáèâàþòñÿ íà êëàññû L1, L2, L3, ... ÷èñëî êîòîðûõ ðàâíî
÷èñëó áëîêîâ íà äèàãîíàëè ìàòðèö. Âíóòðè êàæäîãî êëàññà ïðîèñõîäÿò
íåçàâèñèìûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäìíîæåñòâà êîìïîíåíò ýòèõ âåêòîðîâ íà
êîòîðûå �äåéñòâóåò� äàííûé áëîê ìàòðèöû. Òàê, â ïðèìåðå ñ D3 ïðåä-
ñòàâëåíèå 3x3 ñëåäóþùèì îáðàçîì äåéñòâóåò íà âåêòîðû:a11 a12 0

a21 a22 0
0 0 b1

 ·
α1

α2

β1

 =

a11α1 + a12α2

a21α1 + a22α2

b1β1

 .

Â ñëó÷àå ïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî è áàçèñ
ðàñùåïëÿþòñÿ íà âåêòîðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè.
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• Ýðìèòîâûì ñîïðÿæåíèåì (T+)ij ìàòðèöû (T)ij íàçûâàåòñÿ å¼ òðàíñ-
ïîíèðîâàíèå è êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå: (T+)ij = T ∗ji. Äëÿ ýðìèòîâîãî
ñîïðÿæåíèÿ, êàê è äëÿ òðàíñïîíèðîâàíèÿ ìàòðèö, ñïðàâåäëèâî òîæäå-
ñòâî (AB)+ = B+A+. Óíèòàðíîé íàçûâàþò ìàòðèöó U, êîòîðàÿ îáðàò-
íà ñâîåìó ýðìèòîâîìó ñîïðÿæåíèþ:

U+U = UU+ = 1.

Äëÿ âñåõ êîíå÷íûõ ãðóïï è ìíîãèõ âàæíûõ êëàññîâ áåñêîíå÷íûõ ãðóïï
ìàòðèöû ïðåäñòàâëåíèÿ ìîæíî âûáðàòü óíèòàðíûìè. Ýòî óòâåðæäåíèå
íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé Ìàøêå. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü T(g) íå ÿâëÿþòñÿ
óíèòàðíûìè. Âûáåðåì S ñëåäóþùèì îáðàçîì:

S =
[∑

k

T+(gk)T(gk)
]1/2

,

ãäå ïðîâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå ïî âñåì ýëåìåíòàì ãðóïïû, à êîðåíü ïîíè-
ìàåòñÿ êàê ìàòðèöà, êâàäðàò êîòîðîé äà¼ò ïîäêîðåííóþ ìàòðèöó. Äëÿ
ëþáîé ìàòðèöû T(gi) ïðåäñòàâëåíèÿ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

T+(gi)S
2T(gi) =

∑
k

T+(gi)T
+(gk)T(gk)T(gi) =

∑
k

T+(gkgi)T(gkgi) = S2,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî T+(gi)T
+(gk) = (T(gk)T(gi))

+ = T+(gkgi), à ïðîèçâåäå-
íèå gkgi ïðîáåãàåò ïî îäíîìó ðàçó âñå ýëåìåíòû ãðóïïû (ñòð. 349), òåì
ñàìûì ñíîâà äàâàÿ ìàòðèöó S. Óìíîæàÿ îáå ñòîðîíû ýòîãî ðàâåíñòâà
ñëåâà è ñïðàâà íà S−1, ïîëó÷àåì óñëîâèå óíèòàðíîñòè:

1 = S−1T+(gi)S
2T(gi)S

−1 =
[
STS−1

]+
STS−1,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî ìàòðèöà S ïî å¼ ïîñòðîåíèþ ýðìèòîâà, ò.å. S+ = S. �
• Â òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé âàæíóþ ðîëü èãðàåò ëåììà Øóðà (lH60):

Ìàòðèöà I êîììóòèðóþùàÿ ñî âñåìè ìàòðèöàìè T(g) íåïðèâî-
äèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà åäèíè÷íîé: I = λ1.

Âûïîëíÿåòñÿ òàêæå âòîðàÿ ëåììà Øóðà. Ïóñòü T(g) íåïðèâîäèìîå
ïðåäñòàâëåíèå ðàçìåðíîñòè n, à R(g) äðóãîå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëå-
íèå ðàçìåðíîñòè m. Òîãäà, åñëè íåêîòîðàÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ ìàòðèöà Z
ðàçìåðíîñòè nxm óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

T(g)Z = ZR(g) èëè
n∑

ν=1

Tαν(g)Zνβ =
m∑

µ=1

ZαµRµβ(g),

òî ýòà ìàòðèöà Z ìîæåò áûòü òîëüêî íóëåâîé (âñå ýëåìåíòû íóëè).
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• Äëÿ íåïðèâîäèìîãî óíèòàðíîãî n-ìåðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ T(g) ãðóï-
ïû G ðàçìåðíîñòè γ ñïðàâåäëèâî óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè:

γ∑
i=1

Tαβ(gi)Tµν(g
−1
i ) =

γ

n
δανδβµ. (6.4)

Åñëè ïðåäñòàâëåíèå óíèòàðíî, òî T(g−1) = T−1(g) = T+(g), è âòîðîé
ñîìíîæèòåëü ïîä çíàêîì ñóììû ìîæíî çàïèñàòü Tµν(g

−1
i ) 7→ T ∗νµ(gi). Äëÿ

äîêàçàòåëüñòâà (6.4) îïðåäåëèì ìàòðèöó nxn:

M =

γ∑
i=1

T(gi)XT(g−1i ),

ãäåX � ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà è ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì γ ýëåìåí-
òàì ãðóïïû. Ìàòðèöà M êîììóòèðóåò ñ ëþáîé ìàòðèöåé ïðåäñòàâëåíèÿ
(lH61). Ïîýòîìó, â ñèëó ëåììû Øóðà: M = λ1. Ïîëîæèì âñå ýëåìåíòû
ìàòðèöû X íóëþ, çà èñêëþ÷åíèåì ôèêñèðîâàííîãî ýëåìåíòà Xα0β0

= 1.
Çàïèøåì ñîîòíîøåíèå M = λ1 â èíäåêñíûõ îáîçíà÷åíèÿõ:

Mαβ =

γ∑
i=1

Tαµ(gi)XµνTνβ(g
−1
i ) =

γ∑
i=1

Tαα0
(gi)Tβ0β(g

−1
i ) = λ δαβ. (6.5)

Ïîëîæèì α = β è ïðîñóììèðóåì ïî âñåì n çíà÷åíèåì èíäåêñà α:

γ∑
i=1

Tαα0
(gi)Tβ0α(g

−1
i ) =

γ∑
i=1

[T(g−1i gi)]β0α0
= γδα0β0

,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî g−1i gi = e, ïîýòîìó ïîä ñóììîé ñòîèò γ åäèíè÷íûõ ìàò-
ðèö. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ïðàâîé ÷àñòè (6.5) ïðè ñóììèðîâàíèè ïî α = β
ïîëó÷èòñÿ nλ. Ïîýòîìó äëÿ ôèêñèðîâàííûõ èíäåêñîâ α0 è β0 èìååì
λ = (γ/n)δα0β0

, ÷òî è äàåò 6.4. �
Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ ñòîèò ïðîâåðèòü óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè íà

íåïðèâîäèìîì ïðåäñòàâëåíèè ðàçìåðíîñòè 2 äëÿ ãðóïïû D3 (ñòð. 367).

Åñëè èíäåêñàìè p è q ïîìåòèòü ðàçëè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ, òî ñïðàâåä-
ëèâî òàêæå áîëåå îáùåå ñâîéñòâî îðòîãîíàëüíîñòè:

γ∑
i=1

T
(p)
αβ (gi)T

(q)
µν (g

−1
i ) =

γ

np
δpq δανδβµ, (6.6)

ãäå np � ðàçìåðíîñòü p-òîãî ïðåäñòàâëåíèÿ T(p)(g) (ìàòðèöû np xnp).
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà, â ìàòðèöåM ïîä ñóììîé ïèøåì T(p)(gi)XT(q)(g−1).
Òîãäà T(p)M = MT(q), îòêóäà â ñèëó âòîðîé ëåììû Øóðà M = 0.
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• Ñëåä ìàòðèö (ñóììà äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ) èíâàðèàíòåí îòíîñè-
òåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ T′ = STS−1:

T′ii = (STS−1)ii = SijTjkS
−1
ki = S−1ki SijTjk = δkjTjk = Tkk.

Ïîýòîìó âñå ýêâèâàëåíòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ èìåþò îäèíàêîâûé ñëåä, êî-
òîðûé äëÿ ìàòðèöû T(ga) îáîçíà÷àåòñÿ êàê χ(ga). Íàáîð ÷èñåë

χ(g1), χ(g2), ..., χ(gγ),

äëÿ âñåõ γ ýëåìåíòîâ ãðóïïû íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðîì ïðåäñòàâëåíèÿ.
Òàê êàê åäèíè÷íîìó ýëåìåíòó ñîîòâåòñòâóåò åäèíè÷íàÿ ìàòðèöû, äëÿ
ïðåäñòàâëåíèÿ ðàçìåðíîñòè n èìååì χ(e) = n.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç χ(p)(ga) õàðàêòåð ìàòðèöû p�òîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ

ýëåìåíòà ãðóïïû ga. Èñïîëüçóÿ (6.6) äëÿ óíèòàðíûõ ìàòðèö ïðåäñòàâëå-
íèÿ íåñëîæíî ïîëó÷èòü óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè äëÿ õàðàêòåðîâ:

γ∑
i=1

χ(p)(gi)χ
∗(q)(gi) = γ δpq. (6.7)

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè (ñòð. 362) ýëåìåíòû îäíîãî
êëàññà èìåþò îäèíàêîâûé ñëåä χ(ga). Ïóñòü ó ãðóïïû åñòü k êëàññîâ
ñîäåðæàùèõ ïî ki ýëåìåíòîâ. Òîãäà îðòîãîíàëüíîñòü õàðàêòåðîâ (6.7)
çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

k∑
i=1

kiχ
(p)(gi)χ

∗(q)(gi) = γ δpq. (6.8)

Ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè
âåêòîðîâ

√
ki/γ χ

(p)(gi), èìåþùèõ k êîìïîíåíò. Òàêèì îáðàçîì, õàðàêòåð
êàæäîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ áàçèñíûì âåêòîðîì â k-ìåðíîì êîì-
ïëåêñíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå. Â ðåçóëüòàòå îêàçûâàåòñÿ ñïðàâåäëè-
âîé òåîðåìà:

×èñëî íåýêâèâàëåíòíûõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû G
ðàâíî ÷èñëó å¼ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè.

Ãðóïïà D3 ñîäåðæèò 3 êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè {e}, {a, a2}, {b, c, d}. Ïî-
ýòîìó îíà èìååò 3 íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèÿ. Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ
ìàòðèö 2x2 õàðàêòåðû ðàâíû:

χ(1)(e) = 1, χ(1)(a) = −1, χ(1)(b) = 0.

Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñëàìè {1,−1}: χ(2)(e) = χ(2)(a) = 1, χ(2)(b) = −1
è ïðåäñòàâëåíèå â âèäå îäíîãî ÷èñëà {1}: χ(3)(e) = χ(3)(a) = χ(3)(b) = 1.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî k1 = 1, k2 = 2 è k3 = 3 íåñëîæíî ïðîâåðèòü óñëîâèå
îðòîãîíàëüíîñòè õàðàêòåðîâ (6.8).
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• Ïóñòü ïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå T(g) ñîäåðæèò a1 ðàç íåïðèâîäè-
ìîå ïðåäñòàâëåíèå T(1)(g) (ò.å. ïðèñóòñòâóåò a1 äèàãîíàëüíûõ áëîêîâ òà-
êîãî âèäà). Êðîìå ýòîãî îíî ñîäåðæèò a2 ðàç ïðåäñòàâëåíèå T

(2)(g) è ò.ä.
Áåðÿ ñëåä îò òàêîé ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâóþùåé ýëåìåíòó gi, ïîëó÷àåì:

χ(gi) =
∑
p

ap χ
(p)(gi), (6.9)

ãäå ap � öåëûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. ×òîáû íàéòè êîýôôèöèåíòû ap,
óìíîæèì ýòî ñîîòíîøåíèå íà kiχ

∗(q)(gi) è ïðîñóììèðóåì ïî i:

k∑
i=1

χ(gi)kiχ
∗(q)(gi) =

∑
p

ap

k∑
i=1

χ(p)(gi)kiχ
∗(q)(gi) =

∑
p

ap γδpq = γaq,

ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü óñëîâèåì îðòîãîíàëüíîñòè (6.8). Òàêèì îáðàçîì:

ap =
1

γ

k∑
i=1

χ(gi)kiχ
∗(p)(gi). (6.10)

Çíàÿ ap ìû çíàåì, ñêîëüêî ðàç íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå T(q)(g) ñî-
äåðæèòñÿ â ïðèâîäèìîì ïðåäñòàâëåíèè T(g). Åñëè äâà ïðåäñòàâëåíèÿ
èìåþò îäèíàêîâûé íàáîð õàðàêòåðîâ, òî äëÿ íèõ êîýôôèöèåíòû ap îäè-
íàêîâû è ñëåäîâàòåëüíî ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ ýêâèâàëåíòû.
Óìíîæèì òåïåðü (6.9) íà kiχ

∗(gi) è ïðîñóììèðóåì ïî êëàññàì ýêâèâà-
ëåíòíîñòè (ñóììà ïî i):

k∑
i=1

ki|χ(gi)|2 =
∑
p,q

apaq

k∑
i=1

kiχ
∗(q)(gi)χ

(p)(gi) = γ
∑
p

a2p,

ãäå â ïåðâîì ðàâåíñòâå äëÿ χ∗(gi) ïîäñòàâëåíî (6.9). Â íåïðèâîäèìîì
ïðåäñòàâëåíèè âñå ap = 0 çà èñêëþ÷åíèåì îäíîãî, ðàâíîãî 1 (ò.å. ìàòðèöà
íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ 1 ðàç ñîäåðæèòñÿ �ñàìà â ñåáå�). Ïîýòîìó
ìû ïðèõîäèì ê êðèòåðèþ íåïðèâîäèìîñòè:

k∑
i=1

ki|χ(gi)|2 = γ. (6.11)

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûÿñíèòü íåïðèâîäèìîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ íåîá-
õîäèìî íàéòè k êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè, ÷èñëî ki ýëåìåíòîâ â íèõ è
âû÷èñëèòü õàðàêòåðû ìàòðèö ïðåäñòàâëåíèÿ (íà ñàìîì äåëå ìîæíî íå
èñêàòü êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè, à ïðîñòî ñëîæèòü êâàäðàòû ñëåäîâ âñåõ
ìàòðèö). Åñëè ñóììà (6.11) ðàâíà ïîðÿäêó ãðóïïû γ, çíà÷èò ïðåäñòàâëå-
íèå íåïðèâîäèìî. Òàê, äëÿ ìàòðèö 2x2 ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû D3 ñóììà
êâàäðàòîâ ñëåäîâ ðàâíà: 22+(−1)2+12+02+02+02 = 6, ñëåäîâàòåëüíî
ýòî ïðåäñòàâëåíèå íåïðèâîäèìî (â ãðóïïå 6 ýëåìåíòîâ).
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6.6 Ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

• Ïðè îïèñàíèè ñèììåòðèé ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè âàæíóþ ðîëü èã-
ðàþò áåñêîíå÷íûå íåïðåðûâíûå ãðóïïû, ýëåìåíòû êîòîðûõ íóìåðóþò-
ñÿ îäíèì èëè íåñêîëüêèìè íåïðåðûâíûìè ïàðàìåòðàìè. Òàêèå ãðóïïû
íàçûâàþòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèìè èëè ãðóïïàìè Ëè. Âàæíûì ïîäìíîæå-
ñòâîì ýòèõ ãðóïï ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ.
Ðàññìîòðèì âåêòîð n âåëè÷èí x = (x1, ..., xn), êîòîðûå áóäåì íàçû-

âàòü êîîðäèíàòàìè, è íàáîð s ïàðàìåòðîâ a = (a1, ..., as), îïðåäåëÿþùèõ
ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå, êîòîðîå ìû çàïèøåì â ìàòðè÷íîì âèäå:

x′ = T(a) · x èëè x′i = Tij(a)xj.

Ïî ïîâòîðÿþùåìóñÿ èíäåêñó j ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóììèðîâàíèå îò 1 äî n,
çíàê êîòîðîãî íå ïðèâîäèòñÿ. Äëÿ íóìåðàöèè ïàðàìåòðîâ ìû èñïîëüçó-
åì âåðõíèå èíäåêñû, à äëÿ êîîðäèíàò � íèæíèå. Ïðèìåðîì ïîäîáíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé ÿâëÿþòñÿ 2-ìåðíûå ïîâîðîòû íà óãîë a (ñòð. 124):

x′︷ ︸︸ ︷(
x′

y′

)
=

T(a)︷ ︸︸ ︷(
cos a sin a
− sin a cos a

) x︷︸︸︷(
x
y

)
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàòðè÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñíîâà ÿâëÿåòñÿ ìàò-

ðè÷íûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Íàïðèìåð, åñëè îò êîîðäèíàò x ìû ïåðåõîäèì
ê x′, à çàòåì ê x′′, ýòî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå îäíîé ìàòðèöû:

x′ = T1 x, x′′ = T2 x
′, => x′′ = T3 x = (T2T1)x.

Åñëè âåêòîð x ïðåäñòàâëåí â âèäå ñòîëáèêà, òî ìàòðèöà íà íåãî äåéñòâó-
åò ñëåâà íàïðàâî. Ïîýòîìó â êîìïîçèöèè ïðåîáðàçîâàíèé T2T1 êðàéíÿÿ
ñïðàâà ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì ïðåîáðàçîâàíèåì, à êðàéíÿÿ ñëåâà �
ïîñëåäíèì (ïîðÿäîê ìàòðèö îáðàòíûé ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîðÿäêîì ïðåîá-
ðàçîâàíèé è óìíîæåíèåì ýëåìåíòîâ àáñòðàêòíûõ ãðóïï).
Ïî îïðåäåëåíèþ, ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå îáëàäàåò àññîöèàòèâíîñòüþ.

Ãðóïïîâîå ïðåîáðàçîâàíèå çàìêíóòî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè T(a) è T(b)
äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿ (êîìïîçèöèÿ) ñ ïàðàìåòðàìè a è
b, òî èõ ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå T(c) = T(b)T(a) òàêæå áóäåò ïðåîáðàçî-
âàíèåì ñ ïàðàìåòðîì c. Åäèíèöå ãðóïïû ñîîòâåòñòâóåò åäèíè÷íàÿ ìàòðè-
öà 1 ñ åäèíèöàìè íà äèàãîíàëè è íóëÿìè äëÿ äðóãèõ ýëåìåíòîâ. Êðîìå
ýòîãî ìû òðåáóåì, ÷òîáû ìàòðèöû áûëè íåñèíãóëÿðíûìè (detT ̸= 0)
è êàæäàÿ èç íèõ èìåëà îáðàòíóþ. Çàìåòèì, ÷òî ïîäõîäÿùèì âûáîðîì
ñïîñîáà ïàðàìåòðèçàöèè âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ ÷òîáû çíà÷åíèå a = 0
ñîîòâåòñòâîâàëî åäèíè÷íîìó ïðåîáðàçîâàíèþ: T(0) = 1.
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È òàê, ìíîæåñòâî íåñèíãóëÿðíûõ ìàòðèö äàííîé ðàçìåðíîñòè nxn îá-
ðàçóþò ãðóïïó. Åñëè êîýôôèöèåíòû ìàòðèö ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíûìè
÷èñëàìè, òî òàêàÿ ãðóïïà îáîçíà÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: GL(n,C).
Ïîäãðóïïîé ýòîé ãðóïïû áóäåò ìíîæåñòâî ìàòðèö ñ äåéñòâèòåëüíûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè: GL(n,R). Áóêâû â íàçâàíèè èìåþò ñëåäóþùèé ñìûñë:
G � group, L � linear, C � complex, R � real.

Îáû÷íî íà ìàòðèöû íàêëàäûâàþòñÿ òå èëè èíûå óñëîâèÿ, ÷òî ñóæàåò
èõ ìíîæåñòâî. Åñëè âíóòðè ýòîãî ìíîæåñòâà âûïîëíÿþòñÿ ãðóïïîâûå
àêñèîìû, òî ñíîâà ïîëó÷àåòñÿ íåêîòîðàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû GL(n,C).

Ãðóïïà U(n) (óíèòàðíàÿ ãðóïïà) � ýòî ìíîæåñòâî óíèòàðíûõ ìàòðèö
nxn, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå:

U+U = 1,

ãäå U+ � ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå (òðàíñïîíèðîâàíèå ìàòðèöû è âçÿòèå
êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ: U+

ij = U ∗ji). Ñòîèò ïðîâåðèòü (lH62), ÷òî
óíèòàðíûå ìàòðèöû îáðàçóþò ãðóïïó. Ýòà ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé ñî-
õðàíÿåò íîðìó âåêòîðà: åñëè x′ = Ux òî |x|2 = |x′|2, ãäå |x|2 = x+x.
Òàê êàê îïðåäåëèòåëü ïðè òðàíñïîíèðîâàíèè íå ìåíÿåòñÿ, à îïðåäåëè-
òåëü ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ èõ îïðåäåëèòåëåé, òî
det(U+U) = | detU|2 = 1 èëè detU = eıα.

Ãðóïïà SU(n) (ñïåöèàëüíàÿ óíèòàðíàÿ ãðóïïà) � ïîäãðóïïà âñåõ
óíèòàðíûõ ìàòðèö, èìåþùèõ åäèíè÷íûé îïðåäåëèòåëü:

U+U = 1, detU = 1.

Ãðóïïà O(n) (îðòîãîíàëüíàÿ ãðóïïà) � ýòî ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ
îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö nxn, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå:

OT O = 1.

Îíà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì (ïîäãðóïïîé) óíèòàðíîé ãðóïïû. Îðòî-
ãîíàëüíûå ìàòðèöû ñîõðàíÿþò äëèíó âåêòîðà xTx íà êîòîðûé îíè äåé-
ñòâóþò. Äëÿ îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö (detO)2 = 1 èëè detO = ±1.
Ãðóïïà SO(n) (ñïåöèàëüíàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ãðóïïà) � ïîäãðóïïà âñåõ

îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö, ñ åäèíè÷íûì îïðåäåëèòåëåì:

OT O = 1, detO = 1.

Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöû ñ detO = 1 îáðàçóþò ãðóïïó, òîãäà êàê ìíî-
æåñòâî ìàòðèö ñ detO = −1 ãðóïïîé íå ÿâëÿþòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, èõ
ïðîèçâåäåíèå áóäåò äàâàòü ìàòðèöó ñ åäèíè÷íûì îïðåäåëèòåëåì è ñëå-
äîâàòåëüíî íå ñîõðàíÿåò ñâîéñòâà detO = −1.



376 ÃËÀÂÀ 6.

• Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíûå ìàòðè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ T(a), T(b)
ñíîâà ïðèâîäÿò ê ïðåîáðàçîâàíèþ, òî ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ,
ïðè ïîìîùè êîòîðîé ìîæíî ïîëó÷èòü çíà÷åíèÿ èòîãîâûõ ïàðàìåòðîâ:

T(c) = T(b)T(a), c = ϕ(b, a).

Òàêàÿ ôóíêöèÿ êîìïîçèöèè c = ϕ(b, a) (ñíà÷àëà íà a, çàòåì íà b) óäî-
âëåòâîðÿåò íåêîòîðûì ôóíêöèîíàëüíûì óðàâíåíèÿì. Òàê, èç àññîöèà-
òèâíîñòè (Tc ·Tb) ·Ta = Tc · (Tb ·Ta) ñëåäóåò:

ϕ(ϕ(c,b), a) = ϕ(c, ϕ(b, a)). (6.12)

Åäèíè÷íîå (ïðè a = 0) ïðåîáðàçîâàíèå äà¼ò:

ϕ(a,0) = ϕ(0, a) = a. (6.13)

Âàæíóþ ðîëü èãðàåò ïîâåäåíèå ôóíêöèè ϕ(b, a) â îêðåñòíîñòè åäè-
íè÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (íóëåâîãî ïàðàìåòðà a). Ðàçëîæèì ϕ(b, a) â ðÿä
Òåéëîðà (ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ñóììèðîâàíèå îò 1 äî s):

ck = ϕk(b, a) = bk + ak + ϕ k
ij b

i aj + F k
ij b

i bj +G k
ij a

i aj + ...,

ãäå âåðõíèé èíäåêñ ÿâëÿåòñÿ íå ñòåïåíüþ, à íîìåðîì ïàðàìåòðà. Äëÿ
ïåðâûõ äâóõ ñëàãàåìûõ ðàçëîæåíèÿ ñðàçó ó÷òåíî óñëîâèå (6.13). Ñîõðà-
íÿÿ ïîðÿäîê ìàëîñòè, ïîäñòàâèì ýòî ðàçëîæåíèå â óðàâíåíèå àññîöèàòèâ-
íîñòè (6.12). ×òîáû íå ïîãðÿçíóòü â èíäåêñàõ îïóñòèì èõ, ïðåäñòàâèâ âñ¼
â �ìàòðè÷íîé� ôîðìå, è, ñîõðàíÿÿ âòîðîé ïîðÿäîê ìàëîñòè, ïîëó÷èì:

ϕ(c+ b+ cΦb+ cFc+ bGb, a) = ϕ(c, b+ a+ bΦa+ bFb+ aGa),

èëè åù¼ ðàç ðàñêëàäûâàÿ ôóíêöèþ:

(c+ b+ cΦ b+ cFc+ bGb) + a+ (c+ b) Φ a+ (c+ b)F (c+ b) + aGa

= c+ (b+ a+ bΦa+ bFb+ aGa) + cΦ(b+ a) + cFc+ (b+ a)G (b+ a).

×ëåíû ëèíåéíûå ïî ïàðàìåòðàì, è ïðîïîðöèîíàëüíûå Φ = ϕkij óñïåøíî
ñîêðàùàþòñÿ, ÷åãî íåëüçÿ ñêàçàòü î ÷ëåíàõ ñ F è G. Ïîýòîìó óñëîâèå
àññîöèàòèâíîñòè ïðè ëþáûõ a, b è c âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî ïðè F k

ij = 0,
G k

ij = 0, è, ñëåäîâàòåëüíî, â îêðåñòíîñòè íóëÿ:

ϕk(b, a) ≈ bk + ak + ϕ k
ij b

i aj. (6.14)

Àíòèñèììåòðè÷íûå ïî íèæíèì èíäåêñàì êîýôôèöèåíòû:

c kij = ϕ k
ij − ϕ k

ji (6.15)

íàçûâàþò ñòðóêòóðíûìè êîíñòàíòàìè. Îíè èãðàþò ôóíäàìåíòàëü-
íóþ ðîëü â òåîðèè ãðóïï Ëè.
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• Ðàçëîæèì ìàòðèöó T(a) â îêðåñòíîñòè åäèíè÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ:

T(a) = 1+ aiXi + ai aj Yij + ...,

ãäå ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïðîâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå. Îáðàòèì
âíèìàíèå, ÷òî íèæíèå èíäåêñû ó ìàòðèö Xi, Yij � ýòî èõ íîìåðà, à
íå ýëåìåíòû ìàòðèö! Äëÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî a íàì íåîáõîäèìî
s ìàòðèö Xi, ãäå s � ÷èñëî ïàðàìåòðîâ. Äëÿ ñëåäóþùåãî ÷ëåíà ðàçëî-
æåíèÿ òðåáóåòñÿ óæå s2 ìàòðèö Yij, îäíàêî áëàãîäàðÿ ñèììåòðè÷íîìó
òåíçîðó aiaj, íà ñàìîì äåëå ýòèõ ìàòðèö s(s + 1)/2, òàê êàê Yij = Yji.
Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äâóõ ïðåîáðàçîâàíèé èìååì:

T(b)T(a) = (1+ biXi + bi bj Yij + ...)(1+ apXp + ap aq Ypq + ...).

Ïåðåìíîæèì ñêîáêè ñ ñîõðàíåíèåì ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî ai è bi:

T(b)T(a) = 1+ (bi + ai)Xi + biaj XiXj + (bi bj + ai aj)Yij + ...

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðåçóëüòàò óìíîæåíèÿ T(b)T(a) ðàâåí T(ϕ(b, a)), ïî-
ýòîìó, ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèå (6.14), èìååì:

T(b)T(a) = 1+(bk+ak+ϕkij b
iaj+ ....)Xk+(bi+ai+ ...) (bj+aj+ ...)Yij+ ...

Ñðàâíèâàÿ T(b)T(a), ïîëó÷åííûå äâóìÿ ñïîñîáàìè íàõîäèì (lH63):

XiXj = ϕkij Xk + 2Yij.

Çàïèøåì ýòî æå óðàâíåíèå ñ ïåðåñòàâëåííûìè èíäåêñàìè i, j, è âû÷òåì
åãî èç èñõîäíîãî. Òàê êàê ìàòðèöû Yij ïî i è j ñèììåòðè÷íû, òî:

[Xi,Xj] = ckij Xk, (6.16)

ãäå ckij = ϕkij − ϕkji - ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû, è êâàäðàòíûå ñêîáêè ÿâëÿ-
þòñÿ êîììóòàòîðîì ìàòðèö: [A,B] = AB−BA.

ÌàòðèöûX1,...,Xs íàçûâàþò ãåíåðàòîðàìè ãðóïïû, à ñèñòåìó ìàòðè÷-
íûõ óðàâíåíèé (6.16) � àëãåáðîé Ëè. Ñëîâî àëãåáðà ïðîèñõîäèò èç òîãî,
÷òî îïåðàöèÿ êîììóòèðîâàíèÿ äâóì ìàòðèöàì [A,B] ñòàâèò â ñîîòâåò-
ñòâèå òðåòüþ. Ýòà òðåòüÿ ìàòðèöà äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêèõ ãðóïï âñåãäà
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ãåíåðàòîðîâ ñ ìíîæèòåëÿìè ðàâíûìè
ñòðóêòóðíûì êîíñòàíòàì.

Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ çàïèñàòü ãåíåðàòîð îäíîïàðà-
ìåòðè÷åñêîé ãðóïïû SO(2) ïîâîðîòîâ â ïëîñêîñòè (ñòð. 374) è íàéòè
ðåçóëüòàò áåñêîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ
áåñêîíå÷íî ìàëîìó ïàðàìåòðó (lH64).
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• Èíîãäà ïðè âû÷èñëåíèè êîììóòàòîðîâ óäîáíî èñïîëüçîâàòü íå ìàò-
ðèöû, à äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû. Ââåäåì èíôèíèòåçèìàëüíûå îïå-
ðàòîðû ñâÿçàííûå ñ ìàòðè÷íûìè ãåíåðàòîðàìè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

X̂i = −(Xi)αβ xβ ∂α, (6.17)

ãäå (Xi)αβ � ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû i-òîãî ãåíåðàòîðà, à ∂α = ∂/∂xα �
÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ. Åñëè ïðåîáðàçîâàíèå çàïèñàòü â âèäå

x′α = fα(x, a) = Tαβ(a)xβ ≈ (1+ aiXi)αβxβ,

òî îïåðàòîð âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè ïðåîáðàçîâàíèÿ â
îêðåñòíîñòè åäèíè÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ uαi(x) = ∂fα(x,0)/∂a

i = (Xi)αβxβ
ñëåäóþùèì îáðàçîì: X̂i = −uαi(x)∂α.
Äëÿ îïåðàòîðîâ, êàê è äëÿ ìàòðèö, ìîæíî çàïèñûâàòü êîììóòàöèîí-

íûå ñîîòíîøåíèÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ëþáîå îïåðàòîðíîå âûðàæåíèå
äåéñòâóåò íà íåêîòîðóþ ôóíêöèþ êîîðäèíàò F = F (x), ïîýòîìó:

[X̂i, X̂j]F = (X̂iX̂j − X̂jX̂i)F.

Óáåäèìñÿ, ÷òî îïåðàòîðíàÿ àëãåáðà èìååò òàêèå æå ñòðóêòóðíûå êîí-
ñòàíòû, ÷òî è ìàòðè÷íàÿ. Ïîäñòàâëÿÿ â êîììóòàòîð ñîîòíîøåíèå (6.17)
è âûíîñÿ íå çàâèñÿùèå îò êîîðäèíàò êîýôôèöèåíòû, èìååì:

[X̂i, X̂j]F = (Xi)αβ (Xj)µν xβ ∂α(xν ∂µF )− (Xj)µν (Xi)αβ xν ∂µ(xβ ∂αF ).

Ïðîèçâîäíûå äåéñòâóþò íà âñ¼, ÷òî ñòîèò ñïðàâà, ïîýòîìó, íàïðèìåð,
äëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî, âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîäíóþ ïðîèçâåäåíèÿ, èìååì:

∂α(xν ∂µF ) = δνα ∂µF + xν∂α∂µF, ãäå ∂αxν =
∂xν
∂xα

= δνα,

� ñèìâîë Êðîíåêåðà (÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî ðàçëè÷íûì êîîðäèíàòàì
ðàâíà íóëþ: ∂x1/∂x2 = 0, à ïî ñîâïàäàþùèì åäèíèöå: ∂x2/∂x2 = 1).
Àíàëîãè÷íî áåðåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ ïðîèçâåäåíèÿ äëÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî.
×ëåíû ñî âòîðûìè ïðîèçâîäíûìè ñîêðàùàþòñÿ, ïîýòîìó:

[X̂i, X̂j]F = (Xj)µα (Xi)αβ xβ ∂µF − (Xi)αβ (Xj)βν xν ∂αF,

ãäå ïåðåñòàâëåíû ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû è ïðîâåäåíà ñâ¼ðòêà ñ ñèìâîëàìè
Êðîíåêåðà. Ïåðåèìåíîâûâàÿ èíäåêñû, ïîëó÷àåì:

[X̂i, X̂j]F = −[Xi,Xj]µβ xβ ∂µF = −ckij(Xk)µβ xβ ∂µF = ckijX̂k F.

Òàêèì îáðàçîì, êîììóòàòîð îïåðàòîðîâ èíôèíèòåçèìàëüíûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé, ðàâåí ñâåðòêå îïåðàòîðîâ ñî ñòðóêòóðíûìè êîíñòàíòàìè:

[X̂i, X̂j] = ckij X̂k,

ãäå îïóùåíà ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ F .
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• Êîììóòàòîð ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê áèíàðíóþ ôóíêöèþ (çàâè-
ñÿùóþ îò äâóõ ìàòðèö), êîòîðàÿ äàåò íîâóþ ìàòðèöó. Åñëè ìàòðèöû
ïåðåñòàíîâî÷íû AB = BA, òî ãîâîðÿò, ÷òî îíè êîììóòèðóþò. Äëÿ
òàêèõ ìàòðèö êîììóòàòîð ðàâåí íóëþ (íóëåâîé ìàòðèöå).
Íåïîñðåäñòâåííî èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå êîììóòàòîðà, íåñëîæíî ïðî-

âåðèòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ ìàòðèö îí àíòèñèììåòðè÷åí è ëèíååí (lH65):

[A,B] = −[B,A], [A,B+C] = [A,B] + [A,C]. (6.18)

Êðîìå ýòîãî, äëÿ ëþáûõ òð¼õ ìàòðèö A,B è C ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà
�ïðîèçâåäåíèÿ� (lH66):

[A,BC] = [A,B]C+B [A,C]. (6.19)

Íàêîíåö, äëÿ ïðîèçâîëüíûõ òðåõ ìàòðèö âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî ßêî-
áè äëÿ �âëîæåííûõ� êîììóòàòîðîâ (lH67):

[C, [A,B]] + [A, [B,C]] + [B, [C,A]] = 0.

Ïîäñòàâëÿÿ â òîæäåñòâî ßêîáè A = Xi, B = Xj, C = Xk è äâàæäû
ïðèìåíÿÿ àëãåáðó Ëè (6.16), ìîæíî ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå

cpijc
q
kp + cpjkc

q
ip + cpkic

q
jp = 0, (6.20)

íàçûâàåìîå òîæäåñòâîì ßêîáè äëÿ ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò. Â í¼ì ïðî-
èñõîäèò öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà èíäåêñîâ (i, j, k), à ïî p � ñóììèðîâà-
íèå.

• Â çàêëþ÷åíèå ñäåëàåì çàìå÷àíèå òåõíè÷åñêîãî õàðàêòåðà. Ëèíåéíûå
ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæíî òàêæå çàïèñûâàòü, óìíîæàÿ ñòðîêó êîîðäèíàò
ñïðàâà íà ìàòðèöó:

x′i = xjTji,
(
x′ y′

)
=

(
x y

)(cos a − sin a
sin a cos a

)
.

Â ýòîì ñëó÷àå ïîðÿäîê ïðåîáðàçîâàíèé è óìíîæåíèé ìàòðèö áóäåò ñîâ-
ïàäàòü T(a)T(b) = T(ϕ(a,b)) (ñíà÷àëà a, çàòåì b). Ïðè òàêîé çàïèñè
ìàòðèöû (è ñîîòâåòñòâåííî) ãåíåðàòîðû áóäóò òðàíñïîíèðîâàííûìè ïî
ñðàâíåíèþ ñ ïðèíÿòûì âûøå (x′ = Tx => x′T = xTTT ). Ïðè òðàíñïî-
íèðîâàíèè ìàòðèöû ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè, è çíàê êîììóòàòîðà èçìåíÿåòñÿ
[Xi,Xj]

T = −[XT
i ,X

T
j ]. Åñëè ïî-ïðåæíåìó ϕk(a,b) = ak + bk + ϕkija

ibi,
òî àëãåáðà Ëè îñòàíåòñÿ áåç èçìåíåíèé (ñì.âûâîä íà ñòð. 377). Ïîýòî-
ìó äëÿ òðàíñïîíèðîâàííûõ ãåíåðàòîðîâ ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû áóäóò
èìåòü îáðàòíûé çíàê ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðèíÿòûì â ýòîì ðàçäåëå. Íåñëîæ-
íî òàêæå ïðîâåðèòü, ÷òî ïåðåñòàâëÿþòñÿ èíäåêñû è èñ÷åçàåò ìèíóñ â
îïåðàòîðíîé çàïèñè ãåíåðàòîðà: X̂i = xα(Xi)αβ∂β.
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6.7 Ãðóïïû O(3) è SO(3)

• Ðàññìîòðèì 3-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ êîîðäèíàòàìè x = {x, y, z}.
Ãðóïïîé âðàùåíèÿ O(3) íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå x′ = Rx,
êîòîðîå íå èçìåíÿåò äëèíû ðàäèóñ-âåêòîðà: x2 = xT · x = x2 + y2 + z2

(çíà÷îê T � òðàíñïîíèðîâàíèå):

x′2 = x′Tx′ = (Rx)T Rx = xT RTRx = x2,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî ïðè òðàíñïîíèðîâàíèè ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö èõ ïîðÿäîê
ìåíÿåòñÿ (AB)T = BTAT . ×òîáû êâàäðàò âåêòîðà íå èçìåíèëñÿ x′2 = x2,
äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè:

RTR = 1.

Äðóãèìè ñëîâàìè, îáðàòíàÿ ìàòðèöà ê ìàòðèöå ïîâîðîòà, ÿâëÿåòñÿ ïðî-
ñòî å¼ òðàíñïîíèðîâàíèåì. Íàïîìíèì, ÷òî áóêâà �O� â íàçâàíèè ãðóïïû
îçíà÷àåò îðòîãîíàëüíàÿ, à òðîéêà � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà.
Òàê êàê îïðåäåëèòåëü ïðè òðàíñïîíèðîâàíèè ìàòðèöû íå èçìåíÿåòñÿ,

à îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ èõ îïðåäåëè-
òåëåé, èç óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè ñëåäóåò, ÷òî

(detR)2 = 1.

Ìàòðèöà âðàùåíèÿ âîêðóã îñè z (ñòð. 124) íà óãîë ϕ èìååò åäèíè÷íûé
îïðåäåëèòåëü:

detRz = det

 cosϕ sinϕ 0
− sinϕ cosϕ 0

0 0 1

 = cos2 ϕ+ sin2 ϕ = 1.

Âñå ìàòðèöû âðàùåíèÿ, èìåþùèå åäèíè÷íûé îïðåäåëèòåëü îáðàçóþò
ñïåöèàëüíóþ îðòîãîíàëüíóþ ãðóïïó SO(3). Å¼ òàêæå íàçûâàþò ñîá-
ñòâåííûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè èëè ïðîñòî âðàùåíèÿìè.
Êðîìå âðàùåíèé, äëèíó ðàäèóñ-âåêòîðà îñòàâëÿþò íåèçìåííûìè ïðå-

îáðàçîâàíèÿ èíâåðñèè (èëè îòðàæåíèÿ îñåé): {x, y, z} 7→ {−x,−y,−z}.
Ìàòðèöà ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èìååò âèä:

Ixyz =

−1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 .

Ýòî òîæå îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, íî èìåþùàÿ îïðåäåëèòåëü ðàâíûé ìè-
íóñ åäèíèöå: det Ixyz = −1, ïîýòîìó îíà ïðèíàäëåæèò ê ãðóïïå O(3), íî
íå ïðèíàäëåæèò ê ãðóïïå SO(3).
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Ìàòðèöà Ixyz âìåñòå ñ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé 1 îáðàçóåò äèñêðåòíóþ
àáåëåâó ãðóïïó èç äâóõ ýëåìåíòîâ I = {1, Ixyz}, èçîìîðôíóþ öèêëè÷å-
ñêîé ãðóïïå C2. Ïðè ýòîì ýëåìåíò ãðóïïû Ixyz ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ñà-
ìîìó ñåáå: I2xyz = 1. Òàê êàê ýòà ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ �÷àñòíûì ñëó÷àåì�
ãðóïïû O(3), òî îíà ÿâëÿåòñÿ å¼ ïîäãðóïïîé, ò.å. I ⊂ O(3).
Ìîæíî ðàññìîòðåòü äèñêðåòíóþ àáåëåâó ãðóïïó ðàíãà 4, â êîòîðîé

êðîìå åäèíè÷íîé ìàòðèöû åñòü åù¼ òðè ýëåìåíòà:

Ixy =

−1 0 0
0 −1 0
0 0 1

 , Iyz =

1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 , Ixz =

−1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 .

Îíè îñóùåñòâëÿþò èíâåðñèè ïàð îñåé è èìåþò åäèíè÷íûé äåòåðìèíàíò.
Ýòà ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé íå òîëüêî O(3), íî SO(3), òàê êàê èí-
âåðñèÿ äâóõ îñåé â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå âñåãäà ìîæåò áûòü ðåàëèçî-
âàíà ïîâîðîòîì ñèñòåìû êîîðäèíàò.
Ïîäãðóïïîé ãðóïïû O(3) ÿâëÿåòñÿ òàêæå áîëåå øèðîêàÿ ãðóïïà èí-

âåðñèé, êîãäà îòðàæàåòñÿ îäíà, äâå èëè òðè îñè. Èíâåðñèè îñåé x, y è z
èìåþò ñëåäóþùåå ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå:

Ix =

−1 0 0
0 1 0
0 0 1

 , Iy =

1 0 0
0 −1 0
0 0 1

 , Iz =

1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 .

Ñòîèò ïðîâåðèòü ÷òî äëÿ P = {1, Ix, Iy, Iz, Ixy, Ixz, Iyz, Ixyz} âûïîëíÿ-
åòñÿ àêñèîìà çàìêíóòîñòè, à êàæäûé ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ñàìîìó
ñåáå. Ýòà ãðóïïà âêëþ÷àåò â êà÷åñòâå ïîäãðóïïû ãðóïïó îòðàæåíèÿ âñåõ
òð¼õ îñåé, ÷òî çàïèñûâàåòñÿ â âèäå òàêîé öåïî÷êè: I ⊂ P ⊂ O(3). Ãðóï-
ïà P 8-ãî ïîðÿäêà èçîìîðôíà àáåëåâîé ãðóïïå C2,2,2 (ñòð. 354) ñ òðåìÿ
ïîðîæäàþùèìè ýëåìåíòàìè Ix, Iy è Iz âòîðîãî ïîðÿäêà.
Èíâåðòèðîâàíèå ñðàçó òð¼õ îñåé (èëè îäíîé) ïåðåâîäèò ïðàâóþ ñè-

ñòåìó êîîðäèíàò â ëåâóþ è íàîáîðîò. Ïîñëå òàêîãî èíâåðòèðîâàíèÿ íè
êàêèì ïîâîðîòîì íåëüçÿ âåðíóòüñÿ â èñõîäíîå ñîñòîÿíèå. Òàêèì îáðàçîì,
âñå ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðóïïû O(3) ìîæíî ðàçáèòü íà äâà êëàññà � îáû÷-
íûå âðàùåíèÿ ïðàâîé è ëåâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ýòî çàïèñûâàåòñÿ â
âèäå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ãðóïï âðàùåíèé è èíâåðñèé âñåõ îñåé:

O(3) = SO(3)× I.

Â äàííîì ñëó÷àå ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå îçíà÷àåò, ÷òî ðàññìàòðèâàþòñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ RIxyz èëè R1, ò.å. ïàðû ìàòðèö èç
ãðóïï SO(3) = {R} è I = {1, Ixyz} ìàòðè÷íî ïåðåìíîæàþòñÿ. Òàê êàê
ìàòðèöû I ïðîïîðöèîíàëüíû åäèíè÷íîé, òî (R2I2)(R1I1) = (R2R1)(I2I1).
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• Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ãðóïïó âðàùåíèé SO(3). Ââåä¼ì ìàòðèöó A
íåáîëüøîãî îòêëîíåíèÿ îò åäèíè÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (ïîâîðîò íà ìà-
ëûå óãëû): R = 1 + A + .... Ïðåíåáðåãàÿ âòîðûì ïîðÿäêîì ìàëîñòè,
çàïèøåì óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè:

RTR ≈ (1+AT )(1+A) ≈ 1+AT +A = 1 => AT = −A.

Îïåðàöèÿ òðàíñïîíèðîâàíèÿ ïåðåñòàâëÿåò ìåñòàìè èíäåêñû, ñëåäîâà-
òåëüíî ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ àíòèñèììåòðè÷íîé. Îíà èìååò òðè íåçàâè-
ñèìûõ ýëåìåíòà:

A =

 0 a3 −a2
−a3 0 a1
a2 −a1 0

 . (6.21)

Âåëè÷èíû a = (a1, a2, a3) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìàëûå ïàðàìåòðû
ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ãåíåðàòîðû ãðóïïû R = 1 + A + ... = 1 + aiXi + ...
èìåþò âèä:

X1 =

0 0 0
0 0 1
0 −1 0

 , X2 =

0 0 −1
0 0 0
1 0 0

 , X3 =

 0 1 0
−1 0 0
0 0 0

 . (6.22)

Ïðÿìûì ïåðåìíîæåíèåì ìàòðèö íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî îíè óäîâëå-
òâîðÿþò ñëåäóþùåé àëãåáðå Ëè:

[X1, X2] = −X3, [X3, X1] = −X2, [X2, X3] = −X1. (6.23)

Ïîýòîìó ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû ðàâíû c312 = c231 = c123 = −1. Âòîðîé è
òðåòèé êîììóòàòîðû ïîëó÷àþòñÿ èç ïåðâîãî, â ðåçóëüòàòå öèêëè÷åñêîé
ïåðåñòàíîâêè èíäåêñîâ: {1, 2, 3} 7→ {3, 1, 2} 7→ {2, 3, 1}. Ñòîèò âû÷èñ-
ëèòü (lH68) ýòè êîììóòàòîðû îïåðàòîðíûì ìåòîäîì (ñòð. 378).
Êîììóòàòîðû (6.23) ìîæíî çàïèñàòü èñïîëüçóÿ ñèìâîë Ëåâè-×åâèòû:

[Xi, Xj] = −εijk Xk

(ε123 = 1, ïî k ñóììà). Ìàòðèöà èíâåðñèè òð¼õ îñåé ïðîïîðöèîíàëüíà
åäèíè÷íîé, ïîýòîìó êîììóòèðóåò ñ êàæäûì ãåíåðàòîðîì: [Xi, Ixyz] = 0.
Êðîìå ýòîãî äèàãîíàëüíûìè ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòû ìàòðèö ãåíåðàòîðîâ:

X2
1 =

0 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 , X2
2 =

−1 0 0
0 0 0
0 0 −1

 , X2
3 =

−1 0 0
0 −1 0
0 0 0

 ,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî X3
1 = −X1, è ò.ä. Ñóììà êâàäðàòîâ ãåíåðàòîðîâ

C = X2
1 +X2

2 +X3
3 = −2 · 1 ïðîïîðöèîíàëüíà åäèíè÷íîé ìàòðèöå, à ñëå-

äîâàòåëüíî êîììóòèðóåò ñî âñåìè ãåíåðàòîðàìè: [C,Xi] = 0. Ïîäîáíàÿ
âåëè÷èíà â òåîðèè ãðóïï íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì Êàçèìèðà.
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Ãåíåðàòîðû X1, X2 è X3 ñâÿçàíû ñ áåñêîíå÷íî ìàëûìè ïîâîðîòàìè
âîêðóã îñåé x, y è z. Åñëè îáîçíà÷èòü s1 = sin a1, c1 = cos a1 è ò.ä., òî
ïîâîðîòû âîêðóã òð¼õ îñåé áóäóò èìåòü âèä:

Rx =

1 0 0
0 c1 s1
0 −s1 c1

 , Ry =

c2 0 −s2
0 1 0
s2 0 c2

 , Rz =

 c3 s3 0
−s3 c3 0
0 0 1

 .

Îïðåäåëèòåëè ýòèõ ìàòðèö ðàâíû 1, ïîýòîìó ìû èìååì äåëî ñ ãðóïïîé
SO(3). Ðàçëîæåíèå èõ ïî ïàðàìåòðàì ai ïðèâîäèò ê ãåíåðàòîðàì Xi.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ïîâîðîò â ìàòðèöàõ Rx, Ry, Rz ïðîèñõîäèò ïî
ïðàâîìó âèíòó (øòîïîðó) �âêðó÷èâàþùåìóñÿ� â íàïðàâëåíèè îñè. Ïîýòî-
ìó ïðè ïîâîðîòå âîêðóã y ðîëü �ïåðâîé� îñè (îò êîòîðîé îòñ÷èòûâàåòñÿ
óãîë) èãðàåò z, à �âòîðîé' � x:

Â ðåçóëüòàòå ìàòðèöû Rx è Rz �áëî÷íî� îäèíàêîâû, à â ìàòðèöå Ry ïî
îòíîøåíèþ ê Rx ïåðåñòàâëåíû ìåñòàìè ñòðî÷êè è àíàëîãè÷íî êîëîíêè.

Ãðóïïà SO(3) ÿâëÿåòñÿ íåàáåëåâîé è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîâîðîòîâ
èãðàåò ðîëü. Íàïðèìåð, åñëè ñíà÷àëà ïîâåðíóòü ñèñòåìó âîêðóã îñè y,
à çàòåì âîêðóã îñè x, ïîëó÷èì îäíó ìàòðèöó, à ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ
ïîâîðîòîâ â îáðàòíîì ïîðÿäêå � äðóãóþ:

RxRy =

 c2 0 −s2
s1s2 c1 s1c2
c1s2 −s1 c1c2

 , RyRx =

c2 s1s2 −c1s2
0 c1 s1
s2 −s1c2 c1c2

 .

Íåàáåëåâîñòü ãðóïïû âðàùåíèé ñâÿçàíà ñ íåíóëåâûìè ñòðóêòóðíûìè
êîíñòàíòàìè. Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè êîììóòàòîð áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïîâîðî-
òîâ (ãåíåðàòîðîâ) îòëè÷åí îò íóëÿ, òî è ìàòðèöû ïðîèçâîëüíîãî ïîâîðîòà
íå áóäóò ìåæäó ñîáîé êîììóòèðîâàòü. Åñòåñòâåííî â ãðóïïå SO(3) ìîæ-
íî âûäåëèòü è àáåëåâû ïîäãðóïïû. Íàïðèìåð, âðàùåíèå âîêðóã îäíîé
îñè íà ðàçëè÷íûå óãëû ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé SO(2) ⊂ SO(3).

Îïèñàíèå êîìïîçèöèè âðàùåíèé ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ ïðè èñïîëü-
çîâàíèè êâàòåðíèîííîé òåõíèêè. Ïîýòîìó ê ãðóïïå SO(3) ìû âåðíåìñÿ
ïðè ðàññìîòðåíèè ñîîòâåòñòâóþùåé òåìû â ãëàâå 8. Â ÷àñòíîñòè, ïîëó-
÷èì ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè êîìïîçèöèè ϕ(b, a).
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• Íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ ìàòðèöû ïîâîðîòà íà óãîë ϕ âîêðóã ïðî-
èçâîëüíî íàïðàâëåííîãî åäèíè÷íîãî âåêòîðà n. Ïóñòü ñ òâ¼ðäûì òåëîì,
âðàùàþùèìñÿ âîêðóã îñè n (íèæå ïåðâûé ðèñóíîê) æ¼ñòêî ñâÿçàí íåêî-
òîðûé âåêòîð r. Ïðè ïîâîðîòå íà óãîë ϕ îí ïåðåõîäèò â âåêòîð r′, ñêîëüçÿ
ïî ïåðåâ¼ðíóòîìó êîíóñó (âòîðîé ðèñóíîê):

Îáîçíà÷èì ïðîåêöèþ r íà îñíîâàíèå êîíóñà ÷åðåç ρ, à ïðîåêöèþ r′ ÷åðåç
ρ′. Èõ äëèíû îäèíàêîâû, è âåêòîð ρ, â ðåçóëüòàòå ïîâîðîòà íà óãîë ϕ,
ïåðåõîäèò â ρ′. Ââåä¼ì âåêòîð n × r, ëåæàùèé â îñíîâàíèè êîíóñà ïåð-
ïåíäèêóëÿðíî ρ (ñì. �âèä ñâåðõó� íà òðåòüåì ðèñóíêå). Åãî äëèíà ðàâíà
|n× r| = r sin γ = |ρ| (âòîðîé ðèñóíîê), ïîýòîìó ρ′ ìîæíî ðàçëîæèòü ïî
äâóì ïåðïåíäèêóëÿðíûì âåêòîðàì, èìåþùèì îäèíàêîâóþ äëèíó:

ρ′ = ρ cosϕ+ [n× r] sinϕ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âåêòîðû r è r′ ìîæíî ðàçëîæèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

r = ρ+ n (nr), r′ = ρ′ + n (nr′), (6.24)

ãäå n(nr) íàïðàâëåí âäîëü n è ðàâåí âûñîòå êîíóñà. Â ðåçóëüòàòå, ó÷è-
òûâàÿ, ÷òî r′n = rn, ïîëó÷àåì: r′ = ρ cosϕ+ [n× r] sinϕ+ n (n r).
Ïðèíÿòî ðàçëè÷àòü ïàññèâíûå è àêòèâíûå ïîâîðîòû. Â ïåðâîì ñëó÷àå

ñðàâíèâàþòñÿ êîîðäèíàòû îäíîé è òîé æå ôèêñèðîâàííîé òî÷êè ïðî-
ñòðàíñòâà â äâóõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò (x, y, z) è (x′, y′, z′), ïîâ¼ðíóòûõ
îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà íà óãîë ϕ. Ïðè àêòèâíûõ âðàùåíèÿõ ðàññìàòðè-
âàþòñÿ êîîðäèíàòû íåêîòîðîãî âåêòîðà, ïîñëå åãî ïîâîðîòà îòíîñèòåëüíî
îäíîé è òîé æå ñèñòåìû êîîðäèíàò:

Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà îïèñûâàþò îäíî è òîæå ñîáûòèå èç ðàçëè÷íûõ
ñèñòåì îò÷¼òà, ïîýòîìó îíè ÿâëÿþòñÿ ïàññèâíûìè âðàùåíèÿìè. Äëÿ ïðî-
ñòðàíñòâåííûõ âðàùåíèé ìû òàêæå áóäåì èñïîëüçîâàòü ïàññèâíóþ èí-
òåðïðåòàöèþ. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ïîâîðîò òåëà íà óãîë ϕ îòíîñèòåëüíî
íåïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ýêâèâàëåíòíî ïîâîðîòó ñèñòåìû êîîð-
äèíàò ïðè íåïîäâèæíîì òåëå íà óãîë �−ϕ�.



ÒÅÎÐÈß ÑÈÌÌÅÒÐÈÈ 385

Ïîýòîìó, äåëàÿ çàìåíó ϕ 7→ −ϕ è ìåíÿÿ ïîðÿäîê âåêòîðîâ â âåêòîðíîì
ïðîèçâåäåíèè, à òàêæå âûðàæàÿ ρ ÷åðåç r ïðè ïîìîùè ïåðâîãî ñîîòíî-
øåíèÿ (6.24), îêîí÷àòåëüíî, ïîëó÷àåì:

r′ = r cosϕ+ n(nr)(1− cosϕ)− [n× r] sinϕ. (6.25)

Ïóñòü îñü âðàùåíèÿ íàïðàâëåíà âäîëü îñè z. Òîãäà êîìïîíåíòû åäè-
íè÷íîãî âåêòîðà èìåþò çíà÷åíèÿ n = {0, 0, 1}. Çàïèñûâàÿ r = {x, y, z}
è àíàëîãè÷íî ñî øòðèõàìè, èç (6.25) ïîëó÷àåì ïðåîáðàçîâàíèå (2.37),
ñòð. 124 äëÿ âðàùåíèÿ â ïëîñêîñòè (x, y):

x′ = x cosϕ+ y sinϕ
y′ = y cosϕ− x sinϕ
z′ = z.

Íàïîìíèì, ÷òî ïðè îïèñàíèè âðàùåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ïðàâèëî ïðàâîãî
âèíòà (øòîïîðà). Ýòîò âèíò âêðó÷èâàåòñÿ íà óãîë ϕ â íàïðàâëåíèè îñè
n è åãî ïîâîðîò ïîêàçûâàåò íàïðàâëåíèå âðàùåíèÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò.
Êðîìå ýòîãî ðàçëè÷àþò ïðàâûå è ëåâûå ñèñòåìû êîîðäèíàò:

Â êíèãå èñïîëüçóåòñÿ ïðàâàÿ ñèñòåìà. Â ýòîé ñèñòåìå îñü z ïîëó÷àåòñÿ
ïðè ïîìîùè òîãî æå ïðàâîãî âèíòà, åñëè åãî ðóêîÿòêó ïîâîðà÷èâàòü îò
îñè x ê îñè y â íàïðàâëåíèè z. Â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ëåâàÿ ñèñòåìà
êîîðäèíàò ïîëó÷àåòñÿ èç ïðàâîé â ðåçóëüòàòå èíâåðñèè (îáðàùåíèè) îä-
íîé èëè òð¼õ îñåé. Ïîñëå òàêîé îïåðàöèè, íè êàêèì ïîâîðîòîì íåëüçÿ
ñîâìåñòèòü îñè ëåâîé è ïðàâîé ñèñòåì êîîðäèíàò.

Âåêòîðíîå ñîîòíîøåíèå (6.25) ìîæíî çàïèñàòü â òåíçîðíîì âèäå äëÿ
ïðåîáðàçîâàíèÿ r′i = Rijrj, ïðè ïîìîùè ñèìâîëà Êðîíåêåðà δij è àíòè-
ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà Ëåâè-×åâèòû ([n× r]i = εikjnkrj = −εijknkrj):

Rij = δij cosϕ+ ninj (1− cosϕ) + εijknk sinϕ. (6.26)

Äëÿ áåñêîíå÷íî ìàëîãî ïî óãëó ϕ ïðåîáðàçîâàíèÿ, ðàñêëàäûâàÿ â ðÿä
ñèíóñ è êîñèíóñ, èìååì Rij ≈ δij + εijknkϕ, Ïîýòîìó ãåíåðàòîðû ãðóïïû
ðàâíû (Xk)ij = εijk, ãäå èíäåêñ k ïåðå÷èñëÿåò ìàòðèöû ãåíåðàòîðîâ, à
i, j � èõ ýëåìåíòû. Ñèìâîë Ëåâè-×åâèòû ðàâåí ε123 = 1, ïðè ïåðåñòàíîâêå
äâóõ èíäåêñîâ ïîÿâëÿåòñÿ ìèíóñ è ïðè ñîâïàäåíèè ëþáûõ èíäåêñîâ îí
ðàâåí íóëþ. Ïîýòîìó íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî çíà÷åíèÿ (Xk)ij = εijk
ñîâïàäàþò ñ ýëåìåíòàìè ìàòðèö (6.22).
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• Èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ïîíÿòíî, ÷òî âðàùåíèÿ âîêðóã ðàç-
ëè÷íûõ åäèíè÷íûõ îñåé íà íåêîòîðûå óãëû îõâàòûâàþò âñå âîçìîæíûå
âðàùåíèÿ. Äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ âðàùåíèÿ âîêðóã îñåé n1 è n2 íà óã-
ëû ϕ1 è ϕ2 âñåãäà ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç îäèí ïîâîðîò íà óãîë ϕ âîêðóã
åäèíè÷íîãî âåêòîðà n. Ñâÿçü ìåæäó ïàðàìåòðàìè èñõîäíûõ ïîâîðîòîâ è
èõ ðåçóëüòàòà áóäåò ïîëó÷åíà â ãëàâå 8. Ñåé÷àñ ðàññìîòðèì äâà ïîñëåäî-
âàòåëüíûõ ïîâîðîòà âîêðóã îäíîé è òîé æå îñè. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîèñõî-
äèò îáû÷íîå ñëîæåíèå óãëîâ ïîâîðîòà (åñëè ïîñëåäîâàòåëüíûå âðàùåíèÿ
ïðîèñõîäÿò âîêðóã ðàçíûõ îñåé ýòî íå òàê!):

R(n, ϕ1)R(n, ϕ2) = R(n, ϕ1 + ϕ2).

Âîçüìåì ïðîèçâîäíóþ ïî ϕ2, ïðèðàâíÿâ ϕ2 = 0, à ϕ1 = ϕ:

R(n, ϕ)X(n) =
∂R(n, ϕ)

∂ϕ
, (6.27)

ãäå ìàòðèöóX(n), ïðè ïîìîùè âûðàæåíèÿ (6.26), ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç
ãåíåðàòîðû ãðóïïû:

X(n) =
∂R(n, ϕ)

∂ϕ

∣∣∣
ϕ=0

= nkXk = n1X1 + n2X2 + n3X3.

Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîâîðîòîâ âîêðóã îäíîé îñè íå èãðàåò ðîëè
(R(n, ϕ1)R(n, ϕ2) = R(n, ϕ2)R(n, ϕ1)), ìàòðèöû R(n, ϕ) è X(n) êîì-
ìóòèðóþò (ïåðåñòàíîâî÷íû). Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëü-
íîãî ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ (6.27) ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

R(n, ϕ) = eX(n)ϕ = eXknkϕ. (6.28)

Ýêñïîíåíòà îò ìàòðèöû ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå å¼ ðàçëîæåíèÿ â áåñêîíå÷-
íûé ñòåïåííîé ðÿä Òåéëîðà (âîçâåäåíèå â ïðîèçâîëüíóþ ñòåïåíü ìàò-
ðèöû ÿâëÿåòñÿ õîðîøî îïðåäåëåííîé îïåðàöèåé). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
êàæäûé ýëåìåíò ìàòðèöû, ïîëó÷èâøåéñÿ â ðåçóëüòàòå òàêîãî ñóììèðî-
âàíèÿ ñõîäèòñÿ ê îïðåäåëåííîìó çíà÷åíèþ. Ñòîèò, ðàçëîæèâ ýêñïîíåíòó,
ñ òî÷íîñòüþ äî âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî ϕ, óáåäèòüñÿ, ÷òî ñ òîé æå
òî÷íîñòüþ âîñïðîèçâîäèòñÿ âûðàæåíèå (6.26). Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà íåîá-
õîäèìî íàéòè ïðè ïîìîùè (6.22) ñëåäóþùèå ìàòðèöû:

Xknk =

 0 nz −ny
−nz 0 nx
ny −nx 0

 , (Xknk)
2 =

n2x − 1 nxny nxnz
nynx n2y − 1 nynz
nznx nzny n2z − 1

 ,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî n2x + n2y + n2z = 1. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî (Xknk)
2 ÿâëÿ-

åòñÿ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé (êàê è êâàäðàò ëþáîé àíòèñèììåòðè÷íîé
ìàòðèöû Xknk).
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• Àíàëîãè÷íîå ýêñïîíåíöèàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå c ãåíåðàòîðàìè ãðóï-
ïû â ïîêàçàòåëå ñïðàâåäëèâî äëÿ ìíîãèõ ëèíåéíûõ ãðóïï Ëè. Îñòàíî-
âèìñÿ íà ýòîì ÷óòü ïîäðîáíåå. Ïóñòü â ãðóïïîâîì ïðîñòðàíñòâå çàäàíà
íåêîòîðàÿ êðèâàÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èç âñåõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû îòîáðà-
íû òîëüêî òàêèå ýëåìåíòû T(t), êîòîðûå ìîæíî ïåðå÷èñëèòü (ïðîíóìå-
ðîâàòü) ïðè ïîìîùè îäíîãî íåïðåðûâíîãî ïàðàìåòðà t. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî
ýëåìåíòû ãðóïïû íà êðèâîé áëèçêè, åñëè áëèçêè ñîîòâåòñòâóþùèå èì
ïàðàìåòðû. Â ñëó÷àå ìàòðè÷íûõ ãðóïï, ýëåìåíòû äâóõ áëèçêèõ ìàòðèö
áëèçêè â îáû÷íîì ñìûñëå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Äëÿ ìíîãîïàðàìåò-
ðè÷åñêèõ ãðóïï ïîäìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ, çàäàííûõ íà êðèâîé íå îõâà-
òûâàåò âñåõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû. Îäíàêî, äëÿ ðÿäà èíòåðåñíûõ â ïðèëî-
æåíèÿõ ëèíåéíûõ ãðóïï ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ êðèâûõ, ïðîõîäÿùèõ
÷åðåç åäèíè÷íûé ýëåìåíò T(0) = 1 (äëÿ êîòîðîãî åñòåñòâåííî ïîëîæèòü
t = 0), ïîêðûâàþò âñå ãðóïïîâîå ïðîñòðàíñòâî, ïåðåñåêàÿñü òîëüêî â
åäèíè÷íîì ýëåìåíòå. Áîëåå òîãî, ïðîèçâåäåíèå äâóõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû,
ëåæàùèõ íà êðèâîé, äà¼ò ýëåìåíò, êîòîðûé ëåæèò íà ýòîé æå êðèâîé.
Ïîýòîìó, âñåãäà ìîæíî âûáðàòü ïàðàìåòðèçàöèþ, äëÿ êîòîðîé:

T(t1)T(t2) = T(t1 + t2).

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ýòî âûðàæåíèå ïî t2, ïîëîæèâ åãî ðàâíûì íóëþ, à
t1 = t:

T(t)X =
∂T(t)

∂t
.

Òàê êàê â îêðåñòíîñòè åäèíè÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèöó T ìîæíî
ðàçëîæèòü ïî ãåíåðàòîðàì ãðóïïû, òî

X =
∂T(t)

∂t

∣∣∣
t=0

= ckXk,

ãäå ck � êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ è ÷èñëî ñëàãàåìûõ â ñóììå ïî k
ðàâíî ÷èñëó ïàðàìåòðîâ ãðóïïû. Àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèå, ñ ïåðåñòàâëåí-
íûìè ìàòðèöàìè T(t) è X ìû áû ïîëó÷èëè, ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ïî t1.
Ïîýòîìó îíè êîììóòèðóþò è ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

T(t) = eXkck t.

×èñëà c1, ..., cn èìåþò ñìûñë êîìïîíåíò êàñàòåëüíîãî ê êðèâîé âåêòî-
ðà â ãðóïïîâîì ïðîñòðàíñòâå â îêðåñòíîñòè åäèíè÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ,
êîòîðûé ðàçëîæåí ïî áàçèñó ãåíåðàòîðîâ X1, ...,Xn. Ìàñøòàáíûì ïðå-
îáðàçîâàíèåì ïàðàìåòðà t âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü ñóììó êâàäðàòîâ êîýô-
ôèöèåíòîâ ck ðàâíîé åäèíèöå.
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6.8 Ãðóïïà SU(2)

• Ðàññìîòðèì òåïåðü ãðóïïó SU(n). Íàïîìíèì, ÷òî å¼ ýëåìåíòàìè
ÿâëÿþòñÿ óíèòàðíûå ìàòðèöû U+U = 1 ñ åäèíè÷íûì îïðåäåëèòåëåì
detU = 1. Ãðóïïà SU(n) ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ âåêòîðà ñ êîìïëåêñíûìè
êîýôôèöèåíòàìè z′ = Uz îñòàâëÿåò íåèçìåííûì êâàäðàò ìîäóëÿ êîì-
ïîíåíò âåêòîðà: z+z = |z1|2 + ...+ |zn|2. Äåéñòâèòåëüíî:

z′+z′ = (Uz)+Uz = z+(U+U)z = z+z.

Çàïèøåì ìàòðèöó U â îêðåñòíîñòè åäèíè÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ:

U ≈ 1+A,

ãäå êîýôôèöèåíòû ìàòðèöûA � ìàëûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Óñëîâèå óíè-
òàðíîñòè ïðèâîäèò ê àíòèýðìèòîâîñòè ìàòðèöû A:

(1+A)+(1+A) ≈ 1+A+ +A = 1 => A+ = −A.

Åäèíè÷íîñòü îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû U äà¼ò åù¼ îäíî óðàâíåíèå (ðàâåí-
ñòâî íóëþ ñëåäà ìàòðèöû) (lH69):

det(1+A) ≈ 1 + TrA = 1 => TrA = 0.

ÌàòðèöàA çàâèñèò îò 2n2 âåùåñòâåííûõ ïàðàìåòðîâ (n2 ýëåìåíòîâ, èìå-
þùèõ äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè). Èç óðàâíåíèé A∗ij = −Aji ñëå-
äóåò, ÷òî äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû äîëæíû áûòü ÷èñòî ìíèìûìè (n îãðà-
íè÷åíèé). Äëÿ íåäèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ îíè äàþò åùå 2(n2−n)/2 äåé-
ñòâèòåëüíûõ óðàâíåíèé. Ïëþñ îäíî îãðàíè÷åíèå ïîëó÷àåòñÿ èç TrA = 0.
Â ðåçóëüòàòå, îáùåå ÷èñëî äåéñòâèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ, îïðåäåëÿþùèõ
ìàòðèöó A ðàâíî 2n2−(n+n2−n+1) = n2−1. Ñïåöèàëüíàÿ óíèòàðíàÿ
ãðóïïà SU(2) èìååò 3 ïàðàìåòðà. Çàïèøåì å¼ ìàòðèöó A â ñëåäóþùåì
âèäå:

A =

(
ıa3 a2 + ıa1

−a2 + ıa1 −ıa3

)
= a1

(
0 ı
ı 0

)
︸ ︷︷ ︸

X1

+a2

(
0 1
−1 0

)
︸ ︷︷ ︸

X2

+a3

(
ı 0
0 −ı

)
︸ ︷︷ ︸

X3

.

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòà ìàòðèöà óäîâëåòâîðÿåò îáîèì ïîëó÷åííûì
âûøå óñëîâèÿì. Ðàçëîæåíèå, çàïèñàííîå âî âòîðîì ðàâåíñòâå, ïðèâîäèò
ê òð¼ì ìàòðè÷íûì ãåíåðàòîðàì: U ≈ 1 + a1X1 + a2X2 + a3X3. Îíè
óäîâëåòâîðÿþò àëãåáðå Ëè, ïîõîæåé íà àëãåáðó ãðóïïû âðàùåíèÿ SO(3):

[Xi, Xj] = −2εijk Xk.

Åñëè èõ óìíîæèòü íà −ı, òî ïîëó÷àòñÿ ìàòðèöû Ïàóëè σk = −ıXk.
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• Ëþáóþ ìàòðèöó ãðóïïû SU(2) ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

U =

(
a b

−b∗ a∗

)
, detU = |a|2 + |b|2 = 1.

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòà ìàòðèöà óíèòàðíà: U+U = 1. Ââåäåì âìå-
ñòî 2-õ êîìïëåêñíûõ ïàðàìåòðîâ ÷åòûðå äåéñòâèòåëüíûõ ϕ, n1, n2, n3:

a = cos
ϕ

2
+ ı n3 sin

ϕ

2
, b = (n2 + ı n1) sin

ϕ

2
. (6.29)

Ðàâåíñòâî åäèíèöå îïðåäåëèòåëÿ âûïîëíÿåòñÿ, åñëè n21+n
2
2+n

2
3 = 1, ò.å.

{n1, n2, n3} = n ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè åäèíè÷íîãî âåêòîðà: n2 = 1.
Âûäåëåíèå ôàêòîðà 1/2 ñòàíåò ÿñíûì íèæå. Â òàêîé ïàðàìåòðèçàöèè
ìàòðèöà U âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ãåíåðàòîðû ãðóïïû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

U = 1 cos
ϕ

2
+ (n1X1 + n2X2 + n3X3) sin

ϕ

2
. (6.30)

Áåñêîíå÷íî ìàëûå ïàðàìåòðû ai ñâÿçàíû ñ íîâûìè ïàðàìåòðàìè: ai =
ni ϕ/2 (áåð¼ì âåäóùåå ïðèáëèæåíèå ïðè ðàçëîæåíèè ñèíóñà è êîñèíóñà
â ðÿä Òåéëîðà). Ìàòðèöó U ìîæíî òàêæå çàïèñàòü â ñëåäóþùåì êîì-
ïàêòíîì, íî áîëåå ôîðìàëüíîì âèäå (ïî k ñóììà):

U = e(ϕ/2)nkXk. (6.31)

Äåéñòâèòåëüíî, íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî êâàäðàò ìàòðèöû nkXk äëÿ
åäèíè÷íîãî âåêòîðà ðàâåí åäèíè÷íîé ìàòðèöå ñ îáðàòíûì çíàêîì (ïî k
ñóììà):

nkXk =

(
ın3 n2 + in1

−n2 + in1 −ın3

)
, (nkXk)

2 = −
(
1 0
0 1

)
.

Ïîýòîìó:

(nkXk)
2 = −1, (nkXk)

3 = −nkXk, (nkXk)
3 = 1, ....

Ïðè ðàçëîæåíèè â ðÿä Òåéëîðà ýêñïîíåíòû (6.31), ïîëó÷àåòñÿ (6.30).
Åñëè â êà÷åñòâå áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïàðàìåòðîâ âûáðàòü ãi = 2ai =

niϕ, òî íîâûå ãåíåðàòîðû áóäóò óäîâëåòâîðÿòü àëãåáðå Ëè ýêâèâàëåíòíîé
àëãåáðå ãðóïïû SO(3) (ïî k ñóììà):

[X̃i, X̃j] = −εijkX̃k,

ãäå

X̃k =
Xk

2
, U ≈ 1+ X̃knkϕ.

Êàê ìû ñåé÷àñ óâèäèì, ïîäîáíîå ñîâïàäåíèå àëãåáð íåñëó÷àéíî.
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• Ïðîäåìîíñòðèðóåì ñâÿçü ãðóïï SU(2) è SO(3). Ïðè ïîìîùè êîîðäè-
íàò ðàäèóñ-âåêòîðà r = {x, y, z} ïîñòðîèì ýðìèòîâó (F+ = F) ìàòðèöó:

F =

(
z x− iy

x+ iy −z

)
.

Å¼ îïðåäåëèòåëü detF = −(x2 + y2 + z2) ïðîïîðöèîíàëåí äëèíå ðàäèóñ-
âåêòîðà. Ïðè ïîìîùè óíèòàðíûõ ìàòðèö ñ åäèíè÷íûìè îïðåäåëèòåëåì
çàïèøåì ñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå:

F′ = UFU+. (6.32)

Îíî ñîõðàíÿåò ýðìèòîâîñòü ìàòðèöû: F′+ = (UFU+)+ = UF+U+ = F′,
è òàê êàê detU = 1, äëèíà ðàäèóñ-âåêòîðà îêàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíîé:

x′2 + y′2 + z′2 = x2 + y2 + z2.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåîáðàçîâàíèå (6.32) îñóùåñòâëÿåò íåêîòîðûé ïîâîðîò
äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.
Âîçíèêàåò çàêîíîìåðíûé âîïðîñ. Åñëè ñóùåñòâóåò ñâÿçü ãðóïïû SU(2)

è îáû÷íûõ âðàùåíèé è êðîìå òîãî, àëãåáðû ãðóïï SU(2) è SO(3) ñîâ-
ïàäàþò, òî íå îçíà÷àåò ëè ýòî, ÷òî ãðóïïû SU(2) è SO(3) èçîìîðôíû
(ò.å. èõ ýëåìåíòû ìîãóò áûòü ïîñòàâëåíû âî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîò-
âåòñòâèå)? Îòâåò îòðèöàòåëüíûé! Äåëî â òîì, ÷òî îäèíàêîâîå ïîâåäåíèå
â ìàëîì (â îêðåñòíîñòè åäèíè÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ), âîîáùå ãîâîðÿ, íå
îçíà÷àåò îäèíàêîâîñòè ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ.
Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ ïàðàìåòðèçàöèþ (6.29), çàïèøåì ïðåîáðà-

çîâàíèå (6.32) â ÿâíîì âèäå äëÿ ñëó÷àÿ n1 = n2 = 0, n3 = 1.(
z′ x′ − iy′

x′ + iy′ −z′
)

=

(
c+ ıs 0
0 c− ıs

)(
z x− iy

x+ iy −z

)(
c− ıs 0
0 c+ ıs

)
,

ãäå c = cos(ϕ/2), s = sin(ϕ/2). Ïåðåìíîæàÿ ìàòðèöû, èìååì:

x′ + iy′ = (cosϕ− ı sinϕ)(x+ ıy), z′ = z

Ñðàâíèâàÿ äåéñòâèòåëüíûå è ìíèìûå ÷àñòè, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:x′y′
z′

 =

 cosϕ sinϕ 0
− sinϕ cosϕ 0

0 0 1

xy
z

 .

Òàêèì îáðàçîì óíèòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñ ïàðàìåòðàìè n = {0, 0, 1}
è ϕ ñîîòâåòñòâóåò ïîâîðîòó Rz â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå âîêðóã îñè z
íà óãîë ϕ. Åñëè áû ìû âûáðàëè n = {1, 0, 0}, òî ïîëó÷èëñÿ áû ïîâîðîò
âîêðóã îñè x, à ïðè n = {0, 1, 0} - âîêðóã y.
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Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî â ãðóïïå SU(2) ïàðàìåòð ϕ ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ
îò 0 äî 4π (ñì. ìíîæèòåëü 1/2 â (6.29)), îïðåäåëÿÿ ðàçëè÷íûå ìàòðèöû.
Â òîæå âðåìÿ â ãðóïïå SO(3) èíòåðâàëû 0 6 ϕ < 2π è 2π 6 ϕ < 4π
ïðèâîäÿò ê îäíèì è òåì æå ìàòðèöàì. Ïîýòîìó îäíîé ìàòðèöå SO(3)
ñîîòâåòñòâóåò äâå ìàòðèöû ãðóïïû SU(2) è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðåîáðàçî-
âàíèå (6.32) îñóùåñòâëÿåò ãîìîìîðôíîå îòîáðàæåíèå SU(2) â SO(3).
Åñëè áû ìû îòêàçàëèñü îò óñëîâèÿ detU = 1, âìåñòî ãðóïïû SU(2)

ïîëó÷èëàñü áû ãðóïïà U(2). Å¼ ìàòðèöû îòëè÷àþòñÿ äîïîëíèòåëüíûì
ôàçîâûì ìíîæèòåëåì ñ âåùåñòâåííûì ïàðàìåòðîì �Φ�:

U = e−ıΦ
(
a b
−b∗ a∗

)
, | detU| = |a|2 + |b|2 = 1.

Ýòà ìàòðèöà ïî ïðåæíåìó óíèòàðíà U+U = 1, íî å¼ îïðåäåëèòåëü íå
ðàâåí åäèíèöå, õîòÿ è èìååò åäèíè÷íûé ìîäóëü |U| = 1, ÷òî ñëåäóåò èç
óñëîâèÿ óíèòàðíîñòè.
Ôàçîâûé ìíîæèòåëü e−ıΦ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óíèòàðíóþ ìàò-

ðèöó èç îäíîãî êîìïëåêñíîãî ýëåìåíòà. Ýòà �ìàòðèöà� äåéñòâóåò íà åäèí-
ñòâåííîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî: z′ = e−ıΦz. Ïîýòîìó ýòî ãðóïïà U(1). Åñëè
çàïèñàòü z = x+ıy è ïî òåîðåìå Ýéëåðà e−ıΦ = cosΦ−ı sinΦ, òî ïðåîáðà-
çîâàíèå äëÿ z îêàçûâàåòñÿ ïîëíîñòüþ ýêâèâàëåíòíûì ïîâîðîòàì â ïëîñ-
êîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïûU(1) è SO(2) èçîìîðôíû. Â ñâîþ î÷åðåäü,
ãðóïïà U(2) ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì U(2) = U(1)× SU(2).
Î÷åâèäíî, ÷òî ãðóïïà U(1) àáåëåâà. Â òîæå âðåìÿ ãðóïïà SU(2), êàê

è SO(3) ÿâëÿåòñÿ íåàáåëåâîé.
Ãðóïïà ñèììåòðèé SU(2) âñòðå÷àåòñÿ â ôèçèêå ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö

ïðè ðàññìîòðåíèè ñïèíà è èçîñïèíà. Ñëåäóþùàÿ ïî ðàçìåðíîñòè ñïåöè-
àëüíàÿ óíèòàðíàÿ ãðóïïà SU(3) ëåæèò â îñíîâå îäíîãî èç ôóíäàìåí-
òàëüíûõ âçàèìîäåéñòâèé � êâàíòîâîé õðîìîäèíàìèêè. Ýòà ãðóïïà èìååò
32−1 = 8 ïàðàìåòðîâ è ñîîòâåòñòâåííî 8 ãåíåðàòîðîâ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ
ìàòðèöàìè 3x3. Ýòè ìàòðèöû ñòðîÿòñÿ àíàëîãè÷íî ãðóïïå SU(2). Ìàò-
ðèöà �îòêëîíåíèÿ îò åäèíè÷íîé� ñî ñâîéñòâàìè A+ = −A è TrA = 0
ìîæåò áûòü çàïèñàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì (âûäåëåíà ìíèìàÿ åäèíèöà!):

A = ı

 a3 + a8 a1 − ıa2 a4 − ıa5
a1 + ıa2 a8 − a3 a6 − ıa7
a4 + ıa5 a6 + ıa7 −2a8

 .

Ïàðàìåòðèçàöèÿ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ïðîèçâîëüíà (îíè ÷èñòî ìíè-
ìûå è èõ ñóììà ðàâíà íóëþ). Ðàçëîæåíèå A = a1X1 + ...+ a8X2 = ıaiλi
äà¼ò 8 ãåíåðàòîðîâ Xi èëè ò.í. ìàòðèö Ãåëë-Ìàííà λi (îáû÷íî λ8 äå-
ëèòñÿ íà

√
3, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïåðåîïðåäåëåíèþ ïàðàìåòðà a8).
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• Ñóùåñòâîâàíèå ãîìåîìîðôíîãî îòîáðàæåíèÿ ãðóïïû SU(2) íà SO(3),
â ñèëó îïðåäåëåíèÿ äàííîãî íà ñòð. 366, îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöû ãðóïïû
SO(3) ÿâëÿþòñÿ ìàòðè÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì ýëåìåíòîâ ãðóïïû SU(2).
Àíàëîãè÷íî â îáðàòíóþ ñòîðîíó: âñå ýëåìåíòû ãðóïïû SO(3) ìîæíî èçî-
ìîðôíî îòîáðàçèòü â ÷àñòü ìàòðèö SU(2) (ýòî òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå).
Àëãåáðû ãåíåðàòîðîâ ãðóïï SU(2) è SO(3) ñîâïàäàþò, õîòÿ èìåþò

ðàçëè÷íóþ ðàçìåðíîñòü (ìàòðèöû 2x2 è 3x3). Ïðåäñòàâëåíèåì àëãåáðû
ãðóïïû Ëè ðàçìåðíîñòè n íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî êâàäðàòíûõ ìàòðèö
nxn, êîììóòàòîð êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ êîììóòàòîðîì ãåíåðàòîðîâ ãðóï-
ïû. Íå ñòîèò ïóòàòü ðàçìåðíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ è ðàçìåðíîñòü ãðóïïû
Ëè (ðàâíóþ ÷èñëó äåéñòâèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ, �ïåðå÷èñëÿþùèõ� ýëå-
ìåíòû ãðóïïû). Äëÿ îäíîé è òîé æå ãðóïïû ìîæíî ïîñòðîèòü ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ àëãåáð ðàçëè÷íîé ðàçìåðíîñòè.
Ïî÷åìó èíòåðåñíî èçó÷åíèå ïðåäñòàâëåíèé, íàïðèìåð, ãðóïïû SO(3)?

Ýòà ãðóïïà ñ òðåìÿ ãåíåðàòîðàìè X1,X2,X3 ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ìàòðèö
R = eXknk ϕ ðàçìåðà 3x3. Ñ èõ ïîìîùüþ çàïèñûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå
êîìïîíåíò 3-âåêòîðà r = {x, y, z} ïðè ïîâîðîòàõ ñèñòåìû êîîðäèíàò:
r′i = Rijrj (ñîáñòâåííî îäíèì èç îïðåäåëåíèé êîìïîíåíò âåêòîðà ÿâëÿ-
åòñÿ: �íàáîð 3-õ âåëè÷èí, ïðåîáðàçóþùèõñÿ ïðè ïîâîðîòàõ ïðè ïîìî-
ùè ìàòðèöû R�). Ïóñòü òåïåðü íàéäåíû ìàòðèöû-ãåíåðàòîðû X̃k äðó-
ãîé ðàçìåðíîñòè n ̸= 3, èìåþùèå òàêóþ æå àëãåáðó, êàê è Xk. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ïîñòðîåíû ìàòðèöû R̃ = eX̃knk ϕ ïðåîáðàçîâàíèÿ íåêîòî-
ðîé n-êîìïîíåíòíîé âåëè÷èíû {x1, ..., xn}. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóþò
ðàçëè÷íûå ìàòåìàòè÷åñêèå îáúåêòû, ïî ðàçíîìó ïðåîáðàçóþùèåñÿ ïðè
âðàùåíèè ñèñòåìû êîîðäèíàò. ×àñòü èç íèõ õîðîøî èçâåñòíà. Íàïðèìåð,
òåíçîðû aij ðàíãà 2 â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå èìåþò 9 êîìïîíåíò. Îáû÷-
íî ìû çàïèñûâàåì èõ ïðåîáðàçîâàíèå êàê ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ:
a′ij = RikRjlakl. Îäíàêî åãî ìîæíî çàïèñàòü è ïðè ïîìîùè ìàòðèöû 9x9,
äåéñòâóþùåé íà ñòîëáèê, ñîñòîÿùèé èç 9 êîìïîíåíò òåíçîðà.
Çàìå÷àòåëüíî, ÷òî ñóùåñòâóþò áîëåå ýêçîòè÷åñêèå îáúåêòû, íåñâîäè-

ìûå ê âåêòîðàì è òåíçîðàì. Íàïðèìåð, ìàòðèöàì 2x2 ïðåîáðàçîâàíèÿ
ãðóïïû SU(2) ñîîòâåòñòâóþò òàê íàçûâàåìûå 3-ñïèíîðû, êîòîðûå ìû
ïîäðîáíî èçó÷èì â ãëàâå 8. Ïðèðîäà íå ëþáèò �ìàòåìàòè÷åñêîé ïóñòî-
òû�. Åñëè åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò ìàòåìàòè÷åñêèå êîíñòðóê-
öèè îáîáùàþùèå, íàïðèìåð, âåêòîðû, òî, îáû÷íî, â ôèçèêå íàõîäÿòñÿ
îáúåêòû, àäåêâàòíîå îïèñàíèå êîòîðûõ ïðîùå âñåãî ïðîâåñòè ïðè ïî-
ìîùüþ ýòèõ êîíñòðóêöèé. Íàïðèìåð, ñïèíîðû ëåæàò â îñíîâå íàøåãî
ïîíèìàíèÿ òàêèõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö êàê ëåïòîíû (ê êîòîðûì îò-
íîñèòñÿ ýëåêòðîí) è êâàðêè, èç êîòîðûõ �ñîñòîÿò� àäðîíû.
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•Íàéäåì âñå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû [Xi,Xj] = −εijkXk

ãðóïï SU(2) è SO(3). Êàê ìû óâèäèì â äàëüíåéøåì, êëàññèôèêàöèÿ
ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû Ëîðåíöà (ê êîòîðîé îòíîñÿòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ëîðåíöà), òàêæå îñíîâàíà íà ýòîé àëãåáðå. ÌàòðèöûXi � àíòèýðìèòîâû.
Óäîáíî âìåñòî íèõ ââåñòè ýðìèòîâû ìàòðèöû Jk = −ıXk, íå ìåíÿþùèåñÿ
ïðè ýðìèòîâîì ñîïðÿæåíèè: J+

k = Jk. Äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
àëãåáðà:

[Ji,Jj] = ıεijkJk. (6.33)

Â ÷àñòíîñòè [J1,J2] = ıJ3. Êðîìå ýòîãî ââåäåì åù¼ äâå ìàòðèöû:

J+ =
J1 + ıJ2√

2
, J− =

J1 − ıJ2√
2

.

Ïðè ïîìîùè êîììóòàòîðà (6.33) íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî

[J3, J±] = ±J±, [J+, J−] = J3,

è ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå ìåíÿåò ìåñòàìè ýòè ìàòðèöû: (J+)
+ = J−.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è ñîáñòâåííûå çíà÷å-
íèÿ ìàòðèöû J3:

J3Φm = mΦm. (6.34)

Åñëè ïðåäñòàâëåíèå èìååò ðàçìåðíîñòü n (ìàòðèöû nxn), òî Φm � ýòî
ñòîëáèê, ñîñòîÿùèé èõ n ÷èñåë (èíäåêñ m íóìåðóåò ñòîëáèêè ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì m, à íå êîìïîíåíòû ýòèõ
ñòîëáèêîâ). Äëÿ ýðìèòîâîé ìàòðèöû nxn ýòî óðàâíåíèå èìååò íå áîëåå
n ðåøåíèé (îíè ñóùåñòâóåò, åñëè det(J3−m1) = 0, à ýòî ñòåïåííîå óðàâ-
íåíèå ïîðÿäêà n îòíîñèòåëüíî ÷èñëà m). Êðîìå ýòîãî, âñå ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ � äåéñòâèòåëüíû (ñòð. 770). Íàéäåì èõ. Óìíîæàÿ êîììóòàòîð
J3J±−J±J3 = ±J± ñïðàâà íà ñòîëáèê Φm, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ñòîë-
áèê J±Φm, òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ìàòðèöû J3, êîòîðûé
ñîîòâåòñòâóåò ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ m± 1:

J3 (J±Φm) = (m± 1)(J±Φm). (6.35)

Ìàòðèöû J± íàçûâàþòñÿ ïîâûøàþùåé (J+) è ïîíèæàþùåé (J−). ×èñëî
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îãðàíè÷åíî çíà÷åíèåì n è áåñêîíå÷íî ïîâûøàòü
è ïîíèæàòü ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû J± íå ìîãóò. Â ÷àñòíîñòè
ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå m = j, äëÿ êîòîðîãî

J+Φj = 0. (6.36)

Ïîíèæàÿ m = j ïðè ïîìîùè J−, ìû òàêæå ðàíî èëè ïîçäíî ïîëó÷èì
íîëü, ò.å. ñóùåñòâóåò öåëîå ÷èñëî N < n, òàêîå, ÷òî (J−)

N+1Φj = 0. Ïðè
ýòîì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ðàâíû m = j, j − 1, ...., j −N .
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Ñîáñòâåííûå âåêòîðû Φm óíèòàðíîé ìàòðèöû J3 ÿâëÿþòñÿ îðòîãî-
íàëüíûìè è â ñèëó ëèíåéíîñòè óðàâíåíèé (6.34) ìîãóò áûòü ñäåëàíû
îðòîíîðìèðîâàííûìè: Φ+

mΦ
′
m = δmm′. Ñ èõ ïîìîùüþ ìàòðèöó J3 ìîæíî

çàäàòü äèàãîíàëüíîé ñ ýëåìåíòàìè:

(J3)mm′ = Φ+
mJ3Φm = mδmm′,

ò.å. íà å¼ äèàãîíàëè ñòîÿò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Áåðÿ ñëåä îò êîììóòàòî-
ðà [J+,J−] = J3 è ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ ìàòðèö Tr(AB) = Tr(BA),
ïîëó÷àåì, ÷òî TrJ3 = 0. Ñëåä � ýòî ñóììà äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ,
ïîýòîìó (àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ):

j + (j − 1) + ...+ (j −N) =
1

2
(2j −N)(N + 1) = 0.

Â ðåçóëüòàòå, ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå j = N/2, ò.å. îíî ìî-
æåò áûòü òîëüêî öåëûì èëè ïîëóöåëûì (N � öåëîå ÷èñëî), à ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ ðàâíûm = j, j−1, ...,−j. Íàïðèìåð, äëÿ j = 1/2 è j = 1 èìååì
ñëåäóþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ ìàòðèöû J3 (íóìåðàöèÿ èíäåêñîâ ýëåìåíòîâ
ìàòðèö ñîîòâåòñòâóåò m = j, ...,−j):

J3 =
1

2

(
1 0
0 −1

)
, J3 =

1 0 0
0 0 0
0 0 −1

 .

Èç ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (6.35) ñëåäóåò, ÷òî:

J+Φm = Nm+1Φm+1, J−Φm = N ∗mΦm−1, (6.37)

ãäå Nm � íåêîòîðûå ÷èñëà. Ïåðâîå ñîîòíîøåíèå ñëåäóåò èç ëèíåéíîñòè,
à âòîðîå èç ïåðâîãî, òàê êàê ó÷èòûâàÿ (J+)

+ = J− è Φ+
mΦm = 1 (íåò

ñóììû ïî m), èìååì: Nm = (Φ+
m−1J−Φm)

+ = Φ+
mJ+Φm−1 = Nm. Íàéäåì

êîýôôèöèåíòû Nm:

J+J−Φm = ([J+,J−]+J−J+)Φm = (J3+J−J+)Φm =
(
m+N∗m+1Nm+1

)
Φm,

è òàê êàê J+J−Φm = NmN
∗
mΦm = |Nm|2Φm, ïîëó÷àåì:

|Nm|2 − |Nm+1|2 = m.

Ñëîæèâ ëåâûå ÷àñòè ýòèõ ñîîòíîøåíèé äëÿ m = j, j − 1, ...., j − p
(ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî Nj+1 = 0):

|Nj|2 + (|Nj−1|2 − |Nj|2) + (|Nj−2|2 − |Nj−1|2) + ...+ (|Nj−p|2 − |Nj−p+1|2),

ïîëó÷àåì |Nj−p|2. Ñóììà ïðàâûõ ÷àñòåé j + (j − 1) + ...+ (j − p) (àðèô-
ìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ) äàåò (2j − p)(p+ 1)/2.
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Ïîýòîìó, ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîãî ôàçîâîãî ìíîæèòåëÿ, èìååì:

Nk =

√
(j + k)(j − k + 1)

2
.

Òåïåðü ìîæíî çàïèñàòü ýëåìåíòû ïîíèæàþùåé è ïîâûøàþùåé ìàòðèö
(J±)m′m = Φ+

m′J±Φm :

(J+)m′m = Nm+1 δm′,m+1, (J−)m′m = Nm δm′,m−1.

Ýëåìåíòû ýòèõ ìàòðèö ðàâíû íóëþ çà èñêëþ÷åíèåì ÷èñåë Nj, ..., N−j+1,
ñòîÿùèõ íàä ãëàâíîé äèàãîíàëüþ â J+ è ïîä ãëàâíîé äèàãîíàëüþ â J−.
Òàê, äëÿ j = 1/2 èìååì N1/2 = 1/

√
2, ïîýòîìó äëÿ J± è J1 = (J+ +

J−)/
√
2 è J2 = (J+ − J−)/ı

√
2, ïîëó÷àåì:

J+ =
1√
2

(
0 1
0 0

)
, J− =

1√
2

(
0 0
1 0

)
, J1 =

1

2

(
0 1
1 0

)
, J2 =

1

2

(
0 −ı
ı 0

)
,

÷òî ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöàìè 2x2 ãåíåðàòîðîâ X̃k = ıJk, ïîëó÷åííûõ ïðè
ðàññìîòðåíèè ãðóïïû SU(2). Àíàëîãè÷íî, äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ j = 1, èìå-
åì N1 = N0 = 1, îòêóäà:

J1 =
1√
2

0 1 0
1 0 1
0 1 0

 , J2 =
1

ı
√
2

 0 1 0
−1 0 1
0 −1 0

 ,

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöàì 3x3 ãåíåðàòîðîâ Xk = ıJk ãðóïïû SO(3), ñ
òî÷íîñòüþ äî ïðåîáðàçîâàíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè X̃k = SXkS

−1, ñì. ñòð. 366
(íàéäèòå (lH70) ìàòðèöó S). Àíàëîãè÷íî çàïèñûâàþòñÿ íåïðèâîäèìûå
ïðåäñòàâëåíèÿ áîëåå âûñîêîé ðàçìåðíîñòè. Íåïðèâîäèìîñòü ïðåäñòàâëå-
íèÿ ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ Φm ðàâíî
ðàçìåðíîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ (íåò èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ).

Â çàêëþ÷åíèå ââåäåì ìàòðèöó Êàçèìèðà:

J2 = (J1)
2 + (J2)

2 + (J3)
2 = J+J− + J−J+ + (J3)

2,

êîòîðàÿ êîììóòèðóåò ñî âñåìè ãåíåðàòîðàìè àëãåáðû [J2, Ji] = 0, ÷òî
ïðîâåðÿåòñÿ ïðè ïîìîùè àëãåáðû ìàòðèö Ji. Âåêòîðû Φm òàêæå ÿâëÿþò-
ñÿ å¼ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ìàêñèìàëüíîãî m = j,
èìååì:

J2Φj = {[J+, J−] + 2J−J+ + (J3)
2}Φj = j(j + 1)Φj,

ãäå ó÷òåí âòîðîé êîììóòàòîð (6.35) è (6.36).
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6.9 Ãðóïïà Ëîðåíöà

• Ãðóïïà Ëîðåíöà îáúåäèíÿåò â ñåáå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà è ïîâî-
ðîòû â îáû÷íîì ïðîñòðàíñòâå. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà 2-ìåðíîå ïðîñòðàí-
ñòâî x, y è âðåìÿ t, êîòîðûå áóäóò ïðåîáðàçóåìûìè âåëè÷èíàìè x =
{t, x, y}. Ïðîñòðàíñòâåííûå ïîâîðîòû íå çàòðàãèâàþò âðåìÿ, ïîýòîìó ñî-
îòâåòñòâóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:t′

x′

y′

 =

1 0 0
0 cosϕ sinϕ
0 − sinϕ cosϕ

t

x
y

 .

Ðàçëîæåíèå ïî óãëó ϕ äà¼ò ãåíåðàòîð âðàùåíèé ïëîñêîñòè, êîòîðûé ìû
îáîçíà÷èì êàê R:

R =

0 0 0
0 0 1
0 −1 0

 .

Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà (1.10), ñòð. 32 âäîëü îñè x ñî ñêîðîñòüþ vx è
âäîëü îñè y ñî ñêîðîñòüþ vy çàïèøåì â ïåðâîì ïîðÿäêå ìàëîñòè ïî ñêî-
ðîñòè v (γ ≈ 1), âðåìåííî âîññòàíîâèâ ôóíäàìåíòàëüíóþ êîíñòàíòó c,
îáîçíà÷èâ α = 1/c2 :t′

x′

y′

 =

 1 −αvx 0
−vx 1 0
0 0 1

t
x
y

 ,

t′

x′

y′

 =

 1 0 −αvy
0 1 0
−vy 0 1

t
x
y

 .

Ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì ïðåîáðàçîâàíèÿì ãåíåðàòîðû èìåþò âèä:

Lx =

 0 −α 0
−1 0 0
0 0 0

 , Ly =

 0 0 −α
0 0 0
−1 0 0

 .

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî òðè ìàòðèöû Lx,Ly è R óäîâëåòâîðÿþò ñëåäó-
þùåé àëãåáðå Ëè:

[Lx,R] = Ly, [Ly,R] = −Lx, [Lx,Ly] = αR.

Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñêîðîñòü �c� ðàâíà áåñêîíå÷-
íîñòè, à α = 0. Ïîýòîìó ýòà æå àëãåáðà äëÿ ãðóïïû Ãàëèëåÿ (ïîâîðîòû
+ ñìåíà ñèñòåìû îòñ÷¼òà) èìååò âèä:

[Lx,R] = Ly, [Ly,R] = −Lx, [Lx,Ly] = 0.

Îòëè÷èå ñîñòîèò â ïîñëåäíåì êîììóòàòîðå, êîòîðûé ðàâåí íóëþ.
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Ìû âèäåëè, ÷òî ëèíåéíàÿ ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé îïðåäåëÿåòñÿ íàáî-
ðîì ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò, êîòîðûå çàäàþò àëãåáðó äëÿ ãåíåðàòîðîâ:

[Xi, Xj] = ckij Xk.

Ýòè êîíñòàíòû äîëæíû áûòü àíòèñèììåòðè÷íûìè ïî íèæíèì èíäåêñàì
ckij = −ckji è óäîâëåòâîðÿòü òîæäåñòâó ßêîáè (ñòð. 379):

cpijc
q
kp + cpjkc

q
ip + cpkic

q
jp = 0.

Â ñëó÷àå 3-ïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïû {X1,X2,X3} = {Lx,Ly,R}, ðàñ-
ñìîòðåííîé âûøå, âîçìîæíî 9 ðàçëè÷íûõ ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò, à òîæ-
äåñòâî ßêîáè âûðîæäàåòñÿ â îäíî íåòðèâèàëüíîå îãðàíè÷åíèå, ñëåäó-
þùåå èç ñîîòíîøåíèÿ [X1, [X2,X3]] + [X2, [X3,X1]] + [X3, [X1,X2]] = 0.
Êðîìå ýòîãî, âûáîð ñïîñîáà ïàðàìåòðèçàöèè ïðîèçâîëåí. Ïîýòîìó â ðàì-
êàõ îäíîé è òîé æå ãðóïïû, ìîæíî ïåðåéòè ê íîâûì ãåíåðàòîðàì, ÿâ-
ëÿþùèìèñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ñòàðûõ. Â ðàìêàõ êëàññèôèêàöèè,
ïðîäåëàííîé Ëóèäæè Áèàíêè (ñòð. 418) ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò
4 íåçàâèñèìûõ ïàðàìåòðà, îïðåäåëÿþùèõ ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû è 9
íåòðèâèàëüíûõ ãðóïï Ëè ðàçìåðíîñòè 3.
Ýòè 4 ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÷åòâ¼ðêó ïî-

òåíöèàëüíûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ êîíñòàíò, îïðåäåëÿþùèõ òó
èëè èíóþ òåîðèþ ïðåîáðàçîâàíèé ìåæäó äâóìÿ ñèñòåìàìè îòñ÷¼òà. Ïðè
ðîñòå ÷èñëà ïàðàìåòðîâ ãðóïïû, áûñòðî ðàñò¼ò è ÷èñëî íåçàâèñèìûõ
ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò. Äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà íèõ íàêëàäû-
âàåò ïðèíöèï ñîîòâåòñòâèÿ, òàê êàê â ïðåäåëå íóëåâûõ ôóíäàìåíòàëü-
íûõ êîíñòàíò äîëæíû ïîëó÷àòüñÿ ñîîòíîøåíèÿ ãðóïïû Ãàëèëåÿ. Ïîýòî-
ìó ÷àñòü èç ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò óæå ôèêñèðîâàíû. Äàëåå ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü ñâîéñòâà èçîòðîïíîñòè ïðîñòðàíñòâà, êîòîðîå íà ÿçûêå ãåíå-
ðàòîðîâ âûðàæàþòñÿ â ðàâíîïðàâèè (ñèììåòðèè) ìåæäó Lx è Ly, è ò.ä. Â
ðåçóëüòàòå ÷èñëî ôóíäàìåíòàëüíûõ êîíñòàíò áóäåò åù¼ ñèëüíåå óìåíü-
øàòüñÿ. Îäíàêî íà ëþáîì ýòàïå ìîæíî îñòàíîâèòüñÿ, ïîëó÷èâ íåêîòîðîå
îáîáùåíèå êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè.
Òàêèì îáðàçîì, íà ÿçûêå òåîðèè ãðóïï ìû âîçâðàùàåìñÿ ê ïðèíöè-

ïó ïàðàìåòðè÷åñêîé íåïîëíîòû (ñòð. 44). Ïîñòðîåíèå íîâûõ ôèçè÷åñêèõ
òåîðèé ìîæåò èäòè ïî ïóòè ðàñøèðåíèÿ èñõîäíûõ ãðóïï ïðåîáðàçîâà-
íèé êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè, ïóò¼ì ââåäåíèÿ íîâûõ íåíóëåâûõ ñòðóêòóð-
íûõ êîíñòàíò. Ýòè ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû ÿâëÿþòñÿ ôóíäàìåíòàëüíû-
ìè êîíñòàíòàìè, îïðåäåëÿþùèìè ñâîéñòâà ñîîòâåòñòâóþùèõ ìåõàíèê.
Âïðî÷åì, ñåé÷àñ ñàìîå âðåìÿ ïåðåéòè ê äåòàëüíîìó èçó÷åíèþ ñâîéñòâ

ãðóïïû, êîòîðàÿ ãàðàíòèðîâàíà ðåàëèçîâàëàñü â íàøåì Ìèðå è ÿâèëàñü
ïåðâûì ïàðàìåòðè÷åñêèì îáîáùåíèåì êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè.
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• Ðàññìîòðèì 4-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ. Ïðåîáðàçóåìûìè âåëè-
÷èíàìè áóäóò êîìïîíåíòû 4-âåêòîðà x = {t, x, y, z}. Â ìàòðèöû ãåíå-
ðàòîðîâ ãðóïïû ïðîñòðàíñòâåííûõ âðàùåíèé (6.22), ñòð. 382 íåîáõîäèìî
äîáàâèòü íóëåâûå ñòîëáèê è ñòðî÷êó, òàê êàê ïðè ïîâîðîòàõ âðåìÿ íå
èçìåíÿåòñÿ:

R1 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0

 , R2 =


0 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 0 0
0 1 0 0

 , R3 =


0 0 0 0
0 0 1 0
0 −1 0 0
0 0 0 0

 .

Ãåíåðàòîðû ëîðåíöåâñêèõ áóñòîâ âäîëü êàæäîé îñè ïîëó÷àþòñÿ òàêæå
êàê è â 2-ìåðíîì ñëó÷àå, ðàññìîòðåííîì âûøå. Ïîëîæèâ ôóíäàìåíòàëü-
íóþ ñêîðîñòü åäèíèöå, èìååì:

L1 =


0 −1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 , L2 =


0 0 −1 0
0 0 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 0

 , L3 =


0 0 0 −1
0 0 0 0
0 0 0 0
−1 0 0 0

 .

Ïðÿìûì óìíîæåíèåì ìàòðèö ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòè ãåíåðàòîðû óäî-
âëåòâîðÿþò ñëåäóþùåé àëãåáðå Ëè (ïî k ñóììà):

[Ri,Rj] = −εijkRk, [Li,Rj] = −εijk Lk, [Li,Lj] = εijkRk. (6.38)

Îñîáåííî âàæíû ïîñëåäíèå ñîîòíîøåíèÿ. Âî-ïåðâûõ, èìåííî îíè îòëè-
÷àþò ãðóïïó Ëîðåíöà îò ãðóïïû Ãàëèëåÿ, à âî-âòîðûõ, â íèõ âûðàæåí
ôàêò íåêîììóòàòèâíîñòè ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà. Êàê ìû çíàåì, äâà
ïîñëåäîâàòåëüíûõ ëîðåíöåâñêèõ áóñòà, âûïîëíåííûå ñ íåïàðàëëåëüíûìè
ñêîðîñòÿìè íå ÿâëÿþòñÿ ñíîâà áóñòîì (ñòð. 99). Èòîãîâîå ïðåîáðàçîâàíèå
ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé áóñòà è ïîâîðîòà (ïîäðîáíåå ñì.ñòð. 518).
Çàìåòèì òàêæå, ÷òî âñå êîììóòàòîðû âûãëÿäÿò ïîõîæèì îáðàçîì è

çàïèñûâàþòñÿ ïðè ïîìîùè ñèìâîëîâ Ëåâè-×åâèòû. Ýòî îòðàæàåò òîò
ôóíäàìåíòàëüíûé ôàêò, ÷òî ãðóïïà Ëîðåíöà ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ïîâîðî-
òîâ â 4-ìåðíîì ïñåâäîåâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Â òàêîì ïðîñòðàíñòâå
ñóùåñòâóåò 6 ïëîñêîñòåé: (t, x), (t, y), ... (y, z) âðàùåíèå êîòîðûõ îïðåäå-
ëÿåòñÿ 6-þ ïàðàìåòðàìè. Ñîîòâåòñòâåííî ýòî 6-ïàðàìåòðè÷åñêàÿ íåàáå-
ëåâà ãðóïïà. Èíâàðèàíòîì ýòîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ ñâåòîâîé êîíóñ:

x2 = t2 − r2 = inv, (6.39)

èìåþùèé ñìûñë ðàññòîÿíèÿ îò íà÷àëà êîîðäèíàò â 4-ìåðíîì ïñåâäîåâ-
êëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ïî àíàëîãèè ñ ãðóïïîé âðàùåíèÿ, ãðóïïó Ëî-
ðåíöà îáîçíà÷àþò ñëåäóþùèì îáðàçîì: O(1, 3), ãäå ïåðâûé àðãóìåíò �
ðàçìåðíîñòü âðåìåíè, à âòîðîé � ïðîñòðàíñòâà.
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Ôîðìàëüíî, ãðóïïà ËîðåíöàO(1, 3) ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì îðòîãîíàëü-
íûõ ìàòðèö (ñòð. 139) 4x4 â ïñåâäîåâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ ìåòðè÷å-
ñêèì òåíçîðîì g = diag(1,−1,−1,−1), g2 = 1, gT = g:

x2 = xTg x = x′Tg x′, x′ = Λx => gΛTgΛ = 1.

Òàê êàê detg = −1, òî (detΛ)2 = 1 è îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ Λ ìîæåò áûòü ðàâåí 1 èëè -1. Ïîñëåäíèé ñëó÷àé, àíàëîãè÷-
íî îáû÷íûì âðàùåíèÿì, ðåàëèçóåòñÿ â ðåçóëüòàòå îïåðàöèé îòðàæåíèÿ
íå÷åòíîãî ÷èñëà îñåé â 4-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè. Íàïðèìåð, èçìå-
íåíèå íàïðàâëåíèÿ õîäà âðåìåíè t 7→ −t èëè âñåõ òð¼õ ïðîñòðàíñòâåííûõ
îñåé (x, y, z) 7→ (−x,−y,−z), îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè ìàòðèöàìè:

It =


−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 , Ir =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 .

×åòâåðêà ìàòðèö {1, It, Ir, Itr}, ãäå Itr = ItIr = −1 (èíâåðñèÿ âñåõ îñåé)
îáðàçóåò äèñêðåòíóþ ãðóïïó. Ýòà ãðóïïà, äîïîëíåííàÿ íåïðåðûâíûìè
ïðåîáðàçîâàíèÿìè, îïðåäåëÿåìûìè ãåíåðàòîðàìè Ri, Li, îïèñûâàåò âñå
âîçìîæíûå ñèììåòðèè íå ìåíÿþùèå èíâàðèàíòà (6.39).
Íàëè÷èå äèñêðåòíûõ ñèììåòðèé ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî âñå âîçìîæíûå

ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàçáèâàþòñÿ íà ïîäìíîæåñòâà, íåñâîäèìûå äðóã ê äðó-
ãó ïðè ïîìîùè íåïðåðûâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ïóñòü èñõîäíîé ÿâëÿåòñÿ
ïðàâàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò ñ �íîðìàëüíûì� íàïðàâëåíèåì òå÷åíèÿ âðåìå-
íè. Ïðè ïîìîùè, íàïðèìåð, Ir å¼ ìîæíî ïðåâðàòèòü â ëåâóþ ñèñòåìó êî-
îðäèíàò, ïîñëå ÷åãî, íè ïðåîáðàçîâàíèåì Ëîðåíöà, íè ïîâîðîòîì íåëüçÿ
âåðíóòñÿ ê èñõîäíîìó ñîñòîÿíèþ. Àíàëîãè÷íî ñ It è Itr. Ýòè 4 ïîäìíîæå-
ñòâà, íå ñîåäèíÿåìûå íåïðåðûâíûì ïðåîáðàçîâàíèåì, êëàññèôèöèðóþò
ïî çíàêàì îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöûΛ è å¼ íóëåâîãî ýëåìåíòà: Λ0

0 (êîòîðûé
ïî ìîäóëþ áîëüøå åäèíèöû, ÷òî ñëåäóåò èç óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè äëÿ
íóëåâûõ èíäåêñîâ (lH71)):

I. detΛ = +1 Λ0
0 > +1 1

II. detΛ = −1 Λ0
0 > +1 Ir

III. detΛ = −1 Λ0
0 6 −1 It

IV. detΛ = +1 Λ0
0 6 −1. Itr

Ïåðâûé êëàññ ñîîòâåòñòâóåò �îáû÷íûì� ïðåîáðàçîâàíèÿì Ëîðåíöà è âðà-
ùåíèÿì ïðàâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Îí íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííîé îðòî-
õðîííîé ãðóïïîé Ëîðåíöà. Â ïîñëåäíåé êîëîíêå çàïèñàíû ìàòðèöû äèñ-
êðåòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïðèíàäëåæàùèå êàæäîìó êëàññó (ïðîâåðüòå).
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• Àëãåáðó Ëè (6.38) ãðóïïû Ëîðåíöà ìîæíî óïðîñòèòü, åñëè ïåðåéòè
ê ñëåäóþùèì ãåíåðàòîðàì (ı2 = −1):

Jk =
1

2
(Rk + ıLk), Kk =

1

2
(Rk − ıLk).

Îíè êîììóòèðóþò äðóã ñ äðóãîì, ïîýòîìó àëãåáðà �ðàñùåïëÿåòñÿ�:

[Ji, Jj] = −εijk Jk, [Ki, Kj] = −εijk Kk, [Ji, Kj] = 0.

Äëÿ êàæäîé òðîéêè ãåíåðàòîðîâ Ji è Ki àëãåáðà Ëè ãðóïïû Ëîðåíöà
ñîâïàäàåò ñ àëãåáðîé ãðóïï SO(3) è SU(2). Ñîîòâåòñòâåííî, åñòü äâà
îïåðàòîðà Êàçèìèðà, êîììóòèðóþùèå ñî âñåìè ãåíåðàòîðàìè:

J2 = J2
1 + J2

2 + J2
3, K2 = K2

1 +K2
2 +K2

3.

Ïîëüçóÿñü ðåçóëüòàòàìè ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà, ìîæíî îïèñàòü íåïðèâî-
äèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû Ëè. Êàæäîå èç íèõ õàðàêòåðèçóåòñÿ ïàðîé
÷èñåë (j1, j2), ãäå j1 � ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ãåíåðàòîðà J3,
à j2 � ãåíåðàòîðà K3. ×èñëà (j1, j2) ìîãóò áûòü öåëûìè èëè ïîëóöåëû-
ìè, à ðàçìåðíîñòü íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé êàæäîé èç àëãåáð ðàâíà
2ji+1. Åñëè j1+ j2 ðàâíî ïîëóöåëîìó ÷èñëó, òî ïðåäñòàâëåíèå íàçûâàåò-
ñÿ ñïèíîðíûì, à äëÿ öåëîãî ÷èñëà � âåêòîðíûì. Âåêòîðíîå ïðåäñòàâëå-
íèå ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íûì, â ñïèíîðíîå � äâóõçíà÷íûì. Åñëè j1 ̸= j2, òî
âîçìîæíî äâà íåýêâèâàëåíòíûõ ïðåäñòàâëåíèÿ îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè:
(j1, j2) è (j2, j1).

Ïóñòü S
(j)
αβ � ìàòðèöà (2j+1)x(2j+1), ñîîòâåòñòâóþùàÿ äàííîìó íåïðè-

âîäèìîìó ïðåäñòàâëåíèþ, à Ψαβ � íåêîòîðàÿ ìíîãîêîìïîíåíòíàÿ âåëè-
÷èíà, ïðåîáðàçóþùàÿñÿ ïî ïðåäñòàâëåíèþ (j1, j2):

Ψ′αβ = S(j1)
αµ S

(j2)
βν Ψµν,

ãäå ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ñóììà îò 1 äî 2j1+1 äëÿ µ è äî 2j2+1
äëÿ ν. Â ýòîì ñìûñëå ïðîèçâîëüíîå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåá-
ðû ãðóïïû Ëîðåíöà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì äâóõ íåïðèâîäè-
ìûõ ïðåäñòàâëåíèé àëãåáðû SO(3) èëè SU(2), ò.å. S(j1,j2) = S(j1) ⊗ S(j2)

è èìååò ðàçìåðíîñòü (2j1 + 1)(2j2 + 1).

Îäíîé èç ìàòðèö ìîæåò íå áûòü, ÷òî ïîìå÷àåòñÿ íóëåì: (j1, 0) èëè
(0, j2). Ïðè ïîìîùè íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ìîæíî ïîëó÷àòü ìàò-
ðèöû ïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé. Îäíàêî îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò
èìåííî íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ, òàê êàê îíè îïðåäåëÿþò ðàçëè÷-
íûå òèïû íåòðèâèàëüíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ, òåì èëè èíûì îá-
ðàçîì ìåíÿþùèõñÿ ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëîðåíöà (ñì. ñòð. 392)
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Ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå èç íèõ äëÿ êîíêðåòíûõ j1 è j2:

◃ (0, 0) � ñêàëÿð, íå ìåíÿþùèéñÿ ïðè âðàùåíèÿõ è ïðåîáðàçîâàíèÿõ
Ëîðåíöà; ýòî îäíîêîìïîíåíòíàÿ âåëè÷èíà Ψ′ = Ψ.

◃ (1/2, 0) èëè (0, 1/2) � îïèñûâàþò ïðåîáðàçîâàíèÿ ñïèíîðà; ýòî äâóõ-
êîìïîíåíòíàÿ êîìïëåêñíàÿ âåëè÷èíà Ψα = (Ψ1Ψ2)

T , ñì. ãëàâó 8.

◃ (1, 0) èëè (0, 1) � ïðåîáðàçîâàíèÿ òðåõêîìïîíåíòíûõ âåëè÷èí, êîòî-
ðûìè ìîãóò áûòü êîìïëåêñíûå âåêòîðû a + ıb, ÿâëÿþùèåñÿ êîìïî-
íåíòàìè àíòèñèììåòðè÷íîãî 4-òåíçîðà Aij = (a,b), ñì.ñòð. 180.

◃ (1/2, 1/2) � ÷åòûðåõêîìïîíåíòíàÿ âåëè÷èíà ÿâëÿþùàÿñÿ îáû÷íûì
4-âåêòîðîì Aν = {A0,A}. Êàêèì îáðàçîì ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ
ìàòðèö 2x2 ïðèâîäèò ê ïðåîáðàçîâàíèÿì Ëîðåíöà äëÿ 4-âåêòîðà ñòà-
íåò ÿñíî â ãëàâå 8.

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ïðåäñòàâëåíèå (1, 0). Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöû
ãåíåðàòîðîâ 3x3 äåéñòâóþò íà ñòîëáèê èç òð¼õ, âîîáùå ãîâîðÿ, êîìïëåêñ-
íûõ ÷èñåë. Òàê êàê ãåíåðàòîðû ñîâïàäàþò ñ ìàòðèöàìè ãðóïïû SO(3),
òî ïðè ïðîñòðàíñòâåííûõ ïîâîðîòàõ ýòà òðîéêà ÷èñåë ïðåîáðàçóåòñÿ êàê
êîìïîíåíòû 3-âåêòîðîâ (íåçàâèñèìî è îäèíàêîâî äëÿ äåéñòâèòåëüíîé è
ìíèìîé ÷àñòåé). Çàïèøåì ìàòðèöó ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ìàëûõ ïàðàìåò-
ðîâ:

S ≈ 1+ δϕkRk + δvkLk = 1+ (δϕk − ıδvk)Jk + (δϕk + ıδvk)Kk,

ãäå δϕ = ndϕ � óãëû ïîâîðîòà, δv � îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü. Òàêèì îá-
ðàçîì, â ïðåäñòàâëåíèè (1, 0) ïàðàìåòðû ïðåîáðàçîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ êîì-
ïëåêñíûìè âåëè÷èíàìè: δϕk − ıδvk. Ðàññìîòðèì îòíîñèòåëüíîå äâèæå-
íèå äâóõ ñèñòåì îòñ÷åòà âäîëü îñè x: δv = {δv, 0, 0}. Â ýòîì ñëó÷àå
S ≈ 1 − ıδv J1. Âçÿâ ãåíåðàòîðû ïîâîðîòà (6.22), ñòð. 382 è âûäåëèâ â
ïðåîáðàçóåìîì âåêòîðå ÿâíûì îáðàçîì äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷à-
ñòè, èìååì: a′x + ıb′x

a′y + ıb′y
a′z + ıb′z

 =

1 0 0
0 1 −ıδv
0 ıδv 1

ax + ıbx
ay + ıby
az + ıbz

 .

Ïåðåìíîæàÿ è ïðèðàâíèâàÿ äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìûå ÷àñòè, ïîëó÷àåì:

a′x = ax, a′y = ay + δv bz, a′z = az − δv by,
b′x = bx, b′y = by − δv az, b′z = bz + δv ay,

÷òî ñîâïàäåò ñ ïðåîáðàçîâàíèåì àíòèñèììåòðè÷íîãî 4-òåíçîðà (ñòð. 180)
ïðè ìàëîé îòíîñèòåëüíîé ñêîðîcòè äâèæåíèÿ.
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6.10 Ãðóïïà Ïóàíêàðå

• Ãðóïïà Ïóàíêàðå P(1, 3) îáúåäèíÿåò ãðóïïû Ëîðåíöà è òðàíñëÿöèé:

x′α = aα + Λα
β x

β.

Òðàíñëÿöèè îçíà÷àþò ñäâèãè íà÷àëà îò÷¼òà âðåìåíè è íà÷àëà ñèñòåìû
êîîðäèíàò: t′ = t + a0, r′ = r + a. Ãðóïïà Ëîðåíöà èìååò 6 ïàðàìåòðîâ
(âåêòîð ñêîðîñòè è âåêòîð âðàùåíèé). Òðàíñëÿöèÿ � ýòî åù¼ 4 ïàðàìåòðà.
Ïîýòîìó ãðóïïà Ïóàíêàðå � 10-ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ èíâàðèàíòîì,
ðàâíûì ðàññòîÿíèþ â 4-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ìåæäó äâóìÿ ñîáûòèÿìè:

(x2 − x1)
2 = (t2 − t1)2 − (r2 − r1)

2 = inv.

Ãðóïïà Ëîðåíöà � ýòî ïîäãðóïïà ãðóïïû Ïóàíêàðå. Å¼ èíâàðèàíòîì ÿâ-
ëÿåòñÿ êàê (x2−x1)

2, òàê è x2. Â òîæå âðåìÿ äëÿ ãðóïïû Ïóàíêàðå x2 íå
ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì, òàê êàê îí òðàíñëÿöèîííî íåèíâàðèàíòåí.

Çàïèøåì äâà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ïóàíêàðå â ìàòðè÷íîì âèäå:

x1 = a1 +Λ1x, x2 = a2 +Λ2x1.

Ïîäñòàâèì ïåðâîå ïðåîáðàçîâàíèå âî âòîðîå: x2 = a2 + Λ2a1 + Λ2Λ1x.
Ïîýòîìó ñèìâîëè÷åñêàÿ çàïèñü çàêîíà ãðóïïîâîé êîìïîçèöèè èìååò âèä:

(a2, Λ2) · (a1, Λ1) = (a2 +Λ2a1, Λ2Λ1).

Åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ (0, 1), à îáðàòíûì ê (a, Λ)
áóäåò ýëåìåíò (−Λ−1a, Λ−1) (lH72). Ìíîæåñòâî âñåõ òðàíñëÿöèé (a, 1)
(áåç ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà) ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíîé ïîäãðóïïîé ãðóï-
ïû Ïóàíêàðå (lH73).

Ïðåîáðàçîâàíèå ãðóïïû Ïóàíêàðå ìîæíî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîì âèäå,
åñëè ðàñøèðèòü ìàòðèöû äî ðàçìåðíîñòè 5:

t′

x′

y′

z′

1

 =


Λ0

0 Λ0
1 Λ0

2 Λ0
3 a0

Λ1
0 Λ1

1 Λ1
2 Λ1

3 a1

Λ2
0 Λ2

1 Λ2
2 Λ2

3 a2

Λ3
0 Λ3

1 Λ3
2 Λ3

3 a3

0 0 0 0 1



t

x
y
z
1


Ïðè ïåðåìíîæåíèè òàêèõ ìàòðèö 5x5 (êîìïîçèöèÿ ïðåîáðàçîâàíèé) ïî-
ñëåäíÿÿ ñòðî÷êà ìàòðèöû èçìåíÿòüñÿ íå áóäåò, êàê íå áóäåò èçìåíÿòüñÿ
ðàâíûé åäèíèöå 5-é ýëåìåíò â ñòîëáèêå ïðåîáðàçóåìîãî âåêòîðà.
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Ïåðåìíîæàòü ìàòðèöû, äëÿ ïîëó÷åíèÿ àëãåáðû ãåíåðàòîðîâ äîñòàòî÷-
íî óòîìèòåëüíî. Ïðîùå îêàçûâàåòñÿ îïåðàòîðíûé ïîäõîä (ñòð. 378). Ìàò-
ðèöû ãåíåðàòîðîâ Ri, Li ãðóïïû Ëîðåíöà (ñòð. 398) ïðèâîäÿò ê ñëåäóþ-
ùèì îïåðàòîðàì X̂i = −(Xi)

α
βx

β∂α ñ òàêîé æå àëãåáðîé äëÿ êîììóòàòî-
ðîâ:

L̂x = t∂x + x∂t, L̂y = t∂y + y∂t, L̂z = t∂z + z∂t,

R̂x = y∂z − z∂y, R̂y = z∂x − x∂z, R̂z = x∂y − y∂x.
Øåñòü îïåðàòîðîâ R̂i, L̂j ìîæíî îáúåäèíèòü ïðè ïîìîùè àíòèñèììåò-

ðè÷íîãî îïåðàòîðíîãî òåíçîðà:

Ĵαβ = ı


0 L̂x L̂y L̂z

−L̂x 0 −R̂z R̂y

−L̂y R̂z 0 −R̂x

−L̂z −R̂y R̂x 0

 = ı(xα∂β − xβ∂α).

Âî âòîðîì ðàâåíñòâå, ÿâëÿþùèìñÿ êîâàðèàíòíûì ïðåäñòàâëåíèåì îïå-
ðàòîðà Ĵαβ, ó÷òåíî, ÷òî xα = {t,−x,−y,−z}. Â òîæå âðåìÿ ∂1 = ∂/∂x1

ÿâëÿåòñÿ îáû÷íîé ïðîèçâîäíîé ïî x. Äëÿ ïðåäàíèÿ Ĵαβ ýðìèòîâîñòè, â
åãî îïðåäåëåíèè äîïîëíèòåëüíî áûë ââåäåí ìíîæèòåëü ı.
Äëÿ òðàíñëÿöèè x′α = xα + aα, âåëè÷èíà uαk = δαk (ñòð. 378) ïðèâîäèò

ê îïåðàòîðó èíôèíèòåçèìàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, êîòîðûé ìû òàêæå
ñäåëàåì ýðìèòîâûì:

P̂α = ı∂α.

Â êâàíòîâîé òåîðèè, óìíîæåííûé íà ïîñòîÿííóþ Ïëàíêà ~, îí ñòàíî-
âèòñÿ îïåðàòîðîì 4-èìïóëüñà. Íàéä¼ì êàê îí êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðîì
4-âðàùåíèé, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò îïåðàòîðó ìîìåíòà èìïóëüñà:

Ĵαβ = xαP̂β − xβP̂α.

Äåéñòâóÿ êîììóòàòîðîì íà ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ, èìååì (ı2 = −1):

[P̂α, Ĵµν]F = −∂α(xµ∂νF ) + ∂α(xν∂µF ) + xµ∂ν∂αF − xν∂µ∂αF.

Ðàñêðûâàÿ ïðîèçâîäíóþ ïðîèçâåäåíèÿ, è ó÷èòûâàÿ, ÷òî

∂αxµ =
∂xα
∂xµ

= gαν
∂xν

∂xµ
= gανδ

ν
µ = gαµ,

ïîëó÷àåì:
[P̂α, Ĵµν]F = ı (gαµP̂ν − gανP̂µ)F,

ãäå ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ òåïåðü ìîæíî îïóñòèòü. ×òîáû îöåíèòü óäîá-
ñòâî îïåðàòîðíîãî ïîäõîäà, ñòîèò ïîïðîáîâàòü ïîëó÷èòü ýòè æå ñîîòíî-
øåíèÿ íà ïðÿìóþ äëÿ ãåíåðàòîðîâ, ïåðåìíîæàÿ ìàòðèöû.
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Òàê êàê ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðåñòàíîâî÷íû, òî îïåðàòîðû P̂α êîì-
ìóòèðóþò äðóã ñ äðóãîì. Êðîìå ýòîãî, ïîâòîðÿÿ âû÷èñëåíèÿ ïîäîáíûå
ïðîâåäåííûì âûøå, ìîæíî íàéòè êîììóòàòîð [Ĵαβ, Ĵµν]. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷àåòñÿ àëãåáðà Ïóàíêàðå:

[P̂α, P̂β] = 0, (6.40)

[P̂α, Ĵµν] = ı (gαµP̂ν − gανP̂µ), (6.41)

[Ĵαβ, Ĵµν] = ı (gαµĴνβ − gανĴµβ + gβµĴαν − gβνĴαµ). (6.42)

Íåêîììóòàòèâíîñòü îïåðàòîðîâ òðàíñëÿöèé P̂α è 4-ïîâîðîòîâ Ĵµν ñâÿ-
çàíà ñ íåïåðåñòàíîâî÷íîñòüþ ýòèõ îïåðàöèé. Ïóñòü, íàïðèìåð, òåëî â íà-
÷àëå êîîðäèíàò ïîâîðà÷èâàåòñÿ âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè íà íåêîòîðûé
óãîë, à çàòåì ñäâèãàåòñÿ â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè. Ðåçóëüòàò ýòèõ
îïåðàöèé â îáðàòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ñäâèã, à çàòåì ïîâîðîò âîêðóã
íà÷àëà êîîðäèíàò) áóäåò äðóãîé, êàê äëÿ ïîëîæåíèÿ òåëà, òàê è äëÿ åãî
îðèåíòàöèè. Èç (6.41) ñëåäóåò (lH74), ÷ òî 4-ïîâîðîòû êîììóòèðóþò ñ
êâàäðàòîì 4-ñìåùåíèé (è âîîáùå ñ ëþáûì îïåðàòîðíûì 4-ñêàëÿðîì!):

[Ĵαβ, P̂γP̂
γ] = 0.

Ïî îïðåäåëåíèþ, ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ïóàíêàðå îñóùåñòâëÿþò ëþ-
áûå ëèíåéíûå îïåðàòîðû (íå îáÿçàòåëüíî ìàòðèöû), óäîâëåòâîðÿþùèå
êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì (6.40)-(6.42). Òàê, åñëè Ĵαβ, P̂α íå ÿâëÿ-
þòñÿ ìàòðèöàìè 4x4, òî Ĵαβ ̸= xαP̂β − xβP̂α, êàê ýòî ïðîèñõîäèò, íàïðè-
ìåð, äëÿ ñèñòåìû òî÷å÷íûõ ÷àñòèö, îáëàäàþùåé ñïèíîì (ñì.ñòð. 188). Â
ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ââåñòè íåíóëåâîé îïåðàòîð Ïàóëè-Ëþáàíñêîãî:

Ŵ ν =
1

2
εναβγ Ĵαβ P̂γ. (6.43)

Îí 4-îðòîãîíàëåí îïåðàòîðó ñäâèãîâ è êîììóòèðóåò ñ íèì:

ŴνP̂
ν = 0, [Ŵµ, P̂ν] = 0. (6.44)

Êîììóòàòîð ñ îïåðàòîðîì âðàùåíèÿ èìååò âèä:

[Ŵα, Ĵµν] = ı (gαµŴν − gανŴµ). (6.45)

Íàêîíåö, êîììóòàòîð äâóõ îïåðàòîðîâ Ŵ ðàâåí:

[Ŵ µ, Ŵ ν] = ı εµναβP̂αŴβ, (6.46)

÷òî ïðîâåðÿåòñÿ ïðè ïîìîùè (6.44) è (6.45).
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Ïðè ïîìîùè ñâåðòêè îïåðàòîðîâ Ĵµν è P̂ν, ìîæíî ïîëó÷èòü åùå îäèí
êîâàðèàíòíûé îïåðàòîð, êîòîðûé, êàê è Ŵµ, îðòîãîíàëåí îïåðàòîðó ñäâè-
ãîâ P̂µ:

N̂µ = ĴµνP̂
ν. (6.47)

Äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå êîììóòàòîðû:

[N̂µ, P̂ν] = ı(P̂µP̂ν − gµνM 2),

[N̂α, Ĵµν] = ı (gαµN̂ν − gανN̂µ),

[N̂µ, Ŵν] = ı ŴµP̂ν,

ãäå M 2 = P̂αP̂
α, à ïðè âû÷èñëåíèè ïîñëåäíåãî êîììóòàòîðà ëó÷øå èñ-

ïîëüçîâàòü (6.45) è (6.46). Ìåæäó ñîáîé ýòè îïåðàòîðû êîììóòèðóþò
òàê:

[N̂µ, N̂ν] = ıM 2 Ĵµν.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà îäèíàêîâóþ ñòðóêòóðó êîììóòàòîðîâ îïåðàòîð-
íûõ 4-âåêòîðîâ P̂α, Ŵα è N̂α ñ òåíçîðíûì îïåðàòîðîì âðàùåíèé Ĵµν.
Ýòî îáùèé ðåçóëüòàò è òàê áóäåò êîììóòèðîâàòü ëþáîé îïåðàòîðíûé
4-âåêòîð Âα. Ñâÿçàíî ýòî ñ òåì, ÷òî Ĵµν îïðåäåëÿåò ìàòðèöó ïðåîáðà-
çîâàíèÿ ãðóïïû Ëîðåíöà. Àíàëîãè÷íî, ëþáîå òåíçîðíîå âûðàæåíèå Ŝαβ

áóäåò êîììóòèðîâàòü ñ Ĵµν êàê ïðîèçâåäåíèå äâóõ îïåðàòîðîâ ÂαB̂β, ñì.
(6.42).
Ïåðå÷èñëèì âñå íåçàâèñèìûå íåíóëåâûå 4-ñêàëÿðû, êîòîðûå ìîæíî

îïðåäåëèòü ïðè ïîìîùè ââåäåííûõ îïåðàòîðîâ:

P̂µP̂
µ, ŴµŴ

µ, N̂µN̂
µ, ŴµN̂

µ.

Ïåðâûå äâà èç íèõ êîììóòèðóþò ñî âñåìè îïåðàòîðàìè, ÿâëÿÿñü îïåðà-
òîðàìè Êàçèìèðà ãðóïïû Ïóàíêàðå.
Êàê ìû óâèäèì â ñëåäóþùåé ãëàâå, èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ñäâè-

ãîâ ïðèâîäèò ê ñîõðàíåíèþ ïîëíîãî èìïóëüñà ñèñòåìû Pµ. Àíàëîãè÷íî,
èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî 4-ïîâîðîòîâ ñâÿçàíà ñ ñîõðàíåíèåì òåíçî-
ðà ïîëíîãî ìîìåíòà èìïóëüñà ñèñòåìû Jµν. Êâàäðàò èìïóëüñà ÿâëÿåòñÿ
êîíñòàíòîé, ðàâíîé ïîëíîé ìàññå ñèñòåìû P̂µP̂

µ = M2. Êâàäðàò îïåðà-
òîðà Ïàóëè-Ëþáàíñêîãî ðàâåí:

ŴµŴ
µ = N̂µN̂

µ − M 2

2
ĴµνĴ

µν,

ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü êîììóòàòîðîì (6.41) è òîæäåñòâîì äëÿ ñâåðòêè
äâóõ ñèìâîëîâ Ëåâè-×åâèòû ïî îäíîìó èíäåêñó (lH75).
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• ×òîáû ïîñòðîèòü íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû Ïóàíêàðå
íåîáõîäèìî îòîáðàòü íàáîð êîììóòèðóþùèõ ìåæäó ñîáîé îïåðàòîðîâ è
íàéòè èõ ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è çíà÷åíèÿ. Èñïîëüçóÿ áàçèñ ñîáñòâåí-
íûõ ôóíêöèé, ìîæíî çàïèñàòü ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû âñåõ îïåðàòîðîâ.
Ïðè ýòîì êîììóòèðóþùèå îïåðàòîðû áóäóò ïðåäñòàâëåíû äèàãîíàëü-
íûìè ìàòðèöàìè ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè, ñòîÿùèìè íà äèàãîíàëè.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìû ïîñòóïèëè ïðè íàõîæäåíèè ïðåäñòàâëåíèé àë-
ãåáðû ãðóïï SO(3) è SU(2) (ñì.ñòð. 394 è äàëåå).
Â êà÷åñòâå êîììóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ óäîáíî âûáðàòü äâà îïåðàòî-

ðà Êàçèìèðà, êîìïîíåíòû îïåðàòîðà èìïóëüñà è íóëåâóþ êîìïîíåíòó
îïåðàòîðà Ïàóëè-Ëþáàíñêîãî:

M2 = P̂µP̂
µ, W 2 = ŴµŴ

µ, P̂µ, Ŵ0.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî õîòÿ [Ŵµ, P̂ν] = 0, ðàçëè÷íûå êîìïîíåíòû îïå-
ðàòîðà Ŵµ ìåæäó ñîáîé íå êîììóòèðóþò è â áàçèñíûé íàáîð ìîæíî
âçÿòü òîëüêî îäíó èç íèõ, íàïðèìåð, Ŵ0. Êðîìå ýòèõ ñåìè îïåðàòîðîâ,
äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ ïðåäñòàâëåíèé (êîíêðåòíûõ âåëè÷èí ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèé) ñóùåñòâóþò äîïîëíèòåëüíûå áàçèñíûå îïåðàòîðû (ñì. íè-
æå). Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðîâ áóäåì îáîçíà÷àòü òåìè æå ñèì-
âîëàìè, ÷òî è îïåðàòîðû, íî áåç øëÿïîê íàä íèìè.
Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà èìïóëüñà ïðèíèìàþò íåïðåðûâíûå

çíà÷åíèÿ íà âñåì äèàïàçîíå âåùåñòâåííîé îñè. Äåéñòâèòåëüíî, ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ ı∂µΦ = PµΦ íà ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è çíà÷åíèÿ äëÿ îïåðà-
òîðà P̂µ = ı∂µ èìåþò ðåøåíèå ΦPµ

(x) ∼ e−ıPµx
µ

, ñ ëþáûì ñîáñòâåííûì
çíà÷åíèåì Pµ. Àíàëîãè÷íî, íåïðåðûâíûé ñïåêòð ïðèíèìàþò ñîáñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Êàçèìèðà M 2 = P̂µP̂

µ (êàê è èíòåðâàë îíè
ìîãóò áûòü êàê ïîëîæèòåëüíûìè, òàê è îòðèöàòåëüíûìè).
Ñëåäóÿ Âèãíåðó ðàçëè÷àþò ïÿòü êëàññîâ ïðåäñòàâëåíèé, ñî ñëåäóþ-

ùèìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿì:

I. M 2 > 0
II. M 2 = 0, W 2 = 0, P µ ̸= 0
III. M 2 = 0, W 2 ̸= 0
IV. M 2 < 0
V. P µ = 0

Äëÿ ôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ïåðâûå äâà êëàññà,
ñîîòâåòñòâóþùèå â êâàíòîâîé òåîðèè ìàññèâíûì è áåçìàññîâûì ÷àñòè-
öàì. Åñëè M 2 > 0, ïîÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûé îïåðàòîð P̂ 0/|P̂ 0|, êîì-
ìóòèðóþùèé ñî âñåìè îïåðàòîðàìè àëãåáðû è èìåþùèé ñìûñë çíàêà
ýíåðãèè ñèñòåìû.
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• Îïåðàòîð Ïàóëè-Ëþáàíñêîãî Ŵ µ íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàí ñ îïåðàòî-
ðîì ñïèíà Ŝµ = {Ŝ0, Ŝ}, ñòð. 188:

Ŵ µ =MŜµ.

Çàïèøåì åãî â âåêòîðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ (ñì. òàêæå ñòð. 188):

Ŝ0 = ĴÛ, Ŝ = ĴÛ 0 − Ĝ× Û,

ãäå Ûµ = {Û 0, Û} � îïåðàòîð 4-ñêîðîñòè (P̂ µ = MÛµ) è ââåäåíû îïå-
ðàòîðíûå âåêòîðû Ĵ = {Ĵ23, Ĵ31, Ĵ12} è Ĝ = {Ĵ10, Ĵ20, Ĵ30}. Ðàññìîòðèì
ñëó÷àé, êîãäà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà P̂ ðàâíû íóëþ (P = 0).
Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýòî ñîîòâåòñòâóåò ñèñòåìå îòñ÷åòà â êîòîðîé
ïîëíûé èìïóëüñ ðàâåí íóëþ (ñòðîãî ãîâîðÿ òàêàÿ òåðìèíîëîãèÿ ñïðàâåä-
ëèâà òîëüêî ïðè ïåðåõîäå ê êâàíòîâîé òåîðèè). Â òàêîé �ñèñòåìå ïîêîÿ�
ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû Ŝ0 ðàâíû íóëþ, à ïðîñòðàíñòâåííûå ñîâïàäàþò ñ
ïîëíûì ìîìåíòîì:

Φ′P=0 Ŝ
0ΦP=0 = 0, Φ′P=0 ŜΦP=0 = Φ′P=0 ĴΦP=0.

Êîììóòàòîð (6.42) äëÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ êîìïîíåíò ñîâïàäàåò ñ êîì-
ìóòàòîðàìè ãåíåðàòîðîâ ãðóïï SO(3) è SU(2). Íàïðèìåð:

[Ĵx, Ĵy] = [Ĵ23, Ĵ31] = ıg33Ĵ21 = ıĴz.

Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, êîòîðûå ìû ñäåëàëè ïðè ïîñòðîåíèè íåïðèâîäè-
ìûõ ïðåäñòàâëåíèé ýòîé àëãåáðû, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Ĵz ïîëíîãî ìîìåíòà (è ñïèíà Ŝz â ñèñòåìå ïîêîÿ)
ïðèíèìàþò 2j +1 çíà÷åíèé: j, j− 1, ...,−j, ãäå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå j
ìîæåò áûòü öåëûì èëè ïîëóöåëûì ÷èñëîì. Â ÷àñòíîñòè, áëîê ìàòðèöû
Ŝz, ñîîòâåòñòâóþùèé çíà÷åíèÿì íóëåâîãî èìïóëüñà áóäåò äèàãîíàëüíûì.

Öåëûå çíà÷åíèÿ ñïèíà ôèçè÷åñêè ñîîòâåòñòâóþò áîçîíàì (ôîòîí, π-
ìåçîí,...), à ïîëóöåëûå � ôåðìèîíàì (ýëåêòðîí, ïðîòîí,...). Ñîáñòâåííî
âñå èçâåñòíûå â ïðèðîäå ýëåìåíòàðíûå ÷àñòèöû îòíîñÿòñÿ ê îäíîìó èç
ýòèõ äâóõ êëàññîâ. Áîëåå òîãî, èñòèííî ôóíäàìåíòàëüíûìè (áåññòðóê-
òóðíûìè, íà äàííîì óðîâíå çíàíèÿ) ÷àñòèöàìè ìàòåðèè ÿâëÿþòñÿ ôåð-
ìèîíû ñ ìèíèìàëüíî âîçìîæíûì ñïèíîì 1/2 (ëåïòîíû è êâàðêè).

Òàêèì îáðàçîì, àëãåáðà Ïóàíêàðå, ñóùåñòâåííî ðàñøèðÿåò âîçìîæ-
íîñòè ïîñòðîåíèÿ ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé ïî ñðàâíåíèþ ñ àëãåáðîé
Ëîðåíöà. Àëãåáðà Ïóàíêàðå ìîæåò áûòü åù¼ áîëåå ðàñøèðåíà, çà ñ÷åò
ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ îïåðàòîðîâ. Ïîäîáíûå ðàñøèðåíèÿ ïðèâîäÿò
ê ñóïåðñèììåòðè÷íûì òåîðèÿì, èçëîæåíèå êîòîðûõ âûõîäèò çà ðàìêè
íàøåé êíèãè.
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6.11 Íåëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ∗

• Ðàññìîòðèì âåêòîð n ïåðåìåííûõ x = (x1, ..., xn), êîòîðûå ìû áó-
äåì íàçûâàòü äàëåå êîîðäèíàòàìè, è íàáîð s ïàðàìåòðîâ a = (a1, ..., as)
îïðåäåëÿþùèõ â îáùåì ñëó÷àå íåëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå:

xi 7→ x′i = fi(a
1, ...., as, x1, ..., xn), èëè x 7→ x′ = f(a,x) = T̂ax.

Íàïðèìåð, â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ïðåîáðàçîâàíèÿ òðàíñëÿöèè è ìàñøòà-
áèðîâàíèÿ (îíè ëèíåéíû!) èìåþò âèä:

òðàíñëÿöèÿ : x 7→ x′ = x+ a, ìàñøòàáèðîâàíèå : x 7→ x′ = ea · x.

Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ïðåîáðàçîâàíèÿ îáðàçóþùèå íåïðåðûâíóþ ãðóï-
ïó. Ïóñòü ïðè ïîìîùè ïàðàìåòðîâ a ìû ïåðåøëè â êîîðäèíàòíîì ïðî-
ñòðàíñòâå îò òî÷êè x ê x1 = f(a,x), à çàòåì, ïðè ïîìîùè b, îò x1 ê
x2 = f(b,x1). Ïóñòü ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå c = ϕ(b, a), êîòîðîå ïîçâîëÿ-
åò ñðàçó ïåðåéòè îò x ê x2:

f
(
b, f(a,x)

)
= f

(
ϕ(b, a), x

)
. (6.48)

Êðîìå ýòîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíè÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå ñ
ïàðàìåòðîì e, íå èçìåíÿþùåå êîîðäèíàò, è îáðàòíîå, ñ ïàðàìåòðîì a−1,
êîòîðîå âîçâðàùàåò ïðåîáðàçîâàííîå x ê èñõîäíîìó:

f(e,x) = x, f
(
a−1, f(a,x)

)
= x. (6.49)

Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèé òðàíñëÿöèè è ìàñøòàáèðîâàíèÿ åäèíè÷íûé ïàðà-
ìåòð e = 0, à îáðàòíûé a−1 = −a.
Åñëè ÷èñëî ïàðàìåòðîâ s ìåíüøå ÷åì ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà n,

òî ãðóïïîâîå ïðåîáðàçîâàíèå èìååò ïðîñòóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðå-
òàöèþ. Òàê, ïðè s = 1 ôóíêöèÿ f(a,x) çàäà¼ò êðèâóþ â ïðîñòðàíñòâå
x = (x1, ..., xn). Åñëè çàôèêñèðîâàòü �íà÷àëüíóþ� òî÷êó x è íà÷àòü èç-
ìåíÿòü ïàðàìåòð a, ìû ïîëó÷èì íåïðåðûâíîå ìíîæåñòâî òî÷åê îáðàçó-
þùèõ íåêîòîðóþ ëèíèþ. Åñëè âçÿòü äðóãóþ òî÷êó â ïðîñòðàíñòâå íå
ëåæàùóþ íà ëèíèè, ìû ïîëó÷èì äðóãóþ êðèâóþ. Òàêèì îáðàçîì âñ¼
ïðîñòðàíñòâî �ðàññëàèâàåòñÿ� íà ìíîæåñòâî ïîäîáíûõ êðèâûõ.
Îäíàêî, íàñ èíòåðåñóþò íå ëþáûå êðèâûå çàäàííûå ïàðàìåòðè÷åñêèì

îáðàçîì, à ëèøü òå, êîòîðûå îáëàäàþò ñâîéñòâîì ýêâèâàëåíòíîñòè âñåõ
ñâîèõ òî÷åê. Â ýòîì ñëó÷àå ëþáàÿ òî÷êà êðèâîé ìîæåò âûñòóïèòü â êà÷å-
ñòâå �íà÷àëüíîé�, è ïðè ïîìîùè îäíîé è òîé æå ôóíêöèè f(a,x) ìîæíî
èç íå¼ �ïðîäîëæèòü� êðèâóþ äàëüøå. Ïîäîáíûì îáðàçîì äâóõïàðàìåò-
ðè÷åñêèå ãðóïïû ïðè n > 2 îïðåäåëÿþò íåêîòîðóþ ïîâåðõíîñòü, îáëàäà-
þùóþ ñâîéñòâîì ñèììåòðèè (ðàâíîïðàâèÿ âñåõ ñâîèõ òî÷åê), è ò.ä.
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• Ôóíêöèÿ êîìïîçèöèè ïàðàìåòðîâ äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ íåïðå-
ðûâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé c = ϕ(b, a) ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíîé, s-êîìïîíåíòíîé
ôóíêöèåé: cγ = ϕγ(b, a). Îíà óäîâëåòâîðÿåò òàêèì æå ôóíêöèîíàëüíûì
óðàâíåíèÿì êàê è â ñëó÷àå ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (ñòð. 376):

ϕ(ϕ(c,b), a) = ϕ(c, ϕ(b, a)). (6.50)

Áåç ïîòåðè îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî åäèíè÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå ñî-
îòâåòñòâóåò íóëåâîìó çíà÷åíèþ ïàðàìåòðîâ: ϕ(0, a) = ϕ(a,0) = a. Êàê
ìû âèäåëè, â îêðåñòíîñòè íóëÿ ýòà ôóíêöèÿ èìååò âèä:

ϕγ(b, a) ≈ aγ + bγ + ϕ γ
αβ b

α aβ, (6.51)

a àíòèñèììåòðè÷íûå ïî íèæíèì èíäåêñàì âåëè÷èíû c γαβ = ϕ γ
αβ − ϕ γ

βα

íàçûâàþòñÿ ñòðóêòóðíûìè êîíñòàíòàìè.

• Ãðóïïîâûå ñâîéñòâà ÿâëÿþòñÿ ñèëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà âîçìîæ-
íûé âèä ïðåîáðàçîâàíèé. Íàïðèìåð, â îäíîìåðíîì ñëó÷àå íàèáîëåå îá-
ùåå ïðåîáðàçîâàíèå, îáðàçóþùåå ãðóïïó, èìååò äðîáíî-ëèíåéíûé âèä:

x 7→ x′ =
ea1 x+ a2
1 + a3 x

. (6.52)

Òðàíñëÿöèÿ è ìàñøòàáèðîâàíèå ÿâëÿþòñÿ åãî ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè. Â êà-
÷åñòâå óïðàæíåíèÿ ñòîèò ïðîâåðèòü, ÷òî îíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
(6.48), (6.49), è íàéòè ôóíêöèþ c = ϕ(b, a). Âòîðûì óïðàæíåíèåì ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðîâåðêà òîãî, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå x 7→ x′ = a1 x

2 + a2 x + a3 íå
óäîâëåòâîðÿåò (6.48), è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé.

• Çàìåòèì, ÷òî âñåãäà ìîæíî ïðîâåñòè çàìåíó êîîðäèíàò x̃ = h(x)
è ïåðåîïðåäåëèòü ïàðàìåòðû ãðóïïû ã = ψ(a). Òàê, ïåðåõîä îò äåêàð-
òîâûõ êîîðäèíàò x = (x, y) ê ïîëÿðíûì x̃ = (r, χ), ãðóïïó 2-ìåðíûõ
ïîâîðîòîâ äåëàåò òðàíñëÿöèîííîé:

x 7→ x′ = x cos a+ y sin a
y 7→ y′ = −x sin a+ y cos a,

{
x = r cosχ
y = r sinχ

}
=>

r 7→ r′ = r

χ 7→ χ′ = χ+ a.

Àíàëîãè÷íî, çàìåíîé x = ex̃ ìàñøòàáèðîâàíèå x′ = eax ïðåâðàùàåòñÿ â
òðàíñëÿöèîííîå ïðåîáðàçîâàíèå x̃′ = x̃+ a.

Ïîýòîìó, ãîâîðÿ î åäèíñòâåííîñòè äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
äëÿ n = 1, íà ñàìîì äåëå, ïîäðàçóìåâàåòñÿ áîëåå îáùåå ïðåîáðàçîâàíèå:

h(x′) =
ea1 h(x) + a2
1 + a3 h(x)

,

è àíàëîãè÷íî, äëÿ ïåðåîïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ãðóïïû a = (a1, a2, a3).
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• Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå, áåñêîíå÷íî - ìàëîå ïðåîáðàçîâàíèå, ðàç-
ëîæèâ åãî â ðÿä Òåéëîðà ïî ïàðàìåòðàì aα = (a1, ..., as):

fk(a,x) = xk + ukα(x) a
α + ...., ãäå ukα(x) =

∂fk(a,x)

∂aα

∣∣∣
a=0

. (6.53)

Âåëè÷èíû ukα íàçûâàþòñÿ êàñàòåëüíûìè âåêòîðàìè, òàê êàê îíè êàñà-
þòñÿ êðèâîé (ïîâåðõíîñòè è ò.ä.) ïðè áåñêîíå÷íî ìàëîì èçìåíåíèè ïà-
ðàìåòðîâ a. Äåéñòâèòåëüíî, ðàçíèöà ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè òî÷êàìè
(ñäâèã) íà êðèâîé èëè ïîâåðõíîñòè ðàâíà: dxk = x′k − xk ≈ ukα(x) a

α.

Àíàëîãè÷íî, çàêîí êîìïîçèöèè ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä ïî ïåðâîìó
àðãóìåíòó (ïàðàìåòðû âòîðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ):

ϕγ(b, a) = aγ + µγα(a) b
α + ..., ãäå µγα(a) =

∂ϕγ(b, a)

∂bα

∣∣∣
b=0

. (6.54)

Òàê êàê ïðè ìàëûõ ïàðàìåòðàõ ïðåîáðàçîâàíèÿ a è b äëÿ ϕγ(b, a) ñïðà-
âåäëèâî ðàçëîæåíèå (6.51), òî ôóíêöèÿ µγα(a) ≈ δγα + ϕγαβa

β (δγα � ñèìâîë
Êðîíåêåðà) èìååò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:

µγα(0) = δγα, ∂βµ
γ
α(0) ≡

∂µγα(a)

∂aβ

∣∣∣
a=0

= ϕγαβ. (6.55)

Ôóíêöèè ukα(x) è µγα(a), êàê è ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû cγαβ, èãðàþò
âàæíóþ ðîëü â òåîðèè íåëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ãðóïï.

• Âîçüì¼ì ïðîèçâîäíóþ ïî bβ îò çàêîíà êîìïîçèöèè ïðåîáðàçîâàíèé:

f(b, f(a,x)) = f(ϕ(b, a),x)

è ïðèðàâíÿåì b = 0. Ëåâàÿ ÷àñòü ïî îïðåäåëåíèþ (6.53) ðàâíà ukβ
(
f(a,x)

)
,

à ïðîèçâîäíàÿ ïðàâîé áåð¼òñÿ êàê îò ñëîæíîé ôóíêöèè:

ukβ
(
f(a,x)

)
=

∂fk

∂ϕγ(b,a)

∂ϕγ(b,a)
∂bβ

∣∣∣
b=0

=
∂fk

∂aγ
µγβ(a).

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ f(a,x) óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâ-
íåíèþ:

µγβ(a)
∂fk(a,x)

∂aγ
= ukβ

(
f(a,x)

)
. (6.56)

Åñëè ôóíêöèè îäíîé (âåêòîðíîé) ïåðåìåííîé ukβ(x) è µ
γ
β(a) èçâåñòíû, òî

ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì f(0,x) = x ïîçâîëÿåò
âîññòàíîâèòü çàâèñèìîñòü ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ f(a,x).
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• Íàéä¼ì óðàâíåíèå êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿþò êàñàòåëüíûå âåêòîðû
ukβ(x). Âîçüì¼ì ïðîèçâîäíóþ (6.56) ïî aα è ïîëîæèì a = 0:

ϕγβα u
k
γ(x) +

∂fk(a,x)

∂aα∂aβ

∣∣∣
a=0

=
∂ukβ(f)

∂f i
∂f i(a,x)

∂aα

∣∣∣
a=0

=
∂ukβ(x)

∂xi
uiα(x),

ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü îïðåäåëåíèåì (6.53) è çíà÷åíèÿìè (6.55). Ïåðå-
ñòàâèì ìåñòàìè èíäåêñû α, β è âû÷òåì èç èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ. Ó÷èòû-
âàÿ, ÷òî âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî α è β ñèììåòðè÷íà, ïîëó÷àåì:

uiα(x) ∂iu
k
β(x) − uiβ(x) ∂iu

k
α(x) = −c

γ
αβ u

k
γ(x) , (6.57)

ãäå ∂i = ∂/∂xi è cγαβ = ϕγαβ − ϕ
γ
βα - ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû ãðóïïû.

Ïåðåïèøåì (6.57) â îïåðàòîðíîé ôîðìå ïðè ïîìîùè âåëè÷èí:

X̂α = −uiα(x)∂i, (6.58)

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò àëãåáðå Ëè:

[X̂α, X̂β] = cγαβ X̂γ, (6.59)

ãäå êàê è ðàíüøå [Â, B̂] = Â B̂−B̂ Â � êîììóòàòîð îïåðàòîðîâ. Äåéñòâè-
òåëüíî, òàê êàê X̂α îïåðàòîðû, ñîîòíîøåíèå (6.59) ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå
åãî äåéñòâèÿ íà ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ F = F (x):

(X̂αX̂β−X̂βX̂α)F = uiα ∂i(u
j
β ∂jF )−u

j
β ∂j(u

i
α ∂iF ) = −c

γ
αβ u

i
γ ∂iF = cγαβX̂γF,

ãäå ðàñêðûòà ïðîèçâîäíàÿ ïðîèçâåäåíèÿ è ó÷òåíû óðàâíåíèÿ (6.57).

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ãðóïïó ìàñøòàáèðîâàíèÿ è ñäâèãà îä-
íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà x′ = ea1 x+ a2. Â ýòîì ñëó÷àå, â ñîîòâåòñòâèè ñ
(6.53), êàñàòåëüíûå âåêòîðû ðàâíû u1(x) = x è u2(x) = 1 (èíäåêñà k íåò,
òàê ýòî îäíîìåðíûé ñëó÷àé). Ïîýòîìó ãåíåðàòîðû ãðóïïû èìåþò âèä:

X̂1 = −x
d

dx
, X̂2 = −

d

dx
.

Âû÷èñëèì èõ êîììóòàòîð:

[X̂1, X̂2]F (x) = x
d2F

dx2
− d

dx

(
x
dF

dx

)
= −dF

dx
= X̂2 F (x).

Òàêèì îáðàçîì
[X̂1, X̂2] = X̂2, (6.60)

è íå íóëåâûå ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû ðàâíû c212 = −c221 = 1.
Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ (lH76), ïðåäëàãàåòñÿ íàéòè ãåíåðàòîðû è ñòðóê-

òóðíûå êîíñòàíòû äëÿ äðîáíî-ëèíåéíîé ãðóïïû (6.52), ñòð. 409.
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•Ôóíêöèÿ êîìïîçèöèè ϕ(b, a) òàêæå êàê è f(a,x) óäîâëåòâîðÿåò îïðå-
äåë¼ííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì. Èõ âûâîä ïîëíîñòüþ àíàëî-
ãè÷åí âûâîäó óðàâíåíèé äëÿ f(a,x) è ukβ(x). Âîîáùå, ïàðàìåòðè÷åñêóþ
êîìïîçèöèþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðåîáðàçîâàíèå çàäàþùåå íåêî-
òîðóþ êðèâóþ â ïàðàìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå íà÷èíàþùóþñÿ â òî÷êå
a ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåðà b.
Çàïèøåì äëÿ çàêîíà êîìïîçèöèè ñâîéñòâî àññîöèàòèâíîñòè:

ϕ(c, ϕ(b, a)) = ϕ(ϕ(c,b), a),

âîçüì¼ì åãî ïðîèçâîäíóþ ïî cβ è ïðèðàâíÿåì c = 0. Ó÷èòûâàÿ îïðåäå-
ëåíèå (6.54), èìååì

µγβ
(
ϕ(b, a)

)
=
∂ϕγ(ϕ(c,b),a)

∂ϕσ(c,b)

∂ϕσ(c,b)
∂cβ

∣∣∣
c=0

=
∂ϕγ(b, a)

∂bσ
µσβ(b).

Ïîýòîìó óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè ϕ(b, a) èìååò âèä:

µσβ(b)
∂ϕγ(b, a)

∂bσ
= µγβ

(
ϕ(b, a)

)
. (6.61)

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà ôóíêöèè µγβ(a) âîçü-
ì¼ì ïðîèçâîäíóþ ýòîãî óðàâíåíèÿ ïî bα è ïîëîæèì b = 0. Ó÷èòûâàÿ
(6.55) èìååì:

ϕσβα µ
γ
σ(a) +

∂ϕγ(b, a)

∂bα∂bβ

∣∣∣
b=0

=
∂µγβ(ϕ(b,a))

∂ϕσ(b,a)

∂ϕσ(b, a)

∂bα

∣∣∣
b=0

=
∂µγβ(a)

∂aσ
µσα(a).

Ïåðåñòàâèâ èíäåêñû α è β, è âû÷òÿ èç èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì:

µσα(a) ∂σµ
γ
β(a)− µ

σ
β(a) ∂σµ

γ
α(a) = −cσαβ µγσ(a), (6.62)

ãäå ∂σ = ∂/∂aσ. Âçÿâ ïðîèçâîäíóþ ïî ak è ïîëîæèâ a = 0, ìîæíî ñíîâà
ïðèéòè ê òîæäåñòâîì ßêîáè äëÿ ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò (6.20) ñòð. 379.
Ïðè èçâåñòíûõ ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíòàõ cσαβ, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.62)

äà¼ò ôóíêöèþ µγβ(a). Ñ å¼ ïîìîùüþ äàëåå ðåøàåòñÿ óðàâíåíèå (6.61) è
íàõîäèòñÿ ôóíêöèÿ êîìïîçèöèè ϕγ(b, a).

Â ñëó÷àå òðàíñëÿöèé è ìàñøòàáèðîâàíèÿ x′ = ea1 x + a2 îäíîìåðíîãî
ïðîñòðàíñòâà çàêîí êîìïîçèöèè èìååò âèä (ôóíêöèÿ ϕk è ïàðàìåòðû
èìåþò 2 êîìïîíåíòû è èíäåêñû îïóùåíû âíèç):

ϕ1(b, a) = a1 + b1
ϕ2(b, a) = eb1a2 + b2 ≈ a2 + b2 + b1a2.

(6.63)

Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ212 = 1, à îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû ϕγαβ ðàâíû íóëþ.
Ïîýòîìó, íåíóëåâàÿ ñòðóêòóðíàÿ êîíñòàíòà ðàâíà c212 = ϕ212 − ϕ221 = 1,
÷òî è áûëî ïîëó÷åíî âûøå (6.60).
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• Èíîãäà óäà÷íûé âûáîð ñïîñîáà ïàðàìåòðèçàöèè ãðóïïû ñóùåñòâåííî
óïðîùàåò ãðóïïîâîå ïðåîáðàçîâàíèå. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé îäíîïàðàìåò-
ðè÷åñêîé ãðóïïû a = {a}. Â ýòîì ñëó÷àå ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû ðàâíû
íóëþ. Óðàâíåíèå (6.62) äëÿ ôóíêöèè µ(a) òîæäåñòâåííî âûïîëíÿåòñÿ, à
óðàâíåíèå (6.61) äëÿ ϕ èìååò âèä:

µ(b)
dϕ(b, a)

db
= µ

(
ϕ(b, a)

)
.

Èíòåãðèðóÿ åãî ñ �íà÷àëüíûì� óñëîâèåì ϕ(0, a) = a, ïîëó÷àåì:

ψ(ϕ(b, a)) = ψ(a) + ψ(b),

ãäå ψ′(b) = 1/µ(b). Òàêèì îáðàçîì, ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåîïðåäåëåíèÿ ïà-
ðàìåòðîâ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå äîëæíî èìåòü àääèòèâ-
íûé çàêîí êîìïîçèöèè ϕ(b, a) = a + b. Äëÿ òðàíñëÿöèè è ïîâîðîòîâ â
ïëîñêîñòè ýòî î÷åâèäíî, à äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàñøòàáèðîâàíèÿ â âè-
äå x 7→ x′ = ã x èìååì ã = ψ(a) = ea. Ïàðàìåòðèçàöèÿ ïðè êîòîðîé
ϕ(b, a) = a+ b íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé.

• Ôóíêöèÿ êîîðäèíàò íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòîì ãðóïïû, åñëè å¼ ôóíê-
öèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü íå èçìåíÿåòñÿ ïðè ãðóïïîâîì ïðåîáðàçîâàíèè
F
(
f(a,x)

)
= F

(
x
)
è, ñëåäîâàòåëüíî, F

(
f(a,x)

)
íå çàâèñèò îò a. Ïîýòîìó

ïðîèçâîäíàÿ ïî a â íóëå äîëæíà ðàâíÿòüñÿ íóëþ:

∂F
(
f(a,x)

)
∂aα

∣∣∣
a=0

=
∂F

∂fk
∂fk

∂aα

∣∣∣
a=0

= ukα(x)
∂F

∂xk
≡ −X̂αF (x) = 0.

Ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: åñëè íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ óäîâëå-
òâîðÿåò óðàâíåíèÿì X̂αF (x) = 0, òî îíà áóäåò èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëü-
íî ãðóïïû îïðåäåëÿåìîé ãåíåðàòîðàìè X̂α.
Äëÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïû ãåíåðàòîð îäèí. Â n-ìåðíîì ïðî-

ñòðàíñòâå óðàâíåíèå X̂F = −uk(x)∂kF = 0 ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ïåðâîãî
ïîðÿäêà â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì õàðàêòåðè-
ñòèê îíî ðåøàåòñÿ ïðè ïîìîùè ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé:

dx1

u1(x)
=

dx2

u2(x)
= ... =

dxn

un(x)
.

Ýòà ñèñòåìà èìååò n−1 èíòåãðàëîâ C1 = I1(x), ..., Cn−1 = In−1(x). Îáùåå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ X̂F = 0 áóäåò èìåòü âèä F (I1(x), ..., In−1(x)), ãäå F -
ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ n− 1 àðãóìåíòîâ. Ôóíêöèè Ik(x), k = 1, ..., n− 1
íàçûâàþòñÿ áàçîâûìè èíâàðèàíòàìè. Ïðîèçâîëüíûé èíâàðèàíò F ÿâëÿ-
åòñÿ èõ ôóíêöèåé. Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ, ïðåäëàãàåòñÿ íàéòè èíâàðè-
àíòû 1-ïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïû ìàñøòàáèðîâàíèÿ 2-ìåðíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà x′ = ea x, y′ = ea y (lH77) è ãðóïïû SO(3) (lH78).
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6.12 Ýðëàíãåíñêàÿ ïðîãðàììà ∗

• Ðàññìîòðèì n−m ìåðíóþ ïîâåðõíîñòü â n-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå. Ðàçìåðíîñòü ïîâåðõíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì óðàâíåíèé m
êîòîðûå å¼ çàäàþò. Íàïðèìåð, ïëîñêàÿ îäíîìåðíàÿ îêðóæíîñòü åäèíè÷-
íîãî ðàäèóñà â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà êàê ëèíèÿ
ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòè è ñôåðû:

x2 + y2 + z2 = 1
z = 0.

Óðàâíåíèé äâà, ïðîñòðàíñòâî 3-ìåðíî, ñëåäîâàòåëüíî ðàçìåðíîñòü ýòîé
ïîâåðõíîñòè ðàâíà 3− 2 = 1 (ýòî ëèíèÿ). Â îáùåì ñëó÷àå n−m ìåðíàÿ
ïîâåðõíîñòü M îïðåäåëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè m óðàâíåíèé:

M : F1(x) = 0, F2(x) = 0, ..., Fm(x) = 0. (6.64)

Åñòåñòâåííî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòè óðàâíåíèÿ ñîâìåñòíû, ò.å. ïîâåðõ-
íîñòè Fi(x) = 0 ðàçìåðíîñòè n− 1 äîëæíû ïåðåñåêàòüñÿ.

Ïîâåðõíîñòü áóäåò èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî ãðóïïû ïðåîáðàçî-
âàíèé, åñëè êàæäàÿ òî÷êà ïîâåðõíîñòè â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïå-
ðåìåùàåòñÿ ïî ýòîé ïîâåðõíîñòè. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè x ðåøåíèå ñè-
ñòåìû (6.64), òî è x′ = f(a,x) òàêæå ÿâëÿåòñÿ å¼ ðåøåíèåì.
Ñèñòåìà óðàâíåíèé (6.64) èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ãðóïïû ñ ãåíåðà-

òîðàìè X̂α, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ óðàâíåíèÿ:

X̂αFk(x)
∣∣∣
M
= 0, k = 1, ...,m, α = 1, ...., s.

×åðòà ñ èíäåêñîì M îáîçíà÷àåò, ÷òî ýòè óðàâíåíèÿ íåîáõîäèìî áðàòü íà
ïîâåðõíîñòè, ò.å. ïîäñòàâëÿòü â íèõ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (6.64).
Ïîíÿòíî, ÷òî èíâàðèàíòíûå óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòè (6.64) äîëæíû

áûòü íåêîòîðûìè ôóíêöèÿìè áàçîâûõ èíâàðèàíòîâ ãðóïïû Ii(x). Ïîýòî-
ìó ñ èõ ïîìîùüþ ìîæíî äàòü îïèñàíèå âñåõ ïîâåðõíîñòåé èíâàðèàíòíûõ
îòíîñèòåëüíî äàííîé ãðóïïû.
Íàïðèìåð, óðàâíåíèå ïàðàáîëîèäà âðàùåíèÿ z = x2 + y2 ìîæåò áûòü

çàïèñàíî â âèäå:
x2

z
+
y2

z
− 1 = 0.

Îíî ñîñòîèò èç ñóììû äâóõ èíâàðèàíòîâ x2/z, y2/z îòíîñèòåëüíî ãðóïïû
íåîäíîðîäíûõ ðàñòÿæåíèé: x′ = eax, y′ = eay, z′ = e2az ñ ãåíåðàòîðîì
X̂ = −(x ∂x+ y ∂y +2z ∂z). Ýòè èíâàðèàíòû íàõîäÿòñÿ èç ñèñòåìû îáûê-
íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé dx/x = dy/y = dz/2z.
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Òà èëè èíàÿ ïîâåðõíîñòü îáëàäàåò îïðåäåëåííîé ãåîìåòðèåé. Íàïðè-
ìåð, äëÿ �ïëîñêàòèêîâ�, íàõîäÿùèõñÿ íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè, ãåîìåò-
ðèÿ ïðîñòðàíñòâà åâêëèäîâà. Äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâà òåîðåìà Ïèôàãîðà
è äðóãèå ïðèâû÷íûå äëÿ íàñ ãåîìåòðè÷åñêèå çàêîíû. Äëÿ àíàëîãè÷íûõ
ïëîñêàòèêîâ, æèâóùèõ íà ïîâåðõíîñòè øàðà, ãåîìåòðèÿ ïðîñòðàíñòâà
îòëè÷àåòñÿ îò åâêëèäîâîé. Îäíàêî èõ ïðîñòðàíñòâî, êàê è ïðîñòðàíñòâî
ïëîñêàòèêîâ, îñòà¼òñÿ îäíîðîäíûì è èçîòðîïíûì. Òàê, îíè ìîãóò ïå-
ðåìåùàòü è ïîâîðà÷èâàòü ïðîèçâîëüíóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ ôèãóðó áåç å¼
èñêàæåíèÿ. Ýòî ñâîéñòâî ñâÿçàííî ñ òðàíñëÿöèîííîé è âðàùàòåëüíîé
ñèììåòðèåé è ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðóïïàìè.
Ïðîèçâîëüíî èçîãíóòàÿ ïîâåðõíîñòü ìîæåò íå îáëàäàòü íè êàêèìè

ñâîéñòâàìè ñèììåòðèè. Îäíàêî äîñòàòî÷íî áîãàòûå ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîé-
ñòâà âîçíèêàþò, êîãäà ïðîñòðàíñòâî îáëàäàåò îïðåäåëåííîé ñèììåòðèåé.
Èäåÿ î òîì, ÷òî ðàçëè÷íûå ãåîìåòðèè ìîæíî êëàññèôèöèðîâàòü â ñîîò-
âåòñòâèè ñ ãðóïïàìè ïðåîáðàçîâàíèé èõ ñèììåòðèé ïðèíàäëåæèò Ôåëèê-
ñó Êëåéíó (1872) è íîñèò íàçâàíèå �Ýðëàíãåíñêîé ïðîãðàììû�. Â ðàìêàõ
ýòîé ïðîãðàììû ïðåäëàãàåòñÿ â ïåðâóþ î÷åðåäü èçó÷àòü ãåîìåòðèè îá-
ëàäàþùèå òîé èëè èíîé ãðóïïîé ñèììåòðèè. Èìåííî òàêèå ãåîìåòðèè
îêàçûâàþòñÿ �èíòåðåñíûìè�.
Ãîâîðÿ î ãåîìåòðèè íåîáõîäèìî ïîìíèòü, ÷òî ðå÷ü èäåò íå òîëüêî

îá îáû÷íîì ôèçè÷åñêîì 2-ìåðíîì èëè 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðèðîäà
ðàññìàòðèâàåìûõ ïðîñòðàíñòâ, íà ñàìîì äåëå, ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî
ðàçíîîáðàçíîé. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ïðîñòðàíñòâî ñêîðîñòåé, êàæäàÿ
òî÷êà êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåííîé ñêîðîñòè íåêîòîðîãî îáúåê-
òà. Äâà ðàçëè÷íûõ îáúåêòà, äâèæóùèõñÿ ñ îäèíàêîâîé ñêîðîñòüþ, â ýòîì
ïðîñòðàíñòâå áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü îäíîé è òîé-æå òî÷êå. Ïîíÿòíî, ÷òî
ïîäîáíîå ïðîñòðàíñòâî ñêîðîñòåé èìååò òðè èçìåðåíèÿ. Åãî ìîæíî íàäå-
ëèòü ãåîìåòðè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, çàäàâ ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷-
êàìè è ñïîñîá ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà.
Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ïðîñòðàíñòâî ñêîðîñòåé îáëàäàåò åâêëèäî-

âîé ãåîìåòðèåé, à ïðåîáðàçîâàíèå Ãàëèëåÿ (ñëîæåíèå òðåõ âåêòîðîâ) ñâÿ-
çàíî ñ åâêëèäîâîé òåîðåìîé Ïèôàãîðà. Â òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ïðî-
ñòðàíñòâî ñêîðîñòåé óæå èìååò ãåîìåòðèþ Ëîáà÷åâñêîãî (ñì.ãëàâó 4).
Ñîîòâåòñòâåííî èõ ãðóïïû ñèììåòðèé îêàçûâàþòñÿ ðàçëè÷íûìè.
Êàê ìû çíàåì, ñâîéñòâà òåõ èëè èíûõ ãðóïï ñèììåòðèé (ëèíåéíûõ èëè

íåëèíåéíûõ) îïðåäåëÿþòñÿ ñòðóêòóðíûìè êîíñòàíòàìè. Ýòè êîíñòàíòû
íà÷èíàþò èãðàòü ðîëü ôóíäàìåíòàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ êîíñòàíò, êîãäà òà
èëè èíàÿ ãðóïïà íàõîäèò ñâîå ìåñòî â íàøèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ
ïðè îïèñàíèè ôèçè÷åñêîé ðåàëüíîñòè.
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•Êàê óæå óïîìèíàëîñü (ñòð. 409), ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðàçëè÷íûå ñïî-
ñîáû ïàðàìåòðèçàöèè ãðóïïîâîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè, â
ðàìêàõ îäíîé è òîé æå ãðóïïû ìîæíî ïåðåéòè ê íîâûì ïàðàìåòðàì
a′, ñâÿçàííûìè íåêîòîðîé çàâèñèìîñòüþ a = ψ(a′) ≡ a(a′) ñî ñòàðûìè
ïàðàìåòðàìè a. Ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè ìåíÿþòñÿ îïåðàòîðû ãåíåðà-
òîðîâ ãðóïïû. Ïðè÷åì ãåíåðàòîðû äëÿ íîâûõ ïàðàìåòðîâ ëèíåéíûì îá-
ðàçîì âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ãåíåðàòîðû äëÿ ñòàðûõ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü
x′k = fk(a(a′),x), òîãäà:

u′kα (x) =
fk(a,x)

∂aβ
∂aβ

∂a′α

∣∣∣
a′=0

= Aβ
α u

k
β(x),

ãäå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â îáîèõ ïàðàìåòðèçàöèÿõ íóëåâûå ïàðàìåòðû
ñîîòâåòñòâóþò åäèíè÷íîìó ïðåîáðàçîâàíèþ è ââåäåíî îáîçíà÷åíèå äëÿ
ìàòðèöû ïðîèçâîäíûõ Aβ

α = ∂aβ/∂a′α, âû÷èñëåííûõ â íóëå. Òåïåðü ìîæ-
íî çàïèñàòü ñâÿçü ãåíåðàòîðîâ X̂α = −ukα(x)∂k ïî ïàðàìåòðàì a è ãåíå-
ðàòîðîâ X̂ ′α = −u′kα (x)∂k ïàðàìåòðàì a′:

X̂ ′α = Aβ
αX̂β.

Îáà íàáîðà ãåíåðàòîðîâ óäîâëåòâîðÿþò àëãåáðàì Ëè: [X̂α, X̂β] = cγαβX̂γ,

[X̂ ′α, X̂
′
β] = c′γαβX̂

′
γ. Ïîäñòàâëÿÿ ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå âî âòîðóþ àë-

ãåáðó è âûíîñÿ ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû Aβ
α çà êîììóòàòîð, èìååì:

[X̂ ′α, X̂
′
β] = Aµ

αA
ν
β [X̂µ, X̂ν] = Aµ

αA
ν
β c

σ
µνX̂σ = c′ταβX̂

′
τ = Aσ

τ c
′τ
αβX̂σ.

Òàêèì îáðàçîì, ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì
ïàðàìåòðèçàöèÿì ñâÿçàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Aµ
αA

ν
β c

σ
µν = Aσ

τ c
′τ
αβ.

Ñâîðà÷èâàÿ îáå ÷àñòè ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ñ îáðàòíîé ìàòðèöåé Ãγ
σ, äëÿ

êîòîðîé Ãα
µ A

µ
β = δαβ , îêîí÷àòåëüíî, ïîëó÷àåì:

c′γαβ = Ãγ
σA

µ
αA

ν
β c

σ
µν.

Ýòî òåíçîðíîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò, â êîòî-
ðîì äëÿ íèæíèõ èíäåêñîâ èñïîëüçóåòñÿ ìàòðèöà Aµ

α, à äëÿ âåðõíåãî �
îáðàòíàÿ ê íåé Ãγ

σ. Äâå àëãåáðû, äëÿ êîòîðûõ ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû
ñâÿçàíû òàêèì îáðàçîì ñîîòâåòñòâóþò îäíîé è òîé æå ïàðàìåòðè÷åñêîé
ãðóïïå Ëè x′ = f(a,x). Çàìåòèì, ÷òî îáðàòíàÿ ìàòðèöà Ãα

β âñåãäà ñóùå-
ñòâóåò, òàê êàê îïðåäåëèòåëü detAα

β íå ðàâåí íóëþ (ýòî ÿêîáèàí ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ). Êðîìå ýòîãî, åñëè Aα
β = ∂aα/∂a′β, òî Ãγ

α = ∂a′γ/∂aα.
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• Äëÿ äâóõïàðàìåòðè÷åñêèõ ãðóïï âîçìîæíû äâå ðàçëè÷íûå ñòðóê-
òóðíûå êîíñòàíòû c112 è c

2
12. Ñîîòâåòñòâåííî àëãåáðà Ëè èìååò âèä:

[X̂1, X̂2] = c112X̂1 + c212X̂2.

Ñ ó÷åòîì íåîäíîçíà÷íîñòè, ñâÿçàííîé ñ âûáîðîì ïàðàìåòðèçàöèè, ìîæíî
ïåðåéòè ê äðóãèì ñòðóêòóðíûì êîíñòàíòàì. Äëÿ íèæíèõ èíäåêñîâ ýòî
ïðèâîäèò ëèøü ê óìíîæåíèþ êîíñòàíò íà ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü:

c′γαβ = Ãγ
σ(A

1
αA

2
β c

σ
12 + A2

αA
1
β c

σ
21) = (A1

αA
2
β − A2

αA
1
β) Ã

γ
σ c

σ
12,

Ïî âåðõíèì æå èíäåêñàì ïðîèñõîäèò ïåðåìåøèâàíèå êîíñòàíò:

c′112 = J (Ã1
1 c

1
12 + Ã1

2 c
2
12),

c′212 = J (Ã2
1 c

1
12 + Ã2

2 c
2
12),

ãäå J = detA = det(∂aα/∂a′β) � ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ ìåæäó ðàçëè÷-
íûìè ñïîñîáàìè ïàðàìåòðèçàöèè. Ïóòü êîíñòàíòû {c112, c212} ÿâëÿþòñÿ
êîìïîíåíòàìè íåêîòîðîãî âåêòîðà. Òîãäà ïåðåìåøèâàíèå ñîîòâåòñòâóåò
åãî âðàùåíèþ (âîçìîæíî ñ èçìåíåíèåì äëèíû). Âñåãäà ìîæíî âûáðàòü
òàêîé ïîâîðîò, ïðè êîòîðîì îäíà èç êîìïîíåíò âåêòîðà áóäåò ðàâíà íóëþ.
Ïîýòîìó âîçìîæíû äâå íåýêâèâàëåíòíûå ãðóïïû ñ àáåëåâîé àëãåáðîé:

[X̂1, X̂2] = 0 (6.65)

(êîãäà îáå ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû ðàâíû íóëþ) è ñ íåàáåëåâîé:

[X̂1, X̂2] = qX̂2, (6.66)

ãäå êîíñòàíòó q ìàñøòàáíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ìîæíî ñäåëàòü ðàâíîé,
íàïðèìåð, åäèíèöå. Ýòèìè äâóìÿ àëãåáðàìè èñ÷åðïûâàþòñÿ âñå âîçìîæ-
íîñòè äëÿ 2-õ ïàðàìåòðè÷åñêèõ ãðóïï Ëè.
Çíàÿ ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû, ìîæíî ðåøèòü óðàâíåíèÿ (6.62), ñòð. 412.

Ïðè ýòîì, ïðàâäà, ïîòðåáóåòñÿ îïðåäåëåííàÿ èçîáðåòàòåëüíîñòü, òàê êàê
ïîëó÷àþòñÿ 2 íåòðèâèàëüíûõ óðàâíåíèÿ äëÿ 4-õ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé
µαβ(a). Ðàçëîæåíèåì â ðÿä íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðèáëèæåííîå ëèíåé-
íîå ñîîòíîøåíèå µαβ(a) = δαβ +ϕ

α
βγa

γ îêàçûâàåòñÿ òî÷íûì, è äëÿ àëãåáðû
(6.66), èìååì (èíäåêñû îïóùåíû âíèç, q = 1):

µ11 = µ22 = 1, µ12 = 0, µ21 = a2.

Óðàâíåíèÿ (6.61), ñòð. 412 ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå

∂ϕ1
∂b1

+ b2
∂ϕ1
∂b2

= 1,
∂ϕ1
∂b2

= 0,
∂ϕ2
∂b1

+ b2
∂ϕ2
∂b2

= ϕ2,
∂ϕ2
∂b2

= 1,

êîòîðàÿ ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ è äàåò ϕ1(b, a) = b1+f1(a1, a2) è ϕ2(b, a) =
eb1f2(a1, a2) + b2. Ïîñëå ó÷åòà �íà÷àëüíûõ óñëîâèé� ϕ(0, a) = a, ïîëó÷à-
þòñÿ ôóíêöèè êîìïîçèöèè (6.63).
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•Ïîñòðîèì òåïåðü êëàññèôèêàöèþ 3-õ ïàðàìåòðè÷åñêèõ ãðóïï. Â ýòîì
ñëó÷àå âîçìîæíî 9 ðàçëè÷íûõ ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò cγαβ (ïî íèæíèì
èíäåêñàì àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð çàâèñèò îò 3-õ ïàðàìåòðîâ, è òàê
äëÿ êàæäîãî èç 3-õ çíà÷åíèé âåðõíåãî èíäåêñà). Ýòè 9 âåëè÷èí ìîæíî
âûðàçèòü ÷åðåç ïðîèçâîëüíûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà Cαβ, êîòîðûé òàêæå
èìååò 9 êîìïîíåíò:

cγαβ = εαβνC
νγ, (6.67)

ãäå εαβν � ñèìâîë Ëåâè-×åâèòû, îáåñïå÷èâàþùèé àíòèñèììåòðè÷íîñòü
ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò ïî íèæíèì èíäåêñàì. Ñâîðà÷èâàÿ àëãåáðó Ëè
[X̂α, X̂β] = cγαβX̂γ = εαβνC

νγX̂γ ñ ñèìâîëîì εµαβ ïî α è β, ïîëó÷àåì:

εµαβX̂αX̂β = CµνX̂ν. (6.68)

Åñëè òîæäåñòâî ßêîáè (6.20), ñòð. 379 äëÿ ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò

cαµνc
λ
σα + cανσc

λ
µα + cασµc

λ
να = 0,

ñâåðíóòü ïî òðåì èíäåêñàì ñ εµνσ, ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

εγαβC
αβCγµ = 0. (6.69)

Ïðîèçâîëüíûé òåíçîð Cαβ ìîæíî ðàçëîæèòü íà ñóììó ñèììåòðè÷íîãî è
àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà, êîòîðóþ ìû çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Cαβ = Sαβ + εαβγQγ.

Ñèììåòðè÷íûé òåíçîð Sαβ = Sβα îïðåäåëÿåòñÿ 6-þ ïàðàìåòðàìè, à âåê-
òîð Qγ � òðåìÿ, ïîýòîìó ìû ïî-ïðåæíåìó èìååì 9 íåçàâèñèìûõ ïàðà-
ìåòðîâ. Â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò, òîæäåñòâî ßêîáè
(6.69) ïðèíèìàåò âèä:

SαβQβ = 0. (6.70)

Ïðè ïåðåõîäå ê íîâîé ïàðàìåòðèçàöèè òåíçîðíûå âûðàæåíèÿ Sαβ è Qα

ïðåîáðàçóþòñÿ àíàëîãè÷íî cγαβ:

S ′αβ = Ãα
µÃ

β
νS

µν, Q′α = Aµ
αQµ

(ñòðîãî ãîâîðÿ, åñëè ìàòðèöû Aα
β = ∂aα/∂a′β íå ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëü-

íûìè, äëÿ òåíçîðíîñòè ââåäåííûõ âåëè÷èí, ñèìâîë Ëåâè-×åâèòû íåîá-
õîäèìî äîïîëíèòåëüíî óìíîæèòü íà ÿêîáèàí J = detA ïðåîáðàçîâàíèÿ
[1], îäíàêî äëÿ äàëüíåéøåãî ýòî íå ñóùåñòâåííî). Ïîäîáíûìè ïðåîáðà-
çîâàíèÿìè ñèììåòðè÷íûé òåíçîð âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü äèàãîíàëüíûì:
Sαβ = diag(s1, s2, s3). Ïîýòîìó â ïîäõîäÿùåé ïàðàìåòðèçàöèè îí áóäåò
îïðåäåëÿòüñÿ òîëüêî 3-ìÿ íåçàâèñèìûìè ïàðàìåòðàìè sα. Ñîîòâåòñòâåí-
íî, óñëîâèå (6.70) ïðèíèìàåò âèä: s1q1 = s2q2 = s3q3 = 0, ãäå qα � êîìïî-
íåíòû âåêòîðà Qα.
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Ïîëàãàÿ â (6.68) èíäåêñ µ = 3, 2, 1 ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ äëÿ òðåõ
êîììóòàòîðîâ, çàâèñÿùèå îò 6-òè ïàðàìåòðîâ:

[X̂1, X̂2] = s3X̂3 + q2X̂1 − q1X̂2,

[X̂3, X̂1] = s2X̂2 + q1X̂3 − q3X̂1,

[X̂2, X̂3] = s1X̂1 + q3X̂2 − q2X̂3.

Ïðè ýòîì, åñëè âñå si îòëè÷íû îò íóëÿ, òî qi äîëæíû áûòü íóëåâûìè è
ò.ä. äëÿ âûïîëíåíèÿ òîæäåñòâà ßêîáè: s1q1 = s2q2 = s3q3 = 0. Êðîìå âðà-
ùåíèé, äèàãîíàëèçèðóþùèõ Sαβ ìîæíî óìíîæèòü îïåðàòîðû íà ïðîèç-
âîëüíûå íåíóëåâûå ÷èñëà (ìàñøòàáíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïàðàìåòðîâ). Ýòî
ïîçâîëÿåò ñäåëàòü êîýôôèöèåíòû ïðè ãåíåðàòîðàõ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâ-
íûìè ±1. Íàêîíåö, íóìåðàöèÿ ïàðàìåòðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ (è ãåíåðàòî-
ðîâ) ïðîèçâîëüíà. Ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷íûìè ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àè, êîãäà
âñå si � íóëåâûå, òîëüêî 2 èç íèõ íóëåâûå, è ò.ä. Ïðè íåíóëåâûõ çíà÷åíèÿõ
îíè ìîãóò áûòü ðàâíû êàê 1, òàê è -1. Íà îñíîâå ïîäîáíûõ ñîîáðàæåíèé
ñòðîèòñÿ êëàññèôèêàöèÿ 3-õ ïàðàìåòðè÷åñêèõ ãðóïï, ïðîäåëàííàÿ Ëóè-
äæè Áèàíêè â 1918 ã. Âîçìîæíû ðàçëè÷íûå ñïîñîáû êëàññèôèêàöèè (ñì.,
íàïðèìåð, [10],[11]) Ìû ïðèâåäåì âàðèàíò òàêîé êëàññèôèêàöèè, ñëåäóÿ
[10] (Qα = {q, 0, 0} è â ïåðâîé êîëîíêå � êëàññèôèêàöèîííûé èíäåêñ):

s1 s2 s3 q

I 0 0 0 0
V 0 0 0 1
II 1 0 0 0
IV 0 0 1 1
VII0 1 1 0 0
VIIq 0 1 1 q
VI0 1 −1 0 0
VIq 0 1 −1 q
III 0 1 −1 1
IX 1 1 1 0
VIII 1 1 −1 0

Òèï I ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé òðàíñëÿöèé â åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå. Òèï IX òàêæå ñîîòâåòñòâóåò òðàíñëÿöèÿì, íî óæå â ïðîñòðàíñòâå
ïîñòîÿííîé ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû (ãëàâà 4), 2-ìåðíûì àíàëîãîì êî-
òîðîãî ÿâëÿåòñÿ ñôåðà. Ýòîò æå òèï èìååò àëãåáðó Ëè ëèíåéíûõ ãðóïï
SO(3) è SU(2). Òðåòüå îäíîðîäíîå è èçîòðîïíîå ïðîñòðàíñòâî ïîñòî-
ÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû (ïðîñòðàíñòâî Ëîáà÷åâñêîãî) ñâÿçàíî ñ
òèïîì V. Êàê ìû óâèäèì â ãëàâå 4, ýòî ïðîñòðàíñòâî îïèñûâàåò ïðî-
ñòðàíñòâî ñêîðîñòåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè.
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VI Òåîðèÿ ñèììåòðèè

• H51 Èíâàðèàíòíîñòü óðàâíåíèé Íüþòîíà (ñòð. 347)
Çàïèøåì óðàâíåíèå â øòðèõîâàííîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà:

d2x′i
dt′2

=
n∑
j ̸=i

f(|x′i − x′j|)

è ïîäñòàâèì ïðåîáðàçîâàíèÿ t′ = t, x′ = x− vt ñ v = const. Òàê êàê

dx′

dt′
=
dx

dt
− v, d2x′

dt′2
=
d2x

dt2
,

èìååì

d2xi
dt2

=
n∑
j ̸=i

f(|xi − vt− (xj − vt)|) =
n∑
j ̸=i

f(|xi − xj|).

Òàêèì îáðàçîì â íåøòðèõîâàííîé ñèñòåìå óðàâíåíèå íå èçìåíèëî ñâîåãî
âèäà, ò.å. îêàçàëîñü èíâàðèàíòíûì.

• H52 Ãðóïïà ïîâîðîòîâ è îòðàæåíèé ïðÿìîóãîëüíèêà D2 (ñòð. 352)

a b c

a • c b
D2 : b c • a

c b a •

e a

b c

• H53 Ïîäãðóïïû ãðóïïû D3 (ñòð. 353)
Ïîâòîðèì òàáëèöû óìíîæåíèÿ äëÿ ãðóïï C2, C3 è D3:

C2 a
a •

C3 a a2

a a2 •
a2 • a

D3 a a2 b c d
a a2 • c d b
a2 • a d b c

b d c • a2 a
c b d a • a2

d c b a2 a •

Ãðóïïà D3 èìååò ÷åòûðå íåñîáñòâåííûå öèêëè÷åñêèå ïîäãðóïïû:

C3 = {e, a, a2}, C2 = {e, b}, C2 = {e, c}, C2 = {e, d}.

Êîëè÷åñòâî ïîäãðóïï C2 âñåãäà ðàâíî ÷èñëó òî÷åê ñòîÿùèõ íà ãëàâíîé
äèàãîíàëè. Èì ñîîòâåòñòâóþò ýëåìåíòû ïîðÿäêà äâà: x2 = e, ïðèâîäÿùèå
ê C2 = {e, x}.
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• H54 Ïîäãðóïïû ãðóïïû D4 (ñòð. 353)

Ïîäãðóïïû D4 èìåþò òàêóþ èåðàðõèþ:

a a2 a3 b c d f
a a2 a3 • f d b c
a2 a3 • a c b f d

a3 • a a2 d f c b
D4 : b d c f • a2 a a3

c f b d a2 • a3 a
d c f b a3 a • a2

f b d c a a3 a2 •

D4

D2

D2

C4

C2={e,b}

C2={e,c}

C2={e,a2}

C2={e,d}

C2={e,f}

Óâèäåòü îäíó ïîäãðóïïó C4, è ïÿòü ïîäãðóïï C2 íå ñëîæíî. Âîçìîæíî
ìåíåå çàìåòíûìè âûãëÿäÿò äâå ïîäãðóïïû D2: {e, a2, b, c} è {e, a2, d, f}.

• H55 Ñîïðÿæ¼ííàÿ ãðóïïà (ñòð. 353)

Çàìêíóòîñòü óìíîæåíèÿ äîêàçàíà íà ñòð. 353. Àññîöèàòèâíîñòü î÷å-
âèäíà, â ñèëó àññîöèàòèâíîñòè óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ ãðóïï. Àíàëîãè÷-
íî ÿñíî ïîÿâëåíèå åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà, êîòîðûé áóäåò îáùèì äëÿ âñåõ
ïîäãðóïï: geg−1 = gg−1 = e. Íàêîíåö, ïóñòü h è h−1 ïðèíàäëåæàò H è
îáðàòíû äðóã äðóãó. Òîãäà îáðàòíûìè áóäóò è èõ ñîïðÿæåíèÿ:

h′ · h′−1 = (ghg−1) · (gh−1g−1) = ghh−1g−1 = geg−1 = gg−1 = e.

• H56 C3 èíâàðèàíòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû D3 (ñòð. 353)

Èñïîëüçóÿ òàáëèöó óìíîæåíèÿ äëÿ D3 èìååì (b−1 = b):

b · {e, a, a2} · b = {b, d, c} · b = {e, a2, a}.

Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿþòñÿ ñîïðÿæåíèÿ ñ ýëåìåíòàìè �c� è �d�.

• H57 Èíâàðèàíòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû F × G (ñòð. 365)

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ãðóïïû F × G: (hi, gj). Îáðàòíûé ê
íåìó � (h−1i , g−1j ), òàê êàê (hi, gj) · (h−1i , g−1j ) = (hi ·h−1i , gj ·g−1j ) = (eh, eg),
ãäå eh è eg åäèíè÷íûå ýëåìåíòû ãðóïï F è G ñîîòâåòñòâåííî. Ïðîâåä¼ì
ñîïðÿæåíèå ýëåìåíòà (eh, gk):

(hi, gj) · (eh, gk) · (h−1i , g−1j ) = (hiehh
−1
i , gjgkg

−1
j ) = (eh, gjgkg

−1
j ).

Ïåðâûé ýëåìåíò ïàðû îêàçûâàåòñÿ åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì F, à âòîðîé -
ïðîèçâîëüíûì ýëåìåíòîì G.
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• H58 (inv) A,B ⊂ G, A ∩B = {e} => ab = ba. (ñòð. 365)
Äåéñòâèòåëüíî, èíâàðèàíòíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî g ∈ G ñïðà-

âåäëèâî
gAg−1 = A, gBg−1 = B.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ a−1b−1ab. Èñïîëüçóÿ àññîöèàòèâ-
íîñòü, âû÷èñëèì åãî äâóìÿ ñïîñîáàìè, ïåðâûé èç êîòîðûõ ïðèâåä¼ò ê
âûâîäó, ÷òî ýòî ïðîèçâåäåíèå ïðèíàäëåæèò ïîäãðóïïå A, â âî âòîðîì
ñïîñîáå ïîëó÷èòñÿ, ÷òî ýòî ýëåìåíò B:

a−1(b−1ab)︸ ︷︷ ︸
∈A

= (a−1b−1a)b︸ ︷︷ ︸
∈B

=> a−1b−1ab = e

Â ñèëó ñâîéñòâà A ∩B = {e} ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî âû÷èñëÿåìîå
ïðîèçâåäåíèå ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì, îòêóäà óìíîæàÿ ñëåâà íà
a, à çàòåì íà b ïîëó÷èì òðåáóåìóþ êîììóòàòèâíîñòü ab = ba.

• H59 (inv) A,B ⊂ G, ,AB = G, A∩B = {e} => G ≈ A×B
(ñòð. 365)
Âûðàæåíèå AB = G îçíà÷àåò, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ïàð aibj ôîðìèðóåò

âñå ýëåìåíòû ãðóïïû G:

∀g ∈ G : èëè g = aibj, èëè g = aie = ai èëè g = bie = bi.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàæäîìó ýëåìåíòó g ∈ G ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå
íåêîòîðàÿ ïàðà aibj, ïðè÷åì âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì îáðàçîì. Åñëè áû äâå
ðàçëè÷íûå ïàðû äàâàëè îäèí è òîò æå g, ìû èìåëè:

g = ab = a′b′.

Óìíîæàÿ ñëåâà íà a−1, à ñïðàâà íà b−1, ïîëó÷àåì:

a−1a′︸ ︷︷ ︸
∈A

· b′b−1︸ ︷︷ ︸
∈B

= e.

Ïðîèçâåäåíèå ðàâíî åäèíè÷íîìó ýëåìåíòó e, åñëè ýëåìåíòû îáðàòíû (íî
ýòî íå òàê, ò.ê. îíè ïðèíàäëåæàò ê ðàçëè÷íûì, ïåðåñåêàþùèìñÿ òîëüêî
íà e ïîäãðóïïàì) èëè åñëè îíè îáà ðàâíû åäèíè÷íîìó. Ïîýòîìó ýëåìåíòû
ñîâïàäàþò: a′ = a è b′ = b. Äðóãèìè ñëîâàìè, ëþáîé ýëåìåíò g ∈ G
ìîæíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðîé ïàðå
(ai, bj). Ïðîèçâåäåíèå ýòèõ ïàð ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì A×B:

(ai, bi) · (ajbj) = (aiaj, bibj).

Òàê êàê ýëåìåíòû ïîäìíîæåñòâ A è B êîììóòèðóþò ìåæäó ñîáîé, òî
ðåçóëüòàò aibiajbj ðàâåí aiajbibj, ïîýòîìó âîçíèêàåò èçîìîðôèçì.
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• H60 Äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîé ëåììû Øóðà (ñòð. 370)
Çàïèøåì óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííûå âåêòîðû è çíà÷åíèÿ: I u = λu,

ãäå I - êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, u - ñòîëáèê (âåêòîð) è λ � ÷èñëî.
Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå ui = T(gi)u ïåðåâîäÿùåå ñîáñòâåííûé

âåêòîð u, â íåêîòîðûé íîâûé âåêòîð ui. Ýòîò âåêòîð òàêæå ÿâëÿåòñÿ
ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ìàòðèöû I ñ òåì æå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ:

Iui = IT(gi)u = T(gi)Iu = λT(gi)u = λui,

ãäå ó÷òåíà êîììóòàòèâíîñòü (ïåðåñòàíîâî÷íîñòü): IT(gi) = T(gi)I.
Êðîìå ýòîãî, íàáîð âåêòîðîâ ui (êîãäà gi ïðîáåãàåò âñþ ãðóïïó) îáðà-

çóåò èíâàðèàíòíîå ïðîñòðàíñòâî (äåéñòâèå ìàòðèö ïðåäñòàâëåíèÿ íà
ýòè âåêòîðû äà¼ò âåêòîðû, ïðèíàäëåæàùèå ýòîìó æå ïðîñòðàíñòâó):

T(gj)ui = T(gj)T(gi)u = T(gjgi)u = T(gk)u = uk,

ãäå gk = gjgi. Â òîæå âðåìÿ, òàê êàê ïðåäñòàâëåíèå íåïðèâîäèìî, îíî
íå ìîæåò ñîäåðæàòü èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, ïîýòîìó âåêòîðû ui

ñîâïàäàþò ñî âñåì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì, îáðàçóÿ åãî áàçèñ. Â ðå-
çóëüòàòå, ëþáîé âåêòîð v, ðàçëîæåííûé ïî ýòîìó áàçèñó ñ êîýôôèöèåí-
òàìè ai, îêàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ìàòðèöû I:

Iv = I
∑

aiui =
∑

aiIui = λ
∑

aiui = λv.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âåêòîðà v ýòî âîçìîæíî òîëüêî, åñëè ìàòðèöà I
ïðîïîðöèîíàëüíà åäèíè÷íîé.

• H61 Êîììóòèðóåìîñòü ìàòðèö M è T(gi) (ñòð. 371)
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü Ti = T(gi), òîãäà

TjM =

γ∑
i=1

Tj(TiXT−1i )(T−1j Tj) =

γ∑
k=1

TkXT−1k Tj = MTj,

ãäå Tk = TjTi è ïðè ïðîáåãàíèè âñåõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû (èíäåêñ i), óìíî-
æåíèå íà ôèêñèðîâàííûé ýëåìåíò Tj äàñò âñå ýëåìåíòû Tk (ñì.ñòð. 349).

• H62 Óíèòàðíûå ìàòðèöû îáðàçóþò ãðóïïó (ñòð. 375)
Ïóñòü ìàòðèöû U1 è U2 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ óíèòàðíîñòè. Òîãäà

èõ ïðîèçâåäåíèå òàêæå áóäåò óíèòàðíîé ìàòðèöåé:

(U1U2)
+(U1U2) = U+

2 U
+
1 U1U2 = U+

2 1U2 = U+
2 U2 = 1,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî ïðè òðàíñïîíèðîâàíèè ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö îíè òðàíñ-
ïîíèðóþòñÿ è ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè. Àíàëîãè÷íî, åñëè ìàòðèöàU óíèòàðíà
(U+ = U−1), òî è îáðàòíàÿ ê íåé U−1 áóäåò óíèòàðíîé:

(U−1)+U−1 = 1 => (U−1)+ = U => U−1 = U+.
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• H63 Ñâÿçü ìàòðèö (ñòð. 377)
Ïåðåãðóïïèðóåì ÷ëåíû â ïðîèçâåäåíèè, ïîëó÷åííîì 2-ì ñïîñîáîì:

T(b)T(a) = 1+(bk+ak)Xk+ϕ
k
ijb

iajXk+(bibj+aiaj)Yij+(biaj+aibj)Yij+...

Ñðàâíèâàÿ ñ T(b)T(a), ïîëó÷åííîì 1-ì ñïîñîáîì, èìååì:

ϕkijb
iajXk + (biaj + aibj)Yij = biajXiXj.

Áåðÿ ïðîèçâîäíûå ïî bp, aq è ó÷èòûâàÿ, ÷òî Yij = Yji, ïîëó÷àåì òðåáó-
åìîå ñîîòíîøåíèå.

• H64 Ãåíåðàòîðû ãðóïïû SO(2) (ñòð. 377)
Íàéä¼ì ãåíåðàòîð ãðóïïû ïîâîðîòîâ â ïëîñêîñòè SO(2) (ìíîæåñòâî

îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö 2x2 ñ åäèíè÷íûì îïðåäåëèòåëåì), ðàçëîæèâ ìàò-
ðèöó â ðÿä ïî óãëó (ïàðàìåòðó) a:

T(a) =

(
cos a sin a
− sin a cos a

)
= 1+aX+..., 1 =

(
1 0
0 1

)
, X =

(
0 1
−1 0

)
.

Êîíå÷íûé ïîâîðîò ñ ïàðàìåòðîì a ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâå-
äåíèÿ N áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñ ïàðàìåòðîì ∆a = a/N :

T(a) = T∆a ...T∆a︸ ︷︷ ︸
N ðàç

= (1+∆aX)N =

(
1 +

aX

N

)N

→ eaX = 1 cos a+X sin a.

Ðåçóëüòàò T(a) = eaX ïîëó÷àåòñÿ â ïðåäåëå N → ∞ (ïî îïðåäåëåíèþ
÷èñëà �e�) è ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî îáùèì â òåîðèè ãðóïï. Ðàñêëàäûâàÿ
ýêñïîíåíòó eaX â ðÿä Òåéëîðà, ìîæíî ñíîâà âîññòàíîâèòü sin a è cos a.
Äëÿ ýòîãî íàäî ó÷åñòü, ÷òî: X2 = −1, X3 = −X, X4 = 1, X5 = X, ...

• H65 Àíòèñèììåòðè÷íîñòü è ëèíåéíîñòü êîììóòàòîðîâ (ñòð. 379)

[A,B] = AB−BA = −(BA−AB) = −[B,A].

[A,B+C] = A(B+C)−(B+C)A = AB−BA+AC−CA = [A,B]+[A,C].

• H66 Êîììóòàòîð ïðîèçâåäåíèÿ (ñòð. 379)

[A,B]C+B[A,C] = ABC−BAC+BAC−BCA = A(BC)− (BC)A.

• H67 Òîæäåñòâî ßêîáè (ñòð. 379)

[C, AB−BA] + [A, BC−CB] + [B, CA−AC] =

= C(AB)−C(BA) +A(BC)−A(CB) +B(CA)−B(AC)

−(AB)C+ (BA)C− (BC)A+ (CB)A− (CA)B+ (AC)B = 0.



H: ÏÎÌÎÙÜ 851

• H68 Îïåðàòîðíàÿ àëãåáðà äëÿ ãðóïïû SO(3) (ñòð. 382)
Ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ãåíåðàòîðîâ ãðóïïû âðàùåíèÿ (6.22) ìîæíî

çàïèñàòü ÿâíûé âèä îïåðàòîðîâ X̂i = {X̂x, X̂y, X̂z} = −(Xi)αβxβ∂α:

X̂x = y∂z − z∂y, X̂y = z∂x − x∂z, X̂z = x∂y − y∂x,
ãäå ∂x = ∂/∂x, è ò.ä. Íàéä¼ì êîììóòàòîð [X̂x, X̂y]:

(y∂z − z∂y)(z∂x − x∂z)F = y∂z(z∂xF )− y∂zx∂zF − z∂yz∂xF + z∂yx∂zF,

(z∂x − x∂z)(y∂z − z∂y)F = z∂xy∂zF − z∂xz∂yF − x∂zy∂zF + x∂z(z∂yF ).

Ðàñêðûâàÿ ïðîèçâîäíóþ ïðîèçâåäåíèÿ y∂z(z∂xF ) = y∂xF + yz∂z∂xF , ...,
è âû÷èòàÿ ýòè äâà âûðàæåíèÿ, ïîëó÷àåì: [X̂x, X̂y] = −X̂z, ãäå îïóùåíà
ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ F íà êîòîðóþ äåéñòâóþò îïåðàòîðû.

• H69 det(1+A) ≈ 1 + TrA (ñòð. 388)
Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìàòðèöó 2x2:

detA = det

(
1 + a11 a12
a21 1 + a22

)
= (1 + a11)(1 + a22)− a12a21

îòêóäà, åñëè ýëåìåíòû aij ìàëû, èìååì:

detA ≈ 1 + a11 + a22 = 1 + TrA,

ãäå â ïðèáëèæåííîì ðàâåíñòâå îñòàâëåíû òîëüêî ÷ëåíû ïåðâîãî ïîðÿäêà
ìàëîñòè. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ è ñ ìàòðèöåé ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíî-
ñòè.

• H70 Ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ ýêâèâàëåííîñòè. (ñòð. 395)
Èç ñîîòíîøåíèÿ X̃k = SXkS

−1 ñëåäóåò X̃kS = SXk. Äëÿ X3 = ıJ3

èìååì: 0 1 0
−1 0 0
0 0 0

s11 s12 s13
s21 s22 s23
s31 s32 s33

 =

s11 s12 s13
s21 s22 s23
s31 s32 s33

ı 0 0
0 0 0
0 0 −ı

 .

Ïåðåìíîæàÿ ìàòðèöû è ïðèðàâíèâàÿ ýëåìåíòû, óìåíüøàåì ÷èñëî íåèç-
âåñòíûõ ýëåìåíòîâ äî òðåõ:

S =

α 0 ıβ

ıα 0 β
0 γ 0

 .

Ïîâòîðÿ ýòè äåéñòâèÿ ñ ìàòðèöåé X̃2, íàõîäèì α = −γ/
√
2, ıβ = γ/

√
2.

Ïàðàìåòð γ ìîæíî âûáðàòü ïðîèçâîëüíûì. Îêîí÷àòåëüíî:

S =

−1 0 1
−ı 0 −ı
0
√
2 0

 , S−1 =
1

2

−1 ı 0

0 0
√
2

1 ı 0

 .
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• H71 Ýëåìåíò ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèé |Λ0
0| > 1 (ñòð. 399)

Çàïèøåì óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè (Λ̃ = gΛg):

(Λ̃TΛ)αβ = (Λ̃T )αγΛ
γ
β = Λ̃ α

γ Λγ
β = δαβ .

Ïîëàãàÿ èíäåêñû ðàâíûì íóëþ α = β = 0 è ðàñïèñûâàÿ ñóììó, èìååì:

Λ̃ 0
0 Λ

0
0 + Λ̃ 0

1 Λ
1
0 + Λ̃ 0

2 Λ
2
0 + Λ̃ 0

3 Λ
3
0 = 1.

Òàê êàê ìàòðèöà Λ̃ ïîëó÷àåòñÿ èç Λ ñâ¼ðòêîé ñ äâóìÿ ìåòðè÷åñêèìè
òåíçîðàìè, òî:

Λ̃ 0
0 = g00Λ

0
0g

00 = Λ0
0, Λ̃ 0

1 = g11Λ
1
0g

00 = −Λ1
0,

è ò.ä. Ïîýòîìó: (Λ0
0)

2 = 1 + (Λ1
0)

2 + (Λ2
0)

2 + (Λ3
0)

2 > 1.

• H72 Îáðàòíûé ýëåìåíò ãðóïïû Ïóàíêàðå (ñòð. 402)

(a, Λ) · (−Λ−1a, Λ−1) = (a−ΛΛ−1a, ΛΛ−1) = (0,1).

• H73 Òðàíñëÿöèè � èíâàðèàíòíàÿ ïîäãðóïïà (ñòð. 402)

(b, Λ) · (a, 1) · (b, Λ)−1 = (b +Λa, Λ) · (−Λ−1b, Λ−1) = (Λb, 1).

• H74 Êîììóòàòîð [Ĵαβ, P̂γP̂
γ] (ñòð. 404)

Âîñïîëüçóåìñÿ òîæäåñòâîì [Â, B̂Ĉ] = [Â, B̂]Ĉ + B̂[Â, Ĉ]:

[Ĵαβ, P̂γP̂
γ] = [Ĵαβ, P̂γ]P̂

γ + P̂γ[Ĵαβ, P̂
γ] = −[P̂γ, Ĵαβ]P̂

γ − P̂ γ[P̂γ, Ĵαβ].

Ïîäñòàâëÿÿ êîììóòàòîð (6.41), ñòð. 404, èìååì:

[Ĵαβ, P̂γP̂
γ] = −ı(gγαP̂β − gγβP̂α)P̂

γ − ıP̂ γ(gγαP̂β − gγβP̂α),

èëè ñâîðà÷èâàÿ ñ ìåòðè÷åñêè òåíçîðîì, îêîí÷àòåëüíî:

[Ĵαβ, P̂γP̂
γ] = −ı(P̂βP̂α − P̂αP̂β)− ı(P̂αP̂β − P̂βP̂α) = 0.

• H75 Êâàäðàò îïåðàòîðà ñïèíà (ñòð. 405)

Ïðè âû÷èñëåíèè êâàäðàòà èñïîëüçóåòñÿ òîæäåñòâî [1]:

εαβγλελµνσ =
(
αβγ
µνσ

)
−

(
αβγ
µσν

)
+
(
αβγ
σµν

)
−

(
αβγ
σνµ

)
+
(
αβγ
νσµ

)
−

(
αβγ
νµσ

)
,

ãäå ââåäåíî ñîêðàùåíèå äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ:
(
αβγ
µνσ

)
= δαµδ

β
ν δ

γ
σ.



H: ÏÎÌÎÙÜ 853

• H76 Òð¼õ-ïàðàìåòðè÷åñêàÿ äðîáíî-ëèíåéíàÿ ãðóïïà (ñòð. 411)

Òð¼õ-ïàðàìåòðè÷åñêàÿ äðîáíî-ëèíåéíàÿ ãðóïïà

x 7→ x′ =
ea1x+ a2
1 + a3 x

≈ x+ a1 x+ a2 − a3 x2 + ...

ó êîòîðîé ïàðàìåòðû âûáðàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðè a = 0 ïîëó÷à-
ëîñü åäèíè÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå, èìååò òðè ãåíåðàòîðà:

X̂1 = −x
d

dx
, X̂2 = −

d

dx
, X̂3 = x2

d

dx
.

Àëãåáðà Ëè, êîòîðîé îíè óäîâëåòâîðÿþò, èìååò âèä:

[X̂1, X̂2] = X̂2, [X̂1, X̂3] = −X̂3, [X̂2, X̂3] = 2X̂1

Ïåðâûé êîììóòàòîð ñîâïàäàåò ñ (6.60), ñòð. 411 ïîýòîìó x′ = ea1 x + a2
ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé äðîáíî - ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

• H77 Èíâàðèàíòû ãðóïïû ìàñøòàáèðîâàíèÿ (ñòð. 413)

Ðàññìîòðèì ãðóïïó ñèììåòðè÷íîãî ìàñøòàáèðîâàíèÿ 2-ìåðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà:

x′ = ea x ≈ x+ ax+ ...
y′ = ea y ≈ y + ay + ...

=> X̂ = −x ∂

∂x
− y ∂

∂y
.

Óðàâíåíèå äëÿ èíâàðèàíòíîé ôóíêöèè X̂F = 0 èìååò âèä:

x
∂F

∂x
+ y

∂F

∂y
= 0, =>

dx

x
=
dy

y
.

Èíòåãðèðîâàíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé ïðèâîäèò ê C = I(x) = x/y. Ïî-
ýòîìó ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ îòíîøåíèÿ êîîðäèíàò F (x/y) áóäåò èí-
âàðèàíòîì ïðåîáðàçîâàíèÿ. Åñòåñòâåííî â ýòîì íå ñëîæíî óáåäèòüñÿ è
ïðÿìîé ïðîâåðêîé: x′/y′ = eax/(eay) = x/y. Â îäíîìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå óðàâíåíèå u(x) dF/dx = 0 ñâîäèòñÿ ê òðèâèàëüíîìó óòâåðæäåíèþ
î íåçàâèñèìîñòè èíâàðèàíòíîé ôóíêöèè îò êîîðäèíàò.

• H78 Èíâàðèàíòû ãðóïïû SO(3) (ñòð. 413)

Îïåðàòîðû ãðóïïû âðàùåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü ïðè ïîìîùè ñèìâîëà
Ëåâè-×åâèòû X̂i = −εijkxj∂k. Óðàâíåíèå äëÿ èíâàðèàíòíîé ôóíêöèè

−X̂iF (x) = εijk xj∂k F = 0,

â ñèëó àíòèñèììåòðèè ñèìâîëà Ëåâè-×åâèòû àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíÿ-
åòñÿ, åñëè ∂kF ∼ xk, ÷òî ïðîèñõîäèò, åñëè ôóíêöèÿ çàâèñèò òîëüêî îò
êâàäðàòà ðàäèóñ-âåêòîðà r2 = xixi = (x1)

2 + (x2)
2 + (x3)

2.


