
Ãëàâà 5

Çàêîí Êóëîíà

Äæåéìñ Êëåðê Ìàêñâåëë çàïèñàë ñâîè óðàâíåíèÿ, îïèðàÿñü íà ýêñïå-
ðèìåíòû Êóëîíà, Ýðñòåäà, Àìïåðà è Ôàðàäåÿ. Ýòè óðàâíåíèÿ ïðèâåëè ê
ïðåîáðàçîâàíèÿì Ëîðåíöà è, â êîíå÷íîì ñ÷¼òå, ê òåîðèè îòíîñèòåëüíî-
ñòè. Îäíàêî â ýòîé ãëàâå ìû ïîéä¼ì îáðàòíûì ïóò¼ì. Ïðè ïîìîùè çàêîíà
Êóëîíà è ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà áóäóò ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ Ìàêñâåë-
ëà. Íàøà îñíîâíàÿ öåëü � îáñóäèòü êëþ÷åâûå âîïðîñû ýëåêòðîäèíàìè-
êè, íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàííûå ñ òåîðèåé îòíîñèòåëüíîñòè. Ñíà÷àëà ìû
áóäåì â îñíîâíîì èñïîëüçîâàòü 3-ìåðíûå îáîçíà÷åíèÿ. Ãëàâà 7 áóäåò ïî-
ñâÿùåíà êîâàðèàíòíîé ôîðìóëèðîâêå ýëåêòðîäèíàìèêè è ëàãðàíæåâîìó
ôîðìàëèçìó.
Ñ ýòîé ãëàâû íà÷èíàåò àêòèâíî ïðèìåíÿòüñÿ äèôôåðåíöèàëüíûé âåê-

òîðíûé àíàëèç, ïîýòîìó èìååò ñìûñë ïðîñìîòðåòü ìàòåìàòè÷åñêèå ïðè-
ëîæåíèÿ íà ñòðàíèöå 754. Åù¼ ëó÷øå ïðîðàáîòàòü ïåðâûå äâå ãëàâû
êíèãè [1], ðåøèâ ïðèâåäåííûå â íèõ çàäà÷è.
Ìû ïî-ïðåæíåìó èñïîëüçóåì ñèñòåìó åäèíèö, â êîòîðîé ñêîðîñòü ñâåòà

c = 1. Äëÿ åäèíèö èçìåðåíèÿ çàðÿäîâ ïðèíÿòà ñèñòåìà ÑÃÑ, â êîòîðîé
çàêîí Êóëîíà âûãëÿäèò íàèáîëåå ïðîñòî. Â ïðèëîæåíèè S íà ñòð. 803
ñîáðàíû âñå íåîáõîäèìûå çàìåíû äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ñêîðîñòè ñâåòà è
ïåðåõîäà îò ñèñòåìû ÑÃÑ ê ñèñòåìå ÑÈ ñ ïðèìåðàìè òàêèõ ïðåîáðàçî-
âàíèé.
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5.1 Ýëåêòðîñòàòèêà

Ìèð âåùåñòâåííûõ òåë, íåïîñðåäñòâåííî âîñïðèíèìàåìûé ÷óâñòâàìè,
î÷åíü ïðèâû÷åí äëÿ íàøåãî ïîâñåäíåâíîãî îïûòà. Ïîýòîìó äëÿ âîçíèê-
íîâåíèÿ ïîíÿòèÿ �ïîëÿ� ïîòðåáîâàëèñü äëèòåëüíàÿ ýâîëþöèÿ è äîñòàòî÷-
íî âûñîêèé óðîâåíü ôèçè÷åñêîé àáñòðàêöèè. Ïðîñòåéøèé ñïîñîá ââåäå-
íèÿ ïîëÿ ñîñòîèò â �îòðûâàíèè� ïàðàìåòðîâ ïðîáíîãî òåëà îò ïàðàìåò-
ðîâ îáúåêòà, îêàçûâàþùåãî íà íåãî ñèëîâîå âîçäåéñòâèå. Èçâåñòíî, ÷òî
íåïîäâèæíûé çàðÿä Q äåéñòâóåò íà íåáîëüøîé ïðîáíûé çàðÿä q ñèëîé
Êóëîíà:

F =
qQ

r3
r.

Çàðÿäû ìîãóò áûòü êàê ïîëîæèòåëüíûìè, òàê è îòðèöàòåëüíûìè. Ñè-
ëà âçàèìîäåéñòâèÿ çàâèñèò îò èõ ïðîèçâåäåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, çàðÿäû
îäèíàêîâîãî çíàêà îòòàëêèâàþòñÿ, à ïðîòèâîïîëîæíîãî � ïðèòÿãèâàþò-
ñÿ. Ââåä¼ì ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå E ñëåäóþùèì îáðàçîì:

E =
Q

r3
r, F = qE. (5.1)

Íàïðÿæ¼ííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ò.å. çíà÷åíèå âåêòîðíîé ôóíêöèè
E, çàâèñèò îò ðàññòîÿíèÿ r è çàðÿäàQ, íî íå çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ ïðîáíî-
ãî çàðÿäà q. Òàêîå îòäåëåíèå èñòî÷íèêà ñèëû îò îáúåêòà âîçäåéñòâèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ î÷åíü óäîáíûì, îäíàêî äîñòàòî÷íî ôîðìàëüíûì. Â äàëüíåéøåì,
êîãäà ìû ó÷ò¼ì êîíå÷íîñòü ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíî-
ãî âçàèìîäåéñòâèÿ, ïîëå îêàæåòñÿ ðåàëüíî ñóùåñòâóþùèì ôèçè÷åñêèì
îáúåêòîì. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ìû îáîçíà÷àåì
òîé æå áóêâîé, ÷òî è ýíåðãèþ. ×òîáû íå áûëî ïóòàíèöû, â ýòîé ãëàâå
áóäåì îáîçíà÷àòü ýíåðãèþ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû, êàê E.
Çàêîí Êóëîíà ñ õîðîøåé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè ñïðàâåäëèâ êàê íà î÷åíü

ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ, òàê è íà äîñòàòî÷íî áîëüøèõ. Òåì íå ìåíåå, ñ ôè-
çè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå E íå
ÿâëÿåòñÿ õîðîøî îïðåäåë¼ííîé âåëè÷èíîé. Åñëè îáúåêò, èìåþùèé çàðÿä
Q � òî÷å÷íûé, òî ïðè r = 0 ïîëó÷àåòñÿ áåñêîíå÷íîå çíà÷åíèå ïîëÿ è,
ñëåäîâàòåëüíî, ñèëû âîçäåéñòâèÿ íà ïðîáíûé çàðÿä q. Ïîïðîáóåì âðå-
ìåííî óñòðàíèòü ýòó ïðîáëåìó, ìîäèôèöèðóÿ çàêîí Êóëîíà ïðè ïîìîùè
ìàëîé êîíñòàíòû a:

E =
Q r

(r2 + a2)3/2
. (5.2)

Ïðè a = 0 ìû âîçâðàùàåìñÿ ê èñõîäíîìó âûðàæåíèþ, îäíàêî ïðè a ̸= 0
ïîëó÷àåòñÿ êîíå÷íîå çíà÷åíèå íàïðÿæ¼ííîñòè E ïðè r = 0. Ïîäîáíîå
óñòðàíåíèå ñèíãóëÿðíîñòè (áåñêîíå÷íîñòè) íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðèçàöèåé.
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Íàéä¼ì äèâåðãåíöèþ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, óìíîæèâ åãî íà îïåðàòîð
íàáëà. Äèâåðãåíöèÿ ðàäèóñ âåêòîðà r è ãðàäèåíò åãî äëèíû r =

√
r2

ðàâíû (ñì. ñòð. 756):

∇r = 3, ∇r =
r

r
.

Ïîýòîìó, âû÷èñëÿÿ äèâåðãåíöèþ ïîëÿ (5.2) êàê ïðîèçâîäíóþ ïðîèçâåäå-
íèÿ, ïîëó÷àåì:

∇E =
3Q

(r2 + a2)3/2
− 3

2

Qr

(r2 + a2)5/2
2r

r

r
= 4πQ δa(r),

ãäå ââåäåíà ñëåäóþùàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ:

δa(r) =
3

4π

a2

(r2 + a2)5/2
. (5.3)

Ïðè óìåíüøåíèè çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a ôóíêöèÿ δa(r) ïîëó÷àåòñÿ âñ¼
áîëåå âûñîêîé è óçêîé (ñì. ðèñóíîê). Ìíîæèòåëü 3/4π âûäåëåí äëÿ òîãî,
÷òîáû èíòåãðàë îò δa(r) ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó áûë ðàâåí åäèíèöå:∫

δa(r) dV =
3a2

4π

∞∫
0

∫
4π

r2drdΩ

(r2 + a2)5/2
=

∞∫
0

3χ2dχ

(1 + χ2)5/2
=

χ3

(1 + χ2)3/2

∣∣∣∞
0

= 1.

Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà ïðîâîäèòñÿ â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ. Èíòåãðè-
ðîâàíèå ïî òåëåñíîìó óãëó dΩ äà¼ò 4π, è ñäåëàíà çàìåíà χ = r/a. Çíà÷å-
íèå èíòåãðàëà îñòà¼òñÿ åäèíè÷íûì ïðè a → 0, õîòÿ ôóíêöèÿ δ(r) = δ0(r)
â ýòîì ïðåäåëå ñòàíîâèòñÿ ðàçðûâíîé:

lim
a→0

δa(r) = δ(r) =

{
0, r ̸= 0
∞, r = 0

,

∫
δ(r) dV = 1.

Ôóíêöèÿ δ(r) ñ òàêèìè ñâîéñòâàìè íàçûâàåòñÿ òð¼õìåðíîé ôóíêöèåé

Äèðàêà (ñì. òàêæå ñòð. 788). Å¼ óäîáíî èñïîëüçîâàòü äëÿ îïèñàíèÿ òî-
÷å÷íûõ çàðÿäîâ, êîãäà çàðÿä ñîñðåäîòî÷åí â ñêîëü óãîäíî ìàëîì îáú¼ìå.
Â ýòîì ñëó÷àå äèâåðãåíöèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ðàâíà íóëþ âåçäå, êðîìå
òî÷êè r = 0, ãäå îíà îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü. Çàìåòèì, ÷òî åñëè áû
ìû ôîðìàëüíî âû÷èñëèëè ∇E äëÿ çàêîíà Êóëîíà (5.1), òî ïîëó÷èëñÿ áû
íîëü ïðè ëþáîì çíà÷åíèè r. Ïîýòîìó äèôôåðåíöèðîâàíèå ñèíãóëÿðíûõ
ôóíêöèé òðåáóåò îïðåäåë¼ííîé àêêóðàòíîñòè.
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•Ïðè ïîìîùè ôóíêöèè Äèðàêà çàêîí Êóëîíà ìîæíî çàïèñàòü â ôîðìå
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ:

∇E = 4πQ δ(r).

Âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé Ãàóññà (ñòð. 754) è èíòåãðèðóÿ ïî çàìêíóòîé
ïîâåðõíîñòè, îêðóæàþùåé çàðÿä Q, ìû ïîëó÷àåì èíòåãðàëüíóþ âåðñèþ
ýòîãî æå óðàâíåíèÿ: ∮

S

E dS = 4πQ. (5.4)

Ýêñïåðèìåíòàëüíûì ôàêòîì ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè:

ïîëå, ñîçäàâàåìîå íåñêîëüêèìè çàðÿäàìè, ðàâíî âåêòîðíîé ñóì-

ìå íàïðÿæ¼ííîñòåé ïîëÿ îò êàæäîãî çàðÿäà.

Ïîýòîìó çàêîí Êóëîíà â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå ìîæåò áûòü çàïèñàí
â ñëåäóþùåì âèäå, êîòîðûé íàçûâàþò çàêîíîì Ãàóññà:

∇E = 4π ρ(r), (5.5)

ãäå ôóíêöèÿ ρ(r) íàçûâàåòñÿ ïëîòíîñòüþ çàðÿäà

ρ(r) =
n∑

i=1

Qiδ(r− ri).

Îíà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç çíà÷åíèÿ çàðÿäîâ Q1, ..., Qn, íàõîäÿùèõñÿ â òî÷-
êàõ ïðîñòðàíñòâà r1, ..., rn. Èíòåãðàëüíûé çàêîí Êóëîíà (5.4) îñòà¼òñÿ
íåèçìåííûì, îäíàêî Q, âõîäÿùèé â ïðàâóþ ÷àñòü, èìååò ñìûñë ñóììàð-
íîãî çàðÿäà â îáú¼ìå, îêðóæ¼ííîì ïîâåðõíîñòüþ S.
Èíòåãðàë ïî îáú¼ìó V îò ôóíêöèè ρ(r) äà¼ò ñóììàðíûé çàðÿä, íà-

õîäÿùèéñÿ â ýòîì îáú¼ìå. Ïóñòü òî÷å÷íûå çàðÿäû ðàñïîëîæåíû î÷åíü
áëèçêî, òàê ÷òî èìååò ñìûñë ãîâîðèòü î íåïðåðûâíîì ðàñïðåäåëåíèè çà-
ðÿäà. Òîãäà åãî ïëîòíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè ïðåäåëà:∑

i

Qi =

∫
V→0

ρ(r) dV ≈ ρ(r)V => ρ(r) = lim
V→0

1

V

∑
i

Qi,

ãäå ñóììèðóþòñÿ âñå çàðÿäû, ïîïàâøèå â îáú¼ì V , îêðóæàþùèé òî÷êó
ïðîñòðàíñòâà r. Íà ïðàêòèêå ìàòåìàòè÷åñêèé ïðåäåë íå âû÷èñëÿåòñÿ, à
áåð¼òñÿ ìàëûé îáú¼ì V , è ïëîòíîñòü ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîé îòíîøåíèþ çàðÿ-
äà, êîòîðûé ñîäåðæèòñÿ â îáú¼ìå, ê âåëè÷èíå ýòîãî îáú¼ìà. Òàêàÿ ïðî-
öåäóðà �ñãëàæèâàíèÿ� ñóììû ñèíãóëÿðíûõ ôóíêöèé Äèðàêà ïðèâîäèò
ê òîìó, ÷òî ïëîòíîñòü çàðÿäà ρ(r) â ðÿäå ñëó÷àåâ îêàçûâàåòñÿ ãëàäêîé
(�îáû÷íîé�) ôóíêöèåé êîîðäèíàò.
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• Íàïðÿæ¼ííîñòü ïîëÿ ïðèíÿòî èçîáðàæàòü â âèäå ñòðåëîê, íàïðàâëå-
íèå êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ âåêòîðîì E, à èõ êîëè÷åñòâî, ïðîõîäÿùåå ÷åðåç
åäèíèöó ïîâåðõíîñòè, ïðîïîðöèîíàëüíî ìîäóëþ íàïðÿæ¼ííîñòè |E|.
Åñëè åñòü ñèììåòðèÿ â ðàñïðåäåëåíèè çàðÿäà, ïðè ïîìîùè óðàâíåíèÿ

(5.4) èíîãäà ìîæíî ëåãêî íàõîäèòü íàïðÿæ¼ííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ.
Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, îäíîðîäíûé øàð ðàäèóñà R, ïëîòíîñòü çàðÿäà
âíóòðè êîòîðîãî ïîñòîÿííà. Âûäåëåííûõ íàïðàâëåíèé íåò, ïîýòîìó â ñè-
ëó ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè �ñòðåëêè� ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ âûãëÿäÿò òàê,
êàê ýòî ïîêàçàíî íà ðèñóíêå íèæå, è íàïðÿæ¼ííîñòü ðàâíà:

E = Q


r
r3

r > R

r
R3 r 6 R.

Äåéñòâèòåëüíî, îêðóæèì øàð ñôåðîé ðàäèóñà r > R, èìåþùåé ïëîùàäü
4πr2. Òàê êàê âåêòîð dS ïàðàëëåëåí âåêòîðó íàïðÿæ¼ííîñòè è íà ñôåðå
å¼ ìîäóëü ïîñòîÿíåí, èìååì:∮

S

E dS = |E|4πr2 = 4πQ => |E| = Q

r2
,

ò.å. âíå øàðà âûïîëíÿåòñÿ çàêîí Êóëîíà. Åñëè æå r 6 R, òî çàðÿä âíóòðè
ñôåðû ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ îáú¼ìà 4πr3/3 íà ïëîòíîñòü:∮

S

E dS = |E|4πr2 = 4π ρ
4π

3
r3 = 4πQ

r3

R3
=> E = Q

r

R3 .

Ïðîâåðüòå (lH33), ÷òî ïîëå, ñîçäàâàåìîå áåñêîíå÷íîé òîíêîé îäíîðîäíî
çàðÿæåííîé íèòüþ ñ çàðÿäîì µ = Q/L íà åäèíèöó äëèíû L, ðàâíî:

|E| = 2µ

r⊥
, E = 2µ

[k× [r× k]]

[r× k]2
,

ãäå r⊥ � ñîñòàâëÿþùàÿ ðàäèóñ-âåêòîðà, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ê íèòè (ñì.
ðèñóíîê), à k � åäèíè÷íûé âåêòîð, íàïðàâëåííûé âäîëü íèòè. Ñòîèò
âû÷èñëèòü ∇E, ïðîâåäÿ ðåãóëÿðèçàöèþ âûðàæåíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî âûäå-
ëåííûõ íàïðàâëåíèé âäîëü íèòè íåò. Ïîýòîìó åù¼ îäíà ñèììåòðè÷íàÿ
êîíôèãóðàöèÿ ïîëÿ, êîãäà âåêòîð E êàñàòåëåí öèëèíäðó, îêðóæàþùåìó
íèòü (ïîïåð¼ê íàïðàâëåíèÿ íèòè), íå ÿâëÿåòñÿ ïîäõîäÿùåé. Íåò îñíîâà-
íèé �çàêðóòèòü� ïîëå E â îäíó èëè â äðóãóþ ñòîðîíó.
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• Âòîðàÿ îïåðàöèÿ, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïðîäåëàíà ñ âåêòîðíîé ôóíê-
öèåé ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà íàáëà, � ýòî ðîòîð. Äëÿ ëþáîãî ñôåðè÷åñêè
ñèììåòðè÷íîãî ïîëÿ f(r)r ðîòîð ðàâåí íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê:

∇f(r) = f ′(r)
r

r
, [∇× r] = 0,

òî äëÿ ðîòîðà ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî ïîëÿ ïîëó÷àåì:

[∇× f(r) r] = f(r) [∇× r]− [r×∇] f(r) = −f ′(r)
[r× r]

r
= 0.

Ïîýòîìó êàê äëÿ çàêîíà Êóëîíà, òàê è äëÿ åãî ðåãóëÿðèçîâàííîãî âûðà-
æåíèÿ (5.2) ðîòîð áóäåò ðàâåí íóëþ. Â ñèëó ïðèíöèïà ñóïåðïîçèöèè ýòî
ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî ñòàòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäà. Ïîýòîìó
óðàâíåíèÿ ýëåêòðîñòàòèêè èìåþò âèä:

∇E = 4π ρ, ∇× E = 0. (5.6)

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå, âûðàæàþùåå öåíòðàëüíûé õàðàêòåð êóëîíîâñêîãî
ïîëÿ äëÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà, âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè, åñëè:

E = −∇φ, (5.7)

ãäå φ = φ(r) � ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, íàçûâàåìàÿ ïîòåíöèàëîì. Äåéñòâè-
òåëüíî: ∇× E = −[∇×∇]φ = 0. Ïîäñòàíîâêà âåêòîðà íàïðÿæ¼ííîñòè,
âûðàæåííîãî ÷åðåç ïîòåíöèàë, â óðàâíåíèå äëÿ äèâåðãåíöèè (çàêîí Ãàóñ-
ñà), äà¼ò óðàâíåíèå Ïóàññîíà ñ îïåðàòîðîì Ëàïëàñà ∆ = ∇2:

∆φ = −4πρ. (5.8)

Êóëîíîâñêèé ïîòåíöèàë ïîëÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà ðàâåí

φ =
Q

r
,

÷òî ïðîâåðÿåòñÿ âû÷èñëåíèåì åãî ãðàäèåíòà (5.7) è ñðàâíåíèåì ñ (5.1).
Ïîòåíöèàë è íàïðÿæ¼ííîñòü ìîæíî ïðåäñòàâèòü â èíòåãðàëüíîì âèäå,

ïðîñóììèðîâàâ êóëîíîâñêèå ïîëÿ îò çàðÿäîâ ìàëûõ îáú¼ìîâ:

φ(x) =

∫
1

|x− r|
ρ(r) d3r, (5.9)

E(x) =

∫
x− r

|x− r|3
ρ(r) d3r. (5.10)

Çíà÷åíèÿ íàïðÿæ¼ííîñòè ïîëÿ è ïîòåíöèàë âû÷èñëÿþòñÿ â òî÷êå ïðî-
ñòðàíñòâà x = {x, y, z} (�æèðíûé� x � ýòî âåêòîð, à íå êîîðäèíàòà x!).
Èíòåãðèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî ðàäèóñ-âåêòîðó r, ïðîáåãàþùåìó âñå çà-
ðÿäû ρ(r)d3r â êàæäîì ýëåìåíòàðíîì îáú¼ìå dV ≡ d3r. Åñëè ïëîòíîñòü
ρ(r) ðàâíà ñóììå äåëüòà-ôóíêöèé Äèðàêà, ìû âîçâðàùàåìñÿ ê ñóììå
ïîëåé, ñîçäàâàåìûõ òî÷å÷íûìè çàðÿäàìè (ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè).
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• Ïðè äâèæåíèè â êóëîíîâñêîì ïîëå, ñîçäàâàåìîì òî÷å÷íûì çàðÿäîì
Q, ñîõðàíÿåòñÿ ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ïðîáíîãî çàðÿäà q:

E = E+
qQ

r
= E+ qφ,

ãäå E = m/
√
1− u2. Äåéñòâèòåëüíî (ñì. òàêæå ñòð. 158):

dE
dt

= uF− qQ

r2
ru

r
=

qQ

r3
(ru)− qQ

r3
(ru) = 0.

Ïîýòîìó ïîòåíöèàë φ ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü, êàê ïîòåíöèàëüíóþ ýíåð-
ãèþ ïðîáíîãî åäèíè÷íîãî çàðÿäà:

U(r) = q φ(r).

Ïðè ïîìîùè òåîðåìû Ñòîêñà ðàâåíñòâî íóëþ ðîòîðà ýëåêòðè÷åñêîãî
ïîëÿ ìîæíî çàïèñàòü â èíòåãðàëüíîì âèäå:

∮
L

E dr = 0,

ãäå èíòåãðèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó L. Ñèëà, äåé-
ñòâóþùàÿ íà çàðÿä q, ðàâíà qE, à ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñèëû íà âåê-
òîð ñìåùåíèÿ dr â ïðîñòðàíñòâå � ýòî ðàáîòà, ñîâåðøàåìàÿ äëÿ ïåðåìå-
ùåíèÿ çàðÿäà â ïîëå. Ïîýòîìó ïîäîáíûé èíòåãðàëüíûé çàêîí âûðàæàåò
ðàâåíñòâî íóëþ ðàáîòû ïåðåìåùåíèÿ çàðÿäà ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó. Åñ-
ëè êîíòóð íåçàìêíóòûé, òî ðàáîòà:

A =

r2∫
r1

F dr = −
r2∫

r1

q∇φ(r) dr = −q

r2∫
r1

dφ = qφ(r1)− qφ(r2)

ðàâíà ðàçíèöå ïîòåíöèàëîâ â íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé òî÷êàõ (èçìåíåíèþ
ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè) è ïîýòîìó íå çàâèñèò îò ôîðìû ïóòè.
Òàê êàê ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ÿâëÿåòñÿ ãðàäèåíòîì îò ïîòåíöèàëà (ñ

îáðàòíûì çíàêîì), òî îíî âñåãäà ïåðïåíäèêóëÿðíî ïîâåðõíîñòè ïîñòî-
ÿííîãî ïîòåíöèàëà φ(r) = const (ñòð. 754). Òàêèå ïîâåðõíîñòè íàçûâà-
þòñÿ ýêâèïîòåíöèàëüíûìè. Ïåðåìåùåíèå çàðÿäà âäîëü ýêâèïîòåíöèàëü-
íîé ïîâåðõíîñòè ïðîèñõîäèò ïåðïåíäèêóëÿðíî âåêòîðó ñèëû è íå ìåíÿåò
ýíåðãèè çàðÿäà. Íàïðèìåð, äëÿ öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîãî ýëåêòðè÷å-
ñêîãî ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî òî÷å÷íûì çàðÿäîì èëè çàðÿæåííûì øàðîì, ýê-
âèïîòåíöèàëüíûå ïîâåðõíîñòè ÿâëÿþòñÿ ñôåðàìè, îêðóæàþùèìè öåíòð
ñèììåòðèè.
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5.2 Ïîëå ðàâíîìåðíî äâèæóùåãîñÿ çàðÿäà

• Ïóñòü òî÷å÷íûé çàðÿä Q íàõîäèòñÿ â íà÷àëå ñèñòåìû îòñ÷¼òà S ′.
Ñèëà, ñ êîòîðîé îí äåéñòâóåò íà �ïðîáíûé� çàðÿä q â ñèñòåìå S ′, ðàâíà:

F′ =
qQ

r′3
r′. (5.11)

Íàéä¼ì, êàê áóäåò âûãëÿäåòü ýòî æå âçàèìîäåéñòâèå â �íåïîäâèæíîé�
ñèñòåìå îòñ÷¼òà S, ìèìî êîòîðîé ñèñòåìà S ′ äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêî-
ðîñòüþ v. Âûïèøåì åù¼ ðàç çàêîíû ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ âåëè÷èí.
Áàçîâûìè ÿâëÿþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà (ñòð. 33):

t′ = γ (t− vr), r′ = r− γvt+ Γv(vr), (5.12)

ãäå γ = 1/
√
1− v2 è Γ = γ2/(γ+1) = (γ−1)/v2. Èç íèõ íåïîñðåäñòâåííî

ñëåäóåò çàêîí ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé:

u′ =
u− γv + Γv(vu)

γ(1− vu)
, (5.13)

Êðîìå ýòîãî, â òðåòüåé ãëàâå (ñòð. 163) áûë ïîëó÷åí çàêîí ïðåîáðàçîâà-
íèÿ ñèëû F = dp/dt, êîòîðûé ìû çàïèøåì â îáðàòíîì âèäå (ñëåâà ñèëà
â ñèñòåìå S, à ñïðàâà � â ñèñòåìå S ′):

F

γ (1− vu)
= F′ + γv(u′F′) + Γv(vF′). (5.14)

Ðàññìîòðèì ìîìåíò âðåìåíè t = 0 (êîãäà íà÷àëà ñèñòåì ñîâïàäàþò). Â
ýòîì ñëó÷àå èç ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà (5.12) ñëåäóåò (lH34):

r′ = r+ Γv(vr), r′2 = r2 + γ2 (vr)2, vr′ = γ(vr). (5.15)

Óìíîæàÿ r′ ïðè t = 0 íà u′ (5.13), ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ (lH35):

u′r′ =
ur

γ (1− vu)
− γ(vr).

Ïîäñòàâèì â ïðàâóþ ÷àñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ (5.14) ñèëó Êóëîíà äëÿ íåïî-
äâèæíîãî çàðÿäà F′ â ñèñòåìå S ′ (5.11) è âûðàæåíèÿ äëÿ r′, u′r′, vr′:

F

γ (1− vu)
=

qQ

r′3
{r′ + γv(u′r′) + Γv(vr′)} =

qQ

r′3

{
r+

v(ur)

1− vu

}
.

Ïðè ïåðåõîäå êî âòîðîìó ðàâåíñòâó ó÷òåíî, ÷òî (γ + 1)Γ = γ2.
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Ïðèâîäÿ ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ è âûðàæàÿ r′ =
√
r′2 ÷åðåç r =

√
r2

ïðè ïîìîùè (5.15), îêîí÷àòåëüíî íàõîäèì ñèëó, äåéñòâóþùóþ íà q â
�íåïîäâèæíîé� ñèñòåìå S:

F =
qQγ(

r2 + γ2(vr)2
)3/2 (r+ [u× [v × r]]

)
. (5.16)

Åñëè áû êóëîíîâñêàÿ ñèëà â (5.11) áûëà ðåãóëÿðèçîâàíà (ñòð. 264), òî â
çíàìåíàòåëå äîïîëíèòåëüíî ïîÿâèëîñü áû ñëàãàåìîå +a2.
Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ïðè âûâîäå (5.16) ìû èñïîëüçîâàëè ïîñòóëàò

èíâàðèàíòíîñòè çàðÿäà ÷àñòèöû. Àíàëîãè÷íî èíâàðèàíòíîñòè ìàññû, ìû
ñ÷èòàåì, ÷òî çàðÿä � ýòî ñîáñòâåííàÿ õàðàêòåðèñòèêà îáúåêòà, íå çàâè-
ñÿùàÿ îò åãî ñêîðîñòè. Äðóãèìè ñëîâàìè:

Q′ = Q.

Âûðàæåíèå äëÿ ñèëû (5.16) ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ñëàãàåìûõ, âòîðîå èç
êîòîðûõ çàâèñèò îò ñêîðîñòè ïðîáíîãî çàðÿäà u. Íàïîìíèì, ÷òî â ñè-
ñòåìå S ′, ñâÿçàííîé ñ çàðÿäîì Q, ñèëà äåéñòâèÿ íà ïðîáíûé çàðÿä íå
çàâèñåëà îò åãî ñêîðîñòè. Îäíàêî, åñëè çàðÿä, ñîçäàþùèé ïîëå, äâèæåò-
ñÿ, òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî äîëæíà ïîÿâèòüñÿ åù¼
îäíà êîìïîíåíòà ñèëîâîãî âîçäåéñòâèÿ, çàâèñÿùàÿ íå òîëüêî îò ïîëîæå-
íèÿ ïðîáíîãî çàðÿäà, íî è îò åãî ñêîðîñòè. Å¼ óäîáíî âûäåëèòü â âèäå
îòäåëüíîãî ïîëÿ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ñèëà Ëîðåíöà:

F = qE+ q[u×B],

ãäå ââåäåíû ýëåêòðè÷åñêîå è ìàãíèòíîå ïîëÿ:

E =
Qγ r(

r2 + γ2(vr)2
)3/2 , B = [v × E]. (5.17)

Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî ïîÿâëåíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ B (à òî÷íåå, ñèëîâîãî âîç-
äåéñòâèÿ q[u×B], çàâèñÿùåãî îò ñêîðîñòè ïðîáíîé ÷àñòèöû) � ýòî ÷èñòî
ðåëÿòèâèñòñêèé ýôôåêò, âîçíèêàþùèé áëàãîäàðÿ ïðåîáðàçîâàíèþ ñèëû
ìåæäó äâóìÿ ñèñòåìàìè îòñ÷¼òà. Êàê ìû óâèäèì ÷óòü ïîçæå, óðàâíåíèÿ
Ìàêñâåëëà � ýòî �ëèøü� çàêîí Êóëîíà ïëþñ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà!
Ìàãíèò, ïðèòÿãèâàþùèé ìåòàëë, ÿâëÿåòñÿ ñàìûì ïåðâûì èçâåñòíûì ÷å-
ëîâå÷åñòâó ðåëÿòèâèñòñêèì ýôôåêòîì (êîíå÷íî, ïîñëå âèäèìîãî ñâåòà).
Âûðàæåíèå äëÿ íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ìîæåò áûòü çà-

ïèñàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

E =
Q r

r3
γ

(1 + γ2v2 cos2 θ)3/2
, (5.18)

ãäå vr = vr cos θ, à θ � óãîë ìåæäó ðàäèóñ-âåêòîðîì è ñêîðîñòüþ.
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Èçó÷èì ïîäðîáíåå õàðàêòåð ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé, ñî-
çäàâàåìûõ äâèæóùèìñÿ çàðÿäîì. Íà îäíîì è òîì æå ðàññòîÿíèè ýòè ïî-
ëÿ äîñòèãàþò ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ â òî÷êàõ, íàõîäÿùèõñÿ íà ëèíèè
äâèæåíèÿ çàðÿäà Q, êîãäà θ = 0 â (5.18), è ìàêñèìàëüíîãî íà ïëîñêîñòè,
ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê ñêîðîñòè è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç çàðÿä Q. Íàïðèìåð,
äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ:

|Emin| =
1

γ2

Q

r2
, |Emax| = γ

Q

r2
.

�Ãóñòîòà� ëèíèé íàïðÿæåííîñòè ñèìâîëèçèðóåò âåëè÷èíó ïîëÿ, ïîýòî-
ìó ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå äâèæóùåãîñÿ çàðÿäà âûãëÿäèò ïðèìåðíî òàê, êàê
èçîáðàæåíî íà ëåâîì ðèñóíêå:

Îáðàçíî ãîâîðÿ, ñèëîâûå ëèíèè �ñïëþùèâàþòñÿ�, ïðèæèìàÿñü ê ïëîñêî-
ñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ñêîðîñòè çàðÿäà v.
Íà ïðàâîì ðèñóíêå èçîáðàæåíû ñèëîâûå ëèíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Òàê

êàêB ðàâíî âåêòîðíîìó ïðîèçâåäåíèþ ñêîðîñòè v íà ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå
E, òî ìàãíèòíûå ñèëîâûå ëèíèè îêàçûâàþòñÿ çàìêíóòûìè (ñì. ïðàâèëî
øòîïîðà, ñòð. 750). Â îòëè÷èå îò ýëåêòðè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé ñèëû, äëÿ
êîòîðîé ëèíèè íàïðÿæ¼ííîñòè íà÷èíàþòñÿ íà çàðÿäå, ìàãíèòíîå ïîëå íå
èìååò çàðÿäîâ. Ýòî êèíåìàòè÷åñêèé ýôôåêò, ðîäñòâåííûé çàìåäëåíèþ
âðåìåíè, àáåððàöèè è ò.ï.
Â êíèãå ïðèíÿòà ñèñòåìà åäèíèö, â êîòîðîé c = 1. Äëÿ �âîññòàíîâ-

ëåíèÿ� êîíñòàíòû c ìû äîëæíû óìíîæèòü âåëè÷èíû, èìåþùèå ðàçìåð-
íîñòü âðåìåíè â íåêîòîðîé ñòåïåíè, íà c â òîé æå ñòåïåíè. Ïðè ïðè-
ìåíåíèè ýòîãî ïðàâèëà ñèëà äåëèòñÿ íà c2. ×òîáû ïðè ýòîì íåðåëÿòè-

âèñòñêèé çàêîí Êóëîíà íå èçìåíèëñÿ, çàðÿä íåîáõîäèìî ðàçäåëèòü íà c,
ïîýòîìó:

F 7→ F

c2
, Q 7→ Q

c
, E 7→ E

c
, B 7→ B

c
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ ñêîðîñòè v 7→ v/c, ñèëà Ëîðåíöà è ñâÿçü ìàãíèòíîãî
è ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëåé ñ âîññòàíîâëåííîé êîíñòàíòîé c èìåþò âèä:

F = qE+
q

c
[u×B], B =

1

c
[v × E].

Äàëüøå ìû áóäåì ïî-ïðåæíåìó èñïîëüçîâàòü ñèñòåìó c = 1, ñ÷èòàÿ, ÷òî
âîññòàíîâëåíèå c â ëþáîé ôîðìóëå íå ñîñòàâèò äëÿ ×èòàòåëÿ òðóäà.
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• Â ïåðâîì ðàçäåëå ïðè ïîìîùè çàêîíà Êóëîíà äëÿ íåïîäâèæíîãî
çàðÿäà è ïðèíöèïà ñóïåðïîçèöèè ìû ïîëó÷èëè óðàâíåíèÿ ýëåêòðîñòàòè-
êè (5.6), ñòð. 268, äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Âûÿñíèì, êàêèì äèôôåðåí-
öèàëüíûì óðàâíåíèÿì óäîâëåòâîðÿþò ýëåêòðè÷åñêîå è ìàãíèòíîå ïîëÿ
äâèæóùåãîñÿ çàðÿäà.

Ïðîâåäÿ ðåãóëÿðèçàöèþ, âû÷èñëèì (lH36) äèâåðãåíöèþ îò ýëåêòðè-
÷åñêîãî ïîëÿ äâèæóùåãîñÿ çàðÿäà:

∇E = ∇ Qγ r(
r2 + γ2(vr)2 + a2

)3/2 = 4π Q δa(r),

ãäå ââåäåíà ôóíêöèÿ:

δa(r) =
3

4π

γ a2(
r2 + γ2(vr)2 + a2

)5/2 .
Ïðè r ̸= 0, åñëè a → 0, ôóíêöèÿ δa ðàâíà íóëþ. Ïðè r = 0, a → 0 îíà
ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Óáåäèìñÿ, ÷òî â ýòîì ïðåäåëå δa íå çàâèñèò
îò ñêîðîñòè è ðàâíà δ-ôóíêöèè Äèðàêà. Ïðîèíòåãðèðóåì ýëåêòðè÷åñêîå
ïîëå ïî ñôåðå, îêðóæàþùåé çàðÿä (|dS| = r2 dΩ):

∫
S

EdS =

2π∫
0

dϕ

π∫
0

Qγ

(1 + γ2v2 cos2 θ)3/2
sin θdθ = 4π Q.

Èíòåãðèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî ñôåðè÷åñêèì óãëàì íà ôèêñèðîâàííîì
ðàññòîÿíèè r îò çàðÿäà. Îñü z íàïðàâëåíà âäîëü ñêîðîñòè. Èíòåãðàë ïî
óãëó ϕ äà¼ò ìíîæèòåëü 2π. Â èíòåãðàëå ïî θ ñäåëàåì çàìåíó z = cos θ:

1∫
−1

2πQγdz

(1 + γ2v2z2)3/2
=

2πQγ z

(1 + γ2v2z2)1/2

∣∣∣+1

−1
= 4πQ.

Ïåðâîîáðàçíàÿ èíòåãðàëà ïðîâåðÿåòñÿ ïðÿìûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì. Òà-
êèì îáðàçîì, ïîòîê ÷åðåç ñôåðó, îêðóæàþùóþ çàðÿä, ïðè a → 0 ðàâåí
4πQ. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äâèæóùåãîñÿ çàðÿäà ïî-ïðåæíåìó ñïðàâåäëè-
âî ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå óðàâíåíèå:

∇E = 4πQδ(r). (5.19)

Ìû âèäèì, ÷òî, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî âåêòîð íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêî-
ãî ïîëÿ íå îáëàäàåò ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèåé, äèâåðãåíöèÿ èìååò òàêîå
æå ñèíãóëÿðíîå çíà÷åíèå, êàê è â ñëó÷àå íåïîäâèæíîãî çàðÿäà.
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Íàéä¼ì òåïåðü äèâåðãåíöèþ îò ìàãíèòíîãî ïîëÿ:

∇B = ∇ [v × E] = −v [∇× E].

Òàê êàê ∇× r = 0, ðîòîð ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ðàâåí:

∇× E = −[r×∇]
Qγ(

r2 + γ2(vr)2
)3/2 =

3Qγ3[r× v](vr)(
r2 + γ2(vr)2

)5/2 . (5.20)

Òàê êàê äëÿ ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ v [r × v] = [v × v]r = 0, òî äè-
âåðãåíöèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ðàâíà íóëþ âî âñ¼ì ïðîñòðàíñòâå, âêëþ÷àÿ
ïîëîæåíèå ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà:

∇B = 0. (5.21)

Âûøå ìû âûáðàëè ìîìåíò âðåìåíè t′ = t = 0, êîãäà çàðÿä íàõîäèëñÿ
â íà÷àëàõ ñèñòåì S è S ′. Òàê êàê çàðÿä âìåñòå ñ S ′ äâèæåòñÿ, ïîëå â
ôèêñèðîâàííîé òî÷êå r∗ = r+ vt íåïîäâèæíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà S èçìå-
íÿåòñÿ. Ïîýòîìó äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëîæåíèÿ çàðÿäà íåîáõîäèìî âåçäå
ïîäñòàâèòü r 7→ r∗ − vt (çâ¼çäî÷êó áóäåì îïóñêàòü). Â ÷àñòíîñòè:

E(r, t) = Qγ
r− vt{

(r− vt)2 + γ2(v (r− vt))2
}3/2

.

Ïðîèçâîäíóþ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïî âðåìåíè ìîæíî âû÷èñëèòü ñëåäó-
þùèì îáðàçîì (ïî i ñóììà îò 1 äî 3):

∂E

∂t
=

∂E

∂(ri − vit)

∂(ri − vit)

∂t
= −∂E

∂ri
vi = −(v∇)E.

Èñïîëüçóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå, íàéä¼ì ðîòîð ìàãíèòíîãî ïîëÿ (5.17):

∇×B = ∇× [v × E] = v(∇E)− (v∇)E.

Âî âòîðîì ðàâåíñòâå ïðèìåíåíà ôîðìóëà �áàö ìèíóñ öàá�. Âîñïîëüçî-
âàâøèñü óðàâíåíèåì ∇E = 4π Qδ(r − vt) è ïîäñòàâèâ âìåñòî −(v∇)E
ïðîèçâîäíóþ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïî âðåìåíè, ïîëó÷àåì:

∇×B = 4πj+
∂E

∂t
, (5.22)

ãäå j = Qδ(r− vt)v íàçûâàåòñÿ ïëîòíîñòüþ òîêà òî÷å÷íîãî çàðÿäà.
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Àíàëîãè÷íî ïðîèçâîäíîé ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ïðîèçâîäíàÿ ìàãíèò-
íîãî ïîëÿ ïî âðåìåíè ðàâíà:

−∂B

∂t
= (v∇)B = (v∇) [v × E].

Â ñèëó òîæäåñòâà (v∇)[v × r] = 0 (l H37) ìîæíî âûíåñòè [v × r] çà
îïåðàòîð íàáëà è ïîëó÷èòü (lH38):

−∂B

∂t
= [v × r](v∇)

Qγ(
r2 + γ2(vr)2

)3/2 =
3Qγ(1 + γ2v2)[r× v](vr)(

r2 + γ2(vr)2
)5/2 ,

ãäå äëÿ êðàòêîñòè t = 0. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 1 + γ2v2 = γ2, â ïðàâîé ÷àñòè
ïîëó÷èì ðîòîð ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ (5.20), ïîýòîìó:

∇× E = −∂B

∂t
. (5.23)

Åñëè ìàãíèòíîå ïîëå ïîñòîÿííî èëè îòñóòñòâóåò, ðîòîð ýëåêòðè÷åñêîãî
ïîëÿ ðàâåí íóëþ, êàê ýòî áûëî â ýëåêòðîñòàòèêå. Â îáùåì æå ñëó÷àå
ðîòîð E îòëè÷åí îò íóëÿ.

Ñîîòíîøåíèÿ (5.19),(5.21),(5.22),(5.23) ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè
óðàâíåíèÿìè, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò ýëåêòðè÷åñêîå è ìàãíèòíîå ïîëÿ
äâèæóùåãîñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v çàðÿäà. Ýòè óðàâíåíèÿ ëèíåé-
íû, ÷òî ÿâëÿåòñÿ îòðàæåíèåì ïðèíöèïà ñóïåðïîçèöèè. Ïîýòîìó, åñëè â
ïðîñòðàíñòâå íàõîäèòñÿ ìíîæåñòâî çàðÿäîâ, äâèæóùèõñÿ ñ ðàçëè÷íûìè
ïîñòîÿííûìè ñêîðîñòÿìè, ðåçóëüòèðóþùåå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå áóäåò
ðàâíî âåêòîðíîé ñóììå íàïðÿæ¼ííîñòåé ïîëåé, ñîçäàâàåìûõ êàæäûì çà-
ðÿäîì. Â ýòîì ñëó÷àå ïëîòíîñòü çàðÿäà è ïëîòíîñòü òîêà ðàâíû ñóììå δ
� ôóíêöèé Äèðàêà:

ρ(r, t) =
∑
a

Qaδ(r− ra(t)), j(r, t) =
∑
a

Qaδ(r− ra(t))va,

ãäå ra(t) � ïîëîæåíèå a-òîãî çàðÿäà Qa, à va � åãî ñêîðîñòü. Âûøå ïðåä-
ïîëàãàëîñü, ÷òî ñêîðîñòè âñåõ çàðÿäîâ ïîñòîÿííû. Ñîîòâåòñòâåííî, èõ
òðàåêòîðèè ðàâíû ra(t) = ra0 + va t.

Òàê æå, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â ýëåêòðîñòàòèêå, ìîæíî ïåðåéòè ê
íåïðåðûâíîìó ïðåäåëó, óñðåäíÿÿ òî÷å÷íûå çàðÿäû â íåêîòîðîì íåáîëü-
øîì îáú¼ìå (åñëè ýòè çàðÿäû ðàñïîëîæåíû äîñòàòî÷íî áëèçêî). Òîãäà
ïëîòíîñòü çàðÿäà ρ = ρ(r, t) áóäåò �ãëàäêîé� ôóíêöèåé êîîðäèíàò. Àíà-
ëîãè÷íî ãëàäêîé ñòàíîâèòñÿ âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿþùàÿ ïëîò-
íîñòü òîêà çàðÿäîâ j(r, t) = ρv, ãäå v � ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ çà-
ðÿäîâ â îáú¼ìå.
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5.3 Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà

Âûïèøåì åù¼ ðàç ïîëó÷åííûå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå óðàâíåíèÿ:
∇E = 4π ρ, ∇B = 0,

∇× E = −∂B
∂t

, ∇×B = 4πj+ ∂E
∂t

.
(5.24)

Âûøå ñêîðîñòü v çàðÿäîâ ñ÷èòàëàñü ïîñòîÿííîé. Ýòî, êîíå÷íî, íå îçíà÷à-
åò íåçàâèñèìîñòü ïîëåé îò âðåìåíè. Êîãäà çàðÿä ïðîëåòàåò ìèìî íàáëþ-
äàòåëÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ, ïîëÿ èçìåíÿþòñÿ ñî âðåìåíåì, ïîýòîìó
â óðàâíåíèÿõ ïîÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ ∂/∂t.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ýòè æå óðàâíåíèÿ ñïðàâåäëèâû
è äëÿ ñèñòåìû çàðÿäîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ìîæåò äâèãàòüñÿ ñ è óñêî-

ðåíèåì. Ñïðàâåäëèâîñòü òàêîãî îáîáùåíèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íèîòêóäà íå
ñëåäóåò è ìîæåò áûòü ïðîâåðåíà òîëüêî ýêñïåðèìåíòàëüíî. Óðàâíåíèÿ
Ìàêñâåëëà ïîçâîëÿþò îïèñàòü ìíîæåñòâî ÿâëåíèé. Åñëè îòâëå÷üñÿ îò
êâàíòîâûõ ýôôåêòîâ, âñå ïðåäñêàçàíèÿ êëàññè÷åñêîé òåîðèè Ìàêñâåëëà
ïîäòâåðæäàþòñÿ íà îïûòå. Ïîýòîìó ïîäîáíîå îáîáùåíèå èìååò äîñòàòî÷-
íî âåñêèå îñíîâàíèÿ.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà ëèíåéíîñòü óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà, êàê ïî ïî-
ëÿì, òàê è ïî ïëîòíîñòè çàðÿäà è òîêà (íàïðèìåð, íåò ÷ëåíîâ âèäà Eρ).
Áëàãîäàðÿ ýòîé ëèíåéíîñòè ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü ïðèíöèï ñóïåðïî-
çèöèè, ñóììèðóÿ íåçàâèñèìî ïîëÿ, ñîçäàâàåìûå ðàçëè÷íûìè çàðÿäàìè.
(Íà ñàìîì äåëå, êîíå÷íî, âñ¼ íàîáîðîò, è, ïîñòóëèðîâàâ ïðèíöèï ñóïåð-
ïîçèöèè, ìû ïîëó÷èëè ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ).

Ñòîèò òàêæå îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî óðàâíåíèå äëÿ äèâåðãåíöèè ýëåê-
òðè÷åñêîãî ïîëÿ îêàçûâàåòñÿ áîëåå îáùèì, ÷åì çàêîí Êóëîíà â èñõîäíîé
çàïèñè. Îíî èìååò â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ êàê ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûé
âåêòîð E ïðè v = 0, òàê è ñïëþñíóòûé �¼æèê� äëÿ äâèæóùåãîñÿ çàðÿäà.

Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà äîëæíû áûòü äîïîëíåíû ñèëîé Ëîðåíöà, äåé-
ñòâóþùåé ñî ñòîðîíû ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé íà äâèæóùèéñÿ ñî ñêî-
ðîñòüþ u òî÷å÷íûé çàðÿä q:

F = qE+ q[u×B]. (5.25)

Îáû÷íî çàäàþò ôèêñèðîâàííûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè çàðÿäà ρ è òî-
êà j, çàòåì, ðåøàÿ óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà, ïîëó÷àþò ïîëÿ E è B. Ñ èõ
ïîìîùüþ âû÷èñëÿåòñÿ âåëè÷èíà ñèëû, äåéñòâóþùàÿ íà íåáîëüøîé çà-
ðÿä q, äâèæóùèéñÿ â ýòîì ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå.
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• Äâà èç 4-õ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ñîäåðæàò â ñåáå âàæíîå ñîîòíîøå-
íèå, ñâÿçûâàþùåå ïëîòíîñòè çàðÿäîâ è òîêîâ. Óìíîæèì óðàâíåíèå äëÿ
ðîòîðà ìàãíèòíîãî ïîëÿ ∇×B ñëåâà íà îïåðàòîð ∇:

∇[∇×B] = [∇×∇]B = 0 = 4π∇j+
∂∇E

∂t
. (5.26)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ∇E = 4πρ, ïîëó÷èì óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè:

∂ρ

∂t
+∇j = 0, (5.27)

êîòîðîå âûðàæàåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà. Ýòî ÿñíî âèäíî, åñëè óðàâ-
íåíèå íåïðåðûâíîñòè ïðè ïîìîùè òåîðåìû Ãàóññà ïåðåïèñàòü â èíòå-
ãðàëüíîé ôîðìå, ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî íåêîòîðîìó îáú¼ìó V :

I = −dQ

dt
,

ãäå ââåäåíû ïîëíûé çàðÿä Q, íàõîäÿùèéñÿ âíóòðè îáú¼ìà, è òîê I:

Q =

∫
V

ρ dV, I =

∮
S

j dS.

Òàêèì îáðàçîì, èçìåíåíèå çàðÿäà â îáú¼ìå (ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè)
ñâÿçàíî ñ òîêîì I, ïðîõîäÿùèì ÷åðåç ïîâåðõíîñòü, êîòîðàÿ îêðóæàåò
îáú¼ì. Ðàññìîòðèì ïåðåìåùåíèå çàðÿäîâ ÷åðåç ïîâåðõíîñòü ïîäðîáíåå.
Ïóñòü vn � íîðìàëüíàÿ (ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ) ê ïîâåðõíîñòè ñîñòàâëÿ-

þùàÿ ñêîðîñòè çàðÿäîâ. Âûäåëèì íåáîëüøóþ ïëîùàäêó íà ïîâåðõíîñòè
è ïðèëåãàþùèé ê íåé íåáîëüøîé îáú¼ì dS vndt (ïðàâûé ðèñóíîê):

Êîëè÷åñòâî çàðÿäà, êîòîðîå ÷åðåç ïëîùàäêó dS ïîêèäàåò ýòîò îáú¼ì çà
âðåìÿ dt, ðàâíî

dQ = ρ dV = ρ vndt dS = (ρvdS) dt = (jdS) dt.

Äðóãèìè ñëîâàìè, çà âðåìÿ dt èç îáú¼ìà dV óéäóò âñå çàðÿäû, èìåþùèå
â íàïðàâëåíèè dS ñêîðîñòü vn è íàõîäÿùèåñÿ íå äàëåå ðàññòîÿíèÿ vn dt

îò ïîâåðõíîñòè. Åñëè j íàïðàâëåí íàðóæó, òî çàðÿä â îáú¼ìå óìåíüøà-
åòñÿ, åñëè âîâíóòðü � óâåëè÷èâàåòñÿ. Ãîâîðÿ îá óìåíüøàþùåìñÿ çàðÿäå,
ìû ñ÷èòàåì, ÷òî îí èìååò ïîëîæèòåëüíûé çíàê, òàêîé êàê, íàïðèìåð, ó
ïðîòîíà.
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Îòìåòèì ëîêàëüíûé õàðàêòåð çàêîíà ñîõðàíåíèÿ â ôîðìå óðàâíåíèÿ
íåïðåðûâíîñòè (5.27). Èçìåíåíèå çàðÿäà â ñêîëü óãîäíî ìàëîì îáú¼ìå
ñîïðîâîæäàåòñÿ ïåðåìåùåíèåì çàðÿäîâ ÷åðåç ãðàíèöó ýòîãî îáú¼ìà. Â
ïðèíöèïå, ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå è ãëîáàëüíûé çàêîí ñîõðàíåíèÿ. Íà-
ïðèìåð, çàðÿä, èñ÷åçíóâ â îäíîì ìåñòå, îäíîâðåìåííî ïîÿâëÿåòñÿ â äðó-
ãîì, îòäàë¼ííîì ìåñòå. Îäíàêî ýòî áû ïðîòèâîðå÷èëî òåîðèè îòíîñè-
òåëüíîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó îòíîñèòåëüíîñòè îäíîâðåìåííîñòè ïî-
äîáíîå èñ÷åçàíèå è ïîÿâëåíèå îäíîâðåìåííîå â îäíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà
íå áóäåò îäíîâðåìåííûì â äðóãèõ ñèñòåìàõ. Åñëè ìû õîòèì, ÷òîáû çà-
êîí ñîõðàíåíèÿ âûïîëíÿëñÿ äëÿ âñåõ íàáëþäàòåëåé, òî îí äîëæåí èìåòü
ëîêàëüíûé õàðàêòåð.
Ñîõðàíåíèå çàðÿäà âûãëÿäèò äîñòàòî÷íî ïðîñòûì è åñòåñòâåííûì çà-

êîíîì. Îñîáåííî, åñëè ïîä çàðÿäîì ïîíèìàòü ÷èñëî çàðÿæåííûõ ÷àñòèö.
Ýëåêòðîí èìååò îòðèöàòåëüíûé çàðÿä, ïðîòîí èìååò òàêîé æå ïî ìîäó-
ëþ, íî ïîëîæèòåëüíûé çàðÿä, è ò.ä. Åñëè ÷àñòèöû íå óíè÷òîæàþòñÿ, òî,
÷òîáû íàéòè ñóììàðíûé çàðÿä, íåîáõîäèìî ñëîæèòü â äàííîé îáëàñòè
ïðîñòðàíñòâà âñå ÷àñòèöû ñ ïîëîæèòåëüíûì çàðÿäîì è âû÷åñòü ÷èñëî
÷àñòèö ñ îòðèöàòåëüíûì çàðÿäîì. Íàáëþäåíèÿ çà ðàçëè÷íûìè ðåàêöè-
ÿìè ïðè âçàèìîäåéñòâèè ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö ïîêàçûâàþò, ÷òî, äàæå
åñëè ÷àñòèöû óíè÷òîæàþòñÿ èëè ðîæäàþòñÿ, ñóììàðíûé çàðÿä, òåì íå
ìåíåå, âñåãäà îñòà¼òñÿ íåèçìåííûì.
Èíòåðåñíî âûÿñíèòü, â êàêîé ñòåïåíè óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà ÿâëÿþò-

ñÿ íåçàâèñèìûìè, ñ÷èòàÿ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè
(5.27). Ïîäñòàâèì â (5.26) âìåñòî ∇j èç óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè ïðî-
èçâîäíóþ −∂ρ/∂t. Àíàëîãè÷íî ìîæíî âçÿòü äèâåðãåíöèþ îò óðàâíåíèÿ
∇× E = −∂B/∂t. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àòñÿ äâà óðàâíåíèÿ:

∂(∇E− 4πρ)

∂t
= 0,

∂∇B

∂t
= 0.

Òàêèì îáðàçîì, èç óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà äëÿ ðîòîðîâ è óðàâíåíèÿ íåïðå-
ðûâíîñòè �ïî÷òè� ñëåäóþò óðàâíåíèÿ äëÿ äèâåðãåíöèé:

∇E = 4πρ+ f(x, y, z), ∇B = g(x, y, z),

ãäå f è g � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè, êîòîðûå çàâèñÿò òîëüêî îò êîîðäèíàò,
íî íå çàâèñÿò îò âðåìåíè. Êàê ìû çíàåì, îíè íà ñàìîì äåëå ðàâíû íó-
ëþ, îäíàêî äîêàçàòü ýòî ñòðîãî íåëüçÿ. Â ýòîì ñìûñëå âñå 4 óðàâíåíèÿ
Ìàêñâåëëà ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè è âñå îíè òðåáóþòñÿ äëÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîãî îïèñàíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Ãîâîðÿ î 4-õ
óðàâíåíèÿõ, íå ñòîèò çàáûâàòü, ÷òî èõ íà ñàìîì äåëå 8 (êàæäîå óðàâíå-
íèå äëÿ ðîòîðîâ ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì è ýêâèâàëåíòíî òð¼ì óðàâíåíèÿì
â êîìïîíåíòàõ).
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• Äîïîëíèòåëüíîå ïîíèìàíèå ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà óðàâíåíèé Ìàêñ-
âåëëà âîçíèêàåò ïðè èõ çàïèñè â èíòåãðàëüíîì âèäå. Äëÿ ýòîãî íåîáõî-
äèìû òåîðåìû Ãàóññà è Ñòîêñà. Ïðåæäå âñåãî çàïèøåì çíàêîìûé íàì èç
ýëåêòðîñòàòèêè çàêîí Ãàóññà äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ:

∇E = 4π ρ =>

∮
S

EdS = 4π Q.

Êàê ìû âèäåëè âûøå, çàêîí Ãàóññà � ýòî ÷óòü áîëüøå, ÷åì çàêîí Êóëîíà.
Åìó óäîâëåòâîðÿåò êàê ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå
íåïîäâèæíîãî çàðÿäà, òàê è ñïëþñíóòîå ïîëå äâèæóùåãîñÿ çàðÿäà.
Àíàëîãè÷íûé çàêîí Ãàóññà äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ:

∇B = 0 =>

∮
S

BdS = 0

ñâèäåòåëüñòâóåò îá îòñóòñòâèè ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ. Ïîä÷åðêí¼ì åù¼ ðàç,
÷òî ìàãíèòíîå ïîëå � ýòî ðåëÿòèâèñòñêèé êèíåìàòè÷åñêèé ýôôåêò. Åãî
èñòî÷íèêîì ÿâëÿåòñÿ äâèæåíèå çàðÿæåííûõ ÷àñòèö.
Íèæå íà ðèñóíêå óñëîâíî èçîáðàæåíû èíòåãðàëüíûå òåîðåìû Ãàóññà

äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé:

Åñëè îäèí èëè íåñêîëüêî çàðÿäîâ íàõîäÿòñÿ âíóòðè îáú¼ìà, îêðóæåííî-
ãî ïîâåðõíîñòüþ S, òî èõ ñèëîâûå ëèíèè áóäóò �òîð÷àòü íàðóæó�, â ðå-
çóëüòàòå ÷åãî ïîòîê ÷åðåç ïîâåðõíîñòü áóäåò íåíóëåâîé. Íàïîìíèì, ÷òî
âåêòîð ýëåìåíòà ïîâåðõíîñòè dS íàïðàâëåí ïåðïåíäèêóëÿðíî ê ïîâåðõ-
íîñòè è íàðóæó èç îáú¼ìà. Ïîýòîìó, åñëè âñå ñèëîâûå ëèíèè âûõîäÿò èç
îáú¼ìà, òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå EdS îêàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, à
ïîëíûé ïîòîê � íåíóëåâûì.
Äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïîòîê âñåãäà ðàâåí íóëþ, íåçàâèñèìî îò òîãî,

íàõîäèòñÿ ëè äâèæóùèéñÿ çàðÿä âíóòðè èëè ñíàðóæè îáú¼ìà. Íà ðèñóí-
êå âûøå îí äâèæåòñÿ îò ÷èòàòåëÿ. Èíîãäà íà îñíîâàíèè ñèììåòðèè êî-
âàðèàíòíûõ óðàâíåíèé ýëåêòðîäèíàìèêè, êîòîðûå ìû ðàññìîòðèì ÷óòü
ïîçæå, âûñêàçûâàåòñÿ ãèïîòåçà î âîçìîæíîñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ìàãíèò-
íûõ ìîíîïîëåé (ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ). Åñëè âîñïðèíèìàòü ìàãíèòíîå ïî-
ëå, êàê ðåëÿòèâèñòñêèé ýôôåêò, âîçíèêàþùèé ïðè äâèæåíèè çàðÿäîâ, òî
ýòà ãèïîòåçà íà ñàìîì äåëå âûãëÿäèò íå ñòîëü óæ è ïðàâäîïîäîáíîé.
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Äëÿ ðîòîðà ìàãíèòíîãî ïîëÿ èíòåãðàëüíàÿ ôîðìà èìååò âèä:

∇×B = 4πj+
∂E

∂t
=>

∮
L

Bdr = 4πI +
d

dt

∫
S

EdS,

ãäå I � ýòî ïîëíûé òîê çàðÿäîâ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ïëîùàäü S. Èç ýòîãî
óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî öèðêóëèðóþùåå ìàãíèòíîå ïîëå âîçíèêàåò êàê
âîêðóã äâèæóùèõñÿ çàðÿäîâ (òîê), òàê è âîêðóã ïåðåìåííîãî ýëåêòðè÷å-
ñêîãî ïîëÿ. Ýòî óðàâíåíèå ÷àñòî íàçûâàåòñÿ çàêîíîì Àìïåðà-Ìàêñâåëëà.

Åñëè â öåïè ïåðåìåííîãî ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà (ìåíÿþùåãî ñâî¼ íàïðàâ-
ëåíèå) íàõîäèòñÿ êîíäåíñàòîð (äâå ìåòàëëè÷åñêèå ïëàñòèíû), òî ìåæäó
íèìè âîçíèêàåò ïåðåìåííîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå. Îíî, â ñâîþ î÷åðåäü,
ïîðîæäàåò öèðêóëÿöèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ, òàêóþ æå, êàê è âîêðóã ïðî-
âîäîâ, ïî êîòîðûì òå÷¼ò òîê (ñì. âûøå ïðàâûé ðèñóíîê).

Ðîòîð ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, â ñèëó óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà, â îáùåì
ñëó÷àå íå ðàâåí íóëþ:

∇× E = −∂B

∂t
=>

∮
L

Edr = − d

dt

∫
S

BdS.

Ýòî óðàâíåíèå âûðàæàåò çàêîí ýëåêòðîìàãíèòíîé èíäóêöèè Ôàðàäåÿ.
Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî èíòåãðàëüíàÿ âåðñèÿ çàêîíà Ôàðàäåÿ, êàê è îñòàëüíûõ
çàïèñàííûõ âûøå èíòåãðàëüíûõ ñîîòíîøåíèé, ïðåäïîëàãàåò ïðîñòóþ òî-
ïîëîãèþ êîíòóðà è îãðàíè÷åííîé èì ïîâåðõíîñòè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êîí-
òóð, äåôîðìèðóÿ åãî áåç ðàçðûâîâ, ìîæíî ïðåâðàòèòü â îêðóæíîñòü, à
ïîâåðõíîñòü äåôîðìèðîâàòü â êðóã, íàõîäÿùèéñÿ âíóòðè ýòîé îêðóæ-
íîñòè. Äîïóñòèìûìè ÿâëÿþòñÿ êîíôèãóðàöèè êîíòóðà è ïîâåðõíîñòè,
êîòîðûå èç ýòîãî êðóãà ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáûìè èçãèáàíèÿìè è ðàñòÿ-
ãèâàíèÿìè (áåç ðàçðûâîâ). Âîçìîæíû òàêæå è áîëåå ñëîæíûå òîïîëîãèè
êîíòóðîâ è ïîâåðõíîñòåé (íàïðèìåð, ñ äûðêàìè), îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå
íåîáõîäèìî àêêóðàòíîå èñïîëüçîâàíèå èíòåãðàëüíîé òåîðåìû Ñòîêñà.
Çàìåòèì, ÷òî íå ñòîèò ñ÷èòàòü, ÷òî âñåãäà èçìåíåíèå ïîòîêà ìàãíèòíî-

ãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé, à öèðêóëÿöèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî � ñëåäñòâèåì.
Ôóíêöèè E è B âõîäÿò â óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà ðàâíîïðàâíûì îáðàçîì.
×òî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì, à ÷òî ïðè÷èíîé � çàâèñèò îò çàäà÷è.
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Ïóñòü âäîëü çàìêíóòîãî êîíòóðà ðàñïîëîæåí òîíêèé ïðîâîäíèê, â êî-
òîðîì ìîãóò äâèãàòüñÿ çàðÿäû. Òîãäà ïîä âîçäåéñòâèåì öèðêóëèðóþùåãî
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â í¼ì âîçíèêíåò ýëåêòðè÷åñêèé òîê. Çàêîí ýëåêòðî-
ìàãíèòíîé èíäóêöèè Ôàðàäåÿ ÷àñòî çàïèñûâàþò â ñëåäóþùåì âèäå:

E = −dΦ

dt
, (5.28)

ãäå Φ � ïîòîê ìàãíèòíîãî ïîëÿ ÷åðåç ïîâåðõíîñòü, à

E =

∮
L

(E+ v ×B)dr

� ýëåêòðîäâèæóùàÿ ñèëà (ÝÄÑ), ò.å. ñóììàðíàÿ ñèëà Ëîðåíöà, äåéñòâó-
þùàÿ íà åäèíè÷íûé çàðÿä âäîëü çàìêíóòîãî êîíòóðà. Äëÿ òîíêîãî íåïî-
äâèæíîãî êîíòóðà ìàãíèòíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ÝÄÑ ðîëè íå èãðàåò. Äåé-
ñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ñêîðîñòü v ïàðàëëåëüíà ñìåùåíèþ dr âäîëü
êîíòóðà è ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå [v ×B] dr = [dr× v]B = 0.
Çàêîí Ôàðàäåÿ â ôîðìå (5.28) ñïðàâåäëèâ è â ñëó÷àå ïîñòîÿííîãî ìàã-

íèòíîãî ïîëÿ, åñëè êîíòóð ìåíÿåòñÿ. Îí ìîæåò èçìåíÿòü ñâîþ ïëîùàäü
èëè ìåíÿòü ñâîþ îðèåíòàöèþ (íàïðèìåð, âðàùàòüñÿ â ìàãíèòíîì ïîëå).
Åñëè â ýòèõ ñëó÷àÿõ ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå ìàãíèòíîãî ïîòîêà, òî â ïðî-
âîäíèêå âîçíèêíåò ÝÄÑ è, ñëåäîâàòåëüíî, òîê. Îäíàêî, åñëè ìàãíèòíîå
ïîëå íå ìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè, ïðè÷èíà âîçíèêíîâåíèÿ ÝÄÑ êðîåòñÿ íå â
óðàâíåíèè Ìàêñâåëëà ∇× E = −∂B/∂t, à â ñèëå Ëîðåíöà.
Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ïðîâîäíèê â âèäå îêðóæíîñòè, ðàñïîëîæåííîé

ïåðïåíäèêóëÿðíî îäíîðîäíîìó (ïîñòîÿííîìó) ìàãíèòíîìó ïîëþ. Ïóñòü
ðàäèóñ ýòîé îêðóæíîñòè óâåëè÷èâàåòñÿ ñî âðåìåíåì r = r(t). Ñîîò-
âåòñòâåííî óâåëè÷èâàåòñÿ ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè, êîòîðóþ áóäåì ñ÷èòàòü
ïëîñêèì êðóãîì. Ëþáîé çàðÿä â ïðîâîäíèêå, â òîì ÷èñëå, äâèæåòñÿ â ðà-
äèàëüíîì íàïðàâëåíèè ñî ñêîðîñòüþ v = dr/dt. Â ðåçóëüòàòå ìàãíèòíîé
ñîñòàâëÿþùåé â ñèëå Ëîðåíöà âîçíèêàåò ÝÄÑ, ðàâíàÿ vB 2πr, ãäå 2πr
� äëèíà îêðóæíîñòè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èçìåíåíèå ïîòîêà ìàãíèòíîãî
ïîëÿ, âîçíèêàþùåå èç-çà èçìåíåíèÿ ïëîùàäè, ðàâíî:

dΦ

dt
=

d(Bπr2)

dt
= 2πrvB,

ò.å. ïî ìîäóëþ ðàâíî ÝÄÑ. Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ ïðîàíà-
ëèçèðîâàòü çíàê, îïðåäåëÿåìûé íàïðàâëåíèåì ìàãíèòíîãî ïîëÿ è ñâîé-
ñòâàìè âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â îïðåäåëåíèè ÝÄÑ. Ñîâïàäåíèå ñ (5.28)
â äàííîì ÷àñòíîì ïðèìåðå ÿâëÿåòñÿ íà ñàìîì äåëå îáùèì ðåçóëüòàòîì,
âûïîëíÿþùèìñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíî äâèæóùåãîñÿ êîíòóðà. Òàêèì îáðà-
çîì, çàêîí Ôàðàäåÿ äëÿ çàìêíóòîãî êîíòóðà îïðåäåëÿåòñÿ ñðàçó äâóìÿ
ôàêòîðàìè � îäíèì èç óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà è ñèëîé Ëîðåíöà.
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5.4 Ìàãíèòîñòàòèêà

• Ðàññìîòðèì òàêóþ êîíôèãóðàöèþ òîêîâ, ïðè êîòîðîé íàïðÿæ¼ííî-
ñòè ïîëÿ íå çàâèñÿò îò âðåìåíè. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà äëÿ
ìàãíèòíîãî ïîëÿ èìåþò âèä:

∇B = 0, ∇×B = 4πj. (5.29)

Â ñëó÷àÿõ, îáëàäàþùèõ ÿâíîé ñèììåòðèåé, ìàãíèòíîå ïîëå ìîæíî íàéòè
ïðè ïîìîùè èíòåãðàëüíûõ òåîðåì. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, áåñêîíå÷íûé
ïðîâîäíèê, ïî êîòîðîìó òå÷¼ò ïîñòîÿííûé òîê. Ñ íàïðàâëåíèåì òîêà
ñâÿçàíî âûäåëåííîå íàïðàâëåíèå, ïîýòîìó âîçìîæíû òðè ðàçíîâèäíîñòè
ñèëîâûõ ëèíèé ñ öèëèíäðè÷åñêîé ñèììåòðèåé.

Îäíàêî óðàâíåíèÿì ìàãíèòîñòàòèêè óäîâëåòâîðÿåò òîëüêî òðåòüÿ êàð-
òèíêà. Äåéñòâèòåëüíî, çàïèøåì èíòåãðàëüíóþ ôîðìó óðàâíåíèé (5.29):∮

S

B dS = 0,

∮
L

Bdr = 4πI,

ãäå I � òîê, òåêóùèé ÷åðåç ïîâåðõíîñòü, êîòîðàÿ èìååò ñâîåé ãðàíèöåé
êîíòóð L. Âûáåðåì äëÿ ïåðâîãî èíòåãðàëà â êà÷åñòâå ïîâåðõíîñòè öè-
ëèíäð ñ îñüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ïðîâîäíèê. Âåêòîð ïëîùàäè dS ïåðïåí-
äèêóëÿðåí ïîâåðõíîñòè, è, êàê íåñëîæíî âèäåòü, êîíôèãóðàöèÿ ïîëÿ íà
ïåðâîé êàðòèíêå ïðèâîäèò ê íåíóëåâîìó ïîòîêó (÷åðåç áîêîâóþ ïîâåðõ-
íîñòü öèëèíäðà). Â êà÷åñòâå êîíòóðà äëÿ âòîðîãî èíòåãðàëà âîçüì¼ì
îêðóæíîñòü ðàäèóñà r, ñèììåòðè÷íî îêðóæàþùóþ ïðîâîäíèê. Âåêòîð
dr êàñàòåëåí êîíòóðó, ïîýòîìó âòîðàÿ êîíôèãóðàöèÿ ïðèâîäèò ê íóëå-
âîé öèðêóëÿöèè. Îòëè÷íóþ îò íóëÿ öèðêóëÿöèþ èìååò òîëüêî òðåòèé
ñëó÷àé: ∮

Bdr = |B|2πR = 4πI => |B| = 2I

R
,

ãäå R � ðàññòîÿíèå îò ïðîâîäíèêà. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî íàïðÿæ¼í-
íîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ óáûâàåò, êàê 1/R. Òàêàÿ æå çàâèñèìîñòü îò ðàñ-
ñòîÿíèÿ ê ïðîâîäíèêó ñïðàâåäëèâà è äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ áåñêîíå÷-
íîé çàðÿæåííîé íèòè (ñòð. 267). Õîòÿ â ýòîì ñëó÷àå âåêòîð íàïðÿæ¼ííî-
ñòè E íàïðàâëåí òàê, êàê ýòî èçîáðàæåíî âûøå íà ïåðâîì ðèñóíêå.
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Óáåäèìñÿ, ÷òî òàêîé æå ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ïðîñóììèðîâàòü
ìàãíèòíûå ïîëÿ îò ìíîæåñòâà òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ, ñîçäàþùèõ òîê. Òåêó-
ùèé ÷åðåç ïðîâîäíèê òîê � ýòî êîëè÷åñòâî çàðÿäà dQ, ïðîõîäÿùåå ÷åðåç
ñå÷åíèå ïðîâîäà â åäèíèöó âðåìåíè dt. Åñëè ìû âîçüì¼ì ìàëåíüêèé ó÷à-
ñòîê ïðîâîäà dL, òî åãî ñå÷åíèå çà âðåìÿ dt ïåðåñå÷¼ò çàðÿä, äâèæóùèéñÿ
ñî ñêîðîñòüþ v = dL/dt:

dQ = Idt = IdL/v.

Ìàãíèòíîå ïîëå îò òàêîãî çàðÿäà, â ñîîòâåòñòâèè ñ (5.17), ñòð. 271 ðàâíî:

dB =
dQγ [v × r](

r2 + γ2(vr)2
)3/2 .

Ââåä¼ì óãîë θ ìåæäó íàïðàâëåíèåì ñêîðîñòè v è ðàäèóñ-âåêòîðîì r.

Åñëè R � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè íàáëþäåíèÿ ê ïðîâîäíèêó (ñì. ðèñóíîê),
òî

cos θ =
L

r
, sin θ =

R

r
, r =

√
L2 +R2.

Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå [v×r] íàïðàâëåíî ïî îêðóæíîñòè ê ïðîâîäíèêó
è ïî ìîäóëþ ðàâíî |v × r| = vr sin θ, ïîýòîìó:

|B| =
∞∫

−∞

Iγr sin θdL(
r2 + γ2v2r2 cos2 θ

)3/2 =

∞∫
−∞

IγRdL(
R2 + γ2L2

)3/2 =
I

R

∞∫
−∞

dx(
1 + x2

)3/2 ,
ãäå ó÷òåíî, ÷òî γ2v2 = γ2 − 1, è ñäåëàíà çàìåíà x = γL/R. Äèôôåðåí-
öèðóÿ, ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïåðâîîáðàçíàÿ èíòåãðàëà � ýòî x/

√
1 + x2.

Ïîýòîìó îïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë ðàâåí 2, è ìû ïðèõîäèì ê ïîëó÷åííîìó
èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè âûðàæåíèþ |B| = 2I/R.

Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè çàðÿäû âñ¼ âðåìÿ ïðèõîäÿò èç áåñêîíå÷íîñòè è òóäà
æå óõîäÿò, òî òàêîå ìàãíèòíîå ïîëå áóäåò ñòàöèîíàðíûì. Ýòà ñèòóàöèÿ
îòëè÷àåòñÿ îò ìàãíèòíîãî ïîëÿ îäèíî÷íîãî çàðÿäà. Ïîñëåäíåå çàâèñèò îò
âðåìåíè è ïî ìåðå óäàëåíèÿ çàðÿäà îò òî÷êè íàáëþäåíèÿ óìåíüøàåòñÿ.
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• Ïåðâîå óðàâíåíèå ìàãíèòîñòàòèêè ∇B = 0 ìîæíî òîæäåñòâåííî âû-
ïîëíèòü, åñëè ââåñòè âåêòîðíûé ïîòåíöèàë, ðîòîð êîòîðîãî äà¼ò ìàã-
íèòíîå ïîëå:

B = ∇×A.

Òàê êàê âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà ñàìîãî íà ñåáÿ ðàâíî íóëþ, ïî
ïðàâèëó �âûòàëêèâàíèÿ� èìååì: ∇B = ∇[∇ × A] = [∇ × ∇]A = 0.
Ïî ýòîé æå ïðè÷èíå ïðèáàâëåíèå ê âåêòîðíîìó ïîòåíöèàëó ãðàäèåíòà
ïðîèçâîëüíîé ñêàëÿðíîé ôóíêöèè íå èçìåíÿåò ìàãíèòíîãî ïîëÿ:

A′ = A+∇f, B′ = B.

Âûáîðîì òîãî èëè èíîãî âèäà ôóíêöèè f ìîæíî äîáèòüñÿ âûïîëíåíèÿ
îïðåäåë¼ííîãî óñëîâèÿ íà âåêòîðíûé ïîòåíöèàë, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ êà-
ëèáðîâî÷íûì óñëîâèåì. Íàïðèìåð, ìîæíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû âûïîëíÿ-
ëàñü êóëîíîâñêàÿ êàëèáðîâêà:

∇A = 0.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü A′ íå óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó óñëîâèþ è â ïðàâîé ÷à-
ñòè ñòîèò íå íîëü, à íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ ∇A′ = g. Ïåðåéä¼ì ê äðóãîìó
ïîòåíöèàëó ∇A′ = ∇(A+∇f) = ∇A+∆f = g. Åñëè âûáðàòü ôóíêöèþ
f êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà ∆f = g, òî íîâûé âåêòîðíûé ïîòåí-
öèàëA áóäåò óäîâëåòâîðÿòü êóëîíîâñêîé êàëèáðîâêå. Â ýòîé êàëèáðîâêå
âòîðîå óðàâíåíèå ìàãíèòîñòàòèêè ïðèîáðåòàåò âèä óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà.
Ïî ôîðìóëå �áàö ìèíóñ öàá� èìååì

∇×B = ∇× [∇×A] = ∇(∇A)− (∇∇)A = 4πj.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ðàâíî íóëþ, ïîýòîìó:

∆A = −4πj.

Ýòî óðàâíåíèå äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû èìååò âèä óðàâíåíèÿ (5.8), ñòð.
268, ïîýòîìó äëÿ îãðàíè÷åííûõ òîêîâ ìîæíî çàïèñàòü åãî ðåøåíèå:

A(x) =

∫
j(r) d3r

|x− r|
. (5.30)

Âçÿâ ðîòîð îò ýòîãî âûðàæåíèÿ, ïîëó÷àåì ìàãíèòíîå ïîëå:

B(x) =

∫
j(r)× (x− r)

|x− r|3
d3r, (5.31)

ãäå ó÷òåíî, ÷òî ∇(1/|x|) = −x/|x|3, è ïðè âçÿòèè ðîòîðà ∇ × A ïîä
èíòåãðàëîì âåêòîðû â âåêòîðíîì ïðîèçâåäåíèè ïåðåñòàâëåíû ìåñòàìè:
−(x− r)× j(r) = j(r)× (x− r).
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Â 1819 ã. Ãàíñ Õðèñòèàí Ýðñòåä îáíàðóæèë, ÷òî òîê, òåêóùèé ïî ïðî-
âîäíèêó, ñîçäà¼ò ìàãíèòíîå ïîëå, êîòîðîå âëèÿåò, íàïðèìåð, íà ñòðåëêó
êîìïàñà. Â 1920 ã. Áèî è Ñàâàð, à çàòåì â áîëåå òî÷íûõ îïûòàõ Àíäðå
Ìàðè Àìïåð èçó÷èëè ìàãíèòíîå âçàèìîäåéñòâèå ñòàöèîíàðíûõ òîêîâ.

Äëÿ òîíêîãî ïðîâîäíèêà ïëîòíîñòü òîêà j ñîñðåäîòî÷åíà âäîëü dr ïðî-
âîäíèêà. Ïîýòîìó îáú¼ìíûé èíòåãðàë (5.31) ïðåâðàùàåòñÿ â êîíòóðíûé:
j d3r 7→ I dr, ãäå âåêòîð dr íàïðàâëåí âäîëü íàïðàâëåíèÿ òîêà (ñì. âû-
øå ïåðâûé ðèñóíîê). Åñëè r íàïðàâëåí îò dr â òî÷êó íàáëþäåíèÿ, òî
ðåçóëüòèðóþùåå ìàãíèòíîå ïîëå (5.31) ïîëó÷àåòñÿ ïðè èíòåãðèðîâàíèè
âûðàæåíèÿ:

dB = I
dr× r

|r|3
. (5.32)

Ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà âòîðîé ïðîâîäíèê, îïðåäåëÿåòñÿ ñèëîé Ëîðåíöà,
êîòîðàÿ â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå èìååò âèä:

F =

∫
[j×B] d3r =

∑
Qk [uk ×B], (5.33)

ãäå ñóììàðíàÿ ñèëà Ëîðåíöà ïîëó÷àåòñÿ äëÿ ñèñòåìû òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ
j(r) =

∑
Qkukδ(r−rk). Ïåðåõîäÿ äëÿ ïðîâîäíèêà îò îáú¼ìíîãî èíòåãðà-

ëà ê êîíòóðíîìó, çàïèøåì ýëåìåíò ñèëû:

dF = I [dr× dB].

Ñèëà ñî ñòîðîíû âòîðîãî ïðîâîäíèêà íà ïåðâûé (ñì. ðèñóíîê) ðàâíà:

dF12

I1I2
=

dr1 × [dr2 × r12]

|r12|3
=

(r12dr1)

|r12|3
dr2 −

r12
|r12|3

(dr1dr2),

ãäå r12 = r1 − r2 è âî âòîðîì ðàâåíñòâå ïðèìåíåíà ôîðìóëà �áàö ìèíóñ
öàá�. Ïåðâîå ñëàãàåìîå âî âòîðîì ðàâåíñòâå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì äèôôå-
ðåíöèàëîì (lH39) ïî r1: −d(1/|r12|). Ïîýòîìó ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî
çàìêíóòîìó êîíòóðó èëè ïðîâîäíèêó, ïðèõîäÿùåìó è óõîäÿùåìó â áåñ-
êîíå÷íîñòè, ýòî ñëàãàåìîå áóäåò ðàâíî íóëþ. Â ðåçóëüòàòå:

F12 = −I1I2

∫ ∫
r1 − r2
|r1 − r2|3

(dr1dr2).

Â ÷àñòíîñòè, äâà ëèíåéíûõ ïàðàëëåëüíûõ ïðîâîäíèêà íà åäèíèöó äëèíû
ïðèòÿãèâàþòñÿ ñ ñèëîé F = 2I1I2/R, ãäå R � ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðîâîä-
íèêàìè è òîêè íàïðàâëåíû â îäíó ñòîðîíó (lH40). Åñëè æå òîêè ïðîòè-
âîïîëîæíû, òî ïðîâîäíèêè îòòàëêèâàþòñÿ.
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• Ïðèìåíèì ïîëó÷åííûå âûøå ôîðìóëû äëÿ íàõîæäåíèÿ ìàãíèòíîãî
ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî ïîñòîÿííûì òîêîì I, òåêóùèì ïî êðóãîâîìó êîí-
òóðó ðàäèóñà a. Ïóñòü îêðóæíîñòü êîíòóðà ëåæèò â ïëîñêîñòè x, y ñ
öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Íàéä¼ì ïîëå íà îñè z. Ïðîâåä¼ì âåêòîð
a = {acϕ, asϕ, 0} îò íà÷àëà êîîðäèíàò ê íåêîòîðîé òî÷êè îêðóæíîñòè.
Êàê è ðàíüøå, cϕ = cosϕ, è ò.ä.

Ðàäèóñ-âåêòîð, ñîåäèíÿþùèé òî÷êó íà êîíòóðå è òî÷êó íàáëþäåíèÿ, ïî
ïðàâèëó ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ ðàâåí:

r = {0, 0, z} − a = {−acϕ, −asϕ, z}, r2 = a2 + z2.

Ñìåùåíèå âäîëü êîíòóðà ðàâíî da = {−asϕdϕ, acϕdϕ, 0} (âûøå ìû îáî-
çíà÷àëè åãî, êàê dr). Ïîýòîìó:

da× r =

∣∣∣∣∣∣
i j k

−asϕ acϕ 0
−acϕ −asϕ z

∣∣∣∣∣∣ dϕ = {azcϕ, −azsϕ, a2} dϕ.

Ìàãíèòíîå ïîëå â ñîîòâåòñòâèè ñ (5.32) ðàâíî:

B = I

∫
L

da× r

r3
= I

2π∫
0

{azcϕ, −azsϕ, a2}
(a2 + z2)3/2

dϕ = {0, 0, 1} 2πa2I

(a2 + z2)3/2
,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî èíòåãðàëû ïî ïåðèîäó êîñèíóñà è ñèíóñà ðàâíû íóëþ.
Òàêèì îáðàçîì, ìàãíèòíîå ïîëå íà îñè z íàïðàâëåíî âäîëü ýòîé îñè è
óáûâàåò ñ ðîñòîì z, êàê 1/z3.
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîëÿ â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå íåîáõîäèìî ïðîäåëàòü

àíàëîãè÷íûå âûêëàäêè. Â ýòîì ñëó÷àå âîçíèêàåò ò.í. ýëëèïòè÷åñêèé èí-
òåãðàë. Åñëè æå êîíòóð ñ òîêîì èìååò íåêðóãîâóþ ôîðìó (a = a(ϕ)),
èíòåãðàë, ñêîðåå âñåãî, íå ñâåä¼òñÿ ê èçâåñòíûì ôóíêöèÿì, íî áóäåò îä-
íîìåðíûì (ïî óãëó ϕ), ïîýòîìó ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ ÷èñëåííî.
Âûøå íà ïðàâîì ðèñóíêå ïðèâåäåíû ìàãíèòíûå ñèëîâûå ëèíèè, âîç-

íèêàþùèå âîêðóã êîëüöåâîãî òîêà. Ðèñóíîê âûïîëíåí â ñå÷åíèè (äëÿ
ôèêñèðîâàííîãî ïîëÿðíîãî óãëà ϕ). Ìàãíèòíûå ëèíèè çàìêíóòû (êàê è
â ñëó÷àå äâèæóùåãîñÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà èëè áåñêîíå÷íîãî ïðîâîäíèêà).
Èñêëþ÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ ìàãíèòíîå ïîëå íà îñè z, ñèëîâàÿ ëèíèÿ êîòîðîãî
ïðèõîäèò èç áåñêîíå÷íîñòè è â áåñêîíå÷íîñòü óõîäèò.
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Èç �ïîñòàâëåííûõ ñòîïêîé� êðóãîâûõ êîëåö ñ òîêîì ìîæíî ñîñòàâèòü
ñîëåíîèä. Íà ïðàêòèêå îí îðãàíèçóåòñÿ ïðè ïîìîùè åäèíîãî ïðîâîäíè-
êà, ñêðó÷åííîãî â ñïèðàëü. Åñëè øàã ñïèðàëè ìíîãî ìåíüøå å¼ ðàäèóñà,
òî òàêàÿ ñïèðàëü ýêâèâàëåíòíà �ñòîïêå� êîëåö (íèæå ïåðâûé ðèñóíîê).
Âíóòðè ñîëåíîèäà ìàãíèòíîå ïîëå �ïëîòíîå� è åãî ñèëîâûå ëèíèè ïî-
÷òè ïàðàëëåëüíû. Âíå ñîëåíîèäà íàïðÿæ¼ííîñòü ïîëÿ î÷åíü íåáîëüøàÿ.
Â ïðåäåëå áåñêîíå÷íîãî ñîëåíîèäà (áåñêîíå÷íàÿ ñòîïêà) ìàãíèòíîå ïîëå
ñíàðóæè îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì íóëþ, à âíóòðè ïîñòîÿííî è îäíîðîäíî.

Ýòî ìîæíî äîêàçàòü ïðè ïîìîùè ïðîñòûõ ðàññóæäåíèé. Èç ñîîáðàæå-
íèé ñèììåòðèè ìàãíèòíûå ñèëîâûå ëèíèè äîëæíû áûòü ïàðàëëåëüíû.
Ïóñòü âíå ñîëåíîèäà ìàãíèòíîå ïîëå óáûâàåò ïðè óäàëåíèè îò åãî îñè.
Â ñèëó èíòåãðàëüíîé âåðñèè óðàâíåíèÿ ∇ × B = 4πj èíòåãðàë Bdr ïî
çàìêíóòîìó êîíòóðó ðàâåí òîêó, ïðîõîäÿùåìó ÷åðåç íàòÿíóòóþ íà íåãî
ïîâåðõíîñòü. Åñëè òîêà íåò, èíòåãðàë ðàâåí íóëþ. Åñëè êîíòóð èìååò
ôîðìó ïðÿìîóãîëüíèêà, èíòåãðàë ïî åãî ãîðèçîíòàëüíûì ñòîðîíàì ðà-
âåí íóëþ (B ïåðïåíäèêóëÿðíî dr), à ïî âåðòèêàëüíûì: (B1 − B2)L, ãäå
L � äëèíà ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà, à B1 è B2 � çíà÷åíèÿ ïîëÿ íà åãî
ñòîðîíàõ. Ïîýòîìó äëÿ êîíòóðà âíóòðè ñîëåíîèäà è ñíàðóæè B1 = B2

íåçàâèñèìî îò åãî ïîëîæåíèÿ. Ïîýòîìó B = const. Òàê êàê íà áåñêî-
íå÷íîñòè B = 0, òî èç B = const ñëåäóåò, ÷òî ïîëå áóäåò ðàâíî íóëþ
âåçäå âíå ñîëåíîèäà. Åñëè êîíòóð îõâàòûâàåò òîê (âûøå òðåòèé ðèñó-
íîê), òî BL = 4πI, ïîýòîìó îäíîðîäíîå ïîëå âíóòðè ñîëåíîèäà ðàâíî
B = 4πI/L, ãäå I/L � òîê íà åäèíèöó âûñîòû �ñòîïêè�.
Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî âåêòîðíûé ïî-

òåíöèàë âíóòðè ñîëåíîèäà ðàâåí A = (B/2) [k × r], ãäå k � åäèíè÷íûé
âåêòîð âäîëü îñè. Âíå ñîëåíîèäà ïîòåíöèàë ðàâåí A = (Ba2/2)[k×r]/R,
ãäå R = (r2 − (kr))1/2 � ðàññòîÿíèå îò îñè äî òî÷êè íàáëþäåíèÿ.
Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî ìàãíèòíûå ñèëîâûå ëèíèè ìîãóò èìåòü

áåñêîíå÷íóþ äëèíó, íî íàõîäèòüñÿ â îãðàíè÷åííîì ïðîñòðàíñòâå. Òàê,
åñëè ê ìàãíèòíîìó ïîëþ êîëüöà äîáàâëÿåòñÿ ìàãíèòíîå ïîëå áåñêîíå÷-
íîãî òîêà âäîëü îñè z, òî èõ ñóììà, â îáùåì ñëó÷àå, äà¼ò íåçàìêíóòóþ
ñèëîâóþ ëèíèþ, ïëîòíî �íàâèâàþùóþñÿ� íà òîðîîáðàçíóþ ïîâåðõíîñòü,
ïîëíîñòüþ å¼ çàïîëíÿÿ (âûøå ïîñëåäíèé ðèñóíîê) [25].
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5.5 Äèïîëüíûé è ìàãíèòíûé ìîìåíòû

• Åñëè çàðÿäû ñîñðåäîòî÷åíû â íåêîòîðîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà, òî
ìîæíî íàéòè ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå èíòåãðàëîâ (5.9), (5.10), ñòð. 268,
íà áîëüøîì ðàññòîÿíèè îò çàðÿäîâ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî r ≪ |x|, è, ïðå-
íåáðåãàÿ âòîðûì ïîðÿäêîì ìàëîñòè ïî r/|x|, çàïèøåì ðàçëîæåíèå:

1

|x− r|
=

1√
(x− r)2

≈ (x2 − 2xr)−1/2 =
1

|x|

(
1− 2xr

x2

)−1/2

≈ 1

|x|
+

xr

|x|3
,

ãäå â ïîñëåäíåì ïðèáëèæåííîì ðàâåíñòâå ìû âîñïîëüçîâàëèñü ðàçëîæå-
íèåì (1 + ε)a ≈ 1 + aε. Ââîäÿ ïîëíûé çàðÿä Q, êàê èíòåãðàë ïî îáú¼ìó
îò ïëîòíîñòè çàðÿäà è âåêòîð äèïîëüíîãî ìîìåíòà d:

Q =

∫
ρ(r) d3r, d =

∫
r ρ(r) d3r,

âûðàæåíèå äëÿ ïîòåíöèàëà (5.9) ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

φ(x) ≈ Q

|x|
+

xd

|x|3
+ ...

Áåðÿ ãðàäèåíò îò ïîòåíöèàëà, ïîëó÷àåì ýëåêòðè÷åñêîå ïîëåE = −∇φ.
Ãðàäèåíò îò ïåðâîãî ñëàãàåìîãî äà¼ò êóëîíîâñêîå ïîëå, à ãðàäèåíò îò
âòîðîãî âû÷èñëÿåòñÿ, êàê ïðîèçâîäíàÿ ïðîèçâåäåíèÿ:

∇ xd

|x|3
=

∇(xd)

|x|3
+ (xd)∇ 1

(x2)3/2
=

d

|x|3
− (xd)

3

2

2x

(x2)5/2
,

ãäå ïðè âçÿòèè ïðîèçâîäíîé ìû ïðîèãíîðèðîâàëè ñèíãóëÿðíîñòü, òàê êàê
çíà÷åíèå ïîëÿ íàñ èíòåðåñóåò íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò íà÷àëà êîîð-
äèíàò. Ââîäÿ åäèíè÷íûé âåêòîð n = x/|x|, îêîí÷àòåëüíî èìååì:

E(x) ≈ Q
n

|x|2
+

3(nd)n− d

|x|3
+ ...

Âåäóùåå êóëîíîâñêîå ïðèáëèæåíèå ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íûì
ïîëåì. Äèïîëüíîå ñëàãàåìîå íàðóøàåò ýòó ñèììåòðèþ, òàê êàê ïîÿâëÿ-
åòñÿ âûäåëåííîå íàïðàâëåíèå, îïðåäåëÿåìîå âåêòîðîì d, íàïðèìåð:

d =
∑

qkrk = q1r1 + q2r2.

Äèïîëüíûé ìîìåíò íàïðàâëåí îò îòðèöàòåëüíîãî çàðÿäà ê ïîëîæèòåëü-
íîìó. Åñëè çàðÿäû ïî ìîäóëþ îäèíàêîâûå (q1 = −q2 = q), ìîìåíò ðàâåí
çàðÿäó, óìíîæåííîìó íà ðàññòîÿíèå ìåæäó çàðÿäàìè d = q (r2 − r1). Â
ýòîì ñëó÷àå Q = q1+q2 = 0 è ïîëå E íà îñè äèïîëÿ óáûâàåò êàê 2|d|/|x|3.
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Íàéä¼ì ñèëó, äåéñòâóþùóþ íà äèïîëü âî âíåøíåì ýëåêòðè÷åñêîì ïî-
ëå. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äèïîëü äîñòàòî÷íî ìàëåíüêèé ïî ñðàâíåíèþ ñî
ñòåïåíüþ íåîäíîðîäíîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Ïîýòîìó ïîñëåäíåå ðàç-
ëîæèì â ðÿä Òåéëîðà ïî êàæäîé êîìïîíåíòå:

E(r) ≈ E(0) + x
∂E(0)

∂x
+ y

∂E(0)

∂y
+ z

∂E(0)

∂z
+ ... = E0 + (r∇)E0 + ...,

ãäå E0 = E(0) è ïðîèçâîäíàÿ âî âòîðîì ñëàãàåìîì âû÷èñëÿåòñÿ â íà÷àëå
êîîðäèíàò, ãäå ðàñïîëîæåí äèïîëü. Ñóììàðíàÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà
ñèñòåìó òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ, ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà â âèäå èíòåãðàëà:

F =
∑

QkEk =

∫
E ρ d3r.

Åñëè ρ = ρ(r) =
∑

Qkδ(r − rk), òî èíòåãðàë ïåðåõîäèò â ñóììó ïî âñåì
çàðÿäàì. Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèå äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, èìååì

F ≈ E0

∫
ρ d3r+

∫
(r∇)E0ρ d

3r = QE0 + (d∇)E0,

ãäå ââåäåíû ïîëíûé çàðÿä ñèñòåìû Q è äèïîëüíûé ìîìåíò d, à ïîñòî-
ÿííûå êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ïîëÿ âûíåñåíû çà èíòåãðàë.

Òàê êàê ðîòîð ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ýëåêòðîñòàòèêå ðàâåí íóëþ, ñïðà-
âåäëèâî òîæäåñòâî, ïîëó÷àåìîå ðàñêðûòèåì äâîéíîãî âåêòîðíîãî ïðîèç-
âåäåíèÿ ïî ôîðìóëå �áàö ìèíóñ öàá�:

d× [∇× E0] = ∇(dE0)− (d∇)E0 = 0.

Ïîýòîìó âûðàæåíèå äëÿ ñèëû ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

F ≈ QE0 +∇(dE0).

Ñèëà � ýòî ãðàäèåíò ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ñ îáðàòíûì çíàêîì: F =
−∇U , ñëåäîâàòåëüíî, ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðè÷åñêè íåéòðàëüíî-
ãî äèïîëÿ (Q = 0) ðàâíà:

U ≈ −dE0.

Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ äîñòèãàåò ìèíèìóìà, êîãäà äèïîëü ðàçâîðà÷èâà-
åòñÿ ïî ýëåêòðè÷åñêîìó ïîëþ. Ïîäîáíûé ðàçâîðîò âîçíèêàåò â ðåçóëüòà-
òå âîçäåéñòâèÿ ñóììàðíîãî ìîìåíòà ñèëû, êîòîðûé ìû çàïèøåì â ïåðâîì
ïðèáëèæåíèè ïî íåîäíîðîäíîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ:

N =

∫
r× E ρ d3r ≈ d× E0.

Êîãäà d è E0 ïàðàëëåëüíû, ìîìåíò ñèëû ñòàíîâèòñÿ íóëåâûì.
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• Ñòàòè÷åñêèå ìàãíèòíûå ïîëÿ ñîçäàþòñÿ ïîñòîÿííûìè òîêàìè, óõîäÿ-
ùèìè íà áåñêîíå÷íîñòü, èëè çàìêíóòûìè òîêàìè. Åñëè çàìêíóòûå òîêè
ëîêàëèçîâàíû â ïðîñòðàíñòâå, òî ìîæíî ïîëó÷èòü ïðèáëèæåííîå âûðà-
æåíèå äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò òàêîãî òîêà.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî r ≪ |x|, è, àíàëîãè÷íî äèïîëüíîìó ðàçëîæåíèþ, ðÿä
äëÿ 1/|x− r| ïîäñòàâèì â (5.30), ñòð. 284:

A(x) =

∫
j(r) d3r

|x− r|
=

1

|x|

∫
j(r) d3r+

1

|x|3

∫
(xr) j(r) d3r.

Èíòåãðàë ïî çàìêíóòûì ñòàöèîíàðíûì òîêàì âíóòðè îáú¼ìà ðàâåí íó-
ëþ (ïåðâûé èíòåãðàë). Íàïðèìåð, äëÿ òîíêîãî ïðîâîäíèêà j d3r 7→ I dr è
îáú¼ìíûé èíòåãðàë ïåðåõîäèò â êîíòóðíûé, ðàâíûé íóëþ äëÿ çàìêíóòî-
ãî êîíòóðà (çàìêíóòîãî ïðîâîäíèêà). Ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ âòî-
ðîãî èíòåãðàëà ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(xr) j = (xj) r− x× [r× j]. (5.34)

Óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè äëÿ ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà (5.27), ñòð. 277, â ñòà-
öèîíàðíîì ñëó÷àå èìååò âèä ∇j = 0. Ó÷èòûâàÿ ýòî, ðàñêðîåì ïðîèçâîä-
íóþ ïðîèçâåäåíèÿ (lH41):

∇(rirjj) = rjji + rijj =>

∫
ri jj d

3r = −
∫

ji rj d
3r.

Ïðè ïîëó÷åíèè èíòåãðàëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ ó÷òåíî, ÷òî ∇(rirjj) ïðè èí-
òåãðèðîâàíèè ïî îáú¼ìó ïåðåõîäèò â ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë, êîòîðûé
ðàâåí íóëþ, òàê êàê òîêè ëîêàëèçîâàíû è èç îáú¼ìà íå âûòåêàþò. Ïîýòî-
ìó èíòåãðàë îò ëåâîé ÷àñòè (5.34) ðàâåí ñ îáðàòíûì çíàêîì èíòåãðàëó
îò ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè: (xr) ji = xjrjji, (xj) ri = xjjjri.
Â ðåçóëüòàòå äëÿ ∇j = 0 è ëþáîãî ïîñòîÿííîãî âåêòîðà x èìååì:∫

(xr) j d3r = −1

2

∫
x× [r× j] d3r. (5.35)

Ââåäÿ ìàãíèòíûé ìîìåíò:

m =
1

2

∫
[r× j(r)] d3r, (5.36)

ïîòåíöèàë ìàãíèòíîãî ïîëÿ ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

A =
m× x

|x|3
.

Âçÿâ ðîòîð îò ýòîãî âûðàæåíèÿ, ïîëó÷àåì ìàãíèòíîå ïîëå:

B =
3(nm)n−m

|x|3
, (5.37)

ãäå n = x/|x| � åäèíè÷íûé âåêòîð â íàïðàâëåíèè ðàäèóñ-âåêòîðà x.
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Ïóñòü ïîñòîÿííûé òîê I òå÷¼ò ïî ïëîñêîìó âèòêó òîíêîãî ïðîâîäà.
Àíàëîãè÷íî âûâîäó âûðàæåíèÿ äëÿ ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ ïðîâîä-
íèêîâ (ñòð. 285) ïåðåéä¼ì â (5.36) îò èíòåãðàëà ïî îáú¼ìó ê êîíòóðíîìó
èíòåãðàëó (j d3r 7→ Idr):

m =
I

2

∮
r× dr.

Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ r è dr, ðàâíà ïîëîâèíå
ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà [r×dr]/2 (ñì. íèæå ïåðâûé ðèñóíîê), ïîýòîìó

m = I S k,

ãäå S � ïëîùàäü âèòêà ïðîâîäà, à k � íîðìàëü ê íåìó. Â ÷àñòíîñòè,
ìàãíèòíûé ìîìåíò êîëüöåâîãî òîêà ðàäèóñà R ðàâåí m = πR2Ik.
Íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò òîêà ìàãíèòíîå ïîëå (5.37) ïîõîæå íà ïîëå

ýëåêòðè÷åñêîãî äèïîëÿ. Îäíàêî äëÿ äèïîëÿ ëèíèè íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåê-
òðè÷åñêîãî ïîëÿ íà÷èíàþòñÿ íà çàðÿäàõ. Äëÿ êîëüöåâîãî òîêà îíè �íà-
íèçàíû� âîêðóã êîëüöà àíàëîãè÷íî òîìó, êàê îíè îêðóæàëè áåñêîíå÷íûé
ïðÿìîëèíåéíûé òîê:

Íàéä¼ì ìàãíèòíûé ìîìåíò (5.36) ñèñòåìû òî÷å÷íûõ ÷àñòèö, èìåþùèõ
ïîñòîÿííîå îòíîøåíèå çàðÿäà ê ìàññå Qk/mk = Q/m = const (íàïðèìåð,
êàê ó ýëåêòðîíîâ):

m =
1

2

∮
r×

[
n∑

k=1

Qkukδ(r− rk)

]
d3r =

Q

2m

n∑
k=1

rk ×muk.

Ââîäÿ íåðåëÿòèâèñòñêèé ìîìåíò èìïóëüñà k-é ÷àñòèöû Lk = rk ×muk,
ïîëó÷àåì:

m =
Q

2m
L, (5.38)

ãäå â ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò ñóììàðíûé íåðåëÿòèâèñòñêèé ìîìåíò èìïóëüñà
ñèñòåìû. Â ðÿäå ñòàöèîíàðíûõ ñëó÷àåâ (íàïðèìåð, äëÿ êîëüöåâîãî òîêà)
ñêîðîñòü ÷àñòèö ïî ìîäóëþ ïîñòîÿííà. Ïîýòîìó äëÿ ñêîðîñòè ìîæíî çà-
ïèñàòü uk = pk/E, ãäå pk, E � ðåëÿòèâèñòñêèå èìïóëüñ è ýíåðãèÿ. Òàê
êàê ýíåðãèÿ äëÿ âñåõ ÷àñòèö îäèíàêîâà, å¼ ìîæíî âûíåñòè çà ñóììó,
è â âûðàæåíèè âûøå áóäåò ñòîÿòü ðåëÿòèâèñòñêèé ìîìåíò èìïóëüñà è
m 7→ E.
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• Ìàãíèòíûé ìîìåíò îïðåäåëÿåò ñèëó è ìîìåíò ñèëû, äåéñòâóþùèå
íà �ìàëåíüêèé� çàìêíóòûé òîê âî âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå. Çàïèøåì
ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà ïî êàæäîé êîìïîíåíòå ñëàáî íåîäíîðîäíîãî
ìàãíèòíîãî ïîëÿ â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò (ñì. òàêæå ñòð. 289):

B(r) = B0 + (r∇)B0 + ...,

ãäå B0 = B(0) è ïðîèçâîäíûå îò ìàãíèòíîãî ïîëÿ âû÷èñëåíû â òî÷-
êå r = 0. Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèå äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ â èíòåãðàëüíîå
ïðåäñòàâëåíèå ñèëû Ëîðåíöà (5.33), ñòð. 285, èìååì:

F =

∫
[j×B] d3r = −B0 ×

∫
j d3r+

∫
[j× (r∇)B0] d

3r.

Äëÿ çàìêíóòîãî îãðàíè÷åííîãî òîêà ïåðâûé èíòåãðàë îò j ðàâåí íóëþ.
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âòîðîãî èíòåãðàëà çàìåòèì, ÷òî ðîòîð ìàãíèòíîãî ïîëÿ
â òî÷êå, ãäå íåò òîêîâ, êîòîðûå ñîçäàþò ýòî ïîëå, ðàâåí íóëþ. Ïîýòîìó

0 = r× [∇×B0] = ∇(rB0)− (r∇)B0, (5.39)

ãäå çäåñü è íèæå îïåðàòîð íàáëà äåéñòâóåò òîëüêî íà ìàãíèòíîå ïîëå.
Òàêèì îáðàçîì, ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà:

j× (r∇)B0 = j×∇(rB0) = −∇× j(rB0).

Ó÷èòûâàÿ òîæäåñòâî (5.35), ñïðàâåäëèâîå äëÿ ∇j = 0 è ëþáîãî ïîñòî-
ÿííîãî (îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ) âåêòîðà, â êà÷åñòâå
êîòîðîãî âîçüì¼ì B0, èìååì:

F = −∇×
∫

(B0 r) j d
3r =

1

2
∇×

∫
[B0 × [r× j]] d3r.

Ââîäÿ ìàãíèòíûé ìîìåíò, ïîëó÷àåì ñèëó, äåéñòâóþùóþ íà çàìêíóòûé
òîê â ñëàáî íåîäíîðîäíîì ïîëå:

F = ∇× [B0 ×m] = (m∇)B0 = ∇(mB0), (5.40)

ãäå ó÷òåíî ∇B0 = 0 è (5.39) ñ m âìåñòî r. Ïðîèçâîäíûå ∇ äåéñòâó-
þò, åñòåñòâåííî, òîëüêî íà ìàãíèòíîå ïîëå è âû÷èñëÿþòñÿ â �öåíòðå�
çàìêíóòîãî òîêà, ò.å. â òî÷êå îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ðàññ÷èòûâàåòñÿ ìàã-
íèòíûé ìîìåíò. Ãðàäèåíò ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ÷àñòèöû ðàâåí ñ îáðàò-
íûì çíàêîì ñèëå F = −∇U . Ïîýòîìó ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ìàëåíüêîãî
çàìêíóòîãî òîêà ðàâíà

U = −mB0. (5.41)

Êàê è äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî äèïîëÿ (ñòð. 288), ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ äî-
ñòèãàåò ìèíèìóìà, êîãäà âåêòîð ìàãíèòíîãî ìîìåíòà îðèåíòèðîâàí ïî
ìàãíèòíîìó ïîëþ.
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Ó÷èòûâàÿ òîëüêî âåäóùèé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ (ïðè-
áëèæåíèå îäíîðîäíîãî ïîëÿ), ìîæíî íàéòè ñóììàðíûé ìîìåíò ñèëû:

N =

∫
r× [j×B0] d

3r =

∫
(B0r) j d

3r−B0

∫
(jr) d3r.

Âòîðîé èíòåãðàë ðàâåí íóëþ. Ýòî ñëåäóåò èç ïðîèçâîäíîé ïðîèçâåäåíèÿ:

∇(j r2) = (j∇) r2 + r2(∇j) = 2jr,

ãäå âî âòîðîì ðàâåíñòâå ó÷òåíî, ÷òî∇j = 0. Ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî îáú-
¼ìó, äèâåðãåíöèÿ â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ (ïî òåîðåìå Ãàóññà)
äà¼ò èíòåãðàë ïî ïîâåðõíîñòè, ðàâíûé íóëþ, òàê êàê òîêè èç îáú¼ìà íå
âûòåêàþò. Â ðåçóëüòàòå, ó÷èòûâàÿ (5.35), ïîëó÷àåì ìîìåíò ñèëû, ðàâ-
íûé:

N = m×B0.

Ìîìåíò ñèëû îïðåäåëÿåò èçìåíåíèå ìîìåíòà èìïóëüñà ñèñòåìû ÷àñòèö:

dL

dt
=

d

dt

∑
rk × pk =

∑
uk × pk +

∑
rk ×

dpk

dt
=

∑
rk × Fk = N.

Ïîýòîìó ïðè ìàëûõ ñêîðîñòÿõ, ó÷èòûâàÿ (5.38), ìîæíî çàïèñàòü:

dL

dt
= − Q

2m
[B0 × L]. (5.42)

Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ìîìåíò èìïóëüñà L ñèñòåìû çàðÿäîâ
âðàùàåòñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ QB0/2m âîêðóã ìàãíèòíîãî ïîëÿ B0, íå
ìåíÿÿ ñâîåé äëèíû è óãëà ñ ïîëåì. Òàêîå âðàùåíèå íàçûâàåòñÿ ëàðìî-

ðîâîé ïðåöåññèåé.
Áîëüøèíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö îáëàäàþò ñïèíîì � ñîáñòâåííûì

ìîìåíòîì âðàùåíèÿ. Ñïèí S � ýòî ìîìåíò èìïóëüñà â ñèñòåìå ïîêîÿ ÷à-
ñòèöû. Ïðè âçàèìîäåéñòâèè ÷àñòèö ñîõðàíÿåòñÿ ïîëíûé ìîìåíò ñèñòåìû,
ðàâíûé ñóììå ìîìåíòîâ èìïóëüñà äâèæåíèÿ è ñïèíîâ ÷àñòèö. Äëÿ ôåð-
ìèîíîâ ñïèí âñåãäà ïîëóöåëûé (â äîëÿõ ïîñòîÿííîé Ïëàíêà): ~/2, 3~/2,
... Äëÿ áîçîíîâ îí öåëûé: ~, 2~,... Èçó÷åíèå âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö ñ
âíåøíèì ìàãíèòíûì ïîëåì ïîçâîëÿåò èçìåðÿòü èõ ìàãíèòíûå ìîìåíòû.
Ìåæäó ìàãíèòíûì ìîìåíòîì è ñïèíîì ñóùåñòâóåò ïðîïîðöèîíàëüíîñòü,
àíàëîãè÷íàÿ ñîîòíîøåíèþ (5.38). Îäíàêî êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëü-
íîñòè äëÿ ðàçëè÷íûõ ÷àñòèö ðàçíûé:

m = g
Q

2m
S, (5.43)

ãäå èíäèâèäóàëüíûé äëÿ ÷àñòèö äàííîãî òèïà ïàðàìåòð g íàçûâàåòñÿ
g-ôàêòîðîì. Òàê, äëÿ ýëåêòðîíà îí ïðèáëèæ¼ííî ðàâåí g = 2. Âû÷èñëå-
íèå g-ôàêòîðîâ ïðîèçâîäèòñÿ ïðè ïîìîùè êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêè
è äà¼ò ðåçóëüòàòû, ñîâïàäàþùèå ñ ýêñïåðèìåíòîì ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ.
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5.6 Ñèììåòðèè ýëåêòðîäèíàìèêè

Âòîðîé çàêîí Íüþòîíà èëè óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà ÿâëÿþòñÿ âåêòîð-
íûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè. Ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíîé çà-
äà÷è ìû îòíîñèì èõ ê îïðåäåë¼ííîé ñèñòåìå îòñ÷åòà (îáû÷íî èíåðöè-
àëüíîé), â êîòîðîé çàäàíà ôèêñèðîâàííàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò (íàïðè-
ìåð, â âèäå òðåõ ïåðïåíäèêóëÿðíûõ äåêàðòîâûõ îñåé). Èç îáùèõ ñîîá-
ðàæåíèé ñèììåòðèè ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèÿ äîëæíû áûòü èíâàðèàíòíû-
ìè îòíîñèòåëüíî âûáîðà îðèåíòàöèè ñèñòåìû êîîðäèíàò (èçîòðîïíîñòü
ïðîñòðàíñòâà), ïîëîæåíèÿ å¼ íà÷àëà (îäíîðîäíîñòü ïðîñòðàíñòâà) è âû-
áîðà ñèñòåìû îòñ÷åòà (ïðèíöèï îòíîñèòåëüíîñòè). Ýòè ñèììåòðèè ÿâëÿ-
þòñÿ íåïðåðûâíûìè. Ñóùåñòâóþò òàêæå äèñêðåòíûå ñèììåòðèè. Óðàâ-
íåíèÿ íå äîëæíû çàâèñåòü îò òîãî, èñïîëüçóåì ëè ìû ïðàâóþ èëè ëå-
âóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (èíâåðñèÿ âñåõ îñåé). Êðîìå ýòîãî, ìíîãèå ôèçè-
÷åñêèå ïðîöåññû îáðàòèìû, à ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ èíâàðèàíòû
îòíîñèòåëüíî ñìåíû íàïðàâëåíèÿ òå÷åíèÿ âðåìåíè. Ïîñëåäíèå äâå äèñ-
êðåòíûå ñèììåòðèè íàçûâàþòñÿ P -ñèììåòðèåé (parity inversion) è T -
ñèììåòðèåé (time inversion). Íàêîíåö, îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî âî ìíîãèõ
ðåàêöèÿõ ïðåâðàùåíèé ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö îäèíàêîâûìè ñâîéñòâàìè
îáëàäàþò ÷àñòèöû è àíòè÷àñòèöû. Ýòî íàçûâàåòñÿ C-ñèììåòðèåé, ò.å.
èíâàðèàíòíîñòüþ îòíîñèòåëüíî çàðÿäîâîé (charge) èíâåðñèè.
Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå êëàññè÷åñêîãî îäíîìåðíîãî îñöèëëÿòîðà, íàõî-

äÿùåãîñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì ñèëû òðåíèÿ, ïðîïîðöèîíàëüíîé ñêîðîñòè:

d2q(t)

dt2
+ 2λ

dq(t)

dt
+ ω2q(t) = 0. (5.44)

Âûÿñíèì, ÿâëÿåòñÿ ëè ýòî óðàâíåíèå èíâàðèàíòíûì ïðè îáðàùåíèè âðå-
ìåíè. Ïóñòü ïðè äàííîì âûáîðå íàïðàâëåíèÿ îñè t ìû ïîëó÷èëè íåêîòî-
ðîå ðåøåíèå q(t). T -èíâàðèàíòíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ q(−t) òàêæå
äîëæíà áûòü ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (5.44):

d2q(−t)

dt2
+ 2λ

dq(−t)

dt
+ ω2q(−t) = 0.

Çàìåíÿÿ â óðàâíåíèè t íà −t, ïîëó÷àåì:

d2q(t)

dt2
− 2λ

dq(t)

dt
+ ω2q(t) = 0.

Åñëè òðåíèå åñòü (λ ̸= 0), òî ýòî óðàâíåíèå îòëè÷àåòñÿ îò (5.44) è, ñëåäî-
âàòåëüíî, (5.44) íåèíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî T -èíâåðñèè. Åñëè æå λ = 0,
òî îíî èíâàðèàíòíî. Òàêèå ïîäðîáíûå âûêëàäêè îáû÷íî íå ïðîâîäÿò, à
ñðàçó â óðàâíåíèè äåëàþò çàìåíó t 7→ −t. Ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ïî t

ìåíÿþò ñâîé çíàê, à âòîðûå (â îáùåì ñëó÷àå ÷¼òíûå) � íåò.
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Ðàññìîòðèì èíâåðñèþ âðåìåíè (T � ïðåîáðàçîâàíèå) â ýëåêòðîäèíàìè-
êå. Ïóñòü ïðè t 7→ −t êîîðäèíàòíûå îñè îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè: r 7→ r.
Òîãäà ñêîðîñòü v = dr/dt èçìåíèò ñâîé çíàê: v 7→ −v. Â òîæå âðåìÿ
óñêîðåíèå (âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ) îñòàíåòñÿ áåç èçìåíåíèÿ. Ñèëà Ëîðåí-
öà:

dp

dt
= qE+ q v ×B

ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèåì ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëÿ (ìû ðàçáèâà-
åì ñèëó íà ñîñòàâëÿþùèå, îäíà èç êîòîðûõ çàâèñèò îò ñêîðîñòè ïðîáíîãî
çàðÿäà, à âòîðàÿ � íåò). Ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëü-
íî èíâåðñèè âðåìåíè (ïðîèçâîäíàÿ îò ñêîðîñòè). Ïîýòîìó èíâàðèàíòíûì
áóäåò è ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå. Ìàãíèòíîå ïîëå äîëæíî èçìåíèòü çíàê (äëÿ
êîìïåíñàöèè åãî èçìåíåíèÿ ó ñêîðîñòè). Ïî ýòîé æå ïðè÷èíå ìåíÿþò
çíàê âåêòîðíûé ïîòåíöèàë (òàê êàê B = ∇ × A) è òîê j = vρ. Òàêèì
îáðàçîì, ïðè èíâåðñèè âðåìåíè ïðîèñõîäÿò ñëåäóþùèå èçìåíåíèÿ:

T : t 7→ −t, j 7→ −j, E 7→ E, B 7→ −B, A 7→ −A.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â ïðåîáðàçîâàíèÿõ ïðîèñõîäèò òàêæå èçìåíåíèå
àðãóìåíòîâ ôóíêöèé. Íàïðèìåð, j(t, r) 7→ −j(−t, r) è ò.ä. Íåñëîæíî âè-
äåòü, ÷òî âñå óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà:

∇E = 4π ρ, ∇B = 0, ∇× E = −∂B

∂t
, ∇×B = 4πj+

∂E

∂t

ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè è, ñëåäîâàòåëüíî, ýëåê-
òðîäèíàìè÷åñêèå ÿâëåíèÿ îáðàòèìû.

Îáðàòèìûìè ÿâëÿþòñÿ ìíîãèå óðàâíåíèÿ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè, åñ-
ëè â ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ñèñòåìàõ íå ïðîèñõîäèò ïîòåðè ýíåðãèè. Îäíà-
êî, â íàøåì ìèðå ìû ðåãóëÿðíî ñòàëêèâàåìñÿ ñ ïðîÿâëåíèåì íåîáðàòèìî-
ñòè (ðàçáèòàÿ ÷àøêà èëè ýâîëþöèîíèðóþùàÿ Âñåëåííàÿ). ×àñòü ïîäîá-
íûõ ÿâëåíèé ñâÿçàíà ñ çàêîíîì áîëüøèõ ÷èñåë. Âåðîÿòíîñòü îáíàðóæèòü
âñå ìîëåêóëû âîçäóõà â îäíîì óãëó êîìíàòû ñóùåñòâåííî ìåíüøå, ÷åì
âåðîÿòíîñòü èõ îòíîñèòåëüíî ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîýòîìó, åñ-
ëè îòêðûòü ïåðåãîðîäêó îòäåëÿþùóþ ÷àñòü îáúåìà ñ âîçäóõîì îò ÷àñòè
áåç âîçäóõà, òî ìîëåêóëû ðàâíîìåðíî çàïîëíÿò âåñü îáú¼ì è îáðàòíî â
îäíó ïîëîâèíó óæå íå ñîáåðóòñÿ (ïðîöåññ íåîáðàòèì).

Òåì íå ìåíåå, â ìèêðîìèðå ñóùåñòâóþò ðåàêöèè ýëåìåíòàðíûõ ÷à-
ñòèö êîòîðûå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ñâèäåòåëüñòâî íàðóøåíèÿ T -
èíâàðèàíòíîñòè íà ñàìîì ôóíäàìåíòàëüíîì óðîâíå. Ýâîëþöèÿ Âñåëåí-
íîé, âîçìîæíî, ÿâëÿåòñÿ åùå îäíèì ïðèìåðîì ôóíäàìåíòàëüíîé íåîáðà-
òèìîñòè âðåìåíè.
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• Ïåðåéäåì ê ïðîñòðàíñòâåííîé èíâåðñèè. Â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
ìîæíî ââåñòè äâà áàçèñà, êîòîðûå íå ìîãóò áûòü ñâåäåíû äðóã ê äðóãó
ïðè ïîìîùè âðàùåíèÿ. Îäèí òàêîé áàçèñ íàçûâàþò ïðàâûì, à âòîðîé �
ëåâûì. Ïðè îáðàùåíèè îäíîé èëè òð¼õ îñåé ñ ïîñëåäóþùèì ïîâîðîòîì,
ïðàâûé áàçèñ ìîæíî ïðåâðàòèòü â ëåâûé è íàîáîðîò. Äàëåå ïîä èíâåð-
ñèåé áóäåì ïîíèìàòü ïåðåâîðîò âñåõ òð¼õ îñåé, ïðè êîòîðîì êîîðäèíàòû
(ïðîåêöèè) ðàäèóñ-âåêòîðà ìåíÿþò ñâîé çíàê: r 7→ −r.
Îòíîñèòåëüíî èíâåðñèè êîîðäèíàò âñå âåêòîðû ðàçáèâàþòñÿ íà äâå

ãðóïïû � ïîëÿðíûå è àêñèàëüíûå âåêòîðû. Ïðîåêöèè ïîëÿðíûõ âåêòî-
ðîâ (�íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ�) íà äåêàðòîâû îñè ìåíÿþò ñâîé çíàê ïðè
èíâåðòèðîâàíèè îñåé. Íàïðèìåð, åñëè ïîëÿðíûé âåêòîð a â ïðàâîé ñè-
ñòåìå êîîðäèíàò èìååò ïðîåêöèè {1, 3, −5}, òî â ëåâîé ñèñòåìå êîîð-
äèíàò åãî ïðîåêöèè áóäóò ðàâíû {−1, −3, 5}. Àêñèàëüíûå âåêòîðû ïðè
èíâåðñèè ñâîè êîìïîíåíòû íå ìåíÿþò. Òàêèå âåêòîðû âîçíèêàþò â ðå-
çóëüòàòå âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïîëÿðíûõ âåêòîðîâ. Ïî îïðåäåëåíèþ,
êîìïîíåíòû âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ðàâíû:

c = a× b = {c1, c2, c3} = {a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1}.

Åñëè a è b ïîëÿðíûå âåêòîðû, òî ïðè èíâåðñèè êîîðäèíàòíûõ îñåé èõ
êîìïîíåíòû èçìåíÿò çíàê: ai 7→ −ai, bi 7→ −bi, à êîìïîíåíòû âåêòîðà
c = a× b íå èçìåíÿòñÿ.
Íàèáîëåå íàãëÿäíî ðàçíèöà ìåæäó ïîëÿðíûìè è àêñèàëüíûìè âåêòî-

ðàìè ïðîÿâëÿåòñÿ ïðè íàáëþäåíèè çà îòðàæåíèåì ïðåäìåòîâ (ïðè ýòîì
èíâåðòèðóåòñÿ îäíà îñü). Ïðèäâèíüòå ýòó êíèãó ê çåðêàëó. Âàøå çàçåð-
êàëüíîå �ß� ñäåëàåò òîæå ñàìîå, è êíèãè áóäóò äâèãàòüñÿ íàâñòðå÷ó (âåê-
òîðû ñêîðîñòè íàïðàâëåíû â ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû � ýòî ïîëÿðíûå
âåêòîðû). Òåïåðü íà÷íèòå âðàùàòü êíèãó. Âàøå ß áóäåò å¼ êðóòèòü âòîì
æå íàïðàâëåíèè (óãëîâûå ñêîðîñòè âðàùåíèÿ êíèã íàïðàâëåíû îäèíà-
êîâûì îáðàçîì � ýòî àêñèàëüíûå âåêòîðû).
Ïðèìåðàìè ïîëÿðíûõ âåêòîðîâ ÿâëÿþòñÿ ðàäèóñ-âåêòîð è íàïðÿæåí-

íîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ (êîòîðàÿ äëÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà ïðîïîðöèî-
íàëüíà ðàäèóñ-âåêòîðó). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óãëîâàÿ ñêîðîñòü, ìîìåíò
èìïóëüñà è ìàãíèòíîå ïîëå � ýòî àêñèàëüíûå âåêòîðû.
Òî, ÷òî ìîìåíò èìïóëüñà ÿâëÿåòñÿ àêñèàëüíûì âåêòîðîì, ñëåäóåò èç

åãî îïðåäåëåíèÿ: L = r × p. Ðàäèóñ-âåêòîð r (íàïðàâëåííûé îòðåçîê)
ÿâëÿåòñÿ ïîëÿðíûì âåêòîðîì. Èìïóëüñ p ïðîïîðöèîíàëåí ñêîðîñòè v =
dr/dt, ÿâëÿþùåéñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûì èçìåíåíèåì ðàäèóñ-âåêòîðà (ýòî
óæå íå íàïðàâëåííûé îòðåçîê, ò.ê. ñêîðîñòü îòíîñèòñÿ ê îäíîé òî÷êå).
Ïîýòîìó v è p ÿâëÿþòñÿ ïîëÿðíûìè âåêòîðàìè. Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå
äâóõ ïîëÿðíûõ âåêòîðîâ äà¼ò àêñèàëüíûé âåêòîð.



ÇÀÊÎÍ ÊÓËÎÍÀ 297

Ñèëà Ëîðåíöà � ïîëÿðíûé âåêòîð, ïîýòîìó E è [v × B] � ýòî òàêæå
ïîëÿðíûå âåêòîðû. À âîò íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ B � ýòî àê-
ñèàëüíûé âåêòîð. Ïðè èíâåðñèè åãî êîìïîíåíòû íå ìåíÿþòñÿ è [v ×B]
áëàãîäàðÿ ñêîðîñòè v èçìåíèò ñâîé çíàê. Òàê êàêB = ∇×A � âåêòîðíûé
ïîòåíöèàë A � ýòî ïîëÿðíûé âåêòîð. Òàêèì îáðàçîì, â ýëåêòðîäèíàìèêå
ïðè ïðîñòðàíñòâåííîé èíâåðñèè ïðîèñõîäÿò òàêèå èçìåíåíèÿ:

P : r 7→ −r, j 7→ −j, E 7→ −E, B 7→ B, A 7→ −A.

Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà îñòàþòñÿ èíâàðèàíòíûìè îòíîñèòåëüíî ýòîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ (ïðè r 7→ −r îïåðàòîð íàáëû ∇ ìåíÿåò ñâîé çíàê). Ñêàëÿð-
íîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïîëÿðíûõ èëè äâóõ àêñèàëüíûõ âåêòîðîâ ÿâëÿåò-
ñÿ ñêàëÿðîì (íå ìåíÿåò ñâîé çíàê ïðè èíâåðñèè). Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäå-
íèå ïîëÿðíîãî è àêñèàëüíîãî âåêòîðà � ýòî ïñåâäîñêàëÿð (ïðè èíâåðñèè
åãî çíàê ìåíÿåòñÿ). Òàê, E2 −B2 � ñêàëÿð, à EB � ïñåâäîñêàëÿð.
Åñòåñòâåííî, åñëè óðàâíåíèÿ èíâàðèàíòíû è îòíîñèòåëüíî P è îòíîñè-

òåëüíî T ïðåîáðàçîâàíèé, òî îíè áóäóò èíâàðèàíòíûìè è îòíîñèòåëüíî
èõ êîìïîçèöèè (PT � ñèììåòðèè). Îäíàêî ýòî óòâåðæäåíèå íå ðàáîòàåò
â îáðàòíóþ ñòîðîíó. Èç PT èíâàðèàíòíîñòè, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñëåäó-
åò ïî îòäåëüíîñòè P è T èíâàðèàíòíîñòè. Íàïðèìåð, ïðåäñòàâèì ìèð, â
êîòîðîì çàêîí Ôàðàäåÿ íàïîìèíàåò çàêîí Àìïåðà-Ìàêñâåëëà:

∇× E = 4πj− ∂B

∂t
.

P è T ïðåîáðàçîâàíèÿ èçìåíÿþò âèä ýòîãî óðàâíåíèÿ, à èõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîå ïðèìåíåíèå � íåò:

P : ∇× E = −4πj− ∂B

∂t
, PT : ∇× E = 4πj− ∂B

∂t
.

Ïîýòîìó â òàêîì ìèðå çåðêàëüíîå îòðàæåíèå ñ îäíîâðåìåííîé �ïåðåìîò-
êîé� ïðîöåññîâ â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè íå áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò èñõîäíî-
ãî, õîòÿ è íåò ðàâíîïðàâèÿ ìåæäó ýëåêòðîäèíàìè÷åñêèìè ïðîöåññàìè è
èõ çåðêàëüíûìè îòðàæåíèÿìè.
Çàðÿäîâîå ñîïðÿæåíèå (C � èíâåðñèÿ) èçìåíÿåò çíàê çàðÿäîâ íà ïðî-

òèâîïîëîæíûé. Òàê êàê ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå çàðÿäû â ýëåê-
òðîäèíàìèêå âåäóò ñåáÿ ðàâíîïðàâíûì îáðàçîì, óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà è
ñèëà Ëîðåíöà äîëæíû áûòü èíâàðèàíòíûìè îòíîñèòåëüíî ñìåíû çíàêà
ó ïëîòíîñòè çàðÿäà ρ 7→ −ρ è òîêà j 7→ −j. Îòñþäà ñëåäóþò ñëåäóþùèå
ïðàâèëà èçìåíåíèÿ îñòàëüíûõ âåëè÷èí ïðè çàðÿäîâîì ñîïðÿæåíèè:

C : ρ 7→ −ρ, j 7→ −j, E 7→ −E, B 7→ −B, A 7→ −A.

Ìåíÿåò çíàê òàêæå ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë φ 7→ −φ, òàê êàê E = −∇φ.
Â òîæå âðåìÿ, ïðè P è T èíâåðñèÿõ îí îñòàåòñÿ áåç èçìåíåíèé.
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• Âàæíåéøåé íåïðåðûâíîé ñèììåòðèåé óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ÿâëÿþò-
ñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà. Íàéä¼ì êàê ñâÿçàíû ýëåêòðè÷åñêîå E è ìàã-
íèòíîå B ïîëÿ â äâóõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà S è S ′. Îáîçíà÷èì
÷åðåç v ñêîðîñòü ñèñòåìû S ′ îòíîñèòåëüíî S. Ïóñòü ñèëà, äåéñòâóþùàÿ
íà åäèíè÷íûé çàðÿä (q = 1), èìååò ëîðåíöåâñêèé âèä:

F = E+ [u×B],

ãäå u � ñêîðîñòü ÷àñòèöû îòíîñèòåëüíî S. Ëþáàÿ ñèëà â òåîðèè îòíîñè-
òåëüíîñòè ïðåîáðàçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñòð. 163):

F

γ (1− vu)
= F′ + γv(u′F′) + Γv(vF′), (5.45)

ãäå, êàê îáû÷íî, γ = 1/
√
1− v2 è Γ = γ2/(γ + 1). Åñëè ÷àñòèöà â S

ïîêîèòñÿ (u = 0), òî å¼ ñêîðîñòü â ñèñòåìå S ′ ðàâíà u′ = −v, ïîýòîìó:

F = γF′ − Γv(vF′),

ãäå ó÷òåíî, ÷òî γ − Γ = Γ/γ. Ïðè íóëåâîé ñêîðîñòè u â ñèñòåìå S ñèëà
ðàâíà ýëåêòðè÷åñêîìó ïîëþ F = E, à â ñèñòåìå S ′: F′ = E′ − v ×B′:

E = γ (E′ − v ×B′)− Γv(vE′). (5.46)

Ïîëÿ íå çàâèñÿò îò çàðÿäà è ñêîðîñòè ïðîáíîé ÷àñòèöû, ïîýòîìó ýòî
ïðåîáðàçîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ ïðè ëþáûõ q,u. Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå,
êàê îáû÷íî, ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïîìîùè çàìåíû v 7→ −v:

E′ = γ (E+ v ×B)− Γv(vE). (5.47)

Ýòî ìîæíî äîêàçàòü, åñëè ñíà÷àëà ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå

vE′ = vE, (5.48)

ñëåäóþùåå èç (5.46), à çàòåì ïîâòîðèòü ïðåäûäóùèå ðàññóæäåíèÿ, ïîëî-
æèâ â (5.45) u′ = 0, u = v è ñîîòâåòñòâåííî F′ = E′, F = E+ v ×B.
Çàïèøåì òåïåðü ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ ñèëû (5.45) â ñëó÷àå, êîãäà uv =

0, è óìíîæèì åãî ñëåâà âåêòîðíî íà v:

v × E+ v × [u×B] = γ v × E′ + γ v × [u′ ×B′].

Ïîäñòàâèì ñëåâà E èç (5.46), à ñïðàâà u′ = −v+u/γ [ñì. (5.13), ñòð. 270,
ïðè uv = 0]. Â ðåçóëüòàòå, ó÷èòûâàÿ, ÷òî uv = 0, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå:

vB′ = vB. (5.49)

Òàêèì îáðàçîì, ïðîäîëüíûå (ê ñêîðîñòè) êîìïîíåíòû ýëåêòðè÷åñêîãî è
ìàãíèòíîãî ïîëåé îäèíàêîâû â îáåèõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà.
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Îñòàëîñü íàéòè ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ, àíàëîãè÷íîå
(5.47). Äëÿ ýòîãî óìíîæèì (5.47) âåêòîðíî íà v

v × E′ = γ v × E+ γ [v × [v ×B]].

Ïîäñòàâëÿÿ ñïðàâà E èç (5.46), ïîëó÷àåì:

v × E′ = γ2v × E′ − γ2[v × [v ×B′]] + γ [v × [v ×B]].

Ðàñêðîåì äâîéíîå âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå ïî ôîðìóëå �áàö ìèíóñ öàá�
è ó÷ò¼ì, ÷òî γ2 − 1 = v2γ2:

0 = γv2[v × E′]− γv(vB′) + v2γB′ + v(vB)− v2B.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî vB′ = vB, è ïåðåíîñÿ v2B âëåâî, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

B = γ (B′ + v × E′)− Γv(vB′).

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïîëó÷àåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé øòðèõîâàííûõ è íå-
øòðèõîâàííûõ âåëè÷èí è çàìåíîé v 7→ −v.
Òàêèì îáðàçîì, ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàã-

íèòíîãî ïîëåé èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

E′ = γ (E+ v ×B)− Γv(vE), (5.50)

B′ = γ (B− v × E)− Γv(vB). (5.51)

Èõ ìîæíî (lH42) òàêæå ðàñïèñàòü ïî êîìïîíåíòàì:

E ′
x = Ex, E ′

y = γ (Ey − vBz), E ′
z = γ (Ez + vBy),

B′
x = Bx, B′

y = γ (By + vEz), B′
z = γ (Bz − vEy),

ãäå îñü x âûáðàíà â íàïðàâëåíèè îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè: v = {v, 0, 0}.
Çàìåòèì, ÷òî (5.51) ôîðìàëüíî ìîæíî ïîëó÷èòü èç (5.50), ñäåëàâ çàìåíó:
E 7→ B è B 7→ −E. Êðîìå ýòîãî, ïîëó÷åííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîâïàäà-
þò ñ ïðåîáðàçîâàíèÿìè êîìïîíåíò àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà âòîðîãî
ðàíãà äëÿ ìîìåíòà èìïóëüñà (ñòð. 185). Êàê ìû óâèäèì â ãëàâå 7, ýòî
ñîâïàäåíèå íå ñëó÷àéíî.
Àíàëîãè÷íî óïðàæíåíèþ lH25 ìîæíî ïðîâåðèòü èíâàðèàíòíîñòü ñëå-

äóþùèõ ñêàëÿðíûõ âûðàæåíèé:

EB = inv, E2 −B2 = inv, (5.52)

êîòîðûå èìåþò îäèíàêîâîå çíà÷åíèå âî âñåõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ. Â
ãëàâå 7 ìû çàïèøåì óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà â ÿâíî êîâàðèàíòíîì âèäå,
äåìîíñòðèðóþùåì èõ èíâàðèàíòíîñòü äëÿ âñåõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåì îò-
ñ÷åòà.
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Îáðàòèì âíèìàíèå íà òåñíóþ ñâÿçü ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïî-
ëåé â ïðåîáðàçîâàíèÿõ (5.50) è (5.51). Èìåííî áëàãîäàðÿ åé îáû÷íî ãî-
âîðÿò î åäèíîì ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå, êîòîðîå èìååò äâà �ëèöà�: E
è B. Îíè ìåíÿþòñÿ ïðè ñìåíå ñèñòåìû îòñ÷¼òà, �ïîðîæäàÿ� äðóã äðó-
ãà. Íàïðèìåð, ïóñòü â ñèñòåìå S ′ íåò ìàãíèòíîãî ïîëÿ B′ = 0. Òîãäà
â ñèñòåìå S áóäåò íàáëþäàòüñÿ ìàãíèòíîå ïîëå, ïåðïåíäèêóëÿðíîå êàê
îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè, òàê è ýëåêòðè÷åñêîìó ïîëþ. Äåéñòâèòåëüíî, èç
(5.49) è (5.51) ñëåäóåò:

B′ = 0, vB = 0, B = v × E. (5.53)

Ïîëó÷èì åù¼ ðàç âûðàæåíèå äëÿ íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîëÿ äâèæóùåãîñÿ ñî ñêîðîñòüþ v çàðÿäàQ (ñòð. 271). Â ñèñòåìå îòñ÷¼òà,
â êîòîðîé çàðÿä ïîêîèòñÿ, ìàãíèòíîå ïîëå ðàâíî íóëþ, à ýëåêòðè÷åñêîå
îïðåäåëÿåòñÿ çàêîíîì Êóëîíà:

B′ = 0, E′ = Q
r′

r′3
.

Èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ (5.47), èìååì:

E = γE′ − Γv(vE′) = Q
γr′ − Γv(vr′)

r′3

Â ìîìåíò âðåìåíè t = 0, êîãäà íà÷àëà ñèñòåì îòñ÷¼òà ñîâïàäàþò, ñïðà-
âåäëèâû ïðåîáðàçîâàíèÿ (5.15), ñòð. 270. Ïîäñòàâëÿÿ èõ, ïîëó÷àåì:

E =
Qγr

(r2 + γ2 (vr)2)3/2
.

Ñ ó÷¼òîì (5.53) ìàãíèòíîå ïîëå ðàâíî B = v×E, ÷òî ñîâïàäàåò ñ (5.17),
ñòð. 271.
Çàìåòèì, ÷òî ðàçäåëåíèå íà ìàãíèòíîå è ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå åäèíîãî

ñèëîâîãî âëèÿíèÿ íà ïðîáíóþ ÷àñòèöó äîñòàòî÷íî óñëîâíî. Ìàãíèòíîå
ïîëå ñîäåðæèòñÿ â ñîñòàâëÿþùåé ñèëû, êîòîðàÿ çàâèñèò îò ñêîðîñòè ÷à-
ñòèöû. Êîãäà èçìåíÿåòñÿ ñèñòåìà îòñ÷¼òà, ìåíÿåòñÿ è ñêîðîñòü. Ñîîòâåò-
ñòâåííî, ïðîèñõîäèò îïðåäåë¼ííîå ïåðåðàñïðåäåëåíèå ìåæäó ýëåêòðè÷å-
ñêèì è ìàãíèòíûì ïîëÿìè.
Ìîæíî áûëî áû, êîíå÷íî, ðàáîòàòü ñ åäèíûì ñèëîâûì ïîëåì F. Îä-

íàêî â ýòîì ñëó÷àå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ òàêîãî ïîëÿ îêà-
çàëèñü çàâèñÿùèìè îò ñêîðîñòè êîíêðåòíîé ïðîáíîé ÷àñòèöû. Èìåííî
ðàçäåëåíèå ñèëû F íà äâà ïîëÿ ïîçâîëèëî çàïèñàòü äëÿ íèõ óðàâíåíèÿ
Ìàêñâåëëà, íå çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðîâ ïðîáíîé ÷àñòèöû. Ýòî ïîçâîëÿ-
åò, ðåøàÿ óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àòü ýëåêòðè÷åñêîå è ìàãíèòíîå ïîëÿ, à çàòåì
âûÿñíÿòü, êàê îíè äåéñòâóþò (ïðè ïîìîùè ñèëû Ëîðåíöà) íà ëþáóþ
ïðîáíóþ ÷àñòèöó èëè ñèñòåìó òàêèõ ÷àñòèö.
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• Ïðèâåä¼ì åù¼ îäèí ïðîñòîé ïðèìåð ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëåé. Ðàññìîò-
ðèì áåñêîíå÷íóþ òîíêóþ çàðÿæåííóþ íèòü. Â ñèñòåìå îòñ÷¼òà, â êîòîðîé
çàðÿäû íåïîäâèæíû, ñóùåñòâóåò ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå, ïåðïåíäèêóëÿðíîå
ê íèòè è óáûâàþùåå ñ ðàññòîÿíèåì îò íå¼ ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñòð. 267):

|E′| = 2µ′

r′
, B′ = 0,

ãäå µ = Q/L � çàðÿä, ïðèõîäÿùèéñÿ íà åäèíèöó äëèíû íèòè. Ìàãíèòíîãî
ïîëÿ â ýòîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà íåò (ëåâûé ðèñóíîê):

Ïóñòü òåïåðü íèòü ïåðåìåùàåòñÿ âäîëü îñè x ñî ñêîðîñòüþ v. Òàê êàê
çàðÿäû äâèæóòñÿ, ñóùåñòâóåò òîê I è, ñëåäîâàòåëüíî, ìàãíèòíîå ïîëå
(ñòð. 282). Íèòü ïî-ïðåæíåìó îñòà¼òñÿ çàðÿæåííîé, ïîýòîìó åñòü è ýëåê-
òðè÷åñêîå ïîëå:

|E| = 2µ

r
, |B| = 2I

r
.

Íàéä¼ì, êàê ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ëèíåéíûå ïëîòíîñòè çàðÿäîâ µ, µ′ è
òîê I. Ïîëÿ E è B ïåðïåíäèêóëÿðíû äðóã äðóãó è ñêîðîñòè. Ïîýòîìó
îáðàòíûå ê (5.50) è (5.51) ïðåîáðàçîâàíèÿ èìåþò âèä:

E = γE′, B = γ [v × E′].

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ
ñâÿçü äëÿ óäåëüíûõ çàðÿäîâ íà åäèíèöó äëèíû:

Q

L
= µ = γµ′ =

Q′

L′
√
1− v2

,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî ðàññòîÿíèÿ â ïåðïåíäèêóëÿðíîì ê ñêîðîñòè íàïðàâëåíèè
íå èçìåíÿþòñÿ r′ = r. Ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì
ëîðåíöåâñêîãî ñîêðàùåíèÿ äëèíû. Òàê êàê çàðÿä èíâàðèàíòåí (Q′ = Q),
à ó÷àñòîê íèòè, íà êîòîðîì îí íàõîäèòñÿ, ïðè äâèæåíèè ñîêðàùàåòñÿ
L = L′√1− v2, òî óäåëüíûé çàðÿä äëÿ íåïîäâèæíîãî íàáëþäàòåëÿ áóäåò
óâåëè÷èâàòüñÿ â γ ðàç. Âî ñòîëüêî æå ðàç �ñæèìàþòñÿ� ñèëîâûå ëèíèè,
óâåëè÷èâàÿ íàïðÿæ¼ííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ.
Àíàëîãè÷íî èç âûðàæåíèÿ äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïîëó÷àåòñÿ ñâÿçü òîêà

è ñêîðîñòè çàðÿäîâ äëÿ íåïîäâèæíîãî íàáëþäàòåëÿ:

I = γµ′v = µv =
dQ

dL

dL

dt
=

dQ

dt
.

Òàê è äîëæíî áûòü â ñèëó îïðåäåëåíèÿ òîêà, êàê ñêîðîñòè �ïðîòåêàíèÿ�
çàðÿäà ÷åðåç ñå÷åíèå ïðîâîäíèêà.
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5.7 Ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû

Íàïîìíèì, ÷òî, çàïèñàâ â ïåðâîì ðàçäåëå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíå-
íèÿ, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿåò çàêîí Êóëîíà, ìû ïîëó÷èëè íåñêîëüêî áîëåå
îáùèå çàêîíû, ÷åì èñõîäíàÿ ñèëà Êóëîíà. Óðàâíåíèþ ∇E = 4πQ δ(r)
óäîâëåòâîðÿåò ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íàÿ íàïðÿæ¼ííîñòü ïîëÿ. Îäíàêî
åìó òàêæå óäîâëåòâîðÿåò íàïðÿæ¼ííîñòü äâèæóùåãîñÿ çàðÿäà, íå îá-
ëàäàþùàÿ òàêîé ñèììåòðèåé!

Àíàëîãè÷íà ñèòóàöèÿ è ñ ïîëíîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà. Ïî
ñóòè èõ âûâîäà îíè âûïîëíÿþòñÿ äëÿ íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðîìàãíèòíî-
ãî ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî ñèñòåìîé ðàâíîìåðíî äâèæóùèõñÿ çàðÿäîâ. Îäíà-
êî óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà òàêæå ñîäåðæàò â ñåáå ïðèíöèïèàëüíî íîâûå
êëàññû ðåøåíèé. Òàê, ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå íåò çàðÿäîâ è òîêîâ, òîãäà:

∇E = 0, ∇B = 0,

∇× E = −∂B
∂t

, ∇×B = ∂E
∂t

.

Âòîðàÿ ïàðà óðàâíåíèé çàâèñèò îäíîâðåìåííî è îò ýëåêòðè÷åñêîãî, è
îò ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Åñëè îò ýòèõ óðàâíåíèé âçÿòü ðîòîð, òî ïîëó÷àòñÿ
âîëíîâûå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà, çàâèñÿùèå îòäåëüíî îò E è B:

∂2E

∂t2
−∆E = 0,

∂2B

∂t2
−∆B = 0, (5.54)

ãäå ∆ = ∇2 - îïåðàòîð Ëàïëàñà. Äåéñòâèòåëüíî, íàïðèìåð, ðîòîð îò
ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ∇× E = −∂B/∂t ðàâåí:

∇× [∇× E] = ∇(∇E)− (∇∇)E = −∆E,

ãäå ìû ó÷ëè ðàâåíñòâî íóëþ äèâåðãåíöèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ (ïåðâîå
óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà â ïóñòîòå). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðîòîð îò ïðàâîé
÷àñòè èìååò âèä:

−[∇× ∂B

∂t
] = − ∂

∂t
[∇×B] = −∂2E

∂t2
.

Î÷åâèäíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà â ïóñòîòå è ñëåäóþùèõ
èç íèõ âîëíîâûõ óðàâíåíèé ÿâëÿþòñÿ ïîëÿ, íå çàâèñÿùèå îò êîîðäè-
íàò è âðåìåíè E0 = const, B0 = const. Èõ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ÿâëÿåòñÿ
ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì ïîëåé íåò âîîáùå. Îäíàêî ýòî íå åäèíñòâåííàÿ
âîçìîæíîñòü.
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• Ðàññìîòðèì ðåøåíèå óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà, â êîòîðûõ ýëåêòðè÷å-
ñêîå è ìàãíèòíîå ïîëÿ çàâèñÿò îò ñëåäóþùåé êîìáèíàöèè êîîðäèíàò è
âðåìåíè: u = nr− t, ãäå n - íåêîòîðûé ïîñòîÿííûé âåêòîð:

E = E(u), B = B(u), u = nr− t.

Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíûå ïî êîîðäèíàòàì è âðåìåíè îò j-òîé êîìïîíåíòû
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ:

∇iEj =
∂Ej

∂ri
=

dEj

du

∂u

∂ri
= ni

dEj

du
,

∂Ej

∂t
= −dEj

du
.

Àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïîäñòà-
âèì ýòè ïðîèçâîäíûå â óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà â ïóñòîòå äëÿ äèâåðãåíöèé.
Â ýòîì ñëó÷àå ∇E = ∇iEi, ãäå ïî i�ñóììà îò 1 äî 3. Ïîýòîìó âûøå íåîá-
õîäèìî ïîëîæèòü i = j è ïðîñóììèðîâàòü. Â ðåçóëüòàòå:

d(nE)

du
= 0,

d(nB)

du
= 0.

Òàê êàê âåêòîð n ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé åãî ìîæíî âíåñòè ïîä çíàê ïðî-
èçâîäíîé. Àíàëîãè÷íî äëÿ ðîòîðîâ:

d

du
([n× E]−B) = 0,

d

du
([n×B] + E) = 0.

Èíòåãðèðóÿ ýòè óðàâíåíèÿ ïî u è îïóñêàÿ êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ, êî-
òîðûå ñîîòâåòñòâóþò ïîñòîÿííûì ñîñòàâëÿþùèì ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàã-
íèòíîãî ïîëåé, ïîëó÷àåì:

nE = 0, nB = 0, B = n× E, E = −n×B.

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñâÿçÿìè, íàêëàäûâàåìûìè íà âåêòîðû E, B,
n, êîòîðûå íåîáõîäèìû äëÿ âûïîëíåíèÿ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà. Ïîäñòàâ-
ëÿÿ òðåòüå ñîîòíîøåíèå â ÷åòâ¼ðòîå:

E = −n× [n× E] = −n(nE) + n2E = n2E,

ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî âåêòîð n äîëæåí áûòü åäèíè÷íûì n2 = 1.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèé Ìàêñ-
âåëëà â ïóñòîòå:

B = n× E, nE = 0, n2 = 1, (5.55)

â êîòîðîì ôóíêöèÿ íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E ìîæåò ïðî-
èçâîëüíûì îáðàçîì çàâèñåòü îò u = nr − t è âåêòîðû E, B, n âçàèìíî
ïåðïåíäèêóëÿðíû äðóã äðóãó.
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• Ðàçáåð¼ìñÿ ñ ôèçè÷åñêèì ñìûñëîì ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ. Íàïðàâèì
îñü z âäîëü âåêòîðà n òàê, ÷òî nr = z, à îñü x âäîëü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ
ïåðïåíäèêóëÿðíî n. Ìàãíèòíîå ïîëå ïåðïåíäèêóëÿðíî ýëåêòðè÷åñêîìó
è ëåæèò âäîëü îñè y. Ïóñòü ôóíêöèÿ E(u) ïðè u = 0 èìååò ìàêñèìóì.
Íèæå íà ëåâîì ðèñóíêå èçîáðàæåíî çíà÷åíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â
òî÷êàõ, íàõîäÿùèõñÿ â ïëîñêîñòè (z, y), â ìîìåíò âðåìåíè t:

Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ýòîò ìàêñèìóì E(u) = E(z− t) ïåðåìåùàåòñÿ âäîëü
îñè z (ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðà n) ñ åäèíè÷íîé ñêîðîñòüþ, êîòîðàÿ â
ïðèíÿòîé íàìè ñèñòåìå åäèíèö ñîîòâåòñòâóåò ñêîðîñòè ñâåòà. Îáðàòèì
âíèìàíèå, ÷òî íà ëåâîì ðèñóíêå âåêòîðû E è B èçîáðàæåíû äëÿ òî÷åê,
ëåæàùèõ íà îñè z. Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå E íå çàâèñèò îò x è y è, âîîáùå
ãîâîðÿ, ïðè îáû÷íîì ñîãëàøåíèè äîëæíî ðèñîâàòüñÿ ïàðàëëåëüíûìè ëè-
íèÿìè â ïëîñêîñòè (x, y), ãóñòîòà êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò íàïðÿæåííîñòè
ïîëÿ. Íà ïðàâîì ðèñóíêå âûøå ñäåëàíà ïîïûòêà òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.
Òàêèì îáðàçîì, äàííîå ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíîðîäíîå (ïðè

ôèêñèðîâàííîì z) ïîëå ñ îäèíàêîâîé íàïðÿæåííîñòüþ âî âñåé ïëîñêîñòè
(x, y). Ïîýòîìó ïîäîáíûé êëàññ ðåøåíèé íàçûâàåòñÿ ïëîñêèìè âîëíàìè.
Ñêîðîñòü ïåðåìåùåíèÿ îáëàñòè ñãóùåíèÿ íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ íàçûâà-
åòñÿ ôàçîâîé ñêîðîñòüþ.
Âàæíûé êëàññ ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ ïëîñêèõ âîëí ïîëó÷àåòñÿ, êîãäà

ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè u. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó-
÷àé ëèíåéíîé ïîëÿðèçàöèè:

E = E0 cos(ωt− kr+ ϕ0), B = [n× E0] cos(ωt− kr+ ϕ0).

Ïîñòîÿííûé âåêòîð E0 îïðåäåëÿåò àìïëèòóäó êîëåáàíèé è îäíîâðåìåí-
íî çàäà¼ò íàïðàâëåíèå, âäîëü êîòîðîãî ïðîèñõîäèò êîëåáàíèå. Âòîðàÿ
êîíñòàíòà ϕ0 � ñäâèã ôàçû, âîçíèêàþùèé ïðè âûáîðå òîãî èëè èíîãî
íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ ïîëÿ ïðè t = 0 (íå ïóòàòü ñ ïîòåíöèàëîì φ !).
Íàêîíåö, âåêòîð k íàçûâàåòñÿ âîëíîâûì âåêòîðîì, à ω � êðóãîâîé ÷à-

ñòîòîé. ×òîáû ïîëó÷èëîñü ðåøåíèå ñ u = nr − t, ÷àñòîòà è âîëíîâîé
âåêòîð äîëæíû áûòü ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

k = ω n,

ãäå n � åäèíè÷íûé âåêòîð, çàäàþùèé íàïðàâëåíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåê-
òðîìàãíèòíîé âîëíû. Âûðàæåíèå ωt− kr íàçûâàåòñÿ ôàçîé.
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Íàðèñóåì ïëîñêóþ âîëíó â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè (ñëåâà, t = 0) è â
äàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà (ñïðàâà, kr = const), ñ ϕ0 = 0:

Ìîäóëü âîëíîâîãî âåêòîðà ñâÿçàí ñ äëèíîé âîëíû λ, à êðóãîâàÿ ÷àñòîòà
� ñ ÷àñòîòîé êîëåáàíèé ν (èëè ïåðèîäîì T = 1/ν) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

|k| = 2π

λ
, ω = 2πν, λν = 1.

Êàæäûé �ãðåáåíü� ïëîñêîé ìîíîõðîìàòè÷åñêîé ëèíåéíî-ïîëÿðèçîâàííîé
âîëíû ïåðåìåùàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà.
Ðàññìîòðèì òåïåðü íåñêîëüêî áîëåå îáùèé âàðèàíò ïîëÿðèçàöèè. Îñü

z ñíîâà íàïðàâèì âäîëü âåêòîðà k. Â ýòîì ñëó÷àå ýëåêòðè÷åñêîå è ìàã-
íèòíîå ïîëÿ áóäóò ëåæàòü â ïëîñêîñòè (x, y). Íàïðèìåð, E = (Ex, Ey, 0).
Ïóñòü ïî êàæäîé êîìïîíåíòå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ñîâåðøàåò ãàðìîíè÷å-
ñêèå êîëåáàíèÿ ñ àìïëèòóäàìè a è b ñëåäóþùåãî âèäà:

Ex = a cos(ωt− kr+ ϕ0), Ey = b sin(ωt− kr+ ϕ0).

Â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà ϕ0 − kr = const âåêòîð E ñîâåð-
øàåò äâèæåíèÿ ïî ýëëèïñó ñ êðóãîâîé ÷àñòîòîé ω:

E2
x

a2
+

E2
y

b2
= 1.

Òàêàÿ ïîëÿðèçàöèÿ íàçûâàåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîé. Åñëè a = ±b, òî ýòî,
ñîîòâåòñòâåííî, êðóãîâàÿ ïîëÿðèçàöèÿ. Ïðè ýëëèïòè÷åñêîé èëè êðóãî-
âîé ïîëÿðèçàöèè âåêòîð íàïðÿæ¼ííîñòè îïèñûâàåò â ïðîñòðàíñòâå ñïè-
ðàëü, íàïðàâëåíèå �âêðó÷èâàíèÿ� êîòîðîé çàâèñèò îò çíàêîâ àìïëèòóä a
è b. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ñìîòðèì íàâñòðå÷ó ðàñïðîñòðàíåíèþ âîëíû.
Åñëè ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ïîâîðà÷èâàåòñÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, òî òàêàÿ
âîëíà íàçûâàåòñÿ ëåâîïîëÿðèçîâàííîé, åñëè ïðîòèâ, òî ïðàâîïîëÿðèçî-

âàííîé.
Âîîáùå ãîâîðÿ, îñè êîîðäèíàò x, y ìîãëè áûòü âûáðàíû íå âäîëü ãëàâ-

íûõ ïîëóîñåé ýëëèïñà. Â ýòîì ñëó÷àå êîëåáàíèÿ âäîëü êàæäîé îñè èìåëè
áû ðàçëè÷íûå ôàçû, ðàçíîñòü êîòîðûõ ñîîòâåòñòâîâàëà áû óãëó ïîâîðî-
òà ýëëèïñà â ïëîñêîñòè (x, y).
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Ïîäûòîæèì ïðåäûäóùèå ðàçäåëû. Ìû íà÷àëè ñ çàêîíà Êóëîíà è ôîð-
ìàëüíî ââåëè ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå êàê ñèëó, äåéñòâóþùóþ íà åäèíè÷íûé
ïðîáíûé çàðÿä. Ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî çàðÿä ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé õà-
ðàêòåðèñòèêîé ÷àñòèöû è èìååò îäèíàêîâîå çíà÷åíèå íåçàâèñèìî îò ñêî-
ðîñòè äâèæåíèÿ. Çàòåì ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà áûëî ïîëó-
÷åíî âûðàæåíèå äëÿ ñèëû, äåéñòâóþùåé íà ïðîáíûé çàðÿä ñî ñòîðîíû
äâèæóùåãîñÿ ñî ñêîðîñòüþ v çàðÿäà Q. Ýòà ñèëà åñòåñòâåííûì îáðà-
çîì ðàçáèëàñü íà äâà ñëàãàåìûõ, â êîòîðûõ ìû, îïÿòü æå ôîðìàëüíî,
âûäåëèëè äâå âåêòîðíûå ôóíêöèè - ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå E è ìàãíèòíîå
ïîëå B. Ìû äîáàâèëè åù¼ îäíî ïðåäïîëîæåíèå ïîä íàçâàíèåì �ïðèíöèï
ñóïåðïîçèöèè�: ñèëû, äåéñòâóþùèå íà ïðîáíûé çàðÿä ñî ñòîðîíû ñèñòå-
ìû çàðÿäîâ (èìåþùèõ ðàçëè÷íûå è ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå ñêîðîñòè),
îêàçûâàþò íåçàâèñèìîå âîçäåéñòâèå è âåêòîðíî ñêëàäûâàþòñÿ.
Â ðåçóëüòàòå âûÿñíèëîñü, ÷òî ôóíêöèè E è B óäîâëåòâîðÿþò ïðî-

ñòûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì Ìàêñâåëëà, êîòîðûå, àíàëîãè÷íî
çàêîíó Ãàóññà â ýëåêòðîñòàòèêå, çàâèñÿò òîëüêî îò ïëîòíîñòè çàðÿäà è
òîêà ÷àñòèö. Ðåøèâ ýòè óðàâíåíèÿ è ïîäñòàâèâ èõ â âûðàæåíèå äëÿ ñè-
ëû Ëîðåíöà, ìû ìîæåì íàéòè òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ ïðîáíîãî çàðÿäà â
ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå.
Õîòÿ óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà áûëè âûâåäåíû äëÿ ñèñòåìû ðàâíîìåðíî

äâèæóùèõñÿ çàðÿäîâ, îêàçàëîñü, ÷òî îíè èìåþò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ
äàæå â îòñóòñòâèå çàðÿäîâ. Ïðè ýòîì ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ðàñïðîñòðà-
íÿåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå ñ ôóíäàìåíòàëüíîé ñêîðîñòüþ c. Ìû ñïåöèàëüíî
íå �çàêëàäûâàëè� ïîäîáíûõ ñâîéñòâ ðåøåíèé â óðàâíåíèÿ. Îíè âîçíèêëè
àâòîìàòè÷åñêè.
Îäíàêî îòêóäà â ïóñòîì ïðîñòðàíñòâå âñ¼ æå áåðóòñÿ ýëåêòðîìàãíèò-

íûå âîëíû? ×òîáû ïîíÿòü ýòî íà êà÷åñòâåííîì óðîâíå, âåðí¼ìñÿ ê ðàâ-
íîìåðíî äâèæóùåìóñÿ çàðÿäó è ïîïðîáóåì ðàçîáðàòüñÿ, ÷òî ïðîèñõîäèò
ñ åãî ïîëåì ïðè èçìåíåíèè ñêîðîñòè çàðÿäà. Ïóñòü äî ìîìåíòà âðåìåíè
t = 0 çàðÿä â ñèñòåìå S äâèãàëñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v. Ñîîòâåò-
ñòâåííî, â ñâÿçàííîé ñ íèì ñèñòåìå S ′ ñóùåñòâîâàëî òîëüêî ýëåêòðè÷å-
ñêîå ïîëå â âèäå ñèììåòðè÷íîãî ¼æèêà ñèëîâûõ ëèíèé. Â ñèñòåìå S åæèê
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ âûãëÿäèò ñïëþñíóòûì, à êðîìå ýòîãî, ñóùåñòâóåò
ìàãíèòíîå ïîëå. Ñèëîâûå ëèíèè ýòèõ ïîëåé ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ ïå-
ðåìåùàþòñÿ ìèìî íàáëþäàòåëåé â S.
Â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 çàðÿä, â ðåçóëüòàòå âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ,

ðåçêî îñòàíàâëèâàåòñÿ. ×òî áóäåò ïðîèñõîäèòü ñ åãî ýëåêòðè÷åñêèì è
ìàãíèòíûì ïîëÿìè?
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Ìû çíàåì, ÷òî ëþáîå äâèæåíèå íå ìîæåò ïðîèñõîäèòü áûñòðåå ôóí-
äàìåíòàëüíîé ñêîðîñòè. Ýòî æå îòíîñèòñÿ è ê òåìïó ðàñïðîñòðàíåíèÿ â
ïðîñòðàíñòâå èçìåíåíèÿ ïîëÿ, âîçíèêøåãî â ðåçóëüòàòå òîðìîæåíèÿ çà-
ðÿäà. Òàê êàê ïðè t > 0 çàðÿä â ñèñòåìå îòñ÷¼òà S íåïîäâèæåí, âîêðóã
íåãî äîëæíî èñ÷åçíóòü ìàãíèòíîå ïîëå, à ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå äîëæíî
ñòàòü ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûì. Îäíàêî ñðàçó âî âñ¼ì ïðîñòðàíñòâå
ýòî ïðîèçîéòè íå ìîæåò. Âîêðóã çàðÿäà ñ ôóíäàìåíòàëüíîé ñêîðîñòüþ
c = 1 ðàñøèðÿåòñÿ ñôåðà, âíóòðè êîòîðîé E = Qr/r3, B = 0. Ñíàðóæè
ýòîé ñôåðû âñ¼ îñòàëîñü áåç èçìåíåíèé. Åñòü è ìàãíèòíîå, è ñïëþñíó-
òîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå. Èõ ñèëîâûå ëèíèè ïðîäîëæàþò äâèãàòüñÿ â
ïðîñòðàíñòâå, õîòÿ çàðÿä óæå îñòàíîâèëñÿ.
Íèæå íàðèñîâàíû ïîñëåäîâàòåëüíûå êàðòèíêè ñ ðàâíûì øàãîì ïî âðå-

ìåíè, èçîáðàæàþùèå ýòîò ïðîöåññ. Ñêîðîñòü çàðÿäà äî îñòàíîâêè áûëà
ðàâíà v = 0.96. Òî÷êà èçîáðàæàåò �ôàíòîìíîå� ïîëîæåíèå çàðÿäà, ò.å.
ýòî öåíòð óäàë¼ííûõ ñèëîâûõ ëèíèé, êîòîðûå ïðîäîëæàþò äâèãàòüñÿ.
Òàê êàê ñêîðîñòü �ôàíòîìà� âåëèêà, îí ëèøü íåìíîãî îòñòà¼ò îò ñôå-
ðè÷åñêîãî ôðîíòà �ðàñïðîñòðàíåíèÿ èíôîðìàöèè� îá îñòàíîâêå çàðÿäà
(ïîêàçàíà òîëüêî âåðõíÿÿ ÷àñòü ñèëîâûõ ëèíèé):

Ñèëüíûé èçëîì ëèíèé âîçíèêàåò èç-çà �ìãíîâåííîñòè� îñòàíîâêè çàðÿ-
äà. Â ðåàëüíîñòè, åñòåñòâåííî, èçëîìà íå áóäåò è ñèëîâûå ëèíèè ïîñëå
íà÷àëà òîðìîæåíèÿ áóäóò èçãèáàòüñÿ ïëàâíåå. Îäíàêî â ëþáîì ñëó÷àå â
îêðåñòíîñòè ñôåðè÷åñêîãî ôðîíòà ïðîèñõîäèò ñãóùåíèå ñèëîâûõ ëèíèé.
Îíè ïî÷òè ïåðïåíäèêóëÿðíû íàïðàâëåíèþ ðàñøèðåíèÿ ïîëÿ, ïîýòîìó
ìû èìååì äåëî ñî ñôåðè÷åñêè ðàñïðîñòðàíÿþùèìñÿ ñãóùåíèåì ïîïåðå÷-

íîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Ýòî ñãóùåíèå óâåëè÷èâàåòñÿ â íàïðàâëåíèè
áûâøåãî äâèæåíèÿ çàðÿäà. Ñíàðóæè âîêðóã ñôåðû, ïåðïåíäèêóëÿðíî
ýëåêòðè÷åñêèì ñèëîâûì ëèíèÿì, â âèäå îêðóæíîñòåé ïåðåìåùàþòñÿ â
ïðîñòðàíñòâå ñèëîâûå ëèíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ.
Â ðåçóëüòàòå çàðÿä ïðè îñòàíîâêå êàê áû �ñáðàñûâàåò� ñ ñåáÿ ÷àñòü

ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, êîòîðîå �ïî èíåðöèè� ïðîäîëæàåò äâèãàòüñÿ
âïåð¼ä â âèäå ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû, ïîëó÷èâ ïðàâî íà ñàìîñòîÿòåëü-
íîå ñóùåñòâîâàíèå. Äàæå åñëè çàðÿä èñ÷åçàåò (íàïðèìåð, â ðåçóëüòàòå
àííèãèëÿöèè îòðèöàòåëüíîãî ýëåêòðîíà è ïîëîæèòåëüíîãî ïîçèòðîíà),
òî åãî ïîëå (ñèëîâîå âîçäåéñòâèå íà ïðîáíûå ÷àñòèöû) áóäåò ïðîäîëæàòü
ïåðåìåùàòüñÿ â ïðîñòðàíñòâå.
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Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî íå âñåãäà ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ðàñïðîñòðà-
íÿåòñÿ ñ ôóíäàìåíòàëüíîé ñêîðîñòüþ (ñêîðîñòüþ ñâåòà). Ýòî ïðîèñõî-
äèò, íàïðèìåð, ïðè ðàñøèðåíèè ñôåðè÷åñêîãî ôðîíòà ïîñëå îñòàíîâêè
çàðÿäà. Â òî æå âðåìÿ óäàë¼ííûå ñèëîâûå ëèíèè îò �ôàíòîìíîãî� çàðÿ-
äà äâèæóòñÿ â ïðîñòðàíñòâå ñî ñêîðîñòüþ çàðÿäà â ïðîøëîì, êîòîðàÿ,
åñòåñòâåííî, ìåíüøå ôóíäàìåíòàëüíîé.
Ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ �èíôîðìàöèÿ� îá èçìåíåíèè ñêî-

ðîñòè çàðÿäîâ. Îíà �ñòàíîâèòñÿ èçâåñòíîé� â óäàë¼ííûõ òî÷êàõ òîëü-
êî ÷åðåç âðåìÿ, ðàâíîå ðàññòîÿíèþ îò çàðÿäà ê ýòîé òî÷êå, äåë¼ííîìó
íà ñêîðîñòü ñâåòà. Ôàêòè÷åñêè ýòî òðåáîâàíèå îêàçàëîñü �çàëîæåííûì�
â óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà, î ÷¼ì ñâèäåòåëüñòâóåò íàëè÷èå ðåøåíèé, ðàñ-
ïðîñòðàíÿþùèõñÿ ñ ôóíäàìåíòàëüíîé ñêîðîñòüþ. Îäíàêî ýòîãî ìîãëî
è íå ïðîèçîéòè, åñëè áû çàêîí Êóëîíà èìåë îòëè÷íîå îò 1/r2 ïîâåäå-
íèå. Â ýòîì ñëó÷àå â óðàâíåíèÿõ ýëåêòðîìàãíåòèçìà ïîÿâèëèñü áû äî-
ïîëíèòåëüíûå ñëàãàåìûå, êîòîðûå èçìåíèëè áû âîëíîâîå óðàâíåíèå. Â
ðåçóëüòàòå ñêîðîñòü ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí îêàçàëàñü áû ìåíüøå ôóí-
äàìåíòàëüíîé. Òàêèì îáðàçîì, ñêîðîñòü ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû òåñíî
ñâÿçàíà ñ ôîðìîé ñòàòè÷åñêîãî çàêîíà âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó äâóìÿ
çàðÿäàìè (ñì. òàêæå ñòð. 435).
Åù¼ îäèí âàæíûé ìîìåíò, íà êîòîðûé ñòîèò îáðàòèòü âíèìàíèå. Óðàâ-

íåíèÿ Ìàêñâåëëà, çàïèñàííûå âûøå, ôàêòè÷åñêè áûëè âûâåäåíû äëÿ
ñèñòåìû çàðÿäîâ, äâèæóùèõñÿ ñ ïîñòîÿííûìè ñêîðîñòÿìè. Â ñèëó ïðèí-
öèïà ñóïåðïîçèöèè ýòè ñêîðîñòè ìîãóò èìåòü ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ â ðàç-
ëè÷íûõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà. Îäíàêî îíè ïîñòîÿííû. Â äàëüíåéøåì ìû
áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà ñïðàâåäëèâû è â òîì ñëó-
÷àå, êîãäà çàðÿäû äâèæóòñÿ ñ ïåðåìåííîé ñêîðîñòüþ, Íàïðèìåð, òàêèì
áûë ðåçêî òîðìîçÿùèé çàðÿä, ðàññìîòðåííûé âûøå. Äðóãèìè ñëîâàìè,
â ïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ïðèñóòñòâóþò òîëüêî ñêîðîñòè
çàðÿäîâ, ñîçäàþùèõ ïîëå (â âåêòîðå òîêà), íî íå èõ óñêîðåíèÿ. Ýòî ïðî-
ñòåéøàÿ ôîðìà óðàâíåíèé, è îïðàâäàíà îíà ìîæåò áûòü ýêñïåðèìåíòàìè.
×àñòî, ñëåäóÿ èñòîðè÷åñêîìó ïóòè, óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà çàïèñûâà-

þò, êàê îáîáùåíèå ìíîæåñòâà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ çàêîíîâ, îòêðûòûõ â
18-19 âåêàõ. Çàòåì èç óðàâíåíèé ýëåêòðîìàãíåòèçìà �ïîëó÷àþò� òåîðèþ
îòíîñèòåëüíîñòè. Òàêîé ïóòü âïîëíå ïðèåìëåì, è ëþáàÿ ïðàâèëüíî ïî-
ñòðîåííàÿ òåîðèÿ êîíêðåòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñîäåðæèò â ñåáå è îáùèå
ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè. Îäíàêî â ýòîé êíèãå ìû èñïîëüçóåì
îáðàòíûé ïóòü, òàê êàê òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè ìîæåò áûòü âûâåäåíà èç
äîñòàòî÷íî îáùèõ è ïðîñòûõ ïîñòóëàòîâ. Ïîñëå òîãî, êàê îíà ïîñòðîåíà,
ìîæíî àíàëèçèðîâàòü ÷àñòíûå òåîðèè, ïîäîáíûå ýëåêòðîäèíàìèêå.
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Ïåðå÷èñëèì åù¼ ðàç èñõîäíûå ïîñòóëàòû, ëåæàùèå â îñíîâå ýëåêòðî-
äèíàìèêè:

1) Ñïðàâåäëèâ çàêîí Êóëîíà äëÿ íåïîäâèæíîãî çàðÿäà F = qQr/r3.

2) Çàðÿä ÷àñòèöû îäèíàêîâ äëÿ âñåõ íàáëþäàòåëåé Q′ = Q.

3) Âûïîëíÿåòñÿ ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè: ñèëîâûå âîçäåéñòâèÿ íà ïðîá-
íûé çàðÿä ñî ñòîðîíû ðàçëè÷íûõ çàðÿäîâ âåêòîðíî ñóììèðóþòñÿ.

4) Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ ýëåêòðîìàãíèò-
íîãî ïîëÿ íå çàâèñÿò îò óñêîðåíèé çàðÿäîâ, ñîçäàþùèõ ýòî ïîëå.

Åñòåñòâåííî, ïðåäïîëàãàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé è òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè.
Ìîæíî çàäàòü âîïðîñ: �Ðåàëüíû ëè ýëåêòðîìàãíèòíûå ïîëÿ?�. Â ïðèí-

öèïå, ìû ìîæåì îòêàçàòüñÿ îò ïîëåâîãî îïèñàíèÿ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö,
îïåðèðóÿ òîëüêî èõ êîîðäèíàòàìè. Îäíàêî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, êîòî-
ðûì äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ýòè ÷àñòèöû, ñòàíîâÿòñÿ î÷åíü ñëîæíûìè. Â
÷àñòíîñòè, ÷òîáû ïðåäñêàçàòü ïîâåäåíèå ÷àñòèö, íàì íåîáõîäèìî çíàòü
íå òîëüêî èõ íà÷àëüíûå êîîðäèíàòû è ñêîðîñòè, à, âîîáùå ãîâîðÿ, âñþ
ïðåäûäóùóþ èñòîðèþ èõ äâèæåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ñ òî÷êè çðåíèÿ ïî-
ëåâîãî ïîäõîäà óñêîðåííî äâèæóùèåñÿ ÷àñòèöû èçëó÷àþò ýëåêòðîìàã-
íèòíûå âîëíû, êîòîðûå âîçäåéñòâóþò íà äðóãèå ÷àñòèöû. Òå, â ñâîþ î÷å-
ðåäü, èçëó÷àþò âîëíû, êîòîðûå äåéñòâóþò íà èñõîäíûå ÷àñòèöû, è ò.ä.
Òàêèì îáðàçîì, â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè â ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò äî-
ñòàòî÷íî ñëîæíàÿ êîíôèãóðàöèÿ ïîëÿ, çàâèñÿùàÿ îò âñåé ïðåäûñòîðèè,
êîòîðàÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ñèëîé Ëîðåíöà äåéñòâóåò íà ÷àñòèöû. Ïîýòîìó,
îòêàçàâøèñü îò ïîëåé, ìû âûíóæäåíû áóäåì äëÿ ñèëû çàïèñàòü î÷åíü
çàìûñëîâàòîå âûðàæåíèå. Âìåñòî ýòîãî ñ÷èòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì ïðîñòîå
óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (ñèëà Ëîðåíöà). Äëÿ åãî ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî çíàòü
òîëüêî íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü è ïîëîæåíèå ÷àñòèöû. Ïëàòîé ñëóæèò íåîá-
õîäèìîñòü çàäàíèÿ íà÷àëüíîé êîíôèãóðàöèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ âî
âñ¼ì ïðîñòðàíñòâå è, äëÿ îïèñàíèÿ åãî äèíàìèêè, ðåøåíèå óðàâíåíèé
Ìàêñâåëëà.
Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îïèñàíèå âçàèìîäåéñòâèÿ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö

óïðîñòèëîñü, íåîáõîäèìî ââåñòè íîâóþ ñóùíîñòü - ýëåêòðîìàãíèòíîå ïî-
ëå. Âñÿ ôèçèêà, â êîíå÷íîì ñ÷¼òå, ñòðîèòñÿ íà îñíîâå ââåäåíèÿ ðàçëè÷-
íûõ ìîäåëüíûõ ñóùíîñòåé, ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå êîòîðûõ ïîçâîëÿåò
äåëàòü íåêîòîðûå ïðåäñêàçàíèÿ. Åñëè ââåäåíèå äàííîãî îáúåêòà ïðèâî-
äèò ê ìàòåìàòè÷åñêîìó óïðîùåíèþ òåîðèè, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòè
îáúåêòû äåéñòâèòåëüíî ñóùåñòâóþò êàê ñàìîñòîÿòåëüíûå ñóùíîñòè. Â
ýòîì ñìûñëå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå òàê æå ðåàëüíî, êàê è äèâàí, íà
êîòîðîì ïèøóòñÿ ýòè ñòðîêè.
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5.8 Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ

• Çàêîí ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà (ñòð. 277) � íå åäèíñòâåííûé çàêîí ñîõðàíå-
íèÿ, êîòîðûé ñîäåðæàò â ñåáå óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà. Ââåä¼ì ñëåäóþùèå
âåëè÷èíû:

W =
E2 +B2

8π
, P =

[E×B]

4π
. (5.56)

Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ îò W ïî âðåìåíè, çàìåíèâ çàòåì ïðîèçâîäíûå
ïîëåé ïðè ïîìîùè óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ∂E/∂t = [∇ × B] − 4πj è
∂B/∂t = −[∇× E] :

∂W

∂t
=

1

4π

(
E
∂E

∂t
+B

∂B

∂t

)
=

E[∇×B]−B[∇× E]

4π
− Ej.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âû÷èñëÿÿ äèâåðãåíöèþ âåêòîðà P êàê ïðîèçâîäíóþ
ïðîèçâåäåíèÿ, èìååì:

4π∇P = ∇[E×B] = B[∇× E]− E[∇×B].

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè îò W , ïîëó÷àåì
óðàâíåíèå, êîòîðîå íàçûâàþò òåîðåìîé Ïîéíòèíãà:

∂W

∂t
+ Ej+∇P = 0. (5.57)

Äëÿ âûÿñíåíèÿ åãî ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà çàïèøåì èíòåãðàëüíóþ ôîðìó
ýòîãî óðàâíåíèÿ, ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî ïðîèçâîëüíîìó îáú¼ìó:

d

dt

∫
W dV +

∫
Ej dV = −

∮
P dS,

ãäå â ïðàâîé ÷àñòè ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåîðåìîé Ãàóññà. Ðàññìîòðèì
òî÷å÷íûå çàðÿäû, íàõîäÿùèõñÿ â òî÷êàõ r1, ..., rn âíóòðè îáú¼ìà:

j(r) =
n∑

k=1

ukqkδ(r− rk),

ãäå uk - ñêîðîñòè çàðÿäîâ qk. Â ðåçóëüòàòå èíòåãðàë îò Ej:∫
Ej dV =

n∑
k=1

qk ukE(rk)

ñâîäèòñÿ ê ñóììå ñêîðîñòåé çàðÿäîâ, óìíîæåííûõ íà íàïðÿæ¼ííîñòü
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â òî÷êå, ãäå îíè íàõîäÿòñÿ.
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Çàïèøåì ñèëó Ëîðåíöà, êîòîðàÿ äåéñòâóåò íà êàæäûé çàðÿä:

F = qE+ q[u×B].

Òàê êàê ìàãíèòíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñèëû ïåðïåíäèêóëÿðíà ñêîðîñòè, ïðî-
èçâåäåíèå u íà ñèëó îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì, è ïðî-
èçâîäíàÿ ýíåðãèè äâèæåíèÿ E = m/

√
1− u2 çàðÿäà ïî âðåìåíè ðàâíà:

dE
dt

= uF = quE.

Â ðåçóëüòàòå èíòåãðàëüíàÿ âåðñèÿ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ (5.57) èìååò âèä:

d

dt

{∫
W dV +

n∑
k=1

Ek

}
= −

∮
P dS. (5.58)

Åñëè çàðÿäû ñîñðåäîòî÷åíû â íåêîòîðîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà è ïîëÿ íà
áåñêîíå÷íîñòè ðàâíû íóëþ, òî ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî âñåìó ïðîñòðàí-
ñòâó ïðàâàÿ ÷àñòü (ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë) áóäåò ðàâíà íóëþ, è∫

E2 +B2

8π
dV +

n∑
k=1

Ek = const.

Ýòî óðàâíåíèå ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíî, êàê çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåð-
ãèè, â êîòîðîì ïåðâîå ñëàãàåìîå ÿâëÿåòñÿ ýíåðãèåé ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîëÿ, à âòîðîå � ñóììàðíîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé çàðÿæåííûõ ÷àñòèö.
Âåëè÷èíó W åñòåñòâåííî íàçâàòü ïëîòíîñòüþ ýíåðãèè ýëåêòðîìàãíèòíî-
ãî ïîëÿ. Åñëè îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ êîíå÷íà, òî ïîâåðõíîñòíûé èí-
òåãðàë îò P â îáùåì ñëó÷àå îòëè÷åí îò íóëÿ. Åãî ìîæíî, àíàëîãè÷íî
çàêîíó ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà, ñ÷èòàòü ïîòîêîì ýíåðãèè ýëåêòðîìàãíèòíî-
ãî ïîëÿ, óõîäÿùåé èç îáú¼ìà (èëè, íàîáîðîò, òóäà ïîïàäàþùåé). Ñîîò-
âåòñòâåííî, P � ýòî ïëîòíîñòü ïîòîêà. Îíà òàêæå íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì
Óìîâà-Ïîéíòèíãà èëè ïëîòíîñòüþ èìïóëüñà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Çàìåòèì, ÷òî äî ñèõ ïîð ìû ðàçëè÷àëè çàðÿäû, ñîçäàþùèå ïîëå è
ïðîáíûå çàðÿäû, êîòîðûå â ýòîì ïîëå äâèæóòñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì ñèëû
Ëîðåíöà, íå èñêàæàÿ çíà÷åíèÿ ïîëåé. Ïðè èíòåðïðåòàöèè çàêîíà ñîõðà-
íåíèÿ ìû îáúåäèíèëè ýòè äâà âèäà çàðÿäîâ, ñ÷èòàÿ, ÷òî çàðÿäû, âõîäÿ-
ùèå â âèäå ρ è j â óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà, îäíîâðåìåííî ïîäâåðæåíû ñèëå
Ëîðåíöà ñî ñòîðîíû ïîëåé, ñîçäàâàåìûõ âñåìè çàðÿäàìè. Èíà÷å ãîâîðÿ,
ïîëå, ñîçäàâàåìîå äàííûì çàðÿäîì, ìîæåò äåéñòâîâàòü íà ýòîò æå çàðÿä.
Êàê ìû óâèäèì ãëàâå 7, òàêîå �ñàìîäåéñòâèå� ïðèâîäèò ê îïðåäåë¼ííûì
òðóäíîñòÿì.
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• Íàéä¼ì åù¼ îäèí çàêîí ñîõðàíåíèÿ. Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì ÷àñòíóþ
ïðîèçâîäíóþ èìïóëüñà ïîëÿ:

∂P

∂t
=

1

4π

(
∂E

∂t
×B+ E× ∂B

∂t

)
= −B× [∇×B] + E× [∇× E]

4π
− j×B,

ãäå ñíîâà ïîäñòàâëåíû ïðîèçâîäíûå ïîëåé èç óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà. Âîñ-
ïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì òîæäåñòâîì, ïðîâåðÿåìûì ðàñêðûòèåì äâîéíîãî
âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (lH43):

E× [∇× E] = ∇
(
E2

2

)
−∇i(EiE) + E(∇E). (5.59)

Â ïðàâîé ÷àñòè èíäåêñîì i ïîìå÷åíî, êàêèå âåêòîðû ó÷àñòâóþò â ñêà-
ëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè (ïî i ñóììà îò 1 äî 3). Òàêîå æå âûðàæåíèå ïî-
ëó÷èòñÿ è äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Çàïèøåì j-þ ïðîåêöèþ óðàâíåíèÿ äëÿ
∂P/∂t è ïîäñòàâèì â íåãî òîæäåñòâî (5.59). Çàòåì, ïðè ïîìîùè ñèìâîëà
Êðîíåêåðà, çàïèøåì ∇j = ∇iδij. Â ðåçóëüòàòå, îáúåäèíåíèå ïåðâûõ äâóõ
ñëàãàåìûõ èç êàæäîãî òîæäåñòâà ïðèâåä¼ò ê âûðàæåíèþ ∇iσij, ãäå:

σij = δij W − EiEj +BiBj

4π

íàçûâàåòñÿ òåíçîðîì ïîòîêà èìïóëüñà. Èñïîëüçóÿ îñòàâøèåñÿ óðàâíå-
íèÿ Ìàêñâåëëà ∇E = 4πρ è ∇B = 0, ïîëó÷àåì:

∂Pj

∂t
+∇iσij + ρEj + [j×B]j = 0. (5.60)

Ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî âñåìó îáú¼ìó ñëàãàåìîå ñ ∇iσij ïðåâðàùàåòñÿ â
ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë è îáðàùàåòñÿ â íîëü (åñëè ïîëÿ íà áåñêîíå÷íî-
ñòè íóëåâûå). Ðàññìàòðèâàÿ, êàê è âûøå, äëÿ ïëîòíîñòè çàðÿäà è òîêà
ñóììó äåëüòà-ôóíêöèé òî÷å÷íûõ ÷àñòèö, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ (èíäåêñ
k íóìåðóåò ÷àñòèöû, à íå êîìïîíåíòû âåêòîðîâ):

d

dt

∫
P dV +

n∑
k=1

qi{E(rk) + uk ×B(rk)} = 0.

Ïîä çíàêîì ñóììû íàõîäèòñÿ ñèëà Ëîðåíöà. Åñëè ìû ñíîâà �ðàçðåøàåì�
ïîëÿì âîçäåéñòâîâàòü íà çàðÿäû, êîòîðûå ýòè ïîëÿ ñîçäàþò, òî âìåñòî
ñèëû Ëîðåíöà ìîæíî çàïèñàòü ïðîèçâîäíóþ èìïóëüñà êàæäîé ÷àñòèöû
ïî âðåìåíè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèé çàêîí ñîõðàíåíèÿ:∫

P dV +
n∑

k=1

pk = const. (5.61)

Îí èìååò åñòåñòâåííóþ èíòåðïðåòàöèþ ñîõðàíåíèÿ ñóììàðíîãî èìïóëüñà
ïîëÿ è çàðÿäîâ, êîòîðûå â í¼ì íàõîäÿòñÿ.
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• Òðåòèé çàêîí, êîòîðûé ìû ðàññìîòðèì, ñâÿçàí ñ ñîõðàíåíèåì ìî-
ìåíòà èìïóëüñà. Óìíîæèì óðàâíåíèå (5.60) âåêòîðíî íà ðàäèóñ-âåêòîð.
Â ñëàãàåìîì ∇iσij ýòîò âåêòîð ìîæíî âíåñòè ïîä îïåðàòîð íàáëà. Äåé-
ñòâèòåëüíî, çàïèñûâàÿ ïðè ïîìîùè ñèìâîëà Ëåâè-×åâèòû â èíäåêñíîì
âèäå âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå, èìååì:

εjpqxp∇iσiq = εjpq∇i(xpσiq)− εjpqσiq∇ixp.

Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ðàâíî íóëþ, òàê êàê ∇ixp = δip, è ñâ¼ðòêà ñ ñèìâî-
ëîì Êðîíåêåðà äà¼ò εjiqσiq. Òåíçîð σiq ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì, à εjiq �
àíòèñèììåòðè÷íûì. Èõ ñâ¼ðòêà áóäåò ðàâíà íóëþ (ñòð. 763). Òàêèì îáðà-
çîì, ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèé äèôôåðåíöèàëüíûé çàêîí ñîõðàíåíèÿ:

∂[r×P]j
∂t

+∇i(εjqpxqσip) + [r× (ρE+ j×B)]j = 0.

Ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî âñåìó îáú¼ìó âòîðîå ñëàãàåìîå âûðàæàåòñÿ ÷å-
ðåç ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë îò εjqpxqσip dSi. Åñëè ïîëÿ íà áåñêîíå÷íîñòè
óáûâàþò áûñòðåå, ÷åì 1/r3, ýòîò èíòåãðàë ðàâåí íóëþ. Ïåðåõîäÿ, êàê è
âûøå, ê ñèñòåìå òî÷å÷íûõ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé çà-
êîí ñîõðàíåíèÿ ∫

[r×P] dV +
n∑

k=1

[rk × pk] = const. (5.62)

Ïåðâûé ÷ëåí ÿâëÿåòñÿ ìîìåíòîì èìïóëüñà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, à
âòîðîé � ñóììàðíûì ìîìåíòîì èìïóëüñà ñèñòåìû çàðÿæåííûõ ÷àñòèö.
Òàêèì îáðàçîì, ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ìîæåò ïåðåíîñèòü ýíåðãèþ,

èìïóëüñ è ìîìåíò èìïóëüñà, ìåíÿÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ìåõàíè÷åñêèå õà-
ðàêòåðèñòèêè çàðÿæåííûõ ÷àñòèö. Åñòåñòâåííî, òàêîå æå âëèÿíèå ñóùå-
ñòâóåò è â îáðàòíóþ ñòîðîíó.
Âî âñåõ òð¼õ çàêîíàõ ñîõðàíåíèÿ ïðèñóòñòâóþò ïîëåâûå âêëàäû è

âêëàäû îò çàðÿäîâ. Ïî ñìûñëó ïîëó÷åíèÿ ýòèõ çàêîíîâ çàðÿäû íå ÿâ-
ëÿþòñÿ �ïðîáíûìè�, òàê êàê ïëîòíîñòè çàðÿäà è òîêà âçÿòû èç ïðàâûõ
÷àñòåé óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà. Ýòî òå çàðÿäû, êîòîðûå ïîëÿ ñîçäàþò. Ïî-
ëåâûå ÷àñòè äàþò, íàïðèìåð, âåëè÷èíó ïîòåðè ýíåðãèè, èìïóëüñà è ìî-
ìåíòà èìïóëüñà çàðÿäîì ïðè èçëó÷åíèè èì ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû. Åñ-
ëè æå ìû õîòèì ïîëó÷èòü âîçäåéñòâèå âíåøíåãî ïîëÿ íà ïðîáíûé çàðÿä,
íåîáõîäèìî äîáàâëÿòü ê âíåøíåìó ïîëþ ïîëå ñàìîãî çàðÿäà, èíà÷å îí íå
�ïîÿâèòñÿ� â çàêîíå ñîõðàíåíèÿ. Èãíîðèðîâàíèå ýòîãî ôàêòà ïðèâîäèò
ê îøèáî÷íîìó âûâîäó î ñîõðàíåíèè ýíåðãèè çàðÿäîâ â ýëåêòðîñòàòè÷å-
ñêîì ïîëå èëè îòñóòñòâèè äàâëåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû íà çàðÿä,
äâèæóùèéñÿ â ïîëå òàêîé âîëíû.
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• Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ñëó÷àé ñòàòè÷åñêîãî ðàñïîëîæåíèÿ
çàðÿäîâ. Ðàíåå, ÷òîáû ââåñòè ïîíÿòèå ïîëÿ, ìû îòëè÷àëè çàðÿä, ñîçäàþ-
ùèé ñèëó (ïîëå), îò ïðîáíîãî çàðÿäà, íà êîòîðûé ýòà ñèëà äåéñòâóåò. Â
ðåàëüíîñòè âñå çàðÿäû ðàâíîïðàâíû, è ïîäîáíûé ìåòîä ÿâëÿåòñÿ èäåà-
ëèçàöèåé, ñïðàâåäëèâîé, êîãäà �ïðîáíûé� çàðÿä ìíîãî ìåíüøå çàðÿäîâ,
�ñîçäàþùèõ� ïîëå.

Åñëè çàðÿäû îäíîãî ïîðÿäêà, òî îíè ðàâíîïðàâíî âçàèìîäåéñòâóþò
äðóã ñ äðóãîì ïðè ïîìîùè ñèëû Êóëîíà. Íàïðèìåð, ÷òîáû ñáëèçèòü äâà
ïîëîæèòåëüíûõ çàðÿäà, íåîáõîäèìî ïðèëîæèòü óñèëèå (çàòðàòèòü ýíåð-
ãèþ). Ýòà ýíåðãèÿ îêàæåòñÿ �çàïàñ¼ííîé� â ýòîé ñèñòåìå. Åñëè çàðÿäû
�îòïóñòèòü�, îíè ðàçëåòÿòñÿ, è ýíåðãèÿ ïåðåéä¼ò â ýíåðãèþ èõ äâèæåíèÿ.

Çàôèêñèðóåì âñå çàðÿäû, êðîìå îäíîãî (�k-òîãî�). Òîãäà åãî äâèæå-
íèå âî âíåøíåì ïîëå õàðàêòåðèçóåòñÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé Qkφ(rk)
(ñòð. 269), ãäå rk � ïîëîæåíèå çàðÿäà, à φ(r) � ïîòåíöèàë, ñîçäàâàåìûé
îñòàëüíûìè çàðÿäàìè. Ýòî òà ýíåðãèÿ, êîòîðóþ íåîáõîäèìî çàòðàòèòü,
÷òîáû ïåðåìåñòèòü çàðÿä èç áåñêîíå÷íîñòè â òî÷êó rk. Ïóñòü â ïðîñòðàí-
ñòâå óæå íàõîäèòñÿ çàðÿä Q1. Ïðèáëèçèì ê íåìó Q2 è �çàôèêñèðóåì� îáà
çàðÿäà. Çàòåì ê íèì äîáàâèì Q3, è ò.ä. Ýíåðãèÿ, çàòðà÷èâàåìàÿ íà ôîð-
ìèðîâàíèå âñåé ñèñòåìû çàðÿäîâ, áóäåò ðàâíà:

U = Q2
Q1

r12
+Q3

(Q1

r13
+

Q2

r23

)
+ ... =

1

2

∑
i̸=j

QiQj

rij
,

ãäå rij = |ri − rj|. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî â ñóììå (ïåðâîå ðàâåíñòâî) ïå-
ðåáèðàþòñÿ ïî îäíîìó ðàçó âñå âîçìîæíûå ïàðû çàðÿäîâ: (1,2); (1, 3);
(2, 3), è ò.ä. Ýòî â êîìïàêòíîì âèäå çàïèñàíî â âèäå ïîñëåäíåé ñóììû.
Ñèìâîë i ̸= j îçíà÷àåò, ÷òî ñóììèðîâàíèå âåä¼òñÿ ïî äâóì èíäåêñàì i, j
çà èñêëþ÷åíèåì èõ ñîâïàäàþùèõ çíà÷åíèé. Â òàêîé ñóììå ïàðû áóäóò
äóáëèðîâàòüñÿ [ò.å. âñòðå÷àåòñÿ (1,2) è (2,1)], ïîýòîìó ïîñòàâëåí ìíîæè-
òåëü 1/2.

Íàéä¼ì ýòó æå ýíåðãèþ, èíòåãðèðóÿ âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè (5.8).
Òàê êàê ìàãíèòíîãî ïîëÿ íåò, â ñòàòè÷åñêîì ñëó÷àå E = −∇φ, ïîýòîìó
ñóììàðíàÿ ýíåðãèÿ ïîëÿ ðàâíà:

U =

∫
E2

8π
dV = −

∫
E∇φ

8π
dV =

∫
φ∇E

8π
dV =

1

2

∫
φρ dV,

ãäå âûïîëíåíî èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì ∇(φE) = E∇φ+φ∇E (â ïðåä-
ïîëîæåíèè, ÷òî ïîëÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ïî òåîðåìå Ãàóññà äîñòàòî÷íî
áûñòðî óáûâàþò è èíòåãðàë îò ∇(φE) ðàâåí íóëþ) è ïîäñòàâëåíî óðàâ-
íåíèå Ìàêñâåëëà ∇E = 4πρ.
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Çàïèñûâàÿ äëÿ òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ ïëîòíîñòü ρ(r) =
∑

Qkδ(r − rk),
ïîëó÷èì:

U =
1

2

∑
k

Qk φ(rk) 7→
1

2

∑
i̸=j

QiQj

rij
.

Çàìåòèì, ÷òî íà ñàìîì äåëå ñóììèðîâàíèå äîëæíî ïðîèçâîäèòüñÿ ïî
âñåì i, j, à íå òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà i ̸= j. Äåéñòâèòåëüíî, â âûðàæå-
íèå äëÿ φ(rk) âõîäèò îáùèé ïîòåíöèàë, ñîçäàâàåìûé âñåìè çàðÿäàìè, â
ò.÷. è k-òûì çàðÿäîì. Ïîýòîìó âûøå ìû ïîñòàâèëè íå çíàê ðàâåíñòâà, à
ñòðåëî÷êó. Â ðåçóëüòàòå òàêîãî ïåðåõîäà ìû îòáðîñèëè áåñêîíå÷íûå (íî
ïîñòîÿííûå, ò.å. íå çàâèñÿùèå îò ïîëîæåíèÿ çàðÿäîâ) ÷ëåíû ñàìîäåé-
ñòâèÿ òèïà Q1Q1/|r1 − r1|, ò.ê. ýíåðãèÿ âñåãäà îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ
äî êîíñòàíòû. Òåì íå ìåíåå, íå î÷åíü õîðîøî, ÷òî ýòà êîíñòàíòà ïîëó-
÷èëàñü áåñêîíå÷íîé. Ïðîáëåìó ñàìîäåéñòâèÿ è ïîäîáíûõ áåñêîíå÷íîñòåé
ìû ïîäðîáíî ðàññìîòðèì â ãëàâå 7.

Àíàëîãè÷íî ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé ýíåðãèè ìîæíî âû÷èñëèòü ýíåðãèþ
ïîñòîÿííûõ òîêîâ â ìàãíèòîñòàòèêå:

U =

∫
B2

8π
dV =

∫
B[∇×A]

8π
dV =

∫
A[∇×B]

8π
dV =

1

2

∫
Aj dV,

ãäå èñïîëüçîâàíî òîæäåñòâî∇(A×B) = B[∇×A]−A[∇×B] (äèâåðãåí-
öèÿ ∇(A×B) äà¼ò ïî òåîðåìå Ãàóññà ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë, ðàâíûé
íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè äëÿ óáûâàþùèõ ïîëåé). Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå
ïîäñòàâëåíî óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà ∇×B = 4πj ìàãíèòîñòàòèêè. Ó÷èòû-
âàÿ ðåøåíèå äëÿ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà (5.30), ñòð. 284, ýíåðãèþ ìîæíî
ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

U =
1

2

∫
j(r1)j(r2)

|r1 − r2|
d3r1d

3r2.

Åñëè ïîñòîÿííûå òîêè òåêóò â íàáîðå èç n òîíêèõ çàìêíóòûõ ïðîâîä-
íèêîâ (j dV 7→ Idr), òî ýíåðãèþ ìîæíî òàêæå ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì
âèäå:

U =
1

2

n∑
k=1

Ik

∫
Lk

Adr =
1

2

n∑
k=1

Ik

∫
Sk

[∇×A]dS =
1

2

n∑
k=1

IkΦk,

ãäå ïðèìåíåíà òåîðåìà Ñòîêñà è Φk � ïîòîê ìàãíèòíîãî ïîëÿ ÷åðåç ïî-
âåðõíîñòü, íàòÿíóòóþ íà k-é çàìêíóòûé ïðîâîäíèê ñ òîêîì. Â ÷àñòíîñòè,
ýíåðãèÿ îäíîãî çàìêíóòîãî ïðîâîäíèêà ðàâíà U = IΦ/2.
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• Ðàññìîòðèì òåïåðü ïëîñêóþ ýëåêòðîìàãíèòíóþ âîëíó (ñòð. 302), ðàñ-
ïðîñòðàíÿþùóþñÿ âäîëü åäèíè÷íîãî âåêòîðà n:

B = n× E, nE = 0, E(r, t) = E(nr− t).

Ïëîòíîñòü ýíåðãèè è èìïóëüñà òàêîé âîëíû ðàâíû:

W =
E2 +B2

8π
=

E2

4π
, P =

E×B

4π
= n

E2

4π
,

ãäå ïîäñòàâëåíî B è ó÷òåíî, ÷òî nE = 0. Çàìåòèì, ÷òî ìåæäó ïëîòíî-
ñòÿìè ýíåðãèè è èìïóëüñà âîëíû âûïîëíÿåòñÿ ñòàíäàðòíàÿ ñâÿçü äëÿ
ýíåðãèè è èìïóëüñà ÷àñòèöû, äâèæóùåéñÿ ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà:

P = nW.

Åñëè âîëíà ïàäàåò íà ïîâåðõíîñòü, òî ýòà ïîâåðõíîñòü èñïûòûâàåò ñâå-
òîâîå äàâëåíèå, âîçíèêàþùåå â ðåçóëüòàòå ïîãëîùåíèÿ (èëè îòðàæåíèÿ)
ïîâåðõíîñòüþ èìïóëüñà ïîëÿ. Ýêñïåðèìåíòàëüíî ñâåòîâîå äàâëåíèå áû-
ëî âïåðâûå èçìåðåíî Ï. Í. Ëåáåäåâûì â 1899 ã. Îíî î÷åíü ìàëåíüêîå.
Òàê, èíòåíñèâíîñòü ñîëíå÷íîãî ñâåòà íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè ñîñòàâëÿåò
îêîëî J =1000 Âò/ì2. Ñèëà F ðàâíà îòíîøåíèþ èçìåíåíèÿ èìïóëüñà
çà âðåìÿ ∆t, ïîýòîìó ñâåòîâîå äàâëåíèå íà çåðêàëî (ïîëíîå îòðàæåíèå)
ïëîùàäüþ S ñîñòàâëÿåò (âîññòàíîâëåíà ñêîðîñòü ñâåòà c):

P =
F

S
=

∆p

S∆t
=

2p

S∆t
=

2E/c

S∆t
=

2J

c
≈ 2 · 103Âò/ì2

3 · 108 ì/ñ
≈ 7 · 10−6 Í

ì2
.

Òàêîå æå äàâëåíèå îêàæåò ñòàëüíàÿ ãèðüêà ìàññîé 7 ìèëëèãðàììîâ, åñëè
å¼ óäàñòñÿ �ðàñêàòàòü� â ïëàñòèíó ðàçìåðîì ìåòð íà ìåòð.
Ìîìåíò èìïóëüñà âîëíû (íåçàâèñèìî îò å¼ ïîëÿðèçàöèè) íå íàïðàâëåí

âäîëü âîëíîâîãî âåêòîðà. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê âåêòîð P ïàðàëëåëåí
n, âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå r×P áóäåò ïåðïåíäèêóëÿðíî n. Ïëîòíîñòü ìî-
ìåíòà èìïóëüñà öèðêóëèðóåò ïî îêðóæíîñòÿì â ïëîñêîñòÿõ, ïåðïåíäèêó-
ëÿðíûõ n. Åñëè âû÷èñëèòü ïîëíûé ìîìåíò, ïðîèíòåãðèðîâàâ ïëîòíîñòü
ïî öèëèíäðó ñ îñüþ âäîëü n, òî ïîëó÷èòñÿ íîëü. Ýòîò ôàêò íàçûâàþò
ïðîáëåìîé ìîìåíòà èìïóëüñà ïëîñêîé âîëíû. Ïðîáëåìà ñîñòîèò â òîì,
÷òî äëÿ ïîëÿðèçîâàííîé ïî êðóãó âîëíû îáû÷íî îæèäàþò ïîëó÷èòü îò-
ëè÷íûé îò íóëÿ ìîìåíò èìïóëüñà. Íàïðèìåð, íà êâàíòîâîì óðîâíå òàêàÿ
âîëíà ÿâëÿåòñÿ ïîòîêîì ïîëÿðèçîâàííûõ ôîòîíîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ
íåñ¼ò ñïèí ~. Îäíî èç âîçìîæíûõ ðåøåíèé ýòîé ïðîáëåìû ñîñòîèò â ïå-
ðåõîäå îò ïëîñêîé âîëíû ê áîëåå ðåàëèñòè÷íûì îãðàíè÷åííûì ïó÷êàì,
èíòåíñèâíîñòü ïîëÿ êîòîðûõ ïîñòåïåííî ñíèæàåòñÿ ïðè óäàëåíèè îò ëè-
íèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ. Ïðèìåð ðàñ÷¼òà ìîìåíòà èìïóëüñà ïîëÿ òàêîãî
ïó÷êà áóäåò äàí íåñêîëüêî ïîçæå (ñòð. 334).



ÇÀÊÎÍ ÊÓËÎÍÀ 317

• Â ñâÿçè ñ çàêîíàìè ñîõðàíåíèÿ ñäåëàåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé. Ïðî-
ñòåéøèé ïîäõîä ê ðåøåíèþ ýëåêòðîäèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ âûãëÿäèò ñëåäó-
þùèì îáðàçîì. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî åñòü íåêîòîðûå çàäàííûå çàðÿäû è
òîêè, êîòîðûå ñîçäàþò ïîëå (åãî íàõîäÿò, ðåøàÿ óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà).
Êðîìå ýòîãî, ñóùåñòâóþò ïðîáíûå çàðÿäû, êîòîðûå â ýòîì ïîëå äâèæóò-
ñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì ñèëû Ëîðåíöà. Èõ äâèæåíèå íå èçìåíÿåò âíåøíåãî
ïîëÿ, à ñàìè çàðÿäû íå èçëó÷àþò. Íåñìîòðÿ íà èñêóññòâåííîñòü ïîäîáíî-
ãî àëãîðèòìà, îí ïîçâîëÿåò òî÷íî ðåøèòü ìíîãèå çàäà÷è è îêàçûâàåòñÿ
íåïëîõèì ïåðâûì ïðèáëèæåíèåì ê ðåàëüíîñòè.
Ïðè ïîëó÷åíèè çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ áûë ðàññìîòðåí íåñêîëüêî áîëåå

îáùèé ïîäõîä, â êîòîðîì çàðÿäû îäíîâðåìåííî ñîçäàâàëè ïîëå è áûëè
ïîäâåðæåíû åãî âîçäåéñòâèþ. Â ñîâìåñòíûõ çàêîíàõ ñîõðàíåíèÿ ïîëÿ è
çàðÿäîâ ÷àñòü ýíåðãèè (èìïóëüñà èëè ìîìåíòà èìïóëüñà) ïîëÿ ïåðåäà¼ò-
ñÿ çàðÿäàì. Ñàìî ïîëå ïðè ýòîì äîëæíî òåðÿòü ýíåðãèþ. Ïðè ðåøåíèè
çàäà÷è î ïîâåäåíèè ïðîáíîãî çàðÿäà, íàïðèìåð, â ïîëå ýëåêòðîìàãíèò-
íîé âîëíû ýòîãî íå ïðîèñõîäèò. Âíåøíåå äëÿ íåãî ïîëå îñòà¼òñÿ áåç èç-
ìåíåíèé è íå òåðÿåò ýíåðãèþ, êîòîðàÿ �ïåðåäà¼òñÿ� çàðÿäó. Ïîýòîìó íà
ïðîáíûé çàðÿä ñâåòîâàÿ âîëíà íå îêàçûâàåò äàâëåíèÿ, òî÷íåå, çàêîí ñî-
õðàíåíèÿ èìïóëüñà ïîëÿ + çàðÿäà â ýòîì ñëó÷àå íåïðèìåíèì.
Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ìîæíî ïðèìåíÿòü, êîãäà íåò ðàçäåëåíèÿ íà ïðîá-

íûå çàðÿäû è âíåøíåå ïîëå. Ïóñòü ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà ïîãëîùàåòñÿ
ïëàñòèíêîé èç íåêîòîðîãî ìàòåðèàëà. Êàê è �ïîëîæåíî� äëÿ çàêîíîâ ñî-
õðàíåíèÿ, ìîæíî íå ðàññìàòðèâàòü äåòàëè âçàèìîäåéñòâèÿ âîëíû è ïëà-
ñòèíêè, ïîäñ÷èòàâ âåëè÷èíû, âõîäÿùèå â (5.58), (5.62), (5.61) äî è ïîñëå
âçàèìîäåéñòâèÿ. Íà ìèêðîóðîâíå ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîé
âîëíû ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî çàðÿäû ïëàñòèíêè èñïûòûâàþò âîçäåéñòâèå ñî
ñòîðîíû âîëíû è íà÷èíàþò èçëó÷àòü. Ýòî èçëó÷åíèå �ãàñèò� èñõîäíóþ
âîëíó, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïðîèñõîäèò å¼ ïîãëîùåíèå. Â ýòîì ñëó÷àå â çà-
êîíå ñîõðàíåíèÿ �ïîñëå âçàèìîäåéñòâèÿ� äîëæíû ñòîÿòü íàïðÿæ¼ííîñòè
íå ïàäàþùåé âîëíû, à ñóììàðíîãî ïîëÿ, âîçíèêàþùåãî â ðåçóëüòàòå ñëî-
æåíèÿ ïîëÿ èñõîäíîé âîëíû è âòîðè÷íûõ âîëí îò çàðÿäîâ ïëàñòèíû.
Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â êàæäîì çàêîíå ñîõðàíåíèÿ ïðèñóòñòâóþò ïî-

âåðõíîñòíûå ÷ëåíû èëè äèâåðãåíöèè â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå. Ñî-
õðàíÿþùóþ âåëè÷èíó ìû ïîëó÷àåì, êîãäà îòáðàñûâàåì ýòè ÷ëåíû ïðè
èíòåãðèðîâàíèè ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó. Îäíàêî ïîäîáíîå äåéñòâèå íå äà-
¼ò íàì îòâåòà íà âîïðîñ, êàê ïî ïðîñòðàíñòâó ðàñïðåäåëåíà, íàïðèìåð,
ýíåðãèÿ ïîëÿ. Ñ ýòèì âîïðîñîì òåñíî ñâÿçàíà ïðîáëåìà íåîäíîçíà÷íî-
ñòè âûáîðà ïëîòíîñòåé ñîõðàíÿþùèõñÿ âåëè÷èí. Ìû âåðí¼ìñÿ ê ýòèì
âîïðîñàì â ãëàâå 7.
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5.9 Ïîòåíöèàëû ïîëÿ

• Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà ñîñòîÿò èç äâóõ ïàð óðàâíåíèé. Îäíà ïàðà
(çàêîí Ãàóññà äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ è çàêîí Ôàðàäåÿ) íå çàâèñèò îò ïëîò-
íîñòè çàðÿäà è òîêà. Ïîýòîìó âîçìîæíî ñðàçó ïîñòðîèòü ðåøåíèå ýòèõ
óðàâíåíèé. Íà÷í¼ì ñ çàêîíà Ãàóññà. Òàê êàê äèâåðãåíöèÿ ðîòîðà ðàâíà
íóëþ, èç ðàâåíñòâà íóëþ äèâåðãåíöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñëåäóåò:

∇B = 0 <=> B = ∇×A,

ãäåA íàçûâàåòñÿ âåêòîðíûì ïîòåíöèàëîì. Çàìåòèì, ÷òî ñòðåëêà ñëåäî-
âàíèÿ íàïðàâëåíà â îáå ñòîðîíû. Ñëåäîâàíèå ñïðàâà íàëåâî ïðîâåðÿåòñÿ
ïðîñòî (∇[∇×A] = [∇×∇]A=0). Îáðàòíîå ñëåäîâàíèå òðåáóåò, âîîáùå
ãîâîðÿ, óáûâàíèÿ ïîëåé íà áåñêîíå÷íîñòè [1].

Âîçüì¼ì åù¼ îäíî óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà, â êîòîðîì íåò çàðÿäîâ (çàêîí
ýëåêòðîìàãíèòíîé èíäóêöèè Ôàðàäåÿ). Ïðè ïîìîùè âåêòîðíîãî ïîòåí-
öèàëà åãî ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

∇× E+
∂B

∂t
= ∇×

(
E+

∂A

∂t

)
= 0.

Àíàëîãè÷íî äèâåðãåíöèè, åñëè ðîòîð íåêîòîðîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ðàâåí
íóëþ, òî ýòî ïîëå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ãðàäèåíò ñêàëÿðíîé ôóíêöèè. Â
îäíó ñòîðîíó ýòî óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíî. Ìîæíî ïî-
êàçàòü, ÷òî îíî ñïðàâåäëèâî è â îáðàòíóþ ñòîðîíó [1]. Òàêèì îáðàçîì,
ðåøåíèå äâóõ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà äëÿ äèâåðãåíöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ
è ðîòîðà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ÷åòûðå ôóíêöèè: ñêà-
ëÿðíûé ïîòåíöèàë φ è òðè êîìïîíåíòû âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà A:

E = −∇φ− ∂A

∂t
, B = ∇×A. (5.63)

Ðåøåíèÿ äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëÿ, âûðàæåííûå ÷åðåç
ñêàëÿðíûé è âåêòîðíûé ïîòåíöèàëû, ìîæíî ïîäñòàâèòü â îñòàâøóþñÿ
ïàðó óðàâíåíèé ∇E = 4πρ è ∇×B = 4πj+ ∂E/∂t:

∂2 φ− ∂

∂t

(∂φ
∂t

+∇A
)
= 4πρ, ∂2A+∇

(∂φ
∂t

+∇A
)
= 4πj, (5.64)

ãäå ∂2 � äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð Ä'Àëàìáåðà:

∂2 =
∂2

∂t2
−∆,

à ∆ = ∇2 - êàê îáû÷íî, îïåðàòîð Ëàïëàñà. Óðàâíåíèÿ (5.64) âìåñòå ñ
îïðåäåëåíèÿìè (5.63) ýêâèâàëåíòíû èñõîäíûì óðàâíåíèÿì Ìàêñâåëëà.
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• Ââåäåííûå âûøå ïîòåíöèàëû îïðåäåëåíû íåîäíîçíà÷íî. Òî÷íåå, åñ-
ëè ïðîâåñòè ñëåäóþùèå çàìåíû:

A 7→ A+∇f, φ 7→ φ− ∂f

∂t
, (5.65)

ãäå f - ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ êîîðäèíàò è âðåìåíè, òî çíà÷åíèÿ ýëåê-
òðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé (5.63) íå èçìåíÿòñÿ. Ïðîâåðèì ýòî äëÿ
íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ:

E = −∇φ− ∂A

∂t
7→ −∇

(
φ− ∂f

∂t

)
− ∂

∂t

(
A+

∇f

∂t

)
= E,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè è êîîðäèíàòàì (∇)
ìîãóò áûòü ïåðåñòàâëåíû ìåñòàìè. Ïîäîáíàÿ íåîäíîçíà÷íîñòü ïîçâîëÿåò
íàëîæèòü íà ïîòåíöèàëû äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå:

∂φ

∂t
+∇A = 0, (5.66)

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ êàëèáðîâêîé Ëîðåíöà. Ðàçáåð¼ìñÿ, ïî÷åìó ýòî ìîæíî
ñäåëàòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äàííîìó ýëåêòðè÷åñêîìó è ìàãíèòíîìó ïîëþ
ñîîòâåòñòâóþò ïîòåíöèàëû, êîòîðûå íå óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó óñëîâèþ.
Òî÷íåå, â ïðàâîé ÷àñòè êàëèáðîâî÷íîãî óñëîâèÿ îêàçûâàåòñÿ íå íîëü, à
íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ g = g(r, t). Òîãäà, ïðîâåäÿ çàìåíû ïîòåíöèàëîâ, ïðè
ïîìîùè ôóíêöèè f , êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ∂2f = g, ìîæíî
äîáèòüñÿ ðàâåíñòâà íóëþ êàëèáðîâî÷íîãî óñëîâèÿ Ëîðåíöà:

∂

∂t

(
φ− ∂f

∂t

)
+∇(A+∇f) =

∂φ

∂t
+∇A− ∂2f = g − ∂2f = 0.

Èòàê, áåç íàðóøåíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ (5.66).
Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ (5.64) äëÿ ïîòåíöèàëîâ ïðèíèìàþò ïðîñòîé
âèä:

∂2 φ = 4πρ, ∂2A = 4πj. (5.67)

Â îòñóòñòâèå çàðÿäîâ (ρ = 0, j = 0) ýòè óðàâíåíèÿ ñòàíîâÿòñÿ âîëíîâûìè
óðàâíåíèÿìè äëÿ ñêàëÿðíîé φ è âåêòîðíîé A ôóíêöèé.

Åñëè ââåñòè 4-âåêòîðû ïîòåíöèàëà Aα = {φ, A} è òîêà jα = {ρ, j},
òî ýòè äâà óðàâíåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü, êàê îäíî:

∂2Aα = 4πjα. (5.68)

Åñòåñòâåííî, óðàâíåíèé íà ñàìîì äåëå 4, òàê êàê èõ íåîáõîäèìî ðàñïè-
ñûâàòü îòäåëüíî äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû ν = 0, 1, 2, 3.
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• Âûÿñíèì, êàê ïðåîáðàçóþòñÿ ïîòåíöèàëû ïîëÿ ïðè ñìåíå èíåðöèàëü-
íîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà. Äëÿ ýòîãî íàì ïîòðåáóåòñÿ çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ
äëÿ ïðîèçâîäíûõ. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f = f(t, r) êîîðäèíàò è âðåìåíè
íåêîòîðîãî ñîáûòèÿ, íàáëþäàåìîãî èç ñèñòåìû S. Â ñèëó ïðåîáðàçîâàíèé
Ëîðåíöà îíà òàêæå çàâèñèò îò êîîðäèíàò è âðåìåíè ýòîãî æå ñîáûòèÿ â
ñèñòåìå S ′. Ïîýòîìó f = f

(
t(t′, r′), r(t′, r′)

)
. Âîçüì¼ì ïðîèçâîäíûå, êàê

ïðîèçâîäíûå ñëîæíîé ôóíêöèè (r = {x, y, z} = {x1, x2, x3}):

∂f

∂t′
=

∂f

∂t

∂t

∂t′
+

∂f

∂xj

∂xj
∂t′

,
∂f

∂x′i
=

∂f

∂t

∂t

∂x′i
+

∂f

∂xj

∂xj
∂x′i

. (5.69)

Ïî èíäåêñó j êîìïîíåíò ðàäèóñ-âåêòîðà xj ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðî-
âàíèå îò 1 äî 3. Çàïèñàâ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà (ñì. (5.12),
ñòð. 270, ñ v 7→ −v):

t = γ (t′ + vr′), r = r′ + γvt′ + Γv(vr′),

íåñëîæíî íàéòè ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîèçâîäíûå:

∂t

∂t′
= γ,

∂xi
∂t′

=
∂t

∂x′i
= γvi,

∂xj
∂x′i

= δij + Γ vivj,

ãäå δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Îáîçíà÷èì ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè, êàê
∂0 = ∂/∂t, à äëÿ ïðîèçâîäíîé ïî êîîðäèíàòàì â âåêòîðíîì âèäå áóäåì
èñïîëüçîâàòü çíàê íàáëû ∇i = ∂/∂xi. Îïóñêàÿ ôóíêöèþ f , çàïèøåì
ïðåîáðàçîâàíèå ïðîèçâîäíûõ (5.69) â îïåðàòîðíîì âèäå:

∂′
0 = γ (∂0 + v∇), ∇′ = ∇+ γv ∂0 + Γv(v∇). (5.70)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî, â îòëè÷èå îò ïðÿìûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà,
ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ âûãëÿäÿò, êàê îáðàòíûå, õîòÿ â ïðàâîé ÷àñòè ñòîÿò
øòðèõîâàííûå âåëè÷èíû, à â ëåâîé íå � øòðèõîâàííûå. Êàê ìû âèäå-
ëè âî âòîðîé ãëàâå, òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå õàðàêòåðíî äëÿ 4-êîâåêòîðîâ.
Ïîýòîìó îïåðàòîð ïðîèçâîäíîé ÿâëÿåòñÿ êîâåêòîðîì:

∂α =
∂

∂xα
=

{
∂

∂t
, ∇

}
,

ãäå â êîâàðèàíòíûõ îáîçíà÷åíèÿõ êîìïîíåíòû 4-âåêòîðà ñîáûòèÿ îáî-
çíà÷åíû, êàê xα = {t, r}. Íàïîìíèì, ÷òî ó 4-âåêòîðà èíäåêñ íàõîäèòñÿ
âñåãäà ââåðõó, à ó 4-êîâåêòîðà � âíèçó. Äëÿ çàïîìèíàíèÿ ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî ïðè âçÿòèè ïðîèçâîäíîé ∂/∂xα èíäåêñ α ëèøü �ïåðåáèðàåòñÿ� ÷åðåç
çíàê äðîáè, îñòàâàÿñü âíèçó òàê, ÷òî ïîëó÷èâøèéñÿ îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ
4-êîâåêòîðîì ∂α ñ èíäåêñîì âíèçó.
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Çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì ïîòåíöèàëîâ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíè ïðåîáðà-
çóþòñÿ, êàê êîìïîíåíòû 4-âåêòîðà Aν = {φ, A}:

φ′ = γ (φ− vA), A′ = A− γvφ+ Γv(vA). (5.71)

Èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ïîëåé (5.50),(5.51), ñòð. 299, ýòî íåñëîæíî
ïðîâåðèòü. Òàê, íàïðèìåð, ïåðåìíîæàÿ âåêòîðíî (5.70) è (5.71), èìååì:

B′ = ∇′×A′ = ∇×A+γv× (∇ϕ+∂0A)+Γ {(v∇)v×A−v×∇(vA)}.

Ó÷èòûâàÿ òîæäåñòâî: v × [v × [∇ ×A]] = [v × ∇](vA) − (v∇)[v ×A],
ïîëó÷àåìîå ðàñêðûòèåì äâîéíîãî âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ v× [∇×A],
è ñâÿçü ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ ïîòåíöèàëàìè, ïðèõîäèì ê
ïðåîáðàçîâàíèþ äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ (5.51):

B′ = B− γv × E− Γ [v × [v ×B]] = γ (B− v × E)− Γv (vB).

Àíàëîãè÷íûå, ÷óòü áîëåå ãðîìîçäêèå âûêëàäêè ñ ó÷¼òîì γ2 − γΓ = Γ
ïðèâîäÿò ê ïðåîáðàçîâàíèÿì äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ (5.50).
Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ ñòîèò ïðîâåðèòü, ÷òî êàëèáðîâêà Ëîðåíöà

(5.66) èìååò îäèíàêîâûé âèä âî âñåõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà. Â êîâàðèàíòíûõ
îáîçíà÷åíèÿõ óðàâíåíèå êàëèáðîâêè ÿâëÿåòñÿ ñâ¼ðòêîé 4-âåêòîðà Aα è
4-êîâåêòîðà ∂α:

∂αA
α = ∂0A

0 + ∂iA
i =

∂ϕ

∂t
+∇A = 0, (5.72)

ãäå ïîâòîðÿþùèåñÿ ãðå÷åñêèå èíäåêñû ñóììèðóþòñÿ îò 0 äî 3, à ëàòèí-
ñêèå îò 1 äî 3. Àíàëîãè÷íî îïåðàòîð Ä'Àëàìáåðà èìååò îäèíàêîâûé âèä
äëÿ âñåõ íàáëþäàòåëåé, òàê êàê â êîâàðèàíòíûõ îáîçíà÷åíèÿõ îí ðàâåí:

∂2 = ∂α∂
α = gαβ∂α∂β = ∂2

0 − ∂i∂i =
∂2

∂t2
−∆.

Ïîýòîìó óðàâíåíèÿ (5.68) âûãëÿäÿò îäèíàêîâî äëÿ âñåõ íàáëþäàòåëåé,
åñëè âåëè÷èíà jα = (ρ, j) ÿâëÿåòñÿ 4-âåêòîðîì. Ïîêàæåì ýòî, çàïèñàâ
4-òîê ñëåäóþùèì îáðàçîì:

jα = ρ
dxα

dt
= ρ d3x︸ ︷︷ ︸

Q

dxα

d4x
. (5.73)

Ïðè α = 0 ïîëó÷àåì j0 = ρ, èíà÷å ji = j = ρu. Ñìåùåíèå â 4-ïðîñòðàíñòâå
dxα � ýòî 4-âåêòîð. Îáú¼ì 4-ïðîñòðàíñòâà d4x = dt d3x ÿâëÿåòñÿ èí-
âàðèàíòîì, ÷òî ïðîâåðÿåòñÿ íàõîæäåíèåì ÿêîáèàíà îò ïðåîáðàçîâàíèé
Ëîðåíöà (lH44). Íàêîíåö, ρ d

3x � ýòî çàðÿä â ýëåìåíòàðíîì îáú¼ìå, êî-
òîðûé èíâàðèàíòåí â ñèëó ïðèíÿòûõ ïîñòóëàòîâ. Â ðåçóëüòàòå, 4-òîê
îêàçûâàåòñÿ 4-âåêòîðîì.
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•Íàéä¼ì òåïåðü îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèé (5.67) â ñëó÷àå, êîãäà ôóíê-
öèè ïëîòíîñòè çàðÿäà ρ(x, t) è ïëîòíîñòè òîêà j(x, t) çàäàíû. Ñêàëÿðíûé
ïîòåíöèàë â êàëèáðîâêå Ëîðåíöà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ä'Àëàìáåðà:

∂2φ

∂t2
−∆φ = 4πρ,

ãäå ρ = ρ(x, t) � íåêîòîðàÿ çàäàííàÿ ôóíêöèÿ, à φ = φ(x, t) � íåèçâåñò-
íàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðóþ íåîáõîäèìî íàéòè.

Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòî ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå äèôôå-
ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà. Ëè-
íåéíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî åñëè íàì èçâåñòíû äâà åãî ðåøåíèÿ φ1 è φ2, òî,
êàê ëåãêî âèäåòü, èõ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ C1φ1 +C2φ2, ãäå Ci � ïðîèç-
âîëüíûå êîíñòàíòû, òàêæå áóäåò ðåøåíèåì. Îäíîðîäíûì ýòî óðàâíåíèå
ñòàíåò, êîãäà ρ = 0, è òîãäà åãî íàçûâàþò âîëíîâûì óðàâíåíèåì.

Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ íåîáõîäèìî çàäàòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ. Òàê
êàê â í¼ì åñòü ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè âòîðîãî ïîðÿäêà, ïîòðåáóåòñÿ
äâå ôóíêöèè êîîðäèíàò: ñîáñòâåííî φ(x, 0) è çíà÷åíèå å¼ ïðîèçâîäíîé
ïî âðåìåíè ∂φ(x, 0)/∂t â íà÷àëüíûé ìîìåíò t = 0. Îáùåå ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ Ä'Àëàìáåðà ìîæåò áûòü çàïèñàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

φ = φ0(x, t) + φ1(x, t),

ãäå φ0(x, t) � îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (ρ = 0), à φ1(x, t)
� ëþáîå ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (ρ ̸= 0). Îáùåå ðå-
øåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ îáåñïå÷èò âûïîëíåíèå ïðîèçâîëüíûõ íà-
÷àëüíûõ óñëîâèé, à ÷àñòíîå ðåøåíèå � ñîáñòâåííî âûïîëíåíèå ñàìîãî
óðàâíåíèÿ.

Ïîïðîáóåì óãàäàòü âèä ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ, à çàòåì ïðîâåðèì åãî ïîä-
ñòàíîâêîé â óðàâíåíèå. Åñëè áû ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè íå áûëî, âìåñòî
óðàâíåíèÿ Ä'Àëàìáåðà ïîëó÷èëîñü áû óðàâíåíèå Ïóàññîíà:

∆φ = −4πρ.

Åãî ðåøåíèå ìû óæå çàïèñûâàëè â ýëåêòðîñòàòèêå, êàê ñóììó (èíòåãðàë)
ïî ýëåìåíòàðíûì çàðÿäàì, ñîçäàþùèì êóëîíîâñêèé ïîòåíöèàë:

φ(x) =

∫
ρ(r)

|x− r|
d3r

ãäå d3r = dV � ýëåìåíòàðíûé îáú¼ì, ñîîòâåòñòâóþùèé ïåðåìåííîé èí-
òåãðèðîâàíèÿ r. Èíòåãðèðîâàíèå âåä¼òñÿ ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó.
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Åñëè çàäà÷à íåñòàöèîíàðíà è çàðÿäû äâèæóòñÿ, òî èõ ïëîòíîñòü â
äàííîì ýëåìåíòàðíîì îáú¼ìå âñ¼ âðåìÿ èçìåíÿåòñÿ. Îäíàêî èíôîðìà-
öèÿ îá ýòîì èçìåíåíèè äîñòèãàåò òî÷êè íàáëþäåíèÿ ïîëÿ òîëüêî ÷åðåç
âðåìÿ, ðàâíîå ðàññòîÿíèþ |x−r| (åäèíè÷íàÿ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ).
Ïîýòîìó ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïóàñññîíîâñêèé èíòåãðàë îñòà¼òñÿ â ñèëå, îä-
íàêî ïëîòíîñòü çàðÿäà â í¼ì íåîáõîäèìî áðàòü ñ ó÷¼òîì çàïàçäûâàíèÿ â
ïðåäøåñòâóþùèé ìîìåíò âðåìåíè t− |x− r|:

φ(x, t) = φ0(x, t) +

∫
ρ(r, t− |x− r|)

|x− r|
d3r. (5.74)

Ýòî ïðåäïîëîæåíèå îêàçûâàåòñÿ âåðíûì. Óáåäèìñÿ â ýòîì ïðÿìûìè âû-
÷èñëåíèÿìè. Îáîçíà÷èì ðàññòîÿíèå (=âðåìÿ) çàïàçäûâàíèÿ ÷åðåç R =
|x−r|. Ñîîòâåòñòâåííî, R = x−r. Âîçüì¼ì ëàïëàñèàí îò ïîäûíòåãðàëü-
íîãî âûðàæåíèÿ ïî ïåðåìåííîé x (èëè ýêâèâàëåíòíî ïî R) êàê âòîðóþ
ïðîèçâîäíóþ ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé:

∇∇
( ρ

R

)
= ∇

(
∇ρ

R
+ ρ∇ 1

R

)
=

∆ρ

R
− 2(∇ρ)

R

R3
+ ρ∆

1

R
. (5.75)

Âî âòîðîì ñëàãàåìîì ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ó÷òåíî çíà÷åíèå ãðàäèåíòà
∇(1/R) = −R/R3. Ãðàäèåíò è ëàïëàñèàí îò ïëîòíîñòè ðàâíû:

∇ρ = −∂ρ

∂t

∂R

∂x
= −∂ρ

∂t

R

R
, ∆ρ =

∂2ρ

∂t2

(
R

R

)2

− ∂ρ

∂t
∇R

R
=

∂2ρ

∂t2
− ∂ρ

∂t

2

R
.

Ïîäñòàâëÿÿ âñ¼ ýòî â (5.75), ïîëó÷àåì, ÷òî âñå ñëàãàåìûå, êðîìå ρ∆(1/R),
ñîêðàùàþòñÿ. Äëÿ ëàïëàñèàíà îò 1/R ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå:

∆
1

R
= −4πδ(R).

Îíî ñëåäóåò èç çàêîíà Ãàóññà äëÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà ∇E = 4πδ(R) è
ñâÿçè E = −∇φ. Ïîýòîìó îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

∂2φ

∂t2
−∆φ = 4π

∫
ρ(r, t− |x− r|) δ(x− r) d3r = 4πρ(x, t).

Ïðè èíòåãðèðîâàíèè ñ äåëüòà-ôóíêöèåé èíòåãðàë îïóñêàåòñÿ, à ïåðåìåí-
íàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé r = x.
Òàêîå æå ðåøåíèå ìîæíî çàïèñàòü è äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû âåêòîð-

íîãî ïîòåíöèàëà:

A(x, t) = A0(x, t) +

∫
j(r, t− |x− r|)

|x− r|
d3r. (5.76)

Çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëîâ ñ èíäåêñîì �0� ïî îïðåäåëåíèþ óäîâëåòâîðÿþò
îäíîðîäíûì (âîëíîâûì) óðàâíåíèÿì. Îíè îïèñûâàþò îáùèå ðåøåíèÿ â
îòñóòñòâèå çàðÿäîâ.
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5.10 Äèïîëüíîå èçëó÷åíèå

Â ðàçäåëå 5.5 áûëè ïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàã-
íèòíîãî ïîëåé íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò çàðÿäîâ è òîêîâ â ñòàòè÷åñêîì
ñëó÷àå. Ïðîâåä¼ì àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ â ñèòóàöèè, êîãäà òîêè, ïî-
ëîæåíèå çàðÿäîâ, à ñëåäîâàòåëüíî, è íàïðÿæ¼ííîñòü ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîëÿ ìåíÿþòñÿ ñî âðåìåíåì.

Ïóñòü ðàññòîÿíèå îò òî÷êè íàáëþäåíèÿ ïîëåé äî êîìïàêòíîé ñèñòå-
ìû çàðÿäîâ ðàâíî |x|. Òîãäà ëþáûå èçìåíåíèÿ, ïðîèñõîäÿùèå ñ ýòèìè
çàðÿäàìè, áóäóò íàáëþäàòüñÿ â ïðîøëîì, îòäàë¼ííîì îò òåêóùåãî ìî-
ìåíòà íà âðåìÿ |x|/c, ãäå c = 1 � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñêîðîñòü. Íà ñàìîì
äåëå, âñ¼ â ýòîì ìèðå ìû íàáëþäàåì â ïðîøëîì. Ëþáûå ñèãíàëû ðàñïðî-
ñòðàíÿþòñÿ ñî ñêîðîñòüþ, ðàâíîé èëè ìåíüøåé ôóíäàìåíòàëüíîé. ×åì
äàëüøå îò íàñ îáúåêò, òåì áîëåå îòäàë¼ííîå åãî ïðîøëîå ìû âèäèì. Òî,
÷òî ïðîèñõîäèò ñ Ñîëíöåì, ìû óçíà¼ì òîëüêî ÷åðåç 8 ìèíóò, à ñîñåäíþþ
ãàëàêòèêó Àíäðîìåäû ìû âèäèì òàêîé, êàêîé îíà áûëà 2.5 ìèëëèîíà
ëåò íàçàä.

Çàïèøåì ðåøåíèå óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà
(5.74), ñòð. 323:

φ(x, t) =

∫
ρ(r, t− |x− r|)

|x− r|
d3r,

îïóñòèâ ÷àñòü ðåøåíèÿ φ0(x, t) ñâîáîäíûõ óðàâíåíèé. Ðàçëîæèì â ðÿä
ðàññòîÿíèå îò ýëåìåíòàðíîãî îáú¼ìà d3r äî òî÷êè íàáëþäåíèÿ (ñì. òàêæå
ñòð. 288):

|x− r| ≈
√

x2 − 2xr ≈ |x| − nr,

ãäå n = x/|x|. Ðàçëîæèì òàêæå ïëîòíîñòü çàðÿäà â ðÿä Òåéëîðà ïî nr:

ρ(r, t− |x− r|) ≈ ρ(r, T + nr) ≈ ρ(r, T ) + ρ̇(r, T ) (nr) + ...,

ãäå T = t − |x| � âðåìÿ â ïðîøëîì îò òåêóùåãî ìîìåíòà t, â êîòîðîì
íàáëþäàòåëü, ðàñïîëîæåííûé â x, �âèäèò� ñèñòåìó çàðÿäîâ. Òî÷êà íàä ρ
� ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè. Àíàëîãè÷íî ðàçëîæèì â ðÿä çíàìå-
íàòåëü ïîä èíòåãðàëîì:

1

|x− r|
≈ 1

|x|(1− nr/|x|)
≈ 1

|x|
+

nr

|x|2
,

îãðàíè÷èâøèñü ïîðÿäêîì ìàëîñòè nr/|x|.
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Ïåðåìíîæàÿ ýòè äâà ðÿäà ñ òî÷íîñòüþ äî nr, ïîëó÷àåì:

φ(x, t) ≈ Q

|x|
+

nd

|x|2
+

nḋ

|x|
,

ãäå ââåäåíû ñóììàðíûé çàðÿä è äèïîëüíûé ìîìåíò ñèñòåìû çàðÿäîâ:

Q =

∫
ρ(r, T ) d3r, d =

∫
r ρ(r, T ) d3r.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ÿâëÿåòñÿ êóëîíîâñêèì ïîòåíöèàëîì. Åñëè ñèñòåìà çà-
ðÿäîâ çàìêíóòà, òî å¼ çàðÿä ïîñòîÿíåí è êóëîíîâñêèé ÷ëåí íå çàâèñèò
îò âðåìåíè è ýôôåêòà çàïàçäûâàíèÿ. Äàëüøå äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ðàñ-
ñìàòðèâàòü ñëó÷àé Q = 0. Âòîðîå è òðåòüå ñëàãàåìûå â ðàçëîæåíèè
ïîòåíöèàëà îïðåäåëÿþòñÿ äèïîëüíûì ìîìåíòîì è ñêîðîñòüþ åãî èçìå-
íåíèÿ. Ïðè ýòîì âòîðîå ñëàãàåìîå ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì, ïîëó÷åííûì
â ýëåêòðîñòàòèêå �5.5 (çà èñêëþ÷åíèåì ýôôåêòà çàïàçäûâàíèÿ). Äèïîëü-
íûé ìîìåíò äàæå çàìêíóòîé ñèñòåìû çàðÿäîâ (â îòëè÷èå îò ïîëíîãî çà-
ðÿäà) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé âðåìåíè. Íà ðàññòîÿíèè |x| îí äîëæåí áðàòüñÿ
â ìîìåíò âðåìåíè T = t−|x|. Òðåòüå ñëàãàåìîå íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ
óáûâàåò ñóùåñòâåííî ìåäëåííåå, ÷åì âòîðîå. Ïîýòîìó èìåííî îíî îïèñû-
âàåò èçëó÷àåìóþ ýëåêòðîìàãíèòíóþ âîëíó. Òàêîå èçëó÷åíèå íàçûâàåòñÿ
äèïîëüíûì ýëåêòðè÷åñêèì èçëó÷åíèåì.

Â ñèëó óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè (5.27), ñòð. 277, ïðîèçâîäíóþ ïî âðå-
ìåíè îò äèïîëüíîãî ìîìåíòà ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ḋ =
d

dT

∫
r ρ(r, T ) d3r = −

∫
r (∇j) d3r =

∫
j d3r,

ãäå ∇ äåéñòâóåò íà r è ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå èí-
òåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì. Äåéñòâèòåëüíî, çàïèøåì i-þ êîìïîíåíòó ïðî-
èçâîäíîé äèïîëüíîãî ìîìåíòà:

ḋi = −
∫

ri (∇j) d3r = −
∫

∇(ri j) d
3r+

∫
(j∇)ri d

3r =

∫
ji d

3r.

(èíòåãðàë îò ïîëíîé äèâåðãåíöèè ðàâåí íóëþ â ñèëó òåîðåìû Ãàóññà, ò.ê.
íà ïîâåðõíîñòè îáú¼ìà, óäàë¼ííîé îò çàðÿäîâ, òîêîâ íåò).

Íàïîìíèì, ÷òî ïðè ðàññìîòðåíèè ñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ â ìàãíèòîñòà-
òèêå ìû ñ÷èòàëè, ÷òî ïðîñòðàíñòâåííûé èíòåãðàë îò ïëîòíîñòè òîêà j
ðàâåí íóëþ (â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå îãðàíè÷åííûé òîê äîëæåí áûòü çà-
ìêíóòûì). Åñëè òîêè çàâèñÿò îò âðåìåíè, ýòî íå òàê. Íàïðèìåð, ïîëå ìî-
æåò ñîçäàâàòü îäèíî÷íûé çàðÿä, äâèæóùèéñÿ ñ ïåðåìåííîé ñêîðîñòüþ. Â
ýòîì ñëó÷àå j(r, t) = Qδ(r− r(T))v(T ) è èíòåãðàë îò òîêà ðàâåí Qv(T ).
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Àíàëîãè÷íî çàïèñûâàåòñÿ ðàçëîæåíèå èíòåãðàëà (5.76), ñòð. 323 äëÿ
âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà. Ìû îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî âåäóùèì ïðèáëèæåíè-
åì:

A(x, t) ≈ 1

|x|

∫
j(r, T ) d3r =

ḋ(T )

|x|
.

Êàê è â ñëó÷àå ñ òðåòüèì ñëàãàåìûì â ðàçëîæåíèè ñêàëÿðíîãî ïîòåíöè-
àëà, ýòî âûðàæåíèå íàçûâàåòñÿ ýëåêòðè÷åñêèì äèïîëüíûì èçëó÷åíèåì.
Íàéä¼ì ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ, âçÿâ äëÿ ñêà-

ëÿðíîãî ïîòåíöèàëà òðåòüå ñëàãàåìîå (Q = 0, |x|2 ≫ |x|):

φ(x, t) ≈ nḋ(T )

|x|
, A(x, t) ≈ ḋ(T )

|x|
.

Áóäåì ïðåíåáðåãàòü ÷ëåíàìè ïîðÿäêà 1/|x|2 ïî ñðàâíåíèþ ñ ëèíåéíî óáû-
âàþùèìè ïî |x|. Ïîýòîìó ïðè âçÿòèè ðîòîðà îò A ìîæíî 1/|x| âûíåñòè
çà çíàê íàáëû, òàê êàê å¼ äåéñòâèå íà ýòîò ìíîæèòåëü äàñò âêëàä ïîðÿä-
êà 1/|x|2. Ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè ïî êîîðäèíàòàì äèïîëüíîãî ìîìåíòà
íåîáõîäèìî ó÷åñòü, ÷òî d = d(t− |x|), ïîýòîìó:

∂ḋ

∂xi
= −d̈

∂|x|
∂xi

= −d̈
xi
|x|

= −d̈ni,

ãäå, êàê è ðàíüøå, n = x/|x| � åäèíè÷íûé âåêòîð â íàïðàâëåíèè òî÷êè
íàáëþäåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìàãíèòíîå ïîëå ðàâíî:

B = ∇×A =
1

|x|
[d̈×∇]|x| = d̈× n

|x|
.

Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿåòñÿ ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå:

E = −∇φ− ∂A

∂t
=

(nd̈)n− d̈

|x|
=

n× [n× d̈]

|x|
.

Òàêèì îáðàçîì, â ïðèáëèæåíèè ýëåêòðè÷åñêîãî äèïîëüíîãî èçëó÷åíèÿ:

E(x, t) = B× n, B(x, t) =
d̈(T )× n

|x|
.

Çàìåòèì, ÷òî ýëåêòðè÷åñêîå è ìàãíèòíîå ïîëÿ îêàçàëèñü ïåðïåíäèêóëÿð-
íûìè. Äàëüíåéøèå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà ïðèâîäÿò
ê ïîïðàâêàì ê ýòèì âûðàæåíèÿì, íàçûâàåìûì êâàäðóïîëüíûì (è äàëåå
ìóëüòèïîëüíûì) èçëó÷åíèåì. Ñëåäóþùèå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ âåêòîðíîãî
ïîòåíöèàëà äàþò ò.í. ìàãíèòíî-äèïîëüíîå èçëó÷åíèå, çàâèñÿùåå îò âòî-
ðûõ ïðîèçâîäíûõ ìàãíèòíîãî ìîìåíòà m̈. Ïîäîáíûé ðÿä ìîæíî ñòðîèòü
ñêîëü óãîäíî äëèííûì, ïîëó÷àÿ âñ¼ áîëåå òî÷íîå ïðèáëèæåíèå ê èíòå-
ãðàëüíîìó ïðåäñòàâëåíèþ çàïàçäûâàþùèõ ïîòåíöèàëîâ.
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Ïëîòíîñòü èìïóëüñà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ äèïîëüíîãî èçëó÷åíèÿ
ðàâíà:

P =
E×B

4π
=

[B× n]×B

4π
= n

B2

4π
= n

[d̈× n]2

4π x2
,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî nB = 0. Â ñèëó çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîé
ýíåðãèè (5.57), ñòð. 310, óáûâàíèå ýíåðãèè â îáú¼ìå ñâÿçàíî ñ å¼ ïîòîêîì
P ÷åðåç ïîâåðõíîñòü. Èíòåãðàë îò P ïî ýòîé ïîâåðõíîñòè ðàâåí �óõîäó�
ýíåðãèè çà åäèíèöó âðåìåíè.
Èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ dI â íàïðàâëåíèè òåëåñíîãî óãëà dΩ îïðå-

äåëÿåòñÿ, êàê ïîòîê ýíåðãèè, ïðîõîäÿùèé â åäèíèöó âðåìåíè ÷åðåç ýëå-
ìåíò ïîâåðõíîñòè dS = x2dΩ ñôåðû ðàäèóñà |x|:

dI

dΩ
= x2 (nP) =

[d̈× n]2

4π
.

Ââåäÿ óãîë θ ìåæäó d̈ è åäèíè÷íûì âåêòîðîì n, èíòåíñèâíîñòü â òåëåñ-
íîì óãëå dΩ ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

dI

dΩ
=

d̈2

4π
sin2 θ.

Èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ ìàêñèìàëüíà â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿð-
íîì âòîðîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè îò äèïîëüíîãî ìîìåíòà (θ = π/2).
Ïðîèíòåãðèðóåì èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ ïî âñåìó òåëåñíîìó óãëó

(dΩ = dϕ sin θdθ):

I =
d̈2

4π

2π∫
0

dϕ

π∫
0

sin3 θdθ =
d̈2

2

1∫
−1

(1− z2)dz.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ïîëíàÿ èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ (ñóììàðíàÿ
ýíåðãèÿ, òåðÿåìàÿ ñèñòåìîé çàðÿäîâ â åäèíèöó âðåìåíè):

I =
2

3
d̈2. (5.77)

Íàëè÷èå âòîðîé ïðîèçâîäíîé ó äèïîëüíîãî ìîìåíòà îçíà÷àåò, ÷òî èç-
ëó÷åíèå âîçíèêàåò, êîãäà çàðÿäû äâèæóòñÿ óñêîðåííî. Íàïðèìåð, äëÿ
îäèíî÷íîãî çàðÿäà d = Qr è d̈ = Qa, ãäå a � óñêîðåíèå çàðÿäà â ìîìåíò
âðåìåíè T .
Âûøå ðàçëîæåíèå çàïàçäûâàþùèõ ïîòåíöèàëîâ ïðîèçâîäèëîñü â ïðåä-

ïîëîæåíèè nr ≪ |x|. Îäíàêî ïðè âû÷èñëåíèè íàïðÿæ¼ííîñòåé ïîëÿ âîç-
íèêàþò ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè. Ïîýòîìó ïîäîáíîå ðàçëîæåíèå òàêæå
ïðåäïîëàãàåò îòíîñèòåëüíóþ ìàëîñòü ñêîðîñòåé è óñêîðåíèé çàðÿäîâ.
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• Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì äèïîëü, êîòîðûé ïåðèîäè÷åñêè èç-
ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì ñ ÷àñòîòîé ω:

d = d0 sinωt.

Òàêèì äèïîëåì ìîæåò âûñòóïàòü çàðÿæåííàÿ ÷àñòèöà, èñïûòûâàþùàÿ
ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ âäîëü ïîñòîÿííîãî âåêòîðà d0. Âòîðóþ ïðî-
èçâîäíóþ äèïîëüíîãî ìîìåíòà íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü ïðè T = t − |x|.
Ïîýòîìó:

d̈ = −d0ω
2 sin

(
ω(t− |x|)

)
.

Ñîîòâåòñòâåííî, ýëåêòðè÷åñêîå è ìàãíèòíîå ïîëÿ ðàâíû:

E(x, t) =
d0 − n(nd0)

|x|
ω2 sin

(
ω(t− |x|)

)
,

B(x, t) =
n× d0

|x|
ω2 sin

(
ω(t− |x|)

)
.

Åñëè ïîëÿ íàáëþäàþòñÿ íà ëèíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé âåêòîðó d0, òî
nd0 = 0 è ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ïàðàëëåëüíî d0. Íàïðàâëåíèÿ ïîëåé ïðè-
âåäåíû íèæå íà ðèñóíêå:

Â îêðåñòíîñòè ðàññìàòðèâàåìîé ëèíèè ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ïîõîæå
íà ïëîñêóþ âîëíó, àìïëèòóäà êîòîðîé ïîñòåïåííî óáûâàåò ñ óäàëåíèåì
îò å¼ èñòî÷íèêà.

Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ èçëó÷åíèÿ ÷åðåç ñôåðó ðàäèóñà |x| ðàâíÿåòñÿ:

I =
2

3
d20 ω

4 sin2
(
ω(t− |x|)

)
,

ãäå d0 � äëèíà äèïîëÿ (àìïëèòóäà êîëåáàíèÿ çàðÿäà). Ýòà ýíåðãèÿ ïå-
ðèîäè÷åñêè èçìåíÿåòñÿ ñ ÷àñòîòîé ω. Å¼ ñðåäíåå çíà÷åíèå ïî ïåðèîäó
èçìåíåíèÿ ðàâíî:

⟨I⟩ = ω

2π

2π/ω∫
0

I dt =
d20ω

4

3
.

Ýíåðãèÿ èçëó÷åíèÿ áûñòðî ðàñò¼ò ñ ðîñòîì ÷àñòîòû êîëåáàíèé äèïîëÿ.
Îäíàêî íåîáõîäèìî ïîìíèòü, ÷òî äèïîëüíîå ïðèáëèæåíèå ñïðàâåäëèâî
òîëüêî ïðè ìàëûõ ñêîðîñòÿõ çàðÿäîâ. Ïîýòîìó ïðèâåäåííûå âûøå ñîîò-
íîøåíèÿ ñïðàâåäëèâû òîëüêî ïðè v ∼ d0ω ≪ 1.



ÇÀÊÎÍ ÊÓËÎÍÀ 329

• Â êà÷åñòâå âòîðîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì ýëåêòðîí, äâèæóùèéñÿ âî-
êðóã ïðîòîíà ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñà r (íåêâàíòîâàÿ ìîäåëü àòîìà). Çà-
ðÿä ýëåêòðîíà îòðèöàòåëüíûé −e < 0, à ó ïðîòîíà � ïîëîæèòåëüíûé
e > 0. Ñâÿæåì íà÷àëî ñèñòåìû îòñ÷¼òà ñ ïðîòîíîì. Òàê êàê åãî ìàññà
â 1836 ðàç áîëüøå, ÷åì ó ýëåêòðîíà, áóäåì ñ÷èòàòü åãî íåïîäâèæíûì.
Äèïîëüíûé ìîìåíò ðàâåí d = −er è íàïðàâëåí îò ýëåêòðîíà ê ïðîòî-
íó. Ïóñòü ñêîðîñòü äâèæåíèÿ íåâåëèêà, òàê ÷òî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ
íåðåëÿòèâèñòñêîé äèíàìèêîé. Çàïèøåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è ýíåðãèþ
ýëåêòðîíà (áåç ó÷¼òà ýíåðãèè ïîêîÿ m):

mr̈ = −e2

r3
r, E =

mv2

2
− e2

r
.

Åñëè äâèæåíèå ïðîèñõîäèò ïî îêðóæíîñòè, òî óñêîðåíèå ïî ìîäóëþ ðàâ-
íî a = v2/r è íàïðàâëåíî ê öåíòðó (ê ïðîòîíó). Ïîýòîìó:

mv2

r
=

e2

r2
=> v2 =

e2

mr
, E = − e2

2r
.

Ïîëíîå èçëó÷åíèå ýíåðãèè â åäèíèöó âðåìåíè ðàâíî:

I =
2

3
(ea)2 =

2

3

e6

m2r4
.

Ýòà âåëè÷èíà ðàâíà I = −∆E/∆t (ïîòåðÿ ýíåðãèè ýëåêòðîíà çà âðåìÿ
∆t). Îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå ýíåðãèè áóäåò ðàâíî:

∆E
E

= − I

E
∆t =

4

3

e4

m2 r3
∆t 7→ 4

3

e4

m2 r3 c4
c∆t,

ãäå â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè âîññòàíîâëåíà ñêîðîñòü ñâåòà â ðåçóëüòàòå
ïîäñòàíîâîê e 7→ e/c, t 7→ ct. Ââåä¼ì ò.í. êëàññè÷åñêèé ðàäèóñ ýëåêòðîíà
re è âîçüì¼ì òèïè÷íûé ðàäèóñ àòîìà (áîðîâñêèé ðàäèóñ)

re =
e2

mc2
= 2.817 940 · 10−15 ì, r =

re
α2

= 0.529 177 · 10−10 ì,

ãäå α = e2/(~c) ≈ 1/137 � áåçðàçìåðíàÿ ïîñòîÿííàÿ òîíêîé ñòðóêòóðû.
Òîãäà îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå ýíåðãèè ýëåêòðîíà èìååò âèä:

∆E
E

=
4

3

r2e
r3

c∆t.

Ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà óìåíüøèòñÿ â äâà ðàçà âñåãî çà 2 · 10−11 ñåêóíäû.
Ïîòðåáîâàëîñü ñîçäàòü êâàíòîâóþ òåîðèþ, ÷òîáû, â òîì ÷èñëå, îáúÿñ-
íèòü óñòîé÷èâîñòü àòîìîâ. Çàìåòèì, ÷òî îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü ýëåê-
òðîíà ðàâíà ïîñòîÿííîé òîíêîé ñòðóêòóðû v/c =

√
re/r = α. Ïîýòîìó

çà 2 · 10−11 ñåêóíäû ýëåêòðîí ñîâåðøèò ïðèìåðíî n ∼ 1/α3 = 2.5 · 106
îáîðîòîâ âîêðóã ïðîòîíà.
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5.11 Íåìíîãî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ∗

• Ðàáîòàÿ ñ íàïðÿæ¼ííîñòÿìè ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí, óäîáíî èñïîëü-
çîâàòü êîìïëåêñíûå îáîçíà÷åíèÿ (ı2 = −1). Òàê êàê íà ñàìîì äåëå íàïðÿ-
æ¼ííîñòè äåéñòâèòåëüíû, â êîíå÷íîì âûðàæåíèè áåð¼òñÿ äåéñòâèòåëü-
íàÿ ÷àñòü. Ïðîìåæóòî÷íûå æå âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ ñ êîìïëåêñíûìè
âåëè÷èíàìè. Ýòî ÷àñòî óïðîùàåò âûêëàäêè.
Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ýëëèïòè÷åñêè ïîëÿðèçîâàííóþ âîëíó (ñòð. 305),

ðàñïðîñòðàíÿþùóþñÿ âäîëü îñè z. Å¼ ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì êîì-
ïàêòíîì âèäå:

E = (nx a+ ıny b)e
−ı(ωt−kz), (5.78)

ãäå nx, ny � åäèíè÷íûå îðòîãîíàëüíûå âåêòîðû âäîëü äåêàðòîâûõ îñåé,
è a, b � êîíñòàíòû, îïðåäåëÿþùèå àìïëèòóäó âîëíû. Ó÷èòûâàÿ ôîðìó-
ëó Ýéëåðà eıϕ = cosϕ + ı sinϕ, äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü ýòîãî âûðàæåíèÿ
ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Re (E) = nx a cos(ωt− kz) + ny b sin(ωt− kz).

Ýòî è åñòü äåéñòâèòåëüíàÿ íàïðÿæ¼ííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ âîëíû ñ
ýëëèïòè÷åñêîé ïîëÿðèçàöèåé.
Ìíèìàÿ åäèíèöà â ýéëåðîâñêîì ïðåäñòàâëåíèè ðàâíà ı = eıπ/2. Ïî-

ýòîìó óìíîæåíèå íàïðÿæ¼ííîñòè ïîëÿ â êîìïëåêñíîé çàïèñè (5.78) íà ı
ïðèâîäèò ê ñäâèãó ôàçû âîëíû íà π/2. Â ÷àñòíîñòè, ýëëèïòè÷åñêè ïî-
ëÿðèçîâàííóþ âîëíó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê ñóïåðïîçèöèþ (ñóììó)
äâóõ ëèíåéíî ïîëÿðèçîâàííûõ âîëí â ïåðïåíäèêóëÿðíûõ íàïðàâëåíèÿõ.
Ïðè ýòîì îäíà èç ýòèõ âîëí äîëæíà áûòü ñäâèíóòà ïî ôàçå íà π/2.
Ðàññìîòðèì â êîìïëåêñíûõ îáîçíà÷åíèÿõ ýôôåêò ìîäóëÿöèè, êîãäà

ïðîèñõîäèò ñëîæåíèå äâóõ âîëí ñ îäèíàêîâûìè àìïëèòóäàìè è áëèçêèìè
÷àñòîòàìè ω1 è ω2. Îïðåäåëèì ñðåäíþþ ÷àñòîòó ωa = (ω1 + ω2)/2 è
ò.í. ÷àñòîòó ìîäóëÿöèè ωm = (ω2 − ω1)/2. Îïóñêàÿ äëÿ êîìïàêòíîñòè
çàâèñèìîñòü îò z, çàïèøåì ñóïåðïîçèöèþ (ñëîæåíèå) âîëí:

ae−ıω1t + ae−ıω2t = ae−ı(ωa−ωm)t + ae−ı(ωa+ωm)t = a
(
eıωmt + e−ıωmt

)
e−ıωat.

Âûðàæåíèå â êðóãëûõ ñêîáêàõ, â ñèëó òåîðåìû Ýéëåðà, ðàâíî óäâîåííî-
ìó êîñèíóñó. Ïîýòîìó ðåçóëüòàò ñóïåðïîçèöèè èìååò âèä:

2a cos(ωmt) e
−ıωat.

Åñëè èñõîäíûå ÷àñòîòû áëèçêè (ω1 ≈ ω2), òî ñðåäíÿÿ ÷àñòîòà ωa áóäåò ñó-
ùåñòâåííî áîëüøå ÷àñòîòû ìîäóëèðîâàíèÿ ωm. Ïîýòîìó ðåçóëüòèðóþùåå
êîëåáàíèå âûãëÿäèò, êàê âîëíà ñ ÷àñòîòîé ωa è ìåäëåííî èçìåíÿþùåéñÿ
àìïëèòóäîé 2a cos(ωmt). Èìåííî ýòè êîëåáàíèÿ àìïëèòóäû íàçûâàþòñÿ
ìîäóëÿöèåé.
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• ×àñòî èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò óñðåäíåíèå âî âðåìåíè íåêîòîðûõ âû-
ðàæåíèé çà ïåðèîä T = 2π/ω êîëåáàíèÿ âîëíû. Ñðåäíåå çíà÷åíèå îò
ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f(t) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

f =
1

T

T∫
0

f(t) dt.

Ñðåäíåå çíà÷åíèå îò íàïðÿæ¼ííîñòè ïëîñêîé âîëíû ñ ëþáîé ïîëÿðèçà-
öèåé ðàâíî íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî, ò.ê. e±2πı = 1, èìååì:

e−ıωt =
1

T

T∫
0

e−ıωtdt = − 1

ıωT
e−ıωt

∣∣∣2π/ω
0

= 0.

Îäíàêî ñðåäíåå çíà÷åíèå îò ïðîèçâåäåíèÿ (ñêàëÿðíîãî èëè âåêòîðíîãî)
íàïðÿæ¼ííîñòåé ìîæåò áûòü îòëè÷íî îò íóëÿ. Ïóñòü A = A0 e

−ıωt è
B = B0 e

−ıωt, ãäå A0 è B0 � êîìïëåêñíûå âåëè÷èíû, íå çàâèñÿùèå îò
âðåìåíè. Òîãäà äëÿ ñðåäíèõ ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

Re(A)Re(B) =
1

2
Re (AB∗) =

1

2
Re (A∗B).

Äåéñòâèòåëüíî:

Re(A)Re(B) =
A+A∗

2

B+B∗

2
=

1

4
(A0e

−ıωt+A∗
0e

ıωt) (B0e
−ıωt+B∗

0e
ıωt).

Ïåðåìíîæàÿ ñêîáêè è ïðîâîäÿ óñðåäíåíèå (îòáðîñèâ ðàâíûå íóëþ ñðåä-
íèå îò e±2ıωt), ïîëó÷àåì:

Re(A)Re(B) =
1

4
(A0B

∗
0 +A∗

0B0) =
1

2
Re(AB∗),

ãäå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ó÷òåíî, ÷òî ïðè ðàçëîæåíèè êîìïëåêñíîãî
÷èñëà íà äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè (íèæå èíäåêñû 1 è 2) èìååì:

Re(AB∗) = Re
(
(A1 + ıA2)(B1 − ıB2)

)
= A1B1 +A2B2 = Re(A∗B).

Àíàëîãè÷íî ðàñïèñûâàåòñÿ A0B
∗
0 +A∗

0B0 äëÿ A = A01 + ıA02 è äëÿ B.
Íàéä¼ì, íàïðèìåð, ñðåäíåå îò êâàäðàòà íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêî-

ãî ïîëÿ ýëëèïòè÷åñêè ïîëÿðèçîâàííîé âîëíû:

E2 =
1

2
Re(EE∗) =

1

2
(nx a+ ıny b)(nx a− ıny b) =

a2 + b2

2
.

Åñòåñòâåííî, ýòî æå çíà÷åíèå ìîæíî ïîëó÷èòü è ïðÿìûì óñðåäíåíèåì
âûðàæåíèÿ E2

x + E2
y = a2 cos2(ωt − kz) + b2 sin2(ωt − kz), çàïèñàííîãî â

äåéñòâèòåëüíûõ îáîçíà÷åíèÿõ.
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• Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îáùåãî ðåøåíèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ óäîáíî èñ-
ïîëüçîâàòü ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèå. Ëþáóþ ôóíêöèþ êîîðäèíàò ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå èíòåãðàëà:

E(r, t) =

∫
E(k, t) eıkr d3k, E(k, t) =

∫
E(r, t) e−ıkr d3r

(2π)3
,

ãäå çàïèñàíû ïðÿìîå è îáðàòíîå ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèÿ. Õîòÿ ìû îáî-
çíà÷àåì E(r, t) è E(k, t) îäèíàêîâûìè áóêâàìè, ýòî, åñòåñòâåííî, ðàç-
ëè÷íûå ôóíêöèè, êîòîðûå ìû áóäåì îòëè÷àòü ïåðåìåííîé â àðãóìåíòå.
Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ E(k, t) ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíîé. ×òîáû íàïðÿ-
æ¼ííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E(r, t) áûëà äåéñòâèòåëüíîé, íåîáõîäèìî,
÷òîáû ïðè å¼ êîìïëåêñíîì ñîïðÿæåíèè ìåíÿëñÿ çíàê ïðè âåêòîðå k â àð-
ãóìåíòå (lH45):

E∗(k, t) = E(−k, t). (5.79)

Ïîäñòàâèì ôóðüå-ðàçëîæåíèå â âîëíîâîå óðàâíåíèå (5.54), ñòð. 302:

∂2E

∂t2
−∆E = 0.

Ïîä èíòåãðàëîì ëàïëàñèàí äåéñòâóåò òîëüêî íà eıkr è äà¼ò ìíîæèòåëü
(ık)2 = −k2. Â ðåçóëüòàòå âîëíîâîå óðàâíåíèå âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâåí-
íî, åñëè ñïðàâåäëèâî (lH46) ñëåäóþùåå óðàâíåíèå äëÿ ôóðüå-îáðàçà íà-
ïðÿæ¼ííîñòè ïîëÿ:

∂2E(k, t)

∂t2
+ ω2E(k, t) = 0,

ãäå ω2 = k2. Ýòî óðàâíåíèå äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ñî ñëåäóþ-
ùèì ðåøåíèåì: E(k, t) = E1(k) e

−ıωt + E2(k) e
ıωt. Ïîýòîìó:

E(r, t) =

∫ [
E1(k) e

ı(kr−ωt) + E2(k) e
ı(kr+ωt)

]
d3k.

Ðàçîáü¼ì èíòåãðàë íà äâà è âî âòîðîì ñäåëàåì çàìåíó k 7→ −k (l H45).
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì îáùåå ðåøåíèå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ:

E(r, t) =

∫ [
E(k) eı(kr−ωt) + E∗(k) e−ı(kr−ωt)

]
d3k, (5.80)

êîòîðîå ÿâíûì îáðàçîì äåéñòâèòåëüíî, õîòÿ è çàâèñèò îò êîìïëåêñíîé
ôóíêöèè E(k). Îíà ñâÿçàíà ñ �êîíñòàíòàìè� ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ îñöèë-
ëÿòîðà ñëåäóþùèì îáðàçîì: E(k) = E1(k), E

∗(k) = E2(−k), ò.å. óñëî-
âèå äåéñòâèòåëüíîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E(r, t) ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî
ðåøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ îäíîé êîìïëåêñíîé ôóíêöèåé E(k). Ðàçëè÷íûé
å¼ âûáîð áóäåò ïðèâîäèòü ê ðàçëè÷íûì âàðèàíòàì ðåøåíèÿ âîëíîâîãî
óðàâíåíèÿ.
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×òîáû ïîëíîñòüþ îïðåäåëèòü ðåøåíèå, íåîáõîäèìî çàäàòü íà÷àëüíîå
çíà÷åíèå ïîëÿ è çíà÷åíèå åãî ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè, íàïðèìåð, â ìî-
ìåíò âðåìåíè t = 0:

E(r, 0) =

∫ [
E(k) eıkr + E∗(k) e−ıkr

]
d3k,

∂E(r, 0)

∂t
=

∫ [
E(k) eıkr − E∗(k) e−ıkr

] ω

ı
d3k.

Åñëè ïîëå è åãî ïðîèçâîäíàÿ çàäàíû, òî ìîæíî ïðè ïîìîùè îáðàòíîãî
ôóðüå-èíòåãðèðîâàíèÿ íàéòè äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè ôóíêöèè
E(k). Ïîäñòàâèâ èõ â îáùåå ðåøåíèå (5.80), ìû ïîëó÷èì çàâèñèìîñòü
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ îò âðåìåíè.

Àáñîëþòíî àíàëîãè÷íî ïðîâîäÿòñÿ âû÷èñëåíèÿ äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ:

B(r, t) =

∫ [
B(k) eı(kr−ωt) +B∗(k) e−ı(kr−ωt)

]
d3k. (5.81)

Íåîáõîäèìî ïîìíèòü, ÷òî, ðåøàÿ âîëíîâîå óðàâíåíèå, ìû �òåðÿåì ñâÿçü�
ìåæäó ýëåêòðè÷åñêèì è ìàãíèòíûì ïîëåì. ×òîáû å¼ íàéòè, ïîäñòàâèì
îáùèå ðåøåíèÿ (5.80),(5.81) â èñõîäíûå óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà â âàêóóìå
äëÿ ðîòîðîâ (ñòð. 302). Â ðåçóëüòàòå ïîÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñâÿçü ìåæäó
ôóðüå-îáðàçàìè íàïðÿæ¼ííîñòåé ïîëÿ:

ωB(k) = k× E(k), ωE(k) = −k×B(k). (5.82)

Ïîýòîìó ôóíêöèè E(k) è B(k) äîëæíû áûòü ïåðïåíäèêóëÿðíû äðóã
äðóãó è âåêòîðó k. Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî ω = |k|.
Ðåøåíèÿ (5.80), (5.81) èìåþò ñìûñë ñóììû ïëîñêèõ ìîíîõðîìàòè÷å-

ñêèõ âîëí ñ ðàçëè÷íîé ÷àñòîòîé ω è âîëíîâûì âåêòîðîì k. Êîýôôèöè-
åíòû ïðè ýòèõ âîëíàõ E(k) è B(k) ÿâëÿþòñÿ èõ àìïëèòóäàìè. Äëÿ êàæ-
äîãî âîëíîâîãî âåêòîðà äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè
(5.82).

Ïðè ïîìîùè ôîðìóëû Ýéëåðà eıϕ = cosϕ+ı sinϕ è ðàçëîæåíèÿ àìïëè-
òóä íà äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè E(k) = ER(k)+ ıEI(k) ðåøåíèå
ìîæíî ïåðåïèñàòü ÷åðåç êîñèíóñû è ñèíóñû:

E(r, t) = 2

∫
[ER(k) cos(ωt− kr) + EI(k) sin(ωt− kr) ] d3k.

Âûðàæåíèå äëÿ ïëîñêîé âîëíû ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ôóíêöèÿ E(k) ïðî-
ïîðöèîíàëüíà äåëüòà-ôóíêöèè Äèðàêà. Íàïðèìåð, ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè
âäîëü îñè z ìîæíî âûáðàòü E(kx, ky, kz) = E0δ(kx)δ(ky)δ(kz − k).
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• Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàáîòû ñ êîìïëåêñíûìè îáîçíà÷åíèÿìè ðàññìîò-
ðèì íàïðÿæ¼ííîñòü îãðàíè÷åííîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû (ñâåòîâîé
ïó÷îê), ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ âäîëü îñè z. Ïóñòü â ïëîñêîñòè x, y àìïëè-
òóäà íàïðÿæåííîñòåé ïîëÿ ïðèìåðíî ïîñòîÿííà â îêðåñòíîñòè îñè z, à
ïðè óäàëåíèè îò íå¼ ïîñòåïåííî óìåíüøàåòñÿ, ïàäàÿ íà áîëüøèõ ðàäè-
àëüíûõ ðàññòîÿíèÿõ äî íóëÿ. Ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå äëÿ íàïðÿæ¼í-
íîñòåé ïîäîáíîé âîëíû ìîæåò áûòü çàïèñàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì [24]:

E =
{
(nx ± ıny)F +

nz

k
(ı∂xF ∓ ∂yF )

}
eı(kz−ωt), B = ∓ıE, (5.83)

ãäå ôóíêöèÿ F = F (x, y) çàäà¼ò ïðîôèëü àìïëèòóäû âîëíû â ïëîñêî-
ñòè x, y, ∂xF = ∂F/∂x è nx,ny,nz � åäèíè÷íûå îðòîãîíàëüíûå áàçèñíûå
âåêòîðû. Äâà çíàêà (±) â (5.83) ñîîòâåòñòâóþò ïðàâîé è ëåâîé êðóãîâîé
ïîëÿðèçàöèè. Åñëè F = const, ïîëó÷àåòñÿ (5.78).
Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ∇E = 0 è ∇B = 0. Óðàâíåíèÿ äëÿ ðîòîðîâ

âûïîëíÿþòñÿ, åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî âòîðûå ïðîèçâîäíûå îò ôóíêöèè F ìíî-
ãî ìåíüøå ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ è ñàìîé ôóíêöèè F (ïëàâíîå èçìåíåíèå
àìïëèòóäû). Äëÿ ïðîñòîòû ïîëîæèì, ÷òî F = F (ρ), ãäå ρ =

√
x2 + y2 �

ðàññòîÿíèå îò îñè z. Ãëàäêîñòü ôóíêöèè F (ρ) îçíà÷àåò:

F ′′

k2
≪ F ′

k
≪ F. (5.84)

Çàïèøåì ñðåäíåå çíà÷åíèå ïëîòíîñòè ýíåðãèè:

W =
1

2

EE∗ +BB∗

8π
=

F 2(ρ)

4π
+

F ′2(ρ)

8πk2
≈ F 2(ρ)

4π
,

ãäå â ïðèáëèæåííîì ðàâåíñòâå ó÷òåíî óñëîâèå ìàëîñòè (5.84). Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî â âûðàæåíèè F 2 + F ′2/k2 = F 2 (1 + (F ′/kF )2) ≈ F 2 ìû ïðåíå-
áðåãàåì âòîðûì ïîðÿäêîì ìàëîñòè ïî F ′/kF (àíàëîãè÷íî ïðåíåáðåæå-
íèþ âòîðûìè ïðîèçâîäíûìè). Ïëîòíîñòü èìïóëüñà îãðàíè÷åííîé ïëîñ-
êîé âîëíû ðàâíà:

P =
1

2

E×B∗

4π
=

F 2(ρ)

4π
nz ±

F (ρ)F ′(ρ)

4πkρ
(ynx − xny),

ãäå òàêæå ïðîâåäåíî óñðåäíåíèå ïî âðåìåíè. Ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî îáú-
¼ìó öèëèíäðà ïëîòíîñòè èìïóëüñà ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ðàâíî íóëþ, à
ïåðâîå äà¼ò ñóììàðíûé èìïóëüñ:∫

P dV =
nz

4π

R∫
0

2π∫
0

L∫
0

F 2(ρ) ρdρ dϕ dz =
nz L

2

R∫
0

F 2(ρ) ρdρ = nz

∫
WdV,

ãäå L � äëèíà öèëèíäðà ïî îñè z, à R � ðàäèóñ îñíîâàíèÿ öèëèíäðà.
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Íàéä¼ì òåïåðü ïëîòíîñòü ìîìåíòà èìïóëüñà (ñòð. 313):

r×P =
F 2

4π
(ynx − xny)±

FF ′

4πk
(znρ − ρnz),

ãäå nρ = (xnx + yny)/ρ � åäèíè÷íûé âåêòîð â ðàäèàëüíîì ê îñè z íà-
ïðàâëåíèè. Ïðè èíòåãðèðîâàíèè ýòîãî âûðàæåíèÿ ïî îáú¼ìó öèëèíäðà
ðàâíû íóëþ âñå ñëàãàåìûå, çà èñêëþ÷åíèåì ïîñëåäíåãî:∫

[r×P] dV = ∓nz
L

2k

R∫
0

FF ′ ρ2dρ = ∓nz L

2k

{F 2(ρ)ρ2

2

∣∣∣R
0
−

R∫
0

F 2(ρ) ρdρ
}
,

ãäå âûïîëíåíî èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì. Òàê êàê ìû ðàññìàòðèâàåì
îãðàíè÷åííóþ ïëîñêóþ âîëíó ñ êîíå÷íîé ýíåðãèåé íà åäèíèöó äëèíû
L, òî ôóíêöèÿ F (ρ) ïðè áîëüøèõ ρ äîëæíà óáûâàòü ïî êðàéíåé ìåðå,
êàê 1/ρ1+ϵ, ϵ > 0. Ïîýòîìó ïîâåðõíîñòíûé ÷ëåí ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî
÷àñòÿì ïðè áîëüøèõ ðàäèóñàõ öèëèíäðà R ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Â ðåçóëü-
òàòå ñóììàðíûé ìîìåíò ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëåí ýíåðãèè âîëíû è îáðàòíî
ïðîïîðöèîíàëåí å¼ ÷àñòîòå:∫

[r×P] dV = ±nz

ω

∫
WdV. (5.85)

Ïîäîáíîå ñîîòíîøåíèå âûïîëíÿåòñÿ è â êâàíòîâîé òåîðèè äëÿ ôîòîíà ñî
ñïèíîì ±~ è ýíåðãèåé ~ω.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïëàñòèíêà ïîãëîùàåò ïàäàþùóþ âîëíó è èìå-

åò ðàçìåð áîëüøèé, ÷åì õàðàêòåðíàÿ øèðèíà ñâåòîâîãî ïó÷êà, òî îíà
ïîñòîÿííî ïîëó÷àåò ìîìåíò èìïóëüñà âîëíû (íèæå ëåâûé ðèñóíîê).

×óòü èíà÷å ðàñ÷¼ò âûãëÿäèò, åñëè ïëàñòèíà íàõîäèòñÿ â çîíå ïëîñêîé
âîëíû. ×òîáû íàéòè ìîìåíò èìïóëüñà ïëàñòèíû, íåîáõîäèìî íàéòè ìî-
ìåíò èìïóëüñà ôèíàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íàïðÿæ¼ííîñòè â ïîëå âîëíû
(ïðàâûé ðèñóíîê âûøå). Äëÿ ýòîãî íàäî îêðóæèòü ïëàñòèíêó è ïîëå
öèëèíäðîì äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ðàäèóñà òàê, ÷òîáû åãî áîêîâàÿ ïî-
âåðõíîñòü íàõîäèëàñü â çîíå ïëîñêîé âîëíû ñ ïîñòîÿííîé àìïëèòóäîé
(F = const). Ñëåâà îò ïëàñòèíêè èíòåãðàëüíûé ìîìåíò èìïóëüñà ðàâåí
íóëþ. Ñïðàâà îí âû÷èñëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî ìîìåíòó ñâåòîâîãî ïó÷êà, îä-
íàêî ïðè ýòîì ïàäåíèå àìïëèòóäû âîëíû ïðîèñõîäèò íå ïðè óäàëåíèè
îò îñè z, à ïðè ïðèáëèæåíèè ê íåé (òåíü îò ïëàñòèíêè). Â èòîãå ñíîâà
ïîëó÷àåòñÿ (5.85).
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5.12 Ïðîèçâîëüíî äâèæóùèéñÿ çàðÿä ∗

Ïóñòü çàðÿä äâèæåòñÿ ñ ïåðåìåííîé ñêîðîñòüþ v = v(t). Íàéä¼ì ýëåê-
òðîìàãíèòíîå ïîëå, ñîçäàâàåìîå çàðÿäîì â ìîìåíò âðåìåíè t â òî÷êå
ïðîñòðàíñòâà x = {x, y, z}. Ðàññìîòðèì ìîìåíò âðåìåíè T = t − R â
ïðîøëîì, êîãäà çàðÿä íàõîäèëñÿ íà ðàññòîÿíèè R îò òî÷êè íàáëþäå-
íèÿ è èìåë ñêîðîñòü V = v(T ). Âûäåëåííîñòü ýòîãî ìîìåíòà ñîñòîèò
â òîì, ÷òî èíôîðìàöèÿ îá èçìåíåíèè ñêîðîñòè çàðÿäà, ðàñïðîñòðàíÿÿñü
ñ ôóíäàìåíòàëüíîé åäèíè÷íîé ñêîðîñòüþ, ê òåêóùåìó ìîìåíòó âðåìå-
íè êàê ðàç ïðîõîäèò ðàññòîÿíèå R = t − T . Âñå âåëè÷èíû, îòíîñÿùèåñÿ
ê ïðîøëîìó, áóäåì îáîçíà÷àòü çàãëàâíûìè áóêâàìè. Òàê, N = R/R �
åäèíè÷íûé âåêòîð îò çàðÿäà â òî÷êó íàáëþäåíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè T .

Èç ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äëÿ ïîòåíöèàëîâ (5.74), (5.76) ñëåäóåò, ÷òî èõ
çíà÷åíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè t îïðåäåëÿþòñÿ ïîëîæåíèåì çàðÿäà è åãî ñêî-
ðîñòüþ â ìîìåíò âðåìåíè T è íå çàâèñÿò îò óñêîðåíèÿ çàðÿäà. Ïîýòîìó
çàðÿä, äâèæóùèéñÿ ñ ïåðåìåííîé ñêîðîñòüþ v(t), â ìîìåíò âðåìåíè t
íåîòëè÷èì îò ñîâïàäàþùåãî ñ íèì â ïðîøëîì (âðåìÿ T ) çàðÿäà, äâèæó-
ùåãîñÿ äàëåå ðàâíîìåðíî è ïðÿìîëèíåéíî ñî ñêîðîñòüþV = v(T ). Òàêîå
äâèæåíèå áóäåì íàçûâàòü �ôàíòîìíûì�. Íèæå íà ðèñóíêå îíî ïðåäñòàâ-
ëåíî â âèäå ïóíêòèðíîé ïðÿìîé ëèíèè. Ñàì çàðÿä äâèæåòñÿ ïî, âîîáùå
ãîâîðÿ, èñêðèâë¼ííîé òðàåêòîðèè ñ ïåðåìåííîé ñêîðîñòüþ. Îäíàêî, òàê
êàê îò óñêîðåíèÿ çàðÿäà â ìîìåíò âðåìåíè T ïîòåíöèàëû íå çàâèñÿò,
óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî â ýòîò ìîìåíò îò çàðÿäà �îòðûâàåòñÿ� åãî äâîéíèê-
ôàíòîì, êîòîðûé äâèæåòñÿ ðàâíîìåðíî è ïðÿìîëèíåéíî, ïðîõîäÿ çà âðå-
ìÿ R = t − T ðàññòîÿíèå VR. Îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ, ñëåäóþùèå èç
ãåîìåòðèè ââåäåííûõ âåëè÷èí, ïðèâåäåíû ñïðàâà îò ðèñóíêà:

R = t− T =
√
(x− x0(T ))2, (5.86)

r = R−VR,

√
r2 + γ2(Vr)2 = γ (R−VR), (5.87)

ãäå n = r/r. Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà ïðîâåðÿåòñÿ âîçâåäåíèåì â êâàäðàò è
ïîäñòàíîâêîé R−VR âìåñòî r.

Çàìåòèì, ÷òî T = T (x, t) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé òåêóùåãî âðåìåíè è òî÷-
êè íàáëþäåíèÿ. Å¼ âèä îïðåäåëÿåòñÿ òðàåêòîðèåé x0(t) çàðÿäà è ïîëó-
÷àåòñÿ èç ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5.86). Ïðè ýòîì R = R(x, t) = t− T (x, t).
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Ñâÿæåì ñ ôàíòîìíûì çàðÿäîì â ìîìåíò âðåìåíè t èíåðöèàëüíóþ ñè-
ñòåìó îòñ÷¼òà S ′. Òàê êàê â íåé îí ïîêîèòñÿ, äëÿ ïîòåíöèàëîâ ïîëÿ ñïðà-
âåäëèâû êóëîíîâñêèå âûðàæåíèÿ:

φ′ =
Q

r′
, A′ = 0.

Ïîäñòàâèì èõ â îáðàòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà äëÿ ïîòåíöèàëîâ [â
(5.71), ñòð. 321 ïåðåñòàâèì ìåñòàìè øòðèõîâàííûå è íåøòðèõîâàííûå âå-
ëè÷èíû è ñäåëàåì çàìåíó v 7→ −v]:

φ = γ
Q

r′
=

Qγ√
r2 + γ2(Vr)2

, A = γVφ′ = Vφ, (5.88)

ãäå äëÿ ðàññòîÿíèÿ îò ôàíòîìíîãî çàðÿäà â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 äî òî÷-
êè íàáëþäåíèÿ èñïîëüçîâàíî ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ ìîäóëÿ ðàäèóñ-âåêòîðà
(ñì. ñòð. 270). Ïðè ïîìîùè (5.87) ïîòåíöèàëû ìîæíî òàêæå ïåðåïèñàòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

φ(x, t) =
Q

R−VR
, A(x, t) =

QV

R−VR
. (5.89)

Ýòè ïîòåíöèàëû äëÿ ïðîèçâîëüíî äâèæóùåãîñÿ çàðÿäà íàçûâàþò ïîòåí-
öèàëàìè Ëèåíàðà-Âèõåðòà. Â êà÷åñòâå ïîëåçíîãî óïðàæíåíèÿ ïî ðàáîòå
ñ äåëüòà-ôóíêöèåé ñòîèò âûâåñòè ýòè æå ñîîòíîøåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî
èç îáùåãî ðåøåíèÿ (5.74), (5.76). Íàïðèìåð, äëÿ ïëîòíîñòè çàðÿäà íåîá-
õîäèìî çàïèñàòü âûðàæåíèå ρ(x, t) = Qδ(x− x0(t)).

Îòìåòèì îäèí ëþáîïûòíûé ìîìåíò. Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà áûëè ïî-
ëó÷åíû äëÿ ñèñòåìû ðàâíîìåðíî äâèæóùèõñÿ çàðÿäîâ. Çàòåì ïîñòóëèðî-
âàëîñü, ÷òî îíè ñïðàâåäëèâû è äëÿ óñêîðåííîãî äâèæåíèÿ çàðÿäîâ. Õîòÿ
óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà ÿâíî íå çàâèñÿò îò óñêîðåíèé, ýòî íå îçíà÷àåò, ÷òî
îò óñêîðåíèé íå çàâèñÿò íàïðÿæ¼ííîñòè ïîëÿ. Äåëî â òîì, ÷òî óðàâíå-
íèÿ Ìàêñâåëëà â èñõîäíîé çàïèñè ÿâëÿþòñÿ ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà. Èç ýòîé ñèñòåìû ìîæíî èñêëþ÷èòü,
íàïðèìåð, ìàãíèòíîå ïîëå, ïîëó÷èâ äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ óðàâíåíèå
âòîðîãî ïîðÿäêà:

∂2E

∂t2
−∆E = −4π

∂j

∂t
− 4π∇ρ.

Îíî èìååò ôîðìó óðàâíåíèÿ Ä'Àëàìáåðà, îäíàêî èñòî÷íèêè, ñòîÿùèå â
ïðàâîé ÷àñòè, ñîäåðæàò ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè îò òîêà. Èìåííî ýòî è
ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî íàïðÿæ¼ííîñòè îêàæóòñÿ çàâèñÿùèìè îò óñêîðåíèÿ
çàðÿäà (â òî âðåìÿ êàê ïîòåíöèàëû - íåò).
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• Íàéä¼ì íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé

E = −∇φ− ∂A

∂t
, B = ∇×A.

Ïðîèçâîäíûå ïîòåíöèàëîâ áåðóòñÿ ïî êîîðäèíàòàì ôèêñèðîâàííîé òî÷-
êè ïðîñòðàíñòâà x = {x, y, z} è ïî òåêóùåìó ìîìåíòó âðåìåíè t, à
âûðàæåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëîâ (5.89) çàâèñÿò (â ïðàâûõ ÷àñòÿõ) îò âåëè-
÷èí â ìîìåíò âðåìåíè T . Ïîýòîìó ïîòðåáóþòñÿ îïðåäåë¼ííûå ìàòåìà-
òè÷åñêèå õèòðîñòè. Âîçüì¼ì äèôôåðåíöèàë îò óñëîâèÿ çàïàçäûâàíèÿ:
t = T +R = T +

√
(x− x0(T ))2.

dt = dT +
R dx−VR dT

R
=> dT =

Rdt

R−VR
− Rdx

R−VR
,

ãäå V = dx0(T )/dT � ñêîðîñòü â ìîìåíò âðåìåíè T , à R = x − x0(T ).
Ïî îïðåäåëåíèþ äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè T = T (t,x) èìååì:

∂T

∂t
=

R

R−VR
,

∂T

∂x
= − R

R−VR
.

Ïîòåíöèàëû çàâèñÿò îò x ÿâíî è íåÿâíî ÷åðåç T = T (t,x). Íàïðèìåð,
ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë (5.89) èìååò âèä:

φ =
Q√

{x− x0(T )}2 −V {x− x0(T )}
.

Ïîýòîìó ãðàäèåíò è ïðîèçâîäíàÿ ïî t ðàâíû:

∇φ =
∂φ

∂x
+

∂φ

∂T

∂T

∂x
,

∂A

∂t
=

∂A

∂T

∂T

∂t
.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðîòîðà âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà

∇×A = ∇× (Vφ) = φ∇×V −V ×∇ϕ

íåîáõîäèìî íàéòè òàêæå ðîòîð îò ñêîðîñòè

∇×V =
∂T

∂x

∂

∂T
×V = − R×W

R−VR
,

ãäå W = dV/dT � óñêîðåíèå ÷àñòèöû â ìîìåíò âðåìåíè T . Âû÷èñëÿÿ
âñå ïðîèçâîäíûå è ïðîâîäÿ íåñëîæíûå àëãåáðàè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ
(lH47), ïîëó÷èì:

E =
Q

R2

(1− V 2)(N−V)

(1−VN)3
+

Q

R

N× [(N−V)×W]

(1−VN)3
, (5.90)

B = N× E, (5.91)

ãäåN = R/R. Ìàãíèòíîå ïîëå îêàçûâàåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíûì ýëåêòðè-
÷åñêîìó è ðàäèóñ-âåêòîðó R îò çàðÿäà â ìîìåíò âðåìåíè T = T (x, t).
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Ïðè ïîìîùè ðàäèóñ-âåêòîðà r îò ôàíòîìíîãî çàðÿäà ê òî÷êå íàáëþ-
äåíèÿ ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

E = Q
γr

(r2 + γ2(Vr)2)3/2
+Q

γ3[R× [r×W]]

(r2 + γ2(Vr)2)3/2
.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ÿâëÿåòñÿ íàïðÿæ¼ííîñòüþ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ðàâíî-
ìåðíî äâèæóùåãîñÿ ñî ñêîðîñòüþ V ôàíòîìíîãî çàðÿäà. Åñëè áû çàðÿä
íå ìåíÿë ñâîþ ñêîðîñòü, îí ñîâïàäàë áû ñ ýòèì ôàíòîìîì.

Íàïðÿæ¼ííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ìîæíî òàêæå ïåðåïèñàòü â ñëå-
äóþùåì èçÿùíîì âèäå, íàéäåííîì Ðè÷àðäîì Ôåéíìàíîì (lH50):

E = Q
N

R2
+QR

d

dt

(
N

R2

)
+Q

d2N

dt2
.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî âñå ïðîèçâîäíûå âû÷èñëÿþòñÿ ïî òåêóùåìó âðå-
ìåíè t = T +R(T ), à íå ïî T , ê êîòîðîìó îòíîñÿòñÿ âåëè÷èíû R è N.

Åñëè ñêîðîñòü çàðÿäà ìàëà, òî íàïðÿæ¼ííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ
ìîæíî ïðèáëèæ¼ííî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

E ≈ Q

R2
N +

Q

R
[N× [N×W]].

Âòîðîå ñëàãàåìîå óáûâàåò, êàê 1/R. Ïåðâûé æå (�êóëîíîâñêèé�) ÷ëåí
óáûâàåò, êàê 1/R2, ò.å. ñóùåñòâåííî áûñòðåå. Ïðåíåáðåãàÿ íà áîëüøèõ
ðàññòîÿíèÿõ ïåðâûì ñëàãàåìûì, íàéä¼ì èìïóëüñ ýëåêòðîìàãíèòíîé âîë-
íû. Òàê êàê âòîðîå ñëàãàåìîå ïåðïåíäèêóëÿðíî R, ò.å. ER = 0, èìååì:

P =
E×B

4π
=

E× [R× E]

4πR
=

E2

4π
N ≈ Q

4π

W2 − (WN)2

R2
N.

Èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ dI â íàïðàâëåíèè òåëåñíîãî óãëà dΩ îïðåäå-
ëÿåòñÿ, êàê ïîòîê ýíåðãèè, ïðîõîäÿùèé â åäèíèöó âðåìåíè ÷åðåç ýëåìåíò
ïîâåðõíîñòè dS = R2dΩ ñôåðû ðàäèóñà R (ñì. ñòð. 327).

dI

dΩ
= R2 (NP) ≈ Q2

4π
W 2 sin2 θ,

ãäå θ � óãîë ìåæäó óñêîðåíèåì è íàïðàâëåíèåì â òî÷êó íàáëþäåíèÿ
èç çàïàçäûâàþùåãî ïîëîæåíèÿ çàðÿäà N. Èíòåãðàë ïî âñåìó òåëåñíîìó
óãëó dΩ = dϕ sin θdθ äà¼ò ïîëíîå èçëó÷åíèå çàðÿäà (ôîðìóëà Ëàðìîðà):

I ≈ 2

3
Q2W2. (5.92)

Åãî ìîæíî ñðàâíèòü ñ èçëó÷åíèåì â äèïîëüíîì ïðèáëèæåíèè (ñòð. 327).
Äëÿ îäèíî÷íîãî çàðÿäà d(T ) = Qx0(T ) è, ñîîòâåòñòâåííî, d̈ = QW.
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• Èçó÷èì òåïåðü èçëó÷åíèå çàðÿäà, íå ñ÷èòàÿ åãî ñêîðîñòü ìàëåíüêîé.
Íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò çàðÿäà íàïðÿæ¼ííîñòè ïîëÿ ðàâíû:

E =
Q

R

N× [(N−V)×W]

(1−VN)3
, B = N× E.

Ïóñòü ñêîðîñòü V è óñêîðåíèå W ïàðàëëåëüíû, òàê ÷òî V ×W = 0. Â
ýòîì ñëó÷àå èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ ðàâíà:

dI

dΩ
= R2E

2

4π
=

Q2W 2

4π

sin2 θ

(1− V cos θ)6
.

Äëÿ ìåäëåííîãî çàðÿäà èçëó÷åíèå ìàêñèìàëüíî â íàïðàâëåíèè, ïåðïåí-
äèêóëÿðíîì óñêîðåíèþ. ×åì áëèæå ñêîðîñòü çàðÿäà ê ñêîðîñòè ñâåòà,
òåì ñèëüíåå ìàêñèìóì èçëó÷åíèÿ ñìåùàåòñÿ â íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ
(ñì. íèæå ïåðâûå äâà ðèñóíêà). Ïîõîæèì ñâîéñòâîì îáëàäàåò äâèæó-
ùèéñÿ èçîòðîïíûé (â ñîáñòâåííîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà) èñòî÷íèê ñâåòà â ðå-
çóëüòàòå àáåððàöèè (ñòð. 112).

Íàéä¼ì ñóììàðíóþ èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ. Èíòåãðàë ïî ϕ äàñò 2π, à
äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî θ ñäåëàåì çàìåíó z = cos θ:

I =
Q2W 2

2

1∫
−1

1− z2

(1− V z)6
dz =

2Q2W 2

15

5 + V 2

(1− V 2)4
. (5.93)

Èíòåãðàë ïî z íàõîäèòñÿ ïðè ïîìîùè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ îïðåäåë¼ííî-
ãî èíòåãðàëà ïî ïàðàìåòðó. Ýòè âû÷èñëåíèÿ íåñëîæíû, íî ñðàâíèòåëüíî
ãðîìîçäêè (lH49).
Íàéä¼ì ýíåðãèþ, òåðÿåìóþ çàðÿäîì ïðè èçëó÷åíèè çà åäèíèöó âðå-

ìåíè. Å¼ âåëè÷èíà äëÿ äâèæóùåãîñÿ çàðÿäà îòëè÷àåòñÿ îò I. Äåéñòâè-
òåëüíî, ïðîñëåäèì çà èçëó÷¼ííîé â ïðîøëîì ýíåðãèåé ìåæäó ìîìåíòàìè
âðåìåíè T è T+dT . Åñëè áû çàðÿä áûë íåïîäâèæåí, ê òåêóùåìó ìîìåíòó
ýòà ýíåðãèÿ áûëà áû ñêîíöåíòðèðîâàíà ìåæäó äâóìÿ ñôåðàìè ñ ðàäèó-
ñàìè R è R − dT è ñîâïàäàþùèìè öåíòðàìè. Ïðè äâèæåíèè çàðÿäà çà
âðåìÿ dT öåíòð âíóòðåííåé ñôåðû ñìåùàåòñÿ íà VdT , à å¼ ïîâåðõíîñòü
ïðèæèìàåòñÿ ê âíåøíåé ñôåðå â íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ (3-é ðèñóíîê).
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Â ðåçóëüòàòå òîëùèíà çàçîðà ìåæäó ñôåðàìè â íàïðàâëåíèèN óìåíü-
øàåòñÿ íà NVdT . Åñëè V = 0, òî òîëùèíà çàçîðà ðàâíà dT . Ïðè V ̸= 0
îíà ðàâíà dT (1 − VN). Ñîîòâåòñòâåííî, â (1 − VN) ðàç èçìåíÿåòñÿ
ýëåìåíò îáú¼ìà ñôåðè÷åñêîãî ñëîÿ â íàïðàâëåíèè N (õîòÿ ñóììàðíûé
îáú¼ì ìåæäó ñôåðàìè, êîíå÷íî, íå ìåíÿåòñÿ). Ýíåðãèÿ, ðàñïîëîæåííàÿ
ìåæäó ñëîÿìè â òåëåñíîì óãëó dΩ, ðàâíà:

dE =
E2 +B2

8π
R2dΩdT (1−VN) =>

dĨ

dΩ
=

dE
dTdΩ

= R2 E
2

4π
(1−VN).

Ñòîèò ñðàâíèòü ìíîæèòåëü (1−VN) ñ ñîîòíîøåíèåì (2.5), ñòð. 90 â ýô-
ôåêòå Äîïëåðà (ó âåêòîðîâ n è N ïðîòèâîïîëîæíûå íàïðàâëåíèÿ). Â
ðåçóëüòàòå, èíòåíñèâíîñòü òåðÿåìîé ýíåðãèè Ĩ îòëè÷àåòñÿ îò I ìíîæè-
òåëåì 1−VN. Èíòåãðèðîâàíèå ïî âñåì òåëåñíûì óãëàì äà¼ò (lH49):

Ĩ =
Q2W 2

2

1∫
−1

1− z2

(1− V z)5
dz =

2

3

Q2W 2

(1− V 2)3
.

Êðîìå ëèíåéíîãî òîðìîæåíèÿ (íàïðèìåð, ðåíòãåíîâñêîå èçëó÷åíèå ïðè
óäàðå ýëåêòðîíà îá ýëåêòðîä) ñóùåñòâóåò åù¼ îäíà âàæíàÿ ðàçíîâèä-
íîñòü èçëó÷åíèÿ. Â ìàãíèòíîì ïîëå çàðÿä äâèæåòñÿ ïî îêðóæíîñòè (èëè
ñïèðàëè). Â ýòîì ñëó÷àå ñêîðîñòü è óñêîðåíèå ïåðïåíäèêóëÿðíû. Ïðè ìà-
ëîé ñêîðîñòè çàðÿäà èçëó÷åíèå íàïðàâëåíî ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòè
îðáèòû è íàçûâàåòñÿ öèêëîòðîííûì. Åñëè æå ñêîðîñòü çàðÿäà óëüòðàðå-
ëÿòèâèñòñêàÿ, òî ìàêñèìóì èçëó÷åíèÿ ñêîíöåíòðèðîâàí â íàïðàâëåíèè
òåêóùåãî (ñ ó÷¼òîì çàïàçäûâàíèÿ) ìãíîâåííîãî âåêòîðà ñêîðîñòè. Ïî-
äîáíîå èçëó÷åíèå (êàñàòåëüíîå ê îêðóæíîñòè èëè ñïèðàëè) íàçûâàþò
ñèíõðîòðîííûì. Îíî âîçíèêàåò â êðóãîâûõ óñêîðèòåëÿõ ÷àñòèö (îòñþ-
äà è ïðîèñõîäèò íàçâàíèå). Åãî æå ðåãóëÿðíî íàáëþäàþò àñòðîíîìû â
îêðåñòíîñòè ñàìûõ ðàçíîîáðàçíûõ êîñìè÷åñêèõ îáúåêòîâ.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîé îðèåíòàöèè ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ òåðÿåìàÿ â åäè-

íèöó âðåìåíè ýíåðãèÿ äà¼òñÿ (lH48) ôîðìóëîé Ëüåíàðà (1898 ã.):

Ĩ =
2

3
Q2 W

2 − [V ×W]2

(1− V 2)3
. (5.94)

Ýòà ôîðìóëà ìîæåò áûòü çàïèñàíà â ñëåäóþùåì èíâàðèàíòíîì âèäå:

Ĩ =
2

3

Q2

m2

(
dp

dτ

)2

,

ãäå p ≡ pν = {E,p} � 4-èìïóëüñ ÷àñòèöû ìàññîé m, à dτ = dT
√
1−V2

� å¼ ñîáñòâåííîå âðåìÿ ñ ó÷¼òîì ýôôåêòà çàïàçäûâàíèÿ.



836

V Çàêîí Êóëîíà

• H33 Ïîëå áåñêîíå÷íîé òîíêîé çàðÿæåííîé íèòè (ñòð. 267)
Îêðóæàÿ íèòü öèëèíäðîì òàê, ÷òîáû îíà ïðîõîäèëà ïî åãî îñè ñèì-

ìåòðèè, èìååì: ∫
S

E dS = |E|2πr⊥L = 4πQ,

ãäå r⊥ � ðàäèóñ öèëèíäðà, L � åãî äëèíà è 2πr⊥L � ïëîùàäü åãî ïîâåðõ-
íîñòè. Çàðÿä Q íàõîäèòñÿ íà ó÷àñòêå íèòè äëèíîé L. Ïîýòîìó

E =
2Q/L

r2⊥
r⊥ =

2µ

r2⊥
r⊥,

ãäå µ = Q/L � óäåëüíûé çàðÿä íèòè (çàðÿä íà åäèíèöó äëèíû L).
Ââåä¼ì åäèíè÷íûé âåêòîð k â íàïðàâëåíèè ëèíèè. Âåêòîð, ïåðïåí-

äèêóëÿðíûé íèòè r⊥ (ñì. ðèñóíîê íà ñòð. 267), ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç
ðàäèóñ-âåêòîð ê ïðîèçâîëüíîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà:

r⊥ = r− (rk)k = k× [r× k], r2⊥ = r2 − (rk)2 = [r× k]2,

îòêóäà ïîëó÷àåòñÿ íàïðÿæ¼ííîñòü (ñòð. 267). Âû÷èñëèì å¼ äèâåðãåíöèþ:

∇E

2µ
= ∇ r− k(rk)

r2 − (rk)2 + a2
=

3− k2

r2 − (rk)2 + a2
− (r− k(rk))(2r− 2(rk)k)

(r2 − (rk)2 + a2)2

Ïðèâîäÿ ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ (k2 = 1), èìååì:

∇E

2µ
=

2

r2⊥ + a2
− 2r2⊥

(r2⊥ + a2)2
=

2a2

(r2⊥ + a2)2
.

Ïðè r⊥ > 0 è a → 0 äèâåðãåíöèÿ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Åñëè r⊥ = 0 è
a = 0, ïîëó÷àåòñÿ áåñêîíå÷íîñòü. Ýòî òàê íàçûâàåìàÿ äåëüòà-ôóíêöèÿ
ñ ëèíåéíîé ñèíãóëÿðíîñòüþ. Ïóñòü ëèíèÿ ñèíãóëÿðíîñòè (çàðÿæåííàÿ
íèòü) ðàñïîëîæåíà âäîëü îñè z. Âû÷èñëèì èíòåãðàë â öèëèíäðè÷åñêèõ
êîîðäèíàòàõ, èíòåãðèðóÿ ïî z âäîëü ó÷àñòêà äëèíîé L:

∞∫
0

r⊥dr⊥

2π∫
0

dϕ

L∫
0

dz
a2/π

(r2⊥ + a2)2
= 2L

∞∫
0

a2r⊥dr⊥
(r2⊥ + a2)2

= L

∞∫
0

dχ

(χ+ 1)2
= L.

Ïîýòîìó
∇E = 4πµδL(r),

ãäå δL(r) � ôóíêöèÿ ñ ëèíåéíîé ñèíãóëÿðíîñòüþ, èíòåãðàë îò êîòîðîé ðà-
âåí äëèíå ñèíãóëÿðíîñòè, ïîïàäàþùåé ïîä èíòåãðèðîâàíèå (ñì. ñòð. 788).
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• H34 Òîæäåñòâà, ñëåäóþùèå èç ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà (ñòð. 270)
Ñîîòíîøåíèå r′ = r + Γv(vr) ïîëó÷àåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî èç ïðåîá-

ðàçîâàíèé Ëîðåíöà ïðè t = 0. Âîçâîäÿ åãî â êâàäðàò, èìååì:

r′2 = r2 + (2Γ + Γ2 v2)(vr)2.

Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå ôàêòîðà Γ (ñòð. 32), óïðîñòèì âûðàæåíèå â ñêîá-
êàõ:

2Γ + Γ2 v2 = Γ
(
2 +

γ − 1

v2
v2
)
=

γ2

γ + 1
(γ + 1) = γ2.

Àíàëîãè÷íî, óìíîæàÿ r′ íà ñêîðîñòü v:

vr′ = vr+ Γv2(vr) =
(
1 +

γ − 1

v2
v2
)
(vr) = γ (vr).

• H35 Ñîîòíîøåíèå äëÿ ñêîðîñòè (ñòð. 270)
Ïåðåìíîæèì u′ è r′ ïðè t = 0:

u′r′ =

(
u− γv + Γv(vu)

)(
r+ Γv(vr)

)
γ(1− vu)

.

Ðàñêðûâàÿ ïðîèçâåäåíèå ñêîáîê, èìååì:

u′r′ =
ur− γ (1 + Γv2) (vr) + (2Γ + Γ2 v2) (vr)(vu)

γ(1− vu)

èëè, ó÷èòûâàÿ, ÷òî 1 + Γv2 = γ è 2Γ + Γ2 v2 = γ2:

u′r′ =
ur− γ2 (1− vu)(vr)

γ(1− vu)
=

ur

γ (1− vu)
− γ(vr).

• H36 Äèâåðãåíöèÿ E äâèæóùåãîñÿ çàðÿäà (ñòð. 273)

∇E =
Qγ∇r(

r2 + γ2(vr)2 + a2
)3/2 + r∇ Qγ(

r2 + γ2(vr)2 + a2
)3/2

ó÷èòûâàÿ, ÷òî ∇r = 3, ∇r2 = 2r, ∇(vr) = v, èìååì:

∇E =
3Qγ(

r2 + γ2(vr)2 + a2
)3/2 − 3

2
r

Qγ(2r+ 2γ2(vr)v)(
r2 + γ2(vr)2 + a2

)5/2 .
Ïðèâîäÿ ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ, ïîëó÷àåì:

∇E =
3Qγ a2(

r2 + γ2(vr)2 + a2
)5/2 .
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• H37 Òîæäåñòâî (v∇)[v × r] = 0 (ñòð. 275)
Òàê êàê âåêòîð v � êîíñòàíòà, ñêàëÿðíûé îïåðàòîð (v∇) ìîæíî âíåñòè

ïîä âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå: (v∇)[v × r] = [v × (v∇)r] = [v × v] = 0,
ãäå ìû èñïîëüçîâàëè òîæäåñòâî (v∇)r = v, ïðîâåðÿåìîå â êîìïîíåíòàõ.

• H38 Âû÷èñëåíèå v∇ îò ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ (ñòð. 275)
Áåð¼ì, êàê ïðîèçâîäíóþ ñëîæíîé ôóíêöèè, ó÷èòûâàÿ (v∇)r2 = 2(vr)

è (v∇)(vr)2 = 2(vr)v2.

• H39 Ïîëíûé äèôôåðåíöèàë (ñòð. 285)
Èíòåãðèðóÿ ïî r1, ïðè ôèêñèðîâàííîì r2 (êîíñòàíòà) èìååì:

d

(
1

|r12|

)
= ∇1

(
1

|r1 − r2|

)
dr1 = − r1 − r2

|r1 − r2|3
dr1 = −r12dr1

|r12|3
.

• H40 Ïðèòÿæåíèå äâóõ ïðîâîäíèêîâ (ñòð. 285)
Èíòåãðàëû ïî ïðîâîäíèêàì áåðóòñÿ îò −L/2 äî L/2, ãäå L ñòðåìèòñÿ â

áåñêîíå÷íîñòü. Èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè íåíóëåâîé áóäåò êîìïîíåíòà
ñèëû ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ïðîâîäíèêàì. Ïóñòü ïðîâîäíèêè ïàðàëëåëüíû
îñè x (dr1dr2 = dx1dx2) è x1 = 0. Òîãäà èíòåãðèðîâàíèå ïî x2 ðàâíî∫ L/2

−L/2

R

(R2 + x22)
3/2

dx2 =
x2/R

(R2 + x22)
1/2

∣∣∣L/2
−L/2

=
L/R

(R2 + L2/4)1/2
→ 2

R
,

ãäå â êîíöå L óñòðåìëåíî ê áåñêîíå÷íîñòè. Èíòåãðèðîâàíèå ïî x1 äàåò L

(êîòîðîå áåñêîíå÷íî). Ïîýòîìó ìû îòíîñèì ñèëó íà åäèíèöó äëèíû (ýòà
âåëè÷èíà áóäåò êîíå÷íà), ò.å. äåëèì F íà L. Âûáîð x1 = 0 (îïÿòü æå èç
ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè è áåñêîíå÷íîñòè ïðîâîäíèêîâ) íåñóùåñòâåíåí.

• H41 Ïðîèçâîäíàÿ ∇(rirjj) (ñòð. 290)
Íàïîìíèì, ÷òî êîìïîíåíòàìè âåêòîðíîãî îïåðàòîðà íàáëà ÿâëÿþòñÿ

÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå. Ïîýòîìó k-òàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà ∇ ðàâíà ∇k =
∂/∂rk. Êðîìå ýòîãî, ∂ri/∂rj = δij, ãäå δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà, ðàâíûé 1,
åñëè i = j, è 0, åñëè i ̸= j. Ïîýòîìó, åñëè ∇j = ∇kjk = 0, òî

∇(rirjj) = ∇k(rirjjk) = δkirjjk + riδkjjk = rjji + rijj,

ãäå ïî ïîâòîðÿþùåìóñÿ èíäåêñó k ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå îò 1
äî 3. Â ñóììàõ âûæèâàåò òîëüêî îäíî ñëàãàåìîå, äëÿ êîòîðîãî δij ̸= 0.

• H42 Ïðåîáðàçîâàíèÿ â êîìïîíåíòàõ (ñòð. 299)
Çàïèøåì E′ = γ (E+ v ×B)− Γv(vE) äëÿ v = {v, 0, 0}:

v×B =

∣∣∣∣∣∣
i j k
v 0 0
Bx By Bz

∣∣∣∣∣∣ ,
E ′

x

E ′
y

E ′
z

 = γ

E ′
x

E ′
y − vBz

E ′
z + vBy

−γ − 1

v2
(vEx)

v
0
0

 .
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• H43 Òîæäåñòâî äëÿ E× [∇× E] (ñòð. 312)
Ôîðìóëó �áàö ìèíóñ öàá� çàïèøåì ñ èíäåêñîì i, ñóììà îò 1 äî 3 ïî

êîòîðîìó äà¼ò ñâ¼ðòêó ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

E× [∇× E] = Ei∇Ei − (E∇)E =
1

2
∇(E2)− (E∇)E,

Âû÷èñëèì òåïåðü ïðîèçâîäíóþ ïðîèçâåäåíèÿ:

∇i(EiEj) = Ej∇iEi + Ei∇iEj = Ej(∇E) + (E∇)Ej.

Âûðàæàÿ (E∇)Ej, ïðèõîäèì ê òðåáóåìîìó òîæäåñòâó.

• H44 ßêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà (ñòð. 321)
ßêîáèàí ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëèòåëåì ìàòðèöû, ïîëó÷àåìîé äèôôåðåíöè-

ðîâàíèåì ñòàðûõ êîîðäèíàò ïî íîâûì. Ïðè ïåðåõîäå îò èíòåãðèðîâàíèÿ
â øòðèõîâàííîé ñèñòåìå ê íåøòðèõîâàííîé, èìååì:

d4x′ = det

(
∂x′ν

∂xµ

)
d4x = detΛ d4x = d4x,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî detΛ = 1 (ñì. ñòð. 139). Ýòî æå ìîæíî ïîêàçàòü áîëåå
íåôîðìàëüíî. Ïðè äâèæåíèè, â ñèëó ñîêðàùåíèÿ äëèíû, 3-îáú¼ì â γ
ñîêðàùàåòñÿ, à âðåìÿ dt â γ ðàç çàìåäëÿåòñÿ (óäëèíÿåòñÿ), ïîýòîìó èõ
ïðîèçâåäåíèå d4x = dtdV îñòà¼òñÿ íåèçìåííûì.

• H45 Óñëîâèå äåéñòâèòåëüíîñòè ôóðüå-ðàçëîæåíèÿ (ñòð. 332)
Âîçüì¼ì êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå è ñäåëàåì çàìåíó k 7→ −k:

E∗(r, t) =

∫
E∗(k, t) e−ıkr d3k =

∫
E∗(−k, t) eıkr d3k.

Ýòî âûðàæåíèå äîëæíî ñîâïàñòü ñ E(r, t), ïîýòîìó E∗(−k, t) = E(k, t)
èëè E∗(k, t) = E(−k, t). Ïðè çàìåíå k 7→ −k ïîÿâëÿåòñÿ çíàê ìèíóñ
ïåðåä èíòåãðàëîì, êîòîðûé �óõîäèò� ïîñëå ïåðåñòàíîâêè ïðåäåëîâ èíòå-
ãðèðîâàíèÿ. Íàïðèìåð, ïðè îäíîêðàòíîì èíòåãðèðîâàíèè

∞∫
−∞

f(k)dk = −
−∞∫
∞

f(−k)dk =

∞∫
−∞

f(−k)dk.

• H46 Ôóðüå-ðàçëîæåíèå è âîëíîâîå óðàâíåíèå (ñòð. 332)
Ïîäåéñòâóåì îïåðàòîðîì Ä'Àëàìáåðà íà ôóðüå-ðàçëîæåíèå:(

∂2

∂t2
−∆

)∫
E(k, t) eıkr d3k =

∫ (
∂2E

∂t2
+ k2E

)
eıkr d3k = 0,

îòêóäà ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî íóëþ âûðàæåíèÿ â êðóãëûõ ñêîáêàõ.
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• H47 Íàïðÿæ¼ííîñòè ïîëÿ äâèæóùåãîñÿ çàðÿäà x0(t) (ñòð. 338)

Ïðèâåä¼ì äåòàëè âû÷èñëåíèé. Òàê êàê R = x− x0(T ), èìååì:

dR

dT
=

dx0

dT
= −V,

dR

dT
=

d
√
R2

dT
= −VR

R
.

Âûðàæåíèå äëÿ ãðàäèåíòà ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ðàâíî:

∇φ = − Q

(R−VR)2

(
R

R
−V

)
− QR

(R−VR)3

(
VR

R
+WR−V2

)
,

ãäå ïåðâûé ÷ëåí � ïðîèçâîäíàÿ ïî x, à âòîðîé � ïðîèçâîäíàÿ ïî T è
W = dV/dT � óñêîðåíèå çàðÿäà. Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ
ïî âðåìåíè îò âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà:

∂A

∂t
=

∂A

∂T

∂T

∂t
=

QRW

(R−VR)2
+

QRV

(R−VR)3

(
VR

R
+WR−V2

)
.

Ñîáèðàÿ âñå ïðîèçâîäíûå âìåñòå è ó÷èòûâàÿ òîæäåñòâî äëÿ äâîéíîãî
âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

[R× [(R−VR)×W]] = (R−VR)(RW)−WR(R−VR),

ïîëó÷àþùååñÿ ïî ôîðìóëå �áàö-ìèíóñ-öàá�, íàõîäèì íàïðÿæ¼ííîñòü ýëåê-
òðè÷åñêîãî ïîëÿ:

E = Q
(1− V 2)(R−VR)

(R−VR)3
+Q

[R× [(R−VR)×W]]

(R−VR)3
.

Ðîòîð âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà:

∇×A =
QW ×R

(R−VR)2
+

QV ×R

R(R−VR)2
+

QV ×R

(R−VR)3

(
VR

R
+WR−V2

)
.

Ïðèâîäÿ ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ, èìååì:

B = ∇×A = Q
VR(1− V 2) +VR(WR) +WR(R−VR)

(R−VR)3
× R

R
.

Òàê êàê R×R = 0, íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ýòî ýêâèâàëåíòíî âûðàæåíèþ:

B =
R× E

R
,

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé íàïðÿæ¼ííîñòüþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ.
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• H48 Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ, òåðÿåìàÿ çàðÿäîì (ñòð. 341)

Çàïèøåì âòîðîå ñëàãàåìîå â (5.90), ñòð. 338, ïðè ïîìîùè åäèíè÷íîãî
âåêòîðà N = R/R:

R

Q
E =

N× [(N−V)×W]

(1−NV)3
=

(N−V)(NW)

(1−NV)3
− W

(1−NV)2
.

Âîçâåä¼ì ýòî âûðàæåíèå â êâàäðàò:

R2

Q2
E2 =

W2

(1−NV)4
+

2(VW)(NW)

(1−NV)5
− (NW)2(1− V 2)

(1−NV)6
.

Ââåä¼ì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå:

In =
(1 + V )n − (1− V )n

nV (1− V 2)n
,

ïðè ïîìîùè êîòîðîãî çàïèøåì èíòåãðàëû, âîçíèêàþùèå ïðè èíòåãðèðî-
âàíèè ïî òåëåñíîìó óãëó (lH49):∫

dΩ

(1−NV)4
= 2π I3,

∫
(NW) dΩ

(1−NV)5
= 2π

(WV)

V 2
(I4 − I3),

Òðåòèé íåîáõîäèìûé èíòåãðàë èìååò âèä:∫
(NW)2 dΩ

(1−NV)6
=

[V ×W]2

V 2
πI5 +

(
W2

V 2
− 3(WV)2

V 4

)
π (2I4 − I3 − I5).

Ó÷èòûâàÿ èõ, ïîñëå àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì:

I =

∫
R2E

2

4π
dΩ =

2Q2

15

W2(5 + V 2)− 2[V ×W]2(2 + V 2)

(1− V 2)4
.

×òîáû íàéòè ïîòåðþ çàðÿäîì ýíåðãèè, íåîáõîäèìî ó÷åñòü äîïîëíèòåëü-
íûé ôàêòîð 1−NV (ñòð. 341). Åãî ìîæíî òàêæå ïîëó÷èòü ïðè ïîìîùè
ñëåäóþùèõ ðàññóæäåíèé. Ñôåðà ñ öåíòðîì çàïàçäûâàþùåãî ïîëîæåíèÿ
çàðÿäà, ïî êîòîðîé ïðîâåäåíî èíòåãðèðîâàíèå, äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþV.
Âíóòðè íå¼ íàõîäèòñÿ ïëîòíîñòü ýíåðãèè (E2 +B2)/8π. Ïîýòîìó ïîòîê,
òåðÿåìûé çàðÿäîì, áåç ó÷¼òà ïåðåíîñèìîãî ïîëÿ ðàâåí:

P =
E×B

4π
− E2 +B2

8π
V =

E2

4π
(1−NV)N.

Ïðè èíòåãðèðîâàíèè ýòîãî âûðàæåíèÿ âî âñåõ ïðèâåäåííûõ âûøå èíòå-
ãðàëàõ íåîáõîäèìî óìåíüøèòü íà 1 èíäåêñû (Ik 7→ Ik−1). Â ðåçóëüòàòå
÷åãî ïîëó÷àåòñÿ ôîðìóëà Ëüåíàðà (5.94), ñòð. 341.
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• H49 Èíòåãðèðîâàíèå èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ (ñòð. 841,340)

Â îáùåì ñëó÷àå âîçíèêàþùèå èíòåãðàëû çàâèñÿò îò äâóõ âåêòîðîâ V
è W. Âûáåðåì ñôåðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò òàêèì îáðàçîì, ÷òî V
íàïðàâëåí âäîëü îñè z, à W ëåæèò â ïëîñêîñòè (x, z). Êðîìå ñôåðè÷å-
ñêèõ óãëîâ (θ, ϕ) ââåä¼ì óãîë α ìåæäó âåêòîðàìè V è W. Êîìïîíåíòû
âåêòîðîâ è èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíû:

N = {sθcϕ, sθsϕ, cθ}, W = W {sα, 0, cα}

NW = W (sα sθcϕ + cαcθ),

ãäå, êàê îáû÷íî, c è s ñ èíäåêñàìè îáîçíà÷àþò êîñèíóñ è ñèíóñ ñ ñîîòâåò-
ñòâóþùèì àðãóìåíòîì. Â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè ñàìîãî ïðîñòîãî
èíòåãðàëà çàâèñèìîñòè îò ϕ íåò, ïîýòîìó äëÿ dΩ = dϕsθdθ èìååì:

∫
dΩ

(1−NV)4
=

π∫
0

2π sθdθ

(1− V cθ)4
= 2π

1∫
−1

dz

(1− V z)4
= 2π I3,

ãäå ñäåëàíà çàìåíà z = cθ è ââåäåíî îáîçíà÷åíèå:

In =

+1∫
−1

dz

(1− V z)n+1
=

1/(V n)

(1− V z)n

∣∣∣+1

−1
=

(1 + V )n − (1− V )n

nV (1− V 2)n
.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè V = 0 ïîëó÷àåòñÿ In = 2.

Âòîðîé èíòåãðàë òðåáóåò ïðåäâàðèòåëüíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ϕ:

∫
(NW) dΩ

(1−NV)5
=

π∫
0

2π∫
0

(sα sθcϕ + cαcθ)dϕ
Wsθdθ

(1− V cθ)5
=

π∫
0

2πcαcθW sθdθ

(1− V cθ)5
,

ãäå ëèíåéíîå ïî cϕ ñëàãàåìîå ïðè èíòåãðèðîâàíèè îò 0 äî 2π ðàâíî íóëþ.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî VW = WV cα è ñíîâà äåëàÿ çàìåíó z = cθ, èìååì:

∫
(NW) dΩ

(1−NV)5
=

2π(WV)

V 2

1∫
−1

(1− 1 + V z) dz

(1− V z)5
= 2π

(WV)

V 2
(I4 − I3),

ãäå ïîä èíòåãðàëîì â ÷èñëèòåëå äîáàâëåíà è âû÷òåíà 1.
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Òðåòèé èíòåãðàë:

I =

∫
(NW)2 dΩ

(1−NV)6
=

π∫
0

2π∫
0

(sαsθcϕ + cαcθ)
2dϕ

W 2sθdθ

(1− V cθ)6

òàêæå ñíà÷àëà òðåáóåò èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ϕ:

2π∫
0

(s2αs
2
θc

2
ϕ + c2αc

2
θ)dϕ = πs2αs

2
θ + 2πc2αc

2
θ,

ãäå îïóùåíî ëèíåéíîå ïî cϕ ñëàãàåìîå, ðàâíîå íóëþ, è ïîäñòàâëåí êîñè-
íóñ äâîéíîãî óãëà c2ϕ = (1 + c2ϕ)/2. Òåïåðü ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî
θ:

I = πW 2

1∫
−1

(s2α − (1− 3c2α)z
2) dz

(1− V z)6
= πW 2s2αI5−π

W 2

V 2
(1−3c2α)

1∫
−1

V 2z2 dz

(1− V z)6
.

Èíòåãðàë â ïîñëåäíåì ñëàãàåìîì âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1∫
−1

−V 2z2 dz

(1− V z)6
=

1∫
−1

(1− V 2z2 − 1) dz

(1− V z)6
=

1∫
−1

(1 + V z) dz

(1− V z)5
− I5 = 2I4− I3− I5.

Ïîýòîìó:

I = πW 2

1∫
−1

(s2α − (1− 3c2α)z
2) dz

(1− V z)6
= πW 2s2αI5+π

W 2

V 2
(1−3c2α)(2I4−I3−I5).

Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî ñèíóñà è êîñèíóñà îò α êâàäðàòû âåêòîðíîãî è ñêà-
ëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèé:

[V ×W]2 = V 2W 2s2α, (VW)2 = V 2W 2c2α,

îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:∫
(NW)2 dΩ

(1−NV)6
=

[V ×W]2

V 2
πI5 +

(
W2

V 2
− 3(WV)2

V 4

)
π (2I4 − I3 − I5).



844

• H50 Ôîðìóëà Ôåéíìàíà (ñòð. 339)

Âû÷èñëèì ïåðâóþ è âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ îò âåêòîðà N = R/R ïî
âðåìåíè T :

dN

dT
=

d

dT

(
R

R

)
= −V

R
+

R(RV)

R3
=

R× [R×V]

R3
.

d2N

dT 2
=

V × [V ×R] +R× [R×W]

R3
+

3(RV)

R5
[R× [R×V]].

Âûðàçèì ïðîèçâîäíûå ïî T ÷åðåç ïðîèçâîäíûå ïî t = T +R(T ). Ïåðâàÿ
ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà:

dN

dT
=

dN

dt

dt

dT
=

dN

dt
(1 + Ṙ).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî Ṙ = dR/dT = −(RV)/R, èìååì:

R
d

dt

(
N

R2

)
=

d

dT

(
N

R2

)
R2

R−RV
=

3R(RV)−VR2

R3(R−RV)
.

Ñêëàäûâàÿ ñ N/R2 ïîëó÷àåì:

N

R2
+R

d

dt

(
N

R2

)
=

RR + 2R(RV)−VR2

R3(R−RV)
.

Òåïåðü òî÷íî òàêæå âû÷èñëÿåì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ

d2N

dT 2
=

d2N

dt2
(1 + Ṙ)2 +

dN

dt
R̈

èëè

d2N

dt2
=

R2

(R−RV)2
d2N

dT 2
− dN

dT

1

(R−RV)3
(R2V2 −R2(RW)− (RV)2).

Ïîäñòàâëÿÿ ïðîèçâîäíûå dN/dT è d2N/dT 2, ïîëó÷àåì:

d2N

dt2
=

[R× [(R−VR)×W]]

(R−RV)3
+

+
V 2RV − V 2R− 2(RV)V + (RV)2V/R + 3(RV)2R/R2 − 2(RV)3R/R3

(R−RV)3
.

Ñêëàäûâàÿ âñå âûðàæåíèÿ, îêîí÷àòåëüíî èìååì:

N

R2
+R

d

dt

(
N

R2

)
+

d2N

dt2
=

(1− V 2)(R−RV)

(R−RV)3
+

[R× [(R−VR)×W]]

(R−RV)3
.


