
Ãëàâà 4

Íåèíåðöèàëüíûå ñèñòåìû îòñ÷¼òà

Ýòà ãëàâà ïîñâÿùåíà íåèíåðöèàëüíûì ñèñòåìàì îòñ÷¼òà. Äëÿ èõ îïè-
ñàíèÿ íàì íå ïîòðåáóåòñÿ âûõîäèòü çà ðàìêè ââåäåííîé â ïåðâîé ãëàâå
àêñèîìàòèêè òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè.
Ñíà÷àëà ìû ïîäðîáíî èçó÷èì æ¼ñòêóþ ðàâíîóñêîðåííóþ ñèñòåìó îò-

ñ÷¼òà è ïîêàæåì, ÷òî âðåìÿ â íåé òå÷¼ò ðàçëè÷íûì îáðàçîì. Çàòåì ðàñ-
ñìîòðèì ôèçèêó íà âðàùàþùåìñÿ äèñêå è ïðîàíàëèçèðóåì ðàçëè÷íûå
ýôôåêòû, ñâÿçàííûå ñ âðàùåíèåì. Íàèáîëåå íåîáû÷íûì ñâîéñòâîì òàêîé
ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ íåâîçìîæíîñòü ñèíõðîíèçàöèè ÷àñîâ âäîëü çàìêíóòîé
êðèâîé, íåñìîòðÿ íà îäèíàêîâûé íà íåé õîä âðåìåíè. Íà ïðèìåðå òðå-
òüåé, �íåæåñòêîé� ñèñòåìû áóäåò äàíî îáùåå îïðåäåëåíèå ñèñòåìû îòñ÷¼-
òà. Äàëåå ìû ðàññìîòðèì äîñòàòî÷íî øèðîêèé êëàññ íåèíåðöèàëüíûõ
ñèñòåì. ×òîáû â ïðîèçâîëüíûõ êîîðäèíàòàõ äåëàòü îïðåäåë¼ííûå ôè-
çè÷åñêèå çàêëþ÷åíèÿ, íàì ïîòðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ôèçè÷åñêèå âðåìÿ è
äëèíó è ðàçîáðàòüñÿ êàê èõ ìîæíî èçìåðèòü. Çàòåì ìû îñòàíîâèìñÿ íà
ïîíÿòèè æåñòêîñòè ñèñòåìû îòñ÷¼òà â òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè è âîïðî-
ñàõ äèíàìèêè. Â çàêëþ÷åíèå áóäóò ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå �ïàðàäîêñû�,
ñâÿçàííûå ñ íåèíåðöèàëüíûìè ñèñòåìàìè.
Â ãëàâå 11 ìû âåðí¼ìñÿ ê òåìå íåèíåðöèàëüíûõ ñèñòåì îòñ÷¼òà ñ áîëåå

îáùèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïîçèöèé.
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4.1 Ðàâíîóñêîðåííàÿ ñèñòåìà îòñ÷¼òà

• Ðàññìîòðèì ñèñòåìó îòñ÷¼òà S : (t, x), òî÷êà ñ êîîðäèíàòîé x = 0
êîòîðîé äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííûì ñîáñòâåííûì óñêîðåíèåì a = const îò-
íîñèòåëüíî èíåðöèàëüíîé (ëàáîðàòîðíîé) ñèñòåìû S0 : (T, X). Áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî îñè x è X ïàðàëëåëüíû è íàïðàâëåíû â îäíó ñòîðîíó. Âî
âòîðîé ãëàâå (ñòð. 114) áûë íàéäåí çàêîí äâèæåíèÿ ðåëÿòèâèñòñêè ðàâ-
íîóñêîðåííîé ÷àñòèöû, êîîðäèíàòà êîòîðîé èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

X(T ) =
1

a

[√
1 + (aT )2 − 1

]
, (4.1)

ãäå â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè T = 0 ÷àñòèöà ïîêîèòñÿ, à äàëåå äâè-
æåòñÿ ñ óâåëè÷èâàþùåéñÿ ñêîðîñòüþ è óìåíüøàþùèìñÿ óñêîðåíèåì:

U(T ) =
dX

dT
=

aT√
1 + (aT )2

, W (T ) =
dU

dT
=

a

(1 + (aT )2)3/2
. (4.2)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà÷àëî ñèñòåìû S (è íàáëþäàòåëü íàõîäÿùèéñÿ â
ýòîé òî÷êå) äâèæåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì (4.1) îòíîñèòåëüíî
ñèñòåìû S0:

Âíóòðè íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû S ïðîñòðàíñòâî íåèçîòðîïíî. Òî÷íåå,
îíî èçîòðîïíî â ïëîñêîñòè (y, z), ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê óñêîðåíèþ, íî
íåèçîòðîïíî âäîëü îñè x. Ïîäîáíîå íàðóøåíèå ñèììåòðèè ïðîñòðàíñòâà
ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ñâîáîäíûå ÷àñòèöû óæå íå äâèæóòñÿ ðàâíîìåðíî
è ïðÿìîëèíåéíî.
Ïóñòü ñîáñòâåííîå óñêîðåíèå a íåâåëèêî, õîòÿ, âîçìîæíî, âåëèêà ñêî-

ðîñòü U ñèñòåìû S îòíîñèòåëüíî S0. Òîãäà íàáëþäàòåëü, íàõîäÿùèéñÿ â
íà÷àëå ñèñòåìû S, ïî êðàéíåé ìåðå ëîêàëüíî, ìîæåò ïðåíåáðå÷ü íåèçî-
òðîïíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà â îòíîøåíèè ýòàëîíîâ äëèíû. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî èãíîðèðóåòñÿ èõ äåôîðìàöèÿ èëè ââîäÿòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ïîïðàâ-
êè íà óïðóãîñòü ìàòåðèàëà èç êîòîðîãî ñäåëàíû ëèíåéêè. Â ðåçóëüòàòå,
èõ ìîæíî ïîâîðà÷èâàòü, ñ÷èòàÿ ÷òî îíè íå èçìåíÿþòñÿ ïðè ïîâîðîòå èç
èçîòðîïíîé ïëîñêîñòè (y, z) â íàïðàâëåíèè óñêîðåíèÿ. Àíàëîãè÷íî ìû,
íàõîäÿñü íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè è èñïûòûâàÿ óñêîðåíèå g = 9.8 ì/c2,
ïîëüçóåìñÿ �æ¼ñòêèìè� ëèíåéêàìè â ñâîåé íåïîñðåäñòâåííîé îêðåñòíî-
ñòè.
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Êðîìå ëèíååê íàáëþäàòåëþ íåîáõîäèìû ÷àñû. ×òîáû íå îáñóæäàòü
âëèÿíèå ñèë èíåðöèè íà ìåõàíèçì ÷àñîâ, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ èçìå-
ðåíèÿ âðåìåíè ñëóæàò íåêîòîðûå ïðîöåññû, ïðîèñõîäÿùèå â èçîòðîïíîé
ïëîñêîñòè (y, z). Íàïðèìåð, ýòî ìîæåò áûòü øàðèê, êàòÿùèéñÿ áåç òðå-
íèÿ ïî êðóãîâîìó æåëîáó, ðàñïîëîæåííîìó ïåðïåíäèêóëÿðíî äâèæåíèþ
l C10. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òåìï õîäà ïîäîáíûõ ÷àñîâ ñîâïàäàåò ñ òåìïîì
õîäà ÷àñîâ â ñîïóòñòâóþùåé ê íàáëþäàòåëþ èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îò-
ñ÷åòà S ′

0, äâèæóùåéñÿ â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè îòíîñèòåëüíî S0 ñ òîé
æå ñêîðîñòüþ, ÷òî è S. Ãîâîðÿ î ñèñòåìàõ S è S ′

0 ìû ïîêà ïðåäñòàâëÿåì
òîëüêî äâóõ íàáëþäàòåëåé (íåèíåðöèàëüíîãî è èíåðöèàëüíîãî), îòíîñè-
òåëüíî íåïîäâèæíûõ è ñîâïàäàþùèõ â ïðîñòðàíñòâå â òî÷êå x = 0. Îíè
èìåþò îäèíàêîâûå ÷àñû è ëèíåéêè. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî:

òåìï âðåìåíè äâèæóùèõñÿ ÷àñîâ îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíûõ ÷à-
ñîâ çàâèñèò òîëüêî îò èõ ñêîðîñòè è íå çàâèñèò îò óñêîðåíèÿ.

Ïîýòîìó äëÿ ðàñ÷¼òà ïîêàçàíèé ÷àñîâ t, äâèæóùèõñÿ â ëàáîðàòîðíîé
ñèñòåìå ñî ñêîðîñòüþ U(T ) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíóþ ôîðìóëó
çàìåäëåíèÿ âðåìåíè dt = dT

√
1− U 2, ñòð. 81, â êîòîðîé äëÿ ïåðåìåííîé

ñêîðîñòè U = U(T ) íåîáõîäèìî ïðîâåñòè èíòåãðèðîâàíèå:

t =

T∫
0

√
1− U 2(T ) dT. (4.3)

Ýòî ñîîòíîøåíèå èìååò íàäåæíîå ýêñïåðèìåíòàëüíîå ïîäòâåðæäåíèå. Íà-
ïðèìåð, âðåìÿ æèçíè ìþîíîâ â êîëüöåâîì óñêîðèòåëå [57] â ïðåäåëàõ
îòíîñèòåëüíîé îøèáêè 2 ·10−3 óâåëè÷èâàåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ (4.3). Ïðè
ýòîì ñêîðîñòü ìþîíîâ ñîñòàâëÿåò U = 0.9994 è âðåìÿ çàìåäëÿåòñÿ â
1/
√
1− U 2 ≈ 29 ðàç. Ïðè ðàäèóñå êîëüöà R = 7 ìåòðîâ, óñêîðåíèå î÷åíü

âåëèêî (W = U 2/R ∼ 1015 · g, ãäå g = 9.8ì/ñ2), íî âðåìÿ æèçíè ìþîíîâ
çàâèñèò òîëüêî îò ñêîðîñòè, íî íå çàâèñèò îò èõ óñêîðåíèÿ.
Ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè T = t = 0 íà÷àëà ñèñòåì S0 è S ñîâïàäàëè è

ñêîðîñòü S îòíîñèòåëüíî S0 áûëà íóëåâîé, à çàòåì ìåíÿëàñü â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ (4.2). Òîãäà, âû÷èñëÿÿ èíòåãðàë (4.3), ïîëó÷àåì:

t =
1

a
ash(aT ) èëè aT = sh(at) =

eat − e−at

2
. (4.4)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî t � ýòî ïîêàçàíèÿ îäíèõ äâèæóùèõñÿ ÷àñîâ (íàõî-
äÿùèõñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò S), à T � âðåìÿ íà ìíîæåñòâå íåïîäâèæíûõ,
ñèíõðîíèçèðîâàííûõ ìåæäó ñîáîé ÷àñîâ, ðàññòàâëåííûõ âäîëü òðàåêòî-
ðèè äâèæåíèÿ â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå S0 (ñì. òàêæå ñòð. 116).



206 ÃËÀÂÀ 4.

• Ðàññìîòðèì òåïåðü â ñèñòåìå S äâóõ íàáëþäàòåëåé, êîòîðûõ äëÿ
íàãëÿäíîñòè áóäåì ïðåäñòàâëÿòü â âèäå êîñìè÷åñêèõ êîðàáëåé. Ïóñòü
ðàññòîÿíèå ìåæäó êîðàáëÿìè äî íà÷àëà óñêîðåíèÿ ðàâíÿëîñü x0. Ïîêà
êîðàáëè ñòîÿëè â êîñìîïîðòàõ, èõ ýêèïàæè ñèíõðîíèçîâàëè ñâîè ÷àñû
äðóã ñ äðóãîì è îñòàëüíûìè íàáëþäàòåëÿìè â ñèñòåìå S0. Âðåìÿ íà
÷àñàõ ïåðâîãî êîðàáëÿ, ñòàðòîâàâøåãî èç X = 0, îáîçíà÷èì ÷åðåç t, à
âòîðîãî, ñòàðòîâàâøåãî èç X = x0, ÷åðåç t′. Â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå
îòñ÷¼òà äëÿ âñåõ íàáëþäàòåëåé ñóùåñòâóåò åäèíîå âðåìÿ, ðàâíîå T . Ïðè
T = t = t′ = 0 êîðàáëè íà÷èíàþò ðàâíîóñêîðåííîå äâèæåíèå, ïîñòîÿííî
óâåëè÷èâàÿ ñâîþ ñêîðîñòü:

Êîîðäèíàòà ïåðâîãî (ëåâîãî) êîðàáëÿ, íàõîäÿùåãîñÿ â íà÷àëå ñèñòåìû S
èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì â ñîîòâåòñòâèè ñ (4.1):

X(T ) =
1

a

[√
1 + (aT )2 − 1

]
=

1

a

[
ch(at)− 1

]
, (4.5)

ãäå âî âòîðîì ðàâåíñòâå ïîäñòàâëåíî ñîáñòâåííîå âðåìÿ êîðàáëÿ (4.4).

Æ¼ñòêàÿ ñèñòåìà îòñ÷¼òà � ýòî ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ îòíîñè-
òåëüíî äðóã äðóãà íàáëþäàòåëåé. Ìû çàäàëè òðàåêòîðèþ X(T ) íà÷àëà
ñèñòåìû îòñ÷¼òà S. Êàê äîëæåí äâèãàòüñÿ âòîðîé êîñìè÷åñêèé êîðàáëü,
÷òîáû ðàññòîÿíèå ìåæäó êîðàáëÿìè ýñêàäðû îñòàâàëîñü íåèçìåííûì ñ
èõ òî÷êè çðåíèÿ? Îòâåò �òàê æå� íå ÿâëÿåòñÿ âåðíûì. Ñîáûòèÿ, îäíî-
âðåìåííûå â îäíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà, áóäóò íåîäíîâðåìåííûìè â äðóãîé.
Åñëè êîðàáëè ñèíõðîííî óñêîðÿþòñÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ ñèñòåìû S0, òî ýòî
óñêîðåíèå íå áóäåò ñèíõðîííûì â S, è íàîáîðîò. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó,
÷òî íåèçìåííîñòü ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè ñèñòåìû îòñ÷¼òà, âîîáùå
ãîâîðÿ, îòíîñèòåëüíîå ïîíÿòèå. Åñëè íàáëþäàòåëè â S �âûäåðæèâàþò�
ñâîþ ñèñòåìó æ¼ñòêîé, òî, êàê ìû óâèäèì, íàáëþäàòåëè â èíåðöèàëüíîé
ñèñòåìå S0 áóäóò ðåãèñòðèðîâàòü, å¼ ñæàòèå â íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ.

Êàê ýñêàäðà êîðàáëåé äîëæíà âûäåðæèâàòü íåèçìåííûì ðàññòîÿíèå?
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ðàäèîëîêàöèîííûé ìåòîä.
Îäèí êîðàáëü ïîñûëàåò ñâåòîâîé ñèãíàë â ñòîðîíó âòîðîãî êîðàáëÿ. Ýòîò
ñèãíàë îòðàæàÿñü, âîçâðàùàåòñÿ îáðàòíî. Âðåìÿ äâèæåíèÿ òóäà-îáðàòíî
ïî ëîêàëüíûì ÷àñàì êîðàáëÿ íå äîëæíî èçìåíÿòüñÿ. Âûÿñíèì, ïî êàêîé
òðàåêòîðèè F (T ) äîëæåí äâèãàòüñÿ âòîðîé êîðàáëü îòíîñèòåëüíî ñè-
ñòåìû S0, ÷òîáû ñèñòåìà îòñ÷¼òà S äëÿ å¼ íàáëþäàòåëåé áûëà æåñòêîé.
Ðàñ÷¼òû ïðîâåä¼ì â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå S0.
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Ïóñòü ïåðâûé êîðàáëü â ìîìåíò âðåìåíè T1 îòïðàâëÿåò âïåð¼ä ñâåòî-
âîé ñèãíàë, êîòîðûé â ìîìåíò âðåìåíè T îòðàæàåòñÿ îò âòîðîãî êîðàáëÿ
è âîçâðàùàåòñÿ îáðàòíî íà ïåðâûé êîðàáëü â ìîìåíò âðåìåíè T2. Ðàññòî-
ÿíèå, ïðîõîäèìîå ñèãíàëîì ðàâíî äëèòåëüíîñòè åãî äâèæåíèÿ (c = 1):{

F (T )−X(T1) = T − T1,
F (T )−X(T2) = T2 − T.

(4.6)

Âñå âðåìåíà èçìåðÿþòñÿ ïî ÷àñàì èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà S0.
Êîîðäèíàòà ïåðâîãî êîðàáëÿ ðàâíà X(T ), ñì. (4.5), âòîðîãî � F (T ). Åñëè
îò âðåìåíè ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû T = sh(at)/a ïåðåéòè ê ñîáñòâåííîìó
âðåìåíè ïåðâîãî êîðàáëÿ t, òî èç (4.5) íåñëîæíî ïîëó÷èòü (lH26):

1 + aX(T )± aT = 1 + [ch(at)− 1]± sh(at) = e±at.

Ïîýòîìó, èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.6) èìååì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

1 + aF (T )− aT = e−at1, 1 + aF (T ) + aT = eat2, (4.7)

ãäå âðåìåíà óõîäà t1 è âîçâðàùåíèÿ t2 ñèãíàëà óæå èçìåðÿþòñÿ ÷àñàìè
ïåðâîãî êîðàáëÿ. Åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó êîðàáëÿìè íåèçìåííî, òî âðåìÿ
äâèæåíèÿ ñèãíàëà �òóäà è îáðàòíî� τ0 = t2 − t1 ïîñòîÿííî è íå çàâèñèò
îò ìîìåíòà åãî ïîëó÷åíèÿ t2. Âû÷èòàÿ óðàâíåíèÿ (4.7), íàõîäèì:

2aT = eat2 − e−a (t2−τ0) => eat2 = aT +
√

eaτ0 + (aT )2.

Â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî eat2 âûáðàí
ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü, ïîäñòàâëÿÿ êîòîðûé âî âòîðîå óðàâíåíèå (4.7),
ïîëó÷àåì èñêîìóþ òðàåêòîðèþ F (T ):

1 + aF (T ) =
√

eaτ0 + (aT )2 =
√
(1 + ax0)2 + (aT )2, (4.8)

ãäå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ó÷òåíî íà÷àëüíîå óñëîâèå F (0) = x0 èëè
eaτ0/2 = 1 + ax0. Íàçîâ¼ì ðàäèîëîêàöèîííûì ðàññòîÿíèåì l0 ïîëîâèíó
âðåìåíè τ0 äâèæåíèÿ ñèãíàëà â îáå ñòîðîíû:

l0 =
t2 − t1

2
=

τ0
2

=
1

a
ln(1 + ax0). (4.9)

Ñêîðîñòü âòîðîãî êîðàáëÿ îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé ñèñòåìû îòñ÷¼-
òà S0 ðàâíà U2(T ) = dF (T )/dT , ïîýòîìó:

U2(T ) =
a2T√

1 + (a2T )2
, a2 =

a

1 + ax0
. (4.10)

Òàêèì îáðàçîì, âòîðîé êîðàáëü òàêæå äâèæåòñÿ ðàâíîóñêîðåííî, íî ñ
ìåíüøèì ñîáñòâåííîå óñêîðåíèåì, ðàâíûì a2.
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• Ñêîðîñòè îáîèõ êîðàáëåé èçâåñòíû, ïîýòîìó ìîæíî çàïèñàòü ïîêà-
çàíèÿ ÷àñîâ êàæäîãî èç íèõ â ìîìåíò âðåìåíè T ñèñòåìû S0:

T =
1

a
sh(at), T =

1 + ax0
a

sh

(
at′

1 + ax0

)
. (4.11)

Çàïèøåì êîîðäèíàòó âòîðîãî êîðàáëÿ (4.8) â ñèñòåìå S0 ÷åðåç åãî ñîá-
ñòâåííîå âðåìÿ èç âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ (4.11):

F (T ) =
1 + ax0

a
ch

(
at′

1 + ax0

)
− 1

a
. (4.12)

Ïðè ïîìîùè (4.11), (4.12) è ðàäèîëîêàöèîííîãî ðàññòîÿíèÿ l0 (4.9) ìîæ-
íî (lH27) âûðàçèòü âðåìåíà ïîñûëêè è ïîëó÷åíèÿ îáðàòíî ñèãíàëà íà
ïåðâîì êîðàáëå:

t1 = t′ e−al0 − l0, t2 = t′ e−al0 + l0,
t1 + t2

2
= t′ e−al0. (4.13)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî t′ ̸= (t1+ t2)/2 è íà÷àëüíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ ÷àñîâ
íà êîðàáëÿõ ðàçðóøèëàñü. Ðàçáåðåìñÿ, ïî÷åìó ýòî ïðîèçîøëî.
Êàê ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé âðåìåíà íà êîðàáëÿõ? Â ñîîòíîøåíèÿõ (4.11)

âðåìÿ t, ïðîøåäøåå íà ïåðâîì êîðàáëå ñ ìîìåíòà ñòàðòà è t′ íà âòîðîì
êîðàáëå ñðàâíèâàþòñÿ ñ ðàçëè÷íûìè ÷àñàìè T , ñèíõðîíèçèðîâàííûìè â
ñèñòåìå S0. ×òîáû íàéòè ñâÿçü t è t′ íåëüçÿ ïðèðàâíèâàòü T â (4.11) ò.ê.
ñîáûòèÿ îäíîâðåìåííûå â S0 (îäèíàêîâîå T ) áóäóò íåîäíîâðåìåííû â S.
Ïóñòü âòîðîé êîðàáëü ïîñûëàåò �ñèãíàë òî÷íîãî âðåìåíè� íà ïåðâûé

êîðàáëü. Îí óõîäèò â ìîìåíò âðåìåíè t′1 è ïðèõîäèò ê ïåðâîìó êîðàáëþ
â ìîìåíò t2. Èñïîëüçóÿ âòîðîå ñîîòíîøåíèå (4.13) èìååì:

t2 = t′1 e
−al0 + l0. (4.14)

Ñèãíàëû, îòïðàâëåííûå ÷åðåç ðàâíûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè, ïî ÷àñàì
âòîðîãî êîðàáëÿ áóäóò òàêæå ïðèõîäèòü ÷åðåç ðàâíûå ïðîìåæóòêè, îä-
íàêî ñ äðóãîé ÷àñòîòîé ν = 1/∆t:

∆t = ∆t′ e−al0, èëè ν = ν ′ eal0 ≈ ν ′ (1 + al0),

ãäå ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî çàïèñàíî äëÿ al0 ≪ 1. ×àñòîòà ïðèíÿòîãî
ñèãíàëà ν îò óäàë¼ííîãî íàáëþäàòåëÿ òåì áîëüøå, ÷åì äàëüøå ïî õîäó
äâèæåíèÿ íàõîäèòñÿ èñòî÷íèê ñèãíàëà. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ðàññòîÿ-
íèå ìåæäó íàáëþäàòåëÿìè â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà îñòà¼òñÿ
íåèçìåííûì, òî âðåìÿ ó íèõ òå÷¼ò ðàçëè÷íûì îáðàçîì. ×åì äàëüøå ïî
íàïðàâëåíèþ óñêîðåíèÿ íàõîäÿòñÿ ÷àñû, òåì áûñòðåå íà íèõ èä¼ò âðå-
ìÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ íàáëþäàòåëÿ â x = 0. Â ðåçóëüòàòå, ïåðâîíà÷àëüíî
ñèíõðîíèçèðîâàííûå ÷àñû, ñî âðåìåíåì ðàññèíõðîíèçèðóþòñÿ.
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• Íàáëþäàòåëè â óñêîðåííîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà ÷óâñòâóþò ñåáÿ ïîäîáíî
íàì, íàõîäÿùèìñÿ íà Çåìëå â îäíîðîäíîì ïîëå ñèëû òÿæåñòè. Â ÷àñòíî-
ñòè âñå îáúåêòû, �âûïóùåííûå èç ðóê�, íåçàâèñèìî îò èõ ìàññû ïðèîá-
ðåòàþò óñêîðåíèå a.

Åñëè, ñëåäóÿ Ýéíøòåéíó, ñ÷èòàòü, ÷òî ôèçèêà â ðàâíîóñêîðåííîé ñèñòå-
ìå àíàëîãè÷íà ôèçèêå â îäíîðîäíîì ãðàâèòàöèîííîì ïîëå, òî ïîëó÷åí-
íàÿ ôîðìóëà äëÿ ÷àñòîò äîëæíà âûïîëíÿòüñÿ è â çåìíûõ óñëîâèÿõ. Â
÷àñòíîñòè, ïðè¼ìíèê, ðàñïîëîæåííûé íèæå èñòî÷íèêà ýòàëîííîãî èçëó-
÷åíèÿ ν ′, äîëæåí ïîëó÷àòü ñèãíàë ñ áîëüøåé ÷àñòîòîé ν ≈ ν ′ (1+gl0/c

2),
ãäå a = g = 9.8 ì/c2, à l0 � âûñîòà èñòî÷íèêà íàä ïðè¼ìíèêîì, è âîññòà-
íîâëåíà (g 7→ g/c2) êîíñòàíòà �c�. Ýòî ñîîòíîøåíèå ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ
ïîäòâåðäèëîñü â ýêñïåðèìåíòå Ïàóíäà è Ðåáêè (1960 ã.). Èõ óñòàíîâêà
èìåëà âûñîòó l0 = 22.5ì, ÷òî ñîîòâåòñòâîâàëî îòíîñèòåëüíîìó èçìåíå-
íèþ ÷àñòîòû gl0/c

2 = 2.5 · 10−15, êîòîðîå óäàëîñü èçìåðèòü ïðè ïîìîùè
ýôôåêòà Ì¼ññáàóýðà.

Ýòàëîíû äëèíû è âðåìåíè íåèíåðöèàëüíîãî íàáëþäàòåëÿ ñîâïàäàþò ñ
àíàëîãè÷íûìè ýòàëîíàìè â ñîïóòñòâóþùåé ê íåìó èíåðöèàëüíîé ñèñòå-
ìå îòñ÷¼òà. Â ÷àñòíîñòè, ñêîðîñòü ñâåòà äëÿ íåãî èçîòðîïíà è îäèíàêîâà
ïðè äâèæåíèè âäîëü è ïðîòèâ îñè x. Ïîýòîìó ïîëîâèíó âðåìåíè τ0/2
ðàäèîëîêàöèîííîãî ýêñïåðèìåíòà îí ìîæåò ñ÷èòàòü ðàññòîÿíèåì êî âòî-
ðîìó êîðàáëþ l0 = ln(1+ax0)/a. Ñ ó÷¼òîì âðåìåíè íà ïðîõîæäåíèå ýòîãî
ðàññòîÿíèÿ â (4.14), íàáëþäàòåëè ìîãóò ñðàâíèòü ïîêàçàíèÿ ñâîèõ ÷àñîâ:

t = t′ e−al0. (4.15)

Ñîáûòèå, ïðîèçîøåäøåå íà âòîðîì êîðàáëå â ìîìåíò t′, íàáëþäàòåëü
íà ïåðâîì êîðàáëå ìîæåò ñ÷èòàòü îäíîâðåìåííûì ìîìåíòó åãî ÷àñîâ
t, òàê êàê èíôîðìàöèÿ î í¼ì äîñòèãíåò ïåðâîãî êîðàáëÿ ÷åðåç âðåìÿ,
ðàâíîå ðàññòîÿíèþ l0.

Íàïîìíèì, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó êîðàáëÿìè äî ñòàðòà ðàâíÿëîñü x0.
Êàê òîëüêî ïîÿâèëîñü óñêîðåíèå, ïðîñòðàíñòâî ñòàëî íåèçîòðîïíûì è
ðàññòîÿíèå äî âòîðîãî êîðàáëÿ óìåíüøèëîñü (x0 7→ l0), è â äàëüíåé-
øåì óæå íå ìåíÿëîñü. Íà ñàìîì äåëå, ñêà÷îê ðàññòîÿíèÿ íàáëþäàòåëè
îáíàðóæàò ïîñëå ñòàðòà ñïóñòÿ íåêîòîðîå âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ ïðî-
âåäåíèÿ åãî ðàäèîëîêàöèîííîãî èçìåðåíèÿ. Â ìîìåíò îòêëþ÷åíèÿ äâè-
ãàòåëåé íåèíåðöèàëüíàÿ ñèñòåìà îòñ÷¼òà ïðåâðàùàåòñÿ â èíåðöèàëüíóþ,
è ïðîñòðàíñòâî ñíîâà ñòàíîâèòñÿ èçîòðîïíûì.
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• Èñïîëüçîâàòü ðàäèîëîêàöèîííûé ìåòîä äëÿ èçìåðåíèÿ ðàññòîÿíèé
ìîæåò ëþáîé íàáëþäàòåëü â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå. Ðàññìîòðèì òàêîé
ýêñïåðèìåíò, ïðîâîäèìûé íàáëþäàòåëåì íà âòîðîì êîðàáëå â íàïðàâ-
ëåíèè òðåòüåãî, äâèæóùåãîñÿ âïåðåäè íåãî. Åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè â ñèñòåìå S0 êîîðäèíàòû ýòèõ êîðàáëåé áûëè x0 è x1, òî â äàëü-
íåéøåì èõ òðàåêòîðèè F (T ) è G(T ) èìåþò âèä:

1+aF (T ) =
√
(1 + ax0)2 + (aT )2, 1+aG(T ) =

√
(1 + ax1)2 + (aT )2.

Ñèãíàë â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå S0 èçëó÷àåòñÿ â ìîìåíò T1, îòðàæàåòñÿ
îò òðåòüåãî êîðàáëÿ â ìîìåíò T è âîçâðàùàåòñÿ íà âòîðîé â ìîìåíò T2:{

G(T )− F (T1) = T − T1

G(T )− F (T2) = T2 − T.

Èç ýòèõ äâóõ óðàâíåíèé ñëåäóåò:(
1+aF (T1)−aT1

)(
1+aF (T2)+aT2

)
=

(
1+aG(T )−aT

)(
1+aG(T )+aT

)
.

Ïîäñòàâëÿÿ â ëåâîé ÷àñòè âðåìåíà aTi = (1 + ax0) sh(at
′
i/(1 + ax0)):

1 + aF (T )± aT = (1 + ax0) exp(±at′/(1 + ax0)),

à â ïðàâîé (1+aG)2− (aT )2 ÿâíûé âèä òðàåêòîðèè G = G(T ), ïîëó÷àåì:

l′1 =
t′2 − t′1

2
=

1 + ax0
a

ln

(
1 + ax1
1 + ax0

)
= eal0 (l1 − l0), (4.16)

ãäå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå çàïèñàíû ðàäèîëîêàöèîííûå ðàññòîÿíèÿ êî
âòîðîìó l0 è òðåòüåìó l1 êîðàáëÿì ñ òî÷êè çðåíèÿ íàáëþäàòåëÿ íà ïåð-
âîì êîðàáëå, íàõîäÿùåìñÿ â íà÷àëå íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà.
Åñëè ïîâòîðèòü ðàñ÷¼ò ïî ïîñûëêå ïåðèîäè÷åñêèõ ñèãíàëîâ (ñòð. 208),

íî òåïåðü îò òðåòüåãî êîðàáëÿ êî âòîðîìó, òî ïîëó÷èòñÿ ñîîòíîøåíèå:

t′2 = l′1 +
1 + ax0
1 + ax1

t′′1 = l′1 + t′′1 e
−a (l1−l0) = l′1 + t′′1 e

−a2l
′
1, (4.17)

ãäå l′1 � ðàññòîÿíèå (4.16) ìåæäó êîðàáëÿìè è a2 = a/(1 + ax0).
Â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå ìû íå òîëüêî íå ìîæåì ãîâîðèòü î åäèíîì

âðåìåíè, íî è ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè ñèñòåìû èçìåðÿþòñÿ êîíêðåò-
íûìè íàáëþäàòåëÿìè. Ðåçóëüòàòû ýòèõ èçìåðåíèé ðàçëè÷íû, òàê êàê
â ðàäèîëîêàöèîííîì ìåòîäå èñïîëüçóþòñÿ ÷àñû. Åñëè âðåìÿ äëÿ ðàç-
ëè÷íûõ íàáëþäàòåëåé òå÷¼ò ïî-ðàçíîìó, òî è ðåçóëüòàòû ðàäèîëîêàöèè
áóäóò ðàçëè÷íûìè. Íàïðèìåð, ðàññòîÿíèå ê ïåðâîìó êîðàáëþ, èçìåðåí-
íîå ñî âòîðîãî êîðàáëÿ, ðàâíî l′0 = l0 e

al0, ÷òî â eal0 ðàç áîëüøå, ÷åì
àíàëîãè÷íîå ðàññòîÿíèå, èçìåðåííîå ñ ïåðâîãî êîðàáëÿ.
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• Ïðè äâèæåíèè ðàññòîÿíèå ìåæäó êîðàáëÿìè â ðàâíîóñêîðåííîé ñè-
ñòåìå îò÷¼òà âûäåðæèâàåòñÿ íåèçìåííûì. Äëÿ íåïîäâèæíûõ íàáëþäà-
òåëåé â ñèñòåìå S0, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîðàáëÿìè óìåíüøàåòñÿ. Ñ òî÷êè
çðåíèÿ ñòàíäàðòíîãî ñîêðàùåíèÿ Ëîðåíöà â ýòîì íåò íè ÷åãî óäèâèòåëü-
íîãî, òàê êàê ñêîðîñòü êîðàáëåé âñ¼ âðåìÿ ðàñò¼ò. Ïðåäñòàâèì �ëèíåéêó�,
ñîåäèíÿþùóþ ïåðâûé è âòîðîé êîðàáëè. Å¼ äëèíà â ñèñòåìå S0 ðàâíà
ðàçíîñòè êîîðäèíàò êîðàáëåé:

L0 = F (T )−X(T ) =
1

a

√
e2al0 + (aT )2 − 1

a

√
(1 + (aT )2.

Íàáëþäàòåëü ñèñòåìû S, íàõîäÿùèéñÿ íà ïåðâîì êîðàáëå, ñ÷èòàåò, ÷òî
äëèíà ëèíåéêè (ðàññòîÿíèå ìåæäó êîðàáëÿìè) ðàâíà l0 = ln(1 + ax0)/a.
Åñëè ââåñòè ñêîðîñòü ïåðâîãî êîðàáëÿ îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé èíåð-
öèàëüíîé ñèñòåìû S0 è ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîé ñêîðîñòè ôàêòîð Ëîðåíöà:

U(T ) =
dX

dT
=

aT√
1 + (aT )2

, γ =
1√

1− U2(T )
=

√
1 + (aT )2,

òî âûðàæåíèå äëÿ äëèíû ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

L0 =

√
e2al0 + γ2 − 1− γ

a
≈ l0

γ

(
1 + (1 + U 2)

al0
2

+ ...

)
, (4.18)

ãäå ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî çàïèñàíî êàê ðÿä ïî al0 (÷òî ïðîâåðÿåòñÿ
âîçâåäåíèåì â êâàäðàò ïîñëå ïåðåíåñåíèÿ γ/a âïðàâî). Ýòî ïðèáëèæå-
íèå ñïðàâåäëèâî ïðè al0 ≪ 1 èëè, âîññòàíàâëèâàÿ ôóíäàìåíòàëüíóþ
ñêîðîñòü a ≪ a0 = c2/l0. Äëÿ ìåòðîâîãî ñòåðæíÿ èìååì a0 ∼ 1016 g, ãäå
g = 9.8ì/ñ2, ÷òî ÿâëÿåòñÿ î÷åíü áîëüøèì çíà÷åíèåì. Åñëè æå ðàññòîÿ-
íèå ìåæäó êîðàáëÿìè ðàâíî îäíîìó ñâåòîâîìó ãîäó (ñòð. 117), òî a0 ∼ g

è îòêëîíåíèå îò ëîðåíöåâñêîé ôîðìóëû L0 = l0/γ ñòàíîâèòñÿ çàìåòíûì.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïðîèçâåäåíèå ñîáñòâåííîãî óñêîðåíèÿ a íà äëèíó

ëèíåéêè l0 ìàëî, òî îòíîøåíèå äëèí ëèíåéêè, â ñèñòåìàõ S è S0 ñî-
îòâåòñòâóåò ëîðåíöåâñêîìó ñîêðàùåíèþ: L0 = l0

√
1− U 2. Â îáùåì æå

ñëó÷àå, ñîêðàùåíèå �ëèíåéêè� îòëè÷àåòñÿ îò ëîðåíöåâñêîãî. Îäíàêî, êî-
ãäà êîðàáëè ïåðåñòàíóò óñêîðÿòüñÿ, òî ñîêðàùåíèå îêàæåòñÿ â òî÷íîñòè
ðàâíûì ëîðåíöåâñêîìó (ñì. �ïàðàäîêñ îñòàíîâêè�, ñòð. 264).
Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî áîëüøèå çíà÷åíèÿ l0 íåèíåðöèàëüíûå íàáëþäàòåëè

ïîëó÷àþò â ðåçóëüòàòå ðàäèîëîêàöèîííîãî èçìåðåíèÿ, à íå ðåàëüíûì
ïðèêëàäûâàíèåì ëèíåéêè, ïðè ïîìîùè êîòîðîé îíè èçìåðÿþò ñêîðîñòè
â ñâîåé íåïîñðåäñòâåííîé îêðåñòíîñòè. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (4.9) îíî îòëè-
÷àåòñÿ îò íà÷àëüíîãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êîðàáëÿìè x0 è ðàçëè÷íî äëÿ
íàáëþäàòåëÿ íà ïåðâîì è âòîðîì êîðàáëÿõ. Âûøå, â êà÷åñòâå ñîáñòâåí-
íîé äëèíû ëèíåéêè, áûëî âûáðàíî ðàäèîëîêàöèîííîå ðàññòîÿíèå, èçìå-
ðåííîå íàáëþäàòåëåì íà ïåðâîì êîðàáëå.



212 ÃËÀÂÀ 4.

4.2 Ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò

• Íàéä¼ì ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò è âðåìåíè íåêîòîðîãî ñîáûòèÿ,
íàáëþäàåìîãî â èíåðöèàëüíîé S0 : (T, X) è íåèíåðöèàëüíîé S : (t, x)
ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî (t, x) � ýòî ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé
íàáëþäàòåëÿ, íàõîäÿùåãîñÿ â òî÷êå x = 0 ñèñòåìû S (ïåðâûé êîðàáëü).
Ïóñòü ñîáûòèå ïðîèñõîäèò â óäàëåíèè îò íåãî, íàïðèìåð, âîçëå âòîðî-
ãî êîðàáëÿ, ðàññòîÿíèå l0 = ln(1 + ax0)/a äî êîòîðîãî èçâåñòíî èç ðà-
äèîëîêàöèîííûõ èçìåðåíèé. Ýòî ðàññòîÿíèå ìîæåò áûòü ïðèíÿòî èì çà
êîîðäèíàòó ñîáûòèÿ x = l0 â S. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî, êàê òîëüêî ïðîèçî-
øëî ñîáûòèå â ìîìåíò âðåìåíè t′ (ïî ÷àñàì âòîðîãî êîðàáëÿ), íà ïåðâûé
êîðàáëü ïîñûëàåòñÿ ñâåòîâîé ñèãíàë:

Ñ ó÷¼òîì êîððåêòèðîâêè íà âðåìÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñèãíàëà (4.15), âðåìÿ
ñîáûòèÿ ïî ÷àñàì ïåðâîãî êîðàáëÿ ðàâíî t = t′e−ax. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
âðåìÿ t′ âòîðîãî êîðàáëÿ ñâÿçàíî ñî âðåìåíåì ñîáûòèÿ T â èíåðöèàëüíîé
ñèñòåìå îòñ÷åòà (÷àñû T â îêðåñòíîñòè ñîáûòèÿ) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

T =
1 + ax0

a
sh

(
at′

1 + ax0

)
=

eax

a
sh(at),

ãäå âî âòîðîì ðàâåíñòâå ïîäñòàâëåíî t′ = t eax è 1+ax0 = eax. Êîîðäèíàòà
X ñîáûòèÿ â ñèñòåìå S0 ñîâïàäàåò ñ êîîðäèíàòîé âòîðîãî êîðàáëÿ (4.8):

aX = F (T ) = (1 + ax0) ch

(
at′

1 + ax0

)
− 1 = ch(at)eax − 1.

Â ðåçóëüòàòå, ïðåîáðàçîâàíèÿ ìåæäó èíåðöèàëüíîé è íåèíåðöèàëüíîé
ñèñòåìàìè îòñ÷¼òà ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

aT = sh(at) eax, 1 + aX = ch(at) eax. (4.19)

Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëó÷èë Ì¼ëëåð [13], ðàññìàòðèâàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü èíåðöèàëüíûõ ñèñòåì ñîïóòñòâóþùèõ íåèíåðöèàëüíîé. Ïðè ýòîì
èñïîëüçîâàëàñü äðóãàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ êîîðäèíàòû eax = 1 + ax̃ èëè:

aT = sh(at) (1 + ax̃), 1 + aX = ch(at) (1 + ax̃). (4.20)

Ôàêòè÷åñêè ýòî ëèøü èíîé ñïîñîá íóìåðàöèè òî÷åê ïðîñòðàíñòâà â íåèíåð-
öèàëüíîé ñèñòåìå S, ïðè êîòîðîì êîîðäèíàòîé âòîðîãî êîðàáëÿ ñ÷èòà-
åòñÿ åãî ïîëîæåíèå â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà â ìîìåíò ñòàðòà.
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• Ïðåîáðàçîâàíèÿ (4.19) èìåþò íåìíîãî èíîé ñìûñë ïî ñðàâíåíèþ ñ
ïðåîáðàçîâàíèÿìè ìåæäó äâóìÿ èíåðöèàëüíûìè ñèñòåìàìè. Ó íàáëþ-
äàòåëåé â äàííîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå ñóùåñòâóåò åäèíîå ñèíõðîíèçè-
ðîâàííîå âðåìÿ è ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà îäèíàêîâû äëÿ âñåõ òàêèõ
íàáëþäàòåëåé. Â ñèëó ýòîãî, îáû÷íî, â êàæäîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå
îòñ÷¼òà ïðåäñòàâëÿþò ïî îäíîìó íàáëþäàòåëþ, êîòîðûå �ðàçìàçàíû� ïî
âñåìó ïðîñòðàíñòâó. Â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå êàæäûé íàáëþäàòåëü îá-
ëàäàåò ñâîèì ñîáñòâåííûì âðåìåíåì. Îá óäàë¼ííûõ ñîáûòèÿõ îí ìîæåò
ñóäèòü òîëüêî ïîëó÷àÿ íåêîòîðóþ èíôîðìàöèþ îò íàáëþäàòåëÿ, êîòî-
ðûé ðåàëüíî ðåãèñòðèðóåò ñîáûòèå, íàõîäÿñü â òî÷êå ãäå îíî ïðîèçîøëî.
Ïîýòîìó

ïðåîáðàçîâàíèÿ (4.19) îòíîñÿòñÿ ê êîíêðåòíîìó íåèíåðöèàëüíî-
ìó íàáëþäàòåëþ è ïðîèçâîëüíîìó èíåðöèàëüíîìó.

Ïðåîáðàçîâàíèÿ (4.19) íåñëîæíî îáðàòèòü:

t =
1

2a
ln

[
1 + aX + aT

1 + aX − aT

]
, x =

1

2a
ln
[
(1 + aX)2 − (aT )2

]
. (4.21)

Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ (lH28) ïðåäëàãàåòñÿ íàéòè ñêîðîñòü òî÷êè X =
0 (íà÷àëî ñèñòåìû S0) â ñèñòåìå S è óáåäèòüñÿ, ÷òî îíà ñîâïàäàåò ñî
ñêîðîñòüþ òî÷êè x = 0 îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû S0.
Ïðÿìûå è îáðàòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ èìåþò ðàçëè÷íóþ ôóíêöèîíàëü-

íóþ ôîðìó. Ýòî îòðàæàåò íåðàâíîïðàâíîñòü èíåðöèàëüíîãî è íåèíåðöè-
àëüíîãî íàáëþäàòåëåé.
Çàïèøåì èíòåðâàë ìåæäó ñîáûòèÿìè â êîîðäèíàòàõ íåèíåðöèàëüíîãî

íàáëþäàòåëÿ. Ïîäñòàâëÿÿ (4.19) â ds2 = dT 2 − dX2, èìååì:

ds2 = e2ax
(
dt2 − dx2

)
. (4.22)

Ðàñïðîñòðàíåíèå ñâåòà ñîîòâåòñòâóåò íóëåâîìó èíòåðâàëó: ds = 0 (ñòð. 38).
Åñëè ñâåò äâèæåòñÿ âäîëü îñè x, òî åãî òðàåêòîðèÿ â êîîðäèíàòàõ (t, x)
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé. Èìåííî ýòî è çàêëàäûâàëîñü â îïðåäåëå-
íèå ðàäèîëîêàöèîííîãî ðàññòîÿíèÿ x = l0. Åñëè èñïîëüçîâàòü êîîðäèíà-
òó x̃ (4.20) òî ïîëó÷èòñÿ èíòåðâàë Ì¼ëëåðà:

ds2 = (1 + ax̃)2 dt2 − dx̃2. (4.23)

Îòëè÷èå èíòåðâàëîâ (4.22) è (4.23) ñîñòîèò â ðàçëè÷íîì ñïîñîáå �íóìå-
ðàöèè� òî÷åê íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ âðåìÿ t

ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âðåìåíåì íàáëþäàòåëÿ â íà÷àëå íåèíåðöèàëüíîé
ñèñòåìû îòñ÷¼òà. Êîîðäèíàòà x èìååò ñìûñë ôèçè÷åñêîãî ðàññòîÿíèÿ îò
íà÷àëà êîîðäèíàò äî ñîáûòèÿ, â îòëè÷èè îò êîîðäèíàòû x̃, êîòîðàÿ �ìå-
íåå ôèçè÷íà�, íî òàêæå îäíîçíà÷íî õàðàêòåðèçóåò ñîáûòèå.
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• Ïðåîáðàçîâàíèÿ (4.21) ìåæäó èíåðöèàëüíîé è íåèíåðöèàëüíîé ñè-
ñòåìàìè îòñ÷¼òà èìåþò ñìûñë òîëüêî ïðè

(1 + aX)2 > (aT )2. (4.24)

Ýòî íåðàâåíñòâî íå çàâèñèò îò òîãî, êàêóþ ïàðàìåòðèçàöèþ êîîðäèíàòû
ñîáûòèÿ x èëè x̃ èñïîëüçóåò íåèíåðöèàëüíûé íàáëþäàòåëü. Íàïðèìåð,
äëÿ êîîðäèíàòû Ì¼ëëåðà x̃ èç (4.20) èìååì:

(1 + ax̃)2 = (1 + aX)2 − (aT )2 > 0.

Òàêèì îáðàçîì, â ïðåîáðàçîâàíèè (4.21) ìîãóò ó÷àñòâîâàòü íå âñå ñî-
áûòèÿ, ðåãèñòðèðóåìûå â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå, à òîëüêî ÷àñòü, êîîð-
äèíàòû è âðåìåíà êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó (4.24). Ïðè÷èíà
ïîäîáíîãî îãðàíè÷åíèÿ èìååò ïðîñòóþ ôèçè÷åñêóþ ïðèðîäó.
Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî èç âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ (4.21) ñëåäóåò, ÷òî

äëÿ íàáëþäàòåëÿ â x = 0 ñîáûòèÿ, ðàñïîëîæåííûå ïî õîäó äâèæåíèÿ (ñ
êîîðäèíàòàìè x > 0), ñîîòâåòñòâóþò â ñèñòåìå S0 îáëàñòè

1 + aX >
√

1 + (aT )2

è ïîëîæèòåëüíûå êîîðäèíàòû X > 0 ñîáûòèÿ ìîãóò áûòü ñêîëü óãîäíî
âåëèêè. Ñîáûòèÿ æå â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè (x < 0) âèäíû òîëüêî, åñ-
ëè X > T − 1/a. Äåéñòâèòåëüíî, ñîáûòèå áóäåò âèäèìûì, åñëè âñïûøêà
ñâåòà, ïðîèçîøåäøàÿ â òî÷êå 4-ïðîñòðàíñòâà (T, X), �äîãîíèò� íàáëþäà-
òåëÿ íà ïåðâîì êîðàáëå â íåêîòîðûé êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè T1. Ýòî
ïðîèñõîäèò, êîãäà óðàâíåíèå:

1

a

(√
1 + (aT1)2 − 1

)
−X = T1 − T

èìååò ðåøåíèå îòíîñèòåëüíî âðåìåíè ïðèõîäà T1. Îñòàâëÿÿ â ëåâîé ÷àñòè
êâàäðàòíûé êîðåíü è âîçâîäÿ îáå ÷àñòè â êâàäðàò, èìååì:

a(T1 − T ) =
1− (1 + aX)2 + (aT )2

2(1 + aX − aT )
=

1− eax

2(1 + aX − aT )
,

ãäå âî âòîðîì ðàâåíñòâå ïîäñòàâëåíî (4.19). Ñîáûòèå ïðîèñõîäèò ñçà-
äè êîðàáëÿ, ïîýòîìó x < 0 è ÷èñëèòåëü ïîëîæèòåëåí. Âðåìÿ äâèæåíèÿ
ñèãíàëà T1 − T ïðè X = T − 1/a îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü êàê äëÿ
íàáëþäàòåëÿ â èíåðöèàëüíîé, òàê è â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìàõ îòñ÷¼-
òà. Ñèãíàëû îò âñåõ ñîáûòèé, íàõîäÿùèõñÿ ëåâåå êîîðäèíàòû T − 1/a
èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû íèêîãäà íå äîñòèãíóò íàáëþäàòåëÿ íà ïåðâîì êî-
ðàáëå (êîòîðûé íàõîäèòñÿ â íà÷àëå íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà).
Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî èìåííî äëÿ ýòîãî íàáëþäàòåëÿ çàïèñàíû ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ (4.19), (4.21), ñèíãóëÿðíîñòü êîòîðûõ ìû àíàëèçèðóåì.
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Òàêèì îáðàçîì, ïðè ðàâíîóñêîðåííîì äâèæåíèè íàáëþäàòåëè ìîãóò
�óáåãàòü� îò ïðîèñõîäÿùèõ ñîáûòèé, òàê êàê ïîñòîÿííî óâåëè÷èâàþò
ñâîþ ñêîðîñòü (õîòÿ îíà âñ¼ âðåìÿ îñòà¼òñÿ ìåíüøå åäèíèöû). Ïîñëå
ñòàðòà êîðàáëÿ, åãî íàáëþäàòåëü âèäèò, ÷òî ñçàäè íåãî ðàñïðîñòðàíÿ-
åòñÿ �âîëíà� ïîñòåïåííîãî ïîêðàñíåíèÿ ÷àñòîòû èçëó÷åíèÿ èñòî÷íèêîâ
ñâåòà (ñòð. 208) íà êîðàáëÿõ åãî ýñêàäðû (ïî ìåðå äîñòèæåíèÿ îò íèõ
�èçîáðàæåíèÿ� îá èõ ñòàðòå). Ýòî ïîêðàñíåíèå òåì ñèëüíåå, ÷åì äàëü-
øå îò íåãî íàõîäÿòñÿ êîðàáëè. Î ñóùåñòâîâàíèè ãðàíèöû âèäèìîñòè
X = T − 1/a íàáëþäàòåëü íèêîãäà íå óçíàåò, ò.ê. âîëíà ïîêðàñíåíèÿ
äîñòèãíåò å¼ òîëüêî ïðè t = ∞.
Îïðåäåëèì ãîðèçîíò ñîáûòèé, êàê ëèíèþ (ïîâåðõíîñòü), îãðàíè÷è-

âàþùóþ â ïðîñòðàíñòâå ñîáûòèé S0 : (T, X) îáëàñòü âèäèìûõ ñîáûòèé
äàííûì íàáëþäàòåëåì ñèñòåìû îòñ÷åòà S : (t, x). Äëÿ îïèñàíèÿ ãîðèçîí-
òà ñîáûòèé òðåáóåòñÿ äâå ñèñòåìû îòñ÷¼òà � S0, èìåþùàÿ áîëåå øèðîêîå
ìíîæåñòâî ñîáûòèé, ÷åì ñîáûòèÿ, âèäèìûå âî âòîðîé ñèñòåìå S.
Íèæå íà ëåâîì ðèñóíêå çàøòðèõîâàííàÿ îáëàñòü èçîáðàæàåò âñå âè-

äèìûå íàáëþäàòåëåì â x = 0 ñîáûòèÿ â êîîðäèíàòàõ èíåðöèàëüíîãî íà-
áëþäàòåëÿ (T,X). Ëèíèè ñ íàêëîíîì 45 ãðàäóñîâ (c = 1) � ýòî ìèðîâûå
ëèíèè ñâåòîâûõ ñèãíàëîâ. Êîãäà îíè ïåðåñåêàþò òðàåêòîðèþ êîðàáëÿ
(æèðíàÿ èçîãíóòàÿ ëèíèÿ) � ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàáëþäàòåëü èõ ïîëó÷à-
åò. Ïîíÿòíî, ÷òî íå âñå ñâåòîâûå ñèãíàëû, èçëó÷åííûå ïîçàäè êîðàáëÿ
ïåðåñåêóòñÿ ñ åãî òðàåêòîðèåé:

Íà ïëîñêîñòè (T, X) ìîæíî íàðèñîâàòü ñåòêó ëèíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ
ïîñòîÿííûì çíà÷åíèÿì t (îäíîâðåìåííûå â S ñîáûòèÿ) è ïîñòîÿííûì
çíà÷åíèÿì x (âûøå âòîðîé ðèñóíîê). Èõ óðàâíåíèÿ èìåþò âèä:

aT = th(at) (1 + aX), (1 + aX)2 − (aT )2 = e2ax. (4.25)

Èç (4.21) ñëåäóåò, ÷òî ïðåäåëüíàÿ âèäèìàÿ òî÷êà X = T − 1/a ñçàäè îò
êîðàáëÿ èìååò â ñèñòåìå S êîîðäèíàòó x = −∞.
Çàìåòèì, ÷òî ìû íå ðèñóåì êðèâîëèíåéíóþ êîîðäèíàòíóþ ñåòêó ïðè

T < 0, òàê êàê ðàññìàòðèâàåì íåèíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó, êîòîðàÿ ÿâëÿ-
åòñÿ òàêîâîé òîëüêî ïðè T > 0 (óñêîðåíèå íà÷àëîñü â T = t = 0).
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• Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè ïðåîáðàçîâàíèÿ ìåæäó èíåðöèàëü-
íîé è íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìàìè îòñ÷¼òà êîãäà â ìîìåíò �âêëþ÷åíèÿ�
óñêîðåíèÿ òî÷êè íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû áûëè â èíåðöèàëüíîé íåïî-
äâèæíû. Íàéä¼ì òåïåðü ïðåîáðàçîâàíèÿ â ñèòóàöèè, êîãäà ðàâíîóñêî-
ðåííàÿ ñèñòåìà íà÷àëà óñêîðÿòüñÿ, óæå èìåÿ íåêîòîðóþ ñêîðîñòü U0.
Ââåä¼ì òðè ñèñòåìû îòñ÷¼òà: �íåïîäâèæíóþ� S0 : (T, X), èíåðöèàëüíóþ
S ′
0 : (T ′, X ′), äâèæóùóþñÿ ðàâíîìåðíî ñî ñêîðîñòüþ U0 îòíîñèòåëüíî

S0 è S : (t, x), êîòîðàÿ íà÷èíàåò äâèãàòüñÿ ðàâíîóñêîðåííî îòíîñèòåëü-
íî S ′

0 ñ íóëåâîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ òàê, êàê ýòî áûëî îïèñàíî âûøå.
Èìååì äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò è âðåìåíè:{

aT ′ = sh(at) eax,
aX ′ = ch(at) eax − 1,

{
T = γ0 (T

′ + U0X
′),

X = γ0 (X
′ + U0 T

′),

ãäå γ0 = 1/
√

1− U2
0 , è â ìîìåíò âðåìåíè T = T ′ = t = 0 íà÷àëà ñèñòåì

X = X ′ = x = 0 ñîâïàäàëè. Èñêëþ÷àÿ (T ′, X ′), ïîëó÷àåì:{
a T = [sh(at) ch(α0) + ch(at) sh(α0)] e

ax − shα0,

aX = [sh(at) sh(α0) + ch(at) ch(α0)] e
ax − chα0,

ãäå âìåñòî ñêîðîñòè ââåäåí ïàðàìåòð áûñòðîòû:

α0 = ath(U0), γ0 = ch(α0), U0γ0 = sh(α0). (4.26)

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû äëÿ ñóììû óãëîâ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ôóíêöèé, ýòè
ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæíî ïåðåïèñàòü â áîëåå êîìïàêòíîì âèäå:{

a T = sh(at+ α0) e
ax − shα0,

aX = ch(at+ α0) e
ax − chα0.

(4.27)

Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ (lH29 ) ñòîèò íàéòè íåðåëÿòèâèñòñêîå ïðèáëè-
æåíèå ê (4.27).
Ìîæíî òàêæå çàïèñàòü ïðåîáðàçîâàíèÿ ìåæäó äâóìÿ íåèíåðöèàëü-

íûìè ñèñòåìàìè îòñ÷¼òà, îäíà èõ êîòîðûõ (t, x) â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè èìåëà íóëåâóþ ñêîðîñòü îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû, à
âòîðàÿ ñ êîîðäèíàòàìè (t′, x′) � îòëè÷íóþ îò íóëÿ ñêîðîñòü:{

sh(at) eax = sh(at′ + α0) e
ax′ − shα0,

ch(at) eax = ch(at′ + α0) e
ax′ − chα0.

(4.28)

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè a → 0 ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåõîäÿò â
îáû÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà. Ïðè a ̸= 0 îíè îáðàçóþò ãðóïïó
(ñòð. 418), ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ñ ðàçëè÷íûìè
ïàðàìåòðàìè α0 èìååò òàêóþ æå ôóíêöèîíàëüíóþ çàâèñèìîñòü îò êîîð-
äèíàò è âðåìåíè, êàê è (4.28).
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◃ Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ (4.27) ñíîâà ïðèâîäÿò ê
èíòåðâàëó (4.22). Òàêèì îáðàçîì, âñå ðàâíîóñêîðåííûå ñèñòåìû îòñ÷åòà,
íåçàâèñèìî îò èõ íà÷àëüíîé ñêîðîñòè U0, èìåþò îäèí è òîò æå èíòåðâàë.
Â îáùåì ñëó÷àå, ïî îïðåäåëåíèþ (äàëåå, (4.55), ñòð. 230 ìû óòî÷íèì åãî):

ñèñòåìû îòñ÷åòà ÿâëÿþòñÿ ðàâíîïðàâíûìè, åñëè îíè èìåþò îäè-
íàêîâóþ ôóíêöèîíàëüíóþ ôîðìó èíòåðâàëà.

Åñòåñòâåííî â ýòî îïðåäåëåíèå �ðàâíîïðàâíîñòè� ïîïàäàåò è âñÿ ñîâîêóï-
íîñòü èíåðöèàëüíûõ ñèñòåì îòñ÷åòà, òàê êàê ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà
îñòàâëÿþò ôîðìèíâàðèàíòíûì èíòåðâàë ds2 = dT 2 − dX2 (ò.å. íå èç-
ìåíÿþò åãî ôóíêöèîíàëüíîé ôîðìû). Ðàâíîóñêîðåííàÿ è èíåðöèàëüíûå
ñèñòåìû íå ðàâíîïðàâíû, òàê êàê èíòåðâàëû ìåæäó ñîáûòèÿìè â ýòèõ
ñèñòåìàõ îòñ÷åòà ðàçëè÷íû.
Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî â îïðåäåëåíèè �ðàâíîïðàâíîñòè� ðå÷ü èä¼ò î íåèçìåí-

íîñòè ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòîâ ìåòðè÷åñêîãî òåí-
çîðà (îïðåäåëÿþùåãî èíòåðâàë ds) îò êîîðäèíàò è âðåìåíè. ×èñëåííîå
çíà÷åíèå ds ìåæäó äâóìÿ áåñêîíå÷íî áëèçêèìè ñîáûòèÿìè îäèíàêîâî âî
âñåõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà, íåçàâèñèìî îò òîãî ðàâíîïðàâíû îíè èëè íåò.

◃ Çàïèøåì òàêæå òðàíñëÿöèîííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ âíóòðè ðàâíîóñêî-
ðåííîé ñèñòåìû îòñ÷åòà. Â êîîðäèíàòàõ Ì¼ëëåðà ìåæäó âòîðûì (x̃′) è
ïåðâûì êîðàáëåì (x̃) îíè èìåþò âèä:

x̃ = x̃′ + x0, t =
t′

1 + ax0
. (4.29)

Ïîäñòàâëÿÿ èõ â èíòåðâàë (4.23), ïîëó÷àåì:

ds2 = (1 + a2x̃
′)2 dt′ − dx̃′2,

ãäå a2 = a/(1+ ax0). Ýòîò ðåçóëüòàò âïîëíå îæèäàåì. Ñîáñòâåííîå óñêî-
ðåíèå âòîðîãî êîðàáëÿ ðàâíî a2, ïîýòîìó è èíòåðâàë â êîîðäèíàòàõ (t

′, x′)
íàáëþäàòåëÿ íà âòîðîì êîðàáëå äîëæåí çàâèñåòü èìåííî îò a2, âìåñòî a
äëÿ èíòåðâàëà (4.23) â êîîðäèíàòàõ (t, x) ïåðâîãî êîðàáëÿ.
Åù¼ ðàç îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî êîãäà èä¼ò ðå÷ü î íåèíåðöèàëüíûõ

ñèñòåìàõ, ïðåîáðàçîâàíèÿ çàïèñûâàþòñÿ äëÿ êîíêðåòíûõ íàáëþäàòåëåé,
à íå â öåëîì äëÿ ñèñòåì îòñ÷¼òà. Â ÷àñòíîñòè, ïðåîáðàçîâàíèå ìåæäó
èíåðöèàëüíîé ñèñòåìîé è íàáëþäàòåëåì íà âòîðîì êîðàáëå èìåþò âèä:

a2T = sh(a2t
′) ea2x

′
, a2X = ch(a2t

′) ea2x
′ − a2

a
, (4.30)

ãäå x0 â a2 = a/(1 + ax0) � ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé, õàðàêòåðèçóþùåé
ïîëîæåíèå íàáëþäàòåëÿ â ìîìåíò âêëþ÷åíèÿ óñêîðåíèÿ, à (t′, x′) � âðåìÿ
è êîîðäèíàòà ðåãèñòðèðóåìîãî èì ñîáûòèÿ è ea2x

′
= 1 + a2x̃

′.
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4.3 Âðàùàþùàÿñÿ ñèñòåìà îòñ÷¼òà

• Ðàññìîòðèì òåïåðü äâà êîñìè÷åñêèõ êîðàáëÿ, âðàùàþùèõñÿ ñ îäèíà-
êîâîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω ïî îðáèòå ðàäèóñà r â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå
îòñ÷åòà S0 : (T, X). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óãëîâîå ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè
ðàâíî ϕ < π. Ñêîðîñòè êîðàáëåé ðàâíû ωr < 1, ïîýòîìó îòíîñèòåëüíî
ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû âðåìÿ íà êîðàáëÿõ îäèíàêîâûì îáðàçîì çàìåäëÿ-
åòñÿ è ïîêàçàíèÿ èõ ÷àñîâ ðàâíû:

t = T
√
1− (ωr)2, t′ = τ + T

√
1− (ωr)2, (4.31)

ãäå t � ýòî âðåìÿ ïåðâîãî êîðàáëÿ, à t′ � âòîðîãî êîðàáëÿ, íàõîäÿùåãîñÿ
ïî õîäó âðàùåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïåðâîãî. Âðåìÿ T ëàáîðàòîðíîé ñèñòå-
ìû S0 â îáîèõ ôîðìóëàõ îòíîñèòñÿ ê ðàçëè÷íûì ñèíõðîíèçèðîâàííûì
÷àñàì, ðàñïîëîæåííûì âäîëü òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ êîðàáëåé. Ñèíõðî-
íèçàöèÿ ÷àñîâ íà êîðàáëÿõ òðåáóåò ïðîâåäåíèÿ îïðåäåë¼ííûõ èçìåðåíèé,
çàäàþùèõ ïàðàìåòð τ . Ïîíÿòíî, ÷òî τ = τ(ϕ) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé óãëà.
Åñëè îí îòñ÷èòûâàåòñÿ îò ïåðâîãî êîðàáëÿ, òî τ(0) = 0.

Ïóñòü íàáëþäàòåëü íà ïåðâîì êîðàáëå äëÿ èçìåðåíèÿ ðàññòîÿíèÿ êî
âòîðîìó êîðàáëþ èñïîëüçóåò ðàäèîëîêàöèþ. Äëÿ óïðîùåíèÿ áóäåì ñíà-
÷àëà ñ÷èòàòü, ÷òî ñâåòîâîé ñèãíàë äâèæåòñÿ ïî îêðóæíîñòè. Òàêîå äâè-
æåíèå ìîæíî ðåàëèçîâàòü ïðè ïîìîùè íàáîðà çåðêàë ðàññòàâëåííûõ
âäîëü îêðóæíîñòè è âðàùàþùèõñÿ ñ òîé æå óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω. Ýêâè-
âàëåíòíî äëÿ ýòîãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü êîëüöåâîé ñâåòîâîä. Â ëàáîðà-
òîðíîé ñèñòåìå S0 ñèãíàë èñïóñêàåòñÿ â ìîìåíò âðåìåíè T1 è äîñòèãàåò
âòîðîãî êîðàáëÿ â ìîìåíò âðåìåíè T . Çà âðåìÿ T −T1 ýòîò êîðàáëü ñìå-
ùàåòñÿ âäîëü îêðóæíîñòè íà óãîë ω (T − T1). Ïîýòîìó ñâåò ïðîõîäèò
óãëîâîå ðàññòîÿíèå ϕ + ω (T − T1). Çàòåì ñèãíàë îòðàæàåòñÿ è âîçâðà-
ùàåòñÿ ê ïåðâîìó êîðàáëþ â ìîìåíò âðåìåíè T2. Ýòîò îáðàòíûé ñèãíàë
ïðîõîäèò ìåíüøåå óãëîâîå ðàññòîÿíèå ϕ− ω (T2 − T ):

{
r (ϕ+ ω (T − T1)) = T − T1,
r (ϕ− ω (T2 − T )) = T2 − T,

T − T1 =
rϕ

1− ωr
, T2 − T =

rϕ

1 + ωr
.

Êàê è ðàíüøå, ìû ïðèðàâíèâàåì äëèíó ïóòè ñèãíàëà (â ëàáîðàòîðíîé
ñèñòåìå) êî âðåìåíè åãî äâèæåíèÿ (c = 1).
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Ñêëàäûâàÿ è âû÷èòàÿ ïîñëåäíèå äâå ôîðìóëû, èìååì:

T2 − T1

2
=

rϕ

1− (ωr)2
, T =

T1 + T2

2
+

ωr2 ϕ

1− (ωr)2
. (4.32)

Àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ ïîëó÷àòñÿ, åñëè òàêîé æå ðàäèîëîêàöèîííûé
ýêñïåðèìåíò ïðîâåä¼ò íàáëþäàòåëü íà âòîðîì êîðàáëå. Îäíàêî ïðè ýòîì
âî âñåõ ôîðìóëàõ íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè çàìåíó ω → −ω. Òàêàÿ æå
çàìåíà âîçíèêàåò, åñëè ïåðâûé êîðàáëü ïðîâîäèò èçìåðåíèå ðàññòîÿíèÿ
ïî áîëåå äëèííîìó ïóòè ϕ 7→ 2π − ϕ (ïðîòèâ âðàùåíèÿ).

×òîáû ïåðåéòè êî âðåìåíè ïåðâîãî êîðàáëÿ íåîáõîäèìî âîñïîëüçî-
âàòüñÿ ïåðâûì ñîîòíîøåíèåì (4.31). Â ðåçóëüòàòå, ðàäèîëîêàöèîííîå
ðàññòîÿíèå ìåæäó êîðàáëÿìè áóäåò ðàâíî:

l =
t2 − t1

2
=

rϕ√
1− (ωr)2

. (4.33)

Ðàññòîÿíèå l áîëüøå íà ëîðåíöåâñêèé ôàêòîð 1/
√

1− (ωr)2 (ωr � ëèíåé-
íàÿ ñêîðîñòü êîðàáëåé), ÷åì äëèíà äóãè rϕ ìåæäó êîðàáëÿìè â ëàáîðà-
òîðíîé ñèñòåìå. Ýòîò ðåçóëüòàò íå çàâèñèò îò òîãî, íàáëþäàòåëü êàêîãî
êîðàáëÿ ïðîâîäèò èçìåðåíèå ðàññòîÿíèÿ (îíî íå ìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíå
ω 7→ −ω).

Ïîäñòàâëÿÿ âî âòîðîå ñîîòíîøåíèå (4.32) âðåìåíà (4.31), ïîëó÷àåì
âðåìÿ îòðàæåíèÿ ñèãíàëà (ïî ÷àñàì âòîðîãî êîðàáëÿ):

t′ =
t1 + t2

2
+ ωrl + τ. (4.34)

Íàéäåì òåïåðü ôóíêöèþ τ = τ(ϕ). Âîçìîæíû ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ñèí-
õðîíèçàöèè ÷àñîâ íà êîðàáëÿõ. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëåäóþùèé âàðèàíò.
Ïóñòü â öåíòðå îðáèòû ïðîèñõîäèò âñïûøêà ñâåòà. Â ëàáîðàòîðíîé ñèñòå-
ìå îíà äîñòèãíåò êàæäîãî êîðàáëÿ îäíîâðåìåííî. Êàæåòñÿ åñòåñòâåííûì
â ýòîò ìîìåíò âûáðàòü íà÷àëî îòñ÷åòà âðåìåíè íà êîðàáëÿõ, ïîëîæèâ
τ = 0. Îäíàêî, ýòî íå òàê. Â ñèëó îòíîñèòåëüíîñòè îäíîâðåìåííîñòè,
èíôîðìàöèÿ î âñïûøêå äîñòèãíåò êîðàáëåé íåîäíîâðåìåííî. Äåéñòâè-
òåëüíî, óñòðåìèì r ê áåñêîíå÷íîñòè, à ω ê íóëþ òàê, ÷òîáû ñêîðîñòü
ωr îñòàâàëàñü ìåíüøå åäèíèöû. Â ýòîì ñëó÷àå êîðàáëè áóäóò äâèãàòüñÿ
ïðàêòè÷åñêè ïî ïðÿìîé. Åñëè óãëîâîå ðàññòîÿíèå ϕ ìåæäó íèìè ìàëî,
ñâÿçàííàÿ ñ êîðàáëÿìè ñèñòåìà íå îòëè÷àåòñÿ îò ñîïóòñòâóþùåé ê íèì
èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà, äâèæóùåéñÿ îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé
ñî ñêîðîñòüþ ωr. Â ýòîé ñèñòåìå èíôîðìàöèÿ î âñïûøêå ïîïàäåò íà âòî-
ðîé êîðàáëü ïîçæå, ÷åì íà ïåðâûé (ñì. ñòð. 80).
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Äðóãîé, áîëåå ôèçè÷íûé ñïîñîá (ñ òî÷êè çðåíèÿ ñîïóòñòâóþùåé èíåð-
öèàëüíîé ñèñòåìû), ñîñòîèò â òàêîì âûáîðå τ , ïðè êîòîðîì:

t′ =
t1 + t2

2
. (4.35)

Äëÿ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåì îòñ÷¼òà ýòî ïðàâèëî ÿâëÿåòñÿ âïîëíå åñòå-
ñòâåííûì (ñì. ñòð. 21). Îíî îñíîâàíî íà ðàâåíñòâå ñêîðîñòè ñâåòà âî âñåõ
íàïðàâëåíèÿõ, ÷òî ñëåäóåò èç èçîòðîïíîñòè ïðîñòðàíñòâà (íàïîìíèì,
÷òî ñâåò äëÿ ñèíõðîíèçàöèè èñïîëüçîâàòü íå îáÿçàòåëüíî è äëÿ ýòî-
ãî ïîäõîäèò ÷àñòèöà äâèæóùàÿñÿ ñ ëþáîé ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ). Â
íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå ìû ìîæåì ïðèíÿòü ýòî ïðàâèëî, ò.ê. ôèçè÷å-
ñêàÿ ñêîðîñòü ñâåòà äëÿ íàáëþäàòåëÿ â ýòîé ñèñòåìå òàêæå íå çàâèñèò
îò íàïðàâëåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ýòàëîíû äëèíû è âðåìåíè íåèíåðöèàëü-
íîãî íàáëþäàòåëÿ ñîâïàäàþò ñ àíàëîãè÷íûìè ýòàëîíàìè èíåðöèàëüíîãî
íàáëþäàòåëÿ èç ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìû îò÷¼òà. Ïîýòîìó è ñêîðîñòü ñâå-
òà âî âñåõ íàïðàâëåíèÿõ (â åãî îêðåñòíîñòè) òàêæå áóäåò îäèíàêîâà.
Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî ñèíõðîíèçàöèè (4.35), èç ñîîòíîøåíèÿ (4.34) èìå-

åì:
τ = τ(ϕ) = −ωrl. (4.36)

Ïðè òàêîì âûáîðå τ âðåìåíà ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñèãíàëà òóäà è îáðàòíî,
èçìåðåííûå ïðè ïîìîùè äâóõ ÷àñîâ, áóäóò ðàâíû äðóã äðóãó:

t′ − t1 = t2 − t′ = l.

Òàêàÿ ýôôåêòèâíàÿ ñêîðîñòü ñâåòà ðàâíà åäèíèöå è íå çàâèñèò îò íà-
ïðàâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ. Ïðèëàãàòåëüíîå �ýôôåêòèâíàÿ� ïðèìåíåíî,
÷òîáû ïîä÷åðêíóòü, ÷òî äëÿ èçìåðåíèÿ ñêîðîñòè â îäíó ñòîðîíó èñïîëü-
çóþòñÿ äâîå ÷àñîâ, íàõîäÿùèåñÿ ó ðàçëè÷íûõ íàáëþäàòåëåé.
Íåçàâèñèìî îò âûáîðà ôóíêöèè τ(ϕ), òåìï òå÷åíèÿ âðåìåíè íà îáîèõ

êîðàáëÿõ ñîâïàäàåò. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ïåðâûé êîðàáëü ïîñûëàåò íà
âòîðîé êîðàáëü ñèãíàëû ñ ïåðèîäîì ∆t1. Èç (4.33), (4.34) ñëåäóåò, ÷òî

t′ − t1 = l (1 + ωr) + τ = const.

Ïîýòîìó èíòåðâàë âðåìåíè ìåæäó ñèãíàëàìè, ïðèíèìàåìûìè íà âòîðîì
êîðàáëå, áóäåò èìåòü òàêîå æå çíà÷åíèå ∆t′ = ∆t1. Àíàëîãè÷íà ñèòóàöèÿ
ïðè ïîñûëêå ïåðèîäè÷åñêèõ ñèãíàëîâ ñî âòîðîãî êîðàáëÿ. Äëÿ èñòî÷íèêà
ñâåòà è äàò÷èêà, ðàñïîëîæåííûõ íà âðàùàþùåìñÿ êîëüöå, íå áóäåò ðåãè-
ñòðèðîâàòüñÿ èçìåíåíèÿ ÷àñòîòû ñèãíàëà, òàê êàê îíè íåïîäâèæíû äðóã
îòíîñèòåëüíî äðóãà (íàïîìíèì, âïðî÷åì, ÷òî â æåñòêîé ðàâíîóñêîðåííîé
ñèñòåìå ýôôåêò èçìåíåíèÿ ÷àñòîòû âîçíèêàåò äàæå äëÿ îòíîñèòåëüíî
íåïîäâèæíûõ ïðèáîðîâ).



ÍÅÈÍÅÐÖÈÀËÜÍÛÅ ÑÈÑÒÅÌÛ ÎÒÑ×�ÒÀ 221

Òàêèì îáðàçîì, â ðåçóëüòàòå âûáîðà (4.36), ìû ïîëó÷àåì äîñòàòî÷-
íî îæèäàåìûå ôèçè÷åñêèå ðåçóëüòàòû. Îäíàêî, íå âñ¼ òàê ïðîñòî è íå
ñìîòðÿ íà îäèíàêîâûé òåìï õîäà ÷àñîâ

ãëîáàëüíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ âðåìåíè âñåõ ÷àñîâ, âðàùàþùèõñÿ ïî
îêðóæíîñòè íåâîçìîæíà.

Ôóíêöèÿ τ(ϕ) â (4.36) ëèíåéíî çàâèñèò îò óãëà ϕ (ñì. (4.33)). Òî÷êè ϕ = 0
è ϕ = 2π ñîîòâåòñòâóþò îäíîìó è òîìó æå êîðàáëþ (ïåðâîìó). Ïîïûò-
êà ñèíõðîíèçèðîâàòü ÷àñû ñàìè ñ ñîáîé ïðè ïîìîùè ïîñûëêè ñèãíàëà
âäîëü âñåé îêðóæíîñòè ïðèâåäåò ê τ ̸= 0, õîòÿ íà ïåðâîì êîðàáëå, ïî
îïðåäåëåíèþ, âûáðàíî τ(0) = 0.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ïåðâûé êîðàáëü ïðîâîäèò ñèíõðîíèçàöèþ ñî âòîðûì
êîðàáë¼ì ïî áîëåå äëèííîìó ïóòè ϕ 7→ 2π − ϕ, òî

t′ =
t1 + t2

2
− ωrl + τ (4.37)

è íåîáõîäèìî âûáèðàòü äðóãîå çíà÷åíèå íà÷àëüíîãî îòñ÷åòà âðåìåíè τ .
Ïðè ýòîì ïðîöåäóðà ñèíõðîíèçàöèè ñèììåòðè÷íà è åñëè å¼ ïðîâîäèò
íàáëþäàòåëü íà âòîðîì êîðàáëå, ïîñûëàÿ ñèãíàë ïî êðàò÷àéøåìó ïóòè
ê ïåðâîìó êîðàáëþ, îí ñíîâà ïîëó÷èò (4.36), à ïî áîëåå äëèííîìó ïóòè
τ = ωrl.

Â ðåçóëüòàòå, íàáëþäàòåëü íà ïåðâîì êîðàáëå, ìîæåò îäíîçíà÷íûì
îáðàçîì ñèíõðîíèçîâàòü ñâîè ÷àñû ñî âñåìè êîðàáëÿìè, íàõîäÿùèìèñÿ
îò íåãî íå äàëåå ÷åì íà |ϕ| < π. Òàêóþ ïðîöåäóðó âñå ýòè êîðàáëè ìîãóò
âûïîëíèòü ïîñëåäîâàòåëüíî äðóã ñ äðóãîì. Îäíàêî, êîãäà òàêàÿ �öåïî÷êà
ñèíõðîíèçàöèé� äîáåðåòñÿ äî êîðàáëÿ, óäàëåííîãî áîëåå ÷åì íà π, ïðÿ-
ìàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ ñ íèì ïåðâîãî êîðàáëÿ ïî êðàò÷àéøåìó ïóòè âûÿâèò
ðàññèíõðîíèçàöèþ ÷àñîâ.

Íàïðèìåð, äëÿ äâóõ äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ ÷àñîâ (ϕ = π)
ðàäèîëîêàöèîííîå ðàññòîÿíèå îäèíàêîâî è íå çàâèñèò îò òîãî ïî íàïðàâ-
ëåíèþ âðàùåíèÿ èëè ïðîòèâ îíî èçìåðÿåòñÿ. Îäíàêî, ïðîöåäóðà ñèí-
õðîíèçàöèè òàêèõ äâóõ ÷àñîâ áóäåò çàâèñåòü îò íàïðàâëåíèÿ ïîñûëêè
ñèãíàëà, ïðè ïîìîùè êîòîðîãî îíà ïðîâîäèòñÿ. Ðàçíèöà äâóõ çíà÷åíèé
τ ïðè ýòîì ðàâíà:

∆τ = 2ωrl =
2πωr2√
1− (ωr)2

.

Ïîäîáíàÿ îñîáåííîñòü âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà âûãëÿäèò î÷åíü
íåîáû÷íî. Îäíàêî, ýòà �íåîáû÷íîñòü� íå íàìíîãî áîëåå ñòðàííàÿ, ÷åì
îñòàëüíûå �ïðèâû÷íûå� ðåëÿòèâèñòñêèå ýôôåêòû, òàêèå êàê îòíîñèòåëü-
íîñòü îäíîâðåìåííîñòè èëè çàìåäëåíèå òåìïà òå÷åíèÿ âðåìåíè.
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• Ìîæíî ïîïûòàòüñÿ ñèíõðîíèçèðîâàòü ÷àñû ïóò¼ì �ìåäëåííîãî� ïå-
ðåíîñà êîïèè ÷àñîâ äàííîãî íàáëþäàòåëÿ â äðóãèå òî÷êè ñèñòåìû îò-
ñ÷¼òà. Ïðîàíàëèçèðóåì, êàê áóäåò âûãëÿäåòü òàêàÿ ïðîöåäóðà. Ïóñòü
íàáëþäàòåëü îòïðàâëÿåò äâå êîïèè ñâîèõ ÷àñîâ ïî îêðóæíîñòè â ðàç-
ëè÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ. Îí äîëæåí òàê ïîäîáðàòü èõ ñêîðîñòè, ÷òîáû
îíè âåðíóëèñü ê íåìó îäíîâðåìåííî. Ðàññìîòðèì ýòî äâèæåíèå èç ëà-
áîðàòîðíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà, ãäå óãëîâàÿ ñêîðîñòü ÷àñîâ, äâèæóùèõñÿ
â íàïðàâëåíèè âðàùåíèÿ ðàâíà ω + ∆ω1, à ÷àñîâ äâèæóùèõñÿ â îáðàò-
íîì íàïðàâëåíèè: ω − ∆ω2. Òàê êàê ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ∆ωi ìàëû, ê
ìîìåíòó èõ âñòðå÷è ñ áàçîâûìè ÷àñàìè ÷åðåç âðåìÿ T , ïîñëåäíèå n ðàç
îáåðíóòüñÿ ïî îêðóæíîñòè, äîïîëíèòåëüíî ñìåñòèâøèñü íà íåêîòîðûé
óãîë ϕ0:

ωT = 2πn+ ϕ0. (4.38)

×àñû, äâèæóùèåñÿ ïî âðàùåíèþ äîëæíû ïðîäåëàòü îäèí äîïîëíèòåëü-
íûé îáîðîò, à âòîðûå ÷àñû, íàîáîðîò, îäèí îáîðîò ýêîíîìÿò:

(ω +∆ω1)T = 2π(n+ 1) + ϕ0, (ω −∆ω2)T = 2π(n− 1) + ϕ0.

Ïîäñòàâëÿÿ ωT èç (4.38) ïîëó÷àåì, ÷òî ∆ω1 = ∆ω2 = ∆ω è T = 2π/∆ω.
Ñîáñòâåííîå âðåìÿ ïåðåìåùàåìûõ ÷àñîâ τ1 è τ2 ðàâíû:

τ1,2 = T
√

1− (ω ±∆ω)2r2 ≈ T
√

1− (ωr)2 ∓ 2ω∆ωr2,

ãäå â ïðèáëèæåííîì ðàâåíñòâå ðàñêðûò êâàäðàò ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðâîãî
ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî ∆ω. Âûíîñÿ 1− (ωr)2 çà êîðåíü è ðàñêëàäûâàÿ åãî
â ðÿä, ïîëó÷àåì:

τ1,2 ≈ T
√
1− (ωr)2 ∓ 2πr2ω√

1− (ωr)2
,

ãäå âî âòîðîì ñëàãàåìîì ïîäñòàâëåíî T = 2π/∆ω. Ïåðâîå ñëàãàåìîå ÿâ-
ëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âðåìåíåì áàçîâûõ ÷àñîâ. Òàêèì îáðàçîì, ÷àñû äâè-
æóùèåñÿ ïî âðàùåíèþ îòñòàíóò îò áàçîâûõ ÷àñîâ, à ÷àñû äâèæóùèåñÿ
ñ ìåíüøåé ñêîðîñòüþ (â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå), íàîáîðîò, óéäóò âïåð¼ä.
Ðàçíîñòü õîäà êîïèé ÷àñîâ ðàâíà:

∆τ = τ2 − τ1 ≈
4πr2ω√
1− (ωr)2

(4.39)

è íå çàâèñèò îò ∆ω. Õîòÿ â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà ëèíåéíûå
ñêîðîñòè êîïèé ÷àñîâ ðàçëè÷íû (ω ±∆ω)r, â ñîïóòñòâóþùåé ê áàçîâûì
÷àñàì èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà èõ ñêîðîñòè ïî ìîäóëþ îäèíàêîâû
(â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî ∆ω r), ÷òî åñòåñòâåííî, äëÿ íàáëþäàòåëÿ, ñâÿçàí-
íîãî ñ áàçîâûìè ÷àñàìè, åñëè îí, îòïðàâëÿÿ êîïèè, ïëàíèðóåò èõ îäíî-
âðåìåííîå âîçâðàùåíèå.
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Â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà â ìîìåíò âðåìåíè T = π/∆ω ÷àñû
âñòðåòÿòñÿ ïåðâûé ðàç â òî÷êå íà îêðóæíîñòè äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïî-
ëîæíîé ê áàçîâûì ÷àñàì. Â ýòîò ìîìåíò âðåìåíè èõ ïîêàçàíèÿ òàêæå áó-
äóò ðàçëè÷íûìè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîâåñòè îäíîçíà÷íóþ ñèíõðîíèçàöèþ
ïðè ïîìîùè ìåäëåííîãî ïåðåíîñà ÷àñîâ âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷¼òà
òàêæå íåâîçìîæíî. Òàêàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ âîçìîæíà òîëüêî ìåæäó ÷àñà-
ìè, ðàñïîëîæåííûìè íà ëþáîé íåçàìêíóòîé äóãå îêðóæíîñòè. Â ýòîì
ñëó÷àå ìåäëåííûé ïåðåíîñ êîïèè áàçîâûõ ÷àñîâ ïðèâåä¼ò ê òàêîìó æå
ðåçóëüòàòó, êàê è ïîñûëêà ñâåòîâîãî ñèãíàëà ñ ïîñëåäóþùèì ïåðåñ÷åòîì
âðåìåíè ïî ôîðìóëå (4.35).

◃ Â ñâÿçè ñ ïðîáëåìîé ñèíõðîíèçàöèè, ðàññìîòðèì ýêñïåðèìåíò, â
êîòîðîì íàáëþäàòåëü íà êîðàáëå ïîñûëàåò äâà ñâåòîâûõ ñèãíàëà, ðàñ-
ïðîñòðàíÿþùèõñÿ âäîëü îêðóæíîñòè â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ.
Íàéäåì âðåìåíà ðàñïðîñòðàíåíèÿ êàæäîãî ñèãíàëà â ëàáîðàòîðíîé ñè-
ñòåìå îòñ÷åòà S0. Ñèãíàë, äâèæóùèéñÿ â íàïðàâëåíèè âðàùåíèÿ êîðàáëÿ
âîçâðàùàåòñÿ ê êîðàáëþ ÷åðåç âðåìÿ T2. Îí ïðîõîäèò ðàññòîÿíèå 2πr,
óâåëè÷åííîå íà äóãó rωT2, âäîëü êîòîðîé ñìåñòèëñÿ êîðàáëü â òå÷åíèè
âðåìåíè T2. Âòîðîé ñâåòîâîé ñèãíàë, äâèæóùèéñÿ íà âñòðå÷ó êîðàáëþ
ïðîõîäèò çà âðåìÿ T1 ìåíüøåå ðàññòîÿíèå:{

r (2π + ωT2) = T2,
r (2π − ωT1) = T1,

∆T = T2 − T1 =
4πr2ω

1− (ωr)2
.

Ðàçíîñòü ýòèõ âðåìåí ïî ÷àñàì êîðàáëÿ ∆t = ∆T
√
1− (ωr)2 ðàâíà:

∆t =
4πr2ω√
1− (ωr)2

, (4.40)

÷òî ñîâïàäàåò ñ (4.39). Ýòîò ýôôåêò îáíàðóæèë â 1913Æîðæ Ñàíüÿê ïðè
ïîìîùè âðàùàþùåãîñÿ êîëüöåâîãî èíòåðôåðîìåòðà. Ïðè ýòîì èçìåðÿ-
ëàñü íå ðàçíèöà âðåìåí, à èíòåðôåðåíöèÿ ñèãíàëîâ, ñâÿçàííàÿ ñ îòíîñè-
òåëüíûì ñäâèãîì ôàç ñâåòîâûõ âîëí. Òî÷íîñòü ýêñïåðèìåíòà ïîçâîëèëà
èçìåðèòü òîëüêî âåäóùåå ïðèáëèæåíèå ∆t ≈ ∆T ≈ 4Sω ê (4.40), ãäå
S = πr2 � ïëîùàäü, îãðàíè÷åííàÿ òðàåêòîðèåé ñèãíàëîâ â ëàáîðàòîðíîé
ñèñòåìå îòñ÷¼òà. Íàïîìíèì, ÷òî êîðåíü â çíàìåíàòåëå (4.40) ñâÿçàí ñ ýô-
ôåêòîì çàìåäëåíèÿ âðåìåíè ïðè äâèæåíèè ÷àñîâ ñî ñêîðîñòüþ ωr. Ýòî
çàìåäëåíèå èìååò âòîðîé ïîðÿäîê ìàëîñòè ïî ñêîðîñòè.
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• Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè ïîäìíîæåñòâî òî÷åê âðàùàþùåéñÿ
ñèñòåìû îòñ÷¼òà ðàâíîóäàëåííûõ îò öåíòðà. Ïóñòü òåïåðü äâà êîñìè÷å-
ñêèõ êîðàáëÿ â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå âðàùàþòñÿ ñ îäèíàêîâîé óãëîâîé
ñêîðîñòüþ ω, íî ïðè ýòîì íàõîäÿòñÿ íà ðàçëè÷íûõ ðàññòîÿíèÿõ r1 è r2 îò
öåíòðà. Èõ ñêîðîñòè ðàâíû ωr1 è ωr2, ïîýòîìó ñâÿçü êîðàáåëüíûõ ÷àñîâ
ñ ÷àñàìè ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû èìååò âèä:

t = T
√

1− (ωr1)2, t′ = τ + T
√

1− (ωr2)2. (4.41)

Ïðîàíàëèçèðóåì ðàäèîëîêàöèîííûé ýêñïåðèìåíò, êîòîðûé ïðîâîäèò íà-
áëþäàòåëü íà ïåðâîì êîðàáëå ñ ðàäèóñîì îðáèòû r1. Òåïåðü áóäåì ðàñ-
ñìàòðèâàòü ïðÿìîëèíåéíîå (â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå) ðàñïðîñòðàíåíèå
ñâåòîâîãî ñèãíàëà.

Çà âðåìÿ T − T1 äâèæåíèÿ ñèãíàëà â îäíó ñòîðîíó, âòîðîé êîðàáëü ñìå-
ùàåòñÿ íà óãëîâîå ðàññòîÿíèå ω(T − T1). Ïîýòîìó äëèíà ïóòè ñèãíàëà
íàõîäèòñÿ ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ ñ óãëîì ϕ + ω (T − T1), ãäå ϕ � óãîë
ìåæäó ïðÿìûìè, ïðîâåäåííûìè èç öåíòðà ïî íàïðàâëåíèþ ê êîðàáëÿì.
Ïîñëå îòðàæåíèÿ ñèãíàëà, îí äâèæåòñÿ íà âñòðå÷ó ïåðâîìó êîðàáëþ è
äëÿ âû÷èñëåíèÿ äëèíû òðàåêòîðèè âîçâðàùåíèÿ ñèãíàëà çà âðåìÿ T2−T
â òåîðåìå êîñèíóñîâ íåîáõîäèìî âçÿòü óãîë ϕ− ω (T2 − T ). Â ðåçóëüòàòå
êâàäðàòû ðàññòîÿíèé, ïðîéäåííûõ ñâåòîì, ñâÿçàíû ñ êâàäðàòàìè âðåì¼í
åãî äâèæåíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:{

r21 + r22 − 2r1r2 cos [ϕ+ ω (T − T1)] = (T − T1)
2,

r21 + r22 − 2r1r2 cos [ϕ− ω (T2 − T )] = (T2 − T )2.
(4.42)

Çàïèøåì ðåøåíèÿ ýòèõ òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî âðå-
ì¼í â ñëåäóþùåì âèäå:

T − T1 = g(ω), T2 − T = g(−ω),

ãäå g(ω) � ôóíêöèÿ óãëîâîé ñêîðîñòè ω, à òàêæå ðàäèóñîâ r1, r2 è óãëà
ϕ, çàâèñèìîñòü îò êîòîðûõ áóäåì îïóñêàòü.
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Èñêëþ÷àÿ T è ïåðåõîäÿ êî âðåìåíè ïåðâîãî êîðàáëÿ (4.41), èìååì:

l =
t2 − t1

2
=

1

2

√
1− (ωr1)2 [g(ω) + g(−ω)]. (4.43)

Ïðàâàÿ ÷àñòü íå çàâèñèò îò âðåìåíè. Ïîýòîìó ðàäèîëîêàöèîííûé ýêñïå-
ðèìåíò ïðèâåäåò íàáëþäàòåëÿ ê âûâîäó, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó êîðàá-
ëÿìè íåèçìåííî. Òàêèì îáðàçîì, ñîâîêóïíîñòü íàáëþäàòåëåé, âðàùàþ-
ùèõñÿ âîêðóã öåíòðà ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω îòíîñèòåëüíî S0

îáðàçóþò æåñòêóþ íåèíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà S.
Ôîðìóëà ðàäèîëîêàöèîííîãî ðàññòîÿíèÿ (4.43) óïðîùàåòñÿ äëÿ íàõî-

äÿùèõñÿ ðÿäîì êîðàáëåé. Çàìåíèì óãîë ϕ íà áåñêîíå÷íî ìàëûé dϕ è ïî-
ëîæèì r1 = r, r2 = r+dr. Ðàñêëàäûâàÿ â (4.42) êîñèíóñ cos(α) ≈ 1−α2/2
è ðåøàÿ êâàäðàòíîå óðàâíåíèå, íåñëîæíî ïîëó÷èòü:

T − T1 =
r2ω dϕ+

√
[1− (ωr)2] dr2 + r2dϕ2

1− (ωr)2
.

Âûðàæåíèå äëÿ T2−T àíàëîãè÷íî çà èñêëþ÷åíèåì çàìåíû ω íà −ω. Ïî-
ýòîìó êâàäðàò ðàäèîëîêàöèîííîãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ áåñêîíå÷íî
áëèçêèìè òî÷êàìè âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà ðàâåí:

dl2 =

(
t2 − t1

2

)2

= dr2 +
r2dϕ2

1− (ωr)2
. (4.44)

Ýòî âûðàæåíèå îòëè÷àåòñÿ çíàìåíàòåëåì âî âòîðîì ñëàãàåìîì îò åâ-
êëèäîâîãî ðàññòîÿíèÿ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ dr2 + r2 dϕ2. Ïîýòîìó
ãåîìåòðèÿ òð¼õìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, îñíîâàííàÿ íà ðàäèîëîêàöèîííîì
îïðåäåëåíèè äëèíû, îòëè÷àåòñÿ îò åâêëèäîâîé. Òàê, äëèíà îêðóæíîñòè
ðàäèóñà r ñ öåíòðîì íà îñè âðàùåíèÿ (dr = 0, 0 6 ϕ < 2π) ðàâíÿåòñÿ
2πr/

√
1− ω2r2, ÷òî áîëüøå, ÷åì åâêëèäîâî çíà÷åíèå 2πr. Áîëåå ïîäðîá-

íûé àíàëèç òàêîé íååâêëèäîâîñòè ìû ïðîâåäåì â ãëàâå 11.
Åñëè ðàññòîÿíèÿ êîðàáëåé îò öåíòðà ðàçëè÷íû, òî îíè èñïûòûâàþò

ðàçëè÷íîå çàìåäëåíèå ñâîèõ ÷àñîâ. Åñëè âòîðîé êîðàáëü øëåò ñèãíàë â
ìîìåíò âðåìåíè t′1, òî íà ïåðâîì îí áóäåò ïîëó÷åí â ìîìåíò t2:

t2√
1− (ωr1)2

=
t′1 − τ√
1− (ωr2)2

+ g(−ω).

Åñëè ýòè ñèãíàëû ïîñûëàþòñÿ ñ ïåðèîäîì ∆t′1, òî ïðèíèìàþòñÿ îíè íà
ïåðâîì êîðàáëå ñ ïåðèîäîì:

∆t2 = ∆t′1

√
1− (ωr1)2

1− (ωr2)2
.

Íàáëþäàòåëè ìîãóò ïðîâåñòè ñèíõðîíèçàöèþ ÷àñîâ, îäíàêî â äàëüíåé-
øåì ñîîòíîøåíèå t′ = (t1 + t2)/2 íàðóøèòñÿ.
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4.4 Íåæ¼ñòêàÿ ðàâíîóñêîðåííàÿ ñèñòåìà îòñ÷¼òà

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî â îáû÷íîì 3-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå
ìû äîëæíû ðàçëè÷àòü ãåîìåòðè÷åñêèå è êîîðäèíàòíûå âåëè÷èíû. Òî÷êè
ïðîñòðàíñòâà � ýòî ãåîìåòðè÷åñêèå ñóùíîñòè, êîòîðûå ìû ìîæåì �íóìå-
ðîâàòü� ïðè ïîìîùè ðàçëè÷íûõ êîîðäèíàò (äåêàðòîâîé: (x, y, z), ïîëÿð-
íîé (r, ϕ, z), è ò.ä.). Ê ãåîìåòðè÷åñêèì îáúåêòàì îòíîñÿòñÿ òàêæå ðàññòî-
ÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè è óãîë ìåæäó ïðÿìûìè. Îò âûáîðà ñèñòåìû
êîîðäèíàò ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû íå çàâèñÿò.
Ïðè îïèñàíèè ôèçèêè â ïñåâäîåâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè Ìèí-

êîâñêîãî ñèòóàöèÿ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íà. Òî÷êè ýòîãî ïðîñòðàíñòâà (ñî-
áûòèÿ) ìîæíî íóìåðîâàòü ïðè ïîìîùè ïðîèçâîëüíî âûáðàííîé ÷åòâåðêè
÷èñåë (x0, x1, x2, x3), â êîòîðîé ÷èñëî x0 íåîáÿçàòåëüíî èìååò ñìûñë ôè-
çè÷åñêîãî âðåìåíè ñîáûòèÿ â äàííîé ñèñòåìå îòñ÷åòà.
Â ýòîé ãëàâå íàñ èíòåðåñóþò íåèíåðöèàëüíûå ñèñòåìû îòñ÷åòà è èõ

ñâÿçü ñ èíåðöèàëüíûìè. Äëÿ íóìåðàöèè ñîáûòèé â èíåðöèàëüíîé ñèñòå-
ìå ìû ïî-ïðåæíåìó áóäåì èñïîëüçîâàòü ôèçè÷åñêîå âðåìÿ T è äåêàð-
òîâû êîîðäèíàòû X, Y, Z. ×åòâ¼ðêó ÷èñåë (T, X, Y, Z) áóäåì íàçûâàòü
ëîðåíöåâûìè êîîðäèíàòàìè. Èíòåðâàë ìåæäó äâóìÿ áåñêîíå÷íî áëèç-
êèìè ñîáûòèÿìè â ýòèõ êîîðäèíàòàõ èìååò âèä:

ds2 = dT 2 − dX2 − dY 2 − dZ2. (4.45)

Â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà (ÍÈÑÎ) ýòè æå ñîáûòèÿ íóìåðóþòñÿ
ïðè ïîìîùè ÷åòûðåõ ÷èñåë (x0, x1, x2, x3). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî (x1, x2, x3)
� ýòî íîìåð ôèêñèðîâàííîé òî÷êè â 3-ïðîñòðàíñòâå íåèíåðöèàëüíîé ñè-
ñòåìû îòñ÷åòà. Ôèêñèðîâàííîñòü íå îçíà÷àåò æåñòêîñòè ñèñòåìû îòñ÷å-
òà. Òàê, òó÷à ï÷¼ë, ðàçëåòàþùèõñÿ ïî ñâîèì äåëàì îò óëüÿ îáðàçóåò ñè-
ñòåìó îòñ÷¼òà. Ñ ëþáîé ï÷åëîé ñâÿçàí íîìåð, ñîñòîÿùèé èç òðåõ ÷èñåë
(x1, x2, x3). Ñàìè ïî ñåáå ýòè ÷èñëà ìîãóò è íå èìåòü ïðîñòîãî ãåîìåòðè-
÷åñêîãî ñìûñëà. Íî ãëàâíîå, ÷òî îíè çàäàþò íåèçìåííûé íîìåð â ñèñòåìå
ï÷åë è îäíîçíà÷íî õàðàêòåðèçóåò äàííóþ ï÷åëó (òî÷êó 3-ïðîñòðàíñòâà
íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà). Â ïðîñòðàíñòâå ìîæåò áûòü ìíîæå-
ñòâî íàáëþäàòåëåé, äâèæóùèõñÿ ñ ðàçëè÷íûìè ñêîðîñòÿìè îòíîñèòåëü-
íî äðóã äðóãà. Ëþáîå èõ ïîäìíîæåñòâî ìîæíî íàçâàòü ñèñòåìîé îòñ÷¼òà.
Ïðè òàêîé îáùåé òî÷êè çðåíèÿ íà ñèñòåìû îòñ÷¼òà, âûáîð íàáëþäàòå-
ëåé, êîòîðûå ñâÿçàíû ñ äàííîé ñèñòåìîé äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëåí. Òàêèì
îáðàçîì, ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî:

ñèñòåìà îòñ÷åòà � ýòî ìíîæåñòâî íàáëþäàòåëåé íåïðåðûâíî
çàïîëíÿþùèõ ïðîñòðàíñòâî, óìåþùèõ èçìåðÿòü âðåìÿ è ðàññòî-
ÿíèå â ñâîåé íåïîñðåäñòâåííîé îêðåñòíîñòè.
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Óäîáíî îïðåäåëÿòü íåèíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà, çàäàâàÿ òðàåê-
òîðèè äâèæåíèÿ âñåõ å¼ òî÷åê îòíîñèòåëüíî èíåðöèàëüíîé (ëàáîðàòîð-
íîé) ñèñòåìû. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, íåæåñòêóþ ðàâíîóñêîðåííóþ ñè-
ñòåìó îòñ÷åòà, êîòîðàÿ èìååò îäèíàêîâûå òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ êàæäîé
ñâîåé òî÷êè îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû. Ñîîòâåòñòâóþùåå êî-
îðäèíàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

X = x+
1

a

[√
1 + (aT )2 − 1

]
, (4.46)

ãäå x � êîîðäèíàòà (íîìåð) ôèêñèðîâàííîé òî÷êè ÍÈÑÎ, à (T,X) �
âðåìÿ è êîîðäèíàòà ýòîé æå òî÷êè â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå. Îáðàòèì
âíèìàíèå, ÷òî â (4.46) ïàðàìåòð x ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé, êîòîðàÿ íàõî-
äèòñÿ èç íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ X(0) = x. Çíà÷åíèå êîíñòàíòû îïðåäåëÿåò
ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó ÍÈÑÎ. Ðàññìàòðèâàÿ âñå òî÷êè ÍÈÑÎ, ìû óæå
ñ÷èòàåì x ïåðåìåííîé âåëè÷èíîé, à (4.46) ñòàíîâèòñÿ êîîðäèíàòíûì ïðå-
îáðàçîâàíèåì ìåæäó äâóìÿ ñèñòåìàìè îòñ÷åòà. Âåëè÷èíû (T,X) èìåþò
ÿñíûé ôèçè÷åñêèé ñìûñë, òîãäà êàê ñìûñë êîîðäèíàòû x åù¼ íåîáõî-
äèìî óñòàíîâèòü. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëî x òðåáóåòñÿ ñâÿçàòü ñ
îïðåäåë¼ííûìè èçìåðèòåëüíûìè ïðîöåäóðàìè, ïðîâîäèìûìè êîíêðåò-

íûì íàáëþäàòåëåì. Ýòîò íàáëþäàòåëü, íàïðèìåð, ìîæåò íàõîäèòüñÿ â
íà÷àëå ÍÈÑÎ, èìåÿ êîîðäèíàòó x = 0. Âàæíî ïîìíèòü, ÷òî òàêîé íà-
áëþäàòåëü íå �ðàçìàçàí� ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó, à íàõîäèòñÿ â ôèêñèðî-
âàííîé òî÷êå ÍÈÑÎ. Îí èçìåðÿåò âðåìÿ, ðàññòîÿíèå è ñêîðîñòü â ñâî-
åé íåïîñðåäñòâåííîé îêðåñòíîñòè. Èíôîðìàöèþ îá óäàëåííîì ñîáûòèè,
ïðîèçîøåäøåì â òî÷êå ñ êîîðäèíàòîé x ̸= 0 îí ìîæåò ïîëó÷àòü òîëüêî
ïðè ïîìîùè íåêîòîðûõ ñèãíàëîâ (íàïðèìåð, ñâåòîâûõ).
Äëÿ äàëüíåéøèõ ïîñòðîåíèé íàì íåîáõîäèìî èìåòü ÿâíûé âèä èí-

òåðâàëà â êîîðäèíàòàõ íåèíåðöèàëüíîãî íàáëþäàòåëÿ. Äëÿ ýòîãî, êðîìå
êîîðäèíàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (4.46), ïîòðåáóåòñÿ ñâÿçü âðåìåí ñîáû-
òèé. Àíàëîãè÷íî ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì, äëÿ íóìåðàöèè âðå-
ìåíè ñîáûòèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà t.
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îíè óïîðÿäî÷åíû òàê, ÷òî ìåíüøèì çíà÷åíèÿì
t ñîîòâåòñòâóþò áîëåå ðàííèå ñîáûòèÿ. Â êà÷åñòâå òàêîãî âðåìåíè ìîæíî
âûáðàòü, íàïðèìåð, ñîáñòâåííîå âðåìÿ t ÷àñîâ, äâèæóùèõñÿ ïî òðàåêòî-
ðèè (4.46) è îêàçàâøèõñÿ â ìîìåíò âðåìåíè t â îêðåñòíîñòè ñîáûòèÿ:

aT = sh(at). (4.47)

Ýòî ñîîòíîøåíèå ñâÿçûâàåò âðåìÿ t, ïðîøåäøåå ó íàáëþäàòåëÿ ïîñëå
íà÷àëà åãî óñêîðåíèÿ (ñì. ñòð. 205). Îíî ñðàâíèâàåòñÿ ñ âðåìåíåì T , êî-
òîðîå ïîêàçûâàþò ñèíõðîíèçèðîâàííûå ÷àñû, ðàññòàâëåííûå âäîëü òðà-
åêòîðèè äâèæåíèÿ â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà.
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Òàêèì îáðàçîì, ïðåîáðàçîâàíèÿ îò ëîðåíöåâûõ êîîðäèíàò èíåðöèàëü-
íîé ñèñòåìû îòñ÷åòà (T,X, Y, Z) ê êîîðäèíàòàì íåæ¼ñòêîé ðàâíîóñêî-
ðåííîé ñèñòåìû îòñ÷åòà (t, x, y, z) èìåþò âèä:

T =
1

a
sh(at), X = x+

1

a
[ch(at)− 1] , Y = y, Z = z. (4.48)

Ïîäñòàâëÿÿ èõ â èíòåðâàë (4.45), ïîëó÷àåì [9]:

ds2 = dt2 − 2 sh(at) dtdx− dx2 − dy2 − dz2. (4.49)

Â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà èíòåðâàë ôèçè÷åñêîãî âðåìåíè dT ,
èçìåðÿåìûé îäíèìè ÷àñàìè ðàâåí èíòåðâàëó ds ìåæäó ñîáûòèÿìè, ïðî-
èñõîäÿùèìè â îäíîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà ñèñòåìû dX = dY = dZ = 0.
Àíàëîãè÷íî, â ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ñîáñòâåííûì ôèçè÷åñêèì

âðåìåíåì dτ0 äàííîé òî÷êè ñèñòåìû íàçîâåì èíòåðâàë ds ìåæäó ñîáûòè-
ÿìè, ïðîèñõîäÿùèìè â ýòîé òî÷êå dx = dy = dz = 0. Äëÿ ìåòðèêè (4.49)
ôèçè÷åñêîå âðåìÿ dτ0 ñîâïàäàåò ñ êîîðäèíàòíûì dt, òàê êàê â (4.48) â
êà÷åñòâå t âûáðàíî ñîáñòâåííîå âðåìÿ íàáëþäàòåëÿ t (4.47).
Ïîä÷åðêíåì, ÷òî dτ0 ýòî �òèê� íà ÷àñàõ, ðàñïîëîæåííûõ â ôèêñèðî-

âàííîé òî÷êå (x, y, z). Ýòè ÷àñû íàõîäÿòñÿ ó íàáëþäàòåëÿ â ýòîé òî÷êå
è èìåííî îí íåïîñðåäñòâåííî èçìåðÿåò ýòîò òèê. Êàê ìîæåò óçíàòü âðå-
ìÿ íà ýòèõ ÷àñàõ (à, ñëåäîâàòåëüíî, âðåìÿ ñîáûòèÿ â èõ îêðåñòíîñòè)
íàáëþäàòåëü íàõîäÿùèéñÿ, íàïðèìåð, â íà÷àëå êîîðäèíàò? Òîëüêî ïðè
ïîìîùè ïîëó÷åíèÿ ñâåòîâîãî (èëè èíîãî) ñèãíàëà îò óäàëåííûõ ÷àñîâ ñ
ïîñëåäóþùåé êîððåêòèðîâêîé íà âðåìÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñèãíàëà. Êàê â
èíåðöèàëüíûõ, òàê è â íåèíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà, ñîáûòèÿ, ñâÿ-
çàííûå ñ ðàñïðîñòðàíåíèåì ñâåòà, èìåþò íóëåâîé èíòåðâàë ds = 0 l C11.
Ýòî óñëîâèå äëÿ ìåòðèêè (4.49) ïðèâîäèò ê äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâ-
íåíèþ, îïðåäåëÿþùåìó òðàåêòîðèþ ñâåòîâîãî èìïóëüñà ðàñïðîñòðàíÿþ-
ùåãîñÿ ïàðàëëåëüíî îñè x (ìèìî íàáëþäàòåëåé ÍÈÑÎ ñ y, z = const):(

dx

dt

)2

+ 2 sh(at)
dx

dt
− 1 = 0.

Âûäåëÿÿ ïîëíûé êâàäðàò, íåñëîæíî ïîëó÷èòü:

dx

dt
= ± ch(at)− sh(at) = ±e∓at. (4.50)

Ðåøåíèå ýòîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä:

x(t) = const− e∓at

a
, (4.51)

ãäå const � êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ, à çíàêè ñîîòâåòñòâóþò íàïðàâ-
ëåíèþ äâèæåíèÿ èìïóëüñà (ìèíóñ � êîîðäèíàòà x óâåëè÷èâàåòñÿ ïðè
äâèæåíèè (dx/dt > 0), à ïëþñ � óìåíüøàåòñÿ).
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Ðàññìîòðèì â êîîðäèíàòàõ (t, x) ðàäèîëîêàöèîííûé ýêñïåðèìåíò, ïðî-
âîäèìûé íàáëþäàòåëåì, íàõîäÿùèìñÿ â òî÷êå ñ êîîðäèíàòîé x = 0. Â
ìîìåíò âðåìåíè t1 îí îòïðàâëÿåò ñâåòîâîé èìïóëüñ, êîòîðûé äîñòèãà-
åò â ìîìåíò âðåìåíè t òî÷êó ñ êîîðäèíàòîé x > 0, ãäå îòðàæàåòñÿ è
âîçâðàùàåòñÿ îáðàòíî â ìîìåíò âðåìåíè t2. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîíñòàíòû
â òðàåêòîðèè (4.51) ïðè äâèæåíèè èìïóëüñà îò íàáëþäàòåëÿ ìû âûáå-
ðåì íà÷àëüíîå óñëîâèå x(t1) = 0, à ïðè äâèæåíèè â îáðàòíóþ ñòîðîíó
x(t2) = 0:

x+(t) =
1

a

(
e−at1 − e−at

)
,

x−(t) =
1

a

(
e+at2 − e+at

)
.

Â òî÷êå îòðàæåíèÿ x+(t) = x−(t) = x, ïîýòîìó:

e−at1 − e−at = ax, eat2 − eat = ax, (4.52)

Èñêëþ÷àÿ t, íàõîäèì ðàäèîëîêàöèîííîå ðàññòîÿíèå:

l =
t2 − t1

2
=

1

2a
ln

[
1 + ax

2 ch(at1)− ax

1− ax eat1

]
≈ x ch(at1), (4.53)

ãäå ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî çàïèñàíî äëÿ ìàëûõ ax ≪ 1. Çíàÿ t1 è t2
íàáëþäàòåëü â íà÷àëå ñèñòåìû ìîæåò îïðåäåëèòü êîîðäèíàòó òî÷êè îò-
ðàæåíèÿ ñèãíàëà x. Èç (4.53) ñëåäóåò, ÷òî ðàäèîëîêàöèîííîå ðàññòîÿíèå
ê ôèêñèðîâàííîé òî÷êå òàêîé ðàâíîóñêîðåííîé ñèñòåìû ìåíÿåòñÿ ñî âðå-
ìåíåì (çàâèñèò îò t1). Ïîýòîìó ñèñòåìó (4.49) ìû è íàçûâàåì íåæåñòêîé

ðàâíîóñêîðåííîé ñèñòåìîé. Ôèçèêà â ýòîé ñèñòåìå îòëè÷àåòñÿ îò ôèçèêè
â æåñòêîé ðàâíîóñêîðåííîé ñèñòåìå, ðàññìîòðåííîé â ïåðâîì ðàçäåëå.
Àíàëîãè÷íî íàõîäèòñÿ ÷àñòîòà ñèãíàëà, ïîëó÷àåìîãî îò óäàëåííîãî èñ-

òî÷íèêà. Äèôôåðåíöèðóÿ âòîðîå óðàâíåíèå (4.52) è èñêëþ÷àÿ eat, èìååì:

dt2 = dt (1− ax e−at2).

Èíòåðâàëû âðåìåíè dt è dt2 � ýòî ïåðèîäû èçëó÷åíèÿ è ïðèåìà ñèãíàëîâ
ïî ðàçëè÷íûì ÷àñàì íàáëþäàòåëåé, íàõîäÿùèõñÿ â òî÷êàõ x > 0 è x =
0. Îòíîøåíèå ýòèõ ïåðèîäîâ çàâèñèò îò êîîðäèíàòû x è ìåíÿåòñÿ ñî
âðåìåíåì ïðè¼ìà ñèãíàëà t2.
Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ôóíêöèÿ x(t) â (4.51) ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî âäîëü

òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ñâåòîâîãî èìïóëüñà íàõîäÿòñÿ íàáëþäàòåëè ÍÈ-
ÑÎ. Ó êàæäîãî èç íèõ åñòü ÷àñû, èçìåðÿþùèå ñîáñòâåííîå âðåìÿ t c
íóëåâûì îòñ÷åòîì â ìîìåíò íà÷àëà óñêîðåíèÿ. Îäíàêî êîîðäèíàòà x,
âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ ôèçè÷åñêèì ðàññòîÿíèåì, ïîýòîìó êîîðäè-

íàòíàÿ ñêîðîñòü ñâåòà (4.50) îòëè÷íà îò åäèíèöû.
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4.5 Ïðîèçâîëüíûå íåèíåðöèàëüíûå ñèñòåìû

Ïîäâåä¼ì íåêîòîðûå èòîãè. Ñèñòåìó îòñ÷¼òà S : {t, x, y, z} ìîæíî
îïðåäåëÿòü, çàäàâàÿ çàêîíû äâèæåíèÿ êàæäîé å¼ òî÷êè îòíîñèòåëüíî
ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû S0 : {T, X, Y, Z}. Ïóñòü xi = {x, y, z} � êîîð-
äèíàòû, îäíîçíà÷íî ôèêñèðóþùèå äàííóþ òî÷êó ñèñòåìû S. Ýòà òî÷êà
äâèæåòñÿ îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû S0 ïî òðàåêòîðèè:

X i(T ) = F i(T, x, y, z). (4.54)

Â îáùåì ñëó÷àå ðàçëè÷íûå òî÷êè ìîãóò äâèãàòüñÿ ïî ðàçëè÷íûì òðàåê-
òîðèÿì. Åñòåñòâåííî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèè F i(T, x, y, z) ÿâëÿ-
þòñÿ ãëàäêèìè (äèôôåðåíöèðóåìûìè ïî êàæäîìó àðãóìåíòó).
Âðåìÿ t íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû, ìîæíî îïðåäåëèòü ëþáûì óäîáíûì

ñïîñîáîì, ïðè ïîìîùè ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè T = T (t, x, y, z). Ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ òîëüêî, ÷òî áîëåå ðàííèå ñîáûòèÿ â S ñîîòâåòñòâóþò ìåíüøèì
çíà÷åíèÿì t, ÷åì áîëåå ïîçäíèå. Òàêîå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàòíûì
è, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñîâïàäàåò ñ ôèçè÷åñêèì âðåìåíåì ÷àñîâ, ñâÿçàí-
íûõ ñ òî÷êîé xi. Íà ïåðâûé âçãëÿä, ïîäîáíûé ïðîèçâîë â îïðåäåëåíèè
âðåìåíè âûãëÿäèò ñòðàííûì. Îäíàêî äàëåå ìû óâèäèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî
êîíêðåòíîãî âûáîðà ôóíêöèè T (t, x, y, z) ìîæíî óêàçàòü ïðàâèëî âû-
÷èñëåíèÿ ôèçè÷åñêîãî âðåìåíè è ôèçè÷åñêîé äëèíû â íåèíåðöèàëüíîé
ñèñòåìå îòñ÷¼òà.
Çàìåíÿÿ â òðàåêòîðèè (4.54) âðåìÿ T íà T (t, x, y, z), ìû ïîëó÷àåì

ïðåîáðàçîâàíèÿ îò ñèñòåìû S ê ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå S0:

T = T (t, x, y, z), X i = X i(t, x, y, z).

Ïîäñòàíîâêà ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé â (4.45) äà¼ò èíòåðâàë ìåæäó ñîáûòè-
ÿìè â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà:

ds2 = gαβ dx
αdxβ.

Ìåòðè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû gαβ ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè 4-êîîðäèíàò ñî-
áûòèÿ xi = {t, x1, x2, x3} è ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò ñâîéñòâà ñèñòåìû
îòñ÷¼òà.
Â ðàìêàõ äàííîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà (íå ìåíÿÿ å¼) âñåãäà ìîæíî ïåðåéòè

ê äðóãîìó ñïîñîáó íóìåðàöèè ñîáûòèé:

t′ = t′(t, x, y, z), x′i = x′i(x, y, z). (4.55)

Ïåðâîå ïðåîáðàçîâàíèå îïðåäåëÿåò íîâîå êîîðäèíàòíîå âðåìÿ, à îñòàâ-
øèåñÿ � äðóãîé ñïîñîá íóìåðàöèè ïðîñòðàíñòâåííûõ òî÷åê ñèñòåìû. Âàæ-
íî, ÷òî ïîñëåäíèå íå çàâèñÿò îò âðåìåíè t, ò.ê., â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû
áû ïîëó÷èëè äðóãóþ ñèñòåìó îòñ÷¼òà. Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.
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• Ïóñòü òî÷êà íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû äâèæåòñÿ ïî òðàåêòîðèè:

X =
1

a

[√
(1 + ax)2 + (aT )2 − 1

]
, Y = y, Z = z

Â ýòèõ ôóíêöèÿõ x, y è z � ýòî ôèêñèðîâàííûå ÷èñëà, õàðàêòåðèçóþùèå
äàííóþ òî÷êó. Îíè ñîîòâåòñòâóþò å¼ ïîëîæåíèþ â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå
ïðè T = 0. Ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ âðåìåíè âûáåðåì â ñëåäóþùåì âèäå:
aT = (1 + ax) sh(at). Òàêîé âûáîð äèêòóåòñÿ òîëüêî ñîîáðàæåíèÿìè
ïðîñòîòû. Åñëè aT ïîäñòàâèòü â òðàåêòîðèþ òî÷êè, òî ïîëó÷èòñÿ ïðîñòîå
âûðàæåíèå äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò:

aT = (1+ax) sh(at), aX = (1+ax) ch(at)−1, Y = y, Z = z. (4.56)

Äèôôåðåíöèàëû ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé ðàâíû:

dT = (1+ ax) ch(at) dt+sh(at) dx, dX = (1+ ax) sh(at) dt+ch(at) dx

è dY = dy, dZ = dz. Ïîäñòàâëÿÿ èõ â èíòåðâàë ìåæäó ñîáûòèÿìè ëàáî-
ðàòîðíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà ds2 = dT 2 − dX2 − dY 2 − dZ2, ïîëó÷àåì ýòîò
æå èíòåðâàë â æåñòêîé ðàâíîóñêîðåííîé íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå:

ds2 = (1 + ax)2 dt2 − dx2 − dy2 − dz2, (4.57)

â êîòîðîé íåíóëåâûå ìåòðè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû ðàâíû g00 = (1 + ax)2

è g11 = g22 = g33 = −1. Äëÿ ôèêñèðîâàííîé òî÷êè (dx = dy = dz = 0)
èíòåðâàë ðàâåí å¼ ñîáñòâåííîìó âðåìåíè: ds = dτ0 = (1 + ax) dt. ×òîáû
âûÿñíèòü, êàê òàêèå ÷àñû èäóò ïî îòíîøåíèþ ê ÷àñàì â ëàáîðàòîðíîé
ñèñòåìå, íàäî çàïèñàòü ñâÿçü dT è dt èç ïðåîáðàçîâàíèé ìåæäó ñèñòåìà-
ìè (ïðè ôèêñèðîâàííûõ êîîðäèíàòàõ):

dT = (1 + ax) ch(at) dt = ch(at) dτ0 =
dτ0√
1− U 2

,

ãäå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå U � ýòî ñêîðîñòü òî÷êè â ëàáîðàòîðíîé ñèñòå-
ìå, ðàâíàÿ U = dX/dT = th(at), ÷òî ñíîâà ïîëó÷àåòñÿ èç âûðàæåíèé äëÿ
äèôôåðåíöèàëîâ. Òàêèì îáðàçîì, ñîáñòâåííîå âðåìÿ ÷àñîâ íåèíåðöèàëü-
íîé ñèñòåìû ñâÿçàíî ñî âðåìåíåì ëàáîðàòîðíîé ïðè ïîìîùè ñòàíäàðòíîé
ðåëÿòèâèñòñêîé ôîðìóëû (2.2), ñòð. 81.
Ìîæíî èçìåíèòü ñïîñîá íóìåðàöèè òî÷åê íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû

ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò:

t = t′, 1 + ax = eax
′
, y = y′, z = z′,

÷òî ïðèâîäèò ê èíòåðâàëó

ds2 = e2ax
′
(dt′2 − dx′2)− dy′2 − dz′2.

Åñòåñòâåííî, ñèñòåìà îòñ÷¼òà ïðè ýòîì íå ìåíÿåòñÿ.
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• Â ñëó÷àå âðàùåíèÿ, èíòåðâàë ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû (4.45) çàïèøåì
â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ X = R cosΦ, Y = R sinΦ:

ds2 = dT 2 − dR2 −R2 dΦ2 − dZ2, (4.58)

ãäå Φ � ïîëÿðíûé óãîë, à R � ðàññòîÿíèå îò îñè âðàùåíèÿ.

Áóäåì íóìåðîâàòü òî÷êè âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìû ïðè ïîìîùè òð¼õ ÷è-
ñåë (r, ϕ, z). Ïðåäñòàâèì äèñê, âðàùàþùèéñÿ ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêî-
ðîñòüþ ω â ïëîñêîñòè Z = 0. Òðàåêòîðèÿ ëþáîé åãî òî÷êè (r, ϕ) ìîæåò
áûòü çàäàíà ñëåäóþùèìè óðàâíåíèÿìè:

R = r, Φ = ϕ+ ωT.

Ïðè äàííîì çíà÷åíèè ϕ è r óãëîâàÿ êîîðäèíàòà òî÷êè Φ ìåíÿåòñÿ ñî
âðåìåíåì T ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ ω. Ïðåîáðàçîâàíèå âðåìåíè âûáåðåì
ìàêñèìàëüíî ïðîñòûì ñïîñîáîì: T = t. Â ðåçóëüòàòå, ïðåîáðàçîâàíèÿ
ìåæäó âðàùàþùåéñÿ è ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìàìè îòñ÷¼òà èìåþò âèä:

T = t, R = r, Φ = ϕ+ ωt, Z = z, (4.59)

ãäå êîîðäèíàòû (t, r, ϕ, z) íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòàìè Áîðíà. Ïîäñòàâëÿÿ
äèôôåðåíöèàëû ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé

dT = dt, dR = dr, dΦ = dϕ+ ωdt, dZ = dz

â èíòåðâàë (4.58), ïîëó÷àåì:

ds2 = (1− ω2r2) dt2 − 2ω r2 dt dϕ− dr2 − r2 dϕ2 − dz2. (4.60)

Ñîáñòâåííîå âðåìÿ dτ0 = ds ôèêñèðîâàííîé òî÷êè (dr = dϕ = dz = 0)
ðàâíî:

dτ0 = dt
√

1− ω2r2 = dT
√

1− ω2r2.

Òàê êàê ωr � ýòî ñêîðîñòü òî÷êè â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà, ìû
ñíîâà èìååì ñòàíäàðòíóþ ôîðìóëó çàìåäëåíèÿ âðåìåíè.

Ðàâåíñòâî íóëþ èíòåðâàëà (ds2 = 0) ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ äëÿ òðà-
åêòîðèè ñâåòîâîãî èìïóëüñà. Íàïðèìåð, åñëè ïðè ïîìîùè çåðêàë èëè
ñâåòîâîäà îðãàíèçîâàíî åãî äâèæåíèå ïî îêðóæíîñòè r = const, òî ýòî
óðàâíåíèå èìååò âèä:

dϕ

dt
= ±1

r
− ω.

Èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî óãëîâàÿ êîîðäèíàòà ñâåòîâîãî èìïóëüñà ëèíåéíî
çàâèñèò îò êîîðäèíàòíîãî âðåìåíè t.
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• Â îáùåì ñëó÷àå ïðåîáðàçîâàíèå îò íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà
xµ = (t, x, y, z) ê èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå Xµ = (T, X, Y, Z) èìååò âèä:

Xµ = Xµ(x0, x1, x2, x3), (4.61)

ãäå µ = 0, ..., 3. Ðàñïèøåì äèôôåðåíöèàë dXµ = ∂νX
µ dxν :

dT = ∂0X
0 dt+ ∂iX

0 dxi, dXk = ∂0X
k dt+ ∂iX

k dxi, (4.62)

ãäå ∂i = ∂/∂xi è ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïðîâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå.
Ïîäñòàâëÿÿ dT , dXk â èíòåðâàë ds2 = dT 2 − dXk dXk, ïîëó÷àåì:

ds2 = gµν dx
µdxν, (4.63)

ãäå êîýôôèöèåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ðàâíû (ïî k ñóììà îò 1 äî 3):

g00 = ∂0X
0 ∂0X

0 − ∂0X
k ∂0X

k,

g0i = ∂0X
0 ∂iX

0 − ∂0X
k ∂iX

k,

gij = ∂iX
0 ∂jX

0 − ∂iX
k ∂jX

k.

(4.64)

Èç (4.62) ñëåäóåò, ÷òî êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ôèêñèðîâàííîé òî÷êè íåèíåð-
öèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà (dxk = 0) ðàâíû:

Uk =
dXk

dT
=

∂0X
k

∂0X0
. (4.65)

Ïîýòîìó êîýôôèöèåíò g00 ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

g00 = (∂0X
0)2 (1−U2), (4.66)

ãäå U2 = (U 1)2 + (U 2)2 + (U 3)2. Îïðåäåëÿÿ ñîáñòâåííîå âðåìÿ ÷àñîâ ïðè
ïîìîùè èíòåðâàëà ds â êîòîðîì dxi = 0, èìååì:

dτ0 =
√
g00 dt =

√
1−U2 ∂0X

0 dt =
√
1−U2 dT,

ãäå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ïîäñòàâëåíî dT (4.62) ïðè dxi = 0. Òàêèì îá-
ðàçîì, è â îáùåì ñëó÷àå ìû èìååì ðåëÿòèâèñòñêîå çàìåäëåíèå âðåìåíè.
Èíîãäà óäîáíåå èñïîëüçîâàòü ÷àñòíûé ñëó÷àé ïðåîáðàçîâàíèé:

T = t, X = R(t, x1, x2, x3), (4.67)

ãäå ôóíêöèÿR(t, xi) çàäàåò òðàåêòîðèþX(T ) = R(T, xi) äâèæåíèÿ äàí-
íîé òî÷êè (xi = const) íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî ëàáîðà-
òîðíîé. Ñîîòâåòñòâóþùèé èì èíòåðâàë ðàâåí:

ds2 = (1−U2) dt2 − 2(U ∂iR) dt dxi − (∂iR ∂jR) dxi dxj, (4.68)

ãäå U = ∂0R = ∂R/∂t = ∂R/∂T � ñêîðîñòü òî÷êè íåèíåðöèàëüíîé
ñèñòåìû îòñ÷¼òà â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå.



234 ÃËÀÂÀ 4.

• Ðàññìîòðèì åù¼ îäèí ñïåöèàëüíûé, íî âàæíûé êëàññ íåèíåðöèàëü-
íûõ ñèñòåì îòñ÷¼òà (ÍÈÑÎ), â êîòîðûõ èíòåðâàë ìåæäó äâóìÿ ñîáû-
òèÿìè èìååò ïðîñòîé âèä. Ïóñòü íà÷àëî ÍÈÑÎ äâèæåòñÿ âäîëü îñè X
ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû c ïåðåìåííîé ñêîðîñòüþ. Çàïèøåì ëèíåéíûå ïî
êîîðäèíàòå x ïðåîáðàçîâàíèÿ [13]:

T = γ v x+

t∫
0

γ dt, X = γ x+

t∫
0

γ v dt, Y = y, Z = z, (4.69)

ãäå v = v(t) ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè è γ = γ(t) = 1/
√
1− v2. Åñ-

ëè ñêîðîñòü v ïîñòîÿííà, òî (4.69) ïðèâîäÿò ê ïðåîáðàçîâàíèÿì Ëîðåíöà.
Â îáùåì æå ñëó÷àå èìååì:

dT = γ (dt+ v dx) + γ3 v̇ x dt, dX = γ (dx+ v dt) + γ3 vv̇ x dt,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî
dγ

dt
= γ3vv̇,

d(γv)

dt
= γ3 v̇

è òî÷êà � ïðîèçâîäíàÿ ïî t. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè äèôôåðåíöèàëû â èíòåðâàë
ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû ds2 = dT 2 − dX2 − dY 2 − dZ2, ïîëó÷àåì:

ds2 = (1 + γ2v̇ x)2 dt2 − dx2 − dy2 − dz2. (4.70)

Òàêèì îáðàçîì, â ýòîé ñèñòåìå íåòðèâèàëüíîå çíà÷åíèå èìååò òîëüêî
g00. Ïðè γ2 v̇ = a = const, ìû âîçâðàùàåìñÿ ê æåñòêîé ðàâíîóñêîðåííîé
ñèñòåìå îòñ÷åòà â êîîðäèíàòàõ Ìåëëåðà, äëÿ êîòîðîé:

v(t) = th(at), γ(t) = ch(at). (4.71)

Ïîäñòàíîâêà ýòîé ñêîðîñòè â (4.69), äàåò (4.56).
Â îáùåì ñëó÷àå ïðîèçâîëüíàÿ ôèêñèðîâàííàÿ (dx = 0) òî÷êà ñèñòåìû

ñ êîîðäèíàòîé x äâèæåòñÿ îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà
ñî ñêîðîñòüþ:

U(T ) =
dX

dT
= v(t),

ãäå â ôóíêöèè v(t) íåîáõîäèìî ïåðåéòè îò êîîðäèíàòíîãî âðåìåíè t ê
ëîðåíöåâîìó âðåìåíè T ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû, êîòîðîå íàõîäèòñÿ èç
ïåðâîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (4.69) è, âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñèò îò x.
Æåñòêàÿ ðàâíîóñêîðåííàÿ ñèñòåìà (4.56) èç âñåãî êëàññà ïîñòóïàòåëü-

íî äâèæóùèõñÿ ÍÈÑÎ (4.69) âûäåëÿåòñÿ òåì, ÷òî îíà èìååò íå òîëüêî
åâêëèäîâûé âèä ó ïðîñòðàíñòâåííîé ÷àñòè èíòåðâàëà dx2 + dy2 + dz2,
íî è ïîñòîÿííîå ñîáñòâåííîå âðåìÿ (g00 çàâèñèò îò êîîðäèíàòû x, íî íå
çàâèñèò îò âðåìåíè t).
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• Ê ïðåîáðàçîâàíèÿì (4.69) ìîæíî ïðèéòè ðàññìàòðèâàÿ ñîïóòñòâóþ-
ùóþ ê ÍÈÑÎ èíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà (ÈÑÎ). Òàêàÿ ñèñòåìà â
äàííûé ìîìåíò âðåìåíè èìååò òàêóþ æå ñêîðîñòü îòíîñèòåëüíî ëàáîðà-
òîðíîé ñèñòåìû êàê è ñêîðîñòü íàáëþäàòåëÿ ðàñïîëîæåííîãî â íà÷àëå
ÍÈÑÎ. Äâà îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíûõ íàáëþäàòåëÿ â ÍÈÑÎ è ÈÑÎ
íàõîäÿùèåñÿ ðÿäîì èìåþò îäèíàêîâûå ýòàëîíû âðåìåíè è äëèíû.

Ïóñòü íà÷àëî ÍÈÑÎ â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà S0 : (T, X) èìå-
åò ñêîðîñòü U(T ). Ê ìîìåíòó âðåìåíè T0 åãî êîîðäèíàòà ðàâíà

X0 =

T0∫
0

U(T ) dT =

τ∫
0

γ(τ)U(τ) dτ,

ãäå âî âòîðîì ðàâåíñòâå ñîâåðøåí ïåðåõîä ê ñîáñòâåííîìó âðåìåíè íà÷à-
ëà dτ =

√
1− U 2(T ) dT èëè dT = γ(τ) dτ è, êàê îáû÷íî, γ = 1/

√
1− U2.

Ìîìåíò âðåìåíè T0 òàêæå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç èíòåãðàë ïî ñîáñòâåííîìó
âðåìåíè:

T0 =

T0∫
0

dT =

τ∫
0

γ(τ) dτ.

Åñëè â ìîìåíò âðåìåíè T0 ÷àñû ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìû îòñ÷¼òà S ′
0 :

(T ′, X ′) â òî÷êå X ′ = 0 ïîêàçûâàþò âðåìÿ T ′ = 0, òî ïðåîáðàçîâàíèÿ
ìåæäó S ′

0 è S0 ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

T =

τ∫
0

γ dτ + γ (T ′ + UX ′), X =

τ∫
0

γ U dτ + γ (X ′ + UT ′).

Ïðåîáðàçîâàíèÿ (4.69) ïîëó÷àþòñÿ, åñëè ïðè T ′ = 0 êîîðäèíàòû òî÷åê
ÍÈÑÎ ñîâïàäàþò ñ êîîðäèíàòàìè ñîïóòñòâóþùåé ÈÑÎ, à êîîðäèíàòíîå
âðåìÿ ÍÈÑÎ ðàâíî ñîáñòâåííîìó âðåìåíè: T ′ = 0, X ′ = x, t = τ .

Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî äâèæåíèÿ v(t) íà÷àëà íåèíåðöèàëüíîé ñèñòå-
ìû â ïðîñòðàíñòâå ìîæíî íàïèñàòü áîëåå îáùåå ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà-
Ì¼ëëåðà-Íýëüñîíà:

T = γ vr+

t∫
0

γ dt, X = r+
γ − 1

v2
(vr)v +

t∫
0

γ v dt, (4.72)

èíòåðâàë êîòîðîãî â êîîðäèíàòàõ (t, r) ïðåäëàãàåòñÿ íàéòè â êà÷åñòâå
óïðàæíåíèÿ (lH30). Àíàëèç ôèçèêè â òàêîé ñèñòåìå ìîæíî íàéòè â
ðàáîòå [20].
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4.6 Êðèâîëèíåéíûé áàçèñ

• Â èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà äëÿ íóìåðàöèè ñîáûòèé óäîá-
íî èñïîëüçîâàòü ëîðåíöåâû êîîðäèíàòû Xα = {T, R} = {T, X, Y, Z},
ãäå T � ôèçè÷åñêîå âðåìÿ, à R = {X, Y Z} � äåêàðòîâû êîîðäèíà-
òû ñîáûòèÿ. Â ëîðåíöåâûõ êîîðäèíàòàõ èíòåðâàë ìåæäó äâóìÿ áåñêî-
íå÷íî áëèçêèìè ñîáûòèÿìè ðàâåí ds2 = dT 2 − dR2 = ηαβ dX

αdXβ,
ãäå ηαβ = diag(1,−1,−1,−1) � äèàãîíàëüíûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð. Äàí-
íîå ñîáûòèå ìîæíî íàáëþäàòü è èç íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà,
êîîðäèíàòû-âðåìÿ êîòîðîé áóäåì îáîçíà÷àòü ìàëåíüêèì øðèôòîì xα è
íàçûâàòü êðèâîëèíåéíûìè êîîðäèíàòàìè. Èíòåðâàë ìåæäó ñîáûòèÿìè
â ýòèõ êîîðäèíàòàõ âûðàæàåòñÿ, â îáùåì ñëó÷àå, ÷åðåç íåäèàãîíàëüíûé
ìåòðè÷åñêèé òåíçîð gαβ:

ds2 = gαβ dx
αdxβ.

Íàïîìíèì, ÷òî 4-âåêòîð A (îáîçíà÷àåì ïðÿìûì øðèôòîì) ÿâëÿåò-
ñÿ ôèçè÷åñêèì îáúåêòîì è íå çàâèñèò îò âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò
(ýòî �ñòðåëî÷êà� â 4-ïðîñòðàíñòâå). Îäíàêî, åãî êîìïîíåíòû Aα çàâèñÿò
îò êîíêðåòíîãî êîîðäèíàòíîãî îïèñàíèÿ ïðîñòðàíñòâà (ñèñòåìû îòñ÷å-
òà). ×òîáû ýòî ÿâíûì îáðàçîì âûðàçèòü, ââåäåì â êàæäîé òî÷êå ïðî-
ñòðàíñòâà ñîáûòèé, íóìåðóþùèõñÿ ëîðåíöåâûìè êîîðäèíàòàìè, ÷åòûðå
4-âåêòîðà: n0, n1, n2, n3 (èíäåêñ � ýòî íîìåð âåêòîðà!), êîòîðûå íàçîâåì
áàçèñîì. Ïðîèçâåäåíèå ýòèõ âåêòîðîâ ðàâíî ìåòðè÷åñêîìó òåíçîðó ηαβ è
ïî íèì ìîæíî ðàçëîæèòü ëþáîé 4-âåêòîð (ñì. ñòð. 133):

nα · nβ = ηαβ, A = Aα nα, A · nα = ηαβA
β = Aα.

Àíàëîãè÷íî â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ ââîäèòñÿ êðèâîëèíåéíûé áà-
çèñ:

eα · eβ = gαβ, A = aα eα, aα = gαβa
β = A · eα.

Òàêèì îáðàçîì, 4-âåêòîð A â ëîðåíöåâîì áàçèñå èìååò êîìïîíåíòû (ïðî-
åêöèè íà áàçèñ) ðàâíûå Aα. Â êðèâîëèíåéíîì áàçèñå ýòîò æå âåê-
òîð èìååò óæå äðóãèå êîìïîíåíòû aα. Ñèòóàöèÿ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íà
îáû÷íîìó òð¼õìåðíîìó ïðîñòðàíñòâó â êîòîðîì ìîæíî ââîäèòü ðàçëè÷-
íûå áàçèñû è ðàñêëàäûâàòü ïî íèì 3-âåêòîð [1].
Â îáùåì ñëó÷àå âåêòîðû áàçèñà eα íåîðòîãîíàëüíû. Ïîýòîìó óäîáíî

ââåñòè äîïîëíèòåëüíóþ ÷åòâåðêó âåêòîðîâ e0, e1, e2, e3 êîòîðûå áóäóò èì
îðòîãîíàëüíû:

eα · eβ = δαβ , eα · eβ = gαβ, eα = gαβ eβ, A = aαe
α.

Ýòè âåêòîðû îáðàçóþò âçàèìíûé áàçèñ, êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ïî
êîòîðîìó ÿâëÿþòñÿ êîâàðèàíòíûìè êîìïîíåíòàìè 4-âåêòîðà aα.
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• Ðàññìîòðèì 4-âåêòîð dX áåñêîíå÷íî ìàëîãî ñìåùåíèÿ â ïðîñòðàí-
ñòâå ñîáûòèé, ñâÿçûâàþùèé äâà áëèçêèõ ñîáûòèÿ. Åãî ìîæíî ðàçëîæèòü
ïî ëþáîìó áàçèñó è åãî êîìïîíåíòàìè áóäóò äèôôåðåíöèàëû êîîðäèíàò:

dX = nβ dX
β = eα dx

α. (4.73)

Êâàäðàò ýòîãî âåêòîðà ðàâåí èíòåðâàëó ìåæäó ñîáûòèÿìè:

ds2 = dX · dX = (eα · eβ) dxαdxβ = gαβ dx
αdxβ.

Ôèêñèðóÿ â (4.73) âñå êîîðäèíàòû xα êðîìå îäíîé, ïîëó÷àåì ñâÿçü:

eα =
∂Xβ

∂xα
nβ ≡ ∂αX

β nβ.

Òàê, äëÿ æåñòêîé ðàâíîóñêîðåííîé ñèñòåìû îòñ÷åòà: aT = sh(at) eax,
aX = ch(at) eax − 1, èìååì:{

et ≡ e0 =
∂T
∂t n0 +

∂X
∂t n1 =

[
n0 ch(at) + n1 sh(at)

]
eax,

ex ≡ e1 =
∂T
∂x n0 +

∂X
∂x n1 =

[
n0 sh(at) + n1 ch(at)

]
eax.

(4.74)

Èç n20 = −n21 = 1 è n0 · n1 = 0 ñëåäóåò: e2t = −e2x = e2ax, et · ex = 0, ÷òî
äà¼ò èíòåðâàë â ýòîé ñèñòåìå: ds2 = e2ax (dt2 − dx2).
Âåêòîðàì áàçèñà ìîæíî ïðèäàòü íàãëÿäíûé ñìûñë íà ïñåâäîåâêëèäî-

âîé ïëîñêîñòè. Äëÿ ýòîãî ââåäåì íà íåé êîîðäèíàòíûå ñåòêè, íà ëèíèÿõ
êîòîðûõ äàííàÿ êîîðäèíàòà ïîñòîÿííà (ñì. ñòð. 215). Â ëîðåíöåâûõ êî-
îðäèíàòàõ (T, X) ýòà ñåòêà ïðÿìîóãîëüíà. Íà ýòèõ æå îñÿõ (T, X) ñåòêà
t = const è x = const áóäåò èçîáðàæàòüñÿ êðèâûìè ëèíèÿìè:

Áàçèñíûå âåêòîðû êàñàòåëüíû ê ñîîòâåòñòâóþùèì êîîðäèíàòíûì ëèíè-
ÿì, ÷òî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ dX = eα dx

α (e0 ïðîïîðöèîíàëåí dX ïðè
èçìåíåíèè x0, è ò.ä.). Îíè çàâèñÿò îò òî÷êè â 4-ïðîñòðàíñòâå è èìåþò ðàç-
ëè÷íóþ îðèåíòàöèþ è äëèíó äëÿ ðàçëè÷íûõ òî÷åê (â îòëè÷èå îò n0, n1).
Âèçóàëüíàÿ íåîðòîãîíàëüíîñòü e0 è e1 ñâÿçàíà ñî ñëîæíîñòüþ îòîáðàæå-
íèÿ ïñåâäîåâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà íà åâêëèäîâîé áóìàãå (ñì. ñòð. 127).
Êîìïîíåíòû äâóõ îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ a ·b = 0 ñâÿçàíû ñëåäóþùèì
îáðàçîì: a0b0 = a1b1. Ïîýòîìó ìåäèàíà, ïðîâåäåííàÿ ìåæäó îðòîãîíàëü-
íûìè âåêòîðàìè îáðàçóåò ñ îñüþ T óãîë 45o, ò.å ÿâëÿåòñÿ òðàåêòîðèåé
ñâåòîâîãî ñèãíàëà (ïóíêòèð íà ðèñóíêàõ).
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• Ðàçáåðåìñÿ òåïåðü ñ çàêîíàìè ïðåîáðàçîâàíèé ðàçëè÷íûõ âåëè÷èí
ïðè èçìåíåíèè ñèñòåìû êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò. Ðàññìîòðèì äâå òà-
êèõ ñèñòåìû îòñ÷¼òà è ðàçëîæèì âåêòîð ñìåùåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ñîáû-
òèé ïî áàçèñàì êàæäîé èç íèõ:

dX = eα dx
α = e′α dx

′α.

Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò ñëåäóþùàÿ ñâÿçü ìåæäó áàçèñàìè:

e′α =
∂xβ

∂x′α
eβ, eα =

∂x′β

∂xα
e′β. (4.75)

Ïî ïðàâèëó âû÷èñëåíèÿ ñëîæíîé ïðîèçâîäíîé èìååì:

∂x′α

∂x′β
= δαβ =

∂x′α

∂xγ
∂xγ

∂x′β
,

∂xα

∂xβ
= δαβ =

∂xα

∂x′γ
∂x′γ

∂xβ
, (4.76)

ãäå δαβ � ñèìâîëû Êðîíåêåðà, à ïî èíäåêñó γ ïðîâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå.

Ïîýòîìó ∂xα/∂x′β � ìàòðèöà, îáðàòíàÿ ê ∂x′α/∂xβ.

Ïðåîáðàçîâàíèÿ âåêòîðîâ âçàèìíîãî áàçèñà èìåþò âèä:

e′α =
∂x′α

∂xβ
eβ, eα =

∂xα

∂x′β
e′β. (4.77)

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò îïðåäåëåíèþ eα · eβ = δαβ è óñëîâèÿì
(4.76) íà ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèé. Óìíîæàÿ èõ íà eγ è e′γ, ñîîòâåòñòâåí-
íî, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ìàòðèö ïðåîáðàçîâàíèÿ:

e′α · eβ =
∂x′α

∂xβ
, eα · e′β =

∂xα

∂x′β
. (4.78)

Ïðîèçâîëüíûé 4-âåêòîð A ÿâëÿåòñÿ ôèçè÷åñêèì îáúåêòîì, êîòîðûé
ìîæåò áûòü ðàçëîæåí ïî êàæäîìó áàçèñó:

A = eαA
α = e′αA

′α.

Óìíîæèì îáå ÷àñòè íà e′β èëè eβ. Ïðè ïîìîùè (4.78) ïîëó÷àåòñÿ çàêîí
ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòðàâàðèàíòíûõ êîìïîíåíò âåêòîðà:

A′α =
∂x′α

∂xβ
Aβ, Aα =

∂xα

∂x′β
A′β. (4.79)

Àíàëîãè÷íî íàõîäÿòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ êîâàðèàíòíûõ êîìïîíåíò:

A′
α =

∂xβ

∂x′α
Aβ, Aα =

∂x′β

∂xα
A′

β. (4.80)

Â íèõ ñòîÿò îáðàòíûå ìàòðèöû, ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåîáðàçîâàíèÿìè êîí-
òðàâàðèàíòíûõ êîìïîíåíò.
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Äëÿ çàïîìèíàíèÿ âûðàæåíèé (4.79), (4.80) îòìåòèì, ÷òî êîíòðàâàðè-
àíòíûå êîìïîíåíòû âåêòîðàAα ïðåîáðàçóþòñÿ òàêæå êàê äèôôåðåíöèàë
êîîðäèíàò dxα, à êîâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû Aα, êàê ÷àñòíàÿ ïðîèçâîä-
íàÿ ∂α. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (4.75) èìåþò ñìûñë ëèíåé-
íîãî ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà áàçèñà ïî âåêòîðàì äðóãîãî áàçèñà. Ïîõîæèå
íà íèõ ñîîòíîøåíèÿ (4.79), (4.80) � ýòî ðàçëîæåíèå íå âåêòîðîâ, â êîì-
ïîíåíò âåêòîðà.

Êàê è äîëæíî áûòü, ïðîèçâåäåíèå äâóõ 4-âåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ èíâàðè-
àíòîì ïðåîáðàçîâàíèé (4.79):

A · B = A′αB′
α =

∂x′α

∂xβ
∂xγ

∂x′α
AβBγ = δγβ A

βBγ = AβBβ.

Åñòåñòâåííî, âñå ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ ëîðåí-
öåâûõ êîîðäèíàò â ðàçëè÷íûõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà. Ýòè ñè-
ñòåìû ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ëîðåíöà:

x′α = Λα
β x

β,

ãäå êîýôôèöèåíòû Λα
β ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè è

óãëîâ ïîâîðîòà äåêàðòîâûõ îñåé. Äëÿ òàêîé ìàòðèöû, íå çàâèñÿùåé îò
êîîðäèíàò, èìååì:

∂x′α

∂xβ
= Λα

β.

Àíàëîãè÷íî êîìïîíåíòàì 4-âåêòîðîâ, îïðåäåëÿþòñÿ çàêîíû ïðåîáðà-
çîâàíèÿ òåíçîðîâ ïðè ïåðåõîäå â äðóãóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà. Òåíçîð ìîæåò
èìåòü ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî âåðõíèõ è íèæíèõ èíäåêñîâ. Ïî êàæäîìó èç
íèõ îí ïðåîáðàçóåòñÿ êàê êîìïîíåíòû êîíòðàâàðèàíòíîãî èëè êîâàðè-
àíòíîãî âåêòîðà. Íàïðèìåð:

F ′µν =
∂x′µ

∂xα
∂x′ν

∂xβ
F αβ.

Òàêæå çàïèñûâàþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ Fµν ∼ AµBν, F
µ
ν ∼ AµBν (òåí-

çîðû âòîðîãî ðàíãà) è òåíçîðîâ áîëåå âûñîêîãî ðàíãà, ãäå òèëüäà îçíà-
÷àåò ôðàçó �ïðåîáðàçóþòñÿ êàê�. Â ÷àñòíîñòè, ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ÿâ-
ëÿåòñÿ òåíçîðíîé âåëè÷èíîé (A ·B = gαβA

αBβ � èíâàðèàíò). Íàïðèìåð,
ïðåîáðàçîâàíèÿ îò ëîðåíöåâûõ êîîðäèíàò Xα ê êðèâîëèíåéíûì xα èìå-
þò âèä:

gαβ =
∂Xµ

∂xα
∂Xν

∂xβ
ηµν.

Ýòî æå ñîîòíîøåíèå, ðàñïèñàííîå ïî êîìïîíåíòàì (4.64) ìû ïîëó÷èëè
íà ñòð. 233.



240 ÃËÀÂÀ 4.

4.7 Ôèçè÷åñêèå äëèíà è âðåìÿ

Çàïèøåì ïðè ïîìîùè ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà gαβ îáùåå âûðàæåíèå äëÿ
áåñêîíå÷íî ìàëîãî ðàññòîÿíèÿ â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè:

ds2 = gαβ dx
αdxβ = g00 dt

2 + 2g0i dtdx
i + gij dx

idxj,

ãäå ãðå÷åñêèå èíäåêñû α, β èçìåíÿþòñÿ îò 0 äî 3, à ëàòèíñêèå i, j îò 1
äî 3, dxα = {dt, dxi} è ó÷òåíî, ÷òî g0i = gi0. Âûäåëèì â ýòîì âûðàæåíèè
ïîëíûé êâàäðàò äëÿ ÷ëåíîâ, çàâèñÿùèõ îò äèôôåðåíöèàëà ïî êîîðäè-
íàòíîìó âðåìåíè:

ds2 =

(
√
g00 dt+

g0i√
g00

dxi
)2

−
(
g0ig0j
g00

− gij

)
dxidxj. (4.81)

Ýòîò èíòåðâàë ôîðìàëüíî èìååò âèä ðàññòîÿíèÿ â ïñåâäîåâêëèäîâîì
ïðîñòðàíñòâå:

ds2 = δτ 2 − δl2,

ãäå áåñêîíå÷íî ìàëûå âåëè÷èíû

δτ =
√
g00 dt+

g0i√
g00

dxi, δl2 =

(
g0ig0j
g00

− gij

)
dxidxj (4.82)

áóäåì íàçûâàòü ôèçè÷åñêèì âðåìåíåì è êâàäðàòîì ôèçè÷åñêîãî ðàññòî-

ÿíèÿ. Äëÿ çàïèñè êâàäðàòà ôèçè÷åñêîãî ðàññòîÿíèÿ δl óäîáíî ââåñòè
òð¼õìåðíûé òåíçîð

γij =
g0ig0j
g00

− gij, δl2 = γij dx
idxj. (4.83)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî äëÿ îáîçíà÷åíèÿ áåñêîíå÷íî ìàëûõ èñïîëüçóåòñÿ
çíà÷îê �δ�, à íå �d�. Äåëî â òîì, ÷òî, êàê ìû óâèäèì íèæå, âåëè÷èíû δτ

è δl â îáùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèàëàìè.

Êðîìå δτ è δl ââåäåì ïîíÿòèå ñîáñòâåííîãî âðåìåíè δτ0 ÷àñîâ, íàõîäÿ-
ùèõñÿ â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà ñèñòåìû îòñ÷¼òà. Ýòî âðåìÿ
ðàâíî èíòåðâàëó ds ìåæäó ñîáûòèÿìè äëÿ êîòîðûõ dx1 = dx2 = dx3 = 0
èëè δl = 0:

δτ0 =
√
g00 dt. (4.84)

Ïîíÿòíî, ÷òî δτ = δτ0 ïðè dxk = 0. Êàê è ðàíüøå, áóäåì ñ÷èòàòü ñîá-
ñòâåííîå âðåìÿ ôèçè÷åñêèì âðåìåíåì äàííûõ ÷àñîâ íåèíåðöèàëüíîé ñè-
ñòåìû îòñ÷åòà. Ýòè ÷àñû äâèæóòñÿ îòíîñèòåëüíî èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû
ñ ïåðåìåííîé ñêîðîñòüþ è âðåìÿ íà íèõ çàìåäëÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñî
ñòàíäàðòíîé ðåëÿòèâèñòñêîé ôîðìóëîé.
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• Äëÿ âûÿñíåíèÿ ñìûñëà δl, ðàññìîòðèì èçìåðåíèå ðàäèîëîêàöèîí-
íîãî ðàññòîÿíèÿ, ïðîâîäèìîãî íàáëþäàòåëåì, ðàñïîëîæåííûì â òî÷êå
A : (x1, x2, x3). Ðàññòîÿíèå îí èçìåðÿåò äî áëèçêîé ê íåìó òî÷êå B :
(x1+dx1, x2+dx2, x3+dx3). Èíòåðâàë ìåæäó ñîáûòèÿìè ïðè äâèæåíèè
ñâåòîâîãî èìïóëüñà ðàâåí íóëþ ds = 0. Ïîýòîìó èç (4.81) èìååì:

√
g00 dt± = − g0i√

g00
dxi ±

√
δl2. (4.85)

Çíà÷åíèå dt+ > 0 ñîîòâåòñòâóåò äâèæåíèþ èìïóëüñà â ñòîðîíó óâåëè÷å-
íèÿ êîîðäèíàò, à dt− < 0 � â ïðîòèâîïîëîæíóþ. Êîîðäèíàòíàÿ ñêîðîñòü
ñâåòà, íàïðèìåð, âäîëü êîîðäèíàòû x1 ðàâíà (dx1 > 0, dx2 = dx3 = 0):

dx1

dt
=

g00
±√

g00γ11 − g01
. (4.86)

Îíà ïîëîæèòåëüíà äëÿ âåðõíåãî çíàêà è îòðèöàòåëüíà äëÿ íèæíåãî (ïðî-
âåðüòå ýòî íà ïðèìåðå âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà).
Ïóñòü ñèãíàë îòðàæàåòñÿ îò òî÷êè B â ìîìåíò âðåìåíè t (ïî ÷àñàì

íàáëþäàòåëÿ â A). Òîãäà îí îïðàâëÿåòñÿ èç A â t1 = t − dt+ < t è âîç-
âðàùàåòñÿ îáðàòíî â t2 = t− dt− > t. Ïîëîâèíà èíòåðâàëà ñîáñòâåííîãî
âðåìåíè

√
g00 (t2 − t1)/2 ìåæäó ýòèìè äâóìÿ ñîáûòèÿìè ðàâíà:

√
g00 (dt+ − dt−)

2
=

√
δl2.

Òàêèì îáðàçîì, ôèçè÷åñêîå ðàññòîÿíèå δl èìååò ñìûñë ðàäèîëîêàöèîí-

íîãî ðàññòîÿíèÿ êîòîðîå èçìåðÿåòñÿ íàáëþäàòåëåì â òî÷êå (x1, x2, x3) â
åãî íåïîñðåäñòâåííîé îêðåñòíîñòè.
Ñìûñë âåëè÷èíû δl ìîæíî ïðîÿñíèòü è ïðè ïîìîùè ñëåäóþùèõ ðàñ-

ñóæäåíèé. Ïóñòü â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè â îêðåñòíîñòè ôèêñèðîâàí-
íîé òî÷êè ÍÈÑÎ íàõîäèòñÿ ñîïóòñòâóþùàÿ ê íåé ÈÑÎ. Îòíîñèòåëüíî
íå¼ ýòà òî÷êà ÍÈÑÎ èìååò íóëåâóþ ñêîðîñòü Uk = 0 è èç (4.65), ñòð. 233
ñëåäóåò, ÷òî ∂0X

k = 0. Ýòà ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà íóëþ ïðè çàäàííûõ çíà÷å-
íèÿõ (t, xi), äëÿ êîòîðûõ èìååì ñëåäóþùèé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð (4.64):

g00 = (∂0X
0)2, g0i = ∂0X

0 ∂iX
0, gij = ∂iX

0 ∂jX
0 − ∂iX

k ∂jX
k,

îòêóäà: ∂iX
k ∂jX

k = γij. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàññòîÿíèå â ÈÑÎ ðàâíî

δl2 = dX2 + dY 2 + dZ2 = dXk dXk = ∂iX
k ∂jX

k dxidxj = γij dx
idxj.

Èñïîëüçîâàíèå îäèíàêîâûõ ëèíååê íàáëþäàòåëåì â ÍÈÑÎ è â ñîïóòñòâó-
þùåé åìó ÈÑÎ ïðèâîäèò ê îäèíàêîâîìó ðàññòîÿíèþ. Â îòëè÷èå îò ÈÑÎ
âåëè÷èíû γij ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè (t, xk) è ìåíÿþòñÿ îò òî÷êè ê òî÷êå
(â êîòîðûõ íàäî èñïîëüçîâàòü äðóãèå ñîïóòñòâóþùèå ÈÑÎ).
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•Ôèçè÷åñêîå âðåìÿ δτ ïðè dxi ̸= 0 ñîîòâåòñòâóåò ðàçíèöå ñîáñòâåííûõ
âðåìåí ìåæäó äâóìÿ áåñêîíå÷íî áëèçêèìè, íî ðàçëè÷íûìè ñèíõðîíèçè-
ðîâàííûìè ÷àñàìè. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíóþ ïðîöåäóðó
ñèíõðîíèçàöèè. Ïóñòü ñèãíàë îòïðàâëÿåòñÿ â ìîìåíò âðåìåíè t1 = t−dt+
èç òî÷êè A = (x1, x2, x3), â òî÷êó B = (x1 + dx1, x2 + dx2, x3 + dx3). Å¼
îí äîñòèãàåò â ìîìåíò âðåìåíè t è âîçâðàùàåòñÿ îáðàòíî ê A â ìîìåíò
t2 = t − dt−. Âñå ýòè âðåìåíà ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòíûìè. Îíè ñâÿçàíû ñ
ñîáñòâåííûì âðåìåíåì ÷àñîâ τA è τB, íàõîäÿùèõñÿ â òî÷êàõ A è B. Ïî
îïðåäåëåíèþ, ÷àñû èäóò ñèíõðîííî, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå:

τB(t) =
τA(t1) + τA(t2)

2
. (4.87)

Ïðè áåñêîíå÷íî ìàëîì èçìåíåíèè êîîðäèíàòíîãî âðåìåíè, äëÿ ôèçè÷å-
ñêîãî ñîáñòâåííîãî âðåìåíè ÷àñîâ, íàõîäÿùèõñÿ â òî÷êå A, â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ (4.84), èìååì:

τA(t+ dt) = τA(t) + δτA = τA(t) +
√
g00 dt.

Ó÷èòûâàÿ çíà÷åíèÿ dt±, íàéäåííûå ïðè ïðîâåäåíèè ðàäèîëîêàöèîííîãî
èçìåðåíèÿ, èç (4.87) ïîëó÷àåì:

τB(t) = τA(t) +
g0i dx

i

√
g00

. (4.88)

Ýòî ñîîòíîøåíèå óñòàíàâëèâàåò ïðàâèëî ñèíõðîíèçàöèè îòñ÷åòà âðåìåíè
ìåæäó äâóìÿ áåñêîíå÷íî áëèçêèìè ÷àñàìè, êàê ôóíêöèþ êîîðäèíàòíîãî
âðåìåíè t íàáëþäàòåëÿ â òî÷êå A.
Êîãäà ÷àñû ñèíõðîíèçèðîâàíû ìîæíî ãîâîðèòü î ðàçíîñòè âðåìåíè

ìåæäó ñîáûòèÿìè, ïðîèçîøåäøèìè â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ. Òàê, ïóñòü èç
òî÷êè A â ìîìåíò êîîðäèíàòíîãî âðåìåíè t ïîñûëàåòñÿ ñâåòîâîé ñèãíàë
â òî÷êó B, êîòîðûé òóäà ïðèõîäèò â ìîìåíò t+dt. Ðàçíèöà ñîáñòâåííûõ
âðåìåí ÷àñîâ â òî÷êàõ B è A áóäåò ðàâíà ôèçè÷åñêîìó âðåìåíè èç (4.82):

δτ = τB−τA =
√
g00 dt+

g0i√
g00

dxi.

Ñ ïîìîùüþ äâóõ ñèíõðîíèçèðîâàííûõ ÷àñîâ ìîæíî îïðåäåëèòü ñêîðîñòü
ñâåòà ïðè åãî ðàñïðîñòðàíåíèè îò A ê B. Îíà ðàâíà δl/δτ = 1, ãäå ó÷òå-
íî, ÷òî äëÿ ñâåòà ds2 = δτ 2 − δl2 = 0. Òàêèì îáðàçîì îïðåäåëåííàÿ
ôèçè÷åñêàÿ ñêîðîñòü ñâåòà âñåãäà ðàâíà åäèíèöå (èëè �c� ïðè âîññòàíîâ-
ëåíèè ôóíäàìåíòàëüíîé êîíñòàíòû ñêîðîñòè). Ïðè ýòîì êîîðäèíàòíàÿ

ñêîðîñòü dxi/dt ñâåòîâîãî èìïóëüñà (4.86), âîîáùå ãîâîðÿ, îòëè÷àåòñÿ îò
åäèíèöû è ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî áîëüøîé.
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• Ïðè ïîìîùè ïðîöåäóðû (4.88) ìîæíî ââåñòè ôóíêöèþ τ(t, xk), ïîç-
âîëÿþùóþ ïî êîîðäèíàòàì ñîáûòèÿ èçìåðåííûõ äàííûì íàáëþäàòåëåì
A îïðåäåëèòü òåêóùåå çíà÷åíèå ñîáñòâåííîãî âðåìåíè äðóãîãî íàáëþäà-
òåëÿ, íàõîäÿùåãîñÿ ðÿäîì ñ ñîáûòèåì. Òàê, âûøå â (4.88) τA(t) = τ(t, xi)
è τB(t) = τ(t, xi + dxi). Êîãäà ââåäåíèå òàêîé ôóíêöèè âîçìîæíî?
Äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè τ = τ(t, xi) íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ ðàâåí:

dτ =
∂τ

∂t
dt+

∂τ

∂xi
dxi.

Ïîýòîìó δτ (4.82) áóäåò äèôôåðåíöèàëîì, åñëè:

∂τ

∂t
=

√
g00,

∂τ

∂xi
=

g0i√
g00

. (4.89)

×àñòíûå ïðîèçâîäíûå äîëæíû áûòü ïåðåñòàíîâî÷íû. Âîçüìåì â (4.89)
ïðîèçâîäíóþ îò ∂τ/∂t ïî xi, à îò ∂τ/∂xi ïî t è ïðèðàâíÿåì èõ. Àíàëî-
ãè÷íî ñ ïðîèçâîäíûìè ïî xi è xj:

∂
√
g00

∂xi
=

∂

∂t

g0i√
g00

,
∂

∂xi
g0j√
g00

=
∂

∂xj
g0i√
g00

. (4.90)

Åñëè (4.90) íå âûïîëíÿþòñÿ, òî ôèçè÷åñêîå âðåìÿ δτ íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì
äèôôåðåíöèàëîì. Â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðàë ìåæäó äâóìÿ ñîáûòèÿìè P1

è P2 â 4-ïðîñòðàíñòâå

τ =

P2∫
P1

δτ =

P2∫
P1

[√
g00 dt+

g0i√
g00

dxi
]

çàâèñèò îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ. Òàê, â æåñòêîé ðàâíîóñêîðåííîé ñèñòå-
ìå îòñ÷åòà (4.57), ñòð. 231 èìååì ñëåäóþùèé êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë:

τ =

P2∫
P1

[
eax dt+ 0 · dx

]
.

Åñëè åãî âû÷èñëèòü ìåæäó P1 = (0, 0) è P2 = (t, x) ñíà÷àëà ïî ëèíèè
P1AP2, òî ïîëó÷èòñÿ τ = t. Èíòåãðàë æå ïî ïóòè P1B P2 äà¼ò äðó-
ãîå çíà÷åíèå τ = eax t. Ïîýòîìó ÷àñû ñ ðàçëè÷íûìè êîîðäèíàòàìè x

ñèíõðîíèçèðîâàíû áûòü íå ìîãóò. Ôèçè÷åñêè ýòî ñâÿçàíî ñ ðàçëè÷íûì
õîäîì âðåìåíè â ðàâíîóñêîðåííîé ñèñòåìå. Íà÷àëüíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ
÷àñîâ ñòîÿùèõ â êîñìîïîðòàõ êîðàáëåé ñî âðåìåíåì �ðàçðóøàåòñÿ� è ñî-
îòíîøåíèå (4.88) íå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ âñ¼ âðåìÿ.
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• Óñëîâèÿ ïåðèîäè÷íîñòè äëÿ êîîðäèíàò xi ìîãóò íàêëàäûâàòü äîïîë-
íèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà âîçìîæíîñòü ñèíõðîíèçàöèè ÷àñîâ. Çàïèøåì
ôèçè÷åñêîå âðåìÿ äëÿ âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà (4.60):

δτ =
√

1− (ωr)2 dt− ωr2dϕ√
1− (ωr)2

.

Äëÿ ÷àñîâ (íàáëþäàòåëåé), íàõîäÿùèõñÿ íà îäèíàêîâîì ðàññòîÿíèè îò
öåíòðà (r = const), ýòî âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì:

τ =
√

1− (ωr)2 t− ωr2ϕ√
1− (ωr)2

.

Òàêîå âûðàæåíèå äëÿ ôèçè÷åñêîãî âðåìåíè ìû ïîëó÷èëè ïðè âûáîðå
óñëîâèÿ ñèíõðîíèçàöèè ÷àñîâ â ôîðìå (4.36), ñòð. 220 (íà ñòð. 220 ôè-
çè÷åñêîå âðåìÿ îáîçíà÷àëîñü êàê t, à T � áûëî âðåìåíåì èíåðöèàëüíîé
ñèñòåìû îòñ÷åòà, êîòîðîå â êîîðäèíàòàõ Áîðíà ñîâïàäàåò ñ êîîðäèíàò-
íûì âðåìåíåì t ýòîãî ðàçäåëà).
Íå ñìîòðÿ íà òî, ÷òî ìû èìååì ïîëíûé äèôôåðåíöèàë, ôóíêöèÿ τ =

τ(t, ϕ) íå ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íîé â ñèëó ýêâèâàëåíòíîñòè òî÷åê ϕ = 0
è ϕ = 2π. Ïîýòîìó ïðîâåñòè ñèíõðîíèçàöèþ âñåõ ÷àñîâ, âðàùàþùèõñÿ
ïî îêðóæíîñòè, íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Åñëè r íå ñ÷èòàòü êîí-
ñòàíòîé, òî δτ íå áóäåò ïîëíûì äèôôåðåíöèàëîì. Ïðè÷èíà àíàëîãè÷íà
ñèòóàöèè â æåñòêîé ðàâíîóñêîðåííîé ñèñòåìå: òå÷åíèå ñîáñòâåííîãî âðå-
ìåíè òî÷åê, íàõîäÿùèõñÿ íà ðàçíîì ðàññòîÿíèè îò öåíòðà, ðàçëè÷íî.
Ôèçè÷åñêàÿ äëèíà äëÿ âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìû èìååò âèä:

δl2 =
ω2r4 dϕ2

1− ω2r2
+ dr2 + r2 dϕ2 + dz2 = dr2 +

r2 dϕ2

1− ω2r2
+ dz2. (4.91)

Ýòîò ðåçóëüòàò ìû ïîëó÷èëè íà ñòð. 225, ðàññìàòðèâàÿ ðàäèîëîêàöèîí-
íûé ýêñïåðèìåíò, ïðîâîäèìûé íàáëþäàòåëÿìè íà âðàùàþùèõñÿ âîêðóã
îáùåãî öåíòðà êîðàáëÿõ.
Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ôèçè÷åñêàÿ äëèíà íå çàâèñèò îò âðåìåíè. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî íàáëþäàòåëü â òî÷êå (r, ϕ, z), èçìåðÿÿ ðàäèîëîêàöèîííîå
ðàññòîÿíèå â ñîñåäíþþ ñ íèì òî÷êó, áóäåò ïîëó÷àòü íåèçìåííîå çíà÷åíèå.
Òàêàÿ ñèñòåìà îòñ÷¼òà ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî æåñòêîé. Â îáùåì ñëó÷àå,
ñèñòåìà îòñ÷åòà, ïîëó÷àþùàÿñÿ èç èíåðöèàëüíîé ïðåîáðàçîâàíèÿìè T =
t, X = R(t, x1, x2, x3), V = ∂0R, áóäåò ëîêàëüíî æåñòêîé, åñëè òåíçîð

γij =
(V∂iR) (V∂jR)

1−V2
+ ∂iR∂jR, (4.92)

íå çàâèñèò îò âðåìåíè. Ïîñòóïàòåëüíî óñêîðåííûå ñèñòåìû (4.69) ïðè
ëþáîé ôóíêöèè v(t) ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî æåñòêèìè.
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• Íåâîçìîæíîñòü ñèíõðîíèçàöèè ÷àñîâ òèïè÷íà äëÿ íåèíåðöèàëüíûõ
ñèñòåì îòñ÷¼òà. Ýòà ïðîáëåìà, êàê ìû çíàåì, îòñóòñòâóåò â èíåðöèàëü-
íûõ ñèñòåìàõ. Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà âûâîä ïðåîáðàçîâàíèé
Ëîðåíöà ïðè ïîìîùè êîîðäèíàòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ãàëèëåÿ [9]:

T = t, X = x+ vt. (4.93)

Âåëè÷èíû T è X áóäåì ñ÷èòàòü ôèçè÷åñêèì âðåìåíåì è êîîðäèíàòîé
ñîáûòèÿ â ñèñòåìå S0 : (T, X). Òî÷êè ñèñòåìû S : (t, x) äâèæóòñÿ îòíî-
ñèòåëüíî S0 ñî ñêîðîñòüþ v. Ýòî ó÷òåíî â ïðåîáðàçîâàíèè X = x + vt,
èç êîòîðîãî (â ñèëó t = T ) ñëåäóåò, ÷òî â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå S0 òðà-
åêòîðèÿ òî÷êè ñ êîîðäèíàòîé x èìååò âèä X = x+ vT . Ïîäîáíîå ïðåîá-
ðàçîâàíèå ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì îáùåãî ñëó÷àÿ (4.67), ñòð. 233.
Ïðåîáðàçîâàíèÿ (4.93) ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíûìè, ïîýòîìó

÷èñëà (t, x) � ýòî êîîðäèíàòíûå âåëè÷èíû. ×òîáû óñòàíîâèòü èõ ñâÿçü ñ
ôèçè÷åñêèìè âåëè÷èíàìè, çàïèøåì èíòåðâàë ds2 = dT 2 − dX2 â íîâûõ
êîîðäèíàòàõ:

ds2 = (1− v2) dt2 − 2v dt dx− dx2, (4.94)

îòêóäà, èñïîëüçóÿ îáùèå ôîðìóëû èëè ñðàçó âûäåëÿÿ ïîëíûé êâàäðàò
ïî dt, èìååì:

δτ =
√

1− v2 dt− v dx√
1− v2

, δl =
dx√
1− v2

.

Êîýôôèöèåíòû ó äèôôåðåíöèàëîâ dt è dx â δτ ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè,
ïîýòîìó óñëîâèÿ âîçìîæíîñòè ñèíõðîíèçàöèè ÷àñîâ (4.90) âûïîëíÿþòñÿ
è δτ , δl ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü:

τ = t
√

1− v2 − vx√
1− v2

, l =
x√

1− v2
.

Âûðàæàÿ (t, x) ÷åðåç (τ, l) è ïîäñòàâëÿÿ èõ â (4.93), ïîëó÷àåì ïðåîáðà-
çîâàíèÿ Ëîðåíöà:

T =
τ + vl√
1− v2

, X =
x+ vτ√
1− v2

,

ñâÿçûâàþùèå óæå íå êîîðäèíàòíûå âåëè÷èíû, à ôèçè÷åñêèå. Êîîðäè-
íàòíàÿ ñêîðîñòü ñâåòà ïîëó÷àåòñÿ èç óñëîâèÿ ds = 0:

dx

dt
= ±1− v.

Òàêàÿ ñêîðîñòü ïðè äâèæåíèè ïðîòèâ îñè x (çíàê ìèíóñ) ïî ìîäóëþ
áîëüøå åäèíèöû. Ïðè ýòîì, êîíå÷íî, ôèçè÷åñêàÿ ñêîðîñòü ñâåòà δl/δτ
ïî-ïðåæíåìó ðàâíà åäèíèöå.
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• Ïåðåõîä ê íîâîìó êîîðäèíàòíîìó âðåìåíè è äðóãîìó ñïîñîáó íóìå-
ðàöèè òî÷åê 3-ïðîñòðàíñòâà

x′0 = x′0(x0, x1, x2, x3), x′i = x′i(x1, x2, x3) (4.95)

íå ìåíÿåò ñèñòåìû îòñ÷åòà. Ïîýòîìó ôèçè÷åñêèå âðåìÿ è äëèíà íå äîëæ-
íû èçìåíèòüñÿ. Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòî. Ïðåæäå âñåãî çàïèøåì èçìåíå-
íèå ôèçè÷åñêîãî âðåìåíè â ñëåäóþùåì âèäå:

δτ = dx · e0/|e0|. (4.96)

Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê dx = dxα eα è eαeβ = gαβ, èìååì:

dx · e0 = dxα eα · e0 = g0α dx
α = g00 dt+ g0i dx

i.

Ðàçäåëèâ íà |e0| =
√
e0 · e0 =

√
g00, ïîëó÷àåì dτ , ðàâíîå ïðîåêöèè âåêòî-

ðà ñìåùåíèÿ dx â 4-ïðîñòðàíñòâå íà åäèíè÷íûé 4-âåêòîð â íàïðàâëåíèè
áàçèñíîãî âåêòîðà e0.
Ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ (4.95), áàçèñíûé âåêòîð e0 íå ìåíÿåò ñâîåé îðè-

åíòàöèè, òàê êàê èç (4.75), ñòð. 238 ñëåäóåò, ÷òî:

e0 =
∂x′β

∂x0
e′β =

∂x′0

∂x0
e′0.

Â äðóãèõ êîîðäèíàòàõ áàçèñíûå âåêòîðû íåêîòîðûì îáðàçîì èçìåíÿþò-
ñÿ. Îäíàêî, åñëè ïðåîáðàçîâàíèÿ íå ìåíÿþò ñèñòåìû îòñ÷¼òà, íå ìåíÿ-
åòñÿ è åäèíè÷íûé âåêòîð e0/|e0|. Ïîýòîìó ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ (4.95) íå
ìåíÿåòñÿ è δτ (4.96). Ñîîòâåòñòâåííî, â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè èíòåðâàëà
ds2 = δτ 2−δl2, íå ìåíÿåòñÿ è ôèçè÷åñêàÿ äëèíà δl. Ïðè ýòîì, îïðåäåëÿþ-
ùèé å¼ òåíçîð γij, èçìåíÿåòñÿ. Çàïèñûâàÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ìåòðè÷åñêîãî
òåíçîðà

gµν = ∂µx
′α∂νx

′β g′αβ

è âûäåëÿÿ â í¼ì âðåìåííîé è ïðîñòðàíñòâåííûå èíäåêñû (îòáðàñûâàÿ
÷ëåíû ñ ∂0x

′i = 0) íåñëîæíî (lH31) ïîëó÷èòü:

γij = ∂ix
′p∂jx

′q γ′
pq, (4.97)

ãäå γ′
ij âûðàæàåòñÿ ÷åðåç g

′
µν òàê æå, êàê è γij ÷åðåç gµν. Òàêèì îáðàçîì,

γij � òåíçîð îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé (4.95).
Åäèíè÷íûé âåêòîð e0/|e0| èìååò ñìûñë 4-âåêòîðà ñêîðîñòè äàííîé òî÷-

êè íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà. Äåéñòâèòåëüíî, çàïèñûâàÿ ïðåîá-
ðàçîâàíèå èç ëîðåíöåâûõ êîîðäèíàò â êðèâîëèíåéíûå (ñòð. 237), èìååì:

u =
e0
|e0|

=
∂0X

β nβ√
e0e0

=
∂0X

0n0 + ∂0X
ini√

g00
=

n0√
1−U2

+
U ini√
1−U2

,

ãäå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ó÷òåíû ñîîòíîøåíèÿ (4.65), (4.66), ñòð. 233.
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• Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà âåëè÷èí γij (4.83), îïðåäåëÿþùèõ
ôèçè÷åñêóþ äëèíó δl â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà.
Ïðåæäå âñåãî ìàòðèöà γij ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ê ïðîñòðàíñòâåííûì êîì-

ïîíåíòàì ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ñ âåðõíèìè èíäåêñàìè gij:

γjk γ
ki = δij, γij = −gij. (4.98)

Äåéñòâèòåëüíî, ðàñïèøåì óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè ìåòðè÷åñêèõ òåíçî-
ðîâ ñ âåðõíèìè è íèæíèìè èíäåêñàìè gαγ gγβ = δαβ äëÿ α = i, β = 0:

gi0 g00 + gik gk0 = 0 => gi0 = −gik gk0
g00

. (4.99)

Åñëè æå α = i, β = j òî, ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ gi0, ïîëó÷àåì:

δij = gi0 g0j + gik gkj = −gik
(
gk0g0j
g00

− gkj

)
= −gikγkj.

Èíîãäà óäîáíî ââîäèòü 3-âåêòîð γ, êîìïîíåíòû êîòîðîãî ñ âåðõíèìè
è íèæíèìè èíäåêñàìè îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

γi = −g0i
g00

, γi = −g0i. (4.100)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (4.99) è (4.98) ýòè êîìïîíåíòû ñâÿçàíû äðóã ñ äðó-
ãîì ïðè ïîìîùè 3-ìåðíîé ìåòðèêè γij òàê, ÷òî γi = γijγ

j è γi = γijγj.
Â ðàìêàõ äàííîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà êîîðäèíàòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ âèäà
x′0 = x0, x′i = x′i(x1, x2, x3) íå ìåíÿþò èõ ñâ¼ðòêó:

γ2 = γiγ
i = γijγ

iγj = γijγiγj =
1

g00
− g00, (4.101)

ãäå ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî äîêàçûâàåòñÿ ðàñïèñûâàíèåì óñëîâèÿ îðòîãî-
íàëüíîñòè gαγ gγβ = δαβ äëÿ α = β = 0.
Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì îïðåäåëèòåëåé ìîæíî òàêæå ïðîâåðèòü ñëåäó-

þùåå ñîîòíîøåíèå:
g = −g00 γ, (4.102)

ãäå g = det(gαβ) è γ = det(γij), ò.å. ñëåâà ñòîèò îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû
4x4, ñîñòàâëåííîé èç êîýôôèöèåíòîâ gαβ à ñïðàâà îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû
3x3 èç êîýôôèöèåíòîâ γij. Èõ îòíîøåíèå ðàâíî −g00.
Îòìåòèì åñòåñòâåííîå òðåáîâàíèå äîïóñòèìîñòè êîîðäèíàò g00 > 0,

ñâÿçàííîå ñ ïîëîæèòåëüíîñòüþ ïîäêîðåííîãî âûðàæåíèÿ
√
g00 â ñîá-

ñòâåííîì âðåìåíè (4.84). Ðàññòîÿíèå òàêæå äîëæíî áûòü ïîëîæèòåëü-
íûì, ïîýòîìó ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà ôîðìà: γij dx

idxj > 0. Ýòî ïðè-
âîäèò ê ïîëîæèòåëüíîñòè îïðåäåëèòåëÿ γ = det(γij) è, â ñèëó (4.102),
ê îòðèöàòåëüíîìó çíà÷åíèþ îïðåäåëèòåëÿ ìåòðè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ
g = det(gαβ). Â ÷àñòíîñòè, íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî â ëîðåíöåâûõ êîîðäè-
íàòàõ (T, X, Y, Z) ìû èìååì g = −1.
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4.8 Æ¼ñòêèå ñèñòåìû îòñ÷¼òà

Æåñòêîñòü (êàê áû ìû å¼ íå îïðåäåëÿëè), êàê è ìíîãèå äðóãèå ýô-
ôåêòû ðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè � ýòî ïîíÿòèå îòíîñèòåëüíîå. Íåæ¼ñòêàÿ
ðàâíîóñêîðåííàÿ ñèñòåìà (ñòð. 227) ÿâëÿåòñÿ õîðîøåé èëëþñòðàöèåé ê
ýòîìó óòâåðæäåíèþ. Îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû å¼ òî÷êè äâè-
æóòñÿ ïî òðàåêòîðèÿì:

X = x+
1

a

[√
1 + (aT )2 − 1

]
. (4.103)

Ïðè ýòîì òî÷êè ñ ðàçëè÷íîé êîîðäèíàòîé x èìåþò îäèíàêîâîå ñîáñòâåí-
íîå óñêîðåíèå. Ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà
îñòà¼òñÿ íåèçìåííûì (∆X = ∆x íå çàâèñèò îò âðåìåíè T ). Îäíàêî,
êàê ìû âèäåëè (ñòð. 229), ðàäèîëîêàöèîííîå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ
òî÷êàìè çàâèñèò îò âðåìåíè. Ïîýòîìó íàáëþäàòåëè, ñâÿçàííûå ñ òàêîé
ñèñòåìîé îòñ÷¼òà, íå ñ÷èòàþò å¼ æåñòêîé.
Àíàëîãè÷íî, â æåñòêîé ðàâíîóñêîðåííîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà èç ïåðâîãî

ðàçäåëà (ñòð. 204), ðàññòîÿíèå ìåæäó íàáëþäàòåëÿìè íå ìåíÿåòñÿ ñî âðå-
ìåíåì. Îäíàêî â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå ýòè íàáëþäàòåëè äâèæóòñÿ ñ ðàç-
ëè÷íûìè ñêîðîñòÿìè ïî òðàåêòîðèÿì

X =
1

a

[√
(1 + ax)2 + (aT )2 − 1

]
. (4.104)

Äëÿ íåïîäâèæíûõ íàáëþäàòåëåé òàêàÿ �æåñòêàÿ� ðàâíîóñêîðåííàÿ ñè-
ñòåìà îòñ÷¼òà íå âûãëÿäèò æåñòêîé (∆X ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé ôóíêöèåé
âðåìåíè è ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà
óìåíüøàåòñÿ).
Îáñóæäàÿ äàëåå æåñòêîñòü ñèñòåìû îòñ÷¼òà, ìû áóäåì ïîäðàçóìåâàòü,

÷òî îíà âûïîëíÿåòñÿ äëÿ íàáëþäàòåëåé, ñâÿçàííûõ ñ ýòîé ñèñòåìîé. Àíà-
ëîãè÷íî ñîáñòâåííîìó âðåìåíè, áóäåì íàçûâàòü å¼ ñîáñòâåííîé æåñò-

êîñòüþ ñèñòåìû îòñ÷¼òà.
Îòìåòèì òàêæå, ÷òî îáñóæäàÿ æåñòêîñòü, ìû èìååì ââèäó êèíåìàòè-

÷åñêóþ æåñòêîñòü ñèñòåìû îòñ÷¼òà è ñâÿçàííûõ ñ íåé òåë. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî ýôôåêòû äåôîðìàöèè è ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèë, äåéñòâóþùèõ
âíóòðè �òâ¼ðäîãî òåëà� âûõîäÿò çà ðàìêè íàøåãî ðàññìîòðåíèÿ. Æ¼ñò-
êàÿ ñèñòåìà îòñ÷¼òà, ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ñîâîêóïíîñòü òî÷åê, ðàññòîÿíèå
ìåæäó êîòîðûìè ïðè äâèæåíèè ñèñòåìû â òîì èëè èíîì ñìûñëå îñòà¼òñÿ
íåèçìåííûì. Ñ êàæäîé òî÷êîé ìûñëåííî ñâÿçàí íàáëþäàòåëü, èìåþùèé
÷àñû è ëèíåéêó. Ðàâíûå èì ýòàëîíû âðåìåíè è äëèíû íàõîäÿòñÿ ó ñîïóò-
ñòâóþùåãî ê íåìó íàáëþäàòåëÿ â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå. Â ðàçëè÷íûõ
òî÷êàõ íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû â îáùåì ñëó÷àå íåîáõîäèìî ðàññìàòðè-
âàòü ðàçëè÷íûå ñîïóòñòâóþùèå èíåðöèàëüíûå ñèñòåìû îòñ÷¼òà.
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Âîçìîæíû ïî êðàéíåé ìåðå òðè îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííîé æåñòêîñòè:

I. Ñîïóòñòâóþùàÿ æåñòêîñòü: âñå òî÷êè ñèñòåìû îòñ÷¼òà èìå-
þò íóëåâóþ ñêîðîñòü â ñîïóòñòâóþùåé ê îäíîé èç òî÷åê èíåðöè-
àëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà.

II. Ëîêàëüíàÿ æåñòêîñòü: òåíçîð γij = −gij + g0ig0j/g00, îïðå-
äåëÿþùèé ýëåìåíò áåñêîíå÷íî ìàëîé ôèçè÷åñêîé äëèíû, íå çà-
âèñèò îò âðåìåíè.

III. Ãëîáàëüíàÿ æåñòêîñòü: ðàäèîëîêàöèîííîå ðàññòîÿíèå ìåæ-
äó ëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìè ñèñòåìû îòñ÷¼òà íå ìåíÿåòñÿ ñî âðå-
ìåíåì.

Ýòè òðè îïðåäåëåíèÿ íå ýêâèâàëåíòíû äðóã äðóãó. Îñîáåííî íåîæèäàí-
íûì ýòî ìîæåò ïîêàçàòüñÿ ïî îòíîøåíèþ ê ïîñëåäíèì äâóì îïðåäåëåíè-
ÿì. Â îñíîâå ïðîöåäóðû, äàþùåé γij ëåæèò ðàäèîëîêàöèîííîå èçìåðåíèå
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ áåñêîíå÷íî áëèçêèìè òî÷êàìè. Îäíàêî, îêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî èç åãî ïîñòîÿíñòâà, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñëåäóåò ãëîáàëüíîé
æåñòêîñòè ñèñòåìû îòñ÷¼òà. Òî åñòü, áåñêîíå÷íî ìàëûå ðàäèîëîêàöèîí-
íûå ðàññòîÿíèÿ ìîãóò áûòü ïîñòîÿííûìè, è ïðè ýòîì ðàññòîÿíèå ìåæäó
óäàë¼ííûìè òî÷êàìè ñèñòåìû îòñ÷¼òà èçìåíÿòüñÿ ñî âðåìåíåì. Ìû ïðî-
äåìîíñòðèðóåì ýòî íèæå íà ïðèìåðå íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû, äâèæó-
ùåéñÿ ïîñòóïàòåëüíî ñ ïðîèçâîëüíîé ñêîðîñòüþ.
Â æåñòêîé ðàâíîóñêîðåííîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà âñå òðè êðèòåðèÿ âûïîë-

íÿþòñÿ. Ïîñòîÿíñòâî ðàäèîëîêàöèîííîãî ðàññòîÿíèÿ â ïåðâîì ðàçäåëå
áûëî èñïîëüçîâàíî äëÿ îïðåäåëåíèÿ òðàåêòîðèé äâèæåíèÿ òàêîé ñèñòå-
ìû. Å¼ ìåòðèêà â êîîðäèíàòàõ Ì¼ëëåðà

ds2 = (1 + ax)2 dt2 − dx2 − dy2

ïðèâîäèò åâêëèäîâîé ôèçè÷åñêîé äëèíå

δl2 = dx2 + dy2,

êîòîðàÿ íå çàâèñèò îò âðåìåíè. Ïîýòîìó êðèòåðèé ëîêàëüíîé æåñòêîñòè
òàêæå âûïîëíÿåòñÿ. Íèæå ìû óâèäèì, ÷òî ýòà ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ æåñòêîé
è â ñîïóòñòâóþùåì ñìûñëå. Â ýòîì îòíîøåíèè îíà âûäåëÿåòñÿ èç âñåãî
ðàçíîîáðàçèÿ íåèíåðöèàëüíûõ ñèñòåì îòñ÷¼òà.
Âðàùàþùàÿñÿ ñèñòåìà æåñòêà è â ëîêàëüíîì (ñì. (4.91), ñòð. 244) è

â ãëîáàëüíîì ñìûñëàõ (ñì. ñòð. 225). Îäíàêî, äëÿ íå¼ íå âûïîëíÿåòñÿ
êðèòåðèé ñîïóòñòâóþùåé æåñòêîñòè. Â äâèæóùåéñÿ ñ ïîäõîäÿùåé ñêî-
ðîñòüþ èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå, íóëåâóþ ñêîðîñòü áóäåò èìåòü òîëüêî îä-
íà òî÷êà âðàùàþùåãîñÿ äèñêà. Ýòî, î÷åâèäíî, ñïðàâåäëèâî êàê â òåîðèè
îòíîñèòåëüíîñòè, òàê è â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå.
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• Ïîëó÷èì ïðè ïîìîùè êðèòåðèÿ ñîïóòñòâóþùåé æåñòêîñòè çàêîí
äâèæåíèÿ òî÷åê æåñòêîé ðàâíîóñêîðåííîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà. Ïóñòü ïðî-
èçâîëüíàÿ òî÷êà x ñèñòåìû äâèæåòñÿ ïî òðàåêòîðèè:

X = x+
1

ax

[√
1 + (axT )2 − 1

]
, (4.105)

ãäå ax � êîíñòàíòû, çàâèñÿùèå îò íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ òî÷êè x = X(0).
Èçáàâèìñÿ â òðàåêòîðèè îò êîðíÿ, ïåðåïèñàâ å¼ â ñëåäóþùåì âèäå:

(1− axx)
2 + 2ax (1− axx)X = 1 + a2x (T

2 −X2). (4.106)

Ïîäñòàâèì â ýòî óðàâíåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà ìåæäó ëàáîðàòîð-
íîé ñèñòåìîé S0 è èíåðöèàëüíîé ñèñòåìîé S ′

0 : {T ′, X ′}, äâèæóùåéñÿ
îòíîñèòåëüíî S0 ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ U0:{

T = γ0 (T
′ + U0X

′)
X = γ0 (X

′ + U0T
′),

ãäå γ0 = 1/
√

1− U 2
0 . Â ïðàâîé ÷àñòè (4.106) ñòîèò èíâàðèàíò, ïîýòîìó:

(1− axx)
2 + 2ax (1− axx) γ0 (X

′ + U0T
′) = 1 + a2x (T

′2 −X ′2).

Äëÿ äàííîé òî÷êè (x = const) âîçüì¼ì ïðîèçâîäíóþ ëåâîé è ïðàâîé
÷àñòè ïî T ′, ïîëîæèâ

U ′ =
dX ′

dT ′ = 0

(â ñîïóòñòâóþùåé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå ñêîðîñòü òî÷êè x ðàâíà íóëþ).
Â ðåçóëüòàòå, ïîëó÷àåì:

T ′ =
1− axx

ax
γ0U0. (4.107)

Òàêîå âðåìÿ äîëæíî áûòü îäèíàêîâûì äëÿ ëþáûõ êîîðäèíàò x (âñå òî÷-
êè S â S ′

0 íåïîäâèæíû). Ýòî âîçìîæíî, åñëè â (4.107) ìíîæèòåëü ïðè
γ0U0 íå çàâèñèò îò x:

ax =
a

1 + ax
, (4.108)

ãäå a = const � ñîáñòâåííîå óñêîðåíèå òî÷êè x = 0. Ïîäñòàâëÿÿ ax â
(4.105), ïîëó÷àåì (4.104) Òàêàÿ ñèñòåìà òî÷åê îáëàäàåò ñîïóòñòâóþùåé
æåñòêîñòüþ è îáðàçóåò æåñòêóþ ðàâíîóñêîðåííóþ ñèñòåìó, ðàññìîòðåí-
íóþ â ïåðâûõ äâóõ ðàçäåëàõ ãëàâû.
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• Ðàññìîòðèì òåïåðü ñèñòåìó, äâèæóùóþñÿ ñ ïðîèçâîëüíîé ñêîðîñòüþ
âäîëü îñè X (ñòð. 234). Å¼ èíòåðâàë â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè èìååò âèä
ds2 = [1 + w(t)x]2 dt2 − dx2 − dy2 è ïðèâîäèò ê åâêëèäîâîé ôèçè÷åñêîé
äëèíå, ñëåäîâàòåëüíî, òàêàÿ ñèñòåìà îòñ÷¼òà ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî æ¼ñò-

êîé. Ðàçáåð¼ìñÿ, îäíàêî, âûïîëíÿåòñÿ ëè äëÿ íå¼ êðèòåðèé ãëîáàëüíîé

æåñòêîñòè. Ðàâåíñòâî íóëþ èíòåðâàëà ds2 = 0 äà¼ò ñëåäóþùåå äèôôå-
ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå:

dx

dt
= ±(1 + w x). (4.109)

Ïóñòü ñâåòîâîé ñèãíàë îòïðàâëÿåòñÿ â ìîìåíò âðåìåíè t1 èç íà÷àëà ñè-
ñòåìû îòñ÷¼òà x = 0. Â ìîìåíò âðåìåíè t2 îí òóäà âîçâðàùàåòñÿ, îòðà-
çèâøèñü îò òî÷êè ñ êîîðäèíàòîé x > 0. Ðàññìîòðèì äâèæåíèå â ñòîðîíó
âîçðàñòàíèÿ êîîðäèíàòû (çíàê ïëþñ). Òàê êàê x(t1) = 0, èç (4.109) ñëå-
äóåò, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè t = t1:

dx

dt

∣∣∣
t=t1

= 1,
d2x

dt2

∣∣∣
t=t1

=
(dw
dt

x+
dx

dt
w
)
t=t1

= w(t1),

ãäå âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîëó÷åíà äèôôåðåíöèðîâàíèåì (4.109). Ïîýòîìó
òðàåêòîðèÿ óäàëÿþùåãîñÿ ñèãíàëà èìååò âèä:

x+(t) ≈ (t− t1) + w(t1)
(t− t1)

2

2
+ ...

Àíàëîãè÷íî íàõîäèòñÿ òðàåêòîðèÿ ïðèáëèæàþùåãîñÿ ê íà÷àëó îòñ÷¼òà
ñèãíàëà x(t2) = 0, ñîîòâåòñòâóþùàÿ â (4.109) çíàêó ìèíóñ:

x−(t) ≈ (t2 − t) + w(t2)
(t2 − t)2

2
+ ...

Ïðè îòðàæåíèè ýòè äâå òðàåêòîðèè ñîâïàäàþò: x+(t) = x−(t) = x. Ðåøàÿ
êâàäðàòíûå óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî t− t1 > 0 è t2 − t > 0 è ñêëàäûâàÿ
ðåøåíèÿ, ïîëó÷àåì:

t2 − t1 ≈
√
1 + 2w1 x− 1

w1
+

√
1 + 2w2 x− 1

w2
,

ãäå w1 = w(t1) è w2 = w(t2). Ïðè ìàëîì èíòåðâàëå âðåìåíè t2 − t1 êîîð-
äèíàòà òî÷êè îòðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíîé òîãî æå ïîðÿäêà ìàëîñòè.
Ïîýòîìó ðàçëîæèì êîðåíü äî ìàëûõ x2 âêëþ÷èòåëüíî:

l =
t2 − t1

2
≈ x− w1

2
x2, (4.110)

ãäå ÷ëåí (w1 + w2)x
2 ñ òî÷íîñòüþ äî âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè çàìåíåí

íà 2w1x
2. Òàê êàê äëÿ íàáëþäàòåëÿ â íà÷àëå ñèñòåìû îòñ÷¼òà x = 0

ñîáñòâåííîå âðåìÿ ñîâïàäàåò ñ êîîðäèíàòíûì, ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå
ÿâëÿåòñÿ ðàäèîëîêàöèîííûì ðàññòîÿíèåì ê òî÷êå ñ êîîðäèíàòîé x.
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Â ïåðâîì ïîðÿäêå ìàëîñòè ýòî ðàññòîÿíèå ïîñòîÿííî, ÷òî îòðàæåíî â
ïîñòîÿíñòâå ôèçè÷åñêîé äëèíû δl2 = dx2 + dy2. Îäíàêî óæå ñëåäóþùåå
ïðèáëèæåíèå ïî x îêàçûâàåòñÿ çàâèñÿùèì îò âðåìåíè ïîñûëêè ñèãíàëà,
åñëè òîëüêî âåëè÷èíà w(t) íå ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé. Ïîýòîìó ïîñòîÿí-
ñòâî áåñêîíå÷íî ìàëîãî ðàäèîëîêàöèîííîãî ðàññòîÿíèÿ δl2 = γij dx

idxj,
âîîáùå ãîâîðÿ, íå ãàðàíòèðóåò, ÷òî êîíå÷íîå ðàäèîëîêàöèîííîå ðàññòî-
ÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè áóäåò ïîñòîÿííûì (ëîêàëüíàÿ æ¼ñòêîñòü íå
âëå÷¼ò çà ñîáîé ãëîáàëüíîé æ¼ñòêîñòè). Ýòî ñâîéñòâî íåèíåðöèàëüíûõ
ñèñòåì îòñ÷¼òà òåñíî ñâÿçàíî ñ äðóãîé îñîáåííîñòüþ. Â æåñòêîé ðàâíî-
óñêîðåííîé ñèñòåìå â êîîðäèíàòàõ Ì¼ëëåðà ðàäèîëîêàöèîííîå ðàññòîÿ-
íèå ðàâíî l = ln(1+ax)/a. Â òî æå âðåìÿ δl2 = dx2+dy2 è ïðè äâèæåíèè
âäîëü îñè x ìû, íà ïåðâûé âçãëÿä, äîëæíû áûëè áû èìåòü l = x.

Ïðè÷èíà ýòèõ ðàñõîæäåíèé êðîåòñÿ â èçìåðèòåëüíîì ñìûñëå ôèçè-
÷åñêîé äëèíû δl2 = γij dx

idxj. Å¼ ïîëó÷àåò íàáëþäàòåëü, èçìåðÿÿ âðåìÿ
ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâåòîâîãî ñèãíàëà â îáå ñòîðîíû ê áåñêîíå÷íî áëèçêîé ê
íåìó òî÷êå. Ñóììèðîâàíèå ìàëûõ ýëåìåíòîâ δl âäîëü íåêîòîðîé êðèâîé,
ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî âäîëü ýòîé êðèâîé ðàñïîëîæåíî ìíîæåñòâî òàêèõ íà-
áëþäàòåëåé, êàæäûé èç êîòîðûõ ïîëó÷àåò ñâî¼ çíà÷åíèå δl. Îäíàêî, âðå-
ìÿ äëÿ ðàçíûõ íàáëþäàòåëåé â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà, â îáùåì
ñëó÷àå, òå÷¼ò ðàçëè÷íûì îáðàçîì. Ïîýòîìó, ñóììà èçìåðåíèé ðàäèîëî-
êàöèîííûõ ðàññòîÿíèé â êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ ÷àñû, ðàñïîëîæåííûå â
ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ, îòëè÷àåòñÿ îò åäèíñòâåííîãî èçìåðåíèÿ òàêîãî æå
ðàññòîÿíèÿ, ïðîâåäåííîãî îäíèì íàáëþäàòåëåì ïî îäíèì ÷àñàì.

◃ Õîðîøåé èëëþñòðàöèåé ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âðàùàþùàÿñÿ
ñèñòåìà îòñ÷¼òà. Äëèíó ìîæíî èçìåðÿòü âäîëü ëþáîé ëèíèè ïî êîòîðîé
ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñâåò. Äëÿ íàáëþäàòåëåé, íàõîäÿùèõñÿ íà îäèíàêîâîì
ðàññòîÿíèè îò öåíòðà, òåìï õîäà ÷àñîâ îäèíàêîâ. Ïóñòü ñèãíàë äâèæåòñÿ
ïî îêðóæíîñòè (r = const) îò òî÷êè ϕ = 0, äî òî÷êè ϕ > 0 è îáðàòíî.
Ðàâåíñòâî íóëþ èíòåðâàëà (4.60) ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ:

dϕ

dt
= ±1

r
− ω.

Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ íà ïðåäûäóùåé ñòðàíèöå, èìååì:

l =
√
g00

t2 − t1
2

=
rϕ√

1− (ωr)2
,

ãäå ìíîæèòåëü
√
g00 ââåäåí, ÷òîáû ïîëó÷èëîñü ôèçè÷åñêîå âðåìÿ. Òà-

êîå æå ðàññòîÿíèå ìû ïîëó÷èì, èíòåãðèðóÿ âûðàæåíèå äëÿ ôèçè÷åñêîé
äëèíû (4.91), ñòð. 244 âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå ïðè r = const.
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Èíàÿ ñèòóàöèÿ áóäåò ïðè äâèæåíèè ñâåòîâîãî ñèãíàëà âäîëü ðàäèóñà
(ϕ = const). Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå åãî äâèæåíèÿ

dr

dt
= ±

√
1− (ωr)2

ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ðàäèîëîêàöèîííîìó ðàññòîÿíèþ äëÿ íàáëþäà-
òåëÿ, ðàñïîëîæåííîãî â öåíòðå âðàùåíèÿ:

l =
1

ω
arcsin(ωr).

Ýòî âûðàæåíèå óæå îòëè÷àåòñÿ îò l = r, êîòîðîå ñëåäóåò ïðè èíòåãðèðî-
âàíèè (4.91) âäîëü ëèíèè ϕ = const. Íàïîìíèì, ÷òî òî÷êè âðàùàþùåéñÿ
ñèñòåìû îòñ÷¼òà, íàõîäÿùèåñÿ íà ðàçíîì ðàññòîÿíèè r îò îñè âðàùåíèÿ,
èìåþò ðàçëè÷íóþ ñêîðîñòü ωr è ðàçëè÷íîå çàìåäëåíèå ñîáñòâåííîãî âðå-
ìåíè.

◃ Òàêèì îáðàçîì, îäèíàêîâûé òåìï òå÷åíèÿ âðåìåíè âäîëü òðàåêòî-
ðèè ñâåòîâîãî ñèãíàëà ïðèâîäèò ê ñîâïàäåíèþ ðåçóëüòàòà åäèíè÷íîãî
ðàäèîëîêàöèîííîãî èçìåðåíèÿ ðàññòîÿíèÿ è ñóììû èçìåðåíèé áåñêîíå÷-
íî ìàëûõ ðàññòîÿíèé. Åñëè æå òåìï òå÷åíèÿ âðåìåíè âäîëü òðàåêòîðèè
ðàçëè÷åí, òî ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé áóäóò îòëè÷àòüñÿ.
Â ñâÿçè ñ ýòèì îòìåòèì åù¼ îäèí ìîìåíò. Îòêëîíåíèå ôèçè÷åñêîé äëè-

íû δl2 = γij dx
idxj îò åâêëèäîâîãî âûðàæåíèÿ, îáû÷íî èíòåðïðåòèðóåòñÿ

êàê íååâêëèäîâîñòü 3-ïðîñòðàíñòâà â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà.
Ýòîìó âîïðîñó áóäåò ïîñâÿùåíà ãëàâà 11. Ñåé÷àñ îòìåòèì òîëüêî, ÷òî ïî-
äîáíàÿ íååâêëèäîâîñòü ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò íååâêëèäîâîñòè îáû÷-
íûõ èñêðèâë¼ííûõ ïðîñòðàíñòâ. Â ãåîìåòðèè íåò âðåìåíè. Äëèíà ëèíèè
äîëæíà ðàâíÿòüñÿ ñóììå äëèí å¼ áåñêîíå÷íî ìàëûõ ýëåìåíòîâ. Îäíàêî
îáà ýòè óòâåðæäåíèÿ íå âûïîëíÿþòñÿ â íåèíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îò-
ñ÷¼òà. Ïîýòîìó, ðàññìîòðåíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïðîñòðàíñòâà, íà-
ïðèìåð, ñ ìåòðèêîé (4.91) íåñêîëüêî ôîðìàëüíî. Ê ïðèìåðó, ôèçè÷åñêàÿ
äëèíà â æåñòêîé ðàâíîóñêîðåííîé ñèñòåìå åâêëèäîâà: δl2 = dx2 + dy2.
Ýòà äëèíà ïîëó÷åíà â ðåçóëüòàòå àíàëèçà ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâåòà íà áåñ-
êîíå÷íî ìàëîå ðàññòîÿíèå. Îäíàêî, â òàêîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå
òîò æå ñâåò, ðàñïðîñòðàíÿñü íà êîíå÷íûå ðàññòîÿíèÿ, äâèæåòñÿ íå ïî
ïðÿìûì, à ïî èñêðèâë¼ííûì ëèíèÿì.
Çà ãåîìåòðè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè ìåòðèêè γij íåîáõîäèìî âèäåòü ìíî-

æåñòâî íàáëþäàòåëåé, èñïîëüçóþùèõ ðàçëè÷íûå ÷àñû äëÿ èçìåðåíèÿ
ðàäèîëîêàöèîííûõ ðàññòîÿíèé â ñâîèõ íåïîñðåäñòâåííûõ îêðåñòíîñòÿõ.
Ãåîìåòðèÿ 3-ïðîñòðàíñòâà íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû, îñíîâàííàÿ íà γij,
ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðèåé, îáúåäèíÿþùåé òàêèå áåñêîíå÷íî ìàëûå ëîêàëüíûå
èçìåðåíèÿ.
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• Èñòîðè÷åñêè ïåðâûì ïîíÿòèå æ¼ñòêîñòè â òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè
ââ¼ë â 1909ã. Ìàêñ Áîðí [21]. Îí ðàññìàòðèâàë íåêîòîðîå òåëî, êàæäàÿ
òî÷êà êîòîðîãî îäíîçíà÷íî õàðàêòåðèçóåòñÿ (íóìåðóåòñÿ) òðåìÿ êîîð-
äèíàòàìè xi = {x, y, z} è â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà äâèæåòñÿ ïî
òðàåêòîðèè Xα = Xα(τ, xi), ãäå τ � ñîáñòâåííîå âðåìÿ ÷àñîâ, ñâÿçàííûõ
ñ òî÷êîé. Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå òåëî ñ÷èòàåòñÿ æåñòêèì, åñëè ðàññòî-
ÿíèå ìåæäó äâóìÿ åãî òî÷êàìè, èçìåðåííîå â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè, â
äàëüíåéøåì íå ìåíÿåòñÿ (íèæå ïåðâûé ðèñóíîê). Òàêîå îïðåäåëåíèå íå
ÿâëÿåòñÿ ðåëÿòèâèñòñêè èíâàðèàíòíûì è â ëþáîé äðóãîé ñèñòåìå îòñ÷¼-
òà áóäåò íàðóøåíî (îäíîâðåìåííîñòü îòíîñèòåëüíà). Ïîýòîìó Áîðí ïî-
òðåáîâàë äëÿ æåñòêîãî òåëà íåèçìåííîñòè áåñêîíå÷íî ìàëîãî ðàññòîÿíèÿ
â 4-ïðîñòðàíñòâå â ãèïåðïëîñêîñòè, îðòîãîíàëüíîé òðàåêòîðèÿì äâóõ ñî-
ñåäíèõ òî÷åê (íèæå âòîðîé ðèñóíîê):

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî îðòîãîíàëüíîñòü 4-âåêòîðîâ (a0b0 = a1b1) íà åâ-
êëèäîâîé ïëîñêîñòè èçîáðàæàåòñÿ íåïåðïåíäèêóëÿðíûìè ëèíèÿìè.
Âìåñòî æ¼ñòêîé íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû, ñëåäóÿ Áîðíó, áóäåì ãîâî-

ðèòü î æ¼ñòêîì òåëå. Çàïèøåì òðàåêòîðèþ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè òàêîãî
òåëà îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû S0 : {T, X, Y, Z}:

Xα = Xα(τ, x1, x2, x3). (4.111)

Ïðè ýòîì, xi � ýòî êîîðäèíàòû, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþùèå ôèêñèðîâàí-
íóþ òî÷êó òåëà, à τ � å¼ ñîáñòâåííîå âðåìÿ è, êàê îáû÷íî, Xα = {T, X}.
Íèæå ìû èñïîëüçóåì áåçûíäåêñíóþ çàïèñü â êîòîðîé ïðÿìûì øðèôòîì
áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ 4-âåêòîðû (ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå AαBα â òàêîé
çàïèñè èìååò âèä A · B è ò.ä.).
Èíòåðâàë âäîëü òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ òî÷êè ñîâïàäàåò ñ èçìåíåíèåì

å¼ ñîáñòâåííîãî âðåìåíè:

dτ 2 = dXαdXα = (∂0X
α)(∂0Xα) dτ

2 ≡ (∂0X)
2 dτ 2,

ãäå ïîäñòàâëåíû äèôôåðåíöèàëû dXα = ∂0X
α dτ , çàïèñàííûå ïðè ïîñòî-

ÿíñòâå êîîðäèíàò xi è ∂0 = ∂/∂τ � ïðîèçâîäíàÿ ïî ñîáñòâåííîìó âðåìåíè.
Òàêèì îáðàçîì:

(∂0X)
2 = 1. (4.112)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî òàêîå ëàêîíè÷íîå óðàâíåíèå íà ñàìîì äåëå ÿâ-
ëÿåòñÿ êðàòêîé çàïèñüþ óðàâíåíèÿ (∂0T )

2 − (∂0X)2 = 1.
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Ðàññìîòðèì äâå ñîñåäíèå òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè xi è xi + dxi. Ïîëî-
æåíèå ïåðâîé òî÷êè ñîîòâåòñòâóåò ìîìåíòó ñîáñòâåííîãî âðåìåíè τ , à
âòîðîé: τ + dτ . Ðàññòîÿíèå ìåæäó ýòèìè òî÷êàìè â ïðîñòðàíñòâå Ìèí-
êîâñêîãî îïðåäåëÿåòñÿ 4-âåêòîðîì:

dX = ∂0X dτ + ∂iX dxi, (4.113)

ãäå ∂i = ∂/∂xi. Ýòî îáû÷íûé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè 4-õ ïåðåìåííûõ
τ , x1, x2, x3. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèÿ dτ , ïîòðåáóåì, ÷òîáû âåêòîð
dX áûë îðòîãîíàëåí ê 4-âåêòîðó ∂0X, êàñàòåëüíîìó ê òðàåêòîðèè ïðè
èçìåíåíèè ñîáñòâåííîãî âðåìåíè:

dX · ∂0X = 0. (4.114)

Ïðè òàêîì âûáîðå òåëî, ïî îïðåäåëåíèþ Áîðíà, ñ÷èòàåòñÿ æ¼ñòêèì,
åñëè äëèíà âåêòîðà dX íå ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì:

(dX)2 = const. (4.115)

Èç ñîîòíîøåíèÿ îðòîãîíàëüíîñòè è (4.113), (4.112) ïîëó÷àåì

dτ = −(∂0X · ∂iX) dxi.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî çíà÷åíèå â êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ (4.113) ìåæäó òî÷êàìè

(dX)2 = dτ 2 + 2(∂0X · ∂iX) dτdxi + (∂iX · ∂jX) dxidxj,

èìååì:

(dX)2 =
{
∂iX · ∂jX− (∂0X · ∂iX)(∂0X · ∂jX)

}
dxidxj.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ � ýòî gij, à âòîðîå � ïðîèçâåäåíèå
g0ig0j. Äåéñòâèòåëüíî, èíòåðâàë ðàâåí:

ds2 = (dX)2 = (∂αX · ∂βX) dxαdxβ = gαβ dx
αdxβ,

ïîýòîìó, ìåòðè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû gαβ íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû, ñâÿ-
çàííîé ñ òåëîì ðàâíû ∂αX · ∂βX. Ïðè ýòîì, òàê êàê â ïðåîáðàçîâàíèÿõ
(4.111) τ � ñîáñòâåííîå âðåìÿ, òî g00 = (∂0X)

2 = 1, ñì. òàê æå ñòð. 233.
Òàêèì îáðàçîì, êðèòåðèé æ¼ñòêîñòè Áîðíà ýêâèâàëåíòåí ïîñòîÿíñòâó

òåíçîðà γij, îïðåäåëÿþùåãî ôèçè÷åñêóþ äëèíó. Çàìåòèì, ÷òî Áîðí ñôîð-
ìóëèðîâàë ñâîé êðèòåðèé æåñòêîñòè äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ïðåîáðàçîâà-
íèé â êîòîðûõ êîîðäèíàòíîå âðåìÿ t ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âðåìåíåì τ
òî÷êè íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà. Åñëè ìû îòêàæåìñÿ îò óñëîâèÿ
(4.112), òî ïîëó÷èòñÿ îáùåå âûðàæåíèå (4.83), ñòð. 240.
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4.9 Äâèæåíèå ÷àñòèö è ñâåòà

Ïðîñòðàíñòâî â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà íå ÿâëÿåòñÿ îäíîâðå-
ìåííî èçîòðîïíûì è îäíîðîäíûì, êàê ýòî áûëî â èíåðöèàëüíûõ ñèñòå-
ìàõ. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ñâîáîäíûå ÷àñòèöû óæå íå äâèæóòñÿ ðàâ-
íîìåðíî è ïðÿìîëèíåéíî. Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ìû ãîâîðèì, ÷òî íà
÷àñòèöû äåéñòâóþò ñèëû èíåðöèè êîòîðûå èñêðèâëÿþò èõ òðàåêòîðèè.
Çíàÿ ìåòðè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû gαβ, ìîæíî çàïèñàòü äèôôåðåíöèàëü-
íîå óðàâíåíèå, ðåøåíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ ñâî-
áîäíîé ÷àñòèöû â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà. Ýòî óðàâíåíèå ìû
ïîëó÷èì â ãëàâå 11, à ñåé÷àñ ïðèâåä¼ì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ðàñ÷¼òà òà-
êèõ òðàåêòîðèé ýëåìåíòàðíûìè ìåòîäàìè.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà æ¼ñòêóþ ðàâíîóñêîðåííóþ ñèñòåìó îòñ÷¼òà â êî-
îðäèíàòàõ Ì¼ëëåðà. Çàïèøåì òðàåêòîðèþ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû â ëîðåí-
öåâûõ êîîðäèíàòàõ â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà â ïëîñêîñòè (X,Y ):

X = X0 + V0xT, Y = Y0 + V0yT,

ãäå (V0x, V0y) � ïîñòîÿííûå êîìïîíåíòû ñêîðîñòè, à (X0, Y0) � íà÷àëüíîå
ïîëîæåíèå ÷àñòèöû. ×òîáû íàéòè ýòó æå òðàåêòîðèþ â íåèíåðöèàëüíîé
ñèñòåìå íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿìè (4.56), ñòð. 231:

aT = (1 + ax) sh(at), 1 + aX = (1 + ax) ch(at), Y = y.

Ïîäñòàâëÿÿ èõ â òðàåêòîðèþ, èìååì:

1 + ax =
1 + aX0

ch(at)− V0x sh(at)
, a (y − Y0) = V0y

(1 + aX0) sh(at)

ch(at)− V0x sh(at)
.

Îñòàëîñü âûðàçèòü êîíñòàíòû X0, Y0 è V0x, V0y ÷åðåç íà÷àëüíûå óñëîâèÿ.
Ïîëàãàÿ t = 0, èìååì x0 = X0 è y0 = Y0. Áåðÿ ïðîèçâîäíóþ ëåâîé è
ïðàâîé ÷àñòè ïî âðåìåíè ïðè t = 0, ïîëó÷àåì:

V0x =
v0x

1 + ax0
, V0y =

v0y
1 + ax0

,

ãäå (v0x, v0y) � íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèöû â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå.
Ïîäñòàâëÿÿ ýòè êîíñòàíòû â òðàåêòîðèþ, îêîí÷àòåëüíî èìååì:

1 + ax =
(1 + ax0)

2

(1 + ax0) ch(at)− v0x sh(at)
, (4.116)

a (y − y0) =
v0y (1 + ax0) sh(at)

(1 + ax0) ch(at)− v0x sh(at)
, (4.117)

÷òî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.



ÍÅÈÍÅÐÖÈÀËÜÍÛÅ ÑÈÑÒÅÌÛ ÎÒÑ×�ÒÀ 257

Ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ÷àñòèöà íàõîäèëàñü â íà÷àëå ñèñòåìû
îòñ÷åòà x0 = y0 = 0 è èìåëà ñîñòàâëÿþùóþ ñêîðîñòè v0y âäîëü îñè y, à
v0x = 0. Â ýòîì ñëó÷àå âûðàæåíèÿ äëÿ òðàåêòîðèè óïðîùàþòñÿ:

x(t) =
1

a

[
1

ch(a t)
− 1

]
, y(t) =

v0y
a

th(at), (4.118)

à êîîðäèíàòíûå ñêîðîñòè áóäóò ðàâíû:

vx(t) = − sh(at)

ch2(at)
, vy(t) =

v0y

ch2(at)
. (4.119)

Ôèçè÷åñêîå âðåìÿ ñâÿçàíî ñ êîîðäèíàòíûì êàê dτ0 = (1+ax) dt, à ôèçè-
÷åñêàÿ äëèíà ðàâíà dl2 = dx2+dy2. Ïîýòîìó êîìïîíåíòû ôèçè÷åñêîé ñêî-

ðîñòè � ýòî vi/(1+ax). Âäîëü îñè y ôèçè÷åñêàÿ ñêîðîñòü íåëèíåéíî çàâè-
ñèò îò âðåìåíè: vy/(1+ax) = v0y/ ch(at), ÷òî ñâÿçàíî ñ ðàçëè÷íûì õîäîì
÷àñîâ, îòëè÷àþùèõñÿ êîîðäèíàòîé x. Ôèçè÷åñêàÿ ñêîðîñòü âäîëü îñè x
ñî âðåìåíåì ñòðåìèòüñÿ ïî ìîäóëþ ê åäèíèöå: vx/(1 + ax) = − th(at).
Ïðè v0y = 1 êâàäðàò ôèçè÷åñêîé ñêîðîñòè (v2x + v2y)/(1 + ax)2 âñ¼ âðåìÿ
ðàâåí åäèíèöå (ôóíäàìåíòàëüíîé ñêîðîñòè �c�).
Ñîáñòâåííîå âðåìÿ ÷àñòèöû ðàâíî:

τ =

t∫
0

ds =

t∫
0

√
( 1 + ax(t) )2 − v2x(t)− v2y(t) dt =

√
1− v20y

a
th(a t).

Çà áåñêîíå÷íîå êîîðäèíàòíîå âðåìÿ t = ∞ ÷àñòèöà óõîäèò çà ãîðèçîíò
ñîáûòèé x0 = −1/a íàáëþäàòåëÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ïðè ýòîì ñîáñòâåí-
íîå âðåìÿ ñàìîé ÷àñòèöû ê ýòîìó �ìîìåíòó� îñòàåòñÿ êîíå÷íûì.
Íàêîíåö, òðàåêòîðèÿ ÷àñòèöû ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ âðåìåíè:

y =
v0y
a

√
1− (1 + ax)2

è ïðè ìàëûõ ax ïåðåõîäèò â ïàðàáîëó (òàê â ðàâíîóñêîðåííîé ñèñòåìå
âûãëÿäèò äâèæåíèå ñâîáîäíîé ÷àñòèöû â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå).

Âûøå íà ðèñóíêå ïðèâåäåíî íåñêîëüêî ïðèìåðîâ òðàåêòîðèé íà÷èíàþ-
ùèõñÿ èç òî÷êè x0 = y0 = 0. Ðÿäîì ñ ëèíèÿìè â ñêîáêàõ ïðèâåäåíû
çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò íà÷àëüíîé ñêîðîñòè (v0x, v0y).
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• Â êà÷åñòâå åùå îäíîãî ïðèìåðà, íàéä¼ì òðàåêòîðèþ ñâîáîäíîé ÷à-
ñòèöû âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷åòà (ñì. ñòð. 232). Â ëàáîðàòîðíîé
ñèñòåìå å¼ òðàåêòîðèÿ, ïðîõîäÿùàÿ â ìîìåíò âðåìåíè T = 0 ÷åðåç òî÷êó
ñ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè (X0, Y0), èìååò âèä:

X = X0 + V0 cos(α)T, Y = Y0 + V0 sin(α)T,

ãäå α � óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèåì äâèæåíèÿ è îñüþ X. Ìîäóëü âåê-
òîðà ñêîðîñòè V0, êîãäà âìåñòî ÷àñòèöû äâèæåòñÿ èìïóëüñ ñâåòà ðàâåí
åäèíèöå (V0 = c = 1). Çàïèøåì òðàåêòîðèþ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ
X = R cosΦ, Y = R sinΦ è ïåðåéäåì ê êðèâîëèíåéíûì êîîðäèíàòàì
âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà â ïëîñêîñòè Z = z = 0:

T = t, R = r, Φ = ϕ+ ωt.

Ïîñëå íåñëîæíûõ âûêëàäîê (lH32) ïîëó÷àåì:{
x = r0 cos(ϕ0 − ωt) + V0t cos(α− ωt)

y = r0 sin(ϕ0 − ωt) + V0t sin(α− ωt),
(4.120)

ãäå r0, ϕ0 � íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå ÷àñòèöû â êîîðäèíàòàõ íåèíåðöèàëü-
íîé ñèñòåìû è x = r cosϕ, y = r sinϕ. Îòìåòèì òàêæå âûðàæåíèå äëÿ
èçìåíåíèÿ ðàññòîÿíèÿ îò öåíòðà âðàùåíèÿ ñî âðåìåíåì:

r2 = r20 + 2r0 V0 t cos(ϕ0 − α) + V 2
0 t

2 (4.121)

è ïîñòîÿííûå ôóíêöèè ñêîðîñòåé (òî÷êà � ïðîèçâîäíàÿ ïî t):

ṙ2 + r2(ϕ̇+ ω)2 = V 2
0 , r2 (ϕ̇+ ω) = V0r0 sin(α− ϕ0). (4.122)

Íèæå íà ðèñóíêàõ èçîáðàæåíû íåêîòîðûå òðàåêòîðèè ñâåòà (V0 = 1) âî
âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷åòà:

Íà ïåðâîì ðèñóíêå ëó÷è ñâåòà âûõîäÿò èç òî÷êè r0 = 1/(2ω) â ðàçëè÷íûå
ñòîðîíû. Íà âòîðîì, íàîáîðîò, ëó÷è ñõîäÿòñÿ â ýòîé òî÷êå. Íàêîíåö, íà
òðåòüåì ðèñóíêå èçîáðàæåíû òðàåêòîðèè îáìåíà ñâåòîâûìè ñèãíàëàìè
ìåæäó íàáëþäàòåëÿìè, ðàñïîëîæåííûìè â æèðíûõ òî÷êàõ ñ íàáëþäà-
òåëåì, íàõîäÿùèìñÿ íà îñè âðàùåíèÿ.
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Êà÷åñòâåííî ïîâåäåíèå èçãèáà ñâåòîâûõ òðàåêòîðèé ìîæíî ïîíÿòü, åñ-
ëè âñïîìíèòü ñâîéñòâî ñèëû èíåðöèè Êîðèîëèñà âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòå-
ìå îòñ÷åòà. Ýòà ñèëà çàâèñèò îò ñêîðîñòè òåëà è íà âðàùàþùåìñÿ ïðîòèâ
÷àñîâîé ñòðåëêå äèñêå íàïðàâëåíà ïåðïåíäèêóëÿðíî ñêîðîñòè, âïðàâî îò
íå¼ (â âåêòîðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ ñîîòâåòñòâóþùåå óñêîðåíèå èìååò âèä
2[v×ω]). Àíàëîãè÷íî, ïðè äâèæåíèè èìïóëüñà ñâåòà åãî òðàåêòîðèÿ âñ¼
âðåìÿ èçãèáàåòñÿ âïðàâî.

Ýòà êëþ÷åâàÿ îñîáåííîñòü âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà ïðèâîäèò ê
òîìó, ÷òî ïðè ðàäèîëîêàöèîííîì èçìåðåíèè ðàññòîÿíèÿ ñèãíàë ìåæäó
íàáëþäàòåëÿìè ïðîõîäèò ïî ðàçëè÷íûì ïóòÿì, â çàâèñèìîñòè îò òîãî ê
êàêîìó èç íàáëþäàòåëåé îí äâèæåòñÿ. Âûøå íà òðåòüåì ðèñóíêå öâåòîê
ñâåòîâûõ ëó÷åé êàê ðàç îòðàæàåò ïîäîáíîå íåñîâïàäåíèå òðàåêòîðèé.
Ñòðåëêàìè ïîìå÷åíî íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ èìïóëüñîâ.

Â îòëè÷èå îò âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìû, â æåñòêîé ðàâíîóñêîðåííîé ñè-
ñòåìå îòñ÷åòà òðàåêòîðèÿ ñâåòà â ðàäèîëîêàöèîííîì ýêñïåðèìåíòå îäíà
è òà æå ïðè äâèæåíèè ñâåòà �òóäà è îáðàòíî�. Àíàëîãè÷íî ìÿ÷ â ïî-
ëå ñèëû òÿæåñòè ïðè èãðå â âîëåéáîë äâèæåòñÿ ïî îäíîé ïàðàáîëå, íå
çàâèñèìî îò òîãî, èãðîêè êàêîé êîìàíäû åãî îòïðàâèëè â ýòîò ïîëåò.
Òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ òàêîãî ñâåòîâîãî èìïóëüñà íàõîäèòñÿ èç óðàâíå-
íèé (4.116), (4.117) â êîòîðûõ íåîáõîäèìî ïîëîæèòü v0x = (1+ax0) cosα
è v0y = (1 + ax0) sinα.

Èñêðèâëåíèå ëó÷åé ñâåòà ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî îêðóæàþùèé ìèð â
íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà âûãëÿäèò ñîâñåì íå òàê êàê â èíåðöè-
àëüíîé. Íàáëþäàòåëü âèäèò îáúåêò â íàïðàâëåíèè ïîä êîòîðûì ê íåìó
ïðèøåë �ëó÷� ñâåòà, èçëó÷åííûé ýòèì îáúåêòîì. Åñëè �ëó÷� äâèæåòñÿ
ïî èñêðèâëåííîé òðàåêòîðèè, òî è ïðåäìåò áóäåò âèäåí íå òàì, ãäå îí
íàõîäèòñÿ �íà ñàìîì äåëå�. Âûøå íà âòîðîì ðèñóíêå êàæäàÿ ëèíèÿ ïî-
êàçûâàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê, êîòîðûå íàáëþäàòåëü âèäèò íàõî-
äÿùèìèñÿ íà îäíîé ïðÿìîé.

Â ðàâíîóñêîðåííîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà òàêæå ïðîèñõîäèò âèçóàëüíîå èñ-
êàæåíèå îêðóæàþùåãî ìèðà. Íàïðèìåð, íàáëþäàòåëü â íà÷àëå êîîðäè-
íàò âèäèò ñâîèõ êîëëåã ïî ñèñòåìå, íàõîäÿùèõñÿ íà îñè y íå ââåðõó è
âíèçó, à âïåðåäè ñåáÿ. ×åì äàëüøå òàêîé íàáëþäàòåëü îò íåãî íàõîäèò-
ñÿ, òåì ïîä áîëüøèì óãëîì ê îñè y îí áóäåò âèçóàëüíî íàáëþäàòüñÿ.
Êà÷åñòâåííî ýòî ëåãêî ïðåäñòàâèòü íàðèñîâàâ ïàðàáîëó ìåæäó äâóìÿ
òî÷êàìè íà îñè y. Ýòà îñü èãðàåò äëÿ ðàâíîóñêîðåííîé âäîëü îñè x ñè-
ñòåìû ðîëü ïîâåðõíîñòè Çåìëè. Áðîøåííûé èç îäíîé òî÷êè â äðóãóþ
êàìåíü ïîëåòèò ïî ïàðàáîëå, íà÷èíàÿ è îêàí÷èâàÿ äâèæåíèå ïîä óãëîì
ê ïîâåðõíîñòè. Àíàëîãè÷íî âåäóò ñåáÿ è ëó÷è ñâåòà.
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4.10 Äèíàìèêà â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå

Âåðí¼ìñÿ ê îáùåìó ðåøåíèþ äëÿ òðàåêòîðèè ñâîáîäíîé ÷àñòèöû â
æ¼ñòêîé ðàâíîóñêîðåííîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà (4.116), (4.117), ñòð. 256. Äèô-
ôåðåíöèðóÿ ýòè âûðàæåíèÿ ïî âðåìåíè, íåñëîæíî íàéòè êîìïîíåíòû
êîîðäèíàòíîé ñêîðîñòè ÷àñòèöû:

vx =
(1 + ax)2

(1 + ax0)2
[
v0x ch(at)− (1 + ax0) sh(at)

]
, vy = v0y

(1 + ax)2

(1 + ax0)2
.

Ñ èõ ïîìîùüþ çàïèøåì êâàäðàò ôèçè÷åñêîé ñêîðîñòè:

v2x + v2y
(1 + ax)2

= 1− (1 + ax)2

(1 + ax0)4
[
(1 + ax0)

2 − v20x − v20y
]
.

Ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

1 + ax√
1− v2/(1 + ax)2

=
1 + ax0√

1− v2
0/(1 + ax0)2

,

ãäå v2 = v2x + v2y è àíàëîãè÷íî äëÿ íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ ñ èíäåêñîì 0. Â
ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ñòîèò êîíñòàíòà, ïîýòîìó ïðè äâèæåíèè ÷àñòèöû
ñîõðàíÿåòñÿ (ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ) ñëåäóþùàÿ âåëè÷èíà:

E = m
1 + ax√

1− v2/(1 + ax)2
= const, (4.123)

êîòîðóþ ìû íàçîâ¼ì ýíåðãèåé ÷àñòèöû. Ïàðàìåòð m íà êîòîðûé óìíî-
æåí èíòåãðàë äâèæåíèÿ, áóäåì ñ÷èòàòü ìàññîé ÷àñòèöû.

Â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå ìàëûõ ñêîðîñòåé ðàçëîæèì êîðåíü â ðÿä
Òåéëîðà:

E ≈ m (1 + ax) +
mv2/2

1 + ax
≈ m+

mv2

2
+max,

ãäå âî âòîðîì ïðèáëèæåííîì ðàâåíñòâå ìû ïðåíåáðåãëè â çíàìåíàòåëå
óñêîðåíèåì, ñ÷èòàÿ v2ax ≪ 1. Ðàâíîóñêîðåííàÿ íåèíåðöèàëüíàÿ ñèñòåìà
îòñ÷¼òà â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ýêâèâàëåíòà îäíîðîäíîìó ïîëþ òÿæå-
ñòè ñ g = a (íàïðàâëåííîìó ïðîòèâ îñè x). Ïîýòîìó ÷ëåí max ñîîò-
âåòñòâóåò ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, à âûðàæåíèå äëÿ E ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé
ýíåðãèåé ÷àñòèöû (êèíåòè÷åñêàÿ ïëþñ ïîòåíöèàëüíàÿ), âêëþ÷àÿ ýíåð-
ãèþ ïîêîÿ E0 = m.

Òàêèì îáðàçîì, ñîõðàíÿþùàÿñÿ âåëè÷èíà (4.123) ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ýíåð-
ãèåé ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà. Ýòà
ýíåðãèÿ ýôôåêòèâíî ó÷èòûâàåò ñèëó èíåðöèè êîòîðàÿ äåéñòâóåò íà ÷à-
ñòèöó, ïîýòîìó çàâèñèò íå òîëüêî îò å¼ ñêîðîñòè, íî è îò ïîëîæåíèÿ.
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Óìíîæèì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü â âûðàæåíèè äëÿ ýíåðãèè íà 1+ax:

E =
m (1 + ax)2√
(1 + ax)2 − v2

.

Òàê êàê â æåñòêîé ðàâíîóñêîðåííîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà â êîîðäèíàòàõ Ì¼ë-
ëåðà èíòåðâàë âäîëü òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ðàâåí:

ds2 = (1 + ax)2 dt− dx2 − dy2 =
[
(1 + ax)2 − v2

]
dt2

è g00 = (1 + ax)2, ýíåðãèþ ìîæíî ïåðåïèñàòü âèäå:

E = mg00
dt

ds
.

Ââîäÿ 4-âåêòîð dxα = {dt, dx}, àíàëîãè÷íî èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå
îòñ÷¼òà, îïðåäåëèì 4-ñêîðîñòü è 4-èìïóëüñ ÷àñòèöû:

uα =
dxα

ds
, pα = muα.

Ïðè ïîìîùè ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà îïóñòèì èíäåêñ âíèç, îïðåäåëèâ:

pα = gαβp
β.

Òàê êàê ds2 = gαβ dx
αdxβ, òî êâàäðàò 4-âåêòîðà ñêîðîñòè ðàâåí åäèíèöå,

à êâàäðàò 4-èìïóëüñà, êàê îáû÷íî, ðàâåí êâàäðàòó èíâàðèàíòíîé ìàññû
÷àñòèöû:

m2 = pαp
α = gαβ p

αpβ.

Äëÿ æåñòêîé ðàâíîóñêîðåííîé ñèñòåìû g0i = 0 è gij = −δij, ïîýòîìó
ñîõðàíÿþùàÿñÿ ïîëíàÿ ýíåðãèÿ E ñîâïàäàåò ñ íóëåâîé êîìïîíåíòîé p0
êîíòðàâàðèàíòíîãî 4-âåêòîðà pα:

p0 = g0α p
α = g00m

dt

ds
+ g0im

dxi

ds
= g00m

dt

ds
.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â íåèíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà, â îòëè÷èå
îò èíåðöèàëüíûõ â ëîðåíöåâûõ êîîðäèíàòàõ, êîýôôèöèåíòû ìåòðè÷å-
ñêîãî òåíçîðà çàâèñÿò îò êîîðäèíàò. Ïîýòîìó, pα ÿâëÿåòñÿ îòëè÷íîé îò
pα ôóíêöèåé êîîðäèíàò è â æåñòêîé íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà
ñîõðàíÿåòñÿ èìåííî p0 = E, à íå p0.

Òàê êàê ñêîðîñòü ÷àñòèöû ïîä âîçäåéñòâèåì ñèë èíåðöèè, â îáùåì
ñëó÷àå, ìåíÿåò ñâî¼ íàïðàâëåíèå, òð¼õìåðíûé èìïóëüñ íå ñîõðàíÿåòñÿ.
Ýòî îòíîñèòñÿ êàê ê pi, òàê è ê pi. Ñîõðàíÿåòñÿ òîëüêî ïîëíàÿ ýíåðãèÿ.
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• Ïðîâåä¼ì íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ. Îïðåäåëèì êâàäðàò ôèçè÷åñêîé

ñêîðîñòè ÷àñòèöû:

ṽ2 =
δl2

δτ 2
=

γij dx
idxj(√

g00 dt+ g0i dxi/
√
g00

)2 , (4.124)

ãäå δl � ôèçè÷åñêàÿ äëèíà è δτ � ôèçè÷åñêîå âðåìÿ. Äåëÿ ÷èñëèòåëü è
çíàìåíàòåëü íà dt, ïîëó÷àåì ñâÿçü êâàäðàòà ôèçè÷åñêîé ñêîðîñòè (ïî-
ìå÷åíà òèëüäîé) ñ êîìïîíåíòàìè vi = dxi/dt êîîðäèíàòíîé ñêîðîñòè:

ṽ2 =
γij v

ivj

g00 (1− γi vi)2
, (4.125)

ãäå ââåäåíî ñîêðàùåíèå

γi = −g0i
g00

.

Ñîîòâåòñòâåííî êîìïîíåíòàìè ôèçè÷åñêîé ñêîðîñòè (ñíîâà òèëüäà) íà-
çîâ¼ì:

ṽi =
vi/

√
g00

1− γi vi
, (4.126)

òàê, ÷òî

ṽ2 = γij ṽ
iṽj = ṽiṽ

i, ṽi = γij ṽ
j.

Îòìåòèì òàêæå ñîîòíîøåíèå:

1

1− γivi
= 1 + γiṽ

i√g00,

êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå ñâ¼ðòêè îïðåäåëåíèÿ (4.126) ñ γi.

Ñîáñòâåííîå âðåìÿ ÷àñòèöû (èíòåðâàë âäîëü å¼ òðàåêòîðèè) ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå:

ds =
[
δτ 2 − δl2

]1/2
=

√
1− ṽ2 δτ

èëè, ïîäñòàâëÿÿ èíòåðâàë ôèçè÷åñêîãî âðåìåíè, êàê:

ds =
√

1− ṽ2 (
√
g00 dt+ g0i dx

i/
√
g00) =

√
1− ṽ2 (1− γiv

i)
√
g00 dt.

Ïîýòîìó êîìïîíåíòû âåêòîðà êîîðäèíàòíîé 4-ñêîðîñòè uα = dxα/ds ðàâ-
íû:

u0 =
γiṽ

i + 1/
√
g00√

1− ṽ2
, ui =

ṽi√
1− ṽ2

. (4.127)

Ïîä÷åðêí¼ì åùå ðàç, ÷òî ṽ � ýòî ôèçè÷åñêàÿ, à íå êîîðäèíàòíàÿ ñêî-
ðîñòü.
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Òåïåðü ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ïîëíóþ ýíåðãèþ ÷àñòèöû:

E = mg0αu
α = mg00 (u

0 − γiu
i).

Ïîäñòàâëÿÿ êîìïîíåíòû 4-ñêîðîñòè, îêîí÷àòåëüíî èìååì

E =
m

√
g00√

1− ṽ2
. (4.128)

Â ãëàâå 11 ìû äîêàæåì, ÷òî åñëè ìåòðè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû gαβ â
íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà íå çàâèñÿò îò âðåìåíè, òî âûðàæåíèå
(4.128) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè â ñòàöèîíàð-
íîì ñëó÷àå ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèöû âñåãäà ñîõðàíÿåòñÿ.

Òàê, ðàâíîìåðíî âðàùàþùàÿñÿ ñèñòåìà îòñ÷¼òà ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàð-
íîé. Ïðîäåìîíñòðèðóåì, ÷òî ýíåðãèÿ ÷àñòèöû (4.128) â ýòîé ñèñòåìå ïî-
ñòîÿííà. Äëÿ èíòåðâàëà (ñòð. 232)

ds2 = (1− ω2r2) dt2 − 2ω r2 dt dϕ− dr2 − r2 dϕ2 − dz2

ôèçè÷åñêîå âðåìÿ è êâàäðàò ôèçè÷åñêîé äëèíû ðàâíû:

δτ =
√

1− (ωr)2 dt− ωr2 dϕ√
1− (ωr)2

, δl2 = dr2 +
r2 dϕ2

1− (ωr)2
.

Ïîýòîìó êâàäðàò ôèçè÷åñêîé äëèíû (4.124) ðàâåí:

ṽ2 =
(1− ω2r2) ṙ2 + r2ϕ̇2

(1− ω2r2 − ωr2ϕ̇)2
,

ãäå òî÷êà � ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè t. Ñîîòâåòñòâåííî, ýíåðãèÿ ÷àñòèöû
ðàâíà:

E = m
1− ωr2 (ω + ϕ̇)√
1− ṙ2 − r2 (ω + ϕ̇)2

. (4.129)

Áëàãîäàðÿ ñîîòíîøåíèÿì (4.122), ñòð. 258 ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü â âû-
ðàæåíèè äëÿ ýíåðãèè ïîñòîÿíåí.

Îòìåòèì ïðîñòîå ÷àñòíîå ðåøåíèå ïðèâîäÿùåå ê ïîñòîÿíñòâó ýíåðãèè:

ϕ̇ = −ω, ṙ = const.

Â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà òàêàÿ òðàåêòîðèÿ ÷àñòèöû ñîîòâåòñòâó-
åò äâèæåíèþ ïî ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð âðàùåíèÿ. Â êîîðäè-
íàòíûõ âåëè÷èíàõ íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà ýòî äâèæåíèå âû-
ãëÿäèò êàê ðàñêðó÷èâàþùàÿ ñïèðàëü.
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4.11 Ïàðàäîêñû îñòàíîâêè è áëèçíåöîâ

• �Ïàðàäîêñ îñòàíîâêè.� Âî âòîðîé ãëàâå (ñòð. 83) ðàññìàòðèâàëàñü
ýñêàäðà êîñìè÷åñêèõ êîðàáëåé S ′

0, äâèæóùèõñÿ ñî ñêîðîñòüþ U0 îòíî-
ñèòåëüíî èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû S0 : (T, X). Â ñèëó îòíîñèòåëüíîñòè
îäíîâðåìåííîñòè, íàáëþäàòåëè äàííîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà ðåãèñòðèðóþò
ðàçëè÷íîå âðåìÿ íà äâèæóùèõñÿ îòíîñèòåëüíî íèõ ÷àñàõ:

Åñëè ýñêàäðà ïðèíèìàåò ðåøåíèå îñòàíîâèòüñÿ, òî äëÿ íàáëþäàòåëåé â
S0 îäíîâðåìåííîå òîðìîæåíèå êîðàáëåé (ïðîèñõîäÿùåå â S ′

0) íå áóäåò
âûãëÿäåòü îäíîâðåìåííûì. Ïóñòü ïðè òîðìîæåíèè êîðàáëè âûäåðæè-
âàþò íåèçìåííûì ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè. Êîãäà îòíîñèòåëüíî S0 ñêî-
ðîñòü, íàïðèìåð, öåíòðàëüíîãî êîðàáëÿ áóäåò íóëåâîé, òàêàÿ æå ñêîðîñòü
äîëæíà áûòü äëÿ íåïîäâèæíûõ îòíîñèòåëüíî íåãî äðóãèõ êîðàáëåé. Â
ðåçóëüòàòå, íåîäíîâðåìåííîå (â S0) òîðìîæåíèå ñòðàííûì îáðàçîì îêàí-
÷èâàåòñÿ îäíîâðåìåííîé îñòàíîâêîé äëÿ âñåõ, òåïåðü íåïîäâèæíûõ íà-
áëþäàòåëåé êàê â ñèñòåìå S, òàê è â ñèñòåìå S0.

Ïðîâåä¼ì ðàñ÷¼ò òîðìîæåíèÿ äëÿ äâóõ êîðàáëåé. Ïóñòü â ìîìåíò âðå-
ìåíè T ′ = 0 ïî ÷àñàì ñèñòåìû S ′

0 : (T
′, X ′) îíè íà÷èíàþò îäíîâðåìåííî

òîðìîçèòü. Ïåðâûé (çàäíèé) êîðàáëü èìååò â S ′
0 êîîðäèíàòó X ′ = 0, à

âòîðîé (ïåðåäíèé) � X ′ = X ′
0. Çàïèøåì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà:

T = γ0 (T
′ + U0X

′), X = γ0 (X
′ + U0T

′).

Ïîëîæèâ T ′ = 0, X ′ = X ′
0, ïîëó÷àåì, ÷òî âòîðîé êîðàáëü â ñèñòåìå S0

íà÷í¼ò òîðìîæåíèå â ìîìåíò T = U0 γ0X
′
0, èìåÿ êîîðäèíàòó X = γ0X

′
0

(íèæå âòîðîé ðèñóíîê). Ïðè T = 0 (êîãäà â S0 íà÷àë òîðìîçèòü ïåðâûé
êîðàáëü) âòîðîé êîðàáëü èìååò êîîðäèíàòó X = X ′

0/γ0:

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîðàáëè ýñêàäðû îáðàçóþò æåñòêóþ ðàâíîóñêîðåí-
íóþ (ñåé÷àñ ðàâíîçàìåäëåííóþ) ñèñòåìó îòñ÷¼òà S : (t, x) ñ íà÷àëîì
íà ïåðâîì êîðàáëå. Äî òîðìîæåíèÿ ðàäèîëîêàöèîííîå ðàññòîÿíèå ìåæ-
äó êîðàáëÿìè ðàâíÿëîñü X ′

0. Êàê òîëüêî ïîÿâèëîñü óñêîðåíèå îíî ñòàëî
x0 = − ln(1− aX ′

0)/a, ñì. ñòð.207 (óñêîðåíèå íàïðàâëåíî ïðîòèâ îñè x).
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Çàïèøåì ïðåîáðàçîâàíèÿ ìåæäó èíåðöèàëüíûì è íåèíåðöèàëüíûì íà-
áëþäàòåëÿìè (4.27), ñòð. 216. Ïðè òîðìîæåíèè, çàìåíÿåì a 7→ −a:{

aX = − ch(α0 − at) e−ax + γ0,
a T = − sh(α0 − at) e−ax + γ0U0,

(4.130)

ãäå α0 = ath(U0). Äî ìîìåíòà âðåìåíè T = U0γ0X
′
0 òî÷êà (êîðàáëü) äâè-

æåòñÿ ðàâíîìåðíî: X = U0T +X ′
0/γ0. Ïîñëå ýòîãî íà÷èíàåòñÿ òîðìîæå-

íèå. Èñêëþ÷àÿ èç (4.130) âðåìÿ t, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ òðàåêòîðèè
ôèêñèðîâàííîé òî÷êè ñ êîîðäèíàòîé x = x0 = − ln(1− aX ′

0)/a:

aX = γ0 −
√
(1− aX ′

0)
2 +

(
U0γ0 − a T

)2
, T > U0γ0X

′
0.

Ñêîðîñòü ýòîé òî÷êè ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

U =
dX

dT
= (U0γ0 − aT )

[
(1− aX ′

0)
2 +

(
U0γ0 − a T

)2]−1/2
. (4.131)

Ìû âèäèì, ÷òî íåçàâèñèìî îò ïîëîæåíèÿ òî÷êèX ′
0, å¼ ñêîðîñòü îêàæåòñÿ

íóëåâîé â ìîìåíò âðåìåíè T = U0γ0/a. Íà÷àâ íåîäíîâðåìåííîå òîðìî-
æåíèå ñ òî÷êè çðåíèÿ ñèñòåìû S0, êîðàáëè ýñêàäðû áóäóò äâèãàòüñÿ ñ
ðàçëè÷íîé ñêîðîñòüþ è â ðåçóëüòàòå èõ îñòàíîâêà ïðîèçîéä¼ò îäíîâðå-
ìåííî. Îòíîñèòåëüíîñòü ïîíÿòèÿ æåñòêîñòè ñèñòåìû îòñ÷åòà è ëåæèò â
îñíîâå �ïàðàäîêñà îñòàíîâêè�.

Ïðè T = U0γ0/a êîîðäèíàòû ïåðâîãî (X ′
0 = 0) è âòîðîãî (X ′

0 > 0)
êîðàáëåé (êîòîðûå îñòàíîâèëèñü) â ñèñòåìå S0 áóäóò ðàâíû:

X(I) =
γ0 − 1

a
, X(II) = X ′

0 +
γ0 − 1

a
.

Ïîýòîìó ðàññòîÿíèå X(II) −X(I) ìåæäó êîðàáëÿìè â ìîìåíò îñòàíîâêè
áóäåò â òî÷íîñòè ðàâíî èõ ðàññòîÿíèþ X ′

0 â ñèñòåìå S ′
0 ïåðåä íà÷àëîì

òîðìîæåíèÿ. Ëèíåéêà, íà÷àëî è êîíåö êîòîðîé îáðàçóþò êîðàáëè, ïå-
ðåä íà÷àëîì òîðìîæåíèÿ äëÿ íàáëþäàòåëåé â S0 âûãëÿäåëà ñæàòîé â
íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ (ëîðåíöåâî ñîêðàùåíèå). Ïðè òîðìîæåíèè îíà
ïîñòåïåííî óäëèíÿåòñÿ è â ìîìåíò îñòàíîâêè äëÿ íàáëþäàòåëåé â S0 ëî-
ðåíöåâî ñîêðàùåíèå äëèíû ëèíåéêè îêîí÷àòåëüíî èñ÷åçàåò. Àíàëîãè÷íî,
åñòåñòâåííî, âûãëÿäèò ñèòóàöèÿ ïðè óñêîðåíèè êîðàáëåé, ïðè êîòîðîì
�æ¼ñòêàÿ� (â ñìûñëå ñîáñòâåííîé äëèíû) ëèíåéêà îòíîñèòåëüíî ëàáîðà-
òîðíîé ñèñòåìû ïîñòåïåííî ñæèìàåòñÿ (äîñòàòî÷íî ñëîæíûì îáðàçîì,
ñì., ñòð. 211), à ïîñëå îòêëþ÷åíèÿ äâèãàòåëåé îêàçûâàåòñÿ ñæàòîé â γ
ðàç, â òî÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé Ëîðåíöà. Ïîñëå îñòàíîâêè ëè-
íåéêè â ðåçóëüòàòå æåñòêîãî òîðìîæåíèÿ, ýòî ñæàòèå ñíîâà èñ÷åçàåò.
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• Ïàðàäîêñ áëèçíåöîâ áûë ðàññìîòðåí âî âòîðîé ãëàâå (ñòð. 84), è êàê
ìû âèäåëè, íè÷åãî ïàðàäîêñàëüíîãî â í¼ì íåò. Áîëåå òîãî, äëÿ ïîíè-
ìàíèÿ ïðè÷èíû êàæóùåãîñÿ ïàðàäîêñà äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü òîëüêî
èíåðöèàëüíûå ñèñòåìû. Êëþ÷îì ê ïîíèìàíèþ ïðîáëåìû ñëóæèò ýôôåêò
îòíîñèòåëüíîñòè îäíîâðåìåííîñòè, êîòîðûé íóæíî ó÷èòûâàòü âìåñòå ñ
ýôôåêòîì çàìåäëåíèÿ âðåìåíè. Äâèæóùèéñÿ ïóòåøåñòâåííèê ðåãèñòðè-
ðóåò çàìåäëåíèå õîäà âñåõ ÷àñîâ â ñèñòåìå îòñ÷¼òà ñâîåãî áðàòà - äîìî-
ñåäà. Îäíàêî, îòíîñèòåëüíîñòü îäíîâðåìåííîñòè ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî
âðåìÿ íà ýòèõ ÷àñàõ, íàõîäÿùèõñÿ âäîëü åãî òðàåêòîðèè, �ñäâèíóòî� â
áóäóùåå. Ïîýòîìó, õîòÿ ÷àñû ñèñòåìû äîìîñåäà èäóò ìåäëåííåå, îíè âñ¼
ñèëüíåå îïåðåæàþò ÷àñû ïóòåøåñòâåííèêà.
Íåèíåðöèàëüíûå ñèñòåìû ïîçâîëÿþò ïðîâåñòè ðàñ÷¼òû ñ òî÷êè çðåíèÿ

êàæäîãî áðàòà íà ýòàïàõ óñêîðåííîãî äâèæåíèÿ. Â îáùåì ñëó÷àå, â ëàáî-
ðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ÷àñû, äâèæóùèåñÿ ñî ñêîðîñòüþ U(T ) èìåþò
ñëåäóþùåå íàêîïëåííîå âðåìÿ, êîòîðîå ïîêàçûâàþò ÷àñû ïóòåøåñòâåí-
íèêà êîãäà ñ òî÷êè çðåíèÿ äîìîñåäà ïðîõîäèò âðåìÿ T0:

τ =

T0∫
0

ds =

T0∫
0

√
1−U2(T ) dT. (4.132)

×òîáû ïîëó÷èòü âðåìÿ íà ÷àñàõ äîìîñåäà â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå
îòñ÷¼òà, íåîáõîäèìî íàéòè êàê èçìåíÿåòñÿ êîîðäèíàòà xα(t) äîìîñåäà â
ýòîé ñèñòåìå. Çíàÿ ôóíêöèè xα(t), ìîæíî âû÷èñëèòü ñîáñòâåííîå âðåìÿ
÷àñîâ äîìîñåäà:

τ0 =

t0∫
0

ds =

t0∫
0

(
gαβ

dxα

dt

dxα

dt

)1/2

dt. (4.133)

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ôîðìóëû (4.132) è (4.133) äàþò ñîáñòâåííîå âðåìÿ ðàç-
ëè÷íûõ ÷àñîâ (ïóòåøåñòâåííèêà è äîìîñåäà, ñîîòâåòñòâåííî). Ïîíÿòíî,
÷òî ïîñëå âû÷èñëåíèÿ τ è τ0, íåîáõîäèìî òàêæå çàïèñàòü ñâÿçü êîîðäè-
íàòíûõ âðåìåí T0 è t0.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåä¼ì âû÷èñëåíèÿ äëÿ æ¼ñòêîé ðàâíîóñêîðåí-

íîé ñèñòåìû îòñ÷åòà. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïóòåøåñòâåííèê,
ïðîëåòàÿ ìèìî äîìîñåäà ñî ñêîðîñòüþ U0, ñèíõðîíèçèðóåò ñ íèì íà÷àëü-
íûé îòñ÷¼ò âðåìåíè T = t = 0. Çàòåì îí íà÷èíàåò òîðìîæåíèå äî ïîëíîé
îñòàíîâêè â ñèñòåìå äîìîñåäà S0. Íàõîäÿñü â äàëüíåéøåì â îäíîé èíåð-
öèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà, áðàòüÿ ìîãóò îäíîçíà÷íûì îáðàçîì ñðàâíèòü
ïîêàçàíèÿ ñâîèõ ÷àñîâ è âûÿñíèòü ó êîãî îíè îòñòàëè.
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Ïîäñòàâëÿÿ ñêîðîñòü (4.131) â ñîîòíîøåíèå (4.132) äëÿ ïóòåøåñòâåí-
íèêà ñ êîîðäèíàòîé x = x0 = X ′

0 = 0, èìååì:

τ =

T0∫
0

dT√
1 + (U0γ0 − aT )2

=
1

a
[ash(U0γ0)− ash(U0γ0 − aT0)] .

Îñòàíîâêà ïóòåøåñòâåííèêà U(T0) = 0 ïðîèñõîäèò ïî ÷àñàì äîìîñåäà
ïðè T0 = U0γ0/a (ñì. �ïàðàäîêñ îñòàíîâêè�). Ê ýòîìó ìîìåíòó ÷àñû ïó-
òåøåñòâåííèêà ïîêàçûâàþò âðåìÿ τ :

aτ = ash(U0γ0) =>
1

a
sh(aτ) =

U0γ0
a

= T0. (4.134)

Åñòåñòâåííî, ýòîò ðåçóëüòàò ñîâïàäàåò ñ âû÷èñëåíèåì âðåìåíè ÷àñîâ,
óñêîðÿþùèõñÿ èç ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ äî ñêîðîñòè U0 (ñì. ñòð. 116).
Íàéä¼ì òåïåðü ñîáñòâåííîå âðåìÿ äîìîñåäà â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå.

Åãî òðàåêòîðèÿ ïîëó÷àåòñÿ èç (4.130) ïðè X = 0:

γ0 e
ax = ch(α0 − at),

dx

dt
= − th(α0 − at).

Ïîýòîìó èíòåðâàë ñîáñòâåííîãî âðåìåíè äîìîñåäà ðàâåí:

dτ0 =
√

e−2ax (dt2 − dx2) =
γ0 dt

ch2(α0 − at)
.

Èíòåãðèðóÿ åãî îò íóëÿ äî t0, ïîëó÷àåì:

τ0 =
γ0
a

[th(α0)− th(α0 − at0)] .

Äîìîñåä îñòàíàâëèâàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïóòåøåñòâåííèêà, êîãäà åãî ñêî-
ðîñòü dx/dt ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé íóëþ. Ýòî ïðîèñõîäèò ïðè t0 = α0/a. Â
ýòîò ìîìåíò:

τ0 =
γ0 th(α0)

a
=

U0γ0
a

= T0. (4.135)

Ìû, åñòåñòâåííî, ñíîâà ïîëó÷àåì çíà÷åíèå T0, ðàâíîå âðåìåíè äî ìîìåí-
òà îòíîñèòåëüíîé íåïîäâèæíîñòè äîìîñåäà è ïóòåøåñòâåííèêà â ñèñòåìå
îòñ÷¼òà S0.
Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèå (4.134) ñïðàâåäëèâî ñ òî÷êè çðåíèÿ ëþáî-

ãî íàáëþäàòåëÿ è äà¼ò àáñîëþòíûé ýôôåêò çàìåäëåíèÿ âðåìåíè íà äâè-
æóùèõñÿ ñ ïåðåìåííîé ñêîðîñòüþ ÷àñàõ ïî ñðàâíåíèþ ñ íåïîäâèæíûìè
÷àñàìè. Åñòåñòâåííî, ìîæíî ðàññìîòðåòü è êëàññè÷åñêèé âàðèàíò ïîë¼òà
(óñêîðåíèå èç ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ, ðàâíîìåðíîå äâèæåíèå è òîðìîæåíèå, à
çàòåì âîçâðàùåíèå â òîé-æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè). Îäíàêî ïîíÿòíî, ÷òî
íè÷åãî íîâîãî ñîîòâåòñòâóþùèå âû÷èñëåíèÿ â ýôôåêò íå äîáàâëÿþò.
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4.12 Ïàðàäîêñû Áåëëà è Ýðåíôåñòà

• Ïàðàäîêñ Áåëëà ñâÿçàí ñ íåæåñòêîé ðàâíîóñêîðåííîé ñèñòåìîé îò-
ñ÷¼òà (ñòð. 229). Ïóñòü ìåæäó äâóìÿ êîðàáëÿìè íàòÿíóòà ñòðóíà. Ýòè
êîðàáëè íà÷èíàþò ðàâíîóñêîðåííî äâèãàòüñÿ ñ îäèíàêîâîé ñêîðîñòüþ îò-
íîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé (ëàáîðàòîðíîé) ñèñòåìû S0. Äëèíà L ñòðóíû â
ýòîé ñèñòåìå íåèçìåííà. Â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå, ñâÿçàííîé ñ êîðàá-
ëÿìè, èíòåðâàë ìåæäó äâóìÿ ñîáûòèÿìè èìååò âèä (ñòð. 228):

ds2 = dt2 − 2 sh(at) dtdx− dx2 − dy2.

Ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ýëåìåíò ôèçè÷åñêîé äëèíû çàâèñèò îò âðåìåíè:

δl2 = ch2(at) dx2 − dy2.

Åñëè ó íàáëþäàòåëÿ â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå åñòü �æåñòêàÿ� ëèíåéêà,
ðàñïîëîæåííàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíî óñêîðåíèþ, òî å¼ äëèíà íå èçìåíÿåòñÿ
δl = dy. Àíàëîãè÷íàÿ ëèíåéêà, îðèåíòèðîâàííàÿ âäîëü óñêîðåíèÿ, áó-
äåò ðàñòÿãèâàòüñÿ ñî âðåìåíåì δl = ch(at) dx. Ïîâåðíóâ ïåðâóþ ëèíåéêó
âäîëü óñêîðåíèÿ íåèíåðöèàëüíûé íàáëþäàòåëü çàðåãèñòðèðóåò ðàñõîæ-
äåíèå èõ äëèí. Àíàëîãè÷íî, èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì êîíå÷íîå ðàäèîëî-
êàöèîííîå ðàññòîÿíèå (4.53), ñòð. 229.

Òàêèì îáðàçîì, â îäíîé ñèñòåìå îò÷¼òà ñòðóíà èìååò íåèçìåííóþ äëè-
íó, à â äðóãîé ýòà äëèíà óâåëè÷èâàåòñÿ. Âîçíèêàåò çàêîíîìåðíûé âîïðîñ
� ïîðâ¼òñÿ ëè ñî âðåìåíåì ñòðóíà? ×òîáû óñèëèòü íåîáû÷íîñòü ñèòóà-
öèè, ïðåäñòàâèì, ÷òî òðàåêòîðèÿ êàæäîé òî÷êè ñòðóíû êîíòðîëèðóåòñÿ
èç ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû, òàê, ÷òî îíà �áåðåæíî� óñêîðÿåòñÿ áåç êàêèõ
ëèáî ðûâêîâ è íàòÿæåíèé (ñ òî÷êè çðåíèÿ ëàáîðàòîðíûõ íàáëþäàòåëåé).
Ïðè ýòîì, ïðàâäà, â ëþáîé äðóãîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà òàêîå
îäíîâðåìåííîå óñêîðåíèå òî÷åê ñòðóíû óæå íå áóäåò âûãëÿäåòü òàêèì
æå �áåðåæíûì� è îäíîâðåìåííûì.

Âîîáùå ãîâîðÿ, âîïðîñ î ðàçðûâå ñòðóíû âûõîäèò çà ðàìêè êèíåìàòè-
êè è ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì ïîäõîäå òðåáóåò ïîñòðîåíèÿ å¼ ìîäåëè. Åñëè
ñòðóíà ïðèêðåïëåíà òîëüêî ê êîðàáëÿì, èçìåíåíèÿ ñêîðîñòåé å¼ êîíöîâ
(êîðàáëåé) îïðåäåëåííûì îáðàçîì äîëæíû ïåðåäàâàòüñÿ ïî ñòðóíå, âû-
çûâàÿ â íåé íåêîòîðûå íàïðÿæåíèÿ.

Â ðàìêàõ êèíåìàòèêè îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ ÷òî, åñëè ðàäèîëîêàöè-
îííîå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè íåèçìåííî, òî è äîïîëíèòåëüíî-
ãî íàòÿæåíèÿ ñòðóíû, íàòÿíóòîé ìåæäó íèìè, âîçíèêàòü íå äîëæíî (ïðè
ýòîì, èãíîðèðóåòñÿ ýôôåêò äåéñòâèÿ ñèë èíåðöèè, êîòîðûå ïðè íåáîëü-
øèõ óñêîðåíèÿõ íåâåëèêè).
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Åñëè æå ðàäèîëîêàöèîííîå ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè ðàñò¼ò, òî ìåæ-
äó íèìè äîëæíî âîçíèêàòü ìåõàíè÷åñêîå íàïðÿæåíèå. Ñ ýòîé òî÷êè çðå-
íèÿ, â ìûñëåííîì ýêñïåðèìåíòå Áåëëà ñòðóíà, íàõîäÿùàÿñÿ â íåæåñòêîé
ñèñòåìå îòñ÷åòà, äîëæíà ïîðâàòüñÿ.
Ïðè ýòîì íå ñòîèò çàáûâàòü, ÷òî ëîðåíöåâî ñæàòèå â èíåðöèàëüíûõ

ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà � ýòî ÷èñòî êèíåìàòè÷åñêèé ýôôåêò. Êîãäà èçìåðÿåòñÿ
äëèíà ñòåðæíÿ ïðè åãî ðàâíîìåðíîì äâèæåíèè, íàáëþäàòåëü, ñâÿçàí-
íûé ñî ñòåðæíåì, �íå ñîãëàñåí� ñ èçìåðèòåëüíîé ïðîöåäóðîé íåïîäâèæ-
íîãî íàáëþäàòåëÿ (ñì., ñòð. 94). Ïîýòîìó ãîâîðèòü î òîì, ÷òî ñòåðæåíü
èñïûòûâàåò ìåõàíè÷åñêîå ñæàòèå íåâåðíî. Íàïðèìåð, ïóñòü îòíîñèòåëü-
íî íåïîäâèæíûõ íàáëþäàòåëåé ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ äâèæåòñÿ ñòåð-
æåíü îðèåíòèðîâàííûé ïåðïåíäèêóëÿðíî ê íàïðàâëåíèþ ñêîðîñòè. Åñëè
òåïåðü ýòîò ñòåðæåíü ìåäëåííî ïîâåðí¼òñÿ, ðàñïîëîæèâøèñü âäîëü âåê-
òîðà ñêîðîñòè, òî íåïîäâèæíûå íàáëþäàòåëè �óâèäÿò� êàê îí ñîæì¼òñÿ.
Îäíàêî, åñòåñòâåííî, ñòåðæåíü, îñòàâàÿñü â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå (ïðî-
ñòðàíñòâî â êîòîðîé èçîòðîïíî), íå èñïûòûâàåò íè êàêèõ ñèë íàòÿæåíèÿ
ïðè òàêîì ñæàòèè. Ýòî ýôôåêò îòíîñèòåëüíîñòè èçìåðèòåëüíûõ ïðîöå-
äóð â äâóõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà.
Íåñêîëüêî èíàÿ ñèòóàöèÿ â íåèíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà. Ïðè èç-

ìåðåíèè ðàäèîëîêàöèîííîãî ðàññòîÿíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ñâåò. Ýòî æå ýëåê-
òðîìàãíèòíîå ïîëå ëåæèò â îñíîâå âíóòðåííåãî óñòðîéñòâà ìàòåðèàëü-
íûõ òåë (ñòåðæíåé, ñòðóí). Ïîýòîìó, åñëè ðàäèîëîêàöèîííîå ðàññòîÿíèå
óâåëè÷èâàåòñÿ, òî ýòî äîëæíî ñêàçûâàòüñÿ è íà ñèëàõ äåéñòâóþùèõ âíóò-
ðè âåùåñòâà.
Â ñâÿçè ñ ýòèì �ïàðàäîêñîì� èìååò ñìûñë íàïîìíèòü, ÷òî àáñîëþòíî

òâ¼ðäîå (�æåñòêîå�) òåëî ïðîòèâîðå÷èò ïðèíöèïàì òåîðèè îòíîñèòåëüíî-
ñòè. Æåñòêîñòü ïîíÿòèå îòíîñèòåëüíîå è òåë ñ íåèçìåííûìè ðàçìåðàìè
äëÿ íàáëþäàòåëåé â ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà ñóùåñòâîâàòü íå ìî-
æåò. Îäíà èç ïðè÷èí ýòîãî â òîì, ÷òî ëþáîå ôèçè÷åñêîå ïåðåìåùåíèå
â ïðîñòðàíñòâå èìååò ñêîðîñòü âñåãäà ìåíüøóþ, ÷åì ôóíäàìåíòàëüíàÿ
ñêîðîñòü (ðàâíàÿ ñêîðîñòè ñâåòà). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò, íàïðè-
ìåð, àáñîëþòíî òâ¼ðäûé ñòåðæåíü. Òîãäà, òîëêíóâ åãî çà îäèí êîíåö,
ìû äîëæíû áûëè áû ïîëó÷èòü ìãíîâåííóþ ðåàêöèþ è âòîðîãî êîíöà,
ðàñïîëîæåííîãî íà íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè îò ïåðâîãî. Ïîäîáíîå âîçìó-
ùåíèå îò òîë÷êà äîëæíî áûëî ïåðåäàòüñÿ ïî ñòåðæíþ ñ áåñêîíå÷íîé
ñêîðîñòüþ. Ñâåðõñâåòîâûå ñêîðîñòè �ïëîõè�, ò.ê. ïðèâîäÿò ê ìíèìîìó
ôàêòîðó γ = 1/

√
1− v2 â ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëîðåíöà èëè â âûðàæåíèè

äëÿ. Êðîìå ýòîãî âîçíèêàþò ñåðüåçíûå ïðîáëåìû ñ ïðè÷èííîñòüþ (ñì.
ñòð. 118).
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• Ïàðàäîêñ Ýðåíôåñòà ñâÿçàí ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè ýôôåêòàìè âî âðà-
ùàþùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷¼òà. Êàê è ìíîãèå äðóãèå �ïàðàäîêñû�, ïàðàäîêñ
Ýðåíôåñòà îáóñëîâëåí íåïðèâû÷íîñòüþ äëÿ íàñ ôèçèêè áîëüøèõ ñêîðî-
ñòåé, à íå ñ ïðîòèâîðå÷èâîñòüþ òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè.
Ïóñòü â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà íàõîäèòñÿ íåïîäâèæíûé êðó-

ãîâîé æåëîá, âíóòðè êîòîðîãî ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω áûñòðî âðàùàåòñÿ
êîëüöî ðàäèóñà r. Íàáëþäàòåëü ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû, íåïîäâèæíûé
îòíîñèòåëüíî æåëîáà, ìîæåò èçìåðèòü äëèíó ∆L ñåãìåíòà âðàùàþùå-
ãîñÿ êîëüöà, ïóò¼ì îäíîâðåìåííîé (ïî åãî ÷àñàì) ôèêñàöèè ïîëîæåíèé
íà÷àëà è êîíöà ñåãìåíòà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýôôåêòîì ñîêðàùåíèÿ äëèíû
(ñòð. 94), ∆L áóäåò ìåíüøå, ÷åì ñîáñòâåííàÿ äëèíà ñåãìåíòà ∆l:

∆L = ∆l
√

1− (ωr)2,

ãäå ωr = v � ýòî ëèíåéíàÿ ñêîðîñòü òî÷êè êîëüöà. Ñóììà äëèí ∆L âñåõ
ñåãìåíòîâ êîëüöà ñîâïàäàåò ñ äëèíîé íåïîäâèæíîãî æåëîáà è ðàâíÿåòñÿ
2πr. Òàêèì îáðàçîì, �ñîáñòâåííàÿ äëèíà� êîëüöà l (ðàâíàÿ ñóììå âñåõ
èçìåðåíèé ∆l) îêàçûâàåòñÿ áîëüøå, ÷åì 2πr:

l =
2πr√

1− (ωr)2
.

Ýòîò æå ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ïðîèíòåãðèðîâàòü ôèçè÷åñêóþ äëè-
íó (4.91), ñòð. 244 ïî óãëó ϕ îò 0 äî 2π. Ýòà äëèíà ðàâíà ñóììå ðàäèîëîêà-
öèîííûõ èçìåðåíèé, ïðîâåäåííûõ ðàçëè÷íûìè íåèíåðöèàëüíûìè íàáëþ-
äàòåëÿìè. Äëèíó îêðóæíîñòè ìîæåò èçìåðèòü è îäèí íåèíåðöèàëüíûé
íàáëþäàòåëü, âû÷èñëèâ âðåìÿ äâèæåíèÿ ñâåòîâîãî ñèãíàëà ïî îêðóæíî-
ñòè. Â ýòîì ñëó÷àå îí ïîëó÷èò ðàçëè÷íûå ðàññòîÿíèÿ â çàâèñèìîñòè îò
íàïðàâëåíèÿ åãî äâèæåíèÿ (ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå è ïðîòèâ):

l− = 2πr

√
1− ωr

1 + ωr
, l+ = 2πr

√
1 + ωr

1− ωr
,

à èõ ñðåäíåå çíà÷åíèå áóäåò ðàâíî l = (l+ + l−)/2 (ñì. ýôôåêò Ñàíüÿêà
íà ñòð. 223). Âñ¼ ýòî âûãëÿäèò íåîáû÷íûì ñ òî÷êè çðåíèÿ êëàññè÷åñêîé
ôèçèêè. Îäíàêî íè÷åãî ïàðàäîêñàëüíîãî (=ïðîòèâîðå÷èâîãî) â ýòîì íåò.
Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ëèøü íàøåé èíòóèöèè, âîñïèòàííîé íà êëàññè÷åñêîé
ìåõàíèêå.
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Èíîãäà óòâåðæäàþò, ÷òî âðàùàþùååñÿ êîëüöî (èëè äèñê) äîëæíî êàê-
òî âûãèáàòüñÿ, ÷òîáû ñîãëàñîâàòü òàêîå íåîáû÷íîå ñâîéñòâî ñâîåé äëè-
íû ñ åâêëèäîâîé ãåîìåòðèåé â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà. Êîíå÷íî
ýòî íå òàê. Òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ êàæäîé òî÷êè âðàùàþùåãîñÿ êîëüöà
çàäàþòñÿ â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå. Åñòåñòâåííî â ýòîé ñèñòåìå åãî äëè-
íà ðàâíà 2πr è íå î êàêèõ èçãèáàõ ðå÷è èäòè íå ìîæåò. À âîò òî, ÷òî
ñîáñòâåííàÿ äëèíà êîëüöà îòëè÷àåòñÿ îò 2πr, äà åù¼ çàâèñèò îò ñïî-
ñîáà å¼ èçìåðåíèÿ, ñâÿçàíî ñ íåîáû÷íûìè ñâîéñòâàìè èçìåðèòåëüíûõ
ïðîöåäóð â íåèíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà. Êàê ìû óâèäèì â ãëàâå
11, òð¼õìåðíîå ïðîñòðàíñòâî â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå, ïîíèìàåìîå êàê
ñîâîêóïíîñòü áåñêîíå÷íî ìàëûõ ðàäèîëîêàöèîííûõ ðàññòîÿíèé, ìîæåò
èìåòü íååâêëèäîâóþ ãåîìåòðèþ. Òàêîå ïðîñòðàíñòâî âî âðàùàþùåéñÿ
ñèñòåìå îòñ÷¼òà èìååò îòðèöàòåëüíóþ êðèâèçíó.

Ñëîæíåå ðàçîáðàòüñÿ ñ ôèçèêîé ïîäîáíîãî äèñêà èëè êîëüöà íà ýòàïå
èõ ðàñêðóòêè, â ðåçóëüòàòå êîòîðîé îíè äîñòèãàþò óãëîâîé ñêîðîñòè ω.
Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî îïèñàíèÿ òàêèõ ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì, êàê è äëÿ
ñòðóíû â ïàðàäîêñå Áåëëà, ìû äîëæíû ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ìå-
õàíè÷åñêóþ ìîäåëü âåùåñòâà èç êîòîðîãî ñäåëàíà ñèñòåìà. Â ëþáîì ñëó-
÷àå, ïîñòåïåííî ðàñêðó÷èâàþùèéñÿ äèñê, íå ÿâëÿåòñÿ æåñòêèì. Ñâÿçàí-
íóþ ñ íèì íåèíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó ìîæíî ïîëó÷èòü, íàïðèìåð, çàïèñàâ
ñëåäóþùåå êîîðäèíàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå:

T = t, R = r, Φ = ϕ+ ω(t) t,

ãäå ω(t) íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿþùàÿ èçìåíåíèå óãëîâîé ñêîðîñòè.
Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèâîäÿò ê ìåòðèêå:

ds2 = [1− Ω2(t) r2] dt2 − 2r2Ω(t) dt dϕ− dr2 − r2 dϕ2,

ãäå Ω(t) = ω+ ω̇t è, êàê îáû÷íî, ω̇ = dω/dt. Ýëåìåíò ôèçè÷åñêîé äëèíû
â òàêîé íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà ðàâåí:

δl2 = dr2 +
r2 dϕ2

1− Ω2(t) r2
.

Åñëè ω̇ ̸= 0, òî ðàäèîëîêàöèîííîå ðàññòîÿíèå âäîëü ëþáîé îêðóæíîñòè
óâåëè÷èâàåòñÿ ñî âðåìåíåì. Òàêèì îáðàçîì, âî âðàùàþùåìñÿ c óñêîðå-
íèåì äèñêå äîëæíû âîçíèêàòü íå òîëüêî íàòÿæåíèÿ çà ñ÷¼ò ñèë èíåð-
öèè âäîëü ðàäèóñà, íî â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè. Ïîýòîìó, åñëè âåðíû
ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåäåííûå ïðè îáñóæäåíèè ïàðàäîêñà Áåëëà, íà äèñêå
äîëæíû äåéñòâîâàòü ðàçðûâíûå ñèëû, äåéñòâóþùèå âäîëü îêðóæíîñòåé.
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IV Íåèíåðöèàëüíûå ñèñòåìû

• H26 Òðàåêòîðèÿ âòîðîãî êîðàáëÿ (ñòð. 207)
Ïîëüçóåìñÿ òîæäåñòâàìè:

ch(α) + sh(α) = eα, ch(α)− sh(α) = e−α.

• H27 Âðåìåíà ïîñûëêè è ïîëó÷åíèÿ ñèãíàëà (ñòð. 208)
Òàê êàê l0 = τ0/2 = ln(1 + ax0)/a, èìååì:

eat2 = aT +
√

eaτ0 + (aT )2 = (1 + ax0)

[
sh

(
at′

1 + ax0

)
+ ch

(
at′

1 + ax0

)]
,

ãäå âðåìÿ T ïîäñòàâëåíî èç âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ (4.11), ñòð. 208. Ó÷òÿ
òîæäåñòâà ïðåäûäóùåé çàäà÷è è çàìåíèâ 1+ax0 íà e

al0, ïîëó÷àåì âðåìÿ
âîçâðàùåíèÿ ñèãíàëà t2. Âðåìÿ îòïðàâêè t1 = t2 − τ0 = t2 − 2l0

• H28 Ñêîðîñòü òî÷êè X = 0 (ñòð. 213)
Ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèé (4.19), ñòð. 212 çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ

òðàåêòîðèè òî÷êè X = 0 ñèñòåìû S0 îòíîñèòåëüíî íàáëþäàòåëÿ â x = 0:

x = −1

a
ln[ch(at)] => u = −dx

dt
= − th(at) = − aT√

1 + (aT )2
.

Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå âìåñòî t ïîäñòàâëåíî âðåìÿ ÷àñîâ, íàõîäÿùèõñÿ
â x = 0, ðàâíîå sh(at) = aT äëÿ íàáëþäàòåëåé â S0. Èç ýòîãî ñîîòíîøå-
íèÿ ñëåäóåò, ÷òî ñêîðîñòü íàáëþäàòåëÿ â X = 0 îòíîñèòåëüíî S ðàâíà
ñêîðîñòè (ñ îáðàòíûì çíàêîì) íàáëþäàòåëÿ â x = 0 îòíîñèòåëüíî S0.

• H29 Ðàçëîæåíèå ïî 1/c2 íåèíåðöèàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (ñòð. 216)
Çàïèøåì ïðåîáðàçîâàíèÿ (4.27) íà ñòð. 216 â íåñâåðíóòîì âèäå è ñäå-

ëàåì çàìåíû T 7→ cT , t 7→ ct, a 7→ a/c2 è U0 7→ U0/c:

aX

c2
= γ0

[
ch

(
at

c

)
+

U0

c
sh

(
at

c

)]
eax/c

2 − γ0,

aT

c
= γ0

[
sh

(
at

c

)
+

U0

c
ch

(
at

c

)]
eax/c

2 − γ0
U0

c
.

Ïðè ðàçëîæåíèè â ðÿä ïî 1/c ó÷èòûâàåì, ÷òî:

ex ≈ 1 + x+ ..., ch(x) ≈ 1 +
x2

2
+ ..., sh(x) ≈ x+ ...

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ðàçëîæåíèÿ, ïîëó÷àåì:

X ≈ x+ U0t+
1

2
at2, T ≈ t.
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• H30 Èíòåðâàë ñèñòåìû Ëîðåíöà-Ì¼ëëåðà-Íåëüñîíà (ñòð. 235)

ds2 =
{
(1 +Wr)2 − [Ω× r]2

}
dt2 − 2[Ω× r] drdt− dr2,

ãäå

W = γ v̇ +
γ (γ − 1)

v2
(v̇v)v, Ω =

γ − 1

v2
[v × v̇].

• H31 Ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ γij (ñòð. 246)
Êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ïðåîáðàçóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-

çîì:
g00 = (∂0t

′)2 g′00, g0i = (∂0t
′) (∂it

′ g′00 + ∂ix
′p g′0p)

gij = ∂it
′∂jt

′ g′00 + (∂ix
′p∂jt

′ + ∂jx
′p∂it

′) g′p0 + ∂ix
′p∂jx

′q g′pq.

Êðîìå ýòîãî

g0ig0j
g00

=
1

g′00
(∂it

′ g′00 + ∂ix
′p g′0p)(∂jt

′ g′00 + ∂jx
′q g′0q)

= ∂it
′ ∂jt

′ g′00 + ∂it
′ ∂jx

′q g′0q + ∂ix
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Âû÷èòàÿ èõ, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ñîîòíîøåíèå.

• H32 Òðàåêòîðèÿ ÷àñòèöû âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå (ñòð. 258)
Ñèñòåìó óðàâíåíèé:{

r cos(ϕ+ ωt) = r0 cosϕ0 + t cosα
r sin(ϕ+ ωt) = r0 sinϕ0 + t sinα

óäîáíî ïåðåïèñàòü â êîìïëåêñíîì âèäå ïðè ïîìîùè ôîðìóëû Ýéëåðà
(óìíîæàåì âòîðîå óðàâíåíèå íà ìíèìóþ åäèíèöó è ñêëàäûâàåì ñ ïåðâûì
óðàâíåíèåì):

r eı (ϕ+ωt) = r0 e
ı ϕ0 + V0t e

ı α.

Âçÿòèå ìîäóëÿ ýòîãî âûðàæåíèÿ äàåò óðàâíåíèå äëÿ r2 (4.121), ñòð. 258
Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè íà e−ı ωt è ñíîâà ðàñêëàäûâàÿ ýêñïîíåíòó íà êîñè-
íóñ è ñèíóñ, ïðèõîäèì ê ôèíàëüíîìó ðåøåíèþ (4.120). Åñëè æå âçÿòü
ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè:[

ṙ + ır(ϕ̇+ ω)
]
eı (ϕ+ωt) = V0 e

ı α

è å¼ êîìïëåêñíûé ìîäóëü, òî ïîëó÷èòñÿ ïåðâîå ñîîòíîøåíèå (4.122). Âòî-
ðîå ñîîòíîøåíèå (4.122) ïðîùå âñåãî ïîëó÷èòü â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå
R2Φ̇ = V0R0 sin(α − Φ0), äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî âðåìåíè òðàåêòîðèè
äâèæåíèÿ, çàïèñàííîé â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ.


