
Ãëàâà 3

Ðåëÿòèâèñòñêàÿ äèíàìèêà

Â ýòîé ãëàâå ìû ïåðåõîäèì ê îáñóæäåíèþ îáùèõ âîïðîñîâ, ñâÿçàí-
íûõ ñ äèíàìèêîé âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö. Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è
èìïóëüñà ÿâëÿþòñÿ óíèâåðñàëüíûì èíñòðóìåíòîì ïîëó÷åíèÿ èíôîðìà-
öèè î äâèæåíèè ÷àñòèö ïîñëå èõ ñòîëêíîâåíèÿ, äàæå áåç çíàíèÿ äåòàëåé
èõ âçàèìîäåéñòâèÿ. Äëÿ íåçíàêîìûõ ñ îñíîâàìè ôèçèêè ýëåìåíòàðíûõ
÷àñòèö èìååò ñìûñë ïðåäâàðèòåëüíî ïðî÷èòàòü ïðèëîæåíèå Q: �Êâàí-
òîâûé ìèð� (ñòð.443).
Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ïîçâîëÿþò ïðîàíàëèçèðîâàòü îñîáåííîñòè îðãàíè-

çàöèè ìåæçâ¼çäíûõ ïåðåë¼òîâ è âîçìîæíûå îãðàíè÷åíèÿ, êîòîðûå äåëà-
þò èõ, ê ñîæàëåíèþ, íå ñòîëü ðåàëèñòè÷íûìè.
Çàòåì ìû èçó÷èì ïîíÿòèå ñèëû è îáîáùåíèå 2-ãî çàêîíà Íüþòîíà ïðè

äâèæåíèè ÷àñòèöû ïîä âîçäåéñòâèåì âíåøíåãî ñèëîâîãî ïîëÿ. Áóäåò íàé-
äåí õàðàêòåð ñèëû, äëÿ êîòîðîé ñîõðàíÿåòñÿ ïîëíàÿ ýíåðãèÿ è ìîìåíò
èìïóëüñà ÷àñòèöû. Â îáùåì ñëó÷àå òàêàÿ ñèëà ìîæåò çàâèñåòü îò ñêîðî-
ñòè ÷àñòèöû.
Â çàêëþ÷åíèå ãëàâû ìû ïðîäîëæèì ðàçâèòèå êîâàðèàíòíîãî ôîðìà-

ëèçìà äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷. Áóäóò ââåäåíû s, t, u � èíâàðè-
àíòû, øèðîêî èñïîëüçóåìûå â ôèçèêå ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö. Äàëåå áóäåò
ðàññìîòðåíî êîâàðèàíòíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ìîìåíòà èìïóëüñà è ñïè-
íà. Ìû ðàññìîòðèì òîìàñîâñêóþ ïðåöåññèþ ñïèíà è âîïðîñû, ñâÿçàííûå
ñ íåëîêàëüíîñòüþ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ.
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3.1 Ýíåðãèÿ è èìïóëüñ

• Çàïèøåì ïîëó÷åííûå â ïåðâîé ãëàâå âûðàæåíèÿ äëÿ ýíåðãèè è èì-
ïóëüñà ÷àñòèöû ìàññîé m, äâèæóùåéñÿ ñî ñêîðîñòüþ u:

E =
m√

1− u2
, p =

mu√
1− u2

. (3.1)

Âîçâîäÿ èõ â êâàäðàò è âû÷èòàÿ, ìîæíî èñêëþ÷èòü ñêîðîñòü:

E2 − p2 = m2. (3.2)

Ðàçäåëèâ èìïóëüñ íà ýíåðãèþ, ìîæíî òàêæå èñêëþ÷èòü ìàññó:

p = E u. (3.3)

Â òàêîé ôîðìå ñâÿçü ýíåðãèè è èìïóëüñà ñïðàâåäëèâà è äëÿ áåçìàññîâûõ
÷àñòèö, íàïðèìåð, ôîòîíîâ. Â ýòîì ñëó÷àå, òàê êàê c = 1, òî ñêîðîñòü
ìîæíî çàïèñàòü ïðè ïîìîùè åäèíè÷íîãî âåêòîðà u = n, ãäå n2 = 1.
Ó÷èòûâàÿ ôîðìóëó Ïëàíêà E = hν, èìååì:

p = E n = hν n =
h

λ
n, (3.4)

ãäå λ = 1/ν � äëèíà âîëíû, ñâÿçàííàÿ ñ êâàíòîâûìè ñâîéñòâàìè ôîòîíà
(òî÷íåå ñ àíñàìáëåì ôîòîíîâ).
Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ â ôîðìóëàõ ôóíäàìåíòàëüíîé ñêî-

ðîñòè �c� íåîáõîäèìî óìíîæèòü âñå âåëè÷èíû, èìåþùèå ðàçìåðíîñòü
âðåìåíè â íåêîòîðîé ñòåïåíè, íà �c� â ýòîé æå ñòåïåíè. Ïîýòîìó äëÿ
ñêîðîñòè (u), èìïóëüñà (p), ýíåðãèè (E), ñèëû (F) è óñêîðåíèÿ (a) íåîá-
õîäèìî ïðîäåëàòü ñëåäóþùèå çàìåíû:

t 7→ t c, u 7→ u

c
, p 7→ p

c
, E 7→ E

c2
, F 7→ F

c2
, a 7→ a

c2
.

Ôîðìóëû (3.1) ñ êîíñòàíòîé �c� èìåþò âèä:

E =
mc2√

1− u2/c2
, p =

mu√
1− u2/c2

. (3.5)

Àíàëîãè÷íî ñîîòíîøåíèÿ (3.2), (3.3) çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

E2 − p2c2 = m2c4, p =
E

c2
u.

Ìîæíî ïîëó÷èòü ðàçëîæåíèÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà (3.5) â ðÿä ïî 1/c:

E = mc2 +
mu2

2
+

3

8

mu4

c2
+ ..., p = mu+mu

u2

2c2
+ ...

Íå ñ÷èòàÿ ýíåðãèè ïîêîÿ mc2, âåäóùèå ÷ëåíû ñîîòâåòñòâóþò êëàññè÷å-
ñêèì âûðàæåíèÿì E = mu2/2 è p = mu.
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• Â àòîìíîé ôèçèêå è ôèçèêå ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö èñïîëüçóþò íå
ñèñòåìó åäèíèö ÑÈ, à ýíåðãåòè÷åñêèå åäèíèöû ýëåêòðîí-âîëüòû. Ýòî
ýíåðãèÿ, êîòîðóþ ïðèîáðåòàåò ýëåêòðîí ñ çàðÿäîì �e�, ïðîõîäÿ ðàçíîñòü
ïîòåíöèàëîâ â îäèí âîëüò. Ýëåêòðîí-âîëüò � î÷åíü ìàëåíüêàÿ ýíåðãèÿ ïî
ñðàâíåíèþ ñ ýíåðãèÿìè, ê êîòîðûì ïðèâûê ÷åëîâåê:

1 ýÂ = 1.602 176 53(14) · 10−19 Äæ.

Íà ñàìîì äåëå îíà ìàëà äàæå äëÿ òèïè÷íûõ çàäà÷ ìèêðîìèðà, ïîýòîìó
îáû÷íî âñòðå÷àþòñÿ å¼ ïðîèçâîäíûå ñ ïðèñòàâêîé êèëî (103), ìåãà (106),
ãèãà (109), òåðà (1012), è ò.ä. Îáðàòèì âíèìàíèå íà ÷èñëî â êðóãëûõ ñêîá-
êàõ â îïðåäåëåíèè 1 ýÂ. Ýòî ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ îøèáêà, ïîêàçûâàþùàÿ
òèïè÷íûé ðàçáðîñ ïîñëåäíèõ äâóõ çíà÷àùèõ öèôð.
Â ñèñòåìå åäèíèö c = 1, êîòîðàÿ ïðèíÿòà â ýòîé êíèãå, ìàññà ðàâíà

ýíåðãèè ïîêîÿ ÷àñòèöû. Ïîýòîìó ìàññû ýëåêòðîíà è ïðîòîíà âûðàæàþò-
ñÿ â ýëåêòðîí-âîëüòàõ:

me ≈ 0.511 ÌýÂ, mp ≈ 938 ÌýÂ.

Êâàíòîâûå çàêîíîìåðíîñòè îïðåäåëÿþò õàðàêòåðíûå ðàçìåðû è ýíåð-
ãèè àòîìîâ � ðàäèóñ Áîðà rB è ýíåðãèþ ñâÿçè Ðèäáåðãà ER:

rB =
~2

mee2
≈ 0.529 · 10−10 ì, ER =

e2

2rB
≈ 13.6 ýÂ

Ýíåðãèÿ ER îïðåäåëÿåò äåôåêò ìàññû àòîìà âîäîðîäà, ò.å. ðàçíèöó ìåæ-
äó ìàññîé ýëåêòðîíà + ïðîòîíà è ìàññîé âñåãî àòîìà âîäîðîäà. Ìàññà
ïðîòîíà ñóùåñòâåííî áîëüøå ýòîé ýíåðãèè, ïîýòîìó îòíîñèòåëüíîå èçìå-
íåíèå ìàññû àòîìà çà ñ÷¼ò ýíåðãèè ñâÿçè îêàçûâàåòñÿ ïîðÿäêà 1.5 · 10−8.
Âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, êîãäà âñÿ ìàññà ÷àñòèö ïðåâðàùàåòñÿ â ýíåðãèþ

èçëó÷åíèÿ. Íàïðèìåð, ýòî ïðîèñõîäèò ïðè àííèãèëÿöèè ýëåêòðîíà è àí-
òèýëåêòðîíà (ïîçèòðîíà) e+ + e− 7→ 2γ ñ ýíåðãèåé èçëó÷åíèÿ, ðàâíîé
2me ≈ 1MýÂ.
Â òî æå âðåìÿ èçìåíåíèå ýíåðãèè ïðèâû÷íûõ îáúåêòîâ ïðèâîäèò ê

ñîâñåì íåáîëüøîìó èçìåíåíèþ èõ ìàññû. Åñëè ìû ðîíÿåì óòþã ìàññîém
ñ âûñîòû H â îäèí ìåòð è âñÿ åãî ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ïðåâðàùàåòñÿ
âî âíóòðåííþþ, òî îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå ìàññû óòþãà ñîñòàâèò:

∆m

m
=

mgH/c2

m
=

gH

c2
∼ 10−16.

Òîò æå óòþã, èñïîëüçóåìûé ïî íàçíà÷åíèþ, ïðè íàãðåâå íà 200 ãðàäóñîâ
ïðè óäåëüíîé òåïëî¼ìêîñòè ïîðÿäêà 500 Äæ/(êã Ê) (æåëåçî) ïîëó÷èò
íà åäèíèöó ìàññû äîïîëíèòåëüíóþ ýíåðãèþ 105 Äæ/êã. Îòíîñèòåëüíîå
èçìåíåíèå åãî ìàññû â ýòîì ñëó÷àå ñîñòàâèò ïîðÿäêà 10−12.
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• Ýíåðãèÿ, íåîáõîäèìàÿ äëÿ óñêîðåíèÿ ÷àñòèöû äî ñêîðîñòè u:

T = E −m =
m√

1− u2
−m,

íàçûâàåòñÿ êèíåòè÷åñêîé. Èìåííî îíà ïðèâîäèòñÿ ïðè óêàçàíèè ïàðà-
ìåòðîâ óñêîðèòåëÿ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö. Ïðè ìàëûõ ñêîðîñòÿõ îíà ñòðå-
ìèòñÿ ê êëàññè÷åñêîìó âûðàæåíèþ T ≈ mu2/2. Åñëè æå T ≫ m, òî
êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ïðèáëèæ¼ííî ðàâíà ïîëíîé ýíåðãèè (T ≈ E). Íà-
ïðèìåð, áîëüøîé àäðîííûé êîëëàéäåð LHC â ÖÅÐÍÅ óñêîðÿåò ïðîòîíû
mp ≈ 0.9 ÃýÂ äî êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèé T ∼ 7000 ÃýÂ.
Áûñòðî äâèæóùèåñÿ ÷àñòèöû ìîãóò ñòîëêíóòüñÿ êàê ñ íåïîäâèæíîé

ìèøåíüþ, òàê è ñî âñòðå÷íûì ïó÷êîì óñêîðåííûõ ÷àñòèö. Â ïîñëåäíåì
ñëó÷àå ñóùåñòâóåò çàìåòíûé ýíåðãåòè÷åñêèé âûèãðûø. Ïóñòü ÷àñòèöû
îäèíàêîâûå è ïîëíàÿ ýíåðãèÿ êàæäîãî ïó÷êà ðàâíà E = m/

√
1− u2. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî ñêîðîñòè ÷àñòèö ðàâíû u2 = 1−m2/E2:

Ïåðåéä¼ì â ñèñòåìó îòñ÷¼òà, êîòîðàÿ äâèæåòñÿ âëåâî (âòîðîé ðèñóíîê)
ñî ñêîðîñòüþ v = −u. Â ýòîì ñëó÷àå ÷àñòèöû ïðàâîãî ïó÷êà áóäóò íåïî-
äâèæíû. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýíåðãèè ëåâîãî ïó÷êà âîñïîëüçóåìñÿ ïðåîáðà-
çîâàíèåì äëÿ ýíåðãèè (1.25), ñòð. 56, ñ v = −u è ôîðìóëîé p = Eu:

E ′ =
E + up√
1− u2

=
1 + u2√
1− u2

E.

Ïîäñòàâëÿÿ u2 = 1−m2/E2 äëÿ ïîëíûõ è êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèé, îêîí-
÷àòåëüíî èìååì:

E ′ =
2E2

m
−m,

T ′

m
= 2

(
1 +

T

m

)2

− 2. (3.6)

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ïîçâîëÿþò ñðàâíèòü ñòîëêíîâåíèå äâóõ ïó÷êîâ, èìåþ-
ùèõ ýíåðãèè E, T , ñ ðàññåèâàíèåì íà íåïîäâèæíîé ìèøåíè îäíîãî ïó÷êà
ñ ýíåðãèåé E ′, T ′. Ïðè áîëüøèõ ýíåðãèÿõ T ≫ m èìååì T ′ ≈ 2T 2/m. Áëà-
ãîäàðÿ êâàäðàòè÷íîé çàâèñèìîñòè ýêâèâàëåíò ñòîëêíîâåíèÿ ñ íåïîäâèæ-
íîé ìèøåíüþ ðàñò¼ò î÷åíü áûñòðî. Íàïðèìåð, äëÿ áîëüøîãî àäðîííîãî
êîëëàéäåðà LHC ýíåðãèÿ êàæäîãî ïó÷êà ïðîòîíîâ ðàâíà 7 ÒýÂ (7 · 1012
ýÂ), ÷òî ïðèâîäèò ê òàêîìó æå ðåçóëüòàòó, êàê è ñòîëêíîâåíèå ñ ìèøå-
íüþ ñ ýíåðãèåé 133 ÒýÂ. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ âûèãðûø â 19 ðàç!
Ïðè ìàëûõ ñêîðîñòÿõ (T ≪ m) êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ðàññåèâàíèÿ íà
ìèøåíè ðàâíà T ′ ≈ 4T , ò.å. âûèãðûø ïðè ïåðåõîäå îò îäíîãî ïó÷êà ê
äâóì âñåãî ëèøü ÷åòûð¼õêðàòíûé (l C7).
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• Âñÿ ýíåðãåòèêà, êîòîðóþ ìû èñïîëüçóåì, ñóùåñòâóåò áëàãîäàðÿ òå-
êóùåé èëè íàêîïëåííîé ñîëíå÷íîé ýíåðãèè. Îíà, â ñâîþ î÷åðåäü, îáó-
ñëîâëåíà ãðàâèòàöèîííûìè ñèëàìè, êîòîðûå ñäàâëèâàþò è ðàçîãðåâàþò
îãðîìíûé ïëàçìåííûé øàð äî òàêèõ äàâëåíèé è òåìïåðàòóð, ÷òî íà÷è-
íàþò èäòè òåðìîÿäåðíûå ðåàêöèè. Â ðåàêöèè ñèíòåçà (ñëèÿíèÿ) èç äâóõ
ÿäåð âîäîðîäà (ïðîòîíîâ ñì. ñòð. 446) âîçíèêàåò äåéòåðèé 2D:

p+ p 7→ 2D+ e+ + νe.

Ýòà ðåàêöèÿ èä¼ò ñ �âûäåëåíèåì ýíåðãèè�. Ýòî íå î÷åíü óäà÷íûé òåðìèí,
òàê êàê ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ëþáîé ðåàêöèè ïîñòîÿííà. Ðå÷ü èä¼ò î ðàçíîñòè
êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèé ÷àñòèö ïîñëå è äî ñòîëêíîâåíèÿ:∑

i

(Ti +mi) =
∑
j

(T ′
i +m′

j) => ∆T = (
∑
i

mi)− (
∑
i

m′
i).

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âûäåëèâøåéñÿ ýíåðãèè äâèæåíèÿ íåîáõîäèìî íàéòè
ðàçíèöó ìàññ ÷àñòèö äî è ïîñëå ñîóäàðåíèÿ. Òàê, äëÿ ïåðâîé ðåàêöèè,
ëåæàùåé â îñíîâå òåðìîÿäåðíîé ýíåðãèè íàøåãî Ñîëíöà, èìååì:

∆T = 2 · 938.272− (1875.613 + 0.511) = 0.42 ÌýÂ,

ãäå ìàññû ÷àñòèö ìîæíî íàéòè íà ñòð. 452. Áàëàíñ êèíåòè÷åñêîé ýíåð-
ãèè âàæåí, òàê êàê èìåííî ýíåðãèÿ äâèæåíèÿ ìîæåò áûòü â äàëüíåéøåì
ïîòåíöèàëüíî ïðåîáðàçîâàíà â äðóãèå �ïîëåçíûå� ôîðìû ýíåðãèè (íà-
ïðèìåð, ýëåêòðè÷åñêóþ, è â êîíå÷íîì ñ÷¼òå ñíîâà â ìåõàíè÷åñêóþ).
Ïðîòîí - ïðîòîííûé ñèíòåç èä¼ò î÷åíü ìåäëåííî (ìàëàÿ âåðîÿòíîñòü

ðåàêöèè) è âûäåëÿåò íåìíîãî ýíåðãèè, ïî÷òè ïîëîâèíà êîòîðîé óíîñèòñÿ
ñëàáî âçàèìîäåéñòâóþùèì ñ âåùåñòâîì íåéòðèíî. Ïîçèòðîí àííèãèëèðó-
åò ñ ýëåêòðîíîì, à äåéòåðèé, ñëèâàÿñü ñ ïðîòîíîì, ïîðîæäàåò ãåëèé-3 ñ
óæå áîëüøèì ýíåðãåòè÷åñêèì âûõîäîì. Ïîñëå åù¼ îäíîé ðåàêöèè ñèíòå-
çà âîçíèêàåò ãåëèé-4. Â ðåçóëüòàòå ýòèõ ðåàêöèé ÷åòûðå ïðîòîíà è äâà
ýëåêòðîíà ïðåâðàùàþòñÿ â ÿäðî ãåëèÿ, äâà íåéòðèíî è øåñòü ôîòîíîâ:

∣∣∣∣∣∣∣∣
p+ p 7→ 2D+ e+ + νe 0.4 ÌýÂ
e+ + e− 7→ 2γ 1.0 ÌýÂ
2D+ p 7→ 3He + γ 5.5 ÌýÂ
3He + 3He 7→ 4He + 2p 12.9 ÌýÂ

Ñóììàðíàÿ ýíåðãèÿ 26.7ÌýÂ ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàññîé ÷åòûðåõ ïðîòîíîâ
ñîñòàâëÿåò çàìåòíóþ âåëè÷èíó 0.7%. Èç-çà èçëó÷åíèÿ Ñîëíöå åæåãîäíî
òåðÿåò ïîðÿäêà 1017 êã, èëè 5 · 10−14 ñâîåé ìàññû. Â êà÷åñòâå óïðàæíå-
íèÿ ïðåäëàãàåòñÿ âû÷èñëèòü óâåëè÷åíèå êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèé ÷àñòèö â
êàæäîé ðåàêöèè ñîëíå÷íîãî öèêëà è èõ ñóììàðíóþ ýíåðãèþ.



146 ÃËÀÂÀ 3.

3.2 Ðàñïàäû è ñòîëêíîâåíèÿ

• Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ðåçóëüòàòå íåêîòîðûõ âíóòðåííèõ ïðè÷èí íåïî-
äâèæíàÿ ÷àñòèöà ìàññîé M ðàñïàäàåòñÿ íà äâå ÷àñòèöû ñ ìàññàìè m1 è
m2, èìåþùèå ñêîðîñòè u1 è u2:

Íàéä¼ì ýíåðãèè ïðîäóêòîâ ðàñïàäà. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì çàêîíû ñîõðà-
íåíèÿ:

E = E1 + E2, p = p1 + p2.

Ñòàíäàðòíûé ïðè¼ì ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷ ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè
ñîîòíîøåíèÿ E2 − p2 = m2, ïðè ïîìîùè êîòîðîãî èçáàâëÿþòñÿ îò îäíîé
èç íåèçâåñòíûõ ñêîðîñòåé (ýíåðãèè è èìïóëüñà). Ïåðåíåñ¼ì E1 è p1 â
çàêîíàõ ñîõðàíåíèÿ âëåâî, âîçâåä¼ì èõ â êâàäðàò è âû÷òåì:

(E − E1)
2 − (p− p1)

2 = E2
2 − p22 = m2

2.

Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè è ñíîâà ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèå äëÿ êâàäðàòà ìàññû,
èìååì:

M 2 +m2
1 − 2EE1 + 2pp1 = m2

2.

Òàê êàê íà÷àëüíàÿ ÷àñòèöà ïîêîèòñÿ, äëÿ íå¼ E = M è p = 0. Ïîýòîìó
íåñëîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãèè ïåðâîãî ïðîäóêòà ðàñïàäà
E1. Äëÿ E2 äîñòàòî÷íî ïåðåñòàâèòü ìåñòàìè èíäåêñû. Â ðåçóëüòàòå:

E1 =
M 2 +m2

1 −m2
2

2M
, E2 =

M 2 +m2
2 −m2

1

2M
.

Òàêèì îáðàçîì, ýíåðãèè ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ ìàññîé íà÷àëüíîé ÷à-
ñòèöû è ìàññàìè ïðîäóêòîâ å¼ ðàñïàäà. Ïðè æåëàíèè, ïðè ïîìîùè ôîð-
ìóëû E = m/

√
1− u2 ìîæíî íàéòè è èõ ñêîðîñòè.

Êîãäà òàêîé ðàñïàä âîçìîæåí? Ìàññà íà÷àëüíîé ÷àñòèöû ïðåâðàùà-
åòñÿ â ýíåðãèþ ðàçëåòàþùèõñÿ ïîñëå ðàñïàäà ÷àñòèö:

M =
m1√
1− u21

+
m2√
1− u22

> m1 +m2.

Åñëè M < m1 +m2, òî òàêîé ñàìîïðîèçâîëüíûé ðàñïàä íåâîçìîæåí ïî
ýíåðãåòè÷åñêèì ñîîáðàæåíèÿì è òðåáóåòñÿ íåêîòîðîå âíåøíåå âîçäåé-
ñòâèå, ÷òîáû ðàçðóøèòü ýíåðãèþ ñâÿçè, ðàâíóþ m1 +m2 −M .
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Òðåáîâàíèå M > m1 + m2 çàïðåùàåò èñïóñêàíèå ÷àñòèöåé íåêîòî-
ðîé äðóãîé ÷àñòèöû ïðè ñîõðàíåíèè ñâîåé èñõîäíîé ìàññû. Íàïðèìåð,
ðàâíîìåðíî äâèæóùèéñÿ ýëåêòðîí íå ìîæåò èçëó÷èòü ôîòîí, îñòàâøèñü
ýëåêòðîíîì. Íà ñàìîì äåëå îí íå ìîæåò è ïðåâðàòèòüñÿ â äðóãóþ ÷àñòè-
öó â ïðîöåññå òàêîãî ðàñïàäà, íî ýòî óæå äðóãàÿ èñòîðèÿ.

Ïî÷åìó âîîáùå ÷àñòèöû ðàñïàäàþòñÿ? Îáû÷íî ê ýòîìó ïðèâîäÿò íåêî-
òîðûå ýâîëþöèîííûå ïðîöåññû, ïðîèñõîäÿùèå âíóòðè èñõîäíîé ÷àñòèöû.
Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü âçðûâ â ðåçóëüòàòå õèìè÷åñêèõ
ðåàêöèé. Â êâàíòîâîì ìèðå ðàñïàäû îáû÷íî ñâÿçàíû ñ òóííåëèðîâà-

íèåì êâàíòîâîé ÷àñòèöû ÷åðåç ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð, íåïðåîäîëèìûé
äëÿ êëàññè÷åñêîé ÷àñòèöû. Â êâàíòîâî-ðåëÿòèâèñòñêîì ìèðå ýëåìåíòàð-
íûõ ÷àñòèö ñèòóàöèÿ åù¼ ìåíåå íàãëÿäíà. Íàïðèìåð, ñâîáîäíûé íåéòðîí
â ñðåäíåì çà 15 ìèíóò ðàñïàäàåòñÿ íà ïðîòîí, ýëåêòðîí è íåéòðèíî, êî-
òîðûå �â í¼ì íå íàõîäèëèñü�. Ýòîò æå íåéòðîí âíóòðè ÿäåð, â îêðóæåíèè
äðóãèõ íåéòðîíîâ è ïðîòîíîâ, âïîëíå ñòàáèëåí è íå ïîäâåðæåí ðàñïàäó.

Ðàñïàä îáðàòåí ñèòóàöèè �ñëèïàíèÿ�, êîãäà â ðåçóëüòàòå ñòîëêíîâåíèÿ
äâóõ ÷àñòèö âîçíèêàåò òðåòüÿ. Ðàññìîòðèì òàêóþ ðåàêöèþ â ëàáîðàòîð-
íîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà, ãäå ïåðâàÿ ÷àñòèöà ñ ìàññîé m1 èìååò ñêîðîñòü v
è ýíåðãèþ E1 = m1/

√
1− v2, à âòîðàÿ ñ ìàññîé m2 ïîêîèòñÿ. Ðåçóëüòàò

èõ ñòîëêíîâåíèÿ èìååò ìàññó M è äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ u:

Çàïèøåì çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà:

E1 +m2 = E, p1 = p.

Âîçâîäÿ â êâàäðàò è âû÷èòàÿ, íàõîäèì êâàäðàò ìàññû ðåçóëüòèðóþùåé
÷àñòèöû, êîòîðàÿ, åñòåñòâåííî, áîëüøå, ÷åì ñóììà èñõîäíûõ:

M 2 = m2
1 +m2

2 +
2m1m2√
1− v2

= (m1 +m2)
2 + 2m1m2

(
1√

1− v2
− 1

)
.

Å¼ ñêîðîñòü ìîæíî íàéòè èç ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà p1 = p, îäíàêî áîëåå
áûñòðûé ïóòü � âîñïîëüçîâàòüñÿ ñâÿçüþ èìïóëüñà, ýíåðãèè è ñêîðîñòè:

u =
p

E
=

p1
E1 +m2

=
v

1 + (m2/m1)
√
1− v2

.

Åñëè v → 1, òî ê ñêîðîñòè ñâåòà ñòðåìèòñÿ è ñêîðîñòü ðåçóëüòèðóþùåé
÷àñòèöû.
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• Ðàññìîòðèì òåïåðü ñèòóàöèþ, êîãäà ÷àñòèöà, èìåþùàÿ ýíåðãèþ E1 è
ìàññóm1, íàëåòàåò íà íåïîäâèæíóþ ÷àñòèöó ñ ìàññîém2 è ìàññû ÷àñòèö
ïîñëå ýòîãî âçàèìîäåéñòâèÿ íå èçìåíÿþòñÿ (óïðóãîå ñòîëêíîâåíèå):

Åñëè ñòîëêíîâåíèå áûëî �íå ëîáîâîå�, òî ÷àñòèöû ðàçëåòÿòñÿ ïîä íåêî-
òîðûìè óãëàìè ê ñêîðîñòè u1 íàëåòàþùåé ÷àñòèöû. Îáîçíà÷èì âñå âå-
ëè÷èíû ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ øòðèõàìè è çàïèøåì çàêîíû ñîõðàíåíèÿ:

E1 + E2 = E ′
1 + E ′

2, p1 + p2 = p′
1 + p′

2,

ãäå E2 = m, p2 = 0. Èçáàâèìñÿ îò ýíåðãèè è èìïóëüñà îäíîé èç ÷àñòèö:

(E1 +m2 − E ′
1)

2 − (p1 − p′
1)

2 = m2
2.

Âîçâîäÿ â êâàäðàò, ïîëó÷àåì:

p1p
′
1 = (E1 +m2)E

′
1 −m2

1 − E1m2.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå èìïóëüñîâ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç èõ ìîäóëè è óãîë:
p1p

′
1 = p1p

′
1 cos θ1. Ïîýòîìó óãîë âûëåòà ÷àñòèö ðàâåí:

cos θ1 =
(E1 +m2)E

′
1 −m2

1 − E1m2

p1p′1
, cos θ2 =

(E1 +m2)(E
′
2 −m2)

p1p′2
.

Âòîðîé óãîë ïîëó÷àåòñÿ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî
èçáàâèòüñÿ îò ýíåðãèè è èìïóëüñà ïåðâîé ÷àñòèöû ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ.
Ñàì ïî ñåáå óãîë ðàññåèâàíèÿ çàâèñèò îò ïðèöåëüíîãî ðàññòîÿíèÿ è

õàðàêòåðà âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè. Îäíàêî íåçàâèñèìî îò ïî-
ñëåäíåãî ýíåðãèÿ ðàññåÿâøåéñÿ ÷àñòèöû, áëàãîäàðÿ çàêîíàì ñîõðàíåíèÿ,
ñâÿçàíà ñ ýòèì óãëîì. ×åì ñèëüíåå òåðÿåò ýíåðãèþ ïåðâàÿ ÷àñòèöà, òåì
íà áîëüøèé óãîë îíà ðàññåèâàåòñÿ. Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê E ′

2 > m2,
E2 = m2, òî èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ñëåäóåò, ÷òî E ′

1 < E1, ò.å.
ýíåðãèÿ óìåíüøàåòñÿ, ïåðåõîäÿ ê ïîêîÿùåéñÿ ÷àñòèöå.
Ïîäñòàâèâ â âûðàæåíèå äëÿ cos θ1 çàâèñèìîñòü èìïóëüñà îò ýíåðãèè

p′ =
√

E ′2
1 −m2

1 è âçÿâ ïðîèçâîäíóþ ïî E ′
1, ìîæíî (l H22) íàéòè ìàêñè-

ìàëüíîå çíà÷åíèå óãëà ðàññåÿíèÿ:

(sin θ1)max =
m2

m1
.

Åñòåñòâåííî, ìàêñèìóì, îòëè÷íûé îò θ = π/2, ñóùåñòâóåò, åñëè ìàññà
íàëåòàþùåé ÷àñòèöû m1 áîëüøå, ÷åì ìàññà ÷àñòèöû m2.
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Îñîáåííî ïðîñòî âûðàæåíèå äëÿ ðåçóëüòèðóþùåé ýíåðãèè âûãëÿäèò,
åñëè íàëåòàþùàÿ ÷àñòèöà ÿâëÿåòñÿ áåçìàññîâîé m1 = 0. Íàïðèìåð, â
ýôôåêòå Êîìïòîíà (1923 ã.) ôîòîí ðàññåèâàåòñÿ íà ýëåêòðîíå. Â ýòîì
ñëó÷àå p1 = E1, p

′
1 = E ′

1, è ýíåðãèÿ ôîòîíà ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ ðàâíà:

1

E ′
1

=
1

E1
+

1

m2
(1− cos θ1).

C ôîòîíîì ïî ôîðìóëå Ïëàíêà ñâÿçàíû ÷àñòîòà E = hν è äëèíà âîëíû
λ = 1/ν. Îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå ∆λ = λ′ − λ ïîñëåäíåé èìååò âèä:

∆λ

λ
=

E1

m2
(1− cos θ1).

Òàêèì îáðàçîì, ÷åì áîëüøå óãîë ðàññåèâàíèÿ, òåì ñèëüíåå óâåëè÷èâàåò-
ñÿ äëèíà âîëíû (óìåíüøàåòñÿ ýíåðãèÿ). ×òîáû îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå
äëèíû âîëíû áûëî çàìåòíûì, íåîáõîäèìû ýíåðãèè ôîòîíà E1, ñðàâíè-
ìûå ñ ìàññîé ýëåêòðîíàE1 ∼ m2. Ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà â ýëåêòðîí-âîëüòàõ
ðàâíà:

~ =
h

2π
= 6.582 118 99(16) · 10−22 ÌýÂ · c.

Ïîýòîìó ÷àñòîòû ôîòîíà, ñîîòâåòñòâóþùèå ìàññå ýëåêòðîíà me = 0.511
ÌýÂ, ðàâíû 1020 ãåðö. Äëèíà âîëíû ïðè ýòîì ñîñòàâëÿåò ∼ 10−12 ì. Ýòî
ôîòîíû æåñòêîãî ðåíòãåíîâñêîãî èçëó÷åíèÿ, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïî-
ëó÷åíû ïðè ïîìîùè ðåíòãåíîâñêîé òðóáêè, â êîòîðîé óñêîðåííûå ýëåê-
òðè÷åñêèì ïîëåì ýëåêòðîíû ïðè ðåçêîì óäàðå îá àíîä èñïóñêàþò ðåíò-
ãåíîâñêèå ëó÷è (òîðìîçíîå èçëó÷åíèå). Äîïîëíèòåëüíî îíè âûáèâàþò
ýëåêòðîíû èç âíóòðåííèõ ýëåêòðîííûõ îáîëî÷åê àòîìîâ. Çàìåùàþùèå
èõ ýëåêòðîíû ñ âåðõíèõ ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé òàêæå èñïóñêàþò ôîòî-
íû ðåíòãåíîâñêîãî ñïåêòðà. Âåëè÷èíà h/mc = 2.4263 · 10−12 ì íàçûâà-
åòñÿ êîìïòîíîâñêîé äëèíîé âîëíû ýëåêòðîíà. Èçìåíåíèå äëèíû âîëíû
(÷àñòîòû) ôîòîíà ïðè ðàññåèâàíèè íà ýëåêòðîíå � ýòî ÷èñòî êâàíòîâûé
ýôôåêò. Â êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêå ïðè ðàññåèâàíèè ýëåêòðîìàã-
íèòíîé âîëíû íà çàðÿæåííîé ÷àñòèöå ÷àñòîòà âîëíû íå èçìåíèòñÿ.
Âûøå ðàññìîòðåíî ñòîëêíîâåíèå â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà, êî-

ãäà îäíà ÷àñòèöà ïîêîèòñÿ, à äðóãàÿ íàëåòàåò íà íå¼ ñ èìïóëüñîì p1.
Òåðìèí �ëàáîðàòîðíàÿ ñèñòåìà îòñ÷¼òà� ìû óæå íåñêîëüêî ðàç èñ-
ïîëüçîâàëè. Îí ïðîèñõîäèò îò ýêñïåðèìåíòîâ, â êîòîðûõ îäèí âèä ÷à-
ñòèö ðàçãîíÿþò ïðè ïîìîùè óñêîðèòåëÿ è íàïðàâëÿþò íà íåïîäâèæíóþ
ìèøåíü, ñîñòîÿùóþ èç ÷àñòèö äðóãîãî âèäà. Åñòåñòâåííî, ýòî äîñòàòî÷íî
óñëîâíûé òåðìèí, ïîòîìó ÷òî â òåõ æå ëàáîðàòîðèÿõ ïðîâîäÿò è ýêñïå-
ðèìåíòû ñî âñòðå÷íûìè ïó÷êàìè, ðàçãîíÿÿ êàæäûé èç íèõ â óñêîðèòåëå.
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• Ðàññìîòðèì òåïåðü óïðóãîå ñòîëêíîâåíèå äâóõ ÷àñòèö â ñèñòåìå îò-
ñ÷¼òà öåíòðà ìàññ, â êîòîðîé èõ ñóììàðíûé èìïóëüñ ðàâåí íóëþ.

Íà ïåðâîì ðèñóíêå èçîáðàæåíî ýòî ñòîëêíîâåíèå â äèíàìèêå è íàðèñî-
âàíû òðàåêòîðèè ÷àñòèö. Êîãäà îíè ñáëèæàþòñÿ, íà÷èíàåò ñêàçûâàòüñÿ
ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó íèìè è òðàåêòîðèè èñêðèâëÿþòñÿ. Êîãäà
÷àñòèöû äîñòàòî÷íî óäàëèëèñü äðóã îò äðóãà, îíè ñíîâà ñòàíîâÿòñÿ ñâî-
áîäíûìè è äâèæóòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ.

Ïî îïðåäåëåíèþ ñèñòåìû öåíòðà ìàññ ìîäóëè èìïóëüñîâ ÷àñòèö ðàâíû
äðóã äðóãó äî è ïîñëå ñîóäàðåíèÿ. Â ñèëó çàêîíà ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà
óãîë ðàññåèâàíèÿ îáåèõ ÷àñòèö îäèí è òîò æå, ðàâíûé χ. Ýíåðãèè ÷à-
ñòèö ïðè ñòîëêíîâåíèè íå èçìåíÿþòñÿ, òàê êàê èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ
ïðè îäèíàêîâûõ íà÷àëüíûõ èìïóëüñàõ èìååì:√

p̃2 +m2
1 +

√
p̃2 +m2

2 =
√
p̃′2 +m2

1 +
√

p̃′2 +m2
2,

îòêóäà p̃2 = p̃′2, è, ñëåäîâàòåëüíî, Ẽi = Ẽ ′
i. Ýíåðãèÿ è èìïóëüñ â ñèñòåìå

öåíòðà ìàññ ïîìå÷åíû òèëüäîé, ÷òîáû îòëè÷àòü èõ îò ëàáîðàòîðíîé ñè-
ñòåìû. Ñêîðîñòè ïðè îäèíàêîâûõ èìïóëüñàõ ïîä÷èíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèþ:

|p̃| = Ẽ1ũ1 = Ẽ2ũ2 =>
m2

m1
=

ũ1/
√

1− ũ21

ũ2/
√

1− ũ21
,

è ïðè ðàçëè÷íûõ ìàññàõ òàêæå ðàçëè÷íû.

Âûðàçèì ýíåðãèè â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà ÷åðåç óãîë χ â ñèñòå-
ìå öåíòðà ìàññ. Äëÿ ýòîãî ïåðåéä¼ì â èíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó îòñ÷¼òà,
äâèæóùóþñÿ âëåâî ñî ñêîðîñòüþ v = ũ2. Â ýòîé ñèñòåìå âòîðàÿ ÷àñòè-
öà äî ñòîëêíîâåíèÿ ïîêîèòñÿ. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé ïðåîáðàçîâàíèÿ
ýíåðãèè (1.25), ñòð. 56. Ýíåðãèÿ ïåðâîé ÷àñòèöû è ìîäóëü èìïóëüñà äî è
ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ íå ìåíÿþòñÿ: Ẽ1 = Ẽ ′

1 = Ẽ,
|p̃1| = |p̃′

1| = p̃. Â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå ýíåðãèè ðàâíû:

E1 =
Ẽ1 + ũ2p̃1√

1− ũ22
, E ′

1 =
Ẽ1 + ũ2p̃1 cosχ√

1− ũ22
, (3.7)

ãäå ó÷òåíî, ÷òî ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ ýíåðãèÿ íå èçìåíÿåòñÿ è ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå vp ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ìîäóëåé íà êîñèíóñ óãëà χ.
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Ïîýòîìó ïåðåäàííàÿ ýíåðãèÿ â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå ðàâíà:

E ′
1 − E1 = − p̃1ũ2√

1− ũ22
(1− cosχ) = − p̃2

m2
(1− cosχ),

ãäå ũ2 âûðàæåíà ÷åðåç p̃2, ðàâíûé p̃ (â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ). ×òîáû åãî
íàéòè, âîñïîëüçóåìñÿ ïåðâûì ñîîòíîøåíèåì (3.7), â êîòîðîå ïîäñòàâèì
ñâÿçü ýíåðãèè è èìïóëüñà Ẽ1 =

√
p̃2 +m2

1, à òàêæå èìïóëüñà è ñêîðîñòè
1 + p̃2/m2

2 = 1/(1− ũ22):

E1 =
Ẽ1√
1− ũ22

+
p̃2

m2
=

√
p̃2 +m2

1

√
1 + p̃2/m2

2 +
p̃2

m2
.

Ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî p̃, ïîëó÷àåì:

p̃2

m2
= ε =

(E2
1 −m2

1)m2

m2
1 +m2

2 + 2m2E1
,

×òî äà¼ò E ′
1, à ïðè ïîìîùè çàêîíà ñîõðàíåíèÿ è E ′

2 = E1 +m2 − E ′
1:

E ′
1 = E1 − ε (1− cosχ), E ′

2 = m2 + ε (1− cosχ).

Òàêèì îáðàçîì, ýíåðãèè ðàññåÿííûõ ÷àñòèö â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå äî-
ñòàòî÷íî ïðîñòî ñâÿçàíû ñ óãëîì χ ïîâîðîòà èìïóëüñîâ â ñèñòåìå öåíòðà
ìàññ. Âåëè÷èíà ε (1 − cosχ) ÿâëÿåòñÿ ýíåðãèåé, ïåðåäàííîé ïåðâîé ÷à-
ñòèöåé, è îíà òåì áîëüøå, ÷åì áîëüøå χ. Ïðè �ëîáîâîì� ñòîëêíîâåíèè,
êîãäà χ = π, ýòà ýíåðãèÿ ìàêñèìàëüíà è ðàâíà 2ε.

Â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì îäèí âàæíûé àñïåêò, ñâÿçàííûé ñ çàêîíàìè
ñîõðàíåíèÿ [15]. Åñëè ÷àñòèöû âçàèìîäåéñòâóþò, òî ñêîðîñòü êîíêðåòíîé
÷àñòèöû èçìåíÿåòñÿ. Ïîýòîìó å¼ ýíåðãèÿ è èìïóëüñ äîëæíû âû÷èñëÿòü-
ñÿ â êîíêðåòíûé ìîìåíò âðåìåíè. Ïðè çàïèñè çàêîíà ñîõðàíåíèÿ, íàïðè-
ìåð, èìïóëüñà ìû ñóììèðóåì èìïóëüñû ÷àñòèö, âû÷èñëåííûå â äàííûé
ìîìåíò âðåìåíè â êîíêðåòíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà. Îäíàêî, òàê êàê ÷àñòè-
öû íàõîäÿòñÿ â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà, â äðóãîé ñèñòåìå òàêàÿ
ñóììà áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü íå îäíîâðåìåííûì ìîìåíòàì âðåìåíè!

Â ðåçóëüòàòå, âîîáùå ãîâîðÿ, çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìååò îäíîçíà÷íûé
ñìûñë, òîëüêî êîãäà ÷àñòèöû åù¼ íå âçàèìîäåéñòâîâàëè èëè ïîñëå ýòîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå îíè äâèæóòñÿ ñ ïîñòîÿííûìè ñêîðîñòÿ-
ìè (èìïóëüñàìè), è äàæå íå îäíîâðåìåííûå çíà÷åíèÿ èìïóëüñîâ, äàäóò
îäèíàêîâóþ ñóììó. Ìû ïîäðîáíåå ðàññìîòðèì ýòîò âîïðîñ â ïîñëåäíåì
ðàçäåëå ãëàâû.
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3.3 Êîñìè÷åñêèå ïîë¼òû

Ìåæçâ¼çäíûå ðàññòîÿíèÿ îãðîìíû. ×òîáû èõ ïðåîäîëåâàòü, íåîáõî-
äèìî äâèæåíèå ñ ðåëÿòèâèñòñêèìè ñêîðîñòÿìè. Â ïóñòîì ïðîñòðàíñòâå

ëåòàòåëüíûé àïïàðàò ìîæåò óñêîðèòü ñåáÿ, òîëüêî ëèøèâøèñü ÷àñòè ñâî-
åé ìàññû. Ðàññìîòðèì äåòàëè ðåëÿòèâèñòñêîãî ðåàêòèâíîãî äâèæåíèÿ.
Ïóñòü ðàêåòà ìàññîé M , ëåòÿùàÿ ñî ñêîðîñòüþ v, çà ìàëûé èíòåðâàë
âðåìåíè dt èñïóñêàåò â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ íå÷òî,
îáëàäàþùåå íåáîëüøîé ýíåðãèåé ε è ñêîðîñòüþ −u:

Ñêîðîñòü ðàêåòû ïðè ýòîì óâåëè÷èâàåòñÿ, à ìàññà óìåíüøàåòñÿ. Çàêîíû
ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà èìåþò âèä:

M√
1− v2

=
M ′

√
1− v′2

+ ε,
M v√
1− v2

=
M ′ v′√
1− v′2

− u ε,

ãäå M ′ è v′ � ìàññà è ñêîðîñòü ðàêåòû ïîñëå èñïóñêàíèÿ, à äëÿ èìïóëüñà
èñïóñêàåìîãî îáúåêòà ïîäñòàâëåíî ñîîòíîøåíèå p = −u ε (ñêîðîñòü u
íàïðàâëåíà ïðîòèâ v). Ñ÷èòàÿ èçìåíåíèÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà ìàëûìè,
èõ ìîæíî çàïèñàòü â äèôôåðåíöèàëàõ (df = f ′ − f):

d

(
M√
1− v2

)
= −ε, d

(
vM√
1− v2

)
= u ε

èëè, èñêëþ÷àÿ ε, èìååì:

d

(
vM√
1− v2

)
= −u d

(
M√
1− v2

)
. (3.8)

Âûøå ñêîðîñòü èñòå÷åíèÿ ux = −u, êàê è ñêîðîñòü ðàêåòû, èçìåðÿëèñü
îòíîñèòåëüíî �íåïîäâèæíîé� ñèñòåìû îòñ÷¼òà. Áóäåì ñ÷èòàòü ïîñòîÿí-
íîé ñêîðîñòü èñòå÷åíèÿ îòíîñèòåëüíî ðàêåòû u′x = −u0 = const. Òîãäà
ïî ïðàâèëó ðåëÿòèâèñòñêîãî ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé ýòà ñêîðîñòü äëÿ �íåïî-
äâèæíîãî� íàáëþäàòåëÿ ðàâíà:

ux =
u′x + v

1 + uxv
=

−u0 + v

1− u0v
= −u.

Åñòåñòâåííî, òåêóùàÿ ñêîðîñòü u â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà çàâèñèò
îò ñêîðîñòè ðàêåòû v è ïðè å¼ óâåëè÷åíèè óìåíüøàåòñÿ (u0 < 1).
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Ìàññà ðàêåòû M = M(t) è å¼ ñêîðîñòü v = v(t) ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè
âðåìåíè. Âðåìÿ âñåãäà ìîæíî èñêëþ÷èòü è ñ÷èòàòü, ÷òî îñòàâøàÿñÿ ìàñ-
ñà ðàêåòû çàâèñèò îò ïðèîáðåò¼ííîé åþ ñêîðîñòè M = M(v). Ðàçäåëèâ
(3.8) íà dv, ïîëó÷àåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå:

d(vf)

dv
=

v − u0
1− u0v

df

dv
, ãäå f = f(v) =

M(v)√
1− v2

.

Ðàñêðîåì ïðîèçâîäíóþ ïðîèçâåäåíèÿ è ðàçäåëèì äèôôåðåíöèàëû:

df

f
=

v − 1/u0
1− v2

dv =
vdv

1− v2
− 1

2u0

(
dv

1− v
+

dv

1 + v

)
.

Ýòî óðàâíåíèå ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ (l H23). Âîçâðàùàÿñü îò ôóíêöèè f
ê ìàññå M = f

√
1− v2, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

M

M0
=

(
1− v

1 + v

)1/(2u0)

, (3.9)

ãäåM0 = M(0) - ìàññà ðàêåòû â íà÷àëå ðàçãîíà (v0 = 0). Âîññòàíàâëèâàÿ
ôóíäàìåíòàëüíóþ ñêîðîñòü v 7→ v/c, íåñëîæíî (l H24) â íåðåëÿòèâèñò-
ñêîì ïðåäåëå ïîëó÷èòü èçâåñòíóþ ôîðìóëó ÖèîëêîâñêîãîM = M0e

−v/u0.

Ïðè âûâîäå ôîðìóëû ðåàêòèâíîãî äâèæåíèÿ ìû ïðåäïîëàãàëè, ÷òî ïî-
òîê âûáðàñûâàåìîãî èç ðàêåòû âåùåñòâà ïîñòîÿíåí êàê ïî ñêîðîñòè, òàê
è ïî èíòåíñèâíîñòè. Íà ñàìîì äåëå ýòî äîñòàòî÷íî íåýôôåêòèâíûé ñïî-
ñîá óñêîðåíèÿ, òàê êàê íà íà÷àëüíûõ ýòàïàõ ïðèõîäèòñÿ ðàçãîíÿòü êàê
ïîëåçíûé ãðóç, òàê è òîïëèâî. Áîëåå ðàöèîíàëüíûì ÿâëÿåòñÿ âûáðàñûâà-
íèå â íà÷àëüíûé ìîìåíò êàê ìîæíî áîëüøåãî êîëè÷åñòâà âåùåñòâà, õîòÿ
óñêîðåíèå, èñïûòûâàåìîå ïðè ýòîì ðàêåòîé, áóäåò î÷åíü áîëüøèì. Òàê,
åñëè âåùåñòâî èñïóñêàåòñÿ ðàêåòîé íå ïîñòåïåííî, à �ñðàçó�, íàïðèìåð,
â ðåçóëüòàòå âçðûâà, òî ñèòóàöèÿ ñ áàëàíñîì ïîëåçíîé ìàññû ðàêåòû è
èñõîäíîé M/M0 áóäåò èíîé. Çàïèøåì çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è èì-
ïóëüñà, êîãäà ðàêåòà ïåðâîíà÷àëüíî áûëà íåïîäâèæíà, èìåÿ ìàññó M0.
Ïóñòü îíà èñïóñêàåò ñî ñêîðîñòüþ u0 íåêîòîðóþ ìàññó m:

M0 =
M√
1− v2

+
m√
1− u20

,
Mv√
1− v2

=
mu0√
1− u20

.

Èñêëþ÷àÿ m, ïîëó÷àåì:

M

M0
=

√
1− v2

1 + v/u0
.

Â ñëó÷àå, åñëè u0 = 1 (ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñêîðîñòü), ðåçóëüòàò ñîâïàäàåò
ñ (3.9). Îäíàêî ïðè u0 < 1 ôîðìóëû ðàçëè÷àþòñÿ, è âìåñòî ñòåïåííîãî
óáûâàíèÿ ìàññû ìû èìååì çíà÷èòåëüíî áîëåå ìÿãêóþ çàâèñèìîñòü îò u0.
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Èç ñîîòíîøåíèÿ (3.9) ñëåäóåò, ÷òî ÷åì âûøå ñêîðîñòü èñòå÷åíèÿ u0,
òåì ìåíüøóþ ÷àñòü èñõîäíîé ìàññû òåðÿåò ðàêåòà. Â õèìè÷åñêèõ ðàêåò-
íûõ äâèãàòåëÿõ ñêîðîñòü èñòå÷åíèÿ â äîëÿõ ôóíäàìåíòàëüíîé ñêîðîñòè
ñîñòàâëÿåò ïîðÿäêà u = 10−5 =3 êì/c. Ïîýòîìó ïðè ðàçãîíå äî ïîëîâèíû
ñêîðîñòè ñâåòà v = 1/2 îò ðàêåòû îñòàíåòñÿ 10−23856 ÷àñòü. Ïîíÿòíî, ÷òî
ïîäîáíûé ñïîñîá ðåëÿòèâèñòñêîãî óñêîðåíèÿ àáñîëþòíî íåðåàëèñòè÷åí.
Íàèáîëåå ýêîíîìè÷íûì ÿâëÿåòñÿ äâèãàòåëü, â êîòîðîì ñêîðîñòü èñòå-

÷åíèÿ áëèçêà ê åäèíèöå u0 ∼ 1. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîëîâè-
íû ñêîðîñòè ñâåòà v = 1/2 ïîòðåáóåòñÿ ïîòðàòèòü 40% èñõîäíîé ìàññû.
Îáû÷íî ïîäîáíûå äâèãàòåëè íàçûâàþòñÿ ôîòîííûìè, îäíàêî â êà÷åñòâå
ðåàêòèâíîé ñòðóè ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ íå òîëüêî ôîòîíû, íî è çàðÿ-
æåííûå ÷àñòèöû, óñêîðåííûå ïðè ïîìîùè ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé äî
ñêîðîñòåé, áëèçêèõ ê ñêîðîñòè ñâåòà.
Ïðåäñòàâèì êîðàáëü â âèäå áîëüøîãî öèêëè÷åñêîãî óñêîðèòåëÿ çàðÿ-

æåííûõ ÷àñòèö, êîòîðûå ïîñòåïåííî ðàçãîíÿþòñÿ ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì,
óäåðæèâàÿñü íà êðóãîâîé èëè ñïèðàëüíîé îðáèòå ïðè ïîìîùè ìàãíèòíî-
ãî ïîëÿ. Äîñòèãíóâ îêîëîñâåòîâûõ ñêîðîñòåé, îíè âûáðàñûâàþòñÿ â âèäå
ðåàêòèâíîé ñòðóè. Äðóãîé âàðèàíò � î÷åíü äëèííûé ëèíåéíûé óñêîðè-
òåëü ÷àñòèö, êîòîðûìè ìîãóò áûòü è äîñòàòî÷íî òÿæ¼ëûå èîíèçèðîâàí-
íûå àòîìû. Òàêîé ïðèíöèï óñòðîéñòâà ðàêåòû ÷àñòî íàçûâàåòñÿ èîííûì
äâèãàòåëåì. Îí èìååò î÷åíü ìàëåíüêóþ ðåàêòèâíóþ ñèëó, îäíàêî íà ìàð-
øåâîì ðàçãîíå (ýòàï íàáîðà ñêîðîñòè ïðè ñòàðòå, íàïðèìåð, ñ îðáèòû âî-
êðóã Çåìëè) ïîñòåïåííî è äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíî óâåëè÷èâàåò ñêîðîñòü
ðàêåòû. Âîçìîæíû òàêæå ãèáðèäíûå âàðèàíòû, êîãäà íåñêîëüêî ïàð ëè-
íåéíûõ óñêîðèòåëåé çàöèêëèâàþò ðàçâîðîòíûìè êîëüöàìè ñ ìàãíèòíûì
ïîëåì. Â ýòîì ñëó÷àå äâèãàòåëü ìîæåò ðàáîòàòü êàê â ëèíåéíîì, òàê è
â öèêëè÷åñêîì âàðèàíòå.
Â ñîëíå÷íîé ñèñòåìå, êðîìå õèìè÷åñêèõ ðàêåò è ðàêåò, èñïîëüçóþùèõ

ÿäåðíûå ðåàêöèè, âîçìîæíî äâèæåíèå ïðè ïîìîùè ñâåòîâîãî ñîëíå÷íîãî
äàâëåíèÿ, îòðàæàåìîãî áîëüøèìè çåðêàëüíûìè ïàðóñàìè. Ñòîèò òàêæå
óïîìÿíóòü èäåþ âíåøíåãî óñêîðåíèÿ êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà áåç äâèãà-
òåëÿ. Â ýòîì ñëó÷àå îí ìîæåò óäàëÿòüñÿ îò Çåìëè, ïîëó÷àÿ èìïóëüñû
(íàïðèìåð, ëàçåðíûå) îò öåïî÷êè âðàùàþùèõñÿ íà ðàçíûõ ðàññòîÿíèÿõ
âîêðóã Çåìëè óñêîðèòåëüíûõ óñòàíîâîê. Îòäà÷à îò òàêèõ èìïóëüñîâ áó-
äåò ïîñòåïåííî óâåëè÷èâàòü ñêîðîñòü è ñàìèõ óñòàíîâîê. Ïîäîáíàÿ ðàñ-
êðó÷èâàþùàÿñÿ è óâåëè÷èâàþùàÿñÿ �ïðàùà� ìîæåò ïîñòîÿííî çàïóñêàòü
ìíîæåñòâî íåáîëüøèõ àïïàðàòîâ äëÿ èññëåäîâàíèÿ Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû,
ïîëó÷àÿ ýíåðãèþ äëÿ èìïóëüñîâ îò ñîëíå÷íûõ áàòàðåé. Íå çàïðåùåíî
òàêæå è äàëüíåéøåå ñîâåðøåíñòâîâàíèå èäåè Æþëÿ Âåðíà ⌣̈.
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Äâèæåíèå ñ îêîëîñâåòîâûìè ñêîðîñòÿìè ñîïðÿæåíî ñ ìíîæåñòâîì îïàñ-
íîñòåé. Ïîìèìî êîñìè÷åñêèõ ïèðàòîâ íåãóìàíîèäíîãî âèäà, ãëàâíûì
âðàãîì çâåçäîëåòà áóäóò àòîìû âîäîðîäà. Ïî ñîâðåìåííûì îöåíêàì â
êàæäîì êóáè÷åñêîì ñàíòèìåòðå ìåæçâ¼çäíîãî ïðîñòðàíñòâà ñîäåðæèòñÿ
ïðèìåðíî îäèí òàêîé àòîì. Äàæå åñëè îí èìååò íåáîëüøóþ ñêîðîñòü, ïðè
ñòîëêíîâåíèè ñ îáøèâêîé áûñòðî ëåòÿùåãî êîðàáëÿ áóäåò ïîðîæäàòüñÿ
æ¼ñòêîå ðàäèîàêòèâíîå èçëó÷åíèå. Îäíèì èç âîçìîæíûõ ðåøåíèé (òåõ-
íè÷åñêè ïîêà íåïîíÿòíî, êàê ðåàëèçóåìûì) áûëà áû çàùèòà îò ýòèõ ÷à-
ñòèö ïðè ïîìîùè ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé, ñ îäíîâðåìåííûì çàõâàòîì
èõ äëÿ ïîïîëíåíèÿ ðàñõîäóåìîãî äëÿ ðåàêòèâíîãî äâèæåíèÿ âåùåñòâà.
Åù¼ áîëüøàÿ ïðîáëåìà � ïûëü è ìèêðîìåòåîðèòû, êîòîðûå ìîãóò áûòü
ñìåðòåëüíûìè äàæå äëÿ àâòîìàòè÷åñêèõ çîíäîâ.
Âòîðàÿ ïðîáëåìà - ýíåðãåòè÷åñêàÿ. Äàæå áåç ó÷¼òà ðàñõîäà ìàññû ðà-

êåòû â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé Öèîëêîâñêîãî, ÷òîáû óñêîðèòü çîíä
ìàññîé 100 êã. äî ñêîðîñòè, ðàâíîé ïîëîâèíå ñêîðîñòè ñâåòà, òðåáóåòñÿ
15 ·(3 ·108)2 ≈ 1018 Äæ. Ïî ñîâðåìåííûì ìåðêàì ýòî ãèãàíòñêàÿ ýíåðãèÿ.
Îäíàêî îñâîåíèå òåðìîÿäåðíîãî óïðàâëÿåìîãî ñèíòåçà ñäåëàåò ïîäîáíûå
ýíåðãèè áîëåå ðåàëèñòè÷íûìè. Íå ñòîèò íà ìåñòå òàêæå è ôèçèêà ýëå-
ìåíòàðíûõ ÷àñòèö. ×åì ãëóáæå ìû îïóñêàåìñÿ ïî ñòðóêòóðíîé ëåñòíèöå,
òåì áîëüøèå ýíåðãèè ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé ïîòåíöèàëüíî íàì äîñòóïíû.
Ýëåêòðîí òàê æå íåèñ÷åðïàåì, êàê è àòîì ⌣̈.
Êðîìå òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîáëåì, âîçíèêàþùèõ ïðè èññëåäîâàíèè ãëó-

áîêîãî êîñìîñà, ñóùåñòâóþò è ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñ öåëåñîîáðàçíîñòüþ
òàêèõ ýêñïåäèöèé. ×åì äàëüøå ìû çàáèðàåìñÿ â êîñìîñ, òåì ïîçæå ÷åëî-
âå÷åñòâî óçíà¼ò î ðåçóëüòàòàõ èññëåäîâàíèé. Â êàêîé-òî ìîìåíò çàäåðæ-
êà â ïîëó÷åíèè íîâîé èíôîðìàöèè ïîëíîñòüþ íèâåëèðóåò å¼ öåííîñòü.
Ñîìíèòåëüíà òàêæå ïîëüçà ïèëîòèðóåìûõ ýêñïåäèöèé, äàæå â ïðåäåëàõ
ñîëíå÷íîé ñèñòåìû. Ñòðåìèòåëüíî ðàçâèâàþùàÿñÿ êîìïüþòåðíàÿ òåõ-
íèêà óæå â áëèæàéøåì áóäóùåì áóäåò îáëàäàòü èíòåëëåêòîì, ñðàâíè-
ìûì ñ ÷åëîâå÷åñêèì è, ê ñîæàëåíèþ, ïðåâûøàþùèì åãî. Ïîýòîìó ñëàáûå
áèîëîãè÷åñêèå îðãàíèçìû, êîòîðûå íåîáõîäèìî çàùèùàòü îò ðàäèàöèè,
îáåñïå÷èâàòü âîçäóõîì è âîäîé, äåëàþò áåññìûñëåííûìè ïèëîòèðóåìûå
÷åëîâå÷åñêèìè îñîáÿìè ýêñïåäèöèè. Åäèíñòâåííàÿ ïðè÷èíà, ïî êîòîðîé
íåîáõîäèìà ðàçðàáîòêà çâåçäîëåòîâ ñ áèîëîãè÷åñêèì ýêèïàæåì, � ýòî
âîçìîæíûå ïðîáëåìû ñ íàøèì Ñîëíöåì. Ïîêà íåò îñíîâàíèé ñ÷èòàòü,
÷òî îíî âûéäåò èç ðåæèìà ñïîêîéíîãî ãîðåíèÿ, ñòàâ, íàïðèìåð, ñâåðõ-
íîâîé. Îäíàêî ìû äîñòàòî÷íî ìàëî çíàåì î åãî ôèçèêå. Â ëþáîì ñëó÷àå
âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ êîâ÷åãîâ, ñïîñîáíûõ ñïàñòè ÷àñòü áèîëîãè÷å-
ñêèõ ñóùåñòâ è çíàíèé ÷åëîâå÷åñòâà, äîëæíà áûòü ïðîðàáîòàíà.
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3.4 Ñèëà

• Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ÷àñòèöû ïîä âîçäåéñòâèåì âíåøíåé, íå çàâè-
ñÿùåé îò âðåìåíè ñèëû. Â êëàññè÷åñêîé ôèçèêå äëÿ ïðåäñêàçàíèÿ òðà-
åêòîðèè ÷àñòèöû r = r(t) äîñòàòî÷íî çíàòü å¼ ïîëîæåíèå è ñêîðîñòü â
íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Åñëè òðàåêòîðèÿ ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé (äèôôå-
ðåíöèðóåìîé) ôóíêöèåé âðåìåíè, òî ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äîëæíû áûòü äèôôåðåíöèàëüíûìè
óðàâíåíèÿìè âòîðîãî ïîðÿäêà:

f(r̈, ṙ, r) = 0,

ãäå òî÷êà íàä âåêòîðîì îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè. Çíàíèå óðàâ-
íåíèé äâèæåíèÿ, íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé ñêîðîñòè u0 = ṙ(0) è ïîëîæåíèÿ
r0 = r(0) îáúåêòà ïîçâîëÿåò ïðåäñêàçàòü åãî òðàåêòîðèþ. Åñòåñòâåííî,
äëÿ ýòîãî íåîáõîäèì ÿâíûé âèä óðàâíåíèé, êîòîðûå îáû÷íî ïîëó÷àþòñÿ
íà îñíîâå ýìïèðè÷åñêèõ íàáëþäåíèé. Íàïðèìåð, ïðè äâèæåíèè íåáîëü-
øîãî (�ïðîáíîãî�) çàðÿäà q â îêðåñòíîñòè íåïîäâèæíîãî çàðÿäà Q âû-
ïîëíÿåòñÿ çàêîí Êóëîíà:

dp

dt
=

qQ

r3
r.

Â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ íàõîäèòñÿ ïðîèçâîäíàÿ ðåëÿòèâèñòñêîãî èì-
ïóëüñà p = mu/

√
1− u2. Âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ êîîðäèíàò â ïðàâîé ÷àñòè

íàçûâàåòñÿ ñèëîé. Òàêèì îáðàçîì, ïî îïðåäåëåíèþ ñèëà ðàâíà ñêîðîñòè
èçìåíåíèÿ èìïóëüñà îáúåêòà:

F =
dp

dt
=

ma√
1− u2

+
mu (ua)

(1− u2)3/2
, (3.10)

ãäå a = u̇. Ìîæíî áûëî áû îïðåäåëèòü ñèëó, êàê ma èëè ma/
√
1− u2.

Îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå ýìïèðè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ êóëîíîâñêîãî óðàâ-
íåíèÿ äâèæåíèÿ ïðèâåëî áû ê òîìó, ÷òî ñèëà îêàçàëàñü çàâèñÿùåé íå
òîëüêî îò ïîëîæåíèÿ ïðîáíîãî çàðÿäà, íî è îò åãî ñêîðîñòè è, ÷òî ñî-
âñåì íåõîðîøî, � îò óñêîðåíèÿ.

Ïîýòîìó îïðåäåëåíèå (3.10) âûáðàíî òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âåê-
òîð ñèëû, ïðèâîäÿùèé ê ýìïèðè÷åñêèì óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ,
âûãëÿäåë íàèáîëåå ïðîñòî.

Îòäåëüíûé âîïðîñ, ïî÷åìó �ïðîñòîòà� âîçíèêàåò, åñëè ñèëà ðàâíà ïðîèç-
âîäíîé èìïóëüñà? Îñòàâëÿÿ ýòîò âîïðîñ ïîêà áåç îòâåòà, ïðèìåì (3.10)
êàê îïðåäåëåíèå è ðàññìîòðèì íåêîòîðûå îáùèå ñâîéñòâà äèíàìèêè, íå
çàâèñÿùèå îò ÿâíîãî âèäà âçàèìîäåéñòâèÿ F.
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• Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñèëû íà ñêîðîñòü ðàâíî èçìåíåíèþ ýíåðãèè
äâèæåíèÿ ÷àñòèöû:

dE

dt
= uF. (3.11)

Êðîìå ïðÿìîé ïðîâåðêè, ýòó ôîðìóëó ëåãêî ïîëó÷èòü äèôôåðåíöèðî-
âàíèåì ñâÿçè ýíåðãèè, èìïóëüñà è ìàññû E2 = p2 + m2 ñ ïîñëåäóþùåé
ïîäñòàíîâêîé p = uE.

Íàéä¼ì óñêîðåíèå ïðîáíîãî òåëà:

a = u̇ =
d

dt

(p

E

)
=

F− u(uF)

E
. (3.12)

Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå íå ñîäåðæèò â ÿâíîì âèäå ìàññó ÷àñòèöû, ïîýòîìó
ïðèìåíèìî è äëÿ áåçìàññîâûõ îáúåêòîâ, íàïðèìåð, ôîòîíîâ. Êàê èç-
âåñòíî, â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå òðàåêòîðèÿ ñâåòà îòêëîíÿåòñÿ îò ïðÿìîé
ëèíèè. Ñìåùåíèå ïîëîæåíèÿ çâ¼çä, âèäèìûõ â ìîìåíò çàòìåíèÿ Ñîëíöà
âîçëå êðàÿ åãî ïîâåðõíîñòè (îòíîñèòåëüíî èõ ïîëîæåíèÿ â îòñóòñòâèå
Ñîëíöà), ñòàëî òðèóìôîì òåîðèè ãðàâèòàöèè Ýéíøòåéíà:

Â ïîñëåäíåé ýòîò ýôôåêò ñâÿçàí ñ êðèâèçíîé ÷åòûð¼õìåðíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà è âðåìåíè. Îäíàêî åñëè ñèëà ãðàâèòàöèîííîãî ïðèòÿæåíèÿ çàâèñèò
íå îò ìàññû ÷àñòèöû m, à îò å¼ ýíåðãèè E, ïîäîáíûå èñêðèâëåíèÿ òðà-
åêòîðèè ìîæíî äîñòàòî÷íî ïðîñòî îïèñàòü â ðàìêàõ ïëîñêîãî ïðîñòðàí-
ñòâà. Ïîäðîáíåå ìû ðàññìîòðèì ýòè âîïðîñû âî âòîðîé ÷àñòè êíèãè.

Ïðè ïîìîùè (3.12) ìîæíî çàïèñàòü èçìåíåíèå ñî âðåìåíåì êâàäðàòà
ñêîðîñòè:

du2

dt
=

2(uF)

E
(1− u2).

Òàêîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïðè ïðèáëèæåíèè ñêî-
ðîñòè u ê ñêîðîñòè ñâåòà å¼ ìîäóëü ïåðåñòà¼ò èçìåíÿòüñÿ, òàê êàê ìíî-
æèòåëü (1−u2) �çàìîðàæèâàåò� äèíàìèêó. Â ÷àñòíîñòè, �ñâåòîïîäîáíûå�
îáúåêòû, èìåþùèå èçíà÷àëüíî åäèíè÷íûé ìîäóëü ñêîðîñòè u2 = 1, íå
ìåíÿþò ýòîãî çíà÷åíèÿ. Õîòÿ, êîíå÷íî, îíè ìîãóò èçìåíèòü íàïðàâëå-
íèå ñêîðîñòè ïîä âîçäåéñòâèåì ñèëû F (åñëè îíà çàâèñèò, íàïðèìåð, îò
ýíåðãèè îáúåêòà E).
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• Íàéä¼ì îáùåå âûðàæåíèå äëÿ ñèëû, ñîãëàñóþùååñÿ ñ çàêîíàìè ñî-
õðàíåíèÿ ýíåðãèè è ìîìåíòà èìïóëüñà. Ïóñòü âîêðóã íåïîäâèæíîãî, �òî-
÷å÷íîãî� èñòî÷íèêà ñèëû ïðîñòðàíñòâî èçîòðîïíî. Â ýòîì ñëó÷àå ñèëà,
äåéñòâóþùàÿ íà ïðîáíóþ ÷àñòèöó, ìîæåò çàâèñåòü òîëüêî îò âåêòîðà
ðàññòîÿíèÿ îò öåíòðà ïîëÿ r è ñêîðîñòè ïðîáíîé ÷àñòèöû u:

F = f1 r+ f2 u (ru) + f3 [r× u],

ãäå fi � ñêàëÿðíûå ôóíêöèè, êîòîðûå ìîãóò çàâèñåòü îò ðàññòîÿíèÿ äî
èñòî÷íèêà ñèëû r =

√
r, ìîäóëÿ ñêîðîñòè u =

√
u2 è ñêàëÿðíîãî ïðîèç-

âåäåíèÿ ru. Ìíîæèòåëü (ru) ïðè ôóíêöèè f2 âûáðàí äëÿ óäîáñòâà.
Ïðè íàëè÷èè òàêîãî ñèëîâîãî âîçäåéñòâèÿ ìîæåò ñîõðàíÿòüñÿ (íå ìå-

íÿòüñÿ âî âðåìåíè) ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ êîîðäèíàò è ñêîðîñòè, íàçûâàå-
ìàÿ ïîëíîé ýíåðãèåé. Ïðîñòåéøèé âûáîð òàêîé ôóíêöèè ñîîòâåòñòâóåò
êëàññè÷åñêîé ñóììå ýíåðãèè äâèæåíèÿE è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè V (r):

E = E + V (r) = const.

Ó÷èòûâàÿ (3.11), âîçüì¼ì ïðîèçâîäíóþ ïîëíîé ýíåðãèè ïî âðåìåíè:

dE
dt

= uF+ V ′(r)
ru

r
= f1 (ru) + f2 (ru)u

2 + V ′(r)
(ru)

r
= 0.

Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî f1 = −f2 u
2 − V ′/r. Âèäíî, ÷òî íà ñî-

õðàíåíèå ïîëíîé ýíåðãèè ïðîáíîé ÷àñòèöû íå îêàçûâàåò âëèÿíèå êîìïî-
íåíòà ñèëû f3, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ñêîðîñòè. Èòàê, ýíåðãèÿ ñîõðàíÿåòñÿ,
åñëè ñèëà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

F = −V ′(r)

r
r− f2 [u× [r× u]] + f3 [u× r], (3.13)

ãäå äëÿ êîìïàêòíîñòè ìû âîñïîëüçîâàëèñü ôîðìóëîé �áàö ìèíóñ öàá�:
[u × [r × u]] = ru2 − u(ru). Âòîðàÿ è òðåòüÿ êîìïîíåíòû ñèëû âñåãäà
îñòàþòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíûìè ñêîðîñòè, ïîýòîìó, èçìåíÿÿ å¼ íàïðàâëå-
íèå, íå èçìåíÿþò àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó (ò.å. ýíåðãèþ).
Çàìåòèì, ÷òî ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ìîæåò è íå áûòü ñóììîé ýíåðãèè äâè-

æåíèÿ E è ïîòåíöèàëüíîãî âîçäåéñòâèÿ V (r). Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ
ïðåäëàãàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî ñëåäóþùàÿ âåëè÷èíà:

E = E eV (r) = const

ñîõðàíÿåòñÿ, åñëè ñèëà èìååò âèä:

F = −E
V ′(r)

r
r− f2 [u× [r× u]] + f3 [u× r]. (3.14)

Îòëè÷èå (3.14) îò ñèëû (3.13), ïðèâîäÿùåé ê àääèòèâíîìó çàêîíó ñîõðà-
íåíèÿ ýíåðãèè, ñîñòîèò â ïîÿâëåíèè ýíåðãèè äâèæåíèÿ E, çàâèñÿùåé îò
ñêîðîñòè â ïåðâîì ñëàãàåìîì.
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• Êðîìå ïîëíîé ýíåðãèè, ìîæåò òàêæå ñîõðàíÿòüñÿ ìîìåíò èìïóëüñà
L, ïåðïåíäèêóëÿðíûé ñêîðîñòè u è ðàäèóñ-âåêòîðó r. Áëàãîäàðÿ ýòî-
ìó òðàåêòîðèÿ ÷àñòèöû âñåãäà îñòà¼òñÿ â îäíîé ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿ-
ùåé ÷åðåç íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ âåêòîðîâ r è u. Êëàññè÷åñêàÿ ôîðìóëà
L = m[r×u] â ðåëÿòèâèñòñêîì ñëó÷àå ìîæåò áûòü îáîáùåíà ðàçëè÷íûì
îáðàçîì. Íàèáîëåå ïðîñòîå âûðàæåíèå äëÿ ìîìåíòà

L = [r× p] = E [r× u]

ñîõðàíÿåòñÿ

dL

dt
= [u× p] + [r× ṗ] = [r× F] = f2 (ru)[r× u] + f3 (r(ru)− ur2) = 0

òîëüêî, åñëè f2 = f3 = 0 (âåêòîðû u, r â îáùåì ñëó÷àå èìåþò ïðîèçâîëü-
íîå íàïðàâëåíèå, à [r× u] èì ïåðïåíäèêóëÿðåí).
Îäíàêî ýòî íå îçíà÷àåò, ÷òî íåëüçÿ ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùèé èíòå-

ãðàë äâèæåíèÿ ïðè f2 ̸= 0. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî âåêòîð [u × [r × u]] â
âûðàæåíèÿõ (3.14), (3.13) îñòà¼òñÿ â ïëîñêîñòè (r, u), íå âûâîäÿ èç íå¼
òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû (â îòëè÷èå îò òðåòüåé êîìïîíåíòû ñèëû
f3). Ïîýòîìó ïðè íàëè÷èè f2 ñîõðàíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ âåëè÷èíà:

L = g(E) [r× p],

ãäå g(E) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ ýíåðãèè äâèæåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, íà-
ïðèìåð, äëÿ (3.14) c f3 = 0 óðàâíåíèå:

dL

dt
= g′(E)(uF)[r× p] + g(E) f2 (ru)[r× u] = 0

âûïîëíÿåòñÿ, åñëè

f2 = −E
g′(E)

g(E)

(uF)

(ru)
= E2 g

′(E)

g(E)

V ′(r)

r
.

Â íàèáîëåå ïðîñòîì ñëó÷àå ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè îò ýíåðãèè g(E) = E
�ìîäèôèöèðîâàííûé ìîìåíò èìïóëüñà� L = E [r× p] ñîõðàíÿåòñÿ (äâè-
æåíèå ïðîèñõîäèò â ïëîñêîñòè) äëÿ ñëåäóþùåé ñèëû:

F = −E
V ′(r)

r

{
r+ [u× [r× u]]

}
.

Îáùèé ìíîæèòåëü E âîçíèêàåò äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ïîëíîé ýíåðãèè
è îòñóòñòâóåò â ñëó÷àå àääèòèâíîé ïîëíîé ýíåðãèè. Äëÿ ãðàâèòàöèîííîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ ïðè ìàëûõ ñêîðîñòÿõ ýòî âûðàæåíèå äîëæíî ïåðåõîäèòü
â çàêîí ãðàâèòàöèè Íüþòîíà, ïîýòîìó V (r) = −α/r. Êàê ìû óâèäèì âî
âòîðîé ÷àñòè, òàêàÿ ñèëà â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïî α ïðèâîäèò ê òàêèì
æå âûðàæåíèÿì äëÿ ñìåùåíèÿ ïåðèãåëèÿ Ìåðêóðèÿ è îòêëîíåíèÿ ñâåòà,
êàê è òåîðèÿ ãðàâèòàöèè Ýéíøòåéíà.
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• Íàéä¼ì òåïåðü, êàê ñâÿçàíû âåêòîðû ñèëû äëÿ íàáëþäàòåëåé â äâóõ
èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëî-
ðåíöà (ñì. ñòð. 31) äëÿ èíòåðâàëà âðåìåíè dt ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíûìè ïîëîæåíèÿìè îáúåêòà â ïðîñòðàíñòâå:

dt′ =
dt− v dr√
1− v2

=
1− vu√
1− v2

dt,

ãäå v � îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü ñèñòåì îòñ÷¼òà, à u = dr/dt � ñêîðîñòü
îáúåêòà. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ êâàäðàòîâ ñêîðîñòè
(1.16), ñòð. 34:

√
1− u′2

√
1− u2

=

√
1− v2

1− vu
, (3.15)

ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â áîëåå ñèììåòðè÷íîì âèäå:

dt′
√

1− u′2 = dt
√

1− u2. (3.16)

Â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò îäíî âûðàæåíèå, çàïèñàííîå ñ òî÷êè çðå-
íèÿ êàæäîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû. Ïîýòîìó åãî íàçûâàþò èíâàðèàíòîì
ïðåîáðàçîâàíèé. Â äàííîì ñëó÷àå ýòî áåñêîíå÷íî ìàëîå ñîáñòâåííîå âðå-
ìÿ îáúåêòà dt0, îäèíàêîâîå äëÿ îáåèõ ñèñòåì îòñ÷¼òà S è S ′. Äåéñòâè-
òåëüíî, åñëè ÷àñû äâèæóòñÿ ñî ñêîðîñòüþ u, òî ïðîøåäøåå íà íèõ âðåìÿ
îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷¼òà S ðàâíî dt0 = dt

√
1− u2 (ñì. ñòð 79). Ýòó

æå ôîðìóëó ìîæíî çàïèñàòü è äëÿ ñèñòåìû S ′, ïîñòàâèâ â ïðàâîé ÷à-
ñòè øòðèõîâàííóþ ñêîðîñòü è âðåìÿ. Â ëåâîé æå ÷àñòè â îáîèõ ñëó÷àÿõ
ñòîèò îäíà è òà æå âåëè÷èíà � ñîáñòâåííîå âðåìÿ ÷àñòèöû.

Âîçüì¼ì äèôôåðåíöèàëû îò ïðåîáðàçîâàíèÿ èìïóëüñà è ýíåðãèè (ñòð.
57), ñ÷èòàÿ îòíîñèòåëüíóþ ñêîðîñòü ñèñòåì îòñ÷¼òà v ïîñòîÿííîé:

dE ′ =
dE − vdpx√

1− v2
, dp′x =

dpx − vdE√
1− v2

, dp′y = dpy.

Ðàçäåëèì ýòè ñîîòíîøåíèÿ íà äèôôåðåíöèàëû âðåìåíè (3.16) è, ó÷èòû-
âàÿ, ÷òî dE/dt = uF, ïîëó÷àåì:

u′F′
√
1− u′2

=
uF− v Fx√

1− u2
√
1− v2

,
F ′
x√

1− u′2
=

Fx − v (uF)√
1− u2

√
1− v2

.

Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ñâÿçûâàþò êîìïîíåíòû ñèëû, èçìåðÿåìîé íàáëþäà-
òåëÿìè â äâóõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà S ′ è S. Äëÿ ïîïåðå÷íûõ ê
íàïðàâëåíèþ ñêîðîñòè v ïðîåêöèé ñèëû íåèçìåííûìè îêàçûâàþòñÿ êîì-
áèíàöèè Fy/

√
1− u2 è Fz/

√
1− u2. Ýòî ñëåäóåò èç dp′y = dpy è dp′z = dpz.
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• Ìû óæå îòìå÷àëè, ÷òî ÷åòâ¼ðêà âåëè÷èí ñêàëÿðíîé ýíåðãèè è âåê-
òîðíîãî èìïóëüñà (E,p) ïðåîáðàçóåòñÿ òàê æå, êàê è âðåìÿ ñ ðàäèóñ-
âåêòîðîì (t, r). Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ è ñ ñèëîé. Â ýòîì ñëó÷àå ñîîòâåò-
ñòâóþùèìè ÷åòûðüìÿ âåëè÷èíàìè (4-âåêòîð ñèëû) ÿâëÿþòñÿ:

fα =

(
uF√
1− u2

,
F√

1− u2

)
.

Â ïåðâîé ãëàâå ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ êîîðäèíàò è âðåìåíè áûëè çàïè-
ñàíû â âåêòîðíîì âèäå (ñòð. 31):

r′ = r− γvt+ Γv (vr). (3.17)

Àíàëîãè÷íûå âåêòîðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ ñèëû:

F′
√
1− u′2

=
F− γv(uF) + Γv(vF)√

1− u2
.

Îòìåòèì òàêæå ñîîòíîøåíèå:

u′F′ =
(u− v)F

1− uv
,

êîòîðîå ñëåäóåò èç ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ íóëåâûõ êîìïîíåíò 4-ñèëû. Â í¼ì
äîïîëíèòåëüíî ó÷òåíî ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ êâàäðàòà ñêîðîñòè (3.15).
Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ ñèëû.

Êàê îáû÷íî, îíî ïîëó÷àåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé øòðèõîâàííûõ è íåøòðèõî-
âàííûõ âåëè÷èí ñ çàìåíîé v 7→ −v:

√
1− v2

1− vu
F = F′ + γv(u′F′) + Γv(vF′). (3.18)

Â ýòîì ïðåîáðàçîâàíèè òàêæå ïðîèçâåäåíî íåáîëüøîå óïðîùåíèå ïðè
ïîìîùè ñîîòíîøåíèÿ (3.15).
Ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèëû ìåæäó èíåðöèàëüíûìè ñèñòåìàìè îòñ÷¼òà ïîç-

âîëÿþò íàéòè ñèëó âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó äâóìÿ äâèæóùèìèñÿ îáúåêòà-
ìè, åñëè èçâåñòíà �ñòàòè÷åñêàÿ ñèëà�, â ñèòóàöèè, êîãäà îäèí èç îáúåêòîâ
íåïîäâèæåí. Ìû âîñïîëüçóåìñÿ ýòèì ôàêòîì â ñëåäóþùåé ãëàâå, ÷òîáû
ïðè ïîìîùè çàêîíà Êóëîíà âçàèìîäåéñòâèÿ íåïîäâèæíîãî çàðÿäà Q íà
ïðîáíûé çàðÿä q

F =
qQ

r3
r

íàéòè ñèëó âîçäåéñòâèÿ ñî ñòîðîíû äâèæóùåãîñÿ ñî ñêîðîñòüþ v çàðÿ-
äà. Â ðåçóëüòàòå âîçíèêíåò ñïåöèôè÷åñêàÿ êîìïîíåíòà ñèëû, èìåþùàÿ
ñìûñë ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Â êîíå÷íîì ñ÷¼òå ýòî ïðèâåä¼ò íàñ ê óðàâíå-
íèÿì Ìàêñâåëëà è êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêå, â îñíîâå êîòîðîé íà
ñàìîì äåëå ëåæàò �ëèøü� çàêîí Êóëîíà è ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà.
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3.5 Ðåøåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé

• Ðàññìîòðèì äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû,
äâèæóùåéñÿ â ïîëå ïîñòîÿííîé ñèëû:

d

dt

mu√
1− u2

= F = const.

Íåñìîòðÿ íà ïðîñòîòó óðàâíåíèÿ, ðåëÿòèâèñòñêàÿ äèíàìèêà ïðèâîäèò ê
äîâîëüíî ãðîìîçäêèì ðåøåíèÿì. Âî âòîðîé ãëàâå, ïðè ðàññìîòðåíèè ðàâ-
íîóñêîðåííîãî äâèæåíèÿ, ìû èçó÷èëè ÷àñòíûé ñëó÷àé äâèæåíèÿ âäîëü
ïðÿìîé. Íàéä¼ì òåïåðü ðåøåíèå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàïðàâëåíèÿ íà÷àëü-
íîé ñêîðîñòè u0 ÷àñòèöû è âåêòîðà ñèëû F.
Èíòåãðèðóÿ äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå ïåðâûé ðàç, ïîëó÷àåì:

u√
1− u2

= w0 + a t,

ãäå ââåäåí ïîñòîÿííûé âåêòîð a = F/m, à w0 - êîíñòàíòà èíòåãðèðîâà-
íèÿ. Îíà ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü îáúåêòà u0 â
ìîìåíò âðåìåíè t = 0:

w0 =
u0√
1− u2

0

.

Åñëè âîçâåñòè âûðàæåíèå äëÿ ñêîðîñòè â êâàäðàò, ìîæíî âûðàçèòü u2

÷åðåç âðåìÿ è ïåðåïèñàòü çàâèñèìîñòü âåêòîðà ñêîðîñòè îò âðåìåíè â
ÿâíîì âèäå:

u(t) =
w0 + a t√

1 + (w0 + a t)2
.

Òàê êàê ïî îïðåäåëåíèþ u(t) = dr/dt, òî, ÷òîáû ïîëó÷èòü çàêîí äâè-
æåíèÿ ÷àñòèöû, íåîáõîäèìî ïðîèíòåãðèðîâàòü ôóíêöèþ u(t):

r =

∫
u(t) dt =

α

a

∫
w0 + a t√

1 + α2
(
t+ w0a

a2

)2
dt,

ãäå â çíàìåíàòåëå âûäåëåí ïîëíûé êâàäðàò ïî t, a = |a| è

α =
a√

1 +
[w0 × a]2

a2

.

Ñäåëàåì çàìåíó τ = t+ (w0a)/a
2:

r =
α

a

∫
a τ + [a× [w0 × a]]/a2√

1 + α2τ 2
dτ,

ãäå ïðèìåíåíà ôîðìóëà äâîéíîãî âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.
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Ýòîò èíòåãðàë ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè ñëåäóþùèõ òàáëè÷íûõ
èíòåãðàëîâ:∫

τ dτ√
1 + α2τ 2

=
1

α2

√
1 + α2τ 2,

∫
dτ√

1 + α2τ 2
=

1

α
ln
(
ατ +

√
1 + α2τ 2

)
,

ïðîâåðÿåìûõ ïðÿìûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì. Â ðåçóëüòàòå:

r(t) = r0 +
a

a2

(√
1 + (w0 + a t)2 −

√
1 +w2

0

)
+

[a× [w0 × a]]

a2
τ0(t),

ãäå r0 � ïîëîæåíèå òåëà â ìîìåíò âðåìåíè t = 0. Êîíñòàíòû èíòåãðèðî-
âàíèÿ âûáðàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû r(0) = r0. Âåëè÷èíà

τ0(t) =
1

a
ln

√
1 + (w0 + at)2 + at+ (w0a)/a√

1 +w2
0 + (w0a)/a

èìååò ñìûñë ñîáñòâåííîãî âðåìåíè îáúåêòà. Îíî ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíî:

τ0(t) =

t∫
0

√
1− u2(t) dt =

t∫
0

dt√
1 + (w0 + a t)2

.

Åñëè ñ äâèæóùåéñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì ïîñòîÿííîé ñèëû ÷àñòèöåé ñâÿ-
çàòü ÷àñû, òî çà âðåìÿ äâèæåíèÿ t îíè ïîêàæóò èíòåðâàë âðåìåíè τ0(t).
Âûðàæåíèå äëÿ τ0(t), ïðè èçâåñòíûõ íà÷àëüíîé ñêîðîñòè ÷àñòèöû è å¼
�óñêîðåíèè� ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ïîêàçàíèÿ äâèæóùèõñÿ ÷àñîâ. Â ÷àñò-
íîì ñëó÷àå íà÷àëüíî íåïîäâèæíîé ÷àñòèöû å¼ ñîáñòâåííîå âðåìÿ ðàâíî:

τ0(t) =
1

a
ln
(√

1 + (at)2 + at
)
.

Åñëè ñîáñòâåííîå óñêîðåíèå a è íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü u0 ïàðàëëåëüíû
äðóã äðóãó, òî âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå [a × [w0 × a]] ðàâíî íóëþ è âû-
ðàæåíèå äëÿ òðàåêòîðèè çàìåòíî óïðîùàåòñÿ. Òåëî äâèæåòñÿ ïî ïðÿìîé
ëèíèè. Åñëè âäîëü íå¼ íàïðàâèòü îñü x, òî ïîëó÷èòñÿ óæå èçâåñòíîå íàì
âûðàæåíèå (2.28), ñòð.113:

x(t) = x0 +
1

a

(√
1 + (w0 + a t)2 −

√
1 + w2

0

)
.

Åñëè ïîñòðîèòü ýòó òðàåêòîðèþ íà ïëîñêîñòè (x, t), òî ïîëó÷èòñÿ ãèïåð-
áîëà. Ïîýòîìó òàêîå äâèæåíèå ÷àñòî íàçûâàþò ãèïåðáîëè÷åñêèì. Õîòÿ
ìû âèäèì, ÷òî â îáùåå ðåøåíèå çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè âõîäèò áîëåå
ñëîæíûì îáðàçîì, ïîýòîìó òåðìèí �ãèïåðáîëè÷åñêîå äâèæåíèå� ïðèìå-
íèì òîëüêî äëÿ äâèæåíèÿ ïî ïðÿìîé. Â îáùåì ñëó÷àå ëó÷øå ïðîñòî
ãîâîðèòü î ðåëÿòèâèñòñêîì ðàâíîóñêîðåííîì äâèæåíèè.
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• Ðàññìîòðèì åù¼ îäèí ïðèìåð ðåøåíèÿ ðåëÿòèâèñòñêèõ äèíàìè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé. Ïóñòü ñèëà çàâèñèò îò ñêîðîñòè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

dp

dt
= u×B,

ãäå u � ñêîðîñòü ÷àñòèöû, à B � íåêîòîðûé ïîñòîÿííûé âåêòîð. Êàê ìû
óâèäèì â ñëåäóþùåé ãëàâå, ïîäîáíîå óðàâíåíèå âîçíèêàåò ïðè äâèæåíèè
åäèíè÷íîãî çàðÿäà â ïîñòîÿííîì îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå.

Ïðîèçâîäíàÿ ýíåðãèè ïî âðåìåíè ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ñêîðîñòè íà ñè-
ëó: dE/dt = uF, à ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå u[u × B] = [u × u]B = 0.
Ïîýòîìó ýíåðãèÿ äâèæåíèÿ E â òàêîì ïîëå ñèë íå èçìåíÿåòñÿ, à ñëåäî-
âàòåëüíî, íå èçìåíÿåòñÿ ìîäóëü ñêîðîñòè. Ýòèì ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ,
çàïèñàâ ñâÿçü èìïóëüñà, ýíåðãèè è ñêîðîñòè: p = Eu. Ïîñòîÿííàÿ ýíåð-
ãèÿ âûíîñèòñÿ èç-ïîä ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè, è óðàâíåíèå äâèæåíèÿ
ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

du

dt
= u×Ω, (3.19)

ãäå ââåäåí ïîñòîÿííûé âåêòîð Ω = B/E, ïðîïîðöèîíàëüíûé ñèëîâîìó
ïîëþ B è ïîñòîÿííîé ýíåðãèè ÷àñòèöû, çàâèñÿùåé îò íà÷àëüíîé ñêî-
ðîñòè ÷àñòèöû. Óìíîæàÿ ýòî óðàâíåíèå íà Ω, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî
ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè â íàïðàâëåíèè âåêòîðà Ω íå èçìåíÿåòñÿ:

d(uΩ)

dt
= 0.

Âäîëü âåêòîðà Ω ÷àñòèöà ïðîäîëæàåò äâèãàòüñÿ ðàâíîìåðíî. Èçìåíåíèå
íàïðàâëåíèÿ ñêîðîñòè ïðîèñõîäèò â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé Ω.

Óðàâíåíèå (3.19) äîñòàòî÷íî ïðîñòî ðåøàåòñÿ ïðè ïîäõîäÿùåì âûáî-
ðå ñèñòåìû êîîðäèíàò. Äëÿ ýòîãî îñü z íàïðàâëÿåòñÿ âäîëü âåêòîðà Ω è
ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà èç äâóõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ìû òåì íå
ìåíåå ðåøèì (3.19) â âåêòîðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ. Ðàçëîæèì âåêòîð ñêîðî-
ñòè íà ïðîäîëüíóþ uq è ïîïåðå÷íóþ ñîñòàâëÿþùèå u⊥ = u− uq:

uq =
Ω(Ωu)

ω2
,

u⊥ = u− Ω(Ωu)

ω2
,

ãäå ââåäåí ìîäóëü âåêòîðà ω = |Ω| = |B|/E.
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Òàê êàê Ω × Ω = 0 è Ωu ïîñòîÿííà, òî ïîïåðå÷íàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (3.19):

du⊥

dt
= u⊥ ×Ω.

Âîçüì¼ì îò ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè è ðàñêðîåì äâîéíîå
âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå, ó÷èòûâàÿ, ÷òî u⊥Ω = 0:

d2u⊥

dt2
=

du⊥

dt
×Ω = [u⊥ ×Ω]×Ω = −Ω2 u⊥.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå äëÿ îñöèëëÿòîðà:

d2u⊥

dt2
+ ω2u⊥ = 0.

Ðåøàÿ åãî äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè, ïîëó÷àåì:

u⊥(t) = a cos(ωt) + b sin(ωt),

ãäå a è b � äâà ïîñòîÿííûõ âåêòîðà, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ Ω. Îíè íàõîäÿò-
ñÿ èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé:

u⊥(0) = u0 −
Ω(Ωu0)

ω2
=

Ω× [u0 ×Ω]

ω2
= a,

du⊥(0)

dt
= [u0 ×Ω] = ωb,

ãäå u(0) = u0 � íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ñêîðîñòè. Â ðåçóëüòàòå:

u =
Ω (Ωu0)

ω2
+

Ω× [u0 ×Ω]

ω2
cos(ωt) +

[u0 ×Ω]

ω
sin(ωt).

Ïðè çàïèñè ýòîãî ðåøåíèÿ ìû âûðàçèëè ïîïåðå÷íóþ ñêîðîñòü u⊥ ÷åðåç
ïîëíóþ ñêîðîñòü u è ó÷ëè, ÷òî uΩ = u0Ω = const.
Èíòåãðèðóÿ ñêîðîñòü ïî âðåìåíè, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ òðàåêòîðèè:

r = r0+
[u0 ×Ω]

ω2
+

Ω (Ωu0)

ω2
t +

Ω× [u0 ×Ω]

ω3
sin(ωt)− [u0 ×Ω]

ω2
cos(ωt),

ãäå r0 = r(0) � ïîëîæåíèå ÷àñòèöû â ìîìåíò âðåìåíè t = 0. Ýòî óðàâíå-
íèå ñïèðàëè. ×àñòèöà ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω ïîâîðà÷èâàåòñÿ â ïëîñêî-
ñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé Ω. Âåêòîðû ïðè ñèíóñå è êîñèíóñå ëåæàò â ýòîé
ïëîñêîñòè. Îíè ïåðïåíäèêóëÿðíû äðóã äðóãó è èìåþò îäèíàêîâóþ äëè-
íó. Ýòà äëèíà îïðåäåëÿåò ðàäèóñ ñïèðàëè R, �ðàçìàòûâàþùåéñÿ� âäîëü
Ω:

R =
|u0 ×Ω|

ω2
=

|u0|
ω

sinα,

ãäå α � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè u0 èΩ. Åñëè α = π/2 (íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü
ïåðïåíäèêóëÿðíà Ω), ðàäèóñ ìàêñèìàëåí è ïðîïîðöèîíàëåí íà÷àëüíîìó
èìïóëüñó ÷àñòèöû: R = |u0|E/|B| = |p0|/|B|.
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3.6 Êîâàðèàíòíàÿ äèíàìèêà ∗

• Ëþáûå ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû ìîãóò áûòü âûðàæåíû â òåðìèíàõ 4-
âåêòîðîâ. Êàê òîëüêî ïîäîáíûé 4-âåêòîð çàïèñàí, ïðè ïîìîùè ñîîòíî-
øåíèé (2.44), ñòð. 128, íå ñîñòàâëÿåò òðóäà íàéòè çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ
ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû ìåæäó äâóìÿ èíåðöèàëüíûìè ñèñòåìàìè îòñ÷¼òà.

Òàê, óìíîæàÿ 4-âåêòîð ñêîðîñòè (2.49), ñòð. 132, íà ìàññó, ìû ïîëó÷àåì
4-âåêòîð ýíåðãèè èìïóëüñà:

pα = muα = m
dxα

ds
=

(
m√

1− u2
,

mu√
1− u2

)
= (E,p),

ãäå ó÷òåíî, ÷òî èíâàðèàíòíûé èíòåðâàë âäîëü òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ÷à-
ñòèöû ðàâåí ds = dt

√
1− u2, à dxα = (dt, dr). Ìàññà ÷àñòèöû ÿâëÿåòñÿ

èíâàðèàíòîì. Å¼ êâàäðàò ñîâïàäàåò ñ êâàäðàòîì 4-èìïóëüñà:

p2 = pαpα = E2 − p2 = m2.

Ýòî æå âûðàæåíèå ñðàçó ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ äëÿ 4-ñêîðîñòè u2 = 1.
Â 4-ìåðíîì èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå ñ îñÿìè E, px, py, pz óðàâíåíèå
p2 = m2 ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëîèäîì. Äëÿ �îáû÷íûõ� ÷àñòèö m2 > 0, E > 0,
ïîýòîìó ýíåðãèÿ è èìïóëüñ ÷àñòèö íàõîäÿòñÿ íà âåðõíåé ÷àøå ãèïåðáî-
ëîèäà, êîòîðóþ íàçûâàþò ìàññîâîé ïîâåðõíîñòüþ. ×àñòèöû ñ íóëåâîé
ìàññîé ëåæàò íà êîíóñå.

Äëÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà ìîæíî çàïèñàòü âåêòîðíîå ïðåîáðàçîâàíèå
ìåæäó äâóìÿ ñèñòåìàìè îòñ÷¼òà (ñì. òàêæå ñòð. 57):

E ′ = γ(E − vp), p′ = p− γvE + Γv(vp).

Ìàññà ôîòîíà ðàâíà íóëþ, è â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé Ïëàíêà ìîæíî
ââåñòè âîëíîâîé 4-âåêòîð:

pα = ~kα, kα = (ω,k) = (ω, ωn),

ãäå n � åäèíè÷íûé âåêòîð â íàïðàâëåíèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ôîòîíà, à
ω = 2πν � åãî êðóãîâàÿ ÷àñòîòà. Ïðè ïîìîùè ýòèõ ñîîòíîøåíèé è ïðå-
îáðàçîâàíèé ýíåðãèè - èìïóëüñà ìîæíî ñíîâà çàïèñàòü ñîîòíîøåíèå äëÿ
ýôôåêòà Äîïëåðà è àáåððàöèè (ñòð. 133).
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• Äëÿ ïîëó÷åíèÿ 4-âåêòîðà ñèëû íåîáõîäèìî ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü
4-èìïóëüñ ïî èíâàðèàíòíîìó èíòåðâàëó:

fα =
dpα

ds
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ èíâàðèàíò s (ñîáñòâåííîå âðåìÿ) âäîëü òðàåêòîðèè
äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ðàâåí ds =

√
1− u2 dt, ïîëó÷àåì:

fα =
dpα/dt√
1− u2

=

(
uF√
1− u2

,
F√

1− u2

)
,

ãäå ïîäñòàâëåíû âûðàæåíèÿ dE/dt = uF, dp/dt = F. Âåëè÷èíà fα ÿâëÿ-
åòñÿ 4-âåêòîðîì [ïðåîáðàçóåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèÿìè (2.44)],
òàê êàê 4-âåêòîðîì ÿâëÿåòñÿ pα, à ds � èíâàðèàíò ïðåîáðàçîâàíèé.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 4-ñèëû íà 4-èìïóëüñ ðàâíî íóëþ:

p · f = pαf
α = p0f 0 − pf =

E(uF)− pF√
1− u2

= 0,

ãäå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå íåîáõîäèìî ïîäñòàâèòü p = uE. Ýòî ñîîò-
íîøåíèå ìîæíî òàêæå äîêàçàòü, ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ìàññó, êîòîðàÿ
ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé:

0 =
dm2

ds
=

d(pαpα)

ds
=

dpα

ds
pα + pα

dpα
ds

= 2pα
dpα

ds
= 2pαf

α.

Ïðîèçâîäíàÿ êâàäðàòà pαpα âû÷èñëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó ïðîèçâîäíîé ïðîèç-
âåäåíèÿ. Çàòåì ó÷èòûâàåòñÿ ñâîéñòâî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ëþáûõ
äâóõ âåêòîðîâ: AαBα = AαB

α (ñòð. 129). Íàïîìíèì, ÷òî àíàëîãè÷íûå
ðàññóæäåíèÿ áûëè ïðîäåëàíû ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñîîòíîøåíèÿ u ·a = 0.

Êâàäðàò 4-ñèëû ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì, ïîýòîìó ñëåäóþùàÿ êîìáèíà-
öèÿ

f2 =
(uF)2 − F2

1− u2
= inv

èìååò îäíî è òî æå çíà÷åíèå äëÿ âñåõ èíåðöèàëüíûõ íàáëþäàòåëåé.

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå 4-óñêîðåíèÿ aα = duα/ds (ñòð. 133), âûðàæå-
íèå äëÿ 4-ñèëû ìîæíî íàïèñàòü â êâàçèíüþòîíîâñêîì âèäå

fα = maα.

Åñòåñòâåííî, ýòî ñîîòíîøåíèå çàïèñàíî äëÿ 4-âåêòîðîâ è, êîíå÷íî, íå
ýêâèâàëåíòíî îáû÷íîìó íüþòîíîâñêîìó çàêîíó F = ma äëÿ îáû÷íûõ
3-âåêòîðîâ.
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• Â êîâàðèàíòíûõ îáîçíà÷åíèÿõ îïèñàíèå ðåàêöèé âçàèìîäåéñòâèÿ ÷à-
ñòèö ñòàíîâèòñÿ î÷åíü ëàêîíè÷íûì è ïðîñòûì. Äëÿ äâóõ ÷àñòèö ñ 4-
èìïóëüñàìè p1 = (E1,p1) è p2 = (E2,p2), èìåþùèõ ìàññû m1 è m2,
ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

p21 = m2
1, p22 = m2

2, p1 · p2 = E1E2 − p1p2.

Âñåãäà, êîãäà âñòðå÷àåòñÿ êâàäðàò 4-èìïóëüñà, åãî ìîæíî ñðàçó çàìå-
íèòü íà êâàäðàò ìàññû ÷àñòèöû. Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ îá-
ùèì îïðåäåëåíèåì ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ 4-âåêòîðîâ. Êâàäðàòû 4-
âåêòîðîâ èëè èõ ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè, ïî-
ýòîìó ìîãóò áûòü ðàñïèñàíû â ëþáîé ñèñòåìå îò÷¼òà. Ïîëó÷åííîå çíà-
÷åíèå ÷èñëåííî áóäåò ñîâïàäàòü ñî çíà÷åíèåì ýòîãî èíâàðèàíòà â ëþáîé
äðóãîé ñèñòåìå. Åñëè ïîñòðîåíî ðàâåíñòâî, ñâÿçûâàþùåå äâà èíâàðèàí-
òà, ìîæíî çàïèñàòü åãî ëåâóþ ÷àñòü â îäíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, à ïðàâóþ
� â äðóãîé. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ ñâÿçü ìåæäó âåëè÷èíàìè, èçìåðÿå-
ìûìè íàáëþäàòåëÿìè â ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà.

Ðàññìîòðèì åù¼ ðàç ðåàêöèþ, â êîòîðîé ÷àñòèöà ñ 4-èìïóëüñîì p ðàñ-
ïàäàåòñÿ íà äâå ÷àñòèöû ñ 4-èìïóëüñàìè p1 è p2 (ñòð. 146). Çàêîí ñîõðà-
íåíèÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà (êîìïîíåíò 4-èìïóëüñà) â ýòîì ñëó÷àå èìååò
âèä:

p = p1 + p2.

Äëÿ íóëåâûõ êîìïîíåíò 4-âåêòîðîâ ýòî óðàâíåíèå äà¼ò çàêîí ñîõðàíåíèÿ
ýíåðãèè, à äëÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ � çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà.
Ïåðåíîñÿ 4-èìïóëüñ p1 âëåâî è âîçâîäÿ â êâàäðàò, ïîëó÷àåì:

(p− p1)
2 = m2 +m2

1 − 2p · p1 = m2
2,

ãäå êâàäðàò ðàñêðûâàåòñÿ ïî îáû÷íîé àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìóëå.
Òåïåðü ìîæíî ðàñïèñàòü ýòî âûðàæåíèå â êîíêðåòíîé ñèñòåìå îòñ÷¼-

òà. Íàèáîëåå åñòåñòâåííî âûáðàòü ñèñòåìó, â êîòîðîé èñõîäíàÿ ÷àñòè-
öà ïîêîèòñÿ p = (m,0). Â ýòîì ñëó÷àå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî
p · p1 = mE1 − 0 · p1 = mE1. Ïîýòîìó:

m2 +m2
1 − 2mE1 = m2

2.

Â ðåçóëüòàòå ýíåðãèÿ ïðîäóêòà ðàñïàäà îêàçûâàåòñÿ çàâèñÿùåé îò ìàññ
ðàñïàâøèõñÿ ÷àñòèö è ìàññû èñõîäíîé ÷àñòèöû:

E1 =
m2 +m2

1 −m2
2

2m
.

Àáñîëþòíî àíàëîãè÷íî íàõîäèòñÿ E2. Äëÿ ýòîãî â çàêîíå ñîõðàíåíèÿ
íåîáõîäèìî ïåðåíåñòè 4-èìïóëüñ p2 âëåâî (èëè ïîìåíÿòü ìåñòàìè èí-
äåêñû).
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• Ðàññìîòðèì òåïåðü ðåàêöèþ óïðóãîãî ñòîëêíîâåíèÿ äâóõ ÷àñòèö ñ
4-èìïóëüñàìè p1 è p2. Ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ èõ ìàññû íå èçìåíÿþòñÿ,
à 4-èìïóëüñû ñòàíîâÿòñÿ ðàâíûìè p′1 è p′2. Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè-
èìïóëüñà â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä:

p1 + p2 = p′1 + p′2.

Èçáàâèìñÿ îò ýíåðãèè è èìïóëüñà îäíîé èç êîíå÷íûõ ÷àñòèö. Äëÿ ýòîãî
p′1 ïåðåíåñ¼ì âëåâî è âñ¼ âûðàæåíèå âîçâåä¼ì â êâàäðàò:

(p1 + p2 − p′1)
2 = p′22 .

Ïðîâåäÿ ñòàíäàðòíûå àëãåáðàè÷åñêèå äåéñòâèÿ, èìååì:

m2
1 +m2

2 +m2
1 + 2p1 · p2 − 2p1 · p′1 − 2p2 · p′1 = m2

2.

Âûáåðåì ëàáîðàòîðíóþ ñèñòåìó îòñ÷¼òà, â êîòîðîé âòîðàÿ ÷àñòèöà íåïî-
äâèæíà p2 = (m2,0):

m2
1 = p1 · p′1 + p2 · (p′1 − p1) = E1E

′
1 − p1p

′
1 +m2 (E

′
1 − E1).

Òåïåðü íåñëîæíî âûðàçèòü óãîë ðàññåÿíèÿ pp′ = pp′ cos θ ÷åðåç ýíåðãèþ
íàëåòàþùåé ÷àñòèöû E1 =

√
p2 +m2

1 è å¼ æå ýíåðãèþ ïîñëå ðàññåÿíèÿ
E ′

1 =
√

p′2 +m2
1.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ çàâèñèìîñòè èìïóëüñà |p̃1| = |p̃2| = p̃ è óãëà ðàññåÿ-
íèÿ χ â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ îò ýíåðãèé ÷àñòèö â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå
çàïèøåì çàêîí ñîõðàíåíèÿ â âèäå p′1−p1 = p2−p′2 è óìíîæèì åãî íà p2.

p2 · (p′1 − p1) = p2 · (p2 − p′2).

Ýòî ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì, ò.å. èìååò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ â
ëþáîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà. Ðàñïèøåì ëåâóþ ÷àñòü â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå
p2 = (m2,0), à ïðàâóþ � â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ p2 = (Ẽ2, p̃2):

m2(E
′
1 − E1) = m2

2 − (Ẽ2Ẽ
′
2 − p̃2p̃

′
2).

Â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ ýíåðãèè ÷àñòèö è ìîäóëè èìïóëüñîâ íå èçìåíÿ-
þòñÿ:

Ẽ2 = Ẽ ′
2, |p̃1| = |p̃2| = p̃.

Ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ, ÷òî Ẽ2
2 − p̃2

2 = m2
2, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå:

E ′
1 − E1 = − p̃2

m2
(1− cosχ),

íàéäåííîå ðàíåå ïðè ïîìîùè çàêîíà ïðåîáðàçîâàíèÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà
ìåæäó äâóìÿ ñèñòåìàìè îòñ÷¼òà (ñòð. 151).
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3.7 Èíâàðèàíòû s, t è u ∗

• Åñëè ïðè ñòîëêíîâåíèè äâóõ ÷àñòèö èçìåíÿþòñÿ íå òîëüêî èõ ñêî-
ðîñòè, íî è ìàññû, òàêàÿ ðåàêöèÿ íàçûâàåòñÿ äâóõ÷àñòè÷íûì íåóïðóãèì

ñòîëêíîâåíèåì. Íàïðèìåð:

p + γ 7→ p + π0,
π+ + π− 7→ p̄ + p,

ãäå p, p̄� ïðîòîí è àíòèïðîòîí, γ � ôîòîí, π0, π± � íåéòðàëüíûé è çà-
ðÿæåííûå ïè-ìåçîíû. Ñ äâóõ÷àñòè÷íûìè íåóïðóãèìè ñòîëêíîâåíèÿìè
ñâÿçàíû ðåàêöèè ðàñïàäîâ ÷àñòèöû íà òðè äðóãèå ÷àñòèöû. Íàïðèìåð:

µ− 7→ e− + ν̄e + νµ,
K− 7→ π0 + e− + ν̄e,

ãäå µ � ìþîí, K− � êàîí, νe, νµ � ýëåêòðîííîå è ìþîííîå íåéòðèíî.
Ïðèâåäåííûå âûøå ðåàêöèè ðàññåÿíèÿ è ðàñïàäà îáúåäèíÿåò òî, ÷òî â

íèõ ó÷àñòâóþò 4 ÷àñòèöû. Äëÿ åäèíñòâà ìû çàïèøåì ýòî â âèäå ÷åòûðåõ-
õâîñòîé äèàãðàììû (ïåðâûé ðèñóíîê íèæå), â êîòîðîé âñå 4-èìïóëüñà
íàïðàâëåíû ê öåíòðy. Â ðåàêöèè ðàññåÿíèÿ 1 + 2 7→ 3 + 4 íåîáõîäèìî
èçìåíèòü çíàê ó 4-èìïóëüñîâ ÷àñòèö 3 è 4: p3 7→ −p3, p4 7→ −p4. Äëÿ
ðåàêöèè ðàñïàäà 1 7→ 2+3+4 èçìåíÿþòñÿ çíàêè ó ÷àñòèö 2,3 è 4. Ìîæíî
òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ íà÷àëüíûõ ÷àñòèö p = (E,p), à äëÿ ôèíàëüíûõ
� p = (−E,−p):

Ïðè òàêîì ñîãëàøåíèè è äëÿ ðàññåÿíèÿ, è äëÿ ðàñïàäà çàêîí ñîõðàíåíèÿ
áóäåò èìåòü åäèíóþ ôîðìó:

p1 + p2 + p3 + p4 = 0.

Äëÿ îïèñàíèÿ òàêèõ ðåàêöèé ââîäÿòñÿ ñëåäóþùèå èíâàðèàíòû:

s = (p1 + p2)
2 = (p3 + p4)

2,

t = (p1 + p3)
2 = (p2 + p4)

2,
u = (p1 + p4)

2 = (p2 + p3)
2.

Ýòî îáùåïðèíÿòûå îáîçíà÷åíèÿ, è íå ñòîèò ïóòàòü s ñ èíòåðâàëîì, à t
� ñî âðåìåíåì. Âî âòîðûõ ðàâåíñòâàõ êàæäîãî îïðåäåëåíèÿ ó÷ò¼í çàêîí
ñîõðàíåíèÿ 4-èìïóëüñà.
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Ñóììà âñåõ òð¼õ èíâàðèàíòîâ ðàâíà ñóììå êâàäðàòîâ ìàññ ÷àñòèö:

s+ t+ u = m2
1 +m2

2 +m2
3 +m2

4 = h. (3.20)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óìíîæèì çàêîí ñîõðàíåíèÿ íà p1:

p1 · (p1 + p2 + p3 + p4) = m2
1 + p1 · p2 + p1 · p3 + p1 · p4 = 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàñêðûâàÿ êâàäðàòû â îïðåäåëåíèè s, t, u, èìååì:

s+ t+u = (m2
1+m2

2+2p1 ·p2)+(m2
1+m2

3+2p1 ·p3)+(m2
1+m2

4+2p1 ·p4).

Ñ ó÷¼òîì ýòèõ äâóõ ñîîòíîøåíèé íåñëîæíî ïîëó÷èòü (3.20). Ïîýòîìó ââå-
äåííûå òðè èíâàðèàíòà íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Îáû÷íî òàêîâûìè
ñ÷èòàþòñÿ s è t, à èíâàðèàíò u = h− s− t âûðàæàåòñÿ ÷åðåç íèõ.

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå äâóõ÷àñòè÷íîå ðàññåÿíèå. Îáû÷íî åãî èçó÷à-
þò â äâóõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà � ñèñòåìå öåíòðà ìàññ (öåíòðà èíåðöèè) è
ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïðîèçâîäèòñÿ âñòðå÷íîå ñòîëê-
íîâåíèå ÷àñòèö òàê, ÷òî ñóììàðíûé èìïóëüñ ÷àñòèö äî è ïîñëå âçàè-
ìîäåéñòâèÿ ðàâåí íóëþ. Â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà ïðîèçâîäèòñÿ
ñòîëêíîâåíèå ÷àñòèö ïåðâîãî ñîðòà ñ íåïîäâèæíûìè ÷àñòèöàìè âòîðîãî
ñîðòà, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ òàêæå ìèøåíüþ.

Âåëè÷èíû, îòíîñÿùèåñÿ ê ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå, ìû áóäåì ïîìå÷àòü
øòðèõàìè, à â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ îíè áóäóò áåç øòðèõîâ.
Â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ p1 + p2 = 0, p3 + p4 = 0 óäîáíî ââåñòè äâà èì-

ïóëüñà p = p1 = −p2, q = p3 = −p4. Òàê êàê ìàññà ÷àñòèö èçìåíÿåòñÿ,
òî èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè:√

p2 +m2
1 +

√
p2 +m2

2 =
√
q2 +m2

3 +
√

q2 +m2
4

óæå íå ñëåäóåò ðàâåíñòâî ìîäóëåé èìïóëüñîâ äî è ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ, è
â îáùåì ñëó÷àå |p| ̸= |q|. Ñîîòâåòñòâåííî èçìåíÿþòñÿ è ýíåðãèè ÷àñòèö.
Åñëè æå m3 = m1 è m4 = m2, òî |p| = |q|.
Ïîäîáíàÿ ðåàêöèÿ ìîæåò ïðîèñõîäèòü òîëüêî, åñëè ñóììàðíàÿ ýíåð-

ãèÿ èñõîäíûõ ÷àñòèö â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ áîëüøå ñóììû ìàññ êîíå÷-
íûõ ÷àñòèö E1 + E2 > m3 + m4. Ïîäîáíîå ýíåðãåòè÷åñêîå íåðàâåíñòâî
íàçûâàåòñÿ ïîðîãîì ðåàêöèè.
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• Èíâàðèàíò s èìååò ñìûñë êâàäðàòà ïîëíîé ýíåðãèè â ñèñòåìå öåíòðà
ìàññ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè p1 + p2 = 0, òî s = (E1 + E2)

2 = (E3 + E4)
2.

Ïðè ïîìîùè s ìîæíî âûðàçèòü ýíåðãèè ÷àñòèö â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ
äî è ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ. Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì ñëåäóþùèé èíâàðèàíò:

p1 · (p1 + p2) = E1(E1 + E2) = E1

√
s.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàñêðûâ ñêîáêè: p1 · (p1 + p2) = m2
1 + p1 · p2 = E1

√
s

è âûðàçèâ p1 · p2, ìîæíî åãî ïîäñòàâèòü â îïðåäåëåíèå èíâàðèàíòà:

s = (p1 + p2)
2 = m2

1 +m2
2 + 2p1 · p2 = m2

2 −m2
1 + 2E1

√
s.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ýíåðãèÿ E1 (è àíàëîãè÷íî E2):

E1 =
s+m2

1 −m2
2

2
√
s

, E2 =
s+m2

2 −m2
1

2
√
s

.

×òîáû íàéòè ýíåðãèè ÷àñòèö ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ, íåîáõîäèìî âî âñåõ
ñîîòíîøåíèÿõ ïðîèçâåñòè çàìåíó èíäåêñîâ 1 7→ 3, 2 7→ 4. Â ðåçóëüòàòå:

E3 =
s+m2

3 −m2
4

2
√
s

, E4 =
s+m2

4 −m2
3

2
√
s

.

Êâàäðàòû èìïóëüñîâ äî è ïîñëå ðåàêöèè ìîãóò áûòü íàéäåíû èç ñòàí-
äàðòíîé ñâÿçè p2 = E2

1 −m2
1 è q2 = E2

3 −m2
3, îòêóäà:

p2 =
λ(s,m2

1,m
2
2)

4s
, q2 =

λ(s,m2
3,m

2
4)

4s
,

ãäå ââåäåíà ò.í. ôóíêöèÿ òðåóãîëüíèêà:

λ(x, y, z) = x2+y2+z2−2xy−2xz−2yz = [x−
(√

y+
√
z
)2
] [x−

(√
y−

√
z
)2
].

Âòîðîé èíâàðèàíò t ñâÿçàí ñ óãëîì ðàññåÿíèÿ â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ.
Òàê êàê ÷àñòèöà 3 ÿâëÿåòñÿ ôèíàëüíîé, íåîáõîäèìî çàìåíèòü p3 7→ −p3:

t = (p1 − p3)
2 = m2

1 +m2
3 − 2p1 · p3 = m2

1 +m2
3 − 2E1E3 + 2|p||q| cosχ.

Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå âûøå ñîîòíîøåíèÿ, èìååì:

cosχ =
s2 + s(2t− h) + (m2

1 −m2
2)(m

2
3 −m2

4)√
λ(s,m2

1,m
2
2)λ(s,m

2
3,m

2
4)

, (3.21)

ãäå h � ñóììà êâàäðàòîâ ìàññ ÷àñòèö, à |p| è |q| âûðàæàþòñÿ ÷åðåç s.
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• Àíàëîãè÷íî ÷åðåç èíâàðèàíòû âûðàæàþòñÿ âåëè÷èíû â ëàáîðàòîð-
íîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà, â êîòîðîé áóäåì ñ÷èòàòü âòîðóþ ÷àñòèöó íåïî-
äâèæíîé p2 = (m2, 0). Âîçâîäÿ â êâàäðàò îïðåäåëåíèÿ èíâàðèàíòîâ,
ñîäåðæàùèå p2: s = (p1 + p2)

2, t = (p4 − p2)
2 è u = (p3 − p2)

2, ïîëó÷àåì:

E ′
1 =

s−m2
1 −m2

2

2m2
, E ′

3 =
m2

2 +m2
3 − u

2m2
, E ′

4 =
m2

2 +m2
4 − t

2m2
.

Íàïîìíèì, ÷òî u íå ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì èíâàðèàíòîì è âûðàæàåòñÿ
÷åðåç s, t è ñóììó êâàäðàòîâ ìàññ ÷àñòèö (3.20).

Êâàäðàòû èìïóëüñîâ íàõîäèì èç ñâÿçè ýíåðãèè, èìïóëüñà è ìàññû
p′2
1 = E ′2

1 −m2
1, è ò.ä.:

p′2
1 =

λ(s,m2
1,m

2
2)

4m2
2

, p′2
3 =

λ(u,m2
3,m

2
2)

4m2
2

, p′2
4 =

λ(t,m2
4,m

2
2)

4m2
2

.

Óãîë âûëåòà òðåòåé ÷àñòèöû îòíîñèòåëüíî èìïóëüñà ïåðâîé âûðàæà-
åòñÿ ÷åðåç èíâàðèàíò t:

t = (p1 − p3)
2 = m2

1 +m2
3 − 2p1 · p3 = m2

1 +m2
3 − 2E ′

1E
′
3 + 2|p′

1||p′
3| cos θ.

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ýíåðãèé è êâàäðàòîâ èìïóëüñîâ, èìååì:

cos θ =
(s−m2

1 −m2
2)(m

2
2 +m2

3 − u) + 2m2
2 (t−m2

1 −m2
3)√

λ(s,m2
1,m

2
2)λ(u,m

2
2,m

2
3)

.

Òàê êàê âåëè÷èíû s è t ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè (îäèíàêîâûìè â ëàáî-
ðàòîðíîé ñèñòåìå è ñèñòåìå öåíòðà ìàññ), îíè ïîçâîëÿþò ñâÿçàòü ýíåð-
ãèè, èìïóëüñû è óãëû â ýòèõ äâóõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà. Äëÿ ýòîãî íåîáõî-
äèìî, íàïðèìåð, s âûðàçèòü ÷åðåç ýíåðãèþ E ′

1:

s = m2
1 +m2

2 + 2m2E
′
1.

Òàê êàê ïåðåìåííàÿ s = (E1+E2)
2 ïîëîæèòåëüíà â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ,

îíà, åñòåñòâåííî, áóäåò ïîëîæèòåëüíîé è â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷¼-
òà. Çàïèøåì â ÿâíîì âèäå ñâÿçü ýíåðãèè ïåðâîé ÷àñòèöû â äâóõ ñèñòåìàõ
îòñ÷¼òà:

E1 =
m2

1 +m2E
′
1√

m2
1 +m2

2 + 2m2E ′
1

.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî âûðàçèòü t ÷åðåç óãîë θ ðàññåÿíèÿ òðåòüåé ÷àñòè-
öû. Ïîñëå ýòîãî íåñëîæíî íàéòè ñâÿçü óãëîâ θ è χ ðàññåÿíèÿ â äâóõ
ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà.
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3.8 Äèàãðàììû Äàëèöà è Ìàíäåëüñòàìà ∗∗

• Ðàññìîòðèì ðåàêöèþ àííèãèëÿöèè ïè-ìåçîíîâ, ïðè êîòîðîé ðîæäà-
þòñÿ ïðîòîí è àíòèïðîòîí

π+ + π− 7→ p+ p̄.

Ýòî ðåàêöèÿ íåóïðóãîãî ðàññåÿíèÿ, òàê êàê èñõîäíûå ÷àñòèöû (ïè-ìåçîíû)
èçìåíÿþò íå òîëüêî ñâîè èìïóëüñû, íî è �âèä�, ïðåâðàùàÿñü â ïðîòîíû.
Â ýòîì ñëó÷àå èñõîäíûå ìàññû ðàâíû m1 = m2 = m = 135 ÌýÂ è îò-
ëè÷àþòñÿ îò ìàññ êîíå÷íûõ ÷àñòèö m3 = m4 = M = 938 ÌýÂ. Ïîýòîìó
êîñèíóñ óãëà ðàññåÿíèÿ â ñèñòåìå öåíòðà (3.21) ìàññ ðàâåí:

cosχ =
s+ 2(t−m2 −M 2)√
(s− 4m2)(s− 4M 2)

.

Ïîðîã ðåàêöèè s > (m3+m4)
2 = 4M 2. Îäíàêî ñóùåñòâóåò äîïîëíèòåëü-

íîå îãðàíè÷åíèå, ñâÿçàííîå ñ òåì, ÷òî cos2 χ 6 1. Ýòî íåðàâåíñòâî èìååò
ñëåäóþùèé âèä:

t (t+ s− 2(M2 +m2)) + (M 2 −m2)2 6 0. (3.22)

Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò ýíåðãåòè÷åñêè ðàçðåø¼ííàÿ îáëàñòü íà ïëîñ-
êîñòè (s, t), êîòîðóþ íàçûâàþò äèàãðàììîé Äàëèöà:

Íà äèàãðàììå Äàëèöà äâà íåçàâèñèìûõ èíâàðèàíòà s è t îòêëàäûâàþò-
ñÿ íà ïåðïåíäèêóëÿðíûõ äåêàðòîâûõ îñÿõ, à ýíåðãåòè÷åñêè ðàçðåø¼ííàÿ
îáëàñòü îòìå÷àåòñÿ ñåðûì öâåòîì. Ïîðîã ðåàêöèè s > 4M2 ïðîâåäåí â
âèäå òîíêîé âåðòèêàëüíîé ëèíèè, ñïðàâà îò êîòîðîé äîëæíà íàõîäèòüñÿ
ðàçðåø¼ííàÿ îáëàñòü. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî t < 0. Ãðàíèöà ðàçðå-
ø¼ííîé îáëàñòè ïîëó÷àåòñÿ, êîãäà â ñîîòíîøåíèè (3.22) âûáèðàåòñÿ çíàê
ðàâåíñòâà:

t+ s− 2(M 2 +m2) +
(M 2 −m2)2

t
= 0.

Ïðè t → ∞ ýòî óðàâíåíèå ñòðåìèòñÿ ê ïðÿìîé t = 2(M 2 + m2) − s.
Âòîðàÿ àñèìïòîòèêà ñîîòâåòñòâóåò ïðåäåëó s → ∞, t → 0.
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• Ðàññìîòðèì òåïåðü ðåàêöèþ óïðóãîãî ðàññåÿíèÿ ïè-ìåçîíà íà ïðî-
òîíå:

π+ + p 7→ π+ + p.

Â ýòîì ñëó÷àå íîâûå ÷àñòèöû íå ðîæäàþòñÿ è ïðîèñõîäèò ïðîñòî èç-
ìåíåíèå èìïóëüñîâ èñõîäíûõ ÷àñòèö, ïîýòîìó ýòà ðåàêöèÿ è íàçûâàåòñÿ
óïðóãîé. Ìàññû ÷àñòèö ðàâíû m1 = m3 = m, m2 = m4 = M , è ïîðîãîì
ðåàêöèè áóäåò s > (M +m)2. Êîñèíóñ óãëà ðàññåÿíèÿ ðàâåí:

cosχ =
s2 + 2s(t−m2 −M 2) + (M 2 −m2)2

(s− (M +m)2)(s− (M −m)2)
.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýíåðãåòè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ â äàííîì ñëó÷àå ïðîùå ðàñ-
ïèñàòü äâà íåðàâåíñòâà cosχ 6 1 è cosχ > −1. Ïåðâîå äà¼ò

st 6 0,

è, òàê êàê s > 0, èìååì t 6 0. Âòîðîå íåðàâåíñòâî ïðèâîäèò ê ñîîòíîøå-
íèþ, ïîõîæåìó íà (3.22), íî ñ ïåðåñòàâëåííûìè ìåñòàìè èíâàðèàíòàìè
s è t:

s (s+ t− 2(M 2 +m2)) + (M 2 −m2)2 > 0. (3.23)

Íàðèñóåì ýíåðãåòè÷åñêè ðàçðåø¼ííóþ îáëàñòü íà äèàãðàììå Äàëèöà:

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ýòà ãðàíè÷íàÿ ýíåðãåòè÷åñêàÿ ëèíèÿ ïîëó÷à-
åòñÿ èç ëèíèè ðåàêöèè π+ + π− 7→ p̄ + p ïåðåñòàíîâêîé ìåñòàìè s è t
èíâàðèàíòîâ. Ýòî ïðîèñõîäèò ïîòîìó, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå äâå ðåàêöèè
ÿâëÿþòñÿ ôàêòè÷åñêè îäíîé ÷åòûð¼õõâîñòêîé. Åñëè â π++π− 7→ p̄+p ïî-
ìåíÿòü ìåñòàìè 2-þ è 3-þ ÷àñòèöû, ìû ïîëó÷èì ðåàêöèþ π++p 7→ π++p
(ìàññû ïðîòîíà è àíòèïðîòîíà îäèíàêîâûå). Ïîíÿòíî, ÷òî èíâàðèàíòû
s = (p1 + p2) è t = (p1 + p3) ïîìåíÿþòñÿ ìåñòàìè. Ãîâîðÿò, ÷òî ýòè ðå-
àêöèè ïðîèñõîäÿò â ðàçëè÷íûõ êàíàëàõ îäíîé è òîé æå ÷åòûð¼õõâîñòêè.
Ïåðâàÿ ðåàêöèÿ ïðîèñõîäèò â s êàíàëå, à âòîðàÿ � â t. Ñîîòâåòñòâåííî,
ëèíèÿ ãðàíè÷íîé îáëàñòè ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïîâîðîòå ðèñóíêà íà 90 ãðàäó-
ñîâ.
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• Êðîìå ýíåðãåòè÷åñêèõ äèàãðàìì Äàëèöà èñïîëüçóþòñÿ òàêæå äèà-
ãðàììû Ìàíäåëüñòàìà, íà êîòîðûõ îäíîâðåìåííî èçîáðàæàþòñÿ âñå òðè
èíâàðèàíòà (s, t, u). Òàêàÿ äèàãðàììà ÿâëÿåòñÿ êîñîóãîëüíîé ñèñòåìîé
êîîðäèíàò, â êîòîðîé îñè s è t ïðîâåäåíû ïîä óãëîì 60 ãðàäóñîâ. Îäíàêî
ðèñóþòñÿ íå ñàìè îñè, à óðîâíè s = 1, s = 2, ...., ïàðàëëåëüíûå îñè s = 0
è îòñòîÿùèå îò íå¼ íà 1,2,... Àíàëîãè÷íî äëÿ óðîâíåé t, u. Ëèíèè s = 0,
t = 0 è u = 0 îáðàçóþò ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê ABC, âûñîòà êîòîðîãî
ðàâíà

h = s+ t+ u = m2
1 +m2

2 +m2
3 +m2

4.

Ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ èíâàðèàíòîâ îòêëàäûâàþòñÿ îò íóëåâîé ëèíèè
â ñòîðîíó òðåóãîëüíèêà, à îòðèöàòåëüíûå � â îáðàòíóþ:

Íà ïåðâîì ðèñóíêå æèðíûìè ëèíèÿìè îòìå÷åíû íóëåâûå óðîâíè, à òîí-
êèìè � óðîâíè s = h, t = h, u = h. Â òî÷êå A çíà÷åíèå èíâàðèàíòîâ
ðàâíî s = h, t = u = 0. Èõ ñóììà ðàâíà h. Ýòî ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ
äëÿ ëþáîé òî÷êè ïëîñêîñòè (âòîðîé ðèñóíîê). Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ïëî-
ùàäåé òðåóãîëüíèêîâ, îáðàçîâàííûõ òî÷êàìè P , A, B, C, âûïîëíÿåòñÿ
ñîîòíîøåíèå

SABC = SBCP + SACP − SABP .

Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ðàâíà ïîëîâèíå ïðîèçâåäåíèÿ âûñîòû íà îñíîâà-
íèå. Îñíîâàíèÿ âñåõ òðåóãîëüíèêîâ îäèíàêîâûå, à âûñîòû ðàâíû h, s, t
è −u, ïîýòîìó h = s+ t+ u.
Ìîæíî ïåðåéòè ê ïðÿìîóãîëüíûì äåêàðòîâûì êîîðäèíàòàì, ïðîâåäÿ

âåðòèêàëüíóþ îñü s âäîëü âûñîòû h ïåðïåíäèêóëÿðíî ëèíèè s = 0, êî-
òîðàÿ áóäåò ãîðèçîíòàëüíîé îñüþ z (ïåðâûé ðèñóíîê). Ïðÿìîóãîëüíûå
êîîðäèíàòû (z, s) ñâÿçàíû ñ èíâàðèàíòîì t ñëåäóþùèì îáðàçîì:

t =
h+

√
3z − s

2
.

Òðåòèé èíâàðèàíò ðàâåí

u =
h−

√
3z − s

2
,

â ðåçóëüòàòå ÷åãî ñóììà âñåõ èíâàðèàíòîâ ðàâíÿåòñÿ h.
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Ðàññìîòðèì ñíîâà ðåàêöèþ àííèãèëÿöèè äâóõ ïè-ìåçîíîâ ñ ðîæäåíèåì
ïðîòîí-àíòèïðîòîííîé ïàðû:

π+ + π− 7→ p̄+ p.

Ðàçðåø¼ííàÿ îáëàñòü äëÿ ýòîé ðåàêöèè îïðåäåëÿåòñÿ íåðàâåíñòâîì ïî-
ðîãà s 6 4M 2 è ñîîòíîøåíèåì (3.22). Âûðàçèì â ïîñëåäíåì t ÷åðåç ïå-
ðåìåííûå z è s:

3z2 − (s− h)2 + 4(M2 −m2)2 6 0, (3.24)

ãäå h = 2(M 2 +m2). Ýòà îáëàñòü èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå íèæå:

è ñîîòâåòñòâóåò ïàðàáîëå â âåðõíåé ÷àñòè ðèñóíêà ñ àñèìïòîòè÷åñêèìè
ëèíèÿìè u = 0 è t = 0. Ðåàêöèþ

π+ + p 7→ π+ + p,

è àíàëîãè÷íî äëÿ àíòè÷àñòèö, ìîæíî èçîáðàçèòü íà ýòîì æå ðèñóíêå,
åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî â íåé, êàê è â ïðåäûäóùåé ðåàêöèè, ïè-ìåçîíû èìåþò
íîìåðà 1 è 2, à ïðîòîíû � 3 è 4. Òîãäà â íåðàâåíñòâàõ (3.23), t 6 0,
s > (M + m)2 íåîáõîäèìî ïîìåíÿòü s, t ìåñòàìè, è ïîëó÷èòñÿ (3.24)
ñ îáðàòíûì çíàêîì íåðàâåíñòâà è s 6 0, t > (M + m)2. Ýòà îáëàñòü
èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå â ïðàâîì íèæíåì óãëó. Òðåòèé âîçìîæíûé êàíàë
èçîáðàæåí â ëåâîì óãëó ðèñóíêà è ñîîòâåòñòâóåò ðåàêöèè íåóïðóãîãî
ðàññåÿíèÿ íåéòðàëüíîãî ïè-ìåçîíà íà íåéòðîíå ñ îáðàçîâàíèåì ïðîòîíà
è çàðÿæåííîãî ïè-ìåçîíà:

π0 + n 7→ π− + p.

Íà ñàìîì äåëå ýòà ðåàêöèÿ íå ïîëíîñòüþ ñèììåòðè÷íà äâóì ïðåäûäó-
ùèì, òàê êàê ìàññû ÷àñòèö ðàçëè÷àþòñÿ. Îäíàêî ýòî îòëè÷èå íåâåëèêî.
Òàê, íåéòðîí òÿæåëåå ïðîòîíà ïðèìåðíî íà 0.1% èëè 1% îò ìàññû ïè-
ìåçîíà. Àíàëîãè÷íî íåéòðàëüíûé ïè-ìåçîí π0 âñåãî íà 1% ëåã÷å, ÷åì åãî
çàðÿæåííûå ñîáðàòüÿ π±.
Òàêèì îáðàçîì, âñå òðè ðåàêöèè ïîëó÷àþòñÿ ïåðåñòàíîâêîé ÷àñòèö â

ðåàêöèè è ïåðåîáîçíà÷åíèåì èíâàðèàíòíûõ ïåðåìåííûõ s, t è u.
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3.9 Àíòèñèììåòðè÷íûå òåíçîðû ∗

• Â ðåëÿòèâèñòñêîé ôèçèêå âàæíóþ ðîëü èãðàþò àíòèñèììåòðè÷íûå
òåíçîðû. Àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà Aαβ èìååò 6 íåçàâè-
ñèìûõ íåíóëåâûõ êîìïîíåíò. Åñëè äâà èíäåêñà ó íåãî ñîâïàäàþò, òî îí (â
ñèëó àíòèñèììåòðèè) ðàâåí íóëþ. Íåíóëåâûìè êîìïîíåíòàìè áóäóò A01,
A02, A03, A12, A13 è A23. Âñå îñòàëüíûå êîìïîíåíòû ïîëó÷àþòñÿ ïåðåñòà-
íîâêîé èíäåêñîâ. Íàïðèìåð, A10 = −A01, è ò.ä. Äâà 3-ìåðíûõ âåêòîðà
a = {ax, ay, az} è b = {bx, by, bz} èìåþò 6 êîìïîíåíò, ïîýòîìó ñ èõ ïî-
ìîùüþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà â
âèäå ñëåäóþùåé òàáëèöû:

Aαβ =


0 −ax −ay −az
ax 0 bz −by
ay −bz 0 bx
az by −bx 0

 .

Ñîêðàù¼ííî ýòà òàáëèöà çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:Aαβ = (a,b).
Àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð ñ íèæíèìè èíäåêñàìè ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïîìî-
ùè ñâ¼ðòêè ñ ìåòðè÷åñêèìè òåíçîðàìè: Aαβ = gαµgβν A

µν. Â ðåçóëüòàòå:

Aαβ =


0 ax ay az

−ax 0 bz −by
−ay −bz 0 bx
−az by −bx 0

 .

Íàïðèìåð, òàê êàê ìåòðè÷åñêèé òåíçîð gµν = diag(1,−1,−1,−1) äèàãî-
íàëåí, èìååì:

A01 = g0µg1νA
µν = g00g11A

01 = −A01,

A12 = g1µg2νA
µν = g11g22A

12 = +A12.

Òàêèì îáðàçîì, êîìïîíåíòû, èìåþùèå íóëåâîé èíäåêñ, èçìåíÿþò ñâîé
çíàê, à êîìïîíåíòû áåç íóëåâîãî èíäåêñà íå èçìåíÿþòñÿ. Ýòî ìîæíî
çàïèñàòü ñ ñëåäóþùåì âèäå: Aαβ = (−a,b).
Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïóñòèòü èëè ïîäíÿòü òîëüêî îäèí èíäåêñ. Çàïè-

øåì òàêîé òåíçîð Aα
β = Aαµgµβ ïðè ïîìîùè óìíîæåíèÿ ìàòðèö:

0 −ax −ay −az
ax 0 bz −by
ay −bz 0 bx
az by −bx 0



1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 =


0 ax ay az
ax 0 −bz by
ay bz 0 −bx
az −by bx 0

 .

Ïðè ýòîì òàáëèöà ïåðåñòà¼ò áûòü àíòèñèììåòðè÷íîé Aα
β ̸= −Aβ

α.
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• Ñâÿçü çíà÷åíèé êîìïîíåíò àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà, èçìåðåííûõ
â äâóõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà, ìîæíî ïîëó÷èòü ïî îáùåìó ïðà-
âèëó ïðåîáðàçîâàíèÿ òåíçîðîâ:

A′αβ = Λα
µΛ

β
ν A

µν = Λα
µA

µν(ΛT ) β
ν = (Λ ·A ·ΛT )αβ,

ãäå ââåäåíà òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà ëîðåíöåâñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
(ΛT ) β

ν = Λβ
ν . Òàê êàê Λβ

ν ñèììåòðè÷íà, äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîìïîíåíò A′αβ

â ñèñòåìå S ′ íåîáõîäèìî Aαβ ñëåâà è ñïðàâà óìíîæèòü íà ìàòðèöó Λ:
γ −γv 0 0

−γv γ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 ·


0 −ax −ay −az
ax 0 bz −by
ay −bz 0 bx
az by −bx 0

 ·


γ −γv 0 0

−γv γ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 .

Ïåðåìíîæàÿ ìàòðèöû, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùèì ïðåîáðàçîâàíèÿì:

a′x = ax, a′y = γ(ay + vbz), a′z = γ(az − vby),

b′x = bx, b′y = γ(by − vaz), b′z = γ(bz + vay).
(3.25)

Ïðè ïîìîùè ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñëåäóþ-
ùèå êîìáèíàöèè âåêòîðîâ:

a2 − b2 = inv, ab = inv.

ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè, ò.å. èìåþò îäèíàêîâîå çíà÷åíèå âî âñåõ èíåð-
öèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà. Â ÷àñòíîñòè, åñëè âåêòîðû a è b îðòîãî-
íàëüíû â îäíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà, òî îíè áóäóò îðòîãîíàëüíûìè è â ëþáîé
äðóãîé.

Àáñîëþòíûì àíòèñèììåòðè÷íûì òåíçîðîì íàçûâàåòñÿ òåíçîð ëþ-
áîãî ðàíãà (ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì èíäåêñîâ), èçìåíÿþùèé çíàê ïðè
ïåðåñòàíîâêå ëþáûõ äâóõ èíäåêñîâ. Àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð âòîðîãî
ðàíãà, åñòåñòâåííî, ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî àíòèñèììåòðè÷íûì òåíçîðîì.

Äëÿ òàêîãî òåíçîðà Aαβγ ðàíãà 3 åñòü òîëüêî 4 íåçàâèñèìûå íåíóëåâûå
êîìïîíåíòû: A012, A013, A023, A123. Îñòàëüíûå ïîëó÷àþòñÿ ïåðåñòàíîâêîé
èíäåêñîâ: A120 = −A102 = A012. Ïîýòîìó, êàê ìû óâèäèì ÷óòü íèæå, Aαβγ

ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ÷åòûðå êîìïîíåíòû 4-âåêòîðà.

Àáñîëþòíûé àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð Aαβγδ ðàíãà 4 èìååò òîëüêî
îäíó íåòðèâèàëüíóþ êîìïîíåíòó A0123. Àáñîëþòíûå àíòèñèììåòðè÷íûå
òåíçîðû áîëåå âûñîêîãî ðàíãà â 4-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè âñåãäà
ðàâíû íóëþ. Ó íèõ âñåãäà õîòÿ áû îäíà ïàðà èíäåêñîâ áóäåò èìåòü îäè-
íàêîâûå çíà÷åíèÿ.
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• Âàæíóþ ðîëü â èíäåêñíîé ìàòåìàòèêå èãðàåò àáñîëþòíî àíòèñèì-
ìåòðè÷íûé ñèìâîë Ëåâè-×åâèòû. Â 2-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå òàêîé ñèì-
âîë ââîäèòñÿ ñ äâóìÿ èíäåêñàìè εαβ, òàê, ÷òî ε12 = 1, à ïðè ïåðåñòàíîâêå
èíäåêñîâ îí ìåíÿåò ñâîé çíàê. Â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñèìâîë Ëåâè-
×åâèòû èìååò òðè èíäåêñà è çíà÷åíèå ε123 = 1. Ñ åãî ïîìîùüþ ìîæíî
çàïèñàòü âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå [a× b]i = εijkajbk:

[a× b]3 = ε312 a1 b2 + ε321 a2 b1 + ... = a1b2 − a2b1,

è ò.ä. Ñëàãàåìûå, îáîçíà÷åííûå ìíîãîòî÷èåì, ðàâíû íóëþ, òàê êàê ðàâåí
íóëþ ñèìâîë Ëåâè-×åâèòû ñ îäèíàêîâûìè èíäåêñàìè.
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ 4-ìåðíûé ñèìâîë Ëåâè-×åâèòû εαβγδ. Åãî

êîìïîíåíòû ïîëó÷àþòñÿ èç çíà÷åíèÿ ε0123 = 1. Íàïðèìåð:

ε2103 = −ε1203 = ε1023 = −ε0123 = −1, ε0103 = ε1111 = 0.

Ò.å. åñëè èíäåêñû îäèíàêîâû, òî ñèìâîë ðàâåí íóëþ, à ïðè ïåðåñòàíîâêå
ëþáûõ äâóõ èíäåêñîâ îí èçìåíÿåò çíàê. Íàïîìíèì, ÷òî èíäåêñû êîîðäè-
íàò ñîáûòèÿ â 4-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïðèíÿòî íóìåðîâàòü ñ íóëÿ.
Ïðè ïîìîùè ñèìâîëîâ Ëåâè-×åâèòû ìîæíî çàïèñûâàòü îïðåäåëèòåëè

ìàòðèö. Íàïðèìåð, äëÿ ìàòðèöû 2x2

det |aij| = εija1ia2j = ε12a11a22 + ε21a12a21 = a11a22 − a12a21.

Àíàëîãè÷íî äëÿ îïðåäåëèòåëåé ìàòðèö 3x3 è 4x4:

det |aij| = εijk a1ia2ja3k, det |aij| = εijkl a0ia1ja2ka3l,

ãäå ñòîèò ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ ìàòðèö ñ ôèêñèðîâàííûìè çíà÷åíè-
ÿìè ïåðâîãî èíäåêñà, óïîðÿäî÷åííûìè ïî âîçðàñòàíèþ. Ïî âòîðûì èí-
äåêñàì ïðîâîäèòñÿ ñâ¼ðòêà ñ ñèìâîëîì Ëåâè-×åâèòû (âñå ñóììàöèîííûå
èíäåêñû çàïèñàíû âíèçó). Äîêàæåì, ÷òî 4-ìåðíûé ñèìâîë Ëåâè-×åâèòû
ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà. Çàïèøåì,
íàïðèìåð, ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ:

ε′0123 = Λ̃ α
0 Λ̃ β

1 Λ̃ γ
2 Λ̃ δ

3 εαβγδ = det Λ̃ = 1,

ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü ñíà÷àëà îïðåäåëåíèåì îïðåäåëèòåëÿ, à çàòåì îð-
òîãîíàëüíîñòüþ ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà (ñòð.137). Òàêèì îáðàçîì, åñëè
â îäíîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå ε0123 = 1, òî è â äðóãîé îí áóäåò ðàâåí
åäèíèöå. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ïåðåñòàíîâêà èíäåêñîâ ýòîãî ðåçóëüòà-
òà íå ìåíÿåò. Åñëè ïàðà ëþáûõ èíäåêñîâ ñîâïàäàåò, íàïðèìåð, ε′0023, òî
ðåçóëüòàò ñâåðòêè ñ ëîðåíöåâñêèìè ìàòðèöàìè áóäåò ðàâåí íóëþ, òàê
êàê èä¼ò ñâ¼ðòêà ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà Λ̃ α

0 Λ̃ β
0 è àíòèñèììåòðè÷íîãî

εαβγδ ïî èíäåêñàì α è β.
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Ïðè ïîìîùè ñèìâîëà Ëåâè-×åâèòû ìîæíî ñîçäàâàòü íîâûå òåíçîðû.
Îïðåäåëèì, íàïðèìåð, ñëåäóþùèé àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð:

∗Aαβ =
1

2
εαβγδ A

γδ.

Òåíçîðû ñî çâ¼çäî÷êîé ∗A íàçûâàþòñÿ äóàëüíûìè (èëè ñîïðÿæ¼ííûìè)
ê òåíçîðó, ñâîðà÷èâàåìîìó ñ εαβγδ. Íàéä¼ì êîìïîíåíòû äóàëüíîãî òåí-
çîðà. Ðàñïèñûâàÿ ÿâíûì îáðàçîì ñóììó ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì è
îïóñêàÿ îäèíàêîâûå èíäåêñû, äëÿ êîòîðûõ ñèìâîë Ëåâè-×åâèòû ðàâåí
íóëþ, ïîëó÷àåì:

∗A01 =
1

2
(ε0123A

23 + ε0132A
32) = ε0123A

23 = A23 = bx,

∗A12 =
1

2
(ε1203A

03 + ε1230A
30) = ε0123A

03 = A03 = −az,

ãäå ε0132A
32 = ε0123A

23, òàê êàê îáå âåëè÷èíû îäíîâðåìåííî ÿâëÿþòñÿ
àíòèñèììåòðè÷íûìè. Âî âòîðîì ñëó÷àå èíäåêñ 0 â ñèìâîëå Ëåâè-×åâèòû
íåîáõîäèìî ïåðåíåñòè â íà÷àëî ε1203 = −ε1023 = ε0123. Çàìåòèì, ÷òî êî-
ýôôèöèåíò 1/2 â îïðåäåëåíèè äóàëüíîãî òåíçîðà ñâÿçàí ñ ÷èñëîì âîç-
ìîæíûõ ïåðåñòàíîâîê 2-õ èíäåêñîâ (2! = 2). Ðàñïèñûâàÿ òàêèì îáðàçîì
âñå êîìïîíåíòû, ïîëó÷àåì:

∗Aαβ =


0 bx by bz

−bx 0 −az ay
−by az 0 −ax
−bz −ay ax 0

 , ∗Aαβ =


0 −bx −by −bz
bx 0 −az ay
by az 0 −ax
bz −ay ax 0

 .

Òàêèì îáðàçîì, âåêòîðû a è b â äóàëüíîì òåíçîðå ïî ñðàâíåíèþ ñ èñ-
õîäíûì ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè. Ñîêðàù¼ííî òàáëèöû ñîïðÿæåííûõ òåíçîðîâ
ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ∗Aαβ = (−b,−a), ∗Aαβ = (b,−a).

Ïîëó÷åííûå âûøå èíâàðèàíòû ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì ÿâíî êî-
âàðèàíòíîì âèäå:

A2 = AαβA
αβ = 2(b2 − a2), ∗AA = ∗AαβA

αβ = −4ab.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü äóàëüíûå òåíçîðû ê òåíçîðàì òðåòüåãî
è ïåðâîãî ðàíãà:

∗Aα =
1

6
εαβγδ A

βγδ, ∗Aαβγ = εαβγδ A
δ.

Òàê, êîìïîíåíòû 4-âåêòîðà ∗Aα ÿâëÿþòñÿ 4-ìÿ íåçàâèñèìûìè íåíóëåâû-
ìè êîìïîíåíòàìè òåíçîðà Aαβγ.
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3.10 Ìîìåíò èìïóëüñà è ñïèí∗

• Õîðîøèì ôèçè÷åñêèì ïðèìåðîì àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà ÿâëÿ-
åòñÿ 4-òåíçîð 4-ìîìåíòà èìïóëüñà:

Lαβ = xαpβ − xβpα, (3.26)

ãäå xα = {t, r} � ïîëîæåíèå ÷àñòèöû â ìîìåíò âðåìåíè t è pα = {E,p} �
å¼ ýíåðãèÿ è èìïóëüñ. Ðàñïèøåì â ÿâíîì âèäå êîìïîíåíòû Lαβ. Â ñèëó
îïðåäåëåíèÿ îí àíòèñèììåòðè÷åí:

Lαβ = −Lβα.

Â ðåçóëüòàòå åãî äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû íóëþ (L00 = L11 = L22 =
L33 = 0). Äëÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ êîìïîíåíò èìååì:

L23 = x2p3 − x3p2 = ypz − zpy = Lx,
L31 = x3p1 − x1p3 = zpx − xpz = Ly,
L12 = x1p2 − x2p1 = xpy − ypx = Lz.

Ýòî êîìïîíåíòû 3-âåêòîðà ìîìåíòà èìïóëüñà, pàâíîãî âåêòîðíîìó ïðî-
èçâåäåíèþ ðàäèóñ-âåêòîðà íà èìïóëüñ:

L = r× p.

Àíàëîãè÷íî ðàñïèñûâàþòñÿ êîìïîíåíòû òåíçîðà ìîìåíòà èìïóëüñà â
ñëó÷àå, åñëè îäèí èç èíäåêñîâ ðàâåí íóëþ:

L10 = x1p0 − x0p1 = xE − tpx = Gx,
L20 = x2p0 − x0p2 = yE − tpy = Gy,

L30 = x3p0 − x0p3 = zE − tpz = Gz.

Êàê è ìîìåíò èìïóëüñà, ýòè êîìïîíåíòû ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå 3-
ìåðíîãî âåêòîðà (p = uE):

G = E r− tp = (r− ut)E.

Ñ ó÷¼òîì ñâîéñòâà àíòèñèììåòðè÷íîñòè 4-òåíçîð ìîìåíòà èìïóëüñà ìîæ-
íî çàïèñàòü â ñëåäóþùåé òàáëè÷íîé ôîðìå:

Lαβ =


0 −Gx −Gy −Gz

Gx 0 Lz −Ly

Gy −Lz 0 Lx

Gz Ly −Lx 0

 .

Ëþáîé àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð â 4-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå èìååò 6
íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò è ìîæåò áûòü âûðàæåí ÷åðåç êîìïîíåíòû äâóõ
3-ìåðíûõ âåêòîðîâ. Ýòî îáîçíà÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: Lαβ = (G, L),
ãäå êîìïîíåíòû âåêòîðîâ ïåðå÷èñëÿþòñÿ òàê æå, êàê è â òàáëèöå Lαβ.
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• Ñâÿçü çíà÷åíèé êîìïîíåíò ìîìåíòà èìïóëüñà, èçìåðåííûõ â äâóõ
èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà, ìîæíî ïîëó÷èòü ïî ôîðìóëàì äëÿ ïðî-
èçâîëüíîãî àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà (3.25), ñòð. 179, ñ a = G è b = L:

G′
x = Gx, G′

y = γ(Gy + vLz), G′
z = γ(Gz − vLy),

L′
x = Lx, L′

y = γ(Ly − vGz), L′
z = γ(Lz + vGy).

(3.27)

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü è ïðåîáðàçîâàíèÿ â âåêòîðíîì âèäå. Â
ýòîì ñëó÷àå ïðîùå ñðàçó ïîäñòàâèòü â L = r × p âåêòîðíûå ïðåîáðàçî-
âàíèÿ Ëîðåíöà äëÿ êîîðäèíàò (1.12), ñòð.31, è èìïóëüñà (1.27), ñòð.57:

L′ = r′ × p′ = {r− γvt+ Γv(vr)} × {p− γvE + Γv(vp)} .

Ïåðåìíîæàÿ è èñêëþ÷àÿ âðåìÿ tp = Er−G, ïîëó÷àåì:

L′ = L+ γ[v ×G] + Γ
{
(rv)[v × p] + (pv)[r× v]

}
.

Óìíîæèì âûðàæåíèå â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ íà ïðîèçâîëüíûé âåêòîð a,
êîòîðûé çàòåì ìîæíî �ñîêðàòèòü� (ò.å. ïîëîæèòü a = {1, 0, 0}, è ò.ä.):

a{...} = [a× v][(rv)p− (pv) r] = −[a× v][v × L] = −a[v × [v × L]].

Îïóñêàÿ a è ðàñêðûâàÿ äâîéíîå âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå, ïîëó÷àåì:

L′ = γ (L+ v ×G)− Γv(vL), (3.28)

G′ = γ (G− v × L)− Γv(vG), (3.29)

ãäå ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ âåêòîðà G íàõîäÿòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Åñ-
ëè v íàïðàâëåíî âäîëü îñè x, ñíîâà ïîëó÷àþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ (3.27).
Çàìåòèì, ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ âåêòîðîâ ñëåäóåò, ÷òî GL = 0. Åñòåñòâåí-
íî, ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà ñîõðàíÿþò ýòó îðòîãîíàëüíîñòü.
Åù¼ îäèí èíâàðèàíò a2 − b2, ñïðàâåäëèâûé äëÿ ëþáîãî àíòèñèììåò-

ðè÷íîãî òåíçîðà ïðè ïðîèçâîëüíîì íàïðàâëåíèè îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè
v (l H25), ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ:

G2 − L2 = (p2 − E2)(t2 − r2) + (Et− rp)2.

Ýòî âûðàæåíèå ìîæíî çàïèñàòü â ÿâíîì êîâàðèàíòíîì âèäå ïðè ïîìîùè
4-âåêòîðîâ:

G2 − L2 = −p2x2 + (p · x)2 = (p · x)2 −m2 x2,

ãäå ïðÿìûì øðèôòîì çàïèñàíû 4-âåêòîðû èìïóëüñà �p� è òî÷êè â ïðîñ-
òðàíñòâå-âðåìåíè �x�, à m2 = p2 � êâàäðàò ìàññû ÷àñòèöû. Â ñèëó èí-
âàðèàíòíîñòè 4-ïðîèçâåäåíèÿ èíâàðèàíòíîé áóäåò è ðàçíèöà êâàäðàòîâ
âåêòîðîâ G è L.
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• ×òîáû êîìïîíåíòû òåíçîðà Lαβ ñîõðàíÿëèñü, ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà
÷àñòèöó, äîëæíà èìåòü îïðåäåë¼ííûé âèä. Óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ñîõðà-
íÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ ÷àñòü òåíçîðà L = r× p, èçó÷àëèñü â ðàçäåëå,
ïîñâÿù¼ííîì ïîíÿòèþ ñèëû (ñòð. 159). Ðàññìîòðèì òåïåðü óñëîâèÿ, ïðè
êîòîðûõ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âåêòîð G. Âîçüì¼ì åãî ïðîèç-
âîäíóþ ïî âðåìåíè è ïðèðàâíÿåì å¼ ê íóëþ:

dG

dt
=

d(Er− tp)

dt
= (uF)r+ Eu− p− tF = (uF) r− tF = 0,

ãäå çàïèñàíà ñèëà F = dp/dt è ó÷òåíî, ÷òî dE/dt = uF è p = Eu. Òàê
êàê r � êîîðäèíàòà ÷àñòèöû, à t � íåçàâèñèìîå îò íå¼ òåêóùåå âðåìÿ, òî
ýòî âûðàæåíèå áóäåò ðàâíî íóëþ, òîëüêî åñëè ÷àñòèöà ñâîáîäíà F = 0. Â
ýòîì ñëó÷àå îíà äâèæåòñÿ ïî òðàåêòîðèè r = r0+ut, ãäå r0 � íåêîòîðûé
ïîñòîÿííûé âåêòîð, èG = E r0 ñîõðàíÿåòñÿ, òàê êàê ñîõðàíÿåòñÿ ýíåðãèÿ
ñâîáîäíîé ÷àñòèöû.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âçàèìîäåéñòâóþùèõ ìåæäó ñîáîé ÷àñòèö, ñ÷è-
òàÿ, ÷òî G ðàâåí ñóììå Ei ri − tpi ïî êàæäîé ÷àñòèöå. Â ýòîì ñëó÷àå
G ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ, åñëè ñèëà Fi, äåéñòâóþùàÿ íà i-þ
÷àñòèöó ñî ñòîðîíû îñòàëüíûõ ÷àñòèö, óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì:∑

i

Fi = 0,
∑
i

(uiFi) ri = 0.

Ïåðâîå ñîîòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ 3-ì çàêîíîì Íüþòîíà è âûïîëíÿåòñÿ, íà-
ïðèìåð, åñëè ñèëà ðàâíà ïàðíîìó âçàèìîäåéñòâèþ íà i-þ ÷àñòèöó ñî ñòî-
ðîíû âñåõ îñòàëüíûõ ÷àñòèö, ïðîïîðöèîíàëüíîìó ðàññòîÿíèþ ìåæäó ÷à-
ñòèöàìè. Ñëîæíåå óäîâëåòâîðèòü âòîðîìó óñëîâèþ.

Âîîáùå, â òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè äîñòàòî÷íî ïðîñòî îïèñûâàåòñÿ äè-
íàìèêà �ïðîáíîé ÷àñòèöû�, íàõîäÿùåéñÿ âî âíåøíåì ñòàöèîíàðíîì (íåèç-
ìåííîì) ïîëå ñèë. Åñëè æå íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü âçàèìîäåéñòâèå �ðàâ-
íîïðàâíûõ� ÷àñòèö, òî ïðîñòîå ïîíÿòèå ñèëû, êîòîðàÿ çàâèñèò îò ïîëî-
æåíèé (è, âîçìîæíî, ñêîðîñòåé) âñåõ ÷àñòèö ïåðåñòà¼ò ðàáîòàòü. Ïóñòü,
íàïðèìåð, âçàèìîäåéñòâóþò äâå áûñòðî äâèæóùèåñÿ ÷àñòèöû. Òàê êàê
ëþáîå âîçäåéñòâèå íå ìîæåò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ áûñòðåå ôóíäàìåíòàëü-
íîé ñêîðîñòè, âñåãäà áóäåò ïðèñóòñòâîâàòü �çàäåðæêà�. Êàæäàÿ ÷àñòèöà
áóäåò �÷óâñòâîâàòü� äðóãóþ íå òàì, ãäå îíà �íà ñàìîì äåëå� íàõîäèòñÿ. Â
ðåçóëüòàòå äèíàìè÷åñêàÿ çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ î÷åíü ñëîæíîé. Îïðåäåë¼í-
íîå óïðîùåíèå âîçíèêàåò ïðè ââåäåíèè êîíöåïöèè ïîëÿ ñèë, ïîä÷èíÿþ-
ùåãîñÿ íåêîòîðûì óðàâíåíèÿì è ÿâëÿþùåãîñÿ â èçâåñòíîé ìåðå ñàìî-
ñòîÿòåëüíîé ñóùíîñòüþ. Ìû ïîäðîáíî èçó÷èì ýòè âîïðîñû â ñëåäóþùåé
ãëàâå, ïîñâÿùåííîé ýëåêòðîìàãíèòíîìó âçàèìîäåéñòâèþ.
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Òåì íå ìåíåå, ðàññìîòðèì ôèçè÷åñêèé ñìûñë âåêòîðà G, ïðåäïîëî-
æèâ, ÷òî îí ñîõðàíÿåòñÿ. Òàê êàê ïîëíàÿ ýíåðãèÿ òàêæå ñîõðàíÿåòñÿ:∑

E = const (ñóììà ïî âñåì ÷àñòèöàì), òî ñîõðàíÿåòñÿ è:

G∑
E

=

∑
Er∑
E

−
∑

p∑
E

t = R−V t = const.

ãäå ââåäåíû ðàäèóñ-âåêòîð ïîëîæåíèÿ öåíòðà ýíåðãèè ñèñòåìû R è åãî
�ñóììàðíàÿ ñêîðîñòü� V:

R =

∑
Er∑
E

≈
∑

mr∑
m

, V =

∑
p∑
E

≈
∑

mu∑
m

.

Ïðèáëèæ¼ííûå ðàâåíñòâà çàïèñàíû â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå. Â ýòîì
ïðåäåëå öåíòð ýíåðãèè èìååò ñìûñë öåíòðà ìàññ. Ïîñòîÿíñòâî âåêòîðà
G ïðèâîäèò ê ðàâíîìåðíîìó äâèæåíèþ öåíòðà ýíåðãèè ñèñòåìû ÷àñòèö
âäîëü ïðÿìîé: R = V t+ const.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ R èñïîëüçóþòñÿ ýíåðãèè äâè-
æåíèÿ E = m/

√
1− u2, à íå ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèöû ñ ó÷¼òîì å¼ âçàè-

ìîäåéñòâèÿ. Ïîýòîìó òî÷íåå íàçâàòü R öåíòðîì ýíåðãèè äâèæåíèÿ.

Â ñèñòåìå îòñ÷¼òà S ′, ñâÿçàííîé ñ ÷àñòèöåé, å¼ ýíåðãèÿ ðàâíà ìàññå, à
èìïóëüñ ðàâåí íóëþ (÷àñòèöà íåïîäâèæíà). Ïîýòîìó G′ = mr′, L′ = 0.
Çàïèøåì îáðàòíûå ê (3.28) ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîìåíÿâ øòðèõîâàííûå è íå
øòðèõîâàííûå âåëè÷èíû è v 7→ −v

L = γL′ − Γv(vL′)− γ[v ×G′] = −mγ[v × r′] = mγ[r× v].

Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ïðîèçîøëà çàìåíà r′ íà r, òàê êàê â âåêòîðíûõ
ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëîðåíöà îíè îòëè÷àþòñÿ ñëàãàåìûìè, ïðîïîðöèîíàëü-
íûìè âåêòîðó îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè v. Îíè áóäóò ðàâíû íóëþ â ñèëó
âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Òàê êàê mγv ÿâëÿåòñÿ èìïóëüñîì ÷àñòèöû,
ìû ñíîâà ïðèõîäèì ê âûðàæåíèþ äëÿ ìîìåíòà èìïóëüñà L = r× p.

Â ðàçäåëå, ïîñâÿù¼ííîì ñèëå, ìû ðàññìàòðèâàëè ìîäèôèöèðîâàííûé
ìîìåíò èìïóëüñà L = E[r × p], êîòîðûé ñîõðàíÿåòñÿ, åñëè ñèëà îïðå-
äåë¼ííûì îáðàçîì çàâèñèò îò ñêîðîñòè ÷àñòèöû. Ïîäîáíûé ìîìåíò èì-
ïóëüñà òàêæå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â êîâàðèàíòíîì òåíçîðíîì âèäå. Îä-
íàêî äëÿ ýòîãî óæå ïîòðåáóåòñÿ òåíçîð òðåòüåãî ðàíãà:

Lαβγ = (xαpβ − xβpα)pγ.

Òàê êàê p0 = E, ïðîñòðàíñòâåííûå êîìïîíåíòû Lαβ0 ïðèâîäÿò ê ìîäè-
ôèöèðîâàííîìó ìîìåíòó èìïóëüñà.
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• Åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ íå òî÷å÷íàÿ ÷àñòèöà, à ñèñòåìà ÷àñòèö (íà-
ïðèìåð, âðàùàþùèéñÿ ãèðîñêîï), òî, êðîìå òåíçîðà ìîìåíòà èìïóëüñà,
óäîáíî ââåñòè 4-âåêòîð ñïèíà. Îí èìååò ñìûñë ñîáñòâåííîãî ìîìåíòà èì-
ïóëüñà â ñèñòåìå, ãäå öåíòð ýíåðãèè ñèñòåìû ïîêîèòñÿ.
Çàïèøåì ñóììàðíûå âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùèå ñèñòåìó ÷àñòèö:

E =
∑

E, P =
∑

p, L =
∑

r× p, R =

∑
Er∑
E

,

ãäå îïóùåíû èíäåêñû, íóìåðóþùèå ÷àñòèöû. Òàêèì îáðàçîì, E � ýòî
ïîëíàÿ ýíåðãèÿ äâèæåíèÿ, P � ïîëíûé èìïóëüñ ÷àñòèö, L � ñóììàðíûé
ìîìåíò èìïóëüñà è R � öåíòð ýíåðãèè ñèñòåìû.
Äëÿ ýòèõ ñóììàðíûõ âåëè÷èí îïðåäåëèì ñëåäóþùèé 4-âåêòîð:

Sν =
1

2
εναβγ L

αβ Uγ, (3.30)

ãäå εναβγ � ñèìâîë Ëåâè-×åâèòû, à Uα � ñóììàðíàÿ 4-ñêîðîñòü ñèñòåìû
÷àñòèö, îïðåäåëÿåìàÿ ïðè ïîìîùè ñóììàðíîãî 4-èìïóëüñà P α = {E ,P}:

Uα =
P α

M
= {U 0,U} =

{1,u}√
1− u2

,

ãäå u � 3-ìåðíûé âåêòîð �ñóììàðíîé ñêîðîñòè�, à

M =
√

E2 −P2

ìàññà ñèñòåìû ÷àñòèö (áåç ó÷¼òà ýíåðãèè èõ âçàèìîäåéñòâèÿ).
Ôèçè÷åñêèé ñìûñë êëàññè÷åñêîãî ñïèíà ñòàíîâèòñÿ ÿñíûì, åñëè åãî

îïðåäåëåíèå (3.30) çàïèñàòü â 3-ìåðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ Sα = {S0, S}.

S0 = ε0231 L
23 U 1 + ε0312 L

31 U2 + ε0123 L
12 U 3 = L1U 1 + L2U 2 + L3U 3,

ãäå ïðèâåäåíû òîëüêî ñëàãàåìûå ñ ðàçëè÷íûìè èíäåêñàìè (äëÿ îñòàëü-
íûõ ñèìâîë Ëåâè-×åâèòû ðàâåí íóëþ). Êîýôôèöèåíò 1/2 ñîêðàùàåòñÿ,
òàê êàê â ñóììàõ ñ Lαβ âñòðå÷àþòñÿ ïî äâà ñëàãàåìûõ ñ ïåðåñòàâëåííû-
ìè èíäåêñàìè: ε0231 L

23+ε0321 L
32 = 2ε0231 L

23 (â ñèëó àíòèñèìåòðè÷íîñòè
îáîèõ òåíçîðîâ). Çíà÷åíèÿ ñèìâîëîâ Ëåâè-×åâèòû âû÷èñëÿþòñÿ ïðèâå-
äåíèåì èõ ê áàçîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíäåêñîâ ε0123 = 1 â ðåçóëüòàòå
ïàðíîé ïåðåñòàíîâêè èíäåêñîâ: ε0231 = −ε0213 = ε0123 = 1, è ò.ä.
Òî÷íî òàê æå ðàñïèñûâàþòñÿ ñóììû äëÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ êîìïîíåíò

4-âåêòîðà. Íàïðèìåð,

S1 = ε1023 L
02 U 3 + ε1032 L

03 U 2 + ε1230 L
23 U 0 = G2U 3 −G3U 2 − L1U 0,

Ïðîñòðàíñòâåííûå êîìïîíåíòû 4-ñïèíà Sα ñ âåðõíèìè èíäåêñàìè îáðà-
çóþò 3-âåêòîð S = {S1, S2, S3}. Îíè èìåþò îáðàòíûé çíàê ïî ñðàâíåíèþ
ñ êîìïîíåíòàìè ñ íèæíèìè èíäåêñàìè: S1 = −S1, è ò.ä.
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Â ðåçóëüòàòå:

S = LU 0 −G×U, S0 = LU.

Âûðàçèì ñóììàðíûé âåêòîð G ÷åðåç ýíåðãèþ è èìïóëüñ: G = ER− tP,
è àíàëîãè÷íî äëÿ 4-ñêîðîñòè: Uα = {U 0,U} = {E ,P}/M . Îêîí÷àòåëüíî:

S =
E
M

(L−R×P), S0 =
LP

M
=

SP

E
= uS. (3.31)

Òàêèì îáðàçîì, 3-ìåðíûé âåêòîð ñïèíà S ïðîïîðöèîíàëåí ðàçíèöå ïîë-
íîãî ìîìåíòà èìïóëüñà L è ìîìåíòà èìïóëüñà äâèæåíèÿ ñèñòåìû êàê öå-
ëîãî R×P (ïðîèçâåäåíèå ðàäèóñ-âåêòîð öåíòðà ýíåðãèè íà ñóììàðíûé
èìïóëüñ). Ýòà ðàçíèöà èìååò ñìûñë ñîáñòâåííîãî ìîìåíòà èìïóëüñà

(èç ïîëíîãî ìîìåíòà âû÷ëè ìîìåíò äâèæåíèÿ ñèñòåìû êàê öåëîãî). Êî-
ýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè E/M äåëàåò åãî ïðîñòðàíñòâåííîé êîì-
ïîíåíòîé 4-âåêòîðà.
Íóëåâàÿ êîìïîíåíòà 4-ñïèíà ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ 3-âåêòîðîì ñïè-

íà è �ñóììàðíîé ñêîðîñòüþ� ñèñòåìû u = P/E .
Â ñèëó àíòèñèììåòðè÷íîñòè ñèìâîëà Ëåâè-×åâèòû ïðîèçâåäåíèå 4-

ñïèíà íà 4-ñêîðîñòü â ëþáîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà ðàâíî íóëþ:

S · U = SαU
α = 0.

Ïîýòîìó â ñèñòåìå ïîêîÿ Uα = {1,0} (èëè P = 0) ñïèí îáëàäàåò òîëüêî
âåêòîðíûìè êîìïîíåíòàìè Sα = {0,S}. Â ýòîé ñèñòåìå 3-ìåðíûé âåêòîð
ñïèíà ñîâïàäàåò ñ ìîìåíòîì èìïóëüñà S = L.
Äëÿ òî÷å÷íîé ÷àñòèöû L = R × P, ïîýòîìó äëÿ íå¼ ñïèí âñåãäà íó-

ëåâîé. Â ñëó÷àå ñèñòåìû ÷àñòèö ñóììàðíûé ìîìåíò èìïóëüñà óæå íå
ïðîïîðöèîíàëåí ñóììàðíîìó èìïóëüñó. Ïîýòîìó ñïèí â îáùåì ñëó÷àå
íå ðàâåí íóëþ.
Ïîíÿòèå ñïèíà âîçíèêëî â êâàíòîâîé ìåõàíèêå, êàê äèíàìè÷åñêàÿ ïå-

ðåìåííàÿ, îïèñûâàþùàÿ òî÷å÷íûé ýëåêòðîí (äîïîëíèòåëüíî ê åãî êî-
îðäèíàòàì è èìïóëüñó). Ïîýòîìó èíîãäà ñ÷èòàþò, ÷òî ñïèí � ýòî ÷èñòî
êâàíòîâàÿ ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà. Îäíàêî ýòî íå òàê. Â òîé æå êâàíòîâîé
ìåõàíèêå ìîæíî ãîâîðèòü, íàïðèìåð, î ñïèíå ïðîòîíà èëè ÿäðà, êîòî-
ðûå çàâåäîìî íå ÿâëÿþòñÿ òî÷å÷íûìè îáúåêòàìè. Â ýòîì ñëó÷àå ó ñïè-
íà äîëæåí áûòü ñîîòâåòñòâóþùèé êëàññè÷åñêèé ïðîòîòèï. Àíàëîãè÷íà
ñèòóàöèÿ ñ êâàíòîâûìè ýíåðãèåé, èìïóëüñîì èëè ìîìåíòîì èìïóëüñà.
Åñòåñòâåííî, ÷òîáû ââåñòè íåêâàíòîâûé ñïèí äëÿ òî÷å÷íîé ÷àñòèöû,
òðåáóåòñÿ îïðåäåë¼ííàÿ èçîáðåòàòåëüíîñòü. Íî äëÿ íåòî÷å÷íûõ îáúåê-
òîâ, íàïðèìåð, âðàùàþùåãîñÿ ãèðîñêîïà, ïîíÿòèå íåêâàíòîâîãî ñïèíà
îêàçûâàåòñÿ î÷åíü óäîáíîé õàðàêòåðèñòèêîé ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû.



188 ÃËÀÂÀ 3.

3.11 Óñêîðåííîå äâèæåíèå ãèðîñêîïà ∗∗

Âî âòîðîé ãëàâå (ñòð. 116) ìû ðàññìîòðåëè óñêîðåííîå äâèæåíèå ñòåðæ-
íÿ, êîòîðûé ïðè èçìåíåíèè ñâîåé ñêîðîñòè ïåðåìåùàåòñÿ ïàðàëëåëüíî
ñâîåìó ïðåäûäóùåìó ïîëîæåíèþ ñ òî÷êè çðåíèÿ íàáëþäàòåëåé â ìãíî-
âåííî ñîïóòñòâóþùåé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà. Â ðåëÿòèâèñòñêîé
òåîðèè òàêîé ñòåðæåíü ïðè äâèæåíèè ïîâîðà÷èâàåòñÿ îòíîñèòåëüíî íà-
áëþäàòåëåé â íåïîäâèæíîé (ëàáîðàòîðíîé) ñèñòåìå îòñ÷¼òà.
Àíàëîãè÷íûé ýôôåêò âîçíèêàåò è ñî ñïèíîì âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìû.

Ïóñòü íà ãèðîñêîï äåéñòâóåò ñèëà, èçìåíÿþùàÿ åãî ñêîðîñòü, íî ïðè
ýòîì îòñóòñòâóåò ìîìåíò ñèëû. Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ñîáñòâåííûé
ìîìåíò âðàùåíèÿ ïðè ýòîì äîëæåí îñòàòüñÿ áåç èçìåíåíèÿ (õîòÿ, âîç-
ìîæíî, èçìåíèòñÿ ïîëíûé ìîìåíò çà ñ÷¼ò �îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ�). Â
òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè â òàêèõ óñëîâèÿõ ñîáñòâåííûé ìîìåíò âðàùåíèÿ
(ñïèí) â îáùåì ñëó÷àå èçìåíÿåòñÿ (ïðåöåññèðóåò).
Ââåä¼ì òðè ñèñòåìû îòñ÷¼òà K, K ′ è K ′′. Ïóñòü ñêîðîñòü ñèñòåìû K ′

îòíîñèòåëüíî K ðàâíà v, à ñêîðîñòü ñèñòåìû K ′′ îòíîñèòåëüíî K ′ ðàâíà
dv′. Ñîîòâåòñòâåííî, ñêîðîñòü K ′′ îòíîñèòåëüíî K ðàâíà v + dv. Ýòè
ñêîðîñòè ñâÿçàíû ïðè ïîìîùè çàêîíà ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé (1.17), ñòð.34:

dv′ =
(v + dv)− γv + Γv (v(v + dv))

γ (1− v(v + dv))
≈ γdv +

γ3v(vdv)

γ + 1
, (3.32)

ãäå ïðèáëèæ¼ííîå ðàâåíñòâî çàïèñàíî ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðâîãî ïîðÿäêà
ìàëîñòè ïî dv.

Ïîñëåäóþùèå ðàññóæäåíèÿ áóäóò ñïðàâåäëèâû äëÿ ëþáîãî 4-âåêòîðà
Sα, îðòîãîíàëüíîãî â 4-ïðîñòðàíñòâå ê 4-ñêîðîñòè Uα = {γu, uγu}:

U · S = U 0S0 −US = 0. (3.33)

Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî S0 = uS. Çàïèøåì ïðåîáðàçîâàíèÿ
äëÿ 3-âåêòîðà ñïèíà (çàìåíÿÿ â (1.12) t 7→ uS è r 7→ S):

S′ = S− γv(uS) + Γv(vS). (3.34)

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé ñêîðîñòè v 7→ −v:

S = S′ + γv(u′S′) + Γv(vS′), (3.35)

òàê êàê â ëþáîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà S0 = uS.
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Åñëè ãèðîñêîï íåïîäâèæåí (u′ = 0) îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû K ′, òî:

S = S′ + Γv(vS′). (3.36)

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïîëó÷àåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ (3.34) ïîñëå ïîä-
ñòàíîâêè u = v:

S′ = S− γ

γ + 1
v(vS). (3.37)

Ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå (3.36) ìåæäó ñèñòåìàìè K ′ è K ′′. Ïóñòü â
ñèñòåìå K ′′ íàõîäèòñÿ íåïîäâèæíûé (íî âðàùàþùèéñÿ) ãèðîñêîï ñî ñïè-
íîì S′′. Â ýòîì ñëó÷àå â ïðåîáðàçîâàíèè (3.36) íåîáõîäèìî äîáàâèòü âñåì
âåëè÷èíàì øòðèõ è çàìåíèòü v 7→ dv′. Â ðåçóëüòàòå â ïåðâîì ïðèáëè-
æåíèè ïî dv′ ñïèí îñòà¼òñÿ â ñèñòåìå K ′ áåç èçìåíåíèé: S′ = S′′.

Ðàññìîòðèì òåïåðü �òî÷íî òàêîé æå� ãèðîñêîï, íåïîäâèæíûé â ñèñòå-
ìå K ′ ñî ñïèíîì S′ (ñì. âûøå ðèñóíîê). Êîãäà íà÷àëà ñèñòåì K ′ è K ′′

ñîâïàäàþò, àíàëîãè÷íî ñòåðæíÿì (ñòð. 116) �ñîâïàäàþò� è ãèðîñêîïû.
Ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ãèðîñêîï ñèñòåìû K ′′ ïîëó÷àåòñÿ ïðè èç-
ìåíåíèè íà dv′ ñêîðîñòè ãèðîñêîïà ñèñòåìû K ′. Ñïèí ãèðîñêîïà K ′′ â
ñîîòâåòñòâèè ñ (3.35) îòíîñèòåëüíî K ðàâåí:

S = S′ + γv(S′dv′) + Γv(vS′). (3.38)

Ýòî âûðàæåíèå äà¼ò çíà÷åíèå ñïèíà ãèðîñêîïà â ìîìåíò âðåìåíè t+ dt
ïîñëå èçìåíåíèÿ èì ñêîðîñòè íà dv′ îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû K ′. Âû÷èòàÿ
èç íåãî çíà÷åíèå ñïèíà (3.36) â ìîìåíò âðåìåíè t, ïîëó÷àåì:

dS = γv(S′dv′) = γ2v(Sdv), (3.39)

ãäå âî âòîðîì ðàâåíñòâå dv′ âûðàæåíî ÷åðåç dv ïðè ïîìîùè (3.32), à
âìåñòî S′ ïîäñòàâëåíî âûðàæåíèå (3.37).

Ââîäÿ âåêòîð 3-ìåðíîãî óñêîðåíèÿ a = dv/dt, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

dS

dt
= γ2v (aS). (3.40)

Åñëè óñêîðåíèå a îñòà¼òñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíûì âåêòîðó ñïèíà (aS = 0), òî
ñïèí ïðè òàêîì äâèæåíèè íå èçìåíÿåòñÿ. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ïðè óñêî-
ðåííîì äâèæåíèè ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå ñïèíà. Ýòî èçìåíåíèå ïðèâîäèò
êàê ê ïîâîðîòó ñïèíà (ïðåöåññèè), òàê è ê èçìåíåíèþ ìîäóëÿ âåêòîðà S.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî óðàâíåíèå (3.40) îòëè÷àåòñÿ îò óðàâíå-
íèÿ (2.36), ñòð.118, îïèñûâàþùåãî ïîâîðîò �æ¼ñòêîãî� ñòåðæíÿ ïðè êðè-
âîëèíåéíîì äâèæåíèè. Ïîýòîìó ïîâîðîòû ñòåðæíÿ è ñïèíà ðàçëè÷íû.
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• Óðàâíåíèþ (3.40) ìîæíî ïðèäàòü êîâàðèàíòíóþ ôîðìó:

dSα

dτ
= −V αAβSβ, (3.41)

ãäå V α = {γ,vγ} � 4-ñêîðîñòü, à Aα � 4-óñêîðåíèå (ñòð. 133):

Aα =
dV α

dτ
= γ

d

dt
{γ, vγ} = {γ4 (va), γ2 a+ γ4 v (va)} (3.42)

è dτ =
√
1− v2 dt � ñîáñòâåííîå âðåìÿ ñèñòåìû K ′. Äåéñòâèòåëüíî,

ñâ¼ðòêà 4-óñêîðåíèÿ è 4-ñïèíà ðàâíà:

AβSβ = A0S0 −AS = γ4 (va) (vS)− γ2 (aS)− γ4 (vS) (va) = −γ2 (aS).

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (3.41) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ïåðåíîñà

Ôåðìè. Îíî ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé. Ïóñòü
èçìåíåíèå ñïèíà â êîâàðèàíòíîé ôîðìå ìîæåò çàâèñåòü òîëüêî îò 4-
ñêîðîñòè, 4-óñêîðåíèÿ è 4-ñïèíà. Òîãäà èç ñîîáðàæåíèé êîâàðèàíòíîñòè:

dS

dτ
= λV+ σA+ κ S, (3.43)

ãäå λ, σ κ, � íåêîòîðûå êîýôôèöèåíòû. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ìãíîâåííî
ñîïóòñòâóþùåé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå, â êîòîðîé ÷àñòèöà ïîêîèòñÿ (V =
{1,0}, A = {0, a}, S = {0,S}) èçìåíåíèå ñïèíà íóëåâîå (dS/dt = 0), ò.å.
ñïèí ïåðåíîñèòñÿ ïàðàëëåëüíî ñâîåìó ïðåäûäóùåìó ïîëîæåíèþ. Â ýòîì
ñëó÷àå íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî σ = κ = 0. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì òåïåðü
óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè 4-ñïèíà è 4-ñêîðîñòè S · V = 0:

d(S · V)
dτ

=
dS

dτ
· V+ S · dV

dτ
= λ+ S · dV

dτ
= 0,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî êâàäðàò 4-ñêîðîñòè ðàâåí åäèíèöû (V2 = 1). Íàõîäÿ
èç ýòîãî óðàâíåíèÿ λ è ïîäñòàâëÿÿ â (3.43), ìû ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ
(3.41).
Ïðè ïåðåíîñå Ôåðìè, â cèëó V ·S = 0, îñòà¼òñÿ áåç èçìåíåíèé êâàäðàò

4-âåêòîðà ñïèíà: S2 = const, õîòÿ êâàäðàò 3-âåêòîðà ñïèíà S2 èçìåíÿåò-
ñÿ, åñëè ñïèí íå îðòîãîíàëåí ñêîðîñòè èëè óñêîðåíèþ.
Îòìåòèì òàêæå óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå èçìåíåíèå ìîäèôèöèðîâàí-

íîãî ñïèíà S̃ = SM/E = S/γ îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû îò-
ñ÷¼òà.

dS̃

dt
= γ2 [a× [v × S̃]. (3.44)

Ìîäèôèöèðîâàííûé ñïèí ðàâåí ÷èñòîé ðàçíîñòè ïîëíîãî ìîìåíòà èì-
ïóëüñÿ è ìîìåíòà èìïóëüñà öåíòðà ýíåðãèè: S̃ = L−R×P.
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Ïðè ðàâíîóñêîðåííîì äâèæåíèè (ñòð. 119) èç ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ èíòå-
ãðèðîâàíèå óðàâíåíèÿ ïðåöåññèè (3.40) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé çàâèñè-
ìîñòè ïðîäîëüíîé ê ñêîðîñòè êîìïîíåíòû ñïèíà îò âðåìåíè:

Sx(t) =
Sx0√

1− v2(t)
, Sy(t) = Sy0, (3.45)

ãäå Sx0 = Sx(0) � íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ñïèíà â ñèñòåìå, â êîòîðîé åãî
ñóììàðíûé èìïóëüñ áûë ðàâåí íóëþ. Ýòî æå ñîîòíîøåíèå ñëåäóåò òàê-
æå èç ïðåîáðàçîâàíèÿ (3.36). Òàêèì îáðàçîì, ïðîäîëüíàÿ êîìïîíåíòà
ñïèíà óâåëè÷èâàåòñÿ ïðè óñêîðåíèè ãèðîñêîïà, à ïîïåðå÷íàÿ êîìïîíåí-
òà îñòà¼òñÿ áåç èçìåíåíèé. Íà ñàìîì äåëå çàâèñèìîñòü (3.45) ïîëó÷àåòñÿ
íå òîëüêî ïðè ðàâíîóñêîðåííîì äâèæåíèè, íî è ïðè ëþáîì äâèæåíèè
âäîëü ïðÿìîé, äëÿ êîòîðîãî óðàâíåíèå (3.40) èìååò âèä:

dSx

Sx
=

va dt

1− v2(t)
= −1

2
d
[
ln(1− v2(t))

]
.

Åãî èíòåãðèðîâàíèå ïðèâîäèò ê (3.45).

Ìîæíî ðàññìîòðåòü ðàâíîìåðíîå äâèæåíèå öåíòðà ýíåðãèè ãèðîñêîïà
ïî îêðóæíîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå ïîâîðîò ñòåðæíÿ è ïðåöåññèÿ ñïèíà âåäóò
ñåáÿ ñõîæèì îáðàçîì. Ïðè ìàëûõ ñêîðîñòÿõ v ïðè êàæäîì îáîðîòå ïî
îêðóæíîñòè ñïèí, êàê è ñòåðæåíü, ïîâîðà÷èâàåòñÿ íà íåáîëüøîé óãîë,
ðàâíûé πv2 [39].

Àíàëîãè÷íî ñïèíó ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå èçìåíåíèå ïîë-
íîãî ìîìåíòà èìïóëüñà L ãèðîñêîïà, çàïèñàííîå îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæ-
íîé (ëàáîðàòîðíîé) ñèñòåìû îòñ÷¼òà. Òàê êàê ïðîåêöèè âåêòîðà L ÿâ-
ëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè 4-òåíçîðà, åãî òðàíñôîðìàöèîííûå ñâîéñòâà îò-
ëè÷àþòñÿ îò ñâîéñòâ ñïèíà. Ïîýòîìó ðåçóëüòèðóþùåå óðàâíåíèå òàêæå
îòëè÷àåòñÿ îò (3.40) è èìååò âèä:

dL

dt
= γ2 v × [L× a].

Åñëè óñêîðåííîå äâèæåíèå ïðîèñõîäèò âäîëü ïðÿìîé (âåêòîðû v è a
ïàðàëëåëüíû), èçìåíåíèå êîìïîíåíò ìîìåíòà èìïóëüñà ñîâïàäàåò ñ ñî-
îòâåòñòâóþùèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ëîðåíöà äëÿ ìãíîâåííî ñîïóòñòâó-
þùåé ãèðîñêîïó èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà.

Îòìåòèì, ÷òî èñõîäíàÿ ôîðìóëà Òîìàñà äëÿ ïðåöåññèè ñïèíà îòëè÷à-
ëàñü îò óðàâíåíèÿ (3.40). Ýòî áûëî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî Òîìàñ ó÷¼ë òîëüêî
âèãíåðîâñêîå âðàùåíèå, êîòîðîå ìû ðàññìîòðèì â 5-é ãëàâå. Îäíàêî ýòî
íå åäèíñòâåííûé ýôôåêò, ïðèâîäÿùèé ê ïðåöåññèè âåêòîðîâ, ñâÿçàííûõ
ñ íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìîé îòñ÷¼òà [39].
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3.12 Íåëîêàëüíîñòü çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ∗∗

Â òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ñîõðàíåíèå ìîìåíòà èìïóëüñà ñîâîêóïíî-
ñòè ÷àñòèö â îäíîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà â îáùåì ñëó÷àå íå
âëå÷¼ò çà ñîáîé åãî ñîõðàíåíèÿ â äðóãèõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ. Äëÿ
ñîñòàâíûõ ñèñòåì ïðåîáðàçîâàíèÿ (3.28), (3.29), ñòð.183, ÿâëÿþòñÿ ëèøü
ïåðâûì ïðèáëèæåíèåì. Ýòîò ôàêò, ïî-âèäèìîìó, ïåðâûì îòìåòèë Â.À.
Ôîê [15]. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñòîÿíñòâî ìîìåíòà èìïóëüñà (è äðóãèõ ñîõðà-
íÿþùèõñÿ âåëè÷èí) â äàííîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà âûðàæàåòñÿ â òåðìèíàõ,
ñèíõðîíèçèðîâàííûõ âî âñ¼ì ïðîñòðàíñòâå ÷àñîâ. Äëÿ ñèñòåìû ÷àñòèö,
íàõîäÿùèõñÿ â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà, îäíîâðåìåííûå ñîáûòèÿ
â îäíîé ñèñòåìå áóäóò íåîäíîâðåìåííûìè â äðóãîé.
×òîáû ïîëó÷èòü ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà äëÿ ìîìåíòà èìïóëüñà ñî-

âîêóïíîñòè ÷àñòèö (íàïðèìåð, ñîñòàâëÿþùèõ âðàùàþùèéñÿ ãèðîñêîï),
íåîáõîäèìî ïðîñóììèðîâàòü ïðåîáðàçîâàíèÿ (3.28), (3.29) ïî âñåì ÷àñòè-
öàì. Âåëè÷èíû, íàõîäÿùèåñÿ â ïðàâîé ÷àñòè, ñîîòâåòñòâóþò âðåìåíè t′.
Èõ ñóììà äàñò ìîìåíò èìïóëüñà è öåíòð ýíåðãèè â ìîìåíò âðåìåíè t′.
Îäíàêî, åñëè t′ ôèêñèðîâàíî, â ëåâîé ÷àñòè ñóììèðóåìûå âåëè÷èíû L è
R îòíîñÿòñÿ ê ðàçëè÷íûì ìîìåíòàì âðåìåíè. Äëÿ k-òîé ÷àñòèöû â ñèëó
ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà (1.12), ñòð.31, èìååì:

tk = vrk +
t′

γ
.

Òàê êàê ïîëîæåíèÿ ÷àñòèö rk âðàùàþùåãîñÿ òåëà ðàçëè÷íû, òî ðàçëè÷-
íûìè áóäóò è âðåìåíà tk. Ïîýòîìó òàêàÿ ñóììà íå ðàâíà ñóììàðíîìó
ìîìåíòó èìïóëüñà â ìîìåíò âðåìåíè t:∑

Lk(vrk + t′/γ) =
∑

γ (L′(t′)− v ×R′(t′))− Γv (vL′(t′)).

Àíàëîãè÷íî ìîæíî çàôèêñèðîâàòü âðåìÿ t â ëåâîé ÷àñòè ñóììàðíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé. Òîãäà ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè áóäóò îòíîñèòüñÿ ê
ðàçëè÷íûì ìîìåíòàì âðåìåíè. Â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ñóì-
ìàðíûõ âåëè÷èí âûãëÿäÿò ñóùåñòâåííî áîëåå ñëîæíûìè, ÷åì óðàâíåíèÿ
(3.28), (3.29). Ïîñëåäíèå ñïðàâåäëèâû äëÿ îäèíî÷íîé ÷àñòèöû èëè êàê
ïåðâîå ïðèáëèæåíèå ïî óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ. Â îáùåì ñëó÷àå îêà-
çûâàåòñÿ, ÷òî, õîòÿ L′ èR′ ïîñòîÿííû â ñèñòåìå S ′, îíè áóäóò èçìåíÿòüñÿ
ñî âðåìåíåì â ñèñòåìå S. È ýòî îòíîñèòñÿ íå òîëüêî ê ìîìåíòó èìïóëüñà.
Âî èçáåæàíèå íåäîðàçóìåíèé, ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî ðå÷ü èä¼ò î ìåõàíè-

÷åñêîì ìîìåíòå, îïðåäåë¼ííîì êàê L =
∑

r × p. Åãî íåñîõðàíåíèå íå
îçíà÷àåò, ÷òî íåëüçÿ ïîñòðîèòü íåêîòîðóþ âåëè÷èíó (âêëþ÷àþùóþ â ñå-
áÿ L), êîòîðàÿ áóäåò ïîñòîÿííà âî âñåõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà.
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Ðàññìîòðèì äëÿ ïðèìåðà äâà ìàññèâíûõ øàðèêà, ñîåäèí¼ííûõ ë¼ãêèì
ñòåðæíåì. Ïóñòü â ñèñòåìå S ′ òàêàÿ ãàíòåëüêà âðàùàåòñÿ ñ óãëîâîé ñêî-
ðîñòüþ ω0 â ïëîñêîñòè (x′, y′). Öåíòð âðàùåíèÿ ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì ìàññ
è íà÷àëîì ñèñòåìû îòñ÷¼òà. Òðàåêòîðèÿ îäíîãî øàðèêà ðàâíà

x′ = r0 cos(ϕ+ ω0t
′), y′ = r0 sin(ϕ+ ω0t

′), (3.46)

ãäå ϕ, ω0, r0 � êîíñòàíòû. Âòîðîé øàðèê ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé ϕ 7→ ϕ+ π

èëè r0 7→ −r0. Ìîäóëè ñêîðîñòè øàðèêîâ îäèíàêîâû è ðàâíû ω0r0. Ìî-
ìåíò èìïóëüñà ãàíòåëüêè, ïåðïåíäèêóëÿðíûé ïëîñêîñòè (x′, y′), ðàâåí:

L0 =
µω0r

2
0√

1− (ω0r0)2
, (3.47)

ãäå µ = 2m � ñóììàðíàÿ ìàññà øàðèêîâ.
Íàéä¼ì, êàê âûãëÿäèò ýòà æå ãàíòåëüêà äëÿ íåïîäâèæíûõ íàáëþäàòå-

ëåé â ñèñòåìå S, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé S ′ äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ v âäîëü
îñè x. Ïîäñòàâèì â òðàåêòîðèþ (3.46) ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà:

γ [x−vt] = r0 cos
(
ϕ+ω0γ [t−vx]

)
, y = r0 sin

(
ϕ+ω0γ [t−vx]

)
. (3.48)

Ââåä¼ì êîîðäèíàòó x̃ = x− vt îòíîñèòåëüíî íà÷àëà ñèñòåìû îòñ÷¼òà S ′:

γ x̃ = r0 cos(ϕ+ ωt− ω0v γx̃), y = r0 sin(ϕ+ ωt− ω0v γx̃), (3.49)

ãäå ω = ω0/γ � êðóãîâàÿ ÷àñòîòà â ñèñòåìå S. Ïåðâîå òðàíñöåíäåíòíîå
óðàâíåíèå ïîçâîëÿåò íàéòè x̃. Âòîðîå óðàâíåíèå äà¼ò y.
Íèæå íà ðèñóíêå èçîáðàæåíû ïîëîæåíèÿ øàðèêîâ è ñòåðæíÿ â ðàç-

ëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè. Ïðè âðàùåíèè ñòåðæåíü èçãèáàåòñÿ, ÷òî ñâÿ-
çàíî ñ îòíîñèòåëüíîñòüþ îäíîâðåìåííîñòè.

Êîãäà â ñèñòåìå S ′ ñòåðæåíü ðàñïîëîæåí âåðòèêàëüíî, òî îáà øàðèêà
íàõîäÿòñÿ íà îñè y′. Ýòè äâà ñîáûòèÿ èìåþò îäèíàêîâûå êîîðäèíàòû x′,
ïîýòîìó áóäóò îäíîâðåìåííû è äëÿ íàáëþäàòåëåé â S. Ïîýòîìó â ýòîò ìî-
ìåíò âèä ñòåðæíÿ â îáîèõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà ñîâïàäàåò. Èíà÷å âûãëÿäèò
ñèòóàöèÿ, êîãäà â ñèñòåìå S ′ ñòåðæåíü çàíèìàåò ãîðèçîíòàëüíîå ïîëî-
æåíèå è øàðèêè ïåðåñåêàþò îñü x′. Ýòè ñîáûòèÿ áóäóò íåîäíîâðåìåííû
â ñèñòåìå S, ãäå ïðàâûé øàðèê îñü x åù¼ íå ïåðåñ¼ê, à ëåâûé ýòî óæå
ñäåëàë.
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Äèôôåðåíöèðóÿ (3.48), ïîëó÷àåì ñêîðîñòü u = {ux, uy} øàðèêà:

ux =
v − ω0y

1− vω0y
, uy =

ω0 x̃

1− vω0y
,

äëÿ êîòîðîé ôàêòîð Ëîðåíöà ðàâåí:

γu =
1√

1− u2x − u2y

=
γ (1− vω0y)√
1− (r0ω0)2

,

ãäå γ = 1/
√
1− v2. Ïðè ïîìîùè âåêòîðà r̃ = r − vt = {x̃, y} ìîæíî â

ñóììàðíîì ìîìåíòå èìïóëüñà îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò ñèñòåìû S
âûäåëèòü ìîìåíò îòíîñèòåëüíî ìãíîâåííîãî ïîëîæåíèÿ íà÷àëà ñèñòåìû
S ′, êîòîðûé ìû áóäåì ïîìå÷àòü òèëüäîé:

L =
∑

mγu [r× u] = L̃+ [v ×P] t, (3.50)

ãäå �ìãíîâåííûé� ìîìåíò è ñóììàðíûé èìïóëüñ ðàâíû:

L̃ =
∑

mγu [r̃× u], P =
∑

p.

Âåêòîð L̃ íàïðàâëåí âäîëü îñè z è èìååò äëèíó:

L̃ = γL0 −
∑ mγ (ω0v

2 γ2x̃2 + v y)√
1− (r0ω0)2

, (3.51)

ãäå L0 � ìîìåíò âðàùåíèÿ (3.47) â ñèñòåìå S ′. Ñëàãàåìîå γL0 ñîîòâåò-
ñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèþ ìîìåíòà â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèåì (3.28),
íå ó÷èòûâàþùèì îòíîñèòåëüíîñòü îäíîâðåìåííîñòè äëÿ ðàñïðåäåë¼ííîé
ñèñòåìû. Àíàëîãè÷íî ïðè ïîìîùè r̃ ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå ÷àñòè âåê-
òîð R:

R =
∑

(Er− pt) = (vE −P)t+
∑

Er̃, (3.52)

ãäå E =
∑

E � ñóììàðíàÿ ýíåðãèÿ äâèæåíèÿ. Ïîñëåäíèé ÷ëåí áóäåì ïî-
ìå÷àòü òèëüäîé. Åãî îòíîøåíèå ê E äà¼ò ðàäèóñ-âåêòîð öåíòðà ýíåðãèè
îòíîñèòåëüíî ìãíîâåííîãî ïîëîæåíèÿ ñèñòåìû S ′. Êîìïîíåíòû ñóììàð-
íîãî âåêòîðà R̃ èìåþò âèä:

R̃ =
∑

Er̃ =
∑ mγ{x̃− vω0 yx̃, y − vω0 y

2}√
1− (r0ω0)2

. (3.53)

Çàïèøåì òàêæå âûðàæåíèÿ äëÿ ñóììàðíîé ýíåðãèè è èìïóëüñà:

E =
∑ mγ(1− vω0 y)√

1− (r0ω0)2
, P =

∑ mγ{v − ω0y, ω0x̃}√
1− (r0ω0)2

. (3.54)

Äëÿ ãàíòåëüêè â ýòèõ ñîîòíîøåíèÿõ ñóììû ñîäåðæàò ïî äâà ñëàãàåìûõ
äëÿ êàæäîãî èç øàðèêîâ.
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Íèæå íà ðèñóíêå ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè ìãíîâåííîãî
ìîìåíòà èìïóëüñà L̃ è òðàåêòîðèÿ íà ïëîñêîñòè x, y ìãíîâåííîãî öåíòðà
ýíåðãèè R̃/E îòíîñèòåëüíî íà÷àëà ñèñòåìû S ′ è ñóììàðíîãî èìïóëüñà.
Ïðè ýòîì v = 0.8, w0 = 0.6, m = r0 = 1. Âðåìÿ èçìåíÿåòñÿ îò 0 äî π/ω.

Êîëåáàíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà ñâÿçàíû
ñ áûñòðûì âðàùåíèåì øàðèêîâ â ñèñòåìå S ′. Ðàñêëàäûâàÿ êîñèíóñ â
óðàâíåíèè (3.49) â ðÿä ïî ω0vγx̃, à çàòåì x̃ â ðÿä ïî ω0, èìååì:

γx̃ ≈ r0 c+ r20ω0v s c+O(ω2r30), y ≈ r0 s− r20 ω0v c
2 +O(ω2r30).

ãäå c = cos(ϕ+ωt), s = sin(ϕ+ωt). Ïðè ñóììèðîâàíèè â (3.51) íå÷¼òíûå
ñòåïåíè r0 ñîêðàùàþòñÿ, òàê êàê äëÿ îäíîãî øàðèêà áóäåò �r0�, à äëÿ
âòîðîãî � �−r0�. Ïîýòîìó ìîìåíò â ýòîì ïðèáëèæåíèè ïîñòîÿíåí:

L̃ ≈ γL0 +O(ω2
0r

3
0).

Ïîïðàâêà ê ðåçóëüòàòó ïðåîáðàçîâàíèÿ (3.28) ñîâåðøàåò îñöèëëÿòîðíûå
êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé 2ω. Öåíòð ýíåðãèè îòíîñèòåëüíî íà÷àëà ñèñòåìû S ′

â âåäóùåì ïðèáëèæåíèè ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì ïðåîáðàçîâàíèÿ (3.29):

R̃

E
≈ r20γω0

{
0, −v

}
.

Ñóììàðíàÿ ýíåðãèÿ äâèæåíèÿ â ñèñòåìå S çàâèñèò îò âðåìåíè ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

E
µγ

≈ 1 +
r20ω

2
0

2
+ r20ω

2
0v

2 cos2(ωt) + ...,

à ñóììàðíûé èìïóëüñ íå ðàâåí vE :

P

E
≈ v +

ω2
0r

2
0v

2γ2

{
1 + cos(2ωt), γ2 sin(2ωt)

}
+ ...,

÷òî ïðèâîäèò íå òîëüêî ê êîëåáàíèÿì âåêòîðà R âñëåä çà öåíòðîì ýíåð-
ãèè, íî è ê óâåëè÷åíèþ åãî äëèíû ñî âðåìåíåì (3.52). Âñå ýòè ýôôåêòû
ïðîÿâëÿþòñÿ òîëüêî ïðè áûñòðîì âðàùåíèè, êîãäà ïàðàìåòð ω0 âåëèê.
Ïðè ìàëûõ ω0 ñïðàâåäëèâû ïðåîáðàçîâàíèÿ (3.28),(3.29).
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Ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ãàíòåëüêè ïîçâîëÿþò íàéòè ñóììàðíûå
âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùèå âðàùàþùååñÿ êîëüöî èëè äèñê. Ïóñòü êîëü-
öî ñîñòîèò èç ìíîæåñòâà �ãàíòåëåê�, ðàâíîìåðíî çàïîëíÿþùèõ ïëîñêîñòü
êîëüöà â ñèñòåìå S ′. Â ñèñòåìå S âíåøíèé âèä ýòîãî äèñêà â ëþáîé ìî-
ìåíò âðåìåíè èçîáðàæ¼í íà ðèñóíêå 20.

Âíåøíèé âèä êîëüöà íå ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì, è âñåãäà íàáëþäàåòñÿ
ñãóùåíèå ìàññ â íèæíåé ÷àñòè êîëüöà â íàïðàâëåíèè âåêòîðíîãî ïðîèç-
âåäåíèÿ v × L, ãäå ìîìåíò èìïóëüñà L ïåðïåíäèêóëÿðåí ðèñóíêó.

Óðàâíåíèÿ (3.49) äëÿ îïðåäåëåíèÿ x̃ è y òðàíñöåíäåíòíû:

γx̃

r0
= cos

(
ϕ+ ωt− α

γx̃

r0

)
,

y

r0
= sin

(
ϕ+ ωt− α

γx̃

r0

)
,

ãäå α = ω0vr0. Ïðè ñóììèðîâàíèè âêëàäà êàæäîãî øàðèêà íåîáõîäèìî
ïåðåéòè ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî óãëó ϕ (�óñðåäíåíèþ�):

⟨f⟩ = 1

2π

2π∫
0

f(ϕ) dϕ. (3.55)

Ìîæíî ïîêàçàòü [39], ÷òî äëÿ íå÷¼òíûõ ñòåïåíåé x̃ ñðåäíèå ðàâíû íóëþ:

⟨x̃⟩ = ⟨x̃y⟩ = 0,

à íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ èìåþò âèä:

⟨y⟩ = −ω0vr
2
0

2
,

⟨
x̃2
⟩
=

r20
2γ2

,
⟨
y2
⟩
=

r20
2
.

Ïðè ïîìîùè ýòèõ ñîîòíîøåíèé íåñëîæíî íàéòè ìîìåíò èìïóëüñà è öåíòð
ýíåðãèè ëåòÿùåãî â ñèñòåìå S âðàùàþùåãîñÿ êîëüöà. Âñå ñóììû â ñîîò-
íîøåíèÿõ (3.51), (3.53), (3.54) çàìåíÿþòñÿ íà èíòåãðàë ïî óãëó ϕ.
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Ñóììàðíàÿ ìàññà êîëüöà äîëæíà ðàâíÿòüñÿ µ, òàê ÷òî:

∑
m 7→ 1

2π

2π∫
0

µdϕ = µ.

Ñóììàðíàÿ ýíåðãèÿ è èìïóëüñ êîëüöà ðàâíû:

E =
µγ√

1− (ω0r0)2
+

γL0v
2ω0

2
, P = vE + v

L0ω0

2γ
.

Â îòëè÷èå îò ãàíòåëüêè, îíè íå çàâèñÿò îò âðåìåíè. Îäíàêî ðåëÿòèâèñò-
ñêàÿ ñâÿçü P = vE äëÿ ñóììàðíûõ âåëè÷èí íå âûïîëíÿåòñÿ.

Óñðåäíÿÿ (3.51), ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ñóììàðíûé ìîìåíò èìïóëüñà
ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì ïðåîáðàçîâàíèé (3.28):

L = L̃ = γL0.

Ìîìåíò âðàùåíèÿ ñèììåòðè÷íîãî êîëüöà áóäåò ïîñòîÿííûì â îáåèõ ñè-
ñòåìàõ îòñ÷¼òà. Ýòî æå áóäåò ñïðàâåäëèâî è äëÿ äèñêà, îñü âðàùåíèÿ
êîòîðîãî ïåðïåíäèêóëÿðíà îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè. Çàìåòèì, ÷òî ýòîò
ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ, òîëüêî êîãäà óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ïåðïåí-
äèêóëÿðíà ñêîðîñòè v. Â îáùåì æå ñëó÷àå ìîìåíò èìïóëüñà ëèíåéíî
óâåëè÷èâàåòñÿ ñî âðåìåíåì [39]. Ïðè ýòîì ÷ëåí, çàâèñÿùèé îò âðåìåíè,
èìååò âòîðîé ïîðÿäîê ìàëîñòè ïî óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ êîëüöà.

Âåêòîð R̃ ñîîòâåòñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèþ (3.29), à èñõîäíûé âåêòîð R
áåç òèëüäû ëèíåéíî ðàñò¼ò ñî âðåìåíåì:

R̃ = L0γ v
{
0,−1

}
, R = L0γv

{
−ω0t

2γ2
,−1

}
,

Èçìåíåíèå âåêòîðà R ñî âðåìåíåì ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ñóììàðíûé èì-
ïóëüñ íå ðàâåí ñóììàðíîé ýíåðãèè, óìíîæåííîé íà ñêîðîñòü: P ̸= vE . Â
ðåçóëüòàòå, õîòÿ öåíòð ýíåðãèè îòíîñèòåëüíî íà÷àëà ñèñòåìû S ′ ïîñòîÿ-
íåí, âåêòîð R, â ñèëó (3.52), áóäåò ëèíåéíî óâåëè÷èâàòüñÿ ñî âðåìåíåì.

Òåì íå ìåíåå ïðè ìàëûõ óãëîâûõ ñêîðîñòÿõ ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðâî-
ãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî ω0 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âåêòîðû R è L èìåþò
ïîñòîÿííûå êîìïîíåíòû. Â ýòîì ïðèáëèæåíèè ýôôåêò îòíîñèòåëüíîñòè
îäíîâðåìåííîñòè ìîæíî íå ó÷èòûâàòü è ïîëüçîâàòüñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ-
ìè (3.28), (3.29) è äëÿ ñóììàðíûõ âåëè÷èí. Â ðàìêàõ ýòîãî ïðèáëèæåíèÿ
íàéä¼ì óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå èçìåíåíèå ìîìåíòà èìïóëüñà âðàùàþ-
ùåãîñÿ ãèðîñêîïà, åñëè îí èçìåíÿåò ñâîþ ñêîðîñòü ïîñòóïàòåëüíîãî äâè-
æåíèÿ.
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III Ðåëÿòèâèñòñêàÿ äèíàìèêà

• H22 Ìàêñèìóì óãëà ðàññåÿíèÿ (ñòð. 148)

Îáîçíà÷èì E ′
1 = x è íàéä¼ì ìàêñèìóì âûðàæåíèÿ:

F =
(E1 +m2)x− (m2

1 + E1m2)

p1
√

x2 −m2
1

.

Áåðÿ ïðîèçâîäíóþ è ïðèðàâíèâàÿ å¼ íóëþ:

F ′ =
E1 +m2

p1
√
x2 −m2

1

− (E1 +m2)x− (m2
1 + E1m2)

p1(x2 −m2
1)

3/2
x = 0,

îòêóäà:

x =
m2

1(E1 +m2)

m2
1 + E1m2

, èëè
√

x2 −m2
1 =

p1m1

√
m2

1 −m2
2

m2
1 + E1m2

,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî E2
1 −m2

1 = p21. Ïîäñòàâëÿÿ x è
√
x2 −m2

1 â F , ïîëó÷àåì:

Fmax =

√
m2

1 −m2
2

m1
= (cos θ1)max.

Ó÷èòûâàÿ sin2 θ1 = 1−cos2 θ1, ïîëó÷àåì çíà÷åíèå ìàêñèìàëüíîãî ñèíóñà.

• H23 Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ðåàêòèâíîãî äâèæåíèÿ (ñòð. 153)

Çàïèøåì åù¼ ðàç äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ ðàçäåë¼ííûìè ïåðå-
ìåííûìè:

df

f
=

vdv

1− v2
− 1

2u0

(
dv

1− v
+

dv

1 + v

)
.

Èíòåãðèðóÿ, â ëåâîé ÷àñòè ïîëó÷àåì ln(f/f0), ãäå f0 � êîíñòàíòà èíòåãðè-
ðîâàíèÿ. Â ïðàâîé ÷àñòè, äëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî äåëàåì çàìåíó v2 = z,
2vdv = dz è ïîëó÷àåì ëîãàðèôì. Äëÿ âòîðîãî è òðåòüåãî ñëàãàåìûõ
ëîãàðèôì ïîëó÷àåòñÿ ñðàçó:

ln
f

f0
= −1

2
ln(1− v2)− 1

2u0

[
− ln(1− v) + ln(1 + v)

]
,

îòêóäà:

f

f0
=

1√
1− v2

·
(
1− v

1 + v

)1/(2u0)

.

Ó÷èòûâàÿ òåïåðü, ÷òî f(v) = M(v)/
√
1− v2, íåñëîæíî çàïèñàòü ðåëÿòè-

âèñòñêóþ ôîðìóëó Öèîëêîâñêîãî.
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• H24 Íåðåëÿòèâèñòñêèé ïðåäåë ôîðìóëû Öèîëêîâñêîãî (ñòð. 153)

Íàéä¼ì íåðåëÿòèâèñòñêèé ïðåäåë ñîîòíîøåíèÿ (3.9), ñòð.153, â êîòî-
ðîé âîññòàíîâèì ñêîðîñòü ñâåòà:

M

M0
=

(
1− v/c

1 + v/c

)c/(2u0)

≈
(
1− 2v

c

)c/(2u0)

.

Ïðèáëèæ¼ííîå ðàâåíñòâî çàïèñàíî äëÿ ìàëûõ ñêîðîñòåé, äëÿ êîòîðûõ
(1+v/c)−1 ≈ 1−v/c è ïðè ïåðåìíîæåíèè ñêîáîê ñîõðàí¼í òîëüêî ïåðâûé
ïîðÿäîê ïî v/c. Âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäåëîì, âîçíèêàþùèì ïðè îïðåäåëåíèè
÷èñëà Ýéëåðà è ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèè:

ex = lim
α→0

(1 + αx)1/α.

Îáîçíà÷èì α = 2u0/c è x = −v/u0. Íåðåëÿòèâèñòñêèé ïðåäåë ñîîòâåò-
ñòâóåò c → ∞ èëè α → 0, ïîýòîìó ïîëó÷àåì:

M

M0
= e−v/u0.

Òàêèì îáðàçîì, ìàññà ðàêåòû ýêñïîíåíöèàëüíî óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì
ñêîðîñòè.

• H25 Èíâàðèàíòû àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà (ñòð.183)

Ïîäñòàâèì â âûðàæåíèÿ a′2 − b′2 ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà äëÿ âåêòî-
ðîâ a è b (òàêèå æå êàê è äëÿ òåíçîðà ìîìåíòà èìïóëüñà Lαβ = (G,L)).
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî [v×a]2 = v2a2−(va)2 è àíàëîãè÷íî äëÿ âåêòîðà b, èìååì:

γ2 (a2 + v2b2 − (vb)2 + 2[v × b]a) + (Γ2 v2 − 2γΓ) (va)2

−γ2 (b2 + v2a2 − (va)2 − 2[v × a]b) + (Γ2 v2 − 2γΓ) (vb)2.

Âåêòîðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ñîêðàùàþòñÿ, òàê êàê ïî ïðàâèëó âûòàëêèâà-
íèÿ:

[v × b]a = v[b× a] = −v[a× b], [v × a]b = v[a× b].

Ïîýòîìó âûðàæåíèå a′2 − b′2 ðàâíî:

γ2(1− v2) (a2 − b2) + ((va)2 − (vb)2)(γ2 − 2γΓ + Γ2v2) = a2 − b2,

ãäå ïîñòàâëåíî âûðàæåíèå äëÿ Γ è ñäåëàíû ïðåîáðàçîâàíèÿ:

γ2 − 2γΓ + Γ2v2 =
γ2 − 1− 2γ(γ − 1) + (γ − 1)2

v2
= 0.


