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Êèíåìàòèêà

Â ýòîé ãëàâå èçó÷àþòñÿ îñíîâíûå êèíåìàòè÷åñêèå ýôôåêòû òåîðèè îò-
íîñèòåëüíîñòè. Ìû íà÷í¼ì ñ îáñóæäåíèÿ îòíîñèòåëüíîñòè îäíîâðåìåí-
íîñòè è çàìåäëåíèÿ âðåìåíè. Îòäàâàÿ äàíü òðàäèöèè, áóäåò ðàññìîòðåí
ìûñëåííûé ýêñïåðèìåíò êîñìè÷åñêîãî ïóòåøåñòâèÿ äâóõ áëèçíåöîâ, â
îïèñàíèè êîòîðîãî èíîãäà óñìàòðèâàþò ïàðàäîêñ. Ýòî ïðîèñõîäèò èç-çà
íåäîñòàòî÷íî ãëóáîêîãî ïîíèìàíèÿ îñíîâ òåîðèè. Êàê áûëî óæå îòìå÷å-
íî â ïåðâîé ãëàâå, òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè íå ìîæåò áûòü ïðîòèâîðå÷è-
âîé, åñëè íåïðîòèâîðå÷èâà êëàññè÷åñêàÿ ìåõàíèêà.
Ìû ïðîäîëæàåì ñòîÿòü íà òî÷êå çðåíèÿ, ÷òî íàáëþäàòåëè ìîãóò ïðî-

âîäèòü èçìåðåíèÿ òîëüêî â ñâîåé íåïîñðåäñòâåííîé îêðåñòíîñòè. Èíôîð-
ìàöèþ îá óäàëåííûõ ñîáûòèÿõ ìîæíî ïîëó÷àòü ïðè ïîìîùè íåêîòîðûõ
ñèãíàëîâ. ×àùå âñåãî äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ñâåò. Ó÷åò êîíå÷íîñòè ñêî-
ðîñòè åãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ è ñïåöèôèêà äðóãèõ ýôôåêòîâ òåîðèè îòíî-
ñèòåëüíîñòè ïîòðåáóþò íåêîòîðîé êîððåêòèðîâêè âîñïðèíèìàåìîé íà-
ìè èíôîðìàöèè. Îêðóæàþùàÿ Âñåëåííàÿ �íà ñàìîì äåëå� âûãëÿäèò íå
ñîâñåì òàê, êàê ìû å¼ âèäèì. Ïîñëå ðàññìîòðåíèÿ ýôôåêòà Äîïëåðà,
èñêàæåíèÿ ôîðìû äâèæóùèõñÿ îáúåêòîâ è àáåððàöèè ìû èçó÷èì ðàâ-
íîóñêîðåííîå äâèæåíèå.
Ïîñëåäíèå ðàçäåëû ãëàâû ïîñâÿùåíû êîâàðèàíòíîìó ìàòåìàòè÷åñêî-

ìó ôîðìàëèçìó îïèñàíèÿ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí. Ìû ââåä¼ì ïîíÿòèÿ 4-
âåêòîðà è 4-òåíçîðà, ïðè ïîìîùè êîòîðûõ ìíîãèå ñîîòíîøåíèÿ òåîðèè
îòíîñèòåëüíîñòè ïîëó÷àþò î÷åíü èçÿùíîå è ïðîñòîå âûðàæåíèå.
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Ñåðãåé Ñ. Ñòåïàíîâ
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2.1 Âðåìÿ

• Ðàññìîòðèì äâà ñîáûòèÿ (íàïðèìåð, âñïûøêè ñâåòà), îäíîâðåìåííûå
â ñèñòåìå S ′ è ïðîèñõîäÿùèå â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà. Çàïèøåì
åù¼ ðàç ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà äëÿ ïðèðàùåíèé (ñì. ñòð. 37):

∆t′ =
∆t− v∆x√

1− v2
, ∆x′ =

∆x− v∆t√
1− v2

. (2.1)

Îäíîâðåìåííîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ∆t′ = 0 (t′1 = t′2). Ïîýòîìó èç ïåðâîé
ôîðìóëû (2.1) èìååì: ∆t = v∆x. Åñëè ∆x = x2 − x1 > 0, òî òîãäà è
∆t = t2 − t1 > 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî, ñ òî÷êè çðåíèÿ �íåïîäâèæíîãî�
íàáëþäàòåëÿ â S, ëåâîå ñîáûòèå ïðîèñõîäèò ðàíüøå ïðàâîãî (t2 > t1):

Ïîíÿòèå îäíîâðåìåííîñòè ñîáûòèé îòíîñèòåëüíî è òî, ÷òî îäíîâðåìåí-
íî äëÿ îäíîãî íàáëþäàòåëÿ, íå áóäåò îäíîâðåìåííûì äëÿ äðóãîãî. Â
÷àñòíîñòè, ñôåðè÷åñêàÿ âîëíà, ðàññìîòðåííàÿ íà ñòð. 40, ó êàæäîãî íà-
áëþäàòåëÿ áóäåò ñâîÿ, òàê êàê ñôåðà � ýòî ìíîæåñòâî ðàâíîóäàë¼ííûõ
îò öåíòðà îäíîâðåìåííî íàáëþäàåìûõ òî÷åê.
Â ñèëó ïðèíöèïà îòíîñèòåëüíîñòè âñå èíåðöèàëüíûå ñèñòåìû îòñ÷¼-

òà ðàâíîïðàâíû. Ïîýòîìó ñîáûòèÿ, îäíîâðåìåííûå â ñèñòåìå îòñ÷¼òà S,
áóäóò òàêæå âûãëÿäåòü íåîäíîâðåìåííûìè äëÿ íàáëþäàòåëåé â ñèñòåìå
S ′. Èç ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà ïðè ∆t = 0 ñëåäóåò, ÷òî ∆t′ = −v∆x′.
Îòíîñèòåëüíîñòü îäíîâðåìåííîñòè ïðèâîäèò ê íåâîçìîæíîñòè ñèíõðî-

íèçàöèè ÷àñîâ â ðàçëè÷íûõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà âî âñ¼ì ïðî-
ñòðàíñòâå. Îïèñàííàÿ â ïåðâîé ãëàâå ïðîöåäóðà ñèíõðîíèçàöèè âðåìåíè
â ðàìêàõ îäíîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî âñå ÷àñû â íåé
îäíîâðåìåííî ïîêàçûâàþò îäíî è òî æå âðåìÿ. Îäíàêî ñ òî÷êè çðåíèÿ
äðóãîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû ýòè æå ÷àñû ïîêàçûâàþò ðàçëè÷íîå âðåìÿ
(ïî ñðàâíåíèþ ñ ÷àñàìè, ñèíõðîíèçèðîâàííûìè â ýòîé ñèñòåìå).
Íåîäíîâðåìåííîñòü òåì ñèëüíåå, ÷åì áîëüøå ñêîðîñòü ñèñòåìû S ′ è

ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîáûòèÿìè. Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ â ôîðìóëå∆t = v∆x
êîíñòàíòû �c� íåîáõîäèìî ñäåëàòü ïðåäëîæåííûå ðàíåå çàìåíû (ñòð. 34):

c∆t =
v

c
∆x, èëè ∆t =

v

c2
∆x.

Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ∆t = ∆t′ = 0, ò.å. îäíîâðåìåííîñòü � ïîíÿòèå
àáñîëþòíîå, ÷òî ñðàçó âëå÷åò çà ñîáîé c = ∞.
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• Äðóãîé ëþáîïûòíûé ýôôåêò ñâÿçàí ñ çàìåäëåíèåì òåìïà òå÷åíèÿ
âðåìåíè â äâèæóùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷¼òà. Ïóñòü ∆x′ = 0, ò.å. â S ′ ÷àñû
íåïîäâèæíû è äâèæóòñÿ îòíîñèòåëüíî S, èçìåíÿÿ ñâî¼ ïîëîæåíèå:∆x =
v∆t. Â ýòîì ñëó÷àå èç (2.1) èìååì:

∆t′ =
∆t− v (v∆t)√

1− v2
= ∆t

√
1− v2.

Ïðèíÿòî ïðè ïîìîùè íóëåâîãî èíäåêñà îáîçíà÷àòü èíòåðâàë âðåìåíè,
èçìåðåííûé �äâèæóùèìèñÿ� ÷àñàìè τ0 = ∆t′, à òîò æå èíòåðâàë ñ òî÷êè
çðåíèÿ �íåïîäâèæíîãî� íàáëþäàòåëÿ � áåç èíäåêñà (τ = ∆t):

τ =
τ0√
1− v2

. (2.2)

Èíòåðâàë âðåìåíè τ0, èçìåðåííûé äâèæóùèìèñÿ ÷àñàìè, íàçûâàåòñÿ ñîá-
ñòâåííûì âðåìåíåì ýòèõ ÷àñîâ. Òàê êàê v < 1, òî τ > τ0, è âñå âûãëÿäèò
òàê, ÷òî äâèæóùèåñÿ ÷àñû èäóò ìåäëåííåå íåïîäâèæíûõ.
Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, �ñâåòîâûå ÷àñû�, â êîòîðûõ èìïóëüñ ñâåòà ïå-

ðèîäè÷åñêè îòðàæàåòñÿ îò äâóõ çåðêàë. Ïî ñîáñòâåííîìó âðåìåíè ÷àñîâ
èõ âûñîòà è âðåìÿ �òèêà� ñâÿçàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì: L = cτ0. Äëÿ
íåïîäâèæíîãî íàáëþäàòåëÿ ýòîò �òèê� ïðîèñõîäèò ïî ãèïîòåíóçå ñ òîé
æå ñêîðîñòüþ ñâåòà. Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà ìîæíî íàïèñàòü:

L2 = (cτ0)
2 = (cτ)2 − (vτ)2.

Ïðè c = 1 ïîëó÷àåì (2.2). Îäèí òèê íà äâèæóùèõñÿ ÷àñàõ τ0, ñ òî÷êè
çðåíèÿ íåïîäâèæíîãî íàáëþäàòåëÿ, áóäåò äëèòüñÿ äîëüøå, òàê êàê ñâåò
ñî ñêîðîñòüþ c ïðîõîäèò áîëåå äëèííûé ïóòü cτ . Ëþáûå ïðîöåññû â S ′

èäóò ñ îäíèì òåìïîì, ïîýòîìó âñå îíè áóäóò âûãëÿäåòü èç S ìåäëåííåå.
Ðåàëüíî èëè íåò ïîäîáíîå çàìåäëåíèå âðåìåíè? Îíî ðåàëüíî ðîâíî íà-

ñòîëüêî, íàñêîëüêî ðåàëüíû íàøè ñïîñîáû èçìåðåíèÿ âðåìåíè è ïðîöåäó-
ðû ñîãëàñîâàíèÿ åäèíèö èçìåðåíèÿ. Ëåòÿùèé ìèìî îáúåêò áóäåò �æèòü
äîëüøå� ñ òî÷êè çðåíèÿ íåïîäâèæíûõ íàáëþäàòåëåé. Ýòîò ýôôåêò íà-
áëþäàåòñÿ äëÿ êîðîòêîæèâóùèõ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö. Åñòåñòâåííî, çà-
ìåäëåíèå âðåìåíè îòíîñèòåëüíî. Ñ òî÷êè çðåíèÿ íàáëþäàòåëåé â ñèñòåìå
S ′ âñå ÷àñû â S áóäóò èäòè ìåäëåííåå. Èíåðöèàëüíûå ñèñòåìû îòñ÷åòà
ðàâíîïðàâíû, è ëþáûå ïðîöåññû â íèõ âûãëÿäÿò ñèììåòðè÷íûì îáðàçîì.
Â òàêîì ðàçíîîáðàçèè ìíåíèé íåò íèêàêîé ñòðàííîñòè, êàê íåóäèâèòåëü-
íî èõ ðàçíîîáðàçèå ïî ïîâîäó âêóñà ñûðà ðîêôîð.
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• Ðàçáåðåìñÿ ïîäðîáíåå, ÷òî âèäèò íàáëþäàòåëü, ñâÿçàííûé ñ äâèæó-
ùèìèñÿ ÷àñàìè. Äëÿ íàãëÿäíîñòè ïðåäñòàâèì, ÷òî â ñèñòåìå S íà áîëü-
øîì ðàññòîÿíèè äðóã îò äðóãà âäîëü îñè x ðàññòàâëåíû �êîñìè÷åñêèå
ñòàíöèè�. Íà çäàíèè êàæäîãî òàêîãî êîñìîïîðòà âèñÿò ñèíõðîííî èäó-
ùèå ÷àñû. Ðèñóíîê íèæå ïðèâåäåí äëÿ íàáëþäàòåëåé â ñèñòåìå S:

Êîñìè÷åñêèé êîðàáëü, ïðîëåòàÿ ìèìî ïåðâûõ ÷àñîâ â òî÷êå x = 0, ñèí-
õðîíèçèðóåò ñ íèìè ñâî¼ âðåìÿ. Â ðåçóëüòàòå ÷àñû íà êîðàáëå è íà ñòàí-
öèè ïîêàçûâàþò îäíî çíà÷åíèå, íàïðèìåð, ïîëíî÷ü (ïåðâûé ðèñóíîê).
Ïîêà äâèæóùèåñÿ äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà íàáëþäàòåëè íà êîðàáëå è
ñòàíöèè íàõîäÿòñÿ ðÿäîì, êàæäûé èç íèõ ðåãèñòðèðóåò áîëåå ìåäëåííîå
òèêàíüå �÷óæèõ� ÷àñîâ ïî ñðàâíåíèþ ñî ñâîèìè.
×òî ïðîèçîéä¼ò, êîãäà êîðàáëü äîñòèãíåò ñëåäóþùåé ñòàíöèè? Äëÿ

êîñìîíàâòà ÷àñû êîñìîïîðòà ïî-ïðåæíåìó òèêàþò ìåäëåííåå. Îäíàêî,
íåñìîòðÿ íà ýòî, îíè áóäóò ïîêàçûâàòü áîëåå ïîçäíåå âðåìÿ, ÷åì ÷àñû
íà êîðàáëå. Ñðàâíåíèå ïîêàçàíèÿ ÷àñîâ â îäíîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà, â
îòëè÷èå îò òåìïà èõ õîäà, ïðîöåäóðà àáñîëþòíàÿ. Ïîýòîìó ñîòðóäíèêè
êîñìîïîðòà òîæå áóäóò íàáëþäàòü îòñòàâàíèå êîðàáåëüíûõ ÷àñîâ.
Ðàññìîòðèì ìàòåìàòèêó ýòîãî ýôôåêòà. Â ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëîðåíöà

(1.10), ñòð.34, ïîëîæèì êîîðäèíàòó êîñìîíàâòà ðàâíîé x′ = 0. Åãî óðàâ-
íåíèå äâèæåíèÿ â ñèñòåìå S èìååò âèä x = vt. Âðåìÿ, ïðîøåäøåå ïîñëå
ñîâïàäåíèÿ íà÷àë îòñ÷åòà x = x′ = 0, â ñèñòåìå S ′ ìåíüøå, ÷åì â S:

t′ =
t− v(vt)√
1− v2

= t
√
1− v2 < t. (2.3)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÷àñû, íåïîäâèæíûå â S (∆x = 0), èäóò ñ òî÷êè çðåíèÿ
êîñìîíàâòà ìåäëåííåå (ñì. (2.1)):

∆t′ =
∆t√
1− v2

> ∆t.

Òàêèì îáðàçîì, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî âñå êîíêðåòíûå ÷àñû â ñèñòåìå S

èäóò ìåäëåííåå ñ òî÷êè çðåíèÿ íàáëþäàòåëÿ â S ′, ðàçíûå ÷àñû âäîëü åãî

òðàåêòîðèè ïîêàçûâàþò âðåìÿ, óøåäøåå âïåðåä. Åñëè êîñìîíàâò íàäó-
ìàåò ñîéòè íà íåêîòîðîé ñòàíöèè, ðåçêî çàòîðìîçèâ, òî ïîñëå îñòàíîâêè
îí óâèäèò, ÷òî ÷àñû íà êîñìîïîðòå óæå òèêàþò ñèíõðîííî ñ åãî ñîáñòâåí-
íûìè ÷àñàìè, îäíàêî ïî-ïðåæíåìó ïîêàçûâàþò äëÿ íåãî áîëåå ïîçäíåå
âðåìÿ. Â ðåçóëüòàòå êîñìîíàâò ïîïàä¼ò â �áóäóùåå� íåïîäâèæíîé ñèñòå-
ìû S.
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• Â ÷åì ôèçè÷åñêàÿ ïðè÷èíà òàêîãî ñòðàííîãî ñ òî÷êè çðåíèÿ êîñìî-
íàâòà ïîâåäåíèÿ ÷àñîâ â �íåïîäâèæíîé� ñèñòåìå îòñ÷åòà? Äëÿ îòâåòà íàì
ïîòðåáóåòñÿ öåëàÿ ýñêàäðà êîñìè÷åñêèõ êîðàáëåé, ëåòÿùèõ âäîëü îñè x
äðóã çà äðóãîì. Ïóñòü öåíòðàëüíûé êîðàáëü x′ = 0 ñèíõðîíèçóåò ñâîè
÷àñû ñ ÷àñàìè íà êîñìîïîðòå x = 0 (ðèñóíîê ñ òî÷êè çðåíèÿ S ′):

Îäíîâðåìåííî ñ ýòèì ñîáûòèåì (â ñèñòåìå S ′) êîñìîíàâòû íà äðóãèõ
êîðàáëÿõ ýñêàäðû íàáëþäàþò ðàçëè÷íóþ êàðòèíó â çàâèñèìîñòè îò òî-
ãî, ñïåðåäè èëè ñçàäè îíè ëåòÿò îò öåíòðàëüíîãî êîðàáëÿ. Òàê êàê âðå-
ìÿ âíóòðè ýñêàäðû åäèíîå, ñîâïàäåíèå íà÷àë îòñ÷åòà (öåíòðàëüíûé êî-
ðàáëü) ïðîèñõîäèò äëÿ âñåõ êîðàáëåé â îäíî âðåìÿ t′ = 0. Èç ïðåîáðàçî-
âàíèé Ëîðåíöà èìååì t = v x, ïîýòîìó êîñìîïîðòû, íàõîäÿùèåñÿ ñçàäè
(x < 0), áóäóò äëÿ íàáëþäàòåëåé â S ′ âûãëÿäåòü â ïðîøëîì (t < 0),
à êîñìîïîðòû, íàõîäÿùèåñÿ ñïåðåäè ïî äâèæåíèþ, � â áóäóùåì. Êîãäà
öåíòðàëüíûé êîðàáëü äîñòèãàåò íîâûõ êîñìîïîðòîâ, âðåìÿ íà íèõ îêà-
çûâàåòñÿ áóäóùåå, õîòÿ èõ ÷àñû òèêàþò ìåäëåííåå. Èõ çàìåäëåííûé õîä
íå óñïåâàåò êîìïåíñèðîâàòü íà÷àëüíûé �ñäâèã â áóäóùåå�, ñì. (2.3). Íà
çàìåäëåíèå âðåìåíè âñåãäà �íàêëàäûâàåòñÿ� ýôôåêò îòíîñèòåëüíîñòè îä-
íîâðåìåííîñòè. Íàñòîÿùåå äëÿ íàáëþäàòåëåé â îäíîé ñèñòåìå ÿâëÿåòñÿ
îáúåäèíåíèåì èõ áóäóùåãî è ïðîøëîãî ñ òî÷êè çðåíèÿ äðóãîé ñèñòåìû.

Ëþáîïûòíî ïðîàíàëèçèðîâàòü, ÷òî ïðîèçîéäåò, åñëè ýñêàäðà ðåøèò
î÷åíü áûñòðî îñòàíîâèòüñÿ, íàïðèìåð, ïðè t′ = 0. Ïîíÿòíî, ÷òî â íåïî-
äâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà S òàêàÿ �îäíîâðåìåííàÿ îñòàíîâêà� íå áóäåò
âûãëÿäåòü îäíîâðåìåííîé: t = v x. Ñíà÷àëà íà÷í¼ò òîðìîçèòü ïîñëåäíèé
êîðàáëü ýñêàäðû, çàòåì öåíòðàëüíûé, è ïîçæå âñåõ âêëþ÷èò äâèãàòåëè
ôëàãìàíñêèé êîðàáëü. Îäíàêî âíóòðè ýñêàäðû ðàññòîÿíèå ìåæäó êî-
ðàáëÿìè âñ¼ âðåìÿ âûäåðæèâàåòñÿ íåèçìåííûì. Ïîýòîìó êîãäà ñêîðîñòü
öåíòðàëüíîãî êîðàáëÿ îòíîñèòåëüíî S áóäåò íóëåâîé, òàêàÿ æå ñêîðîñòü
äîëæíà áûòü è äëÿ íåïîäâèæíûõ îòíîñèòåëüíî íåãî äðóãèõ êîðàáëåé.
Ïîñëå îñòàíîâêè êîðàáëè îêàçûâàþòñÿ â ñèñòåìå S è äîëæíû âîñïðè-
íèìàòü îêðóæàþùóþ äåéñòâèòåëüíîñòü òàê æå, êàê è âñå íàáëþäàòåëè
â S, äëÿ êîòîðûõ ÷àñòü êîðàáëåé óæå ñòîèò, à ÷àñòü âñ¼ åù¼ äâèæåòñÿ.
Äëÿ îáúÿñíåíèÿ �ïàðàäîêñà îñòàíîâêè� íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü óñêî-
ðåííûå ñèñòåìû îòñ÷åòà, ÷òî ìû ñäåëàåì â øåñòîé ãëàâå. Ñåé÷àñ æå ìû
ïðîàíàëèçèðóåì áîëåå ïðîñòîé è èçâåñòíûé �ïàðàäîêñ�.
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2.2 Ïàðàäîêñ áëèçíåöîâ

• Ïàðàäîêñ áëèçíåöîâ îêóòàí ðîìàíòèêîé ìåæçâåçäíûõ ïåðåëåòîâ è
òóìàíîì íåâåðíûõ òîëêîâàíèé. Øèðîêóþ èçâåñòíîñòü îí ïîëó÷èë áëà-
ãîäàðÿ ôîðìóëèðîâêå Ïîëÿ Ëàíæåâåíà (1911 ã.), êîòîðàÿ â ïîïóëÿðíîì
ïåðåñêàçå çâó÷èò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Îäèí áðàò-áëèçíåö îñòà¼òñÿ íà Çåìëå, à âòîðîé îòïðàâëÿåòñÿ â
êîñìè÷åñêèå ñòðàíñòâèÿ ñ îêîëîñâåòîâîé ñêîðîñòüþ. Ñ òî÷êè çðå-
íèÿ äîìîñåäà, äâèæóùèéñÿ îòíîñèòåëüíî íåãî ïóòåøåñòâåííèê
èìååò çàìåäëåííûé õîä âðåìåíè. Ïîýòîìó ïðè âîçâðàùåíèè îí
îêàæåòñÿ ìîëîæå. Îäíàêî, ñ òî÷êè çðåíèÿ êîñìîíàâòà, äâèãàëàñü
Çåìëÿ, ïîýòîìó ìîëîæå äîëæåí îêàçàòüñÿ áðàò-äîìîñåä.

Ñëîâî �ïàðàäîêñ� èìååò íåñêîëüêî çíà÷åíèé. Íàïðèìåð, ïàðàäîêñàëüíû
ìíîãèå âûâîäû òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, òàê êàê îíè ïðîòèâîðå÷àò ïðè-
âû÷íûì ïðåäñòàâëåíèÿì. Â òàêîé ïàðàäîêñàëüíîñòè, êîíå÷íî, íåò íè÷å-
ãî ïëîõîãî. Ëþáàÿ íîâàÿ òåîðèÿ �íåïðèâû÷íà� è òðåáóåò ñìåíû ñòàðûõ
ïðåäñòàâëåíèé. Îäíàêî ïðè îïèñàíèè èñòîðèè ñ áëèçíåöàìè �ïàðàäîêñ�
ÿâëÿåòñÿ ñèíîíèìîì �ëîãè÷åñêîãî ïðîòèâîðå÷èÿ�. Ïðîâåäÿ ðàññóæäåíèå
îá îäíîì è òîì æå ñîáûòèè (âñòðå÷à áðàòüåâ) äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ñïî-
ñîáàìè, ìû ïîëó÷àåì ðàçíûé ðåçóëüòàò. Â íåïðîòèâîðå÷èâîé òåîðèè ïî-
äîáíîãî ïðîèñõîäèòü íå äîëæíî.

Ïàðàäîêñó áëèçíåöîâ ïîñâÿùåíà îáøèðíåéøàÿ ëèòåðàòóðà. Îáùåïðè-
íÿòîå îáúÿñíåíèå ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. ×òîáû áðàòüÿ ìîãëè íåïîñðåä-

ñòâåííî ñðàâíèòü ñâîé âîçðàñò, îäíîìó èç íèõ (ïóòåøåñòâåííèêó) íåîá-
õîäèìî âåðíóòüñÿ, à äëÿ ýòîãî èñïûòàòü ýòàïû óñêîðåííîãî äâèæåíèÿ,
ïåðåéäÿ â íåèíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà. Ïîýòîìó ïîëíîé ñèììåòðèè
ìåæäó áðàòüÿìè íåò. Åñòåñòâåííî, ïîäîáíîå ñíÿòèå ïàðàäîêñà íå îáú-
ÿñíÿåò, ïî÷åìó èìåííî êîñìîíàâò äîëæåí ñòàòü ìîëîæå. Êðîìå ýòîãî,
ñðàçó âîçíèêàåò ñëåäóþùåå âîçðàæåíèå: �åñëè âñ¼ äåëî â óñêîðåíèè, òî
ýòàïû ðàçãîíà è òîðìîæåíèÿ ìîæíî ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî êîðîòêèìè
(äëÿ êàæäîãî íàáëþäàòåëÿ!) ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðîèçâîëüíî äëèííûìè è
ñèììåòðè÷íûìè ýòàïàìè ðàâíîìåðíîãî äâèæåíèÿ�.

Íà ýòî îòâå÷àþò, ÷òî ðàñ÷åò, â ðàìêàõ îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè,
äàåò îäèíàêîâûé äëÿ êàæäîãî áðàòà îòâåò. Êîíå÷íî, ãðàâèòàöèÿ ê ýòîìó
ðàñ÷åòó íå èìååò íèêàêîãî îòíîøåíèÿ, è äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ
ñëóæèò ëèøü ìàòåìàòè÷åñêèì àïïàðàòîì îïèñàíèÿ íåèíåðöèàëüíûõ ñè-
ñòåì îòñ÷¼òà. Ïîäîáíûå ðàñ÷¼òû àáñîëþòíî âåðíû (ñì. ãëàâó 10), îäíàêî
ôèçè÷åñêèå ïðè÷èíû ïðîèçîøåäøåãî ñ áðàòüÿìè ïðè ýòîì ÷àñòî îêàçû-
âàþòñÿ ñêðûòûìè.
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Íàø àíàëèç ìû íà÷íåì ñ çàìå÷àíèÿ î òîì, ÷òî âîçâðàùàòüñÿ ïóòåøå-
ñòâåííèêó íåîáÿçàòåëüíî. Åìó äîñòàòî÷íî çàòîðìîçèòü, ïåðåéäÿ â ñèñòå-
ìó îòñ÷åòà, ñâÿçàííóþ ñ Çåìë¼é. Íàõîäÿñü äàëåêî, íî îñòàâàÿñü îòíîñè-
òåëüíî äðóã äðóãà íåïîäâèæíûìè, áðàòüÿ ìîãóò ñèíõðîíèçèðîâàòü ñâî¼
âðåìÿ è âûÿñíèòü, êàê ðàçîøëèñü èõ ÷àñû (ôèçè÷åñêèå è áèîëîãè÷åñêèå).
Ïðè æåëàíèè ìîæíî, êîíå÷íî, ðàññìîòðåòü íîâûé ñòàðò êîñìè÷åñêîãî
êîðàáëÿ è åãî âîçâðàùåíèå íà Çåìëþ. Îäíàêî íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ
ýôôåêòîâ ïðè ýòîì íå ïðîèçîéäåò, è âñå âðåìåíà íåîáõîäèìî áóäåò ïðî-
ñòî óìíîæèòü íà äâà. Ïî áîëüøîìó ñ÷åòó, íåò äàæå íåîáõîäèìîñòè è â
óñêîðåííîì ñòàðòå ñ Çåìëè. Ìîæíî ðàññìîòðåòü îäíîâðåìåííîå ðîæäå-
íèå áðàòüåâ â äâóõ ðàçëè÷íûõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà, êîãäà
îíè ïðîëåòàëè äðóã ìèìî äðóãà. Îñòàâëÿÿ â ñòîðîíå ôèçèîëîãè÷åñêèå
äåòàëè ïîäîáíîãî ðîæäåíèÿ, ïîä÷åðêíåì, ÷òî, êîãäà áðàòüÿ íàõîäÿòñÿ
â ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ, íî â îäíîé ïðîñòðàíñòâåííîé òî÷êå, îíè ëåãêî
ìîãóò ñîãëàñîâàòü íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè (ôàêò èõ ðîæäåíèÿ).
Â ðåçóëüòàòå îòíîñèòåëüíîñòè îäíîâðåìåííîñòè ÷àñòè äâèæóùåéñÿ ñè-

ñòåìû îòñ÷åòà, ðàñïîëîæåííûå ïî õîäó å¼ äâèæåíèÿ, íàõîäÿòñÿ äëÿ íåïî-
äâèæíîãî íàáëþäàòåëÿ �â ïðîøëîì�, à ÷àñòè, ðàñïîëîæåííûå ïðîòèâ
äâèæåíèÿ, � â áóäóùåì. È ÷åì äàëüøå îíè îò òî÷êè ðîæäåíèÿ áðàòüåâ
x = x′ = 0, òåì ñèëüíåå ýôôåêò (ñòð. 85):

t = 0, t′ = −vx′; t′ = 0, t = vx.

Êîñìîíàâò, ëåòÿùèé ìèìî ëþáûõ �íåïîäâèæíûõ� ÷àñîâ ∆x = 0, âèäèò,
÷òî îíè èäóò ìåäëåííåå, ÷åì åãî ñîáñòâåííûå ∆t′ = ∆t/

√
1− v2. Îä-

íàêî íà âñåõ òàêèõ ÷àñàõ, âñòðå÷àþùèõñÿ åìó íà ïóòè, îí íàáëþäàåò
áóäóùåå âðåìÿ: t′ = t

√
1− v2 â x′ = 0. Àíàëîãè÷íî ñîòðóäíèêè êîñìî-

ïîðòîâ, ìèìî êîòîðûõ ïðîëåòàåò êîñìîíàâò, âèäÿò åãî ìîëîæå. Ïðîëåòà-
þùèå â ýòî æå âðåìÿ ìèìî áðàòà-äîìîñåäà �ïëåìÿííèêè-îäíîãîäêè� (íà
ïîñëåäíèõ êîðàáëÿõ ýñêàäðû) âûãëÿäÿò ñòàðøå çåìëÿíèíà. Ýòè ýôôåê-
òû àáñîëþòíû äëÿ íàáëþäàòåëåé ðàçíûõ ñèñòåì, íàõîäÿùèõñÿ â îäíîé
ïðîñòðàíñòâåííîé òî÷êå, ïîýòîìó íå èçìåíÿòñÿ ïðè îñòàíîâêå. Äëÿ ïî-
íèìàíèÿ ïàðàäîêñà áëèçíåöîâ, íà ñàìîì äåëå, íåò íåîáõîäèìîñòè äàæå
ðàññìàòðèâàòü íåèíåðöèàëüíûå ñèñòåìû îòñ÷åòà! Åñëè îñòàíîâèòñÿ êîñ-
ìîíàâò, òî îí �ïîïàä¼ò â áóäóùåå� çåìíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà è áóäåò òàì
ìîëîæå. Òî÷íî òàê æå, åñëè óñêîðèòñÿ çåìëÿíèí, òî îí îêàæåòñÿ â áóäó-
ùåì ñèñòåìû êîñìîíàâòà è òàì áóäåò ìîëîæå.
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• Ñàìîå ïàðàäîêñàëüíîå â ïàðàäîêñå áëèçíåöîâ òî, ÷òî èíîãäà åãî ïðî-
ùå îáúÿñíèòü, ÷åì ñôîðìóëèðîâàòü. ×àñòî ýòîò ïàðàäîêñ âîñïðèíèìàþò
ïîâåðõíîñòíî, ïîýòîìó ïðèâåä¼ì ñëåäóþùåå �ãëóáîêîå� ðàññóæäåíèå:

Ëàäíî, ïóñòü áëèçíåöû íå ðàâíîïðàâíû è êîñìîíàâò ìåíÿë ñè-
ñòåìó îòñ÷¼òà. Îäíàêî ýòî âñ¼ ðàâíî íå ñíèìàåò ïàðàäîêñà â
ñëåäóþùåé ôîðìóëèðîâêå. Êîñìîíàâò, ïðîëåòàÿ ìèìî âñåõ ÷à-

ñîâ, íåïîäâèæíûõ â çåìíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà, âèäèò, ÷òî îíè èäóò
ìåäëåííåå åãî ÷àñîâ. Îí �áûâøèé çåìëÿíèí� è çíàåò, ÷òî âñå ýòè
÷àñû îäèíàêîâûå. Ïîýòîìó îí äîëæåí ñäåëàòü âûâîä, ÷òî è âðå-
ìÿ åãî áðàòà òå÷¼ò ìåäëåííåå. Èíòåðâàëû âðåìåíè, â îòëè÷èå îò
äëèí ëèíååê, íàêàïëèâàþòñÿ, è ïîýòîìó ïðè îñòàíîâêå ïîêàçà-
íèÿ ÷àñîâ íå ìîãóò ñðàâíÿòüñÿ. Áîëåå òîãî, åñëè îñòàíîâêà î÷åíü
áûñòðàÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ âðåìåíåì ðàâíîìåðíîãî äâèæåíèÿ, îíà
íèêàê íå ìîæåò ïðèâåñòè ê òîìó, ÷òî îòñòàâøèå ÷àñû çåìíî-
ãî áðàòà ñêà÷êîì îáãîíÿò ÷àñû êîñìè÷åñêîãî êîðàáëÿ. Ïîýòîìó
âðåìÿ íà Çåìëå äîëæíî (ñ òî÷êè çðåíèÿ êîñìîíàâòà) îòñòàòü è
çåìíîé áðàò îêàçàòüñÿ ìëàäøå. Îäíàêî ýòî ïðîòèâîðå÷èò àíà-
ëîãè÷íîìó ðàññóæäåíèþ ñ òî÷êè çðåíèÿ çåìëÿíèíà, îòíîñèòåëü-
íî êîòîðîãî âñå ïðîöåññû äâèæóùèõñÿ îáúåêòîâ çàìåäëÿþòñÿ. À
ðàç òàê, òî ïðè âîçâðàùåíèè ïóòåøåñòâåííèêà (êîãäà ÷àñû ìîæ-
íî ñðàâíèòü íåïîñðåäñòâåííî) ïðîèçîéä¼ò íåïîíÿòíî ÷òî...

Â ýòîì íåâåðíîì ðàññóæäåíèè çàáûâàþò, ÷òî, êðîìå çàìåäëåíèÿ âðå-
ìåíè, åñòü åù¼ îäèí ýôôåêò � îòíîñèòåëüíîñòü îäíîâðåìåííîñòè. Â êëàñ-
ñè÷åñêîé ìåõàíèêå äëÿ âñåõ íàáëþäàòåëåé, íåçàâèñèìî îò èõ äâèæåíèÿ,
ñóùåñòâóåò åäèíîå íàñòîÿùåå. Â òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ñèòóàöèÿ èíàÿ.
Òàêîå �åäèíîå íàñòîÿùåå� ñóùåñòâóåò òîëüêî äëÿ íåïîäâèæíûõ îòíîñè-
òåëüíî äðóã äðóãà íàáëþäàòåëåé. Îäíàêî äëÿ íàáëþäàòåëåé, äâèæóùèõ-
ñÿ ìèìî òàêîé ñèñòåìû, îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåïðåðûâíîå îáúåäèíå-
íèå ïðîøëîãî, íàñòîÿùåãî è áóäóùåãî. Íàõîäÿùèåñÿ äàëåêî âïåðåäè ïî
äâèæåíèþ íàáëþäàòåëè âèäÿò îòäàë¼ííîå áóäóùåå íåïîäâèæíîé ñèñòå-
ìû îòñ÷¼òà, à äâèæóùèåñÿ ñçàäè � ïðîøëîå.
Âñå ÷àñû, ìèìî êîòîðûõ ïðîëåòàþò êîñìîíàâòû, èäóò ìåäëåííåå, ÷åì

èõ ñîáñòâåííûå. Îäíàêî èç ýòîãî íå ñëåäóåò, ÷òî îíè äîëæíû ïîêàçûâàòü
ìåíüøå �íàêîïëåííîãî� âðåìåíè! Èìåÿ áîëåå ìåäëåííûé õîä, òàêèå ÷àñû
íàõîäÿòñÿ â áóäóùåì çåìíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà, è êîãäà êîñìîíàâò äî íèõ
äîáèðàåòñÿ, îíè �íå óñïåâàþò� îòñòàòü íàñòîëüêî, ÷òîáû ñêîìïåíñèðî-
âàòü ýòî áóäóùåå.
Â çàêëþ÷åíèå èñòîðèè î ïàðàäîêñå áëèçíåöîâ ðàññêàæåì ñêàçêó.
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Ñêàçêà î ñòâîëîâûõ êëåòêàõ

Â îäíîé ãàëàêòèêå æèëè-áûëè ñòâîëîâûå êëåòêè. Îäíàæäû ýòè êëåò-
êè ðàçëó÷èëè è ðàçâåçëè ïî ðàçëè÷íûì çâ¼çäíûì ñèñòåìàì. Çâ¼çäû â
ãàëàêòèêå äâèãàëèñü î÷åíü ìåäëåííî, ïîýòîìó íà âñåõ ïëàíåòàõ, ãäå æè-
ëè ðàçóìíûå ñóùåñòâà, áûëî åäèíîå ãàëàêòè÷åñêîå âðåìÿ è êóëüò ïîëèò-
êîððåêòíîñòè. Øåë 13 700 002 010 ãîä îò ñîòâîðåíèÿ Ìèðà. Â ýòîò ãîä
ñòâîëîâûå êëåòêè áûëè èíèöèèðîâàíû ê äåëåíèþ è ÷åðåç 9 ìåñÿöåâ âîçëå
êàæäîé çâåçäû ãàëàêòèêè ðîäèëàñü äåâî÷êà. Ñ¼ñòðû-áëèçíÿøêè íèêîãäà
äðóã äðóãà íå âèäåëè è íå îñîáåííî ïî ýòîìó ïîâîäó ïåðåæèâàëè. Êðîìå
îäíîé. Çâàëè å¼ Þíèîíà.

Ïðèøëî âðåìÿ èñêàíèé, èÞíèîíà ðåøèëà îòïðàâèòüñÿ â ïóòåøåñòâèå,
÷òîáû óâèäåòü ñâîèõ ñåñò¼ð. Â òî âðåìÿ â ãàëàêòèêå êîñìè÷åñêèé êî-
ðàáëü ìîãëà âçÿòü ëþáàÿ, äàæå íå äîó÷èâøàÿñÿ, âòîðîêóðñíèöà. Ïîýòî-
ìó Þíèîíà ñîáðàëà ñâîè ïëàòüÿ, êîñìåòè÷êó, êîíñïåêòû ïî ôèçèêå, ñåëà
â áîëüøîé êðàñíûé êîðàáëü è ðàçîãíàëà åãî äî îêîëîñâåòîâîé ñêîðîñòè.

Ïðîëåòàÿ ìèìî ïåðâîé çâåçäû, Þíèîíà ðàäîñòíî ïðèâåòñòâîâàëà ñâîþ
ñåñòðó, êîòîðàÿ â ýòî âðåìÿ äîáðîñîâåñòíî ãîòîâèëàñü ê ýêçàìåíàì. Ñåñò-
ðà áûëà êàê äâå õðèçàíòåìû ïîõîæà íà Þíèîíó, îäíàêî å¼ îòâåòíîå
ïðèâåòñòâèå âûãëÿäåëî î÷åíü âÿëûì. Îíà ìåäëåííî ïîìàõàëà ðó÷êîé,
à óïàâøèé îò íåîæèäàííîñòè ó÷åáíèê ïî ôèçèêå îïóñêàëñÿ íà çåìëþ
òàê, ñëîâíî ñ÷èòàë ñåáÿ ñíåæèíêîé.

Òà æå èñòîðèÿ íà÷àëà ïîâòîðÿòüñÿ è ñ äðóãèìè ñ¼ñòðàìè, ìèìî êîòî-
ðûõ ïðîëåòàëà Þíèîíà. Âñå îíè æèëè â çàìåäëåííîì ðèòìå. Ñåêóíäíûå
ñòðåëêè íà èõ èçÿùíûõ ÷àñèêàõ åëå ïîëçëè ïî öèôåðáëàòó, à äâèæåíèÿ
ñåñò¼ð áûëè ìåäëåííûìè è ãðàöèîçíûìè.

Îäíàêî ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò ðîäíîé ïëàíåòû Þíèîíà íà÷àëà çàìå-
÷àòü, ÷òî õîòÿ å¼ ñåñòðû âñ¼ òàêæå ìåäëåííî äâèæóòñÿ, îíè ñòàíîâÿòñÿ
âñ¼ ñòàðøå, çàâîäÿò ñåáå äåòåé, ñîáàêó è ìóæà. Ïîëíàÿ ñèë è þíîøåñêîãî
çàäîðà ïóòåøåñòâåííèöà íà÷àëà âñòðå÷àòü ñíà÷àëà çðåëûõ, à çàòåì è ñî-
âñåì çðåëûõ ñåñò¼ð. Â êîíöå êîíöîâ, ïðîëåòàÿ ìèìî îäíîé èç çâ¼çä, îíà ñ
ãðóñòüþ óâèäåëà, êàê å¼ ñåñòðó ñ ïî÷åñòÿìè, î÷åíü ìåäëåííî îòïðàâëÿþò
â Ìèð èíîé. Áîëüøå Þíèîíà ñåñò¼ð íå âñòðå÷àëà.

Ñîîáðàçèâ, ÷òî å¼ ìèññèÿ âûïîëíåíà, Þíèîíà çàòîðìîçèëà âîçëå îä-
íîé ñèìïàòè÷íîé çâ¼çäíîé ñèñòåìû ñ ðîçîâûì ñïåêòðîì è ïîñòóïèëà â
ìåñòíûé óíèâåðñèòåò íà îòäåëåíèå ôèçèêè. Òàì ïî ó÷åáíèêó ñâîåé ñåñò-
ðû, èçâåñòíîãî â äàë¼êîì ïðîøëîì íà ýòîé ïëàíåòå ó÷¼íîãî, îíà èçó÷èëà
òåîðèþ îòíîñèòåëüíîñòè è îêîí÷àòåëüíî ïîíÿëà, ÷òî ïàðàäîêñ áëèçíåöîâ
âîçíèêàåò òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà çàáûâàþò îá îòíîñèòåëüíîñòè îä-
íîâðåìåííîñòè.
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2.3 Ýôôåêò Äîïëåðà

• Ðàññìàòðèâàÿ ýôôåêò çàìåäëåíèÿ âðåìåíè, ìû èñïîëüçîâàëè ÷àñû,
ïðîëåòàþùèå ñî ñêîðîñòüþ v íåïîñðåäñòâåííî ìèìî íàáëþäàòåëÿ â S.
Àíàëîãè÷íî ìîæíî èçìåðÿòü òåìï õîäà óäàë¼ííûõ ÷àñîâ, ïîëó÷àÿ îò
íèõ ïåðèîäè÷åñêèå ñèãíàëû ñî ñêîðîñòüþ u > v. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà
îäíîìåðíûé ñëó÷àé, êîãäà ÷àñû ïðèáëèæàþòñÿ ê �íåïîäâèæíîìó� íà-
áëþäàòåëþ A, íàõîäÿùåìóñÿ â ñèñòåìå S. Ïóñòü äâèæóùèåñÿ ÷àñû êàæ-
äóþ �ñåêóíäó� ïî ñâîåìó ñîáñòâåííîìó âðåìåíè èñïóñêàþò íåêîòîðûé
ñèãíàë ñî ñêîðîñòüþ u (îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû S):

Ñëåäóÿ òðàäèöèè, ìû èçîáðàçèëè ñèãíàëû èç äâèæóùåéñÿ ñèñòåìû â
âèäå íåêîòîðîé âîëíû (íàïðèìåð, ñâåòîâîé), îäíàêî ýòî ìîæåò áûòü ëþ-
áîé îáúåêò, íàïðèìåð, ïåðèîäè÷åñêè âûñòðåëèâàåìûé èç ïåéíòáîëüíîãî
ðóæüÿ øàðèê ñ êðàñêîé. Êàæäûé âûñòðåë, ñ òî÷êè çðåíèÿ íàáëþäàòå-
ëÿ B ñèñòåìû S, ðàñïîëîæåííîãî ðÿäîì ñ ÷àñàìè, ïðîèñõîäèò â ìîìåíò
âðåìåíè ti. Îäíàêî óäàëåííûé íàáëþäàòåëü A ïîëó÷àåò èíôîðìàöèþ î
âûñòðåëå (â âèäå øàðèêà ñ êðàñêîé) â áîëåå ïîçäíèå ìîìåíòû âðåìåíè t̄i.
Ðàññìîòðèì äâà âûñòðåëà, ïåðâûé èç êîòîðûõ ïðîèçîøåë íà ðàññòîÿíèè
R îò íåïîäâèæíîãî íàáëþäàòåëÿ A, à âòîðîé � ïîñëå òîãî, êàê �ðóæü¼�
ïðîëåòåëî ðàññòîÿíèå L:

t̄1 = t1 +
R

u
, t̄2 = t2 +

R− L

u
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ñèñòåìå S ïóòü L = v∆t, ïîëó÷àåì:

∆t̄ = t̄2 − t̄1 = ∆t− L

u
= ∆t

(
1− v

u

)
.

Äëÿ íàáëþäàòåëÿ B ñèñòåìû S, èçìåðÿþùåãî ∆t, âðåìÿ ÷àñîâ â S ′ èä¼ò
ìåäëåííåå, è ∆t′ = ∆t

√
1− v2. Ïîýòîìó ñâÿçü ìåæäó âðåìåíàìè âûñòðå-

ëîâ ïî ÷àñàì ñèñòåìû S ′ è èõ ïîëó÷åíèåì óäàë¼ííûì îò íèõ íàáëþäàòå-
ëåì â S èìååò âèä:

∆t̄ = ∆t′
1− v/u√
1− v2

. (2.4)

Ïîíÿòíî, ÷òî ÷èñëèòåëü ýòîé ôîðìóëû áóäåò âîçíèêàòü è â êëàññè÷åñêîé
ìåõàíèêå, òîãäà êàê çíàìåíàòåëü èìååò ðåëÿòèâèñòñêîå ïðîèñõîæäåíèå
è ñâÿçàí ñ çàìåäëåíèåì õîäà âðåìåíè â äâèæóùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷åòà.
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• Ïóñòü íåêîòîðûé èñòî÷íèê, ëåòÿ ñî ñêîðîñòüþ v, èñïóñêàåò ñâåòî-
âóþ âîëíó ñ ÷àñòîòîé ν0 = 1/∆t′ (ïî ÷àñàì èñòî÷íèêà). Äâà âûñòðåëà èç
ðóæüÿ â äàííîì ñëó÷àå � ýòî äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ìàêñèìóìà àìïëè-
òóäû íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Óäàëåííûé íàáëþäàòåëü,
íàõîäÿùèéñÿ â S, ïîëó÷èò ýòîò ñèãíàë ñ ÷àñòîòîé ν = 1/∆t̄. Ñâåòîâàÿ
âîëíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñ ôóíäàìåíòàëüíîé ñêîðîñòüþ u = c = 1.
Ðàññìîòðèì äâå âîçìîæíîñòè: êîãäà èñòî÷íèê óäàëÿåòñÿ îò íàáëþäà-

òåëÿ è êîãäà ïðèáëèæàåòñÿ. Â ïåðâîì ñëó÷àå ñêîðîñòü ñèãíàëà è ñêîðîñòü
èñòî÷íèêà èìåþò ïðîòèâîïîëîæíûé çíàê u = −1, à âî âòîðîì � îäèíà-
êîâûé u = 1, ïîýòîìó èç (2.4), ñîîòâåòñòâåííî, èìååì:

ν = ν0

√
1− v

1 + v
ν = ν0

√
1 + v

1− v
.

Ïîäîáíîå èçìåíåíèå ÷àñòîòû ñâåòà, èçëó÷àåìîãî äâèæóùèìñÿ èñòî÷-
íèêîì, íàçûâàþò ïðîäîëüíûì ýôôåêòîì Äîïëåðà. ×àñòîòà èçëó÷åíèÿ
ïðèáëèæàþùåãîñÿ ê íàáëþäàòåëþ èñòî÷íèêà áîëüøå, ÷åì ñîáñòâåííîå
èçëó÷åíèå â ñèñòåìå, ñâÿçàííîé ñ èñòî÷íèêîì. Óäàëÿþùèéñÿ îò íàáëþäà-
òåëÿ èñòî÷íèê, íàîáîðîò, èìååò ìåíüøóþ ÷àñòîòó. Âîëíû êðàñíîãî ñâåòà
õàðàêòåðèçóþòñÿ îòíîñèòåëüíî ìåíüøåé ÷àñòîòîé, ÷åì ñèíåãî. Ïîýòîìó
ñïåêòð ñâå÷åíèÿ óäàëÿþùåãîñÿ èñòî÷íèêà ñìåùàåòñÿ â êðàñíóþ îáëàñòü
(êðàñíîå ñìåùåíèå), à ïðèáëèæàþùåãîñÿ � â ñèíþþ (ñèíåå ñìåùåíèå).
Íàãëÿäíî ýôôåêò Äîïëåðà èçîáðàæåí íà ðèñóíêå âûøå. Èñòî÷íèê ñâå-

òà èç êàæäîãî ñâîåãî íîâîãî ïîëîæåíèÿ èñïóñêàåò ñôåðè÷åñêóþ âîëíó. Â
íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ íîâûå âîëíû �ïðèæèìàþòñÿ� ê ñòàðûì, ïîýòîìó
èõ äëèíà λ óìåíüøàåòñÿ, à ÷àñòîòà óâåëè÷èâàåòñÿ. Äëÿ óäàëÿþùåãîñÿ
èñòî÷íèêà âñå íàîáîðîò.
Ïóñòü èñòî÷íèê, ïðîëåòàÿ �íàä íàáëþäàòåëåì�, â òå÷åíèå êîðîòêîãî

ìîìåíòà âðåìåíè íå ïðèáëèæàåòñÿ è íå óäàëÿåòñÿ îò íåãî. Òîãäà åäèí-
ñòâåííûé âêëàä â èçìåíåíèå ÷àñòîòû âíîñèò ýôôåêò çàìåäëåíèÿ âðåìåíè
∆t′ = ∆t̄

√
1− v2, è ïîýòîìó:

ν = ν0
√
1− v2.

Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î ïîïåðå÷íîì ýôôåêòå Äîïëåðà. Îí, â îòëè÷èå
îò ïðîäîëüíîãî ýôôåêòà, èìååò ÷èñòî ðåëÿòèâèñòñêóþ ïðèðîäó. Â êà-
÷åñòâå óïðàæíåíèÿ (l H10) ïðåäëàãàåòñÿ âîññòàíîâèòü êîíñòàíòó �c� â
ôîðìóëàõ äëÿ ïðîäîëüíîãî è ïîïåðå÷íîãî ýôôåêòîâ Äîïëåðà.
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• Îáúåäèíèì ôîðìóëû äëÿ ïðîäîëüíîãî è ïîïåðå÷íîãî ýôôåêòà Äî-
ïëåðà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëèòåëüíîñòü èñïóñêàåìûõ èìïóëüñîâ ìíîãî
ìåíüøå âðåìåíè èõ ïóòåøåñòâèÿ ê íàáëþäàòåëþ:

Ïóñòü â ìîìåíò èñïóñêàíèÿ ïåðâîãî ñèãíàëà ðàäèóñ-âåêòîð â íàïðàâëå-
íèè èñòî÷íèêà áûë ðàâåí R. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

√
1 + x ≈ 1 + x/2 (l C5),

ðàçëîæèì ðàññòîÿíèå îò òî÷êè èñïóñêàíèÿ âòîðîãî ñèãíàëà äî íàáëþäà-
òåëÿ â ðÿä ïî ìàëûì çíà÷åíèÿì ∆t:√

(R+ v∆t)2 ≈
√

R2 + 2R · v∆t ≈ R +
R · v
R

∆t = R + n · v∆t,

ãäå R = |R| � ðàññòîÿíèå äî èñòî÷íèêà, à n = R/R � åäèíè÷íûé âåêòîð â
åãî íàïðàâëåíèè. Ïóñòü ñèãíàëû èìåþò ñêîðîñòü u = c = 1. Òîãäà âðåìÿ
ìåæäó èõ ïðèõîäàìè äëÿ óäàëåííîãî íàáëþäàòåëÿ ðàâíî:

∆t̄ = t̄2 − t̄1 = (t2 +R + n · v∆t)− (t1 +R) = ∆t (1 + n · v). (2.5)

Ó÷èòûâàÿ çàìåäëåíèå âðåìåíè ∆t = ∆t′/
√
1− v2, ïðèõîäèì ê ñâÿçè èí-

òåðâàëîâ âðåìåíè ìåæäó ñèãíàëàìè ∆t̄, ïîëó÷àåìûìè â íåïîäâèæíîé
ñèñòåìå è èñïóñêàåìûìè â äâèæóùåéñÿ ∆t′, è àíàëîãè÷íî äëÿ ÷àñòîò:

∆t̄ = ∆t′
1 + n · v√
1− v2

, ν = ν0

√
1− v2

1 + n · v
. (2.6)

Åñëè èñòî÷íèê äâèæåòñÿ â íàïðàâëåíèè ê íàáëþäàòåëþ, òî nv = −v,
åñëè óäàëÿåòñÿ, òî nv = v. Ïðè ïîïåðå÷íîì äâèæåíèè nv = 0.
Ðàññìîòðèì îäíî ëþáîïûòíîå ïðîÿâëåíèå ýôôåêòà Äîïëåðà. Ïóñòü

íàáëþäàòåëü çíàåò ðàññòîÿíèå L ìåæäó äâóìÿ óäàë¼ííûìè îò íåãî íà
ðàññòîÿíèå R íåïîäâèæíûìè ìàðêåðàìè. Äâèæóùèéñÿ îáúåêò èçëó÷àåò
ñâåò â ìîìåíò âðåìåíè t1 (ïî ìåñòíûì íåïîäâèæíûì ÷àñàì) ïðè ïðî-
õîæäåíèè ïåðâîãî ìàðêåðà è â t2 ïðè ïðîõîæäåíèè âòîðîãî. Óäàëåííûé
íàáëþäàòåëü ïîëó÷àåò ýòè ñèãíàëû â t̄1 è t̄2. Åñëè îí èñïîëüçóåò èõ äëÿ
îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè îáúåêòà, òî, ó÷èòûâàÿ (2.5), èìååò:

v̄ =
L

∆t̄
=

L

∆t (1 + n · v)
=

v

1 + n · v
,

Òàêèì îáðàçîì, �âèäèìàÿ� v̄ ñêîðîñòü îòëè÷àåòñÿ îò �ðåàëüíîé� ñêîðîñòè
v = L/∆t. Ñëîâî �ðåàëüíàÿ� îçíà÷àåò, ÷òî èìåííî ýòó ñêîðîñòü ðåãèñòðè-
ðóþò íàáëþäàòåëè, íàõîäÿùèåñÿ âîçëå ìàðêåðîâ. Åñëè îáúåêò äâèæåòñÿ
ê íàáëþäàòåëþ, òî ìîäóëü åãî âèäèìîé ñêîðîñòè v̄ = v/(1 − v) ìîæåò
áûòü ñêîëü óãîäíî áîëüøå åäèíèöû (ñêîðîñòè ñâåòà).
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• Âûøå ìû ðàññìàòðèâàëè ñèòóàöèþ, êîãäà íàáëþäàòåëü (ïðè¼ìíèê)
áûë íåïîäâèæåí. Â ñèëó ïðèíöèïà îòíîñèòåëüíîñòè èìååò çíà÷åíèå òîëü-
êî îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü èñòî÷íèêà è ïðè¼ìíèêà. Ïîýòîìó â ïîëó-
÷åííûõ âûøå ñîîòíîøåíèÿõ äëÿ ñâåòîâûõ ñèãíàëîâ (u = 1) ñêîðîñòü v
èìååò ñìûñë èìåííî òàêîé îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè íåçàâèñèìî îò òîãî,
�êòî ñ÷èòàåò� ñåáÿ íåïîäâèæíûì � èñòî÷íèê ñèãíàëà èëè ïðè¼ìíèê.
×òîáû ïîä÷åðêíóòü îòëè÷èå ïîäîáíîé ñèòóàöèè îò êëàññè÷åñêîé ôè-

çèêè è ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñèãíàëà â ñðåäå, íàïîìíèì âûâîä ýôôåêòà Äî-
ïëåðà â àêóñòèêå. Ïóñòü ñêîðîñòü çâóêà îòíîñèòåëüíî âîçäóõà ðàâíà c.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç w ñêîðîñòü èñòî÷íèêà (íèæå òðåóãîëüíèê) îòíîñèòåëü-
íî âîçäóõà, à ÷åðåç u � ñêîðîñòü ïðè¼ìíèêà (íèæå êâàäðàò). Ïóñòü îáå
ñêîðîñòè íàïðàâëåíû âäîëü îñè x (íà ðèñóíêå äâèæóòñÿ ñëåâà íàïðàâî):

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ �õëîïêà�. Ïåðâûé ñîçäà¼òñÿ
èñòî÷íèêîì â ìîìåíò âðåìåíè t1, à âòîðîé � â ìîìåíò âðåìåíè t2. Ê ïðè-
¼ìíèêó ýòè ñèãíàëû ïðèõîäÿò â ìîìåíòû âðåìåíè t̄1 è t̄2. Ïîñëå ïåðâîãî
õëîïêà èñòî÷íèê óñïåâàåò ñìåñòèòüñÿ âïðàâî íà w (t2 − t1), à ê ìîìåíòó
ïîëó÷åíèÿ âòîðîãî õëîïêà ïðè¼ìíèê ïåðåìåùàåòñÿ îò íà÷àëüíîãî ïîëî-
æåíèÿ íà u (t̄2 − t1). Â ðåçóëüòàòå (ïðàâûé ðèñóíîê âûøå):

L− w (t2 − t1) + u (t̄2 − t1) = c(t̄2 − t2).

Âû÷èòàÿ àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèå L+u (t̄1−t1) = c (t̄1−t1) äëÿ ïåðâîãî
ñèãíàëà (âûøå ëåâûé ðèñóíîê), ïîëó÷àåì:

t2 − t1
t̄2 − t̄1

=
∆t

∆t̄
=

ν

ν0
=

1− u/c

1− w/c
≈ 1− u− w

c
+ ...,

ãäå ïîñëåäíåå ïðèáëèæ¼ííîå ðàâåíñòâî ïîëó÷åíî ïðè ðàçëîæåíèè çíàìå-
íàòåëÿ â ðÿä (1/(1 + x) ≈ 1 − x), à ν0 � ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà èçëó÷åíèÿ
(çàìåäëåíèå âðåìåíè íå ó÷èòûâàåì). Òàêèì îáðàçîì, åñëè ñêîðîñòè èñ-
òî÷íèêà è ïðè¼ìíèêà îòíîñèòåëüíî âîçäóõà ìàëû, òî ñ òî÷íîñòüþ äî
ýôôåêòîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè èãðàåò ðîëü òîëüêî èõ îòíîñèòåëü-
íàÿ ñêîðîñòü v = u − w. Îäíàêî äëÿ ñêîðîñòåé, áëèçêèõ ê ñêîðîñòè
çâóêà, ýòî óæå íå òàê, è ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàåò, êòî è êàê äâèæåòñÿ
îòíîñèòåëüíî ñðåäû (èñòî÷íèê èëè ïðè¼ìíèê).
Â ýòîì ñîñòîèò ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå ðåëÿòèâèñòñêîãî ýôôåêòà Äî-

ïëåðà îò êëàññè÷åñêîãî ýôôåêòà ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñèãíàëà â ñðåäå (âîç-
äóõå).
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• Ýôôåêò Äîïëåðà èìååò ñàìûå ðàçëè÷íûå ïðîÿâëåíèÿ. Êðîìå èçìå-
íåíèÿ ñïåêòðà èçëó÷åíèÿ äâèæóùåãîñÿ îáúåêòà, îí ïðèâîäèò ê äåôîðìà-
öèè âîñïðèÿòèÿ äëèòåëüíîñòè ëþáûõ óäàëåííûõ ïðîöåññîâ. Íàïðèìåð,
ïåðâîå â èñòîðèè èçìåðåíèå ñêîðîñòè ñâåòà ïðè íàáëþäåíèè Ð¼ìåðîì
(1676 ã.) çà ïåðèîäîì îáðàùåíèÿ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà áûëî ïðîÿâëåíè-
åì ýôôåêòà Äîïëåðà. Êîãäà Çåìëÿ ïðèáëèæàëàñü ê Þïèòåðó, ïåðèîä
îáðàùåíèÿ óìåíüøàëñÿ, à êîãäà óäàëÿëàñü � óâåëè÷èâàëñÿ. Åñòåñòâåííî,
ïðè òàêèõ ñêîðîñòÿõ ðåëÿòèâèñòñêóþ ñîñòàâëÿþùóþ èçìåðèòü ïðîáëåìà-
òè÷íî. Îäíàêî êëàññè÷åñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòîì ïåðâîãî
ïîðÿäêà è ñðàâíèòåëüíî ëåãêî ðåãèñòðèðóåòñÿ.

Ïðîàíàëèçèðóåì ïðè ïîìîùè ýôôåêòà Äîïëåðà åù¼ ðàç �ïàðàäîêñ�
áëèçíåöîâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äâà áðàòà ñ ìîìåíòà ðàññòàâàíèÿ íà÷è-
íàþò òðàíñëèðîâàòü äðóã äðóãó ñâîè âèäåîèçîáðàæåíèÿ. Ïóòåøåñòâåí-
íèê âèäèò áðàòà, ñèäÿùåãî â êðåñëå ó êàìèíà, íà êîòîðîì ñòîÿò ÷àñû.
Òîò, â ñâîþ î÷åðåäü, íà ìîíèòîðå âèäèò êàáèíó êîñìîë¼òà ñ ýëåêòðîííû-
ìè ÷àñàìè íàä øòóðâàëîì, çà êîòîðûì ñèäèò åãî ìóæåñòâåííûé áðàò-
ïóòåøåñòâåííèê. Êîñìè÷åñêèé êîðàáëü äîëæåí äîñòè÷ü áëèæàéøåé çâåç-
äû è âåðíóòüñÿ îáðàòíî. Ïðèâåä¼ì âûïèñêè èç áîðòîâîãî æóðíàëà êîñ-
ìè÷åñêîãî êîðàáëÿ.

Äíåâíèê ïóòåøåñòâèÿ. Ñîâåðøèâ áûñòðûé ðàçãîí, âûõîæó íà îêî-
ëîñâåòîâóþ ñêîðîñòü. Âðåìÿ íà÷àëà ïóòåøåñòâèÿ ïî ìîèì ÷àñàì ñîâïàäà-
åò ñî âðåìåíåì áðàòà-äîìîñåäà, îäíàêî ÷àñòîòà ïðèíèìàåìîãî ñèãíàëà ñî
ñòðåìèòåëüíî �óëåòàþùåé� Çåìëè çàìåòíî óìåíüøèëàñü. Ïî ìåðå óäàëå-
íèÿ îò Çåìëè ñèòóàöèÿ íå èçìåíÿåòñÿ. Ñåêóíäíàÿ ñòðåëêà íà êàìèííûõ
÷àñàõ áðàòà åëå ïîëç¼ò è âðåìÿ, êîòîðîå îíè ïîêàçûâàþò, ñóùåñòâåííî
îòñòà¼ò îò ìîåãî. Ýòî ðåçóëüòàò ñóììèðîâàíèÿ ýôôåêòà Äîïëåðà è çà-
äåðæêè âèäåîòðàíñëÿöèè èç-çà êîíå÷íîñòè ñêîðîñòè ñâåòà ⟨...⟩.
Äîñòèãíóâ öåëè ïóòåøåñòâèÿ, ðåçêî òîðìîæó è äåëàþ ïàìÿòíûå ôîòî-

ãðàôèè íà ôîíå çâåçäû. Ïîñëå òîðìîæåíèÿ ñòðåëêà íà êàìèííûõ ÷àñàõ
áðàòà ñðàçó íà÷àëà ñâîé åñòåñòâåííûé áåã, õîòÿ îáùåå âðåìÿ, ïðîøåä-
øåå ñ íà÷àëà ïîë¼òà, íå èçìåíèëîñü è ñèëüíî îòñòà¼ò îò ìîåãî. Áîëüøå
äåëàòü ó îäèíîêîé çâåçäû íå÷åãî, ïîýòîìó ðåçêî óñêîðÿþñü â îáðàòíîì
íàïðàâëåíèè. Ïðèäÿ â ñåáÿ ïîñëå ðàçãîíà, âèæó, ÷òî ÷àñû áðàòà çàìåòíî
óñêîðèëèñü è èõ ñåêóíäíàÿ ñòðåëêà êðóòèòñÿ, êàê óãîðåëàÿ. ⟨...⟩
Äî Çåìëè îñòàëîñü ñîâñåì íåìíîãî. Çà âðåìÿ îáðàòíîãî ïóòåøåñòâèÿ

÷àñû áðàòà óñïåëè íàâåðñòàòü îòñòàâàíèå è, áîëåå òîãî, îáîãíàëè ìîé
õðîíîìåòð. Çàâòðà òîðìîæåíèå è íàøà äîëãîæäàííàÿ âñòðå÷à. Îäíàêî
óæå íåò íèêàêèõ ñîìíåíèé â òîì, ÷òî òåïåðü â ñåìüå ìëàäøèé áðàò � ÿ.

∗ ∗ ∗
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Ïóñòü áðàòüÿ ïåðåäàþò äðóã äðóãó êàæäóþ ñåêóíäó ν0 = 1 (ïî ñâîèì
÷àñàì) ñèãíàëû òî÷íîãî âðåìåíè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óñêîðåííûå äâèæå-
íèÿ êîñìîë¼òà î÷åíü êîðîòêèå (ñ òî÷êè çðåíèÿ îáîèõ áðàòüåâ) ïî ñðàâ-
íåíèþ ñî âðåìåíåì âñåãî ïóòåøåñòâèÿ. Ïîêà êîñìîë¼ò óäàëÿåòñÿ îò Çåì-
ëè, êàæäûé áðàò (â ñèëó ýôôåêòà Äîïëåðà) âèäèò óìåíüøåíèå ÷àñòîòû
(óâåëè÷åíèå ïåðèîäà) ïðèíèìàåìûõ ñèãíàëîâ. Ïîñëå òîðìîæåíèÿ ó çâåç-
äû ïóòåøåñòâåííèê ïåðåñòà¼ò �óáåãàòü� îò çåìíûõ ñèãíàëîâ, è èõ ïåðèîä
ñðàçó ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì åãî ñåêóíäå. Ðàçâåðíóâøèñü è ðàçîãíàâøèñü,
ïóòåøåñòâåííèê íà÷èíàåò �íàñêàêèâàòü� íà èäóùèå åìó íàâñòðå÷ó ñèã-
íàëû, è èõ ÷àñòîòà óâåëè÷èâàåòñÿ (ïåðèîä óìåíüøàåòñÿ).
Âðåìÿ ïóòåøåñòâèÿ ïî åãî ÷àñàì â îäíó ñòîðîíó ðàâíî t′1, è òàêîå æå â

îáðàòíóþ. Êîëè÷åñòâî ïðèíÿòûõ �çåìíûõ ñåêóíä� çà âðåìÿ ïóòåøåñòâèÿ
t′ = 2t′1 ðàâíî èõ ÷àñòîòå ν, óìíîæåííîé íà âðåìÿ:

t = t′1

√
1− v

1 + v
+ t′1

√
1 + v

1− v
=

2t′1√
1− v2

.

Ïîýòîìó ïðè óäàëåíèè îò Çåìëè êîñìîíàâò ïîëó÷èë ñóùåñòâåííî ìåíüøå
ñåêóíä (ïåðâîå ñëàãàåìîå), à ïðè ïðèáëèæåíèè, ñîîòâåòñòâåííî, áîëüøå
(âòîðîå ñëàãàåìîå). Ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî ñåêóíä, ïîëó÷åííûõ ñ Çåì-
ëè, áîëüøå, ÷åì ïåðåäàííûõ íà íå¼, â òî÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé
çàìåäëåíèÿ âðåìåíè.
Íåñêîëüêî èíàÿ àðèôìåòèêà ó çåìëÿíèíà. Ïîêà åãî áðàò óäàëÿåòñÿ,

îí òàêæå ðåãèñòðèðóåò óâåëè÷åíèå ïåðèîäîâ òî÷íîãî âðåìåíè, ïåðåäà-
âàåìûõ ñ êîñìîë¼òà. Îäíàêî, â îòëè÷èå îò áðàòà, çåìëÿíèí íàáëþäàåò
òàêîå çàìåäëåíèå äîëüøå. Âðåìÿ ïîë¼òà ê çâåçäå ñîñòàâëÿåò ïî çåìíûì
÷àñàì t1. Òîðìîæåíèå ïóòåøåñòâåííèêà ó çâåçäû çåìëÿíèí óâèäèò ñïó-
ñòÿ äîïîëíèòåëüíîå âðåìÿ t2 = L/c = L (òàê êàê c = 1), òðåáóåìîå ñâåòó
äëÿ ïðîõîæäåíèÿ ðàññòîÿíèÿ îò çâåçäû. Ïîýòîìó òîëüêî ÷åðåç t1 + t2
îò íà÷àëà ïóòåøåñòâèÿ íà ìîíèòîðå îí óâèäèò óñêîðåííóþ ðàáîòó ÷àñîâ
ïðèáëèæàþùåãîñÿ áðàòà:

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî âðåìåíà ðàâíû t2 = L = vt1 è t3 = t1 − t2, èìååì:

t′ = (t1 + t2)

√
1− v

1 + v
+ t3

√
1 + v

1− v
= 2t1

√
1− v2.

Òàêèì îáðàçîì, ýôôåêò çàìåäëåíèÿ âðåìåíè áðàòà, ìåíÿâøåãî ñâîþ ñè-
ñòåìó îòñ÷åòà, àáñîëþòåí (îäèíàêîâ äëÿ îáîèõ áðàòüåâ).
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2.4 Ðàçìåð è ôîðìà îáúåêòîâ

• Â ïåðâîé ãëàâå ìû îïðåäåëèëè, êàêèì îáðàçîì íàáëþäàòåëè â ðàç-
ëè÷íûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà ñðàâíèâàþò ñâîè åäèíèöû äëèíû. Äâå ëèíåéêè
â S è S ′, ðàñïîëîæåííûå ïåðïåíäèêóëÿðíî îòíîñèòåëüíîìó äâèæåíèþ,
ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè. Ðàçáåðåìñÿ, êàê ýòè æå ëèíåéêè áóäóò �âûãëÿ-
äåòü�, åñëè èõ ðàçâåðíóòü âäîëü äâèæåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ïîêîÿùóþñÿ â ñèñòåìå S ′ ëèíåéêó. Ìèìî íàáëþäàòåëÿ â S
îíà äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ v. ×òîáû èçìåðèòü äëèíó ëèíåéêè, îí ìîæåò
îäíîâðåìåííî çàñå÷ü êîîðäèíàòû å¼ íà÷àëà è êîíöà. Â ýòîì ñëó÷àå ∆t =
0. Åñëè îáîçíà÷èòü L0 = ∆x′ è L = ∆x, òî èç ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà
äëÿ ïðèðàùåíèé (2.1), ñòð. 82, èìååì:

∆x′ =
∆x− v∆t√

1− v2
=> L = L0

√
1− v2.

Ïðîëåòàþùàÿ ìèìî ëèíåéêà âûãëÿäèò êîðî÷å, ÷åì å¼ æå ýêçåìïëÿð, ïî-
â¼ðíóòûé ïåðïåíäèêóëÿðíî äâèæåíèþ. Ïðàâäà, íàáëþäàòåëü â S ′ áó-
äåò �íåäîâîëåí� îïèñàííîé âûøå èçìåðèòåëüíîé ïðîöåäóðîé. Ðàçíèöà
êîîðäèíàò íà÷àëà è êîíöà ëèíåéêè äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ å¼ äëèíîé
L0 = x′2−x′1 äëÿ íàáëþäàòåëÿ â S

′ (ñîáñòâåííàÿ äëèíà ëèíåéêè). Àíàëî-
ãè÷íî, â ñèëó îäíîâðåìåííîñòè çàìåðîâ, íàáëþäàòåëü â S ìîæåò ñ÷èòàòü
å¼ äëèíîé L = x2 − x1. Îäíàêî ýòè çàìåðû íå áóäóò îäíîâðåìåííû äëÿ
äâèæóùåãîñÿ íàáëþäàòåëÿ! Îí óâèäèò, ÷òî ëåâûé êîíåö ëèíåéêè x′1 áûë
ñîâìåù¼í ñ ëèíåéêîé �íåïîäâèæíîãî' íàáëþäàòåëÿ ïîçæå, ÷åì ïðàâûé
x′2, òàê êàê ∆t′ = t′2 − t′1 = −v∆x′ < 0.

Âîçìîæåí åù¼ îäèí ñïîñîá èçìåðåíèÿ äëèíû. Ïóñòü íàáëþäàòåëü â
S çàìå÷àåò âðåìÿ t1 ïðîõîæäåíèÿ ìèìî íåãî ïðàâîãî êîíöà ëèíåéêè, à
çàòåì ëåâîãî t2. Çíàÿ ñêîðîñòü ëèíåéêè, îí ìîæåò îïðåäåëèòü å¼ äëèíó
ñëåäóþùèì îáðàçîì: L = v∆t. Âñ¼ ýòî ïðîèñõîäèò â îäíîé òî÷êå åãî
ñèñòåìû îòñ÷åòà ∆x = 0, ïîýòîìó èìååì:

L0 = −∆x′ =
v∆t√
1− v2

=
L√

1− v2
,

è ñíîâà ïðèõîäèì ê ñîêðàùåíèþ äëèíû. Ïðàâäà, íàáëþäàòåëü, ñâÿçàí-
íûé ñ äâèæóùåéñÿ ëèíåéêîé, ñíîâà áóäåò �íåäîâîëåí�, òàê êàê äëÿ íåãî
÷àñû íàáëþäàòåëÿ â S èäóò ìåäëåííåå, ïîýòîìó îïðåäåëåíèå äëèíû L =
v∆t ñ òî÷êè çðåíèÿ S ′ íåêîððåêòíî.
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Òåì íå ìåíåå, ëîðåíöåâñêîå ñîêðàùåíèå òàê æå ðåàëüíî, êàê ðåàëüíî
è çàìåäëåíèå âðåìåíè â äâèæóùåéñÿ ñèñòåìå. Êîíå÷íî, ñëîâî �ðåàëü-
íî� ìîæíî ïîíèìàòü â ðàçëè÷íûõ ñìûñëàõ. Íàïðèìåð, äëÿ Ëîðåíöà ýòî
ñîêðàùåíèå áûëî ðåàëüíî, òàê êàê çàðÿæåííûå ÷àñòèöû, èç êîòîðûõ ñî-
ñòîèò ëèíåéêà, âçàèìîäåéñòâîâàëè ñ ýôèðîì, ÷åðåç êîòîðûé îíà ëåòåëà.
Â ðåçóëüòàòå ëèíåéêà ñæèìàëàñü â íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ. Â ðåëÿòè-
âèñòñêîé òåîðèè ýôèðà íåò è íåò íèêàêîãî �ñèëîâîãî� âîçäåéñòâèÿ íà
ëèíåéêè, ðàñïîëîæåííûå â ðàçëè÷íûõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà.
Îäíàêî ýôôåêò ñîêðàùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îáúåêòèâíî ðåãèñòðèðóåìûì êàæ-
äûì íàáëþäàòåëåì ôàêòîì.
Ñîêðàùàåòñÿ ëè ëèíåéêà �íà ñàìîì äåëå�? Íà ýòî ìîæíî îòâåòèòü ïðè

ïîìîùè ñëåäóþùåé àíàëîãèè. ×àñòîòà çâóêà ãóäêà ïðèáëèæàþùåãîñÿ, à
çàòåì óäàëÿþùåãîñÿ ïîåçäà ðàçëè÷íà (ýôôåêò Äîïëåðà). �Íà ñàìîì äå-
ëå� ïàðîâîç ãóäèò ñ òîé ÷àñòîòîé, êîòîðóþ ñëûøèò ìàøèíèñò, ñèäÿùèé
â êàáèíå è íåïîäâèæíûé îòíîñèòåëüíî ïîåçäà. Ñòîÿùèé íà ïåððîíå íà-
áëþäàòåëü ñëûøèò èíóþ ÷àñòîòó. È, õîòÿ åãî âîñïðèÿòèå îòëè÷àåòñÿ îò
àíàëîãè÷íîãî âîñïðèÿòèÿ ìàøèíèñòà, îíî òàê æå îáúåêòèâíî è íå ÿâëÿ-
åòñÿ �êàæóùèìñÿ�. Ýòî íå �èãðû ðàçóìà�, è âñå òî æå ñàìîå áóäåò �íàáëþ-
äàòü� ñîîòâåòñòâóþùàÿ àïïàðàòóðà. Ïîäîáíàÿ îòíîñèòåëüíîñòü ñïëîøü
è ðÿäîì âñòðå÷àåòñÿ â êëàññè÷åñêîé ôèçèêå. Ïðèìåð òîìó � ýôôåêò Äî-
ïëåðà, èëè îòíîñèòåëüíîñòü çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè îáúåêòà. Òàê æå îáñòîèò
ñèòóàöèÿ è ñ ðåëÿòèâèñòñêèìè ýôôåêòàìè ñîêðàùåíèÿ äëèíû, çàìåäëå-
íèÿ âðåìåíè, ôàêòîì îäíîâðåìåííîñòè ñîáûòèé, è ò.ï.
Åñòåñòâåííî, ñëåäóþùåå èç ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà ñîêðàùåíèå ÿâëÿ-

åòñÿ îòíîñèòåëüíûì. Âñå èíåðöèàëüíûå ñèñòåìû îòñ÷åòà ýêâèâàëåíòíû.
Íàáëþäàòåëü, íàõîäÿùèéñÿ â �äâèæóùåéñÿ� ñèñòåìå S ′, òî÷íî òàê æå
çàðåãèñòðèðóåò ñîêðàùåíèå âñåõ îðèåíòèðîâàííûõ âäîëü åãî äâèæåíèÿ
ëèíååê, êîòîðûå íåïîäâèæíû â ñèñòåìå S.
Ñîêðàùåíèå äëèíû, êàê è ëþáûå äðóãèå ýôôåêòû, êîòîðûå ìû àíàëè-

çèðóåì â òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, òðåáóþò ÷åòêîãî �ñîïðîâîäèòåëüíîãî
îïèñàíèÿ� óñëîâèé ýêñïåðèìåíòà, â êîòîðûõ ýòîò ýôôåêò íàáëþäàåòñÿ.
Îòðûâ ðåçóëüòàòîâ íàáëþäåíèÿ îò òàêîãî îïèñàíèÿ ñëóæèò èñòî÷íèêîì
ìíîãî÷èñëåííûõ �ïàðàäîêñîâ�. Â îïèñàííûõ âûøå äâóõ ñïîñîáàõ èçìåðå-
íèÿ áóäåò ðåãèñòðèðîâàòüñÿ ôàêò ñîêðàùåíèÿ äëèíû ëèíåéêè. Îäíàêî
ìîæíî ïðèìåíÿòü è äðóãèå ñïîñîáû íàáëþäåíèÿ çà áûñòðî äâèæóùèìñÿ
îáúåêòîì. Íàïðèìåð, ôîòîãðàôèðîâàòü åãî ïðè ïîìîùè àïïàðàòóðû ñ
î÷åíü êîðîòêîé âûäåðæêîé. Â ýòîì ñëó÷àå ðåçóëüòàòû áóäóò îòëè÷àòü-
ñÿ è ñóùåñòâåííî çàâèñåòü îò ïðèíöèïîâ ðàáîòû ôîòîàïïàðàòà è ôîðìû
îáúåêòà. Ìû ðàññìîòðèì ýòè âîïðîñû â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.
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• Ëþáîé îáúåêò, ïîäîáíî ëèíåéêå, ñïëþñíóò â íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ,
åñëè â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè îäíîâðåìåííî ôèêñèðóþòñÿ êîîðäèíàòû
âñåõ òî÷åê åãî ïîâåðõíîñòè. Â ÷àñòíîñòè, êâàäðàò (â ñîáñòâåííîé ñèñòå-
ìå îòñ÷¼òà) áóäåò �âûãëÿäåòü� ïðÿìîóãîëüíèêîì, åñëè îí äâèæåòñÿ âäîëü
îäíîé èç ñâîèõ ñòîðîí. Åñëè æå âåêòîð ñêîðîñòè íàïðàâëåí ïî äèàãîíàëè
êâàäðàòà, îí îêàæåòñÿ ñïëþñíóòûì âäîëü íå¼, �ïðåâðàòèâøèñü� â ðîìá.
Ïðè ýòîì äëèíà åãî äèàãîíàëè, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ äâèæåíèþ, íå èçìå-
íèòñÿ.
Ïðåäñòàâèì, ÷òî ñòîðîíû êâàäðàòà � ýòî êîîðäèíàòíûå îñè (x′, y′)

äâèæóùåéñÿ ñèñòåìû îòñ÷¼òà. Òîãäà ïðè ïðîèçâîëüíîì íàïðàâëåíèè å¼
ñêîðîñòè ýòè îñè áóäóò íå îðòîãîíàëüíû äðóã äðóãó è ê òîìó æå áó-
äóò íåêîòîðûì îáðàçîì ïîâ¼ðíóòû îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé ñèñòåìû
îòñ÷¼òà. Íèæå ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè èçîáðàæåíû êîîðäèíàòíûå ñåòêè
�íåïîäâèæíîé� ñèñòåìû îòñ÷¼òà, à ñïëîøíûìè � äâèæóùåéñÿ, äëÿ íà-
áëþäàòåëåé â S. Ìîäóëü ñêîðîñòè ðàâåí v = 0.8:

Çàäàâàÿ êîîðäèíàòû r′ òî÷åê â ñèñòåìå îòñ÷¼òà S ′, ñâÿçàííîé ñ òåëîì,
ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà ìîæíî ïîëó÷èòü êîîðäèíàòû òî÷åê
r â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå S. Íàñ èíòåðåñóåò ìãíîâåííàÿ ôîðìà äâèæó-
ùåãîñÿ òåëà â ìîìåíò âðåìåíè t â ñèñòåìå S. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî òàê
ïåðåïèñàòü ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà, ÷òîáû ðàäèóñ-âåêòîð r çàâèñåë îò
t è r′. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì îáðàòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà (v 7→ −v):

t = γ (t′ + vr′), r = r′ + γvt′ + Γv (vr′), Γ =
γ − 1

v2
=

γ2

γ + 1

è èñêëþ÷èì èç íèõ âðåìÿ t′:

r = vt+ r′ − γ

γ + 1
v(vr′). (2.7)

Ýòî ñîîòíîøåíèå ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü ïîëîæåíèå òî÷åê äâèæóùåãîñÿ
òåëà â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè t â ñèñòåìå S.
Ïåðâîå ñëàãàåìîå vt â (2.7) óêàçûâàåò íà òî, ÷òî âñå òî÷êè äâèæóò-

ñÿ ïàðàëëåëüíî ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v. Êîãäà t = 0, íà÷àëà ñèñòåì
îòñ÷¼òà ñîâïàäàþò è ôîðìà äâèæóùåãîñÿ òåëà îïðåäåëÿåòñÿ âòîðûì è
òðåòüèì ñëàãàåìûìè (2.7).
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Ïðè t = 0 èç (2.7) ñëåäóåò, ÷òî:

vr = vr′/γ, r2 = r′2 − (vr′)2, (2.8)

ò.å. ïðîäîëüíûå ðàçìåðû èñïûòûâàþò ëîðåíöåâñêîå ñîêðàùåíèå, à ïîïå-
ðå÷íûå (åñëè vr′ = 0) îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè. Ðàññìîòðèì äâå ôèêñè-
ðîâàííûå òî÷êè òåëà. Äëÿ ðàäèóñ-âåêòîðîâ ê êàæäîé èç íèõ çàïèøåì
ñîîòíîøåíèå (2.7). Èõ ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ â äâóõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà
ñâÿçàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

r1r2 = r′1r
′
2 − (vr′1)(vr

′
2). (2.9)

Ïóñòü äâèæåíèå ïðîèñõîäèò â ïëîñêîñòè (x, y). Âûáåðåì îäíó òî÷êó íà
îñè x′, à âòîðóþ � íà îñè y′:

Â ñèñòåìå S ′ èõ êîîðäèíàòû ðàâíû: r′1 = {1, 0}, r′2 = {0, 1}. Êîîðäèíàòû
ri = {xi, yi} ýòèõ æå òî÷åê â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà ïîëó÷àþòñÿ
èç óðàâíåíèÿ (2.7):

x1 = 1− γv2x
γ + 1

, y1 = −γvxvy
γ + 1

; x2 = −γvxvy
γ + 1

, y2 = 1−
γv2y
γ + 1

, (2.10)

ãäå γ = 1/
√
1− v2 = 1/

√
1− v2x − v2y. Â ðåçóëüòàòå ñèíóñ óãëà αx ìåæäó

îñÿìè x′ è x è àíàëîãè÷íî äëÿ αy ìåæäó îñÿìè y′ è y ðàâíû:

sinαx =
γ

γ + 1

vxvy√
1− v2x

, sinαy =
γ

γ + 1

vxvy√
1− v2y

, (2.11)

ãäå ìîäóëè r1 è r2 íàéäåíû ïðè ïîìîùè âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ (2.8).
Êîñèíóñ óãëà ìåæäó îñÿìè äâèæóùåéñÿ ñèñòåìû îòñ÷¼òà íàõîäèòñÿ èç

ñîîòíîøåíèÿ (2.9):

cosα = − vxvy√
(1− v2x)(1− v2y)

. (2.12)

Òàêèì îáðàçîì, êîîðäèíàòíûå îñè ñèñòåìû S ′ áóäóò îðòîãîíàëüíûìè
äëÿ íàáëþäàòåëåé â S, òîëüêî åñëè îäíà èç êîìïîíåíò ñêîðîñòè ðàâíà
íóëþ. Ýòî ïðîèñõîäèò ïðè äâèæåíèè âäîëü êîîðäèíàòíîé îñè.
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• Ðàññìîòðèì åù¼ îäèí ëþáîïûòíûé ýôôåêò. Ïóñòü îòíîñèòåëüíî �íåïî-
äâèæíîé� ñèñòåìû S âäîëü îñè x ñî ñêîðîñòüþ v äâèæåòñÿ ñèñòåìà S ′.
Åñëè íàáëþäàòåëè â ñèñòåìå S ′ èçó÷àþò äâèæåíèå êâàäðàòà âäîëü îñè

y′, òî îí äëÿ íèõ áóäåò âûãëÿäåòü ñïëþñíóòûì â íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ
(âòîðîé ðèñóíîê íèæå). Ñ ýòèì êâàäðàòîì ìîæåò áûòü ñâÿçàíà òðåòüÿ
ñèñòåìà îòñ÷¼òà S ′′. Êàê âûãëÿäèò ýòîò êâàäðàò äëÿ íàáëþäàòåëåé â
íåïîäâèæíîé ñèñòåìå S? Îí äâèæåòñÿ ïîä óãëîì ê îñè x, è, åñòåñòâåííî,
ïðåâðàòèòñÿ â ðîìá. Îäíàêî ýòîò ðîìá áóäåò èìåòü íàêëîííûìè òîëü-
êî �ãîðèçîíòàëüíûå� ñòîðîíû, òîãäà êàê âåðòèêàëüíûå áóäóò îñòàâàòüñÿ
ïàðàëëåëüíûìè îñÿì y è y′:

Ïðè äâèæåíèè â ñèñòåìå S ′ ïàðàëëåëüíî îñè y′ ïðîèñõîäèò îäíîâðåìåí-
íîå ïåðåìåùåíèå âñåõ òî÷åê êâàäðàòà ââåðõ. Â ÷àñòíîñòè, åãî íèæíèå
âåðøèíû (òî÷êè DC) îäíîâðåìåííî ïîäíèìàþòñÿ ââåðõ (âòîðîé ðèñó-
íîê). Åñëè â ìîìåíò âðåìåíè t′ = 0 òî÷êà D íàõîäèëàñü â íà÷àëå ñèñòå-
ìû îòñ÷¼òà (x′ = y′ = 0), òî è òî÷êà C òàêæå áóäåò íàõîäèòñÿ íà îñè x′

(y′ = 0). Îäíàêî ýòà îäíîâðåìåííîñòü ñóùåñòâóåò òîëüêî â ñèñòåìå S ′!
Â ñèñòåìå S ìåæäó ñîáûòèÿìè, îäíîâðåìåííûìè â S ′ (∆t′ = 0), ïðî-

õîäèò âðåìÿ ∆t = v∆x (ñòð. 82). Ïîýòîìó, õîòÿ â S ′ îáå âåðøèíû îäíî-
âðåìåííî ïåðåñåêàþò îñü x′, â ñèñòåìå S ïðàâàÿ âåðøèíà C ñäåëàåò ýòî
ïîçæå, ÷åì ëåâàÿ âåðøèíà D. Òàê êàê êâàäðàò âìåñòå ñ ñèñòåìîé S ′ ïå-
ðåìåùàåòñÿ âäîëü îñè x ñî ñêîðîñòüþ v, îí îêàçûâàåòñÿ ñæàòûì ïî x â γ
ðàç. Ìîæíî ïðåäñòàâèòü äâå âåðòèêàëüíûå íàïðàâëÿþùèå â ñèñòåìå S ′

ïî êîòîðûì ñêîëüçÿò ñòîðîíû êâàäðàòà. Â ñèñòåìå S ðàññòîÿíèå ìåæäó
ýòèìè íàïðàâëÿþùèìè áóäåò L0/γ. Âåðòèêàëüíûå ëèíåéêè â ñèñòåìàõ S
è S ′ èìåþò îäèíàêîâûå äëèíû. Ïîýòîìó, òàê êàê ñòîðîíà, íàïðèìåð, AD
â ñèñòåìå S ′ ïðè äâèæåíèè ñî ñêîðîñòüþ u′ ñîêðàùàåòñÿ â γ′ = 1/

√
1− u′2

ðàç, òî è â ñèñòåìå S îíà áóäåò èìåòü òàêóþ æå äëèíó. Îäíàêî ñòîðîíà
BC áóäåò îòñòàâàòü îò AD, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷èòñÿ ðîìá, íå ñæàòûé
ïî äèàãîíàëè, à �ñêîøåííûé� âåðòèêàëüíî âíèç (l H9). Â ÷àñòíîñòè, åñ-
ëè íàáëþäàòåëü â ñèñòåìå S ′ ïîäíèìåò ââåðõ ãîðèçîíòàëüíûé ñòåðæåíü,
òî äëÿ íàáëþäàòåëåé â S ýòîò ñòåðæåíü ïîâåðí¼òñÿ.
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Â ñèñòåìå S ′ ïðîåêöèè ñêîðîñòè ñèñòåìû S ′′ ðàâíû u′x = 0 è u′y = u′.
Â ñèëó ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé (1.15), ñòð.37, ñêîðîñòü S ′′ îòíîñèòåëüíî S
ðàâíà:

ux = v, uy =
u′

γ
, γu =

1√
1− u2

= γγ′,

ãäå γ = 1/
√
1− v2, γ′ = 1/

√
1− u′2. Êàçàëîñü áû, ìåæäó ñèñòåìàìè S ′′

è S äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ îáû÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà:

t′′ = γu (t− ur), r′′ = r− γuu t+ Γu u (ur).

èëè â êîìïîíåíòíîì âèäå:
t′′ = γu (t− uxx− uyy)
x′′ = x− γuux t+ Γuux (uxx+ uyy)
y′′ = y − γuuy t+ Γuuy (uxx+ uyy).

(2.13)

Îäíàêî ýòî íå òàê! Äåéñòâèòåëüíî, çàïèøåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðåîá-
ðàçîâàíèé îò S ê S ′ è îò S ′ ê S ′′:

t′ = γ (t− vx), x′ = γ (x− vt), y′ = y,

t′′ = γ′ (t′ − u′y′), x′′ = x′, y′′ = γ′ (y′ − u′t′).

Â ïðåîáðàçîâàíèÿõ îò S ′ ê S ′′ (âòîðàÿ ñòðî÷êà) ïåðåñòàâëåíû ìåñòàìè
x′ è y′, òàê êàê äâèæåíèå ïðîèñõîäèò íå âäîëü îñè x′, à âäîëü îñè y′.
Åñëè ïîäñòàâèòü t′, x′, y′ èç ïåðâîé ñòðîêè âî âòîðóþ, òî äëÿ t′′ ïîëó÷èòñÿ
ïðåîáðàçîâàíèå òàêîå æå, êàê è â (2.13). À âîò x′′ è y′′ èìåþò äðóãóþ
çàâèñèìîñòü îò t, x, y:{

x′′ = γ (x− u t)
y′′ = γ′y − γγu (uy t− uxuy x).

Ýòî ìîæåò ïîêàçàòüñÿ ñòðàííûì, òåì áîëåå, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà
â îäíîìåðíîì ñëó÷àå áûëè ïîëó÷åíû (ñòð.30) êàê ðàç ïðè ïîìîùè êîìïî-
çèöèè ïðåîáðàçîâàíèé. Ïî÷åìó â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíûå
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà ñíîâà ïðèâîäÿò ê ïðåîáðàçîâàíèÿì Ëîðåíöà, à
ïðè äâèæåíèè â ïëîñêîñòè � óæå íåò?
Îòâåò ñâÿçàí ñ äîñòàòî÷íî òîíêèìè âîïðîñàìè ìàòåìàòè÷åñêîé ïðèðî-

äû òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè. Êàê ìû óâèäèì ÷óòü ïîçæå, ïðîñòðàíñòâî è
âðåìÿ îáðàçóþò åäèíîå 4-ìåðíîå ïñåâäîåâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Â òàêîì
ïðîñòðàíñòâå âîçìîæíû ðàçëè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò è âðåìå-
íè, îñòàâëÿþùèå èíòåðâàë ∆s2 íåèçìåííûì. Â ÷àñòíîñòè, êðîìå ÷èñòûõ
ëîðåíöåâñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé (ò.í. áóñòîâ) âîçìîæíû òàêæå îáû÷íûå
3-ìåðíûå ïîâîðîòû äåêàðòîâûõ îñåé. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå
êîìïîçèöèÿ äâóõ áóñòîâ ýêâèâàëåíòíà áóñòó è âûïîëíåíèþ ïîñëå ýòî-
ãî 3-ìåðíîãî ïîâîðîòà îñåé x′′, y′′ íà íåêîòîðûé óãîë ϕ. Ïîäðîáíî ýòè
âîïðîñû ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü â 8-é ãëàâå.
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2.5 Ôîòîãðàôèðîâàíèå îáúåêòîâ

• Êàê áóäåò âûãëÿäåòü ðåëÿòèâèñòñêèé îáúåêò ïðè ôîòîãðàôèðîâàíèè
èëè �âèçóàëüíîì� íàáëþäåíèè? Â ñèëó êîíå÷íîñòè ñêîðîñòè ðàñïðîñòðà-
íåíèÿ ñâåòà ìû âèäèì åãî òî÷êè â ðàçëè÷íîì ïðîøëîì, åñëè îíè óäàëåíû
îò íàñ íà ðàçëè÷íîå ðàññòîÿíèå. �Âèäèì�, ò.å. ïîëó÷àåì ôîòîãðàôèè íà
àïïàðàòóðå, èìåþùåé ïðåíåáðåæèìî ìàëóþ âûäåðæêó (÷òîáû èçáåæàòü
�ðàçìàçûâàíèÿ� êàðòèíêè). Ïðè ôîòîãðàôèðîâàíèè ïðîèñõîäèò îòîáðà-
æåíèå íåêîòîðîé òî÷êè 3-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà (x, y, z) íà 2-ìåðíóþ ïî-
âåðõíîñòü ôîòîãðàôèè (X, Y ). Ðàññìîòðèì äâà îñíîâíûõ ñïîñîáà ïîäîá-
íîãî îòîáðàæåíèÿ. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôîòîïëåíêà ðàñ-
ïîëîæåíà â ïëîñêîñòè x, y:

Ñëåâà èçîáðàæåíî ñå÷åíèå ôîòîàïïàðàòà, îñóùåñòâëÿþùåãî îðòîãîíàëü-
íîå îòîáðàæåíèå. Îí ðåãèñòðèðóåò òîëüêî ëó÷è, ïàäàþùèå ïåðïåíäè-
êóëÿðíî ê ôîòîãðàôèè. Óñòðîéñòâî òàêîãî �ôîòîàïïàðàòà� ìîæåò áûòü
ðåàëèçîâàíî, íàïðèìåð, ïðè ïîìîùè íàõîäÿùåéñÿ ïåðåä ôîòîïëåíêîé
òîëñòîé ïëàñòèíû ñ ìíîæåñòâîì öèëèíäðè÷åñêèõ îòâåðñòèé. Èõ ñòåíêè
ïîãëîùàþò íàêëîííî ïàäàþùèå ëó÷è è ïðîïóñêàþò âåðòèêàëüíûå. Ïî-
äîáíûì îáðàçîì, íàïðèìåð, óñòðîåíû ãëàçà íàñåêîìûõ. Ïðè îðòîãîíàëü-
íîì îòîáðàæåíèè èíôîðìàöèÿ î êîîðäèíàòå z òåðÿåòñÿ è ïðåîáðàçîâàíèå
èìååò ïðîñòåéøèé âèä: X = x è Y = y.

Íà âòîðîì è òðåòüåì ðèñóíêàõ ïðèâåäåí áîëåå òèïè÷íûé äëÿ ÷åëîâå÷å-
ñêîãî âîñïðèÿòèÿ âàðèàíò, ðåàëèçóþùèé ïðîåêòèâíîå îòîáðàæåíèå. Â
ýòîì ñëó÷àå â òîíêîì ýêðàíå íàõîäèòñÿ åäèíñòâåííîå ìàëåíüêîå îòâåð-
ñòèå (äèàôðàãìà). Ïàäàþùèå ÷åðåç íå¼ íà ôîòîãðàôèþ ëó÷è ñîçäàþò
èçîáðàæåíèå îáúåêòà. Â ñèëó ïðîïîðöèé ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêîâ ñâÿçü
2-ìåðíûõ è 3-ìåðíûõ êîîðäèíàò èìååò âèä:

X = f
x

z
, Y = f

y

z
.

Èçîáðàæåíèå â ïîäîáíîé �êàìåðå Îáñêóðà� îêàçûâàåòñÿ ïåðåâåðíóòûì,
ïîýòîìó ìû ïîâåðíóëè è ïëîñêîñòü ôîòîãðàôèè [êîîðäèíàòû (X,Y )].
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• Ðàññìîòðèì ëåòÿùèé êóá ñ äëèíîé ð¼áåð L (â ñâÿçàííîé ñ íèì ñè-
ñòåìå îòñ÷åòà). Ñôîòîãðàôèðóåì êóá ïðè ïîìîùè �îðòîãîíàëüíîãî� ôî-
òîàïïàðàòà. Ôîòîïë¼íêà ðàñïîëîæåíà â ïëîñêîñòè (x, y) â íåïîäâèæíîé
ñèñòåìå. Îíà ôèêñèðóåò êâàíòû ñâåòà, ïðèøåäøèå íà íå¼ â äàííûé ìî-

ìåíò âðåìåíè. Îäíàêî èñïóùåíû îíè áûëè â ðàçíîå âðåìÿ â ïðîøëîì:

Ñèãíàëû îò òî÷åê A è B ïðîéäóò îäèíàêîâîå ðàññòîÿíèå (âûøå ñðåäíèé
ðèñóíîê). Ãðàíü êóáà, îáðàù¼ííàÿ ê ïë¼íêå, èìååò äëèíó L

√
1− v2 è áó-

äåò âûãëÿäåòü ñæàòîé. Îäíàêî îò òî÷êè C ôîòîí ïóòåøåñòâóåò äîïîëíè-
òåëüíîå ðàññòîÿíèå âäîëü ðåáðà (ïåðïåíäèêóëÿðíî ôîòîïë¼íêå), ïîýòîìó
èñïóñêàåòñÿ íà âðåìÿ t = L/c ðàíüøå (äàëåå, êàê îáû÷íî, c = 1). Â ýòî
âðåìÿ êóá áûë ëåâåå íà vt = vL. Â íåðåëÿòèâèñòñêîì ñëó÷àå (c = ∞)
ïðè îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè êóáà íà ôîòîãðàôèè ïîëó÷àåòñÿ êâàäðàò �
îáðàç îäíîé ãðàíè. Äëÿ ðåëÿòèâèñòñêîãî îáúåêòà ìû ïîëó÷àåì ýòó ãðàíü
ñæàòîé, íî âèäèì òàêæå è ëåâóþ áîêîâóþ ãðàíü, ñæàòóþ â v ðàç. Ðåçóëü-
òàò ïîëó÷àåòñÿ òàêîé æå, êàê è ïðè ôîòîãðàôèðîâàíèè íåïîäâèæíîãî
êóáà, ïîâåðíóòîãî íà óãîë α = arcsin v (ñì. âûøå ïîñëåäíèé ðèñóíîê).
Àíàëîãè÷íà ñèòóàöèÿ ïðè ôîòîãðàôèðîâàíèè ëåòÿùåãî øàðà:

Â îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè íåïîäâèæíîé ñôåðû áóäóò âèäíû òîëüêî òî÷-
êè ïîëóñôåðû, îáðàù¼ííîé ê ôîòîàïïàðàòó. Òàê, ôîòîí, èñïóùåííûé
èç òî÷êè B ïðîòèâ îñè z, ìîìåíòàëüíî ïîãëîùàåòñÿ ñôåðîé. Â îòëè÷èå
îò ýòîãî, äëÿ áûñòðîëåòÿùåé ñôåðû âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, êîãäà ñôåðà
âûñêàëüçûâàåò âïðàâî �èç-ïîä ôîòîíà�, èñïóùåííîãî òî÷êîé B, è íå çà-
êðûâàåò åìó ïóòü ê ïë¼íêå. Â ðåçóëüòàòå ìû áóäåì âèäåòü ÷àñòü çàäíåé
ïîâåðõíîñòè ñôåðû. Òî÷êè æå, ðàñïîëîæåííûå íà ïåðåäíåé ïî äâèæå-
íèþ ïîâåðõíîñòè äàëåå íåêîòîðîé C, âèäíû íå áóäóò, òàê êàê ñôåðà ïðè
äâèæåíèè ïîãëîòèò èñïóùåííûå èìè ôîòîíû. Â ðåçóëüòàòå ñôåðà îêà-
æåòñÿ ïîâåðíóòîé, íî íå ñæàòîé! Íà ðèñóíêå âûøå �íà ñàìîì äåëå� ñôåðà
ïîâ¼ðíóòà ïîëþñîì ê ôîòîàïïàðàòó.
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Ïðîâåä¼ì ñîîòâåòñòâóþùèå ðàñ÷åòû. Óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòè ñ öåí-
òðîì, óäàë¼ííûì îò ôîòîïë¼íêè íà âåëè÷èíó ðàäèóñà R, â ñèñòåìå, ñâÿ-
çàííîé ñî ñôåðîé (x′, y′, z′), è â ñèñòåìå ôîòîàïïàðàòà (x, y, z) èìåþò
âèä:

x′2 + y′2 + (z′ −R)2 = R2,
(x− vt)2

1− v2
+ y2 + (z −R)2 = R2,

ãäå âî âòîðîì ñëó÷àå ìû âîñïîëüçîâàëèñü ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ëîðåíöà.
Ïóñòü òî÷êà, êîòîðàÿ èñïóñòèëà ôîòîí, íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè z îò
ôîòîïë¼íêè. Òîãäà â ìîìåíò âðåìåíè t̄ ìû óâèäèì å¼ èçîáðàæåíèå â
ïðîøëîì t = t̄ − z. Ïðè îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè êàæäàÿ òî÷êà (x, y, z)
îòîáðàæàåòñÿ â X = x, Y = y, ïîýòîìó íà ôîòîïë¼íêå âñå òî÷êè ñôåðû,
èìåþùèå êîîðäèíàòó z, îáðàçóþò ýëëèïñ (t̄ = 0):

1 2-  z X

Y

(X + vz)2

1− v2
+Y 2 = R2− (z−R)2.

Êðàéíèå òî÷êè X1 è X2 ýòîãî ýëëèïñà (Y = 0) ïðè äàííîì z èìåþò
ñëåäóþùèå êîîðäèíàòû íà ôîòîïë¼íêå:

X1,2 = −vz ∓
√

R2 − (z −R)2
√
1− v2.

Êðàéíÿÿ ëåâàÿ òî÷êà ýëëèïñà ïðèíèìàåò ïðè z = R (1+v) ìèíèìàëüíîå
çíà÷åíèå Xmin

1 = −R (1 + v). Êðàéíÿÿ ïðàâàÿ òî÷êà ïðèíèìàåò ìàêñè-
ìàëüíîå çíà÷åíèå Xmax

2 = R (1 − v) ïðè z = R (1 − v). Ïîýòîìó ðàçìåð
îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè âäîëü îñè x ðàâåí óäâîåííîìó ðàäèóñó, ò.å. äèà-
ìåòðó â ñèñòåìå ïîêîÿ ñôåðû:

Xmax
2 −Xmin

1 = R (1− v) +R (1 + v) = 2R.

Åñòåñòâåííî, àíàëîãè÷íûé ðàçìåð ïîëó÷àåòñÿ è âäîëü îñè Y .
Òàêèì îáðàçîì, â îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè è êóá, è ñôåðà áóäóò âûãëÿ-

äåòü ïîâ¼ðíóòûìè áåç êàêîãî-ëèáî ëîðåíöåâñêîãî ñæàòèÿ. Ýòîò ýôôåêò
íàçûâàåòñÿ âðàùåíèåì Òåðåëëà-Ïåíðîóçà è ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî îáùèì
ïðè èñïîëüçîâàíèè �îðòîãîíàëüíîãî� ôîòîàïïàðàòà.
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåàëèñòè÷íîé ìîäåëè ôîòîãðàôèè íåîáõîäèìî, êðîìå

ïðîåêòèâíûõ ìîìåíòîâ, ó÷èòûâàòü ñâîéñòâà îñâåùåíèÿ, ïîäïðàâëåííûå
íà ýôôåêò Äîïëåðà (ñòð.90). Êðîìå ýòîãî, âíåøíèé âèä îáúåêòà èçìå-
íèòñÿ, åñëè ìû âîñïîëüçóåìñÿ íå îðòîãîíàëüíûì, à ïðîåêòèâíûì (�îáû÷-
íûì�) ôîòîàïïàðàòîì ñ äèàôðàãìîé. Ðàññìîòðèì ðàñ÷¼ò ðåçóëüòèðóþ-
ùåé ôîòîãðàôèè â ýòîì ñëó÷àå.
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• Ïóñòü óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè òåëà â åãî ñîáñòâåííîé ñèñòåìå îòñ÷åòà
èìååò âèä F (x′, y′, z′) = 0. Ìîìåíò âðåìåíè, â êîòîðûé áûëè èñïóùåíû
ôîòîíû îò òî÷êè (x, y, z), îòñòîèò â ïðîøëîå îò òåêóùåãî t̄ íà âåëè-
÷èíó ðàññòîÿíèÿ îò äèàôðàãìû: t = t̄ −

√
x2 + y2 + z2. Ïîäñòàâëÿÿ â

óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà, à çàòåì ïðîåêòèâíûå
ïðåîáðàçîâàíèÿ x = zX/f , y = zY/f , è γ = 1/

√
1− v2, ïîëó÷àåì:

F
(
z γ
[
(X/f) + v

√
1 + (X2 + Y 2)/f 2

]
− v γ t̄, z (Y/f), z

)
= 0.

Ïðîåêöèÿ íà ôîòîãðàôèþ áóäåò ïîëó÷àòüñÿ â ðåçóëüòàòå áûñòðîãî îò-
êðûòèÿ è çàêðûòèÿ äèàôðàãìû. Äëÿ êàæäîé òî÷êè ôîòîãðàôèè (X,Y )
ìû äîëæíû ðåøèòü ýòî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî z. Â ñèòóàöèè, êîãäà
ðåøåíèé íåñêîëüêî, âûáèðàåòñÿ òî, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò ìèíèìàëüíî-
ìó ðàññòîÿíèþ äî äèàôðàãìû (îñòàëüíûå òî÷êè áóäóò èì ïåðåêðûòû).
Çíàÿ âðåìÿ t = t̄−

√
x2 + y2 + z2 = t̄−z

√
1 + (X2 + Y 2)/f 2, ìîæíî ïðè

ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà ïîëó÷èòü òî÷êó (x′, y′, z′) ïîâåðõíîñòè,
êîòîðàÿ îòîáðàæàåòñÿ íà ôîòîãðàôèþ (X, Y ).

Íèæå ïðèâåäåíà ïîäîáíàÿ �ôîòîãðàôèÿ� êóáà (ïåðâûé ðèñóíîê � íåïî-
äâèæíûé êóá v = 0, âòîðîé � ëåòÿùèé ñî ñêîðîñòüþ v = 0.9):

=0.9=0

Çàìåòèì, ÷òî ëþáîé âåðòèêàëüíûé ñòåðæåíü, ëåòÿùèé ìèìî íàñ â ãî-
ðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè, áóäåò âûãëÿäåòü èçîãíóòûì, òàê êàê èçîá-
ðàæåíèÿ åãî öåíòðà è êðà¼â èñïóñêàþòñÿ â ðàçíîå âðåìÿ â ïðîøëîì, è
êîíöû ñòåðæíÿ áóäóò çàãèáàòüñÿ �íàçàä�.

Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ ñôåðû:

=0.9=0

Òàêèì îáðàçîì, âíåøíèé âèä îêðóæàþùåãî íàñ ðåëÿòèâèñòñêîãî ìèðà
ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò òîãî, êàê ìû åãî íàáëþäàåì.
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2.6 Àáåððàöèÿ

• Àáåððàöèÿ àíàëîãè÷íà ýôôåêòó Äîïëåðà, îäíàêî ïðè ýòîì �èñêàæà-
åòñÿ� íå ÷àñòîòà èçëó÷åíèÿ èñòî÷íèêà, à åãî âèäèìîå ïîëîæåíèå. Êàê
è ýôôåêò Äîïëåðà, àáåððàöèÿ èìååò êëàññè÷åñêóþ ñîñòàâëÿþùóþ è ïî-
ïðàâêè, ñâÿçàííûå ñ ðåëÿòèâèñòñêèìè ýôôåêòàìè. Âïåðâûå àáåððàöèÿ
áûëà îáíàðóæåíà, êàê èçìåíåíèå ïîëîæåíèÿ çâ¼çä ïðè äâèæåíèè Çåìëè
ïî îðáèòå âîêðóã Ñîëíöà. Ïîýòîìó íà÷í¼ì ìû èìåííî ñ ýòîãî ïðèìåðà.
Ïóñòü íåïîäâèæíûé îòíîñèòåëüíî Ñîëíöà íàáëþäàòåëü S âèäèò â íà-

ïðàâëåíèè θ îò ïëîñêîñòè îðáèòû Çåìëè òàêæå íåïîäâèæíóþ çâåçäó
(ýòîò óãîë íàçûâàåòñÿ ñêëîíåíèåì). Äðóãîé íàáëþäàòåëü S ′ âìåñòå ñ Çåì-
ë¼é äâèæåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïåðâîãî ñî ñêîðîñòüþ v (ðèñóíîê ñëåâà):

Êîãäà íàáëþäàòåëè îêàæóòñÿ â îäíîé òî÷êå, çåìëÿíèí S ′ óâèäèò çâåç-
äó ïîä óãëîì θ′ (âòîðîé ðèñóíîê). Äëÿ çåìëÿíèíà çâåçäà äâèæåòñÿ åìó
íàâñòðå÷ó ñî ñêîðîñòüþ v, ïîýòîìó îíà âèäíà èç ïîëîæåíèÿ A, êîòîðîå
çàíèìàëà íåêîòîðîå âðåìÿ t′ íàçàä. Ýòî âðåìÿ íåîáõîäèìî ñâåòó, ÷òîáû
ïðîéòè ãèïîòåíóçó òðåóãîëüíèêà (c = 1). �Èñòèííîå� ïîëîæåíèå çâåçäû
ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå B. Íåïîäâèæíûé îòíîñèòåëüíî çâåçäû íàáëþäàòåëü
S òàêæå âèäèò å¼ â ïðîøëîì, íî âñ¼ âðåìÿ â îäíîì íàïðàâëåíèè (ïîä óã-
ëîì θ). Ðàçëîæåíèå ãèïîòåíóçû t′ ïî êàòåòàì ïîçâîëÿåò ñâÿçàòü ìåæäó
ñîáîé óãëû:{

t′ sin θ′ = H ′

t′ cos θ′ = vt′ + L′ =>
sin θ′

cos θ′ − v
=

H ′

L′ =
H

L
√
1− v2

=
tg θ√
1− v2

,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî äëÿ íåïîäâèæíîãî îòíîñèòåëüíî çâåçäû íàáëþäàòåëÿ
tg θ = H/L è â ñèëó ëîðåíöåâñêîãî ñîêðàùåíèÿ ðàññòîÿíèå ïî ãîðèçîí-
òàëè äî çâåçäû ñ òî÷êè çðåíèÿ çåìëÿíèíà ñîêðàùàåòñÿ L′ = L

√
1− v2, à

H ′ = H. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî cos θ = 1/
√

1 + tg2 θ, íåñëîæíî íàéòè:

cos θ =
cos θ′ − v

1− v cos θ′
, sin θ =

√
1− v2 sin θ′

1− v cos θ′
. (2.14)

Ðàññìîòðåííûå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå èñêàæåíèÿ ôîòîãðàôè÷åñêîé ôîð-
ìû äâèæóùèõñÿ îáúåêòîâ, ïî ñóòè, òàêæå ÿâëÿëèñü ïðîÿâëåíèåì àáåððà-
öèè. Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ (l H11) ïðåäëàãàåòñÿ âîññòàíîâèòü â (2.14)
ôóíäàìåíòàëüíóþ êîíñòàíòó �c�.



ÊÈÍÅÌÀÒÈÊÀ 107

• Ôîðìóëû äëÿ àáåððàöèè ìîæíî ïîëó÷èòü ïðè ïîìîùè çàêîíà ñëî-
æåíèÿ ñêîðîñòåé (ñòð.36). Â äàííîì ñëó÷àå îáúåêòîì, äâèæóùåìñÿ ñî
ñêîðîñòüþ u îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû S è c u′ îòíîñèòåëüíî S ′, ÿâëÿåòñÿ
ñâåòîâîé ñèãíàë, ðàñïðîñòðàíÿþùèéñÿ îò èñòî÷íèêà ê íàáëþäàòåëÿì:

u′x =
ux − v

1− uxv
, u′y =

uy
√
1− v2

1− uxv
.

Èç ðèñóíêà ñëåäóåò, ÷òî ïðîåêöèè ñêîðîñòè ñâåòà ðàâíû ux = − cos θ è
uy = − sin θ. Àíàëîãè÷íî ñî øòðèõàìè äëÿ äâèæóùåãîñÿ íàáëþäàòåëÿ
S ′, òàê êàê ìîäóëü ñêîðîñòè ñâåòà c = 1 â îáåèõ ñèñòåìàõ îäèíàêîâ.
Ïîäñòàâëÿÿ ýòè êîìïîíåíòû â çàêîí ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé, ïîëó÷èì:

cos θ′ =
cos θ + v

1 + v cos θ
, sin θ′ =

√
1− v2 sin θ

1 + v cos θ
. (2.15)

Ýòè ôîðìóëû ÿâëÿþòñÿ îáðàòíûìè ê íàéäåííûì âûøå. Êàê îáû÷íî,
îáðàòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëó÷àþòñÿ ïðè çàìåíå v 7→ −v èëè ïðÿìûì
îáðàùåíèåì ôîðìóë.
Ðàçíèöà â óãëàõ íàáëþäåíèÿ èñòî÷íèêà äëÿ íåïîäâèæíîãî è äâèæó-

ùåãîñÿ íàáëþäàòåëåé ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç ñèíóñ ðàçíîñòè óãëîâ
α = θ − θ′:

sinα = sin θ cos θ′ − cos θ sin θ′ =
v +

(
1−

√
1− v2

)
cos θ

1 + v cos θ
sin θ.

Ïðè ìàëûõ ñêîðîñòÿõ ìîæíî íàïèñàòü ïðèáëèæåííîå ñîîòíîøåíèå:

sinα ≈ v sin θ.

Òàê êàê v ≪ 1, ñëåäîâàòåëüíî, óãîë α ìàë, è â ñèëó sinα ≈ α èìååì
α ≈ v sin θ. Ðàçíîñòü â íàáëþäåíèÿõ ìàêñèìàëüíà, êîãäà óãîë θ = π/2,
ò.å. èñòî÷íèê íàõîäèòñÿ íàä ãîëîâîé íåïîäâèæíîãî íàáëþäàòåëÿ.
Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ôîðìóëû äëÿ àáåððàöèè áóäóò íåñêîëüêî

èíûìè (íåò ëîðåíöåâñêîãî ñîêðàùåíèÿ äëèíû è îòëè÷åí çàêîí ñëîæåíèÿ
ñêîðîñòåé). Êðîìå ýòîãî, â ðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè íåò ðàçíèöû, äâèæåò-
ñÿ ïðè¼ìíèê èëè èñòî÷íèê ñèãíàëà. Âñå äâèæåíèÿ îòíîñèòåëüíû. Íå òàê
îáñòîèò äåëî, íàïðèìåð, ñ ðàñïðîñòðàíåíèåì çâóêà. Â ýòîì ñëó÷àå åñòü
âûäåëåííàÿ ñèñòåìà îòñ÷åòà, ñâÿçàííàÿ ñ âîçäóõîì. Îòíîñèòåëüíî ýòîé
ñèñòåìû çâóê âñåãäà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ íåçàâè-
ñèìî îò ñêîðîñòè äâèæåíèÿ èñòî÷íèêà. Îäíàêî ñêîðîñòü çâóêà çàâèñèò
îò òîãî, ñ êàêîé ñêîðîñòüþ äâèæåòñÿ îòíîñèòåëüíî âîçäóõà ïðèåìíèê.
Ïîýòîìó ïîëó÷àþòñÿ ðàçëè÷íûå ýôôåêòû àáåððàöèè â çàâèñèìîñòè îò
òîãî, êòî äâèæåòñÿ îòíîñèòåëüíî ñðåäû � ïðè¼ìíèê èëè èñòî÷íèê.
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• Çàïèøåì òåïåðü âåêòîðíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ýôôåêòà àáåððàöèè. Â
ïåðâîé ãëàâå ìû ïîëó÷èëè ñâÿçü ñêîðîñòåé íåêîòîðîãî îáúåêòà, èçìåðåí-
íûõ íàáëþäàòåëÿìè â ñèñòåìàõ S è S ′, ñì. (1.17), ñòð. 38:

u′ =
u− γv + Γv (vu)

γ(1− uv)
.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî åäèíè÷íûå âåêòîðû n è n′ ÿâëÿþòñÿ íàïðàâëåíèÿìè
íà èñòî÷íèê ñâåòà ñ òî÷êè çðåíèÿ êàæäîãî íàáëþäàòåëÿ. Ñîîòâåòñòâåí-
íî, ñâåòîâîé ñèãíàë ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ê íàáëþäàòåëþ, ò.å. ïðîòèâ ýòèõ
âåêòîðîâ: u = −n è u′ = −n′, ïîýòîìó:

n′ =
n+ γv + Γv (vn)

γ(1 + vn)
. (2.16)

Íàïðèìåð, êîãäà íàñ èíòåðåñóåò óãîë θ ìåæäó íàïðàâëåíèåì íà îáúåêò
è âåêòîðîì ñêîðîñòè, ìîæíî íàïèñàòü nv = v cos θ, è àíàëîãè÷íî äëÿ
øòðèõîâàííîãî óãëà. Óìíîæàÿ ïðàâóþ è ëåâóþ ÷àñòü íà v, íåñëîæíî
ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå äëÿ êîñèíóñîâ (2.15). Ñîîòíîøåíèå äëÿ ñèíóñîâ
äà¼ò âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå n′ × v, ìîäóëü êîòîðîãî ðàâåí v sin θ′.

Äëÿ ìàëûõ ñêîðîñòåé â ôîðìóëå äëÿ àáåððàöèè (2.16) ìîæíî îòáðî-
ñèòü ñëàãàåìîå v (vn) (ïîðÿäîê v2, òàê êàê Γ ≈ 1/2, γ ≈ 1, ñì. ñòð.34).
Ðàñêëàäûâàÿ â ðÿä çíàìåíàòåëü (1/(1 + x) ≈ 1 − x), â ëèíåéíîì ïî v

ïðèáëèæåíèè ïîëó÷àåì:

n′ ≈ n+ v

1 + vn
≈ n+ v − n(nv) = n− [n× [n× v]], (2.17)

ãäå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå èñïîëüçîâàíà ôîðìóëà äâîéíîãî âåêòîðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ (ñòð. 600). Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ èìååò ñìûñë ïðîâåðèòü,
÷òî ýòà ïðèáëèæåííàÿ ôîðìóëà ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî v
ïðèâîäèò ê åäèíè÷íîé äëèíå øòðèõîâàííîãî âåêòîðà n′2 ≈ 1.

Âû÷èñëèâ âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå ìåæó íàïðàâëåíèÿìè â îáîèõ ñè-
ñòåìàõ:

n′ × n = [v × n]
1 + (vn) Γ/γ

1 + vn
,

ìîæíî íàéòè ñèíóñ óãëà ìåæäó íèìè, ðàâíûé (äëÿ åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ)
ìîäóëþ |n′ × n|. Åñëè ñêîðîñòü ìàëà, òî ìàë è óãîë àáåððàöèè:

α ≈ |v × n| = v sin θ.

Àáåððàöèÿ îòñóòñòâóåò, åñëè èñòî÷íèê íàõîäèòñÿ íà ïðÿìîé äâèæåíèÿ
ñèñòåìû îòñ÷¼òà, è ìàêñèìàëüíà, åñëè n è v ïåðïåíäèêóëÿðíû. Â ýòîì
ñëó÷àå óãîë α = v è íàïðàâëåí îò âåðòèêàëè â ñòîðîíó äâèæåíèÿ.
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• Çåìëÿ äâèæåòñÿ íå ïî ïðÿìîé, à âðàùàåòñÿ âîêðóã Ñîëíöà ïî ýë-
ëèïñó. Íà ñàìîì äåëå ýêñöåíòðèñèòåò (ñïëþñíóòîñòü) çåìíîé îðáèòû íå
âåëèê. Ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèÿ îò Ñîëíöà îòëè÷àþòñÿ
äðóã îò äðóãà âñåãî íà 3%, ïîýòîìó äëÿ óïðîùåíèÿ âû÷èñëåíèé áóäåì
ñ÷èòàòü îðáèòó Çåìëè êðóãîâîé ñ ðàäèóñîì

R = 149597870700 ì ≈ 1.496 · 108 êì = 1 a.e.

Ýòî ðàññòîÿíèå òàêæå íàçûâàåòñÿ îäíîé àñòðîíîìè÷åñêîé åäèíèöåé (à.å.).
Ïîêà çàáóäåì îá àáåððàöèè. Äàæå â å¼ îòñóòñòâèå èç-çà îáðàùåíèÿ

Çåìëè âîêðóã Ñîëíöà áëèçêèå ê íàì çâ¼çäû èñïûòûâàþò âèäèìîå ïåðå-
ìåùåíèå íà íåáåñíîé ñôåðå, ò.í. ãîäîâîé ïàðàëëàêñ. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå,
åñëè çâåçäà íàõîäèòñÿ �íàä Ñîëíöåì�, òî ñ òî÷êè çðåíèÿ íàáëþäàòåëÿ íà
Çåìëå îíà îïèñûâàåò îêðóæíîñòü:

Ýòà îêðóæíîñòü âèäíà íà ôîíå �íåïîäâèæíûõ� çâ¼çä, êîòîðûå óäàëå-
íû îò Ñîëíöà ñóùåñòâåííî äàëüøå, ÷åì çâåçäà, äëÿ êîòîðîé èçìåðÿåòñÿ
ïàðàëëàêñ. Ôàêòè÷åñêè âñå çâ¼çäû îïèñûâàþò íà íåáåñíîé ñôåðå îêðóæ-
íîñòè (åñëè íàõîäÿòñÿ íàä Ñîëíöåì) èëè ýëëèïñû â îáùåì ñëó÷àå. Ýòè
ýëëèïñû òåì ìåíüøå, ÷åì äàëüøå çâåçäà íàõîäèòñÿ îò Ñîëíöà. Ðàçìåðû
ýëëèïñîâ ïîçâîëÿþò èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé íàéòè ðàññòîÿíèÿ
ê áëèæàéøèì çâ¼çäàì.
Ïàðñåê � ýòî ðàññòîÿíèå, ñ êîòîðîãî ñðåäíèé ðàäèóñ îðáèòû Çåìëè

âèäåí ïîä óãëîì, ðàâíûì îäíîé ñåêóíäå. Íà ðèñóíêå ïðîïîðöèè ñèëüíî
èñêàæåíû. Íà ñàìîì äåëå r0 ≫ R, è, ñëåäîâàòåëüíî, R/r0 = tg θ ≈ θ.
Îäíà óãëîâàÿ ñåêóíäà ñîñòàâëÿåò 1/3600 ÷àñòü ãðàäóñà, ïîýòîìó:

1 ïê =
1 à.å.

1′′
=

1 à.å.

2π/(360 · 3600)
= 206 265 à.å. = 3.0857 · 1013 êì.

Ñëîâî �ïàðñåê� ïðîèñõîäèò îò îáúåäèíåíèÿ ñëîâ �ïàðàëëàêñ� è �ñåêóíäà�.
Ðàññòîÿíèå â îäèí ïàðñåê ñâåò ïðåîäîëåâàåò â òå÷åíèå 3.26 ãîäà. Äëÿ
ñðàâíåíèÿ 1 à.å. ñîîòâåòñòâóåò 500 ñâåòîâûì ñåêóíäàì (8 ìèí. 20 ñåê.).
Ðàññòîÿíèå äî áëèæàéøåé çâ¼çäíîé ñèñòåìû Àëüôà-Öåíòàâðà ñîñòàâëÿ-
åò 1.3 ïê. Èçìåðåíèå ïàðàëëàêñîâ ïðè ïîìîùè îðáèòàëüíûõ òåëåñêîïîâ
ïîçâîëÿåò îõâàòèòü ðàññòîÿíèÿ äî 500 ïê. Ýòî íàèáîëåå ïðÿìîé ñïîñîá
èçìåðåíèÿ ðàññòîÿíèÿ äî îòíîñèòåëüíî áëèçêèõ ê íàì çâ¼çä.
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• Äëÿ îïèñàíèÿ ïàðàëëàêñà çâåçäû ââåä¼ì åäèíè÷íûé âåêòîð n0 =
r0/r0 â å¼ íàïðàâëåíèè ñ òî÷êè çðåíèÿ �íàáëþäàòåëÿ íà Ñîëíöå�, ãäå r0
� ðàäèóñ-âåêòîð îò Ñîëíöà ê çâåçäå. Äëÿ çåìíîãî íàáëþäàòåëÿ íàïðàâ-
ëåíèå íà çâåçäó ðàâíî n = r/r. Ðàäèóñ-âåêòîðû íàáëþäàòåëåé ñâÿçàíû
ñëåäóþùèì îáðàçîì r = r0 − R, ãäå R � ðàäèóñ-âåêòîð, íàïðàâëåííûé
îò Ñîëíöà ê Çåìëå:

Ñ÷èòàÿ, ÷òî r0 ≫ R, àíàëîãè÷íî ýôôåêòó Äîïëåðà (ñòð. 92) äëÿ ðàñ-
ñòîÿíèÿ çâåçäû îò Çåìëè ìîæíî çàïèñàòü:

r =
√

(r0 −R)2 ≈
√

r20 − 2r0R ≈ r0 − n0R = r0 (1− n0P),

ãäå P = R/r0 � íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì ïàðàëëàêñà. Ïîýòîìó:

n =
r

r
≈ r0 −R

r0(1− n0P)
=

n0 −P

1− n0P
.

Ðàñêëàäûâàÿ çíàìåíàòåëü ïî ìàëûì P , ïîëó÷àåì:

n ≈ (n0 −P)(1 + n0P) ≈ n0 + n0(n0P)−P.

Ïðè ïîìîùè òîæäåñòâà �áàö ìèíóñ öàá� (ñòð. 600) ñâÿçü åäèíè÷íûõ âåê-
òîðîâ â íàïðàâëåíèè çâåçäû ñ Ñîëíöà (n0) è ñ Çåìëè (n) ìîæíî çàïèñàòü
ïðè ïîìîùè äâîéíîãî âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

n ≈ n0 + n0(n0P)−P = n0 + [n0 × [n0 ×P]]. (2.18)

Âûðàçèì êîìïîíåíòû åäèíè÷íîãî âåêòîðà n0 ÷åðåç óãëû (θ, ϕ) ñôåðè÷å-
ñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (ñì. âûøå âòîðîé ðèñóíîê):

n0 = (sθcϕ, sθsϕ, cθ),

ãäå sθ = sin θ, cθ = cos θ. Íà ïîâåðõíîñòè ñôåðû ìîæíî ââåñòè äâà îðòî-
ãîíàëüíûõ åäèíè÷íûõ âåêòîðà eϕ ∼ ∂n0/∂ϕ, eθ = ∂n0/∂θ, ïåðïåíäèêó-
ëÿðíûõ ê n0 (l C6):

eϕ = (−sϕ, cϕ, 0), eθ = (cθcϕ, cθsϕ, −sθ). (2.19)

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî eϕeθ = 0 è e2θ = e2ϕ = 1. Êðîìå ýòîãî, âåêòî-
ðû íàïðàâëåíû â ñòîðîíó ìàëîãî èçìåíåíèÿ óãëîâûõ êîîðäèíàò. Ñòîèò
ïðîâåðèòü îðòîãîíàëüíîñòü âåêòîðîâ ê n0: n0eϕ = n0eθ = 0.
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Çåìëÿ âðàùàåòñÿ âîêðóã Ñîëíöà ïî îêðóæíîñòè, è êîìïîíåíòû ðàäèóñ-
âåêòîðà R ðàâíû:

R = {R cos(2πt), R sin(2πt), 0},

ãäå âðåìÿ t èçìåðÿåòñÿ â ãîäàõ. Êîãäà t èçìåíÿåòñÿ îò 0 äî 1, ðàäèóñ-
âåêòîð âîçâðàùàåòñÿ â èñõîäíîå ïîëîæåíèå. Â ðåçóëüòàòå âðàùåíèÿ R
ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿþòñÿ è êîìïîíåíòû âåêòîðà ïàðàëëàêñà:

P =
R

r0
= {P cos(2πt), P sin(2πt), 0}. (2.20)

Âåêòîð n0 ïåðïåíäèêóëÿðåí áàçèñíûì âåêòîðàì eϕ è eθ. Ïîýòîìó óìíî-
æàÿ (2.18) íà eϕ è eθ, íàéä¼ì ïðîåêöèè âåêòîðà n íà óãëîâûå áàçèñíûå
âåêòîðû:

neϕ = −Peϕ = P sin(ϕ− 2πt), neθ = −Peθ = −P cos θ cos(ϕ− 2πt),

ãäå ó÷òåíû (2.19), (2.20) è ôîðìóëû ðàçíîñòè óãëîâ äëÿ ñèíóñà è êîñè-
íóñà. Òàê êàê ýëëèïñ âðàùåíèÿ ìàë, â åãî îêðåñòíîñòè âåêòîðû eϕ, eθ
íà ñôåðå èãðàþò ðîëü ïåðïåíäèêóëÿðíûõ äåêàðòîâûõ îñåé (ñôåðà â ìà-
ëûõ ìàñøòàáàõ � ïëîñêîñòü). Âåëè÷èíû neϕ è neθ ÿâëÿþòñÿ ïðîåêöèÿìè
íà ýòè îñè (l C7). Â ðåçóëüòàòå íà ïîâåðõíîñòè íåáåñíîé ñôåðû çâåçäà
îïèñûâàåò ýëëèïñ ñ ïîëóîñÿìè P è P cos θ:

(neϕ)
2

P 2
+

(neθ)
2

P 2 cos2 θ
= 1.

Ïðè θ = 0 (çâåçäà íàä Ñîëíöåì) ïîëó÷àåòñÿ îêðóæíîñòü ñ ðàäèóñîì,
ðàâíûì ïàðàëëàêñó P .

Äî ñèõ ïîð çåìíàÿ ñèñòåìà îòñ÷¼òà áûëà íåïîäâèæíà. Ïîäñòàâëÿÿ â
ïðèáëèæåííîå ñîîòíîøåíèå äëÿ àáåððàöèè (2.17) ñâÿçü (2.18) è ïðåíå-
áðåãàÿ ÷ëåíàìè ïîðÿäêà P v, ìîæíî çàïèñàòü:

n′ ≈ n0 + [n0 × [n0 ×P]]︸ ︷︷ ︸
parallax

− [n0 × [n0 × v]]︸ ︷︷ ︸
aberration

. (2.21)

Ñêîðîñòü äâèæåíèÿ Çåìëè v ïî êðóãîâîé îðáèòå ïåðïåíäèêóëÿðíà R è
ñîñòàâëÿåò 30 êì/c, èëè v ∼ 10−4 â äîëÿõ ñêîðîñòè ñâåòà. Åñëè âçÿòü
ïðîèçâîäíóþ ðàäèóñ-âåêòîðà R ïî âðåìåíè, òî äëÿ êîìïîíåíò ñêîðîñòè
ïîëó÷èì v = {−v sin(2πt), v cos(2πt), 0}. Ñòîèò ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè ýòîì
áîëüøàÿ ïîëóîñü ýëëèïñà ðàâíà

√
P 2 + v2.

Ïàðàëëàêñ äàæå äëÿ áëèæàéøåé çâ¼çäû ðàâåí P = R/r0 ∼ 4 ·10−6, ò.å.
â 27 ðàç ìåíüøå áåçðàçìåðíîé ñêîðîñòè. Ïîýòîìó äâèæåíèå çâ¼çä â òå÷å-
íèå ãîäà ïî ýëëèïñó â ðåçóëüòàòå àáåððàöèè � ýôôåêò áîëåå çàìåòíûé,
÷åì ïàðàëëàêñ.
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2.7 Çâ¼çäíîå íåáî

• Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íåêîòîðîé ñèñòåìå îòñ÷åòà çâ¼çäû â ïðîñòðàí-
ñòâå èìåþò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå. Êàê èíòåðïðåòèðîâàòü âûäåëåí-
íîñòü òàêîé ñèñòåìû, ìû âûÿñíèì âî âòîðîé ÷àñòè êíèãè, ïîñâÿù¼ííîé
êîñìîëîãèè. Ñåé÷àñ æå ðàññìîòðèì, êàê áóäóò âûãëÿäåòü ýòè çâ¼çäû èç
áûñòðî ëåòÿùåãî êîñìè÷åñêîãî êîðàáëÿ.
Íàáëþäàÿ çâ¼çäíîå íåáî èç ôèêñèðîâàííîé òî÷êè, ìû âîñïðèíèìàåì

çâ¼çäû ñïðîåêòèðîâàííûìè íà �íåáåñíóþ ñôåðó� (l C8). Ïðè ðàâíîìåð-
íîì ðàñïðåäåëåíèè ïëîòíîñòü ÷èñëà çâ¼çä â ëþáîì íàïðàâëåíèè ïîñòî-
ÿííà. Ââåä¼ì ñôåðè÷åñêèå óãëû (θ, ϕ) è ðàññìîòðèì íåáîëüøîé ó÷àñòîê
ñôåðû, îãðàíè÷åííûé ìàëûìè ïðèðàùåíèÿìè (dθ, dϕ):

Åñëè ϕ = const, èçìåíåíèå óãëà dθ îïèñûâåò íà ñôåðå ðàäèóñà R äó-
ãó äëèíîé Rdθ. Ïðè ïîñòîÿííîì θ èçìåíåíèå óãëà dϕ îïèñûâàåò äóãó
R sin θ dϕ, ãäå R sin θ � ðàññòîÿíèå îò ýòîé äóãè äî îñè z. Â ðåçóëü-
òàòå ïëîùàäü, âûðåçàåìàÿ ïðèðàùåíèÿìè (dθ, dϕ), ðàâíà R2 sin θ dθ dϕ.
Å¼ îòíîøåíèå ê êâàäðàòó ðàäèóñà ñôåðû íàçûâàåòñÿ òåëåñíûì óãëîì

dΩ = sin θ dθ dϕ. Ïëîùàäü ñôåðû ðàâíà 4πR2, ïîýòîìó èíòåãðèðîâàíèå
ïî (θ, ϕ) òåëåñíîãî óãëà äà¼ò 4π:∫

dΩ =

2π∫
0

dϕ

π∫
0

sin θ dθ = 2π

1∫
−1

d(cos θ) = 4π.

Òåëåñíûé óãîë dΩ ÿâëÿåòñÿ ìàëîé ïëîùàäüþ íà ïîâåðõíîñòè ñôåðû åäè-
íè÷íîãî ðàäèóñà. Îäíàêî ïðè ôèêñèðîâàííûõ dθ è dϕ ýòà ïëîùàäü ðàç-
ëè÷íà ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ θ. Ïîýòîìó óäîáíî èñïîëüçîâàòü îòíî-
ñèòåëüíûå âåëè÷èíû. Îòíîøåíèå êîëè÷åñòâà çâ¼çä dN , âèäèìûõ â òå-
ëåñíîì óãëó dΩ, ê âåëè÷èíå ýòîãî óãëà íàçûâàåòñÿ ïëîòíîñòüþ óãëîâîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ n(θ, ϕ). Â îáùåì ñëó÷àå ýòà ïëîòíîñòü ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé
îáîèõ óãëîâ:

dN = n(θ, ϕ) dΩ = n(θ, ϕ) sin θ dθ dϕ = −n(θ, ϕ) d(cos θ) dϕ.

Äëÿ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòü ïîñòîÿííà, è åñëè îáùåå
÷èñëî âèäèìûõ çâ¼çä N , òî îíà ðàâíà n(θ, ϕ) = N/4π.
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Ïåðåéä¼ì òåïåðü â ñèñòåìó îòñ÷¼òà (øòðèõîâàííóþ), ñâÿçàííóþ ñ êîñ-
ìè÷åñêèì êîðàáë¼ì. Ïóñòü åãî ñêîðîñòü v íàïðàâëåíà âäîëü îñè z. Àáåð-
ðàöèÿ óãëà θ′ ìåæäó ñêîðîñòüþ è íàïðàâëåíèåì íà çâåçäó [ñì. (2.14)]
ðàâíà:

cos θ =
cos θ′ − v

1− v cos θ′
. (2.22)

Çàïèøåì sθdθ = −dcθ = (∂cθ/∂cθ′) dcθ′ è âîçüì¼ì ïðîèçâîäíóþ ôîðìóëû
(2.22) ïî cos θ′. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ϕ′ = ϕ, äëÿ n(θ, ϕ) = N/4π ïîëó÷àåì:

dN = −N

4π

∂(cos θ)

∂(cos θ′)
d(cos θ′) dϕ = −N

4π

1− v2

(1− v cos θ′)2
d(cos θ′) dϕ′.

Â ðåçóëüòàòå ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ çâ¼çä íà �íåáåñíîé ñôåðå� ñ òî÷êè
çðåíèÿ êîñìè÷åñêîãî êîðàáëÿ èìååò âèä:

n′(θ′, ϕ′) =
N

4π

1− v2

(1− v cos θ′)2
.

Ýòî âûðàæåíèå äîñòèãàåò ìàêñèìóìà ïðè θ′ = 0 è ìèíèìóìà ïðè θ′ = π:

n′(0, ϕ′) =
N

4π

1 + v

1− v
, n′(π, ϕ′) =

N

4π

1− v

1 + v
.

Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ (l H12) ñòîèò ïðîâåðèòü, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå
n(θ′, ϕ′) ïî âñåé ïîâåðõíîñòè ñôåðû 0 6 θ′ 6 π è 0 6 ϕ′ < 2π, êàê è
ñëåäîâàëî îæèäàòü, äà¼ò â òî÷íîñòè N âèäèìûõ çâ¼çä.
Íèæå íà �ôîòîãðàôèÿõ� ïðèâåäåíî çâ¼çäíîå íåáî. Ïåðâàÿ ôîòîãðàôèÿ

ñîîòâåòñòâóåò íåïîäâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà. Âòîðàÿ è òðåòüÿ ñäåëàíû èç
êîñìè÷åñêîãî êîðàáëÿ, ëåòÿùåãî ñî ñêîðîñòüþ v = 0.9. Âòîðàÿ ôîòîãðà-
ôèÿ � ïî õîäó äâèæåíèÿ, à òðåòüÿ � â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè:

Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî â ñèëó ýôôåêòà Äîïëåðà ñïåêòð çâ¼çä ïî êóðñó
êîðàáëÿ ñäâèíåòñÿ â ñòîðîíó ñèíåãî ñïåêòðà (÷àñòîòû óâåëè÷èâàþòñÿ),
à â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè � â êðàñíûé (÷àñòîòû óìåíüøàþòñÿ). Îäíàêî
íà ýòîì ýôôåêòû èñêàæåíèÿ çâ¼çäíîãî íåáà, ñâÿçàííûå ñ àáåððàöèåé, íå
çàêàí÷èâàþòñÿ.
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• Ðàññìîòðèì íåêîòîðûé èñòî÷íèê ñâåòà (çâåçäó), èçëó÷àþùèé ñâåòî-
âóþ ýíåðãèþ ðàâíîìåðíî âî âñå ñòîðîíû (â ñîáñòâåííîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà).
Èíòåíñèâíîñòüþ ïîòîêà ôîòîíîâ J â äàííîì íàïðàâëåíèè íàçûâàåòñÿ
êîëè÷åñòâî ôîòîíîâ dN , èñïóñêàåìûõ â åäèíèöó âðåìåíè dt â òåëåñíûé
óãîë dΩ. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâåòèìîñòü çâåçäû I ïðè ïîìîùè
ïîòîêà ýíåðãèè E, ïðèíîñèìîé ýòèìè ôîòîíàìè:

J =
dN

dΩ dt
, I =

dE

dΩ dt
= hν J,

ãäå äëÿ ïðîñòîòû ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ñïåêòð çâåçäû ñêîíöåíòðèðîâàí â
îêðåñòíîñòè îäíîé ÷àñòîòû ν è ýíåðãèÿ ðàâíà dE = hν dN , ãäå h � ïî-
ñòîÿííàÿ Ïëàíêà.
Ïóñòü òåïåðü çâåçäà äâèæåòñÿ îòíîñèòåëüíî íàáëþäàòåëÿ ñî ñêîðî-

ñòüþ v âäîëü îñè x. Â êîîðäèíàòàõ, ïðèâåäåííûõ íà ðèñóíêå íèæå, ôî-
òîíû èìåþò êîìïîíåíòó ñêîðîñòè ux = cos θ, è èç ïðàâèëà ñëîæåíèÿ
ñêîðîñòåé u′x = (ux − v)/(1− uxv) ïîëó÷àåòñÿ ôîðìóëà àáåððàöèè:

cos θ′ =
cos θ − v

1− v cos θ

Ïîòîê â ñèñòåìå, ñâÿçàííîé ñî çâåçäîé, ðàâåí J0 = const è, â ñèëó èçî-
òðîïíîñòè èçëó÷åíèÿ, íå çàâèñèò îò θ′. Òåëåñíûé óãîë dΩ′ = −d(cos θ′) dϕ′

ïðè ïîìîùè ôîðìóëû äëÿ àáåððàöèè âûðàæàåòñÿ ÷åðåç dΩ íåïîäâèæíî-
ãî íàáëþäàòåëÿ. Êðîìå ýòîãî, ó÷ò¼ì, ÷òî ïåðèîä èñïóñêàíèÿ ôîòîíîâ dt′

ñâÿçàí ñ ïåðèîäîì èõ ïîëó÷åíèÿ dt â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (2.6), ñòð.
92. Ïîâòîðèâ âû÷èñëåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ðàñïðåäåëåíèþ çâ¼çä íà íåáå,
äëÿ ïîòîêà ÷èñëà ôîòîíîâ ïîëó÷àåì:

dN = J0 dΩ
′ dt′ = J0

1− v2

(1− v cos θ)2
dΩ ·

√
1− v2

1− v cos θ
dt.

Çàìåòèì, ÷òî èíîãäà ïèøóò dt′ =
√
1− v2 dt. Ýòî íåâåðíî, òàê êàê ÷èñ-

ëî ôîòîíîâ èçìåðÿåòñÿ íå íàáëþäàòåëÿìè, �ðàññòàâëåííûìè âäîëü äâè-
æåíèÿ çâåçäû�, à îäíèì íàáëþäàòåëåì, ê êîòîðîìó ýòè ôîòîíû ëåòÿò.
Ïîýòîìó íåîáõîäèìî ïîëüçîâàòüñÿ äîïëåðîâñêîé ôîðìóëîé.
Â ðåçóëüòàòå äëÿ íåïîäâèæíîãî íàáëþäàòåëÿ èíòåíñèâíîñòü ïîòîêà

ôîòîíîâ çàâèñèò îò óãëà íàáëþäåíèÿ ê ñêîðîñòè çâåçäû:

J = J0
(1− v2)3/2

(1− v cos θ)3
.

Ýòî âûðàæåíèå äîñòèãàåò ìàêñèìóìà ïðè θ = 0 è ìèíèìóìà ïðè θ = π, â
ðåçóëüòàòå ÷åãî �ëó÷è� ëåòÿùåé çâåçäû �ñáèâàþòñÿ� âïåð¼ä è íàèáîëüøåå
÷èñëî ôîòîíîâ èçëó÷àåòñÿ ïî äâèæåíèþ çâåçäû.
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• ×òîáû îïðåäåëèòü ñâåòîâîé ïîòîê, íåîáõîäèìî åù¼ ó÷åñòü ýôôåêò
Äîïëåðà (2.6), ñòð.92. Ïðîåêöèÿ åäèíè÷íîãî âåêòîðà n íà ñêîðîñòü v
îïðåäåëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè óãëà θ: nv = −v cos θ è

ν = ν0

√
1− v2

1− v cos θ
,

ãäå ν0 � ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà èçëó÷åíèÿ ôîòîíîâ â ñèñòåìå îòñ÷¼òà çâ¼ç-
äû. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî I = hν J , ïîëó÷àåì:

I = I0
(1− v2)2

(1− v cos θ)4
. (2.23)

Ïåðåêîñ â ýíåðãåòè÷åñêîì ðàñïðåäåëåíèè èçëó÷åíèÿ, êðîìå àáåððàöèè,
äîïîëíèòåëüíî óñèëèâàåòñÿ ýôôåêòîì Äîïëåðà, òàê êàê ëåòÿùèå ê íà-
áëþäàòåëþ ôîòîíû èìåþò áîëüøóþ ÷àñòîòó (ýíåðãèþ). Â êà÷åñòâå óïðàæ-
íåíèÿ (l H13) ñòîèò âîññòàíîâèòü â (2.23) êîíñòàíòó �c�.
Âîçâðàùàÿñü ê çâ¼çäíîìó íåáó, íàáëþäàåìîìó èç êîñìè÷åñêîãî êîðàá-

ëÿ, ìû äîëæíû ñäåëàòü âûâîä, ÷òî íå òîëüêî çâ¼çä ïî êóðñó áóäåò áîëü-
øå, íî èõ ÿðêîñòü ñòàíåò ñóùåñòâåííî âûøå. Ýòî îáóñëîâëåíî ýôôåêòîì
Äîïëåðà è äâàæäû ýôôåêòîì àáåððàöèè (ñìåùåíèå ïîëîæåíèÿ çâ¼çä è
ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè èõ èçëó÷åíèÿ).

Ïîëó÷åííûå ôîðìóëû ïîçâîëÿþò ïðîäåìîíñòðèðîâàòü åù¼ îäèí ëþáî-
ïûòíûé ýôôåêò. Íàéä¼ì îáùóþ ýíåðãèþ, èçëó÷àåìóþ çâåçäîé äî å¼ ïîë-
íîãî �âûãîðàíèÿ�. Åñëè ïîëíàÿ ñâåòîâàÿ ýíåðãèÿ â ñîáñòâåííîé ñèñòåìå
çâåçäû ðàâíà E0, òî ÷èñëî èçëó÷¼ííûõ ôîòîíîâ ðàâíî N = E0/hν0 è áó-
äåò èçîòðîïíûì. Â åäèíèöó òåëåñíîãî óãëà èçëó÷èòñÿ dN = (N/4π) dΩ′.
Äëÿ íåïîäâèæíîãî íàáëþäàòåëÿ

dE = hν dN =
hν N

4π
dΩ′ =

E0

4π

ν

ν0
dΩ′ =

E0

4π

√
1− v2

1− v cos θ

1− v2

(1− v cos θ)2
dΩ.

Èíòåãðèðóÿ ïî âñåìó òåëåñíîìó óãëó, ïîëó÷àåì:

E =

∫
dE =

E0

4π

∫
(1− v2)3/2

(1− v cos θ)3
dΩ =

E0

2

1∫
−1

(1− v2)3/2

(1− vz)3
dz =

E0√
1− v2

.

Äâèæóùàÿñÿ çâåçäà â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå èìååò áîëüøóþ ýíåðãèþ E,
÷åì å¼ ñîáñòâåííàÿ ýíåðãèÿ E0. Ïîäîáíàÿ ñâÿçü ýíåðãèè è ñêîðîñòè

E =
E0√
1− v2

,

êàê ìû âèäåëè â ïåðâîé ãëàâå, íîñèò äîñòàòî÷íî îáùèé õàðàêòåð.



116 ÃËÀÂÀ 2.

2.8 Óñêîðåííîå äâèæåíèå

• Â ðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè ðàâíîóñêîðåííîå äâèæåíèå, àíàëîãè÷íîå
êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå, íåâîçìîæíî. Åñëè ñêîðîñòü òåëà âñ¼ âðåìÿ óâå-
ëè÷èâàåòñÿ u(t) = a t, òî îíà ðàíî èëè ïîçäíî ïðåâûñèò ôóíäàìåíòàëü-
íóþ ñêîðîñòü c. Ýòî íåâîçìîæíî â ñèëó ýíåðãåòè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé,
êîòîðûå îáñóæäàëèñü â ïåðâîé ãëàâå (ñòð. 59). Ñåé÷àñ ìû ðàññìîòðèì
îäèí èç âàðèàíòîâ óñêîðåííîãî äâèæåíèÿ, ïðè êîòîðîì ñêîðîñòü ïîñòî-
ÿííî óâåëè÷èâàåòñÿ, îñòàâàÿñü, òåì íå ìåíåå, âñå âðåìÿ ìåíüøå åäèíèöû
(c = 1).

Ïóñòü äëÿ íàãëÿäíîñòè ìèìî íåïîäâèæíîãî íàáëþäàòåëÿ ïðîëåòàåò
êîñìè÷åñêèé êîðàáëü, èìåþùèé â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè ñêîðîñòü u =
u(t). Ýòîò êîðàáëü ïëàâíî óâåëè÷èâàåò ñâîþ ñêîðîñòü. Ïåðåéä¼ì â ñè-
ñòåìó îòñ÷¼òà, ñâÿçàííóþ ñ êîðàáë¼ì (ïðàâûé ðèñóíîê):

Òàê êàê çà ìàëîå âðåìÿ dt′ ñêîðîñòü êîðàáëÿ óâåëè÷èâàåòñÿ íåçíà÷èòåëü-
íî, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî îòíîñèòåëüíî ñâîåãî ïðåäûäóùåãî ñîñòîÿíèÿ
îíà óâåëè÷èëàñü íà a dt′, ãäå a � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Ïî çàêîíó ñëîæå-
íèÿ ñêîðîñòåé [(1.15), ñòð. 37] íîâàÿ ñêîðîñòü, ñ òî÷êè çðåíèÿ íåïîäâèæ-
íîãî íàáëþäàòåëÿ, ðàâíà (v = u(t), u′x = a dt′):

u(t+ dt) =
a dt′ + u(t)

1 + u(t) a dt′
.

Òàê êàê dt′ ìàë, ðàçëîæèì çíàìåíàòåëü â ðÿä [1/(1 + x) ≈ 1 − x] è,
ñîõðàíÿÿ ïîðÿäîê ìàëîñòè ïî a dt′, ïåðåìíîæèì åãî ñ ÷èñëèòåëåì:

u(t+ dt) ≈ (u+ a dt′)(1− u a dt′) ≈ u+ (1− u2) a dt′,

ãäå u = u(t). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî âðåìÿ ïî ÷àñàì êîðàáëÿ dt′ = dt
√
1− u2 èä¼ò

ìåäëåííåå, è ââîäÿ ïðîèçâîäíóþ ñêîðîñòè du/dt = [u(t + dt) − u(t)]/dt,
ïîëó÷èì:

du

dt
= a (1− u2)3/2, èëè

d

dt

(
u√

1− u2

)
= a. (2.24)

Ýòî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå îïèñûâàåò, êàê èçìåíÿåòñÿ ñêîðîñòü
íåêîòîðîãî îáúåêòà äëÿ íåïîäâèæíîãî íàáëþäàòåëÿ, åñëè ñ �òî÷êè çðå-
íèÿ� îáúåêòà îí �ïûòàåòñÿ äâèãàòüñÿ� ðàâíîóñêîðåííî.
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Âûáðàâ íà÷àëüíîå óñëîâèå â âèäå u0 = u(0) è ïðîèíòåãðèðîâàâ ýòî
óðàâíåíèå, ïîëó÷èì:

u(t)√
1− u2(t)

= π(t) = π0 + a t, ãäå π0 =
u0√
1− u20

. (2.25)

Äèíàìèêà âåëè÷èíû π(t) = π0 + at ñîâïàäàåò ñ êëàññè÷åñêîé çàâèñè-
ìîñòüþ ñêîðîñòè îò âðåìåíè, è π(t) ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî áîëüøîé.
Îäíàêî ðåëÿòèâèñòñêàÿ ñêîðîñòü u(t) âñåãäà îñòà¼òñÿ ìåíüøå åäèíèöû:

u(t) =
π0 + at√

1 + (π0 + at)2
. (2.26)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî u(t) = dx/dt, ïîñëå åù¼ îäíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ (l H14)
ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = x0 ïîëó÷àåòñÿ çàêîí äâèæåíèÿ:

x(t) = x0 +
1

a

(√
1 + (π0 + a t)2 −

√
1 + π2

0

)
. (2.27)

Åãî ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ñêîðîñòü:

x(t) = x0 +
1

a

(
1√

1− u2(t)
− 1√

1− u20

)
≈ x0 +

u2(t)− u20
2a

,

ãäå ïðèáëèæ¼ííîå ðàâåíñòâî çàïèñàíî äëÿ ìàëûõ ñêîðîñòåé. Íàïîìíèì,
÷òî ìû ðàáîòàåì â ñèñòåìå åäèíèö, â êîòîðîé c = 1. ×òîáû âîññòàíîâèòü
â ôîðìóëàõ c, íåîáõîäèìî ñäåëàòü çàìåíû t 7→ ct, u 7→ u/c è a 7→ a/c2

(l H15) (ñì. ñòð. 34). Â ýòîì ñëó÷àå è a t, è π0 áóäóò äåëèòüñÿ íà c. Â
ïðåäåëå c → ∞, ðàñêëàäûâàÿ (2.27) â ðÿä ïî ìàëûì π0 è a t, ìû ïîëó÷èì
êëàññè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ äâèæåíèÿ ðàâíîóñêîðåííîãî îáúåêòà:

u(t) ≈ u0 + at+ ..., x(t) ≈ x0 + u0t+
at2

2
+ ....

Íèæå ïðèâåäåíû ãðàôèêè èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè è êîîðäèíàòû îáúåêòà,
êîòîðûé óñêîðÿåòñÿ â òå÷åíèå åäèíè÷íîãî âðåìåíè ñ åäèíè÷íûì óñêîðå-
íèåì, ïîñëå ÷åãî íà÷èíàåò òîðìîçèòü:

Âåðõíèå òîíêèå ëèíèè íà êàæäîì ãðàôèêå ñîîòâåòñòâóþò êëàññè÷åñêîé
ðàâíîóñêîðåííîé äèíàìèêå.
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•Êàê â ðàâíîìåðíî äâèæóùåìñÿ, òàê è â óñêîðÿþùåìñÿ êîðàáëå âðåìÿ
çàìåäëÿåòñÿ. Ðàññìîòðèì ýòîò ýôôåêò ñ ïîçèöèè çåìíîãî íàáëþäàòåëÿ.
Ïóñòü êîðàáëü ðàçãîíÿåòñÿ â òå÷åíèå âðåìåíè τ1, çàòåì ðàâíîìåðíî ëåòèò
âðåìÿ τ2, ïîñëå ÷åãî íà÷èíàåò òîðìîçèòü â òå÷åíèå âðåìåíè τ1:

Âû÷èñëèì ñîáñòâåííîå âðåìÿ ïóòåøåñòâèÿ, ïðîøåäøåå íà êîðàáëå. Çà
ìàëûé èíòåðâàë âðåìåíè dt ñêîðîñòü êîðàáëÿ èçìåíÿåòñÿ íåçíà÷èòåëüíî,
è å¼ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê ëîêàëüíî èíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà.
Ïîýòîìó âðåìÿ, ïðîøåäøåå íà äâèæóùèõñÿ ÷àñàõ, ñâÿçàíî ñî âðåìåíåì
íåïîäâèæíîãî íàáëþäàòåëÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì [ñì (2.2), ñòð.83]:

dt′ =
√
1− u2(t) dt => t′2 − t′1 =

t2∫
t1

√
1− u2(t) dt.

Â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ ñóììèðóþòñÿ ìàëûå èíòåðâàëû âðåìåíè
íà Çåìëå è íà êîðàáëå. Ïðè ýòîì ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî óñêîðåíèå íå
âëèÿåò íà õîä âðåìåíè. Â 10-é ãëàâå ìû ïîäðîáíåå ïðîàíàëèçèðóåì ýòî
äîïóùåíèå.
Áóäåì, êàê è ðàíüøå, ïîìå÷àòü èíòåðâàë âðåìåíè ó êîñìîíàâòà íóëå-

âûì èíäåêñîì. Íà ïåðâîì ýòàïå ðàçãîíà êîðàáëÿ èìååì:

τ01 =

τ1∫
0

√
1− u2(t) dt =

τ1∫
0

dt√
1 + (at)2

=
1

a
ash(a τ1), (2.28)

ãäå ash(x) � ãèïåðáîëè÷åñêèé àðêñèíóñ, ÿâëÿþùèéñÿ îáðàòíûì ê ãèïåð-
áîëè÷åñêîìó ñèíóñó (ñì. ñòð. 632):

sh(x) =
ex − e−x

2
, ash(x) = ln(x+

√
1 + x2) ≈ x− x3

6
+ ....

Çà âðåìÿ ðàçãîíà τ1 êîðàáëü äîñòèãàåò ñêîðîñòè [ñì. (2.26)]:

u =
aτ1√

1 + (aτ1)2
,

è äàëüøå äâèæåòñÿ ðàâíîìåðíî. Ïîýòîìó íà âòîðîì ýòàïå:

τ02 = τ2
√

1− u2 =
τ2√

1 + (aτ1)2
,

è âðåìÿ çàìåäëÿåòñÿ íàèáîëåå ñèëüíî, òàê êàê ñêîðîñòü ìàêñèìàëüíà.
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Ôèíàëüíûé èíòåðâàë âðåìåíè ïðè òîðìîæåíèè ðàâåí

τ03 =

2τ1+τ2∫
τ1+τ2

√
1− u2(t) dt =

2τ1+τ2∫
τ1+τ2

dt√
1 + (π0 + at)2

=
1

a
ash(a τ1).

Âïðî÷åì, èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè ìîæíî ñðàçó âçÿòü ðåçóëüòàò ðàç-
ãîíà êîðàáëÿ (2.28). Ñêëàäûâàÿ èíòåðâàëû âðåìåíè êàæäîãî ýòàïà, îêîí-
÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

τ0 =
2

a
ash(aτ1) +

τ2√
1 + (aτ1)2

.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ìåíüøå, ÷åì τ1, à âòîðîå ìåíüøå, ÷åì τ2. Èõ ìîæíî (l
H16) ðàçëîæèòü â ðÿä Òåéëîðà:

τ0 ≈ 2τ1 + τ2 −
(τ1
3
+

τ2
2

)
(aτ1)

2.

Âðåìÿ, ïðîøåäøåå â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, ðàâíî 2τ1+τ2. Âðåìÿ
ïóòåøåñòâèÿ ïî ÷àñàì êîðàáëÿ τ0 ìåíüøå. Íà óñêîðåííûõ ýòàïàõ îíî
çàìåäëÿëîñü ìåäëåííåå, ÷åì íà ýòàïå ðàâíîìåðíîãî äâèæåíèÿ.
Ñäåëàåì îöåíêè âðåìåíè ïîë¼òà ê çâ¼çäíîé ñèñòåìå Àëüôà-Öåíòàâðà,

óäàë¼ííîé îò Çåìëè íà ðàññòîÿíèå 4.3 ñâåòîâûõ ëåò. Ñâåòîâîé ãîä � ýòî
ðàññòîÿíèå, êîòîðîå ñâåò ïðîõîäèò â òå÷åíèå ãîäà:

1 ñâ.ãîä = (299792458ì/c)·(365.25·24·3600 ñ) ≈ 0.9461·1016 ì = 0.307 ïê.

Èçìåðÿÿ ðàññòîÿíèå â ñâåòîâûõ ãîäàõ, à âðåìÿ � â îáû÷íûõ ãîäàõ, ìû
ïî-ïðåæíåìó ðàáîòàåì â ñèñòåìå c = 1. Â ýòîé ñèñòåìå åäèíè÷íîå óñêî-
ðåíèå 1 ñâ.ãîä/ãîä2 = 9.5 ì/c2 áëèçêî ê óñêîðåíèþ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ
íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè. Ïóñòü èç ñîîáðàæåíèé êîìôîðòà (èñêóññòâåííàÿ
ãðàâèòàöèÿ) êîñìè÷åñêèé êîðàáëü äâèæåòñÿ ñ óñêîðåíèåì a = 1 ïîëî-
âèíó ïóòè, à çàòåì ñðàçó íà÷èíàåò òîðìîçèòü (τ2 = 0). Ñ òî÷êè çðåíèÿ
Çåìëè [ñì.(2.27)] ïîëîâèíà ïóòè ê çâåçäå x = 4.3/2 ñâ. ëåò çàíèìàåò âðå-
ìÿ:

x =
1

a

[√
1 + (aτ1)2 − 1

]
=> τ1 =

1

a

√
(1 + ax)2 − 1 ≈ 3 ãîäà.

Ñîîòâåòñòâåííî, îáùåå âðåìÿ ïîë¼òà òóäà è îáðàòíî ñîñòàâèò 12 ëåò.
Ñîáñòâåííîå æå âðåìÿ êîñìîíàâòà â ìîìåíò âîçâðàùåíèÿ áóäåò ðàâíî
4 ash(aτ1)/a = 7.3 ãîäà, ò.å. íà 40% ìåíüøå. Çà 64 ãîäà ñîáñòâåííîãî âðå-
ìåíè êîñìîíàâò ìîæåò �ñëåòàòü� (âåðíóâøèñü) ê ãàëàêòèêå Àíäðîìåäû,
óäàë¼ííîé íà 2.5 ìëí. ñâ. ëåò. Íà Çåìëå ïðîéä¼ò îêîëî 5 ìëí. ëåò. Ê ñîæà-
ëåíèþ, âñ¼ íå òàê ïðîñòî, è òåõíîëîãè÷åñêàÿ ðåàëèñòè÷íîñòü ïîäîáíûõ
ïåðåë¼òîâ áóäåò ïðîàíàëèçèðîâàíà â ñëåäóþùåé ãëàâå.
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2.9 Ïðåöåññèÿ óñêîðåííîãî ñòåðæíÿ ∗

Â 1926 ã. Ëþýëèí Õèëëåò Òîìàñ [42] äëÿ îáúÿñíåíèÿ ðàñùåïëåíèÿ ëè-
íèé â ñïåêòðàõ àòîìîâ ðàññìîòðåë äâèæåíèå ïî êðèâîëèíåéíîé òðàåê-
òîðèè âðàùàþùåãîñÿ øàðèêà. Òàêîé øàðèê ïðåäñòàâëÿë ñîáîé êëàññè-
÷åñêóþ ìîäåëü ýëåêòðîíà. Òîìàñ ó÷¼ë ðåëÿòèâèñòñêèé êèíåìàòè÷åñêèé
ýôôåêò ïîâîðîòà ñèñòåìû êîîðäèíàò, âîçíèêàþùèé ïðè êîìïîçèöèè ëî-
ðåíöåâñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé, è ïîëó÷èë ïðàâèëüíûå êîýôôèöèåíòû â ãà-
ìèëüòîíèàíå âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíà ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì. Ìà-
òåìàòèêó òàêîãî ïîâîðîòà ìû ðàññìîòðèì â 8-é ãëàâå.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ êëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü ýëåêòðîíà èìååò òîëüêî èñ-
òîðè÷åñêîå çíà÷åíèå, à ïðàâèëüíûé ãàìèëüòîíèàí ïîëó÷àåòñÿ â êâàíòî-
âîé òåîðèè èç óðàâíåíèÿ Äèðàêà. Òåì íå ìåíåå, ðåëÿòèâèñòñêèé ýôôåêò
ïîâîðîòà óñêîðåííîãî äâèæóùåãîñÿ ñòåðæíÿ èëè ñîáñòâåííîãî ìîìåíòà
âðàùåíèÿ ãèðîñêîïà ïðåäñòàâëÿåò îïðåäåë¼ííûé èíòåðåñ. Â ýòîì ðàç-
äåëå ìû ðàññìîòðèì äâèæåíèå ïî ïðîèçâîëüíîé òðàåêòîðèè ñòåðæíÿ, à
âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ãèðîñêîïîì, îòëîæèì äî ñëåäóþùåé ãëàâû. Ñòîèò
îòìåòèòü, ÷òî óðàâíåíèÿ, êîòîðûå ìû âûâåäåì, îòëè÷àþòñÿ îò òîìàñîâ-
ñêèõ, òàê êàê â ïîñëåäíèõ áûëî ó÷òåíî âðàùåíèå ñèñòåìû îòñ÷¼òà, íî
ïðîèãíîðèðîâàíî ëîðåíöåâñêîå ñîêðàùåíèå äëèíû [47].

Ïóñòü ñòåðæåíü äâèæåòñÿ ñ íåáîëüøèì óñêîðåíèåì (íî, âîçìîæíî, ñ
áîëüøîé ñêîðîñòüþ) òàê, ÷òî åãî óñëîâíî ìîæíî ñ÷èòàòü æ¼ñòêèì. Åñëè
íà òàêîé ñòåðæåíü äåéñòâóåò ñèëà (íî íå ìîìåíò ñèëû), òî ñ òî÷êè çðå-
íèÿ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè îí äîëæåí ïåðåìåùàòüñÿ â ïðîñòðàíñòâå, íå
ìåíÿÿ ñâîåé îðèåíòàöèè. Â òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ýòî íå òàê.

Ðàññìîòðèì íåïîäâèæíûé îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷¼òà S ′ ñòåðæåíü,
îäèí êîíåö êîòîðîãî íàõîäèòñÿ â íà÷àëå ñèñòåìû (òî÷êà A äàëåå íà ðè-
ñóíêå). Ïóñòü äðóãîé, �òî÷íî òàêîé æå� ñòåðæåíü äâèæåòñÿ îòíîñèòåëüíî
íåãî ñ íåáîëüøîé ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ u′ òàê, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè
t′ = 0 îáà ñòåðæíÿ ñîâïàäàþò. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò îäèí
ñòåðæåíü, âñå òî÷êè êîòîðîãî â ìîìåíò âðåìåíè t′ = 0 îäíîâðåìåííî

ïðèîáðåòàþò îäèíàêîâóþ ñêîðîñòü u′. Òàêîé ñòåðæåíü óñêîðÿåòñÿ, ïåðå-
ìåùàÿñü ïàðàëëåëüíî îòíîñèòåëüíî ñâîåãî ïðåäûäóùåãî ïîëîæåíèÿ.

Îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû S â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 êîíöû ñòåðæíåé â
òî÷êå A è íà÷àëà ñèñòåì îòñ÷¼òà ñîâïàäàþò. Îäíàêî, â ñèëó îòíîñèòåëü-
íîñòè îäíîâðåìåííîñòè (ñì. ñòð.100), âòîðûå êîíöû ñòåðæíåé ñîâïàäàòü
íå áóäóò. Äëÿ íåïîäâèæíûõ íàáëþäàòåëåé îíè îêàçûâàþòñÿ ïîâ¼ðíóòû-
ìè âîêðóã òî÷êè A. Òî÷íî òàê æå áóäåò âûãëÿäåòü èçìåíåíèå ñòåðæíÿ,
êîòîðûé ïðèîáðåòàåò äîïîëíèòåëüíóþ ñêîðîñòü u′, ñäâèãàÿñü ïàðàëëåëü-
íî ñåáå (ñ ñîáñòâåííîé òî÷êè çðåíèÿ).
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Íàéä¼ì âåëè÷èíó èçìåíåíèÿ ðàäèóñ-âåêòîðà, ñâÿçàííîãî ñî ñòåðæíåì.

Òðàåêòîðèè òî÷êè, äâèæóùåéñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ â ñèñòåìàõ S ′ è
S, èìåþò âèä:

r′ = r′0 + u′t′, r = r0 + ut.

Ïîäñòàâèì èõ â îáðàòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà (1.12), ñòð.35:

t = γ (t′ + vr′0 + (vu′)t′) (2.29)

r0 + ut = r′0 + u′t′ + vγt′ + Γv(vr′0) + Γv(vu′)t′. (2.30)

Â ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2.30) ïîäñòàâèì âðåìÿ t èç (2.29) è ñãðóïïè-
ðóåì ñëàãàåìûå ïðè t′:

r0 − r′0 + γu (vr′0)− Γv(vr′0) =
[
u′ + γv + Γv(vu′)− γu (1 + vu′)

]
t′.

Ýòî ñîîòíîøåíèå âûïîëíÿåòñÿ ïðè ëþáîì t′, åñëè åãî ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷à-
ñòè ðàâíû íóëþ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ñâÿçü ñêîðîñòåé (1.17), ñòð.38,
è íà÷àëüíûõ ïîëîæåíèé:

r0 = r′0 − γu(vr′0) + Γv(vr′0). (2.31)

Â ìîìåíò âðåìåíè t = t′ = 0 òî÷êè A ïåðâîãî è âòîðîãî ñòåðæíÿ ñîâïàäà-
þò è íàõîäÿòñÿ â íà÷àëàõ ñèñòåì îòñ÷¼òà (r0 = r′0 = 0). Òî÷êà B ïåðâîãî
ñòåðæíÿ èìååò ñêîðîñòü u = v è u′ = 0. Ïîýòîìó èç (2.31) ñëåäóåò, ÷òî
â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 â ñèñòåìå S îíà èìååò êîîðäèíàòû:

r01 = r′0 −
γ

γ + 1
v (vr′0), (2.32)

Ýòî ñîîòíîøåíèå ñîâïàäàåò ñ (2.7), ñòð.98, ïðè t = 0.
Òî÷êà B âòîðîãî ñòåðæíÿ èìååò ñêîðîñòè u = v + dv è u′ = dv′. Èç

(2.31) ïîëó÷àåì å¼ ïîëîæåíèå â ìîìåíò t = 0 â ñèñòåìå S:

r02 = r′0 −
γ

γ + 1
v (vr′0)− γ(vr′0)dv. (2.33)

Âû÷èòàÿ èç (2.33) óðàâíåíèå (2.32), ìû ïîëó÷èì èçìåíåíèå ïîëîæåíèÿ
òî÷êè B îòíîñèòåëüíî òî÷êè A (ñìåùåíèå êîíöà B âòîðîãî ñòåðæíÿ îò-
íîñèòåëüíî ïåðâîãî) äëÿ íàáëþäàòåëåé â ñèñòåìå S.
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Ââåä¼ì âåêòîð s, ñîåäèíÿþùèé êîíöû ñòåðæíÿ A è B. Òàê êàê ðàäèóñ-
âåêòîð òî÷êè A íóëåâîé, èìååì s = r01. Ïîñëå èçìåíåíèÿ ñòåðæíåì ñêî-
ðîñòè â (2.33) r02 = s+ ds. Ïîýòîìó:

ds = −γ(vs′)dv = −γ2 (vs) dv, (2.34)

ãäå s′ = r′01 = r′02 � ïîëîæåíèå òî÷êè B ñòåðæíåé â ñèñòåìå S ′. Âî âòîðîì
ðàâåíñòâå, c ó÷¼òîì (2.8), ñòð. 99, ïîäñòàâëåíî vs′ = γ(vs). Ââîäÿ âåêòîð
3-ìåðíîãî óñêîðåíèÿ a = dv/dt, îêîí÷àòåëüíî ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ:

ds

dt
= −γ2 (vs) a. (2.35)

Òàê êàê òî÷êè A îáîèõ ñòåðæíåé ñîâïàäàëè, â óðàâíåíèè (2.35) ïðîèç-
âîäíàÿ ïî âðåìåíè îò s èìååò ñìûñë ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ îðèåíòàöèè è
äëèíû ñòåðæíÿ (èçìåíåíèå ïîëîæåíèÿ òî÷êè B îòíîñèòåëüíî A). Ñàìà
æå òî÷êà A íåçàâèñèìî äâèæåòñÿ ñ ïåðåìåííîé ñêîðîñòüþ v(t). Íåñëîæ-
íî (l H17) âîññòàíîâèòü â (2.35) è ôóíäàìåíòàëüíóþ êîíñòàíòó �c�.
Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ óñêîðåííîãî äâèæåíèÿ. Íèæå

íà ðèñóíêå ïðåäñòàâëåíû ðàçëè÷íûå îðèåíòàöèè ñòåðæíÿ, ñêîðîñòè è
óñêîðåíèÿ. Â ïåðâûõ äâóõ ñëó÷àÿõ ïîâîðîòà ñòåðæíÿ íå ïðîèñõîäèò.

Íàïðèìåð, åñëè ñòåðæåíü ïåðïåíäèêóëÿðåí ñêîðîñòè (vs = 0), òî ïðè
èçìåíåíèè å¼ âåëè÷èíû (íî íå íàïðàâëåíèÿ) ñòåðæåíü íå èçìåíèò íè
îðèåíòàöèè, íè äëèíû. Â ýòîì ñëó÷àå âñå òî÷êè ñòåðæíÿ îäíîâðåìåííî
èçìåíÿþò ñâîþ ñêîðîñòü êàê â ñèñòåìå S, òàê è â ñèñòåìå S ′, à ïîïå-
ðå÷íûå ê ñêîðîñòè ðàññòîÿíèÿ íåèçìåííû. Ïîýòîìó, åñëè â S ′ íà÷èíàþò
ñäâèãàòü (óñêîðÿòü) âåðòèêàëüíûé ñòåðæåíü â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâ-
ëåíèè, òî îí ïîâîðà÷èâàòüñÿ íå áóäåò. Åñëè â äâèæóùåéñÿ â ãîðèçîí-
òàëüíîì íàïðàâëåíèè ñèñòåìå îòñ÷¼òà ââåðõ ïîäíèìàþò âåðòèêàëüíûé
ñòåðæåíü (âòîðîé ðèñóíîê), òî îí òàêæå íå äîëæåí ïîâåðíóòüñÿ (îáà åãî
êîíöà èìåþò ñîâïàäàþùèå êîîðäèíàòû x). Îäíàêî, åñëè â ñèñòåìå S ′ îáà
êîíöà ãîðèçîíòàëüíîãî ñòåðæíÿ ïîäíèìàþò ââåðõ (òðåòèé ðèñóíîê), òî â
ñèñòåìå S êîíöû ïîäíèìóòñÿ íåîäíîâðåìåííî è âîçíèêíåò ïîâîðîò (2.35).
Åãî óãîë ìîæíî (l H19) òàêæå ïîëó÷èòü èç ñîîáðàæåíèé îòíîñèòåëüíî-
ñòè îäíîâðåìåííîñòè. Ñòîèò òàê æå ðàñìîòðåòü äâèæåíèå ñòåðæíÿ ïî
îêðóæíîñòè (l H20).
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Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå (2.35) ñïðàâåäëèâî òîëüêî ïðè íåáîëüøîì óñêî-
ðåíèè ñòåðæíÿ, êîãäà åãî ìîæíî ñ÷èòàòü æ¼ñòêèì. Â ýòîì ñëó÷àå â êàæ-
äûé ìîìåíò âðåìåíè ñî ñòåðæíåì ñâÿçûâàåòñÿ �ìãíîâåííî èíåðöèàëüíàÿ�
(ñîïóòñòâóþùàÿ) ñèñòåìà îòñ÷¼òà. Èìåííî â ðàìêàõ òàêîãî ïðåäïîëî-
æåíèÿ è ïîëó÷åíî óðàâíåíèå (2.35).
Ðàññìîòðèì ðàâíîóñêîðåííîå äâèæåíèå ñòåðæíÿ, êîãäà ñêîðîñòü è óñêî-

ðåíèå íàïðàâëåíû âäîëü ñòåðæíÿ. Ïóñòü îäèí èç êîíöîâ ñòåðæíÿ äâè-
æåòñÿ ñî ñëåäóþùèìè ñêîðîñòüþ è óñêîðåíèåì (ñì. (2.26), ñòð.117):

v =
wt√

1 + (wt)2
, γ =

√
1 + (wt)2, a =

w

γ3
,

ãäå w � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà (ñîáñòâåííîå óñêîðåíèå). Äëèíà ñòåðæíÿ
l =

√
s2 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ:

dl

dt
=

s(ds/dt)

l
= −γ2 (sv)(sa)

l
= −γ2v(t)a(t)l(t) = − w2t

1 + (wt)2
.

Èíòåãðèðóÿ åãî ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì l(0) = l0, ïîëó÷àåì:

l(t) =
l0√

1 + (wt)2
= l0

√
1− v2(t). (2.36)

Ýòî âûðàæåíèå ñîâïàäàåò ñ ìãíîâåííûì ëîðåíöåâñêèì ñîêðàùåíèåì äâè-
æóùåãîñÿ ñî ñêîðîñòüþ v(t) ñòåðæíÿ.
Êàê ìû óâèäèì â 10-é ãëàâå, ïîñâÿù¼ííîé íåèíåðöèàëüíûì ñèñòåìàì

îòñ÷¼òà, ôèçèêà â óñêîðåííîé ñèñòåìå âûãëÿäèò �õèòðåå�, ÷åì ôèçèêà â
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîïóòñòâóþùèõ ê íåé èíåðöèàëüíûõ ñèñòåì. Â ÷àñò-
íîñòè, åñëè óñêîðåííî äâèæóùèåñÿ íàáëþäàòåëè �âûäåðæèâàþò� îäèíà-
êîâîå ðàññòîÿíèå äðóã ìåæäó äðóãîì, âðåìÿ ó íèõ áóäåò èäòè ïî-ðàçíîìó.
Ñòåðæåíü, ñâÿçàííûé ñ òàêîé ñèñòåìîé, îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíûõ íà-
áëþäàòåëåé èçìåíÿåò ñâîþ äëèíó ñëåäóþùèì îáðàçîì:

l(t) =

√
γ2 + 2wl0 + (wl0)2 − γ

w
≈ l0

γ

(
1 +

v2

2
wl0 + ...

)
,

ãäå ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî çàïèñàíî äëÿ ìàëûõ w. Âèäíî, ÷òî ýòî ñîîò-
íîøåíèå ñòðåìèòñÿ ê ìãíîâåííîìó ëîðåíöåâñêîìó ñæàòèþ (2.36) òîëüêî
ïðè v2wl0 = v2γ3al0 ≪ 1. Ýòî ïðèáëèæåíèå áóäåò ñïðàâåäëèâûì ïðè
îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîì óñêîðåíèè (òî÷íåå, ïðè a ≪ a0 = c4/(v2γ3l0),
ãäå âîññòàíîâëåíà ñêîðîñòü ñâåòà c). Ýòà êîìáèíàöèÿ äëèíû ñòåðæíÿ,
ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ äîëæíà áûòü ìàëà, ÷òîáû ìîæíî áûëî íå ó÷è-
òûâàòü �ýôôåêòû íåèíåðöèàëüíîñòè� è ïîëüçîâàòüñÿ óðàâíåíèåì (2.35).
Âïðî÷åì, äëÿ ìåòðîâîãî ñòåðæíÿ, äâèæóùåãîñÿ ñî ñêîðîñòüþ v = 0.8 c,
èìååì äîñòàòî÷íî áîëüøîå çíà÷åíèå a0 = 3 · 1016 ì/ñ2.
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2.10 ×åòûð¼õìåðíîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ∗

• Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê ãåîìåòðè÷åñêèì àñïåêòàì òåîðèè îòíîñèòåëüíî-
ñòè. Ðàññìîòðèì ïîâîðîò êîîðäèíàòíûõ îñåé (x, y) íà óãîë ϕ. Êîîðäèíà-
òû îäíîé è òîé æå òî÷êè â èñõîäíîé è ïîâ¼ðíóòîé äåêàðòîâûõ ñèñòåìàõ
ñâÿçàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

{
x′ = x cosϕ+ y sinϕ
y′ = y cosϕ− x sinϕ.

(2.37)

Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëó÷àþòñÿ èç ýëåìåíòàðíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîá-
ðàæåíèé. Çàøòðèõîâàííûå íà ðèñóíêå óãëû äâóõ ïîäîáíûõ ïðÿìîóãîëü-
íûõ òðåóãîëüíèêîâ ðàâíû ϕ. Ïîýòîìó âåðòèêàëüíàÿ ëèíèÿ, îïóùåííàÿ
èç òî÷êè P è èìåþùàÿ äëèíó y, ñîñòîèò èç äâóõ îòðåçêîâ: ãèïîòåíóçû
y′/ cosϕ âåðõíåãî òðåóãîëüíèêà è êàòåòà x tg ϕ íèæíåãî. Èõ ñóììà äà¼ò
âòîðîå óðàâíåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ (2.37). Àíàëîãè÷íî x′ (ïðîåêöèÿ òî÷-
êè P íà îñü x′) ñîñòîèò èç êàòåòà y′ tg ϕ è ãèïîòåíóçû x/ cosϕ, îòêóäà
ïîëó÷àåòñÿ ïåðâîå óðàâíåíèå. Ïîâîðîò îñåé îñòàâëÿåò íåèçìåííûì ðàñ-
ñòîÿíèå, íàïðèìåð, îò íà÷àëà êîîðäèíàò x′2 + y′2 = x2 + y2.
Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà èìåþò ïîõîæèé ëèíåéíûé âèä:{

x′ = x γ − t vγ = x chα− t shα
t′ = t γ − x vγ = t chα− x shα,

ãäå ââåäåíû ãèïåðáîëè÷åñêèå êîñèíóñ chα = γ = 1/
√
1− v2 è ñèíóñ

shα = vγ òàê, ÷òî v = thα. Â ñèëó èõ ñâîéñòâ (ñòð. 632):

γ2 − (vγ)2 = ch2 α− sh2 α = 1.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ı sh(α) = sin(ıα), ch(α) = cos(ı α), ïðè ïîìîùè ìíèìîé
åäèíèöû ı ïðåîáðàçîâàíèÿì Ëîðåíöà ìîæíî ïðèäàòü âèä, ôîðìàëüíî
ñîâïàäàþùèé ñ ïîâîðîòîì â îáû÷íîì ïðîñòðàíñòâå:{

x′ = x cos(ıα) + ıt sin(ıα)
ıt′ = ıt cos(ıα)− x sin(ıα).

Åñëè ñ÷èòàòü äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè (x, ıt), òî ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ
ÿâëÿþòñÿ ïîâîðîòàìè êîîðäèíàòíûõ îñåé íà ìíèìûé óãîë ϕ = ıα. Ïðè
ýòîì íåèçìåííûì îñòà¼òñÿ êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ îò íà÷àëà êîîðäèíàò:

(x)2 + (ıt)2 = x2 − t2,

êîòîðûé ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà ñîâïàäàåò ñ èíòåðâàëîì ìåæäó äâóìÿ
ñîáûòèÿìè â òî÷êå (0, 0) è (x, t) (ñòð. 40). Ïðîñòðàíñòâî ñ ïîäîáíûìè
íåîáû÷íûìè ñâîéñòâàìè íàçûâàþò ïñåâäîåâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì.
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• Îáùèé ïîäõîä ê ïîíÿòèþ �ïðîñòðàíñòâî� ñîñòîèò â ðàññìîòðåíèè àá-
ñòðàêòíîãî ìíîæåñòâà òî÷åê. Äëÿ èõ �íóìåðàöèè� ìîæíî èñïîëüçîâàòü
íàáîðû n ÷èñåë x1, ..., xn, íàçûâàåìûõ êîîðäèíàòàìè. ×èñëî n íàçûâà-
åòñÿ ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà. Ïîêà ðàññìàòðèâàåòñÿ àáñòðàêòíàÿ
ñîâîêóïíîñòü òî÷åê, íå ñóùåñòâóåò ïîíÿòèÿ áëèçîñòè äâóõ òî÷åê. Íàëè-
÷èå êîîðäèíàò ñàìî ïî ñåáå òàêîé ìåðû áëèçîñòè íå äà¼ò, òàê êàê íó-
ìåðàöèÿ òî÷åê ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíîé. Ïîýòîìó ïåðâûé
øàã ïî ïðåâðàùåíèþ ìíîæåñòâà òî÷åê â ïðîñòðàíñòâî ñîâåðøàåòñÿ, êî-
ãäà çàäàþò ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ áåñêîíå÷íî áëèçêèìè òî÷êàìè. Â
3-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå òàêîå ðàññòîÿíèå èìååò âèä:

dl2 = dx21 + dx22 + dx23.

Îíî èìååò ïðèâû÷íóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ â âèäå òåîðåìû
Ïèôàãîðà, ñâÿçûâàþùåé äèàãîíàëü ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà
ñìåùåíèÿõ ïî êàæäîé êîîðäèíàòå dx1, dx2, dx3. Åñëè ðàññòîÿíèå ðàâíî
íóëþ dl2 = 0, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êè ñîâïàäàþò. Èñïîëüçîâàíèå áåñ-
êîíå÷íî áëèçêèõ òî÷åê äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ óäîáíî ïðè ïåðåõîäå
ê ïðîñòðàíñòâàì, îáëàäàþùèì êðèâèçíîé. Ïåðåä êâàäðàòàìè äèôôåðåí-
öèàëîâ êîîðäèíàò â åâêëèäîâîì ðàññòîÿíèè ñòîÿò çíàêè ïëþñ. Ãîâîðÿò,
÷òî îíî èìååò ñèãíàòóðó (+,+,+).
Åñëè ðàññòîÿíèå çàäàíî äðóãèì ñïîñîáîì, òî ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ èíîå

ïðîñòðàíñòâî ñî ñâîéñòâàìè, îòëè÷àþùèìèñÿ îò åâêëèäîâîãî. Ðàññìîò-
ðèì 4-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, òî÷êè êîòîðîãî áóäåì íàçûâàòü ñîáûòèÿìè
è íóìåðîâàòü êîîðäèíàòàìè t, x, y, z. Îáîçíà÷èì áåñêîíå÷íî ìàëîå ðàñ-
ñòîÿíèå êàê ds, è îïðåäåëèì åãî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ds2 = dt2 − dx2 − dy2 − dz2 = dt2 − dr2.

Îíî èìååò ñèãíàòóðó (+,−,−,−). Çà èñêëþ÷åíèåì ýòîãî îíî ïîõîæå íà
åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ, ïîýòîìó åãî íàçûâàþò
ïñåâäîåâêëèäîâûì. Áëèçîñòü äâóõ òî÷åê â òàêîì ïðîñòðàíñòâå îêàçûâà-
åòñÿ äîñòàòî÷íî ñâîåîáðàçíîé. Íàïðèìåð, íóëåâîå ðàññòîÿíèå ds = 0 íå
îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êè ñîâïàäàþò (ñì. ñòð. 40). Êðîìå ýòîãî, íåñìîòðÿ íà
ôîðìàëüíîå íàëè÷èå êâàäðàòà, ds2 ìîæåò áûòü è îòðèöàòåëüíûì.
Â ñòàðûõ êíèãàõ ïî òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè àêòèâíî èñïîëüçîâàëàñü

ìíèìàÿ åäèíèöà äëÿ ïðèäàíèÿ ïñåâäîåâêëèäîâîìó ðàññòîÿíèþ âèäà åâ-
êëèäîâîãî: −ds2 = (ıt)2 + (dr)2. Òàêîå �çàìåòàíèå ïîä êîâ¼ð� ïñåâäîåâ-
êëèäîâîñòè íå ÿâëÿåòñÿ ðàçóìíûì è ñåé÷àñ ðåäêî èñïîëüçóåòñÿ.
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• Êîîðäèíàòíûå îñè è äðóãèå ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû 2-ìåðíîãî åâ-
êëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà ëåãêî èçîáðàæàòü íà ïëîñêîñòè, òàê êàê îíà ÿâ-
ëÿåòñÿ ôèçè÷åñêèì âîïëîùåíèåì òàêîãî ïðîñòðàíñòâà. Ñ ïñåâäîåâêëèäî-
âûì ïðîñòðàíñòâîì äàæå â äâóõ èçìåðåíèÿõ (t, x) íå âñ¼ òàê ïðîñòî. Òåì
íå ìåíåå, íàðèñóåì äâå ïåðïåíäèêóëÿðíûå îñè. Ïî âåðòèêàëüíîé áóäåì
îòêëàäûâàòü âðåìÿ ñîáûòèÿ t, à ïî ãîðèçîíòàëüíîé � åãî êîîðäèíàòó x.
Ðàâíîìåðíîå è ïðÿìîëèíåéíîå äâèæåíèå x = vt ñî ñêîðîñòüþ v áóäåì
èçîáðàæàòü â âèäå ïðÿìîé (ïåðâûé ðèñóíîê):

Ìåäèàíà (ñðåäíÿÿ ëèíèÿ) ìåæäó êîîðäèíàòíûìè îñÿìè ñîîòâåòñòâóåò
ðàñïðîñòðàíåíèþ ñâåòîâîãî ñèãíàëà. Âñå îñòàëüíûå òðàåêòîðèè, âûõî-
äÿùèå èç x = 0, t = 0, îêàçûâàþòñÿ ñèëüíåå ïðèæàòûìè ê êîîðäèíàòíîé
îñè t ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåäèàíîé, òàê êàê ôèçè÷åñêèå ñêîðîñòè v < 1.

Êîîðäèíàòà è âðåìÿ íåêîòîðîãî ñîáûòèÿ (òî÷êà íà âòîðîì ðèñóíêå)
îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî åâêëèäîâûì äåêàðòîâûì êîîðäèíàòàì ïðè ïî-
ìîùè êîîðäèíàòíîé ñåòêè. Îíà ïðîâîäèòñÿ â âèäå ëèíèé (ïóíêòèðû),
ïàðàëëåëüíûõ êàæäîé êîîðäèíàòíîé îñè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îñü x èìååò
óðàâíåíèå t = 0, à îñü t, ñîîòâåòñòâåííî, � x = 0. Ñåòêà ôîðìèðóåòñÿ ïðè
ïîìîùè ãîðèçîíòàëüíûõ t = const è âåðòèêàëüíûõ x = const ïðÿìûõ.

Èçîáðàçèì íà ýòîé æå ïëîñêîñòè îñè (t′, x′) ñèñòåìû îòñ÷¼òà S ′, äâèæó-
ùåéñÿ îòíîñèòåëüíî S ñî ñêîðîñòüþ v. Åñëè â ìîìåíò t′ = t = 0 íà÷àëà
ñèñòåì îòñ÷¼òà ñîâïàäàëè x′ = x = 0, òî òðàåêòîðèÿ ÷àñîâ, ðàñïîëîæåí-
íûõ â íà÷àëå êîîðäèíàò (x′ = 0) ñèñòåìû S ′, èìååò âèä ïðÿìîé x = vt.
Îíà ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàòíîé îñüþ t′. Àíàëîãè÷íî ëèíèÿ t′ = γ(t−vx) = 0
ñîîòâåòñòâóåò êîîðäèíàòíîé îñè x′ è èìååò óðàâíåíèå t = vx. Îíà íàêëî-
íåíà ê îñè x íà òàêîé æå óãîë, êàê îñü t′ ê t (òðåòèé ðèñóíîê).

Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâåííàÿ x′ è âðåìåííàÿ t′ îñè ñèñòåìû S ′,
èçîáðàæ¼ííûå íà ïëîñêîñòè (t, x) ñèñòåìû S, áóäóò âûãëÿäåòü ñïëþñ-
íóòûìè âîêðóã ìåäèàíû t = x (òðàåêòîðèÿ ñâåòîâîãî ñèãíàëà). Ýòà æå
òðàåêòîðèÿ áóäåò ìåäèàíîé è â ñèñòåìå S ′. Êîîðäèíàòíàÿ ñåòêà ñèñòåìû
S ′ òàêæå ñïëþñíóòà. Âðåìåííûå ëèíèè êîîðäèíàòíîé ñåòêè, ïàðàëëåëü-
íûå îñè x′, èìåþò óðàâíåíèÿ t′ = const èëè t = vx + t′/γ. Àíàëîãè÷íî
äëÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ ëèíèé ñåòêè x′ = const.
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Âàæíî ïîìíèòü, ÷òî ñîáûòèå (òî÷êà â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè) ñóùå-
ñòâóåò ñàìî ïî ñåáå è íå çàâèñèò îò âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò (òî÷íåå,
ñèñòåìû îòñ÷¼òà). Åãî æå îïèñàíèå (êîîðäèíàòû) áóäóò ðàçíûìè â ðàç-
íûõ ñèñòåìàõ. Òî÷íî òàê æå ïðè ïîâîðîòå åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè êîîð-
äèíàòû (x, y) ìåíÿþòñÿ, íî òî÷êà ïðîñòðàíñòâà îñòà¼òñÿ íåèçìåííîé.
Íàëè÷èå êîîðäèíàòíîé ñåòêè ðàçëè÷íûõ ñèñòåì îòñ÷¼òà ïîçâîëÿåò ëåã-

êî ïîëó÷àòü êîîðäèíàòû ñîáûòèÿ. Íàïðèìåð, äâà ñîáûòèÿ, îäíîâðåìåí-
íûå â ñèñòåìå S, äîëæíû íàõîäèòüñÿ íà ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé t =
const. Ñîáûòèÿ, îäíîâðåìåííûå â S ′, íàõîäÿòñÿ íà ïðÿìûõ t′ = const,
êîòîðûå íàêëîíåíû ê ïðÿìûì t = const. Ýòî ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîé
èëëþñòðàöèåé îòíîñèòåëüíîñòè îäíîâðåìåííîñòè.
×òîáû ââåñòè íà ïëîñêîñòè (t, x) ãåîìåòðèþ, çàäàäèì ðàññòîÿíèå ìåæ-

äó äâóìÿ òî÷êàìè s2 = (t2−t1)
2−(x2−x1)

2, ðàâíîå èíòåðâàëó ìåæäó ñî-
áûòèÿìè. Äëÿ �åâêëèäîâîé èíòóèöèè� ýòî î÷åíü íåîáû÷íîå ðàññòîÿíèå.
Íàðèñóåì, íàïðèìåð, åâêëèäîâó è ïñåâäîåâêëèäîâó åäèíè÷íûå îêðóæ-
íîñòè, êàê ìíîæåñòâî òî÷åê, ðàâíîóäàë¼ííûõ îò öåíòðà (íèæå � íà÷àëî
êîîðäèíàò):

Â ïñåâäîåâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü s = 1 � ýòî
ãèïåðáîëà t2 − x2 = 1. Íà áîëüøîì ðàññòîÿíèè îò íà÷àëà êîîðäèíàò
ãèïåðáîëà ñòðåìèòñÿ ê òðàåêòîðèÿì ñâåòîâîãî ñèãíàëà t = ±x, èñïóùåí-
íîãî èç òî÷êè t = x = 0.
Òàê æå, êàê îáû÷íàÿ îêðóæíîñòü íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè îïðåäåëÿ-

åò òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè ñèíóñà è êîñèíóñà, òàê è îêðóæíîñòü
â ïñåâäîåâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå (�ïñåâäîîêðóæíîñòü�) îïðåäåëÿåò ãè-
ïåðáîëè÷åñêèå ñèíóñ shα è êîñèíóñ chα, êàê ïðîåêöèè òî÷êè ïñåâäî-
îêðóæíîñòè íà îñü x è t. Ïðè ýòîì ïðîåêòèðóåìàÿ íà îñè ãèïîòåíóçà
ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà èìååò ìåíüøóþ äëèíó

√
t2 − x2, ÷åì êà-

òåò t! Âìåñòî åâêëèäîâîé òåîðåìû Ïèôàãîðà a2 + b2 = c2 ìû èìååì
ïñåâäîåâêëèäîâó òåîðåìó a2 − b2 = c2.
Âîîáùå, èçîáðàæåíèå íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè ïñåâäîåâêëèäîâîãî ïðî-

ñòðàíñòâà âûãëÿäèò íåñêîëüêî íåóêëþæå, è íàèëó÷øåé ôèçè÷åñêîé ìî-
äåëüþ ïñåâäîåâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ íå ëèñò áóìàãè, à ñàìî
ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ.
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• Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè 2-ìåðíîå ïñåâäîåâêëèäîâî ïðîñòðàí-
ñòâî. Â ðåàëüíîñòè îíî 4-ìåðíî, îäíàêî íà ëèñòå áóìàãè ìîæíî èçîáðà-
çèòü íå áîëåå òð¼õ èçìåðåíèé (t, x, y). Â ýòîì ñëó÷àå ñâåòîâûå ñèãíàëû
t2 = x2+y2 ÿâëÿþòñÿ ñâåòîâûì êîíóñîì, à ïñåâäîîêðóæíîñòü ñòàíîâèòñÿ
ïñåâäîñôåðîé, èëè, â òåðìèíàõ åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà, � ãèïåðáîëîè-
äîì (ïåðâûé ðèñóíîê):

Åñëè â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ âñåãäà ïîëîæèòå-
ëåí, òî â ïñåâäîåâêëèäîâîì îí ìîæåò áûòü è îòðèöàòåëüíûì. Ïîýòîìó
ñóùåñòâóþò äâå åäèíè÷íûå ñôåðû t2 − x2 − y2 = 1 è t2 − x2 − y2 = −1.
Ïñåâäîñôåðà ìíèìîãî ðàäèóñà s2 = −1 ÿâëÿåòñÿ îäíîñâÿçíîé è òàêæå
àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìèòñÿ ê ñâåòîâîìó êîíóñó (âòîðîé ðèñóíîê).

Òàê êàê ëþáàÿ ÷àñòèöà èìååò ñêîðîñòü ìåíüøå ñêîðîñòè ñâåòà, ñîáû-
òèÿ, ïðè÷èííî ñâÿçàííûå ñ ñîáûòèåì â òî÷êå t = x = y = 0, íàõîäÿòñÿ
âíóòðè ñâåòîâîãî êîíóñà. Ïðè÷èííîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò âîçìîæ-
íîå âëèÿíèå îäíîãî ñîáûòèÿ íà âòîðîå ïðè ïîìîùè äâèæåíèÿ ìåæäó
íèìè íåêîòîðîãî àãåíòà ñî ñêîðîñòüþ, ìåíüøåé èëè ðàâíîé ôóíäàìåí-
òàëüíîé.

Òðàåêòîðèÿ x(t) ÷àñòèöû, ïðîëåòåâøåé â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 òî÷êó
x = y = 0, âñ¼ âðåìÿ íàõîäèòñÿ âíóòðè ñâåòîâîãî êîíóñà. Ïðè ýòîì êàñà-
òåëüíàÿ ê ýòîé òðàåêòîðèè âñåãäà íàõîäèòñÿ âíóòðè ëîêàëüíûõ êîíóñîâ,
ïîñòðîåííûõ ê ïðîèçâîëüíîé òî÷êå òðàåêòîðèè (òðåòèé ðèñóíîê).

Â ñèëó ñâîéñòâ ïñåâäîåâêëèäîâîãî ðàññòîÿíèÿ äëèíà ýëåìåíòà òðàåê-
òîðèè dτ =

√
dt2 − dx2 − dy2 = dt

√
1− u2 < dt áóäåò ìåíüøå, ÷åì äëè-

íà òðàåêòîðèè ÷àñòèöû, îñòàâàâøåéñÿ íåïîäâèæíîé â òî÷êå x = y =
0 (îñü t). Õîòÿ íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè ýòî ðàññòîÿíèå è âûãëÿäèò
äëèííåå. Ïîýòîìó ïåðåíîñèòü åâêëèäîâó èíòóèöèþ íà ïñåâäîåâêëèäîâûå
ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûå äèàãðàììû íåîáõîäèìî î÷åíü îñòîðîæíî.

Âåðõíþþ âíóòðåííþþ ÷àñòü êîíóñà íàçûâàþò ìíîæåñòâîì àáñîëþòíî

áóäóùèõ ñîáûòèé îòíîñèòåëüíî t = x = y = 0, à íèæíþþ � ìíîæåñòâîì
àáñîëþòíî ïðîøëûõ ñîáûòèé. Ïðîñòðàíñòâî âíå êîíóñà íàçûâàåòñÿ ìíî-
æåñòâîì àáñîëþòíî óäàë¼ííûõ ñîáûòèé.
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• Ðàññìîòðèì ãåîìåòðè÷åñêèå èíòåðïðåòàöèè íåêîòîðûõ êèíåìàòè÷å-
ñêèõ ýôôåêòîâ. Íåñìîòðÿ íà íåêîòîðûå ñëîæíîñòè â âîñïðèÿòèè ïñåâ-
äîåâêëèäîâîé ïëîñêîñòè, ïîäîáíûé ãåîìåòðè÷åñêèé àíàëèç òåîðèè îòíî-
ñèòåëüíîñòè îáëàäàåò îïðåäåë¼ííîé íàãëÿäíîñòüþ.

Ïóñòü íàáëþäàåòñÿ äâà �òèêà� ÷àñîâ, íåïîäâèæíûõ â ñèñòåìå S ′ â òî÷êå
x′ = 0. Ïåðâîå ñîáûòèå A ïðîèñõîäèò â íà÷àëå êîîðäèíàò t′ = x′ = 0,
à âòîðîå B ðàñïîëîæåíî íà îñè t′ (âûøå ïåðâûé ðèñóíîê). Åñëè âòî-
ðîé �òèê� ïðîèñõîäèò â ìîìåíò âðåìåíè t′ = 1, òî ýòî æå ñîáûòèå èìå-
åò êîîðäèíàòó t = t′ chα (ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ). Òàê êàê chα =

1/
√
1− th2 α = 1/

√
1− v2, ìû ïðèõîäèì ê ðåëÿòèâèñòñêîìó çàìåäëå-

íèþ âðåìåíè. Òî, ÷òî t′ < t, ìîæíî óâèäåòü, ïðîâåäÿ ïñåâäîñôåðó, îòñå-
êàþùóþ íà îñÿõ t′ è t îäèíàêîâûå åäèíèöû âðåìåíè (îòðåçêè åäèíè÷íîé
äëèíû). Íà ðèñóíêå âèäíî, ÷òî 1 íà îñè t ëåæèò íà ðèñóíêå íèæå, ÷åì
ïðîåêöèÿ ñîáûòèÿ t′ = 1, x′ = 0 (òî÷êà B íà ðèñóíêå).

Àíàëîãè÷íî àíàëèçèðóåòñÿ ñîêðàùåíèå äëèíû (âûøå âòîðîé ðèñóíîê).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñòåðæåíü åäèíè÷íîé äëèíû íåïîäâèæåí â ñèñòåìå S ′

(îòðåçîê OB). Åãî ëåâûé êîíåö íàõîäèòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò è èìååò
òðàåêòîðèþ, ñîâïàäàþùóþ ñ îñüþ t′. Òðàåêòîðèÿ ïðàâîãî êîíöà ñòåðæ-
íÿ åé ïàðàëëåëüíà. Èçìåðåíèå äëèíû ñòðåæíÿ ïðîèçâîäèòñÿ â ñèñòåìå
S ïóò¼ì îäíîâðåìåííîé ôèêñàöèè åãî íà÷àëà è êîíöà. Îäíîâðåìåííûå
ñîáûòèÿ A è B èìåþò îäèíàêîâîå âðåìÿ â ñèñòåìå S, íî ðàçëè÷íîå â
S ′. Ïðîåêöèÿ òî÷åê A è B íà îñü x áóäåò ðàâíà äëèíå ñòåðæíÿ â ñèñòå-
ìå S. Âèäíî, ÷òî ýòà ïðîåêöèÿ êîðî÷å, ÷åì åäèíèöà äëèíû, îòñåêàåìàÿ
ïñåâäîîêðóæíîñòüþ (â äàííîì ñëó÷àå èìåþùåé äëèíó -1).

Íà òðåòüåì ðèñóíêå èëëþñòðèðóåòñÿ ýôôåêò Äîïëåðà. Èñòî÷íèê ñâå-
òà, íàõîäÿùèéñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò, èñïóñêàåò ñâåòîâûå ñèãíàëû. Ïåð-
âûé â ìîìåíò âðåìåíè t′ = t = 0, à âòîðîé � ñïóñòÿ âðåìÿ t′ = 1. Â
íà÷àëî îòñ÷¼òà x = 0 ñèñòåìû S îí ïîïàä¼ò, êîãäà òðàåêòîðèÿ ñâåòà
(òîíêàÿ ëèíèÿ BB2) ïåðåñå÷¼ò îñü t. Ýòî âðåìÿ îêàçûâàåòñÿ áîëüøå êàê
åäèíèöû äëèíû íà îñè t = 1, îòñåêàåìîé åäèíè÷íîé ïñåâäîñôåðîé, òàê
è ïðîåêöèè ñîáûòèÿ B èñïóñêàíèÿ ñèãíàëà (ïóíêòèð).
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2.11 Êîâàðèàíòíàÿ ôîðìóëèðîâêà ∗

Ìíîãèå ñîîòíîøåíèÿ òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ìîãóò áûòü çàïèñàíû â
ýëåãàíòíîì êîâàðèàíòíîì âèäå. Ïóñòü Aα = {A0, A1, A2, A3} � ÷åòâ¼ðêà
÷èñåë, êîòîðûå ìû áóäåì íàçûâàòü êîìïîíåíòàìè 4-âåêòîðà (÷åòûð¼õ-
ìåðíîãî âåêòîðà). Äëÿ íóìåðàöèè ýòèõ êîìïîíåíò èñïîëüçóþòñÿ âåðõíèå
èíäåêñû, è èõ íå ñòîèò ïóòàòü ñ ïîêàçàòåëåì ñòåïåíè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
äëÿ íàáëþäàòåëåé â äâóõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà S è S ′ êîìïî-
íåíòû âåêòîðà Aα è A′α ñâÿçàíû ñëåäóþùèì ïðåîáðàçîâàíèåì:

A′0 =
A0 − vA1

√
1− v2

, A′1 =
A1 − vA0

√
1− v2

, A′2 = A2, A′3 = A3. (2.38)

Íóëåâàÿ êîìïîíåíòà 4-âåêòîðà íàçûâàåòñÿ âðåìåííîé, à îñòàëüíûå êîì-
ïîíåíòû � ïðîñòðàíñòâåííûìè. Èõ áóäåì îáîçíà÷àòü, êàê îáû÷íûå 3-
ìåðíûå âåêòîðû (3-âåêòîðû): A = {A1, A2, A3}. Èíîãäà èõ îáîçíà÷àþò,
êàê äåêàðòîâû ïðîåêöèè {Ax, Ay, Az}, íî ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ýòî òîæå
êîìïîíåíòû ñ âåðõíèìè èíäåêñàìè.

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî âðåìÿ è êîîðäèíàòû îáðàçóþò 4-âåêòîð, êîòî-
ðûé îáîçíà÷àåòñÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì êîìïîíåíòàì:

xα = {t, r} = {t, x, y, z},

à (2.38) ÿâëÿþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ëîðåíöà 1.10, ñòð.34. Êàê ìû óâè-
äèì ÷óòü ïîçæå, 4-âåêòîðû ìîæíî îïðåäåëèòü äëÿ ñàìûõ ðàçíîîáðàçíûõ
ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí.

Ïî àíàëîãèè ñ âåêòîðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ëîðåíöà (1.12), ñòð. 35,
ìîæíî çàïèñàòü áîëåå îáùåå ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ 4-âåêòîðà:

A′0 = γ (A0 − vA), A′ = A− γvA0 + Γv(vA). (2.39)

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé v 7→ −v.

Êðîìå 4-âåêòîðîâ, îïðåäåëèì òàêæå ÷åòâ¼ðêè âåëè÷èí ñ íèæíèìè èí-
äåêñàìè Aα = {A0, A1, A2, A3}, êîòîðûå áóäåì íàçûâàòü êîìïîíåíòàìè
êîâåêòîðà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîìïîíåíòû êîâåêòîðà ñâÿçàíû ñ êîìïî-
íåíòàìè âåêòîðà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Aα = {A0, A1, A2, A3} = {A0,−A1,−A2,−A3} = {A0,−A}.

Äðóãèìè ñëîâàìè, âðåìåííûå êîìïîíåíòû 4-âåêòîðîâ è 4-êîâåêòîðîâ ñîâ-
ïàäàþò, à ïðîñòðàíñòâåííûå èìåþò îáðàòíûé çíàê. Êîìïîíåíòû 4-âåêòîðà
ñ âåðõíèìè èíäåêñàìè íàçûâàþòñÿ êîíòðàâàðèàíòíûìè, à ñ íèæíèìè �
êîâàðèàíòíûìè.
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Êîâåêòîð ââîäèòñÿ, ÷òîáû îïðåäåëèòü ÷èñëî, êîòîðîå áóäåò èíâàðè-

àíòíûì (îäèíàêîâûì) â ðàçëè÷íûõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà:

A2 = AαA
α = A0A

0 + A1A
1 + A2A

2 + A3A
3 = (A0)2 −A2 = inv.

Ýòîò èíâàðèàíò ìû îáîçíà÷èëè, êàê A2, ãäå äâîéêà ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ
(êâàäðàòîì), à íå èíäåêñîì. ×òîáû íå ïóòàòüñÿ ñ èíäåêñàìè êîìïîíåíò
âåêòîðà, ñàì 4-âåêòîð ìû áóäåì çàïèñûâàòü â ïðÿìîì, à íå íàêëîí-
íîì øðèôòå (ïîäîáíûì îáðàçîì äëÿ 3-âåêòîðîâ èñïîëüçóåòñÿ æèðíûé
øðèôò). Ïî ïîâòîðÿþùåìóñÿ âåðõíåìó è íèæíåìó èíäåêñó α ïîäðàçó-

ìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå îò 0 äî 3, è çíàê Σ íå ñòàâèòñÿ.
Ïðîâåðèì èíâàðèàíòíîñòü âåëè÷èíû A2. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì å¼ â ñè-

ñòåìå S ′ äëÿ øòðèõîâàííûõ âåëè÷èí è, ïîäñòàâèâ ïðåîáðàçîâàíèå (2.38),
íàéä¼ì çíà÷åíèå â ñèñòåìå S. Îïóñêàÿ êîìïîíåíòû A2, A3, êîòîðûå îñòà-
þòñÿ íåèçìåííûìè, ïîëó÷àåì:

A′2 = (A′0)2 − (A′1)2 =
(A0 − vA1)2

1− v2
− (A1 − vA0)2

1− v2
= (A0)2 − (A1)2 = A2.

Äëÿ 4-âåêòîðà xα = (t, r) èíâàðèàíòîì ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèå: x2 = t2−r2.
Óðàâíåíèå x2 = 0 îïèñûâàåò ðàñïðîñòðàíåíèå ñôåðè÷åñêîé âîëíû â ðå-
çóëüòàòå âñïûøêè ñâåòà â íà÷àëå ñèñòåì êîîðäèíàò. Ýòîò ñâåòîâîé ôðîíò
èìååò ñôåðè÷åñêóþ ôîðìó ñ òî÷êè çðåíèÿ êàæäîãî èç íàáëþäàòåëåé.
Îïðåäåëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ 4-âåêòîðîâ A è B:

A · B = AαB
α = AαBα = A0B0 −AB = inv. (2.40)

Òî÷êà ïðîèçâåäåíèÿ ìîæåò íå ñòàâèòüñÿ, ò.å. A · B = AB. Àíàëîãè÷íî
ñîîòíîøåíèþ A′2 = A2 íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðåîáðàçî-
âàíèå òàêæå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì: A′B′ = AB. Èíâàðèàíò A2 áóäåì
íàçûâàòü êâàäðàòîì 4-âåêòîðà. Êâàäðàò 4-âåêòîðà ìîæíî òàêæå çàïè-
ñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: A2 = A · A.
Êâàäðàò 3-âåêòîðà è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ 3-âåêòîðîâ íå çà-

âèñÿò îò îðèåíòàöèè ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ïîýòîìó îíè ÿâëÿþòñÿ èíâà-

ðèàíòàìè ïîâîðîòîâ äåêàðòîâîé ñèñòåìû â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Êàê
ìû âèäåëè â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà (2.38) ìîæ-
íî èíòåðïðåòèðîâàòü, êàê ïîâîðîòû â ïñåâäîåâêëèäîâîì 4-ìåðíîì ïðîñ-
òðàíñòâå-âðåìåíè, ðàññòîÿíèåì â êîòîðîì ñëóæèò èíòåðâàë:

ds2 = (dt)2 − (dr)2.

Êâàäðàò 4-âåêòîðà, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ 4-âåêòîðîâ è ðàññòîÿ-
íèå ds2 ÿâëÿþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèìè îáúåêòàìè 4-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà,
êîòîðûå íå çàâèñÿò îò îðèåíòàöèè îñåé êîîðäèíàò (ñèñòåìû îòñ÷¼òà).
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• Îïðåäåëèì ìàòðèöó ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà, êîòîðóþ áóäåì çàïèñû-
âàòü ïðè ïîìîùè êàê äâóõ íèæíèõ, òàê è äâóõ âåðõíèõ èíäåêñîâ:

gαβ = gαβ =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 ≡ diag(1,−1,−1,−1). (2.41)

Òàê êàê îòëè÷íûå îò íóëÿ ýëåìåíòû ñòîÿò òîëüêî íà äèàãîíàëè, âîçìîæ-
íî âòîðîå îáîçíà÷åíèå, êîòîðîå ñòîèò ñðàâíèòü ñ ïîíÿòèåì �ñèãíàòóðà�.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìåòðè÷åñêèé òåíçîð âûãëÿäèò îäèíàêîâûì îáðà-

çîì âî âñåõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà, â êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ
äåêàðòîâû êîîðäèíàòû (x, y, z). Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî:

Aα = gαβA
β, Aα = gαβAβ.

Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ðàñïèñàòü â ÿâíîì âèäå ñóììàöèîííîå ïðàâèëî
äëÿ ïîâòîðÿþùèõ èíäåêñîâ (îäèí âíèçó, äðóãîé ââåðõó). Íàïðèìåð:

A1 = g1βA
β = g10A

0 + g11A
1 + g12A

2 + g13A
3 = g11A

1 = −A1,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ðàâíû
íóëþ, à g11 = −1.
Íàçâàíèå �ìåòðè÷åñêèé òåíçîð� ïðîèñõîäèò îò òîãî, ÷òî ïðè ïîìîùè

gαβ ìîæíî çàïèñàòü êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ (ìåòðèêó) â 4-ìåðíîì ïñåâäî-
åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå:

ds2 = gαβdx
αdxβ = (dx0)2 − (dx1)2 − (dx2)2 − (dx3)2 = dt2 − dr2.

Àíàëîãè÷íî îí îïðåäåëÿåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ 4-âåêòîðîâ:

A · B = gαβ A
αBβ = gαβ AαBβ = A0B0 −AB.

Ñâ¼ðòêà òåíçîðîâ gαβ è gαβ äà¼ò ñèìâîë Êðîíåêåðà:

gαγgγβ = δαβ , (2.42)

êîòîðûé ðàâåí íóëþ, åñëè èíäåêñû α è β ðàçëè÷íû, è åäèíèöå, åñëè
îíè ñîâïàäàþò. Ýòî æå âûðàæåíèå ìîæíî çàïèñàòü, êàê óìíîæåíèå äâóõ
ìàòðèö (2.41), â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî ïîëó÷àåòñÿ åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.
Ââåäåíèå ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ìîæåò ïîêàçàòüñÿ èçáûòî÷íûì, îäíà-

êî â ïðîñòðàíñòâàõ, îáëàäàþùèõ êðèâèçíîé, èëè â ïðîèçâîëüíûõ êðè-
âîëèíåéíûõ (íåäåêàðòîâûõ) êîîðäèíàòàõ êîýôôèöèåíòû gαβ çàâèñÿò îò
êîîðäèíàò è ìîãóò áûòü íåäèàãîíàëüíûìè. Â ýòîì ñëó÷àå ìåòðè÷åñêèé
òåíçîð îêàçûâàåòñÿ êëþ÷åâûì îáúåêòîì ïðè îïèñàíèè ãåîìåòðèè ïðî-
ñòðàíñòâà.
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• Ïî àíàëîãèè ñ îáû÷íûì âåêòîðíûì àíàëèçîì â 4-ìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå ìîæíî ââåñòè áàçèñ ïðè ïîìîùè ÷åòûð¼õ 4-âåêòîðîâ e0, e1, e2, e3.
Èíäåêñû � ýòî íîìåðà âåêòîðîâ, à íå èõ êîìïîíåíòû (îáðàùàåì âíèìà-
íèå íà ïðÿìîé øðèôò). Êðîìå ýòîãî, ââåä¼ì åù¼ ÷åòûðå âåêòîðà e0, e1,
e2, e3, êîòîðûå áóäåì íàçûâàòü âçàèìíûì áàçèñîì. Ñêàëÿðíûå ïðîèçâå-
äåíèÿ áàçèñíûõ 4-âåêòîðîâ ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíû:

eα · eβ = δαβ , eα · eβ = gαβ, eα · eβ = gαβ. (2.43)

4-âåêòîð ìîæíî ðàçëîæèòü ïî èñõîäíîìó èëè âçàèìíîìó ê íåìó áàçèñó:

A = Aα eα = Aα e
α.

Â ïåðâîì ñëó÷àå êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè 4-
âåêòîðà (êîíòðàâàðèàíòíûìè êîìïîíåíòàìè), à âî âòîðîì - êîìïîíåí-
òàìè êîâåêòîðà (êîâàðèàíòíûìè êîìïîíåíòàìè). Òî÷íåå ãîâîðèòü, ÷òî
îäèí è òîò æå 4-âåêòîð ìîæåò áûòü ðàçëîæåí ïî äâóì ðàçëè÷íûì áàçè-
ñàì (�èñõîäíîìó� eα è âçàèìíîìó ê íåìó eα), â ðåçóëüòàòå ÷åãî è âîçíè-
êàþò êîìïîíåíòû ñ âåðõíèìè è íèæíèìè èíäåêñàìè.
Íàïîìíèì, ÷òî è â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå âåêòîð ìîæåò áûòü ðàçëî-

æåí ïî áàçèñíûì âåêòîðàì a = axi + ayj + azk. Ïðè ýòîì âàæíî ïîíè-
ìàòü, ÷òî âåêòîð a � ýòî ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò (�íàïðàâëåííàÿ ñòðåë-
êà�). Îí íå çàâèñèò îò âûáîðà êîîðäèíàòíûõ îñåé, õîòÿ åãî êîìïîíåíòû
{ax, ay, az} (ïðîåêöèè) íà äåêàðòîâû îñè, åñòåñòâåííî, ìåíÿþòñÿ ïðè ïî-
âîðîòå ñèñòåìû êîîðäèíàò.
Òàêàÿ æå ñèòóàöèÿ è â 4-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè. Ëþáîé 4-âåêòîð

ÿâëÿåòñÿ ôèçè÷åñêèì îáúåêòîì. Íàïðèìåð, �x� � ýòî îäíî è òî æå ñî-
áûòèå, íàáëþäàåìîå èç ëþáîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà. Ýòîò 4-
âåêòîð ìîæíî ðàñêëàäûâàòü ïî ðàçëè÷íûì áàçèñàì. Áàçèñû ìîãóò ñîîò-
âåòñòâîâàòü ðàçëè÷íûì èíåðöèàëüíûì ñèñòåìàì îòñ÷¼òà. Êîýôôèöèåí-
òû ýòèõ ðàçëîæåíèé áóäóò îáû÷íûìè ÷èñëàìè ñ âåðõíèìè èëè íèæíèìè
èíäåêñàìè, ñî øòðèõàìè èëè áåç.
Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 4-âåêòîðîâ ñ ó÷¼òîì (2.43) ìîæåò áûòü ðàñ-

ïèñàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A · B = (Aαeα) · (Bβeβ) = (eα · eβ)AαBβ = gαβ A
αBβ.

Àíàëîãè÷íî ðàñïèñûâàþòñÿ ïðîèçâåäåíèÿ äðóãèõ ðàçëîæåíèé âåêòîðîâ
ïî áàçèñó, íàïðèìåð:

A · B = (Aαe
α) · (Bβeβ) = (eα · eβ)AαB

β = δαβ AαB
β = AαB

α.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî äëÿ ñóìì ðàçëîæåíèÿ âåêòîðîâ A è B èñïîëüçó-
þòñÿ ðàçëè÷íûå èíäåêñû, òàê êàê ýòî ðàçëè÷íûå ñóììû.
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• Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ 4-âåêòîðîâ. Ïóñòü ÷àñòèöà èìååò
ñêîðîñòü u = dr/dt. Èíòåðâàë ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ïîëîæå-
íèÿìè ÷àñòèöû ÷åðåç áåñêîíå÷íî áëèçêèé ïðîìåæóòîê âðåìåíè dt ðàâåí:

ds2 = dt2 − dr2 = dt2 (1− u2).

Êâàäðàòíûé êîðåíü èç ýòîãî âûðàæåíèÿ íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì âðå-

ìåíåì ÷àñòèöû:
ds = dt

√
1− u2.

Ñîáñòâåííîå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà. Äëÿ
êàæäîãî íàáëþäàòåëÿ ïðîìåæóòîê âðåìåíè dt è ñêîðîñòü ÷àñòèöû u áó-
äóò ðàçíûìè, íî èõ êîìáèíàöèÿ â âèäå ñîáñòâåííîãî âðåìåíè îêàæåòñÿ
îäèíàêîâîé.
Òàê êàê 4-êîîðäèíàòû xα = (t, r) ïðåîáðàçóþòñÿ, êàê 4-âåêòîð, à ñîá-

ñòâåííîå âðåìÿ ds (èíòåðâàë âäîëü òðàåêòîðèè)� èíâàðèàíò, òî ìîæíî
îïðåäåëèòü ñëåäóþùèé 4-âåêòîð ñêîðîñòè:

Uα =
dxα

ds
=

{
1√

1− u2
,

u√
1− u2

}
. (2.44)

Êîìïîíåíòû 4-âåêòîðà ñêîðîñòè ïðåîáðàçóþòñÿ, êàê è êîìïîíåíòû ëþ-
áîãî 4-âåêòîðà (2.38). Òàê, äëÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ êîìïîíåíò èìååì:

u′x√
1− u′2

=
ux − v√

1− v2
√
1− u2

,
u′y√

1− u′2
=

uy√
1− u2

.

è äëÿ u′z àíàëîãè÷íî u
′
y. Ïðåîáðàçîâàíèÿ íóëåâûõ êîìïîíåíò èìåþò âèä:

1√
1− u′2

=
1− vux√

1− v2
√
1− u2

.

Èñêëþ÷àÿ ïðè ïîìîùè ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ
√
1− u′2 â ïðåîáðàçîâàíèÿõ

äëÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ êîìïîíåíò ñêîðîñòè, ìû ïðèõîäèì ê çàêîíó ïðå-
îáðàçîâàíèÿ ñêîðîñòè (1.14), ñòð. 37 îòíîñèòåëüíî äâóõ èíåðöèàëüíûõ
ñèñòåì îòñ÷¼òà:

u′x =
ux − v

1− vux
, u′y =

uy
√
1− v2

1− vux
.

Îòìåòèì, ÷òî êâàäðàò 4-âåêòîðà ñêîðîñòè ðàâåí åäèíèöå:

U2 = UαU
α =

1

1− u2
− u2

1− u2
= 1.

Ýòî òàêæå íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ 4-âåêòîðà ñêîðîñòè
è èíòåðâàëà: U2 = dxαdx

α/ds2 = 1.
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• Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî îïðåäåëèòü 4-âåêòîð óñêîðåíèÿ, êàê
ïðîèçâîäíóþ îò 4-ñêîðîñòè:

Aα =
dUα

ds
=

1√
1− u2

d

dt

{ 1√
1− u2

,
u√

1− u2

}
.

Ââîäÿ îáû÷íîå 3-ìåðíîå óñêîðåíèå a = du/dt è áåðÿ ïîêîìïîíåíòíî
ïðîèçâîäíóþ, ïîëó÷àåì:

Aα =
dUα

ds
=

{
ua

(1− u2)2
,
a+ [u× [u× a]]

(1− u2)2

}
, (2.45)

Ïðè ïîìîùè (2.39) ìîæíî çàïèñàòü çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ óñêîðåíèÿ, õî-
òÿ ýòî ïðîùå ñäåëàòü ïðÿìûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì âåêòîðíîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ äëÿ ñêîðîñòè. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
4-ñêîðîñòè è 4-óñêîðåíèÿ ðàâíî íóëþ: u · a = 0. Ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæíî
òàêæå ïîëó÷èòü äèôôåðåíöèðîâàíèåì u2 = 1 ïî s:

d(UαUα)

ds
=

dUα

ds
Uα + Uα dUα

ds
= AαUα + UαAα = 2AαUα = 0,

ãäå âçÿòà ïðîèçâîäíàÿ ïðîèçâåäåíèÿ è ó÷òåíî (2.40), ÷òî AαUα = AαU
α.

• Ïðè ïîìîùè êîâàðèàíòíûõ îáîçíà÷åíèé ìîæíî åäèíûì îáðàçîì çà-
ïèñàòü ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ýôôåêòîâ Äîïëåðà è àáåððàöèè. Äëÿ ýòîãî îïðå-
äåëèì âîëíîâîé 4-âåêòîð:

kα = (ω,k) = (ω, ω n),

ãäå ω = 2πν � êðóãîâàÿ ÷àñòîòà (ν � îáû÷íàÿ ÷àñòîòà), k � âîëíîâîé
âåêòîð â íàïðàâëåíèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû è ðàâíûé |k| = 2π/λ, ãäå
λ � äëèíà âîëíû. Òàê êàê νλ = c = 1, âî âòîðîì ðàâåíñòâå ââåäåí
åäèíè÷íûé âåêòîð n2 = 1 è λ âûðàæåíà ÷åðåç ν. Çàìåòèì, ÷òî:

k2 = kαk
α = ω2(1− n2) = 0.

Ïðåîáðàçîâàíèå (2.39) äëÿ íóëåâûõ êîìïîíåíò äà¼ò ýôôåêò Äîïïëåðà:

ω

ω′ =

√
1− v2

1− vn
.

Ýòî âûðàæåíèå îòëè÷àåòñÿ îò (2.6), ñòð. 92, çíàêîì ìèíóñ â çíàìåíàòåëå.
Ñâÿçàíî ýòî ñ ðàçëè÷íûì ñìûñëîì åäèíè÷íîãî âåêòîðà n. Â (2.6) ýòî áû-
ëî íàïðàâëåíèå íà èñòî÷íèê (îò íàáëþäàòåëÿ), òîãäà êàê â çàïèñàííîì
âûøå ïðåîáðàçîâàíèè n � ýòî íàïðàâëåíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâåòîâîãî
ñèãíàëà ê íàáëþäàòåëþ. Îòñþäà è ïðîòèâîïîëîæíûå çíàêè. Ïðåîáðàçî-
âàíèÿ äëÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ êîìïîíåíò kα ïðèâîäÿò ê ýôôåêòó àáåððà-
öèè (2.16), ñòð.108.
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2.12 Ìàòðè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ∗∗

• Ðàññìîòðèì òðè èíåðöèàëüíûå ñèñòåìû îòñ÷¼òà S, S ′ è S ′′, íàáëþ-
äàòåëè â êîòîðûõ èçìåðÿþò êîîðäèíàòû è âðåìÿ íåêîòîðîãî ñîáûòèÿ
(t, x, y), (t′, x′, y′) è (t′′, x′′, y′′) ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü, êàê îáû÷íî, S ′ äâè-
æåòñÿ îòíîñèòåëüíî S ñî ñêîðîñòüþ v âïðàâî âäîëü îñè x è êîîðäèíàòíûå
îñè ýòèõ äâóõ ñèñòåì ïàðàëëåëüíû. À âîò ñèñòåìà S ′′ ïóñòü äâèæåòñÿ îò-
íîñèòåëüíî S ′ ñî ñêîðîñòüþ v′ ââåðõ âäîëü îñè y′. Ìåæäó ïàðàìè ñèñòåì
îòñ÷¼òà ìîæíî çàïèñàòü ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà:

t′ = γ t− vγ x
x′ = γ x− vγ t

y′ = y,


t′′ = γ′ t′ − v′γ′ y′

x′′ = x′

y′′ = γ′ y′ − v′γ′ t′.

Ïîäñòàâëÿÿ ïåðâîå ïðåîáðàçîâàíèå âî âòîðîå, ìîæíî íàéòè ñâÿçü êîîð-
äèíàò è âðåìåíè äëÿ íàáëþäàòåëåé â S è S ′′. Òàêóþ ïîäñòàíîâêó ìîæíî
âûïîëíèòü â ìàòðè÷íîì âèäå, çàïèñàâ ïðåîáðàçîâàíèÿ òàêèì îáðàçîì:t′

x′

y′

 =

 γ −vγ 0
−vγ γ 0
0 0 1

·

t

x
y

 ,

t′′

x′′

y′′

 =

 γ′ 0 −v′γ′

0 1 0
−v′γ 0 γ′

·

t′

x′

y′

 .

Íàïîìíèì, ÷òî ïðè ïåðåìíîæåíèè ìàòðèöû íà ìàòðèöó èëè ìàòðèöû íà
ñòîëáèê (êàê âûøå) äåéñòâóåò ïðàâèëî �ëîìà� (èëè ñòðîêà íà ñòîëáåö).
Òàê, ÷òîáû ïîëó÷èòü âåðõíèé ýëåìåíò t′ ñòîëáèêà â ëåâîé ÷àñòè ðàâåí-
ñòâà, íåîáõîäèìî âçÿòü ïåðâóþ ñòðîêó ìàòðèöû (γ − vγ 0), ïåðåìíî-
æèòü å¼ ýëåìåíòû ñ ýëåìåíòàìè ñòîëáèêà, ñòîÿùåãî ñïðàâà îò ìàòðèöû,
è âñå òàêèå ïðîèçâåäåíèÿ ñëîæèòü. Ïîäñòàíîâêà îäíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
âî âòîðîå â ìàòðè÷íîì âèäå ñâîäèòñÿ ê ïåðåìíîæåíèþ ìàòðèö:t′′

x′′

y′′

 =

 γ′ 0 −v′γ′

0 1 0
−v′γ′ 0 γ′

 ·

 γ −vγ 0
−vγ γ 0
0 0 1

 ·

t

x
y

 .

Óìíîæåíèå ìàòðèö àññîöèàòèâíî, ïîýòîìó ìîæíî ñíà÷àëà ïåðåìíîæèòü
êâàäðàòíûå ìàòðèöû êàæäîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, à çàòåì ðåçóëüòèðóþùóþ
ìàòðèöó: t′′

x′′

y′′

 =

 γγ′ −vγγ′ −v′γ′

−vγ γ 0
−v′γ′γ vv′γγ′ γ′

 ·

t
x
y


óìíîæèòü íà ñòîëáèê êîîðäèíàò è âðåìåíè. Ðåçóëüòèðóþùàÿ ìàòðèöà,
ïðèâåäåííàÿ âûøå, ïîëó÷àåòñÿ ïî ïðàâèëó �ëîìà�, ãäå ñóììà ïðîèçâåäå-
íèé ýëåìåíòîâ ñòðî÷êè (ëîì) ïåðâîé ìàòðèöû íà ýëåìåíòû ñòîëáèêà âòî-
ðîé çàïèñûâàåòñÿ íà ìåñòå �ïðîáèòîé� ëîìîì äûðêè (ñì. òàêæå ñòð.101).
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Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî õîòÿ îáå èñõîäíûå ìàòðèöû áûëè ñèììåòðè÷-
íûìè (îòíîñèòåëüíî äèàãîíàëè), ìàòðèöà ðåçóëüòèðóþùåãî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ îêàçûâàåòñÿ íåñèììåòðè÷íîé.
Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ìû îïðåäåëèëè âåêòîð â 4-ìåðíîì ïðîñòðàí-

ñòâå, êàê ÷åòâ¼ðêó âåëè÷èí Aα = (A0, A1, A2, A3), èçìåíÿþùèõñÿ ïðè
ñìåíå ñèñòåìû îòñ÷¼òà â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ëîðåíöà. Â
îáùåì ñëó÷àå ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A′α = Λα
β A

β = Λα
0A

0 + Λα
1A

1 + Λα
2A

2 + Λα
3A

3.

Åñëè îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü ñèñòåì îòñ÷¼òà èìååò ïðîèçâîëüíîå íàïðàâ-
ëåíèå, òî èç âåêòîðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (2.39), ñòð. 130, ñëåäóåò òàêàÿ
ìàòðèöà:

Λα
β =


γ −vxγ −vyγ −vzγ

−vxγ 1 + Γv2x Γvxvy Γvxvz
−vyγ Γvyvx 1 + Γv2y Γvyvz
−vzγ Γvzvx Γvzvy 1 + Γv2z

 ,

ãäå Γ = (γ−1)/v2. Åñëè êîîðäèíàòíûå îñè ñèñòåì îòñ÷¼òà äîïîëíèòåëüíî
ïîâ¼ðíóòû äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà, ìàòðèöà áóäåò âûãëÿäåòü åù¼ ñëîæ-
íåå. Çàìåòèì, ÷òî èíäåêñû α è β â ìàòðèöå Λα

β íàõîäÿòñÿ íå òîëüêî íà
ðàçíîé âûñîòå, íî è ñäâèíóòû äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà ïî ãîðèçîíòà-
ëè. Ïåðâûé èíäåêñ α íóìåðóåò ñòðî÷êè ìàòðèöû, à âòîðîé β � ñòîëáöû.
Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ ñ èíäåêñàìè è äëÿ îáû÷íûõ ìàòðèö, îäíàêî òàì
îíè íàõîäÿòñÿ íà îäíîì óðîâíå (îáû÷íî îáà âíèçó). Äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðî-
èçâåäåíèÿ âåêòîðîâ AαBα ìû èñïîëüçóåì êîâàðèàíòíîå ïðàâèëî ñóììè-
ðîâàíèÿ ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ íà ðàçëè÷íîì
óðîâíå. Ýòî æå ïðàâèëî áóäåì èñïîëüçîâàòü è äëÿ ìàòðèö. Ïîýòîìó â
Λα

β ïîðÿäîê ðàñïîëîæåíèÿ èíäåêñîâ âàæåí â îáîèõ íàïðàâëåíèÿõ.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äâóõ ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà ñ ðàçëè÷íûìè ìàò-

ðèöàìè:

A′′α = Λ′α
µA

′µ, A′µ = Λµ
βA

β, A′′α = Λ′′α
β A

β

ìîæíî ïîäñòàâèòü äðóã â äðóãà òàê, ÷òî:

Λ′′α
β = Λ′α

µΛ
µ
β, Λ′′ = Λ′Λ.

Ñëåâà ïåðåìíîæåíèå ìàòðèö çàïèñàíî â ÿâíîì èíäåêñíîì âèäå. Ñóì-
ìèðîâàíèå ïî µ ðåàëèçóåò ïðàâèëî �ëîìà�, òàê êàê ó ïåðâîé ìàòðèöû
íèæíèé ïðàâûé èíäåêñ µ ïðîáåãàåò ýëåìåíòû ñòðîêè ïîä íîìåðîì α, à ó
âòîðîé ìàòðèöû âåðõíèé ëåâûé èíäåêñ µ ïðîáåãàåò âñå ýëåìåíòû ñòîëá-
öà ïîä íîìåðîì β. Ñïðàâà ýòî æå âûðàæåíèå çàïèñàíî â áåçûíäåêñíîì
(�ìàòðè÷íîì�) âèäå.
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• Îïðåäåëèì åù¼ îäíó ìàòðèöó ëîðåíöåâñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, èçìå-
íèâ �âûñîòó èíäåêñîâ� ïðè ïîìîùè ñâ¼ðòêè ñ ìåòðè÷åñêèìè òåíçîðàìè:

Λ̃ β
α = gαµΛ

µ
ν g

νβ. (2.46)

Òàê êàê â ìàòðèöå Λ̃ β
α íèæíèé èíäåêñ α ñòîèò ëåâåå, òî îí íóìåðóåò

ñòðîêè ìàòðèöû, à èíäåêñ β, ñîîòâåòñòâåííî, ñòîëáöû. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ
ÿâíîãî âèäà ìàòðèöû Λ̃ íåîáõîäèìî Λ ñëåâà è ñïðàâà óìíîæèòü íà ìàò-
ðèöû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà g, ò.å. Λ̃ = gΛg. Òàê, äëÿ äâèæåíèÿ âäîëü
îñè x â äâóõ èçìåðåíèÿõ èìååì:

Λ̃ =

1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 γ −vγ 0
−vγ γ 0
0 0 1

1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 =

 γ vγ 0
vγ γ 0
0 0 1

 .

Â èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà ñ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè ìåòðè-
÷åñêèå òåíçîðû ñ íèæíèìè è âåðõíèìè èíäåêñàì äèàãîíàëüíû è îäèíà-
êîâû. Êàê è äëÿ ëþáûõ ìàòðèö, èõ ïåðâûé èíäåêñ íóìåðóåò ñòðîêè, à
âòîðîé � ñòîëáöû. Â îòëè÷èå îò ìàòðèö Λ̃ è Λ ó ìàòðèöû ìåòðè÷åñêîãî
òåíçîðà g îáà èíäåêñà íàõîäÿòñÿ íà îäíîé âûñîòå (ââåðõó èëè âíèçó).
Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð âî âñåõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îäèíàêîâ. Ïîýòî-

ìó ïðè ïîìîùè ìàòðèöû Λ̃ ìîæíî çàïèñàòü ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà äëÿ
êîâåêòîðà:

A′
α = gαµA

′µ = gαµΛ
µ
ν A

ν = gαµΛ
µ
ν g

νβ Aβ = Λ̃ β
α Aβ.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ñóììàöèîííûé èíäåêñ β �ïðèæèìàåòñÿ� ê 4-
âåêòîðó Aβ, ÿâëÿÿñü íîìåðîì êîëîíêè ìàòðèöû Λ̃.
Ïðè âðàùåíèè 3-ìåðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ïîâîðà÷èâàþòñÿ (èçìåíÿ-

þòñÿ) è áàçèñíûå âåêòîðû, íàïðàâëåííûå âäîëü îñåé. Òî÷íî òàê æå èç-
ìåíÿþòñÿ áàçèñíûå âåêòîðû 4-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ïðè ñìåíå ñèñòåìû
îòñ÷¼òà (ïîâîðîòå â 4-ïðîñòðàíñòâå). Äëÿ òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñïðà-
âåäëèâî �îáðàòíîå� ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå (ñòðîêà íà ìàòðèöó):

eα = e′β Λ
β
α, eα = e′β Λ̃ α

β . (2.47)

Íàïîìíèì, ÷òî èíäåêñ ó áàçèñíîãî âåêòîðà � ýòî åãî íîìåð, à íå êîìïî-
íåíòà, ïîýòîìó â ëåâîé ÷àñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ è â ïðàâîé (ñëåâà îò ìàò-
ðèöû) ñòîÿò ñòðîêè 4-âåêòîðîâ òèïà (e0 e1 e2 e3). ×òîáû ïîëó÷èòü ïðå-
îáðàçîâàíèÿ (2.47), íåîáõîäèìî ðàçëîæèòü âåêòîð ïî äâóì áàçèñàì, ñîîò-
âåòñòâóþùèì äâóì èíåðöèàëüíûì ñèñòåìàì îòñ÷¼òà A = Aαeα = A′αe′α,
è âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðà A′α = Λα

βA
α.

Ïðîäåëàòü ýòî ïðåäëàãàåòñÿ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî 4-
âåêòîð � ýòî ôèçè÷åñêèé îáúåêò, èìåþùèé ðàçëè÷íûå ïðîåêöèè íà ðàç-
ëè÷íûå áàçèñû. Îòìåòèì òàêæå ñîîòíîøåíèÿ e′β ·eα = Λβ

α è e′β ·eα = Λ̃ α
β .
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• Óñòàíîâèì îäíî âàæíîå ñâîéñòâî ìàòðèö ëîðåíöåâñêîãî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ. Ïî îïðåäåëåíèþ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ 4-âåêòîðîâ íå ìå-
íÿåòñÿ ïðè òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ:

A′ · B′ = gαβ A
′αB′β = gαβ Λ

α
µΛ

β
ν A

µBν = A · B = gµν A
µBν = inv.

Çàïèñàííûå ñîîòíîøåíèÿ áóäóò âûïîëíÿòüñÿ, åñëè ëîðåíöåâñêàÿ ìàòðè-
öà óäîâëåòâîðÿåò (â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âåêòîðîâ) ñëåäóþùåìó óðàâ-
íåíèþ:

gαβ Λ
α
µΛ

β
ν = gµν,

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ óñëîâèåì îðòîãîíàëüíîñòè. Ñâåðíóâ ïî èíäåêñó µ
ýòî ñîîòíîøåíèå ñ òåíçîðîì gγµ, c ó÷¼òîì (2.42) èìååì:

gαβg
γµΛα

µΛ
β
ν = Λ̃ γ

β Λβ
ν = (Λ̃T )γβΛ

β
ν = δγν . (2.48)

Ñëîâî �ñâ¼ðòêà� îçíà÷àåò óìíîæåíèå îäíîãî èíäåêñíîãî âûðàæåíèÿ
íà âòîðîå è ñóììèðîâàíèå ýòîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïî íåêîòîðûì èíäåêñàì. Â
ïåðâîì ðàâåíñòâå (2.48) ñâ¼ðòêà ñ ìåòðè÷åñêèìè òåíçîðàìè äà¼ò ìàòðèöó
Λ̃, à âî âòîðîì ðàâåíñòâå ââåäåíà òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà, ïîìå÷åí-
íàÿ áóêâîé T : (Λ̃T )γβ = Λ̃ γ

β . Îíà ïîëó÷àåòñÿ èç èñõîäíîé ìàòðèöû Λ̃ γ
β

ïåðåñòàíîâêîé ñòðîê è ñòîëáöîâ. Ñäåëàíî ýòî, ÷òîáû ïîëó÷èëîñü ìàòðè÷-
íîå ïðîèçâåäåíèå, ðåàëèçóåìîå ñóììîé ïî èíäåêñó β. Îáîçíà÷èì ñèìâîë
Êðîíåêåðà δγν ïðè ïîìîùè åäèíè÷íîé ìàòðèöû 1. Òîãäà óñëîâèå îðòîãî-
íàëüíîñòè (2.48) ìîæíî çàïèñàòü áåç èíäåêñîâ:

Λ̃TΛ = 1.

Îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ îïðåäåëèòåëåé.
Êðîìå ýòîãî, òðàíñïîíèðîâàíèå îïðåäåëèòåëÿ íå ìåíÿåò. Ïîýòîìó:

det(Λ̃TΛ) = det(gTΛTgTΛ) = (detg)2 (detΛ)2 = 1

Èç (2.41) ñëåäóåò, ÷òî detg = −1, ïîýòîìó (detΛ)2 = 1. Ïðÿìûì âû-
÷èñëåíèåì îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèö Λ èç íà÷àëà ðàçäåëà ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè
èçâëå÷åíèè êîðíÿ íàäî âûáðàòü çíàê ïëþñ:

detΛ = det Λ̃ = 1.

Îïðåäåëèòåëü äëÿ Λ̃ ïîëó÷àåòñÿ èç îïðåäåëåíèÿ Λ̃ = gΛg. Òàêèì îá-
ðàçîì, ëîðåíöåâñêèå ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèÿ êàê âåêòîðîâ (Λ), òàê è
êîâåêòîðîâ (Λ̃) èìåþò åäèíè÷íûå îïðåäåëèòåëè è îðòîãîíàëüíû.
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• Ïóñòü åñòü äâà 4-âåêòîðà A è B. Èç èõ êîìïîíåíò ìîæíî ñîñòàâèòü 4
ðàçëè÷íûõ ïðîèçâåäåíèÿ ñ äâóìÿ èíäåêñàìè: AαBβ, AαBβ, A

αBβ, AαB
β.

Ýòè ïðîèçâåäåíèÿ áóäóò ïðåîáðàçîâûâàòüñÿ ïðè ïîìîùè äâóõ ëîðåíöåâ-
ñêèõ ìàòðèö:

A′αB′β = Λα
µΛ

β
ν A

µBν, A′
αB

′
β = Λ̃ µ

α Λ̃ ν
β AµBν,

è ò.ä. Íàçîâ¼ìòåíçîðîì òèïà (n,m) âåëè÷èíó, èìåþùóþ n+m èíäåêñîâ,
n èç êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ ââåðõó, à m � âíèçó, åñëè îíà ïðåîáðàçóåòñÿ, êàê
ïðîèçâåäåíèå n âåêòîðîâ èm êîâåêòîðîâ. ×èñëî n+m íàçûâàåòñÿ ðàíãîì
òåíçîðà. Íàïðèìåð, äëÿ òåíçîðà T γ

αβ òèïà (1, 2) ïî îïðåäåëåíèþ èìååì:

T ′γ
αβ = Λγ

σ Λ̃
µ

α Λ̃ ν
β T σ

µν.

Òàê êàê äëÿ ëîðåíöåâñêèõ ìàòðèö âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå îðòîãîíàëüíî-
ñòè, òî ìåòðè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû gαβ, g

αβ ÿâëÿþòñÿ òåíçîðàìè:

g′αβ = Λα
µΛ

β
ν g

µν = gαβ.

Çàìåòèì, ÷òî êîìïîíåíòû gαβ èëè gαβ íå èçìåíÿþòñÿ òîëüêî â äåêàðòî-
âûõ êîîðäèíàòàõ ïëîñêîãî ïðîñòðàíñòâà (ñì. ãëàâó 10). Àíàëîãè÷íî, â
ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè, òåíçîðîì ÿâëÿåòñÿ ñèìâîë Êðîíåêåðà δαβ :

δ′αβ = Λα
µΛ̃

ν
β δµν = Λα

µΛ̃
µ

β = δαβ .

Äëÿ ëþáîãî òåíçîðà ïðè ïîìîùè gαβ èëè gαβ ìîæíî îïðåäåëèòü íîâûé
òåíçîð, ïîäíèìàÿ èëè îïóñêàÿ èíäåêñû. Õîòÿ ïîëó÷èâøèéñÿ ïðè ýòîì
òåíçîð áóäåò äðóãèì, åãî ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü òîé æå áóêâîé. Â ýòîì
ñëó÷àå íåîáõîäèìî ñëåäèòü çà ïîðÿäêîì èíäåêñîâ ïî ãîðèçîíòàëè:

Tαβγ = gγµT
µ

αβ , T β
α γ = gβµ Tαµγ.

Âñå èíåðöèàëüíûå ñèñòåìû ðàâíîïðàâíû. Ïîýòîìó óðàâíåíèÿ, îïèñû-
âàþùèå òîò èëè èíîé ôèçè÷åñêèé çàêîí, äîëæíû èìåòü îäèíàêîâóþ ôîð-
ìó âî âñåõ ñèñòåìàõ. Ýòî áóäåò ïðîèñõîäèòü, åñëè ýòè óðàâíåíèÿ çàïèñû-
âàþòñÿ â òåíçîðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ. Íàïðèìåð, êàê ìû óâèäèì â 6-é ãëàâå,
äâèæåíèå ÷àñòèöû â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì:

m
dUα

ds
= q F αβ Uβ,

ãäå m, q � èíâàðèàíòíûå ìàññà è çàðÿä ÷àñòèöû, ds � òàêæå èíâàðèàíò-
íûé èíòåðâàë. Êðîìå ýòèõ èíâàðèàíòîâ, â óðàâíåíèå âõîäÿò òåíçîðíûå
âåëè÷èíû � 4-âåêòîð ñêîðîñòè ÷àñòèöû Uα è òåíçîð ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîëÿ F αβ. Òàê êàê è âåêòîð, è òåíçîð ïðåîáðàçóþòñÿ ïðè ïîìîùè îäíèõ
è òåõ æå ìàòðèö, ýòî óðàâíåíèå áóäåò âûãëÿäåòü òî÷íî òàê æå â ëþáîé
äðóãîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà.
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Ó âåêòîðà 4 êîìïîíåíòû, ó òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà (ñ äâóìÿ èíäåê-
ñàìè) èõ 16. Ñ ðîñòîì ÷èñëà èíäåêñîâ ó òåíçîðà ÷èñëî åãî êîìïîíåíò
ñòðåìèòåëüíî ðàñò¼ò. Åñëè èíäåêñîâ ó òåíçîðà n, òî îí èìååò 4n êîìïî-
íåíò. Ïîýòîìó îñîáóþ ðîëü èãðàþò òåíçîðû, îáëàäàþùèå òåì èëè èíûì
ñâîéñòâîì ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè èíäåêñîâ. Òàê, òåíçîðû
òèïà (0, 2) ìîãóò áûòü ñèììåòðè÷íûìè èëè àíòèñèììåòðè÷íûìè:

Sαβ = Sβα, Aαβ = −Aβα.

Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð gαβ ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì. Â êà÷åñòâå óïðàæíå-
íèÿ (l H21) ïðåäëàãàåòñÿ íàéòè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà äëÿ ïðîèçâîëü-
íîãî òåíçîðà T αβ è â òîì ñëó÷àå, êîãäà îí îáëàäàåò àíòèñèììåòðèåé.
Ñâ¼ðòêà ñèììåòðè÷íîãî è àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà ðàâíà íóëþ:

SαβA
αβ = −SβαA

βα = −SαβA
αβ = 0.

Â ïåðâîì ðàâåíñòâå èíäåêñû ïåðåñòàâëåíû ñ ó÷¼òîì ñâîéñòâ ñèììåòðèè,
à âî âòîðîì ïåðåèìåíîâàíû (α 7→ β, β 7→ α), òàê êàê îíè ñóììàöèîííûå.
Âûðàæåíèå, ðàâíîå ñåáå ñ îáðàòíûì çíàêîì, ìîæåò áûòü òîëüêî íóë¼ì.
Âàæíóþ ðîëü â ðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè èãðàþò àáñîëþòíî àíòèñèì-

ìåòðè÷íûå òåíçîðû. Ñëîâî �àáñîëþòíûå� îçíà÷àåò, ÷òî îíè èçìåíÿþò
ñâîé çíàê ïðè ïåðåñòàíîâêå ëþáûõ äâóõ èíäåêñîâ. Ïîäðîáíåå èõ ñâîé-
ñòâà ìû ðàññìîòðèì â ñëåäóþùåé ãëàâå.
Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ òåíçîðà êîìïîíåíòû 4-âåêòîðà ñ âåðõíèìè èíäåê-

ñàìè Aα ÿâëÿþòñÿ òåíçîðîì òèïà (1,0), à êîâåêòîð (êîìïîíåíòû âåêòîðà
ñ íèæíèìè èíäåêñàìè Aα) � òåíçîðîì òèïà (0, 1).
Âåëè÷èíà, èìåþùàÿ îäèíàêîâîå çíà÷åíèå âî âñåõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà,

íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðîì è ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì íóëåâîãî ðàíãà. Çàìåòèì, ÷òî
îäèíàêîâîñòü çíà÷åíèÿ íå îçíà÷àåò îäèíàêîâîñòè ôóíêöèîíàëüíîé ôîð-
ìû. Òàê, ïóñòü îïðåäåëåíà ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ φ(t, r). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè ïðèñâîåíî íåêîòîðîå ÷èñëî ϕ. Ýòî
÷èñëî �ïðèâÿçàíî� ê òî÷êå è ïî îïðåäåëåíèþ íå çàâèñèò îò âûáîðà ñèñòå-
ìû îòñ÷¼òà, ò.å. ÿâëÿåòñÿ îäèíàêîâûì äëÿ âñåõ íàáëþäàòåëåé. Òåì íå
ìåíåå, âèä ôóíêöèè äëÿ íèõ ðàçëè÷íûé. Íàïðèìåð, åñëè φ = t + x â
îäíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà, òî â äðóãîé å¼ âèä φ′ = γ(1+v)(t′+x′). Íî çíà÷å-
íèÿ ôóíêöèé äëÿ äàííîãî ñîáûòèÿ (òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè) áóäóò
îäèíàêîâûìè φ′ = φ. Ïîýòîìó øòðèõ ó ñêàëÿðíîé ôóíêöèè îáû÷íî íå
ñòàâèòñÿ. Âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ Aα(t, r) èëè òåíçîðíàÿ ôóíêöèÿ T αβ(t, r)
òàêæå �ïðèâÿçûâàþòñÿ� ê êîíêðåòíîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Îä-
íàêî ïðè ïåðåõîäå ê äðóãîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà èõ çíà÷åíèÿ èçìåíÿþòñÿ,
òàê êàê îíè óìíîæàþòñÿ íà ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòðèöû Λ.
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II Êèíåìàòèêà

• H9 Äâèæåíèå êóáà èç äâóõ ñèñòåì îòñ÷¼òà (ñòð.100)

Ïóñòü íåêîòîðàÿ ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà â ñèñòåìå S ′ äâèæåòñÿ ïî òðà-
åêòîðèè x′ = x′0, y

′ = y′0 + u′t′, ãäå x′0, y
′
0 è u′ ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè.

Ïîäñòàâèì ýòó òðàåêòîðèþ â îáðàòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà:

t = γ(t′ + vx′0), x = γ(x′0 + vt′), y = y′0 + u′t′.

Èñêëþ÷àÿ âðåìÿ t′, ïîëó÷àåì òðàåêòîðèþ òî÷êè â ñèñòåìå S:

x =
x′0
γ

+ vt, y = (y′0 − u′v x′0) + u t,

ãäå u = u′/γ � ñêîðîñòü òî÷êè âäîëü îñè y â ñèñòåìå S è γ = 1/
√
1− v2.

Ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè t = t′ = 0 ëåâûé íèæíèé óãîë êâàäðàòà (òî÷êà
D, ðèñóíîê íà ñòð. 100) íàõîäèëñÿ â íà÷àëå ñèñòåì îòñ÷¼òà x′0 = y′0 = 0,
òîãäà ïðàâûé íèæíèé óãîë (òî÷êà C) èìåë êîîðäèíàòû y′0 = 0, x′0 = L0.
Åñëè â ñîáñòâåííîé ñèñòåìå êâàäðàò èìååò äëèíó ðåáðà L0, òî â ñèñòåìå
S ′ ïðè äâèæåíèè âäîëü îñè y′ îí âûãëÿäèò ñæàòûì è êîîðäèíàòû òî÷åê A
è B ðàâíû {0, L0/γ

′ } è {L0, L0/γ
′} ñîîòâåòñòâåííî, ãäå γ′ = 1/

√
1− u′2.

Â ðåçóëüòàòå êîîðäèíàòû {x, y} óãëîâ â ñèñòåìå S ðàâíû (t = 0):{
0, 0

}
D

{L0

γ
, −u′vL0

}
C

{
0,

L0

γ′

}
A

{L0

γ
,

L0

γ′ − u′v L0

}
B
.

Ïðîïîðöèè íà ðèñóíêàõ ñòð.100 ñîîòâåòñòâóþò ñêîðîñòÿì v = 4/5 = 0.8
(γ = 5/3) è u′ = 3/5 = 0.6 (γ′ = 5/4).

• H10 Âîññòàíîâëåíèå �c� â ôîðìóëàõ ýôôåêòà Äîïëåðà (ñòð. 91)

ν = ν0 ·
√

c− v

c+ v
, ν = ν0 ·

√
c+ v

c− v
, ν = ν0 ·

√
1− v2/c2.

• H11 Âîññòàíîâëåíèå �c� â ôîðìóëàõ àáåðàöèè (ñòð. 106)

cos θ =
cos θ′ − v/c

1− (v/c) cos θ′
, sin θ =

√
1− v2/c2 · sin θ′

1− (v/c) cos θ′
.
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• H12 Îáùåå ÷èñëî çâ¼çä íà íåáå (ñòð. 113)
Ïðîèíòåãðèðóåì ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ çâ¼çä ïî òåëåñíîìó óãëó:

N

4π

∫
1− v2

(1− v cos θ′)2
sin θ′dθ′dϕ′ =

N

2

1∫
−1

1− v2

(1− vz)2
dz,

ãäå èíòåãðàë ïî dϕ′ äàë 2π, è ñäåëàíà çàìåíà z = cos θ′. Òàê êàê θ′ =
[0...π], òî z = [1...−1]. Ïåðåñòàíîâêà ïðåäåëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ óñòðàíÿåò
ìèíóñ sin θ′ dθ′ = −d(cos θ′), è óïîðÿäî÷èâàåò èíòåãðèðîâàíèå ïî z.

N

2

1∫
−1

1− v2

(1− vz)2
dz =

N

2

1

v

1− v2

1− vz

∣∣∣+1

−1
=

N

2v

[
(1 + v)− (1− v)

]
= N.

Òàêèì îáðàçîì, â îáîèõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà ïîëíîå ÷èñëî çâ¼çä íà íåáå,
êàê è äîëæíî áûòü, ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì, è ðàâíî N

• H13 Âîññòàíîâëåíèå �c� â ôîðìóëå ñâåòîâîãî ïîòîêà (ñòð. 115)

I = I0
(1− v2/c2)2

(1− (v/c) cos θ)4
.

• H14 Òðàåêòîðèÿ óñêîðåííîãî äâèæåíèÿ (ñòð. 117)

x(t) = x(0) +

t∫
0

u(t) dt = x0 +

t∫
0

π0 + at√
1 + (π0 + at)2

dt.

Äåëàÿ çàìåíó τ = π0 + at, dτ = a dt, ïîëó÷àåì:

x(t)− x0 =
1

a

π0+at∫
π0

τ√
1 + τ 2

dτ =
1

2a

π0+at∫
π0

d(τ 2)√
1 + τ 2

=
1

a

√
1 + τ 2

∣∣∣π0+at

π0

.

• H15 Âîññòàíîâëåíèå �c� â ðàâíîóñêîðåííîì äâèæåíèè (ñòð. 117)

x(t) = x0 +
c2

a

(√
1 + (π0 + a t)2/c2 −

√
1 + π2

0/c
2

)
.



688

• H16 Ðàçëîæåíèå â ðÿä âðåìåíè ïóòåøåñòâèÿ (ñòð. 119)

Äëÿ ðàçëîæåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî àðêñèíóñà èñïîëüçóåì ôîðìóëó:

ash y ≈ y − y3

6
+ ...

Îíà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ïðè ïîìîùè îáùåé ôîðìóëû Òåéëîðà èëè èç
ðàçëîæåíèÿ ýêñïîíåíòû:

ex ≈ 1 + x+
x2

2
+

x3

6
+ ... => sh x =

ex − e−x

2
≈ x+

x3

6
+ ...

Òàê êàê y = sh x, òî y3 = sh3 x ≈ x3 (óäåðæèâàåì ïîðÿäîê ìàëîñòè íå
áîëåå x3). Ïîýòîìó ash y = x = shx− x3/6 = y − y3/6.

Äëÿ ðàçëîæåíèÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî èñïîëüçóåì ðàçëîæåíèÿ (l C5):

√
1 + x ≈ 1 +

x

2
,

1

1 + x
≈ 1− x.

• H17 Âîññòàíîâëåíèå �c� â óðàâíåíèè äëÿ ñòåðæíÿ (ñòð. 122)

ds

dt
= −γ2

c2
(vs) a.

• H18 Äëèíà âðàùàþùåãîñÿ ïî îêðóæíîñòè ñòåðæíÿ (ñòð. 691)

Ñóììà êâàäðàòîâ óðàâíåíèé äà¼ò êâàäðàò äëèíû ñòåðæíÿ L2 = x2+y2.
Åñëè óãîë ñ îñüþ x ïðè t = 0 ðàâåí ϕ0 è x0 = L̄0c0, y0 = L̄0s0, ãäå
s0 = sinϕ0, c0 = cosϕ0, òî:

L2

L̄2
0

= 1 + γv2 s0c0 sin(2ωγt) +
v2

2
(γ2s20 − c20)(1− cos(2ωγt)). (29)

Ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèÿ (2.8), 99 ìîæíî íàéòè ñâÿçü íà÷àëüíîé äëèíû
ñòåðæíÿ L̄0 â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå ñ ñîáñòâåííîé äëèííîé ñòåðæíÿ L0:

L̄0 = L0/
√
1 + (γ2 − 1) sin2 ϕ0.

Äëèíà âîññòàíàâëèâàåòñÿ (L = L̄0) â ìîìåíòû âðåìåíè ωt = πk/γ, ãäå
k = 1, 2, .... Åñëè tg ϕ0 = y0/x0 � íà÷àëüíàÿ îðèåíòàöèÿ ñòåðæíÿ, òî
÷åðåç âðåìÿ ωt = π/γ åãî óãîë ϕ áóäåò òàêèì, ÷òî tg(ϕ − π/γ) = tg ϕ0,
èëè ϕ−ϕ0 = −πk+π/γ. Òàê êàê ñòåðæåíü âðàùàåòñÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå,
èçìåíåíèå óãëà îòðèöàòåëüíî, è íåîáõîäèìî âûáðàòü k = 1.
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• H19 Ïîâîðîò è îòíîñèòåëüíîñòü îäíîâðåìåííîñòè (ñòð. 122)
Ïóñòü íàáëþäàòåëè â S ′ íà÷èíàþò ñäâèãàòü ñòåðæåíü ââåðõ ñî ñêîðî-

ñòüþ u′. Òàê êàê u′v = 0, òî, â ñèëó çàêîíà ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé (1.17),
ñòð.38, ýòà ñêîðîñòü â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà S ðàâíà:

u = v + u′/γ.

Îáîçíà÷èì âåðòèêàëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ ñêîðîñòè êàê dv = u′/γ.
Â ñèñòåìå S ′ ëåâûé è ïðàâûé êîíöû ãîðèçîíòàëüíîãî ñòåðæíÿ íà÷è-

íàþò ïîäíèìàòü ââåðõ îäíîâðåìåííî (∆t′ = 0). Â ñèñòåìå S ýòè ñîáûòèÿ
áóäóò íåîäíîâðåìåííûìè. Òàê êàê∆t′ = 0 äëÿ íàáëþäàòåëåé â S ñîáûòèå
íà÷àëà äâèæåíèÿ ïðàâîãî êîíöà ïðîèçîéä¼ò ïîçæå íà âðåìÿ

∆t = v∆x

è ëåâûé êîíåö íà÷í¼ò äâèãàòüñÿ ðàíüøå ïðàâîãî (∆x = x2 − x1 > 0,
ñëåäîâàòåëüíî ∆t = t2 − t1 > 0).

Ïóñòü ëåâûé êîíåö ñòåðæíÿ â ìîìåíò t′ = t = 0 ñîâïàäàåò ñ íà÷àëàìè
ñèñòåì îòñ÷¼òà x = x′ = 0. Â ýòîò æå ìîìåíò âðåìåíè ïî ñèíõðîíè-
çèðîâàííûì ÷àñàì ñèñòåìû S ′ ïðàâûé êîíåö òàêæå íàõîäèòñÿ íà îñè x′

(ñòåðæåíü ãîðèçîíòàëåí). Â ñèëó ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà x = γ (x′+vt′),
äëÿ îäíîâðåìåííûõ â S ′ ñîáûòèé (∆t′ = 0) èìååì ∆x = γ∆x′. Â äàííîì
ñëó÷àå ∆x′ = L0 � ñîáñòâåííàÿ äëèíà ñòåðæíÿ â ñèñòåìå S ′. Ïîýòîìó
êîîðäèíàòà ïðàâîãî ñîáûòèÿ â S ðàâíà γL0. Çà âðåìÿ ∆t = v∆x = vγL0

ëåâûé êîíåö ñòåðæíÿ ñìåñòèòñÿ ââåðõ íà (vγL0)·dv è âïðàâî íà (vγL0)·v.
Ïîýòîìó ïðîåêöèÿ ñòåðæíÿ íà îñü x ðàâíà:

γL0 − v2γL0 = L0/γ.

Òàíãåíñ óãëà ïîâîðîòà ðàâåí îòíîøåíèþ êàòåòîâ è äëÿ ìàëîé ñêîðîñòè
dv ïðèìåðíî ðàâåí óãëó:

tg(dϕ) ≈ dϕ =
vγL0 dv

L0/γ
= γ2vdv.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàáëþäàòåëåé â S îòíîñèòåëüíîñòü îäíîâðåìåííîñòè
ïðèâîäèò ê ïîâîðîòó ñòåðæíÿ íà óãîë γ2vdv. Ê ýòîìó æå ðåçóëüòàòó
ïðèâîäèò è óðàâíåíèå (2.35), ñòð.122.
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• H20 Äâèæåíèå ñòåðæíÿ ïî îêðóæíîñòè (ñòð. 122)
Ðàññìîòðèì äâèæåíèå íà÷àëà ñèñòåìû îòñ÷¼òà S ′ ïî îêðóæíîñòè ðà-

äèóñà R ñ ïîñòîÿííîé ïî ìîäóëþ ñêîðîñòüþ v. Ïðè ïåðèîäå îáðàùåíèÿ
T ñêîðîñòü ðàâíà v = 2πR/T = ωR, ãäå ω � êðóãîâàÿ ÷àñòîòà. Ìîäóëü
óñêîðåíèÿ ðàâåí a = v2/R = ωv.

Âåêòîð óñêîðåíèÿ âñåãäà ïåðïåíäèêóëÿðåí âåêòîðó ñêîðîñòè av = 0. Åñ-
ëè n � ïîñòîÿííûé åäèíè÷íûé âåêòîð, íîðìàëüíûé ê ïëîñêîñòè îðáèòû,
òî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

a = ω [n× v],
da

dt
= ω [n× a] = −ω2 v. (30)

Çàïèøåì óðàâíåíèå (2.35) è óìíîæèì åãî íà v:

ds

dt
= −γ2 (vs) a =>

d(vs)

dt
= as. (31)

Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî óðàâíåíèå ïî âðåìåíè:

d2(vs)

dt2
= a

ds

dt
+ s

da

dt
= −(γ2a2 + ω2) (vs)

è ïîäñòàâëÿÿ a = ωv, ïîëó÷àåì îñöèëëÿòîðíîå óðàâíåíèå:

d2(vs)

dt2
+ ω2γ2 (vs) = 0

ñî ñëåäóþùèì ðåøåíèåì:

vs = (vs)0 cos(ωγt) +
(as)0
ωγ

sin(ωγt), (32)

ãäå íóëåâîé èíäåêñ ïîìå÷àåò íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäå-
íèÿ â ìîìåíò âðåìåíè t = 0, à çíà÷åíèå d(vs)/dt ïðè t = 0 çàïèñàíî ïðè
ïîìîùè óðàâíåíèÿ (31).
Óìíîæàÿ òåïåðü (31) íà óñêîðåíèå a è ó÷èòûâàÿ (30), ïîëó÷àåì:

d(as)

dt
= s

da

dt
− γ2a2 (vs) = −ω2γ2(vs).

Ïðàâàÿ ÷àñòü èçâåñòíà (32), ïîýòîìó óðàâíåíèå ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ:

as = (as)0 cos(ωγt)− (vs)0 ωγ sin(ωγt). (33)

Òàêèì îáðàçîì, îòíîñèòåëüíî ïîäâèæíîãî áàçèñà, ïîñòðîåííîãî íà âåê-
òîðàõ v, a, êîíåö ñòåðæíÿ âðàùàåòñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ωγ.
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Íàéä¼ì çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò êîíöà ñòåðæíÿ s = {sx, sy} îòíîñè-
òåëüíî åãî íà÷àëà â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà. Ïóñòü ñòåðæåíü äâè-
æåòñÿ ïî îêðóæíîñòè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè r(t) = R{cos(ωt), sin(ωt)}.
Òîãäà êîìïîíåíòû ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ ðàâíû:

v = Rω {− sin(ωt), cos(ωt)}, a = −Rω2 {cos(ωt), sin(ωt)}.

Â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 èìååì v = Rω {0, 1}, a = −Rω2 {1, 0}, ïîýòîìó
(vs)0 = Rωsy0, (as)0 = −Rω2sx0 è ðåøåíèÿ (32), (33) ïðèâîäÿò ê ñèñòåìå:{

sx cos(ωt) + sy sin(ωt) = sx0 cos(ωγt) + sy0 γ sin(ωγt)
−sx sin(ωt) + sy cos(ωt) = sy0 cos(ωγt)− (sx0/γ) sin(ωγt).

Èç ýòîãî ðåøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî äëèíà ñòåðæíÿ âîññòàíàâëèâàåòñÿ â ìî-
ìåíòû âðåìåíè ωt = πk/γ, ãäå k = 1, 2, .... (l H18). Åñëè γ � ðàöèîíàëü-
íîå ÷èñëî, òî êîíåö ñòåðæíÿ áóäåò îïèñûâàòü ïðàâèëüíûé n-óãîëüíèê.
Ïðè ýòîì (γ − 1)/γ ðàâíî íåñîêðàòèìîé äðîáè 2k/n. Ïðè ìàëûõ ñêîðî-
ñòÿõ ïîñëå êàæäîãî îáîðîòà ïî îêðóæíîñòè ñòåðæåíü ïîâîðà÷èâàåòñÿ íà
ìàëûé óãîë πv2 [47].

Íèæå èçîáðàæåíû òðàåêòîðèè êîíöà ñòåðæíÿ îòíîñèòåëüíî åãî íà÷àëà
ïðè ðàçëè÷íîé ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ïî îêðóæíîñòè è íà÷àëüíîé îðèåíòà-
öèè. Â ñîáñòâåííîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà ñòåðæåíü èìååò åäèíè÷íóþ äëèíó.
Ëåâàÿ êàðòèíêà ñîîòâåòñòâóåò îäíîìó îáîðîòó ïî îêðóæíîñòè, è 24 òî÷-
êè èäóò ñ ðàâíûì øàãîì ïî âðåìåíè. Ïðàâàÿ êàðòèíêà � ýòî ðåçóëüòàò 10
îáîðîòîâ ïî îêðóæíîñòè. Äâèæåíèå íà÷àëà ñòåðæíÿ íà÷èíàåòñÿ èç ïîëî-
æåíèÿ ÷àñîâîé ñòðåëêè íà 3 ÷àñà. Âðàùåíèå ñòåðæíÿ âñåãäà ïðîèñõîäèò
â ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó îò íàïðàâëåíèÿ âðàùåíèÿ ïî îêðóæíîñòè.
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Íàéä¼ì â ÿâíîì âåêòîðíîì âèäå çàêîíû ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ òåíçîðà
âòîðîãî ðàíãà T αβ. Òàê êàê îí ïðåîáðàçóåòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèå êîìïî-
íåíò äâóõ 4-âåêòîðîâ, ìîæíî ðàññìîòðåòü ÷àñòíûé ñëó÷àé T αβ = AαBβ.
Çàïèøåì äëÿ 4-âåêòîðîâ Aα è Bβ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà (2.39), ñòð.130
â êîìïîíåíòíîì âèäå

A′0 = γ · (A0 − vkA
k), A′i = Ai − γviA

0 + Γ vivjA
j,

B′0 = γ · (B0 − vkB
k), B′j = Bj − γvjB

0 + Γ vjvkB
k,

ãäå ëàòèíñêèå èíäåêñû ïðîáåãàþò çíà÷åíèÿ îò 1 äî 3, è äëÿ 3-ìåðíîé
ñêîðîñòè v ìû íå ðàçëè÷àåì âåðõíèå è íèæíèå èíäåêñû, ñ÷èòàÿ, ÷òî
vi = vi. Ïåðåìíîæàÿ ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷àåì:

T ′00 = γ2T 00 − γ2vk(T
0k + T k0) + γ2vnvmT

nm,

T ′0i = γ(T 0i − vkT
ki)− γ2vi(T

00 − vkT
k0) + γΓ vi(vk T

0k − vnvm T nm),

T ′i0 = γ(T i0 − vkT
ik)− γ2vi(T

00 − vkT
0k) + γΓ vi(vk T

k0 − vnvm T nm),

T ′ij = T ij + γ2vivjT
00 − γ(viT

0j + vjT
i0) + Γ(vjvkT

ik + vivkT
kj)

−γΓ vivj (vkT
0k + vkT

k0) + Γ2vivjvnvmT
nm.

Äëÿ àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà T αβ = −T αβ ýòè ñîîòíîøåíèÿ óïðîùà-
þòñÿ. Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå vnvmT

nm = 0. Äåéñòâèòåëü-
íî, ïåðåèìåíîâûâàÿ èíäåêñû ñóììèðîâàíèÿ, ìîæíî çàïèñàòü

vnvmT
nm = vmvnT

mn = −vnvmT
nm.

Âî âòîðîì ðàâåíñòâå ìû âîñïîëüçîâàëèñü ñâîéñòâîì àíòèñèììåòðèè. Âû-
ðàæåíèå ðàâíîå ñàìîìó ñåáå ñ îáðàòíûì çíàêîì ìîæåò áûòü òîëüêî íó-
ë¼ì. Â ðåçóëüòàòå äëÿ íóëåâûõ êîìïîíåíò T ′00 = γ2T 00 = 0, ò.å. êîì-
ïîíåíòà T 00 àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà ðàâíàÿ íóëþ â îäíîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò, áóäåò íóëåâîé è â ëþáîé äðóãîé. Äëÿ îñòàëüíûõ êîìïîíåíò
èìååì:

T ′0i = γ(T 0i − vkT
ki)− Γ vivk T

0k,

T ′ij = T ij − γ(viT 0j − vjT 0i) + Γ(vjT ik − viT jk)vk.

Àíòèñèììåòðè÷íûé 4-òåíçîð âòîðîãî ðàíãà èìååò 6 íåíóëåâûõ êîìïî-
íåíò. Èõ ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç êîìïîíåíòû äâóõ âåêòîðîâ 3-ìåðíîãî
ïðîñòðàíñòâà. Â òðåòüåé ãëàâå, ïðè ïîìîùè òàêèõ äâóõ âåêòîðîâ ìû ïðè-
äàäèì ýòèì ïðåîáðàçîâàíèÿì åù¼ áîëåå êîìïàêòíûé âèä.
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