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8 �ËÀÂÀ 0.

I Ñòðóêòóðà è ýëåìåíòàðíîñòü

• Äî íà÷àëà äâàäöàòîãî âåêà ïîíÿòèå ñòðóêòóðû �èçè÷åñêîé ñèñòåìû

áûëî äîñòàòî÷íî ïðîñòûì. Ëþáîé îáúåêò ñîñòîèò èç äðóãèõ îáúåêòîâ, ïî-

äîáíî äîìó èç êèðïè÷åé. Ïðèëîæèâ äîñòàòî÷íî óñèëèé (ýíåðãèè) ìîæíî

ðàçîáðàòü åãî íà áîëåå ýëåìåíòàðíûå ñîñòàâëÿþùèå. Âåùåñòâî ñîñòîèò

èç ìîëåêóë, ìîëåêóëû èç àòîìîâ, àòîìû èç ÿäåð è ýëåêòðîíîâ. Âîïðîñ î

òîì, ÿâëÿåòñÿ ëè òàêîå äðîáëåíèå îáúåêòîâ áåñêîíå÷íûì èëè ñóùåñòâóþò

íåäåëèìûå, �óíäàìåíòàëüíûå �àòîìû ìàòåðèè�, äîëãîå âðåìÿ îòíîñèëñÿ

ê îáëàñòè �èëîñî�èè, à íå �èçèêè.

Â äâàäöàòîì âåêå ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ �èçèêà ïîäîøëà âïëîòíóþ ê îò-

âåòó íà ýòîò âîïðîñ. Êàê ýòî ÷àñòî áûâàåò, îòâåò îêàçàëñÿ íå ñîâñåì

òàêèì, êàêèì îí âèäåëñÿ �èëîñî�àì. Ê 1932 ã. áûëè îòêðûòû ýëåêòðîí

(Òîìñîí, 1897), ïðîòîí (�åçåð�îðä, 1919) è íåéòðîí (×åäâèê, 1932). Âìå-

ñòå ñ �îòîíîì (Ýéíøòåéí, 1905) � êâàíòîì ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ

èõ áûëî äîñòàòî÷íî, äëÿ îïèñàíèÿ ñòðóêòóðû àòîìîâ è, ñëåäîâàòåëüíî,

âñåãî ðàçíîîáðàçèÿ îêðóæàþùåãî íàñ ìàêðîñêîïè÷åñêîãî ìèðà. Îäíàêî,

ïîäîáíàÿ ïðîñòàÿ êàðòèíà ïðîñóùåñòâîâàëà î÷åíü íåäîëãî.

Ñåé÷àñ èçâåñòíû ñîòíè ÷àñòèö, êîòîðûå ñ÷èòàþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè.

Ïîä ýòèì ïîíèìàåòñÿ, ÷òî èõ íåëüçÿ �ðàçîáðàòü� íà áîëåå ìåëêèå êóñî÷êè

â ñòîëêíîâåíèÿõ äðóã ñ äðóãîì. Ïðè òàêèõ ðåàêöèÿõ �ïðîñòî� âîçíèêà-

þò íîâûå ÷àñòèöû. Íàïðèìåð, ïðè ñòîëêíîâåíèè ïðîòîíà è àíòèïðîòîíà

ìîæåò ïîÿâèòüñÿ äâà ïðîòîíà è äâà àíòèïðîòîíà:

p+ p̄ 7→ p + p + p̄ + p̄.

Àíàëîãè÷íî, â ïîäîáíûõ ñòîëêíîâåíèÿõ ðîæäàåòñÿ ìíîæåñòâî ÷àñòèö,

îòëè÷íûõ îò èñõîäíûõ. Ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî âñå îíè íàõîäèëèñü

âíóòðè íà÷àëüíûõ ÷àñòèö âûãëÿäèò êðàéíå ñîìíèòåëüíûì.

Ïîýòîìó ñåé÷àñ ìû íàçûâàåì ÷àñòèöó ýëåìåíòàðíîé, åñëè å¼ íåëüçÿ

ðàçäåëèòü íà äðóãèå ÷àñòèöû, êîòîðûå ìîæíî áûëî áû èíòåðïðåòèðîâàòü

êàê �÷àñòè� èñõîäíîé ÷àñòèöû. Ïðè ýòîì ýëåìåíòàðíîñòü íå îçíà÷àåò

áåññòðóêòóðíîñòè. Ïðîòîí è íåéòðîí èìåþò î÷åíü ñëîæíóþ ñòðóêòóðó,

îäíàêî ñ÷èòàþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè.

Íàðóøåíèå àðè�ìåòèêè ÷èñëà ÷àñòèö ïðè ñòîëêíîâåíèÿõ è íåâîçìîæ-

íîñòü ðàçáèòü èõ íà �êóñî÷êè� òèïè÷íû äëÿ êâàíòîâî-ðåëÿòèâèñòñêîãî

ìèðà. Êàê ìû óâèäèì â äàëüíåéøåì, ïðè ñèëüíîì âçàèìîäåéñòâèè â

ñâÿçàííîé ñèñòåìå ÷èñëî ÷àñòèö íå ìîæåò áûòü èçìåðåíî îäíîâðåìåííî

ñ ìàññîé ñèñòåìû (òàê æå, êàê è èìïóëüñ ñ êîîðäèíàòîé). Âñ¼ âûãëÿäèò

òàê, ÷òî âîïðîñ �èç ÷åãî ñîñòîèò� â �èçèêå ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö íà÷è-

íàåò òåðÿòü ñâîé ñìûñë.
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• Áåññòðóêòóðíûìè â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñ÷èòàþòñÿ ëåïòîíû, êâàðêè è

êâàíòû ïîëåé èõ âçàèìîäåéñòâèé (�îòîí, W -, Z-áîçîíû è ãëþîíû). Ê

ëåïòîíàì îòíîñèòñÿ ýëåêòðîí (e−) è äâå åãî òÿæ¼ëûõ �êîïèè� � ìþîí

(µ−
) è òàó-ëåïòîí (τ−). Êàæäûé èç íèõ èìååò ñïóòíèöó � íåéòðèíî ñî-

îòâåòñòâóþùåãî òèïà: νe, νµ, ντ .

Ïðè ïîìîùè øåñòè êâàðêîâ (u, d, s, c, b, t) êëàññè�èöèðóåòñÿ îáøèð-

íûé êëàññ ÷àñòèö, íàçâàííûé àäðîíàìè. Àäðîíû, â ñâîþ î÷åðåäü, äåëÿò-

ñÿ íà äâå ãðóïïû � ìåçîíû (�ñîñòîÿùèå� èç êâàðêà è àíòèêâàðêà) è áà-

ðèîíû (�ñîñòîÿùèå� èç òð¼õ êâàðêîâ). Ê áàðèîíàì ïðèíàäëåæèò ïðîòîí

è íåéòðîí, à ñàìûì ë¼ãêèì ïðåäñòàâèòåëåì ìåçîíîâ ÿâëÿåòñÿ òðîéêà π±
,

π0
ìåçîíîâ. Êâàðêè íå íàáëþäàëèñü â ñâîáîäíîì ñîñòîÿíèè è ñóùåñòâóþò

îñíîâàíèÿ ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî èõ ïðèíöèïèàëüíàÿ îñîáåííîñòü, ñâÿçàííàÿ

ñ èçìåíåíèåì ïîíÿòèé ñòðóêòóðû è ýëåìåíòàðíîñòè.

Êàæäàÿ ÷àñòèöà, êðîìå ìàññû è çàðÿäà õàðàêòåðèçóåòñÿ íàáîðîì äðó-

ãèõ êâàíòîâûõ ÷èñåë, âàæíåéøèì èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ñïèí. Ó âñåõ

ëåïòîíîâ è êâàðêîâ ñïèí ðàâåí ~/2. Ñïèí áàðèîíîâ òàêæå ïîëóöåëûé

(èíîãäà ñóùåñòâåííî áîëüøèé, ÷åì ~/2). Âñå ìåçîíû èìåþò íóëåâîå èëè

öåëî÷èñëåííîå çíà÷åíèå ñïèíà. Öåëûé ñïèí èìåþò òàêæå êâàíòû ïîëåé

âçàèìîäåéñòâèé.

×àñòèöû ñ ïîëóöåëûì ñïèíîì íàçûâàþòñÿ �åðìèîíàìè, à ñ öåëûì �

áîçîíàìè. Èõ êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîå ïîâåäåíèå êà÷åñòâåííî ðàçëè÷àåòñÿ,

è äâà îäèíàêîâûõ �åðìèîíà, â îòëè÷èå îò áîçîíîâ, íå ìîãóò íàõîäèòüñÿ

â îäíîì ñîñòîÿíèè (ò.å. èìåòü îäíó ýíåðãèþ, îðèåíòàöèþ ñïèíà è ò.ä.). Â

êâàíòîâîé òåîðèè âåêòîð ñîñòîÿíèÿ áîçîíîâ íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåñòàíîâ-

êå ÷àñòèö, à â ñëó÷àå �åðìèîíîâ îí èçìåíÿåò ñâîé çíàê. Òàêîå ïîâåäåíèå

îòðàæàåò ñâîéñòâî òîæäåñòâåííîñòè ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö.

Âñå çàðÿæåííûå ÷àñòèöû (à èíîãäà è íåéòðàëüíûå) èìåþò ñâîè àíòè-

ïîäû � àíòè÷àñòèöû, ñ òîé æå ìàññîé è ñïèíîì, íî ïðîòèâîïîëîæíûì

çíà÷åíèåì ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà.

Øåñòü ëåïòîíîâ è øåñòü êâàðêîâ ëåæàò â îñíîâå Ñòàíäàðòíîé ìîäå-

ëè ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö. Ïî-ìèìî ãðàâèòàöèîííîãî, ìû âûäåëÿåì åù¼

òðè âèäà âçàèìîäåéñòâèé � ýëåêòðîìàãíèòíîå, ñèëüíîå è ñëàáîå. Ýëåê-

òðîìàãíèòíîå âçàèìîäåéñòâèå íà êëàññè÷åñêîì óðîâíå îïèñûâàåòñÿ óðàâ-

íåíèÿìè Ìàêñâåëëà, à â êâàíòîâîé òåîðèè � êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìè-

êîé. Ñèëüíîå âçàèìîäåéñòâèå èëè õðîìîäèíàìèêà îòâåòñòâåííî çà ñèëû,

óäåðæèâàþùèå êâàðêè �âíóòðè� àäðîíîâ. Åãî êâàíòàìè ÿâëÿþòñÿ ãëþî-

íû. Íàêîíåö, ñëàáîå âçàèìîäåéñòâèå (êîòîðîå �ïåðåíîñÿò� W -, Z-áîçîíû)

îïðåäåëÿåò ìíîãèå ðàñïàäû è âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö íå

ñâÿçàííûå ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì è ñèëüíûì âçàèìîäåéñòâèÿìè.
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II Ïî÷åìó òåîðèÿ ïîëÿ?

Ôèçèêà ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö ñâÿçàíà ñ î÷åíü íåáîëüøèìè îáúåêòà-

ìè è îãðîìíûìè ýíåðãèÿìè. Ïîýòîìó îíà äîëæíà îïèñûâàòüñÿ òåîðè-

åé, îáúåäèíÿþùåé â ñåáå êâàíòîâóþ è ðåëÿòèâèñòñêóþ ìåõàíèêè. Òàêîå

îáúåäèíåíèå îêàçàëîñü íå òðèâèàëüíûì, êàê â �èçè÷åñêîì, òàê è â ìà-

òåìàòè÷åñêîì îòíîøåíèè.

Õîòÿ íà ïåðâîì ýòàïå ðàçâèòèÿ êâàíòîâîé òåîðèè êàçàëîñü, ÷òî å¼ ðå-

ëÿòèâèñòñêîå îáîáùåíèå áóäåò äîñòàòî÷íî ïðîñòîé çàäà÷åé. Áîëåå òîãî,

ïåðâûå øàãè ê êâàíòîâîìó ìèðó áûëè âïîëíå ðåëÿòèâèñòñêèìè. Òàê,

îáúÿñíåíèå Ìàêñîì Ïëàíêîì (1900) ñïåêòðà èçëó÷åíèÿ ÷¼ðíîãî òåëà è

Àëüáåðòîì Ýéíøòåéíîì (1905) �îòîý��åêòà, ïî ñóòè, ÿâèëèñü êâàíòî-

âàíèåì ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ëóè Äå Áðîéëü (1924) ââ¼ë ïîíÿòèå

âîëíîâûõ ñâîéñòâ ÷àñòèö èñõîäÿ èç ñîîáðàæåíèé ðåëÿòèâèñòñêîé êîâà-

ðèàíòíîñòè, ñðàâíèâàÿ âîëíîâîé 4-âåêòîð k = {ω,k} è 4-èìïóëüñ ÷àñòè-
öû p = {E,p}. Íàêîíåö, Ýðâèí Øð¼äèíãåð (1926), ðàçâèâàÿ èäåè Äå

Áðîéëÿ, ïîëó÷èë ñâî¼ óðàâíåíèå, îïèðàÿñü íà ðåëÿòèâèñòñêîå ñîîòíîøå-

íèå ìåæäó ýíåðãèåé è èìïóëüñîì. Òàê êàê ýòî óðàâíåíèå íå ó÷èòûâà-

ëî ñóùåñòâîâàíèå ñïèíà ýëåêòðîíà, îíî íå âïîëíå òî÷íî âîñïðîèçâîäèëî

ñïåêòð àòîìà âîäîðîäà. Îäíàêî, êîãäà Øð¼äèíãåð ðàññìîòðåë åãî íåðå-

ëÿòèâèñòñêîå ïðèáëèæåíèå, ñîãëàñèå ñ ýêñïåðèìåíòîì è ðàçâèòîé ðàíåå

òåîðèåé Íèëüñà Áîðà (1913), îêàçàëîñü çàìå÷àòåëüíî õîðîøèì. Ïîýòî-

ìó, Øð¼äèíãåð ðåøèë ïóáëèêîâàòü ñâî¼ óðàâíåíèå â íåðåëÿòèâèñòñêîé

�îðìå.

Ïðè äâèæåíèè ýëåêòðîíà â ìàãíèòíîì ïîëå âîçíèêàåò ðàçäåëåíèå ïó÷-

êà íà äâà (îïûò Øòåðíà-�åðëàõà, 1921), ÷òî ãîâîðèò î íàëè÷èè ó ýëåê-

òðîíà ìàãíèòíîãî ìîìåíòà. Ýòî, âìåñòå ñ îñîáåííîñòÿìè ðàñùåïëåíèÿ

ýíåðãåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ñïåêòðå àòîìà âîäîðîäà, ïðèâåëî Äæîðäæà

Óëåíáåêà è Ñýìþýëà �àóäñìèòà (1925) ê ãèïîòåçå ñóùåñòâîâàíèÿ ó ýëåê-

òðîíà ñïèíà. Âîëü�ãàíã Ïàóëè ñíà÷àëà íåãàòèâíî îòí¼ññÿ ê íàëè÷èþ ó

ýëåêòðîíà âðàùàòåëüíîãî ìîìåíòà. Åãî âîçðàæåíèÿ òàêæå áûëè ñâÿçàíû

ñ ðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèåé. Â òî âðåìÿ ýëåêòðîí ìûñëèëñÿ øàðèêîì, îá-

ëàäàþùèì êîíå÷íûì ðàäèóñîì (êëàññè÷åñêèé ðàäèóñ ýëåêòðîíà). Ñëå-

äóþùèé èç ýêñïåðèìåíòà óãëîâîé ìîìåíò òàêîãî øàðèêà äîëæåí áûë

ïðèâîäèòü ê ñêîðîñòè âðàùåíèÿ åãî ïîâåðõíîñòè, áîëüøåé ñêîðîñòè ñâå-

òà (v ∼ 1/α). Âïðî÷åì, â äàëüíåéøåì Ïàóëè ñíÿë ñâîè âîçðàæåíèÿ è

îáîáùèë (1927) óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà íà ñëó÷àé äîïîëíèòåëüíîé ñòåïå-

íè ñâîáîäû, ñâÿçàííîé ñî ñïèíîì. Â ýòîì óðàâíåíèè âîëíîâàÿ �óíêöèÿ

ñòàíîâèòñÿ äâóõêîìïîíåíòíîé Ψ = (Ψ1, Ψ2)
T
, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò äâóì

âîçìîæíûì ïðîåêöèÿì ñïèíà ýëåêòðîíà íà ïðîèçâîëüíîå íàïðàâëåíèå.
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• Óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà ìîæíî �îðìàëüíî ïîëó÷èòü ïðè ïîìîùè

çàìåí E 7→ ı∂/∂t, p 7→ −ı∇ â âûðàæåíèè äëÿ ýíåðãèè E = p2/2m
ñâîáîäíîé íåðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû, ãäå p � å¼ èìïóëüñ (~ = 1):

ı
∂Ψ

∂t
= −∆Ψ

2m
. (1)

Èç íåãî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè:

∂ρ

∂t
+∇j = 0, ρ = Ψ∗Ψ, j = − ı

2m
(Ψ∗∇Ψ−Ψ∇Ψ∗).

Ïðè ýòîì ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ρ, êàê è ïîëîæåíî äëÿ âåðîÿòíîñòè,

ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé âåëè÷èíîé.

Çàìåíû, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ áûëî �ïîëó÷åíî� óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà,

èìåþò êîâàðèàíòíûé âèä è ìîãóò áûòü âûðàæåíû íà ÿçûêå 4-âåêòîðîâ

pµ = {E, p} 7→ ı∂µ = ı{∂/∂t, −∇}. Òàê êàê pµpµ = m2
, çàïèøåì ðåëÿ-

òèâèñòñêè êîâàðèàíòíîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà

â ñëåäóþùåì âèäå:

(∂2 +m2)Ψ = 0 (2)

Ýòî óðàâíåíèå áûëî îïóáëèêîâàíî Ôîêîì è íåçàâèñèìî Êëåéíîì, à çà-

òåì �îðäîíîì (1926), ïîýòîìó åãî íàçûâàþò óðàâíåíèåì Êëåéíà-�îðäîíà-

Ôîêà (èíîãäà ïðîñòî óðàâíåíèåì Êëåéíà-�îðäîíà).

Óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè äëÿ óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà èìååò êîâàðè-

àíòíûé âèä: ∂j ≡ ∂µj
µ = 0. Àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèå äîëæíî áûòü âåðíûì

è äëÿ ðåëÿòèâèñòñêîãî óðàâíåíèÿ (2). Ïðè ýòîì, j äëÿ ñêàëÿðíîé �óíê-

öèè Ψ áóäåò 4-âåêòîðîì, åñëè:

jµ =
ı

2m
(Ψ∗∂µΨ−Ψ∂µΨ∗). (3)

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî èç (∂2 +m2)Ψ = 0 ñëåäóåò ∂j = 0.
Ïðîñòðàíñòâåííûå êîìïîíåíòû ýòîãî 4-âåêòîðà ñîâïàäàþò ñ ïëîòíî-

ñòüþ ïîòîêà âåðîÿòíîñòè j óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà. À âîò íóëåâàÿ êîì-

ïîíåíòà ρ = j0 (ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè) îêàçûâàåòñÿ çíàêîïåðåìåííîé:

ρ =
ı

2m

(

Ψ∗∂Ψ

∂t
−Ψ

∂Ψ∗

∂t

)

.

Åñòü ó óðàâíåíèÿ (2) åù¼ îäíà íåïðèÿòíîñòü. Åñëè èñêàòü åãî ðåøåíèå

â âèäå Ψ(t,x) = Ψp(x) e
−ıEt

, ãäå Ψp(x) ∼ eıpx � ñîáñòâåííàÿ �óíê-

öèÿ îïåðàòîðà èìïóëüñà p, òî ïîëó÷àåòñÿ äâà çíà÷åíèÿ ýíåðãèè E =
±
√

p2 +m2
. Ïðîñòî îòáðîñèòü íå�èçè÷åñêèå îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ

ìû íå ìîæåì, òàê êàê ïîëíàÿ ñèñòåìà âîëíîâûõ �óíêöèé äîëæíà ñîäåð-

æàòü âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è âåêòîðû óðàâíåíèÿ.
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• Ïðîáëåìà ñ îòðèöàòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ ñâÿçàíà ñ íàëè÷èåì â óðàâ-

íåíèè (2) âòîðîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè. ×òîáû å¼ óñòðàíèòü, Ïîëü

Äèðàê (1928) ââ¼ë 4 ìàòðèöû γµ = {γ0, γ1, γ2, γ3}, êàæäàÿ èç êîòîðûõ

èìååò ðàçìåð 4x4 è óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì:

γµγν + γνγµ = 2gµν, (γµ)+ = γ0γµγ0, (4)

ãäå â ïðàâîé ÷àñòè ïåðâîãî èç íèõ (àëãåáðà ìàòðèö Äèðàêà) îïóùåíà

åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, à êðåñòèê � ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå. Ïðè ïîìîùè ýòèõ

ìàòðèö (èõ ÿâíûé âèä ïðèâåäåí â ãëàâå ??), Äèðàê çàïèñàë ðåëÿòèâèñò-

ñêîå óðàâíåíèå, äëÿ 4-êîìïîíåíòíîé �óíêöèè Ψ = (Ψ1,Ψ2,Ψ3,Ψ4)
T
:

(ıγν∂ν −m) Ψ = 0. (5)

Ýòî äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà. Äåéñòâóÿ íà íåãî

îïåðàòîðîì −ıγµ∂µ, ïîëó÷àåì:

(γµ∂µγ
ν∂ν + ımγµ∂µ) Ψ =

(1

2
(γµγν+γνγµ)∂µ∂ν +m2

)

Ψ = (∂2+m2)Ψ = 0.

Áåðÿ ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå óðàâíåíèÿ (5) ïðè ïîìîùè (4), ìîæíî ïðîâå-

ðèòü, ÷òî òîê, óäîâëåòâîðÿþùèé óðàâíåíèþ ∂j = 0, ðàâåí

jµ = Ψ+γ0γνΨ (6)

è èìååò ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííóþ íóëåâóþ êîìïîíåíòó:

ρ = j0 = Ψ+γ0γ0Ψ = Ψ+Ψ = |Ψ1|2 + |Ψ2|2 + |Ψ3|2 + |Ψ4|2. (7)

Äâå êîìïîíåíòû �óíêöèè Ψ ñîîòâåòñòâóþò äâóì ñîñòîÿíèÿì ÷àñòèöû

ñî ñïèíîì 1/2 (íàïðèìåð, ýëåêòðîíà). Åù¼ äâå ñòåïåíè ñâîáîäû Äèðàê

ñâÿçàë ñ àíòè÷àñòèöåé (ïîçèòðîíîì). Å¼ îáíàðóæåíèå â 1932 ã. ñòàëî

òðèóì�îì òåîðèè Äèðàêà.

Âïðî÷åì, óðàâíåíèå (5) ïî-ïðåæíåìó èìååò ðåøåíèÿ ñ îòðèöàòåëüíû-

ìè ýíåðãèÿìè. Èõ ñóùåñòâîâàíèå ïðèâîäèò ê íåóñòîé÷èâîñòè ýëåêòðîíà,

â òîì ñìûñëå, ÷òî, èçëó÷àÿ, îí ñêàòûâàòüñÿ êî âñ¼ áîëåå íèçêèì ýíåð-

ãåòè÷åñêèì ñîñòîÿíèÿì. Äëÿ îáõîäà ýòîé ïðîáëåìû, Äèðàêó ïðèøëîñü

ââåñòè ïîíÿòèå �ìîðÿ Äèðàêà� � âàêóóìà â êîòîðîì âñå ñîñòîÿíèÿ óæå

çàïîëíåíû ýëåêòðîíàìè ñ îòðèöàòåëüíîé ýíåðãèåé. Åñëè îäèí èç ýòèõ

ýëåêòðîíîâ ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå ñ ïîëîæèòåëüíîé ýíåðãèåé íà �åãî ìå-

ñòå� îáðàçóåòñÿ �äûðêà�, êîòîðàÿ èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê àíòè÷àñòèöà.

Òàêàÿ ìîäåëü âîçìîæíà òîëüêî äëÿ �åðìèîíîâ, ïî äâà èç êîòîðûõ

(ñïèí ââåðõ è âíèç) íàõîäÿòñÿ íà êàæäîì îòðèöàòåëüíîì ýíåðãåòè÷åñêîì

óðîâíå (ïðèíöèï Ïàóëè). Äëÿ áîçîíîâ, îíà íåïðèìåíèìà è íå ðåøàåò

ïðîáëåìû îòðèöàòåëüíûõ ýíåðãèé.
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• Â íàñòîÿùåå âðåìÿ, óðàâíåíèÿ, ïîäîáíûå óðàâíåíèþ Êëåéíà-�îðäîíà-

Ôîêà èëè Äèðàêà èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê óðàâíåíèÿ ïîëÿ (ñêàëÿðíîãî â

ïåðâîì ñëó÷àå è áèñïèíîðíîãî âî âòîðîì). Èíûìè ñëîâàìè, �óíêöèÿ Ψ

íå ñ÷èòàåòñÿ âîëíîâîé �óíêöèåé, äàþùåé ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè îáíà-

ðóæèòü ÷àñòèöó â òîé èëè èíîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà. Ýòîò îáúåêò, íàçû-

âàåòñÿ êâàíòîâûì ïîëåì è îí ÿâëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêîé ïåðåìåííîé, ïî-

äîáíîé êîîðäèíàòå èëè èìïóëüñó â êâàíòîâîé ìåõàíèêå.

Â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ ìû îòêàçûâàåìñÿ îò ïîíÿòèÿ âîëíîâîé �óíê-

öèè, çàâèñÿùåé îò êîîðäèíàò ÷àñòèö. Ýòî ñâÿçàíî ñ îòìå÷åííîé ðàíåå

îñîáåííîñòüþ íåñîõðàíåíèÿ ÷èñëà ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö â ïðîöåññå èõ

âçàèìîäåéñòâèé. Âîëíîâàÿ �óíêöèÿ N ÷àñòèö Ψ(x1, ...,xN) â ýòîì ñëó-

÷àå îêàçûâàåòñÿ î÷åíü �íåóäîáíûì� ìàòåìàòè÷åñêèì îáúåêòîì.

Åñòü è åù¼ áîëåå âåñêàÿ ïðè÷èíà. Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå, ãîâîðÿ î

âîëíîâîé �óíêöèè Ψ(x), ìû ïîäðàçóìåâàåì, ÷òî êîîðäèíàòà ÷àñòèöû

ìîæåò áûòü èçìåðåíà ñêîëü óãîäíî òî÷íî. Ïðè ýòîì, â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ

íåîïðåäåë¼ííîñòè, å¼ èìïóëüñ è ýíåðãèÿ îêàçûâàþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè. Â

òîì ÷èñëå è ñêîëü óãîäíî áîëüøèìè. Îäíàêî, ïðè áîëüøîé ýíåðãèè ìî-

ãóò ðîæäàòüñÿ íîâûå ÷àñòèöû. Ïûòàÿñü �çàæàòü èçìåðåíèåì� ýëåêòðîí

â áåñêîíå÷íî ìàëîì îáú¼ìå ìû íà ñòîëüêî ñèëüíî íà íåãî âîçäåéñòâóåì,

÷òî ïðè ýòîì ðîæäàåòñÿ ìíîæåñòâî äðóãèõ ÷àñòèö è íåâîçìîæíî ñêàçàòü

ãäå íàõîäèòñÿ èñõîäíûé ýëåêòðîí.

Åñëè ìàññà ÷àñòèöû ðàâíà m, òî ïàðà ÷àñòèöà-àíòè÷àñòèöà ìîæåò ðî-

äèòñÿ ïðè ýíåðãèè ïîðÿäêà 2mc2 (çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè). Ïðè áîëü-
øîé ýíåðãèè p ≈ E/c = 2mc. Ñëåäîâàòåëüíî, ãîâîðèòü î êîîðäèíàòå

îäíî÷àñòè÷íîãî ñîñòîÿíèÿ ìîæíî ëèøü ñ íåîïðåäåë¼ííîñòüþ:

∆x ∼ ~

p
∼ ~

mc
. (8)

Âåëè÷èíà ~/mc íàçûâàåòñÿ êîìïòîíîâñêîé äëèíîé âîëíû ÷àñòèöû. Äëÿ

ýëåêòðîíà îíà â 1000 ðàç ìåíüøå, ÷åì ðàäèóñ áîðîâñêîé îðáèòû â àòîìå

âîäîðîäà. Ïîêà ìû èãíîðèðóåì ý��åêòû ðîæäåíèÿ ÷àñòèö, ïðèìåíèìà

îáû÷íàÿ êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà, îñíîâàííàÿ íà âîëíîâîé �óíêöèè. Îäíà-

êî �èçèêà ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö òðåáóåò âûõîäà çà ýòó ìàòåìàòè÷åñêóþ

ìîäåëü è íàèáîëåå ïîäõîäÿùåé îêàçûâàåòñÿ êâàíòîâàÿ òåîðèÿ ïîëÿ.

Êðîìå ýòîãî, óïîìÿíóòûå â íà÷àëå ðàçäåëà êâàíòîâûå ñâîéñòâà ñâåòà,

òðåáóþò ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîé òåîðèè êâàíòîâàíèÿ êëàññè÷åñêî-

ãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ êâàíòû (�îòîíû)

òàêîãî ïîëÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàâíîïðàâíûì îáðàçîì âìåñòå ñ êâàíòàìè

äðóãèõ ïîëåé, êîòîðûå èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê �îáû÷íûå� ÷àñòèöû.
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III Ñèñòåìà åäèíèö

• Ñêîðîñòü ñâåòà è ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà ÿâëÿþòñÿ �óíäàìåíòàëüíûìè

�èçè÷åñêèìè êîíñòàíòàìè, îïðåäåëÿþùèìè ìàñøòàáû ý��åêòîâ â ðå-

ëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé òåîðèè:

c = 299 792 458m/s,

~ = 1.054 572 · 10−34 J · s = 6.582 119 · 10−22MeV · s,
~c = 197.327 · 10−15Mev ·m.

(9)

Âûøå èñïîëüçîâàíû ëàòèíñêèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ìåòðà, ñåêóíäû è äæî-

óëÿ (ñèñòåìà ÑÈ). Ýëåêòðîíâîëüò eV = 1.602 · 10−19 J ðàâåí ýíåðãèè,

çàòðà÷èâàåìîé ïðè ïåðåíîñå ýëåìåíòàðíîãî çàðÿäà ìåæäó òî÷êàìè ñ ðàç-

íèöåé ïîòåíöèàëîâ â îäèí âîëüò, à MeV îçíà÷àåò 106 eV (ìåãà ýëåêòðîí-

âîëüò). ×àñòî âñòðå÷àþòñÿ ñëåäóþùèå ïðèñòàâêè ñòåïåíåé äåñÿòè:

10 6 : M (ìåãà), 10 9 : G (ãèãà), 10 12 : T (òåðà),

10−6 : µ (ìèêðî), 10−9 : n (íàíî), 10−12 : p (ïèêî).

Ýëåìåíòàðíûé ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä îïðåäåëÿåòñÿ áåçðàçìåðíîé ïîñòî-

ÿííîé òîíêîé ñòðóêòóðû:

α =
e2

~c
= 1/137.035 999 074(44).

Â �èçèêå ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö ïðèíÿòà ñèñòåìà åäèíèö â êîòîðîé

~ = c = 1. Â ýòîé ñèñòåìå èç ñîîòíîøåíèé (áåç c è ~) E2 = p2 + m2
è

p̂ = −ıd/dx ñëåäóåò, ÷òî äëèíà, âðåìÿ, ýíåðãèÿ è èìïóëüñ âûðàæàþòñÿ

â åäèíèöàõ ìàññû (êîòîðóþ ïðèíÿòî èçìåðÿòü â ýëåêòðîíâîëüòàõ):

t ∼ x ∼ M−1, E ∼ p ∼ M.

Ñêîðîñòü, çàðÿä q2 = Er ÿâëÿåòñÿ áåçðàçìåðíûìè (â åäèíèöàõ ìàññû).
×òîáû âîññòàíîâèòü â �îðìóëàõ �óíäàìåíòàëüíûå êîíñòàíòû, íåîá-

õîäèìî äëÿ âðåìåíè, äëèíû è ìàññû ñäåëàòü ñëåäóþùèå çàìåíû:

t 7→ c t

~
, x 7→ x

~
, m 7→ mc. (10)

Ïîäñòàíîâêè îñòàëüíûõ âåëè÷èí îïðåäåëÿþòñÿ èõ ðàçìåðíîñòÿìè â êëàñ-

ñè÷åñêîé ìåõàíèêå (ãäå íåò êîíñòàíò ~ è c). Íàïðèìåð, äëÿ ýíåðãèè

E = mx2/t2, èìïóëüñà p = mx/t è çàðÿäà q2 = Er:

E 7→ E

c
, p 7→ p, q2 7→ q2

~c
.

Çàìåíû äëÿ ïîëåé îïðåäåëÿþòñÿ èç ñîîáðàæåíèÿ îòñóòñòâèÿ ïîñòîÿí-

íîé Ïëàíêà ~ â èõ ýíåðãèè (êëàññè÷åñêèå ïîëÿ) è ñîîòâåòñòâèè ïîëåâûõ

êîììóòàòîðîâ êâàíòîâîé ìåõàíèêå.
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• Ïðèâåä¼ì íåñêîëüêî õàðàêòåðíûõ ìàñøòàáîâ â �èçèêå ýëåìåíòàð-

íûõ ÷àñòèö. Ìàññû ýëåêòðîíà è ïðîòîíà ðàâíû:

me = 0.511MeV,

mp = 938 MeV = 1836me,

à äëÿ ïîêîëåíèé ëåïòîíîâ (µ-ìåçîí, τ -ëåïòîí):

mµ ≈ 207me, mτ ≈ 3477me = 17mµ.

Íåéòðîí ÷óòü òÿæåëåå ïðîòîíà, à äåéòåðèé ëåã÷å ÷åì ñóììà ìàññ ïðîòîíà

è íåéòðîíà èç êîòîðûõ îí ñîñòîèò:

mn = 1.0014mp = mp + 2.5me, md = mp +mn − 4.4me.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ, áîðîâñêàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà â àòîìå âîäîðîäà ðàâíà

EB/c
2 = me α

2/2 = 2.7 · 10−5me. Ñàìûå ë¼ãêèå π-ìåçîíû èìåþò ìàññû:

mπ± = 140MeV, mπ0 = 135MeV = mπ± − 9me.

Ìàññà òÿæ¼ëûõ ìåçîíîâ (èç èçâåñòíûõ) îêîëî 11 000MeV = 11GeV.
Ìàññû áàðèîíîâ, íà÷èíàþòñÿ ñ òÿæ¼ëîãî (ïî ñðàâíåíèþ ñ π ìåçîíîì)

ïðîòîíà ðàñòóò íåñêîëüêî ñêðîìíåå è äîñòèãàþò çíà÷åíèé 6 000MeV.

Õàðàêòåðíûé ðàçìåð àòîìîâ è øàãà êðèñòàëëè÷åñêîé ðåø¼òêè òâ¼ð-

äûõ òåë ñîñòàâëÿåò àíãñòðåìû. Îäèí àíãñòðåì ðàâåí

�

A= 10−10m. Äðó-

ãîé âàæíûé ìàñøòàá äëèíû íàçûâàåòñÿ �åðìè (â ÷åñòü Ýíðèêî Ôåðìè) è

ðàâåí fm= 10−15m ≈ 5/GeV, ñì. (9). Ýòî çíà÷åíèå îïðåäåëÿåò õàðàêòåð-
íûé ðàçìåð ïðîòîíà è ë¼ãêèõ ÿäåð àòîìîâ. Äëÿ ýëåêòðîíà ñóùåñòâóþò

ñëåäóþùèå òèïè÷íûå ìàñøòàáû äëèíû: �êëàññè÷åñêèé ðàäèóñ�, êîìïòî-

íîâñêàÿ äëèíà è �ðàäèóñ� áîðîâñêîé îðáèòû:

re =
e2

me c2
= 2.818 fm, λe =

re
α

= 0.004�A, rB =
re
α2

= 0.5�A.

Ïåðâàÿ äëèíà íå çàâèñèò îò ïîñòîÿííîé Ïëàíêà ~, âòîðàÿ λe = ~/mec íå
çàâèñèò îò çàðÿäà e, à òðåòüÿ rB = ~2/mee

2
� îò ñêîðîñòè ñâåòà c.

Âðåìåííûå èíòåðâàëû â �èçèêå ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö ìåíÿþòñÿ â î÷åíü

øèðîêèõ äèàïàçîíàõ. Âðåìÿ æèçíè ñâîáîäíîãî íåéòðîíà (n 7→ p e−ν̄e) ñî-
ñòàâëÿåò 880 ñåêóíä. Ìåçîí π± 7→ µ νµ ðàñïàäàåòñÿ çà 2.6 · 10−8

ñåê, à

π0 7→ 2γ çà 8.5 · 10−17
ñåê. Áîëüøèíñòâî ìåçîíîâ è áàðèîíîâ ÿâëÿþòñÿ

î÷åíü êîðîòêîæèâóùèìè ÷àñòèöàìè. Èõ òàêæå íàçûâàþò ðåçîíàíñàìè.

Âðåìÿ æèçíè τ = 1/Γ ðåçîíàíñîâ èçìåðÿåòñÿ â ýíåðãåòè÷åñêèõ åäèí-

öàõ � øèðèíàõ ðàñïàäà Γ. Òèïè÷íûå çíà÷åíèÿ øèðèí äëÿ ðåçîíàíñîâ

ñîñòàâëÿþò ñîòíè ìåãàýëåêòðîíâîëüò: 6.6 · 10−22
ñåê = MeV−1

, ñì. (9).
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IV Êðàòêîå ñîäåðæàíèå êíèãè



�ëàâà 1

�åëÿòèâèñòñêèå êëàññè÷åñêèå ïîëÿ

Îñíîâîé êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ êëàññè÷åñêèõ ïî-

ëåé. Êëàññè÷åñêîå ïîëå � ýòî �óíêöèÿ êîîðäèíàò è âðåìåíè. Äðóãèìè

ñëîâàìè, ïîëå îïðåäåëåíî, åñëè â êàæäîé òî÷êå 4-ïðîñòðàíñòâà çàäàíî

÷èñëî èëè íàáîð ÷èñåë. �àçëè÷íûå òèïû ïîëåé ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûì

òðàíñ�îðìàöèîííûì ñâîéñòâàì ýòèõ ÷èñåë ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëîðåí-

öà. Íàèáîëåå âàæíóþ ðîëü â �èçèêå ÷àñòèö èãðàþò ñêàëÿðíûå, âåêòîð-

íûå è áèñïèíîðíûå ïîëÿ.

Ïðè ïîñòðîåíèè êëàññè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ î÷åíü óäîáåí ëàãðàíæåâ

�îðìàëèçì, ñ ðàññìîòðåíèÿ êîòîðîãî ìû íà÷í¼ì ýòó ãëàâó. �àçíîîáðàç-

íûå ñèììåòðèè ëàãðàíæèàíà ïðèâîäÿò ê ñîõðàíåíèþ �èçè÷åñêèõ âåëè-

÷èí, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ñîäåðæàíèåì çàìå÷àòåëüíîé òåîðåìû Ýììè Í¼òåð. Ìû

ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ ýíåðãèè-èìïóëüñà, òîêà è ïîëíîãî ìîìåíòà èì-

ïóëüñà. Ýòè âåëè÷èíû â äàëüíåéøåì áóäóò èãðàòü êëþ÷åâóþ ðîëü.

Â ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñêàëÿðíûå è ìàññèâíûå âåêòîðíûå ïîëÿ.

Ýëåêòðîìàãíèòíîìó è áèñïèíîðíîìó ïîëÿì ïîñâÿùåíû ãëàâû ?? è ??.

Êâàíòîâûé ìèð

Ñåðãåé Ñ. Ñòåïàíîâ

Ýòà êíèãà íàõîäèòñÿ â ïðîöåññå ñîçäàíèÿ. Å¼ ïîñëåäíÿÿ âåðñèÿ

è äðóãèå ìàòåðèàëû íàõîäÿòñÿ íà ñàéòå: http://synset.om. Òàì

æå ìîæíî íàéòè ïåðâûé òîì: I. Ìåõàíèêà

Çàìå÷åííûå îøèáêè è âîïðîñû ïðîñüáà ïðèñûëàòü ïî àäðåñó:

steps137, çàòåì ñîáà÷êà è gmail.om.

(ñ) 2015. Ïå÷àòü: 2 èþëÿ 2017 ã.
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1 Òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè

• Â îñíîâå ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ëåæàò ïðåîáðàçîâà-

íèÿ Ëîðåíöà ìåæäó äâóìÿ èíåðöèàëüíûìè ñèñòåìàìè îòñ÷¼òà. Åñëè â

ñèñòåìå S íàáëþäàòåëè èçìåðÿþò âðåìÿ è êîîðäèíàòû íåêîòîðîãî ñî-

áûòèÿ {t,x}, òî â ñèñòåìå S ′
, äâèæóùåéñÿ îòíîñèòåëüíî S âäîëü îñè x

ñî ñêîðîñòüþ v, ýòî æå ñîáûòèå èìååò âðåìÿ è êîîðäèíàòû {t′,x′}. Ýòè
èçìåðåíèÿ ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé:

t′ =
t− vx√
1− v2

, x′ =
x− vt√
1− v2

, y′ = y, z′ = z. (1.1)

Åñëè ñèñòåìà S ′
äâèæåòñÿ â ïðîèçâîëüíîì íàïðàâëåíèè ñî ñêîðîñòüþ v,

òî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà èìåþò âèä:

t′ = γ (t− vr), r′ = r− γvt+
γ − 1

v2
v (vr), (1.2)

ãäå γ = 1/
√
1− v2

� íàçûâàåòñÿ ëîðåíöåâñêèì �àêòîðîì. Ýòè ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ îáîáùàþò ïðåîáðàçîâàíèÿ �àëèëåÿ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè,

ïåðåõîäÿ â ïîñëåäíèå ïðè v → 0. Â òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè èçìåíÿþòñÿ

íå òîëüêî ïðåîáðàçîâàíèÿ ìåæäó ñèñòåìàìè îòñ÷¼òà, íî è çàâèñèìîñòü

ýíåðãèè è èìïóëüñà ÷àñòèöû îò å¼ ñêîðîñòè u:

E =
m√

1− u2
, p =

mu√
1− u2

. (1.3)

Îíè ïåðåõîäÿò â êëàññè÷åñêèå âûðàæåíèÿ E = m+mu2/2, p = mu ïðè

u → 0 è ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

E2 = p2 +m2, p = Eu. (1.4)

Â ðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè äëÿ ñèëû ââîäèòñÿ ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå:

F =
dp

dt
=

ma√
1− u2

+
mu (ua)

(1− u2)3/2
, (1.5)

ãäå a = u̇ � óñêîðåíèå ÷àñòèöû. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñêîðîñòè íà

ñèëó ðàâíî èçìåíåíèþ ýíåðãèè äâèæåíèÿ (1.3) ÷àñòèöû:

dE

dt
= uF, (1.6)

à ïðè äâèæåíèè â öåíòðàëüíîì ïîëå ñîõðàíÿåòñÿ ìîìåíò èìïóëüñà:

L = r× p, (1.7)

ãäå êðåñòèê � îçíà÷àåò âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå è r � ðàäèóñ-âåêòîð ÷à-

ñòèöû, ïðîâåäåííûé èç öåíòðà ïîëÿ.
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• Âðåìÿ è êîîðäèíàòû ìîæíî îáúåäèíèòü â åäèíûé îáúåêò � 4-âåêòîð

xµ = {t, x, y, z} ≡ {t,x}. Àíàëîãè÷íî, â 4-âåêòîð îáúåäèíÿþòñÿ ýíåðãèÿ

è èìïóëüñ pµ = {E,p}, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ 4-èìïóëüñîì. Ïðè ýòîì íó-

ìåðàöèÿ èíäåêñà íà÷èíàåòñÿ ñ íóëÿ. Ìû èñïîëüçóåì ãðå÷åñêèå èíäåêñû

α, β, µ, ν, ... äëÿ ïåðå÷èñëåíèÿ êîìïîíåíò 4-âåêòîðîâ, à ëàòèíñêèå i, j, k

� äëÿ êîìïîíåíò 3-âåêòîðîâ. Ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì (åñëè èíîå íå

îãîâîðåíî) áóäåò ïîäðàçóìåâàòüñÿ ñóììèðîâàíèå.

Â òð¼õìåðíîì âåêòîðíîì àíàëèçå æèðíûì øðè�òîì îáû÷íî îáîçíà-

÷àþòñÿ 3-âåêòîðû: x, p. Â ÷åòûð¼õìåðíîì �îðìàëèçìå 4-âåêòîðû áóäóò

îáîçíà÷àòüñÿ ïðÿìûì øðè�òîì. Òàê, 4-âåêòîð ñîáûòèÿ â ïðîñòðàíñòâå-

âðåìåíè çàïèñûâàåòñÿ êàê x, à 4-èìïóëüñ êàê p. Êîìïîíåíòû ýòèõ 4-

âåêòîðîâ â äàííîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà ðàâíû xµ
è pµ.

Êâàäðàò äëèíû ïðîèçâîëüíîãî 4-âåêòîðà A = {A0, A} îïðåäåëÿåòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A2 = (A0)2 −A2 = AµAµ = gµνA
µAν ,

ãäå gµν èìååò êîìïîíåíòû: g00 = 1, g11 = g22 = g33 = −1 è íîëü â

îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ (ìåòðè÷åñêèé òåíçîð). �àçëè÷àþò âåðõíèå (êîíòðà-

âàðèàíòíûå) Aµ
è íèæíèå (êîâàðèàíòíûå) Aµ êîìïîíåíòû 4-âåêòîðîâ:

Aµ = gµνA
ν = gµ0A

0 + gµ1A
1 + gµ2A

2 + gµ3A
3 = {A0, −A}.

Êâàäðàò 4-âåêòîðà ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà. Íà-

ïðèìåð, èíâàðèàíòàìè áóäóò: x2 = t2 − x2
è p2 = E2 − p2 = m2. Àíàëî-

ãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 4-âåêòîðîâ:

AB = AµBµ = gµνA
µBν = A0B0 −AB.

Êðîìå ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ñ íèæíèìè èíäåêñàìè gµν , óäîáíî ââåñòè

ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ñ âåðõíèìè èíäåêñàìè gµν , èìåþùèé òàêèå æå êîì-
ïîíåíòû (ò.å. g00 = 1, g11 = g22 = g33 = −1 è 0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ). Èõ

ñâ¼ðòêà (ïî α � ñóììà) äðóã ñ äðóãîì ðàâíà ñèìâîëó Êðîíåêåðà:

gµαg
αν = δνµ =

{
1 µ = ν,
0 µ 6= ν.

Ïðè ïîìîùè ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà gµν ìû îïóñêàåì èíäåêñû, à ïðè ïî-

ìîùè gµν � ïîäíèìàåì èõ. Åñëè â íåêîòîðîì âûðàæåíèè åñòü íåñêîëüêî

èíäåêñîâ (ñëåäèì çà èõ ïîðÿäêîì ïî ãîðèçîíòàëè), òî, íàïðèìåð:

gαµΛ
µ
ν = Λαν , gµαΛνα = Λ µ

ν .

Õîòÿ ìû èñïîëüçóåì îäíó áóêâó Λ, ìàòðèöû (äâà èíäåêñà) Λα
β, Λαβ, Λ

β
α

ðàçëè÷íû è ïîëó÷àþòñÿ èç Λα
β ñâ¼ðòêîé ñ ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì.
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• Ïðåîáðàçîâàíèÿ ìåæäó äâóìÿ ñèñòåìàìè îòñ÷¼òà â îáùåì ñëó÷àå

âêëþ÷àþò â ñåáÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà è âðàùåíèÿ äåêàðòîâûõ îñåé:

A′µ = Λµ
ν A

ν = Λµ
0A

0 + Λµ
1A

1 + Λµ
2A

2 + Λµ
3A

3. (1.8)

Ìàòðèöà Λµ
ν çàâèñèò îò îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè ñèñòåì îòñ÷¼òà v è òð¼õ

óãëîâ ïîâîðîòîâ âîêðóã êàæäîé îñè ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ýòè ìàòðèöû

îáðàçóþò ãðóïïó Ëîðåíöà (ñòð. 296). Â ñëó÷àå ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà

áåç âðàùåíèÿ (áóñòîâ) èç (1.2) ñëåäóþò òàêèå êîìïîíåíòû ìàòðèöû Λµ
ν :

Λµ
ν =







γ −vxγ −vyγ −vzγ
−vxγ 1 + Γv2x Γvxvy Γvxvz
−vyγ Γvyvx 1 + Γv2y Γvyvz
−vzγ Γvzvx Γvzvy 1 + Γv2z







,

ãäå Γ = (γ−1)/v2 = γ2/(1+γ). Äëÿ áóñòîâ ìàòðèöà Λµ
ν ñèììåòðè÷íà, íî

â îáùåì ñëó÷àå ýòî íå òàê. Íàïðèìåð, ïðè êîìïîçèöèè (ïîñëåäîâàòåëü-

íîì ïðåîáðàçîâàíèè Ëîðåíöà îò ñèñòåìû S ê S ′
è çàòåì ê S ′′

) èòîãîâàÿ

ìàòðèöà áóäåò íåñèììåòðè÷íà, åñëè ñêîðîñòè ñèñòåì íåïàðàëëåëüíû.

Ïî îïðåäåëåíèþ, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ 4-âåêòîðîâ îäèíàêîâî

âî âñåõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà:

A′B′ = gαβ A
′αB′ β = gαβ Λ

α
µΛ

β
ν A

µBν = AB = gµν A
µBν = inv.

Ýòî ñîîòíîøåíèå âûïîëíÿåòñÿ (âåêòîðû ïðîèçâîëüíû), åñëè ëîðåíöåâ-

ñêàÿ ìàòðèöà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ îðòîãîíàëüíîñòè:

gαβ Λ
α
µΛ

β
ν = gµν. (1.9)

Â ñèëó ñîãëàøåíèÿ î ïîäíÿòèè è îïóñêàíèè èíäåêñîâ, ýòî óñëîâèå ìîæíî

çàïèñàòü â ýêâèâàëåíòíûõ �îðìàõ:

Λα
µΛαν = gµν, Λα

µΛ
ν

α = δνµ.

Ñâîðà÷èâàÿ ïðåîáðàçîâàíèå (1.8) ïî èíäåêñó µ ñ ìàòðèöåé Λ α
µ è ó÷è-

òûâàÿ óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè (1.9), íåñëîæíî íàéòè îáðàòíîå ïðåîá-

ðàçîâàíèå Ëîðåíöà, â êîòîðîì ñâ¼ðòêà èä¼ò ïî ïåðâîìó èíäåêñó, à íå ïî

âòîðîìó, êàê ïðè ïðÿìîì ïðåîáðàçîâàíèè:

Aα = Λ α
µ A′µ, A′µ = Λµ

ν A
ν. (1.10)

Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ î èíâàðèàíòíîñòè gµν A
µBν

äëÿ îáðàòíûõ ïðåîá-

ðàçîâàíèé, ïîëó÷àåì óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè ëîðåíöåâñêîé ìàòðèöû:

gαβ Λµ
α Λ

ν
β = gµν , (1.11)

â êîòîðîì ñâîðà÷èâàþòñÿ âòîðûå ïî ãîðèçîíòàëè èíäåêñû.
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• Èç êîìïîíåíò äâóõ 4-âåêòîðîâ A è B ìîæíî ñîñòàâèòü 4 ðàçëè÷-

íûõ ïðîèçâåäåíèÿ ñ äâóìÿ èíäåêñàìè: AαBβ
, AαBβ, A

αBβ, AαB
β
. Ýòè

ïðîèçâåäåíèÿ áóäóò ïðåîáðàçîâûâàòüñÿ ïðè ïîìîùè äâóõ ëîðåíöåâñêèõ

ìàòðèö:

A′αB′β = Λα
µΛ

β
ν A

µBν , A′
αB

′
β = Λ µ

α Λ ν
β AµBν,

è ò.ä. Íàçîâ¼ìòåíçîðîì òèïà (n,m) âåëè÷èíó, èìåþùóþ n+m èíäåêñîâ,

n èç êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ ââåðõó, à m � âíèçó, åñëè îíà ïðåîáðàçóåòñÿ, êàê

ïðîèçâåäåíèå n êîíòðàâàðèàíòíûõ è m êîâàðèàíòíûõ êîìïîíåíò. ×èñëî

n + m íàçûâàåòñÿ ðàíãîì òåíçîðà. Íàïðèìåð, äëÿ òåíçîðà T γ
αβ òèïà

(1, 2) ïî îïðåäåëåíèþ èìååì:

T ′ γ
αβ = Λγ

σ Λ
µ

α Λ ν
β T σ

µν.

Òàê êàê äëÿ ëîðåíöåâñêèõ ìàòðèö âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå îðòîãîíàëüíî-

ñòè, òî ìåòðè÷åñêèå êîý��èöèåíòû gαβ, g
αβ

ÿâëÿþòñÿ òåíçîðàìè, êîì-

ïîíåíòû êîòîðûõ íå ìåíÿþòñÿ ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ:

g′αβ = Λα
µΛ

β
ν g

µν = gαβ.

Àíàëîãè÷íûì òåíçîðîì ÿâëÿåòñÿ ñèìâîë Êðîíåêåðà δαβ .

Ñêàëÿðíûì ïîëåì íàçûâàþò �óíêöèþ ϕ(x) ≡ ϕ(t, x), çíà÷åíèÿ êîòî-
ðîé, ïî îïðåäåëåíèþ, îäèíàêîâû âî âñåõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà:

ϕ′(x′) = ϕ(x). (1.12)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè çàäàíî íåêî-

òîðîå ÷èñëî. È ýòî ÷èñëî íå çàâèñèò îò âûáîðà ñèñòåìû îòñ÷¼òà. Ïðè

ýòîì çàâèñèìîñòü îò êîîðäèíàò è âðåìåíè �óíêöèè ϕ(x) â ðàçëè÷íûõ

ñèñòåìàõ îòëè÷àåòñÿ. Îäíàêî å¼ çíà÷åíèå, â äàííîé òî÷êå íåèçìåííî.

Âåêòîðíîå ïîëå � íàáîð èç 4-õ �óíêöèé, êîòîðûå â äàííîé òî÷êå 4-

ïðîñòðàíñòâà èìåþò ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ â ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà.

Ýòè çíà÷åíèÿ ñâÿçàíû ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà:

A′µ(x′) = Λµ
ν A

ν(x). (1.13)

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ òåíçîðíîå ïîëå ïðîèçâîëüíîãî ðàíãà.

Äëÿ ïðîèçâîäíûõ ïîëåé ïî xµ
÷àñòî áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùåå

îáîçíà÷åíèå:

∂µ ≡ ∂

∂xµ
, ∂2 ≡ ∂µ∂

µ ≡ ∂2

∂xµ∂xµ
=

∂2

∂t2
−∆, (1.14)

ãäå ∆ = ∇2
� îïåðàòîð Ëàïëàñà. Äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ∂µ∂

µ
,

êàê êâàäðàò 4-âåêòîðà ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì. Â ÷àñòíîñòè, äåéñòâóÿ íà

ñêàëÿðíóþ �óíêöèþ, îí ñíîâà äà¼ò ñêàëÿðíóþ �óíêöèþ.
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2 Óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà

Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè ÷àñòèö ââîäèòñÿ

�óíêöèÿ Ëàãðàíæà. Äâèæåíèå ïðîèñõîäèò òàêèì îáðàçîì, ÷òî èíòåãðàë

îò �óíêöèè Ëàãðàíæà ïî âðåìåíè ìåæäó íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé òî÷êà-

ìè îêàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì (â îáùåì ñëó÷àå ýêñòðåìàëüíûì). Ýòîò

�îðìàëèçì ÿâëÿåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî óäîáíûì è â òåîðèè êëàññè÷åñêîãî

ïîëÿ. Ïðè ýòîì âûâîä ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé âïîëíå àíàëîãè÷åí

êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå.

Íàïîìíèì, ÷òî �óíêöèîíàëîì íàçûâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèé îáúåêò, êî-

òîðûé êàæäîé �óíêöèè ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðîå ÷èñëî. Ïðî-

ñòåéøèì ïðèìåðîì �óíêöèîíàëà ÿâëÿåòñÿ îïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë. �àñ-

ñìîòðèì �óíêöèîíàë îò �óíêöèé, êîòîðûå çàâèñÿò îò âðåìåíè è òî÷êè

â ïðîñòðàíñòâå. Ýòè �óíêöèè áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê äèíàìè÷åñêèå

ïåðåìåííûå è íàçûâàòüñÿ ïîëåì. Ïîëå, â îáùåì ñëó÷àå, èìååò íåñêîëüêî

êîìïîíåíò:Ψk(t,x). Èíäåêñ k ìîæåò îòñóòñòâîâàòü èëè ïðîáåãàòü ÷åòûðå
çíà÷åíèÿ îò 0 äî 3. Â ïåðâîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î ñêàëÿðíîì ïîëå, à âî âòî-

ðîì î âåêòîðíîì èëè áèñïèíîðíîì ïîëÿõ. Âîçìîæíû è áîëåå ñëîæíûå

ñëó÷àè. Íå êîíêðåòèçèðóÿ ÷èñëî êîìïîíåíò ïîëÿ, çàïèøåì ñëåäóþùèé

�óíêöèîíàë äåéñòâèÿ, çàâèñÿùèé îò ïîëåé è èõ ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ:

I[Ψ] =

∫

L(Ψk, ∂αΨk) d
4x =

t2∫

t1

dt

∫

d3xL(Ψk, ∂αΨk) = min, (1.15)

ãäå ïðîèçâîäíûå îáîçíà÷àåì êàê: ∂αΨk ≡ ∂Ψk/∂x
α. Ýòî 4-êðàòíûé èíòå-

ãðàë ïî 4-ìåðíîìó îáú¼ìó d4x = dt d3x. Èíòåãðèðîâàíèå ïî d3x âåä¼òñÿ

ïî âñåìó 3-ïðîñòðàíñòâó. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîëÿ è èõ ïðîèçâîäíûå

íà áåñêîíå÷íîñòè âåäóò ñåáÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî èíòåãðàë (1.15) èìååò

ñìûñë (ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì). Â ÷àñòíîñòè, ýòî ïðîèñõîäèò, åñëè îíè äî-

ñòàòî÷íî áûñòðî óáûâàþò è Ψk(t,∞) = 0. Èíòåãðèðîâàíèå ïî âðåìåíè

â (1.15) âåä¼òñÿ ìåæäó ìîìåíòàìè t1 è t2, â êîòîðûõ ïîëå �èêñèðîâàíî

(íà÷àëüíîå è êîíå÷íîå óñëîâèÿ):

Ψk(t1,x) = Ψ
(1)
k (x), Ψk(t2,x) = Ψ

(2)
k (x). (1.16)

Ñêàëÿðíàÿ �óíêöèÿ L ïîëåé è èõ ïðîèçâîäíûõ íàçûâàåòñÿ ëàãðàíæèà-

íîì (èëè áîëåå òî÷íî ïëîòíîñòüþ ëàãðàíæèàíà). Äëÿ äàííîé äèíàìè÷å-

ñêîé ñèñòåìû îíà �èêñèðîâàíà è ñ÷èòàåòñÿ çàäàííîé.

Ïîëå â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t1 < t < t2 äîëæíî ìåíÿòüñÿ òà-

êèì îáðàçîì, ÷òîáû �óíêöèîíàë (1.15) áûë ýêñòðåìàëüíûì, à â ìîìåíòû

âðåìåíè t1 è t2 ïîëó÷àëèñü �óíêöèè Ψ
(1)
k (x) è Ψ

(2)
k (x).
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Íàéä¼ì äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ êîòîðûì óäîâëåòâîðÿåò ïîëå.

ÏóñòüΨk(t,x) ñîîòâåòñòâóåò ýêñòðåìóìó �óíêöèîíàëà I[Ψk]. Ââåä¼ì ïðî-
èçâîëüíûå �óíêöèè φk = φk(t,x) îáðàùàþùèåñÿ â íîëü ïðè t = t1 è

t = t2. Ôóíêöèÿ Ψk(t,x)+ εφk(t,x), ãäå ε � íåêîòîðûé ïàðàìåòð, óäîâëå-
òâîðÿåò êðàåâûì óñëîâèÿì (1.16). Îäíàêî, å¼ ïîäñòàíîâêà â (1.15) ïðè-

âåä¼ò ê ÷èñëó îòëè÷íîìó îò ýêñòðåìóìà. Ýòî ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé

ε è ðàâíî ýêñòðåìóìó ïðè ε = 0. Ïîýòîìó, ÷òîáû åãî íàéòè, íåîáõîäèìî

âçÿòü ïðîèçâîäíóþ I[Ψk] ïî ε è ïðèðàâíÿòü å¼ íóëþ:

d

dε

∫

L(Ψk+εφk, ∂αΨk+ε∂αφk)d
4x =

∫ [
∂L
∂Ψk

φk +
∂L

∂(∂αΨk)
∂αφk

]

d4x = 0.

Ïî èíäåêñàì k è α ïðîâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå. Òàê êàê ìû ïîëîæèëè

ε = 0, ëàãðàíæèàí ïîñëå ðàâåíñòâà ðàâåí L = L(Ψk, ∂αΨk). Â ïîñëåä-

íåì ñëàãàåìîì ìîæíî âûäåëèòü ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî ∂α, ïåðåïèñàâ
óñëîâèå ýêñòðåìóìà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∫ [
∂L
∂Ψk

− ∂α

(
∂L

∂(∂αΨk)

)]

φk d
4x+

∫

∂α

(
∂L

∂(∂αΨk)
φk

)

d4x = 0. (1.17)

Âòîðîé èíòåãðàë ðàâåí íóëþ, òàê êàê îí èìååò âèä:

∫

∂αf
αd4x =

∫

d3x

t2∫

t1

dt
∂f 0

∂t
+

t2∫

t1

dt

∫

d3x∇f = 0. (1.18)

Ïåðâûé èíòåãðàë â (1.18) îáðàùàåòñÿ â íîëü ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî dt
òàê êàê â ìîìåíòû âðåìåíè t1 è t2 �óíêöèè φk ðàâíû íóëþ (f ∼ φk).

Âòîðîé èíòåãðàë ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî ïðîñòðàíñòâó d3x, â ñèëó èíòå-
ãðàëüíîé òåîðåìû �àóññà, çàìåíÿåòñÿ íà èíòåãðàë ïî ïîâåðõíîñòè �îõâà-

òûâàþùåé âñ¼ ïðîñòðàíñòâî�. Íà ýòîé ïîâåðõíîñòè (íà áåñêîíå÷íîñòè)

ïîëÿ Ψk ðàâíû íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî â (1.17) ïåðâûé èíòåãðàë òàêæå

ðàâíÿåòñÿ íóëþ. Òàê êàê �óíêöèè φk ïðîèçâîëüíûå, äîëæíî áûòü ðàâ-

íî íóëþ âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì

óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà äëÿ ïîëÿ:

∂α

(
∂L

∂ (∂αΨk)

)

=
∂L
∂Ψk

. (1.19)

Èõ ðåøåíèÿ Ψk(t,x) ñ íà÷àëüíûìè è êîíå÷íûìè óñëîâèÿìè (1.16) ñîîò-

âåòñòâóþò ýêñòðåìóìó �óíêöèîíàëà (1.15).

Íà÷èíàÿ ñòðîèòü òåîðèþ îò ëàãðàíæèàíà ìû ÷àñòî óïðîùàåì ñåáå

æèçíü, òàê êàê íåîáõîäèìî âûáðàòü îäíó ñêàëÿðíóþ �óíêöèþ L(Ψk, ∂αΨk)
îò ïîëåé è èõ ïðîèçâîäíûõ. Çàòåì, èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà, ìîæ-

íî ïîëó÷èòü ñèñòåìó êîâàðèàíòíûõ óðàâíåíèé äëÿ âñåõ êîìïîíåíò ïîëÿ.
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3 Òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà

Âàæíóþ ðîëü â òåîðèè ïîëÿ èãðàþò ñîõðàíÿþùèåñÿ âî âðåìåíè âåëè-

÷èíû. Îáû÷íî ëàãðàíæèàí íå çàâèñèò ÿâíî îò 4-êîîðäèíàò (òîëüêî ÷åðåç

ïîëåâûå �óíêöèè Ψk = Ψk(x)), ïîýòîìó:

∂νL =
∂L
∂Ψk

∂νΨk +
∂L

∂(∂µΨk)
∂ν(∂µΨk), (1.20)

ãäå ïî âñåì ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì, âêëþ÷àÿ èíäåêñ k, ïðîâîäèòñÿ

ñóììèðîâàíèå. Ïîäñòàâèì â ïåðâîì ñëàãàåìîì óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà (1.19),

à âî âòîðîì ïåðåñòàâèì ìåñòàìè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå è âûäåëèì ïîë-

íóþ ïðîèçâîäíóþ:

∂νL = ∂µ

(
∂L

∂(∂µΨk)

)

∂νΨk +
∂L

∂(∂µΨk)
∂µ(∂νΨk) = ∂µ

(
∂L

∂(∂µΨk)
∂νΨk

)

.

Ýòî âûðàæåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè äëÿ

òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà:

∂µT
µ
ν = 0, T µ

ν =
∂L

∂(∂µΨk)
∂νΨk − δµν L, (1.21)

ãäå δµν � ñèìâîë Êðîíåêåðà, ïðè ïîìîùè êîòîðîãî ñäåëàíî ïðåîáðàçîâàíèå

∂νL = δµν∂µL. Èñïîëüçóÿ ìåòðè÷åñêèé òåíçîð gµν , ïîäíèìåì èíäåêñ ν
ââåðõ, ïåðåïèñàâ òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà â âèäå:

∂µT
µν = 0, T µν =

∂L
∂(∂µΨk)

∂νΨk − gµν L. (1.22)

�àñïèøåì óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè:

∂T 0ν

∂t
+∇iT

iν = 0

è ïðîèíòåãðèðóåì åãî ïî âñåìó 3-ïðîñòðàíñòâó. Òàê êàê èíòåãðàë îò

∇iT
iν
ïðåîáðàçóåòñÿ ïî òåîðåìå �àóññà ê ïîâåðõíîñòíîìó èíòåãðàëó, à

ïîëÿ íà áåñêîíå÷íîñòè óáûâàþò, òàêîé èíòåãðàë ðàâåí íóëþ. Â ðåçóëü-

òàòå íå ìåíÿþòñÿ ñî âðåìåíåì 4-âåêòîð ïîëíîé ýíåðãèè-èìïóëüñà ïîëÿ:

dP ν

dt
= 0, P ν = {E,P} =

∫

T 0ν d3x.

Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî èíòåãðàëû îò T 0ν
ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó îò ïðîèç-

âîëüíîãî òåíçîðà T µν
â îáùåì ñëó÷àå íå áóäóò êîìïîíåíòàìè 4-âåêòîðà.

Ýòî ïðîèçîéä¼ò, òîëüêî, åñëè ïîäîáíûå èíòåãðàëû íå çàâèñÿò îò âðåìå-

íè, ò.å., åñëè òåíçîð T µν
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ íåïðåðûâíîñòè. �àñ-

ñìîòðèì ýòîò âàæíûé âîïðîñ ïîäðîáíåå.
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Òåíçîð T µν
, ïî îïðåäåëåíèþ è ïî ñóòè ñâîåãî ïîñòðîåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ

ëîêàëüíî êîâàðèàíòíîé âåëè÷èíîé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îí ïðåîáðàçóåòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñòð. 21):

T ′µν(x′) = Λµ
αΛ

ν
β T

αβ(x). (1.23)

Àðãóìåíòû òåíçîðà, èçìåðÿåìîãî â äâóõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà, îòíîñÿòñÿ ê

îäíîé è òîé æå òî÷êå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Â ýòîé òî÷êå �íàõîäÿòñÿ�

äâà íàáëþäàòåëÿ èç 2-õ ñèñòåì îòñ÷¼òà, ó êàæäîãî èç êîòîðûõ �ñâî¼� âðå-

ìÿ. Ïîýòîìó â ëåâîé ÷àñòè ïðåîáðàçîâàíèé àðãóìåíòû 4-òåíçîðà èìåþò

øòðèõ, à â ïðàâîé ñòîÿò óæå áåç øòðèõà.

Êîãäà ìû ïåðåõîäèì ê èíòåãðàëüíûì âåëè÷èíàì, ñóììèðóÿ òåíçîðíîå

ïîëå ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó, âñòóïàåò â èãðó îòíîñèòåëüíîñòü îäíîâðå-

ìåííîñòè. Çàáóäåì ïîêà, ÷òî 4-òåíçîð óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ íåïðå-

ðûâíîñòè è âû÷èñëèì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî òåíçîðà èíòåãðàë:

P ν(t) =

∫

T 0ν(t,x) d3x. (1.24)

Ïðè èíòåãðèðîâàíèè ìû ñóììèðóåì çíà÷åíèÿ �óíêöèè T 0ν(t,x), èçìå-

ðåííûå íàáëþäàòåëÿìè âî âñ¼ì ïðîñòðàíñòâå â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè t
â äàííîé �íåøòðèõîâàííîé� ñèñòåìå îòñ÷¼òà. Àíàëîãè÷íîå âûðàæåíèå ñî

øòðèõàìè ñîîòâåòñòâóåò èíòåãðàëüíîé âåëè÷èíå, èçìåðåííîé íàáëþäà-

òåëÿìè â ìîìåíò âðåìåíè t′ â äðóãîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îò÷¼òà, äâè-
æóùåéñÿ îòíîñèòåëüíî ïåðâîé. Â òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ìû íå ìîæåì

ââåñòè ñèíõðîíèçèðîâàííîå âî âñ¼ì ïðîñòðàíñòâå âðåìÿ, îäíîâðåìåííî â

äâóõ ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà. Âðåìÿ â èíòåãðàëüíîì ñîîòíîøåíèè

òèïà (1.24) ñâÿçàíî ñ ñîâîêóïíîñòüþ âñåõ íàáëþäàòåëåé äàííîé ñèñòåìû.

Îíî íå ìîæåò áûòü ñðàâíåíî ñ àíàëîãè÷íûì �èíòåãðàëüíûì� âðåìåíåì

t′ â äðóãîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà. Ñðàâíèòü ìåæäó ñîáîé âåëè÷èíû P ν(t) è
P ′ν(t′) ìîæíî òîëüêî, åñëè îíè ñîõðàíÿþòñÿ è îò âðåì¼í íå çàâèñÿò. Â

ýòîì ñëó÷àå [1℄ P ′µ = Λµ
ν P

µ.

Òî, ÷òî òåíçîð T µν
ìû ñâÿçûâàåì ñ ýíåðãèåé è èìïóëüñîì, èìååò ðÿä

ïðè÷èí. Ïðåæäå âñåãî, ñóùåñòâóåò òåñíàÿ àíàëîãèÿ ñ ëàãðàíæåâûì �îð-

ìàëèçìîì ÷àñòèö. Òàê, äëÿ íóëåâûõ êîìïîíåíò T 00
ìîæíî íàïèñàòü

T 00 = Πk ∂
0Ψk − L, Πk =

∂L
∂0Ψk

,

ãäå Πk � ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì èìïóëüñîì ñîïðÿæåííûì ê äèíàìè÷å-

ñêîé ïåðåìåííîé Ψk. Òàêîå æå âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãèè ìû èìååì è â

êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå. Êðîìå ýòîãî, â ýëåêòðîäèíàìèêå, ãäå ïîëå âçàè-

ìîäåéñòâóåò ñ çàðÿäàìè, ïîäîáíîå (1.22) óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè ïðè-

âîäèò ê ñîõðàíåíèþ ñóììàðíîé ýíåðãèè ÷àñòèö è ïîëÿ.
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4 Äåéñòâèòåëüíîå ñêàëÿðíîå ïîëå

• �àññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà äåéñòâèòåëüíîå ñêàëÿðíîå ïîëå ϕ.

Â äàííîì ñëó÷àå ïîëå Ψk = ϕ(t,x) íå ñîäåðæèò èíäåêñà k, ÿâëÿÿñü îä-
íîêîìïîíåíòíûì. Êðîìå ϕ, èíâàðèàíòîì ÿâëÿåòñÿ (∂ϕ)2 = (∂νϕ)(∂

νϕ).
Ïîýòîìó êâàäðàòè÷íûé ïî ïîëÿì èíâàðèàíòíûé ëàãðàíæèàí ìîæíî çà-

ïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

L =
1

2
(∂ϕ)2 − m2

2
ϕ2, (1.25)

ãäå m � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà ðàçìåðíîñòè ìàññû. Ïîäñòàíîâêà ëàãðàí-

æèàíà â óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà (1.19) äà¼ò ñëåäóþùåå ëèíåéíîå óðàâíåíèå

ïîëÿ:

(∂2 +m2)ϕ = 0, (1.26)

ãäå ∂2 = ∂µ∂
µ = ∂2/∂t2 −∆ � îïåðàòîð Ä'Àëàìáåðà.

Òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà (1.22) ñêàëÿðíîãî ïîëÿ èìååò âèä:

∂µT
µν = 0, T µν = ∂µϕ∂νϕ− gµνL. (1.27)

Ýòîò òåíçîð ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé ïëîòíîñòè ýíåðãèè:

H = T 00 =
1

2
ϕ̇2 +

1

2
(∇ϕ)2 +

m2

2
ϕ2

(1.28)

è èìïóëüñó ïîëÿ (íå ïóòàòü ñ êàíîíè÷åñêèì èìïóëüñîì ∂L/∂(∂0ϕ), êî-
òîðûé ÿâëÿåòñÿ ïàðíûì ê äèíàìè÷åñêîé ïåðåìåííîé ϕ):

P i = T 0i = −ϕ̇∇ϕ, (1.29)

ãäå òî÷êà � ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè. Èíòåãðàëû îò H è P ïî

âñåìó ïðîñòðàíñòâó ðàâíû ïîëíîé ýíåðãèè è èìïóëüñó ïîëÿ.

Ïðè ïîìîùè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (1.26) íåñëîæíî íåïîñðåäñòâåííî

ïðîâåðèòü ñîõðàíåíèå òåíçîðà T µν
:

∂µT
µν = (∂2ϕ) ∂νϕ+ (∂µϕ) ∂µ∂

νϕ− ∂νL.
Áåðÿ ïðîèçâîäíóþ ëàãðàíæèàíà (1.25), èìååì:

∂µT
µν = (∂2ϕ) ∂νϕ+ (∂µϕ) ∂µ∂

νϕ− (∂µϕ) ∂ν∂µϕ+m2ϕ∂νϕ = 0,

ãäå íîëü ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå ïîäñòàíîâêè çíà÷åíèÿ ∂2ϕ èç (1.26).

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ñèì-

ìåòðè÷åí: T µν = T νµ
. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ òåíçîð, îïðåäåë¼ííûé

ñîîòíîøåíèåì (1.22) ìîæåò îêàçàòüñÿ íåñèììåòðè÷íûì, îäíàêî, êàê ìû

óâèäèì ïîçäíåå (ñòð. 42), âñåãäà ñóùåñòâóåò âîçìîæíîñòü åãî ñèììåòðè-

çàöèè.
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• Íàéä¼ì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ (1.26). Äëÿ ýòîãî çàïè-

øåì �óðüå-ðàçëîæåíèå (ñòð. 266) ïî ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì:

ϕ(t, x) =

∫

a(t, p) eıpx
d3p

(2π)3/2

è ïîäñòàâèì åãî â óðàâíåíèå (1.26), ïðèðàâíÿâ íóëþ �óðüå-îáðàç (äëÿ

ýòîãî íåîáõîäèìî (⋖H1) óìíîæèòü íà eıp
′x
è ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî d3x):

∂2a(t, p)

∂t2
+ ω2

p a(t, p) = 0,

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå, êîòîðîå äàëåå ÷àñòî áóäåò âñòðå÷àòüñÿ:

ωp =
√

p2 +m2. (1.30)

Äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ a(t, p) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì âòîðîãî

ïîðÿäêà è èìååò äâà ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ:

a(t, p) =
a(p)
√

2ωp

e−ıωp t +
b(p)
√
2ωp

eıωp t

(ìíîæèòåëè 1/
√
2ωp ââåäåíû äëÿ ñîêðàùåíèÿ ïîñëåäóþùèõ �îðìóë).

Ïîäñòàâèì ýòî ðåøåíèå â �óðüå-ðàçëîæåíèå:

ϕ =

∫
(
a(p) e−ıωp t+ıpx + b(p) eıωp t+ıpx

) d3p
√

(2π)32ωp

,

è ñäåëàåì âî âòîðîì ñëàãàåìîì â èíòåãðàëå çàìåíó p 7→ −p (⋖H2):

ϕ =

∫
(
a(p) e−ıp·x + b(−p) eıp·x

) d3p
√

(2π)32ωp

,

ãäå p · x = ωpt − px � ñâ¼ðòêà 4-âåêòîðîâ x = {t, x} è p = {ωp, p}. Â
ñèëó äåéñòâèòåëüíîñòè ïîëÿ ϕ∗ = ϕ äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ b(−p) = a∗(p)
(⋖H3), ïîýòîìó îêîí÷àòåëüíî:

ϕ(t, x) =

∫

(ap e
−ıpx + a∗p e

ıpx)
d3p

√

(2π)32ωp

, (1.31)

ãäå ap ≡ a(p). Çàìåòèì, ÷òî êàæäîå ñëàãàåìîå ïîä èíòåãðàëîì â (1.31)

ñàìî ïî ñåáå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ïîëÿ (∂2+m2)ϕ = 0, ò.ê. êâàäðàò
4-èìïóëüñà ðàâåí p2 = ω2

p − p2 = m2
.

Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äåéñòâèòåëüíîãî ñêàëÿð-

íîãî ïîëÿ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ �óíêöèåé 3-èìïóëüñà ap. Íàçâàíèå
�èìïóëüñ� äëÿ �óðüå-ïåðåìåííîé p ñâÿçàíî ñ âûðàæåíèåì äëÿ ïîëíîãî

èìïóëüñà ïîëÿ, êîòîðîå áóäåò íàéäåíî íèæå.
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• Âûðàçèì �óíêöèè ap ÷åðåç ïîëå è åãî ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè. Äëÿ

ýòîãî óìíîæèì (1.31) íà e−ıkx
è ïðîèíòåãðèðóåì ïî d3x/(2π)3/2:

∫

ϕ(t,x) e−ıkx d3x

(2π)3/2
=

∫

(ap e
−ıωpt+ı(p−k)x+a∗p e

ıωpt−ı(p+k)x)
d3p d3x

(2π)3
√

2ωp

.

Â ñèëó èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ �óíêöèè Äèðàêà (ñòð. 264):

δ(p) =

∫

eıpx
d3x

(2π)3
(1.32)

â ïåðâîì ñëàãàåìîì ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî d3x ïîëó÷èòñÿ δ(p − k) è

δ(p+ k) � âî âòîðîì. Ïðîèíòåãðèðóåì ñ ýòèìè �óíêöèÿìè ïî d3p:
∫

ϕ(t,x) e−ıkx d3x

(2π)3/2
=

1√
2ωk

(ak e
−ıωkt + a∗−k e

ıωkt). (1.33)

Âîçüì¼ì ïðîèçâîäíóþ ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòè ïî âðåìåíè:

ı

∫
∂ϕ(t,x)

∂t
e−ıkx d3x

(2π)3/2
=

√
ωk

2
(ak e

−ıωkt − a∗−k e
ıωkt). (1.34)

Èç ïîñëåäíèõ äâóõ ñîîòíîøåíèé íåñëîæíî âûðàçèòü �óíêöèè ap ÷åðåç

ïîëå è åãî ïðîèçâîäíóþ (ìåíÿåì k íà p):

ap =

∫ (

ωp ϕ(t,x) + ı
∂ϕ(t,x)

∂t

) eıpx d3x
√

(2π)32ωp

. (1.35)

Õîòÿ â ïðàâîé ÷àñòè ïîëå è ýêñïîíåíòà eıpx çàâèñÿò îò âðåìåíè, ïðè

èíòåãðèðîâàíèè ëþáîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.26) ïî �îðìóëå (1.35) ïî-

ëó÷èòñÿ íåçàâèñÿùàÿ îò âðåìåíè �óíêöèÿ ap = a(p).

Óðàâíåíèå (1.26) ÿâëÿåòñÿ äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì âòîðîãî

ïîðÿäêà â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ åãî ðåøåíèÿ íåîáõî-

äèìî çàäàòü çíà÷åíèå ïîëÿ ϕ(0, x) è åãî ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè
∂ϕ(0, x)/∂t â íà÷àëüíûé ìîìåíò t = 0. Ïîëàãàÿ â (1.35) t = 0, ìîæíî

íàéòè ap, à, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ïîìîùè (1.31) çíà÷åíèå ïîëÿ â ëþáîé

ìîìåíò âðåìåíè.

Îòìåòèì, ÷òî ωp =
√

p2 +m2
íåëèíåéíî çàâèñèò îò èìïóëüñà p. Ïî-

ýòîìó âîëíû, ïî êîòîðûì ðàçëîæåíî ðåøåíèå äëÿ ñâîáîäíîãî ñêàëÿðíîãî

ïîëÿ, îáëàäàþò äèñïåðñèåé. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ëîêàëèçîâàííûé â

ïðîñòðàíñòâå ïàêåò âîëí ïðè m 6= 0 ðàñïëûâàåòñÿ ñî âðåìåíåì. Äåéñòâè-
òåëüíî, px−ωpt = p (x−ut), ãäå ñêîðîñòü u ðàâíà pωp/p

2
. Âîëíû ñ ðàç-

ëè÷íîé äëèíîé âîëíû λ = 2π/|p| áóäóò äâèãàòüñÿ ñ ðàçíîé ñêîðîñòüþ u.

Áåçäèñïåðñèîííîå ðåøåíèå ñ êîíå÷íîé ýíåðãèåé âèäà ϕ(t, x) = f(x−ut)

âîçìîæíî òîëüêî ïðè m = 0.
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• Âîñïîëüçóåìñÿ ðåøåíèåì ñâîáîäíûõ óðàâíåíèé â âèäå (1.31) äëÿ âû-

÷èñëåíèÿ ñîõðàíÿþùèõñÿ âåëè÷èí. Íà÷í¼ì ñ ïîëíîãî èìïóëüñà (1.29):

P = −
∫

ϕ̇∇ϕd3x.

Ïîäñòàâëÿÿ â íåãî (1.31), ïîëó÷àåì:

P = −
∫

(−ıωp ape
−ıpx + ıωp a

∗
pe

ıpx) (ık ake
−ıkx − ık a∗ke

ıkx)
d3xd3pd3k

2(2π)3
√
ωpωk

.

Ïåðåìíîæèì ñêîáêè. Èíòåãðàë ïî d3x/(2π)3 îò e±ı(p−k)x
äàñò �óíêöèþ

Äèðàêà δ(p− k), à îò e±ı(p+k)x
� �óíêöèþ δ(p+ k) e±2ıωpt

. Èíòåãðèðóÿ ñ

íèìè ïî d3k, èìååì:

P =

∫

p
(
apa−p e

−2ıωpt + a∗pa
∗
−p e

2ıωpt + apa
∗
p + a∗pap

) d3p

2
.

Ïðè çàìåíå p 7→ −p ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ îáðàçóþò íå÷¼òíûå �óíêöèè

(ìíîæèòåëü p), ïîýòîìó èíòåãðàë îò íèõ ðàâåí íóëþ è îêîí÷àòåëüíî:

P =
1

2

∫

p (a∗pap + apa
∗
p) d

3p =

∫

p a∗pap d
3p. (1.36)

Ýòî âûðàæåíèå íå çàâèñèò îò âðåìåíè, ÷òî îòðàæàåò ïîñòîÿíñòâî ïîë-

íîãî èìïóëüñà ïîëÿ.

Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿåòñÿ ïîëíàÿ ýíåðãèÿ (1.28):

H =
1

2

∫
(
ϕ̇2 + (∇ϕ)2 +m2 ϕ2) d3x.

Ìîæíî íåñêîëüêî óïðîñòèòü âû÷èñëåíèÿ, åñëè çàìåòèòü, ÷òî (∇ϕ)(∇ϕ)

ýêâèâàëåíòíî ∇(ϕ∇ϕ)− ϕ∆ϕ. Èíòåãðàë îò ∇(ϕ∇ϕ) ïî òåîðåìå �àóññà
ðàâåí ïîâåðõíîñòíîìó èíòåãðàëó îò ϕ∇ϕ, ãäå ïîâåðõíîñòü îêðóæàåò �âñ¼
ïðîñòðàíñòâî�. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà áåñêîíå÷íîñòè ïîëÿ ðàâíû íóëþ

(èíà÷å áû ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ðàñõîäèëàñü). Â ñèëó ýòîãî, ïîâåðõíîñòíûé

÷ëåí ðàâåí íóëþ è ýíåðãèÿ ðàâíà:

H =
1

2

∫
(
ϕ̇2 + ϕ (−∆+m2)ϕ) d3x. (1.37)

Îïåðàòîð −∆+m2
, äåéñòâóÿ ïîä �óðüå-èíòåãðàëîì äà¼ò p2 +m2 = ω2

p.

Èíòåãðèðóÿ àíàëîãè÷íî ïîëíîìó èìïóëüñó, ñíîâà ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

íå çàâèñÿùåå îò âðåìåíè:

H =
1

2

∫

ωp (a
∗
pap + apa

∗
p) d

3p =

∫

ωp a
∗
pap d

3p. (1.38)

Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâåäåíèå a∗pap ÿâëÿåòñÿ èíòåíñèâíîñòüþ ãàðìîíèê

�óðüå-ðàçëîæåíèÿ (1.31) ñ ýíåðãèåé ωp è èìïóëüñîì p.
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5 Êîìïëåêñíîå ñêàëÿðíîå ïîëå

• �àññìîòðèì äâà ñêàëÿðíûõ ïîëÿ Φ1(x) è Φ2(x), äèíàìèêà êîòîðûõ

îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì ëàãðàíæèàíîì (m � êîíñòàíòà):

L =
1

2
{(∂µΦ1)

2 + (∂µΦ2)
2} − m2

2
{Φ2

1 +Φ2
2}, (1.39)

óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ êîòîðîãî èìåþò âèä:

(∂2 +m2)Φ1 = 0, (∂2 +m2)Φ2 = 0. (1.40)

Ëàãðàíæèàí äâóõêîìïîíåíòíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ (1.39) Φk = {Φ1, Φ2}
èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ïîâîðîòîâ â ïðîñòðàíñòâå êîìïîíåíò ïîëÿ:

{
Φ′

1 = Φ1 cosα + Φ2 sinα,
Φ′

2 = −Φ1 sinα + Φ2 cosα,
(1.41)

ãäå α � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà (�óãîë ïîâîðîòà�).

Äâóõêîìïîíåíòíîå äåéñòâèòåëüíîå ñêàëÿðíîå ïîëå ìîæåò áûòü ïðåä-

ñòàâëåíî êàê îäíîêîìïîíåíòíîå êîìïëåêñíîå ïîëå, äåéñòâèòåëüíîé è ìíè-

ìîé ÷àñòüþ êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòû äåéñòâèòåëüíîãî ïîëÿ:

Ψ =
Φ1 + ıΦ2√

2
. (1.42)

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ëàãðàíæèàí, ýêâèâàëåíòíûé (1.39) èìååò âèä:

L = (∂µΨ∗)(∂µΨ)−m2Ψ∗Ψ, (1.43)

ãäå çâ¼çäî÷êà � ýòî êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå. Âíåøíå â (1.43) �óíêöèÿ

ñòàëà îäíà. Îäíàêî îíà ïî-ïðåæíåìó äâóõêîìïîíåíòíà, ïîýòîìó âñå âû-

÷èñëåíèÿ (ïîëó÷åíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ è ò.ä.)

äîëæíû ïðîâîäèòñÿ òàê, áóäòî Ψ è Ψ∗
� ýòî äâà íåçàâèñèìûõ ïîëÿ. Â

÷àñòíîñòè óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∂µ

(
∂L

∂(∂µΨ)

)

=
∂L
∂Ψ

, ∂µ

(
∂L

∂(∂µΨ∗)

)

=
∂L
∂Ψ∗

è ïðèâîäÿò ê òàêèì æå óðàâíåíèÿì, êàê è äëÿ äåéñòâèòåëüíîãî ïîëÿ:

(∂2 +m2)Ψ = 0, (∂2 +m2)Ψ∗ = 0. (1.44)

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî îíè ýêâèâàëåíòíû (1.40). Ñèììåòðèÿ ëàãðàíæèà-

íà (1.41) íà ÿçûêå êîìïëåêñíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ çàïèñûâàåòñÿ â áîëåå

êîìïàêòíîì âèäå:

Ψ 7→ Ψ′ = e−ıαΨ (1.45)

è àíàëîãè÷íî äëÿ ñîïðÿæ¼ííîãî ïîëÿ Ψ∗
ñ ïëþñîì â ýêñïîíåíòå.
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Òåíçîð ýíåðãèè èìïóëüñà êîìïëåêñíîãî ïîëÿ ïîëó÷àåòñÿ, êàê è â äåé-

ñòâèòåëüíîì ñëó÷àå, îäíàêî ïðè âçÿòèè ïðîèçâîäíîé ∂νL íóæíî ñóì-

ìèðîâàòü ïðîèçâîäíûå ïî Ψ è Ψ∗
, ÷òî ýêâèâàëåíòíî äîáàâëåíèþ â T µν

êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííîãî ÷ëåíà:

T µν =
∂L

∂(∂µΨ)
∂νΨ+ ∂νΨ∗ ∂L

∂(∂µΨ∗)
− gµνL. (1.46)

Ïîäñòàâëÿÿ ëàãðàíæèàí (1.43), èìååì:

T µν = ∂µΨ∗∂νΨ+ ∂νΨ∗ ∂µΨ− gµνL.
Ïëîòíîñòü ýíåðãèè H = T 00

è èìïóëüñà P i = T 0i
äëÿ òàêîãî òåíçîðà

ðàâíû (òî÷êà � ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè):

H = Ψ̇∗Ψ̇ +∇Ψ∗∇Ψ+m2Ψ∗Ψ, P i = −Ψ̇∗∇Ψ− (∇Ψ∗) Ψ̇. (1.47)

Èíâàðèàíòíîñòü ëàãðàíæèàíà îòíîñèòåëüíî �àçîâûõ ïðåîáðàçîâàíèé

(1.45) ïðèâîäèò ê ñîõðàíÿþùåìóñÿ òîêó. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü â îáùåì

ñëó÷àå ëàãðàíæèàí èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé

Ψ(x) 7→ Ψ′(x) = F (Ψ(x), αk),

ãäå αk � íàáîð èç n ïàðàìåòðîâ. Òàê êàê ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ëàãðàí-

æèàí èìååò òîò æå âèä (íå çàâèñèò îò αk), èìååì:

∂L(Ψ′, Ψ′∗)

∂αk
=

∂L
∂Ψ′

∂Ψ′

∂αk
+

∂L
∂∂µΨ′

∂(∂µΨ
′)

∂αk
+ ê.ñ. = 0,

ãäå �ê.ñ� � êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå ñëàãàåìûå. Ïîäñòàâëÿÿ â ïåðâîì

ñëàãàåìîì óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà è ïîëîæèâ αk = 0, ïîëó÷àåì (⋖H4) íà-

áîð k ñîõðàíÿþùèõñÿ òîêîâ:

∂µJ
µ
k = 0, Jµ

k =
∂L

∂(∂µΨ)

∂Ψ′

∂αk

∣
∣
∣
α=0

+
∂L

∂(∂µΨ∗)

∂Ψ′∗

∂αk

∣
∣
∣
α=0

. (1.48)

Äëÿ ëàãðàíæèàíà (1.43) è �àçîâûõ ïðåîáðàçîâàíèé (1.45) ñ åäèíñòâåí-

íûì ïàðàìåòðîì, ñîõðàíÿþùèéñÿ, äåéñòâèòåëüíûé òîê èìååò âèä:

Jµ = ıΨ∗∂µΨ− ı(∂µΨ∗) Ψ. (1.49)

Èíòåãðàë îò åãî íóëåâîé êîìïîíåíòû ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó:

Q = ı

∫

(Ψ∗ Ψ̇− Ψ̇∗Ψ) d3x (1.50)

íàçûâàåòñÿ çàðÿäîì êîìïëåêñíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ. Â êà÷åñòâå óïðàæ-

íåíèÿ, ñòîèò ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå óðàâíåíèå ∂µJ
µ = 0 äëÿ (1.49) íåïî-

ñðåäñòâåííî èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (1.44).
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• �åøåíèÿ óðàâíåíèé êîìïëåêñíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ (∂2 +m2)Ψ = 0

çàïèøåì ñðàçó ïî àíàëîãèè ñ äåéñòâèòåëüíûì ïîëåì:

Ψ =

∫

(ap e
−ıpx + b∗p e

ıpx)
d3p

√

(2π)32ωp

, (1.51)

ãäå âòîðîé êîý��èöèåíò ðàçëîæåíèÿ îáîçíà÷åí êàê b∗p. Åãî óæå íåëüçÿ
ïîëîæèòü ðàâíûì a∗p, ò.ê. ïîëå íå ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíûì.

Ïðè ïîìîùè ðåøåíèÿ (1.51) ýíåðãèÿ (1.47) êîìïëåêñíîãî ñêàëÿðíîãî

ïîëÿ íàõîäèòñÿ êàê è â ñëó÷àå äåéñòâèòåëüíîãî ïîëÿ:

H =

∫

ωp (a
∗
pap + b∗pbp) d

3p. (1.52)

Àíàëîãè÷íîå âûðàæåíèå ïîëó÷àåòñÿ äëÿ èìïóëüñà ïîëÿ:

P =

∫

p (a∗pap + b∗pbp) d
3p. (1.53)

Â ýòèõ ñîîòíîøåíèÿõ ìû ñðàçó ó÷ëè, ÷òî bpb
∗
p = b∗pbp. Äëÿ êëàññè÷åñêîãî

ïîëÿ ýòî ïðåîáðàçîâàíèå òðèâèàëüíî, îäíàêî, êàê ìû óâèäèì äàëüøå, ýòî

íå ñîâñåì òàê â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ.

Ââîäÿ 4-âåêòîð pµ = {ωp, p}, âûðàæåíèÿ äëÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà ìîæ-
íî îáúåäèíèòü â îäíî:

P µ =

∫

pµ (a∗pap + b∗pbp) d
3p. (1.54)

Òàêæå êàê è â äåéñòâèòåëüíîì ñëó÷àå a∗pap è b∗pbp ÿâëÿþòñÿ èíòåíñèâíî-
ñòüþ âêëàäà â ýíåðãèþ è èìïóëüñ ïîëÿ âåëè÷èí ωp, p.

Èíîå âûðàæåíèå ïîëó÷àåòñÿ äëÿ çàðÿäà êîìïëåêñíîãî ïîëÿ (1.50):

Q =

∫

(a∗pap − b∗pbp) d
3p, (1.55)

êîòîðûé, â îòëè÷èè îò ýíåðãèè, çíàêîïåðåìåííûé. Ïðè ýòîì a∗pap ÿâëÿ-

åòñÿ ïëîòíîñòüþ ïîëîæèòåëüíîãî çàðÿäà, à b∗pbp � ïëîòíîñòüþ îòðèöà-

òåëüíîãî çàðÿäà. Íåçàâèñèìî îò çíàêà çàðÿäà, îíè îáëàäàþò îäèíàêîâîé

ýíåðãèåé ωp =
√

p2 +m2
è èìïóëüñîì p. Òåðìèí �çàðÿä� ïîêà îçíà÷à-

åò ëèøü íåêîòîðóþ ñîõðàíÿþùóþñÿ âåëè÷èíó. �Ïðèâû÷íûì� çàðÿäîì îí

ñòàíåò ïîñëå ââåäåíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ïîëÿìè.

Òàêèì îáðàçîì, èìïóëüñíîå ïðåäñòàâëåíèå èìååò î÷åíü åñòåñòâåííóþ

èíòåðïðåòàöèþ è îêàçûâàåòñÿ óäîáíîé îñíîâîé äëÿ ïðîâåäåíèÿ ïðîöåäó-

ðû êâàíòîâàíèÿ, êîòîðóþ ìû ðàññìîòðèì â ñëåäóþùåé ãëàâå.
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• Ïðîñòåéøèì îáîáùåíèåì êîìïëåêñíîãî ïîëÿ ìîæåò áûòü ïàðà êîì-

ïëåêñíûõ ïîëåé, òàê ÷òî Ψ îáîçíà÷àåò ñòîëáèê (Ψ1 Ψ2)
T
, à êîìïëåêñíîå

ñîïðÿæåíèå ïîíèìàåòñÿ êàê ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå:

Ψ+Ψ =
(
Ψ∗

1 Ψ∗
2

)
(
Ψ1

Ψ2

)

= Ψ∗
1Ψ1 +Ψ∗

2Ψ2.

Åñëè ëàãðàíæèàí òàêîãî ïîëÿ èìååò âèä:

L = (∂µΨ+)(∂µΨ)−m2Ψ+Ψ, (1.56)

òî îí èíâàðèàíòåí íå òîëüêî îòíîñèòåëüíî �àçîâîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (1.45),

íî è îòíîñèòåëüíî áîëåå îáùåãî óíèòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ:

Ψ(x) 7→ Ψ′(x) = U Ψ(x), U+U = 1,

ãäå U � ìàòðèöà 2x2 ñ êîìïëåêñíûìè ýëåìåíòàìè. Äåéñòâèòåëüíî, â ìàò-

ðè÷íûõ îáîçíà÷åíèÿõ:

Ψ′+Ψ′ = Ψ+U+UΨ = Ψ+Ψ.

Áåñêîíå÷íî ìàëîå óíèòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþ-

ùåì âèäå:

U ≈ 1− ıα0 − ıασ,

ãäå σ � ýðìèòîâû (σ
+ = σ) ìàòðèöû Ïàóëè (ñòð. ??) è ïàðàìåòðû α0

è α äåéñòâèòåëüíû. Íåñëîæíî âèäåòü (⋖H5) , ÷òî â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî

ïàðàìåòðàì âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå óíèòàðíîñòè U+U = 1. Ìàòðèöû U

îáðàçóþò ãðóïïó U(2). Ñèììåòðèÿ, ñâÿçàííàÿ ñ ïàðàìåòðîì α0 ïðèâî-

äèò ê ñîõðàíÿþùåìóñÿ çàðÿäó ïîäîáíîìó îáû÷íîìó êîìïëåêñíîìó ïîëþ.

Îñòàëüíûå òðè ïàðàìåòðà äàþò ñîõðàíÿþùèéñÿ òîê âèäà:

Jµ = ı(Ψ+
σ∂µΨ− ∂µΨ+

σΨ), (1.57)

ãäå ïðè ïîìîùè æèðíîãî øðè�òà èçîáðàæ¼í âåêòîð, êîìïîíåíòû êîòî-

ðîãî ñîîòâåòñòâóþò òð¼ì ïàðàìåòðàì ïðåîáðàçîâàíèÿ α = {α1, α2, α3},
ò.å.: Jµ = {Jµ

1 , J
µ
2 , J

µ
3 }. Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ ïîëÿ, àíàëîãè÷íûå (1.44)

ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè ∂µJ
µ = 0.

Ñîîòâåòñòâåííî ñîõðàíÿþòñÿ òðè äîïîëíèòåëüíûõ ê �îáû÷íîìó� çàðÿäà.

Ñèììåòðèè ëàãðàíæèàíà, ñâÿçàííûå ñ ïðåîáðàçîâàíèåì ïîëåé ïðè êî-

òîðûõ êîîðäèíàòû îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè, íàçûâàþò âíóòðåííèìè ñèì-

ìåòðèÿìè. Òàêèå ñèììåòðèè âîçíèêàþò áëàãîäàðÿ óìåíüøåíèþ ïàðà-

ìåòðè÷åñêîãî ïðîèçâîëà â ëàãðàíæèàíå. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû ìàññî-

âûé ÷ëåí â (1.56) èìåë âèä m1Ψ
∗
1Ψ1 +m2Ψ

∗
2Ψ2 ñèììåòðèÿ ðàçðóøèëàñü

áû è òîê (1.57) íå ñîõðàíÿëñÿ.
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6 Ñèììåòðèè è çàêîíû ñîõðàíåíèÿ

Èíâàðèàíòíîñòü ëàãðàíæèàíà îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäè-

íàò è ïîëåé ïðèâîäèò ê çàêîíàì ñîõðàíåíèÿ. Ýòîò çàìå÷àòåëüíûé �àêò

áûë óñòàíîâëåí Ýììè Í¼òåð â 1918 ã.

�àçëè÷àþò íåïðåðûâíûå è äèñêðåòíûå ñèììåòðèè. Ïåðâûå çàâèñÿò îò

âåùåñòâåííûõ ïàðàìåòðîâ, ðàâåíñòâî íóëþ êîòîðûõ äà¼ò òîæäåñòâåííîå

(åäèíè÷íîå) ïðåîáðàçîâàíèå. Ïðè èçìåíåíèè ýòèõ ïàðàìåòðîâ ìû ìîæåì

�íåïðåðûâíûì îáðàçîì� ïîëó÷èòü ëþáîé ýëåìåíò ãðóïïû ñèììåòðèè, ñî-

îòâåòñòâóþùåé äàííîìó ïðåîáðàçîâàíèþ. Ïðè íåïðåðûâíûõ ïðåîáðàçî-

âàíèÿõ êîîðäèíàò è ïîëåé âñåãäà ìîæíî ðàññìîòðåòü áåñêîíå÷íî ìàëîå

ïðåîáðàçîâàíèå â îêðåñòíîñòè åäèíè÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ê äèñêðåò-

íûì ïðåîáðàçîâàíèÿì îòíîñÿòñÿ, íàïðèìåð, èíâåðñèè âðåìåíè è êîîðäè-

íàò: x 7→ x′ = −x. Â ýòîì ñëó÷àå áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïðåîáðàçîâàíèé íåò.

Òåîðåìà Í¼òåð �îðìóëèðóåòñÿ äëÿ íåïðåðûâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

×àñòíûì ïðèìåðîì ýòîé òåîðåìû áûë âûâîä ñîõðàíÿþùåãîñÿ òîêà äëÿ

êîìïëåêñíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ (ñòð. 31). Òàêàÿ ñèììåòðèÿ íàçûâàåòñÿ

�âíóòðåííåé� òàê êàê îíà ìåíÿåò ïîëå, íî íå çàòðàãèâàåò êîîðäèíàò îò

êîòîðûõ çàâèñèò ïîëå.

Íàøå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ îäíîðîäíî (íåò âûäåëåííîé òî÷êè) è èçî-

òðîïíî (íåò âûäåëåííûõ íàïðàâëåíèé). Ïåðâàÿ ñèììåòðèÿ ïðèâîäèò ê

ñîõðàíåíèþ òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà, à âòîðàÿ � ê ñîõðàíåíèþ ìîìåíòà

èìïóëüñà ïîëÿ. �àññìîòðèì ñíà÷àëà îäíîðîäíîñòü ïðîñòðàíñòâà. Ñîîò-

âåòñòâóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò ÿâëÿþòñÿ òðàíñëÿöèÿìè (ñäâè-

ãàìè) ïðè êîòîðûõ �èçèêà äîëæíà îñòàâàòüñÿ íåèçìåííîé:

{
x′ = x− a

x = x′ + a

}

Ψ′
k(x

′) = Ψk(x).

Ïî îïðåäåëåíèþ, ïîëå Ψk(x) çàäàíî â êàæäîé òî÷êå 4-ïðîñòðàíñòâà.

Òî÷êè ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèìè ñóùíîñòÿìè è íå çàâè-

ñÿò îò ñïîñîáà èõ íóìåðàöèè, äëÿ êîòîðîé ìû èñïîëüçóåì ðàçëè÷íûå

ñèñòåìû êîîðäèíàò (â 4-ïðîñòðàíñòâå â îáùåì ñëó÷àå îíè íàçûâàþòñÿ

ñèñòåìàìè îòñ÷¼òà).

Åñëè ìû ñäâèãàåì íà÷àëî îòñ÷¼òà êîîðäèíàò x′ = x − a è íà÷àëî

îòñ÷¼òà âðåìåíè t′ = t − a0, çíà÷åíèå ïîëÿ (÷èñëà Ψk) â äàííîé òî÷êå

4-ïðîñòðàíñòâà íå èçìåíÿòñÿ. Ýòî çàïèñûâàåòñÿ â âèäå Ψ′
k(x

′) = Ψk(x).
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Õîòÿ çíà÷åíèå ïîëÿ íå ìåíÿåòñÿ, �óíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü îò x′

ñòàíîâèòñÿ äðóãîé, ÷òî ïîìå÷àåòñÿ øòðèõîì ó �óíêöèè Ψ′
k. Åñëè ñäâèã

aµ = {a0, a} áåñêîíå÷íî ìàë, �óíêöèîíàëüíîå èçìåíåíèå ïîëÿ òàêæå

ìàëî. �àñêëàäûâàÿ ïðåîáðàçîâàíèå ïîëÿ â ðÿä Òåéëîðà, èìååì:

Ψ′
k(x

′) = Ψk(x) = Ψk(x
′ + a) ≈ Ψk(x

′) + ∂ ′
µΨk(x

′) aµ = Ψk(x
′) + δΨk(x

′),

ãäå δΨk = aµ∂µΨk. Òàêèì îáðàçîì, ïîïðàâêà ê �èñõîäíîé� �óíêöèè Ψk

îïðåäåëÿåòñÿ å¼ ïðîèçâîäíîé, ñâ¼ðíóòîé ñ áåñêîíå÷íî ìàëûì ñìåùåíèåì.

Íàïðèìåð, ñêàëÿðíàÿ �óíêöèÿ ϕ(x) = x2, çàäàííàÿ òàêèì îáðàçîì â ñè-

ñòåìå êîîðäèíàò x, â ñèñòåìå êîîðäèíàò x′ áóäåò èìåòü �óíêöèîíàëüíóþ
çàâèñèìîñòü ϕ′(x′) = (x′ + a)2 ≈ x′2 + 2x′a.

Ëàãðàíæèàí � ýòî èíâàðèàíò (ñêàëÿð), íå çàâèñÿùèé ÿâíî îò êîîðäè-

íàò (òîëüêî ÷åðåç ïîëåâûå �óíêöèè è èõ ïðîèçâîäíûå). Ïîýòîìó ìîæíî

íàïèñàòü:

L
(
Ψ′

k(x
′), ∂ ′

µΨ
′
k(x

′)
)
= L

(
Ψk(x), ∂µΨk(x)

)
, (1.58)

ãäå â ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòè ñòîèò îäíà è òà æå �óíêöèÿ L. Ýòà èíâà-
ðèàíòíîñòü è ïðèâîäèò ê çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè-èìïóëüñà.

Äåéñòâèòåëüíî, ïîäñòàâèì â (1.58) ñëåâà èçìåíåíèå �óíêöèîíàëüíîé

çàâèñèìîñòè, à ñïðàâà ïåðåéä¼ì îò x ê x′ (÷òîáû â ðàâåíñòâå ñòîÿëè

îäèíàêîâûå �óíêöèè è ïåðåìåííûå îò êîòîðûõ îíè çàâèñÿò):

L
(
Ψk(x

′) + δΨk(x
′), ∂ ′

µΨk(x
′) + ∂ ′

µδΨk(x
′)
)
= L

(
Ψk(x

′ + a), ∂µΨk(x
′ + a)

)
.

Òàê êàê x′ � ýòî ïðîñòî îáîçíà÷åíèå ïåðåìåííîé, øòðèõ ìîæíî îïóñòèòü,
ïåðåîáîçíà÷èâ x′ êàê x. Âåëè÷èíû a è δΨk ∼ a áåñêîíå÷íî ìàëûå, ïîýòî-
ìó ðàçëîæèì ïî íèì â ðÿä Òåéëîðà ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà è ïåðåíåñÿ

âïðàâî íóëåâîå ïî δΨk ïðèáëèæåíèå, ïîëó÷èì:

∂L
∂Ψk

δΨk+
∂L

∂(∂µΨk)
∂µδΨk = L

(
Ψk(x+a), ∂µΨk(x+a)

)
−L

(
Ψk(x), ∂µΨk(x)

)
.

Â ïåðâîì ñëàãàåìîì ñëåâà ïîäñòàâèì óðàâíåíèå Ëàãðàíæà (1.19), ñòð. 23

è âûäåëèì ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ. Ïðàâóþ ÷àñòü ðàçëîæèì â ðÿä ïî aµ:

∂µ

( ∂L
∂(∂µΨk)

∂νΨk a
ν
)

= aν ∂νL.

Áåðÿ ïðîèçâîäíóþ ïî aν , ïîëó÷àåì (1.20), ñòð. 24 à, ñëåäîâàòåëüíî, è

çàêîí ñîõðàíåíèÿ òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà.
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7 Ìîìåíò èìïóëüñà ïîëÿ

• �àññìîòðèì òåïåðü èíâàðèàíòíîñòü ëàãðàíæèàíà îòíîñèòåëüíî ïî-

âîðîòîâ â 4-ïðîñòðàíñòâå (ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà è 3-ìåðíûå âðàùå-

íèÿ):

x′
µ = Λµν x

ν, Λµν = gµν + ωµν + ...

Ïåðâîå ñëàãàåìîå gµν â ðàçëîæåíèè ëîðåíöåâîé ìàòðèöû Λµν ñîîòâåò-

ñòâóåò åäèíè÷íîìó ïðåîáðàçîâàíèþ. Âòîðîå ñëàãàåìîå ωµν áóäåì ñ÷èòàòü

áåñêîíå÷íî ìàëûì. Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåì ñëåäóþùèå ïðåîáðà-

çîâàíèÿ:

x′
µ ≈ xµ + ωµν x

ν, xµ ≈ x′
µ − ωµν x

′ν. (1.59)

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå (âòîðîå ñîîòíîøåíèå) ïðîâåðÿåòñÿ (⋖H6) ïîä-

ñòàíîâêîé â ïðÿìûå ïðåîáðàçîâàíèÿ (ïåðâîå ñîîòíîøåíèå) ñ òî÷íîñòüþ

äî ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî ωµν. Ïàðàìåòðû ωµν àíòèñèììåòðè÷íû:

ωµν = −ωνµ. (1.60)

Ýòî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç èíâàðèàíòíîñòè x′2 = x2 â ïåðâîì ïî-

ðÿäêå ìàëîñòè ïî ωµν:

x′2 = gµν(xµ + ωµαx
α)(xν + ωνβx

β) = x2 + 2ωνβ x
νxβ + ... = x2.

Ñâ¼ðòêà ωνβ x
νxβ

ñ ñèììåòðè÷íûì òåíçîðîì xνxβ
áóäåò ðàâíà íóëþ, åñëè

ωνβ ÿâëÿåòñÿ àíòèñèììåòðè÷íûì òåíçîðîì.

Â ñëó÷àå ëîðåíöåâñêîãî áóñòà (äâèæåíèÿ ñî ñêîðîñòüþ v âäîëü îñè x)
è ïîâîðîòîâ â ïëîñêîñòè (x, y) íà óãîë φ äëÿ 1+2 ïðîñòðàíñòâà xµ =
{t, x, y} ïàðàìåòðû ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàâíû (⋖H7):

ωµν =





0 −v 0
v 0 0

0 0 0



 , ωµν =





0 0 0
0 0 φ

0 −φ 0



 .

Â îáùåì ñëó÷àå 6 íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíòîâ àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà

ωµν îïðåäåëÿþòñÿ òðåìÿ êîìïîíåíòàìè ñêîðîñòè è òðåìÿ óãëàìè ïîâî-

ðîòà ïðîñòðàíñòâåííûõ îñåé.

Ñêàëÿðíîå ïîëå ϕ(x) ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ÷èñåë, çàäàííûõ â òî÷êàõ

4-ïðîñòðàíñòâà. Ýòà �óíêöèÿ íå ìåíÿåò ñâîèõ çíà÷åíèé ïðè ïðåîáðàçî-

âàíèÿõ Ëîðåíöà. Îäíàêî, óæå âåêòîðíîå ïîëå Aµ(x) ìåíÿåòñÿ, ïðåîáðà-
çóÿñü òàê-æå êàê è 4-êîîðäèíàòû:

ϕ′(x′) = ϕ(x), A′
µ(x

′) ≈ Aµ(x) + ωµν A
ν(x).

Âîçìîæíû è áîëåå ñëîæíûå ñëó÷àè (íàïðèìåð, ñïèíîðíîå ïîëå, ñòð. ??).
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Ïîýòîìó çàïèøåì ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ Ψk(x) â îá-
ùåì âèäå ïðè ïîìîùè íåêîòîðîé ìàòðèöû Uij, çàâèñÿùåé îò ïàðàìåòðîâ

ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà Λ:

Ψ′
i(x

′) = Uij(Λ)Ψ
j(x) ≈ Ψi(x)−

ı

2
Σµν

ij ωµν Ψ
j(x), (1.61)

ãäå âî âòîðîì ðàâåíñòâå ýòà ìàòðèöà ðàçëîæåíà â ðÿä ïî ω è −ıΣµν
ij � êî-

ý��èöèåíòû òàêîãî ðàçëîæåíèÿ. Ñìûñë èíäåêñîâ i, j çàâèñèò îò òðàíñ-

�îðìàöèîííûõ ñâîéñòâ ïîëÿ. Äëÿ âåêòîðíûõ ïîëåé � ýòî îáû÷íûå ëî-

ðåíöåâû èíäåêñû, ìåíÿþùèåñÿ îò 0 äî 3. Òàê êàê ωµν = −ωνµ, ïî âåðõíèì

èíäåêñàì êîý��èöèåíòû Σµν
ij àíòèñèììåòðè÷íû (ñèììåòðè÷íûé òåíçîð

ïðè ñâ¼ðòêå ñ àíòèñèììåòðè÷íûì ðàâåí íóëþ).

Â ñëó÷àå ñêàëÿðíîãî ïîëÿ êîý��èöèåíòû Σµν
ij ðàâíû íóëþ. Äëÿ âåê-

òîðíîãî ïîëÿ:

−ıΣµν
ij = δµi δ

ν
j − δµj δ

ν
i . (1.62)

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé êîììó-

òàòîð äëÿ ìàòðèö (Σαβ)ij = Σαβ
ij :

[Σαβ, Σµν ] = ı (gαµΣνβ − gαν Σµβ + gβν Σµα − gβµΣνα), (1.63)

ãäå ïðîèçâåäåíèå (ΣαβΣµν)ij ðàâíî Σαβ
ik Σ

µν
kj è ìû íå ñëåäèì çà âûñîòîé

ëàòèíñêèõ èíäåêñîâ (õîòÿ â ñëó÷àå âåêòîðíîãî ïîëÿ ïîäðàçóìåâàåì êî-

âàðèàíòíîå ñóììèðîâàíèå).

Êîììóòàòîð (1.63) ñïðàâåäëèâ äëÿ êîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ëþáîé

ìàòðèöû Uij(Λ), ñâÿçàííîé ñ ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ëîðåíöà ãðóïïîâûì îá-

ðàçîì òàê, ÷òî U(Λ1)U(Λ2) = U(Λ1Λ2) è U−1(Λ) = U(Λ−1). Íàìåòèì
èäåþ ñîîòâåòñòâóþùåãî äîêàçàòåëüñòâà (åãî ìîæíî ïîêà îïóñòèòü). �àñ-

ñìîòðèì äâà íåçàâèñèìûõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà Λ, Λ̄ è ñëåäóþùóþ

êîìïîçèöèþ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëåé â ìàòðè÷íîì âèäå:

U−1(Λ)U(Λ̄)U(Λ) = U(Λ−1Λ̄ Λ). (1.64)

Ïîäñòàâèì áåñêîíå÷íî ìàëîå ïðåîáðàçîâàíèå Λ̄ = 1 + ω̄, êîòîðîìó ñîîò-

âåòñòâóåò U(1+ ω̄) = 1−(ı/2)Σµνω̄µν . Â ïåðâîì ïîðÿäêå ìàëîñòè (⋖H8):

U−1(Λ)Σµν U(Λ) = Λµ
α Λ

ν
β Σ

αβ. (1.65)

Åù¼ ðàç ïîäñòàâèì (⋖H9) áåñêîíå÷íî ìàëîå ïðåîáðàçîâàíèå Λ = 1 + ω:

ı

2
ωαβ [Σ

αβ, Σµν ] = ωαβ (g
µαΣβν + gναΣµβ).

Àíòèñèììåòðèçóÿ ïî α, β âûðàæåíèå â êðóãëûõ ñêîáêàõ èëè áåðÿ ïðî-

èçâîäíóþ ïî ω ïðè ïîìîùè (1.70), ïîëó÷àåì (1.63).



38 �ËÀÂÀ 1.

• Ïåðåéä¼ì òåïåðü ñîáñòâåííî ê òåîðåìå Í¼òòåð. Êàê è â ñëó÷àå ñ

òðàíñëÿöèåé, íàéä¼ì èçìåíåíèå �óíêöèîíàëüíîé �îðìû ïîëÿ â øòðè-

õîâàííîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà:

Ψ′
i(x

′) ≈ Ψi(x
′
µ − ωµν x

′ν)− ı

2
Σµν

ij ωµν Ψ
j(x′),

ãäå â ïåðâîì ñëàãàåìîì âìåñòî x â (1.61) ïîäñòàâëåíû îáðàòíûå áåñêî-

íå÷íî ìàëûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà. Âî âòîðîì ñëàãàåìîì â àðãóìåí-

òå �óíêöèè ïîñòàâëåí øòðèõ, ÷òî âîçìîæíî, òàê êàê ìû óäåðæèâàåì

ïåðâûé ïîðÿäîê ìàëîñòè ïî ω, êîòîðûå óæå ñòîèò ìíîæèòåëåì â ýòîì

ñëàãàåìîì. �àñêëàäûâàÿ â ðÿä Òåéëîðà ïî ω, èìååì:

Ψ′
i(x

′) ≈ Ψi(x
′) + δΨi(x

′), (1.66)

ãäå �óíêöèîíàëüíîå èçìåíåíèå ïîëÿ ðàâíî

δΨi(x
′) = −ωµν x

′ν ∂ ′µΨi(x
′)− ı

2
Σµν

ij ωµν Ψ
j(x′). (1.67)

Ëàãðàíæèàí ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðîì îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà:

L
(
Ψ′

k(x
′), ∂ ′

µΨ
′
k(x

′)
)
= L

(
Ψk(x), ∂µΨk(x)

)
. (1.68)

Ïåðåõîäÿ ñëåâà ê �óíêöèÿì Ψ(x′) (1.66), à ñïðàâà ê êîîðäèíàòàì xµ =

x′
µ − ωµνx

′µ
è îïóñêàÿ øòðèõè ó êîîðäèíàò, èìååì:

L
(
Ψk(x) + δΨk(x), ∂µΨk(x) + ∂µδΨk(x)

)
= L

(
Ψk(x + δx), ∂µΨk(x + δx)

)
,

ãäå δxµ = −ωµνx
ν
. Âåëè÷èíû δx è δΨk áåñêîíå÷íî ìàëûå, ïîýòîìó ðàç-

ëîæèì ïî íèì â ðÿä Òåéëîðà ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà è ïåðåíåñÿ âïðàâî

íóëåâîå ïî δΨk ïðèáëèæåíèå L = L
(
Ψk(x), ∂µΨk(x)

)
, ïîëó÷èì:

∂L
∂Ψk

δΨk +
∂L

∂(∂µΨk)
∂µδΨk = L

(
Ψk(x + δx), ∂µΨk(x + δx)

)
−L.

Ïîäñòàâèì ñëåâà â ïåðâîì ñëàãàåìîì óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà, âûäåëèâ ïîë-

íóþ ïðîèçâîäíóþ è ðàçëîæèì ïðàâóþ ÷àñòü â ðÿä ïî δx:

∂µ

( ∂L
∂(∂µΨk)

δΨk

)

= δxµ ∂
µL. (1.69)

Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå δΨk è δxµ ïåðåïèøåì ýòî óðàâíåíèå â ÿâíîì âèäå:

ωµν ∂λ

( ∂L
∂(∂λΨk)

xν∂µΨk

)

+
ı

2
Σµν

ij ωµν ∂λ

( ∂L
∂(∂λΨi)

Ψj

)

= ωµν x
ν ∂µL.

Âîçüì¼ì òåïåðü ïðîèçâîäíóþ ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ïî ωαβ.
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Â ñèëó àíòèñèììåòðè÷íîñòè òåíçîðà, ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà

∂ωµν

∂ωαβ
= δαµ δ

β
ν − δαν δ

β
µ . (1.70)

Äåéñòâèòåëüíî, ∂ω01/∂ω01 = 1. Íî äëÿ ∂ω10/∂ω01 = −∂ω01/∂ω01 = −1,

÷òî è ó÷èòûâàåòñÿ â ñîîòíîøåíèè (1.70). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì:

∂λ

( ∂L
∂(∂λΨk)

(xα∂β−xβ∂α) Ψk

)

−∂λ

( ∂L
∂(∂λΨi)

ıΣαβ
ij Ψj

)

= (xα∂β−xβ∂α)L.

Ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå ∂λ
(

(xαδβλ − xβδαλ)L
)

.

Ââåä¼ì êàíîíè÷åñêèé òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà (ñòð. 24):

T µν =
∂L

∂(∂µΨk)
∂νΨk − gµν L. (1.71)

Ñ åãî ïîìîùüþ îïðåäåëèì òåíçîð ïîëíîãî ìîìåíòà ïîëÿ:

Jµ, αβ = xα T µβ − xβ T µα − ıΣαβ
ij

∂L
∂(∂µΨi)

Ψj , (1.72)

êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ íåïðåðûâíîñòè ïî ïåðâîìó èíäåêñó:

∂µJ
µ, αβ = 0. (1.73)

Ñëåäîâàòåëüíî, J0, αβ
ÿâëÿþòñÿ ïëîòíîñòÿìè ñîõðàíÿþùèõñÿ âåëè÷èí.

Òåíçîð Jµ, αβ
àíòèñèììåòðè÷åí ïî ïîñëåäíèì äâóì èíäåêñàì, ïîýòîìó

ñóùåñòâóåò 6 ñîõðàíÿþùèõñÿ çàðÿäîâ (ïî ÷èñëó ïàðàìåòðîâ ïðåîáðàçî-

âàíèé ωαβ). Ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ îáðàçóþò òåíçîð óãëîâîãî ìîìåíòà,

à ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå íàçûâàþò ñïèíîì ïîëÿ. Ýòè íàçâàíèÿ ñâÿçàíû ñî

ñòðóêòóðîé êîìïîíåíò ïîëíîãî ìîìåíòà. Óãëîâîé ìîìåíò ÿâíûì îáðàçîì

çàâèñèò îò 4-êîîðäèíàò è âîçíèêàåò â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ àðãó-

ìåíòîâ ïîëåâûõ �óíêöèé. Ñïèíîâàÿ êîìïîíåíòà îò êîîðäèíàò ÿâíûì

îáðàçîì íå çàâèñèò è âîçíèêàåò â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîáñòâåííî

ïîëåâûõ �óíêöèé ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëîðåíöà.

Äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ Σαβ
ij = 0 è ñïèíîâàÿ êîìïîíåíòà ìîìåíòà ðàâíà

íóëþ. Åñëè ïîëå Ψk âåêòîðíîå, òî ñïèíîâûé ìîìåíò íå ðàâåí íóëþ è, òàê

êàê −ıΣαβ
ij = δαi δ

β
j − δαj δ

β
i , èìååì:

Jµ, αβ = xα T µβ − xβ T µα +
∂L

∂(∂µΨα)
Ψβ − ∂L

∂(∂µΨβ)
Ψα. (1.74)

Åñëè T αβ = T βα
, òî óãëîâîé è ñïèíîâûé ìîìåíòû ñîõðàíÿþòñÿ íåçà-

âèñèìûì îáðàçîì (ñì. ñòð. 40). Äëÿ íåñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà ýíåðãèè-

èìïóëüñà ñîõðàíÿþùåéñÿ âåëè÷èíîé ÿâëÿåòñÿ òîëüêî ïîëíûé ìîìåíò, à

íå åãî ñîñòàâëÿþùèå ïî îòäåëüíîñòè.
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8 Íåîäíîçíà÷íîñòü çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ

• Çàïèøåì åù¼ ðàç âûðàæåíèÿ äëÿ êàíîíè÷åñêîãî òåíçîðà ýíåðãèè-

èìïóëüñà (ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî òðàíñëÿöèé â 4-ïðîñòðàíñòâå):

T µν =
∂L

∂(∂µΨk)
∂νΨk − gµν L

è òåíçîðà ïîëíîãî ìîìåíòà èìïóëüñà ïîëÿ (ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî âðà-

ùåíèé â 4-ïðîñòðàíñòâå):

Jµ,αβ = Lµ,αβ + Sµ,αβ,

ãäå óãëîâàÿ è ñïèíîâàÿ êîìïîíåíòû ïîëíîãî ìîìåíòà èìïóëüñà ðàâíû:

Lµ,αβ = xα T µβ − xβ T µα, Sµ,αβ = −ıΣαβ
ij

∂L
∂(∂µΨi)

Ψj .

Ïî ïåðâîìó èíäåêñó òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà è ìîìåíò ïîëÿ óäîâëåòâî-

ðÿþò óðàâíåíèÿì íåïðåðûâíîñòè

∂µT
µν = 0, ∂µJ

µ,αβ = 0. (1.75)

×èñëà Σαβ
ij â îïðåäåëåíèè ñïèíîâîé êîìïîíåíòû çàâèñÿò îò êîíêðåò-

íûõ òðàíñ�îðìàöèîííûõ ñâîéñòâ ïîëÿ Ψk. Îäíàêî îíè âñåãäà àíòèñèì-

ìåòðè÷íû ïî âåðõíèì èíäåêñàì, òàê êàê àíòèñèììåòðè÷íû ïàðàìåòðû

áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà ωαβ. Ñîîòâåòñòâåííî, òåíçîð

ïîëíîãî ìîìåíòà ïîëÿ Jµ,αβ
ïî ïîñëåäíèì äâóì èíäåêñàì òàêæå àíòèñèì-

ìåòðè÷åí (óãëîâàÿ ÷àñòü ìîìåíòà àíòèñèììåòðè÷íà ÿâíûì îáðàçîì).

Êàíîíè÷åñêèé òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà, â îáùåì ñëó÷àå, ìîæåò îêà-

çàòüñÿ íåñèììåòðè÷íûì. Òåì íå ìåíåå, äëÿ ñêàëÿðíîãî è âåêòîðíîãî ïî-

ëÿ ñ ëàãðàíæèàíîì (??) îí ñèììåòðè÷åí: T µν = T νµ
. Åñëè ýòî òàê, òî

óãëîâîé è ñïèíîâûé ìîìåíòû ñîõðàíÿþòñÿ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà.

Äåéñòâèòåëüíî:

∂µL
µ, αβ = ∂µ(x

α T µβ−xβ T µα) = δαµ T
µβ−δβµ T

µα = T αβ−T βα = 0, (1.76)

ãäå ñðàçó ó÷òåíû óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè ∂µT
µν = 0. Åñëè ñîõðàíÿåò-

ñÿ óãëîâîé ìîìåíò Lµ,αβ
, òî, â ñèëó ñîõðàíåíèÿ ïîëíîãî ìîìåíòà Jµ,αβ

,

áóäåò ñîõðàíÿòüñÿ è ñïèíîâàÿ êîìïîíåíòà Sµ,αβ
. Äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ

ýòî òðèâèàëüíî, òàê êàê åãî ñïèíîâàÿ êîìïîíåíòà òîæäåñòâåííî ðàâíà

íóëþ. Â ñëó÷àå âåêòîðíîãî ïîëÿ, ìû èìååì äâå íåçàâèñèìûå ñîõðàíÿþ-

ùèåñÿ âåëè÷èíû Lµ,αβ
è Sµ,αβ

.
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• Íàïîìíèì (ñòð. 24), ÷òî çàêîíû ñîõðàíåíèÿ â äè��åðåíöèàëüíîé

�îðìå (1.75) ñàìè ïî ñåáå åù¼ íå ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííî çàêîíàìè ñî-

õðàíåíèÿ. ×òîáû ïåðåéòè ê âåëè÷èíàì íåïîñðåäñòâåííî íå çàâèñÿùèì

îò âðåìåíè, íåîáõîäèìî ó÷åñòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (óáûâàíèå ïîëåé íà

áåñêîíå÷íîñòè) è çàïèñàòü èíòåãðàëüíûå ñîõðàíÿþùèåñÿ âåëè÷èíû 4-

èìïóëüñà ïîëÿ è åãî ìîìåíòà:

P ν =

∫

T 0ν d3x = const, Jαβ =

∫

J0,αβ d3x = const. (1.77)

Äàëåå áóäåò ïðåäïîëàãàòüñÿ, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå â ýòèõ ñîîòíîøåíè-

ÿõ âåä¼òñÿ ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó. Â ïðèíöèïå, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü

è îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà. Îäíàêî 4-èìïóëüñ è ìîìåíò ïîëÿ

âíóòðè ýòîé îáëàñòè, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñîõðàíÿþòñÿ. Äëÿ ðàññìîòðåíèÿ

òàêèõ çàäà÷ â çàêîíå ñîõðàíåíèÿ â èíòåãðàëüíîé �îðìå íåîáõîäèìî äî-

ïîëíèòåëüíî ó÷èòûâàòü èíòåãðàëû îò ïîòîêîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ âåëè÷èí

ïî ïîâåðõíîñòè, îõâàòûâàþùåé îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà. Ýòè ïîòîêè (�âòå-

êàåìûå� èëè �âûòåêàåìûå� èç îáëàñòè) ìåíÿþò çíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâ îò

T 0ν
è J0,αβ

.

Òàê êàê �èñòèííûìè� çàêîíàìè ñîõðàíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëüíûå

ñîîòíîøåíèÿ (1.77), ïëîòíîñòè, âõîäÿùèå â äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíå-

íèÿ íåïðåðûâíîñòè (1.75) îïðåäåëåíû íåîäíîçíà÷íî. Äåéñòâèòåëüíî, ê

ëþáîìó ñîõðàíÿþùåìóñÿ òîêó Jµ
ìîæíî ïðèáàâèòü íåêîòîðóþ êîìáè-

íàöèþ ïîëåé, êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ íåïðå-

ðûâíîñòè. Ïîíÿòíî, ÷òî ïîäîáíûé ìîäè�èöèðîâàííûé òîê òàêæå áóäåò

ñîõðàíÿòñÿ. Ïóñòü Φµν
� àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð: Φµν = −Φνµ

. Òîãäà

∂µ(J
µ + ∂νΦ

µν) = 0,

òàê êàê â ñèëó ïåðåñòàíîâî÷íîñòè ïðîèçâîäíûõ ∂ν∂µ = ∂µ∂ν è àíòèñèì-

ìåòðè÷íîñòè Φµν
, èìååì ∂µ∂νΦ

µν = 0. Ïîýòîìó äîáàâëåíèå ê òîêó âåëè-

÷èíû ∂νΦ
µν

íå íàðóøèò äè��åðåíöèàëüíîãî çàêîíà ñîõðàíåíèÿ.

Ïîäîáíàÿ íåîäíîçíà÷íîñòü íå ñêàçûâàåòñÿ íà ñîõðàíÿþùèõñÿ âåëè÷è-

íàõ (èíòåãðàë îò J0
ïî d3x). Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó àíòèñèììåòðè÷íîñòè

Φ00 = 0, ïîýòîìó ∂νΦ
0ν = ∂iΦ

0i
, ãäå i = 1, 2, 3. Èíòåãðàë îò òàêîé äèâåð-

ãåíöèè ïî 3-ïðîñòðàíñòâó, â ñèëó òåîðåìû �àóññà, ðàâåí ïîâåðõíîñòíîìó

èíòåãðàëó, ïî ïîâåðõíîñòè, îõâàòûâàþùåé âñ¼ 3-ïðîñòðàíñòâî. Äëÿ óáû-

âàþùèõ íà áåñêîíå÷íîñòè �óíêöèé îí ðàâåí íóëþ.

Íåîäíîçíà÷íîñòü ïëîòíîñòåé ñîõðàíÿþùèõñÿ âåëè÷èí ìîæíî èñïîëü-

çîâàòü äëÿ ïðèäàíèÿ èì òåõ èëè èíûõ ñâîéñòâ. Â ÷àñòíîñòè, âñåãäà ìîæ-

íî ñäåëàòü òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ñèììåòðè÷íûì. �àññìîòðèì ýòîò

âîïðîñ ïîäðîáíåå.
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• Ïåðåéä¼ì îò êàíîíè÷åñêèõ òåíçîðîâ ýíåðãèè-èìïóëüñà è ñïèíà ê íî-

âûì òåíçîðàì ýíåðãèè-èìïóëüñà è ñïèíà ïðè ïîìîùè òåíçîðà Φµ,αβ
, êî-

òîðûé àíòèñèììåòðè÷åí ïî ïîñëåäíèì äâóì èíäåêñàì (Φµ,αβ = −Φµ,βα
):

T̃ µν = T µν +
1

2
∂γ (Φ

γ,µν −Φµ,γν −Φν,γµ), S̃µ,αβ = Sµ,αβ −Φµ,αβ. (1.78)

Òåíçîð T̃ µν
ïî-ïðåæíåìó óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ íåïðåðûâíîñòè:

∂µT̃
µν =

1

2
∂µ ∂γ (Φ

γ,µν − Φµ,γν)− 1

2
∂µ ∂γ Φ

ν,γµ = 0.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå (÷ëåí â êðóãëûõ ñêîáêàõ) ðàâåí íóëþ, â ñèëó ÿâíîé

àíòèñèììåòðèè ïî èíäåêñàì µ è γ. Ïîñëåäíèé ÷ëåí ðàâåí íóëþ, òàê êàê
òåíçîð Φν,γµ

àíòèñèììåòðè÷åí ïî ïîñëåäíèì äâóì èíäåêñàì.

Èñïîëüçóÿ òåíçîðû T̃ µν
è S̃µ,αβ

ìîæíî çàïèñàòü íîâûé ïîëíûé ìîìåíò:

J̃µ,αβ = xα T̃ µβ − xβ T̃ µα + S̃µ,αβ.

Îí êàê è êàíîíè÷åñêèé ìîìåíò ñîõðàíÿåòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî J̃µ,αβ
ðàâåí:

Jµ,αβ+
xα

2
∂γ (Φ

γ,µβ−Φµ,γβ−Φβ,γµ)− xβ

2
∂γ (Φ

γ,µα−Φµ,γα−Φα,γµ)−Φµ,αβ.

Áåðÿ ïðîèçâîäíûå ïî ∂µ è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ∂µJ
µ,αβ = 0, ïîëó÷àåì:

∂µJ̃
µ,αβ =

1

2
∂γ (Φ

γ,αβ−Φα,γβ−Φβ,γα)−1

2
∂γ (Φ

γ,βα−Φβ,γα−Φα,γβ)−∂µΦ
µ,αβ,

ãäå îïóùåíû ïðîèçâîäíûå îò êðóãëûõ ñêîáîê, ðàâíûå, êàê ìû âèäåëè ïðè

âû÷èñëåíèè ∂µT̃
µν
, íóëþ. Êðîìå ýòîãî ïðîâåäåíû ñâ¼ðòêè ñ ∂µx

α = δαµ è

∂µx
β = δβµ . Ïðèâîäÿ ïîäîáíûå ñëàãàåìûå, ïîëó÷àåì

∂µJ̃
µ,αβ = 0. (1.79)

Åñëè òåïåðü âûøå âûáðàòü Φµ,αβ = Sµ,αβ
, ãäå Sµ,αβ

� êàíîíè÷åñêèé

ñïèí (ïîëó÷àåìûé èç òåîðåìû Í¼òåð), òî íîâûé òåíçîð ñïèíà S̃µ,αβ
ñòà-

íîâèòñÿ ðàâíûì íóëþ (S̃µ,αβ = 0), à òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ñèììåò-

ðè÷íûì:

J̃µ,αβ = xα T̃ µβ − xβ T̃ µα, T̃ µν = T̃ νµ. (1.80)

Ñèììåòðè÷íîñòü T̃ µν
ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî J̃µ,αβ

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

íåïðåðûâíîñòè, ïîýòîìó ñïðàâåäëèâû âû÷èñëåíèÿ ïîäîáíûå (1.76).

�Óïðÿòûâàíèå� ñïèíîâîé êîìïîíåíòû ïîëíîãî ìîìåíòà èìïóëüñà ïî-

ëÿ â óãëîâîé ìîìåíò ñ îäíîâðåìåííîé ñèììåòðèçàöèåé òåíçîðà ýíåðãèè-

èìïóëüñà íàçûâàåòñÿ ïðîöåäóðîé Áåëè�àíòå.
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Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî âñåãäà ìîæíî îáíóëèòü ñïèíîâóþ êîìïîíåíòó ìîìåí-

òà, ñäåëàâ òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ñèììåòðè÷íûì. Îäíàêî, â îáðàòíóþ

ñòîðîíó ýòî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âåðíî è ñèñòåìà ñ ñèììåòðè÷íûì òåí-

çîðîì T µν
ìîæåò èìåòü îòëè÷íóþ îò íóëÿ ñïèíîâóþ êîìïîíåíòó Sµ,αβ

.

Ïðèìåðîì ýòîãî ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíîå ïîëå ñ ëàãðàíæèàíîì (??).

Ïðè êâàíòîâàíèè ïîëÿ ñïèíîâàÿ êîìïîíåíòà ïðèâîäèò ê íàëè÷èþ ó ÷à-

ñòèö (êâàíòîâ ïîëÿ) ñîáñòâåííîãî ìîìåíòà, íàçûâàåìîãî ñïèíîì. Ìîæåò

ïîêàçàòüñÿ ñòðàííûì, ÷òî îáúåêòèâíî ñóùåñòâóþùåå â ïðèðîäå ñâîéñòâî

÷àñòèö ìîæåò áûòü �ëèêâèäèðîâàíî� ïðè ïîìîùè ïðîöåäóðû Áåëè�àíòå.

Îäíàêî, êîíå÷íî, ýòî íå òàê. Âñ¼ äåëî â îïðåäåëåíèè ñïèíà ÷àñòèöû èëè

ñïèíà ñèñòåìû ÷àñòèö:

Ñïèíîì íàçûâàåòñÿ ïîëíûé ìîìåíò â ñèñòåìå îòñ÷¼òà â êîòîðîé

ñóììàðíûé èìïóëüñ ðàâåí íóëþ.

Òàêèì îáðàçîì, òåíçîðîì ñïèíà ÿâëÿåòñÿ Jαβ
, êîãäà P µ = {M, 0}, ãäå

M � ìàññà ðàññìàòðèâàåìîé �èçè÷åñêîé ñèñòåìû è Jαβ
, P µ

ïðèâåäåíû

â (1.77). Ýòî îïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò òîãî, êàêèì îáðàçîì ïåðåðàñïðå-

äåëÿþòñÿ â ïëîòíîñòè òåíçîðà ìîìåíòà Jµ,αβ
åãî �óãëîâàÿ� è �ñïèíîâàÿ�

êîìïîíåíòû. Ñîõðàíÿåòñÿ è èìååò èçìåðèòåëüíûé ñìûñë èìåííî èíòå-

ãðàë îò J0,αβ
, à íå ñàì ïî ñåáå òåíçîð Jµ,αβ

.

Ñïèíîì â ïðèðîäå îáëàäàþò êàê áåññòðóêòóðíûå (íà äàííîì óðîâíå

çíàíèé) ÷àñòèöû, òàê è ñîñòàâíûå ñèñòåìû. Ïðèìåðàìè ïåðâûõ ÿâëÿþòñÿ

ýëåêòðîí èëè �îòîí. Èõ ñïèí íåëüçÿ ðàññìàòðèâàòü êàê âðàùåíèå ÷åãî

ëèáî è ýòî èõ âíóòðåííåå ñâîéñòâî. Ñïèí ñîñòàâíûõ ñèñòåì, íàïðèìåð,

ÿäåð àòîìîâ, ñêëàäûâàåòñÿ èç ñïèíà ÷àñòèö èç êîòîðûõ ñîñòîèò ñèñòåìà,

ïëþñ óãëîâîé ìîìåíò èõ âðàùåíèÿ îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññà. Â îáîèõ

ýòèõ ñëó÷àÿõ ñïðàâåäëèâî ïðèâåäåííîå âûøå îïðåäåëåíèå.

Íàïðèìåð, ñêàëÿðíîå ïîëå íå èìååò ñïèíîâîé êîìïîíåíòû ìîìåíòà.

Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ó îäèíî÷íîé ñêàëÿðíîé ÷àñòèöû (êâàíòà ñêà-

ëÿðíîãî ïîëÿ) íåò ñïèíà. Îäíàêî, ñèñòåìà ñêàëÿðíûõ ÷àñòèö, áëàãîäàðÿ

èõ îòíîñèòåëüíîìó äâèæåíèþ, ìîæåò óæå îáëàäàòü ñïèíîì. Âåêòîðíûå

÷àñòèöû (êâàíòû âåêòîðíîãî ïîëÿ) îáëàäàþò ñïèíîì ñàìè ïî ñåáå. Òî-

æå îòíîñèòñÿ è ê ñïèíîðíûì ÷àñòèöàì (êâàíòàì áèñïèíîðíîãî ïîëÿ),

ïðèìåðîì êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ýëåêòðîí. Âàæíî, ÷òî íàëè÷èå ñïèíà ó ÷à-

ñòèöû, â êîíå÷íîì ñ÷¼òå, îáóñëîâëåíî òðàíñ�îðìàöèîííûìè ñâîéñòâàìè

ïîëÿ, êâàíòîì êîòîðîãî îíà ÿâëÿåòñÿ. Ïîñëåäíèå, â ñâîþ î÷åðåäü, îïðå-

äåëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè Σαβ
ij ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëÿ

Ψ′
i = UijΨ

j
.
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�ëàâà 2

Êâàíòîâàíèå ñâîáîäíûõ ïîëåé

Â ýòîé ãëàâå ìû ïðèñòóïàåì ê ñîáñòâåííî êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ. Áó-

äåò ïðîâåäåíî êâàíòîâàíèå ñâîáîäíûõ ïîëåé, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ëè-

íåéíûì óðàâíåíèÿì. Â êâàíòîâîé òåîðèè êëàññè÷åñêèå ïîëÿ ñòàíîâÿòñÿ

îïåðàòîðàìè, äåéñòâóþùèìè íà âåêòîðû ñîñòîÿíèé êâàíòîâîé ñèñòåìû.

Âîçìîæíû ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê êâàíòîâàíèþ ïîëÿ, èç êîòîðûõ âàæíåé-

øèì ÿâëÿåòñÿ èíòåðïðåòàöèÿ âîçáóæäåíèé ïîëÿ, êàê ÷àñòèö.

Áóäóò èçó÷åíû ñâîéñòâà �óíêöèè Ïàóëè-Éîðäàíà è ïðè÷èííîé �óíê-

öèè �ðèíà, èãðàþùèõ âàæíóþ ðîëü â ìàòåìàòè÷åñêîì �îðìàëèçìå òåî-

ðèè. Âàêóóì êâàíòîâîãî ïîëÿ íå ÿâëÿåòñÿ ïóñòîòîé, î ÷¼ì ãîâîðÿò, âû-

÷èñëåííûå äàëåå ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ïîëåâûõ îïåðàòîðîâ. Çàâåðøàåòñÿ

ãëàâà äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåì Âèêà, êîòîðûìè ìû áóäåì ÷àñòî ïîëü-

çîâàòüñÿ ïðè âû÷èñëåíèÿõ â òåîðèè âîçìóùåíèé.

Êâàíòîâûé ìèð

Ñåðãåé Ñ. Ñòåïàíîâ

Ýòà êíèãà íàõîäèòñÿ â ïðîöåññå ñîçäàíèÿ. Å¼ ïîñëåäíÿÿ âåðñèÿ

è äðóãèå ìàòåðèàëû íàõîäÿòñÿ íà ñàéòå: http://synset.om. Òàì

æå ìîæíî íàéòè ïåðâûé òîì: I. Ìåõàíèêà

Çàìå÷åííûå îøèáêè è âîïðîñû ïðîñüáà ïðèñûëàòü ïî àäðåñó:

steps137, çàòåì ñîáà÷êà è gmail.om.

(ñ) 2015. Ïå÷àòü: 2 èþëÿ 2017 ã.
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1 Êàíîíè÷åñêîå êâàíòîâàíèå

Â êâàíòîâîé òåîðèè ýíåðãèè è èìïóëüñó äîëæíû ñîîòâåòñòâîâàòü îïå-

ðàòîðû. Ýòè îïåðàòîðû äåéñòâóþò íà âåêòîðû ãèëüáåðòîâîãî ïðîñòðàí-

ñòâà, êîòîðûå îïèñûâàþò ñîñòîÿíèÿ êâàíòîâîé ñèñòåìû. Ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ îïåðàòîðîâ ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ �èçè÷å-

ñêèõ âåëè÷èí, ïîëó÷àåìûõ â ýêñïåðèìåíòàõ.

Â òåîðèè ïîëÿ ýíåðãèÿ è èìïóëüñ çàâèñÿò îò ïîëåâûõ �óíêöèé. Ïî-

ýòîìó ïîëÿ ñòàíîâÿòñÿ îïåðàòîðàìè. Íàïðèìåð, ãàìèëüòîíèàí (îïåðàòîð

ýíåðãèè) è îïåðàòîð èìïóëüñà ñêàëÿðíîãî ïîëÿ (ñòð. 26) èìåþò âèä:

Ĥ =
1

2

∫

[π̂2 + (∇ϕ̂)2 +m2ϕ̂2] d3x, P̂ = −
∫

π̂∇ϕ̂ d3x, (2.1)

ãäå ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè îáîçíà÷åíà ñëåäóþùèì îáðàçîì (íå ïóòàòü

ñ ÷èñëîì π = 3.14..):

π̂(t,x) =
∂ϕ̂(t,x)

∂t
(2.2)

è íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì èìïóëüñîì ñîïðÿæåííûì ê äèíàìè÷åñêîé

ïåðåìåííîé ϕ̂ = ϕ̂(t,x). Ýòî íàçâàíèå ñâÿçàíî ñ àíàëîãèåé ëàãðàíæåâîãî
�îðìàëèçìà êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè:

pi =
∂L

∂ẋi
= mẋi, π =

∂L
∂ϕ̇

= ϕ̇.

Â îïåðàòîðå �àìèëüòîíà (2.1) íàä ïîëåâûìè �óíêöèÿìè ìû ïîñòàâèëè

øëÿïêè, ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ýòî òîæå îïåðàòîðû. Ýòè îïåðàòîðû

çàâèñÿò îò òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå, ò.å. ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâîì îïåðàòîðîâ,

�íóìåðóþùèõñÿ� ïðè ïîìîùè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé x.

Â êâàíòîâîé òåîðèè ÷àñòèö îïåðàòîðû êîîðäèíàòû è èìïóëüñà êîììó-

òèðóþò ñëåäóþùèì îáðàçîì: [x̂i, p̂j] = ıδij. Êëþ÷åâûì ïîñòóëàòîì êâàí-

òîâîé òåîðèè ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîäëåíèå ýòîé àíàëîãèè. À èìåííî, ïðåä-

ïîëàãàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî êîììóòàöèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ:

[ϕ̂(t,x), π̂(t,y)] = ı δ(x− y). (2.3)

Ñîîòâåòñòâåííî, òàê êàê [x̂i, x̂j] = [p̂i, p̂j] = 0, òî îïåðàòîðû ïîëÿ â îäèí

ìîìåíò âðåìåíè äîëæíû êîììóòèðîâàòü äðóã ñ äðóãîì:

[ϕ̂(t,x), ϕ̂(t,y)] = 0, [π̂(t,x), π̂(t,y)] = 0. (2.4)

Êîììóòàòîðû (2.3), (2.4) è èì ïîäîáíûå äëÿ äðóãèõ ïîëåé, ëåæàò â îñ-

íîâå âñåé êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ.
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Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ýâîëþöèÿ âî âðåìåíè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíè-

åì �åéçåíáåðãà (ñòð. ??). Ïîëåâûå �óíêöèè çàâèñÿò îò âðåìåíè, ïîýòîìó

åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü èõ îïåðàòîðàìè â ïðåäñòàâëåíèè �åéçåíáåðãà. Äëÿ

ïîëÿ è ñîïðÿæ¼ííîãî åìó èìïóëüñà óðàâíåíèÿ �åéçåíáåðãà èìåþò âèä:

ı
∂ϕ̂(t,x)

∂t
= [ϕ̂(t,x), Ĥ], ı

∂π̂(t,x)

∂t
= [π̂(t,x), Ĥ]. (2.5)

Âû÷èñëèì ïðàâóþ ÷àñòü âòîðîãî óðàâíåíèÿ ïðè ïîìîùè êîììóòàòîðîâ

(2.3), (2.4) äëÿ ãàìèëüòîíèàíà (2.1), êîòîðûé èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷à-

ñòÿì, ïåðåïèøåì â ñëåäóþùåì âèäå

Ĥ =
1

2

∫

[π̂2 + ϕ̂(−∆+m2)ϕ̂] d3x.

Òàê êàê êàíîíè÷åñêèå èìïóëüñû êîììóòèðóþò, èìååì:

[π̂(t,x), Ĥ] =
1

2

∫

[πx, ϕ̂yKyϕ̂y] d
3y, Ky = −∆y +m2,

ãäå ϕ̂x ≡ ϕ̂(t,x) è äàëåå δxy ≡ δ(x − y). Êîììóòàòîð âû÷èñëèì ïðè

ïîìîùè òîæäåñòâà [Â, B̂Ĉ] = [Â, B̂]Ĉ + B̂[Â, Ĉ]:

[π̂x, ϕ̂yKyϕ̂y] = [π̂x, ϕ̂y]Kyϕ̂y + ϕ̂yKy[πx, ϕ̂y] = −ıδxy Kyϕ̂y − ıϕ̂y Kyδxy.

Èíòåãðèðóÿ ñ �óíêöèåé Äèðàêà ïî d3y, èìååì:

∂0π̂ = −(−∆+m2) ϕ̂

(íàïîìíèì, ÷òî äåéñòâèå äè��åðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà âòîðîãî ïîðÿä-

êà ∆ íà �óíêöèþ Äèðàêà �ïåðåáðàñûâàåòñÿ� íà ïîäûíòåãðàëüíóþ �óíê-

öèþ èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì 2 ðàçà). Àíàëîãè÷íî, óðàâíåíèå �åéçåí-

áåðãà äëÿ îïåðàòîðà ïîëÿ ϕ̂ äà¼ò ∂0ϕ̂ = π̂. Èõ êîìáèíàöèÿ ïðèâîäèò ê

îïåðàòîðíîìó óðàâíåíèþ:

(∂2 +m2)ϕ̂ = 0, (2.6)

êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì êëàññè÷åñêîãî ñâîáîäíîãî ïîëÿ.

Óðàâíåíèÿ �åéçåíáåðãà (2.5) ìîæíî çàïèñàòü â êîâàðèàíòíîì âèäå:

ı∂µϕ̂ = [ϕ̂, P̂µ], ı∂µπ̂ = [π̂, P̂µ], (2.7)

ãäå P̂ µ = {Ĥ, P̂} � îïåðàòîð 4-èìïóëüñà ïîëÿ. Ïðè µ = 0 îíè ýêâè-

âàëåíòíû (2.5). Ïðåäëàãàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî îíè âûïîëíÿþòñÿ è ïðè

µ = i = 1, 2, 3 (ñì. òàêæå ñòð. 303).



48 �ËÀÂÀ 2.

2 Êâàíòû ïîëÿ

Çàïèøåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñâîáîäíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ (ñòð. 27):

ϕ̂(t,x) =

∫

(âpe
−ıpx + â+pe

ıpx)
d3p

√

(2π)32ωp

, (2.8)

ãäå, êàê è ðàíåå, p = {ωp, p} è ωp =
√

p2 +m2
. Òàê êàê ïîëå ÿâëÿåòñÿ

îïåðàòîðîì, îïåðàòîðàìè áóäóò è åãî �óðüå-êîý��èöèåíòû. Âìåñòî çâåç-

äî÷êè êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ ó îïåðàòîðà ïîñòàâëåí çíàê ýðìèòîâî-

ãî ñîïðÿæåíèÿ. Áëàãîäàðÿ ýòîìó, äåéñòâèòåëüíàÿ �èçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà

(ñêàëÿðíîå ïîëå) ñòàíîâèòñÿ ýðìèòîâûì îïåðàòîðîì: ϕ̂+ = ϕ̂, π̂+ = π̂.

Íàéä¼ì êîììóòàòîð îïåðàòîðîâ âp è â+k . Ó÷èòûâàÿ (1.35), ñòð. 28 è

êîììóòàòîðû (2.3), (2.4), èìååì:

[âp, â
+
k ] =

∫
d3x d3y eıpx−ıky

(2π)32
√
ωpωk

[ωp ϕ̂x + ıπ̂x, ωk ϕ̂y − ıπ̂y] = δ(p− k).

Àíàëîãè÷íî, êîììóòàòîð ìåæäó âp è âk ðàâåí íóëþ. Òàêèì îáðàçîì:

[âp , â+k ] = δ(p− k), [âp , âk ] = [â+p , â+k ] = 0. (2.9)

Çàïèøåì âûðàæåíèÿ äëÿ îïåðàòîðîâ ýíåðãèè è èìïóëüñà ïîëÿ (ñòð. 29):

Ĥ =
1

2

∫

ωp (â
+
p âp + âp â

+
p ) d

3p, P̂ =
1

2

∫

p (â+p âp + âp â
+
p ) d

3p. (2.10)

Òàê êàê îïåðàòîðû â+p è âp íå êîììóòèðóþò, èõ êëàññè÷åñêîå ïðîèç-

âåäåíèå ïðè ïåðåõîäå ê êâàíòîâîé òåîðèè íåîáõîäèìî ñèììåòðèçîâàòü:

AB 7→ (ÂB̂ + B̂Â)/2. Ïåðåñòàâèì îïåðàòîðû âî âòîðûõ ñëàãàåìûõ â

ñîîòâåòñòâèè ñ êîììóòàòîðîì (2.9): âp â
+
k = â+k âp + δ(p− k):

Ĥ =

∫

ωp

{
â+p âp +

1

2
δ(0)

}
d3p, P̂ =

∫

p â+p âp d3p. (2.11)

Â îïåðàòîðå ýíåðãèè ïîÿâèëàñü áåñêîíå÷íàÿ êîíñòàíòà (â îïåðàòîðå èì-

ïóëüñà å¼ íåò, òàê êàê ìíîæèòåëü p äåëàåò ïîäûíòåãðàëüíóþ �óíêöèþ

íå÷¼òíîé è èíòåãðàë îò p δ(0) ðàâåí íóëþ). Ñäâèíåì îòñ÷¼ò ýíåðãèè òà-

êèì îáðàçîì, ÷òîáû óáðàòü èç Ĥ áåñêîíå÷íóþ êîíñòàíòó:

P̂ =

∫

p â+p âp d3p, (2.12)

ãäå p = {ωp, p} � 4-âåêòîð èìïóëüñà, à P̂ = {Ĥ, P̂}.
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Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî êîìïîíåíòû îïåðàòîðà 4-èìïóëüñà ìåæäó ñîáîé

êîììóòèðóþò, ïîýòîìó èìåþò îáùèå ñîáñòâåííûå âåêòîðû |P
〉
≡ |E, P

〉
.

Çàïèøåì ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ â áåçèí-

äåêñíîì âèäå:

P̂ |P
〉
= P |P

〉
. (2.13)

Âû÷èñëèì êîììóòàòîð îïåðàòîðà â+p è îïåðàòîðà ïîëíîãî 4-èìïóëüñà

ïîëÿ:

[â+p , P̂] =

∫

k [â+p , â
+
k âk ] d

3k =

∫

k â+k [â
+
p , âk ] d

3k = −p â+p ,

ãäå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå îïåðàòîðû â êîììóòàòîðå ïåðåñòàâëåíû ìå-

ñòàìè (ñî çíàêîì ìèíóñ) è âìåñòî êîììóòàòîðà ïîäñòàâëåíà δ-�óíêöèÿ
Äèðàêà (2.9), êîòîðàÿ óáèðàåò èíòåãðàë ïî k. Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿåòñÿ

êîììóòàòîð ñ ap (ìîæíî ïðîñòî âçÿòü ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå). Â ðåçóëü-

òàòå:

[P̂, â+p ] = p â+p , [P̂, âp ] = −p âp . (2.14)

Ïîäåéñòâóåì ïåðâûì êîììóòàòîðîì íà ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðà

4-èìïóëüñà (2.13):

(P̂ â+p − â+p P̂) |P 〉 = (P̂− P) â+p |P 〉 = p â+p |P 〉
è ïåðåïèøåì ýòî ñîîòíîøåíèå â ñëåäóþùåì âèäå:

P̂ â+p |P 〉 = (P + p) â+p |P 〉 . (2.15)

Èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð â+p , äåéñòâóÿ íà ñîáñòâåííûé âåêòîð |P
〉
,

ñíîâà äà¼ò ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðà P̂, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò 4-

èìïóëüñó P, óâåëè÷åííîìó íà p = {ωp, p}. Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îïåðàòîð âp íà ýòè æå çíà÷åíèÿ óìåíüøàåò 4-èìïóëüñ.

Ýíåðãèÿ è èìïóëüñ ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû ñ ìàññîé m ñâÿçàíû ñëå-

äóþùèì îáðàçîì ωp =
√

p2 +m2
. Ïîýòîìó òàêèå óâåëè÷åíèÿ ýíåðãèè è

èìïóëüñà ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ðîæäåíèå ÷àñòèöû (êâàíòà ïî-

ëÿ), äâèæóùåéñÿ ñ èìïóëüñîì p è ýíåðãèåé ωp. Ñîîòâåòñòâåííî, îïåðàòîð

â+p íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì ðîæäåíèÿ ÷àñòèöû, à îïåðàòîð âp � îïåðàòî-

ðîì óíè÷òîæåíèÿ ÷àñòèöû.

Õîòÿ òåðìèíû �ðîæäåíèå� è �óíè÷òîæåíèå� ÿâëÿþòñÿ îáùåïðèíÿòû-

ìè, â äàííîì ñëó÷àå îíè íå âïîëíå óäà÷íû. Ïîêà ìû íå ââåëè âçàèìî-

äåéñòâèÿ ìåæäó ïîëÿìè, ãîâîðèòü î ðîæäåíèè ÷àñòèö ïðåæäåâðåìåííî.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñâèäåòåëüñòâóþò òîëüêî î òîì, ÷òî åñëè åñòü

âåêòîð |P
〉
≡ |E,P

〉
, òî ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà â+p èç íåãî ìîæíî ïîëó-

÷èòü ñîñòîÿíèå |P+p
〉
≡ |E+ωp, P+p

〉
ñ áîëüøèìè çíà÷åíèÿìè ýíåðãèè

è èìïóëüñà.
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• Ñîñòîÿíèå ñ íàèíèçøåé ýíåðãèåé íàçûâàåòñÿ âàêóóìîì è îáîçíà÷àåò-

ñÿ ïóñòûìè ñêîáêàìè | 〉. Ïî îïðåäåëåíèþ, ýíåðãèþ âàêóóìà óìåíüøèòü

íåëüçÿ, ïîýòîìó äåéñòâèå íà ýòî ñîñòîÿíèå îïåðàòîðà óíè÷òîæåíèÿ íå

äîëæíî ïðèâîäèòü ê íîâûì ñîñòîÿíèÿì:

âp| 〉 = 0. (2.16)

Ñîîòâåòñòâåííî P̂| 〉 = 0, ò.å. âàêóóì èìååò íóëåâóþ ýíåðãèþ ñèñòåìû

(ïîñëå âû÷èòàíèÿ áåñêîíå÷íîé êîíñòàíòû) è íóëåâîé èìïóëüñ.

Ïðè äåéñòâèè íà âàêóóì îïåðàòîðîì ðîæäåíèÿ ìû ñîçäà¼ì îäíî÷à-

ñòè÷íîå ñîñòîÿíèå ñ îïðåäåë¼ííûì èìïóëüñîì è ýíåðãèåé:

| p 〉 = â+p | 〉 . (2.17)

Ïîâòîðíîå äåéñòâèå îïåðàòîðîì ðîæäåíèÿ äàåò äâóõ÷àñòè÷íîå ñîñòîÿ-

íèå, êîòîðîå îïèñûâàåò äâå ÷àñòèöû, ñ èìïóëüñàìè p è k:

| k,p 〉 = â+k â
+
p | 〉 .

Òàê êàê îïåðàòîð â+k êîììóòèðóåò ñ â+p , òî | k,p 〉 = | p,k 〉, ò.å. ïðè ïåðå-
ñòàíîâêå ÷àñòèö ìåñòàìè ñîñòîÿíèå íå ìåíÿåòñÿ. Òàêàÿ òîæäåñòâåííîñòü

÷àñòèö ñîîòâåòñòâóåò ñòàòèñòèêå Áîçå, à êâàíòû ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ÿâ-

ëÿþòñÿ áîçîíàìè.

Ïðîèçâîëüíîå ñîñòîÿíèå |Ψ
〉
ìîæíî çàïèñàòü êàê ñóïåðïîçèöèþ n-

÷àñòè÷íûõ ñîñòîÿíèé:

|Ψ
〉
= |

〉
+

∞∑

n=1

1

n!

∫

d3p1...d
3pn f(p1, ...,pn) a

+
p1
...a+pn

|
〉
. (2.18)

Ôàêòîðèàë ïîñòàâëåí äëÿ óäîáñòâà íîðìèðîâêè �óíêöèé f(p1, ...,pn),
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè èõ àðãó-

ìåíòîâ (n! âîçìîæíîñòåé).
Ââåä¼ì òàêæå îïåðàòîð ÷èñëà ÷àñòèö:

N̂ =

∫

â+p âp d3p.

Îí êîììóòèðóåò ñ ýíåðãèåé è èìïóëüñîì ñâîáîäíîãî ïîëÿ, ïðè ýòîì

N̂
∣
∣p
〉
=

∣
∣p
〉
, N̂

∣
∣p, k

〉
= 2

∣
∣p, k

〉
.

Åñëè áû ãàìèëüòîíèàí çàâèñåë îò îïåðàòîðà âp íå êâàäðàòè÷íî (ýòî ïðî-
èñõîäèò ïðè íàëè÷èè âçàèìîäåéñòâèÿ), îïåðàòîð ÷èñëà ÷àñòèö ñ íèì áû

íå êîììóòèðîâàë [N̂, Ĥ] 6= 0. Â ýòîì ñëó÷àå, â ñîñòîÿíèè ñ �èêñèðîâàí-

íîé ýíåðãèåé ÷èñëî ÷àñòèö íå îïðåäåëåíî. Òàêèì îáðàçîì, â êâàíòîâîé

òåîðèè ïîëÿ ïîíÿòèå ñîñòàâíîé ñèñòåìû (âçàèìîäåéñòâóþùèå ÷àñòèöû)

ïðåòåðïåâàåò ñóùåñòâåííûå èçìåíåíèÿ.
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• Àíàëîãè÷íî ñòðîèòñÿ êâàíòîâàÿ òåîðèÿ êîìïëåêñíîãî ïîëÿ:

Ψ̂(x, t) =

∫

(âpe
−ıpx + b̂+pe

ıpx)
d3p

√

(2π)32ωp

. (2.19)

Äëÿ íåãî âîçíèêàåò äâå ïàðû îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ êîì-

ìóòèðóþùèå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

[âp , â+k ] = δ(p− k), [b̂p , b̂+k ] = δ(p− k). (2.20)

Îñòàëüíûå êîììóòàòîðû [âp, âk], [âp, b̂k] è ò.ä. ðàâíû íóëþ. Ýòè ñîîò-

íîøåíèÿ ìîæíî âûâåñòè ïðè ïîìîùè êàíîíè÷åñêîãî êâàíòîâàíèÿ àíàëî-

ãè÷íî äåéñòâèòåëüíîìó ñêàëÿðíîìó ïîëþ. Êàíîíè÷åñêèé èìïóëüñ ðàâåí

Π =
∂L
∂Ψ̇

= Ψ̇∗

è àíàëîãè÷íî äëÿ êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííûõ âåëè÷èí. Ïîýòîìó äîëæíî

âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùåå êîììóòàöèîííîå ñîîòíîøåíèå:

[Ψ̂(t,x), ∂0Ψ̂
+(t,y)] = ıδ(x− y). (2.21)

Îñòàëüíûå êîììóòàòîðû ðàâíû íóëþ èëè ïîëó÷àþòñÿ èç ýòîãî ýðìèòî-

âûì ñîïðÿæåíèåì. Ïîâòîðÿ âû÷èñëåíèÿ íà ñòð. 48, ïðèõîäèì ê ñîãëàñèþ

êîììóòàòîðîâ (2.20) è (2.21).

Îïåðàòîðû 4-èìïóëüñà P̂ = {Ĥ, P̂} êîìïëåêñíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ

P̂ =

∫

p {â+p âp + b̂+p b̂p} d3p (2.22)

è åãî çàðÿäà (áåñêîíå÷íàÿ êîíñòàíòà ïðè ýòîì ñîêðàùàåòñÿ):

Q̂ =

∫

{â+p âp − b̂+p b̂p} d3p (2.23)

êîììóòèðóþò äðóã ñ äðóãîì è èìåþò îáùèå ñîáñòâåííûå �óíêöèè. Ñîá-

ñòâåííîå çíà÷åíèå çàðÿäà äëÿ îäíî÷àñòè÷íîãî ñîñòîÿíèÿ â+p
∣
∣
〉
ðàâíî

Q = 1, à äëÿ ñîñòîÿíèÿ b̂+p
∣
∣
〉
� Q = −1:

â+p
∣
∣
〉
∼ |E = ωp, P = p, Q = +1

〉
, b̂+p

∣
∣
〉
∼ |E = ωp, P = p, Q = −1

〉
.

Ïîýòîìó îïåðàòîð â+p ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ðîæäåíèÿ ÷àñòèöû ñ ïîëî-

æèòåëüíûì çàðÿäîì, à b̂+p � îïåðàòîðîì ðîæäåíèÿ ÷àñòèöû ñ òàêîé æå

ìàññîé (ýíåðãèåé, èìïóëüñîì), íî îòðèöàòåëüíûì çàðÿäîì. Îäíó èç ýòèõ

÷àñòèö íàçûâàþò ñîáñòâåííî ÷àñòèöåé, à âòîðóþ àíòè÷àñòèöåé (êòî åñòü

êòî � âîïðîñ ñîãëàøåíèÿ). Ó äåéñòâèòåëüíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ÷àñòèöû

è àíòè÷àñòèöû ñîâïàäàþò.
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3 Íîðìèðîâêà âåêòîðîâ ñîñòîÿíèÿ

• Âûøå, îäíî÷àñòè÷íîå ñîñòîÿíèå ìû çàïèñûâàëè â âèäå | p 〉 = â+p | 〉 .
Íà ñàìîì äåëå, îíî îïðåäåëåíî ñ òî÷íîñòüþ äî íîðìèðîâî÷íîãî ìíîæèòå-

ëÿ, êîòîðûé ìîæíî âûáðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðèäàòü âûðàæåíèþ

ðåëÿòèâèñòñêóþ êîâàðèàíòíîñòü:

| p 〉 =
√

2ωp â
+
p | 〉 . (2.24)

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü âàêóóìíûé âåêòîð âî âñåõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà íîð-

ìèðîâàí íà åäèíèöó:

〈
|
〉
= 1. Áåðÿ âàêóóìíîå ñðåäíåå îò êîììóòàòîðà

(2.9) ñ ó÷¼òîì âp|
〉
= 0, ïîëó÷àåì

〈
|â+p âp |

〉
= δpk, ïîýòîìó:

〈
k |p

〉
= 2ωp δ(p− k). (2.25)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êîâàðèàíòíîñòè ýòîãî âûðàæåíèÿ ðàññìîòðèì ïðå-

îáðàçîâàíèå Ëîðåíöà ñî ñêîðîñòüþ v âäîëü îñè x, ïðè êîòîðîì ìåíÿþòñÿ

ýíåðãèÿ è èìïóëüñ: ω′ = γ (ω − vpx), p
′
x = γ (px − vω), ãäå, êàê îáû÷íî,

γ = 1/
√
1− v2. Òàê êàê ïðîåêöèè èìïóëüñà íà y è z íå ìåíÿþòñÿ, äîñòà-

òî÷íî ðàññìîòðåòü êîìïîíåíòó px = p:

ω′
p′ δ(p

′ − k′) = γ (ωp − vp) δ
(
γ(p− vωp)− γ(k − vωk)

)
.

Ó÷èòûâàÿ òîæäåñòâî (F.18), ñòð. 264 äëÿ �óíêöèè Äèðàêà, èìååì:

ω′
p′ δ(p

′ − k′) = ωp
γ (1− vp/ωp)

γ (1− v dωk/dk)
δ(p− k) = ωp δ(p− k), (2.26)

ãäå â çíàìåíàòåëå ïðîâåäåíà çàìåíà k 7→ p (δ-�óíêöèÿ) è âû÷èñëåíà

ïðîèçâîäíàÿ dωp/dp = d
√

p2 +m2/dp = p/ωp. Â íà÷àëå è êîíöå öåïî÷êè

(2.26) ñòîÿò îäèíàêîâûå �óíêöèè èìïóëüñà, âûðàæåííûå â øòðèõîâàí-

íîé è íåøòðèõîâàííîé ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà. Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè

êîâàðèàíòíîñòü âûðàæåíèÿ ωp δ(p− k) èëè â îáùåì ñëó÷àå ωp δ(p− k).

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ êîâàðèàíòíîñòü îáú¼ìà â èìïóëüñíîì ïðî-

ñòðàíñòâå, äåë¼ííîãî íà ýíåðãèþ: d3p/ωp. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ó÷åñòü

ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà:

d3p′ = det
∣
∣
∣
∂p′i
∂pj

∣
∣
∣ d3p = γ

(

1− v
dω

dpx

)

d3p =
γ (ω − vpx)

ω
d3p =

ω′

ω
d3p,

ãäå ñíîâà âû÷èñëåíà ïðîèçâîäíàÿ îò ωp. Â ðåçóëüòàòå, ìû ïðèõîäèì ê

âûâîäó, ÷òî d3p′/ω′
p = d3p/ωp.
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• Â íîðìèðîâêå (2.24) åäèíè÷íûé îïåðàòîð, ïîñòðîåííûé íà áàçèñå

îäíî÷àñòè÷íûõ ñîñòîÿíèé ðàâåí:

1̂ =

∫

|p
〉〈

p | d
3p

2ωp
. (2.27)

Åãî äåéñòâèå íà ëþáîé âåêòîð |k
〉
, ñ ó÷¼òîì (2.25), ñíîâà äàñò ýòîò æå

âåêòîð.

Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî ñîîòíîøåíèå (2.27) èìååò ñìûñë åäèíè÷íîãî îïåðàòî-

ðà òîëüêî äëÿ îäíî÷àñòè÷íûõ ñîñòîÿíèé. Êàê óæå îòìå÷àëîñü (ñòð. 53),

ïðîèçâîëüíîå ñîñòîÿíèå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ñóïåðïîçèöèè âàêóóìíîãî

ñîñòîÿíèÿ, îäíî÷àñòè÷íîãî, äâóõ÷àñòè÷íîãî è ò.ä. ñîñòîÿíèé, ÷òî â êîâà-

ðèàíòíîé íîðìèðîâêå èìååò âèä:

|Ψ
〉
= |

〉
+

∞∑

n=1

1

n!

∫
d3p1...d

3pn√
2ω1...

√
2ωn

f(p1, ...pn) a
+
p1
...a+pn

|
〉
. (2.28)

Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ n-÷àñòè÷íûõ ñîñòîÿíèé íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì
Ôîêà. Îíî ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì, ïî êîòîðîìó ìîæíî ðàçëîæèòü ïðîèçâîëü-

íûé âåêòîð |Ψ
〉
.

Âû÷èñëèì â íîðìèðîâêå (2.24) ñëåäóþùåå ñðåäíåå:

〈
|ϕ̂(t,x)|p

〉
=

∫
d3k

√

(2π)3 2ωk

〈
|(âk e−ık·x + â+k eık·x)â+p |

〉√

2ωp.

Òàê êàê

〈
| â+k = 0, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâûì ñîïðÿæåíèåì (2.16), âòîðîå

ñëàãàåìîå ðàâíî íóëþ, à â ïåðâîì ïîäñòàâèì âk â
+
p = â+p âk + δ(p − k).

Èíòåãðèðóÿ ñ �óíêöèåé Äèðàêà, ïîëó÷àåì îäíî÷àñòè÷íóþ ñêàëÿðíóþ

âîëíîâóþ �óíêöèþ êâàíòîâîé ìåõàíèêè:

〈
|ϕ̂(t,x)|p

〉
=

e−ıp·x

(2π)3/2
. (2.29)

Ìîæåò âîçíèêíóòü èñêóøåíèå èíòåðïðåòèðîâàòü ñîîòíîøåíèå (2.29) â

òåðìèíàõ íåðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè ïîëÿ. À èìåííî, ñ÷èòàòü, ÷òî îïåðà-

òîð ϕ̂(t,x), äåéñòâóÿ íà âàêóóì (íàëåâî), ñîçäà¼ò ñîñòîÿíèå

〈
x| (�ðîæäà-

åò� ÷àñòèöó â òî÷êå x) òàêæå, êàê è îïåðàòîð â+p �îðìèðóåò ñîñòîÿíèå

|p
〉
. Îäíàêî, â ïåðâîé ãëàâå ìû óæå îòìå÷àëè (ñòð. 13), ÷òî â êâàíòî-

âîé òåîðèè ïîëÿ ëîêàëèçàöèÿ ÷àñòèöû â òî÷êå òåðÿåò ñâîé ñìûñë. Òîãäà

â êà÷åñòâå àðãóìåíòà âûñòóïàëî íåèçáåæíîå ìíîæåñòâåííîå ðîæäåíèå

÷àñòèö ïðè òàêîé ëîêàëèçàöèè. Îäíàêî, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðèíöèï ïðè-

÷èííîñòè ïðèâîäèò ê àíàëîãè÷íîìó âûâîäó è â ñëó÷àå ñâîáîäíûõ ÷àñòèö

(ó êîòîðûõ íåò âçàèìîäåéñòâèÿ, ïðèâîäÿùåãî ê ðîæäåíèÿì äðóãèõ ÷à-

ñòèö). �àññìîòðèì ýòîò âîïðîñ ïîäðîáíåå.
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4 Ôóíêöèÿ Ïàóëè-Éîðäàíà

• Ó÷èòûâàÿ �óðüå-ðàçëîæåíèÿ ïîëåâûõ îïåðàòîðîâ (2.8), ñòð. 48, âû-

÷èñëèì âàêóóìíîå ñðåäíåå èõ ïðîèçâåäåíèÿ:

〈
|ϕ̂(x)ϕ̂(y)|

〉
=

∫
d3p d3k

(2π)3 2
√
ωp ωk

〈
|âp â+k |

〉
e−ıpx+ıky.

Óñðåäíåíèå êîììóòàòîðà (2.9) äà¼ò ñëåäóþùåå ñðåäíåå ïðîèçâåäåíèÿ îïå-

ðàòîðîâ ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ:

〈
|âp â+k |

〉
= δ(p− k), (2.30)

ïîýòîìó

D0(x− y) =
〈
|ϕ̂(x)ϕ̂(y)|

〉
=

∫

e−ı p·(x−y) d3p

(2π)32ωp
. (2.31)

Ïðè y = 0 èìååì �óíêöèþ Ïàóëè-Éîðäàíà:

D0(x) =
〈
|ϕ̂(x)ϕ̂(0)|

〉
=

∫

eıpx−ı t
√

p2+m2 d3p

(2π)3 2
√

p2 +m2
. (2.32)

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî å¼ �óðüå-îáðàç âûãëÿäèò ïðîñòî, çàâèñèìîñòü îò

4-êîîðäèíàò x = {t, x} äîñòàòî÷íî ñëîæíàÿ. Â ïðèëîæåíèè (ñòð. 270)

èíòåãðàë (2.32) âûðàæåí ÷åðåç �óíêöèè Áåññåëÿ:

D0(x) = −ıs(t)

4π
δ(x2) + (2.33)

+
mθ(−x2)

4π2
√
−x2

K1(m
√

−x2) +
mθ(x2)

8π
√
x2

{N1(m
√
x2) + ı s(t) J1(m

√
x2)},

ãäå, êðîìå �óíêöèè Äèðàêà îò êâàäðàòà 4-âåêòîðà δ(x2) è �óíêöèè Õýâè-
ñàéäà îò åãî çíàêà θ(±x2), ââåäåíà �óíêöèÿ çíàêà âðåìåíè s(t) = sign(t),

ðàâíàÿ 1 ïðè t > 0 è −1 ïðè t < 0. Åñëè æå t = 0, òî s(0) = 0.

Íà ñâåòîâîì êîíóñå (x2 = 0) �óíêöèÿ Ïàóëè-Éîðäàíà ñóùåñòâåííî

ñèíãóëÿðíà, à âíóòðè (x2 > 0) è âíå (x2 < 0) åãî ïîâåäåíèå �óíêöèè êà-

÷åñòâåííî îòëè÷àåòñÿ. Ìîäè�èöèðîâàííàÿ �óíêöèÿ ÁåññåëÿK1(z) ìîíî-
òîííî óáûâàåò ñ ðîñòîì ñâîåãî àðãóìåíòà (ñòð. 268), à �óíêöèè Áåññåëÿ

J1(z) èN1(z) óáûâàÿ, îñöèëëèðóþò, ìåíÿÿ ñâîé çíàê. Êðîìå ýòîãî âíóòðè
ñâåòîâîãî êîíóñà �óíêöèÿ D0(x) êîìïëåêñíàÿ, à âíå åãî � äåéñòâèòåëü-
íàÿ. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî (2.33), èç-çà ïåðâîãî ñëàãàåìîãî, çàâèñÿùåãî

îò t íå ÿâëÿåòñÿ ëîðåíö-èíâàðèàíòîì.
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• ×åðåç �óíêöèþ Ïàóëè-Éîðäàíà âûðàæàåòñÿ êîììóòàòîð äâóõ ïîëåé

(áåç óñðåäíåíèÿ), çàâèñÿùèõ îò ðàçëè÷íûõ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè:

[ϕ̂(x), ϕ̂(y)] =

∫

[(âpe
−ıpx + â+pe

ıpx), (âk e
−ıky + â+k e

ıky)]
d3p d3k

(2π)32
√
ωpωk

.

Âû÷èñëÿÿ êîììóòàòîðû è èíòåãðèðóÿ ñ δ-�óíêöèåé, èìååì:

[ϕ̂(x), ϕ̂(y)] =

∫

(e−ıp·(x−y) − e−ıp·(y−x))
d3p

(2π)32ωp

èëè:

[ϕ̂(x), ϕ̂(y)] = D0(x− y)−D0(y− x). (2.34)

Â îäèí ìîìåíò âðåìåíè x0 = y0 îïåðàòîðû ïîëÿ êîììóòèðóþò ìåæäó

ñîáîé (ñòð. 46), ïîýòîìó äîëæíî âûïîëíÿòñÿ ñîîòíîøåíèå:

D0(0,x) = D0(0,−x),

êîòîðîå íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ:

D0(0, x) =

∫

eıpx
d3p

(2π)32ωp
.

Äåéñòâèòåëüíî, çàìåíó x 7→ −x ìîæíî ïðîâåñòè îäíîâðåìåííî ñ çàìå-

íîé ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ p 7→ −p, êîòîðàÿ âåðí¼ò èíòåãðàë ê

èñõîäíîìó âûðàæåíèþ. Ýòî æå ñâîéñòâî ñëåäóåò èç (2.33).

Ôóíêöèÿ D0(t, x) ÷¼òíà îòíîñèòåëüíî x 7→ −x ïðè ëþáîì t, íî íå îá-

ëàäàåò òàêîé ñèììåòðèåé ïðè t 7→ −t. Ïîýòîìó êîììóòàòîð [ϕ̂(x), ϕ̂(y)],
ðàâíûé D0(t, r)−D0(−t, r), ãäå t = x0 − y0, r = x− y îòëè÷åí îò íóëÿ è

îïåðàòîðû ïîëÿ â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè, âîîáùå ãîâîðÿ, íå êîì-

ìóòèðóþò. Îäíàêî, âíå ñâåòîâîãî êîíóñà �óíêöèÿ Ïàóëè-Éîðäàíà ÷¼òíàÿ

îòíîñèòåëüíî èçìåíåíèÿ çíàêà 4-âåêòîðà: D0(x) = D0(−x). Äåéñòâèòåëü-
íî, èç (2.33) ñëåäóåò, ÷òî ïðè x2 < 0 îòëè÷íî îò íóëÿ òîëüêî ñëàãàåìîå ñ
K1, íå çàâèñÿùåå îò t è ÷¼òíîå ïðè x 7→ −x. Ïîýòîìó, äàæå ïðè ðàçëè÷-

íûõ âðåìåíàõ x0 6= y0 èç (2.34) ñëåäóåò, ÷òî:

[ϕ̂(x), ϕ̂(y)] = 0, (x− y)2 < 0, (2.35)

Ýòî êîììóòàöèîííîå ñîîòíîøåíèå îòðàæàåò ïðè÷èííîñòü êâàíòîâîé

òåîðèè ïîëÿ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèåì íåîïðåäåë¼ííîñòè, îäíî-

âðåìåííî èçìåðèòü äâå �èçè÷åñêèå âåëè÷èíû ìû ìîæåì, òîëüêî, åñëè

ñîîòâåòñòâóþùèå èì îïåðàòîðû êîììóòèðóþò äðóã ñ äðóãîì. �àâåíñòâî

íóëþ êîììóòàòîðà (2.35), îçíà÷àåò, ÷òî ñîáûòèÿ, ðàçäåë¼ííûå ïðîñòðàí-

ñòâåííî ïîäîáíûì èíòåðâàëîì íåçàâèñèìû. Äðóãèìè ñëîâàìè, èçìåðåíèÿ

çíà÷åíèÿ ïîëÿ, â òî÷êàõ, íå ñâÿçàííûõ ñâåòîâûì ñèãíàëîì, ìîãóò áûòü

âûïîëíåíû áåç �âëèÿíèÿ� äðóã íà äðóãà.
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• Âåðí¼ìñÿ òåïåðü ê ñîîòíîøåíèþ (2.29). Ïóñòü

〈
|ϕ̂(t,x)|p

〉
=

e−ıp·x

(2π)3/2
=
〈
x, t|p

〉
(2.36)

èìååò ñìûñë âîëíîâîé �óíêöèè, ò.å., èçìåðÿÿ ó ÷àñòèöû èìïóëüñ p, ìû

èìååì àìïëèòóäó âåðîÿòíîñòè îáíàðóæèòü å¼ ñïóñòÿ âðåìÿ t â òî÷êå

ïðîñòðàíñòâà x. Òîãäà ñðåäíåå

〈
x, t|x = 0, t = 0

〉
=
〈
|ϕ̂(x)ϕ̂(0)|

〉
= D0(x)

ìîæíî áûëî áû èíòåðïðåòèðîâàòü êàê àìïëèòóäó âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà

÷àñòèöû çà âðåìÿ t èç íà÷àëà êîîðäèíàò x = 0 â òî÷êó ñ êîîðäèíàòîé x.

Âîçüì¼ì äëÿ �óíêöèè Áåññåëÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ïðè áîëü-

øèõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòîâ (F.35), ñòð. 269 è çàïèøåì ñðåäíåå (2.33) âíå

ñâåòîâîãî êîíóñà (x2 = t2 − x2 < 0):

〈
|ϕ̂(t, x)ϕ̂(0)|

〉
= D0(x) →

( m

32π3

)1/2 e−m
√
x2−t2

(x2 − t2)3/4
. (2.37)

Îòëè÷èå òàêîé àìïëèòóäû îò íóëÿ âíå ñâåòîâîãî êîíóñà, îçíà÷àåò, ÷òî

ìû ñïîñîáíû îáíàðóæèòü ÷àñòèöó â òî÷êå, â êîòîðóþ îíà ìîãëà ïîïàñòü

òîëüêî äâèãàÿñü áûñòðåå ñêîðîñòè ñâåòà. Òàêàÿ âîçìîæíîñòü îçíà÷àåò

íàðóøåíèå ïðèíöèïà ïðè÷èííîñòè.

Ïîñìîòðèì íà ïðîáëåìó ñ äðóãîé ñòîðîíû. Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ïðè

t = 0 âåêòîðû îïåðàòîðà êîîðäèíàòû îðòîãîíàëüíû:

〈
x|x0

〉
= δ(x− x0).

Ýòî ñîáñòâåííî è îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ïîìîùè èçìåðåíèÿ êîîðäèíàòû ñî

çíà÷åíèåì x0, ìû ñîçäà¼ì ïîëíîñòüþ ëîêàëèçîâàííîå ñîñòîÿíèå (âåðî-

ÿòíîñòü îáíàðóæèòü ÷àñòèöó â òî÷êå îòëè÷íîé îò x0 ðàâíà íóëþ). Âû-

ðàæåíèå æå (2.37) ïðè t = 0 èìååò ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè â ïðî-

ñòðàíñòâå, óáûâàþùåå òåì áûñòðåå, ÷åì áîëüøå ìàññà m. Õàðàêòåðíàÿ

øèðèíà ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êîìïòîíîâñêîé äëèíîé âîëíû

~/mc ÷àñòèöû (8), ñòð. 13.

Ìû ñíîâà ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî íåëüçÿ èçìåðèòü ñêîëü óãîäíî òî÷-

íî êîîðäèíàòó êâàíòà äàæå äëÿ ñâîáîäíîãî ïîëÿ. Èìåííî ýòà íà÷àëüíàÿ

íåîïðåäåë¼ííîñòü èçìåðåíèÿ �íàðóøàåò� ïðè÷èííîñòü. Íà ñàìîì äåëå,

íàðóøåíèÿ íåò, òàê êàê ÷àñòèöà êàê áû �ðàçìàçàíà� ïî âñåìó ïðîñòðàí-

ñòâó (à íå ëîêàëèçîâàíà â îäíîé òî÷êå) è ìîæåò áûòü îáíàðóæåíà ñêîëü

óãîäíî äàëåêî îò x = 0 ïðè t = 0, à, ñëåäîâàòåëüíî, è â äàëüíåéøåì.

Òåì íå ìåíåå, ïðè áîëüøèõ ìàññàõ ÷àñòèöû ñòåïåíü å¼ �íåëîêàëüíî-

ñòè� íåâåëèêà è ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âåêòîð

∣
∣x
〉
= ϕ(0,x)|

〉
îïèñûâàåò

ñîñòîÿíèå, ñâÿçàííîå ñ ïîëîæåíèåì ÷àñòèöû â îêðåñòíîñòè òî÷êè x.
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• �àññìîòðèì òåïåðü êîìïëåêñíîå ñêàëÿðíîå ïîëå, äëÿ êîòîðîãî ñóùå-

ñòâóåò ðàçëè÷èå ìåæäó ÷àñòèöàìè è àíòè÷àñòèöàìè:

Ψ̂(x, t) =

∫

(âpe
−ıpx + b̂+pe

ıpx)
d3p

√

(2π)32ωp

. (2.38)

Îïåðàòîð ðîæäåíèÿ â+p ñîçäà¼ò ñîñòîÿíèå ñ ÷àñòèöåé, èìåþùåé èìïóëüñ

p, à îïåðàòîð b̂+p ñîçäà¼ò àíàëîãè÷íîå ñîñòîÿíèå ñ àíòè÷àñòèöåé. Âû÷èñ-

ëèì ñîîòâåòñòâóþùèå �âîëíîâûå �óíêöèè�:

〈
|Ψ̂(x) â+p |

〉√
2ωp =

e−ıpx

(2π)3/2
,

〈
|Ψ̂+(x) b̂+p |

〉√
2ωp =

e−ıpx

(2π)3/2
.

Ïðè ýòîì

〈
|Ψ̂(x) b̂+p |

〉
=
〈
|Ψ̂+(x) â+p |

〉
= 0.

Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé ìîæíî ñäåëàòü âûâîä (ñ îãîâîðêàìè íà íåëîêàëü-

íîñòü), ÷òî îïåðàòîð Ψ̂(x), äåéñòâóÿ íàëåâî íà âàêóóì ñîçäà¼ò ñîñòîÿíèå

ñ ÷àñòèöåé, íàõîäÿùåéñÿ â òî÷êå x:

a

〈
x| =

〈
|Ψ̂(x), |x

〉

a = Ψ̂+(x)|
〉
,

à îïåðàòîð Ψ̂+(x) ñîçäà¼ò àíàëîãè÷íîå ñîñòîÿíèå ñ àíòè÷àñòèöåé:

b

〈
x| =

〈
|Ψ̂+(x), |x

〉

b = Ψ̂(x)|
〉
,

ãäå èíäåêñàìè a è b ïîìå÷åíû ñîñòîÿíèÿ äëÿ ÷àñòèöû è àíòè÷àñòèöû.

Òåïåðü ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî àìïëèòóäû ïåðåõîäà ÷àñòèöû èç òî÷êè 4-

ïðîñòðàíñòâà �x1� â òî÷êó �x2� (âðåìåíà x01 < x02) è àíàëîãè÷íî äëÿ àí-

òè÷àñòèöû ðàâíû:

a

〈
x2|x1

〉

a =
〈
Ψ̂(x2)Ψ̂

+(x1)
〉
, b

〈
x2|x1

〉

b =
〈
Ψ̂+(x2)Ψ̂(x1)

〉
.

Ïðè ýòîì

a

〈
x2|x1

〉

b =
〈
Ψ̂(x2)Ψ̂(x1)

〉
= 0,

ò.å. ñîçäàâ ñîñòîÿíèå ñ àíòè÷àñòèöåé b, ìû íå ñìîæåì (â ñâîáîäíîé òåî-

ðèè) îáíàðóæèòü âìåñòî íå¼ ÷àñòèöó.

Ñîîòâåòñòâóþùèå àìïëèòóäû, êàê è â ñëó÷àå ñ äåéñòâèòåëüíûì ñêà-

ëÿðíûì ïîëåì, âûðàæàþòñÿ ÷åðåç �óíêöèþ Ïàóëè-Éîðäàíà:

〈
|Ψ̂(x)Ψ̂+(y)|

〉
=
〈
|Ψ̂+(x)Ψ̂(y)|

〉
= D0(x− y) (2.39)

(èç å¼ �óðüå-ïðåäñòàâëåíèÿ ñðàçó ñëåäóåò ñîîòíîøåíèåD∗
0(x) = D0(−x)).
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5 Ïðîïàãàòîð

• Ïðè ïîìîùè D0(x) ââåä¼ì åù¼ îäíó âàæíóþ �óíêöèþ, êîòîðóþ áó-

äåì íàçûâàòü ïðîïàãàòîðîì:

D(x) = θ(x0)D0(x) + θ(−x0)D0(−x),

ãäå θ(t) � ñòóïåí÷àòàÿ �óíêöèÿ Õåâèñàéäà (ñòð. 265). Ïðîïàãàòîð ñâÿçàí
ñ ïðè÷èííîé �óíêöèåé �ðèíà (ñòð. 277) D(x) = −ı∆c(x) è èìååò ñëåäó-

þùåå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå:

D(x) =

∫
d4p

(2π)4
ı

p2 −m2 + ıǫ
e−ıp·x. (2.40)

Ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ èìååò äâà ïîëþñà. Â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè

p0 ïåðâûé ïîëþñ p0 = ωp− ıǫ ñìåù¼í âíèç, à âòîðîé: p0 = −ωp+ ıǫ ââåðõ.

Ïðîïàãàòîð óäîâëåòâîðÿåò äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ:

(∂2 +m2)D(x) = −ıδ(x),

ãäå â ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò 4-ìåðíàÿ �óíêöèÿ Äèðàêà. Ôóíêöèÿ D ÿâëÿ-

åòñÿ �óíêöèåé �ðèíà ñ ÿäðîì ∂2 +m2
, â òîì ñìûñëå, ÷òî:

(∂2 +m2)ϕ̂(x) = j(x) => ϕ̂(x) = ϕ̂0(x) +
1

ı

∫

D(x− y) j(y) d4y,

ãäå j(x) � ïðîèçâîëüíàÿ �èêñèðîâàííàÿ ñêàëÿðíàÿ �óíêöèÿ (íåîäíîðîä-

íîå óðàâíåíèå Êëåéíà-�îðäîíà), à ϕ̂0(x) � ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíå-
íèÿ (∂2 +m2)ϕ̂0 = 0.

Ïðîïàãàòîð D(x− y) ÿâëÿåòñÿ ñðåäíèì çíà÷åíèåì ïî âàêóóìó îò õðî-

íîëîãè÷åñêè óïîðÿäî÷åííîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ïîëåâûõ îïåðàòîðîâ:

D(x− y) =
〈
T ϕ̂(x)ϕ̂(y)

〉
, (2.41)

Îïåðàöèÿ T ïåðåñòàâëÿåò îïåðàòîðû â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ âðåì¼í îò êî-

òîðûõ îíè çàâèñÿò:

T
{
ϕ̂(x)ϕ̂(y)

}
=

{
ϕ̂(x)ϕ̂(y), x0 > y0,

ϕ̂(y)ϕ̂(x), y0 > x0.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ õðîíîëîãè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå ïðîèçâîëüíîãî

÷èñëà îïåðàòîðîâ T
{
ϕ̂(x)ϕ̂(y)ϕ̂(z)...

}
. Ïîä çíàêîì T îïåðàòîðû ìîæíî

ïåðåñòàâëÿòü ìåñòàìè, òàê êàê îïåðàöèÿ õðîíîëîãè÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ

èõ âñåãäà ïîñòàâèò â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ âðåìåíè.
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Äëÿ êîìïëåêñíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ õðîíîëîãè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå îïðå-

äåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì:

T{Ψ̂(x)Ψ̂+(y)} = θ(x0 − y0) Ψ̂(x)Ψ̂+(y) + θ(y0 − x0) Ψ̂+(y)Ψ̂(x).

Ó÷èòûâàÿ (2.39), ñðàçó ïîëó÷àåì:

〈
T Ψ̂(x)Ψ̂+(y)

〉
= D(x− y),

〈
T Ψ̂(x)Ψ̂(y)

〉
= 0. (2.42)

Ïðè ýòîì, â îáîçíà÷åíèÿõ ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà, ìîæíî òàêæå íàïèñàòü:

〈
T Ψ̂(x)Ψ̂+(y)

〉
= θ(x0 − y0) a

〈
x|y

〉

a + θ(y0 − x0) b

〈
y|x

〉

b, (2.43)

ò.å. ïåðâîå ñëàãàåìîå èìååò ñìûñë àìïëèòóäû ïåðåõîäà ÷àñòèöû èç òî÷-

êè �y� â òî÷êó �x� ïðè y0 < x0
, à âòîðîå � ðàâíî àìïëèòóäå ïåðåõîäà àí-

òè÷àñòèöû èç òî÷êè �x� â òî÷êó �y� ïðè x0 < y0. Äëÿ äåéñòâèòåëüíîãî

ñêàëÿðíîãî ïîëÿ èíòåðïðåòàöèÿ àíàëîãè÷íà, îäíàêî ÷àñòèöû è àíòè÷à-

ñòèöû â ýòîì ñëó÷àå ñîâïàäàþò.

Â ñâÿçè ñ ñîîòíîøåíèåì (2.43) ñòîèò óïîìÿíóòü íåîáû÷íóþ èäåþ, ïðè-

íàäëåæàùóþØòþêåëüáåðãó (1941) è Ôåéíìàíó (1948). Îíè ïðåäëîæèëè

èíòåðïðåòèðîâàòü àíòè÷àñòèöû ñ îòðèöàòåëüíûì çàðÿäîì −q < 0 è ïî-

ëîæèòåëüíîé ýíåðãèåé ω > 0, êàê ÷àñòèöû, êîòîðûå èìåþò ïîëîæèòåëü-
íûé çàðÿä q > 0 è îòðèöàòåëüíóþ ýíåðãèþ −ω < 0 è ïðè ýòîì äâèæóòñÿ

â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè ïî âðåìåíè. Íèæå ïðèâåäåíà èëëþñòðàöèÿ ýòîé

èäåè íà ïðèìåðå èñïóñêàíèÿ ñèñòåìîé (áîëüøîé êðóæîê) ñ ýíåðãèåé E è

çàðÿäîì Q àíòè÷àñòèöû ñ ýíåðãèåé ω è çàðÿäîì −q (ïåðâûé ðèñóíîê):

Ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ � ýòî ñâåòîâîé êîíóñ, âíóòðè êîòîðîãî äâèæóòñÿ ÷à-

ñòèöû ñî ñêîðîñòÿìè, ìåíüøèìè ñêîðîñòè ñâåòà. Ïðè èñïóñêàíèè àíòè-

÷àñòèöû ýíåðãèÿ ñèñòåìû óìåíüøàåòñÿ, à å¼ çàðÿä óâåëè÷èâàåòñÿ. Íà

âòîðîì ðèñóíêå ýòîò æå ðåçóëüòàò (äëÿ ñèñòåìû) èçîáðàæåí â ñëó÷àå

ïðîöåññà ïîãëîùåíèÿ ÷àñòèöû ñ îòðèöàòåëüíîé ýíåðãèåé, äâèæóùåéñÿ

â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè ïî âðåìåíè, ÷òî ïîìå÷åíî ñòðåëêîé íà å¼ ìè-

ðîâîé ëèíèè. Òàêèì îáðàçîì, ñ òî÷êè çðåíèÿ ñèñòåìû ýòè äâà ïðîöåññà

íåðàçëè÷èìû.

Íà ñàìîì äåëå, ïîäîáíûå èíòåðïðåòàöèè äëÿ ïîëó÷åíèÿ �èçè÷åñêèõ

âåëè÷èí íå ñóùåñòâåííû è ïðîïàãàòîð áóäåò âîçíèêàòü ïðè ïîñòðîåíèè

òåîðèè âîçìóùåíèé, êîòîðîé ìû çàéì¼ìñÿ â ñëåäóþùåé ãëàâå.
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6 Âàêóóì ñâîáîäíîãî êâàíòîâîãî ïîëÿ

• �àìèëüòîíèàí äåéñòâèòåëüíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ

Ĥ =
1

2

∫ {

˙̂ϕ2 + (∇ϕ̂)2 +m2ϕ̂2
}

d3x, (2.44)

ïðè ïîìîùè îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ ÷àñòèö, çàïèñûâàåòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ĥ =
1

2

∫

ωp

{
â+p âp + âp â

+
p

}
d3p =

∫

ωp â
+
p âp d3p+

δp(0)

2

∫

ωp d
3p,

ãäå èíäåêñ �p� ó �óíêöèè Äèðàêà ïîä÷¼ðêèâàåò, ÷òî ýòî �óíêöèÿ îò

èìïóëüñîâ. �àíåå ìû îòáðàñûâàëè áåñêîíå÷íóþ êîíñòàíòó, ñ÷èòàÿ, ÷òî

îòñ÷¼ò ýíåðãèè ïîëÿ èä¼ò îò íóëÿ: Ĥ|
〉
= 0. Äëÿ èíòåðïðåòàöèè âîç-

áóæä¼ííûõ ñîñòîÿíèé (êâàíòîâ ïîëÿ) ýòî áûëî íå ñóùåñòâåííî, òàê êàê,

îáû÷íî, èçìåðÿåòñÿ èçìåíåíèå ýíåðãèè, à íå å¼ àáñîëþòíîå çíà÷åíèå. Îä-

íàêî, íàëè÷èå ýòîé áåñêîíå÷íîé êîíñòàíòû ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî

âàêóóì (îòñóòñòâèå ÷àñòèö) íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé ïóñòîòîé êàê ýòî áûëî

â êëàññè÷åñêîé (äà è íåðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé) ìåõàíèêå.

Ïðåæäå ÷åì îáñóæäàòü ñâîéñòâà âàêóóìíîãî ñîñòîÿíèÿ, íåîáõîäèìî

ðåãóëÿðèçîâàòü (ñäåëàòü êîíå÷íûìè) âîçíèêàþùèå â òåîðèè áåñêîíå÷íî-

ñòè. Ñóùåñòâóþò áåñêîíå÷íîñòè äâóõ ðàçíîâèäíîñòåé. Ïåðâàÿ ñâÿçàíà ñ

áåñêîíå÷íîñòüþ 3-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Âûøå, çíà÷åíèå �óíêöèè Äè-

ðàêà îò íóëÿ êàê ðàç èìååò ñìûñë îáú¼ìà 3-ïðîñòðàíñòâà:

δp(0) =

∫

eıx0
d3x

(2π)3
=

∫
d3x

(2π)3
=

V

(2π)3
.

Åñëè íå âû÷èòàòü èç ãàìèëüòîíèàíà áåñêîíå÷íóþ ýíåðãèþ âàêóóìà, òî

ïîëó÷èòñÿ ñëåäóþùåå óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ îñíîâíîãî

(âàêóóìíîãî) ñîñòîÿíèÿ:

Ĥ |
〉
= E0 |

〉
,

E0

V
=

1

2

∫
d3p

(2π)3

√

p2 +m2. (2.45)

Îòíîøåíèå E0/V ðàâíî ïëîòíîñòè ýíåðãèè (ýíåðãèÿ â åäèíèöå îáú¼ìà).

Â áåñêîíå÷íîì ïðîñòðàíñòâå ïëîòíîñòü ýíåðãèè ìîæåò áûòü êîíå÷íîé,

òîãäà êàê ïîëíàÿ ýíåðãèÿ E0 ïðè V → ∞ áóäåò áåñêîíå÷íîé. Âïðî÷åì, â

(2.45) äëÿ ïëîòíîñòè ýíåðãèè âñ¼ ðàâíî ïîëó÷àåòñÿ áåñêîíå÷íûé ðåçóëü-

òàò, òàê êàê èìïóëüñíîå ïðîñòðàíñòâî (êàê è îáû÷íîå) íå îãðàíè÷åíî

è èíòåãðàë ïî d3p ðàñõîäèòñÿ. Ýòî áåñêîíå÷íîñòü âòîðîãî òèïà. Äëÿ å¼

ðåãóëÿðèçàöèè íåîáõîäèìî òåì èëè èíûì ñïîñîáîì óñòðàíèòü âêëàä îò

áîëüøèõ èìïóëüñîâ.
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• Êîíå÷íîñòü îáú¼ìà êîîðäèíàòíîãî ïðîñòðàíñòâà ïðèâîäèò ê äèñ-

êðåòíîñòè èìïóëüñîâ (äèñêðåòíîìó �óðüå-ðàçëîæåíèþ). Äåéñòâèòåëüíî,

áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ïðîñòðàíñòâî ïîìåùàåòñÿ âíóòðè êóáà ñî ñòîðî-

íîé L. Ïóñòü ïîëå íà ãðàíèöàõ êóáà ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì, ñ ïåðèîäîì
L. �àññìîòðèì ïëîñêóþ âîëíó eıpx âäîëü îñè x. Óñëîâèå å¼ ïåðèîäè÷íîñòè

íà ãðàíèöàõ êóáà: eıpL/2 = e−ıpL/2
èëè eıpL = 1 ïðèâîäèò ê äèñêðåòíûì

çíà÷åíèÿì èìïóëüñà p = (2π/L)n, ãäå n = 0,±1,±2, ... è àíàëîãè÷-

íî äëÿ îñòàâøèõñÿ äâóõ îñåé. Íàèìåíüøåå èçìåíåíèå èìïóëüñà ðàâíî

∆p = 2π/L, ïîýòîìó ìû äîëæíû èíòåãðèðîâàíèå ïî èìïóëüñó çàìåíèòü

íà ñóììèðîâàíèå:

∫

d3p 7→ (2π)3

V

∑

p

, (2.46)

ãäå V = L3
� îáú¼ì êóáà è ñóììà ïî p îçíà÷àåò ïåðåáîð âñåõ öåëûõ ÷èñåë

n = {nx, ny, nz} = 0,±1,±2, ... äëÿ p = (2π/L)n.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ðàññìîòðåòü êîíå÷íîå èìïóëüñíîå ïðîñòðàíñòâî â

äèàïàçîíå îò −Q äî Q. Ýòî ïðèâåä¼ò ê äèñêðåòíîñòè êîîðäèíàòíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà ñ ðàâíîìåðíûì øàãîì π/Q. Âïðî÷åì, ðàñõîäÿùèåñÿ èíòåãðà-
ëû ïî èìïóëüñàì èìåþò ñ�åðè÷åñêóþ ñèììåòðèþ, ïîýòîìó äëÿ èõ ðå-

ãóëÿðèçàöèè áóäåò óäîáíåå îãðàíè÷èâàòü ìîäóëü èìïóëüñà |p| < Q (äëÿ

ñ�åðè÷åñêîãî èìïóëüñíîãî ïðîñòðàíñòâà êîíå÷íîñòü åãî ðàäèóñà ïðèâå-

ä¼ò ê íåðàâíîìåðíîé äèñêðåòíîñòè êîîðäèíàòíîãî ïðîñòðàíñòâà). Ïëîò-

íîñòü ýíåðãèè âàêóóìà â òàêîé ðåãóëÿðèçàöèè èìååò âèä:

E0

V
=

4π

2 (2π)3

Q∫

0

p2
√

p2 +m2 dp =
Q4

16π2

{

1 +
m2

Q2
+ ...

}

, (2.47)

ãäå ñäåëàíà çàìåíà p = m sh t è èíòåãðàë ðàçëîæåí ïî 1/Q (ïðè m = 0

èíòåãðàë âû÷èñëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíî è åãî íàì áóäåò äîñòàòî÷íî). Òàêèì

îáðàçîì, ïëîòíîñòü ýíåðãèè ðàñõîäèòñÿ êàê Q4
. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ðå-

ãóëÿðèçîâàòü �óíêöèþ Ïàóëè-Éîðäàíà, ðàâíóþ áåñêîíå÷íîñòè â íóëå

(êâàäðàòè÷íàÿ ðàñõîäèìîñòü):

D0(0) =

∫
d3p

(2π)32ωp
=

Q2

8π2
{1− m2

Q2
ln

Q

m
+ ...}. (2.48)

Íàêîíåö, �óíêöèÿ Äèðàêà îò êîîðäèíàò â íóëå ðàâíà:

δx(0) =

∫

eıp0
d3p

(2π)3
=

∫
d3p

(2π)3
=

Q3

6π2
, (2.49)

ãäå â êà÷åñòâå îáú¼ìà èìïóëüñíîãî ïðîñòðàíñòâà âçÿòà ñ�åðà (4πQ3/3).
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• �àçáåð¼ìñÿ, ÷òî ïðîèñõîäèò ñ ïîëåì â âàêóóìíîì ñîñòîÿíèè. Òàê êàê

〈
|â+p |

〉
=
〈
|âp |

〉
= 0, èç ðàçëîæåíèÿ (2.8), ñòð. 48 ñëåäóåò, ÷òî:

〈
|ϕ̂(x)|

〉
= 0. (2.50)

Ñòîèò ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî æå ñïðàâåäëèâî è äëÿ ñðåäíåãî ïî n-÷àñòè÷íûì

âîçáóæä¼ííûì ñîñòîÿíèÿì. Ñîîòíîøåíèå (2.50), îäíàêî, íå îçíà÷àåò, ÷òî

ïîëå â âàêóóìå îòñóòñòâóåò. Äåéñòâèòåëüíî, ñðåäíåå êâàäðàòà ïîëÿ (2.31)

ðàâíî:

〈
|ϕ̂2(x)|

〉
= D0(0). (2.51)

Ýòà âåëè÷èíà íå çàâèñèò îò êîîðäèíàò è áåñêîíå÷íà (ïðè Q → ∞). Òàêæå

êàê ìû íàõîäèëè �óíêöèþ Ïàóëè-Éîðäàíà, ìîæíî âû÷èñëèòü ñðåäíèå

çíà÷åíèÿ êâàäðàòà ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ ïîëÿ è åãî ãðàäèåíòà:

〈
|(∂0ϕ̂)2|

〉
=

E0

V
,

〈
|(∇ϕ̂)2|

〉
=

E0

V
−m2D0(0).

Â îòëè÷èå îò âû÷èòàíèÿ ýíåðãèè âàêóóìà, óñòðàíèòü ýòè ñðåäíèå òàê

ïðîñòî íåëüçÿ. Äåéñòâèòåëüíî, îïåðàòîð ïîëÿ è åãî ïðîèçâîäíàÿ ïî âðå-

ìåíè óäîâëåòâîðÿþò êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì (2.3), ñòð. 46. Â ñè-

ëó ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåë¼ííîñòåé (ñòð. ??), ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

〈
|(∂0ϕ̂)2|

〉 〈
| ϕ̂2 |

〉
>

δ2x(0)

4
(2.52)

(äëÿ îïåðàòîðà Â äèñïåðñèÿ

〈
(Â−Ā)2

〉
=
〈
Â2

〉
−Ā2

ðàâíà

〈
Â2

〉
ïðè íóëå-

âûõ ñðåäíèõ çíà÷åíèÿõ). Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (2.47)-(2.49), íåñëîæíî

ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ:

Q4

16π2

Q2

8π2
>

Q6

4 · 36 π4
.

Îòìåòèì, òàêæå ñâÿçü ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ êâàäðàòà ïîëÿ è ïðîèçâîäíîé

ýíåðãèè âàêóóìà ïî m2
:

∂E0

∂m2
=

1

2

∫
〈
|ϕ̂2(x)|

〉
d3x =

V

2

〈
|ϕ̂2(0)|

〉
=

V

2
D0(0),

êîòîðàÿ ñëåäóåò èç �îðìóëû �åëëìàíà-Ôåéíìàíà äëÿ äè��åðåíöèðîâà-

íèÿ ýíåðãèè ïî ïàðàìåòðó λ îò êîòîðîãî çàâèñèò ãàìèëüòîíèàí:

∂En

∂λ
=
〈
En|

∂Ĥ

∂λ
|En

〉
. (2.53)

Ýòó �îðìóëó íåñëîæíî äîêàçàòü, áåðÿ ïðîèçâîäíóþ En =
〈
En|Ĥ|En

〉
ïî

ïàðàìåòðó λ (âåêòîðû òîæå çàâèñÿò îò λ).
Òàêèì îáðàçîì, âàêóóì íå ÿâëÿåòñÿ ïóñòîòîé. Â í¼ì íåò ÷àñòèö (êâàí-

òîâ ïîëÿ), íî åñòü îòëè÷íûå îò íóëÿ âàêóóìíûå âîçáóæäåíèÿ ïîëÿ.
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• Âû÷èñëèì ñðåäíèå çíà÷åíèÿ êâàäðàòà ïîëÿ â îäíî÷àñòè÷íîì ñîñòî-

ÿíèè |p
〉
= â+p |

〉
. Ïðåäñòàâëÿÿ ϕ̂2

â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ èíòåãðàëîâ (2.8)

ïî d3k è d3q, è îïóñêàÿ âðåìåííî ýêñïîíåíòû, ïîëó÷èì:
〈
âp (âk + â+k )(âq + â+q )â

+
p

〉
=
〈
âp âk â

+
q â

+
p

〉
+
〈
âp â

+
k âq â

+
p

〉

(îñòàëüíûå äâà ñëàãàåìûõ ðàâíû íóëþ). Ïåðåíîñÿ îïåðàòîðû óíè÷òîæå-

íèÿ âïðàâî ê âàêóóìíîìó âåêòîðó:

〈
âp â

+
k âq â

+
p

〉
=
〈
âp â

+
k (â

+
p âq + δqp)

〉
=

δkpδqp è ò.ä. ïðèõîäèì ê âûðàæåíèþ:

〈
p|ϕ̂2|p

〉
=

∫
d3k d3q

(2π)32
√
ωkωq

{

e−ıx(k−q)(δppδkq + δpkδpq) + eıx(k−q)δpkδpq

}

èëè, èíòåãðèðóÿ ñ �óíêöèÿìè Äèðàêà:

〈
p|ϕ̂2|p

〉
= δp(0)D0(0) +

(2π)−3

ωp
.

Ýòî ñîîòíîøåíèå íåîáõîäèìî ðàçäåëèòü íà íîðìó

〈
p|p

〉
= δp(0) âåêòî-

ðà |p
〉
, êîòîðûé, â îòëè÷èè îò âàêóóìíîãî âåêòîðà, íå íîðìèðîâàí íà

åäèíèöó. Â ðåçóëüòàòå, èìååì:

〈
p|ϕ̂2|p

〉

〈
p|p

〉 =
〈
| ϕ̂2 |

〉
+ V −1 1

ωp
. (2.54)

Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿåòñÿ ñðåäíåå äëÿ êâàäðàòà ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè:

〈
p|(∂0ϕ̂)2|p

〉

〈
p|p

〉 =
〈
| (∂0ϕ̂)2 |

〉
+ V −1 ωp (2.55)

è êâàäðàòà ãðàäèåíòà:

〈
p|(∇ϕ̂)2|p

〉

〈
p|p

〉 =
〈
| (∇ϕ̂)2 |

〉
+ V −1 p

2

ωp
. (2.56)

Ïîäñòàíîâêà ýòèõ ñðåäíèõ â ãàìèëüòîíèàí (2.44) ïðèâîäèò ê îæèäàåìîìó

âûðàæåíèþ äëÿ ýíåðãèè îäíî÷àñòè÷íîãî ñîñòîÿíèÿ: E = E0 + ωp.

Òàêèì îáðàçîì, êâàíò ïîëÿ óâåëè÷èâàåò âàêóóìíûå ñðåäíèå êâàäðàòîâ

ïîëÿ. Ýòè èçìåíåíèÿ î÷åíü ìàëû (íà �îíå áîëüøèõ ��ëóêòóàöèé� ïîëÿ

â âàêóóìå), îäíàêî èìåííî îíè ïðèâîäÿò ê ðåãèñòðèðóåìûì íà îïûòå

ñâîáîäíûì ðåëÿòèâèñòñêèì êâàíòîâûì ÷àñòèöàì.

Â ãëàâå ?? ìû âåðí¼ìñÿ ê âîïðîñó âàêóóìíîé ýíåðãèè è ïîêàæåì êàê

ìîæíî èçìåðèòü å¼ èçìåíåíèå äàæå â îòñóòñòâèè �îòîíîâ (êâàíòîâ ýëåê-

òðîìàãíèòíîãî ïîëÿ). Ýòîò ý��åêò, ïðåäñêàçàííûé Êàçèìèðîì, èìååò

ñâî¼ ýêñïåðèìåíòàëüíîå ïîäòâåðæäåíèå.
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7 Òåîðåìû Âèêà

Âû÷èñëåíèå ñðåäíèõ ïî âàêóóìó îò ïðîèçâåäåíèÿ áîëüøîãî ÷èñëà ðàç-

ëè÷íûõ îïåðàòîðîâ ñâîáîäíîãî ïîëÿ äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêè. �àññìîòðèì

ðÿä ïðè¼ìîâ, êîòîðûå èõ óïðîùàþò.

Êàæäûé ïîëåâîé îïåðàòîð â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè ðàâåí ñóììå

îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ. Íàïðèìåð, äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ:

ϕ(x) = ϕ−(x) + ϕ+(x), ϕ±(x) =

∫

a±p e
±ıxp d3p

√

(2π)3 2εp
,

ãäå a+p � îïåðàòîð ðîæäåíèÿ, à a−p ≡ ap � îïåðàòîð óíè÷òîæåíèÿ è äëÿ

êðàòêîñòè äàëåå áóäåì îïóñêàòü øëÿïêè ó îïåðàòîðîâ.

Ââåä¼ì îïåðàöèþ íîðìàëüíîãî ïîðÿäêà, êîòîðàÿ îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ

ñòàâèò âñåãäà ëåâåå îïåðàòîðîâ óíè÷òîæåíèÿ:

N{ϕ−
x ϕ

+
y } = ϕ+

y ϕ
−
x , N{ϕ+

x ϕ
−
y } = ϕ+

x ϕ
−
y , N{ϕ−

x ϕ
+
y ϕ

−
z } = ϕ+

y ϕ
−
x ϕ

−
z

è ò.ä. Èíîãäà íîðìàëüíûé ïîðÿäîê îáîçíà÷àþò òàêæå ïðè ïîìîùè äâóõ

äâîåòî÷èé: N{AB} ≡ : AB : . Ïðè êâàíòîâàíèè ñâîáîäíîãî ïîëÿ íîð-

ìàëüíûé ïîðÿäîê �àêòè÷åñêè èñïîëüçîâàëñÿ äëÿ óñòðàíåíèÿ áåñêîíå÷-

íîé êîíñòàíòû â ýíåðãèè ïîëÿ:

N{H } =
1

2

∫

ωpN{a+pap + apa
+
p} d3p =

∫

ωp a
+
pap d3p.

Îïåðàòîð óíè÷òîæåíèÿ, äåéñòâóÿ íàïðàâî íà âàêóóìíûé âåêòîð äà¼ò

íîëü, êàê è îïåðàòîð ðîæäåíèÿ, äåéñòâóþùèé íàëåâî. Ýòî ïðèâîäèò ê

òîìó, ÷òî âàêóóìíîå ñðåäíåå ëþáîãî íîðìàëüíî óïîðÿäî÷åííîãî ïðîèç-

âåäåíèÿ îïåðàòîðîâ òàêæå ðàâíÿåòñÿ íóëþ:

〈
N{ϕxϕyϕz...}

〉
= 0 (2.57)

(äàëåå äëÿ êðàòêîñòè ñðåäíåå ïî âàêóóìó

〈
|...|

〉
çàïèñûâàåòñÿ êàê

〈
...
〉
,

ò.å. áåç âåðòèêàëüíûõ ëèíèé). Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå äëÿ êîììóòàòîðà:

ϕx ϕy = [ϕ−
x , ϕy ] = [ϕ−

x , ϕ
+
y ] = D0(x− y), (2.58)

ãäå âî âòîðîì ðàâåíñòâå ó÷òåíî, ÷òî [ϕ−
x , ϕ

−
y ] = 0 è �óíêöèÿD0 îïðåäåëå-

íà íà ñòð.54. Ñêîáêè, ñîåäèíÿþùèå ñíèçó äâà îïåðàòîðà, áóäåì íàçûâàòü

èõ ñïàðèâàíèåì. Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèÿ:

ϕ−
x ϕy = ϕy ϕ

−
x + ϕx ϕy, ϕ−

x ϕ+
y = ϕ+

y ϕ−
x + ϕx ϕy (2.59)

îïðåäåëÿþò ïðàâèëî �ïåðåíîñà� îïåðàòîðà ϕ−
x ÷åðåç ϕx èëè ϕ+

y .
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Ïåðåìíîæàÿ ðàçëîæåíèÿ íà îïåðàòîðû óíè÷òîæåíèÿ è ðîæäåíèÿ

ϕx ϕy =
(
ϕ−
x + ϕ+

x

)(
ϕ−
y + ϕ+

y

)
= ϕ−

x ϕ
−
y + ϕ−

x ϕ
+
y + ϕ+

x ϕ
−
y + ϕ+

x ϕ
+
y

è ìåíÿÿ ϕ−
x ϕ

+
y ìåñòàìè, ïîëó÷àåì:

ϕx ϕy = N{ϕx ϕy }+ ϕx ϕy. (2.60)

Òàê êàê ñðåäíåå ïî âàêóóìó îò íîðìàëüíîãî ïîðÿäêà ðàâíî íóëþ, ìîæíî

òàêæå íàïèñàòü (ñì. òàêæå ñòð. 54):

〈
ϕx ϕy

〉
= ϕx ϕy. (2.61)

Âû÷èñëèì òåïåðü âàêóóìíîå ñðåäíåå îò ïðîèçâåäåíèÿ òð¼õ îïåðàòîðîâ

(âìåñòî êîîðäèíàò, ïèøåì èíäåêñ: ϕx1 ≡ ϕ1 è ò.ä.):

〈
ϕ1 ϕ2 ϕ3

〉
=
〈
ϕ−
1 ϕ2 ϕ3

〉
=
〈
(ϕ−

2 ϕ
−
1 + ϕ1 ϕ2)ϕ3

〉
=
〈
ϕ−
2 ϕ

−
1 ϕ3

〉
+ ϕ1 ϕ2

〈
ϕ3

〉
.

Â ïåðâîì ðàâåíñòâå ϕ1 = ϕ−
1 +ϕ+

1 çàìåí¼í íà ϕ−
1 , òàê êàê ϕ+

1 , äåéñòâóÿ íà

âàêóóì ñëåâà äà¼ò íîëü. Çàòåì îïåðàòîð ϕ−
1 íà÷èíàåò ïåðåíîñèòüñÿ íà-

ïðàâî. Êîãäà îí äîñòèãàåò âàêóóìíîãî âåêòîðà, ïîëó÷èòñÿ íîëü. Òàê, âî

âòîðîì ðàâåíñòâå ϕ−
1 ïåðåñòàâëåí ñ ϕ2 è äëÿ íåãî ñíîâà îñòàâëåíà òîëüêî

êîìïîíåíòà ϕ−
2 . Ñïàðèâàíèå (�óíêöèÿ D0) ÿâëåòñÿ ÷èñëîì (íå îïåðà-

òîðîì), ïîýòîìó åãî ìîæíî âûíåñòè çà ñðåäíåå. Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå

âòîðîå ñëàãàåìîå ðàâíî íóëþ, òàê êàê

〈
ϕ3

〉
= 0. Òåïåðü ïåðåñòàâèì ìå-

ñòàìè ϕ−
1 è ϕ3, à çàòåì ϕ−

2 è ϕ3. Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî

〈
ϕ1ϕ2ϕ3

〉
= 0. (2.62)

Ñðåäíåå çíà÷åíèå ïðîèçâåäåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî íå÷¼òíîãî ÷èñëà îïåðà-

òîðîâ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ âñåãäà ðàâíî íóëþ, òàê êàê â ýòîì ïðîèçâåäåíèè

ïðèñóòñòâóåò íåïàðíîå ÷èñëî îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ.

Âû÷èñëèì åù¼ ñðåäíåå çíà÷åíèå îò ïðîèçâåäåíèÿ ÷åòûð¼õ îïåðàòîðîâ,

íà÷èíàÿ òàêæå ïåðåíîñèòü ñàìûé ëåâûé îïåðàòîð óíè÷òîæåíèÿ âïðàâî:

〈
ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4

〉
=
〈
ϕ−
1 ϕ2 ϕ3 ϕ4

〉
=
〈
(ϕ2ϕ

−
1 + ϕ1ϕ2)ϕ3ϕ4

〉
.

�àñêðûâàÿ ñêîáêè è ïðîäîëæàÿ ïåðåíîñ ϕ−
1 ÷åðåç ϕ3, èìååì:

= ϕ1ϕ2

〈
ϕ3ϕ4

〉
+
〈
ϕ2ϕ

−
1 ϕ3ϕ4

〉
= ϕ1ϕ2 ϕ3ϕ4+

〈
ϕ2(ϕ3ϕ

−
1 + ϕ1ϕ3)ϕ4

〉
.

�àñêðûâàÿ ñêîáêè è ïåðåñòàâëÿÿ ϕ−
1 è ϕ4, ïîëó÷àåì íîëü è åù¼ îäíî

ñïàðèâàíèå: Ïîýòîìó îêîí÷àòåëüíî:

〈
ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4

〉
= ϕ1ϕ2 ϕ3ϕ4 + ϕ1ϕ3 ϕ2ϕ4 + ϕ1ϕ4 ϕ2ϕ3, (2.63)

ò.å. ñóììó âñåõ âîçìîæíûõ ñïàðèâàíèé îïåðàòîðîâ â ïðîèçâåäåíèè.
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• Â îáùåì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâà òåîðåìà Âèêà äëÿ ñðåäíåãî îò ïðîèç-

âåäåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà îïåðàòîðîâ:

〈
ϕ1ϕ2...ϕn

〉
=

n∑

i=2

〈
ϕ1ϕ2...ϕi...ϕn

〉
. (2.64)

Äîêàçûâàåòñÿ îíà ïî àëãîðèòìó âû÷èñëåíèÿ ñðåäíåãî îò ÷åòûð¼õ îïåðà-

òîðîâ. Áåð¼ì �îòðèöàòåëüíóþ� êîìïîíåíòó ϕ−
1 è íà÷èíàåì ïåðåíîñèòü å¼

âïðàâî, ïîêà íå ïîëó÷èì ϕ−
1 |
〉
= 0. Ïî ïóòè îíà ñïàðèòñÿ ñ êàæäûì èç

îïåðàòîðîâ â ïðîèçâåäåíèè è âîçíèêíåò ñóììà (2.64). Òàê êàê ñïàðèâà-

íèÿ � ýòî ÷èñëà, èõ ìîæíî âûíåñòè èç ñðåäíèõ è ðåêóðñèâíî ïðèìåíèòü

�îðìóëó (2.64). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ ñóììà âñåõ âîçìîæíûõ ñïàðè-

âàíèé:

〈
ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4...

〉
= ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4...+ ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4...+ ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4...+ ... (2.65)

Çàìåòèì, ÷òî â ñîîòíîøåíèè (2.64) ìîæíî çàïèñûâàòü ñïàðèâàíèå ñî âñå-

ìè îïåðàòîðàìè ëþáîãî îïåðàòîðà ϕk, ñòîÿùåãî â ïðîèçâåäåíèè, à íå

òîëüêî ïåðâîãî. Íàïðèìåð, äëÿ ϕ2:

〈
ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4

〉
=
〈
ϕ1(ϕ

−
2 + ϕ+

2 )ϕ3ϕ4

〉
=
〈
ϕ1ϕ

−
2 ϕ3ϕ4

〉
+
〈
ϕ1ϕ

+
2 ϕ3ϕ4

〉
.

Ïåðåíîñÿ ϕ−
2 âïðàâî, ïîëó÷èì ñïàðèâàíèÿ ϕ2 ñ ϕ3 è ϕ4, à ïåðåíåñåíèå ϕ

+
2

âëåâî äàñò îñòàâøååñÿ ñïàðèâàíèå ñ ϕ1.

Àíàëîãè÷íî �îðìóëèðóåòñÿ òåîðåìà Âèêà äëÿ ñðåäíåãî îò ãðóïï íîð-

ìàëüíî óïîðÿäî÷åííûõ îïåðàòîðîâ. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî ñïàðèâàòü òîëü-

êî îïåðàòîðû èç ðàçëè÷íûõ íîðìàëüíûõ ïîðÿäêîâ, òàê êàê âíóòðè îä-

íîãî îïåðàòîðû óíè÷òîæåíèÿ óæå ïðèæàòû âïðàâî. Íàïðèìåð:

〈
N{ϕ1ϕ2}N{ϕ3ϕ4}

〉
=
〈
N{ϕ1ϕ2}N{ϕ3ϕ4}

〉
+
〈
N{ϕ1ϕ2}N{ϕ3ϕ4}

〉

èëè âûíîñÿ ñïàðèâàíèÿ çà ñðåäíåå:

〈
N{ϕ1ϕ2}N{ϕ3ϕ4}

〉
= ϕ1ϕ3 ϕ2ϕ4 + ϕ1ϕ4 ϕ2ϕ3. (2.66)

Íàïðèìåð, åñëè ðàñïèñàòü ëåâóþ ÷àñòü (2.66), òî îñòàíåòñÿ òîëüêî îäíî

íåíóëåâîå ñëàãàåìîå

〈
ϕ−
1 ϕ

−
2 ϕ

+
3 ϕ

+
4

〉
, ðàâíîå ñïàðèâàíèÿì (2.66) ñïðàâà.

Äëÿ äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèé íàì äîñòàòî÷íî òåîðåìû Âèêà â �îðìå

(2.64). Òåì íå ìåíåå, ïðèâåä¼ì å¼ �îðìóëèðîâêó â áîëåå îáùåì âèäå áåç

óñðåäíåíèÿ ïî âàêóóìó:

ϕ1...ϕn = N{ϕ1...ϕn}+ N{...ϕi...ϕj...}+ ...+ N{...ϕi...ϕk...ϕj...ϕl...}+ ...,

ãäå ñíà÷àëà ñòîèò íîðìàëüíîå ïðîèçâåäåíèå, çàòåì âñå ñïàðèâàíèÿ îäíîé

ïàðû îïåðàòîðîâ, çàòåì äâóõ ïàð è ò.ä. äî ñëàãàåìûõ ñî âñåìè âîçìîæ-

íûìè ñïàðèâàíèÿìè. Âàêóóìíîå ñðåäíåå ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ äàñò (2.65).
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• Ââåä¼ì åù¼ îäíî îáîçíà÷åíèå (õðîíîëîãè÷åñêîå ñïàðèâàíèå) äëÿ ñðåä-
íåãî ïî âàêóóìó îò ïðîèçâåäåíèÿ îïåðàòîðîâ â õðîíîëîãè÷åñêîì ïîðÿäêå:

D(x− y) =
〈
T{ϕxϕy }

〉
= ϕxϕy.

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ õðîíîëîãè÷åñêîãî ïîðÿäêà è (2.61):

ϕxϕy = θ(x0 − y0) ϕxϕy + θ(y0 − x0) ϕyϕx =







ϕxϕy, x0 > y0,

ϕyϕx, y0 > x0.

Êàê ïîä õðîíîëîãè÷åñêèì ïðîèçâåäåíèåì ìîæíî ïåðåñòàâëÿòü îïåðà-

òîðû: T{ϕxϕy } = T{ϕyϕx }, òàê è õðîíîëîãè÷åñêîå ñïàðèâàíèå (â îòëè-
÷èå îò îáû÷íîãî) ñèììåòðè÷íî.

Ïóñòü âðåìåíà óïîðÿäî÷åíû â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ: x0
1 > x0

2 > ... >

x0
n. Òîãäà õðîíîëîãè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå îïåðàòîðîâ ðàâíî îáû÷íîìó è

ñïðàâåäëèâà òåîðåìà (2.64):

〈
T{ϕ1ϕ2...ϕn}

〉
=
〈
ϕ1ϕ2...ϕn

〉
=

n∑

i=2

ϕ1ϕi

〈
ϕ2...ϕi−1ϕi+1...ϕn

〉
.

Â ñðåäíåì âðåìåíà ïî-ïðåæíåìó óïîðÿäî÷åíû è ìîæíî ïîñòàâèòü ñèìâîë

õðîíîëîãè÷åñêîãî ïîðÿäêà, à �îáû÷íîå� ñïàðèâàíèå çàìåíèòü íà õðîíî-

ëîãè÷åñêîå:

〈
T{ϕ1ϕ2...ϕn}

〉
=

n∑

i=2

ϕ1ϕi

〈
T{ϕ2...ϕi−1ϕi+1...ϕn}

〉
.

Åñëè ìû âîçüì¼ì äðóãîé ïîðÿäîê âðåì¼í, âîçíèêíåò àíàëîãè÷íîå ñîîòíî-

øåíèå, â êîòîðîì ìîæíî âçÿòü ϕ1 (âîçìîæíî ñòîÿùåå íå ïåðâûì) è ñïà-

ðèòü ñ îñòàâøèìèñÿ îïåðàòîðàìè. Çàòåì ïîñòàâèòü ñèìâîë T â ñðåäíåì

è õðîíîëîãè÷åñêèå ñïàðèâàíèÿ âìåñòî îáû÷íûõ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

õðîíîëîãè÷åñêóþ òåîðåìó Âèêà:

〈
T{ϕ1ϕ2...ϕn}

〉
=

n∑

i=2

〈
T{ϕ1ϕ2...ϕi...ϕn}

〉
(2.67)

èëè, ïîâòîðÿÿ ðåêóðñèâíî, ñóììó ïî âñåì âîçìîæíûì õðîíîëîãè÷åñêèì

ñïàðèâàíèÿì:

〈
T{ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4...}

〉
= ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4...+ ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4...+ ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4...+ ...

Åñëè ïîä õðîíîëîãè÷åñêèì ïðîèçâåäåíèåì ñòîÿò ãðóïïû íîðìàëüíî

óïîðÿäî÷åííûõ îïåðàòîðîâ, òîãäà íåîáõîäèìî ñïàðèâàòü òîëüêî îïåðà-

òîðû èç ðàçëè÷íûõ ãðóïï:

〈
T{N{ϕ1ϕ2}N{ϕ3ϕ4} }

〉
= ϕ1ϕ3 ϕ2ϕ4 + ϕ1ϕ4 ϕ2ϕ3, (2.68)

÷òî ýêâèâàëåíòíî (2.66), çà èñêëþ÷åíèåì âåðõíåãî ñïàðèâàíèÿ.
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• Ïîëüçóÿñü ïîëó÷åííûìè íà ñòð. ?? ïðàâèëàìè äè��åðåíöèðîâàíèÿ

õðîíîëîãè÷åñêèõ ïðîèçâåäåíèé, íàéä¼ì óðàâíåíèå, êîòîðîìó óäîâëåòâî-

ðÿåò õðîíîëîãè÷åñêèé ïîðÿäîê ïðîèçâåäåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ñêà-

ëÿðíûõ ïîëåé. Íà÷í¼ì ñ äâóõ ïîëåé, çàâèñÿùèõ îò x = {t,x} è x1 =
{t1,x1}. Ïðîèçâîäíàÿ ïî t áóäåò ðàâíà:

∂tT{ϕxϕ1} = T{ϕ̇x ϕ1}+ δt1 [ϕx, ϕ1],

ãäå òî÷êà � ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè. Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ðàâíî íóëþ.

Äåéñòâèòåëüíî, ëèáî t 6= t1 è òîãäà δ(t − t1) = 0, ëèáî t = t1, íî òîãäà
ïîëåâûå îïåðàòîðû â îäèí ìîìåíò âðåìåíè ïåðåñòàíîâî÷íû è êîììóòà-

òîð ðàâåí íóëþ. Îñòàâëÿÿ òîëüêî ïåðâîå ñëàãàåìîå, âîçüì¼ì îò íåãî åù¼

îäíó ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè:

∂2
t T{ϕxϕ1} = T{ϕ̈x ϕ1}+ δt1 [ϕ̇x, ϕ1].

Òåïåðü êîììóòàòîð óæå îòëè÷åí îò íóëÿ. Ïðîèçâîäíàÿ ïîëåâîãî îïåðàòî-

ðà ïî âðåìåíè ðàâíà ñîïðÿæ¼ííîìó èìïóëüñó: ϕ̇x = πx. Ïðè ñîâïàäåíèè
âðåì¼í t = t1 èìååì:

δ(t− t1) [ϕ̇x, ϕ1] = δ(t− t1) [ϕ̇(t,x), ϕ(t,x1)] = −ı δ(t− t1)δ(x− x1),

ñì. (2.3), ñòð. 46. Ïîýòîìó, �ïðîíåñåíèå� âòîðîé ïðîèçâîäíîé ÷åðåç çíàê

õðîíîëîãè÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ:

∂2
t T{ϕxϕ1} = T{ϕ̈xϕ1} − ı δxx1,

ãäå δx1 ≡ δ(x− x1) � 4-ìåðíàÿ �óíêöèÿ Äèðàêà. Â îòëè÷èå îò ïðîèçâîä-

íîé ïî âðåìåíè, ïðîèçâîäíóþ ïî 3-êîîðäèíàòàì ìîæíî âíîñèòü ïîä çíàê

õðîíîëîãè÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Ïîýòîìó äëÿ îïåðàòîðà ∂2
x = ∂2

t − ∆
èìååì:

ı(∂2
x +m2) T{ϕxϕ1} = T{ı(∂2

x +m2)ϕx ϕ1}+ δx1. (2.69)

Ñâîáîäíûå ïîëÿ óäîâëåòâîðÿþò ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ: (∂2 +m2)ϕ = 0.

Â ýòîì ñëó÷àå:

ı(∂2
x +m2) T{ϕxϕ1} = δx1. (2.70)

Óñðåäíåíèå (2.70) ïî âàêóóìó, äà¼ò óðàâíåíèå äëÿ ïðîïàãàòîðà (ñòð. 58):

ı(∂2
x +m2)

〈
Tϕxϕ1

〉
= δx1. (2.71)

Âïðî÷åì, îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå (2.70) ÿâëÿåòñÿ áîëåå îáùèì è åãî ñðåä-

íåå ïî ëþáûì ñîñòîÿíèÿì óäîâëåòâîðÿåò (2.71).
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Àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì ïðîèçâîäíóþ îò ïðîèçâåäåíèÿ òð¼õ îïåðàòîðîâ:

∂tT{ϕxϕ1ϕ2} = T{ϕ̇xϕ1ϕ2}+ δt1 [ϕx, ϕ1]ϕ2 + δt2 ϕ1 [ϕx, ϕ2].

Êîììóòàòîðû ïðè ñîâïàäàþùèõ âðåìåíàõ ðàâíû íóëþ è äëÿ âòîðîé ïðî-

èçâîäíîé èìååì:

∂2
t T{ϕxϕ1ϕ2} = T{ϕ̈xϕ1ϕ2}+ δt1 [ϕ̇x, ϕ1]ϕ2 + δt2 ϕ1 [ϕ̇x, ϕ2].

Îòñþäà íåñëîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå:

ı(∂2
x +m2) T{ϕxϕ1ϕ2} = T{ı(∂2

x +m2)ϕxϕ1ϕ2}+ δx1ϕ2 + δx2ϕ1. (2.72)

Â îáùåì ñëó÷àå, óðàâíåíèå äëÿ T{ϕxϕ1...ϕn} áóäåò èìåòü â ïðàâîé

÷àñòè n ñëàãàåìûõ, â êàæäîì èç êîòîðûõ �âû÷åðêíóò� îäèí ïîëåâîé îïå-

ðàòîð ϕk è âìåñòî íåãî ïîñòàâëåíà �óíêöèÿ Äèðàêà δxk ≡ δ(x− xk):

ı(∂2
x +m2) T{ϕxϕ1...ϕn} = T{ı(∂2

x +m2)ϕx ϕ1...ϕn} (2.73)

+

n∑

k=1

δxxk T{ϕ1...ϕk−1ϕk+1...ϕn}.

Îñòàëñÿ ñîâñåì íåáîëüøîé øàã äëÿ ïîëó÷åíèÿ áåñêîíå÷íîé (n = 1, 2, ...)
ñèñòåìû óðàâíåíèé Äàéñîíà äëÿ n-òî÷å÷íûõ �óíêöèé �ðèíà. Â ñëó÷àå

âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïîëåé, ýòè óðàâíåíèÿ â ïðèíöèïå ïîçâîëÿþò íàé-

òè �óíêöèè �ðèíà, õîòÿ íà ïðàêòèêå ïðèõîäèòñÿ ïîëüçîâàòüñÿ òåì èëè

èíûì ïðèáëèæåííûì ìåòîäîì. Ïîäðîáíåå ìû ðàññìîòðèì ýòè óðàâíåíèÿ

â ãëàâå 5.

Äëÿ ñâîáîäíûõ ïîëåé ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (2.73) ðàâíî íó-

ëþ. Â òàêîì âèäå ýòî ñîîòíîøåíèå áóäåò ëåæàòü â îñíîâå ðåäóêöèîííîé

�îðìóëû (ñòð. 102), ñâÿçûâàþùåé àìïëèòóäó ðàññåÿíèÿ ÷àñòèö è �óíê-

öèè �ðèíà. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî äëÿ ñâîáîäíûõ ïîëåé (2.73) îáîáùàåò

òåîðåìó Âèêà. Äåéñòâèòåëüíî, ñïàðèì â ñðåäíåì ϕx ñî âñåìè îñòàëüíû-

ìè îïåðàòîðàìè è ïîäåéñòâóåì îïåðàòîðîì ı(∂2
x +m2):

ı(∂2
x +m2)

〈
Tϕxϕ1ϕ2...ϕn

〉
=

n∑

k=1

ı(∂2
x +m2)ϕxϕk

〈
Tϕk...ϕk−1ϕk+1...ϕn

〉
.

Õðîíîëîãè÷åñêîå ñïàðèâàíèå ðàâíî ïðîïàãàòîðó, óäîâëåòâîðÿþùåìó óðàâ-

íåíèþ (2.71). Ïîýòîìó ýòî ñîîòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíî óñðåäíåíèþ óðàâ-

íåíèÿ (2.73).
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�ëàâà 3

Âçàèìîäåéñòâèå ïîëåé

Â ãëàâå 2 ðàññìàòðèâàëèñü ñâîáîäíûå êâàíòîâûå ïîëÿ, ëàãðàíæèàíû

êîòîðûõ áûëè êâàäðàòè÷íû, à äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ëèíåéíû. Áëà-

ãîäàðÿ ýòîìó, ìîæíî áûëî ïîëó÷èòü îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèé ïîëÿ è

ëåãêî ïîñòðîèòü êâàíòîâóþ òåîðèþ. Îäíàêî, íà ïðàêòèêå, îñíîâíîé èí-

òåðåñ ïðåäñòàâëÿþò íå ñâîáîäíûå ÷àñòèöû, à èõ âçàèìîäåéñòâèå äðóã ñ

äðóãîì, êîòîðîå îïèñûâàåòñÿ íåëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè.

Íà÷í¼ì ìû ñ óòî÷íåíèÿ ïîíÿòèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ïîëåé è ïðèíöèïà

êàëèáðîâî÷íîé èíâàðèàíòíîñòè, ëåæàùåé â îñíîâå Ñòàíäàðòíîé ìîäåëè

ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö. Çàòåì, áóäåò âû÷èñëåíà ýíåðãèÿ âàêóóìà è îäíî-

÷àñòè÷íîãî ñîñòîÿíèÿ äëÿ äåéñòâèòåëüíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ïðè íàëè÷èè

âçàèìîäåéñòâèÿ. Âî âòîðîé ÷àñòè ãëàâû ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå

âçàèìîäåéñòâèÿ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì ïðè ïîëó÷å-

íèè ñå÷åíèé ðàññåÿíèÿ ÷àñòèö â ðàìêàõ òåîðèè âîçìóùåíèé.

Êâàíòîâûé ìèð

Ñåðãåé Ñ. Ñòåïàíîâ

Ýòà êíèãà íàõîäèòñÿ â ïðîöåññå ñîçäàíèÿ. Å¼ ïîñëåäíÿÿ âåðñèÿ

è äðóãèå ìàòåðèàëû íàõîäÿòñÿ íà ñàéòå: http://synset.om. Òàì

æå ìîæíî íàéòè ïåðâûé òîì: I. Ìåõàíèêà

Çàìå÷åííûå îøèáêè è âîïðîñû ïðîñüáà ïðèñûëàòü ïî àäðåñó:

steps137, çàòåì ñîáà÷êà è gmail.om.

(ñ) 2015. Ïå÷àòü: 2 èþëÿ 2017 ã.
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1 Ëàãðàíæèàí âçàèìîäåéñòâèÿ

• �àññìîòðèì êëàññè÷åñêóþ ýëåêòðîäèíàìèêó, â êîòîðîé çàðÿäû ÿâ-

ëÿþòñÿ ÷àñòèöàìè è âçàèìîäåéñòâóþò ïðè ïîìîùè âåêòîðíîãî ïîëÿ Aµ.

Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà â êîâàðèàíòíûõ îáîçíà÷åíèÿõ èìåþò âèä:

∂µF
µν = Jν , Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, (3.1)

ãäå Jν = {ρ, j} � ïëîòíîñòü 4-òîêà ÷àñòèö. Ýòè óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü

ïîëó÷åíû èç ëàãðàíæèàíà ñëåäóþùåãî âèäà:

L = −1

4
F µνFµν −AµJµ = L0 + Lint. (3.2)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå L0 ÿâëÿåòñÿ ëàãðàíæèàíîì ñâîáîäíîãî ýëåêòðîìàãíèò-

íîãî ïîëÿ, à âòîðîå Lint = −AµJµ � îïèñûâàåò åãî âçàèìîäåéñòâèå ñ çà-

ðÿäàìè (çàðÿäû ïîðîæäàþò ïîëå è ïîëå èçìåíÿåò èõ òðàåêòîðèè).

Ïëîòíîñòü çàðÿäàòî÷å÷íîé ÷àñòèöû, äâèæóùåéñÿ ïî òðàåêòîðèè x1(t)
çàïèñûâàåòñÿ ïðè ïîìîùè �óíêöèè Äèðàêà: ρ(t, x) = e δ(x− x1(t)), ãäå

e � çàðÿä ÷àñòèöû. Äëÿ N ÷àñòèö, ñ òðàåêòîðèÿìè x1(t), ...,xN(t), ïëîò-
íîñòü çàðÿäà ðàâíà ñóììå N �óíêöèé Äèðàêà, à ïëîòíîñòü 4-òîêà

Jµ =
N∑

a=1

ea
dxµ

a

dt
δ(x− xa(t)).

Ïðè áîëüøèõ ýíåðãèÿõ ÷àñòèöû ìîãóò ðîæäàòüñÿ è óíè÷òîæàòüñÿ. Èõ

÷èñëî N íå ñîõðàíÿåòñÿ è áîëåå àäåêâàòíûì ñòàíîâèòñÿ îïèñàíèå ÷àñòèö

íà ÿçûêå êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ. Â çàâèñèìîñòè îò òèïà ÷àñòèö (íàïðè-

ìåð, íàëè÷èå ó íèõ ñïèíà), îíè ìîãóò îïèñûâàòüñÿ ïîëÿìè ñ ðàçëè÷íûìè

òðàíñ�îðìàöèîííûìè ñâîéñòâàìè îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåí-

öà. Åñëè ÷àñòèöû íå èìåþò ñïèíà èì ñîîòâåòñòâóåò êîìïëåêñíîå ñêà-

ëÿðíîå ïîëå. Ïëîòíîñòü åãî 4-òîêà (ñòð. 31), óìíîæåííàÿ íà êîíñòàíòó

ýëåìåíòàðíîãî çàðÿäà e, ðàâíà:

Jµ = ı e (Ψ∗∂µΨ−Ψ∂µΨ
∗). (3.3)

Ñîîòâåòñòâåííî, ëàãðàíæèàí âçàèìîäåéñòâèÿ ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäó-

þùåì âèäå:

Lint = −AµJµ = −ı eAµ (Ψ∗∂µΨ−Ψ∂µΨ
∗). (3.4)

Îí ïåðåñòà¼ò áûòü êâàäðàòè÷íûì ïî ïîëÿì, à óðàâíåíèÿ ïîëÿ â êâàíòî-

âîé òåîðèè ñòàíîâÿòñÿ íåëèíåéíûìè.
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• Òàêèì îáðàçîì, ñâîáîäíûì ïîëåì ìû íàçûâàåì ìîäåëü ñ ëàãðàí-

æèàíîì, êîòîðûé îò ïîëåé è èõ ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ çàâèñèò êâàäðà-

òè÷íûì îáðàçîì. Åñëè â ëàãðàíæèàí äîáàâëÿþòñÿ ñëàãàåìûå, èìåþùèå

íåêâàäðàòè÷íûé õàðàêòåð, ãîâîðÿò î íàëè÷èè âçàèìîäåéñòâèÿ. Îáû÷íî

ðàññìàòðèâàþò ïîëÿ, èìåþùèå çàäàííûå òðàíñ�îðìàöèîííûå ñâîéñòâà

îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà: ñêàëÿðíûå, âåêòîðíûå è ñïèíîð-

íûå (ãëàâà ??). Êðîìå ýòîãî, îíè ìîãóò èìåòü äîïîëíèòåëüíûå èíäåêñû,

ñâÿçàííûå ñ âíóòðåííåé ñèììåòðèåé ëàãðàíæèàíà (íàïðèìåð, ïàðà êîì-

ïëåêñíûõ ïîëåé, ðàññìîòðåííûõ íà ñòð. 33). Âçàèìîäåéñòâèå ìîæåò ïðî-

èñõîäèòü ìåæäó ïîëÿìè ðàçëè÷íîé ïðèðîäû, êàê â ïðèìåðå (3.4). Âîç-

ìîæåí òàêæå íåêâàäðàòè÷íûé ëàãðàíæèàí, çàâèñÿùèé òîëüêî îò ïîëÿ

îäíîãî òèïà. Â ñëåäóþùèõ íåñêîëüêèõ ãëàâàõ ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû

êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ áóäóò èëëþñòðèðîâàòüñÿ íà ïðèìåðå �ïðîñòîé�

íåëèíåéíîé ìîäåëè äåéñòâèòåëüíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ñ ñàìîäåéñòâèåì:

L =
1

2
(∂ϕ)2 − m2

2
ϕ2 − λ

4!
ϕ4. (3.5)

Êîíñòàíòà m ðàçìåðíîñòè ìàññû è áåçðàçìåðíàÿ êîíñòàíòà λ ÿâëÿþòñÿ

ïàðàìåòðàìè ýòîé ìîäåëè. Ïåðâûå äâà êâàäðàòè÷íûõ ïî ϕ ñëàãàåìûõ

îáðàçóþò ëàãðàíæèàí ñâîáîäíîãî ïîëÿ. Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå, ïðîïîðöè-

îíàëüíîå ϕ â ÷åòâ¼ðòîé ñòåïåíè, îòâåòñòâåííî çà âçàèìîäåéñòâèå ñêà-

ëÿðíîãî ïîëÿ ñàìîãî ñ ñîáîé. Â êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêå çàðÿæåííûå

÷àñòèöû âçàèìîäåéñòâóþò ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîãî ýëåêòðîìàãíèò-

íîãî ïîëÿ, êâàíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ �îòîíû. Â ìîäåëè (3.5) ñêàëÿð-

íûå ÷àñòèöû âçàèìîäåéñòâóþò äðóã ñ äðóãîì íåïîñðåäñòâåííî.

Çàäàíèå íåêâàäðàòè÷íîãî ÷ëåíà â ëàãðàíæèàíå, â íåêîòîðîì ñìûñ-

ëå, ýêâèâàëåíòíî çàäàíèþ ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö â êëàñ-

ñè÷åñêîé ìåõàíèêå. Â ïîñëåäíåé, ïîòåíöèàë ìîæåò áûòü èçìåðåí íåïî-

ñðåäñòâåííî â ýêñïåðèìåíòå. Â �èçèêå ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö èçìåðÿòü

ëàãðàíæèàíû èëè óðàâíåíèÿ ïîëÿ ìû íå ìîæåì. Ïîýòîìó ïðèõîäèòñÿ

ñíà÷àëà çàäàâàòü ëàãðàíæèàí, çàòåì ïîëó÷àòü èç íåãî, íàïðèìåð, ñå÷å-

íèå ðàññåÿíèÿ ÷àñòèö (ãëàâà 4) è, ñðàâíèâ åãî ñ ýêñïåðèìåíòîì, äåëàòü

âûâîä î ïðàâèëüíîñòè âûáðàííîé ìîäåëè.

Òàêîé ïîäõîä ìîæåò íåñêîëüêî îáåñêóðàæèòü, òàê êàê ÷èñëî âîçìîæ-

íûõ íåëèíåéíûõ îáîáùåíèé îãðîìíî. Ê ñ÷àñòüþ, ñóùåñòâóþò îáùèå ïðèí-

öèïû, ïîñòðîåíèÿ ëàãðàíæèàíîâ ðåàëüíûõ âçàèìîäåéñòâèé, êîòîðûì, ïî

âñåé âèäèìîñòè, ñëåäóåò è Ñîçäàòåëü. Îäíèì èç òàêèõ ïðèíöèïîâ ÿâëÿ-

åòñÿ ïðèíöèï êàëèáðîâî÷íîé èíâàðèàíòíîñòè. Ìû ïîäðîáíî èçó÷èì åãî

ïðè ïîñòðîåíèè Ñòàíäàðòíîé ìîäåëè, à ñåé÷àñ ïðîäåìîíñòðèðóåì ñîîò-

âåòñòâóþùóþ èäåþ íà ïðèìåðå êîìïëåêñíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ.
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• Ëàãðàíæèàí ñâîáîäíîãî, ñêàëÿðíîãî, êîìïëåêñíîãî ïîëÿ çàïèñûâà-

åòñÿ îäíîçíà÷íî. Ìû òðåáóåì ÷òîáû îí áûë ðåëÿòèâèñòñêè èíâàðèàíò-

íûì, äåéñòâèòåëüíûì, êâàäðàòè÷íûì ïî ïîëÿì è íå ñîäåðæàë ïðîèçâîä-

íûõ áîëåå ïåðâîãî ïîðÿäêà:

L0 = (∂µΨ
∗)(∂µΨ)−m2Ψ∗Ψ. (3.6)

Ýòîò ëàãðàíæèàí èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ψ 7→ e−ıωΨ

ãäå ω = const. Òàêàÿ ãëîáàëüíàÿ êàëèáðîâî÷íàÿ èíâàðèàíòíîñòü ïðèâî-

äèò ê ñîõðàíåíèþ òîêà (ñòð. 31). Ïîòðåáóåì, ÷òîáû òàêæå âûïîëíÿëàñü

ëîêàëüíàÿ êàëèáðîâî÷íàÿ èíâàðèàíòíîñòü, êîãäà ïàðàìåòð ïðåîáðàçî-

âàíèÿ ω ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîé �óíêöèåé òî÷êè â 4-ïðîñòðàíñòâå:

Ψ 7→ Ψ′ = e−ıω(x)Ψ. (3.7)

Î÷åâèäíî, ÷òî èñõîäíûé ëàãðàíæèàí L0 íå èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíîãî

òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, òàê êàê:

∂µΨ
′ = ∂µ(e

−ıωΨ) = e−ıω(∂µ − ı∂µω)Ψ. (3.8)

Äîáàâèì â ëàãðàíæèàí L0 äåéñòâèòåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå Aµ, �óäëèíèâ�

â (3.6) ïðîèçâîäíóþ:

∂µ 7→ ∂µ + ıgAµ,

ãäå g � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Äðóãèìè ñëîâàìè, çàìåíèì (3.6) íà

L = {(∂µ + ıgAµ)Ψ}∗{(∂µ + ıgAµ)Ψ} −m2Ψ∗Ψ. (3.9)

×òîáû ñêîìïåíñèðîâàòü ñëàãàåìîå ı∂µω â (3.8), ïîòðåáóåì, ÷òîáû ïðè

ïðåîáðàçîâàíèè (3.7) âåêòîðíîå ïîëå ìåíÿëîñü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

gAµ 7→ gA′
µ = gAµ + ∂µω. (3.10)

Òîãäà:

(∂µ + ıgA′
µ)Ψ

′ = e−ıω(∂µ − ı∂µω + ıgAµ + ı∂µω)Ψ = e−ıω(∂µ + ıgAµ)Ψ

è ëàãðàíæèàí (3.9) îêàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì. Åñëè ðàñêðûòü ñêîáêè

â (3.9) (ı∗ = −ı), òî ïîëó÷èòñÿ ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

L = L0 − ıg (Ψ∗∂νΨ−Ψ∂νΨ∗)Aµ + g2AµAµΨ
∗Ψ. (3.11)

Äëÿ ïîëíîãî îïèñàíèÿ äèíàìèêè íåîáõîäèìî ê ëàãðàíæèàíó (3.11) äîáà-

âèòü ëàãðàíæèàí ñâîáîäíîãî ïîëÿ Aµ, ïîñòðîåííîãî ïðè ïîìîùè èíâàðè-

àíòíîãî îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ (3.10) òåíçîðà Fµν = ∂µAν −∂νAµ.
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Âòîðîå ñëàãàåìîå â (3.11) � ýòî ñòàíäàðòíûé äëÿ ýëåêòðîäèíàìèêè

÷ëåí âçàèìîäåéñòâèÿ òîêà è 4-ïîòåíöèàëà ïîëÿ. Òðåáîâàíèå êàëèáðîâî÷-

íîé èíâàðèàíòíîñòè ïðèâåëî òàêæå ê ïîÿâëåíèþ åù¼ îäíîãî ñëàãàåìîãî,

êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò ìîäè�èêàöèè ìàññîâîãî ÷ëåíà m2 7→ m2 − g2A2

ñâîáîäíîãî ëàãðàíæèàíà. Åñëè áû âìåñòî êîìïëåêñíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ

áûëî âçÿòî áèñïèíîðíîå ïîëå (ãëàâà ??), ïîëó÷èëîñü áû òîëüêî âçàèìî-

äåéñòâèå âèäà JµAµ.

Ïîñòðîåíèå òåîðèè âçàèìîäåéñòâèÿ ïðè ïîìîùè ïðèíöèïà êàëèáðî-

âî÷íîé èíâàðèàíòíîñòè íà ïåðâîì ýòàïå òðåáóåò îïðåäåëèòüñÿ ñ âûáî-

ðîì ïîëÿ (ñêàëÿðíîå, âåêòîðíîå, áèñïèíîðíîå) è ÷èñëîì åãî êîìïîíåíò.

Çàòåì çàïèñûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íûé ëàãðàíæèàí (íåâçàèìîäåéñòâóþùåå

ïîëå). Ïðè ýòîì, òàêîé ëàãðàíæèàí äîëæåí îáëàäàòü âíóòðåííåé ñèì-

ìåòðèåé (ñèììåòðèåé íå ñâÿçàííîé ñ êîîðäèíàòàìè). Â ðàññìîòðåííîì

âûøå ïðèìåðå, ýòî ïðåîáðàçîâàíèå Ψ 7→ e−ıωΨ, êîòîðîå îáðàçóåò ãðóï-
ïó U(1). Â ãëàâå 1 ìû ðàññìàòðèâàëè ëàãðàíæèàí äâóõêîìïîíåíòíîãî

êîìïëåêñíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ Ψ = (Ψ1 Ψ2)
T
, êîòîðûé áûë èíâàðèàíòåí

îòíîñèòåëüíî áîëåå îáùåãî óíèòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (ñòð. 33):

Ψ(x) 7→ Ψ′(x) = U Ψ(x), U+U = 1.

Òðåáóÿ, ÷òîáû ïàðàìåòðû ìàòðèöû U òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ áûëè �óíê-

öèÿìè êîîðäèíàò (ëîêàëüíàÿ èíâàðèàíòíîñòü) ìû ïðèõîäèì ê íåîáõîäè-

ìîñòè óäëèíåíèÿ ïðîèçâîäíîé. Ââîäèìîå ïðè ýòîì êàëèáðîâî÷íîå ïîëå

Aa
µ, êðîìå ëîðåíöåâñêîãî èíäåêñà µ äîëæíî èìåòü åù¼ îäèí èíäåêñ, ñâÿ-

çàííûé ñ âíóòðåííåé ñèììåòðèåé èñõîäíîãî ëàãðàíæèàíà (ìàòðèöåé U).

Òàêèì îáðàçîì, âìåñòî �óãàäûâàíèÿ� ëàãðàíæèàíà âçàèìîäåéñòâèÿ,

ìû äîëæíû óãàäàòü âíóòðåííþþ ñèììåòðèþ ñâîáîäíîãî ëàãðàíæèàíà,

à çàòåì, ïðè ïîìîùè ïðèíöèïà êàëèáðîâî÷íîé èíâàðèàíòíîñòè, ïîëó-

÷èòü âçàèìîäåéñòâèå. Âîçìîæíûõ (ïî êðàéíåé ìåðå ïðîñòûõ) ñèììåòðèé

íå òàê ìíîãî, ïîýòîìó ìîæíî ñóùåñòâåííî îãðàíè÷èòü òèïû âçàèìîäåé-

ñòâèé.

Åù¼ îäíî îãðàíè÷åíèå íà âûáîð âçàèìîäåéñòâèÿ ñâÿçàíî ñ òðåáîâàíè-

åì ïåðåíîðìèðóåìîñòè. Ïðè âû÷èñëåíèÿõ â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ ïî-

ñòîÿííî âîçíèêàþò ðàñõîäÿùèåñÿ (áåñêîíå÷íûå) âåëè÷èíû. Ñóùåñòâóåò

ïðîöåäóðà, íàçâàííàÿ ïåðåíîðìèðîâêîé, êîòîðàÿ �ïðÿ÷åò� âñå ýòè áåñêî-

íå÷íîñòè â ïàðàìåòðû ìîäåëè (ìàññó ÷àñòèöûm, êîíñòàíòó ñâÿçè è ò.ä.).

Ýòó ïðîöåäóðó ìîæíî ïðîäåëàòü íå äëÿ âñåõ ëàãðàíæèàíîâ. Ïîýòîìó, åñ-

ëè ìû õîòèì ïîëó÷àòü �èçè÷åñêè îñìûñëåííûå ðåçóëüòàòû, íåîáõîäèìî

îãðàíè÷èòñÿ òîëüêî êëàññîì âçàèìîäåéñòâèé, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïåðå-

íîðìèðîâàíû (ãëàâà 8).
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2 Ñêàëÿðíîå ïîëå ñ ϕ4
ñàìîäåéñòâèåì

Ïóñòü ëàãðàíæèàí äåéñòâèòåëüíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ñîäåðæèò ÷ëåí

÷åòâ¼ðòîé ñòåïåíè ïîëÿ:

L =
1

2
(∂ϕ)2 − m2

2
ϕ2 − λ

4!
ϕ4, (3.12)

ãäå m è λ � ïàðàìåòðû ìîäåëè. Îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå ïîëÿ (óðàâíåíèå

�åéçåíáåðãà), ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîìó ëàãðàíæèàíó, èìååò âèä:

(∂2 +m2)ϕ̂ = − λ

3!
ϕ̂3. (3.13)

�àìèëüòîíèàí Ĥ ñèñòåìû (3.12) ðàçáèâàåòñÿ íà ñâîáîäíóþ ÷àñòü (êâàä-

ðàòè÷íóþ ïî ïîëÿì) è âçàèìîäåéñòâèå (π̂ = ∂0ϕ̂):

Ĥ =
1

2

∫

(π̂2 + (∇ϕ̂)2 +m2ϕ̂2) d3x+
λ

4!

∫

ϕ̂4 d3x. (3.14)

Îí êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðîì ïîëíîãî èìïóëüñà:

P̂ = −
∫

π̂∇ϕ̂ d3x, [Ĥ, P̂] = 0, (3.15)

ïîýòîìó îíè èìåþò îáùèå ñîáñòâåííûå âåêòîðû:

P̂ |P
〉
= P |P

〉
, |P

〉
≡ |E,P

〉
, (3.16)

à èõ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñîñòàâëÿþò 4-âåêòîð P = {E, P}. Âàêóóì
ïîëíîãî ãàìèëüòîíèàíà Ĥ|0

〉
= E0|0

〉
îòëè÷àåòñÿ îò âàêóóìà ñâîáîäíîãî

ãàìèëüòîíèàíà |
〉
. Ýíåðãèÿ âàêóóìà E0 (åñëè íå âû÷èòàòü èç íå¼ êîí-

ñòàíòû), êàê è ó ñâîáîäíîãî ïîëÿ áåñêîíå÷íà, à èìïóëüñ P ðàâåí íóëþ.

Â ñèëó òðàíñëÿöèîííîé èíâàðèàíòíîñòè òåîðèè, ñðåäíåå çíà÷åíèå ïðî-

èçâåäåíèÿ ïîëåâûõ îïåðàòîðîâ ïî âàêóóìó (è ëþáîìó ñîáñòâåííîìó âåê-

òîðó 4-èìïóëüñà) çàâèñèò îò ðàçíîñòè 4-êîîðäèíàò. Ýòî ìîæíî ïîêàçàòü,

ïîëüçóÿñü ðåøåíèåì êîâàðèàíòíîãî óðàâíåíèÿ �åéçåíáåðãà (ñòð. 303):

ı∂µϕ̂(x) = [ϕ̂(x), Pµ] => ϕ̂(x) = eıP̂x ϕ̂(0) e−ıP̂x. (3.17)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî:

〈
P| ϕ̂(x)ϕ̂(y) |P

〉
= eıP (x−y)

〈
P| ϕ̂(0) e−ıP̂ (x−y) ϕ̂(0) |P

〉
. (3.18)

Â ÷àñòíîñòè, ñðåäíåå çíà÷åíèå ëþáîé ñòåïåíè ïîëÿ íå çàâèñèò îò êîîðäè-

íàò:

〈
P| ϕ̂n(x) |P

〉
=
〈
P| ϕ̂n(0) |P

〉
. Ýòè ðàññóæäåíèÿ ïðèìåíèìû è ê õðî-

íîëîãè÷åñêîìó ñðåäíåìó. Â äàëüíåéøåì ÷àñòî áóäåò âñòðå÷àòüñÿ âàêó-

óìíîå ñðåäíåå

〈
0|Tϕ̂(x)ϕ̂(y) |0

〉
= G(x− y), êîòîðîå íàçûâàòüñÿ òî÷íîé

äâóõòî÷å÷íîé �óíêöèåé �ðèíà èëè òî÷íûì ïðîïàãàòîðîì.
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•Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî, åñëè çàïèñàíî ñðåäíåå áåç óêàçàíèÿ ñîñòîÿ-

íèÿ, ïîäðàçóìåâàåòñÿ óñðåäíåíèå ïî ñîáñòâåííîìó âåêòîðó |P
〉
. Óñðåäíèì

ïî òàêîìó ñîñòîÿíèþ óðàâíåíèå (3.13):

m2
〈
ϕ̂x

〉
+

λ

6

〈
ϕ̂3
x

〉
= −∂2

〈
ϕ̂x

〉
= 0, (3.19)

ãäå ó÷òåíî, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðîâ ïîëÿ ïîñòîÿííî.

Äëÿ ñâîáîäíîãî ïîëÿ (λ = 0) ñðåäíåå
〈
ϕ̂x

〉
=
〈
ϕ̂0

〉
= 0, ãäå ϕ̂0 ≡ ϕ̂(0).

Íîëü ïîëó÷àåòñÿ è â ñëó÷àå ïîëíîãî ãàìèëüòîíèàíà (3.14). Îí èíâàðè-

àíòåí ïðè çàìåíå ϕ 7→ −ϕ, ïîýòîìó, ñðåäíèå íå÷¼òíûõ ñòåïåíåé ïîëÿ

äîëæíû ðàâíÿòüñÿ íóëþ. Ýòîò æå ðåçóëüòàò, â äàëüíåéøåì, ìû ïîëó÷èì

â ðàìêàõ òåîðèè âîçìóùåíèé.

Óðàâíåíèå (3.17) âûïîëíÿåòñÿ íå òîëüêî äëÿ ϕ̂(x), íî è äëÿ π̂(x) =

∂0ϕ̂(x) è ∇ϕ̂(x), òàê êàê ïðîèçâîäíûå ∂0 è ∇ ïåðåñòàíîâî÷íû ñ ∂µ. Áîëåå
òîãî, îíî ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî ïðîèçâåäåíèÿ ϕ̂, π̂ è ∇ϕ̂ (ñòîèò ïðî-

âåðèòü, ÷òî ı∂µ(ÂB̂) = [ÂB̂, Ĥ], åñëè Â è B̂ óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

�åéçåíáåðãà).

Ïóñòü Â ýòî ϕ̂, π̂, ∇ϕ̂ èëè èõ ïðîèçâåäåíèå. Óñðåäíÿÿ óðàâíåíèå �åé-

çåíáåðãà, èìååì:

ı
〈
∂µÂ

〉
=
〈
P|Â P̂µ − P̂µÂ|P

〉
=
〈
Â
〉
Pµ − Pµ

〈
Â
〉
= 0.

Ýòî ñîîòíîøåíèå ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ðàçëè÷íûå ñâÿçè ìåæäó ñðåäíèìè.

Íàïðèìåð, âûáåðåì â êà÷åñòâå Â îïåðàòîð ϕ̂:
〈
∂µϕ̂x

〉
= 0 =>

〈
π̂x
〉
= 0,

〈
∇ϕ̂x

〉
= 0. (3.20)

Âûáîð Â = ϕ̂ ∂µϕ̂, äà¼ò:
〈
∂µ(ϕ̂ ∂µϕ̂)

〉
=
〈
ϕ̂ ∂2ϕ̂+ (∂ϕ̂)2

〉
= 0

èëè, ó÷èòûâàÿ îïåðàòîðíûå óðàâíåíèÿ (3.13), íàõîäèì ñâÿçü ñðåäíåãî

çíà÷åíèÿ êâàäðàòà êàíîíè÷åñêîãî èìïóëüñà ñî ñðåäíèìè ïîëÿ:

〈
π̂2
〉
=
〈
(∇ϕ̂)2

〉
+m2

〈
ϕ̂2

〉
+

λ

6

〈
ϕ̂4

〉
. (3.21)

Èñïîëüçóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå, ìîæíî çàïèñàòü ïëîòíîñòü ýíåðãèè ïîëÿ

Ĥ |P
〉
= E |P

〉
â âèäå:

E

V
=
〈
(∇ϕ̂0)

2
〉
+m2

〈
ϕ̂2
0

〉
+

λ

8

〈
ϕ̂4
0

〉
=
〈
π̂2
0

〉
− λ

4!

〈
ϕ̂4
0

〉
, (3.22)

ãäå ïîëåâûå îïåðàòîðû âçÿòû â òî÷êå x = 0 (÷òî ïîçâîëèëî âûíåñòè

ñðåäíèå çà èíòåãðàë ïî d3x, çàìåíèâ åãî íà îáú¼ì 3-ïðîñòðàíñòâà V ).
Ýòî ñîîòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì âèðèàëüíîé òåîðåìû â êâàíòîâîé

ìåõàíèêå.
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3 Ýíåðãèÿ âàêóóìà è îäíî÷àñòè÷íîãî ñîñòîÿíèÿ

• Íàéä¼ì ýíåðãèþ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ñ ñàìîäåéñòâèåì (λ/4!)ϕ4
. Áóäåì

ñ÷èòàòü ïàðàìåòð λ ìàëûì òàê, ÷òî ïðèìåíèìà òåîðèÿ âîçìóùåíèé. Â

êà÷åñòâå íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ ïî λ ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: âàêóóì è

îäíî÷àñòè÷íîå ñîñòîÿíèå (îäèí êâàíò ñâîáîäíîãî ïîëÿ). Ìû îãðàíè÷èì-

ñÿ âû÷èñëåíèåì ïåðâîé ïîïðàâêè ïî λ. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âîñïîëüçî-

âàòüñÿ òîëüêî �îðìóëîé �åëëìàíà-Ôåéíìàíà (ñòð. 62). Äëÿ íåíîðìèðî-

âàííûõ íà åäèíèöó ñîñòîÿíèé (òàêîâûì ÿâëÿåòñÿ îäíî÷àñòè÷íîå ñîñòîÿ-

íèå) å¼ íåîáõîäèìî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∂E

∂λ
=

∂

∂λ

〈
P|Ĥ|P

〉

〈
P|P

〉 =

〈
P|∂Ĥ∂λ |P

〉

〈
P|P

〉 . (3.23)

Ñòîèò ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ, áåðÿ ïðîèçâîäíóþ

ïî ïàðàìåòðó λ, êàê îò ãàìèëüòîíèàíà, òàê è îò âåêòîðîâ ñîñòîÿíèé |P
〉

ïîëíîãî 4-èìïóëüñà ñèñòåìû. Äè��åðåíöèðóÿ ïî ïàðàìåòðó λ â ϕ4
òåî-

ðèè, èìååì:

∂E

∂λ
=

1

4!

∫ 〈
P|ϕ4(x)|P

〉

〈
P|P

〉 d3x =
V

4!

〈
P|ϕ̂4

0|P
〉

〈
P|P

〉 , (3.24)

ãäå âî âòîðîì ðàâåíñòâå ó÷òåíà òðàíñëÿöèîííàÿ èíâàðèàíòíîñòü òåîðèè

ϕ̂4
0 ≡ ϕ̂4(0) è V � îáú¼ì 3-ïðîñòðàíñòâà. Ïóñòü ýíåðãèÿ E ïîëíîé òåîðèè

ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà â ðÿä ïî ñòåïåíÿì λ:

E = E(0) + E(1) λ+ ... (3.25)

Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ îò ïîëåâûõ îïåðàòîðîâ çàâèñÿò îò λ è äëÿ íèõ òàêæå

çàïèøåì ñòåïåííîé ðÿä. Íàïðèìåð:

〈
P|ϕ̂4|P

〉
=
〈
P|ϕ̂4|P

〉

0
+
〈
P|ϕ̂4|P

〉

1
λ+ ... (3.26)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ðàçëîæåíèÿ â (3.24) è ïðèðàâíèâàÿ êîý��èöèåíòû ïðè

íóëåâîé ñòåïåíè λ, íåñëîæíî âûðàçèòü ïåðâóþ ïîïðàâêó ê ýíåðãèè ÷åðåç

ñðåäíåå îò îïåðàòîðà ïîëÿ:

E(1) =
V

4!

〈
P|ϕ̂4

0|P
〉

0〈
P|P

〉

0

. (3.27)

Èíäåêñ íîëü â ïðàâîé ÷àñòè ó êåò-âåêòîðîâ îçíà÷àåò, ÷òî ñðåäíåå è íîðìà

âåêòîðà âû÷èñëÿþòñÿ â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè, ò.å. äëÿ ñâîáîäíîé òåîðèè

ñ λ = 0.
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• �àññìîòðèì ñîñòîÿíèå ñ íàèìåíüøåé ýíåðãèåé (âàêóóì). Äëÿ ïîëíîé

òåîðèè îáîçíà÷èì åãî êàê |0
〉
. Âàêóóì æå ñâîáîäíîé òåîðèè (λ = 0),

áóäåì, êàê è ðàíüøå, îáîçíà÷àòü ïóñòûìè ñêîáêàìè: |
〉
. Ïåðâàÿ ïîïðàâêà

ê âàêóóìíîé ýíåðãèè ñâîáîäíîãî ïîëÿ E
(0)
0 â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.27) ðàâíà

E
(1)
0 =

V

4!

〈
|ϕ̂4

0|
〉
. (3.28)

Íèæíèé èíäåêñ �0� ó ýíåðãèè ïîä÷¼ðêèâàåò, ÷òî ìû âû÷èñëÿåì âàêóóì-

íóþ ýíåðãèþ. Êðîìå ýòîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

〈
|
〉
= 1.

Ñðåäíåå â ïðàâîé ÷àñòè (3.28) ìîæíî âû÷èñëèòü, ïîäñòàâèâ èíòåãðàëü-

íîå ïðåäñòàâëåíèå ñâîáîäíîãî ïîëÿ ÷åðåç îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òî-

æåíèÿ. Îäíàêî, ïðîùå ñðàçó âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé Âèêà (ñòð. 66):

〈
|ϕ̂1ϕ̂2ϕ̂3ϕ̂4|

〉
=
〈
|ϕ̂1ϕ̂2ϕ̂3ϕ̂4 + ϕ̂1ϕ̂2ϕ̂3ϕ̂4 + ϕ̂1ϕ̂2ϕ̂3ϕ̂4|

〉
.

Ïðè îäèíàêîâûõ àðãóìåíòàõ îïåðàòîðîâ ñðåäíåå ðàâíî 3D2
0(0) = 3D2

0,

ãäå

D0 = ϕ0 ϕ0 =
〈
ϕ0 ϕ0

〉
=

∫
d3p

(2π)3 2ωp
∼ Q2

8π2
(3.29)

è â êîíöå îïðåäåëåíèÿ çàïèñàíî ðåãóëÿðèçîâàííîå âûðàæåíèå (2.48),

ñòð. 61 ñ îáðåçàííûì 3-èìïóëüñîì íà çíà÷åíèè Q.

Ïëîòíîñòü ýíåðãèè ñâîáîäíîãî âàêóóìà (åñëè íå âû÷èòàòü èç íå¼ êîí-

ñòàíòû) ðàâíà (ñòð. 61):

E
(0)
0

V
=

1

2

∫
d3p

(2π)3
ωp ∼ Q4

16π2
. (3.30)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.28) ýòà ïëîòíîñòü ýíåðãèè ïðè íàëè÷èè ñàìîäåéñòâèÿ

óâåëè÷èâàåòñÿ íà åù¼ îäíó áåñêîíå÷íóþ êîíñòàíòó:

E0

V
=

E
(0)
0

V
+

λ

8
D2

0 + ... (3.31)

Ïîäñòàâëÿÿ ðåãóëÿðèçîâàííûå âûðàæåíèÿ, ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæíî òàê-

æå çàïèñàòü â âèäå:

E0

V
=

Q4

16π2

(

1 +
λ

32π2
+ ...

)

. (3.32)

Òàêèì îáðàçîì, ïëîòíîñòü ýíåðãèè óâåëè÷èâàåòñÿ â 1+λ/32π2
ðàç. Åñòå-

ñòâåííî, òàêîå óòâåðæäåíèå êîððåêòíî òîëüêî ïðè íàëè÷èè ðåãóëÿðèçà-

öèè (êîãäà ýíåðãèÿ ñâîáîäíîãî âàêóóìà E
(0)
0 � êîíå÷íà).
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• Èíòåðïðåòàöèÿ âîçáóæä¼ííûõ ñîñòîÿíèé êàê ÷àñòèö (êâàíòîâ ïîëÿ)
áûëà ââåäåíà ïðè ðàññìîòðåíèè ñâîáîäíîãî ïîëÿ. Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü,

÷òî è äëÿ íåêâàäðàòè÷íûõ ëàãðàíæèàíîâ òàê æå ñóùåñòâóþò ðåøåíèÿ,

êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò îäíî÷àñòè÷íûì ñîñòîÿíèÿì. Ýòà óáåæä¼ííîñòü

îñíîâàíà íà �èçè÷åñêîì �àêòå íàáëþäåíèÿ ñâîáîäíûõ ÷àñòèö, íàõîäÿ-

ùèõñÿ íà áîëüøîì ðàññòîÿíèè äðóã îò äðóãà. Äëÿ ϕ4
-òåîðèè íàëè÷èå

ñàìîäåéñòâèÿ äîëæíî ïðèâîäèòü ê òîìó, ÷òî ñâîéñòâà ïîäîáíûõ ñêàëÿð-

íûõ ÷àñòèö áóäóò îòëè÷àòüñÿ îò êâàíòîâ ñâîáîäíîãî ïîëÿ. Â ÷àñòíîñòè,

èõ ìàññû îêàçûâàþòñÿ ðàçëè÷íûìè. Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòî, ïðîâåäÿ âû-

÷èñëåíèÿ ïî òåîðèè âîçìóùåíèé, âçÿâ â êà÷åñòâå íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ

íå âàêóóìíîå, à îäíî÷àñòè÷íîå ñîñòîÿíèå ñ èìïóëüñîì p. Â ýòîì ñëó÷àå,

â �îðìóëå (3.27) âåêòîðîì |P
〉
ÿâëÿåòñÿ |p

〉
= â+p |

〉
. Íàéä¼ì ñðåäíåå ïî

ýòîìó ñîñòîÿíèþ:

〈
p|ϕ̂4|p

〉
=
〈
|âp ϕ̂4â+p |

〉
= 4 âp ϕ̂

〈
|ϕ̂3â+p |

〉
+ âp â

+
p

〈
|ϕ̂4|

〉

= 12 âp ϕ̂ ϕ̂ â+p
〈
|ϕ̂2|

〉
+ âp â

+
p

〈
|ϕ̂4|

〉
.

Â ïåðâîé ñòðîêå âp ïî òåîðåìå Âèêà ñïàðèâàåòñÿ ñ ÷åòûðüìÿ îïåðàòîðà-

ìè ϕ̂ (ýòè ñïàðèâàíèÿ îäèíàêîâû, ïîýòîìó ñðàçó ñòàâèì êîý��èöèåíò 4)

è ñ îïåðàòîðîì â+p . Âî âòîðîé ñòðîêå, ïðîâåäåíî ñïàðèâàíèå â+p . Ñïàðè-

âàíèå � ýòî êîììóòàòîð, ïîýòîìó:

âp ϕ̂0 = [âp , ϕ̂0] =
1

√

(2π)3 2ωp

,

è àíàëîãè÷íî äëÿ ϕ̂0  â
+
p . Ñïàðèâàíèå îïåðàòîðîâ óíè÷òîæåíèÿ è ðîæ-

äåíèÿ ðàâíî

âp â
+
p = [âp , â

+
p ] = δp(0) =

V

(2π)3
,

ãäå �óíêöèÿ Äèðàêà îò èìïóëüñîâ â íóëå ïðîïîðöèîíàëüíà îáú¼ìó 3-

ïðîñòðàíñòâà. Â ðåçóëüòàòå:

〈
p|ϕ̂4|p

〉
=

3V

(2π)3
D2

0 +
12

(2π)3 2ωp
D0. (3.33)

Ñðåäíåå çíà÷åíèå íåîáõîäèìî ðàçäåëèòü íà íîðìó

〈
p|p

〉
= δp(0) =

V

(2π)3
, (3.34)

ãäå ñíîâà ââåäåí îáú¼ì 3-ïðîñòðàíñòâà.
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Ýíåðãèÿ îäíî÷àñòè÷íîãî ñîñòîÿíèÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû ðàâíà ωp =
√

p2 +m2
. Ê ýòîé ýíåðãèè íåîáõîäèìî ïðèáàâèòü ýíåðãèþ âàêóóìà E

(0)
0 .

Ïîýòîìó, ñîáèðàÿ âñ¼ âìåñòå, ïîëó÷àåì:

Ep = E
(0)
0 + ωp +

(V D2
0

8
+

D0

4ωp

)

λ+ ... (3.35)

Îáúåäèíèì ïåðâîå ñëàãàåìîå â êðóãëûõ ñêîáêàõ ñ E
(0)
0 , îáîçíà÷èâ åãî êàê

E0. Ýòî íè ÷òî èíîå êàê ýíåðãèÿ âàêóóìà (3.31) ïðè íàëè÷èè âçàèìîäåé-

ñòâèÿ. Ïîýòîìó, îêîí÷àòåëüíî:

Ep = E0 + ωp +
λD0

4ωp
+ ... (3.36)

Ýòî âûðàæåíèå ñîäåðæèò íå òîëüêî áåñêîíå÷íóþ êîíñòàíòó âàêóóìíîé

ýíåðãèè E0, íî è ïåðâàÿ ïîïðàâêà ïî λ, çàâèñÿùàÿ îò èìïóëüñà, îêàçû-

âàåòñÿ áåñêîíå÷íîé. Ìû âïåðâûå ñòàëêèâàåìñÿ ñ íåîáõîäèìîñòüþ ïåðå-

íîðìèðîâêè �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí. Ââåä¼ì íîâûé ïàðàìåòð ìàññû:

M2 = m2 +
λ

2
D0. (3.37)

Áóäåì èãíîðèðîâàòü áåñêîíå÷íûé õàðàêòåð êîíñòàíòûD0 = Q2/8π2
, ñ÷è-

òàÿ, ÷òî îíà ðåãóëÿðèçîâàíà è ïîýòîìó êîíå÷íà, ñì. (3.29). Òîãäà âòîðîå

ñëàãàåìîå â (3.37) ìîæíî ñ÷èòàòü ìàëûì (ïåðâûé ïîðÿäîê òåîðèè âîç-

ìóùåíèé ïî λ). Â ýòîì ñëó÷àå:

√

p2 +M2 =
(

p2 +m2 +
λ

2
D0

)1/2

=
√

p2 +m2 +
λD0

4ωp
+ O(λ2).

Òàêèì îáðàçîì, ýíåðãèÿ (3.36) âîçáóæä¼ííîãî ñîñòîÿíèÿ ïåðåíîðìèðî-

âàííîé òåîðèè ðàâíà

Ep = E0 +
√

p2 +M2. (3.38)

Ýòî âïîëíå ñîãëàñóåòñÿ ñ íàøåé èíòåðïðåòàöèåé âîçáóæäåíèé âàêóóìà

êàê ðåëÿòèâèñòñêèõ ÷àñòèö. Îäíàêî, ýòè ÷àñòèöû, âîîáùå ãîâîðÿ, èìå-

þò ìàññó M , îòëè÷íóþ îò èñõîäíîãî ïàðàìåòðà m â ëàãðàíæèàíå. Â

íåêîòîðîì ñìûñëå, íàëè÷èå âçàèìîäåéñòâèÿ êàê áû �îäåâàåò� ÷àñòèöó,

�äîáàâëÿÿ� åé ìàññû. Ïðè ðàññìîòðåíèè ðàññåÿíèÿ ÷àñòèö áóäóò ââåäå-

íû äèàãðàììû Ôåéíìàíà è ïîíÿòèå âèðòóàëüíûõ ÷àñòèö. Èìåííî ýòè

âèðòóàëüíûå ÷àñòèöû, îêðóæàÿ ñâîáîäíóþ �ðåàëüíóþ� ÷àñòèöó, ñîçäàþò

âîêðóã íå¼ �øóáó�. Ýòà øóáà óâåëè÷èâàåò ìàññó ÷àñòèöû îò å¼ èñõîäíîãî

(çàòðàâî÷íîãî) çíà÷åíèÿ m â ñâîáîäíîì ëàãðàíæèàíå.
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4 Âðåìåííûå ïðåäñòàâëåíèÿ

Ïðåäñòàâëåíèå �åéçåíáåðãà â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ óäîáíî òåì, ÷òî

ñîîòâåòñòâóþùèå åìó óðàâíåíèÿ èìåþò ÿâíî êîâàðèàíòíûé âèä (ñòð. 47):

ı∂µϕ̂(t, x) = [ϕ̂(t, x), P̂µ], (3.39)

ãäå P̂ µ = {Ĥ, P̂} � îïåðàòîð ïîëíîãî 4-èìïóëüñà ïîëÿ. Èç ýòîãî óðàâ-

íåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ óðàâíåíèÿ ïîëÿ òàêîãî æå âèäà, êàê è êëàññè÷åñêèå

óðàâíåíèÿ, ñëåäóþùèå èç ëàãðàíæèàíà.

Îäíàêî, êàê è â �îáû÷íîé� êâàíòîâîé ìåõàíèêå, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü

ðàçëè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ îïåðàòîðîâ è âåêòîðîâ ñîñòîÿíèé. Ïðè ýòîì,

çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè ïåðåíîñÿ ñ îïåðàòîðîâ íà âåêòîðû è íàîáîðîò.

Äëÿ µ = 0 (3.39) èìååò âèä:

ı
∂ϕ̂(t, x)

∂t
= [ϕ̂(t, x), Ĥ ]. (3.40)

Òàê êàê Ĥ íå çàâèñèò îò âðåìåíè, åãî ðåøåíèå �îðìàëüíî ìîæíî çàïè-

ñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

ϕ̂(t, x) = eıĤt ϕ̂(0, x) e−ıĤt. (3.41)

Äè��åðåíöèðóÿ ýòî âûðàæåíèå ïî âðåìåíè t, ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

(3.40). Íà÷àëüíîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà ϕ̂(0, x) â ìîìåíò âðåìåíè t = 0
íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì â ïðåäñòàâëåíèè Øð¼äèíãåðà.

Êîãäà ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû ìîæíî ðàçáèòü íà äâå ÷àñòè Ĥ = Ĥ0+V̂ ,
óäîáíî èñïîëüçîâàòü ïðåäñòàâëåíèå âçàèìîäåéñòâèÿ (ñòð. ??):

ϕ̂I(t, x) = eıĤ0t ϕ̂(0, x) e−ıĤ0t. (3.42)

Â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè îïåðàòîð óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ:

ı
∂ϕ̂I(t, x)

∂t
= [ϕ̂I(t, x), Ĥ0], (3.43)

Äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ýòî óðàâíåíèå èìååò âèä: (∂2+m2)ϕ̂I = 0, ïîýòîìó

îïåðàòîðû â ïðåäñòàâëåíèè âçàèìîäåéñòâèÿ ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè ìàòåìà-

òè÷åñêèìè îáúåêòàìè. Ñâÿçü îïåðàòîðîâ à ïðåäñòàâëåíèÿõ âçàèìîåéñòèÿ

è �åéçåíáåðãà ϕ̂(t, x) èìååò âèä:

ϕ̂I(t, x) = eıĤ0t e−ıĤt ϕ̂(t, x) eıĤt e−ıĤ0t. (3.44)

Ñòîèò ïðîâåðèòü, ÷òî èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ è óðàâíåíèé �åéçåíáåðãà

(3.40) ñíîâà ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå (3.43).
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•Îòìåòèì, ÷òî ñâÿçü (3.41) ñïðàâåäëèâà äëÿ ëþáûõ îïåðàòîðîâ â ïðåä-
ñòàâëåíèÿõ �åéçåíáåðãà èØð¼äèíãåðà. Íàïîìíèì, ÷òî, â ñèëó ïåðåñòàíî-

âî÷íîñòè ïðîèçâîäíûõ ∂µ è ∂0, ∇, êàíîíè÷åñêèé èìïóëüñ, ñîïðÿæ¼ííûé

îïåðàòîðó ïîëÿ π̂(x) = ∂0ϕ̂(x) è ãðàäèåíò ïîëÿ ∇ϕ̂(x) óäîâëåòâîðÿþò

óðàâíåíèþ (3.39). Ïîýòîìó, äëÿ íèõ òàêæå ñïðàâåäëèâî è ñîîòíîøåíèå

(3.41).

Ýíåðãèÿ, èìïóëüñ è äðóãèå âåëè÷èíû â îáîèõ ïðåäñòàâëåíèÿõ âûðà-

æàþòñÿ ÷åðåç îïåðàòîðû ïîëÿ îäèíàêîâûì îáðàçîì. Òàê,

ϕ̂2(t, x) = eıĤt ϕ̂(0, x) e−ıĤt · eıĤt ϕ̂(0, x) e−ıĤt = eıĤt ϕ̂2(0, x) e−ıĤt,

ãäå ýêñïîíåíòû ìåæäó ïîëåâûìè îïåðàòîðàìè ñîêðàòèëèñü è îñòàëèñü

òîëüêî âíå ϕ̂2
. Àíàëîãè÷íîå âûðàæåíèå áóäåò ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîé

ñòåïåíè îïåðàòîðîâ ïîëÿ èëè ëþáûõ ïðîèçâåäåíèé π̂, ϕ̂ è ∇ϕ̂. Íàïðèìåð,
ïóñòü:

V̂ (t) =

∫

d3x ϕ̂4(t, x) =

∫

d3x eıĤt ϕ̂4(0, x) e−ıĤt.

Òîãäà, ñîîòâåòñòâóþùèé åìó îïåðàòîð â ïðåäñòàâëåíèèØð¼äèíãåðà èìå-

åò âèä:

V̂ (0) = e−ıĤt V̂ (t) eıĤt =

∫

d3x ϕ̂4(0, x),

ãäå óðàâíåíèå (3.41) óìíîæåíî ñëåâà íà e−ıĤt
, à ñïðàâà íà eıĤt

. Îïåðà-

òîð V̂ (0) íå çàâèñèò îò âðåìåíè è âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïîëåâîé îïåðàòîð â
ïðåäñòàâëåíèè Øð¼äèíãåðà òàêæå, êàê è â ïðåäñòàâëåíèè �åéçåíáåðãà.

Àíàëîãè÷íî, íåñëîæíî òàêæå ïðîâåðèòü, ÷òî êîììóòàòîð ïîëÿ è ñî-

ïðÿæ¼ííîãî åìó èìïóëüñà (ñòð.46) ñîõðàíÿåò ñâîé âèä â ïðåäñòàâëåíèè

Øð¼äèíãåðà:

[ϕ̂(0,x), π̂(0,y)] = ıδ(x− y). (3.45)

Ïðåäñòàâëåíèå Øð¼äèíãåðà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ðåøåíèÿ óðàâ-

íåíèÿ (3.39) â âèäå: ϕ̂(x) = eıP̂x ϕ̂(0) e−ıP̂x
. Âûäåëåíèå âðåìåíè â (3.41)

óäîáíî òåì, ÷òî â äàëüíåéøåì áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ ýâîëþöèÿ ñîñòîÿ-

íèé âî âðåìåíè, íàïðèìåð, ïðè ðàññìîòðåíèè ðàññåÿíèÿ ÷àñòèö. Âåðîÿò-

íîñòü ïîäîáíîãî ðàññåÿíèÿ êàê ðàç äà¼ò âåêòîð ñîñòîÿíèÿ |Ψ, t
〉
, ýâîëþ-

öèîíèðóþùèé îò t = −∞ (ãäå íàõîäèëèñü èñõîäíûå ÷àñòèöû) äî t = ∞
(ãäå îêàçàëèñü ðàññåÿííûå ÷àñòèöû). Â òàêèõ çàäà÷àõ âðåìÿ èìååò âû-

äåëåííûé õàðàêòåð è óäîáíåå îêàçûâàåòñÿ èìåííî ïðåäñòàâëåíèå Øð¼-

äèíãåðà èëè ïðåäñòàâëåíèå âçàèìîäåéñòâèÿ (ñì. íèæå), ÿâëÿþùååñÿ â

íåêîòîðîì ñìûñëå ãèáðèäîì ïðåäñòàâëåíèé �åéçåíáåðãà è Øð¼äèíãåðà.
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5 Àäèàáàòè÷åñêàÿ ãèïîòåçà

• �àññìîòðèì íåðåëÿòèâèñòñêóþ êâàíòîâóþ ìåõàíèêó  äâóõ÷àñòè÷-

íûì ãàìèëüòîíèàíîì:

Ĥ =
p̂2
1

2m
+

p̂2
2

2m
+ V (|x1 − x2|) = Ĥ0 + V̂ .

Ïóñòü ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ V óáûâàåò ñ ðàññòîÿíèåì. Òîãäà, åñ-

ëè ÷àñòèöû ïðè t0 = −∞ áûëè óäàëåíû äðóã îò äðóãà, âïîëíå åñòå-

ñòâåííî âîçíèêàþò ñîñòîÿíèÿ ñâîáîäíûõ ÷àñòèö. Ýòè ñîñòîÿíèÿ |p2, p1

〉

ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè ñóììàðíîãî èìïóëüñà è ñâîáîäíîãî

ãàìèëüòîíèàíà Ĥ0 (ñòðîãî ãîâîðÿ, ïðè ýòîì íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü

ëîêàëèçîâàííûå âîëíîâûå ïàêåòû, ïîñòðîåííûå íà ýòèõ ñîñòîÿíèÿõ).

Â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ ïîòåíöèàë îòñóòñòâóåò è ìû ðàáîòàåì â òåð-

ìèíàõ ïîëåâûõ îïåðàòîðîâ. Äëÿ ëàãðàíæèàíà (3.12) íåò åñòåñòâåííîé

ìîòèâèðîâêè ê îòêëþ÷åíèþ âçàèìîäåéñòâèÿ. Íàøà âåðà â òî, ÷òî òà-

êîé ëàãðàíæèàí (ïðè íàëè÷èè ÷ëåíà ϕ4
) ìîæåò îïèñûâàòü ñâîáîäíûå

÷àñòèöû, êîòîðûå íå âçàèìîäåéñòâóþò íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ, ñêîðåå

îñíîâàíà íà îïûòå, ÷åì íà äåäóêöèè. Â ïðåäñòàâëåíèè âçàèìîäåéñòâèÿ

ìîæíî çàïèñàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (∂2 +m2)ϕ̂I = 0:

ϕ̂I(t,x) =

∫
d3p

√

(2π)3 2ωp

{

âp e
−ıpx + â+p eıpx

}

, [âp, â
+
k ] = δ(p− k).

Îäíàêî, íè îò êóäà íå ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîðû â+p ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðàìè

ðîæäåíèÿ ñâîáîäíûõ ÷àñòèö è ñóùåñòâóåò âàêóóì |
〉
, ñîîòâåòñòâóþùèé

èõ îòñóòñòâèþ. Áîëåå òîãî, íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ïîäîáíîå âàêóóìíîå

ñîñòîÿíèå íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ïîëíîãî ãàìèëüòîíèàíà Ĥ.

Â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ ÷àñòèöû ìîãóò âçàèìîäåéñòâîâàòü íå òîëüêî

íåïîñðåäñòâåííî äðóã ñ äðóãîì, êàê ýòî ìû íàáëþäàåì â ýêñïåðèìåí-

òàõ ïî èõ ðàññåÿíèþ, íî è ñ âàêóóìîì. Ïîýòîìó íå î÷åâèäíî, ÷òî ìàññà

ñâîáîäíîé ÷àñòèöû îêàæåòñÿ ðàâíîé ïàðàìåòðó m â ëàãðàíæèàíå (3.12).

Êàê ìû âèäåëè (ñòð. 81), è óâèäèì åù¼ íå ðàç, âîçíèêàþùèå â òåîðèè áåñ-

êîíå÷íîñòè, òðåáóþò âûïîëíåíèÿ ïðîöåäóðû ïåðåíîðìèðîâêè. Â ðåçóëü-

òàòå ýòîé ïðîöåäóðû ïðèéä¼òñÿ çàìåíèòü ïàðàìåòð m íà �èçè÷åñêóþ

ìàññó, çàâèñÿùóþ îò m, λ è íåêîòîðûõ áåñêîíå÷íûõ êîíñòàíò.

Òåì íå ìåíåå, â ðàìêàõ àäèàáàòè÷åñêîé ãèïîòåçû, ïðåäïîëàãàåòñÿ,

÷òî â áåñêîíå÷íî óäàë¼ííîì ïðîøëîì âçàèìîäåéñòâèå ìîæíî ïîñòåïåííî

âêëþ÷àòü, à â óäàë¼ííîì áóäóùåì âûêëþ÷àòü, òàê, ÷òî â íà÷àëüíîì è

êîíå÷íîì ñîñòîÿíèÿõ íàõîäÿòñÿ ñâîáîäíûå ÷àñòèöû. Ýòà ãèïîòåçà ïîçâî-

ëÿåò ïîëó÷àòü îñìûñëåííûå âûðàæåíèÿ äëÿ ñå÷åíèé ðàññåÿíèÿ õîðîøî

ñîãëàñóþùèåñÿ ñ ýêñïåðèìåíòîì.
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• Çíàÿ îïåðàòîð ýâîëþöèè, ìîæíî âû÷èñëÿòü âåðîÿòíîñòè èçìåíåíèÿ

èìïóëüñîâ ÷àñòèö ïðè èõ ñòîëêíîâåíèÿõ. Íàïðèìåð, ïóñòü â îòäàë¼ííîì

ïðîøëîì t0 = −∞ äâèãàëèñü äâå ÷àñòèöû ñ èìïóëüñàìè p1 è p2. Ïî-

ñëå âçàèìîäåéñòâèÿ èõ èìïóëüñû èçìåíèëèñü è â ìîìåíò âðåìåíè t = ∞
ñòàëè ðàâíûìè p3 è p4. Ìû áóäåì ðàáîòàòü â ïðåäñòàâëåíèè âçàèìîäåé-

ñòâèÿ, â êîòîðîì ïîëå ϕI(x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (∂2 +m2)ϕI = 0.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè t0 = −∞ ñóùåñòâóåò âàêóóìíîå ñîñòîÿíèå ñâîáîä-

íûõ ÷àñòèö äëÿ êîòîðîãî âp|
〉
= 0, à íà÷àëüíîå äâóõ÷àñòè÷íîå ñîñòîÿíèå

ïîëó÷àåòñÿ äåéñòâèåì íà íåãî îïåðàòîðàìè ðîæäåíèÿ:

|p2,p1

〉
∼ a+p2

a+p1
|
〉
.

Âåêòîðû â ïðåäñòàâëåíèè âçàèìîäåéñòâèÿ èçìåíÿþòñÿ ñî âðåìåíåì (??),

ïîýòîìó â ìîìåíò âðåìåíè t = ∞ ïîëó÷èòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ äðóãîé âåê-

òîð âàêóóìà ñâîáîäíûõ ÷àñòèö. Ïðè ýòîì íîðìà âåêòîðà íå ìåíÿåòñÿ:

〈
Φ, t|Φ, t

〉

I
=
〈
Φ, t0|Ŝ+(t, t0)Ŝ(t, t0)|Φ, t0

〉

I
=
〈
Φ, t0|Φ, t0

〉

I
.

Ïîýòîìó, ðàç ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðè t = ∞ ñíîâà ïîëó÷àþòñÿ ñâîáîä-

íûå ÷àñòèöû, ïîñòóëèðóåòñÿ, ÷òî íîâûé âàêóóì ñ òî÷íîñòüþ äî �àçû

ñîâïàäàåò ñ èñõîäíûì âàêóóìîì ïðè t0 = −∞:

|
〉

∞ = Ŝ(∞,−∞) |
〉
= eıα |

〉
. (3.46)

Â ðåçóëüòàòå, ïðè t = ∞ ìîæíî �îðìèðîâàòü äâóõ÷àñòè÷íûå ñîñòîÿíèÿ

ïðè ïîìîùè îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ (îíè îò âðåìåíè íå çàâèñÿò):

∞
〈
p4,p3| ∼ ∞

〈
|ap4

ap3
= e−ıα

〈
| ap4

ap3
. (3.47)

Íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ñî âðåìåíåì ýâîëþöèîíèðóåò, ïðåâðàùàÿñü â áóäó-

ùåì â ñîñòîÿíèå Ŝ(∞,−∞) |p2,p1

〉
. Àìïëèòóäà âåðîÿòíîñòè îáíàðóæèòü

â ýòîì ñîñòîÿíèè ó ÷àñòèö èìïóëüñû p3, p4 ðàâíà:

∞
〈
p4, p3 |Ŝ(∞,−∞)|p2, p1

〉
∼

〈
|ap4

ap3
Ŝ(∞,−∞) a+p2

a+p1
|
〉

〈
|Ŝ(∞,−∞)|

〉 , (3.48)

ãäå âìåñòî âåêòîðà ∞
〈
p4, p3 | ïîäñòàâëåíî (3.47), à êîìïëåêñíàÿ ýêñïî-

íåíòà eıα =
〈
|Ŝ(∞,−∞)|

〉
íàéäåíà èç (3.46). Âåçäå ñòîèò âåêòîð èñõîä-

íîãî âàêóóìà ïðè t = −∞.

Êàçàëîñü áû, �àçó eıα ìîæíî áûëî ïðîñòî îïóñòèòü, òàê êàê îíà íå

ñêàçûâàåòñÿ íà âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà. Îäíàêî, ïðè ïîñòðîåíèè òåîðèè

âîçìóùåíèé âîçíèêàþò ðàñõîäÿùèåñÿ âûðàæåíèÿ, ðàáîòà ñ êîòîðûìè

ïîòðåáóåò îïðåäåë¼ííîé àêêóðàòíîñòè. Ïîýòîìó äëÿ àìïëèòóäû áóäåì

ïîëüçîâàòüñÿ âûðàæåíèåì (3.48), ó÷èòûâàþùèì eıα.
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�ëàâà 4

Ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ

Òèïè÷íûé ýêñïåðèìåíò â �èçèêå âûñîêèõ ýíåðãèé � ýòî ñòîëêíîâåíèå

äâóõ ÷àñòèö äðóã ñ äðóãîì. Â òàêîì ýêñïåðèìåíòå èçìåðÿåòñÿ ñå÷åíèå

ðàññåÿíèÿ, õàðàêòåðèçóþùåå âåðîÿòíîñòè èçìåíåíèé ÷àñòèöàìè ñâîèõ

èìïóëüñîâ.

Ñíà÷àëà ìû íàïîìíèì êèíåìàòè÷åñêèå îñíîâû ñòîëêíîâåíèé ÷àñòèö è

ïîíÿòèå ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ â íåêâàíòîâîé òåîðèè. Çàòåì, ñå÷åíèå ðàññåÿ-

íèÿ áóäåò ñâÿçàíî ñ ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè îïåðàòîðà ýâîëþöèè (ìàò-

ðèöåé ðàññåÿíèÿ). Ïðè ïîìîùè òåîðèè âîçìóùåíèé ìû âû÷èñëèì åãî â

ìîäåëè ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ñ ñàìîäåéñòâèåì ϕ4
. Çàâåðøàåòñÿ ãëàâà âûâî-

äîì ðåäóêöèîííîé �îðìóëû, ñâÿçûâàþùåé ïðîñòûì îáðàçîì ìàòðèöó

ðàññåÿíèÿ ñ �óíêöèÿìè �ðèíà, êîòîðûå áóäóò èçó÷àòüñÿ â ñëåäóþùèõ

ãëàâàõ.
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Ýòà êíèãà íàõîäèòñÿ â ïðîöåññå ñîçäàíèÿ. Å¼ ïîñëåäíÿÿ âåðñèÿ

è äðóãèå ìàòåðèàëû íàõîäÿòñÿ íà ñàéòå: http://synset.om. Òàì

æå ìîæíî íàéòè ïåðâûé òîì: I. Ìåõàíèêà

Çàìå÷åííûå îøèáêè è âîïðîñû ïðîñüáà ïðèñûëàòü ïî àäðåñó:

steps137, çàòåì ñîáà÷êà è gmail.om.

(ñ) 2015. Ïå÷àòü: 2 èþëÿ 2017 ã.

87



88 �ËÀÂÀ 4.

1 Ñòîëêíîâåíèå ÷àñòèö

• Îñíîâíûì ìåòîäîì èçó÷åíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö ÿâëÿåòñÿ èõ

ñòîëêíîâåíèå äðóã ñ äðóãîì. Îáû÷íî ñòàëêèâàþò äâå ÷àñòèöû, â ðåçóëü-

òàòå ÷åãî ðîæäàåòñÿ ìíîæåñòâî äðóãèõ ÷àñòèö: A1 +A2 7→ B1 + ...+Bn.

Åñëè ðîæäàåòñÿ òîëüêî äâå ÷àñòèöû, òî ãîâîðÿò î äâóõ÷àñòè÷íîé ðåàê-

öèè: A1 +A2 7→ B1 +B2. Íàïðèìåð, ïðè ðàññåÿíèè ïðîòîíà p íà �îòîíå
γ ìîæåò ðîäèòüñÿ íåéòðàëüíûé ïè-ìåçîí π0

:

p + γ 7→ p + π0.

Ñóììàðíàÿ ýíåðãèÿ è èìïóëüñ äî è ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ ðàâíû (çàêîí

ñîõðàíåíèÿ 4-èìïóëüñà). Äëÿ äâóõ÷àñòè÷íûõ ðåàêöèé:

p1 + p2 = p3 + p4, (4.1)

ãäå pi = {Ei, pi} è Ei =
√

p2
i +m2

i (ñ÷èòàåì, ÷òî â ëåâîé ÷àñòè (4.1)

ñòîÿò çíà÷åíèÿ íà÷àëüíûõ 4-èìïóëüñîâ, à â ïðàâîé � êîíå÷íûõ).

×àùå âñåãî ðàññìàòðèâàåòñÿ äâå ñèñòåìû îòñ÷¼òà. Åñëè îäíà èç ÷àñòèö

íåïîäâèæíà (ìèøåíü), òî òàêóþ ñèñòåìó íàçûâàþò ëàáîðàòîðíîé:

Åñëè æå èìïóëüñû íà÷àëüíûõ ÷àñòèö ðàâíû è íàïðàâëåíû â ïðîòèâîïî-

ëîæíûå ñòîðîíû, òî ãîâîðÿò î ñèñòåìå öåíòðà èíåðöèè. Â ñèñòåìå öåí-

òðà èíåðöèè (p2 = −p1), â ñèëó çàêîíà ñîõðàíåíèÿ 3-èìïóëüñà, ïðîòè-

âîïîëîæíûìè áóäóò è êîíå÷íûå èìïóëüñû: p4 = −p3. Çàêîí ñîõðàíåíèÿ

ýíåðãèè â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

√

p2
1 +m2

1 +
√

p2
1 +m2

2 =
√

p2
3 +m2

3 +
√

p2
3 +m2

4.

�îæäåíèå èç èñõîäíûõ ÷àñòèö m1, m2, ÷àñòèö ñ ìàññàìè m3, m4 âîç-

ìîæíî òîëüêî, åñëè ñóììàðíàÿ ýíåðãèÿ èñõîäíûõ ÷àñòèö áîëüøå ñóììû

ìàññ êîíå÷íûõ ÷àñòèö E1 + E2 > m3 +m4. Ýòî íåðàâåíñòâî íàçûâàåòñÿ

ïîðîãîì ðåàêöèè.

Åñëè ïðè ñòîëêíîâåíèè ÷àñòèöû íå ìåíÿþòñÿ (m3 = m1 è m4 = m2),

òî òàêîå ñòîëêíîâåíèå íàçûâàåòñÿ óïðóãèì. Ïðè óïðóãîì ñòîëêíîâåíèè

|p3| = |p1|, ò.å. äëèíû èìïóëüñîâ è ýíåðãèè âñåõ ÷àñòèö ïîñëå ñòîëêíî-

âåíèÿ âîçâðàùàþòñÿ ê èñõîäíûì çíà÷åíèÿì, íî èçìåíÿåòñÿ íàïðàâëåíèÿ

èìïóëüñîâ. Äëÿ ÷àñòèö îäèíàêîâîé ìàññû (mi = m), â ñèñòåìå öåíòðà

èíåðöèè ýíåðãèè âñåõ ÷àñòèö îäèíàêîâû: E1 = E2 = E3 = E4.



ÑÅ×ÅÍÈÅ �ÀÑÑÅßÍÈß 89

• Ïðè îïèñàíèè äâóõ÷àñòè÷íûõ ðåàêöèé (4.1) óäîáíî èñïîëüçîâàòü èí-
âàðèàíòíûå ïåðåìåííûå Ìàíäåëüñòàìà:

s = (p1 + p2)
2, t = (p1 − p3)

2 u = (p1 − p4)
2. (4.2)

Ìåæäó íèìè ñóùåñòâóåò ñëåäóþùàÿ ñâÿçü:

s+ t+ u = m2
1 +m2

2 +m2
3 +m2

4. (4.3)

Äåéñòâèòåëüíî, óìíîæèì çàêîí ñîõðàíåíèÿ (4.1) íà 4-âåêòîð p1:

p21 + p1p2 = p1p3 + p1p4.

Îòêóäà, âîçâîäÿ ïðàâûå ÷àñòè îïðåäåëåíèé (4.2) â êâàäðàò è ó÷èòûâàÿ,

÷òî p2i = m2
i , íåñëîæíî ïîëó÷èòü (4.3).

Â ñèñòåìå öåíòðà èíåðöèè (p1 + p2 = 0):

s = (E1 + E2)
2 = E2

tot

è èìååò ñìûñë êâàäðàòà ñóììàðíîé ýíåðãèè ñòîëêíîâåíèÿ. ×åðåç íåãî

ìîæíî âûðàçèòü ýíåðãèè ÷àñòèö äî è ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ. Íàïðèìåð,

âû÷èñëèì ñëåäóþùèé èíâàðèàíò:

p1 · (p1 + p2) = E1(E1 + E2) = E1

√
s = m2

1 + p1p2.

Âûðàçèâ p1p2, ìîæíî åãî ïîäñòàâèòü â îïðåäåëåíèå èíâàðèàíòà:

s = m2
1 +m2

2 + 2p1p2 = m2
2 −m2

1 + 2E1

√
s,

îòêóäà íàõîäèì E1 è òàêæå E2:

E1 =
s+m2

1 −m2
2

2
√
s

, E2 =
s+m2

2 −m2
1

2
√
s

. (4.4)

Èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ (4.1) ñëåäóåò, ÷òî s = (p3+p4)
2
. Ïîýòîìó, ïîâòîðÿÿ

âû÷èñëåíèÿ äëÿ p3·(p3+p4), ïîëó÷èì ýíåðãèè ÷àñòèö ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ

(â (4.4) íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè çàìåíó èíäåêñîâ 1 7→ 3, 2 7→ 4).

Àíàëîãè÷íî, ÷åðåç èíâàðèàíòû âûðàæàþòñÿ ýíåðãèè ÷àñòèö â ëàáîðà-

òîðíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà (áóäåì ïîìå÷àòü èõ øòðèõàìè). Ïóñòü íåïî-

äâèæíîé ÿâëÿåòñÿ âòîðàÿ ÷àñòèöà: p2 = (m2, 0). Â ñèëó çàêîíà ñîõðàíå-

íèÿ (4.1) t = (p4 − p2)
2
è u = (p3 − p2)

2
. Âîçâîäÿ â êâàäðàò ýòè ñîîòíî-

øåíèÿ è îïðåäåëåíèå s, ïîëó÷àåì:

E ′
1 =

s−m2
1 −m2

2

2m2
, E ′

3 =
m2

2 +m2
3 − u

2m2
, E ′

4 =
m2

2 +m2
4 − t

2m2
.

Åñëè ïåðåìåííûå s, t, u âû÷èñëåíû â îäíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà, òî áëàãî-

äàðÿ èõ èíâàðèàíòíîñòè îíè èìåþò òàêîå æå çíà÷åíèå â ëþáîé äðóãîé

ñèñòåìå îòñ÷¼òà. Ýòî ïîçâîëÿåò ñâÿçûâàòü ýíåðãèè, óãëû ðàññåÿíèÿ è ò.ï.

âåëè÷èíû â ðàçíûõ ñèñòåìàõ.
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• Èíâàðèàíò t ñâÿçàí ñ óãëîì ðàññåÿíèÿ ÷àñòèö. Íàïðèìåð, â ñèñòåìå

öåíòðà èíåðöèè:

t = m2
1 +m2

3 − 2p1 · p3 = m2
1 +m2

3 − 2E1E3 + 2|p1||p3| cos θ. (4.5)

Êâàäðàòû èìïóëüñîâ äî è ïîñëå ðåàêöèè ìîãóò áûòü íàéäåíû èç ñòàí-

äàðòíîé ñâÿçè p2
1 = E2

1 −m2
1, p

2
3 = E2

3 −m2
3, ÷òî ñ ó÷¼òîì (4.4) äà¼ò:

p2
1 =

λ(s,m2
1, m

2
2)

4s
, p2

3 =
λ(s,m2

3, m
2
4)

4s
,

ãäå äëÿ ñîêðàùåíèÿ ââåäåíà �óíêöèÿ òðåóãîëüíèêà:

λ(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 2xy − 2xz − 2yz.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ â (4.5), ïîëó÷àåì êîñèíóñ óãëà ðàññåÿíèÿ:

cos θ =
s (t− u) + (m2

1 −m2
2)(m

2
3 −m2

4)
√

λ(s,m2
1, m

2
2) λ(s,m

2
3, m

2
4)

, (4.6)

Àíàëîãè÷íî ìîæíî íàéòè óãîë âûëåòà òðåòåé ÷àñòèöû îòíîñèòåëüíî

èìïóëüñà ïåðâîé â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå (âåëè÷èíû ñî øòðèõàìè):

t = m2
1 +m2

3 − 2E ′
1E

′
3 + 2|p′

1||p′
3| cos θ′.

Â ýòîé ñèñòåìå

p′2
1 =

λ(s,m2
1, m

2
2)

4m2
2

, p′2
3 =

λ(u,m2
3, m

2
2)

4m2
2

,

ïîýòîìó

cos θ′ =
(s−m2

1 −m2
2)(m

2
2 +m2

3 − u) + 2m2
2 (t−m2

1 −m2
3)

√

λ(s,m2
1, m

2
2) λ(u,m

2
3, m

2
2)

. (4.7)

Åñëè ìàññû âñåõ ÷àñòèö ðàâíû m, òî â ñèñòåìå öåíòðà èíåðöèè

cos θ = 1 +
2t

s− 4m2
, Ei =

√
s

2
. (4.8)

Ïîðîãîì ðåàêöèè ÿâëÿåòñÿ s > 4m2
(çíà÷åíèå s = 4m2

ñîîòâåòñòâó-

åò íóëåâîé ñêîðîñòè íà÷àëüíûõ ÷àñòèö). Êðîìå ýòîãî, êâàäðàò êîñèíóñà

äîëæåí áûòü ìåíüøå åäèíèöû cos2 θ 6 1, ÷òî ïðèâîäèò ê íåðàâåíñòâó

t (t+ s− 4m2) 6 0.

Ñ ó÷¼òîì s > 4m2
ýòî íåðàâåíñòâî äà¼ò

t 6 4m2 − s 6 0,

÷òî ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèåì äëÿ ðàçðåø¼ííûõ çíà÷åíèé èíâàðèàíòîâ.
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•Êèíåìàòè÷åñêèå îáëàñòè ðåàêöèè ÷àñòî èçîáðàæàþò ãðà�è÷åñêè ïðè
ïîìîùè äèàãðàìì Äàëèöà èëè äèàãðàìì Ìàíäåëüñòàìà. Ïåðâûå ÿâëÿ-

þòñÿ äåêàðòîâîé ïëîñêîñòüþ (s, t), íà êîòîðîé çàøòðèõîâûâàþò îáëàñòü

ðàçðåø¼ííûõ çíà÷åíèé èíâàðèàíòîâ. Äëÿ ÷àñòèö îäèíàêîâîé ìàññû äèà-

ãðàììà Äàëèöà èçîáðàæåíà íèæå íà ïåðâîì ðèñóíêå:

Íà äèàãðàììàõ Ìàíäåëüñòàìà îäíîâðåìåííî èçîáðàæàþòñÿ âñå òðè èí-

âàðèàíòà (s, t, u). Òàêàÿ äèàãðàììà ÿâëÿåòñÿ êîñîóãîëüíîé ñèñòåìîé êî-

îðäèíàò, â êîòîðîé îñè s è t ïðîâåäåíû ïîä óãëîì 60 ãðàäóñîâ. Íî ðèñó-

þòñÿ íå ñàìè îñè, à óðîâíè s = 1, s = 2, ...., ïàðàëëåëüíûå ëèíèè s = 0

è îòñòîÿùèå îò íå¼ íà 1, 2,... Àíàëîãè÷íî äëÿ óðîâíåé t, u. Ëèíèè s = 0,
t = 0 è u = 0 îáðàçóþò ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê ABC, âûñîòà êîòîðîãî
ðàâíà h = s + t + u = m2

1 + m2
2 + m2

3 + m2
4. Ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ

èíâàðèàíòîâ îòêëàäûâàþòñÿ îò íóëåâîé ëèíèè ê öåíòðó, à îòðèöàòåëü-

íûå � â îáðàòíóþ. Íèæå íà ïåðâîì ðèñóíêå æèðíûìè ëèíèÿìè îòìå÷åíû

íóëåâûå óðîâíè, à òîíêèìè � óðîâíè s = h, t = h, u = h:

Ìîæíî ââåñòè äåêàðòîâû êîîðäèíàòû, åñëè ïðîâåñòè âåðòèêàëüíóþ îñü

s âäîëü âûñîòû h ïåðïåíäèêóëÿðíî ëèíèè s = 0, à îñü z íàïðàâèòü âäîëü

ëèíèè s = 0. Ïðÿìîóãîëüíûå êîîðäèíàòû (z, s) ñâÿçàíû ñ èíâàðèàíòàìè

ñëåäóþùèì îáðàçîì: t = (h+
√
3z − s)/2, u = (h−

√
3z − s)/2.

Íà äèàãðàììàõ Ìàíäåëüñòàìà óäîáíî èçîáðàæàòü ñðàçó âñå ðàçðåøåí-

íûå îáëàñòè, äëÿ ðåàêöèé, ïîëó÷àþùèõñÿ èç èñõîäíîé ïåðåñòàíîâêîé ÷à-

ñòèö. Íàïðèìåð, íà âòîðîì ðèñóíêå âûøå â âåðõíåé ÷àñòè èçîáðàæåíà

îáëàñòü äëÿ ðåàêöèè π+ + π− 7→ p + p̄ (s-êàíàë). Âíèçó ñëåâà è ñïðàâà

íàðèñîâàíû åùå äâå ðåàêöèè (ñ÷èòàåì ìàññû íóêëîíîâ ðàâíûìè, êàê è

ìàññû âñåõ ïè-ìåçîíîâ). Áîëåå ïîäðîáíîå îïèñàíèå ïðîöåäóðû ïîñòðîå-

íèÿ òàêèõ äèàãðàìì ìîæíî íàéòè â [1℄.
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2 Ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ

• Â íåêâàíòîâîé òåîðèè ÷àñòèöà âî âíåøíåì ïîëå äâèæåòñÿ ïî �èê-

ñèðîâàííîé òðàåêòîðèè. Ïóñòü èñòî÷íèê ïîëÿ íàõîäèòñÿ â òî÷êå O, à
÷àñòèöà íàëåòàåò íà íåãî ñî ñêîðîñòüþ v0 (ñ ýíåðãèåé E0 = m/

√

1− v20
è èìïóëüñîì p0 = E0v0) èç áåñêîíå÷íîñòè ïðîòèâ îñè x, îòñòîÿ îò íå¼

íà ïðèöåëüíîå ðàññòîÿíèå ρ. Â ñòàöèîíàðíîì ïîëå ýíåðãèÿ ÷àñòèöû ïî-

ñòîÿííà è íà áåñêîíå÷íîñòè ñêîðîñòü ÷àñòèöû âåðí¼òñÿ ïî ìîäóëþ ê íà-

÷àëüíîìó çíà÷åíèþ, íî èçìåíèò íàïðàâëåíèå íà óãîë ðàññåÿíèÿ θ:

Ïàðàìåòð ρ îïðåäåëÿåò ìîìåíò èìïóëüñà L = rp0 sinφ → p0ρ. Â ïîëÿð-

íûõ êîîðäèíàòàõ v2 = ṙ2+ r2φ̇2
è |r×v| = r2φ̇, ïîýòîìó, ñîõðàíÿþùèåñÿ

ýíåðãèÿ è ìîìåíò èìïóëüñà ðàâíû:

E =
m

√

1− ṙ2 − r2φ̇2

+ U(r), L =
mr2φ̇

√

1− ṙ2 − r2φ̇2

. (4.9)

Èñêëþ÷àÿ âðåìÿ, ïîëó÷àåì:

dr

dφ
= ±

√

(E − U)2 −m2 − L2/r2

L/r2
. (4.10)

Çíàê ìèíóñ ñîîòâåòñòâóåò óìåíüøåíèþ r, à ïëþñ � óâåëè÷åíèþ (φ > φ0).

Óðàâíåíèå dr/dφ = 0 îïðåäåëÿåò òî÷êó �îñòàíîâêè� r = r0, ãäå ðàññòî-
ÿíèå ïåðåñòàåò óìåíüøàòüñÿ è íà÷èíàåò óâåëè÷èâàòüñÿ. Íåçàâèñèìî îò

çíàêà, â ïðàâîé ÷àñòè (4.10) ñòîèò îäíà �óíêöèÿ r. Ïîýòîìó òðàåêòî-

ðèÿ ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé OR, ïðîâåäåííîé èç öåíòðà ïîëÿ

O (φ = φ0). Ñèììåòðè÷íû òàêæå è îáå àñèìïòîòèêè òðàåêòîðèè îòíî-

ñèòåëüíî ïðÿìîé OR, ïîýòîìó θ = ±(π − 2φ0), ãäå ïëþñ ñîîòâåòñòâóåò

ïîëþ îòòàëêèâàíèÿ, à ìèíóñ � ïðèòÿæåíèþ. Èíòåãðèðóÿ (4.10), èìååì:

φ0 =

∞∫

r0

p0ρ dr/r
2

√

p20 − 2E0U + U 2 − p20ρ
2/r2

. (4.11)

Ýòî óðàâíåíèå ñâÿçûâàåò óãîë φ0 (à, ñëåäîâàòåëüíî, è θ) ñ ïðèöåëüíûì

ðàññòîÿíèåì ρ è ñêîðîñòüþ íàëåòàþùåé ÷àñòèöû v0.
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• Îáû÷íî êîíòðîëèðîâàòü çíà÷åíèå ïðèöåëüíîãî ðàññòîÿíèÿ ñëîæ-

íî. Ïîýòîìó, èçó÷àþò ðàññåÿíèå ïîòîêà ÷àñòèö, ïàäàþùèõ ïàðàëëåëüíî

ñ îäèíàêîâîé ñêîðîñòüþ è ðàçëè÷íûìè ïðèöåëüíûìè ðàññòîÿíèÿìè ρ.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òàêîé ïîòîê ÷àñòèö îäíîðîäåí â ïëîñêîñòè, ïåðïåí-

äèêóëÿðíîé ê ñêîðîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå èçìåðÿþò ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ dσ,

ðàâíîå îòíîøåíèþ:

×èñëî ðàññåÿííûõ ÷àñòèö â åäèíèöó âðåìåíè â òåëåñíûé óãîë dΩ

×èñëî ïàäàþùèõ ÷àñòèö â åäèíèöó âðåìåíè ÷åðåç åäèíèöó ïëîùàäè

.

Çíàìåíàòåëü äåëàåò âåëè÷èíó dσ íåçàâèñèìîé îò èíòåíñèâíîñòè ïàäàþ-

ùåãî ïîòîêà. Â �èçèêå ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö ñå÷åíèå ïðèíÿòî èçìåðÿòü

â áàðíàõ: barn = 10−28
ì

2 = (10 fm)2.

Äëÿ ñ�åðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûõ ïîòåíöèàëîâ äâèæåíèå ïðîèñõîäèò â

ïëîñêîñòè, ïîýòîìó ìîæíî èçìåðÿòü ðàññåÿíèå íà óãîë θ, ïðîèíòåãðè-
ðîâàâ ïî âòîðîìó óãëó: dΩ = 2π sin θ dθ (îñü z â ñ�åðè÷åñêîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò íàïðàâëåíà âäîëü ñêîðîñòè ïàäàþùèõ ÷àñòèö).

Äëÿ ìîíîòîííî óáûâàþùèõ ïîòåíöèàëîâ ñâÿçü ìåæäó θ è ρ îäíîçíà÷-

íà. Ïîýòîìó èíòåðâàë óãëîâ θ, θ+ dθ ñîîòâåòñòâóåò èíòåðâàëó ρ, ρ+ dρ.
×èñëî ïàäàþùèõ ÷àñòèö, ïîïàäàþùèõ â ýòîò èíòåðâàë, ïðîïîðöèîíàëü-

íî ïëîùàäè 2πρ dρ êîëüöà ðàäèóñà ρ è øèðèíîé dρ. Åñëè ïëîòíîñòü ÷èñëà
ïàäàþùèõ ÷àñòèö â åäèíèöó âðåìåíè ÷åðåç åäèíèöó ïëîùàäè ðàâíà j, òî

dσ =
j · 2πρ dρ

j
= 2π ρ dρ. (4.12)

Ïåðåõîäÿ ê óãëó θ è ñ÷èòàÿ äàëåå, ÷òî ρ = ρ(θ), èìååì:

dσ = 2π ρ

∣
∣
∣
∣

dρ

dθ

∣
∣
∣
∣
dθ =

ρ

sin θ

∣
∣
∣
∣

dρ

dθ

∣
∣
∣
∣
dΩ. (4.13)

Ìîäóëü ïîñòàâëåí, ò.ê. îáû÷íî dρ/dθ < 0 (÷åì áîëüøå ρ, òåì ìåíüøå θ).

Ïîëíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ σ ïîëó÷àåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ïî òåëåñíî-

ìó óãëó. Åñëè ïîòåíöèàë íè ãäå íå îáðàùàåòñÿ ñòðîãî â íîëü, ïîëíîå ñå-

÷åíèå ðàâíî áåñêîíå÷íîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, îíî ýêâèâàëåíòíî èíòåãðàëó

ρdρ â (4.12) îò 0 äî áåñêîíå÷íîñòè. Åñëè ïðè ëþáûõ ρ ïðîèñõîäèò õîòÿ

áû íåáîëüøîå èçìåíåíèå òðàåêòîðèè (ò.å. ðàññåÿíèå), òî ýòîò èíòåãðàë

ðàñõîäèòñÿ. Èçìåðÿåìîå íà ïðàêòèêå ïîëíîå ñå÷åíèå êîíå÷íî, òàê êàê

äèàìåòð ïàäàþùåãî ïîòîêà îãðàíè÷åí (ρ < ρmax). Êðîìå ýòîãî, ïðè èç-

ìåðåíèè äè��åðåíöèàëüíîãî ñå÷åíèÿ dσ, îòáðàñûâàþòñÿ çíà÷åíèÿ θ ≈ 0
(ïðè ìàëûõ óãëàõ íåëüçÿ îòäåëèòü ðàññåÿâøèåñÿ ÷àñòèöû îò íåðàññåÿí-

íûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ áîëüøèì ρ).
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• Ïîëíîå ñå÷åíèå êîíå÷íî (äàæå äëÿ íåîãðàíè÷åííîãî ïîòîêà), åñëè

ïîòåíöèàë íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ â òî÷íîñòè ðàâåí íóëþ. �àññìîòðèì

â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññåÿíèå íà àáñîëþòíî òâ¼ðäîì, î÷åíü òÿæ¼ëîì øà-

ðèêå ðàäèóñà a (ïîòåíöèàë ïðè r < a ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè, à ïðè r > a

� íóëþ). ×àñòèöû óïðóãî îòðàæàþòñÿ îò øàðèêà (óãîë ïàäåíèÿ ðàâåí

óãëó îòðàæåíèÿ):

ρ = a sin(φ0) = a cos
θ

2
,

dσ =
a2

4
dΩ.

Ïîëíîå ñå÷åíèå ðàâíÿåòñÿ ïëîùàäè ñå÷åíèÿ øàðèêà σ = πa2, è ñîîò-

âåòñòâóåò ÷àñòèöàì â ïàäàþùåì ïîòîêå, êîòîðûå ïðîâçàèìîäåéñòâîâàëè

ñ øàðèêîì. Ýòè ÷àñòèöû äîëæíû èìåòü ïðèöåëüíîå ðàññòîÿíèå ρ < a.
�åçóëüòàò σ = πa2 ìîæíî ñðàçó ïîëó÷èòü ïî è �îðìóëå (4.12).

• Âàæíûì ñëó÷àåì, ïðèâîäÿùèì ê áåñêîíå÷íîìó ïîëíîìó ñå÷åíèþ,

ÿâëÿåòñÿ êóëîíîâñêèé ïîòåíöèàë U(r) = α/r. Ñ÷èòàÿ p0ρ > |α|, íàéä¼ì
òî÷êó ïîâîðîòà, ïîëîæèâ ïðàâóþ ÷àñòü (4.10) íóëþ:

ρ

r0
=

√

1 + η2(1− v20)− η

1− η2v20
, η =

α/ρ

E0v20
. (4.14)

Èíòåãðàë (4.11) âû÷èñëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè çàìåíû z = ρ/r:

φ0 =
1

√

1− η2v20
arccos

η
√

1 + η2(1− v20)
=

π ∓ θ

2
, (4.15)

ãäå ìèíóñ ñîîòâåòñòâóåò îòòàëêèâàíèþ (α > 0), à ïëþñ � ïðèòÿæåíèþ

(α < 0). Ïðè ìàëûõ ñêîðîñòÿõ (v0 ≪ 1) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü v20. Òîãäà

± sin(θ/2) = η/
√

1 + η2 èëè ρ = (α/E0v
2
0) ctg(θ/2). Ïîëüçóÿñü ñîîòíî-

øåíèåì (4.13), ïðèõîäèì ê �îðìóëå �åçåð�îðäà:

dσ =

(
α

2E0v
2
0

)2
dΩ

sin4 θ
2

, (4.16)

ãäå E0 ≈ m. Â óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå (v0 → 1, E0 → ∞, η → 0)
ïîëó÷àåòñÿ òàêîå æå âûðàæåíèå. Ñå÷åíèå íå ÷óâñòâèòåëüíî ê çíàêó α
è îäèíàêîâî â ïîëå ïðèòÿæåíèÿ è â ïîëå îòòàëêèâàíèÿ. Â îáùåì ñëó÷àå

dσ/dΩ = (α/E0)
2 f(v0, θ), ÷òî î÷åâèäíî èç ñîîáðàæåíèé ðàçìåðíîñòè.
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• �àññìîòðèì ëàáîðàòîðíóþ ñèñòåìó îòñ÷¼òà, â êîòîðîé ïîòîê ÷àñòèö

ñî ñêîðîñòüþ v ðàññåèâàåòñÿ íà íåïîäâèæíîé ìèøåíè. Îáîçíà÷èì ïëîò-

íîñòü (÷èñëî ÷àñòèö â åäèíèöå îáú¼ìà) ìèøåíè ÷åðåç n20, à ïëîòíîñòü

ïàäàþùåãî ïîòîêà ÷åðåç n (ïåðâûé ðèñóíîê):

Ïðè äâèæåíèè îáú¼ì ñîêðàùàåòñÿ V = V0

√
1− v2, ïîýòîìó, åñëè â ñèñòå-

ìå ïîêîÿ ïàäàþùåãî ïîòîêà åãî ïëîòíîñòü ðàâíà n10, òî â ëàáîðàòîðíîé

ñèñòåìå îíà ðàâíÿåòñÿ n = n10/
√
1− v2.

Íàéä¼ì âåëè÷èíó ïîòîêà ÷àñòèö j (÷èñëî ÷àñòèö, ïðîõîäÿùèõ â åäè-

íèöó âðåìåíè ÷åðåç åäèíèöó ïëîùàäè). Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì öèëèíäð,

îñü êîòîðîãî îðèåíòèðîâàíà âäîëü ñêîðîñòè ÷àñòèö v. Çà âðåìÿ T îñíî-

âàíèå öèëèíäðà S ïåðåñåêóò ÷àñòèöû, íàõîäÿùèåñÿ íà ðàññòîÿíèè vT îò

ýòîãî îñíîâàíèÿ. Îáú¼ì òàêîãî öèëèíäðà ðàâåí V = S vT , ïîýòîìó:

j =
N0

TS
=

nV

TS
=

nS vT

TS
= v n.

×èñëî ðàññåÿííûõ â åäèíèöó âðåìåíè ÷àñòèö dN ïðîïîðöèîíàëüíî ïà-

äàþùåìó ïîòîêó j è ÷èñëó ÷àñòèö â ìèøåíè n20 V (ñ÷èòàåì, ÷òî ïàäàþ-

ùèé ïîòîê è ìèøåíü çàíèìàþò âñ¼ ïðîñòðàíñòâî V → ∞ è ýêñïåðèìåíò

äëèòñÿ î÷åíü äîëãî: T → ∞). Ïîýòîìó, â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà

ñå÷åíèå îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

dσ =
dN/T

vnn20V
(4.17)

Ïåðåéä¼ì â ïðîèçâîëüíóþ ñèñòåìó îòñ÷¼òà, â êîòîðîé ìèøåíü äâèæåò-

ñÿ (âñòðå÷íûå ïîòîêè ÷àñòèö ñî ñêîðîñòÿìè v1 è v2). Äëÿ êîëëèíåàðíûõ

ñêîðîñòåé, â ñèëó çàêîíà ñëîæåíèÿ, ëàáîðàòîðíàÿ ñêîðîñòü v áóäåò ðàâíà
v = |v1 − v2|/(1− v1v2). Ïðîèçâåäåíèå, ñòîÿùåå â çíàìåíàòåëå (4.17), â

íîâîé ñèñòåìå ïðèíèìàåò âèä:

v n n20 =
v n10 n20√
1− v2

=
|v1 − v2|n10 n20
√

1− v21
√

1− v22
= |v1 − v2|n1n2,

ãäå n1 è n2 � ïëîòíîñòè ïîòîêîâ â ýòîé ñèñòåìå. Ïîýòîìó:

dσ =
dN/(T V )

|v1 − v2|n1 n2
. (4.18)

Ýòî ñå÷åíèå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì, òàê êàê ïðîèçâåäåíèå TV = inv
(îáú¼ì âñåãî 4-ïðîñòðàíñòâà) è ÷èñëî ðàññåÿííûõ ÷àñòèö dN = inv îäè-

íàêîâî âî âñåõ ñèñòåìàõ.
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3 Ñå÷åíèå è àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ

Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê êâàíòîâîé òåîðèè. Ïóñòü âåðîÿòíîñòü ðàññåÿòüñÿ

(èçìåíèòü èìïóëüñû) äëÿ äâóõ ÷àñòèö ðàâíà dW . Êàæäàÿ èç n1V ÷àñòèö

ïåðâîãî ïîòîêà ñ âåðîÿòíîñòüþ dW ìîæåò ðàññåÿòüñÿ ñ êàæäîé èç n2V
÷àñòèö âòîðîãî ïîòîêà. Ïîýòîìó ÷èñëî ðàññåÿíèé ðàâíî dN = dW n1n2V

2

è ñå÷åíèå (4.18) ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

dσ =
V dW/T

|v1 − v2|
. (4.19)

Îñòàëîñü âûðàçèòü âåðîÿòíîñòü ÷åðåç âåêòîðû ñîñòîÿíèé. Ïóñòü åñòü

ìíîæåñòâî îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ |Q
〉
, íóìåðóþùèõñÿ íåïðåðûâíûìè

âåëè÷èíàìè Q. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íîðìèðîâêà ýòèõ âåêòîðîâ èìååò âèä
〈
Q|Q′〉 = N δ(Q−Q′), òàê, ÷òî åäèíè÷íûì îïåðàòîðîì ÿâëÿåòñÿ

∫

|Q
〉〈
Q| dQ

N
= 1̂

(äëÿ ïðîâåðêè äåéñòâóåì ýòèì îïåðàòîðîì íà �èêñèðîâàííûé âåêòîð

|Q′〉
è ó÷èòûâàåì óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè). Òîãäà, åñëè ñèñòåìà íàõî-

äèòñÿ â ñîñòîÿíèè |Ψ
〉
, âåðîÿòíîñòü å¼ îáíàðóæèòü â ñîñòîÿíèÿõ |Q

〉
â

èíòåðâàëå dQ ðàâíà

dW =
|
〈
Q|Ψ

〉
|2

〈
Ψ|Ψ

〉
dQ

N
. (4.20)

Ïðè ýòîì, ïîëíàÿ âåðîÿòíîñòü ëþáûõ çíà÷åíèé Q ðàâíà åäèíèöå:

∫

dW =

∫ 〈
Ψ|Q

〉〈
Q|Ψ

〉

〈
Ψ|Ψ

〉
dQ

N
=

〈
Ψ|Ψ

〉

〈
Ψ|Ψ

〉 = 1.

Îäíî÷àñòè÷íîå ñîñòîÿíèå ñ �èêñèðîâàííûì èìïóëüñîì p è ýíåðãèåé

Ep =
√

p2 +m2
, ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà ðîæäåíèÿ è âàêóóìíîãî âåê-

òîðà, áóäåì çàïèñûâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

|p
〉
=

√

(2π)3 2Ep â
+
p |

〉
,

〈
|
〉
= 1, (4.21)

ãäå, â îòëè÷èè îò êîâàðèàíòíîé íîðìèðîâêè (ñòð. 52), âûäåëåí åù¼ ìíî-

æèòåëü (2π)3/2. Óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè ýòèõ âåêòîðîâ èìååò âèä:

〈
k |p

〉
= (2π)3 2Ep δ(p− k). (4.22)

Òàêóþ íîðìèðîâêó áóäåì èñïîëüçîâàòü è äëÿ íà÷àëüíûõ è äëÿ ðàññåÿí-

íûõ ÷àñòèö.
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Ïóñòü â íà÷àëüíîì (initial) ñîñòîÿíèè ïðè t = −∞ íàõîäèòñÿ äâå ÷à-

ñòèöû:

|i
〉
= |p2, p1

〉
= (2π)3 2

√

E1E2 â
+
p2
â+p1

|
〉
. (4.23)

Ýòî ñîñòîÿíèå (â ïðåäñòàâëåíèè âçàèìîäåéñòâèÿ) ýâîëþöèîíèðóåò ñî âðå-

ìåíåì, ïðåâðàùàÿñü â ñîñòîÿíèå Ŝ(∞,−∞) |i
〉
, ñì. ñòð. 85. Íàñ èíòåðå-

ñóåò âåðîÿòíîñòü îáíàðóæèòü â ýòîì ñîñòîÿíèè n ÷àñòèö ñ èìïóëüñàìè

k1, ..., kn è ýíåðãèÿìè ε1, ... , εn. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü ñêà-

ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïðîýâîëþöèîíèðîâàâøåãî âåêòîðà ñ âåêòîðîì

|f
〉
= |k1, ...,kn

〉
=

n∏

i=1

√

(2π)3 2εi â
+
ki
|
〉′

(íàïîìíèì (ñòð. 85), ÷òî âàêóóìíûé âåêòîð â ïðåäñòàâëåíèè âçàèìîäåé-

ñòâèÿ ïðè t = ∞ ïðèîáðåòàåò �àçîâûé ìíîæèòåëü, ïîýòîìó ó íåãî ìû

ïîñòàâèëè øòðèõ). Íîðìà íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíà

〈
i|i
〉
= (2π)6 4E1E2 δ

2(0) = 4E1E2 V
2,

ãäå äëÿ �óíêöèè Äèðàêà îò èìïóëüñîâ â íóëå ìû âîñïîëüçîâàëèñü å¼ èí-

òåãðàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì (V � îáú¼ì êîîðäèíàòíîãî 3-ïðîñòðàíñòâà):

δ(0) =

∫

eıx0
d3x

(2π)3
=

∫
d3x

(2π)3
=

V

(2π)3
. (4.24)

Ââîäÿ ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îïåðàòîðà ýâîëþöèè:

Sfi =
〈
f |Ŝ(∞,−∞)|i

〉
=

〈
kn, ...,k1|Ŝ(∞,−∞)|p2,p1

〉
,

ñ ó÷¼òîì îáùåãî ñîîòíîøåíèÿ (4.20) çàïèøåì ñîîòâåòñòâóþùóþ âåðîÿò-

íîñòü:

dW =
|Sfi|2

4E1E2 V 2

n∏

i=1

d3ki

(2π)32εi
.

Ïîäñòàâëÿÿ å¼ â îïðåäåëåíèå ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ (4.19), ïîëó÷àåì:

dσ =
|Sfi|2/(TV )

4E1E2|v1 − v2|

n∏

i=1

d3ki

(2π)32εi
. (4.25)

Ïðè íåóïðóãîì ñòîëêíîâåíèè, â ïðèíöèïå, ìîæíî èçìåðÿòü èìïóëüñû

ðàññåÿííûõ ÷àñòèö êàæäîãî òèïà, ñ÷èòàÿ ñêîëüêî ÷àñòèö â åäèíèöó âðå-

ìåíè ïîÿâëÿåòñÿ ñ èìïóëüñîì ki ñ ïîãðåøíîñòüþ d3ki. Äåëåíèå ýòîé âå-

ëè÷èíû íà îòíîñèòåëüíûé ïîòîê ïàäàþùèõ ÷àñòèö è äà¼ò ñå÷åíèå (4.25).
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• Ïðè ðàññåÿíèè ñîõðàíÿåòñÿ ýíåðãèÿ-èìïóëüñ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî àì-

ïëèòóäû ïåðåõîäîâ

〈
f |Ŝ(∞,−∞)|i

〉
, çàïðåù¼ííûå çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ,

áóäóò ðàâíû íóëþ. Ïîýòîìó óäîáíî ââåñòè àìïëèòóäó ðàññåÿíèÿ M̂ :

Ŝ(∞, −∞) = 1̂ + (2π)4 δ(p1 + p2 −
∑

ki) M̂. (4.26)

Åäèíè÷íûé îïåðàòîð îòðàæàåò òî, ÷òî ÷àñòèöû ìîãóò íå ïðîâçàèìî-

äåéñòâîâàòü (â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå ïîëíîãî îòñóòñòâèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ

M̂ = 0 è Ŝ = 1̂). Êàê ìû óâèäèì äàëüøå, èìåííî â âèäå (4.26) áóäåò

ïîëó÷àòüñÿ îïåðàòîð ýâîëþöèè ïî òåîðèè âîçìóùåíèé.

Íà ýêñïåðèìåíòå ðåãèñòðèðóþò òîëüêî ðàññåÿííûå ÷àñòèöû (èçìåíèâ-

øèå ñâîè èìïóëüñû), ïîýòîìó åäèíè÷íûé îïåðàòîð äàëåå áóäåì îïóñ-

êàòü. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êîíå÷íîå è íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèÿ îðòîãîíàëüíû

(èìïóëüñû ðàçëè÷íû), ïîýòîìó, ïðè âû÷èñëåíèè ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ

〈
f |Ŝ(∞, −∞)|i

〉
åäèíè÷íûé îïåðàòîð íå áóäåò äàâàòü âêëàäà. Ïðè âîçâå-

äåíèè âòîðîãî ñëàãàåìîãî (4.26) â êâàäðàò, ïîëó÷àåòñÿ êâàäðàò 4-ìåðíîé

�óíêöèè Äèðàêà, êîòîðûé ìû çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

[δ(p1 +p2 −
∑

ki)]
2 = δ(0) δ(p1 +p2 −

∑

ki) =
V T

(2π)4
δ(p1 +p2 −

∑

ki),

ãäå V � îáú¼ì âñåãî ïðîñòðàíñòâà, à T � âñ¼ áåñêîíå÷íîå âðåìÿ. Ïîñëåäíåå

ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ 4-ìåðíîé δ-�óíêöèè,

ïîäîáíîãî (4.24). Â ðåçóëüòàòå, ñîîòíîøåíèå (4.25) ïðèíèìàåò âèä:

dσ =
(2π)4 |Mfi|2

4E1E2|v1 − v2|
δ(p1 + p2 −

∑

ki)
n∏

i=1

d3ki

(2π)32εi
. (4.27)

Ñòðîãî ãîâîðÿ, ïðè âû÷èñëåíèè ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ, íåîáõîäèìî ðàñ-

ñìàòðèâàòü âîëíîâûå ïàêåòû. Äåéñòâèòåëüíî, ÷èñòîå ñîñòîÿíèå |p2, p1

〉

íå ëîêàëèçîâàíî â ïðîñòðàíñòâå è íå ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê âñòðå÷-

íûå ïîòîêè äâóõ ÷àñòèö, êîòîðûå �íå ÷óâñòâóþò� äðóã äðóãà íà áåñêî-

íå÷íîñòè (ÿâëÿþòñÿ ñâîáîäíûìè). Äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàêèõ ïàêåòîâ, ââî-

äÿòñÿ �óíêöèè fi(pi) ðàñïðåäåëåíèÿ èìïóëüñîâ íà÷àëüíûõ ÷àñòèö. Ýòè
�óíêöèè èìåþò ìàêñèìóìû â îêðåñòíîñòè çàäàííûõ ýêñïåðèìåíòîì èì-

ïóëüñîâ. Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ ñå÷åíèÿ, ìàêñèìóìû ìîæíî ñäåëàòü ñêîëü

óãîäíî âûñîêèìè è óçêèìè è ìû ñíîâà ïðèä¼ì ê âûðàæåíèþ (4.27). Ïî-

ýòîìó, ìû îïóñòèì äåòàëè òàêèõ âû÷èñëåíèé, èñïîëüçóÿ äëÿ ìàòðè÷íûõ

ýëåìåíòîâ îïåðàòîðà ýâîëþöèè ñîñòîÿíèÿ (4.23).
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• Çàïèøåì ñå÷åíèå (4.27), â ñëó÷àå, êîãäà â êîíå÷íîì ñîñòîÿíèè îêà-

çûâàåòñÿ òîëüêî äâå ÷àñòèöû. Áóäåì îáîçíà÷àòü p3 = k1, p4 = k2 è

E3 = ε1, E4 = ε2, ñ÷èòàÿ, ÷òî ìàññû âñåõ ÷àñòèö ðàçëè÷íû: m1, ..., m4

(äâóõ÷àñòè÷íîå íåóïðóãîå ðàññåÿíèå). Äàëåå îãðàíè÷èìñÿ ñèñòåìîé öåí-

òðà èíåðöèè â êîòîðîé p2 = −p1:

dσ =
|Mfi|2 δ(Etot − E3 − E4) δ(p3 + p4)

64π2E1E2E3E4 |v1 − v2|
d3p3 d

3p4, (4.28)

ãäå Etot = E1 + E2 � ýíåðãèÿ ñòîëêíîâåíèÿ â ñèñòåìå öåíòðà èíåðöèè.

Ïðîèíòåãðèðóåì ïî d3p4 ñ δ(p3+p4) (áóäåì ðåãèñòðèðîâàòü îäíó ðàññå-
ÿííóþ ÷àñòèöó). Ýòî äàñò p4 = −p3. Äëèíà èìïóëüñà p3 = |p3| íàõîäèòñÿ
èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè Etot =

√

p23 +m2
3 +

√

p23 +m2
4 è ÿâëÿåòñÿ

�óíêöèåé ïîëíîé ýíåðãèè è ìàññ ÷àñòèö p3 = p = f(Etot, m3, m4). Â

ñîîòâåòñòâèè ñ òîæäåñòâîì (F.18), ñòð. 264 äëÿ �óíêöèè Äèðàêà, èìååì:

δ
(
Etot −

√

p2
3 +m2

3 −
√

p2
3 +m2

4

)
=

δ(p3 − p)
p3
E3

+
p3
E4

= δ(p3 − p)
E3E4

p3Etot
.

Ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî äëèíå èìïóëüñà p3 = |p3| ñ �óíêöèåé Äèðàêà â

ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ d3p3 = p23 dp3 dΩ, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

(dσ

dΩ

)

ö.è.
=

|Mfi|2
64π2E2

tot

|p3|
|p1|

, (4.29)

ãäå |p3| �èêñèðîâàíî çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ è ó÷òåíî, ÷òî E1E2|v1 − v2| =
|E2p1 −E2p2| = |p1|(E1 +E2) = |p1|Etot. Äëÿ óïðóãîãî ðàññåÿíèÿ, êîãäà

ìàññû ÷àñòèö íå ìåíÿþòñÿ |p3| = |p1|.
Ïðè ðàâåíñòâå ìàññ ÷àñòèö cos θ = 1+2t/(s−4m2), ñì. (4.8). Ïîäñòàâ-

ëÿÿ ïðè �èêñèðîâàííîì s êîñèíóñ â òåëåñíûé óãîë dΩ = −2π d cos θ,
ìîæíî çàïèñàòü ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ â èíâàðèàíòíîì âèäå, ñïðàâåäëèâîì

â ëþáîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà:

dσ = −|Mfi|2
64π2

4π dt

s(s− 4m2)
. (4.30)

Èíòåãðàë ïî âñåìó òåëåñíîìó óãëó ðàâåí ïîëíîìó ñå÷åíèþ ðàññåÿíèÿ

σ. Åñëè ÷àñòèöû òîæäåñòâåííû ïðè òàêîì èíòåãðèðîâàíèè ìû äâàæäû

ó÷èòûâàåì îäíó è òóæå ÷àñòèöó. Ïîýòîìó ðåçóëüòàò èíòåãðèðîâàíèÿ íà-

äî ðàçäåëèòü íà 2. Äåéñòâèòåëüíî, ðåãèñòðèðóÿ â äåòåêòîðå ÷àñòèöó ìû

íå ìîæåò îòëè÷èòü 3-ÿ îíà èëè 4-ÿ (ìàññû è äðóãèå êâàíòîâûå ÷èñëà

ñîâïàäàþò). Â ñëó÷àå, êîãäà â êîíå÷íîì ñîñòîÿíèè íàõîäèòñÿ k òîæäå-

ñòâåííûõ ÷àñòèö, ïîëíîå ñå÷åíèå äåëèòñÿ íà k!.
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4 �àññåÿíèå ñêàëÿðíûõ ÷àñòèö

�àññìîòðèì ðåàêöèþ ðàññåÿíèÿ äâóõ ñêàëÿðíûõ ÷àñòèö. Ïóñòü äî ñòîëê-

íîâåíèÿ ÷àñòèöû èìåëè èìïóëüñû p1 è p2, à ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ p3 è p4.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà÷àëüíûå èìïóëüñû îòëè÷àþòñÿ îò êîíå÷íûõ (ïðî-

èçîøëî ðàññåÿíèå). Â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî òåîðèè âîçìóùåíèÿ íåîáõîäèìî

âû÷èñëèòü (ñì. ñòð. 85) ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû (øëÿïêè ó îïåðàòîðîâ îïóñ-

êàåì):

S ≡ S(∞, −∞) = 1 +
(−ıλ)

4!

∫

ϕ4
I(x) d

4x + ... (4.31)

Ïðè ïîëó÷åíèè ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ ìû âûáðàëè (ñòð. 96) ñëåäóþùóþ íîð-

ìèðîâêó îäíî÷àñòè÷íûõ ñîñòîÿíèé:

ãp =
√

(2π)3 2ωp ap, |p
〉

= ãp |
〉
, (4.32)

ò.å. â îïåðàòîðû ñ òèëüäîé áóäåì âêëþ÷àòü íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü.

Ïîýòîìó ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îïåðàòîðà ýâîëþöèè ðàâíû:

〈
p4, p3 |S |p2, p1

〉
=
〈
ãp4

ãp3
S ã+p2

ã+p1

〉
= −ı

λ

4!

∫
〈
ãp4

ãp3
ϕ4
x ã

+
p2
ã+p1

〉
d4x.

Âûøå îïåðàöèÿ õðîíîëîãè÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ îïóùåíà, òàê êàê âñå

ñîìíîæèòåëè èìåþò îäèíàêîâîå âðåìÿ. Îïóùåí òàêæå åäèíè÷íûé îïå-

ðàòîð. Â ñèëó îòëè÷èÿ íà÷àëüíûõ è êîíå÷íûõ èìïóëüñîâ, åãî ìàòðè÷íûå

ýëåìåíòû ðàâíû íóëþ. Êðîìå ýòîãî, ìû îïóñêàåì èíäåêñ I, ïîìíÿ, ÷òî
ðàáîòàåì â ïðåäñòàâëåíèè âçàèìîäåéñòâèÿ.

Âû÷èñëèì ïî òåîðåìå Âèêà (ñòð. 64) ñðåäíåå:

〈
ãp4

ãp3
ϕ4
x ã+p2

ã+p1

〉
= 4 ãp4

ϕx

〈
ãp3

ϕ3
x ã+p2

ã+p1

〉
= 4 · 3 ãp4

ϕx ãp3
ϕx

〈
ϕ2
x ã+p2

ã+p1

〉
.

Âûøå ìû âçÿëè ïåðâûé îïåðàòîð ãp4
è ñïàðèëè åãî ñ ϕ4

x = ϕxϕxϕxϕx.

Âîçìîæíû 4 ñïàðèâàíèÿ, îòêóäà ïîÿâèëñÿ ÷èñëîâîé ìíîæèòåëü 4. Â ïî-

ñëåäíåì ðàâåíñòâå ìû ñïàðèëè ãp3
ñ îñòàâøèìèñÿ òðåìÿ îïåðàòîðàìè ϕ3

x,

÷òî äàëî åù¼ îäèí ìíîæèòåëü 3. Ïðîäîëæàÿ ñïàðèâàíèÿ ñ îïåðàòîðàìè

ã+p2
, ã+p1

íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ, ïîëó÷àåì:

〈
ãp4

ãp3
ϕ4
x ã+p2

ã+p1

〉
= 4! ãp4

ϕx ãp3
ϕx ϕx ã

+
p2

ϕx ã
+
p1
. (4.33)

Ïðè ïðèìåíåíèè òåîðåìû Âèêà ìû ñïàðèâàëè îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è

óíè÷òîæåíèÿ òîëüêî ñ ïîëåâûìè îïåðàòîðàìè ϕx, íî íå äðóã ñ äðóãîì.

Ñâÿçàíî ýòî ñ òåì, ÷òî íà÷àëüíûå è êîíå÷íûå èìïóëüñû ðàçëè÷íû è ýòè

îïåðàòîðû êîììóòèðóþò (èõ ñïàðèâàíèÿ ðàâíû íóëþ).
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Ñïàðèâàíèå îçíà÷àåò ïåðåñòàíîâêó îïåðàòîðîâ. Íàïðèìåð, ñïàðèâàíèå

ãpϕx � ýòî êîììóòàòîð [ãp , ϕx] è ò.ä. Â îòëè÷èè îò èñõîäíûõ îïåðàòîðîâ

ap , îïåðàòîðû ñ òèëüäîé ãp èìåþò íîðìèðîâî÷íûå ìíîæèòåëè (4.32),

êîòîðûå ñîêðàùàþòñÿ ïðè âû÷èñëåíèÿ êîììóòàòîðà:

ãpϕx = [ãp , ϕx] =
√

(2π)3 2ωp

∫

[ap , a
+
k ] e

ık·x d3k
√

(2π)3 2ωk

.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî [ap , a
+
k ] = δpk, èìååì:

ãpϕx = eıp·x, ϕx ã+p = e−ıp·x, (4.34)

ãäå ñïàðèâàíèå ñ îïåðàòîðîì ðîæäåíèÿ âû÷èñëÿåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðà-

çîì. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ â ñðåäíåå (4.33), ïîëó÷àåì:

〈
f |S(∞,−∞) |i

〉
=
〈
p4, p3 |S |p2, p1

〉
= −ıλ

∫

eıx (p3+p4−p1−p2) d4x.

Èíòåãðèðîâàíèå ïî d4x äà¼ò (2π)4 δ(p1+p2−p3−p4), ïîýòîìó ââåäåííàÿ
íà ñòð. 98 àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé êîíñòàíòå:

Mfi = −ıλ. (4.35)

Â ðåçóëüòàòå, â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî òåîðèè âîçìóùåíèÿ, ñå÷åíèå ðàññåÿ-

íèÿ ðàâíî:

dσ

dΩ
=

λ2

64π2E2
tot

, (4.36)

ãäå Etot = ω1 + ω2 = 2ω1 � ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñòàëêèâàþùèõñÿ ÷àñòèö.

Ïîëíîå ñå÷åíèå ïîëó÷àåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ïî òåëåñíîìó óãëó Ω = 4π.

Êðîìå ýòîãî, ðåçóëüòàò íåîáõîäèìî ðàçäåëèòü íà 2 (â êîíå÷íîì ñîñòîÿíèè

íàõîäèòñÿ 2 òîæäåñòâåííûå ÷àñòèöû, ñòð. 99):

σtot =
λ2

32π E2
tot

. (4.37)

Ýòî ñå÷åíèå êîíå÷íî, ÷òî ãîâîðèò î ëîêàëüíîñòè âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö.

Â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå Etot ≈ 2m, ïîýòîìó, ñðàâíèâàÿ ýòî ñå÷åíèå

ñ ðåçóëüòàòîì ðàññåÿíèÿ σ = πa2 íà òâ¼ðäîì øàðèêå (ñòð. 94), ìîæíî

çàêëþ÷èòü, ÷òî ðàäèóñ îáëàñòè âçàèìîäåéñòâèÿ ñêàëÿðíûõ ÷àñòèö ðàâåí

a ∼ λ/m. Òàê êàê â òåîðèè âîçìóùåíèé ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî λ ≪ 1,
ýòà îáëàñòü ìåíüøå õàðàêòåðíîãî ðàçìåðà íåëîêàëüíîñòè ÷àñòèöû 1/m

(ñòð. 13, 56).

Çàìåòèì, ÷òî ìû íå ó÷èòûâàëè âàêóóìíîå ñðåäíåå

〈
S
〉
. Îíî, â ñèëó

íîðìèðîâàííîñòè âàêóóìíûõ âåêòîðîâ

〈
|
〉
= 1 è (4.31), ðàâíî 1 +O(λ).

Òàê êàê â ÷èñëèòåëå óæå ñòîèò λ, äåëåíèå (ñ ðàçëîæåíèåì â ðÿä ïî λ)

ïðèâåä¼ò ê ÷ëåíàì âòîðîãî ïîðÿäêà ïî λ.
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5 �åäóêöèîííàÿ �îðìóëà

Ñóùåñòâóåò ïðîñòàÿ �îðìóëà, ñâÿçûâàþùåå àìïëèòóäó ðàññåÿíèÿ ñ

�óíêöèÿìè �ðèíà, ñâîéñòâà êîòîðûõ áóäóò èçó÷àòüñÿ â ñëåäóþùèõ ãëà-

âàõ. Ýòà �îðìóëà íàçûâàåòñÿ ðåäóêöèîííîé.

Áóäåì ðàáîòàòü â ïðåäñòàâëåíèè âçàèìîäåéñòâèÿ, îïóñêàÿ èíäåêñ I ó

ïîëåâûõ îïåðàòîðîâ (êàê è èõ øëÿïêè). Çàïèøåì àìïëèòóäó óïðóãîãî

ðàññåÿíèÿ äâóõ ñêàëÿðíûõ ÷àñòèö:

〈
f |S|i

〉
=

〈
|ãp4

ãp3
S ã+p2

ã+p1
|
〉

〈
|S|

〉 .

Åñëè ìû ñìîæåì �ïðîòàùèòü� îïåðàòîð ãp3
÷åðåç îïåðàòîð ýâîëþöèè

S, îí ïîäåéñòâóåò íà ïðàâûé âàêóóìíûé âåêòîð è äàñò íîëü (èìïóëüñû

âñåõ ÷àñòèö ðàçëè÷íû). ×òîáû âû÷èñëèòü ñîîòâåòñòâóþùèé êîììóòàòîð,

íàïîìíèì (ñòð. 69), ÷òî äëÿ ñâîáîäíûõ ïîëåé (à, ñëåäîâàòåëüíî, è äëÿ

ïîëåé â ïðåäñòàâëåíèè âçàèìîäåéñòâèÿ) ñïðàâåäëèâî óðàâíåíèå:

ı(∂2
x+m2) T{ϕxϕ1ϕ2ϕ3} = δx1T{ϕ2ϕ3}+δx2T{ϕ1ϕ3}+δx3T{ϕ1ϕ2}. (4.38)

Â óðàâíåíèè äëÿ T{ϕxϕ1...ϕn} â ïðàâîé ÷àñòè áóäåò ñòîÿòü ñóììà n ñëà-

ãàåìûõ, â êàæäîì èç êîòîðûõ âû÷åðêíóò îäèí ïîëåâîé îïåðàòîð ϕi ≡
ϕ(xi) è ïîñòàâëåíà 4-ìåðíàÿ �óíêöèÿ Äèðàêà δxi ≡ δ(x − xi). Ïóñòü

t1 > t2 > t3. Ïîëüçóÿñü òîæäåñòâîì [A, BC] = [A, B]C +B [A, C], ïîëà-
ãàÿ B = ϕ1, C = ϕ2ϕ3, íàéä¼ì êîììóòàòîð:

[ãp, ϕ1ϕ2ϕ3] = [ãp, ϕ1]ϕ2ϕ3 + ϕ1 [ãp, ϕ2ϕ3],

èëè, ïðèìåíÿÿ òîæäåñòâî åù¼ ðàç:

[ãp, ϕ1ϕ2ϕ3] = [ãp, ϕ1]ϕ2ϕ3 + ϕ1 [ãp, ϕ2]ϕ3 + ϕ1ϕ2 [ãp, ϕ3].

Ñëåâà è ñïðàâà ïîðÿäîê îïåðàòîðîâ íåèçìåíåí, ïîýòîìó ìîæíî ïîñòà-

âèòü çíàê õðîíîëîãè÷åñêîãî ïîðÿäêà. Àíàëîãè÷íî, ðàññìàòðèâàÿ äðóãóþ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âðåì¼í è, ó÷èòûâàÿ (4.34), çàïèøåì:

[ãp, T{ϕ1ϕ2ϕ3}] = eıpx1 T{ϕ2ϕ3}+ eıpx2 T{ϕ1ϕ3}+ eıpx3 T{ϕ1ϕ2}. (4.39)

Ïîíÿòíî, ÷òî àíàëîãè÷íîå âûðàæåíèå ïîëó÷èòñÿ è äëÿ êîììóòàòîðà ñ

ïðîèçâåäåíèåì ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà õðîíîëîãè÷åñêè óïîðÿäî÷åííûõ îïå-

ðàòîðîâ. Ñðàâíèâàÿ (4.39) ñ (4.38), ïîëó÷àåì:

[ãp, T{ϕ1...ϕn}] = ı

∫

eıpx (∂2
x +m2) T{ϕxϕ1...ϕn} d4x, (4.40)

ãäå îáîáùåíèå íà ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî îïåðàòîðîâ î÷åâèäíî.
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Òàêæå âû÷èñëÿåòñÿ êîììóòàòîð ñ îïåðàòîðîì ðîæäåíèÿ:

[T{ϕ1...ϕn}, ã+p , ] = ı

∫

e−ıpx (∂2
x +m2) T{ϕxϕ1...ϕn} d4x. (4.41)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî õîòÿ îïåðàòîðû ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ ýðìèòîâî ñàìî-

ñîïðÿæåííûìè (ϕ+ = ϕ), ÷òîáû ïîëó÷èòü (4.41) íåëüçÿ âçÿòü ýðìèòî-

âî ñîïðÿæåíèå (4.40). Äåéñòâèòåëüíî, íàïðèìåð, ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå

T{ϕ1ϕ2} = θ12ϕ1ϕ2 + θ21ϕ2ϕ1 ðàâíî T{ϕ1ϕ2}+ = θ12ϕ2ϕ1 + θ21ϕ1ϕ2 (ïðè

ñîïðÿæåíèè îïåðàòîðû ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè). Ýòî âûðàæåíèå íå ðàâíî

T{ϕ1ϕ2}. Ïîýòîìó, (4.41) íåîáõîäèìî ïîëó÷àòü, àíàëîãè÷íî (4.40), âû-

÷èñëÿÿ êîììóòàòîð è ñðàâíèâàÿ åãî ñ (4.38).

Îïåðàòîð ýâîëþöèè, â ñîîòâåòñòâèè ñ �îðìóëîé (??), ñòð. ??, ðàâåí

õðîíîëîãè÷åñêîìó ïðîèçâåäåíèþ ïîëåâûõ îïåðàòîðîâ. Ïîýòîìó, êîãäà

ìû ìåíÿåì åãî ñ îïåðàòîðîì ãp, ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ �îðìóëîé (4.40),

äîáàâëÿÿ ïîä çíàê õðîíîëîãè÷åñêîãî ïîðÿäêà åù¼ îäèí îïåðàòîð ïîëÿ,

íà êîòîðûé äåéñòâóåò ∂2 +m2
. Íàïðèìåð:

[ãp, S] = ı

∫

eıpx (∂2
x +m2) T{ϕxS} d4x. (4.42)

Ïîýòîìó, ïîñëåäîâàòåëüíî ïåðåíîñÿ ÷åðåç S îïåðàòîðû ãp3
è ãp4

âïðàâî

è ãp2 è ãp1 âëåâî, ïîëó÷àåì:

〈
f |S|i

〉
= ı4

∫

d4x1...d
4x4 e

ıp4x4+ıp3x3−ıp2x2−ıp1x1

(∂2
1 +m2)(∂2

2 +m2)(∂2
3 +m2)(∂2

4 +m2)G(x1, ..., x4), (4.43)

ãäå ââåäåíà ñèììåòðè÷íàÿ (ïîä T{...} îïåðàòîðû ìîæíî ïåðåñòàâëÿòü)

�óíêöèÿ

G(x1, ..., x4) =

〈
|T{ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4S}|

〉

〈
|S|

〉 . (4.44)

Â ñëåäóþùåé ãëàâå ìû äîêàæåì, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé �óíêöèåé �ðè-

íà, ðàâíîé õðîíîëîãè÷åñêîìó ïðîèçâåäåíèþ ÷åòûð¼õ îïåðàòîðîâ â ïðåä-

ñòàâëåíèè �åéçåíáåðãà, óñðåäí¼ííîìó ïî âàêóóìó |0
〉
ïîëíîãî ãàìèëüòî-

íèàíà H = H0 + V .
Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ðåäóêöèîííàÿ �îðìóëà (4.43) ñïðàâåäëèâà è

äëÿ ïðîèçâîëüíîé àìïëèòóäû, îïèñûâàþùåé, íàïðèìåð, ðîæäåíèå n ÷à-

ñòèö ïðè ñòîëêíîâåíèè äâóõ ÷àñòèö a è b (íåóïðóãîå ðàññåÿíèå). Â ýòîì

ñëó÷àå â âûðàæåíèè áóäåò ñòîÿòü �óíêöèÿ �ðèíà G(xa, xb, x1, ..., xn), íà

êîòîðóþ äåéñòâóþò n+2 îïåðàòîðîâ ∂2+m2
, à â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû

4-èìïóëüñû èñõîäíûõ ÷àñòèöû ñòîÿò ñî çíàêîì ìèíóñ, à ðîäèâøèõñÿ ñî

çíàêîì ïëþñ. Âñ¼ âûðàæåíèå óìíîæàåòñÿ íà ın+2
.
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• Çàïèøåì äëÿ �óíêöèé �ðèíà �óðüå-èíòåãðàë:

G(x1, ..., x4) =

∫

G̃(k1, ..., k4) e
−ı(x1k1+...+x4k4)

d4k1
(2π)4

...
d4k4
(2π)4

(4.45)

è ïîäñòàâèì åãî â ðåäóêöèîííóþ �îðìóëó (4.43):

〈
f |S|i

〉
= ı4

∫

d4x1...d
4x4

d4k1
(2π)4

...
d4k4
(2π)4

eıp4x4+ıp3x3−ıp2x2−ıp1x1

(−k21 +m2)(−k22 +m2)(−k23 +m2)(−k41 +m2) G̃(k1, ..., k4) e
−ı(x1k1+...+x4k4),

ãäå îïåðàòîðû Ëàïëàñà ïîäåéñòâîâàëè íà ýêñïîíåíòó è çàìåíèëèñü íà

êâàäðàòû 4-èìïóëüñîâ ñ îáðàòíûì çíàêîì. Èíòåãðàëû ïî d4xi äàþò �óíê-

öèè Äèðàêà. Ïîýòîìó, ââîäÿ �óðüå-îáðàç ïðîïàãàòîðà (ñòð. 58):

D(p) =
ı

p2 −m2
, (4.46)

ïîëó÷àåì äëÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ

〈
f |S|i

〉
ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

∫

d4k1...d
4k4 δ(p1 + k1)δ(p2 + k2)δ(p3 − k3)δ(p4 − k4)

G̃(k1, ..., k4)

D(k1)...D(k4)
.

Èíòåãðèðóÿ ñ �óíêöèÿìè Äèðàêà, îêîí÷àòåëüíî, èìååì:

〈
f |S|i

〉
=

G̃(−p1,−p2, p3, p4)

D(p1)D(p2)D(p3)D(p4)
. (4.47)

(â çíàìåíàòåëå ó 4-èìïóëüñîâ ìû íå ïîñòàâèëè çíàêè ìèíóñ, òàê êàê

�óðüå-ïðîïàãàòîð (4.46) ÿâëÿåòñÿ ÷¼òíîé �óíêöèåé).

Ïðè ïîñòðîåíèè òåîðèè âîçìóùåíèé ìû ïîêàæåì (ñòð. 122), ÷òî, åñ-

ëè èìïóëüñû íà÷àëüíûõ è êîíå÷íûõ ÷àñòèö ðàçëè÷àþòñÿ, òî �óðüå-

îáðàç �óíêöèè �ðèíà ïðîïîðöèîíàëåí �óíêöèè Äèðàêà îò ñóììû 4-

èìïóëüñîâ. Êîý��èöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ìû áóäåì òàêæå îáîçíà-

÷àòü áóêâîé G, íî óæå áåç òèëüäû:

G̃(p1, ..., p4) = (2π)4 δ(p1 + ...+ p4)G(p1, ..., p4). (4.48)

Îí îïðåäåëÿåò ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ (4.26):

〈
f |M |i

〉
=

G(−p1,−p2, p3, p4)

D(p1)D(p2)D(p3)D(p4)
. (4.49)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â �óðüå-ïðåîáðàçîâàíèè (4.45) âñå ÷åòûðå èì-

ïóëüñà âõîäÿò ðàâíîïðàâíûì îáðàçîì. Â �îðìóëå äëÿ àìïëèòóäû (4.49)

íåîáõîäèìî èçìåíèòü çíàê ó 4-èìïóëüñîâ íà÷àëüíûõ ÷àñòèö.
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• Ïðîïàãàòîð (4.46) ÿâëÿåòñÿ �óðüå-îáðàçîì ñâîáîäíûõ äâóõòî÷å÷íûõ

�óíêöèé �ðèíà, ðàâíûõ âàêêóìíîìó ñðåäíåìó ïðè λ = 0 îò õðîíîëîãè-

÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ îïåðàòîðîâ ïîëÿ:

D(x1 − x2) =
〈
|Tϕ(x1)ϕ(x2)|

〉
=

∫
d4p1
(2π)4

d4p2
(2π)4

D̃(p1, p2) e
−ı (p1x1+p2x2).

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå èìååò âèä:

D̃(p1, p2) =

∫

d4x1 d
4x2D(x1 − x2) e

ı (p1x1+p2x2).

Â ñèëó òðàíñëÿöèîííîé èíâàðèàíòíîñòè D(x1 − x2) çàâèñèò îò ðàçíîñòè

êîîðäèíàò, ïîýòîìó ýòî âûðàæåíèå, ñäåëàâ çàìåíó x1 = x + x2, ìîæíî
ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

D̃(p1, p2) =

∫

d4x2 e
ı (p1+p2)x2

∫

d4xD(x) eı (p1x = (2π)4δ(p1 + p2)D(p1).

Àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ äëÿ òî÷íîé äâóõòî÷å÷íîé �óíê-

öèè �ðèíà ïðè λ 6= 0:

G(x1 − x2) =
〈
0|Tϕ(x1)ϕ(x2)|0

〉
,

ãäå óñðåäíåíèå óæå âåä¼òñÿ ïî âàêóóìó òî÷íîé òåîðèè. Ýòà �óíêöèÿ òàê-

æå çàâèñèò îò ðàçíîñòè êîîðäèíàò (ñòð. 76). Å¼ �óðüå-îáðàç ïðè ìíîæè-

òåëå (2π)4δ(p1 +p2) îáîçíà÷èì êàê G(p), ÷òî ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì

(4.48).

Â òåîðèè âîçìóùåíèé óäîáíî ââåñòè óñå÷¼ííûå �óíêöèè �ðèíà, ïîëó-

÷àþùèåñÿ äåëåíèåì �óðüå-îáðàçà �óíêöèé �ðèíà (áåç òèëüäû) íà òî÷-

íûå ïðîïàãàòîðû:

G
óñ

(p1, ..., p4) =
G(p1, ..., p4)

G(p1)...G(p4)
.

Àìïëèòóäà óïðóãîãî äâóõ÷àñòè÷íîãî ðàññåÿíèÿ, âûðàæåííàÿ ÷åðåç óñå-

÷¼ííûå 4-òî÷å÷íûå �óíêöèè, èìååò âèä:

〈
f |M |i

〉
=

G(p1)

D(p1)

G(p2)

D(p2)

G(p3)

D(p3)

G(p4)

D(p4)
G

óñ

(−p1,−p2, p3, p4). (4.50)

Àíàëîãè÷íî çàïèñûâàþòñÿ àìïëèòóäû íåóïðóãîãî ðàññåÿíèÿ. Íàïðèìåð,

åñëè äâå ÷àñòèöû ñòàëêèâàÿñü, ðîæäàþò ÷åòûðå ÷àñòèöû, íåîáõîäèìî

èìïîëüçîâàòü øåñòèòî÷åíóþ �óíêöèþ �ðèíàG
óñ

(−p1,−p2, p3, p4, p5, p6),

óìíîæåííóþ íà 6 îòíîøåíèé G(pi)/D(pi).
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�ëàâà 5

Ôóíêöèè �ðèíà

Ïðè èññëåäîâàíèè ðàçëè÷íûõ âîïðîñîâ â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ, óäîá-

íî ðàáîòàòü ñ �óíêöèÿìè �ðèíà. Îíè íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàíû ñ ìàòðè-

öåé ðàññåÿíèÿ, îäíàêî íå ñîäåðæàò �òðèâèàëüíûõ� ìíîæèòåëåé, ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ ñòàëêèâàþùèìñÿ ÷àñòèö.

Ìû ïîêàæåì, êàê âû÷èñëÿòü �óíêöèè �ðèíà ïî òåîðèè âîçìóùåíèé.

Áóäóò ïîäðîáíî ïðîâåäåíû ðàñ÷¼òû äëÿ äâóõ- è ÷åòûð¼õòî÷å÷íûõ �óíê-

öèé. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîæíî ñäåëàòü áîëåå íàãëÿäíûìè ïðè ïî-

ìîùè äèàãðàìì Ôåéíìàíà. �àññìàòðèâàþòñÿ ïðàâèëà èõ ïîñòðîåíèÿ â

êîîðäèíàòíîì è èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèÿõ.

Êâàíòîâûé ìèð

Ñåðãåé Ñ. Ñòåïàíîâ

Ýòà êíèãà íàõîäèòñÿ â ïðîöåññå ñîçäàíèÿ. Å¼ ïîñëåäíÿÿ âåðñèÿ

è äðóãèå ìàòåðèàëû íàõîäÿòñÿ íà ñàéòå: http://synset.om. Òàì

æå ìîæíî íàéòè ïåðâûé òîì: I. Ìåõàíèêà

Çàìå÷åííûå îøèáêè è âîïðîñû ïðîñüáà ïðèñûëàòü ïî àäðåñó:

steps137, çàòåì ñîáà÷êà è gmail.om.

(ñ) 2015. Ïå÷àòü: 2 èþëÿ 2017 ã.

107



108 �ËÀÂÀ 5.

1 Òî÷íûå �óíêöèè �ðèíà

• Ñðåäíåå îò õðîíîëîãè÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñêàëÿðíûõ ïîëåé â ïðåä-
ñòàâëåíèè �åéçåíáåðãà ïî âàêóóìó ïîëíîãî ãàìèëüòîíèàíà íàçûâàåòñÿ

òî÷íîé �óíêöèåé �ðèíà. Ïðè ïîìîùè ðåäóêöèîííîé �îðìóëû (4.43),

ñòð. 103 è ýòîé �óíêöèè âû÷èñëÿþòñÿ àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ. Êðîìå ýòî-

ãî, �óíêöèè �ðèíà èíòåðåñíû ñàìè ïî ñåáå, ò.ê. èõ ïîâåäåíèå îòðàæàåò

âñå ñâîéñòâà êâàíòîâîãî ïîëÿ.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå äâóõ îïåðàòîðîâ òî÷íàÿ �óíêöèÿ �ðèíà íàçûâàåòñÿ

òî÷íûì ïðîïàãàòîðîì:

G(x, y) =
〈
0|T{ϕ̂(x)ϕ̂(y)} |0

〉
. (5.1)

Çàäà÷à ýòîãî ðàçäåëà ñîñòîèò â ïîëó÷åíèè �îðìóëû, ïîçâîëÿþùåé âû-

÷èñëÿòü ïî òåîðèè âîçìóùåíèé ïîäîáíûå ñðåäíèå.

Íàïîìíèì, ÷òî ìû ðàçëè÷àåì ñîñòîÿíèÿ ñ íàèìåíüøåé ýíåðãèåé (âà-

êóóì) äëÿ ïîëíîé è ñâîáîäíîé òåîðèè. Ïåðâîå âàêóóìíîå ñîñòîÿíèå îáî-

çíà÷àåòñÿ êàê |0
〉
, à âòîðîå êàê |

〉
. Ïóñòü ýíåðãèÿ âàêóóìà ñâîáîäíîé

òåîðèè ðàâíà E
(0)
0 , à âàêóóìíàÿ ýíåðãèÿ ïîëíîé òåîðèè ðàâíà E0:

Ĥ | 0
〉
= E0 | 0

〉
, Ĥ0|

〉
= E

(0)
0 |

〉
. (5.2)

Êðîìå ýòîãî Ĥ = Ĥ0 + V̂ , ãäå äëÿ ìîäåëè ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ñ ñàìîäåé-

ñòâèåì V̂ = (λ/4!) ϕ̂4
.

Â �îðìóëå (5.1) óñðåäíåíèå ïðîâîäèòñÿ ïî ïîëíîìó âàêóóìó |0
〉
è îïå-

ðàòîðû â (5.1) âçÿòû â ïðåäñòàâëåíèè �åéçåíáåðãà. Îíè óäîâëåòâîðÿþò

íåëèíåéíûì îïåðàòîðíûì óðàâíåíèÿì

(∂2 +m2)ϕ̂ = − λ

3!
ϕ̂3, (5.3)

ðåøåíèÿ êîòîðûõ íåèçâåñòíû. Ìîæíî òàêæå ïåðåéòè ê îïåðàòîðàì â

ïðåäñòàâëåíèè âçàèìîäåéñòâèÿ (ñòð. 82):

ϕ̂(t, x) = eıĤt e−ıĤ0t ϕ̂I(t, x) e
ıĤ0t e−ıĤt,

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ïðîñòûì ëèíåéíûì óðàâíåíèÿì:

(∂2 +m2)ϕ̂I = 0. (5.4)

Â îïðåäåëåíèè (5.1) íàì íåèçâåñòíû íè ñâîéñòâà îïåðàòîðîâ ϕ̂, íè
ñâîéñòâà òî÷íîãî âàêóóìíîãî ñðåäíåãî |0

〉
, ÷òî óñëîæíÿåò âû÷èñëåíèå

ñðåäíåãî. Ïîýòîìó âûðàçèì ýòè âåëè÷èíû ÷åðåç ϕ̂I è |
〉
.
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• Ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà ýâîëþöèè (ñòð. ??)

Ŝ(t, t0) = eıĤ0 t e−ıĤ (t−t0) e−ıĤ0 t0
(5.5)

ñâÿçü ìåæäó îïåðàòîðàìè â ïðåäñòàâëåíèÿõ �åéçåíáåðãà è âçàèìîäåé-

ñòâèÿ ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ϕ̂(t, x) = Ŝ(0, t) ϕ̂I(t, x) Ŝ(t, 0). (5.6)

Âûðàçèì õðîíîëîãè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå T{ϕ̂(x)ϕ̂(y)} îïåðàòîðîâ �åé-
çåíáåðãà, ÷åðåç õðîíîëîãè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå îïåðàòîðîâ â ïðåäñòàâëå-

íèè âçàèìîäåéñòâèÿ. Ïóñòü x0 > y0. Òîãäà:

T{ϕ̂(x)ϕ̂(y)} = ϕ̂(x)ϕ̂(y) = Ŝ(0, x0) ϕ̂I(x) Ŝ(x
0, 0) Ŝ(0, y0) ϕ̂I(y) Ŝ(y

0, 0).

Â ñèëó ñâîéñòâà ïåðåìíîæåíèÿ îïåðàòîðîâ ýâîëþöèè (??), ñòð. ?? ìîæíî

îáúåäèíèòü ïðîèçâåäåíèå Ŝ(x0, 0)Ŝ(0, y0) â Ŝ(x0, y0):

ϕ̂(x)ϕ̂(y) = Ŝ(0, x0) ϕ̂I(x) Ŝ(x
0, y0) ϕ̂I(y) Ŝ(y

0, 0).

Êðîìå ýòîãî, ââåä¼ì âðåìÿ τ òàêîå, ÷òî τ > x0 > y0 > −τ è äîáàâèì (ïî

ñâîéñòâó ïåðåìíîæåíèÿ) ñëåâà è ñïðàâà îïåðàòîðû ýâîëþöèè:

ϕ̂(x) ϕ̂(y) = Ŝ(0, τ) Ŝ(τ, x0) ϕ̂I(x) Ŝ(x
0, y0) ϕ̂I(y) Ŝ(y

0,−τ) Ŝ(−τ, 0).

Îïåðàòîð ýâîëþöèè îïðåäåëÿåòñÿ (ñòð. ??) îïåðàòîðîì V̂I â ïðåäñòàâëå-

íèè âçàèìîäåéñòâèÿ. Ïîñëåäíèé, â ñâîþ î÷åðåäü, çàâèñèò îò ϕ̂I . Â ñèëó

óïîðÿäî÷åííîñòè âñåõ âðåì¼í â Ŝ(τ, x0), Ŝ(x0, y0), Ŝ(y0,−τ), ìîæíî ïî-
ñòàâèòü ñèìâîë T. Àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèå ñ ïåðåñòàâëåííûìè x è y

ïîëó÷àåòñÿ, åñëè y0 > x0
. Â ðåçóëüòàòå:

T{ϕ̂(x)ϕ̂(y)} = Ŝ(0, τ) T{Ŝ(τ, x0) ϕ̂I(x) Ŝ(x
0, y0) ϕ̂I(y) Ŝ(y

0,−τ)} Ŝ(−τ, 0).

Òàê êàê ïîä çíàêîì T ìîæíî ïåðåñòàâëÿòü ìåñòàìè îïåðàòîðû, ìû ìî-

æåì ñâåðíóòü Ŝ(τ, x0)Ŝ(x0, y0)Ŝ(y0,−τ) â Ŝ(τ,−τ), îêîí÷àòåëüíî âûðà-
çèâ õðîíîëîãè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå îïåðàòîðîâ �åéçåíáåðãà ÷åðåç õðîíî-

ëîãè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå îïåðàòîðîâ â ïðåäñòàâëåíèè âçàèìîäåéñòâèÿ:

T{ϕ̂(x)ϕ̂(y)} = Ŝ(0, τ) T{ϕ̂I(x)ϕ̂I(y) Ŝ(τ,−τ)} Ŝ(−τ, 0). (5.7)

Äëÿ îïåðàòîðà ýâîëþöèè ñóùåñòâóåò ÿâíàÿ �îðìóëà (??), ñòð. ??, ïîýòî-

ìó, (5.7) ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî â âèäå ðÿäà ïî òåîðèè âîçìóùåíèé.

Ïîíÿòíî, ÷òî àíàëîãè÷íîå âûðàæåíèå áóäåò ñïðàâåäëèâî äëÿ ïðîèçâå-

äåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà îïåðàòîðîâ. Ïðè ýòîì, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

èíòåðâàë âðåìåíè [−τ, τ ] âêëþ÷àåò âñå âðåìåíà ïîëåâûõ îïåðàòîðîâ.
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• Îñòàëîñü âûðàçèòü âàêóóìíûé âåêòîð òî÷íîãî ãàìèëüòîíèàíà |0
〉
,

÷åðåç âåêòîð âàêóóìà ñâîáîäíîé òåîðèè |
〉
. Òîãäà âû÷èñëåíèÿ �óíêöèé

�ðèíà áóäåò îòíîñèòåëüíî ëåãêî âûïîëíÿòü ïðè ïîìîùè òåîðåìû Âèêà

(êîòîðàÿ ñïðàâåäëèâà äëÿ ñðåäíèõ ïî ñâîáîäíîìó âàêóóìó).

�àçëîæèì âàêóóì òî÷íîé òåîðèè ïî ïîëíîìó íàáîðó ñîñòîÿíèé ñâî-

áîäíîé òåîðèè:

|0
〉
= C0 |

〉
+

∫

d3pCp |p
〉
+

∫

d3p d3kCp,k |p,k
〉
+ ... (5.8)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå � ýòî âàêóóì ñâîáîäíîé òåîðèè, óìíîæåííûé íà íåêî-

òîðóþ êîíñòàíòó C0. Äàëåå èä¼ò ñóïåðïîçèöèÿ îäíî÷àñòè÷íûõ ñîñòîÿíèé

ñ ðàçëè÷íîé ýíåðãèé (3-èìïóëüñîì). Âêëàä ýòèõ ñîñòîÿíèé îïðåäåëÿåòñÿ

�óíêöèé C(p) ≡ Cp. Òðåòüå ñëàãàåìîå � ýòî ñóïåðïîçèöèÿ äâóõ÷àñòè÷-

íûõ ñîñòîÿíèé ñ âåñàìè C(p,k) ≡ Cp,k. Ìíîãîòî÷èåì îáîçíà÷åíû òðåõ-

è ò.ä. ÷àñòè÷íûå ñîñòîÿíèÿ.

Ïîäåéñòâóåì îïåðàòîðîì Ŝ(−τ, 0) = e−ıĤ0τ eıĤτ
íà òî÷íûé âàêóóì:

Ŝ(−τ, 0) |0
〉
= eıE0τ e−ıĤ0τ |0

〉
,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî Ĥ|0
〉
= E0|0

〉
è ïîëó÷èâøååñÿ ÷èñëî ïåðåíåñåíî ÷åðåç

îïåðàòîð e−ıĤ0τ
. Åãî äåéñòâèå íà âàêóóìíûé âåêòîð |0

〉
âû÷èñëèì ïðè

ïîìîùè ðàçëîæåíèÿ (5.8):

e−ıE
(0)
0 τ

(

C0|
〉
+

∫

d3p e−ıωpτ Cp |p
〉
+

∫

d3p d3k e−ı(ωp+ωk)τ Cp,k |p,k
〉
+...

)

.

Â ïåðâîì ñëàãàåìîì ó÷òåíî, ÷òî Ĥ0|
〉
= E

(0)
0 |

〉
. Âî âòîðîì ñëàãàåìîì,

äåéñòâèå e−ıĤ0τ
äà¼ò ýíåðãèþ îäíî÷àñòè÷íîãî ñîñòîÿíèÿ E

(0)
0 + ωp, ãäå

ωp =
√

p2 +m2
ñ èìïóëüñîì p. Àíàëîãè÷íî äëÿ äâóõ÷àñòè÷íîãî ñîñòîÿ-

íèÿ è ò.ä.

Èíòåðâàë [−τ, τ ] â (5.7) äîëæåí âêëþ÷àòü âñå âðåìåíà îïåðàòîðîâ,

êîòîðûå ìîãóò áûòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèìè. Ñëåäîâàòåëüíî, öåëåñî-

îáðàçíî ðàññìîòðåòü ïðåäåë τ → ∞. Îäíàêî, íà ïðÿìóþ ýòîò ïðåäåë

âû÷èñëèòü íå ïîëó÷èòñÿ â ñèëó îñöèëëèðóþùåãî õàðàêòåðà ìíîæèòå-

ëåé òèïà e−ıωpτ
. Ïîýòîìó ïîòðåáóåòñÿ âûïîëíèòü îäèí ìàòåìàòè÷åñêèé

òðþê. Ñäåëàåì ìàëûé îòðèöàòåëüíûé êîìïëåêñíûé ñäâèã êâàäðàòà ìàñ-

ñûm2 7→ m2−ıǫ (â êîíå÷íîì âûðàæåíèè ìû ïåðåéä¼ì ê ïðåäåëó ǫ → +0).

Ýíåðãèÿ ñâîáîäíûõ ÷àñòèö ωp ïîëó÷èò òàêîé æå ñäâèã:
√

p2 +m2 − ıǫ ∼ ωp − ıǫ.

Òåïåðü ïðè τ → ∞ ýêñïîíåíòû e−ı(ωp−ıǫ)∞ → 0. Ïîòîìó, âûøå ìîæíî ïðå-
íåáðå÷ü âñåìè ñëàãàåìûìè êðîìå âåäóùåãî, ïðîïîðöèîíàëüíîãî âåêòîðó

âàêóóìà ñâîáîäíîãî ïîëÿ.
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Â ðåçóëüòàòå ïðè τ → ∞, ïîëó÷àåì:

Ŝ(−τ, 0) |0
〉
→ eı∆E0 τ C0 |

〉
, (5.9)

ãäå ∆E0 = E0 − E
(0)
0 . Àíàëîãè÷íî ïîâòîðÿþòñÿ âû÷èñëåíèÿ äëÿ:

〈
0| Ŝ(0, τ) → C∗

0 e
ı∆E0 τ

〈
|. (5.10)

Ôîðìàëüíî (5.10) ìîæíî ïîëó÷èòü ýðìèòîâûì ñîïðÿæåíèåì (5.9), ñ ïî-

ñëåäóþùåé çàìåíîé τ 7→ −τ , òàê êàê Ŝ+(−τ, 0) = Ŝ(0, −τ). Îäíàêî íà-

ëè÷èå ìíèìîé äîáàâêè ê êâàäðàòó ìàññû äåëàåò ãàìèëüòîíèàí íå ýðìè-

òîâ, à ýíåðãèþ E0, âîîáùå ãîâîðÿ, êîìïëåêñíîé. Ïîýòîìó áîëåå ñòðîãèì

áóäåò ïîâòîðèòü âû÷èñëåíèÿ, ïðèâåäøèå íàñ ê (5.9). Ïîñëå ïåðåíåñåíèÿ

îïåðàòîðîâ ýâîëþöèè âïðàâî èç (5.9) è (5.10) ñëåäóåò:

C0 e
ı∆E0 τ Ŝ(0,−τ) |

〉
→ |0

〉
, C∗

0 e
ı∆E0 τ

〈
|Ŝ(τ, 0) →

〈
0|. (5.11)

Òàêèì îáðàçîì, ìû âûðàçèëè âàêóóìíûé âåêòîð |0
〉
÷åðåç äåéñòâèå îïå-

ðàòîðà ýâîëþöèè íà âàêóóì ñâîáîäíîé òåîðèè â ïðåäåëå τ → ∞. Çàìå-

òèì, ÷òî ïðîäåëàííûé òðþê ïðåäïîëàãàåò ïåðåñòàíîâî÷íîñòü ïðåäåëîâ

τ → ∞ è ǫ → 0. Äåéñòâèòåëüíî, èñõîäíûé ãàìèëüòîíèàí íå èìååò ìíè-

ìîé äîáàâêè ê êâàäðàòó ìàññû (ýòî åñòü ïðåäåë ǫ → 0). Ìû õîòèì âû÷èñ-

ëèòü ïðåäåë τ → ∞. Îäíàêî, âìåñòî ýòîãî ñíà÷àëà âû÷èñëÿåòñÿ ïðåäåë

τ → ∞, à òîëüêî çàòåì ǫ → 0. Ìû îïóñòèì ìàòåìàòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå

çàêîííîñòè ïåðåñòàíîâî÷íîñòè òàêèõ ïðåäåëîâ.

Ïåðåìíîæèì âåêòîðû (5.11). Ñ÷èòàÿ, ÷òî âåêòîð îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ

ïîëíîãî ãàìèëüòîíèàíà íîðìèðîâàí íà åäèíèöó:

〈
0|0

〉
= 1, ïîëó÷àåì:

〈
|Ŝ(τ, −τ)|

〉
→ 1

|C0|2 e 2ı∆E0 τ
. (5.12)

Îêîí÷àòåëüíî, ñ ó÷¼òîì (5.9), (5.10) è (5.12), çàïèøåì ñðåäíåå çíà÷åíèå

(5.7) ïî ñîñòîÿíèþ | 0
〉
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

〈
0|T{ϕ̂(x)ϕ̂(y)}|0

〉
= lim

ǫ→0

〈
|T{ϕ̂I(x)ϕ̂I(y) Ŝ(∞, −∞)}|

〉

〈
|Ŝ(∞, −∞)|

〉 . (5.13)

Èñïîëüçóÿ òåîðèþ âîçìóùåíèé (??), ñòð. ??, ïðè ïîìîùè ýòîãî ñîîòíî-

øåíèÿ, ìîæíî âû÷èñëÿòü òî÷íûå �óíêöèè �ðèíà. Êîìïëåêñíàÿ äîáàâ-

êà m2 7→ m2 − ıǫ, ïîòðåáîâàâøàÿñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëà τ → ∞,

ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçîâàòü ïðè÷èííûå �óíêöèè �ðèíà âè-

äà (2.40), ñòð. 58. Äåéñòâèòåëüíî, â èõ çíàìåíàòåëå ñòîèò âûðàæåíèå

p2 −m2 + ıǫ, ÷òî â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ ââåäåííûì âûøå êîìïëåêñíûì

ñäâèãîì êâàäðàòà ìàññû.
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2 Äâóõòî÷å÷íàÿ �óíêöèÿ �ðèíà ïî òåîðèè âîçìóùåíèé

Íàéä¼ì ïî òåîðèè âîçìóùåíèé äâóõòî÷å÷íóþ �óíêöèþ �ðèíà, ðàâ-

íóþ G(x1, x2) =
〈
0|Tϕ(x1)ϕ(x2)|0

〉
(øëÿïêè íàä îïåðàòîðàìè íå ïèøåì).

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìîäåëü ñ ñàìîäåéñòâèåì (λ/4!)ϕ4
, äëÿ êîòîðîé çíà-

ìåíàòåëü â �îðìóëå (5.13) èìååò âèä (îïóñêàåì ó îïåðàòîðîâ èíäåêñ I):

〈
S
〉
= 1− ıλ

4!

∫
〈
Tϕ4

x

〉
d4x +

(−ıλ)2

2! · 4!2
∫

〈
Tϕ4

xϕ
4
y

〉
d4x d4y + ...

Äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ñîêðàù¼ííûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ õðî-

íîëîãè÷åñêèõ ñðåäíèõ:

〈
Tϕ4

x

〉
≡ (x4),

〈
Tϕ4

xϕ
4
y

〉
≡ (x4y4),

〈
Tϕxϕ

3
y

〉
≡ (xy3)

è ò.ä. Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ñðåäíåå çíà÷åíèå îïåðàòîðà S èìååò âèä:

〈
S
〉
= 1− ıλ

4!
(x4) +

(−ıλ)2

2 · 4!2 (x4y4) + ..., (5.14)

ãäå ïî x è y ïîäðàçóìåâàåòñÿ èíòåãðèðîâàíèå. Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ âû÷èñ-

ëÿåì ïî òåîðåìå Âèêà (ñòð. 67):

(x4) = (xxxx) + (xxxx) + (xxxx) = 3 (xx)2. (5.15)

Äëÿ ñðåäíåãî

〈
Tϕ2

xϕ
2
y

〉
≡ (x2y2) áåð¼ì ïåðâûé îïåðàòîð â ïðîèçâåäåíèè

xx è ñïàðèâàåì åãî ñî âòîðûì îïåðàòîðîì è ñ ïðîèçâåäåíèåì yy. Òàê êàê

â ýòîì ïðîèçâåäåíèè ïîëó÷èòñÿ äâà îäèíàêîâûõ ñïàðèâàíèÿ, èìååì:

(x2y2) = (xxyy) = (xxyy) + (xxyy) + (xxyy) = (xx)(yy) + 2(xy)(xy).

Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿåòñÿ:

(xy3) = 3 (xy)(yy). (5.16)

Äàëåå íàéä¼ì

(x4y4) = 3 (xx)(x2y4) + 4 (xy)(x3y3),

ãäå êîý��èöèåíò 3 âîçíèêàåò ïðè ñïàðèâàíèè ïåðâîãî x â (xxxxyyyy)

ñ îñòàëüíûìè òðåìÿ, à êîý��èöèåíò 4 ïðè ñïàðèâàíèè x ñ ÷åòûðüìÿ

îïåðàòîðàìè, çàâèñÿùèìè îò y. Äàëüíåéøèå âû÷èñëåíèÿ äàþò:

(x2y4) = (x2)(y4)+4(xy)(xy3), (x3y3) = 2 (x2)(xy3)+3 (xy)(x2y2). (5.17)

Ñîáåð¼ì òåïåðü âñ¼ âìåñòå:

(x4y4) = 9 (xx)2(yy)2 + 72 (xx)(yy)(xy)2 + 24 (xy)4. (5.18)

Òî÷íî òàêæå âû÷èñëÿþòñÿ áîëåå ñëîæíûå âàðèàíòû ñðåäíèõ.
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Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê ÷èñëèòåëþ â �îðìóëå (5.13), êîòîðûé ñðàçó çàïè-

øåì â ñîêðàù¼ííûõ îáîçíà÷åíèÿõ:

〈
Tϕ1ϕ2 S

〉
= (x1x2)− ı

λ

4!
(x1x2x

4) +
(−ıλ)2

2! 4!2
(x1x2x

4y4) + ...

Â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî λ:

(x1x2 x
4) = (x1x2) (x

4) + 4 (x1x)(x2x
3) (5.19)

= (x1x2) (x
4) + 12 (x1x)(x2x)(xx).

Âî âòîðîì ïîðÿäêå òàêæå ñíà÷àëà ñïàðèì ϕ1:

(x1x2x
4y4) = (x1x2)(x

4y4) + 4 (x1x) (x2 x
3y4) + 4 (x1y) (x2 x

4y3).

Òàê êàê ïî x è y âåä¼òñÿ èíòåãðèðîâàíèå, ïåðåèìåíóåì èõ â ïîñëåäíåì

ñëàãàåìîì, ïåðåñòàâèâ ìåñòàìè è ïðèâåä¼ì ïîäîáíûå:

(x1x2 x
4y4) = (x1x2)(x

4y4) + 8 (x1x) (x2 x
3y4).

Ñïàðèì òåïåðü ϕ2 âî âòîðîì ñëàãàåìîì:

(x1x2 x
4y4) = (x1x2)(x

4y4) + 24 (x1x) (x2x) (x
2y4) + 32 (x1x) (x2y) (x

3y3).

Ïîäñòàâèì â ïîñëåäíèå äâà ñëàãàåìûõ ñðåäíèå (5.17):

(x1x2 x
4y4) = (x1x2)(x

4y4) + 24 (x1x) (x2x) (xx)(y
4) (5.20)

+288 (x1x) (x2x)(xy)
2(yy) + (x1x) (x2y) {288(xx)(yy)(xy)+ 192(xy)3}.

Óìíîæèì (5.19) íà (−ıλ)/4!, à (5.20) íà (−ıλ)2/2 · 4!2 è ñëîæèì èõ:

〈
T{ϕ1ϕ2 S}

〉
= (x1x2)·

{

1− ıλ

4!
(x4) +

(−ıλ)2

2 · 4!2 (x4y4)
}

−ıλ

2
(x1x)(x2x)(xx)·

{

1− ıλ

4!
(y4)

}

−λ2
{1

4
(x1x)(x2x)(xy)

2(yy)+
1

4
(x1x)(x2y)(xx)(yy)(xy)+

1

6
(x1x)(x2y)(xy)

3
}

.

×òîáû ïîëó÷èòü �óíêöèþ �ðèíà, ýòî âûðàæåíèå íåîáõîäèìî ðàçäåëèòü

íà

〈
S
〉
. Òàê êàê è ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü ïîëó÷åíû ñ òî÷íîñòüþ äî

λ2
, äåëåíèå íåîáõîäèìî ïðîâîäèòü ñ ýòîé æå òî÷íîñòüþ. Âûðàæåíèÿ â

ïåðâûõ äâóõ �èãóðíûõ ñêîáêàõ ñ òî÷íîñòüþ äî λ2
ðàâíû çíàìåíàòåëþ

(5.14) è ñîêðàùàåòñÿ ñ íèì, à íà ïîñëåäíþþ �èãóðíóþ ñêîáêó, èìåþùóþ

ïîðÿäîê λ2
çíàìåíàòåëü ñ òî÷íîñòüþ äî λ2

íå îêàçûâàåò âëèÿíèå.
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Â ðåçóëüòàòå, îêîí÷àòåëüíî, ïîëó÷àåì:

G(x1, x2) = (x1x2)−
ıλ

2
(x1x)(x2x)(xx) (5.21)

−λ2
{1

4
(x1x)(x2x)(xy)

2(yy)+
1

4
(x1x)(x2y)(xx)(yy)(xy)+

1

6
(x1x)(x2y)(xy)

3
}

.

Ïðèäàäèì ýòîìó âûðàæåíèþ áîëåå íàãëÿäíûé âèä. Äëÿ ýòîãî ââåä¼ì

ñëåäóþùèå ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó ìíîæèòåëÿìè â �óíêöèè �ðèíà è ýëå-

ìåíòàìè ãðà�îâ:

Òàêèì îáðàçîì, äâóìÿ áåëûìè êðóæî÷êàìè, ñîåäèí¼ííûìè òîíêîé ëè-

íèåé, ìû îáîçíà÷àåì äâóõòî÷å÷íóþ �óíêöèþ �ðèíà D(x1 − x2) ≡ (x1x2)
ñâîáîäíûõ ÷àñòèö (λ = 0), à êàæäàÿ ÷¼ðíàÿ òî÷êà ïðèâîäèò ê óìíîæå-

íèþ íà −ıλ è èíòåãðèðîâàíèþ ïî ïåðåìåííîé, ñâÿçàííîé ñ ýòîé òî÷êîé.

Âñå ýëåìåíòû â äàííîé äèàãðàììå (íå çàâèñèìî ñâÿçíûå îíè èëè íåò) ïå-

ðåìíîæàþòñÿ. Êðîìå ýòîãî, ðåçóëüòàò óìíîæàåòñÿ íà ÷èñëîâîé ìíîæè-

òåëü, êîòîðûé ìû áóäåì ïèñàòü ðÿäîì ñ äèàãðàììîé. Îáîçíà÷èì òàêæå

òî÷íóþ äâóõòî÷å÷íóþ �óíêöèþ �ðèíà G(x1, x2) æèðíîé ëèíèåé. Òîãäà

ðàâåíñòâî (5.21) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñëåäóþùåé ñóììû äèàãðàìì:

Àíàëîãè÷íî èçîáðàæàåòñÿ âàêóóìíîå ñðåäíåå îò îïåðàòîðà S. Ïîäñòà-
âèì â åãî âûðàæåíèå (5.14) âû÷èñëåííûå ñðåäíèå (5.15) è (5.18) (ïî x è

y âåä¼òñÿ èíòåãðèðîâàíèå):

〈
S
〉
= 1− ıλ

8
(xx)2 − λ2

{
1

128
(xx)2(yy)2 +

1

16
(xx)(yy)(xy)2 +

1

48
(xy)4

}

.

Íà ÿçûêå äèàãðàìì ýòî âûðàæåíèå èìååò âèä:

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â îòëè÷èè îò G(x1, x2) ýòîò ðÿä ñîäåðæèò íåñâÿç-
íûå äèàãðàììû (òðåòüå ñëàãàåìîå ïîñëå ðàâåíñòâà). Êðîìå ýòîãî, îíî,

åñòåñòâåííî, íå ñîäåðæèò âíåøíèõ ëèíèé (îêàí÷èâàþùèõñÿ áåëûìè êðó-

æî÷êàìè).
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Çàìåòèì, ÷òî, ñ òî÷íîñòüþ äî λ2
, ñðåäíåå îïåðàòîðà S ìîæíî ïåðåïè-

ñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

〈
S
〉
= exp

[

− ıλ

8
(xx)2 − λ2

16
(xx)(yy)(xy)2 − λ2

48
(xy)4 + ...

]

. (5.22)

Ïðè ðàçëîæåíèè ýêñïîíåíòû â ðÿä Òåéëîðà (ex = 1 + x + x2/2! + ...)
ïî êîíñòàíòå λ, ïåðâîå ñëàãàåìîå â å¼ ïîêàçàòåëå âçâåä¼òñÿ â êâàäðàò è

ðàçäåëèòñÿ íà 2!, ÷òî äàñò ÷ëåí −(λ2/128) (xx)2(yy)2. �ðà�è÷åñêè, ýêñ-
ïîíåíöèàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ñðåäíåãî èìååò âèä:

Ïðè ýòîì, â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû âûïàäàåò íåñâÿçíàÿ äèàãðàììà è âñå

äèàãðàììû îêàçûâàþòñÿ ñâÿçíûìè. Ýòî îáùåå ñâîéñòâî, ñïðàâåäëèâîå

âî âñåõ ïîðÿäêàõ ïî òåîðèè âîçìóùåíèé, íàçûâàåòñÿ ýêñïîíèðîâàíèåì

íåñâÿçíûõ äèàãðàìì. Àíàëîãè÷íî, ÷èñëèòåëü â (5.13) äëÿ äâóõòî÷å÷íûõ

�óíêöèé �ðèíà âñåãäà ñîäåðæèò ñâÿçíûå äèàãðàììû, ñóììà êîòîðûõ

óìíîæàåòñÿ íà

〈
S
〉
è ýòî äà¼ò ÷àñòü íåñâÿçíûõ äèàãðàìì. Îäíàêî, ýòîò

ìíîæèòåëü ñîêðàùàåòñÿ ñî çíàìåíàòåëåì. Â ðåçóëüòàòå, äâóõòî÷å÷íàÿ

�óíêöèÿ �ðèíà âñåãäà ñîñòîèò òîëüêî èç ñâÿçíûõ äèàãðàìì.

Ñ óâåëè÷åíèåì ïîðÿäêà òåîðèè âîçìóùåíèé, ÷èñëî äèàãðàìì ñòðåìè-

òåëüíî ðàñò¼ò. Åñëè âî âòîðîì ïîðÿäêå ïðèñóòñòâóåò òðè äèàãðàììû, òî

óæå â òðåòüåì ïîðÿäêå ñóùåñòâóåò âîñåìü òîïîëîãè÷åñêè ðàçëè÷íûõ äèà-

ãðàìì (íàïîìíèì, ÷òî G(x1, x2) = G(x2, x1), ò.ê. ïîä õðîíîëîãè÷åñêèì

ïðîèçâåäåíèåì îïåðàòîðû ìîæíî ïåðåñòàâëÿòü):

Â ÷åòâ¼ðòîì ïîðÿäêå èõ 30, à â ïÿòîì � 118. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíèå

ïî òåîðèè âîçìóùåíèé ïîïðàâîê âûñîêîãî ïîðÿäêà ïî λ ñîïðÿæåíî ñî

çíà÷èòåëüíûìè âû÷èñëèòåëüíûìè òðóäíîñòÿìè.
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3 ×åòûð¼õòî÷å÷íàÿ �óíêöèÿ �ðèíà

�àññìîòðèì òåïåðü õðîíîëîãè÷åñêîå ñðåäíåå îò ÷åòûð¼õ îïåðàòîðîâ

ïîëÿ ïî âàêóóìó ïîëíîãî ãàìèëüòîíèàíà:

G(x1, x2, x3, x4) =
〈
0|Tϕ1ϕ2ϕ3ϕ4|0

〉
. (5.23)

Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ïî òåîðèè âîçìóùåíèÿ G(x1, x2, x3, x4) ðàâíà

D(x1, x2, x3, x4) = (x1x2)(x3x4) + (x1x3)(x2x4) + (x1x4)(x2x3). (5.24)

Ýòî ñîîòíîøåíèå èçîáðàæàåòñÿ ïðè ïîìîùè ñëåäóþùèõ òðåõ äèàãðàìì,

êàæäàÿ èç êîòîðûõ ðàñïàäàåòñÿ íà äâå íåñâÿçíûå, ñîîòâåòñòâóþùèå äâóõ-

òî÷å÷íûì �óíêöèÿì �ðèíà ñâîáîäíûõ ÷àñòèö:

Òî÷íóþ 4-òî÷å÷íóþ �óíêöèþ, ñòîÿùóþ ñëåâà îò ðàâåíñòâà ìû èçîáðàçè-

ëè çàøòðèõîâàííûì êðóæêîì. ×òîáû íå çàãðîìîæäàòü äèàãðàììó óêà-

çàíèåì êîîðäèíàò, ñïðàâà îò ðàâåíñòâà ñîõðàíÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííîå

ðàñïîëîæåíèå âåðøèí �óíêöèè �ðèíà, ñîîòâåòñòâóþùèõ êîîðäèíàòàì

x1, ...x4 (ïî ÷àñîâîé ñòðåëêè). Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî âî âòîðîé äèà-

ãðàììå ïðèøëîñü íàðèñîâàòü îäíó ëèíèþ ðàçðûâíîé (ëèíèè ðàñïîëî-

æåíû êàê-áû äðóã íàä äðóãîì). Îäíàêî, îíè íå ïåðåñåêàþòñÿ, ïîêà íå

ñîåäèíåíû ÷¼ðíîé òî÷êîé.

Â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî òåîðèè âîçìóùåíèÿ íà÷í¼ì ñïàðèâàòü ϕx1 ïîä

ñðåäíèì (x1x2x3x4x
4) ñî âñåìè îñòàëüíûìè:

(x1x2)(x3x4x
4) + (x1x3)(x2x4x

4) + (x1x4)(x2x3x
4) + 4(x1x)(x2x3x4x

3).

Äëÿ ñðåäíåãî â ïåðâîì ñëàãàåìîì èìååì:

(x3x4x
4) = (x3x4)(x

4) + 4 (x3x)(x4x
3) = (x3x4)(x

4) + 12 (x3x)(x4x)(x
2),

à ìíîæèòåëü (x2x3x4x
3) â ïîñëåäíåì ñëàãàåìîì ðàâåí

3(x2x3)(x4x)(x
2) + 3(x2x4)(x3x)(x

2) + 3(x2x)(x3x4)(x
2) + 6(x2x)(x3x)(x4x).

Ñîáèðàÿ âñ¼ âìåñòå, èìååì:

1

4!
(x1x2x3x4x

4) = (x1x)(x2x)(x3x)(x4x) +
1

4!
(x4)D(x1, x2, x3, x4)

+
1

2
(xx) {(x1x2)(x3x)(x4x) + (x3x4)(x1x)(x2x) + (x1x3)(x2x)(x4x)

+(x2x4)(x1x)(x3x) + (x1x4)(x2x)(x3x) + (x2x3)(x1x)(x4x)},
ãäå âûðàæåíèå ñðàçó ðàçäåëåíî íà 4! è D(x1, ..., x4) îïðåäåëåíî â (5.24).
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Ïåðâîå ñëàãàåìîå èçîáðàæàåòñÿ äèàãðàììîé, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñâÿç-

íîé:

Íàïîìíèì, ÷òî íàëè÷èå ÷¼ðíîé òî÷êè îçíà÷àåò, ÷òî äèàãðàììó íóæíî

óìíîæèòü íà −ıλ è ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî êîîðäèíàòå, ñâÿçàííîé ñ ýòîé

òî÷êîé (â äàííîì ñëó÷àå � ýòî x).

Âòîðîå ñëàãàåìîå, ïðîñóììèðîâàííîå ñ íóëåâûì ïðèáëèæåíèåì ê �óíê-

öèè �ðèíà (5.24), ñîêðàòèòüñÿ ïðè äåëåíèè íà ñðåäíåå îïåðàòîðà ðàññå-

ÿíèÿ

〈
S
〉
= 1 − ıλ

〈
x4
〉
/4! + ... (îñòàíåòñÿ òîëüêî íóëåâîå ïðèáëèæåíèå

D(x1, x2, x3, x4)). Íà îñòàëüíûå øåñòü ñëàãàåìûõ çíàìåíàòåëü â ïåðâîì

ïîðÿäêå ïî λ íå âëèÿåò (îíè óæå óìíîæåíû íà λ). Îíè îïèñûâàþòñÿ

íåñâÿçíûìè äèàãðàììàìè ñëåäóþùåãî âèäà:

Îáîçíà÷èì, êàê è ðàíüøå, òî÷íóþ äâóõòî÷å÷íóþ �óíêöèþ �ðèíà æèð-

íîé ëèíèåé. Åñëè ìû ïðîñóììèðóåì âñå íåñâÿçíûå äèàãðàììû (âî âñåõ

ïîðÿäêàõ òåîðèè âîçìóùåíèé), òî íåñâÿçíàÿ ÷àñòü 4-òî÷å÷íîé �óíêöèè

áóäåò èìåòü òàêîé æå âèä, êàê è ñâîáîäíàÿ �óíêöèÿ, íî ñ òî÷íûìè äâóõ-

òî÷å÷íûìè ïðîïàãàòîðàìè:

Íàïðèìåð, äëÿ òðåòåé äèàãðàììû G(x1−x4)G(x2−x3) èìååì ñëåäóþùåå

ïðîèçâåäåíèå ðÿäîâ êàæäîãî ñîìíîæèòåëÿ:

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî òàêîå ïðîèçâåäåíèå ïðèâîäèò ê íåñâÿçíîé ÷àñòè

4-òî÷å÷íîé �óíêöèè ñ òî÷íîñòüþ äî λ.

Òî÷íûå äâóõòî÷å÷íûå �óíêöèè �ðèíà ìû óæå ðàññìîòðåëè â ïðåäû-

äóùåì ðàçäåëå. Ïîýòîìó, ÷òîáû ÷óòü óïðîñòèòü âû÷èñëåíèÿ, äàëåå áóäåì

ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñâÿçíûå ÷àñòè 4-òî÷å÷íîé �óíêöèè.
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Äëÿ ýòîãî âî âòîðîì ïîðÿäêå ïî òåîðèè âîçìóùåíèé íå áóäåì ñïàðè-

âàòü xi äðóã ñ äðóãîì. Ñïàðèâàÿ x1 ñ x è y (ïåðåèìåíîâûâàÿ è ïåðåñòàâ-

ëÿÿ ïåðåìåííûå èíòåãðèðîâàíèÿ), èìååì:

(x1x2x3x4 x
4y4) = 8 (x1x)(x2x3x4 x

3y4).

Ñïàðèì òåïåðü x2, à çàòåì x3:

= 24 (x1x)(x2x)(x3x4 x
2y4) + 32 (x1x)(x2y)(x3x4 x

3y3)

= 24 · 2 (x1x)(x2x)(x3x)(x4 x y4) + 24 · 4 (x1x)(x2x)(x3y)(x4 x2y3)

+ 32 · 3 (x1x)(x2y)(x3x)(x4 x2y3) + 32 · 3 (x1x)(x2y)(x3y)(x4 x3y2).
Íàêîíåö, ñïàðèâàÿ îñòàâøèéñÿ îïåðàòîð ñ àðãóìåíòîì x4, ïîëó÷àåì:

= 48 (x1x)(x2x)(x3x)(x4x)(y
4) + 48 · 4 (x1x)(x2x)(x3x)(x4y)(xy3)

+96 · 2 (x1x)(x2x)(x3y)(x4x)(xy3) + 96 · 3 (x1x)(x2x)(x3y)(x4y)(x2y2)

+96 · 2 (x1x)(x2y)(x3x)(x4x)(xy3) + 96 · 3 (x1x)(x2y)(x3x)(x4y)(x2y2)

+96 · 3 (x1x)(x2y)(x3y)(x4x)(x2y2) + 96 · 2 (x1x)(x2y)(x3y)(x4y)(x3y).
Íåñïàðåííûå �îñòàòêè� ìû óæå âû÷èñëÿëè íà ñòð. 112:

(xy3) = 3(xy)(yy), (x2y2) = (xx)(yy) + 2(xy)2.

Ïîäñòàâëÿÿ èõ (è ïåðåèìåíîâûâàÿ ïåðåìåííûå èíòåãðèðîâàíèÿ x è y â

ïîñëåäíåì ñëàãàåìîì), îêîí÷àòåëüíî, ïîëó÷àåì:

1

2 · 4!2 (x1x2x3x4 x
4y4) = (x1x)(x2x)(x3x)(x4x)

(y4)

4!

+
1

2
(xy)(yy){(x1x)(x2x)(x3x)(x4y) + (x1x)(x2x)(x3y)(x4x)+

(x1x)(x2y)(x3x)(x4x) + (x1y)(x2x)(x3x)(x4x)}

+
1

2
(xy)2 (x1x) {(x2x)(x3y)(x4y) + (x3x)(x2y)(x4y) + (x4x)(x2y)(x3y)}

+
1

4
(xx)(yy) (x1x) {(x2x)(x3y)(x4y) + (x3x)(x2y)(x4y) + (x4x)(x2y)(x3y)}.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå, åñëè ê íåìó äîáàâèòü àíàëîãè÷íîå ñëàãàåìîå, ïîëó-

÷åííîå â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî òåîðèè âîçìóùåíèé, ïîëó÷àåò ìíîæèòåëü

1 − ıλ(y4)/4!, êîòîðûé ñîêðàùàåòñÿ ñ

〈
S
〉
. Ïðåäñòàâèì ïîëó÷åííûé ðå-

çóëüòàò â ãðà�è÷åñêîì âèäå.
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Ïîñëåäíÿÿ ñòðî÷êà äà¼ò òðè íåñâÿçíûå äèàãðàììû, êîòîðûå ïðîäîë-

æàþò ðàçëîæåíèå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ íåñâÿçíûõ òî÷íûõ äâóõòî÷å÷íûõ

�óíêöèé:

Ïîýòîìó ìû èõ èãíîðèðóåì (ò.ê. äîãîâîðèëèñü âû÷èñëèòü òîëüêî ñâÿç-

íóþ ÷àñòü �óíêöèè �ðèíà).

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ïîñëå ñîêðàùåíèÿ ìíîæèòåëÿ

〈
S
〉
ÿâëÿåòñÿ âåðøè-

íîé ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ñëåäóþùèå ÷åòûðå ïîõîæè íà íå¼, íî èìåþò ÷à-

ñòè÷íî �îäåòûå� ð¼áðà:

Åù¼ òðè ñëàãàåìûõ äàþò íîâûé êëàññ äèàãðàìì, íå ñâîäÿùèéñÿ ê îäå-

âàíèþ âíåøíèõ ð¼áåð:

Çàïèøåì îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå 4-òî÷å÷íîé �óíêöèè �ðèíà âî âòî-

ðîì ïîðÿäêå ïî òåîðèè âîçìóùåíèé (ïåðâûå òðè ñëàãàåìûõ òî÷íûå):

G(x1, x2, x3, x4) = (5.25)

G(x1, x2)G(x3, x4) + G(x1, x3)G(x2, x4) + G(x1, x4)G(x2, x3)

− ıλ (x1x)(x2x)(x3x)(x4x)

−λ2

2
(xy)(yy) {(x1x)(x2x)(x3x)(x4y) + (x1x)(x2x)(x3y)(x4x)+

(x1x)(x2y)(x3x)(x4x) + (x1y)(x2x)(x3x)(x4x)}

−λ2

2
(xy)2 (x1x) {(x2x)(x3y)(x4y) + (x3x)(x2y)(x4y) + (x4x)(x2y)(x3y)}.

Íàïîìíèì, ÷òî ïî x è y ïðîâîäèòñÿ èíòåãðèðîâàíèå, ïîýòîìó, íàïðèìåð,

÷ëåí ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî λ íà ñàìîì äåëå èìååò âèä:

−ıλ

∫

D(x1 − x)D(x2 − x)D(x3 − x)D(x4 − x) d4x.

Â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè �óíêöèè �ðèíà ÿâëÿþòñÿ ñèíãóëÿðíûìè

(÷òî ïðîÿâëÿåòñÿ óæå â ñëó÷àå ñâîáîäíûõ ÷àñòèö). Èõ âèä â èìïóëüñíîì

ïðåäñòàâëåíèè ñóùåñòâåííî ïðîùå, ÷òî ìû ñåé÷àñ è ïðîäåìîíñòðèðóåì.
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4 Èìïóëüñíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ �óíêöèé �ðèíà

Òî÷íóþ äâóõòî÷å÷íóþ �óíêöèþ �ðèíà ìû îáîçíà÷èëè êàê G(x1, x2).

Â ñèëó òðàíñëÿöèîííîé èíâàðèàíòíîñòè (ñòð. 76) îíà äîëæíà çàâèñåòü îò

ðàçíîñòè 4-êîîðäèíàò ïîëåâûõ îïåðàòîðîâ, ñòîÿùèõ ïîä ñðåäíåì. Êðîìå

ýòîãî, òàê êàê ïîä õðîíîëîãè÷åñêèì ïðîèçâåäåíèåì îïåðàòîðû ìîæíî

ïåðåñòàâëÿòü ìåñòàìè, îíà ÿâëÿåòñÿ ÷¼òíîé �óíêöèåé G(−x) = G(x).
Çàïèøåì ñëåäóþùåå �óðüå-ðàçëîæåíèå:

G(x1 − x2) =

∫

G(p) e−ıp(x1−x2)
d4p

(2π)4
. (5.26)

Àíàëîãè÷íîå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ìû èñïîëüçîâàëè è äëÿ ñâî-

áîäíîé �óíêöèè �ðèíà D(x1−x2). Å¼ �óðüå-îáðàç D(p) íàçûâàåòñÿ ïðî-
ïàãàòîðîì (âñïîìèíàåì ïðî ìíèìóþ äîáàâêó, ñòð.111):

D(p) =
ı

p2 −m2 + ıǫ
. (5.27)

Åñëè àðãóìåíòû �óíêöèè ñâîáîäíîé �óíêöèè �ðèíà ñîâïàäàþò, òî îíà

ïðîïîðöèîíàëüíà êîíñòàíòå:

D(0) = (xx) = ∆1 =

∫
ı

p2 −m2 + ıǫ

d4p

(2π)4
.

Ýòà êîíñòàíòà áåñêîíå÷íà (èíòåãðàë ïðè áîëüøèõ p ðàñõîäèòñÿ). Äëÿ

óñòðàíåíèÿ ïîäîáíûõ áåñêîíå÷íîñòåé ïðîâîäèòñÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ (ãëàâà

7), à çàòåì ïåðåíîðìèðîâêà ïàðàìåòðîâ ìîäåëè (ãëàâà 8).

Ïåðâàÿ ïîïðàâêà ïî òåîðèè âîçìóùåíèé ê äâóõòî÷å÷íîé �óíêöèè �ðè-

íà (ïåòëÿ), ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ −ıλ/2, ðàâíà:
∫

(x1x)(x2x)(xx) d
4x = ∆1

∫

D(p)D(q) e−ıp (x1−x)−ıq (x2−x) d
4p d4q d4x

(2π)8
.

Èíòåãðàë ïî d4x ñ ýêñïîíåíòîé äà¼ò (2π)4δ(q + p). Èíòåãðèðóÿ ñ ýòîé

δ-�óíêöèåé ïî d4q, ïîëó÷àåì:
∫

(x1x)(x2x)(xx) d
4x = ∆1

∫

D2(p) e−ıp (x1−x2)
d4p

(2π)4
,

ãäå ó÷òåíà ÷¼òíîñòü �óíêöèè D(p). Ïðèðàâíèâàÿ �óðüå-îáðàçû âñåõ âû-

ðàæåíèé â (5.21), ñòð. 114 ïîëó÷àåì â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïî λ ðàçëî-

æåíèå:

G(p) = D(p)− ıλ

2
∆1D

2(p) + ... (5.28)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî äëÿ �óíêöèè �ðèíà àâòîìàòè÷åñêè ïîëó÷èëàñü

ðàçíèöà àðãóìåíòîâ x1 − x2.
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Òàêæå ðàñïèñûâàþòñÿ ñëàãàåìûå âòîðîãî ïîðÿäêà ïî λ. Íàïðèìåð âû-

ðàæåíèå (x1x)(x2x)(yy)(xy)
2
ðàâíî:

∆1

∫

D(p)D(q)D(k)D(s) e−ıp(x1−x)−ıq(x2−x)−ı(k+s)(x−y) d
4p d4q d4k d4s d4x d4y

(2π)16
.

Èíòåãðàë ïî d4x d4y äà¼ò (2π)8δ(p+q−k−s) δ(k+s) = (2π)8δ(p+q) δ(k+s).
Ýòè δ-�óíêöèè ïîçâîëÿþò ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî s è q. Ïîâòîðÿÿ ýòè âû-

÷èñëåíèÿ äëÿ îñòàâøèåñÿ äâóõ ñëàãàåìûõ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé �óðüå-

îáðàç òî÷íîé �óíêöèè �ðèíà ñ òî÷íîñòüþ äî λ2
:

G(p) = D(p)− ıλ

2
∆1D

2(p)− λ2

4
∆1D

2(p)

∫

D2(k)
d4k

(2π)4
(5.29)

−λ2

4
∆2

1D
3(p) − λ2

6
D2(p)

∫

D(k)D(q)D(p− k− q)
d4k d4q

(2π)8
+ ...

Ýòî âûðàæåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ãðà�è÷åñêîì âèäå ïðè ïîìîùè äèà-

ãðàìì Ôåéíìàíà:

Â êàæäîé âåðøèíå äîëæåí âûïîëíÿòñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ 4-èìïóëüñà, à

ïî èìïóëüñàì íå çà�èêñèðîâàííûì ýòèì çàêîíîì, ïðîâîäèòñÿ èíòåãðè-

ðîâàíèå d4k/(2π)4. Ïÿòü ñëàãàåìûõ (5.29) èìåþò ñëåäóþùåå ãðà�è÷åñêîå
ïðåäñòàâëåíèå:

Â çàìêíóòûõ ïåòëÿõ ñ îäíîé òî÷êîé (êàê íà âòîðîé äèàãðàììå) îäèí è

òîò-æå èìïóëüñ âõîäèò è âûõîäèò èç âåðøèíû, ïîýòîìó îí íå ñâÿçàí ñ

èìïóëüñàìè ïîïàäàþùèìè â âåðøèíó èç äâóõ íèæíèõ ëèíèé. Òàêèå ïåò-

ëè äàþò ìíîæèòåëü ∆1. Íà íèæíåé ïåòëå òðåòåé äèàãðàììû ñèòóàöèÿ

àíàëîãè÷íà, íî òàê êàê ó íå¼ äâå âåðøèíû, âîçíèêàåò ìíîæèòåëü D2(k)
è ýòà ïåòëÿ íå ðàâíà ∆1. Â ïîñëåäíåé äèàãðàììå öåíòðàëüíàÿ ïðÿìàÿ,

ñîåäèíÿþùàÿ âåðøèíû, äîëæíà èìåòü èìïóëüñ p− k− q, ÷òîáû âûïîë-

íÿëñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ â êàæäîé âåðøèíå. Íàïðàâëåíèå èìïóëüñîâ ïî

êîòîðûì âåä¼òñÿ èíòåãðèðîâàíèå ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì (íî �èê-

ñèðîâàííûì). Íàïðèìåð, åñëè k è q ïåðåâåðíóòü, èìïóëüñ öåíòðàëüíîé

ëèíèè ñòàíåò ðàâíûì p + k + q.
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• Ôóðüå-îáðàç 4-òî÷å÷íîé �óíêöèè �ðèíà ðàâåí:

G̃(p1, ..., p4) =

∫

G(x1, ..., x4) e
ı (x1p1+...+x4p4) d4x1...d

4x4. (5.30)

Â îòëè÷èå îò 2-òî÷å÷íîé �óíêöèè, 4-òî÷å÷íàÿ ìîæåò ñîäåðæàòü ñâÿçíûå

è íåñâÿçíûå äèàãðàììû. Ñòðóêòóðà �óðüå-îáðàçà äëÿ íèõ áóäåò îòëè-

÷àåòñÿ. �àññìîòðèì ñíà÷àëà íåñâÿçíûå äèàãðàììû. Ïóñòü, íàïðèìåð,

G(x1, ..., x4) = G(x1 − x2)G(x3 − x4).

Ïîäñòàâèì â ýòî âûðàæåíèå èìïóëüñíîå ïðåäñòàâëåíèå 2-òî÷å÷íûõ �óíê-

öèé è ïðîèíòåãðèðóåì â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì (5.30):

∫

GpGqe
ı{p1x1+p2x2+p3x3+p4x4−p(x1−x2)−q(x3−x4)} d

4p d4q

(2π)8
d4x1...d

4x4,

ãäå Gp ≡ G(p). Èíòåãðàëû ïî d4xi äàþò ïðîèçâåäåíèå �óíêöèé Äèðàêà

(2π)16δ(p1− p)δ(p2+p)δ(p3− q)δ(p4+q), èíòåãðèðóÿ ñ êîòîðûìè ïî d4p

è d4q, ïîëó÷àåì:

G̃(p1, ..., p4) = (2π)4 δ(p1 + p2)G(p1) · (2π)4 δ(p3 + p4)G(p3). (5.31)

Äëÿ ñâÿçíûõ äèàãðàìì âîçíèêàåò îäíà �óíêöèÿ Äèðàêà, çàâèñÿùàÿ

îò ñóììû ÷åòûð¼õ èìïóëüñîâ:

G̃(p1, ..., p4) = (2π)4 δ(p1 + p2 + p3 + p4)G(p1, ..., p4). (5.32)

Áëàãîäàðÿ �óíêöèè Äèðàêà, íåçàâèñèìûõ àðãóìåíòîâ ó �óðüå-îáðàçà

�óíêöèè �ðèíà âñåãäà íà îäèí ìåíüøå, òàê êàê p1 = −p2 − ...− p4.

Ïðîäåìîíñòðèðóåì êàê ïîÿâëÿåòñÿ ýòà �óíêöèÿ Äèðàêà íà ïðèìåðå

ñâÿçíîé äèàãðàììû ïåðâîé ïîïðàâêè â (5.25) ïî òåîðèè âîçìóùåíèé:

Çàïèøåì å¼ âûðàæåíèå (ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ −ıλ) â êîîðäèíàòíîì
ïðåäñòàâëåíèè, ïåðåõîäÿ ê �óðüå-îáðàçó äâóõòî÷å÷íûõ �óíêöèé �ðèíà:

∫

(x1x)(x2x)(x3x)(x4x) d
4x =

∫

Dk1Dk2Dk3Dk4 e
−ıA d4k1...d

4k4
(2π)16

d4x,

ãäå

A = k1 (x1 − x) + k2 (x2 − x) + k3 (x3 − x) + k4 (x4 − x).

Èíòåãðàë ïî d4x äà¼ò (2π)4δ(k1+k2+k3+k4). Óìíîæèì íà eı (x1p1+...+x4p4)
è

ïðîèíòåãðèðóåì ïî d4x1...d
4x4. Ýòî äàñò ïðîèçâåäåíèå �óíêöèé Äèðàêà

(2π)16δ(k1 − p1)δ(k2 − p2)δ(k3 − p3)δ(k4 − p4), êîòîðûå �óõîäÿò� ïîñëå

èíòåãðèðîâàíèÿ ïî d4k1...d
4k4.
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Â ðåçóëüòàòå ìíîæèòåëü ïðè �óíêöèè Äèðàêà â (5.32) èìååò âèä:

G(p1, ..., p4) = −ıλDp1 Dp2Dp3Dp4. (5.33)

Òàêîå ïðîèçâåäåíèå ïðîïàãàòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ âíåøíèì ëèíèÿì â

4-òî÷å÷íîé �óíêöèè �ðèíà áóäåò âîçíèêàòü âî âñåõ ïîðÿäêàõ ïî òåîðèè

âîçìóùåíèé. Íàïðèìåð âî âòîðîì ïîðÿäêå ïðèñóòñòâóåò ÷ëåí âèäà:

(−ıλ)2

2

∫

(x1x)(x2x)(x3y)(x4y) d
4x d4y.

Ïîâòîðÿÿ ïðåäûäóùèå âû÷èñëåíèÿ, äëÿ �óíêöèè ïðè (2π)4 δ(p1+...+p4)
ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

Dp1Dp2Dp3Dp4

(−ıλ)2

2

∫

DqDq−p1−p2

d4q

(2π)4
. (5.34)

Àíàëîãè÷íûå âûðàæåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ åù¼ äëÿ äâóõ äèàãðàìì ñ ïåðåñòàâ-

ëåííûìè èíäåêñàìè ó èìïóëüñîâ (12) 7→ (13), (12) 7→ (14). Îíè ñîîòâåò-
ñòâóþò ïåðåñòàíîâêå èíäåêñîâ ó êîîðäèíàò �óíêöèè �ðèíà. Íàðèñóåì

ýòè òðè âêëàäà â âèäå äèàãðàìì Ôåéíìàíà:

Èìïóëüñû, îò êîòîðûõ çàâèñèò G(p1, ..., p4) âñåãäà íàïðàâëåíû ê öåíòðó

äèàãðàììû è ïîäïèñûâàþòñÿ ðÿäîì ñ âíåøíèìè ëèíèÿìè. Èì ñîîòâåò-

ñòâóåò ïðîèçâåäåíèå ïðîïàãàòîðîâ Dp1...Dp4. Íàä îñòàëüíûìè (âíóòðåí-

íèìè) ëèíèÿìè ìû ñòàâèì ïðîèçâîëüíûå èìïóëüñû (ñ �èêñèðîâàííûì

íàïðàâëåíèåì) è ïðîâåðÿåì âûïîëíåíèå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ â êàæäîé

âåðøèíå. Ýòî ïîçâîëÿåò âûðàçèòü ÷àñòü èìïóëüñîâ ÷åðåç äðóãèå è èì-

ïóëüñû âíåøíèõ ëèíèé. Íàïðèìåð, íà ïåðâîé äèàãðàììå â ïðàâîé âåð-

øèíå èìïóëüñû p1 è p2 â íå¼ âõîäÿò. Ïðîèçâîëüíûé èìïóëüñ q èç íå¼

âûõîäèò. Îñòàâøèéñÿ èìïóëüñ äîëæåí áûòü ðàâåí p1 + p2 − q, ÷òîáû â

ýòîé âåðøèíå âûïîëíèëñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî çàêîí ñîõðà-

íåíèÿ áóäåò âûïîëíåí è â ëåâîé âåðøèíå, òàê êàê áëàãîäàðÿ �óíêöèè

Äèðàêà δ(p1 + ... + p4) èìååì ñâÿçü p1 + p2 + p3 + p4 = 0. Ïî âñåì èì-

ïóëüñàì, íå çà�èêñèðîâàííûì çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ, íåîáõîäèìî ïðîâåñòè

èíòåãðèðîâàíèå d4q/(2π)4. Êðîìå ýòîãî, êàæäóþ âåðøèíó óìíîæàåì íà

(−ıλ), à âñþ äèàãðàììó íà �ñèììåòðèéíûé� ìíîæèòåëü, ñëåäóþùèé èç

òåîðåìû Âèêà (îí ïðèâîäèòñÿ ðÿäîì ñ äèàãðàììîé).



124 �ËÀÂÀ 5.

5 Êàê ïîëó÷àòü ñèììåòðèéíûå ìíîæèòåëè

∗

Äëÿ íàõîæäåíèÿ âñåõ äèàãðàìì Ôåéíìàíà â âûñîêèõ ïîðÿäêàõ ïî òåî-

ðèè âîçìóùåíèé, ïðèõîäèòñÿ äåëàòü äîñòàòî÷íî óòîìèòåëüíûå âû÷èñëå-

íèÿ, îñíîâàííûå íà òåîðåìå Âèêà. Èíîãäà íåîáõîäèìî äëÿ äèàãðàììû

äàííîãî òèïà íàéòè ÷èñëîâîé ìíîæèòåëü íå ïðîâîäÿ âñåõ âîçìîæíûõ

ñïàðèâàíèé, ó÷èòûâàþùèõ äðóãèå äèàãðàììû. Ýòà çàäà÷à ñóùåñòâåííî

ïðîùå.

�àññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ñëåäóþùåãî Ìèêêè Ìàóñà:

+ ... = (x1x2y
4
1y

4
2y

4
3).

Ñïàðèâàíèÿ äëÿ ñâÿçíîé äèàãðàììû íà÷èíàåì ïðîâîäèòü îáû÷íûì îá-

ðàçîì:

= 4 · 3 (x1y1)(x2y31y42y43) = 12 · 3 (x1y1) (x2y1) (y21y42y43) + ...

Âî âòîðîì ðàâåíñòâå ìû ñïàðèëè x2 òîëüêî ñ y1, òàê êàê õîòèì ïîëó÷èòü

÷ëåí â êîòîðîì x1 è x2 ñõîäÿòñÿ â îäíîé âåðøèíå. Âñå îñòàëüíûå ñïàðè-

âàíèÿ ïîìå÷åíû ìíîãîòî÷èåì. Äàëåå, y1 äîëæåí ñïàðèâàòüñÿ íå ñ ñîáîé,
à ñ äâóìÿ ðàçëè÷íûìè âåðøèíàìè:

(y21y
4
2y

4
3) = 4 · 2 (y1y2) (y1y32y43) + ... = 8 · 4 (y1y2) (y1y3)(y32y33) + ...

Îñòàëîñü íàéòè

(y32y
3
3) = 2(y2y2)(y2y

3
3) + 3 (y2y3) (y

2
2y

2
3) = 9 (y2y2) (y3y3) (y2y3) + ...,

ãäå ñíîâà îñòàâëåíû òîëüêî ñïàðèâàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå äèàãðàììå,

ò.å. y2 äîëæíî ñïàðèòüñÿ ñ y3 òîëüêî îäèí ðàç, òàê êàê ýòè âåðøèíû ñî-

åäèíåíû òîëüêî îäíèì ðåáðîì. Ñîáèðàÿ âñå ìíîæèòåëè âìåñòå è äåëÿ èõ

íà îáùèé ÷èñëîâîé �àêòîð, âîçíèêàþùèé â òðåòüåì ïîðÿäêå ïî òåîðèè

âîçìóùåíèé, ïîëó÷àåì 10368/(4!3 3!) = 1/8.
Ýòèì æå ìåòîäîì ìîæíî èíîãäà ïîëó÷àòü ñèììåòðèéíûå ìíîæèòåëè

â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå ïî òåîðèè âîçìóùåíèé äëÿ äèàãðàìì, èìåþùèõ

ïîâòîðÿþùèåñÿ áëîêè. �àññìîòðèì â n-òîì ïîðÿäêå ïî òåîðèè âîçìóùå-

íèé äèàãðàììó ñëåäóþùåãî âèäà:

Îíà ñîäåðæèò n âåðøèí, ñîåäèíÿþùèõ ìåæäó ñîáîé öèêëû â äëèííóþ

öåïî÷êó. Ñèììåòðèéíûé êîý��èöèåíò (ñ ïîäïèñàííûìè âíåøíèìè ëè-

íèÿìè) ïðè ýòîé äèàãðàììå ðàâåí 1/2n−1
.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî íà÷í¼ì ïðîâîäèòü ñïàðèâàíèÿ ñ âíåøíèìè

ëèíèÿìè, ó÷èòûâàÿ, òîëüêî ñâÿçíûå äèàãðàììû. Ïðîâåä¼ì ïåðâîå ñïà-

ðèâàíèå x1:

(x1x2x3x4 y
4
1...y

4
n) = 4n (x1y1) (x2x3x4 y

3
1y

4
2...y

4
n).

Òàê êàê ïî yi ïðîâîäèòñÿ èíòåãðèðîâàíèå, x1 ñïàðèâàåòñÿ ñ êàæäûì yi
(èõ n øòóê) è ïðè êàæäîì òàêîì ñïàðèâàíèè ÷åòâ¼ðòàÿ ñòåïåíü äà¼ò

ìíîæèòåëü 4. Ìû õîòèì ïîëó÷èòü äèàãðàììó, â êîòîðîé ëèíèÿ x2 ñâÿ-
çàíà ñ ëèíèåé x1 â îäíîé âåðøèíå (ýòî y1), ïîýòîìó èç âñåõ âîçìîæíûõ

ñïàðèâàíèé x2 ó÷èòûâàåì òîëüêî ñïàðèâàíèÿ ñ y1:

= 4n · 3 (x1y1) (x2y1) (x3x4y21y42...y4n) + ...,

ãäå ìíîãîòî÷èåì îáîçíà÷åíû îñòàâøèåñÿ ñïàðèâàíèÿ. Äàëåå, x3 íå äîëæ-
íî ñïàðèâàòüñÿ ñ y1, òàê êàê îíà íå ñâÿçàíà ñ ýòîé âåðøèíîé. Ïîýòîìó

ñïàðèì å¼ òîëüêî ñ y42...y
4
n:

= 12n · 4 (n− 1) (x1y1) (x2y1) (x3yn) (x4 y
2
1y

4
2...y

4
n−1y

3
n) + ...

Îñòàëîñü ñïàðèòü x4 è òîëüêî ñ yn â âåðøèíå êîòîðîé, îíà ñîåäèíÿåòñÿ

ñ ëèíèåé x3:

= 48 · 3n (n− 1) (x1y1) (x2y1) (x3yn) (x4yn) (y
2
1y

4
2...y

4
n−1y

2
n) + ...

Îñòàâøååñÿ ñðåäíåå â êîòîðîì ñòîèò n − 2 îïåðàòîðîâ â ÷åòâ¼ðòîé ñòå-

ïåíè è äâà âî âòîðîé, âû÷èñëèì ðåêóðñèâíûì îáðàçîì. Ñïàðèì y1 (íå
çàòðàãèâàÿ yn, ñ êîòîðûì îí â äèàãðàììå íå ñâÿçàí):

(y21 y
4
2...y

4
n−1 y

2
n) = 4 (n− 2) (y1y2) (y1 y

3
2y

4
3...y

4
n−1 y

2
n) + ...

= 4 · 3 (n− 2) (y1y2)
2 (y22 y

4
3...y

4
n−1 y

2
n) + ...

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èëîñü âûðàæåíèå àíàëîãè÷íîå èñõîäíîìó, íî ñîäåð-

æàùåå íà îäèí îïåðàòîð â ÷åòâ¼ðòîé ñòåïåíè ìåíüøå. Òàê êàê 4 · 3 =

12 = 4!/2, ïðîäîëæàÿ, ðåêóðñèâíî, ïîëó÷àåì:

=
4!n−2

2n−2
(n− 2)! (y1y2)

2(y2y3)
2 ... (yn−2yn−1)

2(y2n−1y
2
n)

2 + ...

Ïîñëåäíåå ñðåäíåå (y2n−1y
2
n) = 2(yn−1yn)

2 + ... äà¼ò åù¼ îäèí ìíîæèòåëü

2. Òàêèì îáðàçîì:

(x1x2x3x4 y
4
1...y

4
n) =

4!nn!

2n−1
(x1y1) (x2y1) (y1y2)

2...(yn−1yn)
2(x3yn) (x4yn) + ...

×èñëèòåëü 4!n n! ñîêðàùàåòñÿ ñî çíàìåíàòåëåì â ðàçëîæåíèè ýêñïîíåí-

òû, ïîýòîìó ÷èñëîâîé ìíîæèòåëü ïðè äèàãðàììå ðàâåí 1/2n−1
.
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6 Òîïîëîãèÿ äèàãðàìì

Äèàãðàììà Ôåéíìàíà â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè ÿâëÿåòñÿ íåîðè-

åíòèðîâàííûì ãðà�îì, êîòîðûé ñîñòîèò èç âåðøèí, âíåøíèõ ëèíèé è

ð¼áåð. Âåðøèíû ìû îáîçíà÷àåì ÷¼ðíûìè êðóæêàìè. Äèàãðàììà, ñîîò-

âåòñòâóþùàÿ V -òîìó ïîðÿäêó òåîðèè âîçìóùåíèé ñîäåðæèò V âåðøèí.

Â ϕ4
-òåîðèè â êàæäóþ âåðøèíó âñåãäà âõîäèò 4 ëèíèè. Îíè ìîãóò áûòü

îäíîé èç N âíåøíèõ ëèíèé (ñâÿçàííûõ ñ àðãóìåíòàìè �óíêöèé �ðèíà)

ëèáî îäíîé èç R âíóòðåííèõ ð¼áåð (ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíû). Âíóòðåííåå

ðåáðî ìîæåò ñîåäèíÿòü äâå ðàçëè÷íûå âåðøèíû èëè äâàæäû âõîäèòü â

îäíó âåðøèíó. Ïîýòîìó

4V = N + 2R. (5.35)

Åñëè ðåáðî âõîäèò è âûõîäèò èç âåðøèíû, îíî îáðàçóåò ïðîñòóþ ïåòëþ.

Íàïðèìåð, äâóõòî÷å÷íàÿ �óíêöèÿ �ðèíà íà òðåòåé äèàãðàììå ïîñëå ðà-

âåíñòâà, ñîäåðæèò äâà êîëüöà:

Ïðè ýòîì âåðõíåå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé ïåòë¼é. Íèæíåå êîëüöî ñîäåðæèò

äâà ðåáðà. Âòîðàÿ è ÷åòâ¼ðòûå äèàãðàììû òàêæå èìåþò ïðîñòûå ïåòëè.

×èñëî âíåøíèõ ëèíèé âñåãäà ÷¼òíî. Ýòî æå ñïðàâåäëèâî è äëÿ ëþáîãî

ïîäãðà�à, âûäåëåííîãî â äèàãðàììå (ñì. ïóíêòèðíûé ïðÿìîóãîëüíèê íà

ïîñëåäíåé äèàãðàììå âåðõíåãî ðèñóíêà).

Â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè ïî êîîðäèíàòàì, ñâÿçàííûìè ñ âåðøè-

íàìè âåä¼òñÿ èíòåãðèðîâàíèå. Ïåðåìåííûå èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæíî ïåðå-

èìåíîâûâàòü, ïîýòîìó ïðè ðèñîâàíèè äèàãðàìì ìû áóäåì èõ îïóñêàòü,

ïîìíÿ, ÷òî âñå îíè ðàçëè÷íû. Äèàãðàììó, ñîîòâåòñòâóþùóþ äàííîìó

÷ëåíó ðàçëîæåíèÿ ïî òåîðèè âîçìóùåíèé, ìîæíî íàðèñîâàòü ðàçëè÷íûì

îáðàçîì. Íàïðèìåð, íèæå âñå òðè äèàãðàììû èç ðàçëîæåíèÿ ÷åòûð¼õòî-

÷å÷íîé �óíêöèè òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòû (ãîâîðÿò, òàêæå ÷òî îíè

èçîìîð�íû):

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äå�îðìèðóÿ (áåç ðàçðûâîâ) èõ ìîæíî ñäåëàòü îäè-

íàêîâûìè. Ìû ðèñóåì äèàãðàììû íà ïëîñêîñòè, íî, íà ñàìîì äåëå, ýòî

òîïîëîãè÷åñêèé îáúåêò (âàæíî òîëüêî ðîëü òîëüêî òî, ÷òî ñ ÷åì ñâÿçà-

íî), ïîýòîìó äèàãðàììó ìîæíî âûâîðà÷èâàòü íàèçíàíêó è äåëàòü ñ íåé

ëþáûå äðóãèå íàäðóãàòåëüñòâà, íå ìåíÿþùèå å¼ òîïîëîãèè.
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Îáû÷íî, ÷òîáû íå çàãðîìîæäàòü ðèñóíîê âíåøíèå ëèíèè íå ïîäïè-

ñûâàþòñÿ. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî ïîìíèòü, ÷òî �óíêöèÿ �ðèíà ÿâëÿåòñÿ

ñèììåòðè÷íîé, ïîýòîìó ïðè ïåðåõîäå îò äèàãðàììû ê àíàëèòè÷åñêèì

âûðàæåíèÿì, íåîáõîäèìî äîëæíûì îáðàçîì ó÷åñòü âñå âîçìîæíûå ïåðå-

ñòàíîâêè âíåøíèõ ëèíèé. Íàïðèìåð, ñâÿçíàÿ ÷åòûð¼õòî÷å÷íàÿ �óíêöèÿ

âî âòîðîì ïîðÿäêå ïî òåîðèè âîçìóùåíèé èìååò òðè äèàãðàììû:

Òàê êàê îíè îòëè÷àþòñÿ òîëüêî ïîäïèñÿìè ó âíåøíèõ ëèíèé, ìû áóäåì

èçîáðàæàòü èõ îäíîé äèàãðàììîé, ñòàâÿ ó íå¼ äîïîëíèòåëüíûé ìíîæè-

òåëü 3 (òàêèå ìíîæèòåëè âñåãäà áóäóò ñòîÿòü â ÷èñëèòåëå!). Ïðèâåä¼ì

íåñêîëüêî äèàãðàìì ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ïî òåîðèè âîçìóùåíèé:

Ïåðâàÿ äèàãðàììà ïîëó÷èëàñü íåïëàíàðíîé, ò.å. å¼ íåëüçÿ èçîáðàçèòü

â ïëîñêîñòè áåç ïåðåñå÷åíèÿ ëèíèé. Ïîýòîìó îäíà äèàãîíàëüíàÿ ëèíèè

ðàçîðâàíà (îíà êàê-áû íàõîäèòñÿ ïîä äðóãîé äèàãîíàëüþ), ÷òîáû ïîä-

÷åðêíóòü, ÷òî òàì íåò ïåðåñå÷åíèÿ. Â ýòîé äèàãðàììå, êàæäàÿ âíåøíÿÿ

ëèíèÿ, ÷åðåç îäèíî÷íûå ð¼áðà ñîåäèíåíà ñî âñåìè îñòàëüíûìè âíåøíè-

ìè ëèíèÿìè. Ïîýòîìó ëþáûå ïîäïèñè êîîðäèíàò xi íà âíåøíèõ ëèíèÿõ

áóäóò òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû è ìíîæèòåëü â ÷èñëèòåëå ðàâåí 1.

Â ýòîì ñìûñëå ýòà äèàãðàììà àíàëîãè÷íà äèàãðàììå â ïåðâîì ïîðÿäêå

ïî òåîðèè âîçìóùåíèé, â êîòîðîì âñå ÷åòûðå âíåøíèå ëèíèè ñõîäÿòñÿ â

îäíîé âåðøèíå (êðåñòèê).

Â ëåâîé âåðøèíå âòîðîé äèàãðàììû ñõîäÿòñÿ äâå âíåøíèå ëèíèè. Ýòî

ìîãóò áûòü x1x2, x1x3, x1x4, x2x3, x2x4, x3x4. Ïðàâûå äâå âíåøíèå ëè-

íèè ìîãóò áûòü ïîäïèñàíû ïàðîé îñòàâøèõñÿ êîîðäèíàò â ëþáîì ïî-

ðÿäêå, òàê êàê ñóùåñòâóåò îñåâàÿ ñèììåòðèÿ. Â ðåçóëüòàòå, â ÷èñëèòåëå

ìû èìååì ìíîæèòåëü 6. Èíàÿ ñèòóàöèÿ ñ òðåòüåé äèàãðàììîé. Â ëåâîé

âåðøèíå ñíîâà ñõîäèòñÿ äâå ëèíèè è âîçìîæíî 6 ðàçëè÷íûõ èõ êîìáèíà-

öèé. Îäíàêî, òàê êàê îñåâîé ñèììåòðèè óæå íåò, äëÿ êàæäîé èç øåñòè

âîçìîæíîñòåé, íåîáõîäèìî ó÷åñòü äâà âàðèàíòà ïîäïèñûâàíèÿ ïðàâûõ

âíåøíèõ ëèíèé. Â ðåçóëüòàòå, ìíîæèòåëü â ÷èñëèòåëå ðàâåí 12 = 6 · 2.
×èñëà â çíàìåíàòåëÿõ íàçûâàþò âíóòðåííèìè ñèììåòðèéíûìè êîý�-

�èöèåíòàìè. Îíè ðàâíû îòíîøåíèþ �àêòîðà 4!V V !, âîçíèêàþùåãî â

V -òîì ïîðÿäêå ïî òåîðèè âîçìóùåíèé, äåë¼ííîãî íà ÷èñëî âñåõ òîïîëî-

ãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ äèàãðàìì.
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• Äèàãðàììû ìîãóò áûòü ñâÿçíûìè è íåñâÿçíûìè. Íåñâÿçíàÿ äèà-

ãðàììà ðàçáèâàåòñÿ íà íåñêîëüêî íåçàâèñèìûõ ãðà�îâ. Â òåîðèè âîçìó-

ùåíèé òàêîé äèàãðàììå ñîîòâåòñòâóåò ñëàãàåìîå, ðàâíîå ïðîèçâåäåíèþ

âñåõ íåñâÿçíûõ ãðà�îâ. Ìíîãèå íåñâÿçíûå äèàãðàììû ñîêðàùàþòñÿ ïðè

äåëåíèè â �îðìóëå (5.13), ñòð. 111 íà âàêóóìíîå ñðåäíåå

〈
S
〉
. Îäíàêî,

÷àñòü íåñâÿçíûõ äèàãðàìì âîçíèêàåò ïðè ïðÿìîì ñïàðèâàíèè âíåøíèõ

ëèíèé â �óíêöèÿõ �ðèíà. Ýòî äîñòàòî÷íî �òðèâèàëüíàÿ� íåñâÿçíîñòü,

êîòîðóþ ìû äàëåå âûäåëèì, ââåäÿ ïîíÿòèå âåðøèííûõ �óíêöèé.

Äðåâåñíûìè ãðà�àìè íàçûâàþòñÿ äèàãðàììû íå ñîäåðæàùèå çàìêíó-

òûõ ïóòåé. Íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ïðèâåäåíî íèæå íà ðèñóíêå:

Ïóòåøåñòâóÿ ïî òàêîìó ãðà�ó íåëüçÿ çàáëóäèòüñÿ, ïîïàâ â áåñêîíå÷íûé

öèêë. Èç ëþáîé âíåøíåé âåðøèíû (áåëûé êðóæîê) çà êîíå÷íîå ÷èñëî øà-

ãîâ ìû ìîæåì îäíîçíà÷íûì îáðàçîì ïîïàñòü â ëþáóþ äðóãóþ âåðøèíó

(äëÿ ñâÿçíûõ ãðà�îâ). Òàê êàê öèêëû â òàêîé äèàãðàììå îòñóòñòâóþò,

â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè îíà ñâîäèòñÿ ê ïðîèçâåäåíèþ ïðîïàãàòî-

ðîâ áåç êàêèõ ëèáî èíòåãðàëîâ (çíà÷åíèå èìïóëüñîâ íà âñåõ âíóòðåííèõ

ëèíèÿõ îäíîçíà÷íî �èêñèðóåòñÿ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ).

Â íåäðåâåñíûõ äèàãðàììàõ åñòü èíòåãðàëû ïî âíóòðåííèì èìïóëüñàì.

Ïîäñ÷èòàòü èõ ÷èñëî L ìîæíî ïî ñëåäóþùåé �îðìóëå:

L = R − V + 1 = V + 1− N

2
, (5.36)

ãäå ÷èñëî âíóòðåííèõ ëèíèé (R) � ýòî ÷èñëî èìïóëüñîâ èç êîòîðîãî ìû
âû÷èòàåì ÷èñëî ñâÿçåé (óðàâíåíèé), âîçíèêàþùèõ ïî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ

â êàæäîé âåðøèíå (V ). ×èñëî ñâÿçåé íåîáõîäèìî íà îäíó óìåíüøèòü, â
ñèëó îáùåãî çàêîíà ñîõðàíåíèÿ p1 + ... + pN = 0 äëÿ âñåé äèàãðàììû.

Âî âòîðîì ðàâåíñòâå ïîäñòàâëåíà ñâÿçü (5.35).

Íàïðèìåð, âûøå ïåðâàÿ äèàãðàììà îïðåäåëÿåòñÿ îäíèì èíòåãðàëîì, âòî-

ðàÿ � äâóìÿ, à òðåòüÿ � òðåìÿ. ×åì âûøå ïîðÿäîê ïî òåîðèè âîçìóùåíèé

(÷èñëî âåðøèí V ), òåì áîëüøå áóäåò èíòåãðàëîâ.
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• Äðåâåñíàÿ äèàãðàììà ìîæåò áûòü ðàçäåëåíà íà äâå íåñâÿçíûå ÷à-

ñòè, ðàçðåçàíèåì îäíîé âíóòðåííåé ëèíèè (ðåáðà). Òàêèå äèàãðàììû íà-

çûâàþòñÿ íåêîìïàêòíûìè èëè îäíî÷àñòè÷íî ïðèâîäèìûìè. Ïîäîáíûì

ñâîéñòâîì ìîãóò îáëàäàòü íå òîëüêî äðåâåñíûå äèàãðàììû:

Â 2-òî÷íûõ �óíêöèÿõ �ðèíà êîìïàêòíûõ äèàãðàìì äîñòàòî÷íî ìíîãî.

Â 4-òî÷å÷íûõ �óíêöèÿõ îíè âîçìîæíû òîëüêî íà âíåøíèõ ëèíèÿõ, êî-

òîðûå ìîãóò áûòü îòðåçàíû îò âñåé äèàãðàììû. Â 6-òî÷å÷íîé �óíêöèè

âîçìîæíî áîëåå íåòðèâèàëüíîå �âíóòðåííåå� ðàñïîëîæåíèå ëèíèè, ïî êî-

òîðîé ìîæíî ðàçäåëèòü äèàãðàììó.

Íåêîìïàêòíûå äèàãðàììû â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè ðàâíû ïðîèç-

âåäåíèþ ïðîïàãàòîðà (êîòîðûé ìû ðàçðåçàåì) íà äâà ìíîæèòåëÿ, ñîîò-

âåòñòâóþùèõ ïîëó÷èâøèìñÿ ïîñëå ðàçðåçàíèÿ äèàãðàììàì. Ïðè ýòîì,

ïî èìïóëüñó ðàçðåçàííîãî ïðîïàãàòîðà èíòåãðèðîâàíèå íå âåä¼òñÿ (îí

îäíîçíà÷íî �èêñèðîâàí). Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ðàçîáðàòüñÿ òîëüêî ñ êîì-

ïàêòíûìè äèàãðàììàìè, êîòîðûå íåëüçÿ ðàçäåëèòü, ðàçðåçàâ îäíó ëè-

íèþ. Íåêîìïàêòíûå äèàãðàììû ïîëó÷àþòñÿ èç íèõ ïðè ïîìîùè ïðîñòûõ

ïåðåìíîæåíèé.

Â V -òîì ïîðÿäêå ïî òåîðèè âîçìóùåíèé N -òî÷å÷íàÿ �óíêöèÿ �ðèíà

èìååò ìíîãî äèàãðàìì. Åñëè N áîëüøîå, ÷òî èõ î÷åíü ìíîãî. Ïîïðàâêà

(x1...xN y41...y
4
V ) òåîðèè âîçìóùåíèé ñîäåðæèò k = N+4V ñîìíîæèòåëåé.

Ïîýòîìó âîçìîæíî (k−1)(k−3)(k−5)...1 ñïàðèâàíèé. Íèæå â òàáëèöå â
ñòðî÷êå �âñåãî� äëÿ äâóõ- è ÷åòûð¼õòî÷å÷íûõ �óíêöèé ïðèâåäåí ïîðÿäîê

ýòîãî ÷èñëà â ïåðâûõ ïÿòè ïîïðàâêàõ òåîðèè âîçìóùåíèé:

G(x1, x2) G(x1, x2, x3, x4)
v = 2 3 4 5 2 3 4 5

âñåãî 103 105 107 1010 104 106 109 1011

ýêîíîì 10 64 496 4512 57 408 3496 34995

ðàçëè÷íûõ 3 8 30 118 2 8 37 181

1×Í 2 5 17 68 1 3 14 64

Â ñëåäóþùåé ñòðî÷êå äàíî ÷èñëî äèàãðàìì ïðè áîëåå èõ ýêîíîìè÷íîì

ïåðå÷èñëåíèè, ïîäîáíî òîìó, êàê ýòî äåëàëîñü â ïðåäûäóùåé ãëàâå. Çà-

òåì ïðèâåäåíî ñêîëüêî èç íèõ îêàçûâàåòñÿ ñâÿçíûõ è òîïîëîãè÷åñêè

ðàçëè÷íûõ. Íàêîíåö, â ïîñëåäíåé ñòðî÷êå ïðèâåäåíî êîëè÷åñòâî îäíî-

÷àñòè÷íî íåïðèâîäèìûõ äèàãðàìì.
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�ëàâà 6

Âåðøèííûå �óíêöèè

ÄèàãðàììûÔåéíìàíà ÿâëÿþòñÿ î÷åíü íàãëÿäíûì èíñòðóìåíòîì èçîá-

ðàæåíèÿ ðàçëè÷íûõ ïîïðàâîê ïî òåîðèè âîçìóùåíèé. Â ýòîé ãëàâå ìû

ðàññìîòðèì îáùèå ñâîéñòâà äèàãðàìì è ïðîâåä¼ì ñóììèðîâàíèå íåêî-

òîðîãî ïîäìíîæåñòâà äèàãðàìì âî âñåõ ïîðÿäêàõ òåîðèè âîçìóùåíèé.

Áóäåò ââåäåíû íîâûå �óíêöèè � ñîáñòâåííîé ýíåðãèè, âåðøèí è öåïåé,

êîòîðûå ñîäåðæàò â ñåáå íàèáîëåå çíà÷èìûå îñîáåííîñòè �óíêöèé �ðè-

íà. Â êîíöå ãëàâû âûâîäèòñÿ òî÷íûå óðàâíåíèÿ Äàéñîíà, ñâÿçûâàþùèå

ìåæäó ñîáîé ðàçëè÷íûå �óíêöèè �ðèíà.

Êâàíòîâûé ìèð

Ñåðãåé Ñ. Ñòåïàíîâ

Ýòà êíèãà íàõîäèòñÿ â ïðîöåññå ñîçäàíèÿ. Å¼ ïîñëåäíÿÿ âåðñèÿ

è äðóãèå ìàòåðèàëû íàõîäÿòñÿ íà ñàéòå: http://synset.om. Òàì

æå ìîæíî íàéòè ïåðâûé òîì: I. Ìåõàíèêà

Çàìå÷åííûå îøèáêè è âîïðîñû ïðîñüáà ïðèñûëàòü ïî àäðåñó:

steps137, çàòåì ñîáà÷êà è gmail.om.

(ñ) 2015. Ïå÷àòü: 2 èþëÿ 2017 ã.
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1 Ôóíêöèÿ ñîáñòâåííîé ýíåðãèè

�àññìîòðèì 2-òî÷å÷íóþ �óíêöèþ �ðèíà G(p), êîòîðàÿ òàêæå íàçû-

âàåòñÿ òî÷íûì ïðîïàãàòîðîì. Íàðèñóåì â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè ñ

òî÷íîñòüþ äî λ3
âñå äèàãðàììû, äàþùèå âêëàä â ýòó �óíêöèþ (ñòðåëêè

èìïóëüñîâ íå ðèñóåì):

Ýòîò ðÿä ñîäåðæèò êàê êîìïàêòíûå, òàê è íåêîìïàêòíûå äèàãðàììû.

Òàê, íåêîìïàêòíûìè (îäíî÷àñòè÷íî ïðèâîäèìûìè) äèàãðàììàìè ÿâëÿ-

åòñÿ ïðåäïîñëåäíÿÿ äèàãðàììà â ïåðâîé ñòðîêå è âñå äèàãðàììû èç íèæ-

íåé ñòðîêè. Îñòàëüíûå äèàãðàììû íå ìîãóò áûòü ðàçáèòû íà äâå íåñâÿç-

íûå ÷àñòè, ðàçðåçàíèåì âíóòðåííåé ëèíèè, ïîýòîìó îíè ÿâëÿþòñÿ êîì-

ïàêòíûìè. Ìû ãîâîðèì î âíóòðåííåé ëèíèè, òàê âíåøíèå ìîæíî �îáðå-

çàòü� äî áåñêîíå÷íîñòè. Êîãäà âíóòðåííÿÿ ëèíèÿ ðàçðåçàíà, îíà ñòàíî-

âèòñÿ êîíöàìè äâóõ âíåøíèõ ëèíèé è ïðîöåññ ðàçðåçàíèé îêàí÷èâàåòñÿ.

Âûäåëåíèå êîìïàêòíûõ äèàãðàìì ïîçâîëÿåò ý��åêòèâíî ïðîñóììèðî-

âàòü ÷àñòü áåñêîíå÷íîãî ðàçëîæåíèÿ ïî òåîðèè âîçìóùåíèé.

Îáîçíà÷èì âñå êîìïàêòíûå äèàãðàììû (êðîìå ïðîïàãàòîðà) áåç âíåø-

íèõ ëèíèé êàê −ıΣ(p) èëè ãðà�è÷åñêè â âèäå çàøòðèõîâàííîãî ïðÿìî-

óãîëüíèêà:

Ïðîçðà÷íûìè òî÷êàìè, ïðèæàòûìè ê ïðÿìîóãîëüíèêó îáðçíà÷åíû �âõî-

äû� äëÿ âíåøíèõ ëèíèé, êîòîðûå íàðèâîâàíû ïóíêòèðîì. Âìåñòî ýòèõ

ïóíêòèðîâ â äàëüíåøåì áóäóò íàðèñîâàíû ëèíèè, ò.å. äîáàâëåí ìíîæè-

òåëü D(p)D(p).
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Ïðè ïîìîùè ýòîãî îáîçíà÷åíèÿ çàïèøåì òî÷íóþ �óíêöèþ �ðèíà (îáî-

çíà÷åííóþ æèðíîé ëèíèåé) êàê ñóììó äèàãðàìì:

Êîý��èöèåíòû ïðè ïîäîáíûì îáðàçîì ñãðóïïèðîâàííûõ äèàãðàììàõ

îäèíàêîâû. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü ÷òî, ñ òî÷íîñòüþ äî λ3
ýòî äåéñòâè-

òåëüíî òàê. Íàïðèìåð, ÷åòâ¼ðòàÿ äèàãðàììà ñ äâóìÿ ïåòëÿìè ïîñëå ðà-

âåíñòâà íà âåðõíåì ðèñóíêå ïðåäûäóùåé ñòðàíèöû èìååò ÷èñëîâîé ìíî-

æèòåëü 1/4. Âòîðàÿ äèàãðàììà ïîñëå ðàâåíñòâà (ñ îäíîé ïåòë¼é) èìååò

êîý��èöèåíò 1/2. Îíà âêëþ÷åíà â îïðåäåëåíèå −ıΣ(p) è ïðîèçâåäåíèå

äâóõ ïåòåëü äà¼ò ìíîæèòåëü 1/4. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ýòî æå áóäåò âû-

ïîëíÿòüñÿ â ëþáîì ïîðÿäêå ïî òåîðèè âîçìóùåíèé.

Çàïèøåì ñóììó äèàãðàìì G â àíàëèòè÷åñêîì âèäå:

D+D (−ıΣ)D+D (−ıΣ)D (−ıΣ)D+... = D {1−ıΣ(D+D (−ıΣ)D+...)}.

�ÿä â êðóãëûõ ñêîáêàõ ñíîâà ðàâíÿåòñÿ G, ò.å.: èëè

G = D {1− ıΣG} => G =
D

1 + ıDΣ
.

Ïîäñòàâëÿÿ ÿâíûé âèä ïðîïàãàòîðà D(p) = ı/(p2 −m2 + ıǫ), ïîëó÷àåì:

G(p) =
ı

p2 −m2 − Σ(p) + ıǫ
. (6.1)

Ýòî âûðàæåíèå ïîõîæå íà ïðîïàãàòîð ñâîáîäíîé ÷àñòèöû ó êîòîðîé ïî-

ëó÷èëàñü ìîäè�èöèðîâàííàÿ ìàññà m2 7→ m2 + Σ(p). Ïîýòîìó Σ(p) íà-
çûâàþò �óíêöèåé ñîáñòâåííîé ýíåðãèè ÷àñòèöû. Ñîáñòâåííàÿ ýíåðãèÿ

ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ, ïîëó÷àåìûõ ïî òåîðèè âîçìóùå-

íèé è ñîäåðæàùèõ òîëüêî êîìïàêòíûå äèàãðàììû. Âñå îñòàëüíûå äèà-

ãðàììû (èõ òàêæå áåñêîíå÷íî ìíîãî) ý��åêòèâíî ïðîñóììèðîâàíû â

òî÷íîì ïðîïàãàòîðå (6.1).

Ñ òî÷íîñòüþ äî λ2
ïî òåîðèè âîçìóùåíèÿ ñîáñòâåííàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà

ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ

Σ(p) =
λ

2
∆1 +

λ2

4
∆1∆2 −

ıλ2

6

∫

DkDqDp−k−q
d4k d4q

(2π)8
, (6.2)

ãäå êîíñòàíòû∆n ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëàìè îò ı/(p
2−m2+ıǫ)n ïî d4p/(2π)4,

ò.å. ∆1 � ýòî ïåòëÿ ñ îäíîé òî÷êîé, à ı∆2 � ïåòëÿ ñ äâóìÿ òî÷êàìè. Èç

ñîîáðàæåíèé êîâàðèàíòíîñòè, Σ(p) ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíîé �óíêöèåé. Òàê

êàê äðóãèõ 4-âåêòîðîâ êðîìå p â å¼ îïðåäåëåíèè íåò, îíà çàâèñèò îò p2.
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2 Âåðøèííûå �óíêöèè

• Â îáùåì ñëó÷àå n-òî÷å÷íàÿ �óíêöèÿ �ðèíà:

G(x1, ..., xn) =
〈
0|T{ϕ1...ϕn}|0

〉
=

ðàâíà ñóììå ñâÿçíûõ è íåñâÿçíûõ äèàãðàìì. Äëÿ ñâÿçíûõ äèàãðàìì

�óðüå-îáðàç n-òî÷å÷íîé òî÷íîé �óíêöèè �ðèíà ðàâåí, ñì. (5.32), ñòð. 122:

(2π)4 δ(p1+...+pn)G(p1, ..., pn) =

∫

G(x1, ..., xn) e
ı (x1p1+...+xnpn) d4x1...d

4xn.

Òàê êàê â êàæäîì ñëàãàåìîì ïðè ðàçëîæåíèè ïî òåîðèè âîçìóùåíèé ó

n-òî÷å÷íîé �óíêöèè ïîÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèå n ïðîïàãàòîðîâ âíåøíèõ

ëèíèé, óäîáíî ââåñòè óñå÷¼ííóþ �óíêöèþ �ðèíà:

G
óñ

(p1, ..., pn) =
G

ñâÿç

(p1, ..., pn)

G(p1) · ... ·G(pn)
. (6.3)

Â ÷èñëèòåëå îïðåäåëåíèÿ ñòîÿò òîëüêî âêëàäû, ñîîòâåòñòâóþùèå ñâÿç-

íûì äèàãðàììàì, ÷òî ïîìå÷åíî èíäåêñîì �ñâÿç�. Â çíàìåíàòåëå ñòîÿò

òî÷íûå äâóõòî÷å÷íûå ïðîïàãàòîðû, êîòîðûå âîçíèêàþò ïðè �îäåâàíèè�

âíåøíèõ ëèíèé äèàãðàììû äîïîëíèòåëüíûìè ïåòëÿìè ïðè ðàçëîæåíèè

ïî òåîðèè âîçìóùåíèé.

Âåðøèííîé �óíêöèåé Γ(n)(p1, ..., pn) íàçûâàþò êîìïàêòíûå, óñå÷¼ííûå

�óíêöèè �ðèíà, ò.å. äèàãðàììû, êîòîðûõ íåëüçÿ ðàçáèòü íà íåñâÿçíûå

÷àñòè ðàçðåçàíèåì îäíîé âíóòðåííåé ëèíèè. Äèàãðàììû äëÿ 4-òî÷å÷íîé

�óíêöèè �ðèíà â ϕ4
-òåîðèè âñåãäà êîìïàêòíû, ïîýòîìó:

Γ(4)(p1, ..., p4) = G
óñ

(p1, ..., p4). (6.4)

Øåñòèòî÷å÷íûå äèàãðàììû ìîãóò áûòü íåêîìïàêòíûìè. Ïîýòîìó óñå-

÷¼ííàÿ øåñòèòî÷å÷íàÿ �óíêöèÿ �ðèíà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âåðøèííûå

�óíêöèè ñ 4-ÿ è 6-òüþ àðãóìåíòàìè:

Ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè èçîáðàæåíû �îòðåçàííûå� âíåøíèå ïðîïàãàòîðû,

à æèðíàÿ ëèíèÿ, ñîåäèíÿþùàÿ äâå âåðøèííûõ 4-�óíêöèé, êàê îáû÷íî,

îçíà÷àåò òî÷íûé ïðîïàãàòîð. Êîý��èöèåíò 10 îòðàæàåò, ÷òî âîçìîæ-

íî 10 òîïîëîãè÷åñêè íåýêâèâàëåíòíûõ ïîäïèñåé èìïóëüñîâ ó âíåøíèõ

ëèíèé.
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• Â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè ó ñâÿçíûõ è íåñâÿçíûõ äèàãðàìì ñòðóê-

òóðà ìíîæèòåëåé ñ δ-�óíêöèÿìè ðàçëè÷íà. Ïîýòîìó ðàññìîòðèì ñíà÷à-

ëà êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå. ×åòûð¼õòî÷å÷íàÿ �óíêöèÿ G(x1, ..., x4)

â í¼ì îïèñûâàåòñÿ òàêèìè äèàãðàììàìè:

Ôóðüå-îáðàç âåðøèííîé �óíêöèè îïðåäåëÿåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Γ̃(4)(k1, ..., k4) =

∫

Γ(4)(y1, ..., y4) e
ı(k1y1+...+k4y4) d4y1...d

4y4, (6.5)

à îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ðàâíî:

Γ(4)(y1, ..., y4) =

∫

Γ̃(4)(k1, ..., k4) e
−ı(k1y1+...+k4y4)

d4k1...d
4k4

(2π)16
. (6.6)

Òàê êàê âåðøèííàÿ �óíêöèÿ ñîñòîèò òîëüêî èç ñâÿçíûõ äèàãðàìì, àíà-

ëîãè÷íî �óíêöèè �ðèíà, âûäåëèì â íåé �óíêöèþ Äèðaêà îò ñóììû

âíåøíèõ èìïóëüñîâ:

Γ̃(4)(k1, ..., k4) = (2π)4δ(k1 + ...+ k4) Γ
(4)(k1, ..., k4). (6.7)

Çàïèøåì èìïóëüñíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ïîñëåäíåé (âåðøèííîé) äèà-

ãðàììû â G(x1, ..., x4). Îíà èìååò 4 âíåøíèõ ëèíèé, ñîåäèí¼ííûõ ñ âåð-

øèííîé �óíêöèåé òî÷êàìè â êîòîðûõ ïîäðàçóìåâàåòñÿ èíòåãðèðîâàíèå,

ïîýòîìó ýòà äèàãðàììà ðàâíà

∫

Gx1y1Gx2y2Gx3y3Gx4y4 Γ
(4)(y1, ..., y4) d

4y1...d
4y4.

Ïîäñòàâëÿÿ �óðüå-ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ äâóõòî÷å÷íûõ �óíêöèé �ðèíà,

èíòåãðàëû (6.6), óìíîæàÿ íà eı (x1p1+...+x4p4)
è èíòåãðèðóÿ ïî d4x1...d

4x4,
ïîëó÷àåì:

(2π)4 δ(p1 + ...+ p4)Gp1...Gp4 Γ
(4)(p1, ..., p4).

Ôóðüå-îáðàç âñåõ ÷åòûð¼õ äèàãðàìì èìååò ñëåäóþùèé âèä:

G̃(p1, ..., p4) = (2π)8 δ(p1 + p2) δ(p3 + p4)Gp1Gp3 + ...

(2π)4 δ(p1 + ...+ p4)Gp1...Gp4 Γ
(4)(p1, ..., p4),

ãäå ìíîãîòî÷èåì ïîìå÷åíû åùå äâà ñëàãàåìûõ ñ ïåðåñòàíîâêîé èíäåêñîâ

ó èìïóëüñîâ (1234) 7→ (1324) è (1234) 7→ (1423).
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• Çàïèøåì ÷åòûð¼õòî÷å÷íóþ âåðøèííóþ �óíêöèþ Γ(4)(p1, ..., p4) âî
âòîðîì ïîðÿäêå ïî òåîðèè âîçìóùåíèé:

Ïóíêòèðîì ïîìå÷åíû âõîäÿùèå èìïóëüñû, íà ìåñòî êîòîðûõ íåîáõîäèìî

ïðèñîåäèíèòü òî÷íûå ïðîïàãàòîðû. Àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå ÷åòûð¼õ-

òî÷å÷íîé âåðøèííîé �óíêöèè (p1 + p2 + p3 + p4 = 0) ñ òî÷íîñòüþ äî λ2

èìååò âèä:

Γ(4)(p1, ..., p4) = −ıλ
[

1 + Λ(p1 + p2) + Λ(p1 + p3) + Λ(p1 + p4)
]

,

ãäå òðè ïîñëåäíèå äèàãðàììû îïðåäåëÿþòñÿ îäíîé �óíêöèåé:

Λ(p) =
−ıλ

2

∫

D(k)D(p− k)
d4k

(2π)4
. (6.8)

Â ñèëó ðåëÿòèâèñòñêîé êîâàðèàíòíîñòè îíà çàâèñèò îò p2, à âåðøèííàÿ

�óíêöèÿ Γ(4)(p1, ..., p4) îò ñëåäóþùèõ òðåõ èíâàðèàíòîâ èìïóëüñîâ:

s = (p1 + p2)
2, t = (p1 + p3)

2, u = (p1 + p4)
2. (6.9)

Óìíîæàÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ p1+p2+p3+p4 = 0 íà p1, íåñëîæíî ïîëó÷èòü:

s+ u+ t = p21 + p22 + p23 + p24. (6.10)

Â òðåòüåì ïîðÿäêå ïî òåîðèè âîçìóùåíèé ê ýòèì äèàãðàììàì äîáà-

âÿòñÿ åù¼ òðè:

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ çàïèñè àíàëèòè÷åñêèõ âûðàæåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ

ýòèì äèàãðàììàì, íåîáõîäèìî ñèììåòðèçîâàòü âõîäÿùèå èìïóëüñû (âåð-

øèííàÿ �óíêöèÿ ñèììåòðè÷íà). Ïîýòîìó, âòîðàÿ, òðåòüÿ è ÷åòâ¼ðòàÿ

äèàãðàììû äîëæíû çàìåíèòüñÿ íà òðè ñ ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè èì-

ïóëüñîâ p1 + p2, p1 + p3 è p1 + p4. Ýòî îòðàæàþò ìíîæèòåëè 3 ïðè äèà-

ãðàììàõ. Ïÿòàÿ äèàãðàììà èìååò 6 âîçìîæíûõ âõîäÿùèõ ñëåâà èìïóëü-

ñîâ p1+p2, p1+p3, p1+p4, p2+p3, p2+p4, p3+p4. Çàìåòèì, ÷òî â òðåòüåì

ïîðÿäêå åñòü åù¼ òðè äèàãðàììû, íî îíè ñâîäÿòñÿ ê âåðøèííîé �óíêöèè

â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî òåîðèè âîçìóùåíèé, â êîòîðîé îäíà âíåøíÿÿ ëèíèÿ

�îäåòà� â òî÷íûé ïðîïàãàòîð. Ýòè äèàãðàììû ìû íå ó÷èòûâàåì, òàê êàê

÷åòûð¼õòî÷å÷íàÿ �óíêöèÿ �ðèíà â îïðåäåëåíèè âåðøèííîé �óíêöèÿ äå-

ëèòñÿ íà òî÷íûå ïðîïàãàòîðû.
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• Øåñòèòî÷å÷íàÿ �óíêöèÿ �ðèíà G(x1, ..., x6) îïðåäåëÿåòñÿ òî÷íûì

ïðîïàãàòîðîì, ÷åòûð¼õòî÷å÷íîé è øåñòèòî÷å÷íîé âåðøèííûìè �óíêöè-

ÿìè:

Äëÿ òð¼õ íåñâÿçíûõ ïðîïàãàòîðîâ âîçìîæíî 15 = 5 · 3 ðàçëè÷íûõ ðàç-

ìåòîê âíåøíèõ êîíöîâ, è ñòîëüêî æå ñ îäíèì ïðîïàãàòîðîì è ÷åòûð¼õ-

òî÷å÷íîé âåðøèííîé �óíêöèåé. Â ïîñëåäíåé äèàãðàììå ñîáðàíû òîëü-

êî ñâÿçíûå îäíî÷àñòè÷íî íåïðèâîäèìûå äèàãðàììû Ôåéíìàíà. Ôóðüå-

îáðàç òàêîé øåñòèòî÷å÷íîé �óíêöèè �ðèíà èìååò âèä:

G̃(p1, ..., p6) = (2π)12 δ(p1 + p2) δ(p3 + p4) δ(p5 + p6)Gp1Gp3Gp5 + ...

+(2π)8 δ(p1 + p2) δ(p3 + ...+ p6)Gp1 Gp3 ...Gp6 Γ
(4)(p3, ..., p6) + ...

+(2π)4 δ(p1 + ...+ p6)Gp1 ...Gp6 Γ
(4)(p1, p2, p3, p)Gp Γ

(4)(p, p4, p5, p6) + ...

+(2π)4 δ(p1 + ...+ p6)Gp1 ...Gp6 Γ
(6)(p1, ..., p6).

Â òðåòüåé ñòðîêå ïðèâåäåíî ïðîèçâåäåíèå îäíîé èç 10 äèàãðàìì ñ ïðîèç-

âåäåíèåì âåðøèííûõ 4-�óíêöèé è p = p1+p2+p3. Øåñòèòî÷å÷íàÿ âåð-

øèííàÿ �óíêöèÿ íàõîäèòñÿ â ïîñëåäíåé ñòðî÷êå. Îíà óìíîæàåòñÿ (êðî-

ìå ïðîïàãàòîðîâ) íà �óíêöèþ Äèðàêà îò ñóììû âñåõ øåñòè 4-èìïóëüñîâ

îò êîòîðûõ çàâèñèò ýòà âåðøèííàÿ �óíêöèÿ (çàêîí ñîõðàíåíèÿ).

Â ïåðâîì è âî âòîðîì ïîðÿäêàõ ïî λ øåñòèòî÷å÷íàÿ âåðøèííàÿ �óíê-

öèÿ ðàâíà íóëþ. Â òðåòüåì ïîðÿäêå îíà èìååò îäíó äèàãðàììó, à â ÷åò-

â¼ðòîì åù¼ ÷åòûðå (èìïóëüñíîå ïðåäñòàâëåíèå):

Â ýòîì ïðèáëèæåíèè óñå÷¼ííàÿ 6-�óíêöèÿ �ðèíà ñîäåðæèò 17 äèàãðàìì,

èç êîòîðûõ 12 ãðóïïèðóþòñÿ â ïðîèçâåäåíèå äâóõ 4-âåðøèííûõ �óíê-

öèé, ñîåäèí¼ííûõ òî÷íûì ïðîïàãàòîðîì. Òàêèì îáðàçîì, âûäåëåíèå âåð-

øèííûõ �óíêöèé ñóùåñòâåííî óïðîùàåò âû÷èñëåíèÿ ïî òåîðèè âîçìó-

ùåíèé.
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3 Ñóììèðîâàíèå öèêëîâ

∗

Îïðåäåëÿÿ ñîáñòâåííóþ �óíêöèþ ýíåðãèè, ìû ïðîñóììèðîâàëè áåñêî-

íå÷íîå ïîäìíîæåñòâî îäíî÷àñòè÷íî íåïðèâîäèìûõ äèàãðàìì. Ïîäîáíîå

ñóììèðîâàíèå ìîæíî ïðîâåñòè è äëÿ 4-âåðøèííîé �óíêöèè.

Ïðîñóììèðóåì âñå äèàãðàììû, ñîñòîÿùèå èç ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé

öèêëîâ, äîáàâèâ ê íèì âåðøèíó ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ ïî òåîðèè âîçìó-

ùåíèé (ðàáîòàåì â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè):

Êîý��èöèåíò 3 óêàçûâàåò íà íåîáõîäèìîñòü ñèììåòðèçîâàòü âûðàæåíèå

ïî âõîäÿùèì èìïóëüñàì, ò.å ïîëîæèòü äëÿ âõîäÿùèõ ñëåâà â äèàãðàììó

èìïóëüñîâ p = p1+p2, p = p1+p3 è p = p1+p4. �àññìîòðèì äèàãðàììû

ñ îäíèì öèêëîì (ñòð. 136) è äâóìÿ (p = p1 + p2):

= (−ıλ) Λ(p), = (−ıλ) Λ2(p).

Áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî âèðòóàëüíûå èìïóëüñû èíòåãðèðîâàíèÿ ìåæäó ñî-

áîé íå ñâÿçàíû, äèàãðàììà ñ äâóìÿ öèêëàìè ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ

äèàãðàììîé ñ îäíèì öèêëîì:

(−ıλ)3

4

∫
d4k

(2π)4
ı

k2 −m2

ı

(p− k)2 −m2

∫
d4q

(2π)4
ı

q2 −m2

ı

(p− q)2 −m2
.

Àíàëîãè÷íî, äèàãðàììà ñ òðåìÿ öèêëàìè ðàâíà (−ıλ)Λ3(p) è ò.ä.
Òåïåðü íåñëîæíî çàïèñàòü ðåçóëüòàò ñóììèðîâàíèÿ âñåõ öèêëîâ:

(−ıλ) Λ(p) + (−ıλ) Λ2(p) + (−ıλ) Λ3(p) + ... =
−ıλΛ(p)

1− Λ(p)
.

Äîáàâèì ê ýòîìó âûðàæåíèþ ïåðâîå ïðèáëèæåíèå (−ıλ) è ñèììåòðèçóåì

âõîäÿùèå èìïóëüñû:

Γ(4)(s, t, u) = −ıλ
[

1 +
Λ(s)

1− Λ(s)
+

Λ(t)

1− Λ(t)
+

Λ(u)

1− Λ(u)

]

. (6.11)

Â îòëè÷èå îò òî÷íîãî ïðîïàãàòîðà, âûðàæåííîãî ÷åðåç �óíêöèþ ñîá-

ñòâåííîé ýíåðãèè, ýòî âûðàæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì, òàê êàê ìû ïðî-

ñóììèðîâàëè íå âñå âîçìîæíûå äèàãðàììû, à òîëüêî òå èç íèõ, êîòî-

ðûå ñîäåðæàëè �ïðîèçâåäåíèå� öèêëîâ. Òåì íå ìåíåå, ìîæíî íàäåÿòüñÿ,

÷òî (6.11) òî÷íîå àïïðîêñèìèðóåò òî÷íóþ ÷åòûð¼õòî÷å÷íóþ âåðøèííóþ

�óíêöèþ, ÷åì òîëüêî äèàãðàììû äî âòîðîãî ïîðÿäêà ïî λ, êîòîðûå îïðå-

äåëÿþò Λ(s).



ÂÅ�ØÈÍÍÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈ 139

Åñòü åù¼ îäíà òîíêîñòü, ñâÿçàííàÿ ñ çàâèñèìîñòüþ ÷åòûð¼õòî÷å÷íîé

âåðøèííîé �óíêöèè îò èíâàðèàíòîâ s, t, u. Ïîêà ìû ðàññìàòðèâàåì êëàññ

ñèììåòðè÷íûõ äèàãðàìì, â êîòîðûõ ïàðû âíåøíèõ ëèíèé ñîåäèíÿþòñÿ

â îäíèõ âåðøèíàõ, Γ(4)(p1, ..., p4) îäèíàêîâî çàâèñèò îò òðåõ êîìáèíàöèé
èìïóëüñîâ p1 + p2, p1 + p3, p1 + p4. Èç îäíîãî 4-èìïóëüñà âîçìîæíî ïî-

ñòðîèòü òîëüêî îäèí èíâàðèàíò, ïîýòîìó âîçíèêàåò çàâèñèìîñòü îò òð¼õ

èíâàðèàíòîâ s, t, u. Îäíàêî, ñèòóàöèÿ ìåíÿåòñÿ ïðè ðàññìîòðåíèè äèà-

ãðàìì òèïà

Â ïåðâîé äèàãðàììå, ïðàâûå ëèíèè ìîãóò áûòü ïîìå÷åíû êàê (p1, p2),
(p1, p3), (p1, p4), (p2, p3), (p2, p4), (p3, p4) â ëþáîì ïîðÿäêå (äèàãðàììà

îáëàäàåò îñåâîé ñèììåòðèåé). Îñòàâøèåñÿ äâà èìïóëüñà âõîäÿò â îäíó

âåðøèíó ñëåâà. Ïîýòîìó ýòà äèàãðàììà (èõ íà ñàìîì äåëå 6) îïðåäåëÿ-

åòñÿ �óíêöèåé äâóõ àðãóìåíòîâ:

F (p3 + p4, p1) + F (p2 + p4, p1) + F (p2 + p3, p1)

+F (p1 + p4, p2) + F (p1 + p3, p2) + F (p1 + p2, p3).

Äâåíàäöàòü äèàãðàìì âòîðîãî òèïà óæå îïðåäåëÿþòñÿ �óíêöèåé, çàâè-

ñÿùåé îò òð¼õ èìïóëüñîâ K(p1 + p2, p3, p4) è ò.ä. Òàêèì îáðàçîì, íå âñå

äèàãðàììû ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê ñóììå Λ(s) + Λ(t) + Λ(u). Â îáùåì

ñëó÷àå, èç ÷åòûð¼õ èìïóëüñîâ ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè òðè (çàêîí ñîõðà-

íåíèÿ). Èç òð¼õ 4-èìïóëüñîâ ìîæíî ïîñòðîèòü 6 èíâàðèàíòîâ. Âïðî÷åì,

åñëè ýòè èìïóëüñû ðàññìàòðèâàþòñÿ íà ìàññîâîé ïîâåðõíîñòè (p2i = m2),

êàê ýòî ïðîèñõîäèò â ñëó÷àå äâóõ÷àñòè÷íîãî óïðóãîãî ðàññåÿíèÿ, ÷èñëî

íåçàâèñèìûõ èíâàðèàíòîâ ñîêðàùàåòñÿ äî äâóõ.

Â ñèììåòðè÷íûõ äèàãðàììàõ ñ ïàðàìè èìïóëüñîâ â îäíîé âåðøèíå

ìîæíî âûäåëèòü áëîê, ñîäåðæàùèé öåïî÷êè ñ öèêëàìè, ñîñòàâëåííûìè

èç òî÷íûõ ïðîïàãàòîðîâ:

Òîãäà ìíîãèå äèàãðàììû âåðøèííîé 4-�óíêöèè ìîæíî âûðàçèòü íà ÿçû-

êå ýòîãî îáúåêòà. Â àíàëèòè÷åñêîì âèäå ðÿä ðàâåí:

C(p) =
−ı λ C(p)
1− C(p) , C(p) = −ıλ

2

∫

G(k)G(p− k)
d4k

(2π)4
, (6.12)

ãäå p = p1 + p2. Èç 19-òè äèàãðàìì äî ÷åòâ¼ðòîãî ïîðÿäêà òåîðèè âîç-

ìóùåíèé âêëþ÷èòåëüíî, 9 âêëþ÷àþòñÿ â (6.12).
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4 Óðàâíåíèÿ Äàéñîíà

Ôóíêöèè �ðèíà óäîâëåòâîðÿþò áåñêîíå÷íîé ñèñòåìå óðàâíåíèé, êîòî-

ðûå íàçûâàþò óðàâíåíèÿìè Äàéñîíà. Äëÿ èõ âûâîäà íàïîìíèì (ñòð. 69),

÷òî äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ �îðìóëà:

D−1
x T{ϕx ϕ1...ϕn} = T{D−1

x ϕx ϕ1...ϕn} (6.13)

+
n∑

k=1

δxxk T{ϕ1...ϕk−1ϕk+1...ϕn},

ãäå ϕk ≡ ϕ(xk), δxxk ≡ δ(x − xk) è ââåäåí äè��åðåíöèàëüíûé îïåðà-

òîð D−1
x = ı(∂2

x + m2), äåéñòâóþùèé íà îïåðàòîð ϕx. Âñå îïåðàòîðû

çäåñü è äàëåå âçÿòû â ïðåäñòàâëåíèè �åéçåíáåðãà. Èñïîëüçóÿ óðàâíå-

íèÿ ïîëÿ (5.3), ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ Äàéñîíà â äè��åðåíöèàëüíîé �îðìå

(Dysondf):

D−1
x T{ϕx ϕ1...ϕn} = −ıλ

6
T{ϕ3

x ϕ1...ϕn}+
n∑

k=1

δxxk T{ϕ1...ϕk−1ϕk+1...ϕn}.

Ýòî äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (òî÷íåå ñèñòåìó óðàâíåíèé) ìîæíî

ïåðåïèñàòü â ýêâèâàëåíòíîé èíòåãðàëüíîé �îðìå (Dysonint):

T{ϕx ϕ1...ϕn} = −ıλ

6

∫

w

DxwT{ϕ3
w ϕ1...ϕn}+

n∑

k=1

Dxxk T{ϕ1..ϕk−1ϕk+1..ϕn},

ãäå äëÿ êðàòêîñòè îïóùåí äè��åðåíöèàë èíòåãðèðîâàíèÿ d4w (èíòåãðè-

ðîâàíèå îáîçíà÷àåì ïîäîáíî ñóììèðîâàíèþ). Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ íåñëîæ-

íî ïîëó÷èòü ïðåäûäóùåå óðàâíåíèå (Dysondf), åñëè ó÷åñòü, ÷òî ïðîïàãà-
òîð ñâîáîäíîé ÷àñòèöû Dxy óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ:

D−1
x Dxy ≡ ı(∂2

x +m2)Dxy = δxy. (6.14)

Ñîáñòâåííî óðàâíåíèÿ Äàéñîíà ïîëó÷àþòñÿ ïîñëå óñðåäíåíèÿ óðàâíåíèÿ

(Dysonint) ïî âàêóóìó òî÷íîé òåîðèè |0
〉
(õîòÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, îíè ñïðà-

âåäëèâû äëÿ ñðåäíåãî ïî ëþáîìó ñîñòîÿíèþ).

Óðàâíåíèÿ (Dysonint) ñâÿçûâàþò n + 1-òî÷å÷íóþ �óíêöèþ �ðèíà ñ

n+ 3 è n− 1 �óíêöèÿìè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà

�çàöåïëÿþùèõñÿ� äðóã çà äðóãà óðàâíåíèé. Ê ñîæàëåíèþ, îíà óñòðîåíà

òàêèì îáðàçîì, ÷òî íàéäÿ n-òî÷å÷íóþ �óíêöèþ ìû íå ìîæåì ïîëó÷èòü

n+1-òî÷å÷íóþ �óíêöèþ è ò.ä. Ïîýòîìó äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Äàéñîíà

ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü ðàçëè÷íûå ïðèáëèæ¼ííûå ìåòîäû.
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• Îáîçíà÷èì òî÷íóþ n-òî÷å÷íóþ �óíêöèþ �ðèíà â âèäå êðóãà ñ n

âíåøíèìè ëèíèÿìè:

G(x1, ..., xn) =
〈
0|T{ϕ1...ϕn}|0

〉
=

Òîãäà óðàâíåíèå Äàéñîíà (Dysonint) ìîæíî èçîáðàçèòü ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì:

Íàðèñóåì ñèñòåìó Äàéñîíà â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óðàâíåíèé. Ïåð-

âîå óðàâíåíèå (n = 1) â ëåâîé ÷àñòè ñîäåðæèò 2-òî÷å÷íóþ �óíêöèþ

�ðèíà, ÿâëÿþùóþñÿ òî÷íûìè ïðîïàãàòîðîì (æèðíàÿ ëèíèÿ):

(6.15)

Ýòîò ïðîïàãàòîð âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñâîáîäíûé ïðîïàãàòîð (òîíêàÿ ëè-

íèÿ) è 4-òî÷å÷íóþ �óíêöèþ �ðèíà, òðè âíåøíèå ëèíèè êîòîðîé ñîáðàíû

â îäíîé òî÷êå. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëàìè Ôåéíìàíà â êîîðäèíàòíîì

ïðåäñòàâëåíèè ýòà òî÷êà óìíîæàåòñÿ íà −ıλ è â íåé ïðîâîäèòñÿ èíòå-

ãðèðîâàíèå:

Gxy = Dxy −
ıλ

6

∫

z

DxzG(z, z, z, y). (6.16)

Ôóíêöèè �ðèíà ñ íå÷¼òíûì ÷èñëîì àðãóìåíòîâ ðàâíû íóëþ, ïîýòîìó

çàïèøåì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå ïðè n = 3. Îíî âûðàæàåò 4-òî÷å÷íóþ

�óíêöèþ ÷åðåç 6-òî÷å÷íóþ:

(6.17)

Àíàëîãè÷íî ðèñóþòñÿ óðàâíåíèÿ Äàéñîíà ïðè n = 5, 7, .... Â íåñâÿç-

íûõ ÷àñòÿõ îíè ñîäåðæàò ïðîèçâåäåíèå ñâîáîäíîãî ïðîïàãàòîðà è òî÷íîé

�óíêöèè �ðèíà ïîðÿäêà n− 1.



142 �ËÀÂÀ 6.

• Íàïîìíèì, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî âòîðîãî ïîðÿäêà ïî λ, 2-òî÷å÷íàÿ

�óíêöèÿ �ðèíà ðàâíà:

à òî÷íàÿ 4-òî÷å÷íàÿ �óíêöèÿ â ïåðâîì ïîðÿäêå:

(ñïðàâà ñîõðàíÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííûé ïîðÿäîê âíåøíèõ ëèíèé, ïîäïè-

ñàííûõ ñëåâà). Ïîëîæèì â óðàâíåíèè (6.15) y = x1. Íà äèàãðàììàõ 4-

òî÷å÷íîé �óíêöèè ýòà òî÷êà âñåãäà íàõîäèòñÿ â ïðàâîì âåðõíåì óãëó.

Îñòàëüíûå ïðîçðà÷íûå òî÷êè íóæíî ñîåäèíèòü âìåñòå, çàêðàñèòü (â íèõ

âåä¼òñÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî z) è ïðèñîåäèíèòü ëèíèþ ïðîïàãàòîðà, íà ñâî-

áîäíîì êîíöå êîòîðîãî íàõîäèòñÿ x. Ïåðâûå òðè äèàãðàììû G(x1, ..., x4)
ñâåðíóòüñÿ â äèàãðàììó (a) íà 2-òî÷å÷íîé �óíêöèè �ðèíà, äàâ ìíîæè-

òåëü 3. Â óðàâíåíèè Äàéñîíà ñòîèò ìíîæèòåëü 1/6, â ðåçóëüòàòå ÷åãî

ïîëó÷èòñÿ 1/2, êîòîðûé è ïðèñóòñòâóåò â (a). Ïîñëåäíÿÿ äèàãðàììà âî

ïåðâîì ðÿäó 4-òî÷å÷íîé �óíêöèè, ñâåðíóâ ñâîè êîíöû ïðèâåä¼ò ê äèà-

ãðàììå (d). Òàê êàê îíà îäíà, òî ìíîæèòåëü ïðè íåé îñòàíåòñÿ 1/6. Èç
îñòàâøèõñÿ 6 äèàãðàìì, òðè áåç ïåòëè íà ëèíèè, ñîäåðæàùåé x1 = y

äàäóò äèàãðàììó (b), à ñ ïåòë¼é � äèàãðàììó ().

Òàêèì îáðàçîì, 4-òî÷å÷íàÿ �óíêöèÿ �ðèíà â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî òåî-

ðèè âîçìóùåíèé, ïîäñòàâëåííàÿ â óðàâíåíèå Äàéñîíà, äà¼ò 2-òî÷å÷íóþ

�óíêöèþ �ðèíà âî âòîðîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé.

Àíàëîãè÷íî, ãðà�è÷åñêè ìîæíî ïîäñòàâèòü óðàâíåíèå Äàéñîíà äëÿ

4-òî÷å÷íîé �óíêöèè (6.17) â 2-òî÷å÷íóþ �óíêöèþ (6.15):

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî âòîðîå ñëàãàåìîå ïîñëå ðàâåíñòâà ïîõîæå íà äèà-

ãðàììó äëÿ �óíêöèè �ðèíà G(x, y) â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî òåîðèè âîçìó-

ùåíèé. Îäíàêî òåïåðü â ïåòëå ñòîèò íå ïðîïàãàòîð ñâîáîäíûõ ÷àñòèö, à

òî÷íàÿ �óíêöèÿ �ðèíà (æèðíàÿ ëèíèÿ).
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• Åñòåñòâåííî, ïîäîáíûå ïîäñòàíîâêè óðàâíåíèé äðóã â äðóãà ìîæíî

âûïîëíÿòü è àíàëèòè÷åñêè. Íàïðèìåð, ïîëàãàÿ â (Dysonint) äëÿ n = 3
x1 = x2 = x3 = z, èìååì:

〈
0|Tϕyϕ

3
z|0

〉
= 3DyzGzz −

ıλ

6

∫

w

Dyw

〈
0|Tϕ3

wϕ
3
z|0

〉
. (6.18)

Ïîäñòàâëÿÿ 4-òî÷å÷íóþ �óíêöèþ â óðàâíåíèå Äàéñîíà (6.16), ïîëó÷èì:

Gxy = Dxy −
ıλ

2

∫

z

DxzGzzDzy +
(−ıλ)2

36

∫

z,w

Dxz

〈
0|Tϕ3

zϕ
3
w|0

〉
Dwy,

÷òî ãðà�è÷åñêè èçîáðàæåíî âûøå. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî õîòÿ �óíêöèÿ

G ñòîèò è ñëåâà è ñïðàâà, íà ñàìîì äåëå, â ïåòëå å¼ àðãóìåíòû ñîâïàäàþò.

Ïîýòîìó ñïðàâà � ýòî òîëüêî å¼ çíà÷åíèå â íóëå:G(z, z) = G(z−z) = G(0).

• Õîòÿ óðàâíåíèÿ Äàéñîíà òî÷íûå, èõ ìîæíî ïîëó÷èòü è ïðè ïîìîùè
òåîðèè âîçìóùåíèé. Çàïèøåì, íàïðèìåð, å¼ n-òûé ÷ëåí äëÿ 2-òî÷å÷íîé

�óíêöèè �ðèíà Gxy =
〈
0|Tϕxϕy|0

〉
:

(xy x41...x
4
n) = (xy) (x41...x

4
n) + 4n (xx1)(yx

3
1 x

4
2...x

4
n), (6.19)

ãäå ïî xi ïîäðàçóìåâàåòñÿ èíòåãðèðîâàíèå. Óìíîæàÿ íà (−ıλ)n/4!nn! è
ñóììèðóÿ ïî n îò 0 äî ∞, ïîëó÷àåì:

Gxy

〈
S
〉
= (xy)

〈
S
〉
+ 4(xx1)

∞∑

n=1

(−ıλ)nn

4!n n!
(yx31 x

4
2...x

4
n), (6.20)

ãäå ñðåäíåå çíà÷åíèå îïåðàòîðà ýâîëþöèè ïî ñâîáîäíîìó âàêóóìó ðàâíî

〈
S
〉
=

∞∑

n=0

(−ıλ)n

4!n n!
(x41...x

4
n),

à òî÷íàÿ �óíêöèÿ �ðèíà ïî âàêóóìó çàïèñàíà ïî �îðìóëå (5.13). Èíäåêñ

ñóììèðîâàíèÿ â (6.20) íà÷èíàåòñÿ ñ åäèíèöû, áëàãîäàðÿ ìíîæèòåëþ n,

ðàâíîìó íóëþ ïðè n = 0. Ïåðåïèøåì ýòó ñóììó ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∞∑

n=1

(−ıλ)n n

4!n n!
(yx31 x

4
2...x

4
n) =

−ıλ

4!

∞∑

n=1

(−ıλ)n−1

4!n−1 (n− 1)!
(yx31 x

4
2...x

4
n).

Çàìåíÿÿ n−1 7→ n (ñóììà íà÷í¼òñÿ ñ n = 0), ïîëó÷àåì
〈
Tϕyϕ

3
x1
S
〉
. Äåëÿ

âñ¼ âûðàæåíèå (6.20) íà

〈
S
〉
, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ Äàéñîíà, ñâÿçûâàþ-

ùåå òî÷íóþ 2-òî÷å÷íóþ �óíêöèþ �ðèíà ñ òî÷íîé 4-òî÷å÷íîé �óíêöèåé.
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5 Óðàâíåíèÿ Äàéñîíà äëÿ âåðøèííûõ �óíêöèé

Âûøå ìû íàøëè ñâÿçü ìåæäó òî÷íûìè 2-òî÷å÷íûìè è 4-òî÷å÷íûìè

�óíêöèÿìè �ðèíà (óðàâíåíèå Äàéñîíà):

Ïåðåïèøåì ýòî óðàâíåíèå â òåðìèíàõ âåðøèííûõ �óíêöèé. Âîçüì¼ì

ïåðâûå òðè íåñâÿçíûõ ñëàãàåìûõ 4-�óíêöèè �ðèíà è çà�èêñèðóåì êî-

îðäèíàòó y, íàïðèìåð, äëÿ ïðàâîé âåðõíåé âåðøèíû. Çàòåì ïîäïèøåì

îñòàëüíûå ñâîáîäíûå êîíöû êàê z è ñîáåð¼ì èõ â îäíó âåðøèíó:

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ òðè òîïîëîãè÷åñêè îäèíàêîâûå äèàãðàììû, êî-

òîðûå ìîæíî ñîáðàòü â îäíó, ïîñòàâèâ ïåðåä íåé ìíîæèòåëü 3. Ïðèñî-

åäèíÿÿ ê âåðøèíå ýòîé äèàãðàììû ñâîáîäíûé ïðîïàãàòîð è ïðîäåëûâàÿ

àíàëîãè÷íûå äåéñòâèÿ ñ âåðøèííîé 4-�óíêöèåé, ïîëó÷àåì:

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî âòîðîå ñëàãàåìîå àíàëîãè÷íî (âêëþ÷àÿ êîý�-

�èöèåíò!) îäíîïåòëåâîé ïîïðàâêå ê 2-�óíêöèè �ðèíà â ïåðâîì ïîðÿäêå

ïî òåîðèè âîçìóùåíèé. Îäíàêî, â ïåòëå, âìåñòî ïðîïàãàòîðà ñâîáîäíûõ

÷àñòèö, ñòîèò òî÷íûé ïðîïàãàòîð (òîò-æå, ÷òî è â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî

óðàâíåíèÿ). Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ýòîò ïðîïàãàòîð íåèçâåñòåí, ïåòëÿ ñî-

îòâåòñòâóåò èíòåãðèðîâàíèþ, ïîýòîìó ýòà ÷àñòü óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðî-

èçâåäåíèåì íåêîòîðîé êîíñòàíòû íà ñâîáîäíûé è òî÷íûé ïðîïàãàòîðû.

Â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè ýòî óðàâíåíèå èìååò âèä:

Gp = Dp −
ıλ

2
DpGp

∫

Gk
d4k

(2π)4
(6.21)

−ıλ

6
DpGp

∫

GkGqGp−k−q Γ
(4)(k, q, p− k− q, p)

d4q d4k

(2π)8
,

÷òî íåñëîæíî ïðîâåðèòü, èñïîëüçóÿ ïðàâèëà Ôåéíìàíà.
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Êîíå÷íî, ðåøåíèå òàêîãî óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðàéíå íåïðî-

ñòóþ çàäà÷ó. Îñíîâíàÿ ïðîáëåìà ñîñòîèò â òîì, ÷òî êðîìå èñêîìîé 2-

�óíêöèè �ðèíà, îíî ñîäåðæèò íåèçâåñòíóþ íàì òî÷íóþ âåðøèííóþ 4-

�óíêöèþ. Ïîñëåäíÿÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, îïðåäåëÿåòñÿ 6-�óíêöèåé è ò.ä.

Òàêóþ áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó çàöåïëÿþùèõñÿ óðàâíåíèé ìîæíî ðåøèòü,

òåì èëè èíûì îáðàçîì, òîëüêî ïðèáëèæåííî, îòáðàñûâàÿ ÷àñòü óðàâ-

íåíèé. Íàïðèìåð, ìîæíî ïîëîæèòü âåðøèííóþ 4-�óíêöèþ ðàâíîé å¼

çíà÷åíèþ â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî òåîðèè âîçìóùåíèé Γ(4) = −ıλ:

1

G(p)
= p2 −m2 +

ıλ

2

∫

Gk
d4k

(2π)4
+

λ2

6

∫

GkGqGp−k−q
d4k d4q

(2π)8
.

Âïðî÷åì è ïîñëå ýòîãî, çàäà÷à íàìíîãî ïðîùå íå ñòàíîâèòñÿ. Ê òîìó

æå, âõîäÿùèå â óðàâíåíèå èíòåãðàëû ðàñõîäÿòñÿ è äëÿ ðàáîòû ñ íèìè

ïîòðåáóåòñÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ (ãëàâà 7), ñ ïîñëåäóþùåé ïåðåíîðìèðîâêîé

(ãëàâà 8).

Óðàâíåíèå Äàéñîíà ìîæíî çàïèñàòü è ïðè ïîìîùè øåñòèòî÷å÷íîé âåð-

øèííîé �óíêöèè. ×òîáû ýòî ñäåëàòü, âîçüì¼ì åãî ïðåäñòàâëåíèå â âèäå

(ñòð. 143):

Áóäåì äåéñòâîâàòü òàêæå, êàê è â ñëó÷àå ñ (6.21). Âîçüì¼ì ïðåäñòàâëå-

íèå øåñòèòî÷å÷íîé �óíêöèè �ðèíà ÷åðåç äâóõòî÷å÷íûå �óíêöèè �ðèíà

è âåðøèííûå 4-, 6-�óíêöèè (ñòð.137) è ïîäñòàâèì èõ â ýòî óðàâíåíèå.

�åçóëüòàòîì áóäåò ñëåäóþùàÿ ñóììà äèàãðàìì:

÷òî ïðåäëàãàåòñÿ ïðîâåðèòü â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.
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6 Íåìíîãî êàðòèíîê

Ïîëó÷àòü ïîïðàâêè ïî òåîðèè âîçìóùåíèé, äîñòàòî÷íî óòîìèòåëüíîå

çàíÿòèå. Îäíàêî îíî ìîæåò áûòü àâòîìàòèçèðîâàíî ïðè ïîìîùè êîìïüþ-

òåðà. Íèæå â ñïðàâî÷íûõ öåëÿõ ïðèâåäåíû âñå äèàãðàììû äëÿ �óíêöèè

ñîáñòâåííîé ýíåðãèè äî ÷åòâ¼ðòîãî ïîðÿäêà ïî λ âêëþ÷èòåëüíî:

Ýòè äèàãðàììû äîâîëüíî æèâîïèñíû è ÷àñòî ïîëó÷àþò ñîáñòâåííûå

èìåíà îáúåêòîâ íà êîòîðûå (ñ íåêîòîðîé äîëåé �àíòàçèè) îíè ïîõîæè.

Ñòîèò ïîïðîáîâàòü íàéòè â ýòîì ñïèñêå, êðîìå çíàêîìîãî óæå Ìèêêè

Ìàóñà � çàõîäÿùåå ñîëíöå, êàêòóñû è ×åáóðàøêó. Íåêîòîðûå äèàãðàì-

ìû, ïîäîáíî ïîñëåäíåé, ÿâëÿþòñÿ ñèëüíî ñâÿçíûìè, äðóãèå ìîãóò áûòü

ðàçîðâàíû â îäíîé âåðøèíå èëè ðàçðåçàíû ïî äâóì âíóòðåííèì ëèíèÿì.
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Àíàëîãè÷íî, ïðèâåä¼ì âñå äèàãðàììû äî ÷åòâ¼ðòîãî ïîðÿäêà ïî òåî-

ðèè âîçìóùåíèé äëÿ ÷åòûð¼õòî÷å÷íîé âåðøèííîé �óíêöèè:

Äëÿ øåñòèòî÷å÷íîé �óíêöèè ïðèâåä¼ì âñå ñâÿçíûå äèàãðàììû, âêëþ-

÷àþùèå â ñåáÿ è îäíî÷àñòè÷íî ïðèâîäèìûå (íåêîìïàêòíûå):

Â âåðøèííîé �óíêöèè ìû îïóñêàåì îäíî÷àñòè÷íî ïðèâîäèìûå äèàãðàì-

ìû, êîòîðûõ âûøå 12 øòóê èç 17-òè.
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Ïðèâåä¼ì òàêæå ñâÿçíûå âàêóóìíûå äèàãðàììû:

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî öåïî÷êè öèêëîâ, ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèí¼ííûå n
âåðøèíàìè, èìåþò ñèììåòðèéíûé ìíîæèòåëü 1/22+n = 1/8, 1/16, ... Âñå

äèàãðàììû ýòîãî òèïà íåñëîæíî ïðîñóììèðîâàòü òàêæå, êàê ýòî áûëî

ñäåëàíî äëÿ âåðøèííîé 4-�óíêöèè â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå. Ê ýòîìó æå

êëàññó îòíîñÿòñÿ �öâåòî÷íûå� äèàãðàììû, â êîòîðûõ íåñêîëüêî ïåòåëü

ïðèñîåäèíÿþòñÿ ê îäíîé. Âûøå òàêèõ �òðèâèàëüíûõ� äèàãðàìì (âêëþ-

÷àÿ öåïî÷êè öèêëîâ) ñåìü øòóê.

Íåñâÿçíûå äèàãðàììû èç êîòîðûõ ñîñòîèò ñðåäíåå îïåðàòîðà ýâîëþ-

öèè

〈
S
〉
, ïîëó÷àþòñÿ ïðè ïîìîùè ýòèõ äèàãðàìì è ýêñïîíåíöèàëüíîé

�îðìû ðàçëîæåíèÿ:

exp
(
a1λ+a2λ

2+a3λ
3+a4λ

4
)
= 1+a1λ+

(

a2+
a21
2

)

λ2+
(

a3+a1a2+
a31
6

)

λ3

+
(

a4 + a1a3 +
a22
2

+
a2a

2
1

2
+

a41
24

)

λ4 + ...,

ãäå a1 � ýòî ïåðâàÿ äèàãðàììà (ïîðÿäîê λ), a2 � ñóììà âòîðîé è òðåòåé

(ïîðÿäîê λ2
), ñëåäóþùèå 4 äèàãðàììû � ýòî a3 è ò.ä.

Íàïîìíèì (ñòð. 111), ÷òî âàêóóìíîå ñðåäíåå

〈
S
〉
îïðåäåëÿåò ýíåðãèþ

îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ïîëíîãî ãàìèëüòîíèàíà:

2ıτE0 = − ln |C2
0 | − ln

〈
S
〉

ïðè τ → ∞. Ïîýòîìó, �àêòè÷åñêè, ñóììà ñâÿçíûõ âàêóóìíûõ äèàãðàìì

ïðîïîðöèîíàëüíà âàêóóìíîé ýíåðãèè.
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• Âìåñòî ìîäåëè ϕ4
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ìîäåëü (λ/3!)ϕ3

(ò.å. êî-

ãäà íåëèíåéíîñòü 4-é ñòåïåíè â ëàãðàíæèàíå çàìåíåíà íà íåëèíåéíîñòü

3-ñòåïåíè). Â îòëè÷èè îò ϕ4
-ìîäåëè, â ýòîé òåîðèè íå ðàâíà íóëþ îäíî-

÷àñòè÷íàÿ �óíêöèÿ �ðèíà G(x) =
〈
ϕ(x)

〉
:

Ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ ýíåðãèè (îïðåäåëÿåìàÿ àíàëîãè÷íî ìîäåëè ϕ4
)

èìååò ñëåäóþùèå äèàãðàììû:

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ìû îòáðîñèëè òîëüêî äèàãðàììû â êîòîðûõ ìîæ-

íî îòîðâàòü ðàçðåçàíèåì âíóòðåííåé ëèíèè äðóã îò äðóãà âíåøíèå ëè-

íèè. Â òîæå âðåìÿ, íàïðèìåð, ïåðâàÿ äèàãðàììà ïîñëå ðàâåíñòâà, êîòî-

ðàÿ, ñòðîãî ãîâîðÿ, ÿâëÿåòñÿ îäíî÷àñòè÷íî ïðèâîäèìîé � îñòàâëåíà. Â

ýòîì ñëó÷àå òî÷íûé ïðîïàãàòîð ïî-ïðåæíåìó âûðàæàåòñÿ ÷åðåç �óíê-

öèþ ñîáñòâåííîé ýíåðãèè ñëåäóþùèì îáðàçîì: G = ı/(p2 − m2 − Σ).

Òð¼õ÷àñòè÷íàÿ óñå÷¼ííàÿ �óíêöèÿ �ðèíà ðàâíà:

à ÷åòûð¼õòî÷å÷íàÿ:

Îíà, â îòëè÷èå îò òåîðèè ϕ4
ìîæåò áûòü îäíî÷àñòè÷íî ïðèâîäèìîé.

Â ÷àñòíîñòè, ïåðâûå 4 äèàãðàììû ïîñëå ðàâåíñòâà âûðàæàþòñÿ ÷åðåç

òî÷íûé ïðîïàãàòîð è 3-òî÷å÷íóþ âåðøèííóþ �óíêöèþ. Îäíî÷àñòè÷íî

íåïðèâîäèìîé (âåðøèííîé) ÿâëÿåòñÿ òîëüêî ïîñëåäíÿÿ äèàãðàììà.
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�ëàâà 7

�åãóëÿðèçàöèÿ

Â ýòîé ãëàâå îáñóæäàåòñÿ êàê èç áåñêîíå÷íûõ âåëè÷èí âûäåëÿòü êî-

íå÷íûå, îñìûñëåííûå ðåçóëüòàòû. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ðåãóëÿðèçà-

öèÿ ðàñõîäÿùèõñÿ èíòåãðàëîâ ïðè ïîìîùè ââåäåíèÿ â íèõ âñïîìîãàòåëü-

íûõ ïàðàìåòðîâ, âðåìåííî �óáèðàþùèõ� áåñêîíå÷íîñòü. Ìû èçó÷èì ìå-

òîä îáðåçàíèÿ èìïóëüñîâ è ðàçìåðíóþ ðåãóëÿðèçàöèþ Áóäåò âû÷èñëåíà

�óíêöèÿ ñîáñòâåííîé ýíåðãèè è ÷åòûð¼õòî÷å÷íàÿ âåðøèííàÿ �óíêöèÿ.

Ïåðåä ÷òåíèåì ãëàâû, ñòîèò ïðîñìîòðåòü ìàòåìàòè÷åñêèå ïðèëîæå-

íèÿ A è B, â êîòîðûõ ïðèâåäåíû ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ âñòðå÷àþùèõñÿ

èíòåãðàëîâ, ñâîéñòâà ãàììà �óíêöèé è ò.ï.

Êâàíòîâûé ìèð

Ñåðãåé Ñ. Ñòåïàíîâ

Ýòà êíèãà íàõîäèòñÿ â ïðîöåññå ñîçäàíèÿ. Å¼ ïîñëåäíÿÿ âåðñèÿ

è äðóãèå ìàòåðèàëû íàõîäÿòñÿ íà ñàéòå: http://synset.om. Òàì

æå ìîæíî íàéòè ïåðâûé òîì: I. Ìåõàíèêà

Çàìå÷åííûå îøèáêè è âîïðîñû ïðîñüáà ïðèñûëàòü ïî àäðåñó:

steps137, çàòåì ñîáà÷êà è gmail.om.

(ñ) 2015. Ïå÷àòü: 2 èþëÿ 2017 ã.
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1 Âû÷èòàíèå áåñêîíå÷íîñòåé

Ïðè âû÷èñëåíèÿõ ïî òåîðèè âîçìóùåíèé âîçíèêàþò ðàñõîäÿùèåñÿ (áåñ-

êîíå÷íûå) èíòåãðàëû. �àññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ñëåäóþùèé èíòå-

ãðàë (ǫ → +0, d4k = dk0 dk):

I(p) =

∫
d4k

k2 − 2pk + a+ ıǫ
. (7.1)

Íàéä¼ì ñíà÷àëà åãî çíà÷åíèå ïðè p = 0. Äëÿ ýòîãî ñäåëàåì ïîâîðîò Âèêà,

êîòîðûé ñâîäèòñÿ ê çàìåíå k0 = ık4, ãäå k4 äàëåå ñ÷èòàåòñÿ äåéñòâèòåëü-
íîé ïåðåìåííîé (îáîñíîâàíèå òàêîé çàìåíû ñì. íà ñòð. 250). Êâàäðàò 4-

âåêòîðà ïðèîáðåòàåò åâêëèäîâ âèä: k2 = −(k24 + k2) = −k2E è èíòåãðàë

ìîæíî çàïèñàòü â 4-ìåðíûõ ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ (ñòð. 263) ñ òåëåñ-

íûì óãëîì Ω4 = 2π2
(d4kE = dk4 dk è îïóñêàåì ïîêà ıǫ):

I(0) =

∫
d4k

k2 + a
= −ı

∫
d4kE
k2E − a

=
2π2

ı

∞∫

0

k3 dk

k2 − a
. (7.2)

Ïðè áîëüøèõ äëèíàõ åâêëèäîâûõ èìïóëüñîâ k =
√

k24 + k2
ïîäûíòå-

ãðàëüíàÿ �óíêöèÿ âåä¼ò ñåáÿ êàê k dk 7→ k2 ∼ ∞2
, ò.å. èíòåãðàë ðàñõî-

äèòñÿ êâàäðàòè÷íûì îáðàçîì. �àñõîäèìîñòè, âîçíèêàþùèå ïðè k → ∞,

íàçûâàþòñÿ óëüòðà�èîëåòîâûìè.

Â ñëåäóþùåé ãëàâå âûÿñíèòñÿ, êàê áåñêîíå÷íûå êîíñòàíòû òèïà I(0)
ìîæíî �ñïðÿòàòü� â ïàðàìåòðû ìîäåëè (λ, m). Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî

ñíà÷àëà íàó÷èòüñÿ ðàçäåëÿòü èíòåãðàë íà êîíå÷íóþ ÷àñòü, çàâèñÿùóþ

îò èìïóëüñà è áåñêîíå÷íûå ïîñòîÿííûå ñîñòàâëÿþùèå.

Â ñèëó ðåëÿòèâèñòñêîé êîâàðèàíòíîñòè, �óíêöèÿ I(p) äîëæíà çàâè-

ñåòü îò p2 (äðóãèõ 4-âåêòîðîâ â íåé íåò). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî, íåñìîòðÿ

íà ðàñõîäèìîñòü èíòåãðàëà, åãî ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä ïî p2:

1

k2 − 2pk + a
=

1

k2 + a

[

1− 2pk

k2 + a

]−1

=
1

k2 + a
+

2pk

(k2 + a)2
+

4(pk)2

(k2 + a)3
+ ...

Ïðè èíòåãðèðîâàíèè íå÷¼òíûõ ñòåïåíåé ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (pk)
ñ �óíêöèåé f(k2) ïîëó÷àåòñÿ íîëü (èíòåãðàë ìåíÿåò çíàê ïðè k 7→ −k).

Äëÿ ÷¼òíûõ ñòåïåíåé ó÷ò¼ì, ÷òî

∫

4(kp)2f(k2) d4k = p2
∫

k2 f(k2) d4k.

Ýòî òîæäåñòâî ïðîâåðÿåòñÿ âçÿòèåì âòîðîé ïðîèçâîäíîé ïî pµ ëåâîé è

ïðàâîé ÷àñòè (∂pµ/∂pµ = δµµ = 4). Àëüòåðíàòèâíî ìîæíî òàêæå ïðîâåñòè

ïðîñòîå èíòåãðèðîâàíèå â ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ (ñòð. 252).
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Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèå ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè â (7.1), ïîëó÷àåì:

I(p) =

∫
d4k

k2 + a
+ p2

∫
k2 d4k

(k2 + a)3
+ ...

Åñëè ïåðâûé èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ êâàäðàòè÷íî (k dk), òî âòîðîé èìååò

áîëåå ñëàáóþ ëîãàðè�ìè÷åñêóþ ðàñõîäèìîñòü dk/k. Òðåòüå ñëàãàåìîå

óæå ñõîäèòñÿ òàê êàê åãî ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè

âåä¼ò ñåáÿ êàê k4 k3 dk/(k2)5 = dk/k3.

Òàêèì îáðàçîì, ðàñõîäÿòñÿ òîëüêî ïåðâûå äâà ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ â ðÿä

Òåéëîðà è åñëè èõ âû÷åñòü èç �óíêöèè I(p), òî îñòàòîê áóäåò êîíå÷åí.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èíòåãðàë (7.1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå:

I(p) = I(0) + I ′(0) p2 + Ĩ(p). (7.3)

Îí ñîäåðæèò äâå áåñêîíå÷íûå êîíñòàíòû I(0) è I ′(0) è êîíå÷íóþ �óíê-

öèþ Ĩ(p). Ïðè ýòîì Ĩ(0) = Ĩ ′(0) = 0, ãäå Ĩ ′(0) = ∂2Ĩ(p)/∂pµ∂pµ
∣
∣
p=0

.

×åì áûñòðåå ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ óáûâàåò íà áåñêîíå÷íîñòè,

òåì ìåíüøå ñòåïåíü ðàñõîäèìîñòè èíòåãðàëà. Íàïðèìåð, â èíòåãðàëå:

J(p) =

∫
d4k

(k2 − 2pk + a+ ıǫ)2
(7.4)

ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ ïðè áîëüøèõ åâêëèäîâûõ 4-èìïóëüñàõ óáû-

âàåò â ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ êàê dk/k, ò.å. ýòî ëîãàðè�ìè÷åñêàÿ ðàñ-
õîäèìîñòü. Äëÿ å¼ âûäåëåíèÿ äîñòàòî÷íî âû÷åñòü çíà÷åíèå èíòåãðàëà â

íóëå:

J(p) = J(0) + J̃(p), (7.5)

ãäå J̃(p) � êîíå÷íàÿ �óíêöèÿ è J̃(0) = 0. Åñëè ñòåïåíü çíàìåíàòåëÿ

ðàâíà 3 è âûøå � ýòî óæå ñõîäÿùèåñÿ èíòåãðàëû.

Çàìåòèì, ÷òî ïðîâîäèòü âû÷èòàíèÿ ìîæíî íå â íóëå, à ïðè ëþáîì çíà-

÷åíèè 4-èìïóëüñà p2 = µ2
. Äåéñòâèòåëüíî, ïåðåïèøåì (7.5) ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

J(p) = J(0) + J̃(µ) + J̃(p, µ), J̃(p, µ) = J̃(p)− J̃(µ),

ò.å. â áåñêîíå÷íóþ êîíñòàíòó òåïåðü âêëþ÷àåòñÿ ÷èñëî J̃(µ) = J̃(p)|p2=µ2
,

à êîíå÷íîé ÷àñòüþ èíòåãðàëà ñ÷èòàåòñÿ �óíêöèÿ J̃(p, µ), êîòîðàÿ òåïåðü

ðàâíà íóëþ â òî÷êå âû÷èòàíèÿ µ. Àíàëîãè÷íî:

I(p) = I(0) + Ĩ(µ) + I ′(0)µ2 + [I ′(0) + Ĩ ′(µ)](p2 − µ2) + Ĩ(p, µ),

ãäå Ĩ(p, µ) = Ĩ(p)− Ĩ(µ)− Ĩ ′(µ)(p2 − µ2) � êîíå÷íàÿ �óíêöèÿ. Îíà è å¼

ïðîèçâîäíàÿ ïî p2 ïðè p2 = µ2
ðàâíû íóëþ.
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2 Îáðåçàíèå èìïóëüñà

• Âû÷èòàíèå èç èíòåãðàëà ÷àñòè åãî ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà ðåøà-
åò çàäà÷ó âûäåëåíèÿ êîíå÷íîé ÷àñòè ðàñõîäÿùåãîñÿ âûðàæåíèÿ. Îäíàêî,

èíîãäà òàêèå äåéñòâèÿ îêàçûâàþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêè äîñòàòî÷íî ãðîìîçä-

êèìè è ñòîèò ðàññìîòðåòü àëüòåðíàòèâíóþ âîçìîæíîñòü âûäåëåíèÿ êî-

íå÷íûõ �óíêöèé. Êðîìå ýòîãî, ñ áåñêîíå÷íûìè êîíñòàíòàìè äàëåå ìû

áóäåì ðàáîòàòü êàê ñ êîíå÷íûìè è äàæå â íåêîòîðîì ñìûñëå ìàëûìè âå-

ëè÷èíàìè. ×òîáû ïðèäàòü òàêîé äåÿòåëüíîñòè ýëåìåíò îñìûñëåííîñòè,

èñïîëüçóåòñÿ ðåãóëÿðèçàöèîííàÿ òåõíèêà. Â íåé ìåíÿþò èíòåãðàë, ââî-

äÿ íåêîòîðûé ïàðàìåòð, ïðè êîòîðîì áåñêîíå÷íîñòü íå âîçíèêàåò. Êîãäà

ýòîò ïàðàìåòð ñòðåìèòñÿ ê ïðåäåëüíîìó çíà÷åíèþ (íàïðèìåð, áåñêîíå÷-

íîñòè), ìû âîçâðàùàåìñÿ ê èñõîäíîìó ðàñõîäÿùåìóñÿ èíòåãðàëó.

Âûøå óëüòðà�èîëåòîâûå ðàñõîäèìîñòè âîçíèêàëè èç-çà íå äîñòàòî÷íî

áûñòðîãî óáûâàíèÿ ïîäûíòåãðàëüíûõ �óíêöèé íà áåñêîíå÷íîñòè. ×òîáû

ñäåëàòü èíòåãðàë êîíå÷íûì, ìîæíî èíòåãðèðîâàòü íå äî áåñêîíå÷íîñòè,

à äî íåêîòîðîãî áîëüøîãî, íî êîíå÷íîãî çíà÷åíèÿ Q. Íàïðèìåð, äëÿ êîí-
ñòàíòû (7.2) ìîæíî íàïèñàòü:

ı

π2
I(0) = 2

Q∫

0

k3 dk

k2 − a
=

Q2
∫

0

t dt

t− a
= Q2 + a

Q2
∫

0

dt

t− a− ıǫ
,

ãäå ñäåëàíà çàìåíà k2 = t è âîññòàíîâëåí êîìïëåêñíûé ñäâèã, êîòî-

ðûé äàëåå áóäåò âîçíèêàòü èç-çà ïðàâèëà îáõîäà ïîëþñîâ â ïðîïàãàòîðå

(m2 7→ m2 − ıǫ). Áëàãîäàðÿ ýòîìó ñäâèãó èíòåãðàë èìååò ñìûñë êàê ïðè

îòðèöàòåëüíûõ a (êîãäà ïîëþñà íåò), òàê è ïðè ïîëîæèòåëüíûõ. Âû÷èñ-

ëåíèå òàêîãî èíòåãðàëà îáñóæäàåòñÿ íà ñòð. 244. Åãî ìîæíî âûïîëíèòü

�îðìàëüíî, ó÷èòûâàÿ äàëåå ïðàâèëî ln(−|x|±ıǫ) = ln |x|±ıπ, ñì. ñòð.241.

Òàêèì îáðàçîì, ðåãóëÿðèçîâàííàÿ êîíñòàíòà ðàâíà:

I(0) =

∫
d4k

k2 + a
≈ π2

ı

[

Q2 + a ln
( Q2

−a− ıǫ

)]

, (7.6)

ãäå Q2 − a çàìåíåíî íà Q2
, ò.å. âûðàæåíèå çàïèñàíî ñ òî÷íîñòüþ äî Q0

è îïóùåíû ñëàãàåìûå 1/Q, ... Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿåòñÿ êîíñòàíòà:

I ′(0) =

∫
k2 d4k

(k2 + a)3
≈ π2

ı

[3

2
− ln

( Q2

−a− ıǫ

)]

, (7.7)

êîòîðàÿ çàïèñàíà ñ òîé-æå òî÷íîñòüþ ïî Q.
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Îáðåçàíèå èìïóëüñà â èíòåãðàëå I(p) ïðè p 6= 0 íåñêîëüêî îñëîæíÿ-

åòñÿ íàëè÷èåì ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ pk. Åñëè ñäåëàòü ïîâîðîò Âèêà

(k0 = ık4, p0 = ıp4) è ïðîâåñòè èíòåãðèðîâàíèå ïî óãëàì ñ�åðè÷åñêîé ñè-

ñòåìû êîîðäèíàò (ñòð. 253), òî ñ òî÷íîñòüþ äî Q0
, ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå

âûðàæåíèå (âåçäå a 7→ a+ ıǫ):

I(p) =

∫
d4k

k2 − 2pk + a
≈ π2

ı

[

Q2 + (p2 − a) ln
(p2 − a

Q2

)

+
p2

2

]

. (7.8)

Åãî êîíå÷íàÿ ÷àñòü, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì Ĩ(0) = Ĩ ′(0) = 0, ðàâíà:

Ĩ(p) =
π2

ı

[

(p2 − a) ln
(p2 − a

−a

)

− p2
]

, (7.9)

à áåñêîíå÷íûå êîíñòàíòû â ðàçëîæåíèè I(p) = I(0) + I ′(0)p2 + Ĩ(p),
ïðèâåäåíû â (7.6), (7.7). Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî åñëè â çíàìåíàòåëå ïîä

èíòåãðàëîì ñòîèò (k− p)2 + b, ò.å. a = p2 + b, òî â âûðàæåíèè (7.8) îñòà-
¼òñÿ çàâèñèìîñòü îò èìïóëüñà p (ïîñëåäíèå ñëàãàåìîå). Ò.å. óñòðàíèòü p
ïðè ïîìîùè çàìåíû k 7→ k+p â ðàñõîäÿùåìñÿ èíòåãðàëå íåëüçÿ, åñëè èñ-

ïîëüçóåòñÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ îáðåçàíèåì (çàìåíà ñêàçûâàåòñÿ íà ïðåäåëàõ

èíòåãðèðîâàíèÿ). Äè��åðåíöèðóÿ (7.8) ïî a, ìîæíî ïîëó÷èòü èíòåãðàë:

J(p) =

∫
d4k

(k2 − 2pk + a+ ıǫ)2
≈ π2

ı

[

1 + ln
(p2 − a− ıǫ

Q2

) ]

. (7.10)

Àíàëîãè÷íûìè äè��åðåíöèðîâàíèÿìè ïî a èëè pµ, ïîëó÷àþòñÿ äðóãèå

ïîäîáíûå èíòåãðàëû.

Îáðåçàíèå êâàäðàòà åâêëèäîâîãî 4-èìïóëüñà óäîáíî òåì, ÷òî â ðå-

çóëüòàòå ïîëó÷àþòñÿ êîâàðèàíòíûå âûðàæåíèÿ è ïàðàìåòð îáðåçàíèÿ

Q ìîæíî ñ÷èòàòü èíâàðèàíòîì. Òåì íå ìåíåå, àëüòåðíàòèâíî, ìîæíî

ïðîâîäèòü îáðåçàíèå è ïî 3-èìïóëüñó |k| < Q′
, âûïîëíèâ ñíà÷àëà èí-

òåãðèðîâàíèå ïî k0 (èëè ïî k4 ïîñëå ïîâîðîòà Âèêà):

I(0) = −ı

∞∫

−∞

dk4

∫

|k|<Q′

d3k

k24 + k2 − a
=

π

ı

∫

|k|<Q′

d3k√
k2 − a

≈ π2

ı

[

2Q′2 + ...
]

.

Â ðåçóëüòàòå, êîý��èöèåíò ïðè êâàäðàòå 3-èìïóëüñà Q′2
îêàçûâàåòñÿ â

äâà ðàçà áîëüøå, ÷åì ïðè êâàäðàòå 4-èìïóëüñà Q2
â (7.6). Òåì íå ìåíåå,

èíòåãðàë, åñòåñòâåííî, ïî-ïðåæíåìó èìååò êâàäðàòè÷íóþ ðàñõîäèìîñòü.

Â �óðüå-ïðåîáðàçîâàíèÿõ áîëüøèå 3-èìïóëüñû ñâÿçàíû ñ ìàëûìè ðàñ-

ñòîÿíèÿìè. Ïîýòîìó ïîäîáíîå îãðàíè÷åíèå èìïóëüñà ìîæíî òðàêòîâàòü

êàê íåêîòîðîå îòáðàñûâàíèå �èçèêè ìàëûõ ðàññòîÿíèé. Âïðî÷åì, ýòî

ëèøü ãèïîòåçà è ê ïàðàìåòðó îáðåçàíèÿ Q ìû áóäåì îòíîñèòñÿ êàê òåõ-

íè÷åñêîé, âðåìåííîé ìåðå.
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3 �àçìåðíàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Îáðåçàíèå åâêëèäîâîãî 4-èìïóëüñà ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî åñòåñòâåííûì,

íî íå âñåãäà óäîáíûì ìåòîäîì ðåãóëÿðèçàöèè. Â ÷àñòíîñòè, ïðè îáðå-

çàíèè, ñäâèãè ïåðåìåííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ íåäîïóñòèìû (áåç èçìåíåíèÿ

ïðåäåëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ). Ýòî, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðîòèâîðå÷èò âîëüíîìó

îáðàùåíèþ ñ èìïóëüñàìè íà âíóòðåííèõ ëèíèÿõ â äèàãðàììàõ Ôåéíìà-

íà (ãäå îíè ìîãóò áûòü âûáðàíû êàê óãîäíî, ëèøü áû â âåðøèíàõ âû-

ïîëíÿëñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ 4-èìïóëüñà). Ïðè âûâîäå ñîîòâåòñòâóþùèõ

ïðàâèë, ìû îáðàùàëèñü ñ �óðüå-èíòåãðàëàìè òàê, êàê åñëè áû îíè äàâà-

ëè êîíå÷íûå âûðàæåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì äåëàëèñü

ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ. Õîòåëîñü áû ýòîò ïðîèç-

âîë ñîõðàíèòü è ïðè ðåãóëÿðèçàöèè. �àçìåðíàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ êàê ðàç

îáëàäàåò òàêèì ñâîéñòâîì.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàøå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ èìååò íå 4 èçìåðåíèÿ,

à d. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî, íàïðèìåð, 4-èìïóëüñ èìååò d êîìïîíåíò, à 4-

èíòåãðàëû çàìåíÿþòñÿ íà d-êðàòíûå èíòåãðàëû:

k2 = k20 − k21 − ...− k2d−1,

∫
d4k

(2π)4
7→

∫
ddk

(2π)d
.

Â ñèñòåìå åäèíèö c = 1 (ñòð. 14) ýíåðãèÿ E = mc2 è èìïóëüñ p = Ev/c2

èìåþò ðàçìåðíîñòü ìàññû M , à äëèíà è âðåìÿ â ñèñòåìå ~ = 1 èìåþò

ðàçìåðíîñòü îáðàòíîé ìàññû M−1
(ò.ê Lp ∼ ~). Ñîîòâåòñòâåííî, ïðî-

ñòðàíñòâåííûé (d − 1-ìåðíûé) îáú¼ì dd−1x áóäåò èìåòü ðàçìåðíîñòü

M1−d
. ×òîáû ïàðàìåòð λ òåîðèè ϕ4

îñòàëñÿ áåçðàçìåðíûì, åãî íåîáõî-

äèìî óìíîæèòü íà êîíñòàíòó M ðàçìåðíîñòè ìàññû â ñòåïåíè 4 − d.

Äåéñòâèòåëüíî, ýíåðãèÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ èìååò ðàçìåðíîñòü ìàññû:

E ∼ M =

∫ (1

2
ϕ̇2 +

1

2
(∇ϕ)2 +

m2

2
ϕ2 +

λM4−d

4!
ϕ4

)

dd−1x,

îòêóäà íåñëîæíî íàéòè ðàçìåðíîñòè ñêàëÿðíîãî ïîëÿ è ïàðàìåòðîâ ìî-

äåëè ( M ∼ (∇ϕ)2dd−1x ∼ M2ϕ2M1−d
è ò.ä.):

ϕ ∼ M (d−2)/2, λ ∼ M0, m ∼ M. (7.11)

Òåïåðü, åñëè d 6= 4, â ìîäåëè ϕ4
áóäåò äâà ðàçìåðíûõ ïàðàìåòðà m è M ,

à ïàðàìåòð λ îñòà¼òñÿ áåçðàçìåðíûì. Âî âñåõ �îðìóëàõ, ïîëó÷åííûõ

ðàíåå, íåîáõîäèìî çàìåíèòü λ 7→ λM4−d
, à â èíòåãðàëàõ ïî èìïóëüñàì

(2π)4 7→ (2π)d. Âî âñ¼ì îñòàëüíîì d-ìåðíàÿ êâàíòîâàÿ òåîðèÿ ïîëÿ íå

îòëè÷àåòñÿ îò 4-ìåðíîé.
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• Ïðîâåä¼ì ðåãóëÿðèçàöèþ êîíñòàíòû I(0). Äëÿ ñîõðàíåíèÿ ðàçìåð-

íîñòè âåëè÷èí, óìíîæèì å¼ íà M4−d
(ïðè d = 4 ýòî íå èãðàåò ðîëè):

I(0) = M4−d

∫
ddk

k2 + a
=

M4−d

ı
Ωd

∞∫

0

kd−1 dk

k2 − a
,

ãäå ñäåëàí ïîâîðîò Âèêà è ïðîèçâåäåí ïåðåõîä ê ñ�åðè÷åñêèì êîîðäèíà-

òàì (F.14), ñòð. 263 ñ òåëåñíûì óãëîì Ωd = 2 πd/2/Γ(d/2). Áóäåì ñ÷èòàòü,

÷òî a < 0. Ñäåëàåì çàìåíó k = −a t è ââåä¼ì ïàðàìåòð ν îòêëîíåíèÿ

ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà d = 4− 2ν îò èñõîäíîé, ðàâíîé 4:

I(0) =
π2

ı

( M2

−aπ

)ν 2 (−a)

Γ(2− ν)

∞∫

0

t3−2ν dt

t2 + 1
=

π2

ı
(−a)

( M2

−aπ

)ν

Γ(−1 + ν).

Ïðè ν > 1 (èëè d < 2) èíòåãðàë ñõîäèòñÿ è ðàâåí áåòà-�óíêöèè (ñòð.261):
B(α, β) = Γ(α)Γ(β)/Γ(α+β) ñ β = 2−ν, α = −1+ν, ÷òî ó÷òåíî â ïîñëåä-
íåì ðàâåíñòâå. �àçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ìåíüøàÿ 2 ìîæåò ïîêàçàòüñÿ

ñòðàííîé. Îäíàêî, ìû äåëàåì å¼ ìàëîé, òîëüêî äîáðàâøèñü äî èíòåãðàëà

ïî t, â êîòîðîì ν ìîæíî ñ÷èòàòü ïðîñòî íåêîòîðûì ïàðàìåòðîì, ïî êî-

òîðîìó èíòåãðàë àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæàåòñÿ â îáëàñòü, ãäå îí ñõîäèòñÿ.

�àçëîæèì òåïåðü ðåçóëüòàò â ðÿä ïî ν. Ñòåïåííàÿ �óíêöèÿ ðàâíà

Aν = 1 + ν lnA + ..., à ãàììà-�óíêöèÿ ñèíãóëÿðíà ïðè îòðèöàòåëüíûõ

öåëûõ àðãóìåíòàõ (ñì. ñòð. 262), ïîýòîìó (γ = 0.577...):

ı

π2
I(0) = (−a)

{

1+ν ln
M2

−aπ

}{

−1

ν
−1+γ

}

= (−a)
[

−1

ν
−1+γ−ln

M2

−aπ

]

,

ãäå ñêîáêè ïåðåìíîæåíû ñ òî÷íîñòüþ äî íóëåâîé ñòåïåíè ïî ν. Çàìåòèì,
÷òî ïðè ν → +0 ïîëó÷àåòñÿ îáðàòíûé çíàê áåñêîíå÷íîñòè ïî ñðàâíåíèþ
ñ (7.6), à Γ(−1+ν) èìååò ïîëþñ è ïðè ν = 0 (d = 4), è ïðè ν = 1 (d = 2).

Â îáùåì ñëó÷àå, ïðè ïîìîùè (I.41), ñòð. 255, äëÿ I(p) çàïèøåì:

I(p) =

∫
M2ν ddk

k2 − 2kp + a
=

π2

ı

(M2

π

)ν Γ(−1 + ν)

(p2 − a)ν
(p2 − a).

�àñêëàäûâàÿ â ðÿä ïî ν, ïîëó÷àåì ðåãóëÿðèçîâàííîå âûðàæåíèå:

I(p) =
π2

ı

[

− 1

ν
− 1 + γ + ln

p2 − a

M2/π2

]

(p2 − a). (7.12)

Åãî êîíå÷íàÿ ÷àñòü ñ âû÷èòàíèåì â íóëå Ĩ(p) = I(p) − I(0) − I ′(0)p2

ñîâïàäàåò ñ (7.9). Áåñêîíå÷íûå êîý��èöèåíòû âû÷èòàåìîãî ïîëèíîìà,

åñòåñòâåííî, îòëè÷àþòñÿ îò ðåãóëÿðèçàöèè îáðåçàíèåì.

Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê êîíêðåòíûì âû÷èñëåíèÿì �óíêöèé �ðèíà.
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4 Âåðøèííàÿ �óíêöèÿ

×åòûð¼õòî÷å÷íàÿ âåðøèííàÿ �óíêöèÿ (ñòð. 136) â ϕ4
-ìîäåëè,  òî÷-

íîñòüþ äî âòîðîãî ïîðÿäêà ïî λ, îïèñûâàåòñÿ äèàãðàììàìè:

è èìååò ñëåäóþùèé àíàëèòè÷åñêèé âèä:

Γ(4)(p1, p2, p3, p4) = −ıλ
{
1 + Λ(p1 + p2) + Λ(p1 + p3) + Λ(p1 + p4)

}
,

ãäå ââåäåíà �óíêöèÿ 4-èìïóëüñà p:

Λ(p) =
−ıλ

2

∫
ı

(k− p)2 −m2 + ıǫ
· ı

k2 −m2 + ıǫ

d4k

(2π)4
. (7.13)

Ýòîò èíòåãðàë ïðè áîëüøèõ èìïóëüñàõ k (�óëüòðà�èîëåòîâàÿ� îáëàñòü)

ðàñõîäèòñÿ ëîãàðè�ìè÷åñêèì îáðàçîì (k3 dk/k4 = dk/k 7→ ln k 7→ ln∞).

Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî âû÷åñòü êîíñòàíòó Λ(0), ÷òî äà¼ò (ïîñëå ïðèâåäåíèÿ

ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ) ñõîäÿùèéñÿ èíòåãðàë (îïóñêàåì ıǫ, ı2 = −1):

Λ̃(p) = Λ(p)− Λ(0) =
ıλ

2

∫
2kp− p2

[(k− p)2 −m2] [k2 −m2]2
d4k

(2π)4
(7.14)

(ïðè áîëüøèõ èìïóëüñàõ k4dk/k6 = dk/k2). Ïðèìåíèì �åéíìàíîâñêóþ

�àêòîðèçàöèþ (I.48), ñòð. 256  n = 2, m = 1, ïðè ïîìîùè êîòîðîé

îáúåäèíèì äâà çíàìåíàòåëÿ â îäèí:

Λ̃(p) = ıλ

∫ 1∫

0

(2kp− p2) x dx

[k2 −m2 + (1− x)(p2 − 2 kp)]3
d4k

(2π)4
.

Ïîäñòàíîâêîé k = q + (1− x) p, óáåð¼ì kp â çíàìåíàòåëå:

Λ̃(p) = ıλ

∫ 1∫

0

p2 x (1− 2x) dx

[q2 + x (1− x) p2 −m2]3
d4q

(2π)4
,

ãäå â ÷èñëèòåëå îïóùåíî ñëàãàåìîå qp ðàâíîå íóëþ, â ñèëó íå÷¼òíîñòè

ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè. Âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëîé (I.28) ñòð. 250:

Λ̃(p) = − λ

32π2

1∫

0

p2 x (1− 2x) dx

x (1− x) p2 −m2
, (7.15)

ãäå îáõîä ïîëþñà ïðîâîäèòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñî ñäâèãîì m2 7→ m2 − ıǫ.
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• Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü ïðè ïîìîùè ðåãóëÿðèçà-

öèè ðàñõîäÿùåãîñÿ èíòåãðàëà. �àññìîòðèì ñíà÷àëà îáðåçàíèå åâêëèäî-

âîãî 4-èìïóëüñà. Èñïîëüçóÿ �åéíìàíîâñêóþ ïàðàìåòðèçàöèþ (ñòð. 256),

îáúåäèíèì â (7.13) çíàìåíàòåëè:

Λ(p) =
ıλ

32 π4

1∫

0

dx

∫
d4k

[k2 − 2xpk + xp2 −m2]2
.

Âîñïîëüçîâàâøèñü �îðìóëîé (7.10)  p 7→ xp è a = xp2 −m2
, ïðîâåä¼ì

èíòåãðèðîâàíèå ïî 4-ñ�åðå ðàäèóñà Q:

Λ(p) =
λ

32 π2

1∫

0

dx
[

1 + ln
(m2 − x(1− x) p2

Q2

)]

. (7.16)

Â ýòîì èíòåãðàëå óæå ëåãêî âûïîëíèòü âû÷èòàíèå ðàñõîäÿùåéñÿ êîí-

ñòàíòû:

Λ(0) =
λ

32 π2

[

1 + ln
(m2

Q2

)]

. (7.17)

Ýòà êîíñòàíòà ïîëó÷èëàñü äåéñòâèòåëüíîé è îòðèöàòåëüíîé ïðè Q → ∞.

Òàê êàê ïîä ëîãàðè�ìîì ñòîèò ïîëîæèòåëüíàÿ âåëè÷èíà, ìàëûé êîì-

ïëåêñíûé ñäâèã ó ìàññû ìîæíî îïóñòèòü (äëÿ ëîãàðè�ìà ïðåäïîëàãàåòñÿ

ðàçðåç âäîëü îòðèöàòåëüíîé ïîëóîñè, ñòð. 241).

Â ðåçóëüòàòå, êîíå÷íàÿ ÷àñòü âåðøèííîé �óíêöèè ðàâíà:

Λ̃(p) = Λ(p)− Λ(0) =
λ

32 π2

1∫

0

ln
(

1− x (1− x)
p2

m2

)

dx. (7.18)

×òîáû ïðèâåñòè ýòîò èíòåãðàë ê (7.15), íåîáõîäèìî âûïîëíèòü èíòåãðè-

ðîâàíèå ïî ÷àñòÿì:

ln f(x) dx = d(x ln f) − f ′(x)

f(x)
x dx.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå íà ãðàíèöàõ ðàâíî íóëþ, à âòîðîå äà¼ò (7.15).

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî íà èíòåðâàëå x = [0...1] êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà

x(1 − x) äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ 1/4, êîãäà x = 1/2. Åñëè

p2 > 4m2
, òî ïîä ëîãàðè�ìîì âîçíèêàåò îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî. Ýòà æå

ïðîáëåìà â âèäå ïîëþñà ïðèñóòñòâóåò â (7.15). Êàê áóäåò ïîêàçàíî ÷óòü

ïîçæå, âñå ýòè íåïðèÿòíîñòè îáõîäÿòñÿ ïðè ïîìîùè êîìïëåêñíîãî ñäâèãà

â êâàäðàòå ìàññû (m2 7→ m2 − ıǫ).
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• Âîñïîëüçóåìñÿ, íàêîíåö, ðàçìåðíîé ðåãóëÿðèçàöèåé äëÿ ïîëó÷åíèÿ

òåõ æå ðåçóëüòàòîâ. Îáúåäèíÿÿ â (7.13) çíàìåíàòåëè, çàïèøåì ðåçóëüòàò

â (d = 4− 2ν)-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå:

Λ(p) =
ıλM2ν

2

1∫

0

dx

∫
ddk/(2π)d

[k2 − 2xpk + xp2 −m2]2
.

Ñ÷èòàÿ, ÷òî èíòåãðàë àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæåí â îáëàñòü ðàçìåðíîñòåé,

ãäå îí ñõîäèòñÿ, ìîæåì ñäåëàòü çàìåíó k 7→ k + xp è çàòåì ïåðåéòè

ê åâêëèäîâûì êîîðäèíàòàì (k0 = ık4). Âïðî÷åì, ñðàçó âîñïîëüçóåìñÿ

�îðìóëîé (I.41), ñòð. 255, ïðèëîæåíèÿ I:

Λ(p) = − λ

32 π2

1∫

0

dx Γ(ν)
(m2 − x(1− x) p2

4πM2

)−ν

.

Ó÷ò¼ì ðàçëîæåíèå ãàììà-�óíêöèè â îêðåñòíîñòè ν = 0 (ñòð. 262), ðÿä

Òåéëîðà äëÿ A−ν
è ïåðåìíîæèì èõ:

Γ(ν)A−ν =
{1

ν
− γ + ...

}{

1− ν lnA+ ...
}

=
1

ν
− γ − lnA+ ...

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì òàêóþ æå êîíå÷íóþ ÷àñòü Λ(p) − Λ(0), êàê è â

ïðåäûäóùèõ ìåòîäàõ:

Λ(p) = Λ(0) +
λ

32 π2

1∫

0

ln
(

1− x (1− x)
p2

m2

)

dx. (7.19)

Áåñêîíå÷íîñòü ñîäåðæèòñÿ â çíà÷åíèè �óíêöèè ïðè p = 0, êîòîðîå ðàâíî

(ñ òî÷íîñòüþ äî ν0):

Λ(0) ≈ − λ

32 π2

{1

ν
− γ + ln

4πM2

m2

}

(7.20)

Çíàê áåñêîíå÷íîñòè ïðè ν → +0 ñîâïàäàåò ñ çíàêîì �áåñêîíå÷íîñòè îá-

ðåçàíèÿ� (7.17). Õîòÿ ïîëó÷åííàÿ ðàñõîäèìîñòü íå âûãëÿäèò ÿâíûì îá-

ðàçîì ëîãàðè�ìè÷åñêîé, âñåãäà ìîæíî ïåðåîïðåäåëèòü ðåãóëÿðèçàöèîí-

íûé ïàðàìåòð ñëåäóþùèì îáðàçîì: 1/ν = ln(Q2/m2).
Çàìåòèì, ÷òî (7.20) ñ òî÷íîñòüþ äî ν0 ìîæíî òàêæå çàïèñàòü â âèäå:

Λ(0) ≈ −λM2ν

32 π2

{1

ν
− γ + ln

4π

m2

}

. (7.21)

Ýòî âûðàæåíèå íå î÷åíü êðàñèâî èç-çà ìàññûm ïîä ëîãàðè�ìîì, îäíàêî

ÿâëÿåòñÿ âåðíûì. Ñòîèò èìåòü ââèäó, ÷òî ðàçìåðíûé ïàðàìåòðM âñåãäà

âõîäèò â êîìáèíàöèè λM2ν
, åñëè îíà íå ðàçëîæåíà â ðÿä ïî ν.
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• Çàïèøåì êîíå÷íóþ ÷àñòü âåðøèííîé �óíêöèè â ÿâíîì âèäå, âû÷èñ-

ëèâ èíòåãðàë (7.15). Äëÿ ýòîãî âûïîëíèì çàìåíû x′ = 2x−1, dx = dx′/2
(îïóñòèâ øòðèõ) è îòáðîñèì íå÷¼òíûé ïî x ÷ëåí, ðàâíûé íóëþ ïðè èí-

òåãðèðîâàíèè ïî ñèììåòðè÷íûì ïðåäåëàì:

Λ̃(p) = − λ

32π2

1∫

−1

[

1 +
p2 − 4m2

p2 x2 + 4m2 − p2 − ıǫ

]

dx, (7.22)

Ïóñòü p2 = −|p2| < 0. Òàê êàê çíàìåíàòåëü íå îáðàùàåòñÿ â íîëü ïðè

ëþáîì x, ìîæíî ïîëîæèòü ǫ = 0. Â ðåçóëüòàòå ïðè p2 < 0 èìååì:

Λ̃(p) = − λ

16π2

{

1 +
a

2
ln

a− 1

a+ 1

}

, a =

√

1− 4m2

p2
. (7.23)

Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ ïðè 0 < p2 < 4m2
:

Λ̃(p) = − λ

16π2

{

1− a arctg
1

a

}

, a =

√

4m2

p2
− 1. (7.24)

Ïðè p2 > 4m2
çíàìåíàòåëü îáðàùàåòñÿ â íîëü (åñëè ǫ = 0) è íåîáõîäèìî

ïîëüçîâàòüñÿ ñîîòíîøåíèåì (I.17), ñòð. 244. Â ðåçóëüòàòå:

Λ̃(p) = − λ

16π2

{

1 +
ıπ

2
a+

a

2
ln

1− a

1 + a

}

, a =

√

1− 4m2

p2
. (7.25)

Â ýòîì ñëó÷àå ó �óíêöèè ïîÿâëÿåòñÿ ìíèìàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ.

Ïðè áîëüøèõ p2 → ∞, a ≈ 1 − 2m2/p2 êîíå÷íàÿ ÷àñòü âåðøèííîé

�óíêöèè èìååò ñëåäóþùåå àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå:

Λ̃(s) ≈ λ

32 π2

{

− ıπ + ln
p2

m2

}

, p2 → ∞, (7.26)

à ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ s èç (7.24) èëè ñðàçó èç (7.19) ïîëó÷àåì:

Λ̃(s) ≈ − λ

192 π2

p2

m2
+ ..., p2 → 0. (7.27)

Êîý��èöèåíò (192π2)−1 ≈ 0.0005 âåñüìà ìàë. Ïðè áîëüøèõ p2, íà÷èíàÿ

ñ p2 = 4m2
(òî÷êà âåòâëåíèÿ) âåðøèííàÿ �óíêöèÿ ïðèîáðåòàåò ìíèìóþ

ñîñòàâëÿþùóþ, à å¼ äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü ëîãàðè�ìè÷åñêè óâåëè÷èâà-

åòñÿ ñ ðîñòîì p2. Ïðè ïîÿâëåíèè ìíèìîé ñîñòàâëÿþùåé â p2 = 4m2
ïðî-

èñõîäèò èçëîì å¼ äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè.



162 �ËÀÂÀ 7.

5 Ôóíêöèÿ ñîáñòâåííîé ýíåðãèè

�àññìîòðèì òåïåðü �óíêöèþ ñîáñòâåííîé ýíåðãèè, êîòîðàÿ ñ òî÷íî-

ñòüþ äî λ2
îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèìè äèàãðàììàìè:

−ıΣ(p) =

Ïåðâûå äâå äèàãðàììû ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè, è îò èìïóëüñà çàâèñèò

òîëüêî òðåòüÿ äèàãðàììà:

Σ(p) =
λ

2

[

1 + Λ(0)
] ∫ ı

k2 −m2

d4k

(2π)4
+ I(p), (7.28)

ãäå Λ(0) îïðåäåëåíà â (7.13), à ÷àñòü, çàâèñÿùàÿ îò èìïóëüñà, ðàâíà:

I(p) = −λ2

6

∫
1

(k− q)2 −m2
· 1

q2 −m2
· 1

(p− k)2 −m2

d4k

(2π)4
d4q

(2π)4
. (7.29)

Ýòîò èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ ñèëüíåå, ÷åì Λ(p). Åñëè, ñîâåðøèâ ïîâîðîò

Âèêà (ñòð. 250), ïåðåéòè ê åâêëèäîâîé ìåòðèêå è ïðè ïîìîùè �åéíìàíîâ-

ñêîé ïàðàìåòðèçàöèè îáúåäèíèòü 3 çíàìåíàòåëÿ (ðåçóëüòàò áóäåò â 3-é

ñòåïåíè), òî âîçíèêíåò êîìáèíàöèÿ w2 = q2 + k2. Å¼ ìîæíî èíòåðïðåòè-

ðîâàòü êàê êâàäðàò 8-ìåðíîãî åâêëèäîâîãî âåêòîðà, à îáú¼ì èíòåãðèðî-

âàíèÿ êàê d4k d4q = d8w = w7 dw. Â ðåçóëüòàòå, ïðè áîëüøèõ èìïóëüñàõ

ïîëó÷àåì êâàäðàòè÷íóþ ðàñõîäèìîñòü èíòåãðàëà: w7 dw/[w2]3 = w dw.

Íà ñàìîì äåëå ðàñõîäèìîñòü ÷óòü áîëåå ñèëüíàÿ, ÷åì ïîëó÷àåòñÿ ïðè

òàêîé ïðîñòîé îöåíêå. Äåéñòâèòåëüíî, ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå �óíêöèè

Λ(p) (7.13), âûðàæåíèå äëÿ (7.29) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå èíòåãðàëà

òîëüêî ïî k:

I(p) =
ıλ

3

∫
Λ(k)

(p− k)2 −m2

d4k

(2π)4
. (7.30)

Ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ ïðè áîëüøèõ k2 âåä¼ò ñåáÿ êàê Λ(k) k3 dk/k2 =
Λ(k) k3 dk/k2. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (7.25), âåðøèííàÿ �óíêöèÿ Λ(k) èìååò

ëîãàðè�ìè÷åñêóþ àñèìïòîòèêó. Ïîýòîìó, ðîñò ïîäûíòåãðàëüíîé �óíê-

öèè îêàçûâàåòñÿ ÷óòü áûñòðåå ëèíåéíîãî.

Äëÿ âûäåëåíèÿ êîíå÷íîé ÷àñòè èíòåãðàëà, âû÷èòàíèÿ îäíîé êîíñòàí-

òû óæå íå äîñòàòî÷íî è I(p) − I(0) ïî-ïðåæíåìó ðàñõîäèòñÿ (íî óæå

ëèíåéíî ∼ Λ(k) dk). Ïîýòîìó íåîáõîäèìî âû÷åñòü è I ′(0) p2. Ìû äàëåå

ïðîâåä¼ì ýòè âû÷èòàíèÿ ïðè ïîìîùè ðàçìåðíîé ðåãóëÿðèçàöèè.
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• Â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî òåîðèè âîçìóùåíèé �óíêöèÿ ñîáñòâåííîé ýíåð-

ãèè ïîñòîÿííà: Σ(p) = Σ0, ãäå:

Σ0 =
λ

2

∫
ı

k2 −m2

d4k

(2π)4
=

λ

2

∫
1

k2E +m2

d4kE
(2π)4

=
λ

16π2

Q∫

0

k3 dk

k2 +m2
.

Âûøå, êàê îáû÷íî, ñîâåðø¼í ïîâîðîò Âèêà (k0 = ık4) è ïðîèçâåäåí ïå-

ðåõîä ê ñ�åðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì ñ îáðåçàíèåì äëèíû �åâêëèäîâîãî 4-

èìïóëüñà� íà çíà÷åíèè Q. Äåëàÿ çàìåíó t = k2, ïðîâîäÿ ýëåìåíòàðíîå

èíòåãðèðîâàíèå è óäåðæèâàÿ ñëàãàåìû ïîðÿäêà Q0
, ïîëó÷àåì êâàäðà-

òè÷íóþ ðàñõîäèìîñòü:

Σ0 ≈
λm2

32 π2

[ Q2

m2
− ln

Q2

m2

]

. (7.31)

Ïðîâåä¼ì òàêæå ðàçìåðíóþ ðåãóëÿðèçàöèþ Σ0. Â (d = 4−2ν)-ìåðíîì

ïðîñòðàíñòâå îíà ðàâíà:

Σ0 =
λM2ν

2

∫
ı

k2 −m2

ddk

(2π)d
=

λm2

32 π2

(4πM2

m2

)ν

Γ(−1 + ν),

ãäå èñïîëüçîâàíà �îðìóëà (I.41), ñòð. 255. �àñêëàäûâàÿ â ðÿä ïî ν ãàììà-

�óíêöèþ Γ(−1 + ν) = −1 + γ − 1/ν è ëîãàðè�ì Aν = 1 + ν lnA + ...,
îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

Σ0 = −λm2

32 π2

{1

ν
+ 1− γ + ln

4πM2

m2

}

. (7.32)

Îáðàòèì åù¼ ðàç âíèìàíèå íà òî, ÷òî ðàçìåðíàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ, â äàí-

íîì ñëó÷àå ïðèâîäèò ê ñòðóêòóðå �áåñêîíå÷íîñòåé�, îòëè÷àþùåéñÿ îò

ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè îáðåçàíèåì èìïóëüñà. Â ÷àñòíîñòè ïðè ν → +0

çíàê �áåñêîíå÷íîñòè�, îáðàòåí ïî ñðàâíåíèþ ñ (7.31).

Âòîðàÿ (äâóõïåòëåâàÿ) äèàãðàììà äëÿ −ıΣ(p) èìååò ïîðÿäîê λ2
è òàê-

æå ïîñòîÿííà. Îíà ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ Λ(0)Σ0, ïîýòîìó âîçíèêàåò ïî-

ëþñ âòîðîãî ïîðÿäêà ïî ν:

Λ(0)Σ0 =
λ2m2

(32 π2)2

{ 1

ν2
+
(

1− 2γ + 2 ln
4πM2

m2

) 1

ν
+ ...

}

, (7.33)

ãäå óæå îïóùåíû ÷ëåíû ïîðÿäêà ν0. Ïðè ïðîâåäåíèè ðåãóëÿðèçàöèþ îá-

ðåçàíèåì èìïóëüñà, ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèé:

Λ(0)

2
Σ0 = − λ2m2

(32 π2)2
Q2

m2
ln

Q2

m2
+ ..., (7.34)

ãäå óäåðæàíî òîëüêî âåäóùåå ïî Q ñëàãàåìîå.
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• Ïåðåéä¼ì ê òðåòüåé äèàãðàììå, çàïèñàâ å¼ â (d = 4 − 2ν)-ìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå è ñäâèíåì (ïåðåîáîçíà÷èâ) èìïóëüñû (k 7→ k + q):

I(p) = −λ2

6

M4ν

(2π)2d

∫
1

k2 −m2
· 1

q2 −m2
· 1

(p− k− q)2 −m2
ddk ddq.

Âîñïîëüçóåìñÿ �åéíìàíîâñêîé �îðìóëîé (I.51), ñòð. 257:

−λ2M4ν

6

1∫

0

∫
2 θ(z) dx dy ddk ddq/(2π)2d

[(x+ z) k2 + (y + z) q2 + 2z k q− 2z p(k + q) + z p2 −m2]3
,

ãäå z = 1− x− y. Ñäâèãàìè k = k′ + p yz/σ, q = q′ + p xz/σ óñòðàíèì â

çíàìåíàòåëå ëèíåéíîå ïî p ñëàãàåìîå (øòðèõè îïóñêàåì). Çàòåì ñäåëàåì

åù¼ îäíó çàìåíó k = k′ − qz/(x+ z), óñòðàíÿÿ ñëàãàåìîå kq:

I(p) = −λ2

6

M4ν

(2π)2d

1∫

0

∫
2 θ(z) dx dy ddk ddq

[(x+ z) k2 + σ
x+z

q2 + xyz
σ

p2 −m2]3
.

ãäå ââåäåíû ñîêðàùåíèÿ:

σ = xy + xz + yz, z = 1− x− y. (7.35)

Íàëè÷èå òåòà-�óíêöèè ïðèâîäèò ê z > 0, ïîýòîìó è σ íåîòðèöàòåëüíà.

Çàìåíàìè k 7→ k/
√
x+ z, q 7→ q

√

(x+ z)/σ ïðèäàäèì ýòîìó èíòåãðàëó

ñèììåòðè÷íûé âèä, çàòåì ñäåëàåì ïîâîðîò Âèêà (k0 = ık̃0, q0 = ıq̃0) è
ïåðåéä¼ì â 2d-ìåðíîå ñ�åðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (w2 = k2E + q2E):

I(p) = −λ2

6

M4ν

(2π)2d
2πd

Γ(d)

1∫

0

2 θ(z)
dx dy

σd/2

∞∫

0

w2d−1 dw

[w2 +m2 − xyz
σ p2]3

.

Áëàãîäàðÿ êîìïëåêñíîìó ñäâèãó m2 7→ m2 − ıǫ, èíòåãðàë ïî w, íå çàâè-
ñèìî îò çíàêà âûðàæåíèÿ â çíàìåíàòåëå (ñì. ñòð. 254), ñâîäèòñÿ ê áåòà-

�óíêöèè (F.6), ñòð. 261. Òàêèì îáðàçîì, îñòà¼òñÿ òîëüêî äâîéíîé èíòå-

ãðàë ïî x è y è ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ ýíåðãèè ïðèíèìàåò âèä:

I(p) = − λ2m2

6(4π)4

(4πM2

m2

)2ν

Γ(−1 + 2ν)

1∫

0

dx dy θ(z)

σ2−ν
A1−2ν, (7.36)

ãäå èñïîëüçîâàíî ñîêðàùåíèå:

A = 1− xyz

σ

p2

m2
. (7.37)

Ïðè ν = 0 (d = 4) ýòî âûðàæåíèå áåñêîíå÷íî (ãàììà-�óíêöèÿ). Îäíàêî,
åñëè âçÿòü ïðîèçâîäíóþ ïî p2, ïîÿâèòñÿ ìíîæèòåëü −(−1+2ν), êîòîðûé

óâåëè÷èâàåò àðãóìåíò ãàììà-�óíêöèè: (−1+2ν) Γ(−1+2ν) = Γ(2ν). Åù¼
îäíà ïðîèçâîäíàÿ äàñò êîíå÷íûé ïðè ν = 0 ìíîæèòåëü Γ(1 + 2ν).
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Ýòî íàáëþäåíèå ïîçâîëÿåò âûäåëèòü êîíå÷íóþ ÷àñòü èíòåãðàëà:

Σ̃(p) = I(p)− I(0)− I ′(0) p2, (7.38)

ãäå I ′(0) � ïðîèçâîäíàÿ ïî p2 ïðè p2 = 0. Çàïèøåì ýòî âû÷èòàíèå äëÿ

ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè A1−2ν
:

A1−2ν − 1 + (1− 2ν)(1−A) = 2ν{A− 1−A lnA}+ ...

�àììà-�óíêöèÿ Γ(−1 + 2ν) = −1/2ν + ..., ïîýòîìó â ïðåäåëå ν → 0,
èìååì êîíå÷íîå âûðàæåíèå. Íàëè÷èå �óíêöèè Õýâèñàéäà ïðèâîäèò ê

èíòåðâàëàì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî y îò 0 äî 1 − x. Ïîýòîìó, ñäåëàâ çàìåíó
y = (1− x)y′ è îïóñêàÿ øòðèõ, îêîí÷àòåëüíî, ïîëó÷àåì:

Σ̃(p) =
λ2m2

6 (4π)4

1∫

0

dx dy

(1− x) (x+ yz)2

{

− t
p2

m2
−
(

1− t
p2

m2

)

ln
(

1− t
p2

m2

)}

,

ãäå

z = (1− x)(1− y), t =
xyz

x+ yz

(ïðè x = 1/3 è y = 1/2 ïåðåìåííàÿ t äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ
1/9). Ñóììà òð¼õ äèàãðàìì äëÿ �óíêöèè ñîáñòâåííîé ýíåðãèè èìååò âèä:

Σ(p) = Σ(0) + Σ′(0) p2 + Σ̃(p), (7.39)

ãäå âñå áåñêîíå÷íûå êîíñòàíòû ñîáðàíû â äâå: Σ(0) = Σ0+Λ(0)Σ0+ I(0)
è Σ′(0) = I ′(0). Â âåäóùåì ïî 1/ν ïðèáëèæåíèè:

Σ′(0) = − λ2

6(32π2)2
1

ν
+ O(ν0).

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ Σ(0) íåîáõîäèìî àêêóðàòíî ó÷åñòü ñèíãóëÿðíîñòü èí-

òåãðàëà ïî dx dy ïðè x = y = 0, êîãäà d = 4 [12℄ (ñòð. 137). Âïðî÷åì, íà
êîíå÷íóþ ÷àñòü ñîáñòâåííîé ýíåðãèè îíà íå ñêàçûâàåòñÿ.

Íàéä¼ì ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ Σ̃(p). Ïðè p2 > 9m2
îíà ïðèîáðåòàåò

ìíèìóþ ÷àñòü, èìåÿ àñèìïòîòèêó:

Σ̃(p) → λ2p2

12 (4π)4

{

ıπ + ln
p2

m2

}

. (7.40)

Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ êâàäðàòà 4-èìïóëüñà:

Σ̃(p) ≈ − λ2m2

12 (4π)4

( p2

m2

)2
1∫

0

dx

1−x∫

0

dy
x2y2 z2

σ4
≈ −10−7 λ2m2

( p2

m2

)2

,

ãäå ÷èñëåííîå çíà÷åíèå äâîéíîãî èíòåãðàëà ðàâíî 0.03...
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6 Ïîäñ÷¼ò ðàñõîäèìîñòåé

Â ïðåäûäóùåé ãëàâå (ñòð. 126) áûëè óñòàíîâëåíû ñâÿçè ìåæäó ÷èñëîì

âåðøèí V , âíåøíèõ ëèíèé N , âíóòðåííèõ ëèíèé (ð¼áåð) R è ÷èñëîì

èìïóëüñîâ L, íå çà�èêñèðîâàííûõ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ:

4V = N + 2R, L = V − N

2
+ 1. (7.41)

Êàæäûé èç L èìïóëüñîâ ñîîòâåòñòâóåò 4-õ êðàòíîìó èíòåãðàëó, êîòîðûå

ÿâëÿþòñÿ ïîòåíöèàëüíîé óãðîçîé ïîÿâëåíèÿ áåñêîíå÷íîñòåé. ×åì áîëüøå

ïîðÿäîê ïî òåîðèè âîçìóùåíèé V , òåì áîëüøå èíòåãðàëîâ L ïðèõîäèòñÿ

âû÷èñëÿòü. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ äàííîãî V , ÷èñëî èíòåãðàëîâ òåì

ìåíüøå, ÷åì áîëüøå âíåøíèõ ëèíèé N (èõ êîëè÷åñòâî â ϕ4
-òåîðèè âñåãäà

÷¼òíî).

Äëÿ äèàãðàìì ñ äâóì âíåøíèìè ëèíèÿìè (N = 2), â ñîîòâåòñòâèè ñ

�îðìóëîé (7.41), ÷èñëî èìïóëüñîâ èíòåãðèðîâàíèÿ L ðàâíî ïîðÿäêó òåî-

ðèè âîçìóùåíèé V . Îäíàêî, ñòðóêòóðà ýòèõ èíòåãðàëîâ ìîæåò áûòü ðàç-
ëè÷íà. �àññìîòðèì, íàïðèìåð, äèàãðàììû ñîáñòâåííîé ýíåðãèè −ıΣ(p)

â òðåòüåì ïîðÿäêå ïî òåîðèè âîçìóùåíèé, êîòîðûå íåòðèâèàëüíûì îá-

ðàçîì çàâèñÿò îò èìïóëüñà p:

Ïåðâàÿ äèàãðàììà ñîäåðæèò ïðîèçâåäåíèå íå ñâÿçíûõ ìåæäó ñîáîé ðàñ-

õîäÿùèõñÿ èíòåãðàëîâ:

∫
d4w

w2 −m2

∫
d4k d4q

(k2 −m2)((p− k− p)2 −m2)(q2 −m2)2

(ìû îïóñêàåì îáùèé ÷èñëîâîé ìíîæèòåëü è ñäâèã ïîëþñà ıǫ â çíàìå-

íàòåëå). Âî âòîðîé äèàãðàììå âñå òðè èìïóëüñà ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé

ïðîïàãàòîðàìè:

∫
d4k d4q d4w

(w2 −m2)(k2 −m2)(q2 −m2)((w + k− p)2 −m2)(w + q− p)2 −m2)
.

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïðèñóòñòâóåò L = 3 èíòåãðàëîâ (4-êðàòíûõ). Îáùåå

÷èñëî ïðîïàãàòîðîâ, ñòîÿùèõ ïîä èíòåãðàëàìè ðàâíî ÷èñëó âíóòðåííèõ

ëèíèé (ð¼áåð) R = 2V − N/2, ñì. (7.41). Äëÿ äâóõòî÷å÷íûõ �óíêöèé

R = 2V − 1 (â ïðèìåðàõ âûøå V = 3, R = 5). Îïðåäåëèì ðàñõîäèìîñòü

ïîäîáíûõ âûðàæåíèé.



�Å�ÓËß�ÈÇÀÖÈß 167

Ïóñòü åñòü L ñâÿçíûõ èíòåãðàëîâ, ïîä êîòîðûìè ñòîèò ïðîèçâåäåíèå R

ïðîïàãàòîðîâ. Ïðè ïîìîùè �îðìóë Ôåéíìàíà ýòè ïðîïàãàòîðû ìîæíî

îáúåäèíèòü â îäèí çíàìåíàòåëü â êîòîðîì ñòîèò êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà

èç èìïóëüñîâ èíòåãðèðîâàíèÿ è âíåøíèõ èìïóëüñîâ. Ýòó �îðìó âñåãäà

ìîæíî äèàãîíàëèçîâàòü (ñì. ïðèìåð íà ñòð. 164). Â ðåçóëüòàòå èíòåãðàëû

ïðèíèìàþò âèä:

∫
d4k1 ... d

4kL
( )1...( )R

7→
∫

d4k1 ... d
4kL

(k21 + ...+ k2L + A)R
7→

∞∫

0

k4L−1 dk

(k2 −A)R
, (7.42)

ãäå îïóùåíû èíòåãðàëû ïî âñïîìîãàòåëüíûì �åéíìàíîâñêèì ïåðåìåí-

íûì è A � êâàäðàòè÷íàÿ �óíêöèÿ ïî âíåøíèì èìïóëüñàì è ìàññå m.

Íà ïîñëåäíåì øàãå ñäåëàí ïîâîðîò Âèêà è îñóùåñòâë¼í ïåðåõîä ê 4L-
ìåðíîìó ñ�åðè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó. Ââåä¼ì èíäåêñ ðàñõîäèìîñòè èí-

òåãðàëà:

D = 4L− 2R. (7.43)

Ïðè áîëüøèõ èìïóëüñàõ ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ â (7.42) âåä¼ò ñåáÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì: kD−1
. Èíòåãðàë áóäåò ñõîäèòñÿ òîëüêî, åñëè D < 0.

Åñëè D = 0 (èëè R = 2L), òî èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ ëîãàðè�ìè÷åñêèì îá-

ðàçîì (dk/k). Ýòî ñàìàÿ ñëàáàÿ óëüòðà�èîëåòîâàÿ ðàñõîäèìîñòü (áîëü-
øèå èìïóëüñû). Ïðè D = 2 (èëè R = 2L − 1) ðàñõîäèìîñòü êâàäðà-

òè÷íà (k dk) è ò.ä. Êàê ìû âèäåëè â íà÷àëå ãëàâû, ëîãàðè�ìè÷åñêàÿ

ðàñõîäèìîñòü (ïðèìåð 4-âåðøèííàÿ �óíêöèÿ) óñòðàíÿåòñÿ âû÷èòàíèåì

èç èíòåãðàëà êîíñòàíòû. Êâàäðàòè÷íàÿ è áîëåå âûñîêèå ðàñõîäèìîñòè

âûäåëÿþòñÿ äè��åðåíöèðîâàíèåì âûðàæåíèÿ ïî âíåøíèì èìïóëüñàì è

âû÷èòàíèåì èç èíòåãðàëà ïåðâûõ ÷ëåíîâ ðÿäà Òåéëîðà.

Â ïðèìåðàõ âûøå, ïåðâàÿ äèàãðàììà ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì êâàä-

ðàòè÷íî ðàñõîäÿùåãîñÿ èíòåãðàëà D = 2 (îí íå çàâèñèò îò èìïóëüñà p)
è ëîãàðè�ìè÷åñêè ðàñõîäÿùåãîñÿ èíòåãðàëà D = 0. Âòîðÿ äèàãðàììà �

ðàñõîäèòñÿ êâàäðàòè÷íî. Åñëè âñå èíòåãðàëû â äèàãðàììå ñâÿçàíû äðóã

ñ äðóãîì (êàê âî âòîðîé äèàãðàììå âûøå), ÷èñëî ïðîïàãàòîðîâ ðàâíî

÷èñëó ð¼áåð R ïîýòîìó èç (7.41) èìååì:

D = 4−N. (7.44)

Çàìå÷àòåëüíî, ÷òî ðàñõîäèìîñòü â ýòîì ñëó÷àå çàâèñèò íå îò ÷èñëà âåð-

øèí, à îò êîëè÷åñòâà âíåøíèõ ëèíèé. Äëÿ äâóõòî÷å÷íûõ äèàãðàìì òè-

ïè÷íà êâàäðàòè÷íàÿ ðàñõîäèìîñòü (D = 2), à äëÿ 4-òî÷å÷íûõ � ëîãàðè�-

ìè÷åñêàÿ (D = 0).
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• Â îáùåì ñëó÷àå ÷èñëî D = 4−N íàçûâàþò êàæóùåéñÿ ðàñõîäèìî-

ñòüþ äèàãðàììû. Ñëîâî �êàæóùàÿñÿ� îçíà÷àåò, ÷òî ïîääèàãðàììû ìî-

ãóò ðàñõîäèòñÿ ñèëüíåå, ÷åì èíäåêñ D âñåé äèàãðàììû, åñëè èíòåãðàëû

îêàçûâàþòñÿ íå ñâÿçàííûìè âñåìè âíóòðåííèìè ð¼áðàìè. �àññìîòðèì â

êà÷åñòâå ïðèìåðà óñå÷¼ííóþ 6-òî÷å÷íóþ �óíêöèþ �ðèíà, ñ òî÷íîñòüþ

äî òðåòüåãî ïîðÿäêà ïî òåîðèè âîçìóùåíèé:

Êàæóùàÿñÿ ðàñõîäèìîñòü äëÿ íå¼ ðàâíà D = 4−6 = −2 (ò.å. ðàñõîäèìî-

ñòè íåò). Ïåðâàÿ äèàãðàììà ÿâëÿåòñÿ äðåâåñíîé è íå ñîäåðæèò èíòåãðà-

ëîâ. Âòîðàÿ äèàãðàììà èìååò êâàäðàòè÷íóþ ðàñõîäèìîñòü. Ôàêòè÷åñêè

ýòî äðåâåñíàÿ äèàãðàììà â êîòîðîé âíóòðåííÿÿ ëèíèÿ çàìåíà íà ïåðâîå

ïðèáëèæåíèå ê òî÷íîìó ïðîïàãàòîðó. Â òðåòåé äèàãðàììå òàêæå åñòü

îäèí èíòåãðàë, îäíàêî, áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî îí �çàâÿçàí� íà òðè ïðîïàãà-

òîðà, åãî ðàñõîäèìîñòü (L = 1, R = 3) ïî �îðìóëå (7.43) ðàâíà D = −2,
ò.å. â äàííîì ñëó÷àå êàæóùàÿñÿ è èñòèííàÿ ðàñõîäèìîñòè ñîâïàäàþò

(èíòåãðàë êîíå÷åí). Íàêîíåö, â òðåòåé äèàãðàììå îäèí èìïóëüñ L = 1
ñâÿçûâàåò äâà ïðîïàãàòîðà R = 2 è èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ ëîãàðè�ìè÷å-

ñêè D = 0. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ýòà äèàãðàììà ñîñòîèò èç äðåâåñíîé

(ïåðâàÿ äèàãðàììà) â êîòîðîé â òðåòüåì ïîðÿäêå ïî òåîðèè âîçìóùåíèé

ïðàâàÿ âåðøèíà çàìåíåíà íà 4-òî÷å÷íóþ âåðøèííóþ �óíêöèþ âî âòîðîì

ïîðÿäêå ïî òåîðèè âîçìóùåíèé.

Òàêàÿ ñèòóàöèÿ òèïè÷íà äëÿ N -òî÷å÷íûõ �óíêöèé �ðèíà (èëè âåð-

øèííûõ �óíêöèé) ïðè N > 4. Ñîîòâåòñòâóþùèå èì äèàãðàììû ëèáî

ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè �óíêöèÿìè èìïóëüñîâ, ëèáî ñîñòîÿò èç ïîäáëîêîâ,

âûðàæàþùèõñÿ ÷åðåç òî÷íóþ (â òîì èëè èíîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìó-

ùåíèé) 2-òî÷å÷íóþ �óíêöèþ �ðèíà, ëèáî òî÷íóþ 4-òî÷å÷íóþ âåðøèí-

íóþ �óíêöèþ. Ïîýòîìó, äëÿ óñòðàíåíèÿ áåñêîíå÷íîñòåé èç N -òî÷å÷íûõ

�óíêöèé �ðèíà, äîñòàòî÷íî óñòðàíèòü èõ èç ïðîïàãàòîðà è 4-âåðøèííîé

�óíêöèè. Ýòî ñâîéñòâî ϕ4
òåîðèè îòðàæàåò å¼ ïåðåíîðìèðóåìîñòü. Íà-

ïðèìåð, åñëè áû íåëèíåéíîå âçàèìîäåéñòâèå èìåëî âèä λϕ6/6!, âîçíèêàëè
áû ñèëüíî-ñâÿçíûå ïî èìïóëüñàì èíòåãðèðîâàíèÿ äèàãðàììû, êîòîðûå

ðàñõîäèëèñü áû è íå ñâîäèëèñü ê ïðîñòûì ïîäáëîêàì:

Ôàêòè÷åñêè, â ýòîì ñëó÷àå íå õâàòàåò ïàðàìåòðîâ ìîäåëè â êîòîðûå ìîæ-

íî áûëî áû ñïðÿòàòü âñå áåñêîíå÷íîñòè.
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• Âåðí¼ìñÿ ê äèàãðàììàì â íà÷àëå ðàçäåëà. Âòîðàÿ äèàãðàììà èìååò

êâàäðàòè÷íóþ ðàñõîäèìîñòü è óòî÷íÿåò çíà÷åíèå êîý��èöèåíòîâ â ðàç-

ëîæåíèè �óíêöèè ñîáñòâåííîé ýíåðãèè Σ(p) = Σ(0) + Σ′(0)p2 + Σ̃(p),

ãäå Σ̃(p) � êîíå÷íîå âûðàæåíèå, à ðàñõîäÿùèåñÿ ñëàãàåìûå Σ(0) è Σ′(0)
ìû ìîæåì ñïðÿòàòü â ïåðåíîðìèðîâàííóþ ìàññó è êîíñòàíòó ïåðåíîðìè-

ðîâêè ïîëÿ. Ñëîæíåå ñèòóàöèÿ ñ ïåðâîé äèàãðàììîé. Îíà óìíîæàåòñÿ íà

áåñêîíå÷íûé îäíîïåòëåâîé âêëàä, êîòîðûé íåëüçÿ àääèòèâíî âûäåëèòü

íèêàêèì äè��åðåíöèðîâàíèåì ïî êâàäðàòó èìïóëüñà p2.

Çàáåãàÿ íåñêîëüêî âïåð¼ä, îòìåòèì, ÷òî ýòà äèàãðàììà ñîêðàùàåòñÿ,

êîãäà ìû ïåðåõîäèì îò çàòðàâî÷íîé ìàññû m0 ê ïåðåíîðìèðîâàííîé m â

äèàãðàììàõ âòîðîãî ïîðÿäêà ïî òåîðèè âîçìóùåíèé. Ïðè ýòîì êîíñòàíòà

Σ(0) �ïðÿ÷åòñÿ� â ìàññó, â ðåçóëüòàòå çàìåíåíû:

m2
0 = m2Σ(0) = m2 − = m2 − λ

2

∫
d4k/(2π)4

k2 −m2
. (7.45)

Ýòî çíà÷åíèå íåîáõîäèìî ïîäñòàâèòü â äèàãðàììó �çàõîäÿùåãî Ñîëíöà�

âòîðîãî ïîðÿäêà ïî òåîðèè âîçìóùåíèé:

=
−ıλ2

6

∫
ı3 d4kd4q/(2π)8

(k2 −m2
0)(q

2 −m2
0)((p− k− q)2 −m2

0)
.

Òàê êàê ìû îòñëåæèâàåì òî÷íîñòè λ2
, âûðàæåíèå ñëåäóåò ðàçëîæèòü â

ðÿä ïî λ. Ïåðâûé ÷ëåí ýòîãî ðàçëîæåíèÿ äàñò èñõîäíóþ äèàãðàììó ñ

ïåðåíîðìèðîâàííîé ìàññîé m. Âòîðîé, ñîîòâåòñòâóåò ïðîèçâîäíîé ïðî-

ïàãàòîðà ïî m2
0 (ðÿä Òåéëîðà). Òàêèõ ïðîïàãàòîðîâ 3, ÷òî äàñò ìíîæè-

òåëü −3 · (1/2), ãäå êîý��èöèåíò 1/2 ñòîèò â îäíîïåòëåâîé äèàãðàì-

ìå (7.45). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ïåðâàÿ äèàãðàììà íà÷àëà ðàçäåëà ñî

çíàêîì ìèíóñ è ñ òåì æå ñèììåòðèéíûì ìíîæèòåëåì 1/4. Íàïîìíèì,
÷òî ìû ðèñóåì òîëüêî òîïîëîãè÷åñêè ðàçëè÷íûå äèàãðàììû. Äèàãðàì-

ìà �çàõîäÿùåãî Ñîëíöà� â òðåòüåì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèå ìîæåò

ïðèîáðåñòè ïåòëþ íà êàæäîé èç òð¼õ âíóòðåííèõ ëèíèé. Îäíàêî âñå ýòè

âîçìîæíîñòè òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû è ïðèâîäÿò ê îäèíàêîâûì èí-

òåãðàëàì.

Ïîäîáíûé ïåðåõîä â äèàãðàììàõ Ôåéíìàíà îò èñõîäíûõ ïàðàìåòðîâ

ìîäåëè λ0 è m0 ê ðåãóëÿðèçîâàííûì âåëè÷èíàì λ è m, â âûñîêèõ ïîðÿä-

êàõ ïî òåîðèè âîçìóùåíèé äîñòàòî÷íî íå ïðîñòîé. Óäîáíåå îêàçûâàåòñÿ

ìåòîä êîíòð÷ëåíîâ, êîòîðûé áóäåò ðàññìîòðåí â ñëåäóþùåé ãëàâå.
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�ëàâà 8

Ïåðåíîðìèðîâêà

Â ýòîé ãëàâå áóäåò èçó÷åíà ïðîöåäóðà ïåðåíîðìèðîâêè, ïîçâîëÿþùàÿ

ïðÿòàòü ðàñõîäèìîñòè è ïîëó÷àòü êîíå÷íûå âûðàæåíèÿ. Ñíà÷àëà ìû íà-

ïîìíèì îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è íåìíîãî èçìåíèì îáîçíà÷åíèÿ. Îáùàÿ èäåÿ

ïåðåíîðìèðîâêè áóäåò ïðîèëëþñòðèðîâàíà íà óñòðàíåíèè áåñêîíå÷íî-

ñòåé èç 2-òî÷å÷íîé è 4-òî÷å÷íîé �óíêöèé �ðèíà, âû÷èñëåííûõ ñ òî÷íî-

ñòüþ äî λ2
. Ïåðåõîä îò çàòðàâî÷íûõ ïàðàìåòðîâ ëàãðàíæèàíà ê ïåðåíîð-

ìèðîâàíûì óïðîùàåòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè òåõíèêè êîíòð÷ëåíîâ. Âïðî-

÷åì, çà âñ¼ íåîáõîäèìî ïëàòèòü. Ïîäîáíîå óïðîùåíèå ïîòðåáóåò ââåñòè

íîâûå ïðàâèëà Ôåéíìàíà è óâåëè÷èòü ÷èñëî äèàãðàìì, âîçíèêàþùèõ â

òåîðèè âîçìóùåíèé.

Êâàíòîâûé ìèð

Ñåðãåé Ñ. Ñòåïàíîâ

Ýòà êíèãà íàõîäèòñÿ â ïðîöåññå ñîçäàíèÿ. Å¼ ïîñëåäíÿÿ âåðñèÿ

è äðóãèå ìàòåðèàëû íàõîäÿòñÿ íà ñàéòå: http://synset.om. Òàì

æå ìîæíî íàéòè ïåðâûé òîì: I. Ìåõàíèêà

Çàìå÷åííûå îøèáêè è âîïðîñû ïðîñüáà ïðèñûëàòü ïî àäðåñó:

steps137, çàòåì ñîáà÷êà è gmail.om.

(ñ) 2015. Ïå÷àòü: 2 èþëÿ 2017 ã.
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1 Çàòðàâî÷íûå è ïåðåíîðìèðîâàííûå âåëè÷èíû

Â ýòîé ãëàâå ìû áóäåì ïîìå÷àòü ïàðàìåòðû ϕ4
-ìîäåëè è îïåðàòîðû

ïîëÿ èíäåêñîì 0:

L =
1

2

{
(∂ϕ0)

2 −m2
0 ϕ

2
0

}
− λ0

4!
ϕ4
0. (8.1)

Òàêèì æå èíäåêñîì ïîìå÷àþòñÿ òî÷íûå �óíêöèè �ðèíà:

G0(x1, ..., xn) =
〈
0|Tϕ0(x1)...ϕ0(xn)|0

〉
, (8.2)

ñâÿçíûå ÷àñòè êîòîðûõ (ñòð. 135) èìåþò ñëåäóþùåå �óðüå-ðàçëîæåíèå

(èìïóëüñíîå ïðåäñòàâëåíèå):

(2π)4 δ(p1 + ...+ pn)G0(p1, ..., pn) =

∫

G0(x1, ..., xn) e
ı
∑

xipi d4x1...d
4xn.

Äâóõòî÷å÷íàÿ �óíêöèÿ �ðèíà, áëàãîäàðÿ òðàíñëÿöèîííîé èíâàðèàíòíî-

ñòè, çàâèñèò îò ðàçíèöû êîîðäèíàò: G0(x1, x2) = G0(x1− x2). Â èìïóëüñ-

íîì ïðåäñòàâëåíèè, â ñèëó ñîõðàíåíèÿ 4-èìïóëüñà p1 +p2 = 0 (�óíêöèÿ
Äèðàêà), îíà çàâèñèò îò îäíîãî èìïóëüñà: G0(p) = G0(p,−p) è íàçûâà-

åòñÿ òî÷íûì ïðîïàãàòîðîì. Ïðè λ0 = 0 òî÷íûé ïðîïàãàòîð G0(p) ïåðå-
õîäèò â ïðîïàãàòîð ñâîáîäíûõ ÷àñòèö:

D0(p) =
ı

p2 −m2
0

.

Åñëè ïðîñóììèðîâàòü âñå îäíî÷àñòè÷íî ïðèâîäèìûå äèàãðàììû, òî÷íûé

ïðîïàãàòîð ïðèíèìàåò âèä:

G0(p) =
ı

p2 −m2
0 − Σ0(p)

, (8.3)

ãäå Σ0(p) ñîäåðæèò îäíî÷àñòè÷íî íåïðèâîäèìûå äèàãðàììû è íàçûâà-

åòñÿ �óíêöèåé ñîáñòâåííîé ýíåðãèè (ñòð. 132). Òàê-æå ìû îïðåäåëèëè

àìïóòèðîâàííûå (áåç âíåøíèõ ëèíèé), ñâÿçíûå, îäíî÷àñòè÷íî íåïðèâî-

äèìûå (1×Í) �óíêöèè �ðèíà, êîòîðûå íàçâàëè âåðøèííûìè �óíêöèÿ-

ìè:

Γ
(n)
0 (p1, ..., pn) =

G0(p1, ..., pn)
1×Í
ñâÿç

G0(p1) · ... ·G0(pn)
. (8.4)

Âàæíóþ ðîëü èãðàþò 2-òî÷å÷íûå âåðøèííûå �óíêöèè, îáðàòíûå òî÷-

íîìó ïðîïàãàòîðó Γ
(2)
0 (p) = 1/G0(p) è 4-òî÷å÷íûå âåðøèííûå �óíêöèè

Γ
(4)
0 (p1, ..., p4), îïðåäåëÿþùèå ñå÷åíèå óïðóãîãî ðàññåÿíèÿ äâóõ ÷àñòèö.

Â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî òåîðèè âîçìóùåíèé, ïîñëåäíÿÿ �óíêöèÿ ïîñòîÿííà

è ðàâíà −ıλ0.
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Ïðè âû÷èñëåíèÿõ ïî òåîðèè âîçìóùåíèé âîçíèêàþò ðàñõîäÿùèåñÿ èí-

òåãðàëû, êîòîðûå äåëàþòñÿ êîíå÷íûìè ïðè ïîìîùè ðåãóëÿðèçàöèè. Â

ðåçóëüòàòå îíè îêàçûâàþòñÿ çàâèñÿùèìè îò ïàðàìåòðà Q (â ðåãóëÿðèçà-

öèè îáðåçàíèåì) èëè ïàðû M, ν (ïðè ðàçìåðíîé ðåãóëÿðèçàöèè). Íàïðè-
ìåð, 4-òî÷å÷íàÿ âåðøèííàÿ �óíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ðÿäà:

Γ
(4)
0 = −ıλ0

[

1 + (−ıλ0)F1({ p}, m0, Q) + (−ıλ0)
2 F2({ p}, m0, Q) + ...

]

,

ãäå { p} = p1, ..., p4 � ñîâîêóïíîñòü 4-èìïóëüñîâ îò êîòîðûõ îíà çàâèñèò.

Ïðè ðàçìåðíîé ðåãóëÿðèçàöèè âìåñòîQ áóäåò ñòîÿòü 1/ν è λ0M
2ν
âìåñòî

êîíñòàíòû λ0.

Â ëàãðàíæèàíå (8.1) ïàðàìåòðû λ0,m0 ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè âåëè-

÷èíàìè, íå èìåþùèìè íåïîñðåäñòâåííîãî �èçè÷åñêîãî ñìûñëà. Èõ çíà-

÷åíèÿ äîëæíû áûòü �ïîäîãíàíû� ïîä ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ (íàïðè-

ìåð, ïðè èçìåðåíèè ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ ÷àñòèö). Ýòè ïàðàìåòðû ìîæíî

ïåðåîáîçíà÷àòü ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì, íàïðèìåð, ïîëîæèòü mλ0 âìåñòî

m0 è ò.ï.

Îñíîâíàÿ èäåÿ ïåðåíîðìèðîâêè ñîñòîèò â òîì, ÷òî îò λ0 è m0 ïåðå-

õîäÿò ê íîâûì ïàðàìåòðàì λ = λ(λ0, m0, Q) è m = m(λ0, m0, Q), òàê,

÷òîáû ðåãóëÿðèçàöèîííûé ïàðàìåòð Q (è ñëåäîâàòåëüíî áåñêîíå÷íîñòè)

�ñïðÿòàëñÿ� â λ, m, à â �óíêöèÿõ �èðèíà çàâèñèìîñòü îò íåãî óøëà.

Åñòåñòâåííî, òàêóþ ïðèÿòíóþ âîçìîæíîñòü ïðåäîñòàâëÿþò íå âñå ìî-

äåëè, à òîëüêî íåêîòîðûå. Òåîðèè, â êîòîðûõ âñå áåñêîíå÷íîñòè ìîæíî

ñïðÿòàòü â êîíå÷íîå ÷èñëî ïàðàìåòðîâ, íàçûâàþòñÿ ïåðåíîðìèðóåìûìè.

Â ìîäåëè ϕ4
äëÿ ïîëíîãî óïðÿòûâàíèÿ áåñêîíå÷íîñòåé, ïî-ìèìî λ0 è

m0, òðåáóåòñÿ åù¼ îäèí ïàðàìåòð. Ýòîò ïàðàìåòð ìîæíî ââåñòè, ïåðå-

îïðåäåëèâ �íîðìèðîâêó� îïåðàòîðà ïîëÿ, ñäåëàâ çàìåíó:

ϕ(x) =
ϕ0(x)√

Z
, (8.5)

ãäå Z � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò ðåãóëÿðèçàöèîííîãî ïàðà-

ìåòðà è ïàðàìåòðîâ ìîäåëè: Z = Z(λ0, m0, Q). Èñõîäíîå ïîëå ϕ0 è êîí-

ñòàíòû λ0, m0 íàçûâàþòñÿ ãîëûìè èëè çàòðàâî÷íûìè, à ïîëå ϕ è íîâûå

ïàðàìåòðû λ, m � ïåðåíîðìèðîâàííûìè âåëè÷èíàìè.

Ïîëåâàÿ ìîäåëü áóäåò ïåðåíîðìèðîâàííîé, åñëè ñòðóêòóðà âîçíèêà-

þùèõ áåñêîíå÷íîñòåé òàêîâà, ÷òî èõ ìîæíî â ëþáîì ïîðÿäêå ïî òåî-

ðèè âîçìóùåíèé ñïðÿòàòü â äâà ïàðàìåòðà λ, m è ïîëå ϕ (êîíñòàíòó

Z). Åñòåñòâåííî, ñâîéñòâî ïåðåíîðìèðóåìîñòè íåîáõîäèìî äîêàçûâàòü.

Ê ñ÷àñòüþ, ìíîãèå �èçè÷åñêè èíòåðåñíûå ìîäåëè îêàçûâàþòñÿ ïåðåíîð-

ìèðóåìûìè. È íàîáîðîò, �èçè÷åñêè èíòåðåñíûìè (àäåêâàòíûìè ðåàëü-

íîñòè) ñëåäóåò ñ÷èòàòü òåîðèè, êîòîðûå ìîæíî ïåðåíîðìèðîâàòü.
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Ïåðåíîðìèðîâàííûå ïîëÿ îïðåäåëÿþò ïåðåíîðìèðîâàííûå �óíêöèè

�ðèíà, êîòîðûå áóäóò çàïèñûâàòüñÿ áåç èíäåêñà 0:

G(x1, ..., xn) =
〈
0|Tϕ(x1)...ϕ(xn)|0

〉
= Z−n/2G0(x1, ..., xn). (8.6)

Â ÷àñòíîñòè, ïåðåíîðìèðîâàííûé ïðîïàãàòîð (n = 2) ðàâåí

G(p) = Z−1G0(p),

à ïåðåíîðìèðîâàííàÿ n-òî÷å÷íàÿ âåðøèííàÿ �óíêöèÿ (8.4):

Γ(n)(p1, ..., pn) = Zn/2 Γ
(n)
0 (p1, ..., pn). (8.7)

Ìîæíî òàêæå îïðåäåëèòü �óíêöèè, íàçûâàåìûå èíâàðèàíòíûì çàðÿ-

äîì, â êîòîðûõ íå âîçíèêàåò íîðìèðîâî÷íîãî ìíîæèòåëÿ Z:

Γ(n)(p1, ..., pn) [G(p1) · ... ·G(pn)]
1/2 = Γ

(n)
0 (p1, ..., pn) [G0(p1) · ... ·G0(pn)]

1/2.

Ñ�îðìóëèðóåì åù¼ ðàç ïðîöåäóðó ïåðåíîðìèðîâêè, âûïèñàâ â ÿâíîì

âèäå ïàðàìåòðû ìîäåëè:

Γ(n)({ p}, λ, m) = Zn/2(λ0, m0, Q) Γ
(n)
0 ({ p}, λ0, m0, Q), (8.8)

ãäå { p} ≡ p1, ..., pn. Íîâûå êîíñòàíòû λ = λ(λ0, m0, Q) èm = m(λ0, m0, Q)

ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè λ0, m0 è ðåãóëÿðèçàöèîííîãî ïàðàìåòðà Q. Ïåðå-
íîðìèðîâàííûå âåðøèííûå �óíêöèè Γ(n)

ñòàíîâÿòñÿ êîíå÷íûìè, êîãäà

ìû âûðàæàåì çàòðàâî÷íûå ïàðàìåòðû λ0, m0, âõîäÿùèå â Γ
(n)
0 , ÷åðåç

ïåðåíîðìèðîâàííûå ïàðàìåòðû λ, m. Ïðè ýòîì λ è m ñ÷èòàþòñÿ êîíå÷-

íûìè, ÷òî îáóñëîâëèâàåò è êîíå÷íîñòü ïåðåíîðìèðîâàííûõ âåðøèííûõ

�óíêöèé. Èìåííî ïîñëåäíèå ìû äîëæíû ñðàâíèâàòü ñ ýêñïåðèìåíòîì,

íàïðèìåð ïðè ðàññåÿíèè ÷àñòèö.

×òîáû ïðîöåäóðó ââåäåíèÿ íîâûõ ïàðàìåòðîâ λ, m ñäåëàòü îäíîçíà÷-

íîé, èñïîëüçóþò íîðìèðîâî÷íûå óñëîâèÿ (òðåáîâàíèÿ, íàêëàäûâàåìûå

íà ïåðåíîðìèðîâàííûå �óíêöèè �ðèíà). Íàïðèìåð, äâóõòî÷å÷íàÿ �óíê-

öèÿ �ðèíà ñîäåðæèò �óíêöèþ ñîáñòâåííîé ýíåðãèè Σ0(p), êîòîðàÿ îïðå-
äåëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íî ðàñõîäÿùèìèñÿ èíòåãðàëàìè. Ýòè ðàñõîäèìîñòè

âûäåëÿþòñÿ ïðè ïîìîùè äâóõ âû÷èòàíèé:

Σ0(p) = Σ0(0) + Σ′
0(0) p

2 + Σ̃0(p),

ãäå Σ̃0(p) � êîíå÷íàÿ �óíêöèÿ 4-èìïóëüñà è çàòðàâî÷íûõ êîíñòàíò λ0, m0

(÷òî ïîä÷¼ðêèâàåò èíäåêñ 0). Èñõîäíàÿ (íåïåðåíîðìèðîâàííàÿ) âåðøèí-

íàÿ 2-�óíêöèÿ ıΓ
(2)
0 = p2 − m2

0 − Σ0(p) èìååò áåñêîíå÷íûé ïîñòîÿííûé

ñäâèã è íàêîëîí. Äëÿ èõ ïåðåíîðìèðîâêè (�îáúÿâëåíèÿ êîíå÷íûìè�) òðå-

áóåòñÿ äâà íîðìèðîâî÷íûõ óñëîâèÿ.
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Íàïðèìåð, ìîæíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ïåðåíîðìèðîâàííàÿ �óíêöèÿ

Γ(2) = Z Γ
(2)
0 óäîâëåòâîðÿëà óðàâíåíèÿì:

ıΓ(2)(p)
∣
∣
∣
p2=m2

= 0, ı
∂Γ(2)(p)

∂p2

∣
∣
∣
p2=m2

= 1. (8.9)

Ýòè óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû òðåáîâàíèþ íàëè÷èÿ â òî÷íîé �óíêöèè �ðè-

íà ïîëþñà ïðè p2 = m2
ñ âû÷åòîì ðàâíûì ı, ò.å. G(p) ≈ ı/(p2 − m2)

ïðè p2 → m2
. Ýòîò ïîëþñ îïðåäåëÿåò ��èçè÷åñêóþ� ìàññó m è àíà-

ëîãè÷åí ïîëþñó â ïðîïàãàòîðå ñâîáîäíîé ÷àñòèöû ı/D0(p) = p2 − m2
0,

êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò îáîèì óðàâíåíèåì (8.9) ñ m = m0. Äëÿ íîðìè-

ðîâêè 4-âåðøèííîé �óíêöèè ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñèììåòðè÷íóþ òî÷êó

íîðìèðîâêè:

Γ(4)(p1, ..., p4)
∣
∣
∣
p∼µ

= −ıλ, (8.10)

ãäå ñèìâîë p ∼ µ îáîçíà÷àåò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ 4-èìïóëüñîâ, ïðè êî-

òîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (p1 + p2 + p3 + p4)
2 = 0:

p2i = µ2, pi · pj = −µ2

3
, s = t = u =

4µ2

3
, (8.11)

ãäå èíäåêñû � ýòî íîìåðà 4-âåêòîðîâ, à íå êîìïîíåíòû è çàïèñàíû òàêæå

çíà÷åíèÿ èíâàðèàíòîâ s = (p1+p2)
2
, t = (p1+p3)

2
, u = (p1+p4)

2
, ðàâíûå

äðóã äðóãó â ñèììåòðè÷íîé òî÷êå íîðìèðîâêè.

Çàäàâàÿ íîðìèðîâî÷íûå óñëîâèÿ, ìû òðåáóåì, ÷òîáû âåðøèííûå �óíê-

öèè ðàâíÿëèñü êîíå÷íûì ÷èñëàì ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ èìïóëüñîâ.

À ýòè ÷èñëà îïðåäåë¼ííûì îáðàçîì áûëè ñâÿçàíû ñ λ è m. Òåì ñàìûì

îïðåäåëÿþòñÿ ïåðåíîðìèðîâàííûå ïàðàìåòðû ìîäåëè.

Ïîíÿòíî, ÷òî âàðèàíòîâ íîðìèðîâî÷íûõ óñëîâèé ñóùåñòâóåò ìíîæå-

ñòâî. Íàïðèìåð, âìåñòî (8.9) ìîæíî âûáðàòü íîðìèðîâêó

ıΓ(2)(p)
∣
∣
∣
p2=0

= −m2, ı
∂Γ(2)(p)

∂p2

∣
∣
∣
p2=0

= 1. (8.12)

Îíè òàêæå ñîãëàñóþòñÿ ñî ñâîáîäíîé 2-âåðøèííîé �óíêöèåé ñ m = m0.

Ïðè ýòîì êîíñòàíòà m � ýòî êîíå÷íûé ïàðàìåòð ðàçìåðíîñòè ìàññû,

îòëè÷íûé îò (òàêæå êîíå÷íîé) ìàññû m â íîðìèðîâêå (8.9). Åù¼ îäèí

ïðèìåð íîðìèðîâêè, êîòîðîé óäîâëåòâîðÿåò ïðîïàãàòîð ñâîáîäíûõ ÷à-

ñòèö:

ıΓ(2)(p)
∣
∣
∣
p2=µ2

1

= µ2
1 −m2, ı

∂Γ(2)(p)

∂p2

∣
∣
∣
p2=µ2

2

= 1. (8.13)

Â íåé òðåáóåòñÿ, ÷òîáû â ïðîèçâîëüíûõ, íî �èêñèðîâàííûõ òî÷êàõ µ1 è

µ2 ïîëó÷àëèñü êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ âåðøèííîé �óíêöèè è å¼ ïðîèçâîäíîé.
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2 Ïåðåíîðìèðîâêà âî âòîðîì ïîðÿäêå ïî λ

�àññìîòðèì ïðèìåð ïåðåíîðìèðîâêè �óíêöèé �ðèíà, âû÷èñëåííûõ âî

âòîðîì ïîðÿäêå ïî òåîðèè âîçìóùåíèé. Ïåðåíîðìèðîâàííàÿ äâóõòî÷å÷-

íàÿ �óíêöèÿ �ðèíà â ðåçóëüòàòå ñóììèðîâàíèÿ âñåõ îäíî÷àñòè÷íî ïðè-

âîäèìûõ äèàãðàìì âûðàæàåòñÿ ÷åðåç �óíêöèþ ñîáñòâåííîé ýíåðãèè:

ıΓ(2)(p) = Z
ı

G0(p)
= Z

[

p2 −m2
0 − Σ0(0)− Σ′

0(0)p
2 − Σ̃0(p)

︸ ︷︷ ︸

Σ0(p)

]

, (8.14)

ãäå Σ̃0(p) = Σ̃0(p, m0, λ0) � êîíå÷íàÿ �óíêöèÿ. Îíà è å¼ ïåðâàÿ ïðîèç-

âîäíàÿ ïî p2 ïðè p2 = 0 ðàâíû íóëþ. Âñå áåñêîíå÷íîñòè (ïîñëå ñíÿòèÿ

ðåãóëÿðèçàöèè) íàõîäÿòñÿ â êîíñòàíòàõ Σ0(0) è Σ′
0(0). Ïðè ýòîì ðÿä äëÿ

Σ0(0) íà÷èíàåòñÿ ñ λ (îäíà ïåòëÿ), à Σ′
0(0) è Σ̃0(p) èìåþò ïîðÿäîê λ2

.

Ïîäñòàâèì (8.14) â íîðìèðîâî÷íûå óñëîâèÿ (8.12):

m2 = Z [m2
0 + Σ0(0)], Z =

1

1− Σ′
0(0)

. (8.15)

Èñêëþ÷àÿ áåñêîíå÷íóþ êîíñòàíòóm2+Σ0(0) èç ïåðåíîðìèðîâàííîé �óíê-
öèè (8.14) (ïðÿ÷à å¼ â ïåðåíîðìèðîâàííóþ ìàññó m), èìååì:

ıΓ(2)(p) = p2 −m2 − Σ̃0(p)

1− Σ′
0(0)

. (8.16)

Âî âòîðîì ñëàãàåìîì â ÷èñëèòåëå ñòîèò �óíêöèÿ ïðîïîðöèîíàëüíàÿ λ2

è âû÷èñëåííàÿ ñ ýòîé òî÷íîñòüþ. Ïîýòîìó çíàìåíàòåëü íóæíî îïóñòèòü:

[aλ2 + O(λ3)]/(1 − bλ2) = aλ2 + O(λ3). Â ðåçóëüòàòå, ñ òî÷íîñòüþ λ2
,

ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå êîíå÷íîå ïåðåíîðìèðîâàííîå âûðàæåíèå:

ıΓ(2)(p) = p2 −m2 − Σ̃(p). (8.17)

Â í¼ì îòñóòñòâóåò èíäåêñ íîëü ó �óíêöèè Σ̃(p), ò.å. âìåñòî ïàðàìåòðà

m0 âåçäå íåîáõîäèìî ïîñòàâèòü m. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó (8.15) m2
0 =

m2 + O(λ0). Òàê êàê Σ̃0 ïîëó÷åíà ñ òî÷íîñòüþ äî λ2
0, â íåé ìîæíî â

ðàìêàõ ýòîé æå òî÷íîñòè çàìåíèòü m0 íà m (îòêëîíåíèå m îò m0 áóäóò

äàâàòü ïîïðàâêè ïîðÿäêà λ3
0).

Ïðè âûáîðå íîðìèðîâêè (8.9), ïîâòîðåíèå âû÷èñëåíèé, ïðèâîäèò ê

ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó:

ıΓ(2)(p) = {1 + Σ̃′(m)} [p2 −m2 + Σ̃(m)− Σ̃(p)]. (8.18)

ãäå Σ̃′(m) � ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè Σ̃0(p) ïî p2 ïðè p2 = m2. Îí ýêâèâà-

ëåíòåí (8.17), íî ñîäåðæèò äðóãîé ïàðàìåòð ïåðåíîðìèðîâàííîé ìàññû

(ïîëþñ): m2 7→ m2 − Σ̃0(m) è åäèíè÷íûé âû÷åò ïðè ïîëþñå (ò.å. (8.18) è
(8.17) îòëè÷àþòñÿ ïîñòîÿííûì ìíîæèòåëåì).
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• Àíàëîãè÷íî ïåðåíîðìèðóåì ÷åòûð¼õòî÷å÷íóþ âåðøèííóþ �óíêöèþ

(7.19), ñòð. 160. Âî âòîðîì ïîðÿäêå ïî λ îíà èìååò ëîãàðè�ìè÷åñêóþ ðàñ-

õîäèìîñòü, óñòðàíÿåìóþ âû÷èòàíèåì êîíñòàíòû: Λ̃0(s) = Λ0(s)− Λ0(0).

Çàïèøåì ïåðåíîðìèðîâàííóþ âåðøèííóþ �óíêöèþ Z2Γ
(4)
0 :

Γ(4)(s, t, u) = −ıλ0 Z
2
[

1 + 3Λ0(0) + Λ̃0(s) + Λ̃0(t) + Λ̃0(u)
]

. (8.19)

Òàê êàê Λ0(0) è Λ̃0(s) ïðîïîðöèîíàëüíû λ0, ýòî ñîîòíîøåíèå ñ òàêîé æå

òî÷íîñòüþ ïî λ0 ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Γ(4)(s, t, u) = −ıλ0 Z
2
[

1 + 3Λ0(0)
] [

1 + Λ̃0(s) + Λ̃0(t) + Λ̃0(u)
]

.

Âûáåðåì íîðìèðîâî÷íîå óñëîâèå (8.10) ñ íóëåâûì èìïóëüñîì µ = 0. Òðå-
áîâàíèå Γ(4)(0, 0, 0) = −ıλ ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé ñâÿçè ïåðåíîðìèðîâàí-

íîé êîíñòàíòû λ è çàòðàâî÷íûõ âåëè÷èí:

λ = λ0 Z
2
[

1 + 3Λ0(0)
]

. (8.20)

Â ðåçóëüòàòå äëÿ ïåðåíîðìèðîâàííîé âåðøèííîé �óíêöèè ïîëó÷àåì ñëå-

äóþùåå âûðàæåíèå:

Γ(4)(s, t, u) = −ıλ
[

1 + Λ̃(s) + Λ̃(t) + Λ̃(u)
]

, (8.21)

ãäå ñíîâà îïóùåíû èíäåêñû �0� ó Λ̃, ò.å. ñ òî÷íîñòüþ äî λ2
ïàðàìåòðû λ0

è m0 çàìåíåíû íà λ è m:

λ = λ0 + aλ2
0 + ... => λ0 = λ− aλ2 + ... (8.22)

Ê ñîæàëåíèþ, âûøå íàì ïðèøëîñü äîñòàòî÷íî âîëüíî îáðàùàòüñÿ ñ

ðÿäàìè òåîðèè âîçìóùåíèÿ. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî îíè ñîäåðæàëè áåñêî-

íå÷íûå ñëàãàåìûå, ñ÷èòàëîñü, ÷òî ýòè âåëè÷èíû êîíå÷íû è ìàëû. Ýòî

ïîçâîëèëî, íàïðèìåð, ëèêâèäèðîâàòü çíàìåíàòåëü (8.16), ïðåíåáðåãàÿ

÷ëåíàìè áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî λ. Êðîìå ýòîãî, ïîëîæè-
òåëüíîñòü Z > 0 â (8.5) ïðåäïîëàãàåò ìàëîñòü Σ′(0) ≪ 1, ñì. (8.15), ÷òî

ñïðàâåäëèâî, åñëè λ0 ≪ 1 è Σ′
0(0) � êîíå÷íî.

Ýòè, íå âïîëíå êîððåêòíûå ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ îïåðàöèè,

÷àñòè÷íî îáîñíîâûâàþòñÿ òåì, ÷òî ìû ðàáîòàåì íå ñ áåñêîíå÷íûìè, à êî-

íå÷íûìè, ðåãóëÿðèçîâàííûìè âåëè÷èíàìè. Äðóãèìè ñëîâàìè ìû äåëàåì

ðåãóëÿðèçàöèþ ñêîëü óãîäíî �ñèëüíîé� è �ùàäÿùåé� äëÿ íàøåé òåîðèè

âîçìóùåíèé, ÷òîáû îíà ðàáîòàëà õîðîøî. Ñíèìàåòñÿ æå ðåãóëÿðèçàöèÿ

(ïàðàìåòðû 1/ν èëè Q óñòðåìëÿþòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè) óæå ïîñëå ïðî-

âåäåíèÿ ïåðåíîðìèðîâêè. Âîçìîæíî, ïîäîáíûé ïîäõîä ïîêàæåòñÿ íå äî-

ñòàòî÷íî ñòðîãèì, îäíàêî, ê ñîæàëåíèþ, áîëåå êîððåêòíîé ïðîöåäóðû

ïðèäóìàíî ïîêà íå áûëî.
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3 Êîíòð÷ëåíû

Ïîïðàâêè ïî òåîðèè âîçìóùåíèé çàâèñÿò îò çàòðàâî÷íûõ ïàðàìåòðîâ

λ0 è m0. Èõ íåîáõîäèìî âûðàçèòü ÷åðåç ïåðåíîðìèðîâàííûå âåëè÷èíû

λ = λ(λ0, m0) è m = m(λ0, m0), ò.å. îáðàòèòü ýòè �óíêöèè: λ0 = λ0(λ,m)
è m0 = m0(λ,m). Îäíàêî îíè íåëèíåéíû è âû÷èñëåíèÿ â âûñîêèõ ïî-

ðÿäêàõ ïî λ0 ñòàíîâÿòñÿ äîâîëüíî íåïðîñòûìè. Àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä

� ñðàçó ñòðîèòü òåîðèþ âîçìóùåíèé ïî ïàðàìåòðó λ.

Äëÿ ýòîãî âûðàçèì â ëàãðàíæèàíå ϕ4
-ìîäåëè (8.1) çàòðàâî÷íûå ïîëÿ

÷åðåç ïåðåíîðìèðîâàííûå ϕ0 = ϕZ1/2
:

L =
Z

2

{
(∂ϕ)2 −m2

0 ϕ
2
}
− λ0Z

2

4!
ϕ4

(8.23)

è ïåðåïèøåì åãî â ýêâèâàëåíòíîì âèäå:

L =
1

2

{
(∂ϕ)2 −m2 ϕ2

}
− 1− Z

2
(∂ϕ)2 − Z m2

0 −m2

2
ϕ2 − λ0Z

2

4!
ϕ4.

Âåëè÷èíû Z, m0, λ0 çàâèñÿò îò λ, ïîýòîìó ðàçëîæèì êîý��èöèåíòû ïðè

ïîñëåäíèõ òð¼õ ñëàãàåìûõ â ðÿä ïî λ:

Z m2
0 −m2 = ı

∞∑

k=1

Ak (−ıλ)k, 1− Z = ı
∞∑

k=1

Bk (−ıλ)k,

λ0Z
2 = ı

∞∑

k=1

Ck (−ıλ)k,

ãäå ìíèìûå åäèíèöû ââåäåíû äëÿ åäèíîîáðàçèÿ ïîñëåäóþùèõ ñîîòíî-

øåíèé. Â âåäóùåì ïî λ ïðèáëèæåíèè Z = 1 + O(λ2), m2
0 = m2 + O(λ)

è λ0 = λ + O(λ2), ñì., (8.15), (8.20). Ïîýòîìó ìîæíî ñðàçó ñ÷èòàòü, ÷òî

B1 = 0, C1 = 1. Ïîñëåäíèå òðè ÷ëåíà â ëàãðàíæèàíå (çà èñêëþ÷åíèåì

êîìïîíåíòû ïðîïîðöèîíàëüíîé C1) íàçûâàþò êîíòð÷ëåíàìè. Ïî ñâîåé

ñòðóêòóðå îíè ñîâïàäàþò ñ òðåìÿ ñëàãàåìûìè èñõîäíîãî ëàãðàíæèàíà.

Ñ÷èòàÿ ïåðåíîðìèðîâàííóþ êîíñòàíòó λ ìàëîé, ìîæíî ïîñòðîèòü òåî-

ðèþ âîçìóùåíèé ïî λ. Íåèçâåñòíûå êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ Ak, Bk,

Ck ïîäáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû âñå áåñêîíå÷íîñòè, â êàæäîì ïîðÿäêå ðàçëî-

æåíèÿ ïî λ ñîêðàùàëèñü. Äëÿ îäíîçíà÷íîñòè òàêîãî âûáîðà íåîáõîäèìî

èñïîëüçîâàòü êîíêðåòíûå íîðìèðîâî÷íûå óñëîâèÿ.

Ñèòóàöèÿ, âïðî÷åì, íåñêîëüêî îñëîæíÿåòñÿ íàëè÷èåì ÷ëåíà (∂ϕ)2 â

ëàãðàíæèàíå âçàèìîäåéñòâèÿ. Â �îðìóëå äëÿ îïåðàòîðà ýâîëþöèè (??),

ñòð. ?? ñòîèò ãàìèëüòîíèàí âçàèìîäåéñòâèÿ V , à íå ëàãðàíæèàí Lint (èí-

òåãðàë îò Lint ïî d3x). Åñëè â ïîñëåäíåì íåò ïðîèçâîäíûõ ïîëåé, òî

V = −Lint. Îäíàêî, â íàøåì ñëó÷àå ýòî íå òàê, ïîýòîìó ïîòðåáóåòñÿ

íåáîëüøîå îòñòóïëåíèå.
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• �àññìîòðèì ëàãðàíæèàí

L =
1

2

{
(∂ϕ)2 −m2 ϕ2

}

︸ ︷︷ ︸

L0

− a

2
(∂ϕ)2 − U(ϕ)

︸ ︷︷ ︸

Lint

, (8.24)

ãäå U(ϕ) � íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ ïîëÿ, à a � êîíñòàíòà. Êàíîíè÷åñêèé

èìïóëüñ îïðåäåëÿåòñÿ îáû÷íûì îáðàçîì è íå ðàâåí ϕ̇:

π =
∂L
∂ϕ̇

= (1− a) ϕ̇.

�àìèëüòîíèàí H = H0 + V (èíòåãðàë îò πϕ̇− L ïî d3x) èìååò âèä:

H =

∫ { π2

2
+

(∇ϕ)2

2
+

m2

2
ϕ2

︸ ︷︷ ︸

H0

+
a

1− a

π2

2
− a

(∇ϕ)2

2
+ U(ϕ)

︸ ︷︷ ︸

V

}

d3x.

Â ïðåäñòàâëåíèè âçàèìîäåéñòâèÿ ϕI(t,x) = e−ıH0t ϕ(0,x) eıH0t
îïåðàòîðû

ïîëÿ óäîâëåòâîðÿò óðàâíåíèÿì �åéçåíáåðãà ñî ñâîáîäíûì ãàìèëüòîíèà-

íîì: ıϕ̇I = [ϕI, H0] = ıπI . Ïîýòîìó, çàìåíÿÿ πI íà ϕ̇I , çàïèøåì ãàìèëü-

òîíèàí âçàèìîäåéñòâèÿ V â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè:

VI =

∫ { a

1− a

ϕ̇I
2

2
− a

(∇ϕI)
2

2
+ U(ϕI)

}

d3x. (8.25)

Èç-çà ïåðâûõ äâóõ ñëàãàåìûõ, âûðàæåíèå äëÿ îïåðàòîðà ýâîëþöèè:

Ŝ(−∞, ∞) = T exp
{

− ı

∫

V̂I(τ) dτ
}

(8.26)

òåðÿåò ñâîþ êîâàðèàíòíóþ �îðìó. Äðóãàÿ ïðîáëåìà ñâÿçàíà ñ ïðèìåíèì

òåîðåìû Âèêà ïðè âû÷èñëåíèè ñðåäíèõ îò õðîíîëîãè÷åñêèõ ïðîèçâåäå-

íèé, ñîäåðæàùèõ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòîé òåî-

ðåìû (ñòð. 64) ïðîâîäèëñÿ ïåðåíîñ îïåðàòîðà ñâîáîäíîãî ïîëÿ ê ïðàâîìó

âàêóóìíîìó âåêòîðó. Ïðè ýòîì îí �çàöåïëÿëñÿ� (ñïàðèâàëñÿ) ïîî÷åð¼ä-

íî ñ êàæäûì îïåðàòîðîì. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè è

ïðè íàëè÷èè â ïðîèçâåäåíèè ïðîèçâîäíûõ ïîëåé ïî âðåìåíè. Ïðè ýòîì

â îáû÷íîì ñðåäíåì íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü 4 âèäà ñïàðèâàíèé (äàëåå èí-

äåêñ I îïóñêàåì):

ϕx ϕy, ϕ̇x ϕy, ϕx ϕ̇y, ϕ̇x ϕ̇y.

Ñîîòâåòñòâåííî, ïîÿâèòñÿ 3 âèäà (ñèììåòðè÷íûõ) õðîíîëîãè÷åñêèõ ñïà-

ðèâàíèé, ïðè âû÷èñëåíèè ñðåäíåãî îò õðîíîëîãè÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ

îïåðàòîðîâ.
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Ýòè ñïàðèâàíèÿ íåîáõîäèìî âûðàçèòü ÷åðåç ïðîïàãàòîð:

ϕxϕy =
〈
Tϕxϕy

〉
= D(x− y) =

∫
d4p

(2π)4
ı

p2 −m2 + ıǫ
e−ıp (x−y).

Èç ïðàâèëà äè��åðåíöèðîâàíèÿ õðîíîëîãè÷åñêèõ ñðåäíèõ (ñòð. ??):

∂tT{BtP1} = T{∂tBt P1}+ δ(t− t1) [B1, P1],

ñëåäóåò, ÷òî îäèí ðàç äè��åðåíöèðîâàòü ìîæíî áåç ïîñëåäñòâèé (ïðè

îäèíàêîâûõ âðåìåíàõ îïåðàòîðû ïîëÿ êîììóòèðóþò):

∂x0
T{ϕxϕy} = T{ϕ̇xϕy},

à, ò.å. [ϕx, ϕ̇y] = ıδ(x− y) ïðè x0 = y0, åù¼ îäíà ïðîèçâîäíàÿ äîáàâëÿåò

�óíêöèþ Äèðàêà:

∂x0
∂y0 T{ϕxϕy} = ∂y0 T{ϕyϕ̇x} = T{ϕ̇xϕ̇y}+ ı δ(x− y).

Îïðåäåëèì ìîäè�èöèðîâàííóþ îïåðàöèþ õðîíîëîãè÷íåñêîãî ïîðÿäêà

(ñî çâ¼çäî÷êîé), êîòîðàÿ �íå ÷óâñòâèòåëüíà� ê ïðîèçâîäíûì ïî âðåìåíè

(ò.å. èõ ìîæíî çà ýòîò ñèìâîë âûíîñèòü, ïîëó÷àÿ îáû÷íûé õðîíîëîãè÷å-

ñêèé ïîðÿäîê):

∗
T{ϕ̇1ϕ̇2...} = ∂x0

1
∂x0

2
...T{ϕ1ϕ2...}. (8.27)

Â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå ïðîèçâîäíûå ïðèâîäÿò ê óìíîæåíèþ ïðîïà-

ãàòîðà íà êîìïîíåíòû 4-èìïóëüñà. Íàïðèìåð:

〈 ∗
T ϕ̇xϕ̇x

〉
=

∫
d4p

(2π)4
ı p20

p2 −m2 + ıǫ
e−ıp(x−y). (8.28)

Ïðè ïîìîùè ìîäè�èöèðîâàííîãî õðîíîëîãè÷åñêîãî ñðåäíåãî, ñïàðèâà-

íèÿ ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ϕ̇xϕy =
〈
T ϕ̇xϕy

〉
=
〈 ∗
T ϕ̇xϕy

〉
(8.29)

è

ϕ̇xϕ̇y =
〈
T ϕ̇xϕ̇y

〉
=
〈 ∗
T ϕ̇xϕ̇y

〉
− ı δ(x− y). (8.30)

Â ÷àñòíîñòè, ïðè ñîâïàäàþùèõ àðãóìåíòàõ:

〈
T ϕ̇2

x

〉
=
〈 ∗
T ϕ̇2

x

〉
− ı δ(0) ≡

〈
ϕ̇2
x

〉
(8.31)

(çàìåòèì, ÷òî

〈 ∗
T ϕ̇2

x

〉
6= 0 äîëæíî âû÷èñëÿòüñÿ ïî (8.28) ïðè x = y).

Íàëè÷èå �óíêöèé Äèðàêà â âûðàæåíèÿõ äëÿ ñïàðèâàíèé ñóùåñòâåííî

îñëîæíÿåò âû÷èñëåíèÿ è äîáàâëÿåò ðàñõîäÿùèõñÿ ñëàãàåìûõ, ïîäîáíûõ

δ(0).
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Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòî ïðè âû÷èñëåíèè âàêóóìíîãî ñðåäíåãî:

A =
〈

T exp
{

ıα

∫

x

ϕ̇2
x

}〉

= 1 + ıα

∫

x

〈
T ϕ̇2

x

〉
+

(ıα)2

2!

∫

xy

〈
T ϕ̇2

xϕ̇
2
y

〉
+ ...,

ãäå α � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà è äëÿ êðàòêîñòè îïóùåíû ñèìâîëû d4x.

Ñðåäíåå

〈
Tϕ̇2

x

〉
çàïèñàíî âûøå, à äëÿ âòîðîãî ñðåäíåãî, ïîñëåäîâàòåëüíî

ïðèìåíèì òåîðåìó Âèêà:

〈
T ϕ̇xϕ̇xϕ̇yϕ̇y

〉
=
〈
T ϕ̇xϕ̇x

〉〈
T ϕ̇yϕ̇y

〉
+2

〈
T ϕ̇xϕ̇y

〉2
.

Ïîäñòàâëÿÿ (8.30) è (8.31), èìååì:

A = 1 + ıα (1 + 2α)

∫

x

〈 ∗
Tϕ̇2

x

〉
+

(ıα)2

2

∫

xy

[〈 ∗
Tϕ̇2

x

〉〈 ∗
Tϕ̇2

y

〉
+ 2

〈 ∗
Tϕ̇xϕ̇y

〉2
]

+

∫

x

(α+ α2) δ(0) +
α2

2

[ ∫

x

δ(0)
]2

− ıα2

∫

x

〈 ∗
Tϕ̇2

x

〉
∫

y

δ(0) + ...

Ê ñ÷àñòüþ, ñèòóàöèÿ ñóùåñòâåííî îáëåã÷àåòñÿ áëàãîäàðÿ ñëåäóþùåìó

òîæäåñòâó (îíî áóäåò äîêàçàíî ïîçäíåå):

T
{

exp
(

ı

∫

x

α ϕ̇2
)

F (ϕ)
}

= C
∗
T
{

exp
(

ı

∫

x

α

1− 2α
ϕ̇2

)

F (ϕ)
}

, (8.32)

ãäå F (ϕ) � ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ (èëè �óíêöèîíàë) è C � êîíñòàíòà:

C = exp
(

−
∫

x

δ4x(0) ln
√
1 + 2α

)

.

Äëÿ α = −a/2(1− a) êîý��èöèåíò â ýêñïîíåíòå ïîä
∗
T ñòàíîâèòñÿ ðàâ-

íûì −a/2. Ïîýòîìó, ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ C, êîòî-
ðûé ñîêðàòèòüñÿ ïðè âû÷èñëåíèè �óíêöèé �ðèíà ïî �îðìóëå (5.13),

ñòð. 111, âûðàæåíèÿ (8.25), (8.26) ìîæíî çàïèñàòü òàê:

S =
∗
T
{

exp
(

ı

∫

Lint d
4x
)}

, (8.33)

ãäå Lint = −(a/2) (∂ϕ)2 − U(ϕ). Åñëè ëàãðàíæèàí íå çàâèñèò îò ïðîèç-

âîäíûõ, òî

∗
T = T è ìû âîçâðàùàåìñÿ ê �îðìóëå (8.26). Ïðè íàëè÷èè

ïðîèçâîäíûõ â ëàãðàíæèàíå, äâå �íåêîâàðèàíòíîñòè� (îäíà â VI , à âòîðàÿ

ïðè âû÷èñëåíèè T{...}) ñîêðàùàþòñÿ è ïîëó÷àåòñÿ êîâàðèàíòíîå âûðà-

æåíèå (8.33).
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4 Äèàãðàììû Ôåéíìàíà äëÿ êîíòð÷ëåíîâ

Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê ïîñòðîåíèþ òåîðèè âîçìóùåíèÿ ïðè íàëè÷èè êîí-

òð÷ëåíîâ. Ëàãðàíæèàí âçàèìîäåéñòâèÿ:

Lint = −ı

∞∑

k=1

(−ıλ)k
{

Ak
ϕ2

2
+ Bk

(∂ϕ)2

2
+ Ck

ϕ4

4!

}

â ñîîòâåòñòâèè ñ óòî÷íåíèåì (8.33), íåïîñðåäñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ â îïå-

ðàòîðå ýâîëþöèè:

S =
∗
T exp

∫ ∞∑

k=1

(−ıλ)k
{

Ak
ϕ2

2
+ Bk

(∂ϕ)2

2
+ Ck

ϕ4

4!

}

d4x.

Ó÷èòûâàÿ ðÿä Òåéëîðà:

exp(a1λ+a2λ
2+a3λ

3+...) = 1+a1λ+
{

a2+
a21
2

}

λ2+
{

a3+a1a2+
a31
6

}

λ3+...,

çàïèøåì âî âòîðîì ïîðÿäêå ïî òåîðèè âîçìóùåíèé îïåðàòîð S (ïî x è y

âåä¼òñÿ èíòåãðèðîâàíèå, çíàê êîòîðîãî îïóùåí):

S = 1− ıλ
{

A1
ϕ2
x

2
+

ϕ4
x

4!

}

+(−ıλ)2
{

B2
(∂ϕx)

2

2
+ A2

ϕ2
x

2
+ C2

ϕ4
x

4!
+A2

1

ϕ2
xϕ

2
y

8
+ A1

ϕ2
xϕ

4
y

2 · 4! +
ϕ4
xϕ

4
y

2 · 4!2
}

,

ãäå ñðàçó ó÷òíî, ÷òî B1 = 0 è C1 = 1. Äëÿ ñîêðàùåíèÿ ïîñëåäóþùèõ

âû÷èñëåíèé, ìû îãðàíè÷èìñÿ ñâÿçíûìè äèàãðàììàìè, òàê êàê íåñâÿçíûå

óéäóò ïðè äåëåíèè âûðàæåíèé íà âàêóóìíîå ñðåäíåå

〈
S
〉
.

Äëÿ 2-òî÷å÷íîé �óíêöèè �ðèíà ïî òåîðåìå Âèêà â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî

òåîðèè âîçìóùåíèé, èìååì:

G(x1, x2) = (x1x2)− ıλ
{

A1 (x1x)(x2x) +
1

2
(x1x)(x2x)(xx)

}

,

ãäå èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ ãëàâû 5, ñòð.112 äëÿ õðîíîëîãè÷åñêèõ

ñðåäíèõ. Ýòî âûðàæåíèå èçîáðàæàåòñÿ ñëåäóþùèìè äèàãðàììàìè:

Íîâîé ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîñëåäíÿÿ äèàãðàììà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîíòð÷ëå-

íó, â êîòîðîé âåðøèíà, ïîìå÷åííàÿ êðåñòèêîì, èìååò ìíîæèòåëü −ıλA1.

Âåðøèíà æå ñ òî÷êîé ïî-ïðåæíåìó èìååò ìíîæèòåëü −ıλ.
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Â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè, ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò èìååò âèä:

G(p) = D(p)− ıλD2(p)
{

A1 +
1

2

∫

D(k)
d4k

(2π)4

}

. (8.34)

Íàïîìíèì, ÷òî ìàññà m â ïðîïàãàòîðå D(p) = ı/(p2 − m2) ÿâëÿåòñÿ

�èçè÷åñêîé (ïåðåíîðìèðîâàííîé), à íå çàòðàâî÷íîé m0.

Âî âòîðîì ïîðÿäêå ïî òåîðèè âîçìóùåíèé ϕ4
x ϕ

4
y áóäåò ïðèâîäèòü ê

äèàãðàììàì, óæå ðàññìîòðåííûì â ãëàâå 5. Íàéä¼ì îñòàëüíûå ñâÿçíûå

ñðåäíèå â äâóõòî÷å÷íîé �óíêöèè �ðèíà. Äëÿ ñëàãàåìîãî ϕ2
x ϕ

4
y èìååì:

(x1x2 x
2y4) = 24{(x1y)(x2y)(xy)2+(x1y)(x2x)(xy)(yy)+(x1x)(x2y)(xy)(yy)}.

Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿåì ñðåäíåå äëÿ ϕ2
x ϕ

2
y, ñâÿçíàÿ ÷àñòü êîòîðîãî ðàâíà

(x1x2 x
2y2) = 8(x1x)(x2y)(xy) + ...

(êàê îáû÷íî, ïåðåìåííûå èíòåãðèðîâàíèÿ ïåðåîáîçíà÷åíû è ïåðåñòàâëå-

íû ìåñòàìè). Ñóììà ýòèõ ñëàãàåìûõ èçîáðàçèì ñëåäóþùèìè äèàãðàì-

ìàìè:

Äâóõòî÷å÷íàÿ �óíêöèÿ �ðèíà ñèììåòðè÷íà ïî àðãóìåíòàì x1 è x2, ïî-
ýòîìó âòîðóþ è òðåòüþ äèàãðàììû ìîæíî îáúåäèíèòü â îäíó, óìíîæèâ

å¼ íà 2:

Åù¼ äâà ñëàãàåìûõ: A2 (ϕ
2
x/2)+C2 (ϕ

4
x/4!) ïðè õðîíîëîãè÷åñêîì óñðåä-

íåíèè ñ ϕx1ϕx2, äàþò äèàãðàììû, ïîõîæèå íà ïåðâûé ïîðÿäîê ïî λ:

Îäíàêî òåïåðü âåðøèíû (êðåñòèê è ÷¼ðíûé êðóæîê) ïîìå÷åíû öè�ðîé 2.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îíè èìåþò âòîðîé ïîðÿäîê ïî òåîðèè âîçìóùåíèé. Âåð-

øèíå ñ òî÷êîé ñîîòâåòñòâóåò ìíîæèòåëü (−ıλ)2C2, à êðåñòèêó: (−ıλ)2A2.

Â îáùåì ñëó÷àå âåðøèíà ìîæåò èìåòü ïðîèçâîëüíûé ïîðÿäîê k, ÷òî áó-
äåò ïîìå÷àòüñÿ öè�ðîé ðÿäîì ñ ýòîé âåðøèíîé (íå ñòîèò ïóòàòü ïîðÿäîê

âåðøèíû è ñèììåòðèéíûé ìíîæèòåëü âñåé äèàãðàììû, êîòîðûé îáû÷íî

ÿâëÿåòñÿ äðîáíûì ÷èñëîì).
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Îñòàëîñü âû÷èñëèòü ñðåäíåå ñ êîíòð÷ëåíîì B2 (∂ϕx)
2/2. Çàïèøåì ïðî-

èçâîäíóþ (∂ϕx)
2
êàê gµν ∂

µ
xϕx ∂

ν
yϕy , à çàòåì ïîëîæèì x = y. Äëÿ ñâÿçíûõ

÷àñòåé õðîíîëîãè÷åñêîãî ñðåäíåãî èìååì:

〈 ∗
Tϕ1ϕ2 ∂ϕx ∂ϕy

〉
= ∂x

〈
Tϕ1ϕx

〉
∂y
〈
Tϕ2ϕy

〉
+ ∂y

〈
Tϕ1ϕy

〉
∂x
〈
Tϕ2ϕx

〉
+ ...,

ãäå ïðîèçâîäíûå âûíåñåíû çà çíàê ìîäè�èöèðîâàííîãî õðîíîëîãè÷å-

ñêîãî ñðåäíåãî, â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì (8.27). Ïîýòîìó, ïîëàãàÿ

x = y, èìååì:

〈 ∗
Tϕ1ϕ2

(∂ϕx)
2

2

〉
= ∂xDx1x ∂xDx2x.

Ïîäñòàâèì �óðüå-ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ ïðîïàãàòîðîâ:

〈 ∗
Tϕ1ϕ2

(∂ϕx)
2

2

〉
=

∫
d4p d4k

(2π)8
D(p)D(k) ı2pk e−ıp(x1−x)−ık(x2−x).

Äëÿ ïåðåõîäà â èìïóëüñíîå ïðåäñòàâëåíèå, ýòî âûðàæåíèå íåîáõîäèìî

óìíîæèòü íà eı (p1x1+p2x2)
è ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî x1, x2 (âñïîìèíàåì òàêæå

îá èíòåãðàëå ïî x â S). Ýòî äà¼ò:

∫
〈 ∗
Tϕ1ϕ2

(∂ϕx)
2

2

〉
eı

∑
pixi d4x1 d

4x2 d
4x = (2π)4 δ(p1 + p2) p

2
1D

2(p1).

Ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ p21 ýòîò ðåçóëüòàò ñîâïàäàåò ñ âû÷èñëåíè-

åì ñðåäíåãî îò ìàññîâîãî êîíòð÷ëåíà Ak ϕ
2
x. Ïîýòîìó, ìû íå áóäåì äëÿ

íåãî çàâîäèòü îòäåëüíîãî îáîçíà÷åíèÿ íà äèàãðàììàõ Ôåéíìàíà, à ðàñ-

øèðèì îïðåäåëåíèå âåðøèíû ñ êðåñòèêîì k-òîãî ïîðÿäêà, ñ÷èòàÿ, ÷òî

åé ñîîòâåòñòâóåò ìíîæèòåëü Ak +Bk p
2
.

Ñîáèðàÿ âñå ïîëó÷åííûå äèàãðàììû, çàïèøåì â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâ-

ëåíèè 2-òî÷íóþ �óíêöèþ �ðèíà âî âòîðîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé:

Â ïåðâîé ñòðîêå èäóò ïðèâû÷íûå äèàãðàììû íåïåðåíîðìèðîâàííîé òåî-

ðèè âîçìóùåíèé, íî çàâèñÿùèå òåïåðü îò ïåðåíîðìèðîâàííûõ ïàðàìåò-

ðîâ λ, m. Âî âòîðîé ñòðîêå ïðèâåäåíû âñå äèàãðàììû êîíòð÷ëåíîâ (ñ

òîé-æå òî÷íîñòüþ λ2
).
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Àíàëîãè÷íî ïðîâîäÿòñÿ âû÷èñëåíèÿ äëÿ 4-òî÷å÷íûõ �óíêöèé �ðèíà.

Îíè, êàê è â íåïåðåíîðìèðîâàííîì ñëó÷àå, ñîñòîÿò èç ñóììû ñâÿçíûõ è

íåñâÿçíûõ äèàãðàìì. Ïðè ýòîì íåñâÿçíûå äèàãðàììû ïðè ïîìîùè òî÷-

íûõ ïðîïàãàòîðîâ ñîáèðàþòñÿ â òðè ñëàãàåìûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàç-

ëè÷íûì ñîåäèíåíèÿì èìïóëüñîâ p1, ..., p4 (ñòð. 135). Ñâÿçíûå äèàãðàììû,

ìîãóò èìåòü �÷àñòè÷íî îäåòûå� âíåøíèå ëèíèè (âêëþ÷àÿ êîíòð÷ëåíû):

Íàïîìíèì (ñòð. 127), ÷òî åñëè âíåøíèå ëèíèè íà äèàãðàììå íå ïîäïè-

ñûâàþòñÿ, íåîáõîäèìî ïðîâåñòè å¼ ñèììåòðèçàöèþ ïî âñåì âõîäÿùèì

èìïóëüñàì. Êîëè÷åñòâî âîçíèêàþùèõ ïðè ýòîì äèàãðàìì óêàçûâàåòñÿ

â ÷èñëèòåëå ñèììåòðèéíûõ êîý��èöèåíòîâ ðÿäîì ñ äèàãðàììîé. Âû-

øå ïîñëåäíèå ÷åòûðå äèàãðàììû èìåþò ïîðÿäîê λ2
, ïðè÷¼ì äëÿ òðåòåé

ïîñëå ðàâåíñòâà äèàãðàììå ýòî ÿâíûì îáðàçîì óêàçûâàåò öè�ðà 2 ïðè

âåðøèíå. Îñòàëüíûå 3 äèàãðàììû ñîäåðæàò ïî äâå âåðøèíå ïåðâîãî ïî-

ðÿäêà. ×òîáû óáðàòü �÷àñòè÷íî îäåòûå� äèàãðàììû ìû ïåðåõîäèì ê âåð-

øèííûì �óíêöèÿì, ïîëó÷àþùèìñÿ äåëåíèåì �óíêöèé �ðèíà íà òî÷íûå

ïðîïàãàòîðû âíåøíèõ ëèíèé.

Ïîäûòîæèì, ñ�îðìóëèðîâàâ ïðàâèëà Ôåéíìàíà â èïóëüñíîì ïðåä-

ñòàâëåíèè. Íà äèàãðàììàõ ìîãóò ïðèñóòñòâîâàòü äâà âèäà âåðøèí (òî÷êà

è êðåñòèê). Ýòè âåðøèíû ìîãóò áûòü k-òîãî ïîðÿäêà è èì ñîîòâåòñòâóþò

ñëåäóþùèå ìíîæèòåëè:

ãäå p � 4-èìïóëüñ ïðîõîäÿùèé ÷åðåç âåðøèíû êîíòð÷ëåíîâ ñ êðåñòèêîì.

Âåðøèíû áåç öè�ðû ñîîòâåòñòâóåò k = 1. Êðîìå ýòîãî B1 = 0 è C1 =

1. Îñòàëüíûå êîý��èöèåíòû Ak äîëæíû áûòü îïðåäåëåíû â ïðîöåññå

óñòðàíåíèÿ áåñêîíå÷íîñòåé. Âåðøèíû ñîåäèíÿþòñÿ ëèíèÿìè, êîòîðûì

ñîîòâåòñòâóåò ïðîïàãàòîð:

Êðîìå ýòîãî, êàê è ðàíüøå, íåîáõîäèìî ó÷åñòü çàêîí ñîõðàíåíèÿ â êàæ-

äîé âåðøèíå, à ïî 4-èìïóëüñàì k íå çà�èêñèðîâàííûì çàêîíîì ñîõðàíå-

íèÿ, ïðîâåñòè èíòåãðèðîâàíèå ïî d4k/(2π)4. Êàæäàÿ äèàãðàììà äîëæíà
áûòü óìíîæåíà íà ñèììåòðèéíûé ìíîæèòåëü. Ýòè ìíîæèòåëè íàä¼æíåå

ïîëó÷àòü ïðîâîäÿ ñïàðèâàíèÿ â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè.
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5 Ôóíêöèÿ ñîáñòâåííîé ýíåðãèè

Ïåðåéä¼ì òåïåðü ñîáñòâåííî ê ïåðåíîðìèðîâêå. Â ñëó÷àå òî÷íîãî ïðî-

ïàãàòîðà ïðîñóììèðóåì âñå îäíî÷àñòè÷íî ïðèâîäèìûå äèàãðàììû, ââåäÿ

�óíêöèþ ñîáñòâåííîé ýíåðãèè:

Ïåðâûå äâå äèàãðàììû èìåþò ïîðÿäîê λ, îñòàëüíûå � ïîðÿäîê λ2
. Ïåðå-

íîðìèðîâàííàÿ 2-âåðøèííàÿ �óíêöèÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç �óíêöèþ ñîá-

ñòâåííîé ýíåðãèè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ıΓ(2)(p) = p2 −m2 − Σ(p). (8.35)

Âûáåðåì íîðìèðîâî÷íîå óñëîâèå â âèäå

ıΓ(2)(p)
∣
∣
∣
p2=0

= −m2, ı
∂Γ(2)(p)

∂p2

∣
∣
∣
p2=0

= 1. (8.36)

Îíî îçíà÷àåò, ÷òî ìû òðåáóåì âûïîëíåíèÿ äëÿ �óíêöèè ñîáñòâåííîé

ýíåðãèè ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé:

Σ(0) = 0, Σ′(0) = 0. (8.37)

Ïåðâûå äâå äèàãðàììû â ðàçëîæåíèè ïî ïåðåíîðìèðîâàííîé êîíñòàíòå

λ íå çàâèñÿò îò 4-èìïóëüñà p. Ïîýòîìó èç Σ(0) = 0 ñëåäóåò:

−ıλ

2

∫
ı

k2 −m2

d4k

(2π)4
− ıλA1 = 0, (8.38)

÷òî äà¼ò çíà÷åíèå êîíñòàíòû A1. Îíî àâòîìàòè÷åñêè ñîêðàùàåò äâå ñëå-

äóþùèå äèàãðàììû, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà:

(−ıλ)2

4

∫
ı3 d4k d4q/(2π)8

(k2 −m2)(q2 −m2)2
+

(−ıλ)2A1

2

∫
ı2 d4q/(2π)4

(q2 −m2)2
= 0.

Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî äàæå íå çàíèìàòüñÿ ðåãóëÿðèçàöèåé

âîçíèêàþùèõ áåñêîíå÷íîñòåé, ñðàçó ñîêðàùàÿ �âðåäíûå� äèàãðàììû.
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Â ïÿòîé äèàãðàììå (�çàõîäÿùåå Ñîëíöå�) óæå òðåáóåòñÿ ðåãóëÿðèçà-

öèÿ äëÿ âûäåëåíèÿ ðàñõîäÿùèõñÿ êîíñòàíò I(0), I ′(0) è êîíå÷íîé �óíê-
öèè Ĩ(p):

= I(p) = I(0)+I ′(0) p2+Ĩ(p),

ãäå Ĩ(0) = Ĩ ′(0) = 0. Ñóììà ïîñëåäíèõ òð¼õ äèàãðàìì â ðàçëîæåíèè

�óíêöèè ñîáñòâåííîé ýíåðãèè ðàâíà:

I(0) + I ′(0) p2 + Ĩ(p) + (−ıλ)2
{C2

2

∫
ı

k2 −m2

d4k

(2π)4
+A2 + B2 p

2
}

.

Íîðìèðîâî÷íîå óñëîâèå (8.37) äëÿ ïðîèçâîäíîé Σ′(0) = 0, äà¼ò êîíñòàí-
òó B2 è ñîêðàùàåò áåñêîíå÷íîñòü I ′(0):

I ′(0) + (−ıλ)2B2 = 0.

Èç òðåáîâàíèÿ Σ(0) = 0, èìååì ñâÿçü A2 è C2:

I(0) + (−ıλ)2
{

A2 +
C2

2

∫
ı

k2 −m2

d4k

(2π)4

}

= 0.

Âûðàçèì îòñþäà A2, à ïðîèçâîëüíûé ïîêà êîíòð÷ëåí C2 ïðèãîäèòñÿ

äàëüøå ïðè ïåðåíîðìèðîâêå 4-òî÷å÷íîé âåðøèííîé �óíêöèè, ãäå îí ïî-

ëó÷èò ñâî¼ çíà÷åíèå.

Îêîí÷àòåëüíî, ïåðåíîðìèðîâàííîå âûðàæåíèå äëÿ 2-òî÷å÷íîé âåðøèí-

íîé �óíêöèè èìååò âèä:

ıΓ(2)(p) = p2 −m2 − Ĩ(p), (8.39)

ãäå ÿâíûé âèä äëÿ �óíêöèè Ĩ(p) ïîëó÷åí íà ñòð. 162. Ïîëüçóÿñü ðåçóëü-
òàòàìè ýòîãî æå ðàçäåëà, ìîæíî çàïèñàòü ÿâíûé âèä êîíòð÷ëåíà â âåäó-

ùåì ïî 1/ν ïðèáëèæåíèè:

B2 =
ı

6(32π2)2
1

ν
+ ...

Íåñìîòðÿ íà íàëè÷èå â í¼ì ìíèìîé åäèíèöû, êîíòð÷ëåíû, âõîäÿùèå â

ëàãðàíæèàí äåéñòâèòåëüíû, òàê êàê ñîîòâåòñòâóþùèå ðÿäû óìíîæåíû

íà ìíèìóþ åäèíèöó (B1 = 0):

ı
[

B2 (−ıλ)2 + ...
]

= ı B2λ
2 + ...

Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê ïåðåíîðìèðîâêå âåðøèííîé 4-�óíêöèè.
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6 Âåðøèííàÿ �óíêöèÿ

• Ïåðåíîðìèðîâêà âåðøèííîé 4-�óíêöèè âòîðîì ïîðÿäêå ïî òåîðèè

âîçìóùåíèé íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà. Çàïèøåì ñîîòâåòñòâóþùèå ýòîìó

ïðèáëèæåíèþ äèàãðàììû Ôåéíìàíà (îïóñòèâ îäåòûå âíåøíèå ëèíèè):

Ïåðâàÿ äèàãðàììà ðàâíà −ıλ. Âòîðàÿ äèàãðàììà îïðåäåëÿåòñÿ �óíêöè-

åé −ıλΛ(s), ðàâíîé (ñòð. 158):

−ıλΛ(s) = =
(−ıλ)2

2

∫
ı2 d4k/(2π)4

(k2 −m2)((p− k)2 −m2)
,

ãäå p = p1 + p2, s = p2 Îíà èìååò ëîãàðè�ìè÷åñêóþ ðàñõîäèìîñòü,

óñòðàíÿåìóþ âû÷èòàíèåì:

Λ(s) = Λ(0) + Λ̃(s).

Ôóíêöèÿ Λ̃(s) êîíå÷íà è ðàâíà íóëþ ïðè s = 0. Ñèììåòðèçóÿ ïî âõî-

äÿùèì èìïóëüñàì (äîáàâëÿÿ äèàãðàììû ñ p = p1 + p3, p = p1 + p4),

çàïèøåì âåðøèííóþ �óíêöèþ, â êîòîðóþ âêëþ÷èì òàêæå äèàãðàììó ñ

êîíòð÷ëåíîì C2:

Γ(4)(s, t, u) = −ıλ{1 + Λ̃(s) + Λ̃(t) + Λ̃(u) + 3Λ(0)}+ (−ıλ)2C2.

Äëÿ ïðîñòîòû âûáåðåì íîðìèðîâî÷íîå óñëîâèå ïðè íóëåâûõ èìïóëüñàõ:

Γ(4)(0, 0, 0) = −ıλ, (8.40)

÷òî äà¼ò çíà÷åíèå êîíòð÷ëåíà C2:

(−ıλ)2C2 = 3 ıλΛ(0), (8.41)

êîòîðîå ñîêðàùàåò áåñêîíå÷íûé âêëàä è ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó âûðà-

æåíèþ äëÿ ðåãóëÿðèçîâàííîé âåðøèííîé �óíêöèè:

Γ(4)(s, t, u) = −ıλ{1 + Λ̃(s) + Λ̃(t) + Λ̃(u)}. (8.42)

Îíî êîíå÷íî è óäîâëåòâîðÿåò íîðìèðîâî÷íîìó óñëîâèþ (8.40).
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• �àññìîòðèì ïåðåíîðìèðîâêó â òðåòüåì ïîðÿäêå ïî λ. Äëÿ âåðøèííîé

4-�óíêöèè äîáàâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå äèàãðàììû:

Ïåðâûå òðè ñîîòâåòñòâóþò �îáû÷íîé� òåîðèè âîçìóùåíèé, à ïîñëåäíèå

òðè ÿâëÿþòñÿ êîíòð÷ëåíàìè. Èõ ìîæíî íàðèñîâàòü ñðàçó íå ñîâåðøàÿ

êðîïîòëèâûõ ñïàðèâàíèé ïî òåîðåìå Âèêà. Äîñòàòî÷íî âçÿòü äèàãðàììû

âòîðîãî ïîðÿäêà ïî òåîðèè âîçìóùåíèé è ìîäè�èöèðîâàòü èõ âñåìè âîç-

ìîæíûìè ñïîñîáàìè, äîáàâëÿÿ âåðøèíû êîíòð÷ëåíîâ Ak, Bk è Ck. Òàê

êàê âíåøíèå ëèíèè ìû íå òðîãàåì, ìîäè�èêàöèè ìîæåò áûòü ïîäâåðã-

íóòà åäèíñòâåííàÿ ïåòëåâàÿ äèàãðàììà (�ðûáà�). Ó íå¼ ìîæíî çàìåíèòü

îäíó èç âåðøèí íà C2 (êîòîðàÿ èìååò âòîðîé ïîðÿäîê ïî λ) èëè äîáàâèòü

êîíòð÷ëåííóþ âåðøèíó êðåñòèêà íà îäèí èç âíóòðåííèõ ïðîïàãàòîðîâ.

Ýòî ìîæåò áûòü òîëüêî âåðøèíà ïåðâîãî ïîðÿäêà ïðîïîðöèîíàëüíàÿ A1,

ò.ê. òàì óæå ïðèñóòñòâóþò äâå �îáû÷íûå� âåðøèíû, äàþùèå λ2
. Ïîñëåä-

íÿÿ äèàãðàììà � ýòî âåðøèííûé êîíòð÷ëåí C3, èìåþùèé ïîðÿäîê λ3
.

Ñèììåòðèéíûé ìíîæèòåëü ïðè ÷åòâ¼ðòîé äèàãðàììå ìîæíî �óãàäàòü�.

Ïðîïàãàòîð ñ âåðøèíîé-êðåñòèêîì A1 â 2-òî÷å÷íîé �óíêöèè �ðèíà èìå-

åò åäèíè÷íûé êîý��èöèåíò, îí æå áóäåò è â �îäåòîé� ëèíèè �ðûáû� (ñðàâ-

íèâàåì ïåðâóþ è ÷åòâ¼ðòóþ äèàãðàììû ñ ïåðâûìè äâóìÿ íà ñòð. 186).

Ìîæíî åãî âû÷èñëèòü è ÷åñòíî, ïîëüçóÿñü ïðè¼ìîì ñî ñòðàíèöû 124.

Äåéñòâèòåëüíî, ýòà äèàãðàììà âîçíèêàåò ïðè ñïàðèâàíèÿõ ñ ÷ëåíîì âè-

äà A1 ϕ
4
xϕ

4
yϕ

2
z/(4 · 4!2). Ïîýòîìó:

(x1x2x3x4 x
4y4z2) = 8(x1x)(x2x3x2 x

3y4z2) + 2(x1z)(x2x3x2 x
4y4z2)

Âòîðîå ñëàãàåìîå íåîáõîäèìî îòáðîñèòü, ò.ê. âíåøíèå ëèíèè íå ñâÿçàíû

ñ âíóòðåííåé âåðøèíîé z êîíòð÷ëåíà A1. Ïðîäîëæàÿ ñïàðèâàíèÿ, èãíî-

ðèðóþùèå z, ïîëó÷àåì ñóììó òð¼õ ñëàãàåìûõ âèäà (x1x)(x2x)(x3y)(x4y),
óìíîæåííûõ íà (4!2/2)(x2y2z2) = 4 · 4!2 (xy)(xz)(yz) + ....

Â ïÿòîé äèàãðàììå êîíòð÷ëåííàÿ âåðøèíà C2 âîçíèêàåò ïðè ñïàðè-

âàíèè ñ (−ıλ)3C2 ϕ
4
xϕ

4
y/4!

2
(ñì. ðàçëîæåíèå ýêñïîíåíòû íà ñòð. 183). Ýòî

âûðàæåíèå â 2 ðàçà áîëüøå ÷åì åãî àíàëîã âî âòîðîì ïîðÿäêå ïî òåî-

ðèè âîçìóùåíèé. Ïîýòîìó ñèììåòðèéíûé ìíîæèòåëü ýòîé äèàãðàììû â

2 ðàçà áîëüøå, ÷åì ó �îáû÷íîé ðûáû�.

Ïåðâàÿ è ÷åòâ¼ðòàÿ (êîíòð÷ëåí A1) äèàãðàììû áëàãîïîëó÷íî ñîêðà-

ùàþòñÿ, êàê ñîêðàùàëèñü ðàííåå äèàãðàììû ïåðâîãî ïîðÿäêà â �óíêöèè

ñîáñòâåííîé ýíåðãèè. Ïðè ýòîì äëÿ A1 ìû, åñòåñòâåííî, áåð¼ì çíà÷åíèå,

ïîëó÷åííîå ïðè ïåðåíîðìèðîâêå �óíêöèè ñîáñòâåííîé ýíåðãèè.
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Òðåòüþ äèàãðàììó ìû îáîçíà÷èì, êàê è ðûáó, �óíêöèåé Λ, íî ñ äâóìÿ

àðãóìåíòàìè:

−ıλΛ(p1 + p2, p4) =

Ó÷èòûâàÿ ïðàâèëà Ôåéíìàíà è çàêîíû ñîõðàíåíèÿ â âåðøèíàõ, çàïèøåì

å¼ ÿâíûé âèä:

(−ıλ)3

2

∫
ı4 d4k d4q/(2π)8

(k2 −m2)((p− k)2 −m2)(q2 −m2)((k + p4 − q)2 −m2)
,

ãäå p = p1 + p2. Â ýòîì âûðàæåíèè ìîæíî ó÷åñòü çíà÷åíèå �óíêöèè

Λ(p):

Λ(p, p4) = −ıλ

∫
ı2 d4k/(2π)4

(k2 −m2)((p− k)2 −m2)
Λ(k + p4).

Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèå Λ(p) = Λ(0) + Λ̃(p), èìååì:

Λ(p, p4) = 2Λ(0)Λ(p)− ıλ

∫
ı2 d4k/(2π)4

(k2 −m2)((p− k)2 −m2)
Λ̃(k + p4).

Èíòåãðàë âî âòîðîì ñëàãàåìîì ðàñõîäèòñÿ ëîãàðè�ìè÷åñêèì îáðàçîì

(íà ñàìîì äåëå ÷óòü áûñòðåå, ò.ê. Λ̃(p) → ln p2, ñì. ñòð.161). Îí ìî-

æåò áûòü ðåãóëÿðèçîâàí âû÷èòàíèåì êîíñòàíòû. Â ðåçóëüòàòå, åùå ðàç

ïîäñòàâëÿÿ Λ(p) = Λ(0) + Λ̃(p), ïîëó÷àåì:

Λ(p, p4) = Λ(0, 0) + 2Λ(0)Λ̃(p) + Λ̃(p, p4), (8.43)

ãäå Λ̃(p, p4) � êîíå÷íàÿ �óíêöèÿ, ðàâíàÿ íóëþ ïðè íóëåâûõ èìïóëüñàõ.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â îòëè÷èè îò �ðûáû� èç âòîðîãî ïîðÿäêà òåîðèè

âîçìóùåíèé, íå âñå ïîëó÷èâøèåñÿ áåñêîíå÷íîñòè ÿâëÿþòñÿ àääèòèâíûìè

êîíñòàíòàìè (âòîðîå ñëàãàåìîå).

Òåïåðü íåîáõîäèìî ñèììåòðèçîâàòü ïî 6 êîìáèíàöèÿì èìïóëüñîâ. Â

ðåçóëüòàòå, âêëàä îò ýòîé äèàãðàììû â âåðøèííóþ �óíêöèþ ðàâåí:

Λ(p1 + p2, p4) + 5 perm = (8.44)

6Λ(0, 0) + 4 {Λ̃(s) + Λ̃(t) + Λ̃(u)}Λ(0) + {Λ̃(p1 + p2, p4) + 5 perm}
(åãî íåîáõîäèìî óìíîæèòü íà −ıλ). Ñëàãàåìîå �5 perm� îçíà÷àåò ïÿòü

ïåðåñòàíîâîê (permutation), ò.å. ñëàãàåìûå Λ(p1 +p3, p4), Λ(p1 +p4, p3),
Λ(p2+p3, p1), Λ(p2+p4, p1), Λ(p3+p4, p1) Ïðè ýòîì, âî âòîðîì àðãóìåíòå

�óíêöèè ìîæåò ñòîÿòü ëþáîé èìïóëüñ, íå âõîäÿùèé â ñóììó èìïóëüñîâ

èç ïåðâîãî àðãóìåíòà.
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Âòîðàÿ äèàãðàììà ÿâëÿåòñÿ öåïî÷êîé äâóõ ðûá è ðàâíà èõ ïðîèçâåäå-

íèþ (ñòð. 138):

= (−ıλ)Λ2(s).

Ïîýòîìó, ïîñëå ñèììåòðèçàöèè è ïîäñòàíîâêè Λ(s) = Λ(0) + Λ̃(s), ïîëó-
÷àåì ñëåäóþùèé âêëàä â âåðøèííóþ �óíêöèþ Γ(4)/(−ıλ):

3Λ2(0) + 2 {Λ̃(s) + Λ̃(t) + Λ̃(t)}Λ(0) + Λ̃2(s) + Λ̃2(t) + Λ̃2(t). (8.45)

Ïÿòàÿ äèàãðàììà (ñ âåðøèíîé C2) ýêâèâàëåíòíà äèàãðàììå îáû÷íîé

�ðûáû� (−ıλ)Λ(s) óìíîæåííîé íà 2 (ñèììåòðèéíûé ìíîæèòåëü) è íà

(−ıλ)C2 = −3Λ(0) (êîý��èöèåíò êîíòð÷ëåíà). Ïîýòîìó â Γ(4)/(−ıλ) îíà
äà¼ò âêëàä:

= −6 {Λ(s)+Λ(t)+Λ(u)}Λ(0)

èëè ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèå Λ(s) = Λ(0) + Λ̃(s):

−18Λ2(0)− 6 {Λ̃(s) + Λ̃(t) + Λ̃(u)}Λ(0). (8.46)

Ïðè ñëîæåíèè âûðàæåíèé (8.44), (8.45) è (8.46) ðàñõîäèìîñòè âèäà

{Λ̃(s)+Λ̃(t)+Λ̃(u)}Λ(0) çàìå÷àòåëüíûì îáðàçîì ñîêðàùàþòñÿ è îñòà¼òñÿ

òîëüêî îäíî áåñêîíå÷íîå àääèòèâíîå ñëàãàåìîå:

6Λ(0, 0) + 3Λ2(0)− 18Λ2(0) = 6Λ(0, 0)− 15Λ2(0).

Ýòà êîíñòàíòà ëèêâèäèðóåòñÿ êîíòð÷ëåíîì C3 (øåñòàÿ äèàãðàììà).

Îêîí÷àòåëüíî, ïåðåíîðìèðîâàííàÿ âåðøèííàÿ 4-�óíêöèÿ èìååò âèä:

Γ(4)(p1, ..., p4) = −ıλ
{

1+Λ̃(s)+Λ̃(t)+Λ̃(u)+Λ̃2(s)+Λ̃2(t)+Λ̃2(t)
}

(8.47)

−ıλ
{

Λ̃(p1 + p2, p3) + 5 perm
}

,

ãäå, êàê îáû÷íî, s = (p1 + p2)
2
, t = (p1 + p3)

2
è u = (p1 + p4)

2
.

Òàêèì îáðàçîì, ñîêðàùåíèå ðàñõîäèìîñòåé ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì

ý��åêòîì. Äëÿ óñòðàíåíèÿ áåñêîíå÷íîñòè {Λ̃(s) + Λ̃(t) + Λ̃(u)}Λ(0), çà-
âèñÿùåé îò èìïóëüñîâ, ïîòðåáîâàëîñü ó÷åñòü äâå äèàãðàììû �îáû÷íîé�

òåîðèè âîçìóùåíèé è îäíó êîíòð÷ëåííóþ äèàãðàììó. Ìîæíî ïîêàçàòü,

÷òî ïîäîáíûå ñîêðàùåíèÿ áóäóò ïðîèñõîäèòü âî âñåõ ïîðÿäêàõ ïî òåîðèè

âîçìóùåíèé.
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�ëàâà 9

�åíîðìãðóïïà

�ðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ïðè êîòîðûõ �èçè÷åñêèå

ñëåäñòâèÿ òåîðèè íå ìåíÿþòñÿ, íàçûâàåòñÿ ðåíîðìãðóïïîé. Ïîäîáíàÿ

ñèììåòðèÿ ïðèâîäèò ê äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì äëÿ �óíêöèé

�ðèíà, ñïðàâåäëèâûõ âî âñåõ ïîðÿäêàõ òåîðèè âîçìóùåíèé. Ê ñîæàëå-

íèþ, êîý��èöèåíòû ýòèõ óðàâíåíèé ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû òîëüêî ïðè-

áëèæåíî (íàïðèìåð, ïî òåîðèè âîçìóùåíèé). Îäíàêî, äàæå ñ ïðèáëèæåí-

íûìè êîý��èöèåíòàìè, ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ñîäåðæàò íîâóþ èí�îðìà-

öèþ. �åíîðìãðóïïîâûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî ìíîãî è

ìû ðàññìîòðèì òîëüêî íåêîòîðûå èç íèõ.

Êâàíòîâûé ìèð

Ñåðãåé Ñ. Ñòåïàíîâ

Ýòà êíèãà íàõîäèòñÿ â ïðîöåññå ñîçäàíèÿ. Å¼ ïîñëåäíÿÿ âåðñèÿ

è äðóãèå ìàòåðèàëû íàõîäÿòñÿ íà ñàéòå: http://synset.om. Òàì

æå ìîæíî íàéòè ïåðâûé òîì: I. Ìåõàíèêà

Çàìå÷åííûå îøèáêè è âîïðîñû ïðîñüáà ïðèñûëàòü ïî àäðåñó:

steps137, çàòåì ñîáà÷êà è gmail.om.

(ñ) 2015. Ïå÷àòü: 2 èþëÿ 2017 ã.
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1 Ïðîèçâîë â âûáîðå òî÷êè íîðìèðîâêè

�àññìîòðèì ñíà÷àëà ðåíîðìãðóïïîâûå ñëåäñòâèÿ ïðîèçâîëà â âûáîðå

íîðìèðîâî÷íûõ óñëîâèé, ïðè ïîìîùè êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ ïåðåíîð-

ìèðîâàííûå êîíñòàíòû λ, m (ñòð. 175). Ïóñòü, íàïðèìåð:

ıΓ(2)
∣
∣
∣
p2=µ2

= µ2 −m2, ı
dΓ(2)

dp2

∣
∣
∣
p2=µ2

= 1, ıΓ(4)
∣
∣
∣
p∼µ

= λ. (9.1)

Òî÷êà íîðìèðîâêè µ � ýòî �èêñèðîâàííîå çíà÷åíèå 4-èìïóëüñà è ñèì-

ìåòðè÷íûé âûáîð p ∼ µ èìïóëüñîâ {p} = p1, ..., p4 îïðåäåë¼í íà ñòð. 175.
Âû÷èñëåííûå ñ òî÷íîñòüþ äî λ2

0 çàòðàâî÷íûå âåðøèííûå �óíêöèè, óìíî-

æåííûå íà Zn/2
ðàâíû ïåðåíîðìèðîâàííûì �óíêöèÿì:

ıΓ(2)(p) = Z
[

p2 −m2
0 − Σ0(0)− Σ′

0(0) p
2 − Σ̃0(p)

]

, (9.2)

ıΓ(4)(p1...p4) = λ0 Z
2
[

1 + 3Λ0(0) + Λ̃0(s) + Λ̃0(t) + Λ̃0(u)
]

. (9.3)

Èõ ïîäñòàíîâêà â íîðìèðîâî÷íûå óñëîâèÿ (9.10) ïðèâîäèò ê ñâÿçè çàòðà-

âî÷íûõ è ïðåíîðìèðîâàííûõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè (ñ òî÷íîñòüþ äî λ2
):

Z = 1 + Σ′
0(0) + Σ̃′

0(µ), m2 = m2
0 Z +Σ0(0)− Σ̃0(µ)− µ2 Σ̃′

0(µ),

λ = λ0 Z [1 + 3Λ0(0) + 3Λ̃0(3µ
2/4)].

Â ðåçóëüòàòå, ïàðàìåòðû λ, m è ìíîæèòåëü Z çàâèñÿò îò µ:

λ = λ(λ0, m0, Q, µ), m = m(λ0, m0, Q, µ), Z = Z(λ0, m0, Q, µ),

ãäå Q � ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè. Èì ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, èìïóëüñ îáðå-

çàíèÿ èëè 1/ν è λ0 7→ λ0M
2ν
â ðàçìåðíîé ðåãóëÿðèçàöèè.

Âûáîð òî÷êè íîðìèðîâêè µ ïðîèçâîëåí. Áóäåì ëèøü ñ÷èòàòü, ÷òî

p ∼ µ ïîïàäàåò â îáëàñòü èìïóëüñîâ, ãäå âåðøèííûå �óíêöèè äåéñòâè-

òåëüíû, ÷òîáû äåéñòâèòåëüíûìè áûëè ïàðàìåòðû λ, m â (9.10). �àç-

íûå çíà÷åíèÿ µ ïðèâîäÿò ê ðàçëè÷íûì îïðåäåëåíèÿì ïåðåíîðìèðîâàí-

íûõ êîíñòàíò λ è m, ò.å. ïîñëåäíèå ÿâëÿþòñÿ �óíêöèåé µ. Ïðè ýòîì

ïðîèçâîë â âûáîðå µ íå äîëæåí âëèÿòü íà îäíîçíà÷íîñòü ïðåäñêàçà-

íèé òåîðèè. Òàê, ïóñòü ñíà÷àëà áûëà âûáðàíà ïðîñòåéøàÿ íîðìèðîâ-

êà ïðè µ = 0. Â ðåçóëüòàòå ñðàâíåíèÿ ñ ýêñïåðèìåíòîì îïðåäåëÿþò-

ñÿ ïàðàìåòðû ìîäåëè λ,m è ïîëó÷àåòñÿ ïåðåíîðìèðîâàííàÿ �óíêöèÿ

Γ(4)({p}, λ, m). Îäíàêî, íè ÷òî íå ìåøàåò ïåðåîïðåäåëèòü êîíñòàíòó λ,
ïîëîæèâ λµ = ıΓ(4)({p ∼ µ}, λ, m). Çàòåì âûðàçèòü λ ÷åðåç λµ è ïîä-

ñòàâèòü å¼ â âåðøèííóþ �óíêöèþ, ïîëó÷èòü Γ(4)(p, λµ, m, µ). Çíà÷åíèÿ

�óíêöèè îò ýòîãî íå èçìåíÿòñÿ.
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Ñ�îðìóëèðóåì â àíàëèòè÷åñêîì âèäå íåçàâèñèìîñòü îò òî÷êè íîðìè-

ðîâêè. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì ñâÿçü íåïåðåíîðìèðîâàííîé �óíêöèè Γ
(n)
0 ,

êîòîðàÿ îò µ íå çàâèñèò è ïåðåíîðìèðîâàííîé �óíêöèè Γ(n)
, çàâèñÿùåé

îò µ:

Γ
(n)
0 ({p}; λ0, m0, Q) = Z−n/2(λ0, m0, µ, Q) Γ(n)({p}; λ, m, µ), (9.4)

Íàïèñàâ ýòî ñîîòíîøåíèå äëÿ äâóõ òî÷åê íîðìèðîâêè µ1, µ2 è ðàçäåëèâ

îäíî íà äðóãîå, ïîëó÷àåì:

Γ(n)({p}; λ2, m2, µ2) = z(λ1, m1, µ1, µ2) Γ
(n)({p}; λ1, m1, µ1). (9.5)

ãäå ââåäåíî îòíîøåíèå:

z =
Z−n/2(µ1)

Z−n/2(µ2)
= 1 +

n

2

[

Σ̃′
0(µ2)− Σ̃′

0(µ1)
]

+ O(λ3).

Ìíîæèòåëü z â (9.5) êîíå÷åí (ò.ê. êîíå÷íû ïåðåíîðìèðîâàííûå �óíêöèè

�ðèíà) è ðåãóëÿðèçàöèîííûé ïàðàìåòð Q èç íåãî äîëæåí âûïàñòü (Z ñî-

äåðæèò Q â Σ′
0(0)). Âûøå ýòî ïðîäåìîíñòðèðîâàíî âî âòîðîì ïîðÿäêå ïî

λ, ãäå ó÷òåíî, ÷òî (1 + a λ2)−n/2 ≈ 1 − (n/2) a λ2
è äðîáü ðàçëîæåíà ïî

λ. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â z çàâèñèìîñòü îò λ0 è m0 èñêëþ÷åíà ïðè ïî-

ìîùè ïåðâîé íîðìèðîâêè λ0 = λ0(λ1, m1, µ1, Q) è m0 = m0(λ1, m1, µ1, Q)
(çàâèñèìîñòü îò Q ñíîâà äîëæíà âûïàñòü).

Òàêèì îáðàçîì, åñëè â ïåðåíîðìèðîâàííîé âåðøèííîé �óíêöèè ïå-

ðåéòè îò ïàðàìåòðîâ λ1, m1, µ1 ê äðóãîìó íàáîðó λ2, m2, µ2, òî å¼ èç-

ìåíåíèå áóäåò ìóëüòèïëèêàòèâíûì (çàâèñèìîñòü îò èìïóëüñîâ íå èçìå-

íèòñÿ, íî âñÿ �óíêöèÿ óìíîæèòñÿ íà êîíñòàíòó, çàâèñÿùóþ îò ïàðàìåò-

ðîâ λ1, m1, µ1, µ2). Òàêîå ïîâåäåíèå âåðøèííûõ �óíêöèé è íàçûâàåòñÿ

ìóëüòèïëèêàòèâíîé ðåíîðìãðóïïîé.

Â ðÿäå ñëó÷àåâ ïåðåíîðìèðîâêó ìîæíî ïðîâåñòè òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû

áåçðàçìåðíàÿ âåëè÷èíà Z íå çàâèñåëà îò ìàññû m. Òîãäà, íàïðèìåð, äëÿ

áåçðàçìåðíîé 4-âåðøèíû:

Γ(4)
({ p

µ1

}

; λ2,
m2

µ2

)

= z
(

λ1,
µ1

µ2

)

Γ(4)
({ p

µ1

}

; λ1,
m1

µ1

)

.

Åù¼ ïðîùå âûãëÿäèò èçìåíåíèå íîðìèðîâêè µ äëÿ èíâàðèàíòíûõ çà-

ðÿäîâ (ñòð. 8.8): ξ = Γ(n)(p1, ..., pn) [G(p1) · ... · G(pn)]
1/2
. Â ýòîì ñëó÷àå

ðåíîðìãðóïïîâîå ïðåîáðàçîâàíèå âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ξ
({ p

µ1

}

; λ2,
m2

µ2

)

= ξ
({ p

µ1

}

; λ1,
m1

µ1

)

. (9.6)

Â ñèëó ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ �óíêöèè ξ è ïîëó÷èëè ñâî¼ íàçâàíèå.
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2 �åíîðìãðóïïîâîå óðàâíåíèå

Ïåðåéä¼ì îò �óíêöèîíàëüíîãî ðåíîðìãðóïïîâîãî óðàâíåíèÿ (9.5) ê

äè��åðåíöèàëüíîìó. Äëÿ ýòîãî ïðîäè��åðåíöèðóåì ïî µ ñâÿçü íåïåðå-

íîðìèðîâàííîé è ïåðåíîðìèðîâàííîé âåðøèííûõ �óíêöèé (9.4)

Γ
(n)
0 ({p}; λ0, m0, Q) = Z−n/2(λ0, m0, µ, Q) Γ(n)({p}; λ, m, µ),

Ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ îò µ íå çàâèñèò è ïðîèçâîäíàÿ îò íå¼

áóäåò ðàâíà íóëþ:

∂Γ(n)

∂µ
+

∂Γ(n)

∂m

∂m

∂µ
+

∂Γ(n)

∂λ

∂λ

∂µ
− n

2Z

∂Z

∂µ
Γ(n) = 0,

ãäå ïðè âçÿòèè ïðîèçâîäíîé ó÷òåíû íåÿâíûå çàâèñèìîñòè

λ = λ(λ0, m0, Q, µ), m = m(λ0, m0, Q, µ), Z = Z(λ0, m0, Q, µ)

ñ �èêñèðîâàííûìè çíà÷åíèÿìè çàòðàâî÷íûõ âåëè÷èí. Ïåðåïèøåì ýòî

óðàâíåíèå â ñëåäóþùåì âèäå:

[

µ
∂

∂µ
+ αm

∂

∂m
+ β

∂

∂λ
− n γ

]

Γ(n) = 0, (9.7)

ãäå ââåäåíû ñëåäóþùèå áåçðàçìåðíûå �óíêöèè:

α =
µ

m

∂m

∂µ
, β = µ

∂λ

∂µ
, γ =

µ

2Z

∂Z

∂µ
. (9.8)

Åñëè m0 è λ0 âûðàçèòü ÷åðåç λ è m (ïðè äàííîì µ), òî ýòè �óíêöèè

íå áóäóò çàâèñåòü îò ðåãóëÿðèçàöèîííîãî ïàðàìåòðà (â ñèëó èõ êîíå÷íî-

ñòè). Ïîýòîìó áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû α, β è γ äîëæíû çàâèñåòü îò λ è

îòíîøåíèÿ µ/m:

α = α
(

λ,
µ

m

)

, β = β
(

λ,
µ

m

)

, γ = γ
(

λ,
µ

m

)

. (9.9)

Âîçìîæíî, êîíå÷íîñòü γ íå ñòîëü î÷åâèäíà, òàê êàê â å¼ îïðåäåëåíèå

âõîäèò îòíîøåíèå áåñêîíå÷íûõ âåëè÷èí. Îäíàêî, â óðàâíåíèè (9.7) âñå

êîý��èöèåíòû êîíå÷íû, à, ñëåäîâàòåëüíî, è γ áóäåò êîíå÷íîé. Àíàëî-

ãè÷íî, êîíå÷íûì âûøå áûëî îòíîøåíèå z = Z−n/2(µ1)/Z
−n/2(µ2).

Ôóíêöèè α, β è γ ìîæíî âû÷èñëèòü ïî òåîðèè âîçìóùåíèé ñ íåêî-

òîðîé òî÷íîñòüþ. Òàê êàê ðåíîðìãðóïïîâîå óðàâíåíèå òî÷íîå, ìîæíî

íàäåÿòüñÿ ÷òî åãî ðåøåíèå ñ òàêèìè ïðèáëèæåííûìè êîý��èöèåíòàìè

äàñò áîëüøå èí�îðìàöèè î ïîâåäåíèè Γ(n)
, ÷åì òî÷íîñòü, ñ êîòîðîé âû-

÷èñëåíû α, β è γ.
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Âûáåðåì íîðìèðîâî÷íûå óñëîâèÿ â êîòîðûõ îò µ çàâèñèò òîëüêî êîí-

ñòàíòà ñâÿçè, à òî÷íûé ïðîïàãàòîð íîðìèðîâàí ïðè íóëåâîì èìïóëüñå:

ıΓ(2)
∣
∣
∣
p2=0

= −m2, ı
dΓ(2)

dp2

∣
∣
∣
p2=0

= 1, ıΓ(4)
∣
∣
∣
p∼µ

= λ. (9.10)

Òàê êàê íîðìèðîâî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ïðîïàãàòîðà íå çàâèñÿò îò µ, îò

íåãî íå áóäåò çàâèñåòü íîðìà ïîëÿ Z è ïåðåíîðìèðîâàííàÿ ìàññà m:

Z = 1 + Σ′
0(0) + O(λ3

0), m2 = m2
0 + Σ0(0) +m2

0Σ
′
0(0) + O(λ3

0),

ãäå ó÷òåíû âûðàæåíèÿ äëÿ âåðøèííûõ �óíêöèé (9.2), (9.3) è âåëè÷èíû

ðàçëîæåíû â ðÿä ïî λ0. Ñëåäîâàòåëüíî, α = γ = 0.

Â îïðåäåëåíèè ïðåðåíîðìèðîâàííîé êîíñòàíòû λ òî÷êà íîðìèðîâêè

ïðèñóòñòâóåò, ïîýòîìó îíà çàâèñèò îò µ:

λ = λ0 {1 + 3Λ(0) + 3Λ̃(4µ2/3) + O(λ2
0)}.

Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå (9.8) äëÿ β-�óíêöèè, èìååì:

β = 3λµ
∂Λ̃(4µ2/3)

∂µ
+ O(λ3).

Ôóíêöèÿ Λ̃(s) ïðè áîëüøèõ è ìàëûõ çíà÷åíèÿõ s èìååò ñëåäóþùåå ïî-

âåäåíèå (ñòð. 161):

Λ̃(s) ≈ λ

32 π2
ln

s

m2
, s → ∞; Λ̃(s) ≈ − λ

192 π2

s

m2
, s → 0.

Ïîýòîìó �óíêöèÿ β, ñ òî÷íîñòüþ äî λ2
ðàâíà:

β =
3λ2

16π2
, µ → ∞; β = − λ2

24π2

µ2

m2
, µ → 0. (9.11)

Íàéä¼ì ðåøåíèå (9.7) ïðè áîëüøèõ µ (êîãäà β = β0λ
2 6∼ µ):

µ
∂Γ(n)

∂µ
+ β(λ)

∂Γ(n)

∂λ
= 0 =>

∂Γ(n)

∂x
+

∂Γ(n)

∂y
= 0.

ãäå ñäåëàíû çàìåíû x = lnµ, y = −1/(β0λ). Ýòî óðàâíåíèå èìååò ðå-

øåíèå Γ(n) = F (x − y), ãäå F � ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ (äîêàçûâàåòñÿ

çàìåíàìè u = x + y, v = x − y). Òàêèì îáðàçîì, âåðøèííàÿ �óíêöèÿ

äîëæíà çàâèñåòü îò êîìáèíàöèè lnµ+ 1/(β0λ) èëè:

λ̄(µ) =
λ

1 + β0λ ln(µ/m)
, (9.12)

ãäå ìàññà m äîëæíà âîçíèêàòü èç ñîîáðàæåíèÿ ðàçìåðíîñòåé.
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Ñîîòíîøåíèå (9.12) òåñíî ñâÿçàíî ñ ïîíÿòèåì áåãóùåé êîíñòàíòû ñâÿ-

çè, êîòîðîå áóäåò ðàññìîòðåíî ÷óòü ïîçæå. �åíîðìãðóïïîâîå óðàâíåíèå

ïîçâîëÿåò ïîäîéòè ê ýòîìó ïîíÿòèþ ñ äðóãîé ñòîðîíû. Èñêëþ÷èì èç

óðàâíåíèÿ (9.7) ïðîèçâîäíóþ ïî µ. Â ñèñòåìå åäèíèö c = ~ = 1 (ñòð. 156),

â 4-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, êîîðäèíàòû, èìïóëüñû, ìàññû è ïîëå èìåþò

ñëåäóþùèå ðàçìåðíîñòè ìàññû M :

x ∼ M−1, p ∼ m ∼ µ ∼ M, ϕ ∼ M, λ ∼ M0. (9.13)

Ôóíêöèè �ðèíà G(x1, ..., xn) ÿâëÿþòñÿ ñðåäíèì ïðîèçâåäåíèÿ n ïîëåâûõ

îïåðàòîðîâ, à èõ èíòåãðàë ïî d4x1...d
4xn ∼ M−4n

ðàâåí (ñòð. 172) �óðüå-

îáðàçó, óìíîæåííîìó íà �óíêöèþ Äèðàêà δ(p1 + ... + pn). Èíòåãðàë îò

ïîñëåäíåé ïî d4p1 ∼ M4
ðàâåí åäèíèöå, ïîýòîìó �óíêöèÿ Äèðàêà îò

èìïóëüñîâ èìååò ðàçìåðíîñòü M−4
. Â ðåçóëüòàòå:

G(x1, ..., xn) ∼ Mn, G(p1, ..., pn) ∼ M4−3n. (9.14)

Íàêîíåö, âåðøèííàÿ �óíêöèÿ ïîëó÷àåòñÿ äåëåíèåì èìïóëüñíîé �óíê-

öèè �ðèíà íà n ïðîïàãàòîðîâ ñ ðàçìåðíîñòüþ M−2
, ïîýòîìó:

Γ(n)(p1, ..., pn) ∼ M4−n, Γ(2) ∼ Σ(p) ∼ M2. (9.15)

Ïîýòîìó ìîæíî íàïèñàòü:

Γ(n)(tp1, ..., tpn; tm, tµ, λ) = t4−n Γ(n)(p1, ..., pn; m, µ, λ),

÷òî îòðàæàåò èçìåíåíèå âñåõ âåëè÷èí ðàçìåðíîñòè ìàññû â t ðàç. Áåðÿ
ïðîèçâîäíóþ ïî t ïðè t = 1, èìååì

n∑

i=1

pi
∂Γ(n)

∂pi
+m

∂Γ(n)

∂m
+ µ

∂Γ(n)

∂µ
= (4− n) Γ(n). (9.16)

Ñóììó ïðîèçâîäíûõ ïî 4-èìïóëüñàì ìîæíî çàìåíèòü íà îäíó ïðîèçâîä-

íóþ ïî ïàðàìåòðó x, åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî Γ(n) = Γ(n)(xp1, ..., xpn; m,µ, λ).

Òîãäà

∂Γ(n)

∂x
=

n∑

i=1

∂Γ(n)

∂(xpi)

∂(xpi)

∂x
=

1

x

∑

i

∂Γ(n)

∂pi
pi.

Ïîäñòàâëÿÿ (9.16) â (9.7), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ðåíîðìãðóïïû â âèäå:

[

D−nγ+(α−1)m
∂

∂m
+β

∂

∂λ
−x

∂

∂x

]

Γ(n)(xp1, ..., xpn; m, λ) = 0, (9.17)

ãäåD = 4−n � ðàçìåðíîñòü âåðøèííîé �óíêöèè è îïóùåíà çàâèñèìîñòü

îò µ. �åøåíèå (9.17) äà¼ò èí�îðìàöèþ î òîì, êàê âåðøèííàÿ �óíêöèÿ,

çàâèñÿùàÿ îò 4-èìïóëüñîâ xpi, ñâÿçàíà ñ òîé æå �óíêöèåé ïðè èñõîäíûõ

çíà÷åíèÿõ pi. Ò.å. êàê îíà âåä¼ò ñåáÿ ïðè èçìåíåíèè ìàñøòàáîâ èìïóëü-

ñîâ (è òîëüêî èìïóëüñîâ, áåç çàòðàãèâàíèÿ m è µ) â x ðàç.
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• Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè áîëüøèõ µ �óíêöèè α, β è γ çàâèñÿò òîëüêî

îò λ. Çàïèøåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ðåíîðìãðóïïû â ýòîì ñëó÷àå íå êîí-

êðåòèçèðóÿ ÿâíûé âèä �óíêöèé α = α(λ), β = β(λ) è γ = γ(λ). Äëÿ

ýòîãî ñäåëàåì ïîäñòàíîâêó:

Γ(n) = xD exp
{

n

λ∫

0

γ(t)

β(t)
dt
}

F (xp1, ..., xpn; m, λ).

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî �óíêöèÿ F óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíîìó ëèíåé-

íîìó óðàâíåíèþ:

[

(α− 1)m
∂

∂m
+ β

∂

∂λ
− x

∂

∂x

]

F (xp1, ..., xpn; m, λ) = 0, (9.18)

Â ñëó÷àå áîëüøèõ µ èëè µ ≫ m, ïðåíåáðåæ¼ì ïåðâûì ñëàãàåìîì â óðàâ-

íåíèè è ïîëîæèì β = β0 λ
2
:

[

β0λ
2 ∂

∂λ
− x

∂

∂x

]

F (xp1, ..., xpn; λ) = 0,

Îíî, êàê è âûøå, ðåøàåòñÿ çàìåíàìè z = lnx, y = −1/(β0λ) è, áëàãî-
äàðÿ çíàêó ìèíóñ, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî âåðøèííàÿ �óíêöèÿ äîëæíà

çàâèñåòü îò êîìáèíàöèè:

λ̄(λ, x) =
λ

1− β0λ lnx
, (9.19)

ãäå β0 = 3/16π2
. Òàêèì îáðàçîì, ïðè óâåëè÷åíèè çíà÷åíèé èìïóëüñîâ

(èëè ýêâèâàëåíòíî ïàðàìåòðà x) äîëæíà ðàñòè áåãóùàÿ êîíñòàíòà ñâÿ-

çè. Ñòîèò ñðàâíèòü ýòî âûðàæåíèå ñ (9.31), êîòîðîå áûëî ïîëó÷åíî ïðè

ïîìîùè ñóììèðîâàíèÿ áåñêîíå÷íîé öåïî÷êè ñâÿçàííûõ öèêëè÷íûõ äèà-

ãðàìì.

Ìû çàòðîíóëè òîëüêî âåðõóøêó àéñáåðãà, ïîä íàçâàíèåì ðåíîðìãðóï-

ïîâîé ïîäõîä. Ñóùåñòâóþò ñàìûå ðàçíîîáðàçíûå âàðèàöèè óðàâíåíèÿ

ðåíîðìãðóïïû. Êðîìå ýòîãî, �îðìóëèðóþòñÿ ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ïðî-

âåäåíèÿ ïåðåíîðìèðîâêè. Íàïðèìåð, â ñõåìå ìèíèìàëüíûõ âû÷èòàíèé

êîíòð÷ëåíû ïîäáèðàþò òàê, ÷òî îíè ñîäåðæàò òîëüêî ñèíãóëÿðíûå ïî

1/ν ÷àñòè, à êîíå÷íûå (çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà ðàçìåðíîé ðåãóëÿðèçà-

öèè M) âêëþ÷àþò â ïåðåíîðìèðîâàííûå âåðøèííûå �óíêöèè. Â ýòîì

ñëó÷àå, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî �óíêöèè α, β, γ çàâèñÿò òîëüêî îò λ ïðè

ëþáûõ µ. Âïðî÷åì, èõ âû÷èñëåíèå âñ¼ ðàâíî òðåáóåò òåîðèè âîçìóùåíèé

è îïðåäåë¼ííîé äîëè âåðû â òî, ÷òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ðåíîðìãðóïïû ñ

òàêèìè ïðèáëèæåííûìè êîý��èöèåíòàìè, äåéñòâèòåëüíî, îòðàæàåò ïî-

âåäåíèå òî÷íîé âåðøèííîé �óíêöèè.
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3 Ôóíêöèÿ �åëë-Ìàííà�Ëîó

Ïðè �èêñèðîâàííûõ λ,m, µ, ñóùåñòâóåò ñâÿçü çàòðàâî÷íûõ âåëè÷èí è

ðåãóëÿðèçàöèîííîãî ïàðàìåòðà Q, íàïðèìåð, λ0 = λ0(λ, m, µ, Q). Ïðî-
èçâîë â âûáîðå Q, λ0 òàêæå íå äîëæåí ñêàçûâàòüñÿ íà ðåçóëüòàòàõ. Ïå-

ðåíîðìèðîâàííàÿ êîíñòàíòà λ ïðè ðåãóëÿðèçàöèè îáðåçàíèåì èìïóëüñà

(ñòð. 177, 159) èìååò âèä (µ = 0):

λ = λ0 Z
[

1 + 3Λ0(0)
]

= λ0 −
3λ2

0

32 π2
ln
( Q2

em2
0

)

+O(λ3
0), (9.20)

ãäå äëÿ êðàòêîñòè âìåñòî 1 äîáàâëåí ìíîæèòåëü ln e = 1 â çíàìåíàòå-

ëå ïîä ëîãàðè�ìîì. Ñâÿçü λ = λ(λ0, m0, Q) ìîæíî îáðàòèòü ñ òîé-æå

òî÷íîñòüþ ïî êîíñòàíòå ñâÿçè:

λ0 = λ+
3λ2

32 π2
ln
( Q2

em2

)

+O(λ3). (9.21)

Îáðàòèì âíèìàíèå íà ïëþñ (ñì. ñòð. 177) è ïåðåõîä ê ïåðåíîðìèðîâàííîé

m (÷òî ìîæíî ñäåëàòü ñ òî÷íîñòüþ äî λ2
). Ïðè �èêñèðîâàííûõ êîíñòàí-

òàõ λ,m (êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ïðè ñðàâíåíèè ïðåäñêàçàíèé òåîðèè ñ ýêñ-

ïåðèìåíòîì), (9.21) äà¼ò ñâÿçü çàòðàâî÷íîé êîíñòàíòû λ0 = λ0(λ, m, Q)
ñ ðåãóëÿðèçàöèîííûì ïàðàìåòðîì Q. �àññìîòðèì îòíîøåíèå äâóõ òàêèõ

êîíñòàíò, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàðàìåòðàì Q2 è Q1:

λ2

λ1
=

1 + 3λ
32 π2 ln

(
Q2

2

em2

)

+O(λ2)

1 + 3λ
32 π2 ln

(
Q2

1

em2

)

+O(λ2)
= 1 +

3λ

32 π2
ln
(Q2

2

Q2
1

)

+ O(λ2),

ãäå çíàìåíàòåëü ðàçëîæåí â ðÿä ñ òî÷íîñòüþ äî λ (ïåðåä ln ïîÿâëÿåò-

ñÿ ìèíóñ) è ñ ýòîé æå òî÷íîñòüþ ïåðåìíîæåí ñ ÷èñëèòåëåì. Íàêîíåö,

ñîõðàíÿÿ óäåðæèâàåìóþ òî÷íîñòü, ìîæíî λ çàìåíèòü íà λ1:

λ2

λ1
= 1 +

3λ1

16 π2
ln
(Q2

Q1

)

+ O(λ2), (9.22)

Â ýòîì âûðàæåíèè ìàññà m îòñóòñòâóåò. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ áóäåò

ïðîèñõîäèòü è â îáùåì ñëó÷àå. Äåéñòâèòåëüíî, λ0 � áåçðàçìåðíàÿ âåëè-

÷èíà, à Qi è m èìåþò ðàçìåðíîñòü ìàññû, ïîýòîìó:

λ2

λ1
= f

(

λ1,
Q2

Q1
,
m

Q1

)

.

Åñëè m ≪ Qi, òî ìîæíî ïîëîæèòü m/Q1 = 0:

λ2

λ1
= F

(

λ1,
Q2

Q1

)

. (9.23)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî ñîîòíîøåíèå âûïîëíÿåòñÿ â ëþáîì ïîðÿäêå ïî

òåîðèè âîçìóùåíèé (ïî êðàéíåé ìåðå ïðè áîëüøèõ Qi).
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Ïåðåéä¼ì îò �óíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ (9.23) ê äè��åðåíöèàëüíî-

ìó. Äëÿ ýòîãî ïîëîæèì λ1 = λ0, λ2 = λ0 + dλ0 è ðàçëîæèì �óíêöèþ â

ðÿä ïî dQ/Q:

λ0 + dλ0

λ0
= F

(

λ0,
Q+ dQ

Q

)

= F
(

λ0, 1
)

+ F ′
(

λ0, 1
) dQ

Q
.

Ââåä¼ì �óíêöèþ �åëë-Ìàííà�Ëîó:

β(λ0) = λ0 F
′
(

λ0, 1
)

≡ λ0
∂F (λ0, t)

∂t

∣
∣
∣
t=1

. (9.24)

Îíà çàâèñèò òîëüêî îò çàòðàâî÷íîé êîíñòàíòû λ0. Â ðåçóëüòàòå, óðàâíå-

íèå äëÿ �óíêöèè λ0 = λ0(Q) ïðèíèìàåò âèä:

dλ0

d lnQ
= β(λ0), (9.25)

ðåøåíèå êîòîðîãî ðàâíî:

λ2∫

λ1

dλ0

β(λ0)
= ln

Q2

Q1
. (9.26)

Ê ñîæàëåíèþ, òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ �óíêöèè �åëë-Ìàííà�Ëîó íåèç-

âåñòíî. Ëó÷øåå, ÷òî ïîêà ìû ìîæåì ñäåëàòü, ýòî íàéòè å¼ ïðè ïîìîùè

òåîðèè âîçìóùåíèé, ïîäñòàâëÿÿ (9.22) â îïðåäåëåíèå (9.24):

β(λ0) =
3λ2

0

16 π2
.

Èñïîëüçóÿ ýòî çíà÷åíèå, èç (9.26) èìååì:

1

λ2
+

3

16π2
lnQ2 =

1

λ1
+

3

16π2
lnQ1.

Ñëåâà è ñïðàâà ñòîÿò íåçàâèñèìûå âåëè÷èíû. Ïðèðàâíèâàÿ èõ êîíñòàíòå

(íå çàâèñÿùåé îò Q, à, ñëåäîâàòåëüíî, êîíå÷íîé) ýòî ðåøåíèå ìîæíî

ïåðåïèñàòü â âèäå:

λ0 =
λ

1− 3λ

32π2 ln
Q2

em2

(9.27)

Åñëè ðàçëîæèòü â ðÿä çíàìåíàòåëü, òî ñíîâà ïîëó÷àåòñÿ (9.21). Îäíà-

êî, ò.ê. óðàâíåíèå (9.25) ó÷èòûâàåò îáùèå ñâîéñòâà �óíêöèè λ0(Q), òî
ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ýòî ðåøåíèå áîëåå òî÷íîå, ÷åì (9.21). Êàê ìû

ñåé÷àñ óâèäèì, îíî ó÷èòûâàåò ñóììèðîâàíèå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà äèà-

ãðàìì îïðåäåë¼ííîãî êëàññà.
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4 Áåãóùàÿ êîíñòàíòà ñâÿçè

Â ðåçóëüòàòå ñóììèðîâàíèÿ âñåõ äèàãðàìì, ñîñòîÿùèõ èç ñâÿçàííûõ

ìåæäó ñîáîé öèêëîâ:

íà ñòð. 138 áûëî ïîëó÷åíî ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ 4-òî÷íîé âåðøèí-

íîé �óíêöèè:

Γ
(4)
0 (s, t, u) = −ıλ0

[

1 +
Λ0(s)

1− Λ0(s)
+

Λ0(t)

1− Λ0(t)
+

Λ0(u)

1− Λ0(u)

]

. (9.28)

Òàê êàê ñàìè �óíêöèè Λ0(s) ïîëó÷åíû ñ òî÷íîñòüþ λ0, â ðàìêàõ ýòîé

òî÷íîñòè, ïðèâåä¼ì äðîáè ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ, îñòàâèâ â ÷èñëèòå-

ëå òîëüêî âåäóùåå ïî λ ñëàãàåìîå. Êðîìå ýòîãî, óìíîæèì âåðøèííóþ

�óíêöèþ íà Z2
, ÷òîáû ïîëó÷èòü å¼ ïåðåíîðìèðîâàííóþ âåðñèþ:

Γ(4)(s, t, u) =
−ıλ0 Z

2

1− Λ0(s)− Λ0(t)− Λ0(u)
(9.29)

Íà ñàìîì äåëå, íå î÷åâèäíî, ÷òî ïîäîáíîå ïåðåïèñûâàíèå èñõîäíîé ñóì-

ìû ðÿäà, áóäåò ëó÷øå àïïðîêñèìèðîâàòü òî÷íóþ âåðøèííóþ �óíêöèþ.

Òåì íå ìåíåå, òàêîå ïðåäñòàâëåíèå óäîáíî äëÿ ïðîâåäåíèÿ ïåðåíîðìè-

ðîâêè. Äåéñòâèòåëüíî, âûäåëèì ðàñõîäèìîñòü Λ0(s) = Λ0(0) + Λ̃0(s) è
ñíîâà â çíàìåíàòåëå óäåðæèì ïåðâûé ïîðÿäîê ìàëîñòè:

Γ(4)(s, t, u) =
−ıλ0 Z

2

{1− 3Λ0(0)}{1− Λ̃0(s)− Λ̃0(t)− Λ̃0(u)}
,

Èñïîëüçóÿ êàê è ðàíüøå, íîðìèðîâî÷íîå óñëîâèå Γ(4)(0, 0, 0) = −ıλ (îïðå-
äåëåíèå ïåðåíîðìèðîâàííîé êîíñòàíòû λ), ïîëó÷àåì:

λ =
λ0 Z

2

1 +
3λ0

32π2 ln
Q2

em2
0

. (9.30)

Òàê êàê ÷èñëèòåëå ìû óäåðæèâàëè âåëè÷èíû ïîðÿäêà λ0, òî Z2 = 1 +
O(λ2

0) ìîæíî îïóñòèòü, à â çíàìåíàòåëå m0 çàìåíèòü íà m. Â ðåçóëüòàòå,

ýòî ñîîòíîøåíèå ñîâïàäàåò ñ (9.27), ÿâëÿÿñü åãî îáðàùåíèåì. Òàêèì îá-

ðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (9.25) ñ �óíêöèåé β(λ0),

âû÷èñëåííîé ïî âòîðîìó ïîðÿäêó òåîðèè âîçìóùåíèé, â íåêîòîðîì ðî-

äå ó÷èòûâàåò áîëåå âûñîêèå ïîðÿäêè òåîðèè âîçìóùåíèé. Âïðî÷åì, äî-

âîëüíî âîëüíîå îáðàùåíèå ñ ìàëîñòüþ âåëè÷èí (íåçàâèñèìî â ÷èñëèòåëå

è çíàìåíàòåëå), íåñêîëüêî ïîðòèò ýòîò âûâîä.



�ÅÍÎ�Ì��ÓÏÏÀ 203

• ×åòûð¼õòî÷å÷íàÿ âåðøèííàÿ �óíêöèÿ íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàíà ñ

ñå÷åíèåì óïðóãîãî ðàññåÿíèÿ äâóõ ÷àñòèö (ñòð. 103). Åñëè èìïóëüñû p1 è
p2 ñîîòâåòñòâóþò íà÷àëüíûì ÷àñòèöàì, òî èìïóëüñû ðàññåÿííûõ ÷àñòèö

íåîáõîäèìî ïåðåâåðíóòü: p3 7→ −p3, p4 7→ −p4. Êðîìå ýòîãî p2i = m2
.

Â ñèñòåìå öåíòðà èíåðöèè (p2 = −p1) ýíåðãèè âñåõ ÷àñòèö îäèíàêîâû:

E1 = E2 = E3 = E4 = E è s, t, u-èíâàðèàíòû ðàâíû (ñòð. 89):

s = 4E2, t = −1

2
(s− 4m2

r)(1− cos θ), u = −1

2
(s− 4m2

r)(1 + cos θ),

ãäå ââåäåí óãîë ðàññåÿíèÿ p1p3 = |p1| |p3| cos θ. Ïðè áîëüøèõ s �óíêöèÿ
Λ̃(s) èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå (ñòð. 161):

Λ̃(s) → λ

32π2
ln

|s|
m2

(èãíîðèðóåòñÿ êîìïëåêñíàÿ äîáàâêà ïðè s > 0 è çàòðàâî÷íûå ïàðàìåòðû

m0, λ0 çàìåíåíû íà ðåãóëÿðèçîâàííûå çíà÷åíèÿ). Åñëè θ îòëè÷åí îò íóëÿ
(èëè π), òî 1 ± cos θ êîíå÷íûå ÷èñëà, êîòîðûìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü â

àñèìïòîòè÷åñêîì ïðåäåëå:

ln |t| ∼ ln |s(1− cos θ)| ∼ ln(1− cos θ) + ln s → ln s.

Ñëåäîâàòåëüíî �óíêöèè Λ̃(t) è Λ̃(u) ñîâïàäàþò ñ Λ̃(s) ïðè s ≫ m2
è äëÿ

âåðøèííîé 4-�óíêöèè èìååì ñëåäóþùåå àñèìïòîòè÷åñêîå âûðàæåíèå:

ıΓ(4)(s, t, u) → λ̄(s) =
λ

1− 3Λ̃(s)
=

λ

1− 3λ

32π2 ln
s2

m2

. (9.31)

Òàê êàê â ïåðâîì ïîðÿäêå âåðøèííàÿ �óíêöèÿ áûëà ïðîïîðöèîíàëüíà λ
(ñå÷åíèå dσ ∼ λ2

), ýòî âûðàæåíèå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü, êàê ý��åê-

òèâíóþ çàâèñèìîñòü êîíñòàíòû ñâÿçè îò ýíåðãèè ñòîëêíîâåíèÿ. Òàêóþ

�óíêöèþ λ̄(s) íàçûâàþò áåãóùåé êîíñòàíòîé ñâÿçè. Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî

êîíñòàíòàìè ìîäåëè ïî-ïðåæíåìó ñ÷èòàþòñÿ λ è m, à �óíêöèÿ (9.31)

ÿâëÿåòñÿ ëèøü �îðì-�àêòîðîì (ìíîæèòåëåì), âîçíèêàþùèì â ñå÷åíèè

ðàññåÿíèÿ, êîòîðûé ìû ñðàâíèâàåì ñ åãî ïîñòîÿííûì çíà÷åíèåì â ïåðâîì

ïîðÿäêå ïî òåîðèè âîçìóùåíèé.

Ñ ðîñòîì ýíåðãèè ñòîëêíîâåíèÿ s, áåãóùàÿ �êîíñòàíòà� ñâÿçè λ̄(s)

óâåëè÷èâàåòñÿ (ýòî âïðî÷åì, âèäíî è âî âòîðîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìó-

ùåíèé). Ïðè áîëüøèõ ýíåðãèÿõ, ÷àñòèöû ìîãóò �ïðèáëèæàòüñÿ� äðóã ê

äðóãó íà ìàëûå ðàññòîÿíèÿ, ïîýòîìó, òàêæå ãîâîðÿò, ÷òî èõ âçàèìîäåé-

ñòâèå óñèëèâàåòñÿ íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ. Âïðî÷åì, ñòðîãî ãîâîðÿ, ýòî

óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî òîëüêî, ïîêà ñïðàâåäëèâà òåîðèÿ âîçìóùåíèé:

ln s/m2 ≪ 32π2/(3λ) ∼ 105/λ (ïîïðàâêà ïî λ ìíîãî ìåíüøå 1).
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�ëàâà 10

Ôóíêöèîíàëüíûå ìåòîäû

Èñïîëüçîâàíèå �óíêöèîíàëüíûõ ïðîèçâîäíûõ (ïðîèçâîäíûõ ïî �óíê-

öèÿì) îêàçûâàåòñÿ î÷åíü ìîùíûì ìàòåìàòè÷åñêèì àïïàðàòîì ïîëó÷å-

íèÿ ðàçëè÷íûõ ñîîòíîøåíèé â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ. Ýòîìó ïîäõîäó ïî-

ñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ ãëàâà. Áóäóò ââåäåíû ïîíÿòèÿ ïðîèçâîäÿùèõ �óíê-

öèîíàëîâ äëÿ �óíêöèé �ðèíà è ïîëó÷åíî óðàâíåíèå Øâèíãåðà, òåñíî

ñâÿçàííîå ñ óðàâíåíèåì Äàéñîíà.

Åù¼ îäíèì ìåòîäîì îïèñàíèÿ êâàíòîâûõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ �óíêöèî-

íàëüíîå èíòåãðèðîâàíèå. Îí ýêâèâàëåíòåí êàíîíè÷åñêîìó ïîäõîäó (ãëà-

âà 2) è èíîãäà îêàçûâàåòñÿ áîëåå óäîáíûì. Ñíà÷àëà ìû ðàññìîòðèì

�óíêöèîíàëüíîå èíòåãðèðîâàíèå â íåðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé ìåõàíè-

êå. Çàòåì îáîáùèì åãî íà ñëó÷àé êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ.
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Ýòà êíèãà íàõîäèòñÿ â ïðîöåññå ñîçäàíèÿ. Å¼ ïîñëåäíÿÿ âåðñèÿ
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1 Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîèçâîäíûå

�àññìîòðèì ëèíåéíóþ �óíêöèþ n ïåðåìåííûõ J1, ..., Jn, çàäàííóþ

ïðè ïîìîùè ÷èñåë f1, ..., fn:

F = F (J1, ..., Jn) =

n∑

k=1

fkJk.

Å¼ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî Ji îïðåäåëÿåòñÿ îáû÷íûì îáðàçîì:

∂F

∂Ji
= lim

ǫ→0

1

ǫ

{ n∑

k=1

fk (Jk + ǫδki)−
n∑

k=1

fkJk

}

= fi. (10.1)

Ïðè ïîìîùè èíòåãðàëà â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå, ìîæíî îïðåäåëèòü ëèíåé-

íûé �óíêöèîíàë:

F [J(x)] =

∞∫

−∞

f(x)J(x) dx, (10.2)

êîòîðûé ïðè �èêñèðîâàííîé �óíêöèè f(x) äà¼ò íåêîòîðîå ÷èñëî, åñëè
âìåñòî �óíêöèè J(x) ïîäñòàâèòü å¼ êîíêðåòíûé âèä, íàïðèìåð J(x) = x2

èëè J(x) = sin(x). Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèîíàë ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå

êàæäîé �óíêöèè J(x) íåêîòîðîå ÷èñëî. Îïðåäåëèì ïî àíàëîãèè ñ (10.1)

�óíêöèîíàëüíóþ ïðîèçâîäíóþ:

δF

δJ(x)
= lim

ǫ→0

1

ǫ

{
∞∫

−∞

f(y)(J(y) + ǫδ(x− y)) dy −
∞∫

−∞

f(y)J(y) dy
}

= f(x).

Ýòî îïðåäåëåíèå ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïðîèçâîëüíîãî �óíêöèîíàëà.

Â ÷àñòíîñòè, êîãäà îí ÿâëÿåòñÿ ïðîñòî �óíêöèåé èìååì:

δJ(y)

δJ(x)
= δ(x− y), (10.3)

÷òî ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îáîáùåíèåì �îðìóëû ∂Ji/∂Jj = δij äëÿ äèñ-

êðåòíûõ âåëè÷èí. Åñëè ïîä èíòåãðàëîì ñòîèò íåëèíåéíàÿ �óíêöèÿ L(J),
ìîæíî íàïèñàòü:

δ

δJ(x)

∞∫

−∞

L(J(y)) dy =

∞∫

−∞

∂L
∂J(y)

δ(x− y) dy =
∂L

∂J(x)
.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìî ðàçíîñòü L(J(y) + ǫδ(x− y))− L(J(y))
ðàçëîæèòü â ðÿä ïî ǫ è ïåðåéòè ê ïðåäåëó ǫ → 0. Ïîäîáíûì îáðàçîì

âû÷èñëÿþòñÿ �óíêöèîíàëüíûå ïðîèçâîäíûå è â áîëåå ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ.

Ïðè ýòîì âñåãäà ìîæíî èìåòü ââèäó àíàëîãèþ ñ îáû÷íûìè ÷àñòíûìè

ïðîèçâîäíûìè.
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• Äàëåå ìû áóäåì ðàáîòàòü ñ �óíêöèÿìè, çàâèñÿùèìè îò 4-êîîðäèíàò

x = {t,x}. Äëÿ íèõ â ñîîòíîøåíèè ïîäîáíîì (10.3) â ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò

4-ìåðíàÿ �óíêöèÿ Äèðàêà:

δJy
δJx

= δ(x− y) = δxy.

Ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ èíäåêñíûå îáîçíà÷åíèÿ: Jx ≡ J(x), à �óíêöèÿ
Äèðàêà çàïèñûâàåòñÿ êàê ñèìâîëà Êðîíåêåðà. Êðîìå ýòîãî, èíòåãðèðóÿ

ïî âñåìó 4-ïðîñòðàíñòâó ÷àñòî áóäåò îïóñêàòüñÿ ýëåìåíò 4-îáú¼ìà:

∫

J(x)D(x, y) J(y) d4x d4y ≡
∫

x,y

JxDxy Jy.

Êîììóòàòîðû ñ �óíêöèîíàëüíûìè ïðîèçâîäíûìè ìîæíî âû÷èñëÿòü

êàê â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Íàïðèìåð, íàé-

ä¼ì êîììóòàòîð δ/δJx ñ Jn
y , ãäå n � íåêîòîðîå ÷èñëî. Ñòàâÿ ñïðàâà îò

êîììóòàòîðà ïðîèçâîëüíûé �óíêöèîíàë Ψ = Ψ[J ], èìååì:

[ δ

δJx
, Jn

y

]

Ψ =
δ(Jn

yΨ)

δJx
− Jn

y

δΨ

δJx
= nJn−1

y δxyΨ+ Jn
y

δΨ

δJx
− Jn

y

δΨ

δJx
.

Ôóíêöèîíàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïðîèçâåäåíèÿ íàõîäèòñÿ àíàëîãè÷íî ÷àñò-

íûì ïðîèçâîäíûì äëÿ îáû÷íûõ �óíêöèé. Îïóñêàÿ �óíêöèîíàë Ψ (â ñè-

ëó åãî ïðîèçâîëüíîñòè), èìååì:

[ δ

δJx
, Jn

y

]

= n δxy J
n−1
y . (10.4)

Ïðèâåä¼ì åù¼ îäèí ïðèìåð:

[ δn

δJn
y

, Jx

]

= n δxy
δn−1

δJn−1
y

. (10.5)

Ýòîò êîììóòàòîð ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ðåêóðñèâíî

âû÷èñëÿÿ n-òóþ �óíêöèîíàëüíóþ ïðîèçâîäíóþ. Âîçìîæåí è äðóãîé ïðè-

¼ì. Îáîçíà÷èì �óíêöèîíàëüíóþ ïðîèçâîäíóþ êàê îïåðàòîð D̂x:

D̂x =
δ

δJx
, Ĵx = Jx, [D̂x, Ĵy] = δxy.

Àíàëîãè÷íî èìïóëüñíîìó ïðåäñòàâëåíèþ êâàíòîâîé ìåõàíèêè, ïåðåéä¼ì

â �D-ïðåäñòàâëåíèå�, â êîòîðîì:

D̂x = Dx, Ĵx = − δ

δDx
, [D̂x, Ĵy] = δxy.

Òåïåðü âû÷èñëåíèå êîììóòàòîðà (10.5) ñâîäèòñÿ ê êîììóòàòîðó (10.4).
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2 Ïðîèçâîäÿùèé �óíêöèîíàë äëÿ �óíêöèé �ðèíà

• Ââåä¼ì �óíêöèþ âðåìåíè è êîîðäèíàò Jx = J(x) = J(t,x), êîòî-

ðóþ áóäåì íàçûâàòü êëàññè÷åñêèì òîêîì èëè ïðîñòî òîêîì. Îïðåäåëèì

ñëåäóþùèé �óíêöèîíàë îò ýòîãî òîêà:

S[J ] =
〈

T exp
{

ı

∫

x

(L̂int + Jxϕ̂x)
}〉

, (10.6)

ãäå äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ â ìîäåëè ϕ4
ëàãðàíæèàí âçàèìîäåéñòâèÿ ðàâåí

L̂int = −(λ/4!) ϕ̂4
x. Óñðåäíåíèå âåä¼òñÿ ïî âàêóóìó ñâîáîäíîé òåîðèè, à

îïåðàòîðû ïîëÿ ϕ̂x âçÿòû â ïðåäñòàâëåíèè âçàèìîäåéñòâèÿ (ñòð. 82, 111).

Âûøå øëÿïêàìè ìû ïîä÷åðêíóëè âåëè÷èíû, ÿâëÿþùèåñÿ îïåðàòîðàìè.

Íàä òîêîì øëÿïêè íåò, òàê êàê ýòî îáû÷íàÿ �óíêöèÿ. Äàëåå øëÿïêè

áóäåì îïóñêàòü.

Êîãäà òîê ðàâåí íóëþ: J = 0 (÷àñòíûé ñëó÷àé �óíêöèè), �óíêöèîíàë

áóäåì çàïèñûâàòü êàê S[0]. Îí, â ñîîòâåòñòâèè ñ �îðìóëîé (??), ñòð. ??,
ðàâåí õðîíîëîãè÷åñêîìó ñðåäíåìó ïî âàêóóìó îò îïåðàòîðà ýâîëþöèè:

S[0] =
〈
S(∞, −∞)

〉
=
〈
T exp(−ıλ

4!

∫

x

ϕ4
x)
〉
.

Ôóíêöèîíàë S[J ] ïîçâîëÿåò íàõîäèòü �óíêöèè �ðèíà è ïîýòîìó åãî

íàçûâàþò ïðîèçâîäÿùèì �óíêöèîíàëîì. Äåéñòâèòåëüíî, âîçüì¼ì �óíê-

öèîíàëüíóþ ïðîèçâîäíóþ:

δS

δJx1
= ı

〈
Tϕx1 e

ı
∫

x

(Lint+Jxϕx)〉
.

Îíà áåð¼òñÿ êàê îáû÷íàÿ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ òàê, êàê åñëè áû ïåðå-

ìåííûå x è x1 áûëè èíäåêñàìè. Ïðè ýòîì, áëàãîäàðÿ ñèìâîëó õðîíîëî-

ãè÷åñêîãî ïîðÿäêà, ìîæíî ïåðåñòàâëÿòü ìåñòàìè îïåðàòîðû ïîëÿ. Åù¼

îäíà ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà:

δ2S

δJx1δJx2
= ı2

〈
Tϕx1ϕx2 e

ı
∫

x

(Lint+Jxϕx)〉
.

Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (5.13), ñòð.111 äëÿ òî÷íîé 2-òî÷å÷íîé

�óíêöèè �ðèíà ïîëó÷àåì:

G(x1, x2) =
1

ı2
1

S

δ2S

δJx1δJx2

∣
∣
∣
J=0

. (10.7)

Àíàëîãè÷íî, ïðè ïîìîùè n-òîé ïðîèçâîäíîé çàïèñûâàþòñÿ n-òî÷å÷íûå

�óíêöèè �ðèíà.
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• Íàéä¼ì ïðîèçâîäÿùèé �óíêöèîíàë äëÿ ñâîáîäíîé òåîðèè (λ = 0):

S0[J ] =
〈
T e

ı
∫

x

Jxϕx 〉
. (10.8)

Âû÷èñëèì åãî ïðîèçâîäíóþ è ðàçëîæèì ýêñïîíåíòó â ðÿä Òåéëîðà:

1

ı

δS0

δJx
=
〈
Tϕx e

ı
∫

y

Jyϕy 〉
=

∞∑

n=0

ın

n!

∫

y1...yn

〈
Tϕx Jy1ϕy1 ... Jynϕyn

〉
.

Èíäåêñû èíòåãðèðîâàíèÿ (àðãóìåíòû �óíêöèé) ÿâëÿþòñÿ íåìûìè è èõ

ìîæíî ïåðåîáîçíà÷èòü ëþáûì ñèìâîëîì, ÷òî ìû è äåëàåì, ÷òîáû ðàçëè-

÷àòü ñòåïåíè îò èíòåãðàëà ïðè ðàçëîæåíèè ýêñïîíåíòû. Ê ýòîìó ñðåä-

íåìó (òîêè â í¼ì íå ó÷àñòâóþò è âûíîñÿòñÿ) ìîæíî ïðèìåíèòü òåîðåìó

Âèêà (ñòð. 67). Òàê êàê îïåðàòîð ϕx ñïàðèâàåòñÿ n ðàç, à ïåðåìåííûå

èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæíî ïåðåèìåíîâàòü, ïîëó÷àåì ìíîæèòåëü n:
∫

y1...yn

〈
Tϕx ϕy1 ...ϕyn

〉
= n

∫

y1

〈
Tϕx ϕy1

〉
∫

y2...yn

〈
Tϕy2 ...ϕyn

〉
.

Ïîýòîìó:

1

ı

δS0

δJx
= ı

∫

y1

Dxy1Jy1

∞∑

n=1

ın−1

(n− 1)!

∫

y2...yn

〈
T Jy2ϕy2 ... Jynϕyn

〉
,

ãäå Dxy =
〈
Tϕxϕy

〉
� �óíêöèÿ �ðèíà ñâîáîäíûõ ÷àñòèö. Ñäâèãàÿ èíäåêñ

n′ = n− 1 è ñâîðà÷èâàÿ ðÿä ñíîâà â ýêñïîíåíòó, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå:

δS0

δJx
= −

∫

y

DxyJy S0. (10.9)

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî åãî ðåøåíèå ñ ó÷¼òîì óñëîâèÿ S0[0] = 1, ñëå-

äóþùåãî èç (10.8), èìååò âèä:

S0[J ] = exp
{

− 1

2

∫

x,y

JxDxy Jy

}

. (10.10)

Âû÷èñëèì åù¼ îäíó ïðîèçâîäíóþ îò (10.9):

δ2S0

δJx1δJx2
= −Dx1x2S0 +

∫

x,y

Dx1xDx2y JxJy S0.

Ïîëîæèâ J = 0, ïîëó÷àåì äâóõòî÷å÷íóþ �óíêöèþ �ðèíà ñâîáîäíîé ÷à-

ñòèöû Dx1x2 = D(x1 − x2), ñì. (10.7).
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• Íàéä¼ì òåïåðü ïðîèçâîäÿùèé �óíêöèîíàë ïðè λ 6= 0 äëÿ òåîðèè ñ

Lint = −(λ/4!)ϕ4
x. �àçîáü¼ì â (10.6) ýêñïîíåíòó ñóììû íà ïðîèçâåäåíèå

ýêñïîíåíò (ýòî ìîæíî ñäåëàòü äëÿ îïåðàòîðîâ, òàê êàê îíè íàõîäÿòñÿ

ïîä õðîíîëîãè÷åñêèì ïðîèçâåäåíèåì). Ïåðâûé ñîìíîæèòåëü ðàçëîæèì

â ðÿä Òåéëîðà:

S[J ] =
〈

T e
ı
∫

x

Lint

e
ı
∫

x

Jxϕx
〉

=
∞∑

n=0

(−ıλ)n

4!nn!

∫

x1...xn

〈
Tϕ4

x1
...ϕ4

xn
e
ı
∫

x

Jxϕx〉
.

Îïåðàòîðû ïîëÿ çàïèøåì ïðè ïîìîùè äè��åðåíöèðîâàíèÿ �óíêöèîíà-

ëà S0:

S[J ] =
∞∑

n=0

(−ıλ)n

4!nn!

∫

x1...xn

δ4

δJ4
x1

...
δ4

δJ4
xn

S0,

Ñâîðà÷èâàÿ ðÿä îáðàòíî â ýêñïîíåíòó, èìååì:

S[J ] = exp
{−ıλ

4!

∫

x

δ4

δJ4
x

}

S0[J ]. (10.11)

Åñòåñòâåííî, ýòî ñîîòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî �îðìàëüíûì è äëÿ

ðåàëüíûõ âû÷èñëåíèé ýêñïîíåíòó ñíîâà íåîáõîäèìî ðàçëîæèòü â ðÿä.

Íàïðèìåð, íàéä¼ì ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîèçâîäíûå

δS0

δJx
= −

∫

y

DxyJy S0,
δ2S0

δJ2
x

= −DxxS0+
[ ∫

y

DxyJy

]2

S0,

δ3S0

δJ3
x

= 3Dxx

∫

y

DxyJy S0 −
[ ∫

y

DxyJy

]3

S0,

δ4S0

δJ4
x

= 3D2
xxS0 − 6Dxx

[ ∫

y

DxyJy

]2

S0 +
[ ∫

y

DxyJy

]4

S0.

Ïîýòîìó, äëÿ �óíêöèîíàëà S[J ] ïî �îðìóëå (10.11), â ïåðâîì ïîðÿäêå

ïî λ, èìååì:

S[J ] = S0[J ] +
−ıλ

4!

∫

x

{

3D2
xx − 6Dxx

[ ∫

y

DxyJy

]2

+
[ ∫

y

DxyJy

]4}

S0[J ].

Âàêóóìíîå ñðåäíåå îïåðàòîðà ýâîëþöèè ìîæíî òåïåðü çàïèñàòü ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì:

〈
S
〉
= S[0] = 1− ıλ

8

∫

x

D2
xx + ...,

ãäå ó÷òåíî S0[0] = 1. Ýòîò æå ðåçóëüòàò áûë ðàíåå ïîëó÷åí íà ñòð. 114.
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• Ïðè íàõîæäåíèè �óíêöèé �ðèíà (10.7) ðåçóëüòàò íåîáõîäèìî ðàç-

äåëèòü íà S[0], ïîýòîìó óäîáíî ââåñòè íîðìèðîâàííûé ïðîèçâîäÿùèé

�óíêöèîíàë

Z[J ] =
S[J ]

S[0]
=
〈
0|T e

ı
∫

x

Jxϕx|0
〉
, (10.12)

ãäå âî âòîðîì ðàâåíñòâå îïåðàòîð ϕx âçÿò â ïðåäñòàâëåíèè �åéçåíáåðãà

è |0
〉
� âàêóóì ïîëíîé òåîðèè. Ýòîò �óíêöèîíàë äà¼ò �óíêöèè �ðèíà:

G(x1, ..., xn) =
1

ın
δnZ

δJx1...δJxn

∣
∣
∣
J=0

. (10.13)

Ïðè äåëåíèè S[J ] íà S[0], íåçàâèñÿùèé îò òîêà ÷ëåí 3D2
xx ñîêðàùàåòñÿ:

Z[J ] = Z0[J ] +
−ıλ

4!

∫

x

{

− 6Dxx

[ ∫

y

DxyJy

]2

+
[ ∫

y

DxyJy

]4}

Z0[J ].

(10.14)

Òåïåðü íåñëîæíî çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ 2-òî÷å÷íîé �óíêöèè �ðè-

íà. Âòîðûå ïðîèçâîäíûå îò Z0[J ] = S0[J ] ïðè J = 0 äàäóò ñâîáîäíóþ

�óíêöèþ �ðèíà, à ïðîèçâîäíûå îò âòîðîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ ïðèâîäÿò ê:

G(x1, x2) = Dx1x2 −
ıλ

2

∫

x

Dx1xDxxDxx2 =

Ïðè âçÿòèè ïðîèçâîäíûõ ñòîèò ïîìíèòü, ÷òî â �èíàëüíîì âûðàæå-

íèè ìû äîëæíû ïîëîæèòü J = 0, è ìîæíî ñðàçó îïóñêàòü ñëàãàåìûå,

êîòîðûå ïðîïîðöèîíàëüíû J ïîñëå âçÿòèÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé. Ïîýòîìó

�àêòè÷åñêè ïðîèçâîäíàÿ áåð¼òñÿ òîëüêî îò ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â �èãóð-

íûõ ñêîáêàõ, à ìèíóñ óõîäèò îò ìíîæèòåëÿ ı2 = −1 â (10.13).
Àíàëîãè÷íî íàõîäèòñÿ 4-òî÷å÷íàÿ �óíêöèÿ �ðèíà. Ïåðâîå ñëàãàåìîå

Z0[J ] äà¼ò ñóììó òð¼õ ñëàãàåìûõ ñ ïðîèçâåäåíèåì íåñâÿçíûõ ñâîáîäíûõ

ïðîïàãàòîðîâ. ×åòâ¼ðòàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò âòîðîãî ñëàãàåìîãî â �èãóðíûõ

ñêîáêàõ äàñò −ıλDx1xDx2xDx3xDx4x. Êðîìå ýòîãî âîçíèêíåò åù¼ 6 ñëàãàå-

ìûõ, àíàëîãè÷íûõ ñâîáîäíîé 4-òî÷å÷íîé �óíêöèè �ðèíà, íî ñ ÷àñòè÷íî

�îäåòûìè� ïðîïàãàòîðàìè (ñì. ñòð. 116).

Â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (10.13) èëè (10.12) ìîæíî òàêæå íàïèñàòü:

Z[J ] = 1 +
ı2

2!

∫

x1,x2

G(x1, x2) Jx1Jx2 +
ı4

4!

∫

x1,...,x4

G(x1, ..., x4) Jx1...Jx4 + ...,

ò.å. â ϕ4
òåîðèè ïðîèçâîäÿùèé �óíêöèîíàë ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî ÷¼òíûì

ñòåïåíÿì òîêîâ, à êîý��èöèåíòàìè ýòîãî ðàçëîæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ òî÷íûå

�óíêöèè �ðèíà.
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3 Ñâÿçíûå �óíêöèè �ðèíà

• Ââåä¼ì åù¼ îäèí �óíêöèîíàë:

W [J ] = lnZ[J ]. (10.15)

Â îòëè÷èè îò Z[J ] îí äà¼ò òîëüêî ñâÿçíûå ÷àñòè �óíêöèé �ðèíà:

G
ñâÿç

(x1, ..., xn) =
1

ın
δnW

δJx1...δJxn

∣
∣
∣
J=0

. (10.16)

Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòî íà ïðèìåðå 4-òî÷å÷íîé �óíêöèè. Îáîçíà÷èìWx =

δW/δJx è ò.ä. Âîçüì¼ì ïåðâóþ è âòîðóþ �óíêöèîíàëüíûå ïðîèçâîäíûå:

Wx1 =
1

Z
Zx1, Wx1x2 =

1

Z
Zx1x2 −

1

Z2
Zx1Zx2.

Òðåòüÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî Jx3 ðàâíà:

Wx1x2x3 =
1

Z
Zx1x2x3 +

2

Z3
Zx1Zx2Zx3 −

1

Z2

(
Zx1x2Zx3 + Zx1x3Zx2 + Zx2x3Zx1

)
.

Õðîíîëîãè÷åñêèå ïðîèçâåäåíèÿ íå÷åòíîãî ÷èñëà îïåðàòîðîâ ïîëÿ ðàâíû

íóëþ:

〈
0|Tϕx|0

〉
=
〈
0|Tϕxϕyϕz|0

〉
= 0. Ïîýòîìó, ïðè J = 0 áóäóò ðàâ-

íû íå÷¼òíûå ïðîèçâîäíûå îò �óíêöèîíàëà Z. Ó÷èòûâàÿ ýòî, ïðè âçÿòèè
÷åòâ¼ðòîé ïðîèçâîäíîé ïî Jx4, óäåðæèâàåì òîëüêî ñëàãàåìûå íå îáðàùà-

þùèåñÿ â íîëü ïðè J = 0:

Wx1...x4

∣
∣
J=0

= Zx1...x4

∣
∣
∣
J=0

−
(
Zx1x2Zx3x4 + Zx1x3Zx2x4 + Zx2x3Zx1x4

)
∣
∣
∣
J=0

,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ, Z[0] = 1. Â ðåçóëüòàòå:

G
ñâÿç

(x1, ..., x4) = G(x1, ..., x4)−Gx1x2Gx3x4 −Gx1x3Gx2x4 −Gx2x3Gx1x4,

÷òî ñîîòâåòñòâóåò âûäåëåíèþ èç òî÷íîé �óíêöèè �ðèíà G(x1, ..., x4) òð¼õ
ñëàãàåìûõ ñ íåñâÿçíûì ïðîèçâåäåíèåì 2-òî÷å÷íûõ �óíêöèé (ñòð.135).

Â òåîðèè âîçìóùåíèé Z = Z0 (1 + Z1λ+Z2λ
2 +Z3λ

3 + ...). Ëîãàðè�ì
îò ýòîãî ðÿäà ðàâåí:

W = lnZ0 + Z1 λ+
(

Z2 −
1

2
Z2
1

)

λ2+
(

Z3 − Z1Z2 +
1

3
Z3
1

)

λ3 + ..., (10.17)

ò.å. êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ îáîèõ �óíêöèîíàëîâ äîñòàòî÷íî ïðîñòî

ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî W [0] = 0.
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Ââîäÿ �ñâÿçíûé �óíêöèîíàë� äëÿ ñâîáîäíûõ �óíêöèé �ðèíà:

W0[J ] = lnZ0[J ] = −1

2

∫

x,y

JxDxy Jy (10.18)

ïðè ïîìîùè (10.17) è (10.14), çàïèøåì ÿâíûé âèä �óíêöèîíàëà W [J ] â

ïåðâîì ïîðÿäêå ïî òåîðèè âîçìóùåíèé:

W [J ] = W0[J ] +
−ıλ

4!

∫

x

{

− 6Dxx

[ ∫

y

DxyJy

]2

+
[ ∫

y

DxyJy

]4 }

. (10.19)

Êàê ìû âèäèì, ýòîò �óíêöèîíàë ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ïîëèíîìîì ïî òî-

êàì J (è òàê áóäåò âî âñåõ ïîðÿäêàõ ïî òåîðèè âîçìóùåíèé).

Â ñèëó (10.16), ïðîèçâîäÿùèé �óíêöèîíàë W [J ] ìîæíî òàêæå çàïè-

ñàòü â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî òîêàì ñ êîý��èöèåíòàìè, ÿâëÿþùèìèñÿ ñâÿç-

íûìè �óíêöèÿìè �ðèíà:

W [J ] =
ı2

2!

∫

x1,x2

G
ñâÿç

(x1, x2) Jx1Jx2 +
ı4

4!

∫

x1,...,x4

G
ñâÿç

(x1, ..., x4) Jx1...Jx4 + ...

Åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü ïðè ïîìîùè äèàãðàìì Ôåéíìàíà â êîîðäèíàò-

íîì ïðåäñòàâëåíèè, åñëè äîïîëíèòåëüíî ê îáû÷íûì ïðàâèëàì, ñ÷èòàòü,

÷òî ñ êàæäîé âíåøíåé âåðøèíîé (áåëûé êðóæîê) ñâÿçàí òîê Jx, ïî àð-

ãóìåíòó êîòîðîãî âåä¼òñÿ èíòåãðèðîâàíèå:

Ýòè äèàãðàììû ìîæíî ïîëó÷èòü äè��åðåíöèðóÿ ïðîèçâîäÿùèé �óíê-

öèîíàë Z0[J ] â (10.11) ñ ïîñëåäóþùèì ïåðåõîäîì ïî �îðìóëàì (10.17)

ê �óíêöèîíàëó W [J ]. Âïðî÷åì, ìîæíî ñðàçó âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëüòà-
òàìè ïðåäûäóùèõ ãëàâ, ãäå ýòè äèàãðàììû áûëè íàéäåíû ïðè ïîìîùè

òåîðåìû Âèêà. Íàïîìíèì, ÷òî ïî âíåøíèì ëèíèÿì (òîêàì) íåîáõîäèìî

ïðîâåñòè ñèììåòðèçàöèþ (÷òîáû ïîëó÷èòü ñèììåòðè÷íûå �óíêöèè �ðè-

íà). ×èñëî ñîîòâåòñòâóþùèõ äèàãðàìì, âîçíèêàþùèõ ïîñëå ñèììåòðèçà-

öèè óêàçûâàåòñÿ â ÷èñëèòåëå ñèììåòðèéíûõ êîý��èöèåíòîâ (ñòð. 127).
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4 Âåðøèííûå �óíêöèè

• Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê ïðîèçâîäÿùåìó �óíêöèîíàëó äëÿ âåðøèííûõ

�óíêöèé. �àíåå ìû îïðåäåëèëè â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå óñå÷¼ííûå

ñâÿçíûå �óíêöèè �ðèíà:

G
óñ

(p1, ..., pn) =
G

ñâÿç

(p1, ..., pn)

G(p1) · ... ·G(pn)
. (10.20)

Â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè èõ ñâÿçü çàäà¼òñÿ èíòåãðàëüíûì óðàâíå-

íèåì:

G
ñâÿç

(x1, ..., xn) =

∫

Gx1y1 ...Gxnyn Góñ

(y1, ..., yn) d
4y1...d

4yn, (10.21)

ãäå Gxy ≡ G(x, y). Âåðøèííûìè �óíêöèÿìè íàçûâàþòñÿ îäíî÷àñòè÷íî

íåïðèâîäèìûå óñå÷¼ííûå �óíêöèè �ðèíà. Èõ �óðüå îáðàç, êàê è ó ñâÿç-

íûõ �óíêöèé (ñòð. 122), èìååò âèä:

(2π)4δ(p1 + ...+ pn) Γ
(n)(p1, ..., pn) =

∫

Γ(n)(x1, ..., xn)e
ı
∑

xipi d4x1...d
4xn.

Äâóõòî÷å÷íàÿ âåðøèííàÿ �óíêöèÿ, ïî îïðåäåëåíèþ, ðàâíà îáðàòíîìó

òî÷íîìó ïðîïàãàòîðó Γ(2)(p) = G(p)/G2(p) = 1/G(p). Îíà âûðàæàåòñÿ
÷åðåç �óíêöèþ ñîáñòâåííîé ýíåðãèè Σ(p):

ıΓ(2)(p) =
ı

G(p)
= p2 −m2 − Σ(p).

Â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè ýòó ñâÿçü ìîæíî çàïèñàòü â âèäå óðàâ-

íåíèÿ:

δxy =

∫

z

Γ(2)
xz Gzy = ı(∂2 +m2)xGxy + ı

∫

z

ΣxzGzy. (10.22)

×åòûð¼õòî÷å÷íàÿ ñâÿçíàÿ �óíêöèÿ �ðèíà â ϕ4
-òåîðèè âñåãäà ÿâëÿ-

åòñÿ îäíî÷àñòè÷íî íåïðèâîäèìîé è ñîâïàäàåò ñ âåðøèííîé 4-�óíêöèåé.

Ùåñòèòî÷å÷íàÿ ñâÿçíàÿ �óíêöèÿ ìîæåò èìåòü îäíî÷àñòè÷íî ïðèâîäè-

ìûå äèàãðàììû è âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âåðøèííûå �óíêöèè ñ ÷åòûðüìÿ è

øåñòüþ àðãóìåíòàìè (âíåøíèìè ëèíèÿìè):

Îäíî÷àñòè÷íî íåïðèâîäèìûì ÿâëÿåòñÿ âòîðîå ïîñëå ðàâåíñòâà ñëàãàå-

ìîå, òîãäà êàê ïåðâîå ñîáèðàåò â ñåáå âñå îäíî÷àñòè÷íî ïðèâîäèìûå

äèàãðàììû. Îíî îïðåäåëÿåòñÿ òî÷íûì ïðîïàãàòîðîì (æèðíàÿ ëèíèÿ),

ñîåäèíÿþùèì äâå 4-òî÷å÷íûå âåðøèííûå �óíêöèè.
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• Ñâÿçíûå �óíêöèè �ðèíà ïîëó÷àþòñÿ â ðåçóëüòàòå âçÿòèÿ ïðîèçâîä-
íûõ ïî òîêàì îò �óíêöèîíàëà W [J ]. Òî÷íûé ïðîïàãàòîð Gxy ÿâëÿåò-

ñÿ ñâÿçíûì è ðàâåí (ñ îáðàòíûì çíàêîì) âòîðîé ïðîèçâîäíîé îò W [J ].

Ìû õîòèì, ÷òîáû 2-òî÷å÷íàÿ âåðøèííàÿ �óíêöèÿ Γ
(2)
xy òàêæå îïðåäåëÿ-

ëàñü âòîðîé ïðîèçâîäíîé îò íåêîòîðîãî �óíêöèîíàëà Γ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ

(10.22) âòîðûå ïðîèçâîäíûå îòW è Γ äîëæíû áûòü îáðàòíûìè äðóã äðó-

ãó. Ýòî äîñòèãàåòñÿ ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà. �àññìîòðèì

òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå �óíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé.

Ïóñòü çàäàíà �óíêöèÿ f = f(x). Ââåä¼ì íîâóþ ïåðåìåííóþ u = u(x),
êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ u = df/dx. Îïðåäåëèì �óíêöèþ g(u),

òàêóþ, ÷òî dg/du = x. Ìåæäó èñõîäíîé �óíêöèåé f(x) è �óíêöèåé g(u)
ñóùåñòâóåò ñëåäóþùàÿ ñâÿçü:

f(x) + g(u) = xu,
df

dx
= u,

dg

du
= x.

Äåéñòâèòåëüíî, áåðÿ ïðîèçâîäíóþ ïî x, ïîëó÷àåì òîæäåñòâî:

df

dx
+

dg

du

du

dx
= u+ x

du

dx
=> u+ x

du

dx
= u+ x

du

dx
.

Ñìûñë ýòèõ ìàíèïóëÿöèé ñîñòîèò â òîì, ÷òî âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ f îá-

ðàòíà âòîðîé ïðîèçâîäíîé g. Ýòî äîêàçûâàåòñÿ âçÿòèåì ïðîèçâîäíîé ïî

u îò ñîîòíîøåíèÿ u = df/dx:

1 =
d2f

dx2

dx

du
=

d2f

dx2

d2g

du2
,

ãäå ïðè âû÷èñëåíèè dx/du âî âòîðîì ðàâåíñòâå ïîäñòàâëåíî x = dg/du.

Óðàâíåíèå f(x) + g(u) = xu èìååò ñìûñë ìíîæåñòâà ïðÿìûõ, êàñàòåëü-

íûõ ê f(x), îãèáàþùàÿ êîòîðûõ è ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé f(x):

Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê f(x) â òî÷êå x0 ðàâíî y− f(x0) = u0 · (x− x0),
ãäå u0 = f ′(x0). Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå g(u) èìååì y = u0x − g(u0).
Òàêèì îáðàçîì, −g(u0) ðàâíî òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíîé è îñè y.

�àçëè÷íûå x0 �îðìèðóþò ìíîæåñòâî âñåõ êàñàòåëüíûõ.

Ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà ìîæíî ïðîâîäèòü è â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå:

f(x1, ..., xn) + g(u1, ..., un) =

n∑

i=1

xiui,
∂f

∂xi
= ui,

∂g

∂ui
= xi.

Åãî ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë áóäåò àíàëîãè÷åí: ìíîæåñòâî ãèïåðïëîñêî-

ñòåé, êàñàòåëüíûõ ê ïîâåðõíîñòè y = f(x1, ..., xn).
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Âûïîëíèì ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà â �óíêöèîíàëüíîì ñëó÷àå. Êðî-

ìå òîêà Jx ≡ J(x) ââåä¼ì åù¼ îäíó �óíêöèþ Φx ≡ Φ(x) è îïðåäåëèì

�óíêöèîíàë Γ[Φ] ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèé:

Γ[Φ] = W [J ]− ı

∫

x

JxΦx,
δW

δJx
= ıΦx,

δΓ

δΦx
= −ıJx. (10.23)

Âåðøèííûå �óíêöèè ïîëó÷àþòñÿ èç Γ[Φ] ïî ñëåäóþùåé �îðìóëå:

Γ(n)(x1, ..., xn) =
1

ın
δnΓ

δΦx1 ... δΦxn

∣
∣
∣
Φ=0

. (10.24)

Ìíèìóþ åäèíèöó ìû âûäåëèëè ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ñîîòíîøåíèå:

Φx =
1

ı

δW

δJx
=

1

Z

1

ı

δZ

δJx
=

1

Z

〈

Tϕx e
ı
∫

y

(Lint+Jyϕy)〉

. (10.25)

Ïðîâåðèì, ÷òî èç (10.23) è (10.24), äåéñòâèòåëüíî, ïîëó÷àþòñÿ âåð-

øèííûå �óíêöèè. Âîçüì¼ì ïðîèçâîäíóþ ïî Φx2 îò Φx1 = −ı δW/δJx1:

δx1x2 = −ı

∫

x

δ2W

δJx1δJx

δJx
δΦx2

=

∫

x

δ2W

δJx1δJx

δ2Γ

δΦxδΦx2

≡
∫

x

Wx1xΓxx2, (10.26)

ãäå äëÿ êðàòêîñòè â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ââåäåíû ñîêðàù¼ííûå îáîçíà-

÷åíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ �óíêöèîíàëîâ ïî ñîîòâåòñòâóùèì ïåðåìåííûì:

Wx ≡
δW

δJx
, Γx ≡

δΓ

δΦx
, Wxy ≡

δ2W

δJxδJy
, Γxy ≡

δ2Γ

δΦxδΦy
, ...

Ïîëàãàÿ J = Φ = 0 â (10.26), ïîëó÷àåì:

δ(x1 − x2) =

∫

G(x1, x) Γ
(2)(x, x2) d

4x, (10.27)

÷òî ýêâèâàëåíòíî (10.22). Àíàëîãè÷íî áåðóòñÿ ïðîèçâîäíûå áîëåå âûñî-

êîãî ïîðÿäêà. Ïðè ýòîì â ñèëó íåÿâíîé çàâèñèìîñòè J îò Φ:

δWx1x2...

δΦy
=

∫

z

δWx1x2...

δJz

δJz
δΦy

= ı

∫

z

Wzx1x2... Γzy.

Òàê, ïðîèçâîäíàÿ (10.26) ïî Φx3 ðàâíà:

0 = ı

∫

xy

Wx1xy Γxx2Γyx3 +

∫

x

Wx1x Γxx2x3

(�óíêöèÿ Äèðàêà íå çàâèñèò îò òîêîâ è ïðîèçâîäíàÿ îò íå¼ ðàâíà íóëþ).
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Ïðè ïîìîùè (10.26) ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

0 = ı

∫

xyz

Wxyz Γxx1Γyx2Γzx3 + Γx1x2x3.

Áåðÿ åãî ïðîèçâîäíóþ ïî Φx4, ïîëó÷àåì:

0 = ı2
∫

xyzu

Wxyzu Γxx1Γyx2Γzx3Γux4 + Γx1x2x3x4

+ ı

∫

xyz

Wxyz

{
Γxx1x4Γyx2Γzx3 + Γxx1Γyx2x4Γzx3 + Γxx1Γyx2Γzx3x4

}
.

Òðåòüÿ ïðîèçâîäíàÿ îò W ïðè J = 0 äà¼ò 3-òî÷å÷íóþ �óíêöèþ �ðèíà,

êîòîðàÿ â ϕ4
-òåîðèè ðàâíà íóëþ. Ïîýòîìó ïðè J = Φ = 0 âòîðàÿ ñòðîêà

ðàâíà íóëþ è ìû ïîëó÷àåì:

∫

G
ñâÿç

(x, y, z, u) Γ(2)
xx1 Γ

(2)
yx2 Γ

(2)
zx3 Γ

(2)
ux4 d

4x d4y d4z d4u = Γ(4)(x1, x2, x3, x4).

Ïðîäîëæèì áðàòü ïðîèçâîäíûå ïî Φx5 è Φx6:

0 = ı4
∫

xyzuvw

Wxyzuvw Γxx1Γyx2Γzx3Γux4Γvx5Γwx6 + Γx1x2x3x4x5x6

+ı2
∫

xyzu

Wxyzu

{

Γxx1x2x3Γyx4Γzx5Γux6 + 9 perm
}

+ ...,

ãäå 9 perm ñîîòâåòñòâóåò åù¼ 9 àíàëîãè÷íûì ñëàãàåìûì ñ ïåðåñòàâëåí-

íûìè àðãóìåíòàìè xi. Ìíîãîòî÷èå â êîíöå ñîäåðæèò ñëàãàåìûå, îáðàùà-

þùèåñÿ â íîëü ïðè J = Φ = 0. Òàê êàê ı6 = −1, 6-òî÷å÷íàÿ âåðøèííàÿ

�óíêöèÿ ïðè J = Φ = 0 ðàâíà −Γx1...x6. Àíàëîãè÷íî äëÿ 6-òî÷å÷íîé

ñâÿçíîé �óíêöèè �ðèíà. Â ðåçóëüòàòå:

−Γ(6)
x1...x6

=

∫

x...w

Gñâÿç

x...w Γ(2)
xx1

...Γ(2)
wx6

−
∫

xy

Γ(4)
x1x2x3x

Gxy Γ
(4)
yx4x5x6

− 9 perm,

ãäå ó÷òåíà ñâÿçü 4-òî÷å÷íîé �óíêöèè �ðèíà è âåðøèííîé �óíêöèè. Òà-

êèì îáðàçîì, Γ
(6)
x1...x6 ñ îáðàòíûì çíàêîì ðàâíà îäíî÷àñòè÷íî íåïðèâîäè-

ìîé âåðøèííîé �óíêöèè.
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5 Óðàâíåíèå Øâèíãåðà

Íàéä¼ì �óíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò ïðîèç-

âîäÿùèé �óíêöèîíàë Z[J ] = S[J ]/S[0] äëÿ �óíêöèé �ðèíà. Âû÷èñëèì

ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ îò �óíêöèîíàëà S = S[J ] â (10.11):

δS

δJx
= − exp

{∫

z

−ıλ

4!

δ4

δJ4
z

} ∫

y

DxyJy S0[J ].

Òàê êàê ïðîèçâîäíûå (è �óíêöèîíàëüíûå â òîì ÷èñëå) êîììóòèðóþò,

ïðîèçâîäíàÿ ïî Jx ïðîíåñåíà ÷åðåç ýêñïîíåíòó â ïðåäñòàâëåíèè (10.11)

è âçÿòà îò �óíêöèîíàëà S0[J ], ðàâíîãî (10.10). Ïîìåíÿåì ìåñòàìè ýêñ-

ïîíåíòó è Jy. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì êîììóòàòîðîì:

[

e
α
∫

y

δ4

δJ4z , Jy

]

= 4α
δ3

δJ3
y

e
α
∫

z

δ4

δJ4z . (10.28)

Îí âû÷èñëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî (10.5), ñòð.207, ïåðåõîäîì âD-ïðåäñòàâëåíèå.

Â ðåçóëüòàòå:

δS

δJx
= −

∫

y

DxyJy S − 4
(−ıλ)

4!

∫

y

Dxy
δ3

δJ3
y

S.

�àçäåëèâ ýòî óðàâíåíèå íà S[0], îêîí÷àòåëüíî, èìååì:

δZ

δJx
=

ıλ

6

∫

y

Dxy
δ3Z

δJ3
y

−
∫

y

Dxy Jy Z. (10.29)

Ýòî �óíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Øâèíãåðà â èí-

òåãðàëüíîé �îðìå. Åãî ìîæíî òàêæå ïåðåïèñàòü â äè��åðåíöèàëüíîé

�îðìå:

(∂2 +m2)
δZ

δJx
=

λ

6

δ3Z

δJ3
x

+ ıJx Z, (10.30)

ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñâîáîäíàÿ �óíêöèÿ �ðèíà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ:

(∂2 +m2)Dxy = −ı δxy. (10.31)

Ïðè ïîìîùè óðàâíåíèÿ Øâèíãåðà ìîæíî ïîëó÷àòü ðàçëè÷íûå ñîîò-

íîøåíèÿ ìåæäó �óíêöèÿìè �ðèíà. Âûâåäåì, íàïðèìåð, åù¼ îäíèì ñïî-

ñîáîì óðàâíåíèå Äàéñîíà (ñòð. 141).
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Âîçüì¼ì ïðîèçâîäíóþ (10.29) ïî Jy (çàìåíèâ ïîä èíòåãðàëàìè ñíà÷àëà
ïåðåìåííóþ y íà z):

δ2Z

δJxδJy
=

ıλ

6

∫

z

Dxz
δ4Z

δJ3
z δJy

−Dxy Z −
∫

z

DxzJz
δZ

δJy
.

Ïîëîæèâ J = 0 è ó÷èòûâàÿ çíà÷åíèÿ òî÷íûõ �óíêöèé �ðèíà:

Gxy = − δ2Z

δJxδJy

∣
∣
∣
J=0

, Gzzzy =
δ4Z

δJ3
z δJy

∣
∣
∣
J=0

,

à òàêæå Z[0] = 1 è ðàâåíñòâî íóëþ ïðè J = 0 ïåðâîé ïðîèçâîäíîé îò

Z[J ], èìååì:

Gxy = Dxy −
ıλ

6

∫

z

DxzGzzzy. (10.32)

Àíàëîãè÷íî, áåðÿ áîëåå âûñîêèå ïðîèçâîäíûå, ìîæíî ïîëó÷àòü ñâÿçè

ìåæäó n-òî÷å÷íûìè �óíêöèÿìè �ðèíà.

Äåëàÿ â óðàâíåíèèØâèíãåðà ïîäñòàíîâêó Z = eW , íåñëîæíî çàïèñàòü
óðàâíåíèå äëÿ ïðîèçâîäÿùåãî �óíêöèîíàëà ñâÿçíûõ �óíêöèé �ðèíà:

(∂2 +m2)Wx =
λ

6

{
Wxxx + 3WxWxx +W 3

x

}
+ ı Jx, (10.33)

ãäå ïðîèçâîäíûå îáîçíà÷åíû ñëåäóþùèì îáðàçîì Wx ≡ δW/δJx è ò.ä.

Èíîãäà óäîáíî ââîäèòü �óíêöèîíàëüíóþ �óíêöèþ �ðèíà:

G(x1, x2|J) = − δ2Z[J ]

δJx1 δJx2
. (10.34)

Ïî àðãóìåíòó J îíà ÿâëÿåòñÿ �óíêöèîíàëîì, à ïî x1 è x2 � �îáû÷íîé�

�óíêöèåé. Ñ å¼ ïîìîùüþ ìîæíî çàïèñàòü �óíêöèîíàëüíóþ 4-òî÷å÷íóþ

�óíêöèþ �ðèíà:

G(x1, ..., x4|J) =
δ4Z[J ]

δJx1 ... δJx4
= −δ2G(x1, x2|J)

δJx3δJx4
, (10.35)

êîòîðàÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ �ñìåøàííûì� îáúåêòîì. Ïîíÿòíî, ÷òî îáû÷íûå

�óíêöèè �ðèíà ïîëó÷àþòñÿ èç �óíêöèîíàëüíûõ ïðè J = 0:

G(x1, x2) = G(x1, x2|0), G(x1, ..., x4) = G(x1, ..., x4|0).

Íåñëîæíî çàïèñàòü ïðè ïîìîùè (10.30) óðàâíåíèå êîòîðîìó óäîâëåòâî-

ðÿþò ýòè �óíêöèîíàëû.
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6 Ôóíêöèîíàëüíûé èíòåãðàë

Èíòåãðàë ïî òðàåêòîðèÿì, ðàññìîòðåííûé íà ñòð. ??, �àêòè÷åñêè ÿâ-

ëÿåòñÿ èíòåãðàëîì ïî âñåì âîçìîæíûì �óíêöèÿì. Ïîäîáíîå èíòåãðèðî-

âàíèå ìîæíî èñïîëüçîâàòü è â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ.

Ïðè ïîìîùè �óíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ

ïðîèçâîäÿùåãî �óíêöèîíàëà �óíêöèé �ðèíà â ñëåäóþùåì âèäå:

S[J ] = N

∫

δϕ exp
{

ı

∫

(L+ Jϕ) d4x
}

, (10.36)

ãäå N � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, à L = L(ϕ) � ëàãðàíæèàí ñèñòåìû:

L =
1

2
(∂ϕ)2 − m2

2
ϕ2 − λ

4!
ϕ4.

Òàê ïîëå çàâèñèò îò êîîðäèíàò è âðåìåíè, �óíêöèîíàëüíûé èíòåãðàë ïî

δϕ ïîíèìàåòñÿ êàê íåïðåðûâíîå îáîáùåíèå ïðîèçâåäåíèÿ �óíêöèîíàëü-

íûõ èíòåãðàëîâ â êâàíòîâîé ìåõàíèêå:

δϕ = δϕ(x1) δϕ(x2) ..., (10.37)

ãäå òî÷êè xi ïîêðûâàþò âñ¼ 4-ïðîñòðàíñòâî, à δϕ(xi) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

ïðåäåëüíûé ïåðåõîä n-êðàòíûõ èíòåãðàëîâ (??). Òàêèì îáðàçîì, â êàæ-

äîì ýëåìåíòàðíîì îáú¼ìå 4-ïðîñòðàíñòâà âîêðóã òî÷êè xi ââîäèòñÿ äèíà-

ìè÷åñêàÿ ïåðåìåííàÿ ϕi = ϕ(xi) äëÿ êîòîðîé �óíêöèîíàëüíûé èíòåãðàë
ïî δϕi àíàëîãè÷åí (??). Ïðîèçâåäåíèå âñåõ òàêèõ èíòåãðàëîâ ïî âñåìó

ïðîñòðàíñòâó äà¼ò:

∫

δϕ = lim
n→∞

n∏

i=1

∞∫

−∞

dϕi(x1)√
2π

n∏

j=1

∞∫

−∞

dϕj(x2)√
2π

... (10.38)

Òàêîå æå îáîáùåíèå �óíêöèîíàëüíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ èìååò ìåñòî â

êâàíòîâîé ìåõàíèêå â ñëó÷àå íåñêîëüêèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû q1, q2, ....

Óäîáíî, êàê îáû÷íî, ïðåäïîëàãàòü íàëè÷èå áåñêîíå÷íî ìàëîãî êîì-

ïëåêñíîãî ñäâèãà m2 7→ m2− ıǫ, ïðè êîòîðîì (ïîêà ǫ 6= 0) ïîäûíòåãðàëü-
íàÿ �óíêöèÿ ïî ϕ óáûâàåò íà áåñêîíå÷íîñòè, òàê êàê ı (ıǫ)ϕ2 = −ǫϕ2

.

Ýòîò ñäâèã ïðèâîäèò ê ñâîáîäíûì �óíêöèÿì �ðèíà ñ ñîîòâåòñòâóþùèì

îáõîäîì ïîëþñà ïðè p2 = m2
.

Óáåäèìñÿ, ÷òî îïðåäåëåíèå (10.36), äåéñòâèòåëüíî, âîñïðîèçâîäèò ïî-

ëó÷åííûå ðàíåå ðåçóëüòàòû.
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• Íàéä¼ì çíà÷åíèå èíòåãðàëà â ñëó÷àå ñâîáîäíîãî ïîëÿ (λ = 0). Ñîâåð-
øàÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì äëÿ ÷ëåíà (∂ϕ)2, çàïèøåì S0[J ] â âèäå:

S0[J ] = N

∫

δϕ exp
{

ı

∫
(
− 1

2
ϕ (∂2 +m2)ϕ+ Jϕ

)
d4x

}

. (10.39)

Ñäåëàåì ñäâèã ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ:

ϕ(x) 7→ ϕ(x) + ϕ0(x),

ãäå �óíêöèÿ ϕ0(x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

(∂2 +m2)ϕ0(x) = J(x). (10.40)

Ïîäîáíàÿ çàìåíà ïðîâîäèòñÿ êàê è â îáû÷íîì n-êðàòíîì èíòåãðàëå. Òàê

êàê ïî êàæäîìó ϕi = ϕ(xi) èíòåãðèðîâàíèå âåä¼òñÿ îò −∞ äî +∞, íà

ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ çàìåíà íå ñêàæåòñÿ. Âûðàæåíèå â èíòåãðàëå

ïîä ýêñïîíåíòîé ïîìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

−1

2
ϕ(∂2 +m2)ϕ− 1

2
ϕ0(∂

2 +m2)ϕ0 − ϕ(∂2 +m2)ϕ0 + Jϕ+ Jϕ0,

ãäå â òðåòüåì ñëàãàåìîì ñëîæåíû ϕ (∂2 + m2)ϕ0 è ϕ0 (∂
2 + m2)ϕ, ïå-

ðåõîäÿùèå äðóã â äðóãà â ðåçóëüòàòå äâóõêðàòíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïî

÷àñòÿì. Áëàãîäàðÿ óðàâíåíèþ (10.40), òðåòüå è ÷åòâ¼ðòîå ñëàãàåìûå ñî-

êðàùàþòñÿ, à âòîðîå ðàâíÿåòñÿ −(1/2)Jϕ0. Â ðåçóëüòàòå, S0[J ] ðàçáèâà-

åòñÿ íà äâà ìíîæèòåëÿ:

S0[J ] = exp
{ ı

2

∫

Jϕ0 d
4x
}

N

∫

δϕ e−ı
∫

1
2ϕ(∂

2+m2)ϕd4x.

Ôóíêöèîíàëüíûé èíòåãðàë íå çàâèñèò îò òîêà J è ðàâåí íåêîòîðîé êîí-

ñòàíòå. Ôóíêöèþ ϕ0(x), óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (10.40), ìîæíî âû-

ðàçèòü ÷åðåç òîê ïðè ïîìîùè �óíêöèè �ðèíà:

ϕ0(x) = ı

∫

D(x− y)J(y) d4y, (∂2 +m2)D(x− y) = −ıδ(x− y).

Äåéñòâóÿ îïåðàòîðîì ∂2+m2
íà ïåðâîå ñîîòíîøåíèå è ó÷èòûâàÿ âòîðîå,

ïîëó÷àåì (10.40). Âûáåðåì òåïåðü êîíñòàíòó N , òàê, ÷òîáû �óíêöèî-

íàëüíûé èíòåãðàë ïî δϕ ñîêðàòèëñÿ. Â ðåçóëüòàòå, îêîí÷àòåëüíî, ïîëó-

÷àåì:

S0[J ] = exp
{

− 1

2

∫

J(x)D(x− y) J(y)
}

, (10.41)

÷òî ñîâïàäàåò ñ àíàëîãè÷íûì âûðàæåíèåì íà ñòð. 209.
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• �àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé λ 6= 0. Ôóíêöèîíàëüíûé èíòåãðàë

S[J ] = N

∫

δϕ exp
{

ı

∫ (1

2
(∂ϕ)2 − m2

2
ϕ2 − λ

4!
ϕ4 + Jϕ

)

d4x
}

, (10.42)

ìîæíî ïðèáëèæ¼ííî âû÷èñëèòü, ðàñêëàäûâàÿ â ðÿä íåêâàäðàòè÷íûé

÷ëåí, �ìåøàþùèé� ãàóññîâîìó èíòåãðèðîâàíèþ:

S[J ] = N

∫

δϕ

∞∑

k=0

(−ıλ)k

4!k k!

[ ∫

x

ϕ4
x

]k

exp
{

ı

∫

(
1

2
(∂ϕ)2−m2

2
ϕ2+Jϕ) d4x

}

.

Çàìåíèì ϕ4k
íà �óíêöèîíàëüíûå ïðîèçâîäíûå ïî J è âûíåñåì èõ çà

èíòåãðàë:

S[J ] =

∞∑

k=0

(−ıλ)k

4!k k!

[ ∫

x

δ4

δJ4
x

]k

N

∫

δϕ exp
{

ı

∫

(
1

2
(∂ϕ)2−m2

2
ϕ2+Jϕ) d4x

}

.

Ñâîðà÷èâàÿ ðÿä â ýêñïîíåíòó ìû ñíîâà ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ (10.11),

ñòð. 210:

S[J ] = exp
{−ıλ

4!

∫

x

δ4

δJ4
x

}

S0[J ].

Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèîíàëüíûé èíòåãðàë äà¼ò íàì åù¼ îäèí èí-

ñòðóìåíò âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäÿùèõ �óíêöèîíàëîâ, à, ñëåäîâàòåëüíî, è

�óíêöèé �ðèíà. Âïðî÷åì, ïîêà ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ òåîðèåé âîçìóùåíèé,

îñîáûõ ïðåèìóùåñòâ îò åãî ââåäåíèÿ íå âèäíî.

Ñèòóàöèÿ ìåíÿåòñÿ, êîãäà ðàññìàòðèâàþòñÿ êàëèáðîâî÷íûå òåîðèè. Â

ýòîì ñëó÷àå ìåæäó êâàíòîâûìè îïåðàòîðàìè âîçíèêàþò ñâÿçè (êàëèáðî-

âî÷íûå óñëîâèÿ), êîòîðûå äîñòàòî÷íî óäîáíî ó÷èòûâàòü â òåõíèêå �óíê-

öèîíàëüíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.

Åù¼ îäíî ïðåèìóùåñòâî �óíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà ïðîÿâëÿåòñÿ ïðè

èñïîëüçîâàíèè ÷èñëåííûõ ðàñ÷¼òîâ íà êîìïüþòåðå. Â ýòîì ñëó÷àå �âñ¼�

ïðîñòðàíñòâî ðàçáèâàåòñÿ íà �íåáîëüøèå� îáú¼ìû è ïîëó÷èâøèéñÿ n-
êðàòíûé èíòåãðàë âû÷èñëÿåòñÿ òåì èëè èíûì (îáû÷íî ñòàòèñòè÷åñêèì)

ìåòîäîì. Ýòîò ïîäõîä ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü íåïåðòóðáàòèâíûå ðåçóëüòàòû

(ðàáîòàþùèå ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ λ è m).

Íàêîíåö, �óíêöèîíàëüíûå èíòåãðàëû îêàçûâàþòñÿ ý��åêòèâíûìè ïðè

íàëè÷èè â ìîäåëè íåòðèâèàëüíûõ êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé. Êîãäà ýòî ïðî-

èñõîäèò, �óíêöèîíàëüíûé èíòåãðàë ìîæíî âû÷èñëèòü ìåòîäîì ïåðåâà-

ëà, â êîòîðîì âåäóùèì ïðèáëèæåíèåì ñëóæèò êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå.

Ìû âåðí¼ìñÿ ê ýòèì âîïðîñàì â ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ êíèãè.



ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ 223

• Â çàêëþ÷åíèå ïîêàæåì, êàê ïðè ïîìîùè �óíêöèîíàëüíîãî èíòåãðà-

ëà ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèåØâèíãåðà. Áóäåì èñõîäèòü èç ñëåäóþùåãî

ñîîòíîøåíèÿ: ∫

δϕ
δ

δϕx
e
ı
∫

y

(L+Jyϕy)

= 0, (10.43)

ãäå x � �èêñèðîâàííàÿ òî÷êà 4-ïðîñòðàíñòâà. Ïðè �óíêöèîíàëüíîì èí-

òåãðèðîâàíèè δϕ ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì èíòåãðàëîâ ïî âñåì òî÷êàì 4-

ïðîñòðàíñòâà. Èíòåãðàë, ñîîòâåòñòâóþùèé x, îêàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì îò

äè��åðåíöèàëà èëè ðàçíîñòüþ çíà÷åíèé ïîäèíòåãðàëüíîé �óíêöèè ïðè

ϕ = ∞ è ϕ = −∞. Ïóñòü â ëàãðàíæèàíå

L = −1

2
ϕ (∂2 +m2)ϕ− λ

4!
ϕ4

ó êâàäðàòà ìàññû ïðèñóòñòâóåò ìàëûé êîìïëåêñíûé ñäâèãm2 7→ m2− ıǫ.
Òîãäà ýêñïîíåíòà ñîäåðæèò óáûâàþùèé ïðè áîëüøèõ ϕ ÷ëåí −ǫϕ2/2 è

�óíêöèîíàëüíûé èíòåãðàë (10.43) áóäåò ðàâåí íóëþ.

Áåðÿ �óíêöèîíàëüíóþ ïðîèçâîäíóþ â (10.43), ïîëó÷àåì:

ı

∫

δϕ
{

− (∂2 +m2)ϕx −
λ

3!
ϕ3
x + Jx

}

eı
∫
(L+Jxϕx) = 0

èëè, çàìåíÿÿ ñòåïåíè ïîëÿ íà �óíêöèîíàëüíûå ïðîèçâîäíûå ïî òîêó:

ı

∫

δϕ
{

− (∂2 +m2)
1

ı

δ

δJx
− λ

3!

1

ı3
δ3

δJ3
x

+ Jx

}

eı
∫
(L+Jxϕx) = 0.

Òàê êàê òîê â èíòåãðèðîâàíèè íå ó÷àñòâóåò, âûðàæåíèå â �èãóðíûõ ñêîá-

êàõ ìîæíî âûíåñòè çà èíòåãðàë:

−(∂2 +m2)
1

ı

δS[J ]

δJx
− λ

3!

1

ı3
δ3S[J ]

δJ3
x

+ Jx = 0, (10.44)

÷òî ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì Øâèíãåðà (10.30), ñòð. 218.
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I Êëàññè÷åñêèå ïîëÿ

• H1 Ïîëó÷åíèå �óðüå-îáðàçà (ñòð. 27)

• H2 Çàìåíà p 7→ p′ = −p (ñòð. 27)

∞∫

−∞

f(p) dp = −
−∞∫

∞

f(p′) dp′ =

∞∫

−∞

f(p′) dp′

• H3 Óñëîâèå íà �óðüå-êîìïîíåíòû (ñòð. 27)

• H4 Ñîõðàíåíèå òîêà (ñòð. 31)

• H5 Óíèòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå (ñòð. 33)

• H6 Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå (ñòð. 36)

• H7 Ìàòðèöà áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïðåîáðàçîâàíèé (ñòð. 36)

• H8 Ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ Σµν
(ñòð. 37)

• H9 Êîììóòàòîð äëÿ [Σαβ, Σµν] (ñòð. 37)
• H10 Ïðîèçâîäíûå îò ëàãðàíæèàíà (ñòð. ??)

• H11 Ñîáñòâåííûå âåêòîðû è çíà÷åíèÿ ìàòðèöû nσ (ñòð. ??)

Èç óðàâíåíèÿ nσw = sw ñëåäóåò (nσ)2w = snσw = s2w. Òàê êàê äëÿ
åäèíè÷íîãî âåêòîðà (nσ)2 = 1, òî s2 = 1 èëè s = ±1. Ïóñòü s = 1:

(
nz nx − ıny

nx + ıny −nz

)(
w1

w2

)

=

(
w1

w2

)

,

îòêóäà w1 = nzw1 + (nx − ıny)w2 èëè w1 = w2(nx − ıny)/(1− nz). Ââåä¼ì

äâà óãëà ñ�åðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò n = {sθcφ, sθsφ, cθ}. Òîãäà

w1 =
e−ıφ sin θ

1− cos θ
w2 =

e−ıφ

tg(θ/2)
w2.

Íîðìèðóÿ ñîáñòâåííûé âåêòîð w+w = |w1|2+ |w2|2 = 1, ïîëó÷àåì |w2|2 =
sin2(θ/2). Ïðè èçâëå÷åíèè êîðíÿ �àçó ìîæíî âûáðàòü ëþáîé è äëÿ ñèì-
ìåòðèè ìåæäó w1 è w2 óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî w2 = eıφ/2 sin(θ/2). Ïîýòîìó:

w(1) =

(
e−ıφ/2 cos θ

2

e+ıφ/2 sin θ
2

)

, w(−1) =

(
−e−ıφ/2 sin θ

2

e+ıφ/2 cos θ
2

)

,

ãäå w(−1)
íàõîäèòñÿ àíàëîãè÷íî (ñ s = −1). Çàìåòèì, ÷òî w(1)+w(−1) = 0.
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II Ôóíêöèè �ðèíà

• H12 Äâóõòî÷å÷íàÿ �óíêöèÿ â òðåòüåì ïîðÿäêå ïî λ (ñòð. ??)

Ñïàðèì ñíà÷àëà âíåøíèå ëèíèè:

(x1x2x
4y4z4) = (x1x2) (x

4y4z4) + 12 (x1x) (x
3y4z4)

= (x1x2)(x
4y4z4) + 36 (x1x) (x2x) (x

2y4z4) + 96 (x1x) (x2y) (x
3y3z4)

Òåïåðü ñïàðèì âíóòðåííèè ëèíèè:

(x2y4z4) = (xx) (y4z4) + 8 (xy) (xy3z4)

= (xx) (y4z4) + 24 (xy) (xy) (y2z4) + 24 (xy) (xz) (y3z3)

è

(x3y3z4) = 2 (xx) (xy3z4) + 3 (xy) (x2y2z4) + 4 (xz) (x2y3z3)

= 6 (xx) (xy) (y2z4) + 8 (xx) (xz) (y3z3)

+3 (xy) (xx) (y2z4) + 6 (xy) (xy) (xyz4) + 12 (xy) (xz) (xy2z3)

+4 (xz) (xx) (y3z3) + 12 (xz) (xy) (xy2z3) + 12 (xz) (xz) (xy3z2)
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• H13 Øåñòèòî÷å÷íàÿ �óíêöèÿ â òðåòüåì ïîðÿäêå ïî λ (ñòð. ??)

Âû÷èñëÿåì òîëüêî ñâÿçíûå äèàãðàììû:

(x1x2x3x4x5x6x
4y4z4) = 12 (x1x) (x2x3x4x5x6x

3y4z4)

= 36 (x1x) (x2x) (x3x4x5x6x
2y4z4) + 96 (x1x) (x2y)(x3x4x5x6x

3y3z4)

= 72 (x1x) (x2x) (x3x)(x4x5x6xy
4z4) + 288 (x1x) (x2x) (x3y)(x4x5x6x

2y3z4)

+288 (x1x) (x2y)(x3x)(x4x5x6x
2y3z4) + 288 (x1x) (x2y)(x3y)(x4x5x6x

3y2z4)

+384 (x1x) (x2y)(x3z)(x4x5x6x
3y3z3)

= 72 (x1x) (x2x) (x3x) (x4x) (x5x6y
4z4)

+576 (x1x) (x2x) (x3x) (x4y)(x5x6xy
3z4)

+576 (x1x) (x2x) (x3y) (x3x) (x5x6xy
3z4)

+864 (x1x) (x2x) (x3y) (x3y) (x5x6x
2y2z4)

+1152 (x1x) (x2x) (x3y) (x3z) (x5x6x
2y3z3)

+576 (x1x) (x2y) (x3x) (x5x6xy
3z4)

+864 (x1x) (x2y) (x3y) (x5x6x
2y2z4)

+1152 (x1x) (x2y) (x3z) (x5x6x
2y3z3)

+864 (x1x) (x2y) (x3y) (x4x) (x5x6x
2y2z4)

+576 (x1x) (x2y) (x3y) (x4y) (x5x6x
3yz4)

+1152 (x1x) (x2y) (x3y) (x4z) (x5x6x
3y2z3)

+1152 (x1x) (x2y) (x3z) (x4x)(x5x6x
2y3z3)

+1152 (x1x) (x2y) (x3z) (x4y)(x5x6x
3y2z3)

+1152 (x1x) (x2y) (x3z) (x4z)(x5x6x
3y3z2)

• H14 ×åòûð¼õòî÷å÷íàÿ �óíêöèÿ â òðåòüåì ïîðÿäêå ïî λ (ñòð. ??)

Âû÷èñëÿåì òîëüêî ñâÿçíûå äèàãðàììû:

(x1x2x3x4x
4y4z4) = 12 (x1x) (x2x3x4x

3y4z4)

= 36 (x1x) (x2x) (x3x4x
2y4z4) + 96 (x1x) (x2y) (x3x4x

3y3z4)

= 72 (x1x) (x2x) (x3x) (x4xy
4z4) + 288 (x1x) (x2x) (x3y) (x4x

2y3z4)

+288 (x1x) (x2y) (x3x) (x4x
2y3z4) + 288 (x1x) (x2y) (x3y) (x4x

3y2z4)

+384 (x1x) (x2y) (x3z) (x4x
3y3z3)

= 72 (x1x) (x2x) (x3x) (x4x) (y
4z4) + 576 (x1x) (x2x) (x3x) (x4y) (xy

3z4)

+288 (x1x) (x2x) (x3y) (x4x) (x
2y3z4) + 864 (x1x) (x2x) (x3y) (x4y) (x

3y2z4)
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+1152 (x1x) (x2x) (x3y) (x4z) (x4x
3y3z3)

+576 (x1x) (x2y) (x3x) (xx)(xy
3z4) + 864 (x1x) (x2y) (x3x) (xy)(x

2y2z4)

+1152 (x1x) (x2y) (x3x) (xz)(x
2y3z3)

+864 (x1x) (x2y) (x3y) (x4x) (x
2y2z4) + 576 (x1x) (x2y) (x3y) (x4y) (x

3yz4)

+1152 (x1x) (x2y) (x3y) (x4z) (x
3y2z3)

+1152 (x1x) (x2y) (x3z) (x4x)(x
2y3z3) + 1152 (x1x) (x2y) (x3z) (x4y)(x

3y2z3)

+1152 (x1x) (x2y) (x3z) (x4z)(x
3y3z2)
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III �åãóëÿðèçàöèÿ

• H15 Âçÿòèå ïðîèçâîäíîé ïî pµ (ñòð. ??)
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IV Òåîðèÿ ñèììåòðèè

• H16 Èíâàðèàíòíîñòü óðàâíåíèé Íüþòîíà (ñòð. ??)

Çàïèøåì óðàâíåíèå â øòðèõîâàííîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà:

d2x′
i

dt′2
=

n∑

j 6=i

f(|x′
i − x′

j|)

è ïîäñòàâèì ïðåîáðàçîâàíèÿ t′ = t, x′ = x− vt ñ v = const. Òàê êàê

dx′

dt′
=

dx

dt
− v,

d2x′

dt′2
=

d2x

dt2
,

èìååì

d2xi

dt2
=

n∑

j 6=i

f(|xi − vt− (xj − vt)|) =
n∑

j 6=i

f(|xi − xj|).

Òàêèì îáðàçîì â íåøòðèõîâàííîé ñèñòåìå óðàâíåíèå íå èçìåíèëî ñâîåãî

âèäà, ò.å. îêàçàëîñü èíâàðèàíòíûì.

• H17 Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ D3 (ñòð. 282)

Åäèíè÷íûé ýëåìåíò �e� è äâà ïîðîæäàþùèõ ýëåìåíòà a è c äàþò 6

ýëåìåíòîâ:

e, a, a2 = b, c, ac = d, ca = f.

Äðóãèå ýëåìåíòû ìîæíî áûëî áû ïîëó÷àòü ïåðåìíîæåíèåì {a, b, c, d, f}.
Îäíàêî îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ áëîêèðóþò ýòó äåÿòåëüíîñòü. Íà-

ïðèìåð, d2 = (ac)2 = e, df = acca = a2 = b. Íåñêîëüêî ñëîæíåå:

f 2 = (ca)(ca) = (ca)(ca)c2 = c(ac)2c = c2 = e.

• H18 Ñîïðÿæ¼ííàÿ ãðóïïà (ñòð. 282)

Çàìêíóòîñòü óìíîæåíèÿ äîêàçàíà íà ñòð. 282. Àññîöèàòèâíîñòü î÷å-

âèäíà, â ñèëó àññîöèàòèâíîñòè óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ ãðóïï. Àíàëîãè÷-

íî ÿñíî ïîÿâëåíèå åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà, êîòîðûé áóäåò îáùèì äëÿ âñåõ

ïîäãðóïï: geg−1 = gg−1 = e. Íàêîíåö, ïóñòü h è h−1
ïðèíàäëåæàò H è

îáðàòíû äðóã äðóãó. Òîãäà îáðàòíûìè áóäóò è èõ ñîïðÿæåíèÿ:

h′ · h′−1 = (ghg−1) · (gh−1g−1) = ghh−1g−1 = geg−1 = gg−1 = e.

• H19 Óíèòàðíûå ìàòðèöû îáðàçóþò ãðóïïó (ñòð. ??)

Ïóñòü ìàòðèöû U1 è U2 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ óíèòàðíîñòè. Òîãäà

èõ ïðîèçâåäåíèå òàêæå áóäåò óíèòàðíîé ìàòðèöåé:

(U1U2)
+(U1U2) = U+

2 U
+
1 U1U2 = U+

2 1U2 = U+
2 U2 = 1,
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ãäå ó÷òåíî, ÷òî ïðè òðàíñïîíèðîâàíèè ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö îíè òðàíñ-

ïîíèðóþòñÿ è ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè. Àíàëîãè÷íî, åñëè ìàòðèöàU óíèòàðíà

(U+ = U−1
), òî è îáðàòíàÿ ê íåé U−1

áóäåò óíèòàðíîé:

(U−1)+U−1 = 1 => (U−1)+ = U => U−1 = U+.
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• H20 Ñâÿçü ìàòðèö (ñòð. 290)

Ïåðåãðóïïèðóåì ÷ëåíû â ïðîèçâåäåíèè, ïîëó÷åííîì 2-ì ñïîñîáîì:

T(b)T(a) = 1+(bk+ak)Xk+φk
ijb

iajXk+(bibj+aiaj)Yij+(biaj+aibj)Yij+...

Ñðàâíèâàÿ ñ T(b)T(a), ïîëó÷åííîì 1-ì ñïîñîáîì, èìååì:

φk
ijb

iajXk + (biaj + aibj)Yij = biajXiXj.

Áåðÿ ïðîèçâîäíûå ïî bp, aq è ó÷èòûâàÿ, ÷òî Yij = Yji, ïîëó÷àåì òðåáó-

åìîå ñîîòíîøåíèå.

• H21 �åíåðàòîðû ãðóïïû SO(2) (ñòð. ??)

Íàéä¼ì ãåíåðàòîð ãðóïïû ïîâîðîòîâ â ïëîñêîñòè SO(2) (ìíîæåñòâî
îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö 2x2 ñ åäèíè÷íûì îïðåäåëèòåëåì), ðàçëîæèâ ìàò-

ðèöó â ðÿä ïî óãëó (ïàðàìåòðó) a:

T(a) =

(
cos a sin a

− sin a cos a

)

= 1+aX+..., 1 =

(
1 0
0 1

)

, X =

(
0 1
−1 0

)

.

Êîíå÷íûé ïîâîðîò ñ ïàðàìåòðîì a ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâå-

äåíèÿ N áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñ ïàðàìåòðîì ∆a = a/N :

T(a) = T∆a ...T∆a︸ ︷︷ ︸

N ðàç

= (1+∆aX)N =

(

1 +
aX

N

)N

→ eaX = 1 cos a+X sin a.

�åçóëüòàò T(a) = eaX ïîëó÷àåòñÿ â ïðåäåëå N → ∞ (ïî îïðåäåëåíèþ

÷èñëà �e�) è ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî îáùèì â òåîðèè ãðóïï. �àñêëàäûâàÿ

ýêñïîíåíòó eaX â ðÿä Òåéëîðà, ìîæíî ñíîâà âîññòàíîâèòü sin a è cos a.
Äëÿ ýòîãî íàäî ó÷åñòü, ÷òî: X2 = −1, X3 = −X, X4 = 1, X5 = X, ...

• H22 Àíòèñèììåòðè÷íîñòü è ëèíåéíîñòü êîììóòàòîðîâ (ñòð. ??)

[A,B] = AB−BA = −(BA−AB) = −[B,A].

[A,B+C] = A(B+C)−(B+C)A = AB−BA+AC−CA = [A,B]+[A,C].

• H23 Êîììóòàòîð ïðîèçâåäåíèÿ (ñòð. ??)

[A,B]C+B[A,C] = ABC−BAC+BAC−BCA = A(BC)− (BC)A.

• H24 Òîæäåñòâî ßêîáè (ñòð. 290)

[C, AB−BA] + [A, BC−CB] + [B, CA−AC] =

= C(AB)−C(BA) +A(BC)−A(CB) +B(CA)−B(AC)

−(AB)C+ (BA)C− (BC)A+ (CB)A− (CA)B+ (AC)B = 0.
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• H25 Îïåðàòîðíàÿ àëãåáðà äëÿ ãðóïïû SO(3) (ñòð. 294)
Ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ãåíåðàòîðîâ ãðóïïû âðàùåíèÿ (G.16) ìîæ-

íî çàïèñàòü ÿâíûé âèä îïåðàòîðîâ X̂i = {X̂x, X̂y, X̂z} = −(Xi)αβxβ∂α:

X̂x = y∂z − z∂y, X̂y = z∂x − x∂z, X̂z = x∂y − y∂x,

ãäå ∂x = ∂/∂x, è ò.ä. Íàéä¼ì êîììóòàòîð [X̂x, X̂y]:

(y∂z − z∂y)(z∂x − x∂z)F = y∂z(z∂xF )− y∂zx∂zF − z∂yz∂xF + z∂yx∂zF,

(z∂x − x∂z)(y∂z − z∂y)F = z∂xy∂zF − z∂xz∂yF − x∂zy∂zF + x∂z(z∂yF ).

�àñêðûâàÿ ïðîèçâîäíóþ ïðîèçâåäåíèÿ y∂z(z∂xF ) = y∂xF + yz∂z∂xF , ...,
è âû÷èòàÿ ýòè äâà âûðàæåíèÿ, ïîëó÷àåì: [X̂x, X̂y] = −X̂z, ãäå îïóùåíà

ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ F íà êîòîðóþ äåéñòâóþò îïåðàòîðû.

• H26 Ýëåìåíò ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèé |Λ0
0| > 1 (ñòð. 299)

Çàïèøåì óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè (Λ̃ = gΛg):

(Λ̃TΛ)αβ = (Λ̃T )αγΛ
γ
β = Λ̃ α

γ Λγ
β = δαβ .

Ïîëàãàÿ èíäåêñû ðàâíûì íóëþ α = β = 0 è ðàñïèñûâàÿ ñóììó, èìååì:

Λ̃ 0
0 Λ

0
0 + Λ̃ 0

1 Λ
1
0 + Λ̃ 0

2 Λ
2
0 + Λ̃ 0

3 Λ
3
0 = 1.

Òàê êàê ìàòðèöà Λ̃ ïîëó÷àåòñÿ èç Λ ñâ¼ðòêîé ñ äâóìÿ ìåòðè÷åñêèìè

òåíçîðàìè, òî:

Λ̃ 0
0 = g00Λ

0
0g

00 = Λ0
0, Λ̃ 0

1 = g11Λ
1
0g

00 = −Λ1
0,

è ò.ä. Ïîýòîìó: (Λ0
0)

2 = 1 + (Λ1
0)

2 + (Λ2
0)

2 + (Λ3
0)

2 > 1.

• H27 Îáðàòíûé ýëåìåíò ãðóïïû Ïóàíêàðå (ñòð. 300)

(a, Λ) · (−Λ−1a, Λ−1) = (a−ΛΛ−1a, ΛΛ−1) = (0, 1).

• H28 Òðàíñëÿöèè � èíâàðèàíòíàÿ ïîäãðóïïà (ñòð. 300)

(b, Λ) · (a, 1) · (b, Λ)−1 = (b +Λa, Λ) · (−Λ−1b, Λ−1) = (Λb, 1).

• H29 Êîììóòàòîð [Ĵαβ, P̂γP̂
γ] (ñòð. ??)

Âîñïîëüçóåìñÿ òîæäåñòâîì [Â, B̂Ĉ] = [Â, B̂]Ĉ + B̂[Â, Ĉ]:

[Ĵαβ, P̂γP̂
γ] = [Ĵαβ, P̂γ]P̂

γ + P̂γ [Ĵαβ, P̂
γ] = −[P̂γ, Ĵαβ]P̂

γ − P̂ γ [P̂γ, Ĵαβ].

Ïîäñòàâëÿÿ êîììóòàòîð (G.25), ñòð. 301, èìååì:

[Ĵαβ, P̂γP̂
γ] = −ı(gγαP̂β − gγβP̂α)P̂

γ − ıP̂ γ(gγαP̂β − gγβP̂α),

èëè ñâîðà÷èâàÿ ñ ìåòðè÷åñêè òåíçîðîì, îêîí÷àòåëüíî:

[Ĵαβ, P̂γP̂
γ] = −ı(P̂βP̂α − P̂αP̂β)− ı(P̂αP̂β − P̂βP̂α) = 0.
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I.1 Òåîðåìà Êîøè

• Â 1748 Ëåîíàðä Ýéëåð îïóáëèêîâàë çàìå÷àòåëüíóþ �îðìóëó:

eıφ = cosφ+ ı sinφ, (I.1)

êîòîðàÿ çàìåíÿåò ñîáîé âñþ òðèãîíîìåòðèþ, ïîçâîëÿÿ ëåãêî âûâåñòè ëþ-

áîå ñîîòíîøåíèå ñ sin è cos. Íàïðèìåð, ïðè âîçâåäåíèè �îðìóëû Ýéëåðà

â n-þ ñòåïåíü ïîëó÷àåòñÿ �îðìóëà Ìóàâðà:

cos(nφ) + ı sin(nφ) =
(
cosφ+ ı sinφ)n,

äàþùàÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèå �óíêöèè êðàòíûõ óãëîâ. Äîêàçàòü (I.1) ìîæ-

íî, íàïðèìåð, ðàñêëàäûâàÿ ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòü â ðÿä Òåéëîðà.

⊲ Ïðîèçâîëüíîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî:

z = x+ ı y = |z| eiφ = |z| (cosφ+ ı sinφ)

îïðåäåëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíîé x è ìíèìîé y ÷àñòÿìè èëè ìîäóëåì |z| =
√

x2 + y2 è àðãóìåíòîì (óãëîì) φ = arctg(y/x). �àññìîòðèì äåêàðòî-

âóþ ïëîñêîñòü. Ïî îñè x îòëîæèì äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü, à ïî îñè y -

êîìïëåêñíóþ âìåñòå ñ ìíèìîé åäèíèöåé. Òîãäà ëþáîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òî÷êó íà ýòîé ïëîñêîñòè, à äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ

÷àñòè ÿâëÿþòñÿ ïðîåêöèÿìè íà êîîðäèíàòíûå îñè:

Ìíèìàÿ åäèíèöà èìååò åäèíè÷íûé ìîäóëü è àðãóìåíò, ðàâíûé π/2, à àð-

ãóìåíò �-1� ðàâåí π. Ñëîæåíèå äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ãåîìåòðè÷åñêè

ýêâèâàëåíòíî ñëîæåíèþ âåêòîðîâ (âûøå òðåòèé ðèñóíîê). Äëÿ êîìïëåêñ-

íûõ ÷èñëå íå îïðåäåëåíî óïîðÿäî÷èâàíèå z1 < z2 è ò.ï.

⊲ Àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà îïðåäåë¼í ñ òî÷íîñòüþ äî öåëîãî ÷èñ-

ëà ïîëíûõ îáîðîòîâ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî |z| eıφ è |z|eı (φ+2πk)
� îäíî è òîæå

÷èñëî (k = 1, 2, ...). Ïîýòîìó, ïðè èçâëå÷åíèè êîðíÿ n-òîé ñòåïåíè:

n
√
z = |z|1/n exp

{

ı
φ+ 2πk

n

}

, k = 0, 1, .., n− 1, (I.2)

ïðè k = 0, 1, .., n− 1 ïîëó÷àþòñÿ ðàçëè÷íûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Ëþáîå

àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå n-é ñòåïåíè âñåãäà èìååò n ðåøåíèé, ÷àñòü èç

êîòîðûõ ìîæåò îêàçàòüñÿ êîìïëåêñíûìè.



ÈÍÒÅ��ÀËÛ 237

• Ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè f(z), çàâèñÿùåé îò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z,
îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî ïðîèçâîäíîé ïî äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé:

df(z)

dz

∣
∣
∣
z=z0

= f ′(z0) = lim
∆z→0

f(z0 +∆z)− f(z0)

∆z
. (I.3)

Ïðåäåë ñóùåñòâóåò, åñëè íåò ðàçíèöû îò ñïîñîáà ïðèáëèæåíèÿ z ê z0.
Ýòî ñèëüíîå òðåáîâàíèå íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèå íà äåéñòâèòåëüíóþ è

ìíèìóþ ÷àñòè �óíêöèè. Òàê, åñëè z = x+ ıy è f(z) = u(x, y) + ı v(x, y),
òî äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ Êîøè-�èìàíà:

∂u

∂x
=

∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
. (I.4)

Îíè ñëåäóþò èç îïðåäåëåíèÿ (I.3), åñëè âûáðàòü ∆z = ∆x (ñòðåìèìñÿ

ê òî÷êå z0 íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè) è

∆z = ı∆y (ñòðåìèìñÿ ñâåðõó âíèç), ñì. íèæå ïåðâûé ðèñóíîê.

⊲ Àíàëèòè÷åñêîé �óíêöèåé íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿ f(z), äè��åðåí-

öèðóåìàÿ âî âñåõ òî÷êàõ íåêîòîðîé îáëàñòè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè è

èìåþùàÿ â ýòîé îáëàñòè íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ. Äëÿ àíàëèòè÷å-

ñêîé �óíêöèè äîëæíû âûïîëíÿòñÿ óñëîâèÿ Êîøè-�èìàíà (I.4). Îáëàñòü

àíàëèòè÷íîñòè ìîæåò ñîâïàäàòü ñî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòüþ èëè

òîëüêî ñ íåêîòîðîé å¼ ÷àñòüþ (èëè ÷àñòÿìè). Åñëè êîìïëåêñíàÿ �óíê-

öèÿ èìååò ïðîèçâîäíóþ ïåðâîãî ïîðÿäêà, òî îíà èìååò è ïðîèçâîäíóþ

ëþáîãî ïîðÿäêà. Àíàëèòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà â ðÿä

Òåéëîðà è íàîáîðîò, òàêàÿ ðàçëîæèìîñòü îçíà÷àåò àíàëèòè÷íîñòü.

⊲ Èíòåãðèðîâàíèå â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè îñóùåñòâëÿåòñÿ âäîëü

�èêñèðîâàííîé êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé C. Òàêóþ êðèâóþ ìîæíî çàäàòü

â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå z(t) = x(t)+ ı y(t), ãäå t � äåéñòâèòåëüíûé ïàðà-
ìåòð, �íóìåðóþùèé� òî÷êè êðèâîé. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà êðèâàÿ

ðàçáèâàåòñÿ íà n ÷àñòåé ∆z1,...,∆zn è íàõîäèòñÿ ïðåäåë ñóììû:
∫

C

f(z) dz = lim
n→∞

n∑

k=1

f(zk)∆zk,

ãäå zk � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà, ïðèíàäëåæàùàÿ k-òîìó ñåãìåíòó êðèâîé.

Êðèâàÿ C ïî êîòîðîé ïðîâîäèòñÿ èíòåãðèðîâàíèå ìîæåò èìåòü íà÷àëî è

êîíåö, ìîæåò óõîäèòü íà áåñêîíå÷íîñòü èëè áûòü çàìêíóòîé.
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⊲ Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì èíòåãðàë îò f(z) = 1/(z − z0), ïî
çàìêíóòîé êðèâîé, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé îêðóæíîñòü ðàäèóñà ρ âîêðóã

òî÷êè z0. Çàäàäèì å¼ â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå z = z0+ρ eıφ ñ 0 6 φ 6 2π:

∮

C

dz

z − z0
=

2π∫

0

ıρeıϕ dφ

ρeıϕ
= ı

2π∫

0

dφ = 2π ı, (I.5)

ãäå ó÷òåíî, ÷òî dz = ıρeıϕ dφ ïðè ρ = const (ñì. òðåòèé ðèñóíîê íà

ïðåäûäóùåé ñòðàíèöå). Èíòåãðàë íå çàâèñèò íè îò ðàäèóñà îêðóæíîñòè

ρ, íè îò ïîëîæåíèÿ òî÷êè z0. Êðîìå ýòîãî, ïðè âûáðàííîé ïàðàìåòðè-

çàöèè êðèâîé, å¼ îáõîä ïðîâîäèòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Ôóíêöèÿ

1/(z − z0) íå ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â òî÷êå z = z0. Îäíàêî, òàê êàê

êîíòóð ÷åðåç ýòó òî÷êó íå ïðîõîäèò, èíòåãðàë ïî íåìó õîðîøî îïðåäåë¼í.

⊲ �àññìîòðèì �óíêöèþ f(z), ÿâëÿþùóþñÿ àíàëèòè÷åñêîé â íåêîòî-

ðîé îäíîñâÿçíîé (áåç äûðîê) îáëàñòè D. Èíòåãðàë îò òàêîé �óíêöèè ïî

ëþáîìó çàìêíóòîìó êîíòóðó C, ëåæàùåìó â D ðàâåí íóëþ:

∮

C

f(z) dz = 0. (I.6)

Ýòî èñêëþ÷èòåëüíî âàæíîå óòâåðæäåíèå íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé Êîøè.

Îíà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç óñëîâèé Êîøè-�èìàíà (I.4). Äåéñòâè-

òåëüíî, çàïèñûâàÿ f(z) = u(x, y) + ı v(x, y) è dz = dx+ ı dy èìååì:

∮

C

f(z) dz =

∮

C

(u dx− v dy) + ı

∮

C

(v dx+ u dy). (I.7)

Èíòåãðàëû â ïðàâîé ÷àñòè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáû÷íûå êîíòóð-

íûå èíòåãðàëû â ïëîñêîñòè (x, y) ïî çàìêíóòîé êðèâîé C. Äëÿ òàêèõ

èíòåãðàëîâ ñïðàâåäëèâà òåîðåìà Ñòîêñà, ïîçâîëÿþùàÿ ïåðåéòè îò èí-

òåãðàëà ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó C ê èíòåãðàëó ïî ïëîùàäè S, êîòîðûé
ýòîò îêðóæàåò êîíòóð:

∮

C

(Fx dx+ Fy dy) =

∮

C

F dl =

∫

S

[∇× F] dS =

∫

S

(
∂Fy

∂x
− ∂Fx

∂y

)

dxdy.

Ïåðåõîäÿ â (I.7) ê ïîâåðõíîñòíûì èíòåãðàëàì è ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ Êîøè-

�èìàíà (I.4), íåñëîæíî ïîëó÷èòü íîëü.

Èç òåîðåìû Êîøè ñëåäóåò, ÷òî èíòåãðàë ïî íåçàìêíóòîìó êîíòóðó çà-

âèñèò òîëüêî îò ïîëîæåíèÿ íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé òî÷êè, à ñàì êîíòóð

ìîæíî, áåç èçìåíåíèÿ çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà, ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì äå-

�îðìèðîâàòü (â îáëàñòè àíàëèòè÷íîñòè �óíêöèè).



ÈÍÒÅ��ÀËÛ 239

⊲ Òåîðåìó Êîøè ëåãêî îáîáùèòü íà ìíîãîñâÿçíóþ îáëàñòü. Ïóñòü

âíóòðè êîíòóðà C �óíêöèÿ f(z) àíàëèòè÷íà âåçäå, êðîìå íåñêîëüêèõ

îáëàñòåé (íà ïåðâîì ðèñóíêå íèæå îíè çàøòðèõîâàíû). Òîãäà ìîæíî ýòè

îáëàñòè íåàíàëèòè÷íîñòè îêðóæèòü êîíòóðàìè C1, C2 è ñîåäèíèòü èõ ñ

îñíîâíûì êîíòóðîì:

Èíòåãðàëû ïî áåñêîíå÷íî áëèçêèì ñåãìåíòàì êðèâîé, ñîåäèíÿþùåé C

è Ci ðàâíû íóëþ (èíòåãðèðîâàíèå èä¼ò âî âñòðå÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ: íà

îäíîé ∆z > 0, à íà ñîñåäíåé ∆z < 0). Ïîýòîìó, èíòåãðàë ïî êîíòóðó C,

ïëþñ èíòåãðàëû ïî C1 è C2 ïî òåîðåìå Êîøè, áóäåò ðàâåí íóëþ (èíòå-

ãðèðîâàíèå ïî C âåä¼òñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, à ïî Ci � ïðîòèâ).

⊲ Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî âû÷èñëèòü èíòåãðàë îò ïðîèçâîëü-

íîé àíàëèòè÷åñêîé �óíêöèè f(z), äåë¼ííîé íà z − z0, ïî ïðîèçâîëüíîìó

êîíòóðó C, êîòîðûé îêðóæàåò òî÷êó z0:
∮

C

f(z) dz

z − z0
= 2πı f(z0). (I.8)

Äåéñòâèòåëüíî, îêðóæèì z = z0 îêðóæíîñòüþ ìàëîãî ðàäèóñà ρ → 0
(âûøå âòîðîé ðèñóíîê). Àíàëèòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ f(z) â îêðåñòíîñòè z =

z0 ðàâíà f(z0) è ìîæåò áûòü âûíåñåíà çà èíòåãðàë, ïîñëå ÷åãî èñïîëü-

çóåòñÿ ñîîòíîøåíèå (I.5). Äè��åðåíöèðóÿ (I.8) n ðàç ïî z0 íåñëîæíî

ïîëó÷èòü:

∮

C

f(z) dz

(z − z0)n+1
=

2πı

n!

dnf(z0)

dzn
. (I.9)

⊲ Åñëè �óíêöèÿ âíóòðè çàìêíóòîãî êîíòóðà C (îáõîä ïðîòèâ ÷àñîâîé

ñòðåëêè) ñîäåðæèò íåñêîëüêî ïîëþñîâ zi, ðàçíîé ñòåïåíè òî èíòåãðàë îò
íå¼ ðàâåí ñóììå âû÷åòîâ:

∮

C

F (z) dz = 2πı
∑

i

res F (zi), (I.10)

ãäå äëÿ ïîëþñà (n+ 1)-é ñòåïåíè âû÷åò ðàâåí

F (z) =
f(z)

(z − zi)n+1
, res F (zi) =

1

n!

dnf(zi)

dzn

(ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî �óíêöèÿ f(z) â îêðåñòíîñòè zi àíàëèòè÷íà).
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I.2 Ìíîãîçíà÷íûå �óíêöèè

• Ôóíêöèè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé f(z) ìîãóò áûòü íåîäíîçíà÷íû-

ìè, ò.å. îäíîìó è òîìó æå çíà÷åíèþ z ñîîòâåòñòâóåò íåñêîëüêî (èíîãäà

áåñêîíå÷íî ìíîãî) ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé f . Ýòî íîâûé òèï íåîäíîçíà÷-

íîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ �ïðîñòûìè� íåîäíîçíà÷íîñòÿìè äåéñòâèòåëüíûõ

�óíêöèé òèïà arcsin(x).

�àññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà �óíêöèþ ξ =
√
z, îáðàòíóþ ê z = ξ2.

Ïóñòü z = r eıφ, ãäå r > 0. Èçìåíåíèå óãëà íà 2π: φ 7→ φ+2π âîçâðàùàåò

íàñ ê òîé æå òî÷êå êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Îäíàêî, çíà÷åíèå �óíêöèè√
z òàì óæå äðóãîå (eıπ = −1):

√
z =

√
r eı

φ
2 7→

√
z =

√
r eı

φ
2+ıπ = −

√
r eı

φ
2

Äåëàÿ åù¼ îäèí îáîðîò, âîçâðàùàåìñÿ ê èñõîäíîìó çíà÷åíèþ. Òàêèì îá-

ðàçîì, ýòî äâóçíà÷íàÿ �óíêöèÿ. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò,

÷òî �óíêöèÿ z1/n ïðè öåëîì n ÿâëÿåòñÿ n-çíà÷íîé �óíêöèåé, ñì. (I.2).

×òîáû ïðèäàòü îïèñàíèþ ìíîãîçíà÷íûõ �óíêöèé íàãëÿäíîñòè, èñ-

ïîëüçóþò ïîâåðõíîñòü �èìàíà. Ýòà ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ ñîâîêóïíî-

ñòüþ êîìïëåêñíûõ ïëîñêîñòåé, íàçûâàåìûõ ëèñòàìè. Íà êàæäîì ëèñòå

çàäà¼òñÿ ñâî¼ îäíîçíà÷íîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé �óíêöèè. Ïåðåõîä ñ îä-

íîãî ëèñòà íà äðóãîé, äà¼ò íîâóþ âåòâü ìíîãîçíà÷íîé �óíêöèè (íîâûå

å¼ çíà÷åíèÿ). Äëÿ íåïðåðûâíîñòè òàêèõ ïåðåõîäîâ, ëèñòû ðàçðåçàþòñÿ

âäîëü íåêîòîðûõ ëèíèé è ñîåäèíÿþòñÿ äðóã ñ äðóãîì ýòèìè ðàçðåçàìè.

�àçðåçû äåëàþò òàê, ÷òîáû ëþáûå ïåðåìåùåíèÿ ïî ëèñòó, ïðè êîòîðûõ

íå ïðîèñõîäèò ïåðåñå÷åíèÿ ðàçðåçà, íå ïîêèäàëè äàííîãî ëèñòà (íå ïðè-

âîäèëè ê ìíîãîçíà÷íîñòè).

Íàïðèìåð, äëÿ îïèñàíèÿ �óíêöèè

√
z =

√
r eıφ/2, âîçüì¼ì äâå êîì-

ïëåêñíûå ïëîñêîñòè è ðàçðåæåì èõ âäîëü äåéñòâèòåëüíîé ïîëóîñè x < 0:

Ïóñòü íà ïåðâîì ëèñòå (n = 0) âäîëü äåéñòâèòåëüíîé ïîëóîñè x > 0

�óíêöèÿ ðàâíà

√
r ≡

√

|z| = √
x. Ïîâîðà÷èâàÿñü íà óãîë φ = π íà âåðõ-

íåì áåðåãó ðàçðåçà ïîëó÷àåì çíà÷åíèå �óíêöèè ı
√

|x|. ×òîáû ïîëó÷èòü

çíà÷åíèå �óíêöèè íà íèæíåì áåðåãó ðàçðåçà ýòîãî æå ëèñòà, íåîáõî-

äèìî ïîëîæèòü φ = −π (÷òîáû íå ïåðåñå÷ü ðàçðåç, ïîäõîäèì ê íåìó

ñíèçó). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì çíà÷åíèå −ı
√

|x|. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì

íàõîäèòñÿ çíà÷åíèå �óíêöèè

√
x â ëþáîé òî÷êå ïåðâîãî ëèñòà.
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Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè ïåðåñå÷åíèè ðàçðåçà ïåðâîãî ëèñòà ñâåðõó, ìû

ïåðåõîäèì íà íèæíèé áåðåã âòîðîãî ëèñòà (n = 1). Íà í¼ì çíà÷åíèå

�óíêöèè áóäåò òàêèì æå êàê è ïðè �âûõîäå� ñ ïåðâîãî ëèñòà. Ïîâîðîò

íà óãîë 2π (îò äåéñòâèòåëüíîé îñè x ïåðâîãî ëèñòà) ñîîòâåòñòâóåò ñíî-

âà äåéñòâèòåëüíîé îñè, íî óæå âòîðîãî ëèñòà. Ôóíêöèÿ íà íåé ðàâíà√
r eı2π/2 = −

√

|z|. Íàêîíåö, ïîâîðîò íà 3π äà¼ò òî÷êè íà âåðõíåì áåðåãó

âòîðîãî ëèñòà. Äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå óãëà âîçâðàùàåò íà ïåðâûé ëèñò

ñî ñòîðîíû åãî íèæíåãî ðàçðåçà. Äëÿ äåéñòâèòåëüíîãî x > 0 íà ïåðâîì

ëèñòå ñïðàâåäëèâî ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ êîðíÿ èç îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë:

√
−x± ıǫ = ±ı

√
x, (I.11)

ãäå ǫ → +0 � áåñêîíå÷íî ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ñèìâîëèçèðóþùåå
âåðõíèé (ıǫ) è íèæíèé (−ıǫ) áåðåãà ðàçðåçà.

Åù¼ îäèí ïðèìåð ìíîãîçíà÷íîé �óíêöèè � ýòî ëîãàðè�ì ξ = ln z �

�óíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê z = eξ. Çàïèñûâàÿ z = |z| eı(φ+2πn)
, φ = [0...2π]

èìååì áåñêîíå÷íîå ÷èñëî âåòâåé �óíêöèè:

ln z = ln |z|+ ı (φ+ 2πn), n = 0,±1,±2, ...

Òàê êàê íà ïîëîæèòåëüíîé äåéñòâèòåëüíîé ïîëóîñè ëîãàðè�ì ln x õîðî-

øî îïðåäåë¼í, óäîáíî ïðîâåñòè ðàçðåç âäîëü îòðèöàòåëüíîé ÷àñòè îñè

x < 0:

Íà íèæíåé ÷àñòè ðàçðåçà (n + 1)-ÿ âåòâü ëîãàðè�ìà ïðèíèìàåò òî æå

çíà÷åíèå, ÷òî è n-ÿ âåòâü íà âåðõíåé ñòîðîíå è ïîâåðõíîñòü �èìàíà ïî-

õîæà íà áåñêîíå÷íûé âèíò.

�ëàâíûì çíà÷åíèåì ëîãàðè�ìà íàçûâàþò åãî çíà÷åíèå íà ïåðâîì ëè-

ñòå (ãäå îí ðàâåí ln x íà äåéñòâèòåëüíîé ïîëóîñè x > 0). Íà ýòîì ëèñòå

äëÿ äåéñòâèòåëüíîãî x > 0 è ǫ → +0:

ln(−x± ıǫ) = ln(x)± ıπ (I.12)

Ïðè îïèñàíèè ìíîãîçíà÷íîé �óíêöèè ln z, ìîæíî ñäåëàòü ðàçðåç è

âäîëü ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè x > 0 (âûøå òðåòèé ðèñóíîê). Â ýòîì

ñëó÷àå íà ïåðâîì ëèñòå íà âåðõíåì áåðåãó ðàçðåçà (x > 0) ìîæíî ïîëî-
ëîæèòü ln(x+ıǫ) = ln(x). Òîãäà íà íèæíåì áåðåãó: ln(x−ıǫ) = ln(x)+2πı,

à íà äåéñòâèòåëüíîé îòðèöàòåëüíîé ïîëóîñè x < 0: ln(−|x|) = ln |x|+ ıπ.
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• �àññìîòðèì åù¼ îäèí ïðèìåð ìíîãîçíà÷íîé �óíêöèè:

f(z) =
√

z2 − 1 =
√

(z − 1)(z + 1). (I.13)

Îíà èìååò 2 îñîáûå òî÷êè z = ±1, â êîòîðûõ âûðàæåíèå ïîä êîðíåì

ìåíÿåò ñâîé çíàê. Ïîýòîìó ïàðàìåòðèçàöèþ Ýéëåðà z = reıφ óäîáíî èç-
ìåíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

z = −1 + r1 e
ıφ1 = 1 + r2 e

ıφ2

(ýòî äâå ýêâèâàëåíòíûå �íóìåðàöèè� êîìïëåêñíîãî ÷èñëà ïðè ïîìîùè

ïàðû äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë (r1, φ1), ëèáî (r2, φ2), ãäå ri > 0). Ôóíêöèþ

(I.13) òåïåðü ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f(z) =
√
r1r2 exp

[

ı
φ1 + φ2

2

]

. (I.14)

Ïðîâåä¼ì ðàçðåç ìåæäó îñîáûìè òî÷êàìè [−1, 1]. Ïóñòü íà äåéñòâèòåëü-

íîé îñè ïðè x > 1 �óíêöèÿ ðàâíà
√
x2 − 1. Áóäåì, îòòàëêèâàÿñü îò ýòîé

ëèíèè, âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ �óíêöèè íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè,

äâèãàÿñü òàê, ÷òîáû íå ïåðåñå÷ü ðàçðåç (âñ¼ âðåìÿ îñòà¼ìñÿ íà ïåðâîì

ëèñòå ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè).

Ïðè äâèæåíèè îò x > 1 ê −1 < x < 1 ñâåðõó (òîíêàÿ ëèíèÿ ñî ñòðåëêîé

íà âòîðîì ðèñóíêå) óãîë φ1 âîçâðàùàåòñÿ ê íóëåâîìó çíà÷åíèþ, à φ2

ñòàíîâèòñÿ ðàâíûìè π. Ïîýòîìó íà âåðõíåì áåðåãó ðàçðåçà (y = +0)

�óíêöèÿ ïîëó÷àåò �àçîâûé ìíîæèòåëü eı(0+π)/2 = ı. Àíàëîãè÷íî, ïðè
äâèæåíèè ñíèçó ê íèæíåìó áåðåãó ðàçðåçà (y = −0), ïîëó÷àþòñÿ óãëû

φ1 = 0 è φ2 = −π, ïîýòîìó �àçîâûé ìíîæèòåëü ðàâåí eı(0−π)/2 = −ı.

Íàêîíåö, íà äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü îñè x < −1 ìîæíî ïîïàñòü, íàïðèìåð,
ñâåðõó, îáîéäÿ ðàçðåç. Ïðè ýòîì φ1 = φ2 = π, ïîýòîìó eı(π+π)/2 = −1.

Ïåðåñåêàÿ ðàçðåç, ìû ïîïàäàåì íà âòîðîé ëèñò ðèìàíîâîé ïîâåðõíî-

ñòè. Íàïðèìåð, îáîéäÿ òî÷êó âåòâëåíèÿ z = 1 ÷åðåç ðàçðåç è âåðíóâøèñü
íà äåéñòâèòåëüíóþ ïîëóîñü z > 1 ïîëó÷èì φ1 = 0, φ2 = 2π, ïîýòîìó íà

âòîðîì ëèñòå �óíêöèÿ èìååò óæå ìíîæèòåëü −1. Åñëè áû òàêîé îáõîä

áûë ñäåëàí âîêðóã îáîèõ òî÷åê âåòâëåíèÿ (ðàçðåç íå ïåðåñåêàåòñÿ è ìû

îñòà¼ìñÿ íà ïåðâîì ëèñòå), òî φ1 = φ2 = 2π è çíà÷åíèå �óíêöèè íå ìåíÿ-

åòñÿ. Ñòîèò òàêæå ïîâåðèòü, ÷òî �óíêöèÿ äâóçíà÷íà è äëÿ å¼ îïèñàíèÿ

äîñòàòî÷íî äâóõ ëèñòîâ. Ôóíêöèþ (I.13) ìîæíî òàêæå îïðåäåëèòü è ïðè

ïîìîùè ðàçðåçîâ, íàðèñîâàííûõ íà òðåòüåì ðèñóíêå âûøå.
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• �àññìîòðåííûå âûøå îñîáûå òî÷êè �óíêöèé √
z, ln z,

√
z2 − 1 ÿâëÿ-

þòñÿ òî÷êàìè âåòâëåíèÿ. Òàêèå òî÷êè âñåãäà âîçíèêàþò ïàðàìè. �àçðåç

ÿâëÿåòñÿ ëèíèåé, ñîåäèíÿþùåé ïàðû òî÷åê âåòâëåíèÿ. Òàê, äëÿ �óíêöèè√
z, êðîìå z = 0, ñóùåñòâóåò òàêæå âåòâëåíèå â áåñêîíå÷íî óäàë¼ííîé

òî÷êå: åñëè z = 1/ξ, òî
√
z = 1/

√
ξ è ξ = 0 � òî÷êà âåòâëåíèÿ

√
ξ. Àíàëî-

ãè÷íóþ òî÷êó âåòâëåíèÿ ñîäåðæèò ëîãàðè�ì. Ó �óíêöèè

√
z2 − 1, áåñ-

êîíå÷íî óäàë¼ííàÿ òî÷êà íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé âåòâëåíèÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò

ñäåëàòü ðàçðåç êîíå÷íûì, à åãî îáõîä íå ìåíÿåò çíà÷åíèÿ �óíêöèè.

Â îáùåì ñëó÷àå ïðèíÿòà ñëåäóþùàÿ êëàññè�èêàöèÿ îñîáûõ òî÷åê

�óíêöèè (òî÷åê â êîòîðûõ àíàëèòè÷íîñòü íàðóøàåòñÿ). Ïóñòü z0 íåêî-

òîðàÿ òî÷êà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ê êîòîðîé ñòðåìèòñÿ z. Ýòà òî÷êà

áóäåò:

⊲ óñòðàíèìîé îñîáîé òî÷êîé, åñëè åñòü êîíå÷íûé ïðåäåë: sin(z)/z;

⊲ ïîëþñîì, åñëè ïðåäåë ñóùåñòâóåò, íî áåñêîíå÷åí: 1/z, sin(z)/z2;

⊲ ñóùåñòâåííî îñîáîé òî÷êîé, åñëè ïðåäåëà íåò:

√
z, exp(1/z).

Ïðåäåë íå äîëæåí çàâèñåòü îò ñïîñîáà ñòðåìëåíèÿ ê z0 è â îòëè÷èè îò

�óíêöèè äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé âîçìîæíîñòåé (ïóòåé) äëÿ z → z0
ñóùåñòâåííî áîëüøå.

�ÿäîì Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè |z − z0| < r íåêîòîðîé òî÷êè z0 íàçûâà-
åòñÿ ñóììà (r � ðàäèóñ ñõîäèìîñòè):

f(z) =
∞∑

n=−∞
cn (z − z0)

n = ...+
c−2

(z − z0)2
+

c−1

z − z0
+ c0 + c1 (z − z0) + ...

Ñëàãàåìûå ñ êîý��èöèåíòàìè c−1, c−2, ... íàçûâàþòñÿ ãëàâíîé ÷àñòüþ.

×òîáû îñîáàÿ òî÷êà áûëà óñòðàíèìîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû â

ðÿäå Ëîðàíà îòñóòñòâîâàëà ãëàâíàÿ ÷àñòü (ò.å. ýòî ðÿä Òåéëîðà). Îñîáàÿ

òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì, åñëè ãëàâíàÿ ÷àñòü ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî

ñëàãàåìûõ. Íàêîíåö, äëÿ �óíêöèé ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ñëàãàåìûõ â

ãëàâíîé ÷àñòè, òî÷êà z0 ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî îñîáîé. Íàïðèìåð:

exp
1

z
= 1 +

z−1

1
+

z−2

2!
+

z−3

3!
+ ...

èìååò ïðè z = 0 ñóùåñòâåííî îñîáóþ òî÷êó. Íà ÿçûêå ïðåäåëà ýòî îçíà÷à-

åò, ÷òî ïðè äâèæåíèè âäîëü äåéñòâèòåëüíîé îñè ñëåâà x → −0 ðåçóëüòàò
ðàâåí exp(−1/0) = 0, òîãäà êàê ïðè äâèæåíèè ñïðàâà: exp(1/0) = ∞,

ò.å ïðåäåë îòñóòñòâóåò. Â ñëó÷àå �óíêöèè exp(1/z2) ðåçóëüòàò ñòðåìëå-
íèÿ âäîëü äåéñòâèòåëüíîé îñè ñëåâà è ñïðàâà ñîâïàäàåò, îäíàêî âäîëü

êîìïëåêñíîé îñè îò íåãî îòëè÷àåòñÿ, ïîýòîìó z = 0 òàêæå ñóùåñòâåííî

îñîáàÿ òî÷êà (÷òî âèäíî è ïðè ðàçëîæåíèè â ðÿä Ëîðàíà).
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I.3 �àçëè÷íûå èíòåãðàëû

• Äîêàæåì ñîîòíîøåíèå:

1∫

0

dz

z − a− ıǫ
=







ln a− 1
a , a > 1, a < 0

ln 1− a
a + ıπ, 0 < a < 1.

(I.15)

Êîãäà ïàðàìåòð a = [0...1], ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ èìååò ïîëþñ íà

êîíòóðå èíòåãðèðîâàíèÿ. Äëÿ åãî îáõîäà ââåäåí áåñêîíå÷íî ìàëûé êîì-

ïëåêñíûé ñäâèã ǫ → +0 (ǫ > 0). Â ñèëó òåîðåìû Êîøè, èíòåãðàë ïî

çàìêíóòîìó êîíòóðó (äàëåå R → ∞) ðàâåí 2πı (ïðîñòîé ïîëþñ):

2πı =

1∫

0

dz

z − a− ıǫ
+

1+ıR∫

1

dz

z − a− ıǫ
+

0∫

ıR

dz

z − a− ıǫ
.

Íà ıR → ı∞ (ïóíêòèð) ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ.

Íà ëåâîì âåðòèêàëüíîì îòðåçêå êîíòóðà z = ıy, à íà ïðàâîì z = 1 + ıy:

1∫

0

dz

z − a− ıǫ
= 2πı+

R∫

0

ıdy

ıy − a
−

R∫

0

ıdy

1− a+ ıy
,

Óìíîæàÿ ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü ïåðâîãî èíòåãðàëà íà ıy+a, à âòîðîãî
íà 1−a−ıy è ïðîâîäÿ èíòåãðèðîâàíèå ñ R → ∞, ïðèõîäèì ê (I.15). Ýòîò

æå ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü áîëåå �îðìàëüíî:

1∫

0

dz

z − a− ıǫ
= ln(z−a−ıǫ)

∣
∣
∣

1

0
= ln(1−a)−ln(−a−ıǫ) = ln(1−a)−{ln a−ıπ},

ãäå ó÷òåíî ñîîòíîøåíèå (I.12). Îòìåòèì, ÷òî ïðàâèëî îáõîäà ïîëþñà ıǫ

ìîæíî ñäåëàòü òðåìÿ ýêâèâàëåíòíûìè ñïîñîáàìè (ñäâèíóòü ïîëþñ, ñäâè-

íóòü êîíòóð è îáîéòè ïîëþñ ïî ìàëîé îêðóæíîñòè):

(I.16)

Åñëè ǫ < 0, òî ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ àíàëîãè÷íûì, íî ñî çíàêîì ìèíóñ

ïðè ıπ. Ïðè ïîìîùè èíòåãðàëà (I.15), íåñëîæíî äîêàçàòü ñîîòíîøåíèå:

1∫

−1

dz

z2 − a2 − ıǫ
=

ıπ

a
+

1

a
ln

1− a

1 + a
, 0 < a < 1. (I.17)

Äëÿ ýòîãî ó÷èòûâàåòñÿ ÷¼òíîñòü �óíêöèè è îíà ðàçáèâàåòñÿ íà äâå äðîáè

(êàê îáû÷íî, ïðè ǫ → 0 è a > 0 ïîëàãàåì 2aǫ = ǫ è ïðåíåáðåãàåì ǫ2).
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• �àññìîòðèì ãàóññîâûé èíòåãðàë ñ ìíèìîé åäèíèöåé â ïîêàçàòåëå

ýêñïîíåíòû:

∞∫

0

e−ız2 dz.

Îí âñòðå÷àåòñÿ â �óíêöèîíàëüíûõ èíòåãðàëàõ êâàíòîâîé òåîðèè. Âû-

÷èñëèì åãî â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó, èçîáðà-

æåííîìó íà ðèñóíêå. Íà áåñêîíå÷íî óäàë¼ííîì êðèâîëèíåéíîì ó÷àñòêå

êîíòóðà z = Reıφ, ïîýòîìó ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû −ız2 = −ıR2 (cos 2φ+
ı sin 2φ). Åñëè φ ìåíÿåòñÿ îò 0 äî −π/4, çíà÷åíèÿ sin 2φ ìåíüøå íóëÿ è

ïðè R → ∞ ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ íà êðèâîëèíåéíîì ó÷àñòêå ðàâ-

íà íóëþ. Òàê êàê âíóòðè êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ îñîáûõ òî÷åê íåò, ïî

òåîðåìå Êîøè èìååì:

∞∫

0

e−ız2 dz =

∞ (1−ı)/
√
2∫

0

e−ız2 dz =
1− ı√

2

∞∫

0

e−ρ2 dρ =
1− ı√

2

√
π

2
, (I.18)

ãäå â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå ñäåëàíà çàìåíà z = ρ (1− ı)/
√
2, −ız2 = −ρ2.

×èñëî (1−ı)/
√
2 =

√
2/(1+ı) ðàâíî 1/

√
ı, ãäå êîðåíü èç ìíèìîé åäèíèöû

(äâóçíà÷íàÿ �óíêöèÿ!) ðàâåí åãî ïåðâîìó çíà÷åíèþ

√
ı = (1 + ı)/

√
2:

∞∫

0

e−ız2 dz =
1

2

√
π

ı
.

Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâ èíòåãðàë:

∞∫

−∞

e−
ı
2 a z

2+bz dz =

√

2π

ıa
e

b2

2ıa . (I.19)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè íàëè÷èè ìíèìîé åäèíèöû ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ �îð-

ìóëîé (F.1), ñòð. 260 çàìåíÿÿ a 7→ ıa, ñ îãîâîðêîé î çíà÷åíèè êîðíÿ èç

ı.

Ñïðàâåäëèâû òàêæå çíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâ:

∞∫

0

cos z2 dz =

∞∫

0

sin z2 dz =

√
π

2
√
2
, (I.20)

ïîëó÷àþùèåñÿ ïðè ðàçëîæåíèè â (I.18) ýêñïîíåíòû ïî �îðìóëå Ýéëåðà.
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• Ïðè α2 > 1 ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé èíòåãðàë

I0 =

π∫

0

dθ

α− cos θ
=

1

2

2π∫

0

dθ

α− cos θ
=

π√
α2 − 1

. (I.21)

Ñäåëàåì ïîäñòàíîâêó z = eıθ. Ïðè èçìåíåíèè θ îò 0 äî 2π êîìïëåêñíîå

÷èñëî z îïèñûâàåò åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü. Âûðàæàÿ êîñèíóñ ïî �îðìó-

ëå Ýéëåðà cos θ = (z + 1/z)/2, ïîëó÷àåì:

I =

∮

|z|=1

ı dz

z2 − 2αz + 1
=

∮

|z|=1

ı dz

(z − z0)(z − 1/z0)
= 2πı

ı

z0 − 1/z0
,

ãäå z0 = α −
√
α2 − 1 è â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ó÷òåíî, ÷òî ïðè α > 1

âíóòðü îêðóæíîñòè ïîïàäàåò îäèí ïîëþñ â òî÷êå z = z0.

Êîãäà 1 > α2
, òî z0 = α± ı

√
1− α2

. Â ýòîì ñëó÷àå |z0| = 1 è ïîëþñ ïî-
ïàäàåò íà êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ïîëþñó â èñõîäíîì

èíòåãðàëå, ïðè cos θ = α. Àíàëîãè÷íî (I.15) íåîáõîäèìî äîîïðåäåëÿòü

ïðàâèëî îáõîäà òàêîãî ïîëþñà. Ìîæíî ýòî ñäåëàòü ïðè ïîìîùè êîì-

ïëåêñíîãî ñäâèãà α 7→ α ± ıǫ. Òîãäà ïðè èçâëå÷åíèè êîðíÿ â (I.21) îò

îòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà íåîáõîäèìî ïîëüçîâàòüñÿ ïðàâèëîì (I.11):

√

(α+ ıǫ)2 − 1 =
√

−(1− α2) + 2ıαǫ = sign(α) ı
√

1− α2.

Òàêæå âû÷èñëÿåòñÿ åù¼ îäèí èíòåãðàë, âîçíèêàþùèé (ñòð. 253) ïðè

èíòåãðèðîâàíèè ïî óãëàì 4-ìåðíîé ñ�åðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò:

I2 =

π∫

0

sin2 θ dθ

α− cos θ
= π

(
α−

√

α2 − 1
)
. (I.22)

Â ýòîì ñëó÷àå âíóòðè îêðóæíîñòè îêàçûâàåòñÿ äâà ïîëþñà: z = 0 (ïîëþñ
âòîðîãî ïîðÿäêà) è z = z0 = α−

√
α2 − 1 (ïåðâûé ïîðÿäîê):

I2 = − ı

4

∮

|z|=1

(z2 − 1)2 dz

z2(z − z0)(z − 1/z0)
.

Ïîýòîìó èíòåãðàë ðàâåí ñóììå äâóõ âû÷åòîâ:

I2 =
2π

4

(z20 − 1)2

z20(z0 − 1/z0)
+

2π

4

[ (z2 − 1)2

(z − z0)(z0 − 1/z0)

]′

z=0
.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî íàõîäèòü èíòåãðàëû îò òðèãîíîìåòðè÷å-

ñêèõ �óíêöèé ïî äèàïàçîíó [0..π] èëè [0..2π]
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• Â êà÷åñòâå ïðèìåðà âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà îò ìíîãîçíà÷íîé �óíê-

öèè, äîêàæåì ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

I =

∞∫

0

ln x

(1 + x2)2
dx = −π

4

Ñíà÷àëà íàéä¼ì èíòåãðàë îò �óíêöèè ln z/(1 + z2) çàìêíóòîìó ïî êîí-
òóðó, èçîáðàæåííîìó íà ðèñóíêå. Áåñêîíå÷íîñòü âðåìåííî çàìåíåíà íà

áîëüøîå ÷èñëî R. Ñ ýòèì ðàäèóñîì êîíòóð çàìêíóò â âåðõíåé ïîëóïëîñ-

êîñòè. Òî÷êà âåòâëåíèÿ ëîãàðè�ìà îáõîäèòñÿ ïî îêðóæíîñòè ìàëîãî

ðàäèóñà r → 0. Òåì ñàìûì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî â èñõîäíîì èíòåãðàëå êîíòóð

èíòåãðèðîâàíèÿ ñäâèíóò ââåðõ íà áåñêîíå÷íî ìàëóþ âåëè÷èíó.

Êðîìå òî÷êè âåòâëåíèÿ z = 0, ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ èìååò ïî-

ëþñû â òî÷êàõ z = ±ı (ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ z2 + 1 = 0). Ïîëþñ z = ı
ïîïàäàåò âíóòðü êîíòóðà, ïîýòîìó ïî òåîðåìå Êîøè (I.9)  n = 1 èìååì:





∫

R

+

∫

r

+

−r∫

−R

+

R∫

r




f(z) dz

(z − ı)2
= 2πı

[
ln z

(z + ı)2

]′

z=ı

=
π2ı

4
− π

2
,

ãäå ÷åòûðå èíòåãðàëà ñîîòâåòñòâóþò ÷åòûðåì ÷àñòÿì çàìêíóòîãî êîí-

òóðà è ó÷òåíî, ÷òî ln ı = ıπ/2. Ïåðâûé èíòåãðàë ïî ïîëóîêðóæíîñòè

ðàäèóñà R ðàâåí íóëþ (íà áåñêîíå÷íîñòè �óíêöèÿ óáûâàåò êàê 1/R4
).

Âòîðîé èíòåãðàë ïî ïîëóîêðóæíîñòè ðàäèóñà r (z = r eıφ, r = const,
dz = rıeıφ dφ) òàêæå ðàâåí íóëþ ïðè r → 0 (r ln r → 0):

π∫

0

ln r + ıφ

(1 + r2)2
rı eıφ dφ → 0.

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë íà êîíòóðå [r, R] ïðè r 7→ 0 è R → ∞ ñîâïàäà-

åò ñ èñêîìûì èíòåãðàëîì I. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ îñòàâøåãîñÿ èíòåãðàëà ïî
[−R,−r] ó÷ò¼ì, ÷òî ln(−x) = ln |x| + ıπ (òàê êàê íà [r, R] �óíêöèÿ lnx

� �îáû÷íûé� äåéñòâèòåëüíûé ëîãàðè�ì). Åñëè ñäåëàòü çàìåíó x 7→ −x,
òî åãî äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü ñîâïàäàåò ñ èíòåãðàëîì I:

2I +

∞∫

0

π ı dx

(1 + x2)2
= 2I +

ıπ

2

π

2
=

π2ı

4
− π

2
.

Èíòåãðàë îò πı/(1 + x2)2 ñíîâà âû÷èñëÿåòñÿ ïî òåîðåìå Êîøè (ïðåäåëû

äåëàþòñÿ ðàâíûìè [−∞,∞]). Òàêèì îáðàçîì I = −π/4.
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I.4 Äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ

Òðåáîâàíèå àíàëèòè÷íîñòè íàêëàäûâàåò íà �óíêöèþ î÷åíü ñèëüíûå

îãðàíè÷åíèÿ. Íàïðèìåð, òåîðåìà Êîøè â �îðìå (I.8) îçíà÷àåò, ÷òî àíà-

ëèòè÷åñêóþ �óíêöèþ f(z) ìîæíî âîññòàíîâèòü ïî å¼ çíà÷åíèÿì íà ëþ-

áîì çàìêíóòîì êîíòóðå, ëåæàùåì â îáëàñòè àíàëèòè÷íîñòè. Íà ýòîì

�àêòå ïîñòðîåíà òåõíèêà ðàçíîîáðàçíûõ äèñïåðñèîííûõ ñîîòíîøåíèé.

�àññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà �óíêöèþ f(z) î êîòîðîé èçâåñòíî, ÷òî

îíà óáûâàåò ïðè |z| → ∞ è íå èìååò îñîáûõ òî÷åê â âåðõíåé ïîëóïëîñ-

êîñòè. Òîãäà äëÿ Im(z0) > 0 ïî òåîðåìå Êîøè èìååì:

2πı f(z0) =

∮

C

f(z) dz

z − z0
=

∞∫

−∞

f(x) dx

x− z0
,

ãäå îòáðîøåí èíòåãðàë íà áåñêîíå÷íîé ïîëóîêðóæíîñòè. Óñòðåìèì z0
ñâåðõó íà äåéñòâèòåëüíóþ îñü, ò.å. z0 = x0 + ıǫ Òîãäà ïðè ǫ → 0:

2πı f(x0) = P

∞∫

−∞

f(x) dx

x− x0
+ ıπ f(x0), (I.23)

ãäå ââåäåí ñèìâîë ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà, êàê ïðåäåëà:

P

∞∫

−∞

F (x) dx = lim
ǫ→0

[
x0−ǫ∫

−∞

+

∞∫

x0+ǫ

]

F (x) dx. (I.24)

Äåéñòâèòåëüíî, ïîëþñ x = x0 ïðèáëèæàåòñÿ ê êîíòóðó èíòåãðèðîâàíèÿ

(äåéñòâèòåëüíîé îñè) ñâåðõó. Ïîýòîìó, îáõîäÿ åãî ñíèçó ïî ïîëóîêðóæ-

íîñòè ðàäèóñà ǫ, èìååì òðè èíòåãðàëà:

∞∫

−∞

=

x0−ǫ∫

−∞

+

∫

ǫ

+

∞∫

x0+ǫ

Ïåðâûé è òðåòèé äàþò ãëàâíîå çíà÷åíèå (I.24), à èíòåãðàë ïî ïîëóîêðóæ-

íîñòè z = x0 + ǫ eıφ îò φ = −π äî φ = 0 ïðè ǫ → 0 äà¼ò ıπ f(x0). Èíîãäà
òàêîé ñïîñîá îáõîäà ïîëþñà íà êîíòóðå èíòåãðèðîâàíèÿ çàïèñûâàþò â

âèäå ñîîòíîøåíèÿ:

1

x± ıǫ
= P

1

x
∓ ıπ δ(x), (I.25)

ãäå δ(x) � �óíêöèÿ Äèðàêà è ýòî òîæäåñòâî íåîáõîäèìî ïîíèìàòü êàê

îáîáù¼ííóþ �óíêöèþ, êîòîðàÿ äîëæíà èíòåãðèðîâàòüñÿ ñ íåêîòîðîé

ãëàäêîé �óíêöèåé (ñòð. 267), ÷òî äà¼ò (I.23).
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Òàêèì îáðàçîì, èç (I.23) ñëåäóåò, ÷òî:

f(x0) =
1

πı
P

∞∫

−∞

f(x) dx

x− x0
. (I.26)

Áåðÿ äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷àåì ñâÿçü

Imf(z) è Ref(z) ïðè äåéñòâèòåëüíûõ z = x:

Re f(x0) =
1

π
P

∞∫

−∞

Im f(x)

x− x0
dx, Im f(x0) = −1

π
P

∞∫

−∞

Re f(x)

x− x0
dx. (I.27)

Èìåííî â òàêîé �îðìå ýòè �îðìóëû áûëè ïîëó÷åíû â Êðàìåðñîì è Êðî-

íèãîì â òåîðèè äèñïåðñèè ëó÷åé, ïîýòîìó îíè ïîëó÷èëè íàçâàíèå äèñ-

ïåðñèîííûõ ñîîòíîøåíèé.

Ïóñòü íåêîòîðàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà õàðàêòåðèçóåòñÿ �óíêöèåé �ðèíà

G(t), òàêîé, ÷òî îòêëèê x(t) ñèñòåìû íà âîçäåéñòâèå g(t) îïðåäåëÿåòñÿ
èíòåãðàëîì

x(t) =

∞∫

−∞

G(t− t′) g(t′) dt′.

Âûïîëíåíèå ïðèíöèïà ïðè÷èííîñòè ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî G(t) = 0 ïðè

t < 0, ò.å. íà îòêëèê x(t) â ìîìåíò âðåìåíè t ìîãóò âëèÿòü òîëüêî âîçäåé-
ñòâèÿ g(t) â áîëåå ðàííèå ìîìåíòû âðåìåíè t′ < t. Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü,

îçíà÷àåò, ÷òî �óðüå-îáðàç G(ω) �óíêöèè �ðèíà:

G(t) =

∞∫

−∞

G(ω) e−ıωt dω

íå èìååò îñîáûõ òî÷åê ïðè Imω > 0. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ýòî òàê, òî

çàìûêàÿ êîíòóð â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè (e−ı(ı∞)t = 0 ïðè t < 0), ïîëó-

÷àåì, â ñèëó òåîðåìû Êîøè, G(t) = 0. Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèÿ G(ω)
äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü äèñïåðñèîííûì ñîîòíîøåíèÿì (I.27).

Íàïðèìåð, äåëàÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿ-

òîðà ẍ+ ω2
0x + 2γẋ = g(t), èìååì:

G(ω) =
1

ω2
0 − ω2 − 2ıγω

, x(ω) = G(ω) g(ω).

Ôóíêöèÿ G(ω) èìååò äâà ïîëþñà −ıγ ±
√

ω2
0 − γ, ëåæàùèå ïðè γ > 0

(çàòóõàíèå) â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè. Ñòîèò ïðîâåðèòü, ÷òî G(ω) óäî-
âëåòâîðÿåò äèñïåðñèîííûì ñîîòíîøåíèÿì (I.27).
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I.5 Ïîâîðîò Âèêà

Äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåé �îðìóëû (êàê îáû÷íî, ïðåäïî-

ëàãàåòñÿ, ÷òî ǫ → +0):

I3(a) =

∫
d4k

(k2 + a+ ıǫ)3
=

ıπ2

2

1

a+ ıǫ
. (I.28)

Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ ïî 4-èìïóëüñàì k = {k0, k}, êâàäðàò êîòîðûõ â
ïñåâäîåâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî ðàâåí k2 = k20 − k2

, óäîá-

íåå âû÷èñëÿòü â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðè ǫ > 0 ìîæíî ñäåëàòü

çàìåíó k0 = ık4, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïîâîðîòîì Âèêà. Ýòî óòâåðæäåíèå

äîêàæåì íèæå, à ïîêà ïðîâåä¼ì âû÷èñëåíèÿ ïðè ïîìîùè òàêîé çàìåíû:

I3(a) =

∫
ı dk4 d

3k

(−k24 − k2 + a+ ıǫ)3
=

∞∫

0

−ı r3drΩ4

(r2 − a− ıǫ)3
=

∞∫

0

−ıπ2 t dt

(t− a− ıǫ)3
.

Êâàäðàò 4-âåêòîðà k2 = k20 − k2
, çíàêîïåðåìåííûé â ïðîñòðàíñòâå Ìèí-

êîâñêîãî, ñòàíîâèòñÿ çíàêîîïðåäåë¼ííûì â íîâûõ êîîðäèíàòàõ: −k24−k2
,

èìåÿ ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà åâêëèäîâó ìåòðèêó. Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà

ïðîâîäèòñÿ à 4-ìåðíûõ ñ�åðè÷åñêèõ åâêëèäîâûõ êîîðäèíàòàõ, ñì. (F.14),

ñòð. 263. Çàòåì äåëàåòñÿ çàìåíà t = r2 è ó÷èòûâàåòñÿ, ÷òî Ω4 = 2π2
. Äå-

ëàÿ åù¼ îäíó çàìåíó z = t− a− ıǫ, îêîí÷àòåëüíî, ïîëó÷àåì:

I3(a) = −ıπ2

∞−ıǫ∫

−a−ıǫ

( 1

z2
+

a+ ıǫ

z3

)

dz =
ıπ2

2

1

a+ ıǫ

(èíòåãðàë ïî z = x− ıǫ âåä¼ì ïî ïåðåìåííîé x îò −a äî ∞).

Äè��åðåíöèðóÿ (I.28) ïî a íåñëîæíî äîêàçàòü ñîîòíîøåíèå:

In(a) =

∫
d4k

(k2 + a+ ıǫ)n
=

(n− 3)!

(n− 1)!

ıπ2

(a+ ıǫ)n−2
, (I.29)

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ïðè n > 2. Ïðèâåä¼ì òàêæå çíà÷åíèå èíòå-

ãðàëà, çàâèñÿùåå îò 4-èìïóëüñà p:

In(a, p) =

∫
d4k

(k2 − 2kp + a+ ıǫ)n
=

(n− 3)!

(n− 1)!

ıπ2

(a− p2 + ıǫ)n−2
. (I.30)

Åãî ìîæíî ïðèâåñòè ê (I.29) çàìåíîé k = k′ + p.



ÈÍÒÅ��ÀËÛ 251

• Ïðîäåìîíñòðèðóåì òåïåðü îñìûñëåííîñòü çàìåíû k0 = ık4. Â çíà-

ìåíàòåëå ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè ñòîèò k20 − k2 + a + ıǫ. Ïîýòîìó,
ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî k0 â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè k0 åñòü äâà ïîëþñà,

ïîëîæåíèå êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ èç êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ

k20 = −A− ıǫ, A = a− k2.

Â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé k2
è a, âåëè÷èíà A ìîæåò èìåòü ïðîèçâîëü-

íûé çíàê. Åñëè A > 0, êîìïëåêñíîå ÷èñëî â ïðàâîé ÷àñòè êâàäðàòíîãî

óðàâíåíèÿ èìååò àðãóìåíò π+φ, ãäå φ � ìàëûé óãîë, âîçíèêàþùèé áëà-

ãîäàðÿ êîìïëåêñíîìó ñäâèãó ǫ. Èçâëåêàÿ êîðåíü, ïîëó÷àåì äâà çíà÷åíèÿ

(äâóçíà÷íàÿ �óíêöèÿ): (−A− ıǫ)1/2 = |A|1/2 eı(φ2+π
2+nπ), n = 0, 1. Ýòè äâà

êîðíÿ îòìå÷åíû êðåñòèêàìè íà ïåðâîì ðèñóíêå íèæå:

Åñëè æå A < 0, òî �àçà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà |A| − ıǫ îòðèöàòåëüíà è

êâàäðàòíîå óðàâíåíèå èìååò äâà ðåøåíèÿ: (−A− ıǫ)1/2 = |A|1/2 e−ıφ2+ınπ,
ïîýòîìó, ïîëþñû ðàñïîëîæåíû òàê, êàê ýòî èçîáðàæåíî íà âòîðîì ðè-

ñóíêå. Òàêèì îáðàçîì, íåçàâèñèìî îò çíàêà A, ïîëþñû îêàçûâàþòñÿ âî

2-é è 4-é ÷åòâåðòÿõ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

Âû÷èñëèì èíòåãðàë ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó, èçîáðàæ¼ííîìó âûøå íà

òðåòüåì ðèñóíêå. Òàê êàê îñîáûå òî÷êè íå ïîïàäàþò âíóòðü êîíòóðà,

èíòåãðàë ïî òåîðåìå Êîøè áóäåò ðàâåí íóëþ:

∮

=

∞∫

−∞

+

−ı∞∫

ı∞

= 0 =>

∞∫

−∞

=

ı∞∫

−ı∞

,

ãäå îïóùåíû èíòåãðàëû ïî êðèâîëèíåéíûì ó÷àñòêàì, òàê êàê �óíêöèÿ

óáûâàåò êàê 1/k60. Òàêèì îáðàçîì, âìåñòî èíòåãðàëà ïî k0 îò −∞ äî +∞
âäîëü äåéñòâèòåëüíîé îñè k0, ìîæíî èíòåãðèðîâàòü ïî êîìïëåêñíîé îñè

−ı∞ äî +ı∞ èëè, ÷òî òîæå ñàìîå, ïî k4 îò −∞ äî +∞, ãäå k0 = ık4.
Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî çàìåíó k0 = ık4 ìîæíî äåëàòü òîëüêî êîãäà â çíà-

ìåíàòåëå ñòîèò +ıǫ. Â ñëó÷àå îáðàòíîãî çíàêà: −ıǫ, ðàçðåøåíà çàìåíà

k0 = −ık4. Ýòî ïðîâåðÿåòñÿ ïîâòîðåíèåì ðàññóæäåíèé (êîíòóð çàìûêà-

åòñÿ âî 2-é è 4-é ÷åòâåðòÿõ ïëîñêîñòè). Àëüòåðíàòèâíî � ìîæíî âçÿòü

êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå (I.28).
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I.6 Èíòåãðèðîâàíèå ïî 4-ìåðíîé ñ�åðå

Â ñ�åðè÷åñêèõ N -ìåðíûõ êîîðäèíàòàõ ïîëíûé òåëåñíûé óãîë ðàâåí

ΩN = 2πN/2/Γ(N/2), ñòð. 263. Ïîýòîìó, åñëè ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ

çàâèñèò îò ðàäèóñ-âåêòîðà r = |x| =
√

x2
1 + ...+ x2

N è èíòåãðèðîâàíèå

âåä¼òñÿ ïî N -ìåðíîé ñ�åðå ðàäèóñà R, òî:

∫

r<R

f(|x|) dNx = ΩN

R∫

0

rN−1 dr f(r). (I.31)

Äëÿ 4-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Ω4 = 2π2
, ïîýòîìó, íàïðèìåð, ïðè a > 0:

∫

r<R

d4x

x2 + a
= π2R2 + π2a ln

a

a+R2
≈ π2R2 + π2a ln

a

R2
, (I.32)

ãäå ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî çàïèñàíî ïðè áîëüøèõ R è îòáðîøåíû ñëà-

ãàåìûå ïîðÿäêà 1/R è ìåíüøå. Äè��åðåíöèðóÿ ïî a, èìååì:
∫

r<R

d4x

(x2 + a)2
≈ π2 ln

R2

a
− π2,

∫

r<R

d4x

(x2 + a)3
≈ π2/2

a
. (I.33)

Åñëè â ñõîäÿùåìñÿ èíòåãðàëå åñòü âûäåëåííîå íàïðàâëåíèå (âåêòîð p),

òî ïðè R → ∞ ìîæíî ñäåëàòü ñäâèã (çàìåíó x = x′ + p):
∫

d4x

(x2 − 2xp+ a)3
=

π2/2

a− p2
. (I.34)

Äëÿ èíòåãðàëà òèïà (I.32) ïîäîáíàÿ çàìåíà èçìåíèò ïðåäåëû èíòåãðèðî-

âàíèÿ è ëó÷øå èñïîëüçîâàòü �îðìóëó (p = |p|):
∫

r<R

f(|x|, px) dNx = ΩN−1

R∫

0

rN−1 dr

π∫

0

sinN−2 θ dθ f(r, p r cos θ), (I.35)

êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïåðåõîäå ê ñ�åðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì (θ = θ1):






x1 = r cos θ1
x2 = r sin θ1 cos θ2
x3 = r sin θ1 sin θ2 cos θ3
...

xN = r sin θ1 sin θ2 ... sin θN−1,

ãäå θN−1 = [0...2π], à îñòàëüíûå óãëû θi = [0...π]. Îáú¼ì:

dNx = rN−1 sinN−2 θ1 sin
N−3 θ2 ... sin θN−2 dr dθ1 ... dθN−1

íàõîäèòñÿ, êàê îáû÷íî, ïðè ïîìîùè ÿêîáèàíà.
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Ó÷èòûâàÿ çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà (I.22), ñòð. 246, íåñëîæíî ïðîâåñòè èí-

òåãðèðîâàíèå ïî óãëó â ñëåäóþùåì èíòåãðàëå:

∫

r<R

d4x

x2 − 2xp+ a
=

π2

p2

[R4

4
+

aR2

2
− 1

2

R2
∫

0

√

(1− 4p2) t2 + 2at+ a2 dt
]

.

Ïðè ýòîì α = (r2 + a)/2rp, t = r2. Èíòåãðèðóÿ ïî t è ïî-ïðåæíåìó

óäåðæèâàÿ òîëüêî ÷ëåíû íóëåâîãî ïîðÿäêà ïî R, ïîëó÷àåì:

∫

r<R

d4x

x2 − 2xp+ a
≈ π2

[

R2 + (a− p2) ln
(a− p2

R2

)

− p2

2

]

, (I.36)

ãäå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî a > p2
. Ñëó÷àé a < p2

òðåáóåò äîîïðåäåëåíèÿ

îáõîäà ïîëþñà. Íàïðèìåð, åñëè a 7→ a − ıǫ, òî ïîä ëîãàðè�ìîì íàäî

ïîñòàâèòü ìîäóëü è äîáàâèòü ıπ2 (p2−a) (çíà÷åíèå ëîãàðè�ìà íà íèæíåì
áåðåãó ðàçðåçà äà¼ò −ıπ, ñì. ñòð. 241).

Â ñëó÷àå èíòåãðàëîâ ïî 4-èìïóëüñó â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî, äå-

ëàåì ïîâîðîò Âèêà (çàìåíû p0 = ıp4 è k0 = ık4) è, îãðàíè÷èâàÿ åâêëèäîâ

èìïóëüñ k24 + k2 < Q2
, èìååì:

∫
d4k

k2 − 2pk + a+ ıǫ
≈ π2

ı

[

Q2 + (p2 − a) ln
(p2 − a− ıǫ

Q2

)

+
p2

2

]

. (I.37)

Äè��åðåíöèðóÿ ïî a, ìîæíî ïîëó÷èòü èíòåãðàë:

∫
d4k

(k2 − 2pk + a+ ıǫ)2
≈ π2

ı

[

1 + ln
(p2 − a− ıǫ

Q2

) ]

, (I.38)

à äè��åðåíöèðóÿ ïî pµ:

∫
kµ d

4k

(k2 − 2pk + a+ ıǫ)2
≈ π2

ı
pµ

[ 3

2
+ ln

(p2 − a− ıǫ

Q2

) ]

. (I.39)

Àíàëîãè÷íûìè äè��åðåíöèðîâàíèÿìè ïî a èëè pµ, ïîëó÷àþòñÿ äðóãèå

ïîäîáíûå èíòåãðàëû. Â ÷àñòíîñòè (n − 1)-ÿ ïðîèçâîäíàÿ îò (I.37) ïî a
ñíîâà äà¼ò (I.30).

Êâàäðàò 4-âåêòîðà p2, â îòëè÷èè îò êâàäðàòà åâêëèäîâîãî âåêòîðà

p2
, ìîæåò èìåòü êàê ïîëîæèòåëüíûé çíàê (âðåìåíèïîäîáíûé 4-âåêòîð),

òàê è îòðèöàòåëüíûé çíàê (ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûé âåêòîð). Ñîîòâåò-

ñòâåííî, ïàðàìåòð a òàêæå èìååò ïðîèçâîëüíûé çíàê. Åñëè â ðåçóëüòàòå
ïîä ëîãàðè�ìîì âîçíèêàåò çíàê ìèíóñ, íåîáõîäèìî ïîëüçîâàòüñÿ ïðàâè-

ëîì (I.12), ñòð. 241.
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I.7 Èíòåãðàëû â d-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

Âû÷èñëèì ñëåäóþùèé èíòåãðàë â d-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêî-

ãî k2 = k20 − k21 − ...− k2d−1 (ïðåäïîëàãàåì ìàëûé (ǫ → +0) êîìïëåêñíûé
ñäâèã ïàðàìåòðà a 7→ a+ ıǫ):

∫
ddk

(k2 − 2kp + a)n
=

∫
ddk

(k2 − p2 + a)n
.

Âî âòîðîì ðàâåíñòâå, â ñ÷èòàÿ, ÷òî èíòåãðàë ñõîäèòñÿ, ïðîâåäèòñÿ çà-

ìåíà k 7→ k + p. Ñäåëàåì ïîâîðîò Âèêà, ÷òîáû ïîëó÷èòü åâêëèäîâûé

êâàäðàò âåêòîðà â d èçìåðåíèÿõ k2E.

=

∫
ı ddkE

(−k2E − p2 + a)n
= ıΩd (−1)n

∞∫

0

kd−1 dk

(k2 + p2 − a)n
.

Âî âòîðîì ðàâåíñòâå âûïîëíåíî èíòåãðèðîâàíèå ïî óãëàì ñ�åðè÷åñêîé d-
ìåðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (òåëåñíûé óãîë Ωd). Ó÷ò¼ì âûðàæåíèå (F.6),

ñòð. 261 äëÿ áåòà-�óíêöèè:

∞∫

0

z2β−1 dz

(z2 + A− ıǫ)α+β
=

B(α, β)

2Aα
. (I.40)

Ýòî ñîîòíîøåíèå ñïðàâåäëèâî ïðè ëþáîì çíàêå A. Åñëè A > 0, îíî íåïî-
ñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç (F.6), ñòð. 261. Ïðè A < 0 íåîáõîäèìî çàìêíóòü

êîíòóð, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå íèæå. Ïîëþñ â íåãî íå ïîïàäàåò, ïîýòî-

ìó ïðè 2α + 1 > 0 èíòåãðàë îò 0 äî ∞ ðàâåí èíòåãðàëó

−
0∫

−ı∞

z2β−1 dz

(z2 + A)α+β
=

∞∫

0

(−ı)2β t2β−1 dt

(−t2 − |A|)α+β
,

ãäå ñäåëàíà çàìåíà z = −ıt. Òàê êàê (−ı)2β = ((−ı)2)β = (−1)β, âûíîñÿ
ìèíóñ èç çíàìåíàòåëÿ (−1)α+β

, ïîëó÷àåì ñëó÷àé ïîëîæèòåëüíîãî |A|, â
ðåçóëüòàòå ÷åãî âîçíèêàåò ìíîæèòåëü (−|A|)α = Aα

. Çàìåòèì, ÷òî çíàê

ǫ ðîëè íå èãðàåò, è ïðè ǫ < 0 íåîáõîäèìî êîíòóð çàìêíóòü â ïåðâîé

÷åòâåðòè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè (z = ıt), ïîëó÷èâ òîæå âûðàæåíèå.

Òàêèì îáðàçîì:

∫
ddk

(k2 − 2kp + a)n
= ı(−1)n

πd/2

Γ(d/2)

Γ(n− d/2) Γ(d/2)

Γ(n)

1

(p2 − a)n−d/2
,

ãäå ïîäñòàâëåíî çíà÷åíèå òåëåñíîãî óãëà (F.14) â d èçìåðåíèÿõ è îïðå-

äåëåíèå áåòà-�óíêöèè (F.6).
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Îêîí÷àòåëüíî (íàïîìíèì, ÷òî a 7→ a± ıǫ), ââîäÿ ïàðàìåòð ν îòêëîíå-

íèÿ îò �îáû÷íîé� ðàçìåðíîñòè d = 4− 2ν, ïîëó÷àåì:

In(p) =

∫
ddk/(2π)d

(k2 − 2kp + a)n
= ı (4π)ν−2 (−1)n

Γ(n)

Γ(n− 2 + ν)

(p2 − a)n−2+ν
. (I.41)

Èç ýòîãî èíòåãðàëà, äè��åðåíöèðîâàíèåì ïî pα ìîæíî ïîëó÷èòü ðÿä

äðóãèõ èíòåãðàëîâ. Òàê,

∫
kα d

dk/(2π)d

(k2 − 2kp + a)n
=

1

2(n− 1)

∂In−1

∂pα
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ïðàâîé ÷àñòè (I.41), èìååì:

∂In−1

∂pα
= 2(n− 1) pαIn(p), In−1 = (n− 1)

a− p2

n− 3 + ν
In.

Ïîýòîìó

∫
kα d

dk/(2π)d

(k2 − 2kp + a)n
= pα In(p). (I.42)

Àíàëîãè÷íî

∫
kαkβ d

dk/(2π)d

(k2 − 2kp + a)n
=
{

pαpβ −
1

2
gαβ

p2 − a

n− 3 + ν

}

In(p) (I.43)

è

∫
kαkβkγ d

dk/(2π)d

(k2 − 2kp + a)n
=
{

pαpβpγ −
g{αβpγ}

2

p2 − a

n− 3 + ν

}

In(p), (I.44)

ãäå g{αβpγ} = gαβpγ + gαγpβ + gβγpα. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â d-ìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî

gαβ g
αβ = δαα = d = 4− 2ν.

Ïîýòîìó, â ÷àñòíîñòè:

∫
k2 ddk/(2π)d

(k2 − 2kp + a)n
=
{

p2 − (2− ν)
p2 − a

n− 3 + ν

}

In(p). (I.45)

è

∫
k2 kα d

dk/(2π)d

(k2 − 2kp + a)n
= pα

{

p2 − (3− ν)
p2 − a

n− 3 + ν

}

In(p). (I.46)

Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿåòñÿ èíòåãðàë ñ ïðîèçâîëüíûì ïîëèíîìîì ïî k â

÷èñëèòåëå.
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I.8 Ôåéíìàíîâñêàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ

Êîãäà ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëîâ âîçíèêàåò ïðîèçâåäåíèå ïðîïàãàòî-

ðîâ D(k)D(q)..., ãäå D(k) = ı/(k2−m2+ ıǫ), ìîæíî ïåðåéòè ê ñóììå çíà-
ìåíàòåëåé ïðîïàãàòîðîâ. Äëÿ ýòîãî óäîáíà �àêòîðèçàöèîííàÿ �îðìóëà

Ôåéíìàíà, ïîëó÷àþùàÿñÿ èç ñëåäóþùåãî ýëåìåíòàðíîãî âû÷èñëåíèÿ:

1

B − A

B∫

A

dz

z2
= − 1

B − A

( 1

B
− 1

A

)

=
1

AB
.

Òàê êàê â A è B åñòü ñäâèã ıǫ, îñîáåííîñòü z = 0 íå ïîïàäàåò íà êîíòóð
èíòåãðèðîâàíèÿ. Äåëàÿ çàìåíó z = xA+ (1− x)B, èìååì:

1

AB
=

1∫

0

dx

[xA+ (1− x)B]2
. (I.47)

Ïðîäè��åðåíöèðîâàâ n− 1 ðàç ïî A è m− 1 ðàç ïî B, ìîæíî ïîëó÷èòü

áîëåå îáùåå ñîîòíîøåíèå, ñïðàâåäëèâîå è äëÿ íå öåëûõ n è m:

1

AnBm
=

Γ(n+m)

Γ(n)Γ(m)

1∫

0

xn−1(1− x)m−1 dx

[xA+ (1− x)B]n+m
. (I.48)

Ïîëó÷èì òåïåðü �àêòîðèçàöèþ ñ òðåìÿ çíàìåíàòåëÿìè. Èñïîëüçóåì

ñíà÷àëà (I.47) äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ BC, à çàòåì ïðèìåíèì (I.48) ñ n = 2 è
m = 1:

1

ABC
=

1∫

0

dy

[y B + (1− y)C]2A
= 2

1∫

0

x dx dy

[xy B + x(1− y)C + (1− x)A]3
.

Â èíòåãðàëå ïî dy ñäåëàåì çàìåíó y′ = x y è îïóñòèì øòðèõ:

1

ABC
= 2

1∫

0

dx

x∫

0

dy
1

[(1− x)A+ y B + (x− y)C]3
(I.49)

Ýêâèâàëåíòíî, ñäåëàâ çàìåíó x′ = 1−x (è ñíîâà îïóñêàÿ øðè�ò) ìîæíî

íàïèñàòü:

1

ABC
= 2

1∫

0

dx

1−x∫

0

dy
1

[xA+ y B + (1− x− y)C]3
. (I.50)

Ýòîìó èíòåãðàëó ìîæíî ïðèäàòü áîëåå ñèììåòðè÷íûé âèä.
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Äëÿ ýòîãî ïîñòàâèì â èíòåãðàëå ïî dy ïðåäåëû îò 0 äî 1 è óìíîæèì íà

ñòóïåí÷àòóþ �óíêöèþ Õýâèñàéäà θ(1−x−y), êîòîðàÿ îáðåçàåò äèàïàçîí
èíòåãðèðîâàíèÿ ïî y ê [0...1− x].

1

ABC
= 2

1∫

0

θ(1− x− y) dx dy

[xA+ y B + (1− x− y)C]3
. (I.51)

Çàòåì, ïðè ïîìîùè �óíêöèè Äèðàêà è íîâîé ïåðåìåííîé z = 1− x− y,

ââåä¼ì åù¼ îäèí èíòåãðàë ïî z. Òàê êàê z ëåæèò â äèàïàçîíå [−1...1],
÷òîáû íîëü δ-�óíêöèè ïîïàë â äèàïàçîí èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ z ïîñòàâèì

ïðåäåëû [−1...1]:

1

ABC
= 2

1∫

0

dx dy

1∫

−1

dz
δ(1− x− y − z) θ(z)

[z A+ y B + z C]3
. (I.52)

Íàëè÷èå �óíêöèè Õåâèñàéäà θ(z), âîçíèêøåé â (I.51), îáðåçàåò èíòåãðàë

ïî z ê [0...1]. Â îáùåì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ �îðìóëà:

1

A1 ... An
= (n− 1)!

1∫

0

δ(1− x1 − ...− xn) dx1 ... dxn

[x1A1 + ...+ xnAn]n
. (I.53)

Ïðè n = 3 ïîëó÷àåòñÿ (I.52). Ñ÷èòàÿ ýòó �îðìóëó âåðíîé ïðè íåêîòî-

ðîì n, íåñëîæíî, ïîâòîðèâ âûâîä (I.52), äîêàçàòü å¼ ñïðàâåäëèâîñòü ïðè
n+1. Çàìåòèì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè îäíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñ δ-�óíêöèåé
â (I.53), íàïðèìåð, ñ xn = 1− x1− ...− xn−1 � èçìåíÿþòñÿ ïðåäåëû èíòå-

ãðèðîâàíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, íîëü δ-�óíêöèè ìîæåò áûòü ðàñïîëîæåí â

èíòåðâàëå îò −(n−2) äî 1. ×òîáû íå îòñëåæèâàòü ïîïàë íîëü â èñõîäíûé

èíòåðâàë [0...1] èëè íåò, óäîáíî ðàñøèðèòü ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ äî

[−(n−2)...1], ïîñòàâèâ ïîä èíòåãðàëîì θ(xn), à çàòåì óæå èíòåãðèðîâàòü

ïî xn.

Îòìåòèì åù¼ îäíó âîçìîæíîñòü �àêòîðèçàöèè, êîòîðóþ íàçûâàþò α-
ïðåäñòàâëåíèåì. Îíà îñíîâàíà íà ñëåäóþùåì èíòåãðàëå:

ı

A+ ıǫ
=

∞∫

0

eıα (A+ıǫ) dα. (I.54)

Íàëè÷èå ıα ıǫ = −αǫ ãàðàíòèðóåò ñõîäèìîñòü ýòîãî èíòåãðàëà (A ïðåä-

ïîëàãàåòñÿ äåéñòâèòåëüíûì).
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F.1 �àììà-�óíêöèÿ

• Áàçîâûé ãàóññîâ èíòåãðàë èìååò âèä:
∞∫

−∞

e−x2

dx =
√
π. (F.0)

Ýòî ñîîòíîøåíèå äîêàçûâàåòñÿ âîçâåäåíèåì â êâàäðàò ñ ïîñëåäóþùèì

ïåðåõîäîì ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì:

∞∫

−∞

e−(x2+y2) dx dy =

∞∫

0

e−r2 r dr

2π∫

0

dφ = π.

Âûäåëÿÿ ïîëíûé êâàäðàò è ñäâèãàÿ ïåðåìåííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ, íåñëîæ-

íî âû÷èñëèòü òàêæå èíòåãðàë:

∞∫

−∞

e−
1
2 ax

2+bx dx =

√

2π

a
e

b2

2a . (F.1)

• Ïóñòü A ≡ Aij � ñèììåòðè÷íàÿ (Aij = Aji), íåñèíãóëÿðíàÿ (detA 6=
0), äåéñòâèòåëüíàÿ ìàòðèöà nxn ñ ïîëîæèòåëüíûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷å-
íèÿìè, à b ≡ bi � âåêòîð ñ n êîìïîíåíòàìè. Òîãäà ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé

n-êðàòíûé ãàóññîâûé èíòåãðàë:

∞∫

−∞

e−
1
2 x·A·x+b·x dnx =

(2π)n/2√
detA

e
1
2 b·A−1·b. (F.2)

Äåéñòâèòåëüíî, âñåãäà ìîæíî âûáðàòü ñèììåòðè÷íóþ ìàòðèöó Cij, òà-

êóþ, ÷òî CAC = 1. Îíà ñòðîèòñÿ ïðè ïîìîùè ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ è

çíà÷åíèé A ·u(α) = aα u
(α)

ñëåäóþùåì îáðàçîì: Cij = u
(α)
i u

(α)
j /

√
aα (ïî α

ñóììà). Â ñèëó òîãî, ÷òî A = C−1C−1
, èìååì C2 = A−1

. Ñäåëàåì çàìåíó

ïåðåìåííûõ (ïî j ñóììà):

xi = Cij yj, dnx = det
∣
∣
∣
∂xi

∂yj

∣
∣
∣ dny = detC dny =

dny√
detA

.

Êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà x · A · x ïðè òàêîé çàìåíå ïåðåõîäèò â y2
è èí-

òåãðàë ðàçáèâàåòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå n îäíîìåðíûõ ãàóññîâûõ èíòåãðà-

ëîâ (F.1) ñ îäèíàêîâûìè a = 1 è ðàçëè÷íûìè b, ðàâíûìè biCik. Ïîýòî-

ìó, â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ, â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû áóäåò ñòîÿòü

biCikbjCjk = b ·C2 · b = b ·A−1 · b, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Äè��åðåíöèðóÿ èíòåãðàë (F.1) ïî b èëè (F.2) ïî bk, íåñëîæíî ïîëó-

÷àòü ãàóññîâû èíòåãðàëû â êîòîðûõ ýêñïîíåíòà óìíîæàåòñÿ íà ïîëèíîì

x.
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• �àììà-�óíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè ñëåäóþùåãî èíòåãðàëà:

Γ(z) =

∞∫

0

tz−1e−t dt. (F.3)

Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì ïðè z > 0

Γ(z + 1) = −
∞∫

0

tz de−t = z

∞∫

0

tz−1 e−tdt

ïðèâîäèò ê ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ:

Γ(z + 1) = z Γ(z). (F.4)

Ïðè z = 1 èíòåãðàë âû÷èñëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíî, à ïðè z = 1/2 îí ñâîäèòñÿ
çàìåíîé t = x2

ê ãàóññîâîìó èíòåãðàëó (F.0):

Γ(1) = 1, Γ(1/2) =
√
π. (F.5)

Ïðîèçâîëüíûå öåëûå è ïîëóöåëûå çíà÷åíèÿ z > 0 ïîëó÷àþòñÿ ïðè ïîìî-
ùè (F.4). Â ÷àñòíîñòè Γ(n+ 1) = n!, ãäå n = 0, 1, 2....

• Äåëàÿ â (F.3) çàìåíó t = x2
, íåñëîæíî ïîëó÷èòü:

Γ(α)Γ(β) = 4

∞∫

0

x2α−1 y2β−1 e−(x2+y2) dxdy.

Ïåðåéä¼ì ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì x = r cosφ, y = r sinφ (èíòåãðèðî-

âàíèå âåä¼òñÿ â ïåðâîì êâàäðàíòå x, y > 0, ïîýòîìó φ = 0...π/2):

Γ(α)Γ(β) = 4

∞∫

0

r2(α+β)−1 e−r2 dr

π/2∫

0

cos2α−1 φ sin2β−1 φ dφ.

Èíòåãðèðóÿ ïî r è ââîäÿ áåòà-�óíêöèþ

B(α, β) =
Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)
, (F.6)

ìîæíî çàïèñàòü çíà÷åíèå èíòåãðàëîâ, êîòîðûå ðàâíû B(α, β):

= 2

π/2∫

0

cos2α−1 φ sin2β−1 φ dφ = 2

∞∫

0

t2β−1dt

(1 + t2)α+β
=

1∫

0

xα−1(1− x)β−1 dx,

ãäå ïîñëåäîâàòåëüíî ñäåëàíû çàìåíû çàìåíû tgφ = t è x = 1/(1 + t2).
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• Èíòåãðàë (F.3) â îïðåäåëåíèè ãàììà-�óíêöèè ñõîäèòñÿ ïðè z > 0
èëè äëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ïðè Re(z) > 0. Ñîîòíîøåíèå (F.4) ïîçâîëÿ-

åò àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèòü ãàììà-�óíêöèþ â îáëàñòü îòðèöàòåëüíûõ

çíà÷åíèé z. Òàê êàê Γ(z+2) = Γ(z+1+1) = (z+1)Γ(z+1) = z(z+1)Γ(z)

è ò.ä., èìååì:

Γ(z) =
Γ(z + n)

z (z + 1) ... (z + n− 1)
. (F.7)

Âûáåðåì äëÿ äàííîãî z 6 0 äîñòàòî÷íî áîëüøîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n,
òàêîå, ÷òî z+n > 0. Òîãäà ÷èñëèòåëü â (F.7) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì,

à Γ(z) èìååò ïðîñòûå ïîëþñà ïðè z = 0,−1,−2, ...

Íàéä¼ì ïîâåäåíèå ãàììà-�óíêöèè â îêðåñòíîñòè òàêîãî ïîëþñà. Çà-

ïèøåì ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà äëÿ Γ(1 + ǫ), ñ÷èòàÿ, ÷òî ǫ → 0:

Γ(1 + ǫ) ≈ 1 + ǫΓ′(1) = 1− γǫ, (F.8)

ãäå ââåäåíà ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà-Ìàñêåðîíè:

γ = −Γ′(1) = −
∞∫

0

ln t e−t dt = 0.5772156649... (F.9)

Ïîëàãàÿ â (F.4) z = ǫ, èìååì:

Γ(ǫ) =
Γ(1 + ǫ)

ǫ
≈ 1

ǫ
− γ. (F.10)

Â îáùåì ñëó÷àå, ïîëîæèì â (F.7) z = −n+ ǫ:

Γ(−n+ ǫ) =
Γ(ǫ)

(−1)n n! (1− ǫ
n)...(1− ǫ

1)
≈ Γ(ǫ)

(−1)n n!

(
1 +

ǫ

n

)
...
(
1 +

ǫ

1

)
.

Ïåðåìíîæàÿ ñêîáêè ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî ǫ è óìíî-

æàÿ â ýòîì æå ïðèáëèæåíèè íà (F.10), ïîëó÷àåì:

Γ(−n+ ǫ) =
(−1)n

n!

[1

ǫ
+Ψ1(n+ 1) + O(ǫ)

]

, (F.11)

ãäå ââåäåíà ëîãàðè�ìè÷åñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ ãàììà-�óíêöèè:

Ψ1(n+ 1) = 1 +
1

2
+ ...+

1

n
− γ =

Γ′(n+ 1)

Γ(n+ 1)
. (F.12)

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïðîâåðÿåòñÿ âçÿòèåì ïðîèçâîäíîé îò ëîãàðè�ìà

(F.7) ïðè z = n+1. Îòìåòèì òàêæå �îðìóëó äëÿ áîëåå äëèííîãî ðàçëî-

æåíèÿ: Ïåðâûå ïîëþñû (F.11) ðàâíû:

Γ(ǫ) =
1

ǫ
− γ +

1

2

(

γ2 +
π2

6

)

ǫ− 1

6

(

γ3 +
γπ2

2
+ 2 ζ(3)

)

ǫ2 + ..., (F.13)

ãäå ζ(3) = 1.202... � äçåòà-�óíêöèÿ �èìàíà.
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• Ïðè ïîìîùè ãàóññîâà èíòåãðàëà è ãàììà-�óíêöèè ìîæíî ïîëó÷èòü

çíà÷åíèå îáú¼ìà è òåëåñíîãî óãëà â n-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Â 2-ìåðíîì ñëó÷àå (ïëîñêîñòü) ýëåìåíò îáú¼ìà â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ

ðàâåí d2x = rdr dφ = rdr dΩ. Ïîýòîìó îáú¼ì 2-ìåðíîé ñ�åðû ðàäèóñà R
(êðóã) ðàâåí V2 = πR2

, à ïîëíûé òåëåñíûé óãîë Ω2 = 2π. Àíàëîãè÷íî

äëÿ òð¼õìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà d3x = r2dr dΩ, ïîýòîìó V3 = (4/3)πR3
è

Ω3 = 4π. ×òîáû îáîáùèòü ýòè ñîîòíîøåíèÿ íà n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî
âû÷èñëèì:

∞∫

−∞

e−(x2
1+...+x2

n) dnx =

∞∫

0

e−r2 rn−1 dr

∫

dΩ = πn/2,

ãäå ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïîëó÷åíî âîçâåäåíèåì â n-þ ñòåïåíü (ïåðâûé

èíòåãðàë) ðàâåíñòâà (F.0). Òåïåðü íåñëîæíî çàïèñàòü n-ìåðíûé òåëåñíûé
óãîë è îáú¼ì n-ìåðíîé ñ�åðû ðàäèóñà R (â èíòåãðàëå ïî r äåëàåì çàìåíó

r2 = t):

Ωn =
2 πn/2

Γ(n/2)
, Vn =

ΩnR
n

n
. (F.14)

Â ÷àñòíîñòè äëÿ 4-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Ω4 = 2π2
.

• Ïðè ïîìîùè ãàììà-�óíêöèè (F.3) ìîæíî ïîëó÷èòü �îðìóëó, ïîçâî-
ëÿþùóþ âû÷èñëÿòü �àêòîðèàë n! = Γ(n + 1) ïðè áîëüøèõ n. Çàïèøåì

tn e−t = ef(t). Ôóíêöèÿ f(t) = −t+ n ln t èìååò ìàêñèìóì â òî÷êå t0 = n.
�àçëîæèì å¼ â ðÿä â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè (f ′(n) = 0):

f(t) = f(n) + f ′′(n)(t− n)2/2 + ... = −n+ n lnn− (t− n)2/2n+ ...

Ïîýòîìó

n! ≈ e−n+n lnn

∞∫

0

e−
(t−n)2

2n dt ≈ e−n+n lnn

∞∫

−∞

e−
(t−n)2

2n dt = e−n+n lnn
√
2πn.

Âî âòîðîì èíòåãðàëå íèæíèé ïðåäåë çàìåí¼í íà −∞, òàê êàê ïðè áîëü-

øîì n ìàêñèìóì ýêñïîíåíòû óõîäèò äàëåêî âïðàâî è ñòàíîâèòñÿ âñ¼ áî-

ëåå óçêèì, ïîýòîìó èíòåãðàë îò −∞ äî 0 ïðàêòè÷åñêè ðàâåí íóëþ. Òàêèì

îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì �îðìóëó Ñòèðëèíãà:

Γ(n+ 1) = n! ≈
√
2πn

(n

e

)n

, (F.15)

êîòîðàÿ óæå ïðè n = 10 äàåò îòíîñèòåëüíóþ îøèáêó, ìåíüøóþ 1%.
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F.2 Ôóíêöèè Äèðàêà è Õåâèñàéäà

• Ôóíêöèÿ Äèðàêà èëè δ-�óíêöèÿ ðàâíà âåçäå íóëþ, êðîìå îäíîé òî÷-

êè, ãäå å¼ çíà÷åíèå áåñêîíå÷íî. Ïðè ýòîì èíòåãðàë, âêëþ÷àþùèé ýòó

òî÷êó, ðàâåí åäèíèöå. Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå:

δ(x) =

{
∞ ïðè x = 0

0 ïðè x 6= 0
,

b∫

a

δ(x) dx = 1, δ(−x) = δ(x). (F.16)

Êîíêðåòíîå çíà÷åíèå ãðàíèö a è b íå èãðàåò ðîëè, òàê êàê äåëüòà-�óíêöèÿ

ðàâíà íóëþ ïðè x 6= 0. Ïðè èíòåãðèðîâàíèè ñ ãëàäêîé �óíêöèåé, èìåþ-

ùåé â îêðåñòíîñòè x = x0 çíà÷åíèå f(x0), èìååì:

b∫

a

f(x) δ(x− x0) dx =

{
f(x0) ïðè x0 ∈ [a, b]
0 ïðè x0 6∈ [a, b]

.

Ýòî ñîîòíîøåíèå ÷àñòî çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f(x) δ(x− x0) = f(x0) δ(x− x0). (F.17)

Äëÿ �óíêöèè Äèðàêà ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

δ(f(x)− f(x0)) = δ(f ′(x0) (x− x0)) =
δ(x− x0)

|f ′(x0)|
, (F.18)

ãäå ïðîâåäåíî ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà f(x) = f(x0) + f ′(x0) (x − x0)

è |f ′(x0)| âûíîñèòñÿ çàìåíîé ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ x′ = x f ′(x0)
(åñëè f ′(x0) < 0 èçìåíÿåòñÿ çíàê ïðåäåëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ, îòêóäà ïî-

ëó÷àåòñÿ ìîäóëü).

Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ãëàäêèõ �óíêöèé, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà ǫ,

êîòîðûå èìåþò ñâîèì ïðåäåëîì δ-�óíêöèþ ïðè ǫ → 0:

1

ǫ
√
2π

exp

[

− x2

2ǫ2

]

,
ǫ/π

x2 + ǫ2
,

1

πx
sin

(x

ǫ

)

. (F.19)

Èíòåãðàë ýòèõ �óíêöèé îò −∞ äî∞ ðàâåí åäèíèöå, à ìàêñèìóì â òî÷êå

x = 0 ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè ǫ → 0.
Òð¼õìåðíàÿ �óíêöèÿ Äèðàêà îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî îäíîìåðíîé.

Åñëè å¼ àðãóìåíò ðàâåí íóëþ, òî îíà ðàâíà áåñêîíå÷íîñòè, èíà÷å íó-

ëþ. Ïðè ýòîì èíòåãðàë ïî ïðîèçâîëüíîìó îáú¼ìó, îêðóæàþùåìó òî÷êó

ñèíãóëÿðíîñòè, ðàâíÿåòñÿ åäèíèöå. Â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ 3-ìåðíóþ

Äèðàêà ìîæíî çàïèñàòü ÷åðåç ïðîèçâåäåíèå îäíîìåðíûõ:

δ(r) = δ(x)δ(y)δ(z),

∫

δ(r) dV = 1.

Òàêæå ìîæíî îïðåäåëèòü �óíêöèè Äèðàêà ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè.
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• Ââåä¼ì òàêæå ðàçðûâíóþ θ-�óíêöèþ Õåâèñàéäà:

θ(x) =

{

0, x < 0

1, x > 0

}

= lim
ǫ→0

∞∫

−∞

ı e−ıωx

ω + ıǫ

dω

2π
. (F.20)

Âòîðîå ðàâåíñòâî ïðîâåðÿåòñÿ ïî òåîðåìå Êîøè, èíòåãðèðîâàíèåì ïî

çàìêíóòîìó êîíòóðó â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ω:

Åñëè x > 0, òî êîíòóð ìîæíî çàìêíóòü â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè (ëå-

âûé ðèñóíîê), ò.ê. ïðè ω → −ı∞ èíòåãðàë ïî çàìûêàþùåìó êîíòóðó

áëàãîäàðÿ ýêñïîíåíòå ðàâåí íóëþ (äîïîëíèòåëüíûé çíàê ìèíóñ, ò.ê. èí-

òåãðèðîâàíèå èä¼ò ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå). Åñëè æå x < 0, òî çàìûêàíèå

íàäî ïðîâîäèòü â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè (ïðàâûé ðèñóíîê) è ò.ê. ïîëþñ

â ýòîò êîíòóð íå ïîïàäàåò, ïîëó÷àåòñÿ íîëü.

Ïðîèçâîäíàÿ îò �óíêöèè Õåâèñàéäà ðàâíà δ-�óíêöèè:

dθ(x)

dx
≡ θ′(x) = δ(x). (F.21)

Äåéñòâèòåëüíî, âû÷èñëèì ïî ÷àñòÿì èíòåãðàë îò ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè

ïî èíòåðâàëó [a, b], ñîäåðæàùåìó òî÷êó x = 0:

b∫

a

f(x)θ′(x)dx = f(x)θ(x)
∣
∣
∣

b

a
−

b∫

a

f ′(x)θ(x)dx = f(b)−
b∫

0

f ′(x)dx = f(0),

ãäå âî ðàâåíñòâå ó÷òåíî, ÷òî θ(a) = 0 ïðè a < 0 è ïî ýòîé æå ïðè÷èíå

îáðåçàí ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ.

Àíàëîãè÷íî δ-�óíêöèè, ìîæíî çàïèñàòü íåïðåðûâíîå è äè��åðåíöè-

ðóåìîå ïðèáëèæåíèå ê ðàçðûâíîé �óíêöèè Õåâèñàéäà:

θ(x) = lim
ǫ→0

1

1 + e−2x/ǫ
, δ(x) = lim

ǫ→0

ch−2(x/ǫ)

2ǫ
, (F.22)

ãäå åù¼ îäèí àïïðîêñèìàòîð ê δ-�óíêöèè ïîëó÷åí ïðè ïîìîùè ñîîòíî-

øåíèÿ (F.21).
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• Ïåðèîäè÷åñêóþ �óíêöèþ f(t + T ) = f(t), ãäå T = b − a ìîæíî

ïðåäñòàâèòü íà îòðåçêå t = [a...b] â âèäå ðÿäà:

f(t) =

∞∑

k=−∞
ck e

i2πkt/T , cn =

b∫

a

f(t) e−i2πnt/T dt

T
. (F.23)

Çàäàííàÿ òàêèì îáðàçîì �óíêöèÿ f(t) ïåðèîäè÷íà è ðàçëîæåíà ïî ïîë-

íîìó íàáîðó ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ îðòîãîíàëüíûõ �óíêöèé ei2πkt/T . Âòî-
ðîå ñîîòíîøåíèå äëÿ êîý��èöèåíòîâ cn ïðîâåðÿåòñÿ â ðåçóëüòàòå íåñëîæ-

íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Ôóíêöèÿ f(t) áóäåò äåéñòâèòåëüíîé: f ∗(t) = f(t),
åñëè c∗k = c−k.

Âîçüì¼ì ñèììåòðè÷íûé èíòåðâàë [a, b] = [−T/2, T/2] è ââåä¼ì íîâûå

êîý��èöèåíòû φk = T ck. Îáîçíà÷èâ tk = 2πk/T , çàïèøåì ðÿä Ôóðüå:

f(x) =
∞∑

k=−∞
φk eitkx

1

T
, φk =

T/2∫

−T/2

f(x) e−itkx dx.

Âåëè÷èíû tk ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íîâóþ ïåðåìåííóþ, èçìåíåíèå

êîòîðîé ðàâíî ∆t = tk − tk−1 = 2π/T . Óñòðåìèì T ê áåñêîíå÷íîñòè. Ïî

îïðåäåëåíèþ èíòåãðàëà, âûðàæåíèå äëÿ f(x) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

f(x) =
1

2π

∞∫

−∞

φ(t) eitx dt, φ(t) =

∞∫

−∞

f(x) e−itx dx, (F.24)

ãäå φ(t) ñòàíîâèòñÿ íåïðåðûâíîé �óíêöèåé ïàðàìåòðà t = tk. Ñîîòíîøå-

íèÿ (F.24) íàçûâàþòñÿ èíòåãðàëüíûì �óðüå-ïðåîáðàçîâàíèåì.

Äëÿ �óíêöèè Äèðàêà ñïðàâåäëèâî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå, êîòî-

ðîå ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ â êíèãå:

∞∫

−∞

eı t x
dt

2π
= δ(x). (F.25)

Íå�îðìàëüíî åãî ìîæíî ïîëó÷èòü îáðåçàâ ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ èí-

òåðâàëîì [−L/2, L/2], à çàòåì óñòðåìèòü L â áåñêîíå÷íîñòü, âîñïîëüçî-

âàâøèñü òðåòåé �óíêöèåé â (F.19) ñ ǫ = 2/L.

Ïîíÿòíî, ÷òî ïîäñòàíîâêà îäíîãî èíòåãðàëà (F.24) â äðóãîé äîëæ-

íà ïðèâîäèòü ê òîæäåñòâåííîìó ðåçóëüòàòó. Ïðè ïîìîùè èíòåãðàëüíîãî

ïðåäñòàâëåíèÿ �óíêöèè Äèðàêà (F.25) íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî äåé-

ñòâèòåëüíî òàê.
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• Çàìåòèì, ÷òî ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ îïðåäåëåíèå �óíêöèè
Äèðàêà (F.16) áåññìûñëåííî, òàê êàê èíòåãðàë �èìàíà îò âñþäó ðàâíîé

íóëþ (êðîìå îäíîé òî÷êè) �óíêöèè íåîïðåäåëåí. Ïîýòîìó òðåáóåòñÿ áî-

ëåå �îðìàëüíûé ïîäõîä ê òàêèì �ñòðàííûì� �óíêöèÿì, êëàññ êîòîðûõ

ïðèíÿòî íàçûâàòü îáîáù¼ííûìè �óíêöèÿìè. Â îáùåì ñëó÷àå

îáîáù¼ííàÿ �óíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ëèíåéíûé �óíêöèîíàë â

âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå �õîðîøèõ �óíêöèé�.

Ôóíêöèîíàë F [f(x)] � ýòî ïðàâèëî ïî êîòîðîìó äàííîé �óíêöèè f(x)

ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî (âåùåñòâåííîå èëè êîìïëåêñíîå). Ëèíåé-

íîñòü �óíêöèîíàëà, êàê îáû÷íî, îçíà÷àåò, ÷òî

F [α1f1(x) + α2f2(x)] = α1F [f1(x)] + α2F [f2(x)],

ãäå αi � ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû, à fi(x) � ïðîèçâîëüíûå �óíêöèè.

Îáîçíà÷èì ëèíåéíûé �óíêöèîíàë F [f(x)] ïðè ïîìîùè êðóãëûõ ñêî-

áîê, âíóòðè êîòîðûõ ÷åðåç çàïÿòóþ ñíà÷àëà çàïèñûâàåòñÿ èìÿ îáîáù¼í-

íîé �óíêöèè (èìÿ �óíêöèîíàëà), à çàòåì óêàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ �õî-

ðîøàÿ� �óíêöèÿ: (F, f).

Ôóíêöèÿ Äèðàêà δ(x) êàê �óíêöèîíàë îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì:

(δ, f
)
= f(0). (F.26)

Â ýòîì îïðåäåëåíèè íåò èíòåãðàëîâ, ïîäîáíûõ (F.16), à ïðîñòî óòâåð-

æäàåòñÿ, ÷òî ïðè äåéñòâèè �óíêöèîíàëà δ íà ëþáóþ �óíêöèþ f(x) ïî-

ëó÷àåòñÿ ÷èñëî, ðàâíîå çíà÷åíèþ f(0). Àíàëîãè÷íî, �óíêöèÿ Õåâèñàéäà
çàäà¼òñÿ ñîîòíîøåíèåì:

(
θ, f

)
=

∞∫

0

f(x) dx. (F.27)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â îïðåäåëåíèè θ-�óíêöèè êàê �óíêöèîíàëà, íå

èãðàåò ðîëè å¼ çíà÷åíèå ïðè x = 0 è åãî ìîæíî ïîëîæèòü ëþáûì, òàê

êàê çíà÷åíèå èíòåãðàëà îäíà òî÷êà íå èçìåíèò. Ïðè îáû÷íîì ïîäõîäå ê

�óíêöèÿì, åñëè äâå �óíêöèè îòëè÷àþòñÿ çíà÷åíèåì â îäíîé òî÷êå � òî

ýòî ðàçëè÷íûå �óíêöèè. Îáîáù¼ííûå �óíêöèè ÿâëÿþòñÿ �óíêöèîíàëà-

ìè è ãîâîðèòü îá èõ çíà÷åíèè â òî÷êå ñìûñëà íå èìååò.

Îáîáù¼ííûå �óíêöèè ìîæíî ñêëàäûâàòü è óìíîæàòü íà ÷èñëî, îäíà-

êî, â îòëè÷èå îò �îáû÷íûõ� �óíêöèé, ïðîèçâåäåíèå îáîáù¼ííûõ �óíê-

öèé, âîîáùå ãîâîðÿ, íå îïðåäåëåíî.
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F.3 Ôóíêöèè Áåññåëÿ

• �àññìîòðèì äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

z2 y′′(z) + z y′(z) + (z2 − ν2) y(z) = 0, (F.28)

ãäå ν � ïðîèçâîëüíûé âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð. Ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî
ðîäà Jν(z) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ïðè z = 0 ðåøåíèåì òàêîãî óðàâíåíèÿ è

ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà â ñòåïåííîé ðÿä:

Jν(z) =

∞∑

k=0

(−1)k

k! Γ(k + ν + 1)

(z

2

)2k+ν

. (F.29)

Ôóíêöèÿ Áåññåëÿ âòîðîãî ðîäà (èëè �óíêöèÿ Íåéìàíà, èíîãäà îáîçíà-

÷àåìàÿ êàê Yν) � ýòî ñèíãóëÿðíîå â íóëå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (F.28):

Nν(z) =
Jν(z) cos(νπ)− J−ν(z)

sin(νπ)
, (F.30)

ãäå â ñëó÷àå öåëîãî ν = n áåð¼òñÿ ïðåäåë ν → n è J−n(z) = (−1)ν Jn(z).
Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ �óíêöèé ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà äà¼ò îáùåå ðå-

øåíèå óðàâíåíèÿ (F.28).

Ìîäè�èöèðîâàííûå �óíêöèè Áåññåëÿ âîçíèêàþò ïðè çàìåíå z 7→ ız,
äëÿ êîòîðîé óðàâíåíèå (F.28) ïåðåõîäèò â:

z2 y′′(z) + z y′(z)− (z2 + ν2) y(z) = 0. (F.31)

Êîíå÷íîå â íóëå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ íàçûâàåòñÿ ìîäè�èöèðîâàí-

íîé �óíêöèåé Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà Iν(z), à ñèíãóëÿðíîå � ìîäè�èöèðî-
âàííîé �óíêöèåé âòîðîãî ðîäà Kν(z) èëè �óíêöèåé Ìàêäîíàëüäà.

Â êíèãå âñòðå÷àþòñÿ ñëåäóþùèå èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ:

J0(z) =
1

π

π∫

0

cos(z sinφ) dφ, K0(z) =

∞∫

0

e−z chφ dφ, (F.32)

N0(z) =
1

π

π∫

0

sin(z sinφ) dφ− 2

π

∞∫

0

e−z shφ dφ. (F.33)

Òàê êàê sinφ ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî π/2, èíòåãðèðîâàíèå äëÿ J0(z)
è N0(z) ìîæíî âåñòè îò 0 äî π/2, óìíîæèâ èíòåãðàëû íà 2.

Ïðîèçâîäíûå �óíêöèé Áåññåëÿ ðàâíû:

J ′
0(z) = −J1(z), N ′

0(z) = −N1(z), K ′
0(z) = −K1(z),

÷òî ìîæíî ïðîâåðèòü ïðè ïîìîùè èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé, ïîä-

ñòàâëÿÿ çàòåì èõ â óðàâíåíèÿ (F.28), (F.31).
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Ïîâåäåíèå �óíêöèé Áåññåëÿ ïðè ν = 0, 1 ïðåäñòàâëåíî íèæå íà ãðà-

�èêàõ:

Ôóíêöèè Áåññåëÿ è Íåéìàíà, îñöèëëèðóÿ, ñòðåìÿòñÿ ïðè z → ∞ ê íóëþ.

Ìîäè�èöèðîâàííàÿ �óíêöèÿ Áåññåëÿ âòîðîãî ðîäà óáûâàåò ìîíîòîííûì

îáðàçîì. Ìîäè�èöèðîâàííàÿ �óíêöèÿ ïåðâîãî ðîäà Iν(z) � ìîíîòîííî

ðàñò¼ò è I0(0) = 1, I0(0) = 0.
Â íóëå ìîäè�èöèðîâàííàÿ �óíêöèÿ Áåññåëÿ ñòðåìèòñÿ ê −∞, à �óíê-

öèÿ Íåéìàíà ê +∞. Ïðè ýòîì:

lim
z→0

{
2K0(z) + πN0(z)

}
= 0. (F.34)

Ýòîò ïðåäåë ïîëó÷àåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé (F.32) è (F.33).

Äåéñòâèòåëüíî, ïåðâûé èíòåãðàë â (F.33) ïðè z = 0 ðàâåí íóëþ, à â èí-

òåãðàëàõ îò 0 äî ∞ ðàñêëàäûâàåì â ðÿä Òåéëîðà ïî z ýêñïîíåíòû (óáåæ-

äàÿñü, ÷òî ñëàãàåìûå ïîðÿäêà O(zn) êîíå÷íû). Êðîìå ýòîãî, î÷åâèäíî,
÷òî äëÿ �óíêöèé Áåññåëÿ ñïðàâåäëèâû çíà÷åíèÿ J0(0) = 1 è J1(0) = 0.

Ôóíêöèè Áåññåëÿ è Íåéìàíà ïðè áîëüøèõ z èìåþò òàêîå àñèìïòîòè-

÷åñêîå ïîâåäåíèå:

Jν(z) →
√

2

πz
cos

(

z − 2ν + 1

4
π
)

, Nν(z) →
√

2

πz
sin

(

z − 2ν + 1

4
π
)

.

(F.35)

Ìîäè�èöèðîâàííàÿ �óíêöèÿ Áåññåëÿ, íåçàâèñèìî îò çíà÷åíèÿ èíäåêñà,

ïðè z → ∞ èìååò ïîâåäåíèå:

Kν(z) →
√

π

2z
e−z. (F.36)

Â îêðåñòíîñòè íóëÿ (z → 0) ïîâåäåíèå �óíêöèé ñëåäóþùåå:

Jν(z) ∼
(z/2)ν

Γ(ν + 1)
, (F.37)

N0(z) ∼
2

π

[

ln
(z

2

)

+ γ
]

, Nν>0(z) ∼ −Γ(ν)

π

(2

z

)ν

. (F.38)

K0(z) ∼ −
[

ln
(z

2

)

+ γ
]

, Kν>0(z) ∼ Γ(ν)

2

(2

z

)ν

. (F.39)

Çà äîêàçàòåëüñòâîì ýòèõ ñîîòíîøåíèé, ñòîèò îáðàòèòüñÿ ê ñîîòâåòñòâó-

þùåé ëèòåðàòóðå.
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F.4 Ôóíêöèÿ Ïàóëè-Éîðäàíà

Â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ èíòåãðàë ñëåäóþùåãî âèäà

D0(x) =

∫

e−ı px d3p

(2π)32ωp
, (F.40)

êîòîðûé íàçûâàþò �óíêöèåé Ïàóëè-Éîðäàíà. Âûøå p = {ωp, p} è ωp =√

p2 +m2
. Ýòà �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ:

(∂2 +m2)D0(x) = 0 (F.41)

è ìîæåò áûòü òàêæå çàïèñàíà êàê 4-êðàòíûé èíòåãðàë:

D0(x) =

∫

e−ı px θ(k0) δ(k
2 −m2)

d4p

(2π)3
. (F.42)

Ïðîèíòåãðèðóåì (F.40) â ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ: d3p = p2dp sin θdθdφ,

px = pr cos θ, p = |p|, r = |x|. Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî óãëó θ âîçíèêàåò
ñóììà äâóõ ýêñïîíåíò, âî âòîðîé èç êîòîðûõ äåëàåì çàìåíó p 7→ −p è

ïîëó÷àåì èíòåãðàë ïî p îò −∞ äî ∞:

D0(t, x) =
−1

8π2r

∂f

∂r
, f(t, r) =

∞∫

−∞

e−ıt
√

p2+m2+ıpr

√

p2 +m2
dp. (F.43)

Ïðè ïîìîùè çàìåíû p = m shφ ìîæíî òàêæå íàïèñàòü:

f(t, r) =

∞∫

−∞

e−ım (t chφ−r shφ) dφ. (F.44)

�àññìîòðèì ïðîñòðàíñòâåííî ïîäîáíûé 4-âåêòîðà x2 = t2−r2 < 0, äëÿ
êîòîðîãî âîçìîæíà ïàðàìåòðèçàöèÿ:

t =
√

−x2 shφ0, r =
√

−x2 chφ0, thφ0 =
t

r
.

Ïîäñòàâëÿÿ å¼ â (F.44), ïîëó÷àåì:

f(t, r) =

∞∫

−∞

eım
√
−x2 shφ dφ, x2 < 0, (F.45)

ãäå ó÷òåíî òîæäåñòâî sh(φ − φ0) = shφ chφ0 − chφ shφ0. Êðîìå ýòîãî,

òàê êàê èíòåãðèðîâàíèå âåä¼òñÿ îò −∞ äî ∞, ñäâèãîì ïåðåìåííîé èí-

òåãðèðîâàíèÿ ìîæíî óáðàòü φ0 è ìû ñðàçó ïîëîæèëè φ0 = 0.
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Äëÿ âðåìåíè-ïîäîáíîãî ñëó÷àÿ x2 = t2 − r2 > 0 íåîáõîäèìà äðóãàÿ

ïàðàìåòðèçàöèÿ (ñ÷èòàåì, ÷òî t > 0):

t =
√
x2 chφ0, r =

√
x2 shφ0, thφ0 =

r

t
,

êîòîðàÿ ñ ó÷¼òîì òîæäåñòâà ch(φ− φ0) = chφ chφ0 − shφ shφ0 è îïóñêà-

íèÿ êîíñòàíòû φ0 äà¼ò:

f(t, r) =

∞∫

−∞

e−ım
√
x2 chφ dφ, x2 > 0, t > 0. (F.46)

Òàê êàê shφ íå÷¼òíàÿ �óíêöèÿ, èíòåãðàë (F.45) ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëü-
íûì. Â òîæå âðåìÿ (F.46) èìååò ìíèìóþ ÷àñòü. Çàïèøåì ýòî â ñëåäóþ-

ùåì âèäå (t > 0):

f(t, r) =

{

2K0(m
√
−x2), x2 < 0

−π N0(m
√
x2)− ıπ J0(m

√
x2), x2 > 0,

(F.47)

ãäå ââåäåíû: �óíêöèÿ Áåññåëÿ J0(z), ìîäè�èöèðîâàííàÿ �óíêöèÿ Áåñ-

ñåëÿ K0(z) è �óíêöèÿ Íåéìàíà N0(z). Íèæå ìû ïðèâåä¼ì äëÿ íèõ áîëåå

ñõîäÿùèåñÿ èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ, ÷åì òå, ÷òî íåïîñðåäñòâåííî

ñëåäóþò èç (F.45), (F.46). Â ñëó÷àå t < 0, íåîáõîäèìî âçÿòü êîìïëåêñíîå

ñîïðÿæåíèå f , òàê êàê èç (F.44) ñëåäóåò, ÷òî f(−|t|, r) = f ∗(|t|, r).
Ïðè ïîìîùè θ-�óíêöèè çàïèøåì f(t, r) â âèäå îäíîãî âûðàæåíèÿ:

f(t, r) = 2θ(−x2)K0(m
√

−x2)− π θ(x2)N0(m
√
x2)− ıπ θ(x2) J0(m

√
x2).

Ó÷ò¼ì, ÷òî (ñì. ñòð. 269):

θ′(x) = δ(x), J0(0) = 1, lim
z→0

{2K0(z) + πN0(z)} = 0.

Òàê êàê f(t, r) çàâèñèò îò èíâàðèàíòà x2, ïðè âçÿòèè åãî ïðîèçâîäíîé

∂x2/∂r = −2r â çíàìåíàòåëå (F.43) r ñîêðàùàåòñÿ è D0(x) çàâèñèò òîëü-
êî îò x2. Ýòîãî ñëåäîâàëî îæèäàòü, òàê êàê â èíòåãðàëå (F.40) îòíîøå-

íèå d3p/ω ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà (ñòð. 52). Â

ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ:

D0(x) = −ıs(t)

4π
δ(x2)+ (F.48)

+
mθ(−x2)

4π2
√
−x2

K1(m
√

−x2) +
mθ(x2)

8π
√
x2

{N1(m
√
x2) + ı s(t) J1(m

√
x2)},

ãäå ââåäåíà �óíêöèÿ çíàêà âðåìåíè s(t) = sign(t), ðàâíàÿ 1 ïðè t > 0 è

-1 ïðè t < 0 (÷òî ïîëó÷àåòñÿ âçÿòèåì êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ).
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• Ïðåîáðàçóåì èíòåãðàëû (F.45) è (F.46) ê áîëåå ñõîäÿùåìóñÿ âèäó.

Äëÿ ýòîãî âåðí¼ìñÿ ê (F.43) è ïîëîæèì t = 0 (äëÿ ñëó÷àÿ x2 < 0).

f(0, r) =

∞∫

−∞

eıpr
√

p2 +m2
dp. (F.49)

Ïðîäîëæèì ïîäûíòåãðàëüíóþ �óíêöèþ â êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü. Êî-

ðåíü

√

p2 +m2
èìååò äâå òî÷êè âåòâëåíèÿ ±ım îò êîòîðûõ ïðîâåä¼ì

ðàçðåçû âäîëü êîìïëåêñíûõ îñåé â ı∞ è −ı∞ (íèæå ïåðâûé ðèñóíîê):

Àðãóìåíò êîìïëåêñíîé �óíêöèè w =
√
z2 +m2

ðàâåí ñóììå àðãóìåí-

òîâ �óíêöèé

√
z ± ım (èõ ïðîèçâåäåíèå äà¼ò w). Åñëè z = ım+ r1e

ıφ1
, òî√

z − ım = r
1/2
1 eıφ1/2

. Íà ïðàâîì áåðåãó âåðõíåãî ðàçðåçà φ1 = π/2, à íà

ëåâîì φ1 = −3π/2 (ïåðåéòè ðàçðåç ìû íå ìîæåì, îáõîäèì ñíèçó). Äëÿ√
z + ım = r

1/2
2 eıφ2/2

è íà âåðõíåé ïîëóîñè φ2 = π/2. Ïîýòîìó íà âåðõíåì

ðàçðåçå ñïðàâà àðãóìåíò argw = π/4 + π/4 = π/2 (÷òî ñîîòâåòñòâóåò

ìíîæèòåëþ ı), à íà ëåâîì áåðåãó ðàçðåçà −3π/4 + π/4 = −π/2 (ò.å. −ı).
Àíàëîãè÷íî íàõîäÿòñÿ çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà íà áåðåãàõ íèæíåãî ðàçðåçà.

Òàê êàê r > 0, çàìêí¼ì êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ â âåðõíåé ïîëóïëîñ-

êîñòè, îáîéäÿ ðàçðåçû òàê, êàê ýòî ïîêàçàíî âûøå íà âòîðîì ðèñóíêå.

Âíóòðè êîíòóðà îñîáûõ òî÷åê íåò, ïîýòîìó ïî òåîðåìå Êîøè èíòåãðàë ïî

íåìó ðàâåí íóëþ. Êðîìå ýòîãî, áëàãîäàðÿ íàëè÷èþ â ïîäûíòåãðàëüíîé

�óíêöèè ìíîæèòåëÿ eıpr, ðàâíû íóëþ èíòåãðàëû ïî z = Reıφ âäîëü äóã
φ = (0..π/2) è φ = (π/2...φ) ïðè R → ∞. Ïîýòîìó

∞∫

−∞

+

ı∞−ǫ∫

ım−ǫ

+

ım+ǫ∫

ı∞+ǫ

= 0 =>

∞∫

−∞

= −
ı∞−ǫ∫

ım−ǫ

+

ı∞+ǫ∫

ım+ǫ

.

Ó÷èòûâàÿ çíà÷åíèÿ �óíêöèè w =
√
z2 +m2

íà ëåâîì (−ǫ) è ïðàâîì (+ǫ)

áåðåãàõ ðàçðåçà, ïîëó÷àåì:

f(0, r) = 2

∞∫

m

e−ρr dρ
√

ρ2 −m2
,

ãäå ñäåëàíà çàìåíà ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ p = ıρ, dp = ıdρ. Ýòî
óæå âïîëíå ðåñïåêòàáåëüíûé èíòåãðàë (äî òåõ ïîð ïîêà r > 0).
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Äëÿ âðåìåíè ïîäîáíîãî ñëó÷àÿ x2 > 0 ìîæíî ïîëîæèòü r = 0, è ó÷åñòü

÷¼òíîñòü ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè:

f(t, 0) = 2

∞∫

0

e−ıt
√

p2+m2

√

p2 +m2
dp.

Òåïåðü êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ íåîáõîäèìî çàìêíóòü òàê, êàê ýòî èçîáðà-

æåíî âûøå íà òðåòüåì ðèñóíêå. Äåéñòâèòåëüíî íà íèæíåé äóãå z = Reıφ,

φ = (0.. − π/2) è àðãóìåíòû

√
z ± ım ìåíÿþòñÿ â ïðåäåëàõ (0.. − π/4).

Ïîýòîìó àðãóìåíò w =
√
z2 +m2

èçìåíÿåòñÿ îò 0 äî −π/2. Äëÿ ýòèõ

óãëîâ ñèíóñ îòðèöàòåëüíûé. Òàê êàê ïîä ýêñïîíåíòîé w óìíîæàåòñÿ íà

−ı, ïîëó÷àåì ïîä èíòåãðàëîì ìíîæèòåëü et R sin(argw) → 0 ïðè R → ∞.

Ïîýòîìó èíòåãðàë îò 0 äî ∞ ïî òåîðåìå Êîøè ðàâåí èíòåãðàëó îò ǫ äî
−ı∞ + ǫ:

f(t, 0) = 2

∞∫

m

e−t
√

ρ2−m2
dρ

√

ρ2 −m2
− 2ı

m∫

0

e−ıt
√

m2−ρ2dρ
√

m2 − ρ2
,

ãäå ñäåëàíà çàìåíà p = −ıρ.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ x2 < 0, äåëàÿ çàìåíó ρ = m chφ è âîññòàíàâëèâàÿ

èíâàðèàíòíûé êâàäðàò 4-âåêòîðà xν
, èìååì:

f(t, r) = 2

∞∫

0

e−m
√
−x2 chφ dφ, x2 < 0, (F.50)

Àíàëîãè÷íî, åñëè x2 < 0, â ïåðâîì èíòåãðàëå äåëàåì çàìåíó ρ = m chφ,
à âî âòîðîì ρ = m cosφ:

f(t, r) = 2

∞∫

0

e−m
√
x2 shφ dφ− 2ı

π/2∫

0

e−ım
√
x2 sinφdφ, x2 > 0. (F.51)

�àñïèñûâàÿ ïî �îðìóëå Ýéëåðà ýêñïîíåíòó:

2

∞∫

0

e−m
√
x2 shφ dφ− 2

π/2∫

0

sin(m
√
x2 sinφ) dφ− 2ı

π/2∫

0

cos(m
√
x2 sinφ) dφ

è, ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèÿ �óíêöèé Áåññåëÿ (ñòð. 268), ïîëó÷àåì (F.47).
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F.5 Ôóíêöèè �ðèíà

Ïðîñòåéøèì îáîáùåíèåì óðàâíåíèÿ ñâîáîäíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ (ñòð. 26)

ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå ñ èñòî÷íèêîì

(∂2 +m2)ϕ = j, (F.52)

ãäå j = j(t,x) � çàäàííàÿ �óíêöèÿ âðåìåíè è êîîðäèíàò. Äëÿ åãî ðåøå-

íèÿ ñëóæàò �óíêöèè �ðèíà, óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ:

(∂2 +m2)∆(x) = δ(x), (F.53)

â ïðàâîé ÷àñòè êîòîðîãî ñòîèò 4-ìåðíàÿ �óíêöèÿ Äèðàêà δ(x) = δ(t)δ(x).
Ïðè ïîìîùè �óíêöèè �ðèíà ðåøåíèå (F.52) çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

ϕ(x) = ϕ0(x) +

∫

∆(x− y) j(y) d4y, (F.54)

ãäå ϕ0(x) � îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ áåç òîêà (∂
2+m2)ϕ0 = 0. Äåéñòâè-

òåëüíî, äåéñòâóÿ îïåðàòîðîì ∂2 +m2
íà (F.54), èìååì:

(∂2 +m2)ϕ =

∫

(∂2 +m2)∆(x− y) j(y) d4y =

∫

δ(x− y) j(y) d4y = j(x).

Çàïèøåì äëÿ �óíêöèè �ðèíà è δ-�óíêöèè �óðüå-èíòåãðàëû ïî 4-

èìïóëüñó:

∆(x) =

∫

∆(p) e−ıpx d4p

(2π)4
, δ(x) =

∫

e−ıpx d4p

(2π)4
. (F.55)

Ïîäñòàâëÿÿ èõ â óðàâíåíèå (F.53), ïîëó÷àåì

(−p2 +m2)∆(p) = 1.

Ïåðåïèøåì �óðüå-îáðàç �óíêöèè �ðèíà â ñëåäóþùåì âèäå:

−∆(p) =
1

p2 −m2
=

1

p20 − ω2
p

=
1

2ωp

( 1

p0 − ωp
− 1

p0 + ωp

)

,

ãäå ωp =
√

p2 +m2
. Åñëè p2 = m2

èëè p0 = ±ω0, ïðè èíòåãðèðîâàíèè

ïî dp0 îò −∞ äî ∞ â (F.55) âîçíèêàåò äâà ïîëþñà. Ïîýòîìó íåîáõîäè-

ìî äîîïðåäåëåíèå ïðàâèë îáõîäà ýòèõ ïîëþñîâ. Ýòè ïðàâèëà ïðèâîäÿò ê

ðàçëè÷íûì �óíêöèÿì �ðèíà. Íàèáîëåå âàæíûå èç íèõ � òðè: çàïàçäû-

âàþùàÿ, îïåðåæàþùàÿ è ïðè÷èííàÿ �óíêöèè �ðèíà.
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• Çàïàçäûâàþùàÿ �óíêöèÿ �ðèíà ïîëó÷àåòñÿ, êîãäà îáà ïîëþñà ñäâè-
íóòû íà áåñêîíå÷íî ìàëóþ âåëè÷èíó ǫ → +0 â îòðèöàòåëüíóþ ñòîðîíó

êîìïëåêñíîé îñè p0:

−2ωp∆ret(p) =
1

p0 − ωp + ıǫ
− 1

p0 + ωp + ıǫ
. (F.56)

Ýòî ñîîòâåòñòâóåò 4-êðàòíîìó �óðüå-èíòåãðàëó ñ ìîäè�èöèðîâàííûì

çíàìåíàòåëåì:

∆ret(x) = −
∫

e−ıpx

p2 −m2 + ıp0 ǫ

d4p

(2π)4
. (F.57)

Íà ñàìîì äåëå, ïðè ïðèâåäåíèè ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ (F.56), âîçíèêàåò

êîìáèíàöèÿ 2ıp0ǫ− ǫ2. Òàê êàê ǫ áåñêîíå÷íî ìàëà, ÷ëåí âòîðîãî ïîðÿäêà
ǫ2 ìîæíî îòáðîñèòü. Ïî ýòîé æå ïðè÷èíå ìîæíî çàìåíèòü 2ǫ íà ǫ, òàê

êàê ïðåäåë ïðè ǫ → 0 îò ýòîãî íå èçìåíèòñÿ. Îäíàêî �âêëþ÷èòü� p0 â ǫ
óæå íåëüçÿ (ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî p0 îò −∞ äî ∞ îí ìåíÿåò çíàê, à

ïðåäåë ǫ → +0 ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ǫ > 0).
Ïðè t > 0 ýêñïîíåíòà e−ıp0t

ðàâíà íóëþ êîãäà p0 → −ı∞. Ïîýòî-

ìó ìîæíî çàìêíóòü êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ ïî p0 â íèæíåé ÷àñòè êîì-

ïëåêñíîé ïëîñêîñòè p0 áåç èçìåíåíèÿ çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà (íèæå ïåðâûé
ðèñóíîê):

Ïî òåîðåìå Êîøè, èíòåãðàë ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó ñ îáõîäîì ïî ÷àñîâîé

ñòðåëêå ðàâåí −2πı íà ñóììó âû÷åòîâ. Ïîýòîìó

∆ret(x) =

∫
ı d3p

(2π)3 2ωp

(

e−ıpx − eıpx
)

, t > 0, (F.58)

ãäå âî âòîðîì ñëàãàåìîì ñäåëàíà çàìåíà p 7→ −p, ÷òîáû ïåðåéòè îò ωpt+

px ê êîâàðèàíòíîìó âûðàæåíèþ px. Ïðè ýòîì êîìïîíåíòû 4-èìïóëüñà

óæå ÿâëÿþòñÿ çàâèñèìûìè: p = {ωp,p} è ïîëîæåíî ǫ = 0.

Ïðè t < 0 êîíòóð ìîæíî çàìêíóòü â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, è òàê êàê
ïîëþñû â íåãî íå ïîïàäàþò:

∆ret(x) = 0, ïðè t < 0, (F.59)

ò.å. çàïàçäûâàþùàÿ �óíêöèÿ �ðèíà ïðè îòðèöàòåëüíûõ âðåìåíàõ ðàâíà

íóëþ.
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• Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ îïåðåæàþùàÿ �óíêöèÿ �ðèíà

−2ωp∆adv(p) =
1

p0 − ωp − ıǫ
− 1

p0 + ωp − ıǫ
, (F.60)

â êîòîðîé ïîëþñà ïîäíÿòû â ïîëîæèòåëüíóþ ÷àñòü êîìïëåêñíîé îñè p0
(âòîðîé ðèñóíîê íà ïðåäûäóùåé ñòðàíèöå):

∆adv(x) = −
∫

e−ıpx

p2 −m2 − ıp0 ǫ

d4p

(2π)4
. (F.61)

Ïî òåîðåìå Êîøè, èíòåãðèðîâàíèå ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêå ðàâíî 2πı íà

âû÷åòû, ïîýòîìó èíòåãðàë ïî p0 ðàâåí:

∆adv(x) =

∫
ı d3p

(2π)3 2ωp

(

eıpx − e−ıpx
)

, t < 0, (F.62)

à ïðè ïîëîæèòåëüíûõ âðåìåíàõ �óíêöèÿ ðàâíà íóëþ

∆adv(x) = 0, ïðè t > 0. (F.63)

Òàêèì îáðàçîì, îïåðåæàþùàÿ �óíêöèÿ �ðèíà â íåêîòîðîì ðîäå ÿâëÿåò-

ñÿ àíòèïîäîì ê çàïàçäûâàþùåé �óíêöèè �ðèíà.

• Âîçìîæíî åù¼ îäíî îïðåäåëåíèå �óíêöèè �ðèíà, êîòîðîå ÷àñòî

âñòðå÷àåòñÿ â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ. Â ýòîé �óíêöèè, íàçûâàåìîé ïðè-

÷èííîé, ëåâûé ïîëþñ p0 = −ωp ñäâèíóò ââåðõ, à ïðàâûé p0 = ωp âíèç

îòíîñèòåëüíî äåéñòâèòåëüíîé îñè:

−2ωp∆c(p) =
1

p0 − ωp + ıǫ
− 1

p0 + ωp − ıǫ
, (F.64)

÷òî ñîîòâåòñòâóåò 4-êðàòíîìó èíòåãðàëó:

∆c(x) = −
∫

e−ıpx

p2 −m2 + ı ǫ

d4p

(2π)4
. (F.65)

Ýòî âûðàæåíèå, äåë¼ííîå íà ı íàçûâàåòñÿ ïðîïàãàòîðîì. Èíòåãðèðóÿ ïî
p0, â ñèëó òåîðåìû Êîøè, èìååì:

∆c(x) =

∫
ı d3p

(2π)32ωp

(

θ(t) e−ıpx + θ(−t) eıpx
)

, (F.66)

ãäå θ(t) � ñòóïåí÷àòàÿ �óíêöèÿ Õåâèñàéäà, ñòð. 265. Òàê êàê ïîëþñû íà-

õîäÿòñÿ ïî îáå ñòîðîíû äåéñòâèòåëüíîé îñè, ïðè÷èííàÿ �óíêöèÿ �ðèíà

îòëè÷íà îò íóëÿ êàê ïðè t > 0, òàê è ïðè t < 0.
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• Ôóíêöèè �ðèíà ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç �óíêöèþ Ïàóëè-Éîðäàíà

(F.40):

−ı∆ret(x) = θ(t)
{
D0(x)−D0(−x)

}
, −ı∆adv(x) = θ(−t)

{
D0(−x)−D0(x)

}

è

−ı∆c(x) = θ(t)D0(x) + θ(−t)D0(−x). (F.67)

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå �óíêöèè Ïàóëè-Éîðäàíà ÷åðåç �óíêöèè Áåññåëÿ

(F.48), íåñëîæíî çàïèñàòü çàïàçäûâàþùóþ �óíêöèþ �ðèíà:

∆ret(x) =
θ(t)

2π

{
δ(x2)− θ(x2)

m

2
√
x2

J1(m
√
x2)

}
. (F.68)

Îïåðåæàþùàÿ �óíêöèÿ îòëè÷àåòñÿ òîëüêî ìíîæèòåëåì ñ �óíêöèåé Õå-

âèñàéäà:

∆adv(x) =
θ(−t)

2π

{
δ(x2)− θ(x2)

m

2
√
x2

J1(m
√
x2)

}
. (F.69)

Îáå �óíêöèè ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè è ðàâíû íóëþ âíå ñâåòîâîãî

êîíóñà ïðè x2 < 0. Ïðè÷èííàÿ �óíêöèÿ �ðèíà èìååò êîìïëåêñíóþ ÷àñòü:

∆c(x) =
δ(x2)

4π
(F.70)

−mθ(x2)

8π
√
x2

{
J1(m

√
x2)− ıN1(m

√
x2)

}
+

ım θ(−x2)

4π2
√
−x2

K1(m
√

−x2).

Ïðèâåä¼ì ïîâåäåíèå ïðè÷èííîé �óíêöèè �ðèíà â îêðåñòíîñòè ñâåòîâîãî

êîíóñà x2 ∼ 0:

∆c(x) ≈
δ(x2)

4π
− ı

4π2x2
+

ım2

8π2
lnm

√

|x2|, (F.71)

ïîëó÷àåìîå èç ïîâåäåíèÿ �óíêöèé Áåññåëÿ è Íåéìàíà â íóëå. Êàê ìû

âèäèì, ïðè÷èííàÿ �óíêöèÿ �ðèíà ñóùåñòâåííî ñèíãóëÿðíà.

Âûáîð êîíêðåòíîé �óíêöèè �ðèíà â ðåøåíèè (F.54) çàâèñèò îò �èçè-

÷åñêîãî ñìûñëà ïîëó÷àåìîãî ðåøåíèÿ. Îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òîê

j(x) ñîçäà¼ò ïîëå (ÿâëÿåòñÿ åãî èñòî÷íèêîì). Â ýòîì ñëó÷àå ïðèíöèï ïðè-

÷èííîñòè (ñëåäñòâèå âîçíèêàåò ïîçæå ïðè÷èíû) òðåáóåò èñïîëüçîâàòü

çàïàçäûâàþùóþ �óíêöèþ �ðèíà ∆ret, êîòîðàÿ ðàâíà íóëþ ïðè t < 0.
Äðóãèìè ñëîâàìè, â èíòåãðàëå (F.54) ïî d4y = dy0d

3y íåíóëåâîé âêëàä

äàþò òîëüêî âðåìåíà x0 > y0. Â ðåçóëüòàòå, ïîëå â ìîìåíò âðåìåíè x0

îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè èñòî÷íèêà â áîëåå ðàííèé ìîìåíò âðåìåíè y0.
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Òåîðèÿ ãðóïï

Â ýòîì ïðèëîæåíèè ìû ðàññìîòðèì îñíîâû òåîðèè ãðóïï. Ïîñëå îïðå-

äåëåíèÿ îñíîâíûõ ïîíÿòèé, èçó÷åíû ãðóïïû âðàùåíèÿ O(3), ãðóïïà Ëî-
ðåíöà O(1, 3) è ãðóïïà Ïóàíêàðå P(1, 3). �ðóïïîâîé ïîäõîä äà¼ò åù¼

îäèí ñïîñîá êâàíòîâàíèÿ ïîëåé. Àíàëèçèðóÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðóïïû Ïó-

àíêàðå, ìû ïîëó÷èì êîììóòàòîðû îïåðàòîðà ïîëÿ ñ îïåðàòîðàìè ñóì-

ìàðíîãî 4-èìïóëüñà, ìîìåíòà è çàðÿäà ïîëÿ. Áóäóò íàéäåíû òàêæå êîì-

ìóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ýòèìè âåëè÷èíàìè.

Êâàíòîâûé ìèð

Ñåðãåé Ñ. Ñòåïàíîâ

Ýòà êíèãà íàõîäèòñÿ â ïðîöåññå ñîçäàíèÿ. Å¼ ïîñëåäíÿÿ âåðñèÿ

è äðóãèå ìàòåðèàëû íàõîäÿòñÿ íà ñàéòå: http://synset.om. Òàì

æå ìîæíî íàéòè ïåðâûé òîì: I. Ìåõàíèêà

Çàìå÷åííûå îøèáêè è âîïðîñû ïðîñüáà ïðèñûëàòü ïî àäðåñó:

steps137, çàòåì ñîáà÷êà è gmail.om.

(ñ) 2015. Ïå÷àòü: 2 èþëÿ 2017 ã.
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G.1 Òåîðèÿ ãðóïï

Ñèììåòðèÿ � ýòî íàáîð îïåðàöèé x, y, z, ... ïî ïðåîáðàçîâàíèþ ñèñòå-

ìû, êîòîðûå ýòó ñèñòåìó èëè ÷àñòü å¼ ñâîéñòâ îñòàâëÿþò íåèçìåííîé.

Îïåðàöèÿìè ìîãóò áûòü ïîâîðîòû, ñäâèãè, ïåðåñòàíîâêè ýëåìåíòîâ è

ò.ï. äåéñòâèÿ. Çàïèñûâàÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ äðóã çà äðóãîì x ·y ìû îáîçíà-

÷àåì èõ ïîñëåäîâàòåëüíîå âûïîëíåíèå � ñíà÷àëà x, çàòåì y. Â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷àåòñÿ íîâàÿ îïåðàöèÿ z = x · y. Ó êàæäîé îïåðàöèè ñóùåñòâóåò åé

îáðàòíàÿ x−1
, à åäèíè÷íîé ñ÷èòàåòñÿ îïåðàöèÿ e, êîòîðàÿ �íè÷åãî íå äå-

ëàåò�. Êîìïîçèöèÿ (x · y) · z îçíà÷àåò, ÷òî ñíà÷àëà âûïîëíÿþò x, çàòåì

y è íà ðåçóëüòàò âîçäåéñòâóþò îïåðàöèåé z. Ýòî äåéñòâèå àññîöèàòèâíî
è ðàâíî: x · (y · z) (ñíà÷àëà âûïîëíÿåòñÿ x, çàòåì íàõîäÿò êîìïîçèöèþ

ïðåîáðàçîâàíèé (y · z) è å¼ ïðèìåíÿþò ê ðåçóëüòàòó ïðåîáðàçîâàíèÿ x).
Àíàëèçîì ïîäîáíûõ îïåðàöèÿ çàíèìàåòñÿ òåîðèÿ ãðóïï.

�ðóïïà � ýòî ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ íà êîòîðîì çàäàíà âñþäó îïðåäå-

ë¼ííàÿ áèíàðíàÿ �óíêöèÿ x · y îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâàìè:
⊲ äëÿ ëþáûõ x, y ñóùåñòâóåò z : z = x · y
⊲ àññîöèàòèâíîñòü äëÿ ëþáûõ x, y, z : (x · y) · z = x · (y · z)
⊲ ñóùåñòâóåò e, òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî x : x · e = e · x = x
⊲ äëÿ ëþáîãî x ñóùåñòâóåò x−1 : x · x−1 = x−1 · x = e.

Êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì ãðóïïû. �ðóïïû

ìîãóò áûòü êîíå÷íûìè èëè áåñêîíå÷íûìè. Áåñêîíå÷íûå ãðóïïû, â ñâîþ

î÷åðåäü, áûâàþò äèñêðåòíûìè èëè íåïðåðûâíûìè.

Ïóñòü ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç 6 ýëåìåíòîâ {e, a, b, c, d, f}. Ïðåäñòàâèì
â òàáëè÷íîì âèäå äâà âàðèàíòà ãðóïïîâîãî óìíîæåíèÿ:

e a b c d f

a b c d f •
b c d f • a

C6 : c d f • a b
d f • a b c

f • a b c d

e a b c d f

a b • d f c
b • a f c d

D3 : c f d • b a
d c f a • b

f d c b a •

Â çàãîëîâêàõ ñòðî÷åê (ïî âåðòèêàëè) ñòîÿò èìåíà ïåðâîãî ñîìíîæèòåëÿ,

â çàãîëîâêàõ êîëîíîê (ïî ãîðèçîíòàëè) � âòîðîãî. Íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîêè

è êîëîíêè íàõîäèòñÿ çíà÷åíèå èõ ïðîèçâåäåíèÿ. Â C3: a · b = c, c · a = d,

è ò.ä. Åñëè ðåçóëüòàòîì îêàçûâàåòñÿ åäèíè÷íûé ýëåìåíò, òî âìåñòî �e�
ñòîèò æèðíàÿ òî÷êà, ïîçâîëÿþùàÿ ëåãêî íàõîäèòü â òàáëèöå îáðàòíûå

ýëåìåíòû. Â ðàìêó ìû îáâîäèì ÷àñòü òàáëèöû óìíîæåíèÿ íå åäèíè÷íûõ

ýëåìåíòîâ. Ïðèâåäåííûå âûøå ãðóïïû C6 è D3 èìåþò ïîðÿäîê 6.
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• Äëÿ n ýëåìåíòîâ âîçìîæíî nn·n
òàáëèö óìíîæåíèÿ. Îäíàêî î÷åíü

íåìíîãèå èç íèõ óäîâëåòâîðÿþò ãðóïïîâûì àêñèîìàì. Òàê, ïðè n = 6
âîçìîæíî 636 òàáëèö, íî òîëüêî 2 èç íèõ áóäåò ðàçëè÷íûìè ãðóïïàìè!

Êðîìå èñõîäíûõ àêñèîì ãðóïïà ìîæåò îáëàäàòü äîïîëíèòåëüíûìè ñâîé-

ñòâàìè. Íàïðèìåð, ãðóïïû ñ êîììóòèðóþùèì óìíîæåíèåì x · y = y · x
íàçûâàþòñÿ àáåëåâûìè. �ðóïïà C6 � àáåëåâà. �ðóïïà D3 � íåàáåëåâà:

(a · c = d) 6= (c · a = f).

• Èç z ·x = z ·y ñëåäóåò, ÷òî x = y (ðåãóëÿðíîñòü ñëåâà). Ýòî äîêàçûâà-

åòñÿ óìíîæåíèåì óðàâíåíèÿ ñëåâà íà z−1
è èñïîëüçîâàíèåì àññîöèàòèâ-

íîñòè. Àíàëîãè÷íî, x = y ñëåäóåò èç x · z = y · z (ðåãóëÿðíîñòü ñïðàâà).
Ïîýòîìó â ãðóïïîâûõ òàáëèöàõ â ëþáîé ñòðîêå èëè êîëîíêå íè êàêîé

ýëåìåíò íå âñòðå÷àåòñÿ äâàæäû (äëÿ ñòðîêè ñ çàãîëîâêîì z è ðàçëè÷-
íûìè êîëîíêàìè x è y ýëåìåíòû z · x è z · y ñòîÿùèå íà èõ ïåðåñå÷åíèÿõ
äîëæíû ðàçëè÷àòüñÿ).

• Åäèíè÷íûé ýëåìåíò â ãðóïïå âñåãäà îäèí. Äîêàæåì ýòî. Åñëè åäè-

íè÷íûõ ýëåìåíòîâ äâà: e1 è e2, òî ïî îïðåäåëåíèþ �åäèíè÷íîñòè� e1, åãî

óìíîæåíèå íà e2 äàñò e1 · e2 = e2. Ýòî æå ñîîòíîøåíèå, ïî îïðåäåëåíèþ
�åäèíè÷íîñòè� e2, äîëæíî äàòü e1 · e2 = e1. Îò ñþäà ñëåäóåò, ÷òî e1 = e2.

• Êàæäûé x èìååò òîëüêî îäèí îáðàòíûé åìó ýëåìåíò. Åñëè áû ó

x áûëî äâà îáðàòíûõ x1 è x2, òî óìíîæàÿ e = x ·x1 ñëåâà íà x2, ïîëó÷èì:

x2 = x2 · (x · x1) = (x2 · x) · x1 = e · x1 = x1.

Ïîýòîìó â êàæäîé ñòðîêå, è â êàæäîì ñòîëáöå òàáëèöû óìíîæåíèÿ äîëæ-

íà ñòîÿòü òîëüêî îäíà òî÷êà (åäèíè÷íûé ýëåìåíò).

• Åñëè x è y íå ðàâíû åäèíè÷íîìó, òî èõ ïðîèçâåäåíèå x · y íå ìîæåò
áûòü ðàâíî x èëè y. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, óìíîæàÿ, íàïðèìåð, x · y = x
ñëåâà íà x−1

ïîëó÷èì y = e. Ïîýòîìó â ñòðîêå èëè êîëîíêå ñîîòâåòñòâó-

þùèõ íåêîòîðîìó ýëåìåíòó a, îí ñàì ñòîÿòü íå ìîæåò, è íàõîäèòñÿ

òîëüêî â çàãîëîâêå (ñì. òàáëèöû äëÿ C6, D3). Â ðåçóëüòàòå, êàæäàÿ

ñòðî÷êà è êîëîíêà òàáëèöû, âêëþ÷àÿ èõ çàãîëîâêè, ÿâëÿþòñÿ ïîäìíî-

æåñòâîì ðàçëè÷íûõ ïåðåñòàíîâîê ýëåìåíòîâ ãðóïïû.

• ×òî áû íàéòè ýëåìåíò îáðàòíûé ïðîèçâåäåíèþ äâóõ ýëåìåíòîâ, äî-

ñòàòî÷íî ïåðåìíîæèòü â îáðàòíîì ïîðÿäêå îáðàòíûå ê íèì ýëåìåíòû:

(x · y)−1 = y−1 · x−1.

Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ àññîöèàòèâíîñòü, èìååì:

(x ·y)−1 ·(x ·y) = (y−1 ·x−1) ·(x ·y) = y−1 ·(x−1 ·x) ·y = y−1 ·e ·y = y−1y = e.

Àíàëîãè÷íîå ïðàâèëî ñïðàâåäëèâî è äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ íåñêîëüêèõ ýëå-

ìåíòîâ: (x · y · z)−1 = z−1 · y−1 · x−1
, è ò.ä.
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• Èíîãäà íåñêîëüêî ýëåìåíòîâ ïåðåìíîæàÿñü, ïîðîæäàþò âñå îñòàëü-

íûå ýëåìåíòû ãðóïïû. Òàêèå ýëåìåíòû íàçûâàþòñÿ ñèñòåìîé ïîðîæ-

äàþùèõ ýëåìåíòîâ. Ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ,

íåîáõîäèìûõ äëÿ çàäàíèÿ âñåé òàáëèöû óìíîæåíèÿ íàçûâàåòñÿ ðàíãîì

ãðóïïû. Ïðè ïîìîùè ïîðîæäàþùèõ ýëåìåíòîâ, ãðóïïà çàïèñûâàåòñÿ â

âèäå óãëîâûõ ñêîáîê, âíóòðè êîòîðûõ äî âåðòèêàëüíîé ÷åðòû ïåðå÷èñ-

ëÿþòñÿ ïîðîæäàþùèå ýëåìåíòû (êðîìå åäèíè÷íîãî), à ïîñëå � îïðåäå-

ëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ, ò.å. ïðàâèëà êîòîðûå íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ïðè

ïîðîæäåíèè äðóãèõ ýëåìåíòîâ (çíàê óìíîæåíèÿ îïóñêàåì):

C6 =
〈
a|a6 = e

〉
, D3 =

〈
a, c|a3 = e, c2 = e, (ac)2 = e

〉
.

Òàê, C6 îçíà÷àåò, ÷òî óìíîæåíèå ýëåìåíòà a ñàìîãî íà ñåáÿ: a2 = a · a è
ò.ä. áóäåò ïðèâîäèòü ê íîâûì ýëåìåíòàì, ïîêà ìû íå ñäåëàåì ýòî øåñòü

ðàç: a6 = e, ïîëó÷èâ åäèíè÷íûé ýëåìåíò. �ðóïïà çàìûêàåòñÿ, ñîñòîèò èç
6-òè ýëåìåíòîâ, èìåþùèõ (â îáîçíà÷åíèÿõ òàáëèöû C6 íà ñòð. 280) âèä:

{e, a, a2 = b, a3 = c, a4 = d, a5 = f}. Àíàëîãè÷íî (⋖H17) äëÿ ãðóïïû D3.

• Ïîäãðóïïà H � ýòî ïîäìíîæåñòâî H ⊂ G, ýëåìåíòîâ ãðóïïû G äëÿ

êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ âñå ãðóïïîâûå ñâîéñòâà (åñòü åäèíè÷íûé, ó êàæ-

äîãî ýëåìåíòà � îáðàòíûé, è ïðè óìíîæåíèè âîçíèêàþò òîëüêî ýëåìåíòû

èç ïîäãðóïïû: hi, hj , hi ·hj ∈ H). Òàê, C3 = {e, a, b} =
〈
a|a3 = e

〉
⊂ D3.

Åäèíè÷íûé ýëåìåíò {e} è ñàìó ãðóïïó G íàçûâàþò ñîáñòâåííûìè ïîä-

ãðóïïàìè G. Áîëåå íåòðèâèàëüíûå ïîäãðóïïû � íåñîáñòâåííûìè.

Åñëè ó ãðóïïû G èçâåñòíà ïîäãðóïïà H, òî ìîæíî ïîïûòàòüñÿ íàé-

òè äðóãèå ïîäãðóïïû. Äëÿ ýòîãî, âûáèðàåòñÿ �èêñèðîâàííûé ýëåìåíò g

ãðóïïû (g ∈ G), íå ïðèíàäëåæàùèé H (g 6∈ H) è ñòðîèòñÿ ñîïðÿæ¼í-

íàÿ ïîäãðóïïà H′ = gHg−1
, ýëåìåíòû êîòîðîé ïîëó÷àþòñÿ óìíîæåíèåì

âñåõ ýëåìåíòîâ H ñëåâà íà g, à ñïðàâà íà g−1
. Òî, ÷òî òàêîå ìíîæåñòâî

ýëåìåíòîâ îáðàçóåò ãðóïïó, ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ (⋖H18). Òàê, ðåçóëüòàò

óìíîæåíèÿ îñòà¼òñÿ âíóòðè H′
:

h′
ih

′
j = (g hi g

−1) · (g hj g
−1) = g (hi hj) g

−1 = ghkg
−1 = h′

k ∈ H′.

Ïîäãðóïïà H ⊂ G íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíîé, åñëè å¼ ñîïðÿæåíèå ñ

ëþáûì ýëåìåíòîì G ñíîâà äàåò H (íîâàÿ ïîäãðóïïà íå âîçíèêàåò). Òî-

ãäà äëÿ ëþáîãî g ∈ G èìååì: g−1 hi g = hj ∈ H èëè èíà÷å hi g = g hj .

Íàïðèìåð, äëÿ {e, a, b} ⊂ D3 áóäåò c · {e, a, b} · c−1 = {a, b, a} è ò.ä. Òà-

êèì îáðàçîì, ýòî èíâàðèàíòíàÿ ïîäãðóïïà. Íåèíâàðèàíòíû: {e, c}, {e, d}
è {e, f}. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ñîïðÿæåíèè ýëåìåíòà hi ïîëó÷àåòñÿ, âîîáùå

ãîâîðÿ, äðóãîé ýëåìåíò hj èíâàðèàíòíîé ïîäãðóïïû. Âñå ïîäãðóïïû àáå-

ëåâîé ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè. �ðóïïà, íå èìåþùàÿ èíâàðè-

àíòíûõ ïîäãðóïï (êðîìå ñåáÿ è åäèíèöû), íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé.
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• Îäíà è òà æå ãðóïïà â êîíêðåòíûõ ïðèëîæåíèÿõ ìîæåò èìåòü ðàç-

ëè÷íûå ðåàëèçàöèè, êîòîðûå íàçûâàþò ïðåäñòàâëåíèÿìè ãðóïïû. �àñ-

ñìîòðèì, íàïðèìåð, ãðóïïó C4 =
〈
a|a4 = e

〉
= {e, a, b, c} ñ òàáëèöåé

óìíîæåíèÿ (ñëåâà):

a b c
a b c •

C4 : b c • a
c • a b

ı −1 ı∗

ı −1 ı∗ 1

−1 ı∗ 1 ı
ı∗ 1 ı −1

1 2 3
1 2 3 0

2 3 0 1
3 0 1 2

Ýòî àáñòðàêòíàÿ àáåëåâà (x · y = y · x) ãðóïïà. Å¼ ýëåìåíòàì ìîæ-

íî ïðèäàòü ðàçëè÷íûé ñîäåðæàòåëüíûé ñìûñë. Íàïðèìåð {e, a, b, c} =
{1, ı,−1, ı∗}, ãäå 1, −1 � îáû÷íûå ÷èñëà, ı � ìíèìàÿ åäèíèöà, à ı∗ � å¼

êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå. Äðóãîå ïðåäñòàâëåíèå ìîæíî ïîñòðîèòü, ñ÷è-

òàÿ ýëåìåíòû ãðóïïû öåëûìè ÷èñëàìè {e, a, b, c} = {0, 1, 2, 3} ñ ãðóïïî-
âûì óìíîæåíèåì x·y : (x+y) mod 4, ãäå ïëþñ � îáû÷íîå àðè�ìåòè÷åñêîå
ñëîæåíèå, à �z mod 4� � îïåðàöèÿ ïîëó÷åíèÿ îñòàòêà îò äåëåíèÿ z íà 4

(âûøå òðåòüÿ òàáëèöà). Âîçìîæíî òàêæå ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå:

e =

(
1 0
0 1

)

, a =

(
0 −1
1 0

)

, b =

(
−1 0
0 −1

)

, c =

(
0 1
−1 0

)

.

Íàêîíåö, äëÿ ãðóïïû C4 ñïðàâåäëèâî ãåîìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå, ñî-

ñòîÿùåå èç ïîâîðîòîâ êâàäðàòà âîêðóã öåíòðà, áåç îòðàæåíèé:

e a b c

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (êîìïîçèöèÿ) äâóõ ïîâîðîòîâ {a, b, c} �îðìèðóåò

ãðóïïîâóþ òàáëèöó C4.

• Äâå ãðóïïû íàçûâàþòñÿ èçîìîð�íûìè, åñëè ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðå-

îáîçíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ èõ òàáëèöû óìíîæåíèÿ ñîâïàäàþò.

Äâå ãðóïïûG è G′
ãîìîìîð�íû, åñëè ñóùåñòâóåò ñîîòâåòñòâèå ìåæäó

èõ ýëåìåíòàìè. Ïðè ýòîì, ìîæíî ââåñòè âñþäó îïðåäåë¼ííóþ �óíêöèþ

g′k = Ψ(gi), ñîõðàíÿþùóþ óìíîæåíèÿ: Ψ(gi gj) = Ψ(gi)Ψ(gj). Åñëè Ψ

èìååò îáðàòíóþ (ñîîòâåòñòâèå âçàèìíî-îäíîçíà÷íî), òî ýòî èçîìîð�èçì.

�ðóïïà G′
íàçûâàåòñÿ îáðàçîì (ImΨ) îòîáðàæåíèÿ: G′ = Ψ(G). Ìíîæå-

ñòâî ýëåìåíòîâ ïåðåõîäÿùèõ ïðè ãîìîìîð�èçìåG′ = Ψ(G) â åäèíè÷íûé

ýëåìåíò e′ ∈ G′
íàçûâàåòñÿ ÿäðîì ãîìîìîð�èçìà (kerΨ).

Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî íåñèíãóëÿðíûõ ìàòðèö (detA 6= 0) îáðàçóåò

ãðóïïó. Îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ det(AB) = detA detB óñòàíàâëè-

âàåò ãîìîìîð�íîå îòîáðàæåíèå èç ãðóïïû ìàòðèö â ãðóïïó íåíóëåâûõ

âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. ßäðîì îòîáðàæåíèÿ áóäóò âñå ìàòðèöû ñ detA = 1.
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G.2 Ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï

�ðóïïà � ýòî àáñòðàêòíîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ íà êîòîðîì çàäàíà áè-

íàðíàÿ îïåðàöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñîîòâåòñòâóþùèì àêñèîìàì. Ïðåä-

ñòàâëåíèåì ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ ðåàëèçàöèÿ ýòîãî ìíîæåñòâà ïðè ïîìîùè

òåõ èëè èíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Ìàòðè÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì

(äàëåå ïðîñòî ïðåäñòàâëåíèåì) ãðóïïû íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ìàòðèö

�èêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ âîñïðîèçâîäèò ãðóï-

ïîâóþ òàáëèöó óìíîæåíèÿ. Áîëåå òî÷íî, åñëè g � ýëåìåíò ãðóïïû, g−1
�

åìó îáðàòíûé, e � åäèíè÷íûé ýëåìåíò, à T(g) ìàòðèöà, êîòîðàÿ ñòàâèòñÿ

â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíòó g, òî

T(g1)T(g2) = T(g1g2), T(e) = 1, T(g−1) = T−1(g). (G.1)

Ïðåäñòàâëåíèå T(g) íàçûâàåòñÿ òî÷íûì, åñëè ìíîæåñòâî ìàòðèö èçî-

ìîð�íî ìíîæåñòâó ýëåìåíòîâ ãðóïïû (êàæäîìó ýëåìåíòó ñîîòâåòñòâó-

åò ìàòðèöà è âñå ýòè ìàòðèöû ðàçëè÷íû). �îìîìîð�íîå îòîáðàæåíèå

(íåñêîëüêèì ýëåìåíòàì ãðóïïû ñîîòâåòñòâóåò îäíà ìàòðèöà) òàêæå ñ÷è-

òàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ãðóïïû.

Ìàòðèöû nxn ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè îïåðàòîðàìè, êîòîðûå ìîãóò äåé-

ñòâîâàòü (óìíîæàòüñÿ) íà âåêòîð (ñòîëáèê èç n ýëåìåíòîâ), â ðåçóëüòàòå

÷åãî ïîëó÷àåòñÿ íîâûé ñòîëáèê (ïî j ñóììà îò 1 äî n):

x′ = T(g) · x, x′
i = Tij xj.

Ïîäîáíûå ëèíåéíûå îïåðàòîðû ìîæíî ðåàëèçîâàòü è áîëåå ñëîæíûìè

êîíñòðóêöèÿìè, ÷åì ìàòðèöû êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè. Îäíàêî ìû îãðà-

íè÷èìñÿ èìåííî ýòèì êëàññîì ïðåäñòàâëåíèé.

Åñëè çàäàíî íåêîòîðîå ïðåäñòàâëåíèå ðàçìåðíîñòè n (ìàòðèöû nxn),

òî ïðè ïîìîùè íåñèíãóëÿðíîé ìàòðèöû S (detS 6= 0) òîé æå ðàçìåðíîñòè
âñåãäà ìîæíî ïîñòðîèòü äðóãîå ïðåäñòàâëåíèå:

T′(g) = ST(g)S−1. (G.2)

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ïîäîáíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñîõðàíÿåò ãðóïïîâîå óìíî-

æåíèå:

T′(g1)T
′(g2) = ST(g1)T(g2)S

−1 = ST(g1g2)S
−1 = T′(g1g2),

ïîýòîìó ìàòðèöûT′(g) òàêæå ÿâëÿþòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ãðóïïûG. Ïðåä-

ñòàâëåíèÿ ñâÿçàííûå ïðåîáðàçîâàíèåì (G.2) íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíû-

ìè. Åñëè æå äâà ïðåäñòàâëåíèÿ íå ìîãóò áûòü ñâÿçàíû (G.2), òî îíè

íåýêâèâàëåíòíû. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â (G.2) äëÿ âñåõ ìàòðèö äàííîãî ïðåä-

ñòàâëåíèÿ T(g) èñïîëüçóåòñÿ îäíà è òà æå ìàòðèöà S.
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• �àññìîòðèì äèñêðåòíóþ íåàáåëåâó ãðóïïó D3:

a b c d f
a b • d f c

b • a f c d
D3 : c f d • b a

d c f a • b
f d c b a •

Å¼ ýëåìåíòû ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê îïåðàöèè âðàùåíèÿ è ïåðåâîðîòà

òðåóãîëüíèêà, êîòîðûå ñîõðàíÿþò åãî ïîëîæåíèå â ïðîñòðàíñòâå:

Ýëåìåíò a ñîîòâåòñòâóåò ïîâîðîòó íà 120o âîêðóã îñè z. Åãî ìîæíî çà-
ïèñàòü ïðè ïîìîùè ìàòðèöû T(a) âðàùåíèÿ íà óãîë 2π/3. Àíàëîãè÷íî

çàïèøåì ìàòðèöó T(b), ïîâîðîòà íà äâîéíîé óãîë 4π/3:

T(e) =





1 0 0

0 1 0
0 0 1



 , T(a) =






−1
2

√
3
2

0

−
√
3
2 −1

2 0
0 0 1




 , T(b) =






−1
2

−
√
3
2

0√
3
2 −1

2 0
0 0 1




 .

Ïåðåâîðîò íà 180o âîêðóã îñè y (ýëåìåíò c) èçìåíÿåò îðèåíòàöèþ îñåé x è
z. Îñòàâøèåñÿ äâå ìàòðèöû ìîæíî ïîëó÷èòü ïðè ïîìîùè ïåðåìíîæåíèÿ

óæå çàïèñàííûõ ìàòðèö, òàê êàê d = a · c è f = c · a:

T(c) =





−1 0 0
0 1 0
0 0 −1



 ,T(d) =






1
2

√
3
2 0√

3
2 −1

2 0
0 0 −1




 ,T(f) =






1
2 −

√
3
2 0

−
√
3
2 −1

2 0
0 0 −1




 .

Ýòè 6 ìàòðèö èìåþò òàáëèöó óìíîæåíèÿ ñîâïàäàþùóþ ñ ãðóïïîâîé òàá-

ëèöåé D3. Åñëè ìû ïåðåéä¼ì îò ìàòðèö 3x3 ê ìàòðèöàì 2x2, îòáðîñèâ

ïîñëåäíþþ ñòðî÷êó è êîëîíêó, òî ïîëó÷èì ìíîæåñòâî èç 6 ðàçëè÷íûõ

ìàòðèö, êîòîðûå òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ãðóïïû. Ýòà æå ãðóïïà

äîïóñêàåò íåòî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ïðè ïîìîùè ñëåäóþùåãî ãîìîìîð�-

íîãî îòîáðàæåíèÿ:

T(e) = T(a) = T(b) = 1, T(c) = T(d) = T(f) = −1.

Ìàòðèöàìè â ýòîì ñëó÷àå âûñòóïàþò ïðîñòî ÷èñëà. Íåñìîòðÿ íà �ïîòå-

ðþ� èí�îðìàöèè, òàêîå ïðåäñòàâëåíèå óäîâëåòâîðÿåò îïðåäåëåíèþ (G.1).

Íàïðèìåð: T(a)T(c) = 1 · (−1) = −1 = T(a · c) = T(f). Ïîíÿòíî, ÷òî

îáû÷íàÿ åäèíèöà 1 ÿâëÿåòñÿ íåòî÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì ëþáîé ãðóïïû.
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• Â ïðèìåðå ñ ãðóïïîé D3 ìû ïîñòðîèëè 4 ïðåäñòàâëåíèÿ: ìàòðèöû

3x3, ìàòðèöû 2x2 è îäíîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ {1,−1} è {1}. Ïîñìîòðèì
åù¼ ðàç íà ìàòðèöû 3x3. Îíè ñîñòîÿò èç äèàãîíàëüíûõ áëîêîâ 2x2 è 1x1.

Êàæäûé èç ýòèõ áëîêîâ ñíîâà ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ãðóïïû. �îâî-

ðÿò, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå âïîëíå ïðèâîäèìî, åñëè âñå åãî ìàòðèöû ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â ýêâèâàëåíòíîì áëî÷íî-äèàãîíàëüíîì âèäå:

T(g) =








T1(g) 0 0 . . .
0 T2(g) 0 . . .
0 0 T3(g) . . .
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.








,

ãäå Ti(g) - ìàòðèöû, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷íîé ðàçìåðíîñòè (íî îäèíà-

êîâîé äëÿ äàííîãî áëîêà ó âñåõ ìàòðèö ïðåäñòàâëåíèÿ).

Èíîãäà, ÷òîáû îáíàðóæèòü ïðèâîäèìîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ íåîáõîäèìî

âûïîëíèòü ïðåîáðàçîâàíèå T′(g) = ST(g)S−1
. Åñëè íè ïðè êàêîé ìàò-

ðèöå S áëî÷íî-äèàãîíàëüíûé âèä äëÿ âñåõ ìàòðèö ïðåäñòàâëåíèÿ íå ïî-

ëó÷àåòñÿ, òî ãîâîðÿò, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå íåïðèâîäèìî. Áëîêè â ìàòðèöàõ

3x3 ïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû D3 ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöàìè íåïðè-

âîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé.

Ïðåäñòàâëåíèå áóäåò òàêæå ïðèâîäèìûì, êîãäà íóëþ ðàâåí òîëüêî

íèæíèé ëåâûé áëîê ìàòðèö:

T(g) =

(
T1(g) A

0 T2(g)

)

.

Åñëè ìàòðèöû T1(g) è/èëè T2(g) ïðèâîäèìû, òî äëÿ íèõ ìîæíî ïîëó-

÷èòü àíàëîãè÷íóþ áëî÷íóþ êîíñòðóêöèþ, è ò.ä. �àçáåðåìñÿ, ïî÷åìó ýòà

ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ïðèâîäèìîé. Íàïðèìåð, ïåðåìíîæèì ìàòðèöû 3x3:





a1 b1 A1

c1 d1 B1

0 0 C1









a2 b2 A2

c2 d2 B2

0 0 C2



 =





a1a2 + b1c2 a1b2 + b1d2 ∗ ∗ ∗
c1a2 + d1c2 c1b2 + d1d2 ∗ ∗ ∗

0 0 C1C2



 .

Â ðåçóëüòèðóþùåé ìàòðèöå äèàãîíàëüíûå áëîêè 2x2 è 1x1 ñîñòîÿò èç òåõ

æå ýëåìåíòîâ, ÷òî è â ñîîòâåòñòâóþùèõ áëîêàõ èñõîäíûõ ìàòðèö. Ïî-

ýòîìó ýòè áëîêè ìîãóò áûòü âûáðàíû â êà÷åñòâå ìàòðèö ïðåäñòàâëåíèÿ

ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè (çâåçäî÷êàìè îòìå÷åíû äâà ýëåìåíòà ñîäåðæàùèå

ñìåñü ýëåìåíòîâ èç ðàçëè÷íûõ áëîêîâ).

Äëÿ ìàòðèö êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè, åñëè ïðåäñòàâëåíèå ïðèâîäèìî

(íóëåâàÿ ìàòðèöà â ëåâîì íèæíåì óãëó), òî îíî áóäåò è âïîëíå ïðèâîäè-

ìûì (áëî÷íî-äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû). Äàëüøå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü

òîëüêî áëî÷íî-äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû, îïóñêàÿ ñëîâî �âïîëíå�.
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Âûÿñíåíèå âñåõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé äàííîé ãðóïïû âàæíî,

òàê êàê ñ èõ ïîìîùüþ ìîæíî ñêîíñòðóèðîâàòü ëþáîå ïðèâîäèìîå ïðåä-

ñòàâëåíèå. �àçëîæåíèå ïðåäñòàâëåíèÿ íà íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ

çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

T(g) = T1(g)⊕T2(g)⊕T3(g)⊕ ...,

ãäå Ti(g) � ìàòðèöû ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè, ÷åì T(g).
Âåêòîðû x íà êîòîðûå äåéñòâóþò ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè âåê-

òîðíîãî ïðîñòðàíñòâà L. Äëÿ íèõ îïðåäåëåíî êîììóòàòèâíîå è àññîöèà-

òèâíîå ñëîæåíèå

x+ y = y + x, (x+ y) + z = x+ (y + z)

è óìíîæåíèå âåêòîðà íà ÷èñëî:

(α+ β)x = αx+ βx, α(x+ y) = αx+ αy, (αβ)x = α(βx).

Êðîìå ýòîãî ñóùåñòâóåò âûäåëåííûé íóëåâîé âåêòîð 0, òàêîé, ÷òî äëÿ

ëþáîãî âåêòîðà x+0 = x è óìíîæåíèå âåêòîðà íà 1 åãî íå ìåíÿåò 1x = x.

Âåêòîð n-ìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå
ñòîëáèêà èç n ÷èñåë x = (x1 x2 ... xn)

T
. Â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî

ââåñòè n áàçèñíûõ âåêòîðîâ e1, ..., en ïî êîòîðûì ðàñêëàäûâàåì ëþáîé

âåêòîð (ck � ÷èñëà):

x = c1 e1 + c2 e2 + ...+ cn en.

Äëÿ n = 3 ìîæíî âûáðàòü e1 = (1, 0, 0)T , e2 = (0, 1, 0)T , e3 = (0, 0, 1)T

è òîãäà ci = xi.

Ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè îïåðàòîðàìè (êîòîðûå êàæäîìó âåê-

òîðó ñòàâÿò â ñîîòâåòñòâèå äðóãîé âåêòîð y = Tx). Ëèíåéíîñòü îçíà÷àåò,

÷òî:

T(x+ y) = Tx+Ty, T(αx) = αTx.

Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íà êîòîðîå äåéñòâóþò ìàòðèöû ïðèâîäèìîãî

ïðåäñòàâëåíèÿ ðàçáèâàþòñÿ íà êëàññû L1, L2, L3, ... ÷èñëî êîòîðûõ ðàâíî

÷èñëó áëîêîâ íà äèàãîíàëè ìàòðèö. Âíóòðè êàæäîãî êëàññà ïðîèñõîäÿò

íåçàâèñèìûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäìíîæåñòâà êîìïîíåíò ýòèõ âåêòîðîâ íà

êîòîðûå �äåéñòâóåò� äàííûé áëîê ìàòðèöû. Òàê, â ïðèìåðå ñ D3 ïðåä-

ñòàâëåíèå 3x3 ñëåäóþùèì îáðàçîì äåéñòâóåò íà âåêòîðû:





a11 a12 0
a21 a22 0

0 0 b1



 ·





α1

α2

β1



 =





a11α1 + a12α2

a21α1 + a22α2

b1β1



 .

Â ñëó÷àå ïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî è áàçèñ

ðàñùåïëÿþòñÿ íà âåêòîðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè.
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G.3 Ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

• Ïðè îïèñàíèè ñèììåòðèé ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè âàæíóþ ðîëü èã-

ðàþò áåñêîíå÷íûå íåïðåðûâíûå ãðóïïû, ýëåìåíòû êîòîðûõ �íóìåðóþò-

ñÿ� îäíèì èëè íåñêîëüêèìè íåïðåðûâíûìè ïàðàìåòðàìè. Òàêèå ãðóïïû

íàçûâàþòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèìè èëè ãðóïïàìè Ëè. Âàæíûì ïîäìíîæå-

ñòâîì ýòèõ ãðóïï ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ.

�àññìîòðèì âåêòîð n âåëè÷èí x = (x1, ..., xn) (�êîîðäèíàòû�), è íàáîð

s ïàðàìåòðîâ a = (a1, ..., as), îïðåäåëÿþùèõ ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå,

êîòîðîå ìû çàïèøåì â ìàòðè÷íîì âèäå (ïî β � ñóììà îò 1 äî n):

x′ = T(a) · x èëè x′
α = Tαβ(a) xβ.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàòðè÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñíîâà ÿâëÿåòñÿ ìàò-

ðè÷íûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Íàïðèìåð, åñëè îò êîîðäèíàò x ìû ïåðåõîäèì

ê x′
, à çàòåì ê x′′

, ýòî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå îäíîé ìàòðèöû:

x′ = T1 x, x′′ = T2 x
′, => x′′ = T3 x = (T2T1)x.

Â êîìïîçèöèè ïðåîáðàçîâàíèé T2T1 ïðàâàÿ ìàòðèöà � ýòî ïåðâîå ïðå-

îáðàçîâàíèå, à ëåâàÿ � âòîðîå (ïîðÿäîê ìàòðèö îáðàòíûé ïî ñðàâíåíèþ

ñ ïîðÿäêîì óìíîæåíèåì ýëåìåíòîâ àáñòðàêòíûõ ãðóïï).

Ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå îáëàäàåò àññîöèàòèâíîñòüþ. �ðóïïîâîå ïðåîá-

ðàçîâàíèå çàìêíóòî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè T(a) è T(b) äâà ïîñëåäîâà-
òåëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè a è b, òî èõ ìàòðè÷íîå óìíî-

æåíèå T(c) = T(b)T(a) òàêæå áóäåò ïðåîáðàçîâàíèåì ñ ïàðàìåòðîì

c. Åäèíèöå ãðóïïû ñîîòâåòñòâóåò åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà 1 ñ åäèíèöàìè íà

äèàãîíàëè è íóëÿìè äëÿ äðóãèõ ýëåìåíòîâ. Êðîìå ýòîãî ìû òðåáóåì, ÷òî-

áû ìàòðèöû áûëè íåñèíãóëÿðíûìè (detT 6= 0) è êàæäàÿ èç íèõ èìåëà

îáðàòíóþ. Ïîäõîäÿùèì âûáîðîì ñïîñîáà ïàðàìåòðèçàöèè âñåãäà ìîæíî

äîáèòüñÿ ÷òîáû: T(0) = 1 (åäèíè÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå).

Åñëè êîý��èöèåíòû ìàòðèö nxn ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè, òî

òàêàÿ ãðóïïà îáîçíà÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: GL(n, C). Ïîäãðóïïîé
ýòîé ãðóïïû áóäåò ìíîæåñòâî ìàòðèö ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîý��èöèåí-

òàìè: GL(n,R), ãäå G � group, L � linear, C � omplex, R � real.

Óíèòàðíàÿ ãðóïïà U(n) � ýòî ìíîæåñòâî ìàòðèö nxn, äëÿ êîòîðûõ:
U+U = 1. Ñïåöèàëüíàÿ óíèòàðíàÿ ãðóïïà SU(n) � ïîäãðóïïà âñåõ

óíèòàðíûõ ìàòðèö, èìåþùèõ åäèíè÷íûé îïðåäåëèòåëü: detU = 1.
Îðòîãîíàëüíàÿ ãðóïïà O(n) � ýòî ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ îðòîãî-

íàëüíûõ ìàòðèö nxn: OT O = 1. Îíà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì (ïîä-

ãðóïïîé) óíèòàðíîé ãðóïïû. Ñïåöèàëüíàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ãðóïïà SO(n)

� ïîäãðóïïà âñåõ îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö, ñ åäèíè÷íûì îïðåäåëèòåëåì.
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• Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíûå ìàòðè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ T(a), T(b)
ñíîâà ïðèâîäÿò ê ïðåîáðàçîâàíèþ, òî ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ,

ïðè ïîìîùè êîòîðîé ìîæíî ïîëó÷èòü çíà÷åíèÿ èòîãîâûõ ïàðàìåòðîâ:

T(c) = T(b)T(a), c = φ(b, a).

Òàêàÿ �óíêöèÿ êîìïîçèöèè c = φ(b, a) (ñíà÷àëà íà a, çàòåì íà b) óäî-

âëåòâîðÿåò íåêîòîðûì �óíêöèîíàëüíûì óðàâíåíèÿì. Òàê, èç àññîöèà-

òèâíîñòè (Tc ·Tb) ·Ta = Tc · (Tb ·Ta) ñëåäóåò:

φ(φ(c,b), a) = φ(c, φ(b, a)). (G.3)

Åäèíè÷íîå (ïðè a = 0) ïðåîáðàçîâàíèå äà¼ò:

φ(a, 0) = φ(0, a) = a. (G.4)

Âàæíóþ ðîëü èãðàåò ïîâåäåíèå �óíêöèè φ(b, a) â îêðåñòíîñòè åäè-

íè÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (íóëåâîãî ïàðàìåòðà a). �àçëîæèì φ(b, a) â ðÿä

Òåéëîðà (ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ñóììèðîâàíèå îò 1 äî s):

ck = φk(b, a) = bk + ak + φ k
ij b

i aj + F k
ij b

i bj +G k
ij a

i aj + ...,

ãäå âåðõíèé èíäåêñ ÿâëÿåòñÿ íå ñòåïåíüþ, à íîìåðîì ïàðàìåòðà. Äëÿ

ïåðâûõ äâóõ ñëàãàåìûõ ðàçëîæåíèÿ ñðàçó ó÷òåíî óñëîâèå (G.4). Ñîõðà-

íÿÿ ïîðÿäîê ìàëîñòè, ïîäñòàâèì ýòî ðàçëîæåíèå â óðàâíåíèå àññîöèà-

òèâíîñòè (G.3). ×òîáû íå ïîãðÿçíóòü â èíäåêñàõ îïóñòèì èõ, ïðåäñòàâèâ

âñ¼ â �ìàòðè÷íîé� �îðìå, è, ñîõðàíÿÿ âòîðîé ïîðÿäîê ìàëîñòè, ïîëó÷èì:

φ(c+ b+ cΦb+ cFc+ bGb, a) = φ(c, b+ a+ bΦa+ bFb+ aGa),

èëè åù¼ ðàç ðàñêëàäûâàÿ �óíêöèþ:

(c+ b+ cΦb+ cFc + bGb) + a+ (c+ b) Φ a+ (c+ b)F (c+ b) + aGa
= c+ (b+ a+ bΦa+ bFb+ aGa) + cΦ(b+ a) + cFc+ (b+ a)G (b+ a).

×ëåíû ëèíåéíûå ïî ïàðàìåòðàì, è ïðîïîðöèîíàëüíûå Φ = φk
ij óñïåøíî

ñîêðàùàþòñÿ, ÷åãî íåëüçÿ ñêàçàòü î ÷ëåíàõ ñ F è G. Ïîýòîìó óñëîâèå

àññîöèàòèâíîñòè (G.3) ïðè ëþáûõ a, b è c âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî êîãäà

F k
ij = 0, G k

ij = 0, è, ñëåäîâàòåëüíî, â îêðåñòíîñòè íóëÿ:

φk(b, a) ≈ bk + ak + φ k
ij b

i aj. (G.5)

Àíòèñèììåòðè÷íûå ïî íèæíèì èíäåêñàì êîý��èöèåíòû:

c kij = φ k
ij − φ k

ji (G.6)

íàçûâàþò ñòðóêòóðíûìè êîíñòàíòàìè. Îíè èãðàþò �óíäàìåíòàëü-

íóþ ðîëü â òåîðèè ãðóïï Ëè.
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• �àçëîæèì ìàòðèöó T(a) â îêðåñòíîñòè åäèíè÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ:

T(a) = 1+ aiXi + ai aj Yij + ...,

ãäå ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïðîâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå. Îáðàòèì

âíèìàíèå, ÷òî íèæíèå èíäåêñû ó ìàòðèö Xi, Yij � ýòî èõ íîìåðà, à

íå ýëåìåíòû ìàòðèö! Äëÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî a íàì íåîáõîäèìî

s ìàòðèö Xi, ãäå s � ÷èñëî ïàðàìåòðîâ. Äëÿ ñëåäóþùåãî ÷ëåíà ðàçëî-

æåíèÿ òðåáóåòñÿ óæå s2 ìàòðèö Yij, îäíàêî áëàãîäàðÿ ñèììåòðè÷íîìó

òåíçîðó aiaj , íà ñàìîì äåëå ýòèõ ìàòðèö s(s + 1)/2, òàê êàê Yij = Yji.

Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äâóõ ïðåîáðàçîâàíèé èìååì:

T(b)T(a) = (1+ biXi + bi bj Yij + ...)(1+ apXp + ap aq Ypq + ...).

Ïåðåìíîæèì ñêîáêè ñ ñîõðàíåíèåì ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî ai è bi:

T(b)T(a) = 1+ (bi + ai)Xi + biaj XiXj + (bi bj + ai aj)Yij + ...

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðåçóëüòàò óìíîæåíèÿ T(b)T(a) ðàâåí T(φ(b, a)), ïî-

ýòîìó, ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèå (G.5), èìååì:

T(b)T(a) = 1+(bk+ak+φk
ij b

iaj+ ....)Xk+(bi+ai+ ...) (bj+aj+ ...)Yij+ ...

Ñðàâíèâàÿ T(b)T(a), ïîëó÷åííûå äâóìÿ ñïîñîáàìè, íàõîäèì (⋖H20):

XiXj = φk
ij Xk + 2Yij.

Çàïèøåì ýòî æå óðàâíåíèå ñ ïåðåñòàâëåííûìè èíäåêñàìè i, j, è âû÷òåì
åãî èç èñõîäíîãî. Òàê êàê ìàòðèöû Yij ïî i è j ñèììåòðè÷íû, òî:

[Xi,Xj] = ckij Xk, (G.7)

ãäå ckij = φk
ij − φk

ji - ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû, è [A,B] = AB−BA. Ìàò-

ðèöû X1,...,Xs íàçûâàþò ãåíåðàòîðàìè ãðóïïû, à ñèñòåìó ìàòðè÷íûõ

óðàâíåíèé (G.7) � àëãåáðîé Ëè (êîììóòàòîð ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå äâóì

ìàòðèöàì � òðåòüþ, ÿâëÿþùóþñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ãåíåðàòîðîâ).

Äëÿ òð¼õ ìàòðèö âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî ßêîáè (⋖H24):

[C, [A,B]] + [A, [B,C]] + [B, [C,A]] = 0. (G.8)

Ïîäñòàâëÿÿ â íåãîA = Xi,B = Xj,C = Xk è äâàæäû ïðèìåíÿÿ àëãåáðó

Ëè (G.7), ìîæíî ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå

cpijc
q
kp + cpjkc

q
ip + cpkic

q
jp = 0, (G.9)

íàçûâàåìîå òîæäåñòâîì ßêîáè äëÿ ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò. Â í¼ì ïðî-

èñõîäèò öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà èíäåêñîâ (i, j, k), à ïî p � ñóììèðîâà-

íèå. Ýòî òîæäåñòâî îãðàíè÷èâàåò âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ êîíñòàíò ckij.
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• Ïðè âû÷èñëåíèè êîììóòàòîðîâ (G.7) ìîæíî èñïîëüçîâàòü íå ìàòðè-
öû, à äè��åðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû. Ââåäåì èí�èíèòåçèìàëüíûå îïå-

ðàòîðû ñâÿçàííûå ñ ìàòðè÷íûìè ãåíåðàòîðàìè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

X̂i = −(Xi)αβ xβ ∂α, (G.10)

ãäå (Xi)αβ � ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû i-òîãî ãåíåðàòîðà, à ∂α = ∂/∂xα �

÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ. Óáåäèìñÿ, ÷òî îïåðàòîðíàÿ àëãåáðà èìååò òàêèå

æå ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû, ÷òî è ìàòðè÷íàÿ. Ïîäñòàâëÿÿ â êîììóòàòîð

ñîîòíîøåíèå (G.10), äåéñòâóÿ èì íà íåêîòîðóþ �óíêöèþ êîîðäèíàò F =

F (x) è âûíîñÿ íå çàâèñÿùèå îò êîîðäèíàò êîý��èöèåíòû, èìååì:

[X̂i, X̂j]F = (Xi)αβ (Xj)µν xβ ∂α(xν ∂µF )− (Xj)µν (Xi)αβ xν ∂µ(xβ ∂αF ).

Ïðîèçâîäíûå äåéñòâóþò íà âñ¼, ÷òî ñòîèò ñïðàâà, ïîýòîìó, âû÷èñëÿÿ

ïðîèçâîäíóþ ïðîèçâåäåíèÿ èìååì:

[X̂i, X̂j]F = (Xj)µα (Xi)αβ xβ ∂µF − (Xi)αβ (Xj)βν xν ∂αF,

ãäå ïåðåñòàâëåíû ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû è ïðîâåäåíà ñâ¼ðòêà ñ ñèìâîëàìè

Êðîíåêåðà. Ïåðåèìåíîâûâàÿ èíäåêñû, ïîëó÷àåì:

[X̂i, X̂j]F = −[Xi,Xj]µβ xβ ∂µF = −ckij(Xk)µβ xβ ∂µF = ckijX̂k F.

Òàêèì îáðàçîì, êîììóòàòîð îïåðàòîðîâ èí�èíèòåçèìàëüíûõ ïðåîáðàçî-

âàíèé, ðàâåí ñâåðòêå îïåðàòîðîâ ñî ñòðóêòóðíûìè êîíñòàíòàìè (�óíê-

öèÿ F ïðîèçâîëüíà è å¼ ìîæíî îïóñòèòü):

[X̂i, X̂j] = ckijX̂k. (G.11)

Â îáùåì ñëó÷àå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íåëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

xα 7→ x′
α = fα(a

1, ...., as, x1, ..., xn), èëè x 7→ x′ = f(a,x)

ñ çàêîíîì êîìïîçèöèè

f
(
b, f(a,x)

)
= f

(
φ(b, a), x

)
, f(0,x) = x. (G.12)

Èõ ñâîéñòâà òàêæå îïðåäåëÿþòñÿ ïîâåäåíèåì �óíêöèè f(a,x) â îêðåñò-

íîñòè åäèíè÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ:

x′
α = xα + uαi(x) a

i + ..., uαi(x) =
∂fα(0,x)

∂ai

∣
∣
∣
a=0

.

Ïðè ýòîì ìîæíî ïîêàçàòü [1℄, ÷òî ñëåäóþùèå ãåíåðàòîðû

X̂i = −uαi(x) ∂α (G.13)

óäîâëåòâîðÿþò àëãåáðå (G.11) ñ íåêîòîðûìè ñòðóêòóðíûìè êîíñòàíòà-

ìè ckij. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé

êàñàòåëüíûå âåêòîðû ðàâíû uαi(x) = (Xi)αβ xβ.



292

G.4 �ðóïïû O(3) è SO(3)

• �àññìîòðèì 3-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ êîîðäèíàòàìè x = {x, y, z}.
�ðóïïîé âðàùåíèÿ O(3) íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå x′ = Rx,

êîòîðîå íå èçìåíÿåò äëèíû ðàäèóñ-âåêòîðà: x2 = xT · x = x2 + y2 + z2

(çíà÷îê

T
� òðàíñïîíèðîâàíèå):

x′2 = x′Tx′ = (Rx)T Rx = xT RTRx = x2,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî ïðè òðàíñïîíèðîâàíèè ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö èõ ïîðÿäîê

ìåíÿåòñÿ (AB)T = BTAT
. ×òîáû êâàäðàò âåêòîðà íå èçìåíèëñÿ x′2 = x2

,

äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè:

RTR = 1.

Äðóãèìè ñëîâàìè, îáðàòíàÿ ìàòðèöà ê ìàòðèöå ïîâîðîòà, ÿâëÿåòñÿ ïðî-

ñòî å¼ òðàíñïîíèðîâàíèåì. Íàïîìíèì, ÷òî áóêâà �O� â íàçâàíèè ãðóïïû

îçíà÷àåò îðòîãîíàëüíàÿ, à òðîéêà � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà.

Òàê êàê îïðåäåëèòåëü ïðè òðàíñïîíèðîâàíèè ìàòðèöû íå ìåíÿåòñÿ, à

îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ èõ îïðåäåëèòå-

ëåé, èç óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè ñëåäóåò, ÷òî

(detR)2 = 1.

Ìàòðèöà âðàùåíèÿ âîêðóã îñè z íà óãîë φ èìååò åäèíè÷íûé îïðåäåëè-

òåëü:

detRz = det





cosφ sinφ 0
− sinφ cosφ 0

0 0 1



 = cos2 φ+ sin2 φ = 1.

Âñå ìàòðèöû âðàùåíèÿ, èìåþùèå åäèíè÷íûé îïðåäåëèòåëü îáðàçóþò

ñïåöèàëüíóþ îðòîãîíàëüíóþ ãðóïïó SO(3). Å¼ òàêæå íàçûâàþò ñîá-

ñòâåííûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè èëè ïðîñòî âðàùåíèÿìè.

Êðîìå âðàùåíèé, äëèíó ðàäèóñ-âåêòîðà îñòàâëÿþò íåèçìåííûìè ïðå-

îáðàçîâàíèÿ èíâåðñèè (èëè îòðàæåíèÿ îñåé): {x, y, z} 7→ {−x,−y,−z}.
Ìàòðèöà ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èìååò âèä:

Ixyz =





−1 0 0

0 −1 0
0 0 −1



 .

Ýòî òîæå îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, íî èìåþùàÿ îïðåäåëèòåëü ðàâíûé ìè-

íóñ åäèíèöå: det Ixyz = −1, ïîýòîìó îíà ïðèíàäëåæèò ê ãðóïïå O(3), íî

íå ïðèíàäëåæèò ê ãðóïïå SO(3).
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Ìàòðèöà Ixyz âìåñòå ñ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé 1 îáðàçóåò äèñêðåòíóþ

àáåëåâó ãðóïïó èç äâóõ ýëåìåíòîâ I = {1, Ixyz}. Ïðè ýòîì ýëåìåíò ãðóï-

ïû Ixyz ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ñàìîìó ñåáå: I2xyz = 1. Òàê êàê ýòà ãðóïïà

ÿâëÿåòñÿ �÷àñòíûì ñëó÷àåì� ãðóïïû O(3), òî îíà ÿâëÿåòñÿ å¼ ïîäãðóï-

ïîé, ò.å. I ⊂ O(3).

Ìîæíî ðàññìîòðåòü äèñêðåòíóþ àáåëåâó ãðóïïó ðàíãà 4, â êîòîðîé

êðîìå åäèíè÷íîé ìàòðèöû åñòü åù¼ òðè ýëåìåíòà:

Ixy =





−1 0 0
0 −1 0
0 0 1



 , Iyz =





1 0 0
0 −1 0
0 0 −1



 , Ixz =





−1 0 0
0 1 0
0 0 −1



 .

Îíè îñóùåñòâëÿþò èíâåðñèè ïàð îñåé è èìåþò åäèíè÷íûé äåòåðìèíàíò.

Ýòà ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé íå òîëüêî O(3), íî SO(3), òàê êàê èí-

âåðñèÿ äâóõ îñåé â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå âñåãäà ìîæåò áûòü ðåàëèçî-

âàíà ïîâîðîòîì ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Ïîäãðóïïîé ãðóïïû O(3) ÿâëÿåòñÿ òàêæå áîëåå øèðîêàÿ ãðóïïà èí-

âåðñèé, êîãäà îòðàæàåòñÿ îäíà, äâå èëè òðè îñè. Èíâåðñèè îñåé x, y è z
èìåþò ñëåäóþùåå ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå:

Ix =





−1 0 0

0 1 0
0 0 1



 , Iy =





1 0 0

0 −1 0
0 0 1



 , Iz =





1 0 0

0 1 0
0 0 −1



 .

Ñòîèò ïðîâåðèòü ÷òî äëÿ P = {1, Ix, Iy, Iz, Ixy, Ixz, Iyz, Ixyz} âû-

ïîëíÿåòñÿ àêñèîìà çàìêíóòîñòè, à êàæäûé ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì

ñàìîìó ñåáå. Ýòà àáåëåâà ãðóïïà âêëþ÷àåò â êà÷åñòâå ïîäãðóïïû ãðóï-

ïó îòðàæåíèÿ âñåõ òð¼õ îñåé, ÷òî çàïèñûâàåòñÿ â âèäå òàêîé öåïî÷êè:

I ⊂ P ⊂ O(3).

Èíâåðòèðîâàíèå ñðàçó òð¼õ îñåé (èëè îäíîé) ïåðåâîäèò ïðàâóþ ñè-

ñòåìó êîîðäèíàò â ëåâóþ è íàîáîðîò. Ïîñëå òàêîãî èíâåðòèðîâàíèÿ íè

êàêèì ïîâîðîòîì íåëüçÿ âåðíóòüñÿ â èñõîäíîå ñîñòîÿíèå. Òàêèì îáðàçîì,

âñå ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðóïïû O(3) ìîæíî ðàçáèòü íà äâà êëàññà � îáû÷-
íûå âðàùåíèÿ ïðàâîé è ëåâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ýòî çàïèñûâàåòñÿ â

âèäå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ãðóïï âðàùåíèé è èíâåðñèé âñåõ îñåé:

O(3) = SO(3)× I. (G.14)

Â äàííîì ñëó÷àå ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå îçíà÷àåò, ÷òî ðàññìàòðèâàþòñÿ

ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ RIxyz èëè R1, ò.å. ïàðû ìàòðèö èç

ãðóïï SO(3) = {R} è I = {1, Ixyz} ìàòðè÷íî ïåðåìíîæàþòñÿ. Òàê êàê

ìàòðèöû I ïðîïîðöèîíàëüíû åäèíè÷íîé, òî (R2I2)(R1I1) = (R2R1)(I2I1).
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• �àññìîòðèì ïîäðîáíåå ãðóïïó âðàùåíèé SO(3). Ââåä¼ì ìàòðèöó A

íåáîëüøîãî îòêëîíåíèÿ îò åäèíè÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (ïîâîðîò íà ìà-

ëûå óãëû): R = 1 + A + .... Ïðåíåáðåãàÿ âòîðûì ïîðÿäêîì ìàëîñòè,

çàïèøåì óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè:

RTR ≈ (1+AT )(1+A) ≈ 1+AT +A = 1 => AT = −A.

Îïåðàöèÿ òðàíñïîíèðîâàíèÿ ïåðåñòàâëÿåò ìåñòàìè èíäåêñû, ñëåäîâà-

òåëüíî ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ àíòèñèììåòðè÷íîé. Îíà èìååò òðè íåçàâè-

ñèìûõ ýëåìåíòà:

A =





0 a3 −a2
−a3 0 a1
a2 −a1 0



 . (G.15)

Âåëè÷èíû a = (a1, a2, a3) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìàëûå ïàðàìåòðû

ïðåîáðàçîâàíèÿ. �åíåðàòîðû ãðóïïû R = 1 + A + ... = 1 + aiXi + ...

èìåþò âèä:

X1 =





0 0 0

0 0 1
0 −1 0



 , X2 =





0 0 −1

0 0 0
1 0 0



 , X3 =





0 1 0

−1 0 0
0 0 0



 . (G.16)

Ïðÿìûì ïåðåìíîæåíèåì ìàòðèö íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî îíè óäîâëå-

òâîðÿþò ñëåäóþùåé àëãåáðå Ëè:

[X1, X2] = −X3, [X3, X1] = −X2, [X2, X3] = −X1. (G.17)

Ïîýòîìó ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû ðàâíû c312 = c231 = c123 = −1. Âòîðîé è

òðåòèé êîììóòàòîðû ïîëó÷àþòñÿ èç ïåðâîãî, â ðåçóëüòàòå öèêëè÷åñêîé

ïåðåñòàíîâêè èíäåêñîâ: {1, 2, 3} 7→ {3, 1, 2} 7→ {2, 3, 1}. Ñòîèò âû÷èñ-

ëèòü (⋖H25) ýòè êîììóòàòîðû îïåðàòîðíûì ìåòîäîì (ñòð. 291).

Êîììóòàòîðû (G.17) ìîæíî çàïèñàòü èñïîëüçóÿ ñèìâîë Ëåâè-×èâèòû:

[Xi, Xj] = −εijk Xk

(ε123 = 1, ïî k ñóììà). Ìàòðèöà èíâåðñèè òð¼õ îñåé ïðîïîðöèîíàëüíà

åäèíè÷íîé, ïîýòîìó êîììóòèðóåò ñ êàæäûì ãåíåðàòîðîì: [Xi, Ixyz] = 0.
Êðîìå ýòîãî äèàãîíàëüíûìè ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòû ìàòðèö ãåíåðàòîðîâ:

X2
1 =





0 0 0

0 −1 0
0 0 −1



 , X2
2 =





−1 0 0

0 0 0
0 0 −1



 , X2
3 =





−1 0 0

0 −1 0
0 0 0



 ,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî X3
1 = −X1, è ò.ä. Ñóììà êâàäðàòîâ ãåíåðàòîðîâ

C = X2
1 +X2

2 +X3
3 = −2 · 1 ïðîïîðöèîíàëüíà åäèíè÷íîé ìàòðèöå, à ñëå-

äîâàòåëüíî êîììóòèðóåò ñî âñåìè ãåíåðàòîðàìè: [C,Xi] = 0. Ïîäîáíàÿ

âåëè÷èíà â òåîðèè ãðóïï íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì Êàçèìèðà.
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�åíåðàòîðû X1, X2 è X3 ñâÿçàíû ñ áåñêîíå÷íî ìàëûìè ïîâîðîòàìè

âîêðóã îñåé x, y è z. Åñëè îáîçíà÷èòü s1 = sin a1, c1 = cos a1 è ò.ä., òî

ïîâîðîòû âîêðóã òð¼õ îñåé áóäóò èìåòü âèä:

Rx =





1 0 0
0 c1 s1
0 −s1 c1



 , Ry =





c2 0 −s2
0 1 0

s2 0 c2



 , Rz =





c3 s3 0
−s3 c3 0

0 0 1



 .

Îïðåäåëèòåëè ýòèõ ìàòðèö ðàâíû 1, ïîýòîìó ìû èìååì äåëî ñ ãðóïïîé

SO(3). �àçëîæåíèå èõ ïî ïàðàìåòðàì ai ïðèâîäèò ê ãåíåðàòîðàì Xi.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ïîâîðîò â ìàòðèöàõ Rx,Ry, Rz ïðîèñõîäèò ïî

ïðàâîìó âèíòó (øòîïîðó) �âêðó÷èâàþùåìóñÿ� â íàïðàâëåíèè îñè. Ïîýòî-

ìó ïðè ïîâîðîòå âîêðóã y ðîëü �ïåðâîé� îñè (îò êîòîðîé îòñ÷èòûâàåòñÿ

óãîë) èãðàåò z, à �âòîðîé' � x:

Â ðåçóëüòàòå ìàòðèöû Rx è Rz �áëî÷íî� îäèíàêîâû, à â ìàòðèöå Ry ïî

îòíîøåíèþ ê Rx ïåðåñòàâëåíû ìåñòàìè ñòðî÷êè è àíàëîãè÷íî êîëîíêè.

�ðóïïà SO(3) ÿâëÿåòñÿ íåàáåëåâîé è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîâîðîòîâ

èãðàåò ðîëü. Íàïðèìåð, åñëè ñíà÷àëà ïîâåðíóòü ñèñòåìó âîêðóã îñè y,

à çàòåì âîêðóã îñè x, ïîëó÷èì îäíó ìàòðèöó, à ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ

ïîâîðîòîâ â îáðàòíîì ïîðÿäêå � äðóãóþ:

RxRy =





c2 0 −s2
s1s2 c1 s1c2
c1s2 −s1 c1c2



 , RyRx =





c2 s1s2 −c1s2
0 c1 s1
s2 −s1c2 c1c2



 .

Íåàáåëåâîñòü ãðóïïû âðàùåíèé ñâÿçàíà ñ íåíóëåâûìè ñòðóêòóðíûìè

êîíñòàíòàìè. Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè êîììóòàòîð áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïîâîðî-

òîâ (ãåíåðàòîðîâ) îòëè÷åí îò íóëÿ, òî è ìàòðèöû ïðîèçâîëüíîãî ïîâîðîòà

íå áóäóò ìåæäó ñîáîé êîììóòèðîâàòü. Â ãðóïïå SO(3) ìîæíî âûäåëèòü
è àáåëåâû ïîäãðóïïû. Íàïðèìåð, âðàùåíèå âîêðóã îäíîé îñè íà ðàçëè÷-

íûå óãëû ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé SO(2) ⊂ SO(3).

Îïèñàíèå êîìïîçèöèè âðàùåíèé ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ ïðè èñïîëü-

çîâàíèè êâàòåðíèîííîé òåõíèêè. Ïîýòîìó ê ãðóïïå SO(3) ìû âåðíåìñÿ

ïðè ðàññìîòðåíèè ñîîòâåòñòâóþùåé òåìû â ãëàâå ??. Â ÷àñòíîñòè, ïîëó-

÷èì ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ �óíêöèè êîìïîçèöèè φ(b, a).
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G.5 �ðóïïà Ëîðåíöà

• �ðóïïà Ëîðåíöà îáúåäèíÿåò â ñåáå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà è ïîâî-
ðîòû â îáû÷íîì ïðîñòðàíñòâå. �àññìîòðèì ñíà÷àëà 2-ìåðíîå ïðîñòðàí-

ñòâî x, y è âðåìÿ t, êîòîðûå áóäóò ïðåîáðàçóåìûìè âåëè÷èíàìè x =
{t, x, y}. Ïðîñòðàíñòâåííûå ïîâîðîòû íå çàòðàãèâàþò âðåìÿ, ïîýòîìó ñî-

îòâåòñòâóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:





t′

x′

y′



 =





1 0 0

0 cosφ sinφ
0 − sinφ cosφ









t

x
y



 .

�àçëîæåíèå ïî óãëó φ äà¼ò ãåíåðàòîð âðàùåíèé ïëîñêîñòè, êîòîðûé ìû

îáîçíà÷èì êàê R:

R =





0 0 0
0 0 1

0 −1 0



 .

Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà âäîëü îñè x ñî ñêîðîñòüþ vx è âäîëü îñè y ñî

ñêîðîñòüþ vy çàïèøåì â ïåðâîì ïîðÿäêå ìàëîñòè ïî ñêîðîñòè v (γ ≈ 1),

âîññòàíîâèâ �óíäàìåíòàëüíóþ êîíñòàíòó c, îáîçíà÷èâ α = 1/c2 :





t′

x′

y′



 =





1 −αvx 0

−vx 1 0
0 0 1









t

x
y



 ,





t′

x′

y′



 =





1 0 −αvy
0 1 0

−vy 0 1









t

x
y



 .

Ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì ïðåîáðàçîâàíèÿì ãåíåðàòîðû èìåþò âèä:

Lx =





0 −α 0
−1 0 0

0 0 0



 , Ly =





0 0 −α
0 0 0

−1 0 0



 .

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî òðè ìàòðèöû Lx,Ly è R óäîâëåòâîðÿþò ñëåäó-

þùåé àëãåáðå Ëè:

[Lx,R] = Ly, [Ly,R] = −Lx, [Lx,Ly] = αR.

Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå �óíäàìåíòàëüíàÿ ñêîðîñòü �c� ðàâíà áåñêîíå÷-

íîñòè, à α = 0. Ïîýòîìó ýòà æå àëãåáðà äëÿ ãðóïïû �àëèëåÿ (ïîâîðîòû

+ ñìåíà ñèñòåìû îòñ÷¼òà) èìååò âèä:

[Lx,R] = Ly, [Ly,R] = −Lx, [Lx,Ly] = 0.

Îòëè÷èå ñîñòîèò â ïîñëåäíåì êîììóòàòîðå, êîòîðûé ðàâåí íóëþ.
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Ìû âèäåëè, ÷òî ëèíåéíàÿ ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé îïðåäåëÿåòñÿ íàáî-

ðîì ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò, êîòîðûå çàäàþò àëãåáðó äëÿ ãåíåðàòîðîâ:

[Xi, Xj] = ckij Xk.

Ýòè êîíñòàíòû äîëæíû áûòü àíòèñèììåòðè÷íûìè ïî íèæíèì èíäåêñàì

ckij = −ckji è óäîâëåòâîðÿòü òîæäåñòâó ßêîáè (ñòð. 290):

cpijc
q
kp + cpjkc

q
ip + cpkic

q
jp = 0.

Â ñëó÷àå 3-ïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïû {X1,X2,X3} = {Lx,Ly,R}, ðàñ-
ñìîòðåííîé âûøå, âîçìîæíî 9 ðàçëè÷íûõ ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò, à òîæ-

äåñòâî ßêîáè âûðîæäàåòñÿ â îäíî íåòðèâèàëüíîå îãðàíè÷åíèå, ñëåäó-

þùåå èç ñîîòíîøåíèÿ [X1, [X2,X3]] + [X2, [X3,X1]] + [X3, [X1,X2]] = 0.

Êðîìå ýòîãî, âûáîð ñïîñîáà ïàðàìåòðèçàöèè ïðîèçâîëåí. Ïîýòîìó â ðàì-

êàõ îäíîé è òîé æå ãðóïïû, ìîæíî ïåðåéòè ê íîâûì ãåíåðàòîðàì, ÿâëÿ-

þùèìèñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ñòàðûõ. Â ðàìêàõ êëàññè�èêàöèè, ïðî-

äåëàííîé Ëóèäæè Áèàíêè ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò 4 íåçàâèñèìûõ

ïàðàìåòðà, îïðåäåëÿþùèõ ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû è 9 íåòðèâèàëüíûõ

ãðóïï Ëè ðàçìåðíîñòè 3.

Ýòè 4 ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÷åòâ¼ðêó ïî-

òåíöèàëüíûõ �óíäàìåíòàëüíûõ �èçè÷åñêèõ êîíñòàíò, îïðåäåëÿþùèõ òó

èëè èíóþ òåîðèþ ïðåîáðàçîâàíèé ìåæäó äâóìÿ ñèñòåìàìè îòñ÷¼òà. Ïðè

ðîñòå ÷èñëà ïàðàìåòðîâ ãðóïïû, áûñòðî ðàñò¼ò è ÷èñëî íåçàâèñèìûõ

ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò. Äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà íèõ íàêëàäû-

âàåò ïðèíöèï ñîîòâåòñòâèÿ, òàê êàê â ïðåäåëå íóëåâûõ �óíäàìåíòàëü-

íûõ êîíñòàíò äîëæíû ïîëó÷àòüñÿ ñîîòíîøåíèÿ ãðóïïû �àëèëåÿ. Ïîýòî-

ìó ÷àñòü èç ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò óæå �èêñèðîâàíû. Äàëåå ìîæíî èñ-

ïîëüçîâàòü ñâîéñòâà èçîòðîïíîñòè ïðîñòðàíñòâà, êîòîðîå íà ÿçûêå ãåíå-

ðàòîðîâ âûðàæàþòñÿ â ðàâíîïðàâèè (ñèììåòðèè) ìåæäó Lx è Ly, è ò.ä. Â

ðåçóëüòàòå ÷èñëî �óíäàìåíòàëüíûõ êîíñòàíò áóäåò åù¼ ñèëüíåå óìåíü-

øàòüñÿ. Îäíàêî íà ëþáîì ýòàïå ìîæíî îñòàíîâèòüñÿ, ïîëó÷èâ íåêîòîðîå

îáîáùåíèå êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè.

Òàêèì îáðàçîì íà ÿçûêå òåîðèè ãðóïï ïðîÿâëÿåòñÿ ïðèíöèï ïàðàìåò-

ðè÷åñêîé íåïîëíîòû [1℄, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûì, óìåíüøåíèå ÷èñëà

àêñèîì òåîðèè äà¼ò áîëåå îáùóþ òåîðèþ. �Ïîòåðÿ èí�îðìàöèè� ïðè-

âîäèò ê ïðîèçâîëó, êîòîðûé èíîãäà ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèì (â òåî-

ðèè âîçíèêàþò ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû, òàêèå êàê c èëè ~). Ïîñòðîåíèå

íîâûõ �èçè÷åñêèõ òåîðèé ìîæåò èäòè ìåòîäîì ðàñøèðåíèÿ èñõîäíûõ

ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè, ïðè ïîìîùè ââåäåíèÿ íî-

âûõ íåíóëåâûõ ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò. Îíè ÿâëÿþòñÿ �óíäàìåíòàëüíû-

ìè êîíñòàíòàìè, îïðåäåëÿþùèìè ñâîéñòâà ñîîòâåòñòâóþùèõ ìåõàíèê.
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• �àññìîòðèì 4-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ. Ïðåîáðàçóåìûìè âåëè-

÷èíàìè áóäóò êîìïîíåíòû 4-âåêòîðà x = {t, x, y, z}. Â ìàòðèöû ãåíåðà-

òîðîâ ãðóïïû ïðîñòðàíñòâåííûõ âðàùåíèé (G.16), ñòð. 294 íåîáõîäèìî

äîáàâèòü íóëåâûå ñòîëáèê è ñòðî÷êó, òàê êàê ïðè ïîâîðîòàõ âðåìÿ íå

èçìåíÿåòñÿ:

R1 =







0 0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 1

0 0 −1 0







, R2 =







0 0 0 0

0 0 0 −1
0 0 0 0

0 1 0 0







, R3 =







0 0 0 0

0 0 1 0
0 −1 0 0

0 0 0 0







.

�åíåðàòîðû ëîðåíöåâñêèõ áóñòîâ âäîëü êàæäîé îñè ïîëó÷àþòñÿ òàêæå

êàê è â 2-ìåðíîì ñëó÷àå, ðàññìîòðåííîì âûøå. Ïîëîæèâ �óíäàìåíòàëü-

íóþ ñêîðîñòü åäèíèöå, èìååì:

L1 =







0 −1 0 0
−1 0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0







, L2 =







0 0 −1 0
0 0 0 0

−1 0 0 0
0 0 0 0







, L3 =







0 0 0 −1
0 0 0 0

0 0 0 0
−1 0 0 0







.

Ïðÿìûì óìíîæåíèåì ìàòðèö ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòè ãåíåðàòîðû óäî-

âëåòâîðÿþò ñëåäóþùåé àëãåáðå Ëè (ïî k ñóììà):

[Ri,Rj] = −εijkRk, [Li,Rj] = −εijk Lk, [Li,Lj] = εijkRk. (G.18)

Îñîáåííî âàæíû ïîñëåäíèå ñîîòíîøåíèÿ. Âî-ïåðâûõ, èìåííî îíè îòëè-

÷àþò ãðóïïó Ëîðåíöà îò ãðóïïû �àëèëåÿ, à âî-âòîðûõ, â íèõ âûðàæåí

�àêò íåêîììóòàòèâíîñòè ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà. Äâà ïîñëåäîâàòåëü-

íûõ ëîðåíöåâñêèõ áóñòà, âûïîëíåííûå ñ íåïàðàëëåëüíûìè ñêîðîñòÿìè

íå ÿâëÿþòñÿ ñíîâà áóñòîì. Èòîãîâîå ïðåîáðàçîâàíèå ÿâëÿåòñÿ êîìïîçè-

öèåé áóñòà è ïîâîðîòà (ïîäðîáíåå ñì.ñòð. ??).

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî âñå êîììóòàòîðû âûãëÿäÿò ïîõîæèì îáðàçîì è

çàïèñûâàþòñÿ ïðè ïîìîùè ñèìâîëîâ Ëåâè-×èâèòû. Ýòî îòðàæàåò òîò

�óíäàìåíòàëüíûé �àêò, ÷òî ãðóïïà Ëîðåíöà ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ïîâîðî-

òîâ â 4-ìåðíîì ïñåâäîåâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Â òàêîì ïðîñòðàíñòâå

ñóùåñòâóåò 6 ïëîñêîñòåé: (t, x), (t, y), ... (y, z) âðàùåíèå êîòîðûõ îïðåäå-

ëÿåòñÿ 6-þ ïàðàìåòðàìè. Ñîîòâåòñòâåííî ýòî 6-ïàðàìåòðè÷åñêàÿ íåàáå-

ëåâà ãðóïïà. Èíâàðèàíòîì ýòîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ ñâåòîâîé êîíóñ:

x2 = t2 − r2 = inv, (G.19)

èìåþùèé ñìûñë ðàññòîÿíèÿ îò íà÷àëà êîîðäèíàò â 4-ìåðíîì ïñåâäîåâ-

êëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ïî àíàëîãèè ñ ãðóïïîé âðàùåíèÿ, ãðóïïó Ëî-

ðåíöà îáîçíà÷àþò ñëåäóþùèì îáðàçîì: O(1, 3), ãäå ïåðâûé àðãóìåíò �

ðàçìåðíîñòü âðåìåíè, à âòîðîé � ïðîñòðàíñòâà.
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Ôîðìàëüíî, ãðóïïà ËîðåíöàO(1, 3) ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì îðòîãîíàëü-

íûõ ìàòðèö (ñòð. 20) 4x4 â ïñåâäîåâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ ìåòðè÷å-

ñêèì òåíçîðîì g = diag(1,−1,−1,−1), g2 = 1, gT = g:

x2 = xTg x = x′Tg x′, x′ = Λx => gΛTgΛ = 1.

Òàê êàê det g = −1, òî (detΛ)2 = 1 è îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ Λ ìîæåò áûòü ðàâåí 1 èëè -1. Ïîñëåäíèé ñëó÷àé, àíàëîãè÷-

íî îáû÷íûì âðàùåíèÿì, ðåàëèçóåòñÿ â ðåçóëüòàòå îïåðàöèé îòðàæåíèÿ

íå÷åòíîãî ÷èñëà îñåé â 4-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè. Íàïðèìåð, èçìå-

íåíèå íàïðàâëåíèÿ õîäà âðåìåíè t 7→ −t èëè âñåõ òð¼õ ïðîñòðàíñòâåííûõ
îñåé (x, y, z) 7→ (−x,−y,−z), îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè ìàòðèöàìè:

It =







−1 0 0 0

0 1 0 0
0 0 1 0

0 0 0 1







, Ir =







1 0 0 0

0 −1 0 0
0 0 −1 0

0 0 0 −1







.

×åòâåðêà ìàòðèö {1, It, Ir, Itr}, ãäå Itr = ItIr = −1 (èíâåðñèÿ âñåõ îñåé)

îáðàçóåò äèñêðåòíóþ ãðóïïó. Ýòà ãðóïïà, äîïîëíåííàÿ íåïðåðûâíûìè

ïðåîáðàçîâàíèÿìè, îïðåäåëÿåìûìè ãåíåðàòîðàìè Ri, Li, îïèñûâàåò âñå

âîçìîæíûå ñèììåòðèè íå ìåíÿþùèå èíâàðèàíòà (G.19).

Íàëè÷èå äèñêðåòíûõ ñèììåòðèé ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî âñå âîçìîæíûå

ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàçáèâàþòñÿ íà ïîäìíîæåñòâà, íåñâîäèìûå äðóã ê äðó-

ãó ïðè ïîìîùè íåïðåðûâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ïóñòü èñõîäíîé ÿâëÿåòñÿ

ïðàâàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò ñ �íîðìàëüíûì� íàïðàâëåíèåì òå÷åíèÿ âðåìå-

íè. Ïðè ïîìîùè, íàïðèìåð, Ir å¼ ìîæíî ïðåâðàòèòü â ëåâóþ ñèñòåìó êî-

îðäèíàò, ïîñëå ÷åãî, íè ïðåîáðàçîâàíèåì Ëîðåíöà, íè ïîâîðîòîì íåëüçÿ

âåðíóòñÿ ê èñõîäíîìó ñîñòîÿíèþ. Àíàëîãè÷íî ñ It è Itr. Ýòè 4 ïîäìíîæå-

ñòâà, íå ñîåäèíÿåìûå íåïðåðûâíûì ïðåîáðàçîâàíèåì, êëàññè�èöèðóþò

ïî çíàêàì îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû Λ è å¼ íóëåâîãî ýëåìåíòà: Λ0
0 (êîòîðûé

ïî ìîäóëþ áîëüøå åäèíèöû, ÷òî ñëåäóåò èç óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè äëÿ

íóëåâûõ èíäåêñîâ ⋖H26):

I. detΛ = +1 Λ0
0 > +1 1

II. detΛ = −1 Λ0
0 > +1 Ir

III. detΛ = −1 Λ0
0 6 −1 It

IV. detΛ = +1 Λ0
0 6 −1. Itr

Ïåðâûé êëàññ ñîîòâåòñòâóåò �îáû÷íûì� ïðåîáðàçîâàíèÿì Ëîðåíöà è âðà-

ùåíèÿì ïðàâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Îí íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííîé îðòî-

õðîííîé ãðóïïîé Ëîðåíöà. Â ïîñëåäíåé êîëîíêå çàïèñàíû ìàòðèöû äèñ-

êðåòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïðèíàäëåæàùèå êàæäîìó êëàññó (ïðîâåðüòå).



300

G.6 �ðóïïà Ïóàíêàðå

• �ðóïïà Ïóàíêàðå P(1, 3) îáúåäèíÿåò ãðóïïû Ëîðåíöà è òðàíñëÿöèé:

x′α = aα + Λα
β x

β. (G.20)

Òðàíñëÿöèè îçíà÷àþò ñäâèãè íà÷àëà îò÷¼òà âðåìåíè è íà÷àëà ñèñòåìû

êîîðäèíàò: t′ = t + a0, r′ = r + a. �ðóïïà Ëîðåíöà èìååò 6 ïàðàìåòðîâ

(âåêòîð ñêîðîñòè è óãëû âðàùåíèé). Òðàíñëÿöèÿ � ýòî åù¼ 4 ïàðàìåòðà.

Ïîýòîìó ãðóïïà Ïóàíêàðå � 10-ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ èíâàðèàíòîì,

ðàâíûì ðàññòîÿíèþ â 4-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ìåæäó äâóìÿ ñîáûòèÿìè:

(x2 − x1)
2 = (t2 − t1)

2 − (r2 − r1)
2 = inv.

�ðóïïà Ëîðåíöà � ýòî ïîäãðóïïà ãðóïïû Ïóàíêàðå. Å¼ èíâàðèàíòîì ÿâ-

ëÿåòñÿ êàê (x2−x1)
2
, òàê è x2. Â òîæå âðåìÿ äëÿ ãðóïïû Ïóàíêàðå x2 íå

ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì, òàê êàê îí òðàíñëÿöèîííî íåèíâàðèàíòåí.

Çàïèøåì äâà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ïóàíêàðå â ìàòðè÷íîì âèäå:

x1 = a1 +Λ1x, x2 = a2 +Λ2x1.

Ïîäñòàâèì ïåðâîå ïðåîáðàçîâàíèå âî âòîðîå: x2 = a2 + Λ2a1 + Λ2Λ1x.
Ïîýòîìó ñèìâîëè÷åñêàÿ çàïèñü çàêîíà ãðóïïîâîé êîìïîçèöèè èìååò âèä:

(a2, Λ2) · (a1, Λ1) = (a2 +Λ2a1, Λ2Λ1). (G.21)

Åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ (0, 1), à îáðàòíûì ê (a, Λ)
áóäåò ýëåìåíò (−Λ−1a, Λ−1) (⋖H27). Ìíîæåñòâî âñåõ òðàíñëÿöèé (a, 1)

(áåç ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà) ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíîé ïîäãðóïïîé ãðóï-

ïû Ïóàíêàðå (⋖H28).

Ïðåîáðàçîâàíèå ãðóïïû Ïóàíêàðå ìîæíî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîì âèäå,

åñëè ðàñøèðèòü ìàòðèöû äî ðàçìåðíîñòè 5:









t′

x′

y′

z′

1









=









Λ0
0 Λ0

1 Λ0
2 Λ0

3 a0

Λ1
0 Λ1

1 Λ1
2 Λ1

3 a1

Λ2
0 Λ2

1 Λ2
2 Λ2

3 a2

Λ3
0 Λ3

1 Λ3
2 Λ3

3 a3

0 0 0 0 1

















t
x
y

z
1









Ïðè ïåðåìíîæåíèè òàêèõ ìàòðèö 5x5 (êîìïîçèöèÿ ïðåîáðàçîâàíèé) ïî-

ñëåäíÿÿ ñòðî÷êà ìàòðèöû èçìåíÿòüñÿ íå áóäåò, êàê íå áóäåò èçìåíÿòüñÿ

ðàâíûé åäèíèöå 5-é ýëåìåíò â ñòîëáèêå ïðåîáðàçóåìîãî âåêòîðà.
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Ïåðåìíîæàòü ìàòðèöû, äëÿ ïîëó÷åíèÿ àëãåáðû ãåíåðàòîðîâ äîñòàòî÷-

íî óòîìèòåëüíî. Ïðîùå îêàçûâàåòñÿ îïåðàòîðíûé ïîäõîä (ñòð. 291). Ìàò-

ðèöû ãåíåðàòîðîâ Ri, Li ãðóïïû Ëîðåíöà (ñòð. 298) ïðèâîäÿò ê ñëåäóþ-

ùèì îïåðàòîðàì X̂i = −(Xi)
α
βx

β∂α ñ òàêîé æå àëãåáðîé äëÿ êîììóòàòî-
ðîâ:

L̂x = t∂x + x∂t, L̂y = t∂y + y∂t, L̂z = t∂z + z∂t,

R̂x = y∂z − z∂y, R̂y = z∂x − x∂z, R̂z = x∂y − y∂x.

Øåñòü îïåðàòîðîâ R̂i, L̂j ìîæíî îáúåäèíèòü ïðè ïîìîùè àíòèñèììåò-

ðè÷íîãî îïåðàòîðíîãî òåíçîðà:

Ĵαβ = ı








0 L̂x L̂y L̂z

−L̂x 0 −R̂z R̂y

−L̂y R̂z 0 −R̂x

−L̂z −R̂y R̂x 0








= ı(xα∂β − xβ∂α).

Âî âòîðîì ðàâåíñòâå, ÿâëÿþùèìñÿ êîâàðèàíòíûì ïðåäñòàâëåíèåì îïå-

ðàòîðà Ĵαβ, ó÷òåíî, ÷òî xα = {t,−x,−y,−z}. Â òîæå âðåìÿ ∂1 = ∂/∂x1

ÿâëÿåòñÿ îáû÷íîé ïðîèçâîäíîé ïî x. Äëÿ ïðåäàíèÿ Ĵαβ ýðìèòîâîñòè, â

åãî îïðåäåëåíèè äîïîëíèòåëüíî áûë ââåäåí ìíîæèòåëü ı.
Äëÿ òðàíñëÿöèè x′α = xα + aα, âåëè÷èíà uα

k = δαk (G.13), ñòð. 291 ïðè-

âîäèò ê îïåðàòîðó èí�èíèòåçèìàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, êîòîðûé ìû

òàêæå ñäåëàåì ýðìèòîâûì:

P̂α = ı∂α. (G.22)

Â êâàíòîâîé òåîðèè, óìíîæåííûé íà ïîñòîÿííóþ Ïëàíêà ~, îí ñòàíî-

âèòñÿ îïåðàòîðîì 4-èìïóëüñà. Íàéä¼ì åãî êîììóòàòîð ñ îïåðàòîðîì 4-

âðàùåíèé, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò îïåðàòîðó ìîìåíòà èìïóëüñà:

Ĵαβ = xαP̂β − xβP̂α. (G.23)

Äåéñòâóÿ êîììóòàòîðàìè íà ïðîèçâîëüíóþ �óíêöèþ, èìååì (ı2 = −1):

[P̂α, P̂β] = 0, (G.24)

[P̂α, Ĵµν] = ı (gαµP̂ν − gανP̂µ), (G.25)

[Ĵαβ, Ĵµν] = ı (gαµĴνβ − gαν Ĵµβ + gβµĴαν − gβν Ĵαµ). (G.26)

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ íàçûâàþòñÿ àëãåáðîé Ïóàíêàðå.

Íåêîììóòàòèâíîñòü îïåðàòîðîâ òðàíñëÿöèé P̂α è 4-ïîâîðîòîâ Ĵµν ñâÿ-
çàíà ñ íåïåðåñòàíîâî÷íîñòüþ ýòèõ îïåðàöèé. Ïóñòü, íàïðèìåð, òåëî â íà-

÷àëå êîîðäèíàò ïîâîðà÷èâàåòñÿ âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè íà íåêîòîðûé

óãîë, à çàòåì ñäâèãàåòñÿ â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè. �åçóëüòàò ýòèõ îïå-

ðàöèé â îáðàòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóäåò äðóãîé, êàê äëÿ ïîëîæåíèÿ

òåëà, òàê è äëÿ åãî îðèåíòàöèè.
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G.7 Êâàíòîâàíèå ïîëåé

• Òåîðèÿ ãðóïï ïðèâîäèò ê åù¼ îäíîìó ïîäõîäó ê àêñèîìàòèêå êâàí-

òîâîé òåîðèè ïîëÿ. Ïóñòü â äàííîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà êâàíòîâàÿ ñèñòåìà

íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè |Φ
〉
. Ïðåîáðàçîâàíèå ê äðóãîé èíåðöèàëüíîé ñè-

ñòåìå îòñ÷¼òà îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðèöåé Λµ
ν(ω), ãäå ω ≡ ωµν � àíòèñèììåò-

ðè÷íûé òåíçîð ïàðàìåòðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñâÿçàííûé ñ êîìïîíåíòàìè

ñêîðîñòè v ñèñòåìû îòñ÷¼òà è óãëîâ âðàùåíèÿ nφ êîîðäèíàòíûõ îñåé

(ñòð. 36). Êðîìå ýòîãî, ñäåëàåì ñäâèã êîîðäèíàò íà ïîñòîÿííûé âåêòîð

aν , ò.å. ðàññìîòðèì ãðóïïó Ïóàíêàðå:

x′µ = aµ + Λµ
ν(ω) x

ν. (G.27)

Âåêòîð ñîñòîÿíèÿ â íîâîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà òàêæå èçìåíÿåòñÿ, ïðè÷¼ì îïå-

ðàòîð ïðåîáðàçîâàíèÿ ýòîãî ñîñòîÿíèÿ äîëæåí áûòü óíèòàðíûì, ÷òîáû

íå èçìåíèëàñü åãî íîðìà

〈
Φ|Φ

〉
=
〈
Φ′|Φ′〉

è âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäîâ:

|Φ′〉 = Û(a,Λ) |Φ
〉
, Û Û+ = 1̂. (G.28)

Â ñëó÷àå áåñêîíå÷íî ìàëîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Λαβ = gαβ + ωαβ îïåðàòîð

Û ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä ïî a è ω:

Û(a, 1 + ω) ≈ 1̂ + ıP̂µ a
µ − ı

2
Ĵµν ω

µν + ...,

ãäå îïåðàòîðû P̂µ è Ĵµν (ãåíåðàòîðû ãðóïïû, óìíîæåííûå íà ı) ýðìèòîâû

â ñèëó óíèòàðíîñòè Û è äåéñòâèòåëüíîñòè ïàðàìåòðîâ aµ, ωµν
:

Û Û+ ≈ 1̂ + ı(P̂µ − P̂+
µ ) aµ − ı

2
(Ĵµν − Ĵ+

µν)ω
µν + ... = 1̂,

îòêóäà ñëåäóåò: P̂+
µ = P̂µ , Ĵ

+
µν = Ĵµν.

Â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ ïîñòóëèðóåòñÿ, ÷òî ýòè îïåðàòîðû ÿâëÿþò-

ñÿ îïåðàòîðàìè 4-èìïóëüñà P̂µ (îäíîðîäíîñòü 4-ïðîñòðàíñòâà) è ìîìåíòà

ïîëÿ Ĵµν (èçîòðîïíîñòü 4-ïðîñòðàíñòâà). Ïðè ýòîì îíè çàâèñÿò îò ïîëå-

âûõ îïåðàòîðîâ òàê-æå êàê è ñîîòâåòñòâóþùèå êëàññè÷åñêèå âûðàæåíèÿ.

Àíàëîãè÷íî ïðåäñòàâëåíèÿì �åéçåíáåðãà è Øð¼äèíãåðà, ïðè âû÷èñ-

ëåíèè ñðåäíåãî

〈
Φ|Â|Φ

〉
â íîâîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà, ìîæíî èñïîëüçîâàòü

ïðåîáðàçîâàííûå âåêòîðû

〈
Φ′|Â|Φ′〉

èëè óñðåäíÿòü ïî èñõîäíûì âåêòî-

ðàì

〈
Φ|Â′|Φ

〉
, íî èçìåí¼ííûé îïåðàòîð:

Â′ = Û+Â Û , |Φ′〉 = |Φ
〉
. (G.29)

Ïðèìåì çà îñíîâó ýòî îïðåäåëåíèå èçìåíåíèÿ îïåðàòîðîâ ïðè ðàçëè÷íûõ

ïðåîáðàçîâàíèÿõ.
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• �àññìîòðèì ñäâèã (òðàíñëÿöèîííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ) x′ = x + a äëÿ
îïåðàòîðà ïîëÿ. Çíà÷åíèå ïîëÿ â îäíîé è òîé æå òî÷êå 4-ïðîñòðàíñòâà â

îáîèõ êîîðäèíàòàõ íåèçìåííî:

Ψ̂′
k(x

′) = Ψ̂k(x) = Ψ̂k(x
′ − a) ≈ Ψ̂k(x

′)− ∂ ′
µΨ̂k(x

′) aµ + ...

Îïóñêàÿ øòðèõ ó êîîðäèíàò, ìîæíî çàïèñàòü:

Ψ̂′
k(x) ≈ Ψ̂k(x)− ∂µΨ̂k(x) a

µ = Û+Ψ̂k(x)Û ≈ (1− ıP̂µa
µ) Ψ̂k(x) (1+ ıP̂νa

ν).

Ïåðåìíîæàÿ ñêîáêè, â ïåðâîì ïîðÿäêå ìàëîñòè ïî aµ, ïîëó÷àåì:

ı∂µΨ̂k(x) = [Ψ̂k(x), P̂µ]. (G.30)

Äëÿ µ = 0 � ýòî îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå �åéçåíáåðãà. Èñïîëüçóÿ êîììó-
òàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ (2.3), (2.4), ñòð. 46, ìîæíî ïðîâåðèòü ñïðàâåä-

ëèâîñòü (G.30) è äëÿ µ = 1, 2, 3. Íàïðèìåð, äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ:

ı∇ϕ̂(x) =

∫

[ϕ̂x, π̂y∇ϕ̂y] d
3y = ı

∫

δ(x− y)∇ϕ̂y d
3y.

(ïëþñ â Pi, òàê êàê Pi = −P i
). Ïðè ïîìîùè óðàâíåíèÿ (G.30) íåñëîæíî

ïðîâåðèòü ñîîòíîøåíèå, îáîáùàþùåå ïðåäñòàâëåíèå �åéçåíáåðãà:

Ψ̂k(x) = eıP̂·x Ψ̂k(0) e
−ıP̂·x. (G.31)

•Ïîäîáíûì îáðàçîì ìîæíî ðàññìîòðåòü �àçîâûå ïðåîáðàçîâàíèÿ (ãðóï-
ïà U(1)) êîìïëåêñíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ:

Ψ̂(x) 7→ Ψ̂′(x) = e−ıα Ψ̂(x).

Çàïèøåì ïðåîáðàçîâàíèå âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ ïðè α → 0 â âèäå

Û ≈ 1̂− ıQ̂ α+ ..., Q̂+ = Q̂,

ãäå ýðìèòîâ îïåðàòîð Q̂ ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì çàðÿäà ïîëÿ (ñòð. 31). Òî-

ãäà

Ψ̂′ = (1− ıα)Ψ̂ = Û+Ψ̂ Û = (1̂ + ıQ̂ α) Ψ̂ (1̂− ıQ̂ α),

îòêóäà:

Ψ̂(x) = [Ψ̂(x), Q̂]. (G.32)

Ïîñòóëèðîâàâ óðàâíåíèÿ (G.30), (G.32) è èì ïîäîáíûå, ìîæíî ïîéòè â

îáðàòíîì íàïðàâëåíèè è óñòàíîâèòü êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ

îïåðàòîðîâ ïîëÿ (ïðîâåðüòå, ÷òî (2.23), ñòð. 51 óäîâëåòâîðÿåò (G.32)).
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•Êîììóòàòîðû ïîëÿ ñ îïåðàòîðîì ìîìåíòà èìïóëüñà çàâèñÿò îò òðàíñ-

�îðìàöèîííûõ ñâîéñòâ ïîëÿ. Íå êîíêðåòèçóÿ èõ, çàïèøåì ïðåîáðàçîâà-

íèå â îáùåì âèäå ïðè ïîìîùè êîíñòàíò Σαβ
ij , ââåäåííûõ â ãëàâå 1 (ñòð. 37):

Ψ′
i(x

′) ≈ Ψi(x)−
ı

2
Σµν

ij ωµν Ψ
j(x). (G.33)

Êîîðäèíàòû ïðè áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëîðåíöà ïðåîáðà-

çóþòñÿ êàê x′
µ = xµ + ωµν x

ν
. Ïîýòîìó òðàíñ�îðìàöèÿ �óíêöèîíàëüíîé

çàâèñèìîñòè ïîëÿ (1.67) èìååò âèä:

Ψ′
i(x)−Ψi(x) = δΨi(x) = −ωµν x

ν ∂µΨi(x)−
ı

2
Σµν

ij ωµν Ψ
j(x). (G.34)

Çàïèøåì ïðåîáðàçîâàíèå (G.29) äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ:

(1 +
ı

2
Ĵµν ω

µν) Ψ̂k(x) (1−
ı

2
Ĵαβ ω

αβ) = Ψ̂k(x) + δΨ̂k(x).

Ïåðåìíîæàÿ ñêîáêè ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî ω, ïî-

ëó÷àåì:

ı

2
[Ψ̂k(x), Ĵ

µν]ωµν = ωµν x
ν ∂µΨ̂k(x) +

ı

2
Σµν

kj ωµν Ψ̂
j(x).

Áåðÿ ïðîèçâîäíóþ ïî ωαβ ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèÿ (1.70), ñòð. 39, ïðè-

õîäèì ê óðàâíåíèþ:

ı(xα∂β − xβ∂α) Ψ̂k(x) + Σαβ
kj Ψ̂

j(x) = [Ψ̂k(x), Ĵ
αβ]. (G.35)

Ïî ñâîåé ñòðóêòóðå îíî àíàëîãè÷íî êîììóòàòîðó ñ 4-èìïóëüñîì (G.30).

Åñëè â ïîñëåäíåì ñëåâà ñòîèò äè��åðåíöèàëüíûé �îïåðàòîð 4-èìïóëüñà�

êâàíòîâîé ìåõàíèêè p̂α = ı∂α, òî â (G.35) íà ïîëå äåéñòâóåò äè��åðåí-
öèàëüíûé îïåðàòîð xαp̂β − xβp̂α, ñîâïàäàþùèé ñ îïåðàòîðîì 4-ìîìåíòà

èìïóëüñà ÷àñòèöû â ðåëÿòèâèñòñêîé ìåõàíèêå. Êðîìå ýòîãî, ïîëå ëè-

íåéíî äå�îðìèðóåòñÿ ïðè ïîìîùè ñïèíîâîé ìàòðèöû Σαβ
ij . �åçóëüòàòîì

òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòîð ïîëÿ è åãî 4-ìîìåíòà èì-

ïóëüñà.

Ïðîâåðèì, ÷òî â óðàâíåíèè (G.35) ãåíåðàòîð Ĵαβ
ïðåîáðàçîâàíèé âåê-

òîðà ñîñòîÿíèÿ, äåéñòâèòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ìîìåíòîì ïîëÿ (ñòð. 39):

Ĵαβ =

∫

Ĵ0,αβ d3x = L̂αβ + Ŝαβ, (G.36)

ãäå óãëîâîé è ñïèíîâûé ìîìåíòû

L̂αβ =

∫

(xα T̂ 0β − xβ T̂ 0α) d3x, Ŝαβ = −ıΣαβ
ij

∫

Π̂i Ψ̂j d3x (G.37)

âûðàæåíû ÷åðåç ïëîòíîñòü òåíçîðà ýíåðãèè èìïóëüñà:

T 0ν = Πk ∂νΨk − g0ν L, Πk =
∂L

∂(∂0Ψk)
,

ãäå Π̂k
� êàíîíè÷åñêèé èìïóëüñ, ñîïðÿæ¼ííûé êîìïîíåíòå ïîëÿ Ψ̂k.



ÒÅÎ�Èß ��ÓÏÏ 305

Ñ ó÷¼òîì àêñèîìàòèêè êàíîíè÷åñêîãî êâàíòîâàíèÿ (ñòð. 46), íàïèøåì

êîììóòàöèîííîå ñîîòíîøåíèå:

[Ψ̂i(t, x), Π̂
j(t, y)] = ı δji δ(x− y). (G.38)

Âû÷èñëèì êîììóòàòîð îïåðàòîðà ïîëÿ ñî ñïèíîâîé êîìïîíåíòîé ïîëíî-

ãî ìîìåíòà (îïóñêàåì çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè, êîòîðîå ñ÷èòàåì îäèíà-

êîâûì âî âñåõ îïåðàòîðàõ):

[Ψ̂k(x), Ŝ
αβ] = −ıΣαβ

ij

∫

[Ψ̂k(x), Π̂
i(y)Ψ̂j(y)] d3y = Σαβ

kj Ψ̂
j(x).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ âòîðîå ñëàãàåìîå â ëåâîé ÷àñòè (G.35).

Êîììóòàòîð ñ óãëîâûì ìîìåíòîì íàéä¼ì äëÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ èí-

äåêñîâ α, β = 1, 2, 3. Â ýòîì ñëó÷àå:

L̂ij =

∫

(xi Π̂k ∂jΨ̂k − xj Π̂k ∂iΨ̂k) d
3x. (G.39)

Ïîâòîðÿÿ ïðåäûäóùèå âû÷èñëåíèÿ, ïîëó÷àåì ïåðâîå ñëàãàåìîå ëåâîé ÷à-

ñòè óðàâíåíèÿ (G.35):

[Ψ̂k(t,x), L̂
ij] = ı(xi∂j − xj∂i) Ψk(t,x).

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ïîìîùè 3-ìåðíîãî ñèìâîëà Ëåâè-×åâèòà (ε123 = 1)
èç ïðîñòðàíñòâåííûõ êîìïîíåíò óãëîâîãî ìîìåíòà ìîæíî ñ�îðìèðîâàòü

îïåðàòîðíûé 3-âåêòîð (ïî k ñóììà):

L̂i =
1

2
εijkL̂jk = {L̂23, L̂31, L̂12}. (G.40)

Ýòîò âåêòîð êîììóòèðóåò ñ ïîëåâûì îïåðàòîðîì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

[Ψ̂p, L̂
i] = ı εijk xj∂k Ψp = [x× (−ı∇)]i Ψ̂p, (G.41)

ãäå ó÷òåíî, ÷òî ∂k = ∂/∂xk = −∇k
. Â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ

ñòîèò äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ìîìåíòà èìïóëüñà êâàíòîâîé ìåõà-

íèêè (ãëàâà ??). Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî îïåðàòîðû L̂i
, Ŝi

êîììóòèðóþò

òàêæå êàê ýòîò îïåðàòîð ìîìåíòà èìïóëüñà:

[L̂i, L̂j] = ı εijk L̂k, [Ŝi, Ŝj] = ı εijk Ŝk, [L̂i, Ŝj ] = 0, (G.42)

ãäå âåêòîð ñïèíà Ŝi
�îðìèðóåòñÿ èç ïðîñòðàíñòâåííûõ êîìïîíåíò òåí-

çîðà ñïèíà Ŝij
àíàëîãè÷íî (G.40). Ïåðâîå ñîîòíîøåíèå âû÷èñëÿåòñÿ ïðè

ïîìîùè (G.39) è (G.38). Ïðè âû÷èñëåíèè âòîðîãî ïîòðåáóåòñÿ êîììóòà-

òîð (1.63), ñòð. 37 äëÿ ìàòðèö Σαβ
ij .
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G.8 Êîììóòàòîðû 4-èìïóëüñà è ìîìåíòà ïîëÿ

Íàéä¼ì êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó îïåðàòîðàìè 4-èìïóëüñà

Pα
è ìîìåíòà Jαβ

ïîëÿ. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì óíèòàðíûé îïåðàòîð

Û(a, Λ) ïðåîáðàçîâàíèÿ âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ (G.28). Äâà ïîñëåäîâàòåëü-

íûõ ïðåîáðàçîâàíèé âåêòîðà ñîñòîÿíèé ýêâèâàëåíòíî îäíîìó ïðåîáðàçî-

âàíèþ, ïîýòîìó îïåðàòîð Û îáðàçóåò ãðóïïó ñ óìíîæåíèåì:

Û(a2,Λ2) · Û(a1,Λ1) = Û(a2 + Λ2a1, Λ2Λ1). (G.43)

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå èìååò âèä:

Û 1(a,Λ) = Û(−Λ−1a, Λ−1), (G.44)

ãäå ó÷òåíû çàêîíû êîìïîçèöèè ïðåîáðàçîâàíèé Ïóíêàðå (ñòð. 300). Ïîëü-

çóÿñü (G.43) è (G.44) çàïèøåì

Û−1(a, Λ) Û(ā, Λ̄) Û(a, Λ) = Û(−Λ−1a + Λ−1ā + Λ−1Λ̄a, Λ−1Λ̄Λ),

ãäå (a, Λ) è (ā, Λ̄) � íåçàâèñèìûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñäâèãîâ è ïîâîðîòîâ.

Ïóñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ ÷åðòîé ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûìè:

Û−1(a, Λ) Û(ā, 1 + ω̄) Û(a, Λ) = Û(Λ−1ā + Λ−1ω̄a, 1 + Λ−1ω̄Λ).

Çàïèñûâàÿ ðàçëîæåíèå îïåðàòîðà Û ïðè ìàëûõ ïàðàìåòðàõ (ñòð. 302)

Û(a, 1 + ω) = 1̂ + ıaµP̂
µ − ı

2
ωµνJ

µν
(G.45)

è âîññòàíàâëèâàÿ èíäåêñû, ïîëó÷àåì:

āµÛ
−1P̂ µÛ − 1

2
ω̄µνÛ

−1ĴµνÛ = (Λ−1
µν ā

ν + Λ−1
µν ω̄

νσaσ)P̂
µ − 1

2
Λ−1
µσ ω̄

σλΛλν Ĵ
µν,

ãäå Û = Û(a,Λ). Âîçüì¼ì ïðîèçâîäíóþ ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ïî āα è ω̄αβ

(ïðîèçâîäíóþ ïî àíòèñèììåòðè÷íûì ïàðàìåòðàì íåîáõîäèìî áðàòü ïî

�îðìóëå (1.70), ñòð. 39):

Û−1P̂αÛ = ΛαµP̂
µ, (G.46)

Û−1ĴαβÛ = ΛαµΛβν Ĵ
µν + aαΛβµP̂

µ − aβΛαµP̂
µ, (G.47)

ãäå ó÷òåíî, ÷òî, â ñèëó óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè ëîðåíöåâñêîé ìàòðè-

öû (ñòð. 20), ìîæíî ïîëîæèòü Λ−1
αβ = Λβα. Ñðàâíèâàÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ ñ

(G.29), ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî P̂α ïðåîáðàçóåòñÿ êàê 4-âåêòîð, à Ĵαβ �
êàê 4-òåíçîð ïðè 4-âðàùåíèÿõ è ïðè ñäâèãàõ (âûïîëíåííûõ ïîñëå âðàùå-

íèÿ) ìåíÿåòñÿ àíàëîãè÷íî ìîìåíòó èìïóëüñà â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå.
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Ïóñòü òåïåðü îïåðàòîð Û(a, Λ) òàêæå çàâèñèò îò áåñêîíå÷íî ìàëûõ

ñäâèãîâ è ïîâîðîòîâ Λ = 1 + ω. Òîãäà (G.46) èìååò âèä:

(1− ıaµP̂
µ +

ı

2
ωµνĴ

µν) P̂α (1 + ıaλP̂
λ − ı

2
ωλσĴ

λσ) = (gαµ + ωαµ) P̂
µ.

Ïåðåìíîæàÿ ñêîáêè â ëåâîé ÷àñòè ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðâîãî ïîðÿäêà ìà-

ëîñòè ïî ïàðàìåòðàì aµ, ωµν, ïîëó÷àåì:

−ıaµ [P̂µ, P̂α] +
ı

2
ωµν [Ĵµν, P̂α] = ωαβP̂

β .

Ñíîâà áåðÿ ïðîèçâîäíûå ïî aα, ωαβ, ïðèõîäèì ê êîììóòàòîðàì:

[P̂α, P̂β] = 0, [P̂α, Ĵµν] = ı(gαµP̂ν − gανP̂µ). (G.48)

Àíàëîãè÷íî ðàñïèñûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå (G.47). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷à-

åòñÿ åù¼ ðàç âòîðîå ñîîòíîøåíèå (G.48) è êîììóòàòîð ìåæäó êîìïîíåí-

òàìè îïåðàòîðà ìîìåíòà èìïóëüñà:

[Ĵαβ, Ĵµν] = ı (gαµ Ĵνβ − gαν Ĵµβ + gβν Ĵµα − gβµ Ĵνα). (G.49)

Êîììóòàòîðû (G.48) è (G.49) îáðàçóþò àëãåáðó Ïóàíêàðå ñ ãåíåðàòîðàìè

(G.22), (G.23), ñòð. 301.

Àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð Jαβ
îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ 3-âåêòîðàìè:

J = {J23, J31, J12}, G = {J10, J20, J30}. (G.50)

Ïîëüçóÿñü (G.48), (G.49), ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî (ε123 = 1):

[Ĵ i, Ĵ j] = ıεijkĴk, [Ĵ i, Ĝj] = ıεijkĜk, [Ĝi, Ĝj ] = −ıεijkĴk, (G.51)

à êîììóòàòîðû ñ îïåðàòîðîì 4-èìïóëüñà P̂ µ = {Ĥ, P̂} ðàâíû:

[Ĵ i, P̂ j] = ıεijkP̂ k, [Ĝi, P̂ j ] = ıĤδij, [Ĝi, Ĥ] = ıP̂ i. (G.52)

Îñòàëüíûå êîììóòàòîðû íóëåâûå:

[P̂ i, Ĥ] = 0, [P̂ i, P̂ j ] = 0, [Ĵ i, Ĥ ] = 0, (G.53)

ò.å. ñ ãàìèëüòîíèàíîì Ĥ èìåþò îáùèå ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîð

3-èìïóëüñà ïîëÿ P̂ è 3-ìîìåíòà Ĵ. Ïðè ýòîì, îïåðàòîð Ĝ, õîòÿ è ñîîò-

âåòñòâóåò ñîõðàíÿþùåéñÿ âåëè÷èíå, íî íå êîììóòèðóåò ñ ãàìèëüòîíèà-

íîì. Ñâÿçàíî ýòî ñ òåì, ÷òî â åãî îïðåäåëåíèè ÿâíûì îáðàçîì ó÷àñòâóåò

âðåìÿ è çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìååò âèä dĜ/dt = ∂Ĝ/∂t+ ı[Ĥ, Ĝ] = 0.
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• Íåêîììóòàòèâíîñòü îïåðàòîðîâ P̂α è Ĵµν ñâÿçàíà ñ íåïåðåñòàíîâî÷-
íîñòüþ îïåðàöèé ñäâèãîâ (òðàíñëÿöèé) è ïîâîðîòîâ. Èç (G.48) ñëåäóåò,

÷òî 4-ïîâîðîòû êîììóòèðóþò ñ êâàäðàòîì 4-ñìåùåíèé (è âîîáùå ñ ëþ-

áûì îïåðàòîðíûì 4-ñêàëÿðîì):

[Ĵαβ, M̂
2] = 0, M̂2 = P̂αP̂

α
(G.54)

Ïðè ïîìîùè àíòèñèììåòðè÷íîãî 4-òåíçîðà Ëåâè-×åâèòû (ε0123 = 1)
îïðåäåëèì îïåðàòîð Ïàóëè-Ëþáàíñêîãî:

Ŵ ν =
1

2
εναβγ Ĵαβ P̂γ. (G.55)

Îí 4-îðòîãîíàëåí îïåðàòîðó ñäâèãîâ è êîììóòèðóåò ñ íèì:

ŴνP̂
ν = 0, [Ŵµ, P̂ν ] = 0. (G.56)

Ïîëüçóÿñü ñâîéñòâàìè 4-òåíçîðà Ëåâè-×åâèòû íåñëîæíî ïîëó÷èòü

εαβγλ Ŵ
λ = ĴαβP̂γ + ĴγαP̂β + ĴβγP̂α. (G.57)

Ïðè ïîìîùè ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî íàéòè êîììóòàòîð Ŵ ν
ñ îïåðà-

òîðîì ìîìåíòà èìïóëüñà:

[Ŵα, Ĵµν ] = ı (gαµŴν − gανŴµ). (G.58)

Íàêîíåö, êîììóòàòîð äâóõ îïåðàòîðîâ Ŵ ðàâåí:

[Ŵ µ, Ŵ ν] = ı εµναβP̂αŴβ, (G.59)

÷òî ïðîâåðÿåòñÿ ïðè ïîìîùè (G.56) è (G.58).

Çàïèøåì îïåðàòîð Ïàóëè-Ëþáàíñêîãî â âåêòîðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ:

Ŵ 0 = ĴP̂, Ŵ = ĴĤ − Ĝ× P̂. (G.60)

�àññìîòðèì �ñèñòåìó ïîêîÿ� â êîòîðîé ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòî-

ðà P̂ ðàâíû íóëþ (P = 0). Â òàêîé ñèñòåìå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû Ŵ 0

ðàâíû íóëþ, à ïðîñòðàíñòâåííûå ñîâïàäàþò ñ ïîëíûì ìîìåíòîì, óìíî-

æåííûì íà ýíåðãèþ (ìàññó) ïîëÿ. Ïîýòîìó Ŵ µ
íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàí

ñ îïåðàòîðîì ñïèíà Ŝµ
ñèñòåìû (ïîëíîãî ìîìåíòà â ñèñòåìå ïîêîÿ):

Ŵ µ = MŜµ,

ãäå M � ìàññà ñèñòåìû, êîòîðóþ ìû ïîñòàâèëè áåç øëÿïêè, òàê êàê îíà

êîììóòèðóåò ñî âñåìè îïåðàòîðàìè. Â ðåëÿòèâèñòñêîé ìåõàíèêå ÷àñòèö

ìîæíî ïîêàçàòü [1℄, ÷òî âòîðîå ñîîòíîøåíèå (G.60), çàïèñàííîå äëÿ S,

èìååò ñìûñë ðàçíèöû ïîëíîãî ìîìåíòà è ìîìåíòà äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ.

Ýòî ÿâëÿåòñÿ åù¼ îäíèì îïðåäåëåíèåì ñïèíà ñèñòåìû.
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• Ïðè ïîìîùè ñâåðòêè îïåðàòîðîâ Ĵµν è P̂ν, ìîæíî ïîëó÷èòü åùå îäèí

îïåðàòîð, êîòîðûé, êàê è Ŵµ, îðòîãîíàëåí îïåðàòîðó ñäâèãîâ P̂µ:

N̂µ = ĴµνP̂
ν . (G.61)

Äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå êîììóòàòîðû:

[N̂µ, P̂ν ] = ı(P̂µP̂ν − gµν M̂
2),

[N̂α, Ĵµν] = ı (gαµN̂ν − gανN̂µ),

[N̂µ, Ŵν] = ı ŴµP̂ν,

ãäå ïðè âû÷èñëåíèè ïîñëåäíåãî êîììóòàòîðà ëó÷øå èñïîëüçîâàòü (G.58)

è (G.59). Ìåæäó ñîáîé ýòè îïåðàòîðû êîììóòèðóþò òàê:

[N̂µ, N̂ν] = ıM̂2 Ĵµν.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà îäèíàêîâóþ ñòðóêòóðó êîììóòàòîðîâ îïåðàòîð-

íûõ 4-âåêòîðîâ P̂α, Ŵα è N̂α ñ òåíçîðíûì îïåðàòîðîì âðàùåíèé Ĵµν.
Ýòî îáùèé ðåçóëüòàò è òàê áóäåò êîììóòèðîâàòü ëþáîé îïåðàòîðíûé

4-âåêòîð Âα íå çàâèñÿùèé îò êîîðäèíàò è âðåìåíè:

[Âα, Ĵµν] = ı (gαµÂν − gανÂµ). (G.62)

Ñâÿçàíî ýòî ñ òåì, ÷òî Ĵµν îïðåäåëÿåò ìàòðèöó ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðóïïû

Ëîðåíöà. Ïðè ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ 4-âåêòîð äîëæåí ïðåîáðàçîâûâàòüñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Û−1(0,Λ) Âµ Û(0,Λ) = Λµ
ν Â

ν. (G.63)

Àíàëîãè÷íî, ëþáîå òåíçîðíîå âûðàæåíèå Ŝαβ áóäåò êîììóòèðîâàòü ñ Ĵµν
êàê ïðîèçâåäåíèå äâóõ îïåðàòîðîâ ÂαB̂β.

Ïåðå÷èñëèì âñå íåçàâèñèìûå íåíóëåâûå 4-ñêàëÿðû, êîòîðûå ìîæíî

îïðåäåëèòü ïðè ïîìîùè ââåäåííûõ îïåðàòîðîâ:

P̂µP̂
µ, ŴµŴ

µ, N̂µN̂
µ, ŴµN̂

µ.

Ïåðâûå äâà èç íèõ êîììóòèðóþò ñî âñåìè îïåðàòîðàìè, ÿâëÿÿñü îïåðà-

òîðàìè Êàçèìèðà ãðóïïû Ïóàíêàðå. Ïðè ýòîì êâàäðàò îïåðàòîðà Ïàóëè-

Ëþáàíñêîãî ðàâåí:

ŴµŴ
µ = N̂µN̂

µ − M2

2
ĴµνĴ

µν .

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî õîòÿ [Ŵµ, P̂ν] = 0, ðàçëè÷íûå êîìïîíåíòû îïå-

ðàòîðà Ŵµ ìåæäó ñîáîé íå êîììóòèðóþò è â áàçèñíûé íàáîð ìîæíî

âçÿòü òîëüêî îäíó èç íèõ, íàïðèìåð, Ŵ0.
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