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III. ÑÈÑÒÅÌÀ ÅÄÈÍÈÖ 13

III Ñèñòåìà åäèíèö

• Ñêîðîñòü ñâåòà è ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà ÿâëÿþòñÿ �óíäàìåíòàëüíûìè

�èçè÷åñêèìè êîíñòàíòàìè, îïðåäåëÿþùèìè ìàñøòàáû ý��åêòîâ â ðå-

ëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé òåîðèè:

c = 299 792 458m/s,

~ = 1.054 572 · 10−34 J · s = 6.582 119 · 10−22MeV · s,
~c = 197.327 · 10−15Mev ·m.

(1)

Âûøå èñïîëüçîâàíû ëàòèíñêèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ìåòðà, ñåêóíäû è äæî-

óëÿ (ñèñòåìà ÑÈ). Ýëåêòðîíâîëüò eV = 1.602 · 10−19 J ðàâåí ýíåðãèè,

çàòðà÷èâàåìîé ïðè ïåðåíîñå ýëåìåíòàðíîãî çàðÿäà ìåæäó òî÷êàìè ñ ðàç-

íèöåé ïîòåíöèàëîâ â îäèí âîëüò, à MeV îçíà÷àåò 106 eV (ìåãà ýëåêòðîí-

âîëüò). ×àñòî âñòðå÷àþòñÿ ñëåäóþùèå ïðèñòàâêè ñòåïåíåé äåñÿòè:

10 6 : M (ìåãà), 10 9 : G (ãèãà), 10 12 : T (òåðà),

10−6 : µ (ìèêðî), 10−9 : n (íàíî), 10−12 : p (ïèêî).

Ýëåìåíòàðíûé ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä îïðåäåëÿåòñÿ áåçðàçìåðíîé ïîñòî-

ÿííîé òîíêîé ñòðóêòóðû:

α =
e2

~c
= 1/137.035 999 074(44).

Â �èçèêå ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö ïðèíÿòà ñèñòåìà åäèíèö â êîòîðîé

~ = c = 1. Â ýòîé ñèñòåìå èç ñîîòíîøåíèé (áåç c è ~) E2 = p2 + m2
è

p̂ = −ıd/dx ñëåäóåò, ÷òî äëèíà, âðåìÿ, ýíåðãèÿ è èìïóëüñ âûðàæàþòñÿ

â åäèíèöàõ ìàññû (êîòîðóþ ïðèíÿòî èçìåðÿòü â ýëåêòðîíâîëüòàõ):

t ∼ x ∼M−1, E ∼ p ∼M.

Ñêîðîñòü, çàðÿä q2 = Er áåçðàçìåðíû (â åäèíèöàõ ìàññû).

×òîáû âîññòàíîâèòü â �îðìóëàõ �óíäàìåíòàëüíûå êîíñòàíòû, íåîá-

õîäèìî äëÿ âðåìåíè, äëèíû è ìàññû ñäåëàòü ñëåäóþùèå çàìåíû:

t 7→ c t

~
, x 7→ x

~
, m 7→ mc. (2)

Ïîäñòàíîâêè îñòàëüíûõ âåëè÷èí îïðåäåëÿþòñÿ èõ ðàçìåðíîñòÿìè â êëàñ-

ñè÷åñêîé ìåõàíèêå (ãäå íåò êîíñòàíò ~ è c). Íàïðèìåð, äëÿ ýíåðãèè

E = mx2/t2, èìïóëüñà p = mx/t è çàðÿäà q2 = Er:

E 7→ E

c
, p 7→ p, q2 7→ q2

~c
.

Çàìåíû äëÿ ïîëåé îïðåäåëÿþòñÿ èç ñîîáðàæåíèÿ îòñóòñòâèÿ ïîñòîÿí-

íîé Ïëàíêà ~ â èõ ýíåðãèè (êëàññè÷åñêèå ïîëÿ) è ñîîòâåòñòâèè ïîëåâûõ

êîììóòàòîðîâ êâàíòîâîé ìåõàíèêå.
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• Ïðèâåä¼ì íåñêîëüêî õàðàêòåðíûõ ìàñøòàáîâ â �èçèêå ýëåìåíòàð-

íûõ ÷àñòèö. Ìàññû ýëåêòðîíà è ïðîòîíà ðàâíû:

me = 0.511MeV,

mp = 938 MeV = 1836me,

à äëÿ ïîêîëåíèé ëåïòîíîâ (µ-ìåçîí, τ -ëåïòîí):

mµ ≈ 207me, mτ ≈ 3477me = 17mµ.

Íåéòðîí ÷óòü òÿæåëåå ïðîòîíà, à äåéòåðèé ëåã÷å ÷åì ñóììà ìàññ ïðîòîíà

è íåéòðîíà èç êîòîðûõ îí ñîñòîèò:

mn = 1.0014mp = mp + 2.5me, md = mp +mn − 4.4me.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ, áîðîâñêàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà â àòîìå âîäîðîäà ðàâíà

EB/c
2 = me α

2/2 = 2.7 · 10−5me. Ñàìûå ë¼ãêèå π-ìåçîíû èìåþò ìàññû:

mπ± = 140MeV, mπ0 = 135MeV = mπ± − 9me.

Ìàññà òÿæ¼ëûõ ìåçîíîâ (èç èçâåñòíûõ) îêîëî 11 000MeV = 11GeV.
Ìàññû áàðèîíîâ, íà÷èíàþòñÿ ñ òÿæ¼ëîãî (ïî ñðàâíåíèþ ñ π ìåçîíîì)

ïðîòîíà ðàñòóò íåñêîëüêî ñêðîìíåå è äîñòèãàþò çíà÷åíèé 6 000MeV.

Õàðàêòåðíûé ðàçìåð àòîìîâ è øàãà êðèñòàëëè÷åñêîé ðåø¼òêè òâ¼ð-

äûõ òåë ñîñòàâëÿåò àíãñòðåìû. Îäèí àíãñòðåì ðàâåí

�

A= 10−10m. Äðó-

ãîé âàæíûé ìàñøòàá äëèíû íàçûâàåòñÿ �åðìè (â ÷åñòü Ýíðèêî Ôåðìè) è

ðàâåí fm= 10−15m ≈ 5/GeV, ñì. (1). Ýòî çíà÷åíèå îïðåäåëÿåò õàðàêòåð-
íûé ðàçìåð ïðîòîíà è ë¼ãêèõ ÿäåð àòîìîâ. Äëÿ ýëåêòðîíà ñóùåñòâóþò

ñëåäóþùèå òèïè÷íûå ìàñøòàáû äëèíû: �êëàññè÷åñêèé ðàäèóñ�, êîìïòî-

íîâñêàÿ äëèíà è �ðàäèóñ� áîðîâñêîé îðáèòû:

re =
e2

me c2
= 2.818 fm, λe =

re
α

= 0.004�A, rB =
re
α2

= 0.5�A.

Ïåðâàÿ äëèíà íå çàâèñèò îò ïîñòîÿííîé Ïëàíêà ~, âòîðàÿ λe = ~/mec íå
çàâèñèò îò çàðÿäà e, à òðåòüÿ rB = ~2/mee

2
� îò ñêîðîñòè ñâåòà c.

Âðåìåííûå èíòåðâàëû â �èçèêå ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö ìåíÿþòñÿ â î÷åíü

øèðîêèõ äèàïàçîíàõ. Âðåìÿ æèçíè ñâîáîäíîãî íåéòðîíà (n 7→ p e−ν̄e) ñî-
ñòàâëÿåò 880 ñåêóíä. Ìåçîí π± 7→ µ νµ ðàñïàäàåòñÿ çà 2.6 · 10−8

ñåê, à

π0 7→ 2γ çà 8.5 · 10−17
ñåê. Áîëüøèíñòâî ìåçîíîâ è áàðèîíîâ ÿâëÿþòñÿ

î÷åíü êîðîòêîæèâóùèìè ÷àñòèöàìè. Èõ òàêæå íàçûâàþò ðåçîíàíñàìè.

Âðåìÿ æèçíè τ = 1/Γ ðåçîíàíñîâ èçìåðÿåòñÿ â ýíåðãåòè÷åñêèõ åäèí-

öàõ � øèðèíàõ ðàñïàäà Γ. Òèïè÷íûå çíà÷åíèÿ øèðèí äëÿ ðåçîíàíñîâ

ñîñòàâëÿþò ñîòíè ìåãàýëåêòðîíâîëüò: 6.6 · 10−22
ñåê = MeV−1

, ñì. (1).



�ëàâà 1

Îñíîâíûå ïîñòóëàòû

Îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî â ìèêðîìèðå ìíîãèå �èçè÷åñêèå âåëè÷èíû ïðè-

íèìàþò äèñêðåòíûå çíà÷åíèÿ. Ïðèìåðàìè ÿâëÿþòñÿ ìîìåíò èìïóëüñà

èëè ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà â àòîìå. Êðîìå ýòîãî, äâå �èçè÷åñêèå âåëè÷èíû

÷àñòî íåëüçÿ èçìåðèòü îäíîâðåìåííî ñêîëü óãîäíî òî÷íî. Íàèáîëåå àäåê-

âàòíûì ìàòåìàòè÷åñêèì àïïàðàòîì, ïîçâîëÿþùèì âñ¼ ýòî îïèñàòü, îêà-

çûâàåòñÿ òåîðèÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â âåêòîðíîì ïðî-

ñòðàíñòâå. Ïåðâûå äâà ðàçäåëà êðàòêî ïåðå÷èñëÿþò íåîáõîäèìûå ìàòå-

ìàòè÷åñêèå �àêòû, áîëåå ïîäðîáíîå èçëîæåíèå êîòîðûõ ìîæíî íàéòè â

ïðèëîæåíèè V, ñòð. 349.

Ôèçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïîäîáíîé ìàòåìàòèêè íàçûâàåòñÿ êâàíòî-

âîé òåîðèåé è å¼ îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ �óíäàìåíòàëüíîé

êîíñòàíòîé � ïîñòîÿííîé Ïëàíêà ~. Ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå ïîñòóëàòû òåî-

ðèè, êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ íà ïðîòÿæåíèè âñåé êíèãè, ïîýòîìó

ê ýòîé ãëàâå èìååò ñìûñë âðåìÿ îò âðåìåíè âîçâðàùàòüñÿ.

Íàïîìíèì, ÷òî çíàê ⋖Hxx îáîçíà÷àåò îòâåò íà çàäà÷ó ïîä íîìåðîì xx,

ïðèâåäåííóþ â òåêñòå. Åãî ìîæíî íàéòè â ïðèëîæåíèè H, ñòð. 411. Áëîêè,

ïîìå÷åííûå çâ¼çäî÷êîé:⊲∗
, òðåáóþò ñàìîñòîÿòåëüíûõ âû÷èñëåíèé è ïðè

ïåðâîì ÷òåíèè èõ ìîæíî îïóñòèòü.

Êâàíòîâàÿ òåîðèÿ ïîëÿ

Ñåðãåé Ñ. Ñòåïàíîâ

Ýòà êíèãà íàõîäèòñÿ â ïðîöåññå ñîçäàíèÿ. Å¼ ïîñëåäíÿÿ âåðñèÿ

è äðóãèå ìàòåðèàëû íàõîäÿòñÿ íà ñàéòå: http://synset.
om.

Çàìå÷åííûå îøèáêè è âîïðîñû ïðîñüáà ïðèñûëàòü ïî àäðåñó:

steps137, çàòåì ñîáà÷êà è gmail.
om.

(ñ) 2015. Ïå÷àòü: 2 èþëÿ 2017 ã.
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16 �ËÀÂÀ 1. ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÏÎÑÒÓËÀÒÛ

1 Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà

⊲ Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V (ñòð. 350) ñîñòîèò èç îáúåêòîâ, íàçûâà-

åìûõ âåêòîðàìè. Áóäåì èõ îáîçíà÷àòü áóêâàìè, îêðóæ¼ííûìè ïðÿìîé è

óãëîâîé ñêîáêîé: |Ψ〉, |Φ〉, ... Âåêòîðû ìîæíî óìíîæàòü íà êîìïëåêñíûå

÷èñëà α, β, ... è ñêëàäûâàòü äðóã ñ äðóãîì. Â ðåçóëüòàòå ñíîâà ïîëó÷à-

åòñÿ âåêòîð èç ýòîãî æå ïðîñòðàíñòâà: α |Ψ〉+ β |Φ〉. Óìíîæåíèå ëþáîãî
âåêòîðà íà íîëü äà¼ò íóëåâîé âåêòîð: 0 |Ψ〉 = |0〉 è âñåãäà: |0〉+|Ψ〉 = |Ψ〉.

⊲ Âåêòîðû |Ψ1〉, ..., |Ψk〉 íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûìè, åñëè ñó-

ùåñòâóåò k íåíóëåâûõ ÷èñåë α1, ..., αk äëÿ êîòîðûõ:

α1|Ψ1〉+ ...+ αk|Ψk〉 = |0〉. (1.1)

Ëþáîé èç ëèíåéíî çàâèñèìûõ âåêòîðîâ ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç êîìáèíà-

öèþ îñòàëüíûõ. Åñëè æå (1.1) âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî ïðè α1 = ... = αk = 0,
òî âåêòîðû íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè. Íàèáîëüøåå ÷èñëî íåçà-

âèñèìûõ âåêòîðîâ ðàâíî ðàçìåðíîñòè n = dimV ïðîñòðàíñòâà. Åñëè òà-

êîå ÷èñëî ñóùåñòâóåò, òî ãîâîðÿò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî n-ìåðíî.

⊲ Â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå n íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ |e1〉, ..., |en〉 îá-
ðàçóåò áàçèñ, ïî êîòîðîìó ìîæíî ðàçëîæèòü ëþáîé âåêòîð:

|a〉 = a1 |e1〉+ ...+ an |en〉. (1.2)

×èñëà a1, ..., an íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòàìè âåêòîðà |a〉. Òàêîå ðàçëîæå-
íèå âñåãäà åäèíñòâåííî (ñòð. 352) è âåêòîð |a〉 ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò-

ñÿ ñâîèìè êîîðäèíàòàìè. Ìîæíî âûáðàòü ìíîãî ðàçëè÷íûõ áàçèñîâ è â

êàæäîì èç íèõ îäèí è òîò æå âåêòîð áóäåò èìåòü ðàçëè÷íûå êîîðäèíàòû.

⊲ Ïîäïðîñòðàíñòâîì íàçûâàþò ÷àñòü âåêòîðîâ, ïðèíàäëåæàùèõ V,

ñóììà êîòîðûõ è óìíîæåíèå íà ÷èñëî ñíîâà äàþò âåêòîð èç ýòîãî ïîä-

ïðîñòðàíñòâà. Íàïðèìåð, ïóñòü dimV > 2 è |ek〉 � áàçèñ. Òîãäà ìíîæå-

ñòâî âåêòîðîâ α1 |e1〉+ α2 |e2〉, ãäå αi � ëþáûå ÷èñëà, îáðàçóþò 2-ìåðíîå

ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà V.

⊲ Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íîìåðíûì. Åñëè åãî

áàçèñíûå âåêòîðû ìîæíî ïðîíóìåðîâàòü öåëûìè ÷èñëàìè, òî ïðîñòðàí-

ñòâî ÿâëÿåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì. Ñåïàðàáåëüíîå, áåñêîíå÷íîìåðíîå âåêòîð-

íîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì (ñòð. 372).

Â êâàíòîâîé òåîðèè ÷àñòî èìþò äåëî ñ ãèëüáåðòîâûìè ïðîñòðàíñòâàìè,

õîòÿ ïðèõîäèòñÿ çà íèõ âûõîäèòü è ðàññìàòðèâàòü òàêæå íåñåïàðàáåëü-

íûå ïðîñòðàíñòâà. Ïðè ýòîì íàäî èìåòü ââèäó, ÷òî íåêîòîðûå óòâåð-

æäåíèÿ, î÷åâèäíûå äëÿ êîíå÷íîìåðíûõ èëè ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ,

ìîãóò îêàçàòüñÿ íåâåðíûìè äëÿ ïðîñòðàíñòâ íåñåïàðàáåëüíûõ.



1. ÂÅÊÒÎ�ÍÛÅ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀ 17

⊲ Ñ êàæäîé ïàðîé âåêòîðîâ |Ψ〉 è |Φ〉 ñâÿæåì êîìïëåêñíîå ÷èñëî,

êîòîðîå íàçîâ¼ì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì è îáîçíà÷èì óãëîâûìè ñêîá-

êàìè ñ ðàçäåëÿþùåé âåðòèêàëüíîé ÷åðòîé: 〈Ψ|Φ〉. Ïîñòóëèðóåòñÿ, ÷òî
ïðè êîìïëåêñíîì ñîïðÿæåíèè ïðîèñõîäèò ïåðåñòàíîâêà âåêòîðîâ

〈Ψ|Φ〉∗ = 〈Φ|Ψ〉 (1.3)

è âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè ïî âòîðîìó âåêòîðó:

|Φ〉 = α1 |Φ1〉+ α2 |Φ2〉 => 〈Ψ|Φ〉 = α1〈Ψ|Φ1〉+ α2〈Ψ|Φ2

〉
(1.4)

è â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.3) àíòèëèíåéíîñòè ïî ïåðâîìó âåêòîðó:

|Ψ〉 = α1 |Ψ1〉+ α2 |Ψ2〉 => 〈Ψ|Φ〉 = α∗
1〈Ψ1|Φ〉+ α∗

2〈Ψ2|Φ
〉
. (1.5)

Òàêèì îáðàçîì, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå � ýòî áèëèíåéíàÿ �óíêöèÿ îò

äâóõ âåêòîðîâ (ñòð. 328), èìåþùàÿ êîìïëåêñíûå çíà÷åíèÿ (V× V 7→ C).

Åñëè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî íóëþ, òî ãîâîðÿò, ÷òî âåêòîðû

îðòîãîíàëüíû äðóã äðóãó. Âàæíóþ ðîëü èãðàþò îðòîãîíàëüíûå áàçèñû, à

íåîðòîãîíàëüíûé áàçèñ âñåãäà ìîæíî îðòîãîíàëèçîâàòü (ñäåëàâ âåêòîðû

ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûìè) ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà Øìèäòà (ñòð. 353).

⊲ Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà íà ñåáÿ ñàìîãî íàçûâàåòñÿ åãî

íîðìîé. Ïîñòóëèðóåòñÿ, ÷òî íîðìà íåîòðèöàòåëüíà: 〈Ψ|Ψ〉 > 0. Åñëè
íîðìà êîíå÷íà, óìíîæåíèåì âåêòîðà íà ÷èñëî, ìîæíî äîáèòüñÿ ÷òîáû:

〈Ψ|Ψ〉 = 1. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî âåêòîð íîðìèðîâàí. Îáû÷íî, íà

ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà íàêëàäûâàþò äîïîëíèòåëüíîå òðåáîâàíèå êî-

íå÷íîñòè íîðìû âñåõ âåêòîðîâ. Îäíàêî, â êâàíòîâîé òåîðèè ÷àñòî ðàñ-

ñìàòðèâàþòñÿ ïðîñòðàíñòâà äîïóñêàþùèå è áåñêîíå÷íûå íîðìû.

⊲ Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå óäîáíî çàïèñûâàòü â òåðìèíàõ ñîïðÿæåí-

íîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïî-ìèìî èñõîäíûõ

âåêòîðîâ |Ψ〉, |Φ〉, ... ñóùåñòâóþò ñîïðÿæåííûå èì 〈Ψ|, 〈Φ
∣
∣
, ... Òàêèå

âåêòîðû íàçûâàþòñÿ �áðà�, â îòëè÷èå îò èñõîäíûõ �êåò� âåêòîðîâ. Ýòè

íàçâàíèÿ ïðîèñõîäÿò îò äâóõ ÷àñòåé àíãëèéñêîãî ñëîâà bra
ket (ñêîáêà)

è áûëè ïðèäóìàíû Äèðàêîì. Âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó

èñõîäíûì ïðîñòðàíñòâîì è åìó ñîïðÿæåííûì, çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

|Ψ〉+ = 〈Ψ|, 〈Ψ|+ = |Ψ〉,
(
α |Ψ〉+ β |Φ〉

)+
= α∗ 〈Ψ|+ β∗ 〈Φ|, (1.6)

ãäå êðåñòèê íàçûâàåòñÿ ýðìèòîâûì ñîïðÿæåíèåì. Äëÿ ÷èñåë ýðìèòîâî

ñîïðÿæåíèå äåéñòâóåò êàê êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå: α+ = α∗
. Â ðåçóëü-

òàòå, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ÿâëÿåòñÿ êàê áû ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðà

èç ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà è èñõîäíîãî: 〈Ψ
∣
∣Φ〉 = 〈Ψ

∣
∣ · |Φ〉, ãäå äëÿ

êðàòêîñòè óáèðàåòñÿ îäíà âåðòèêàëüíàÿ ÷åðòà.
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2 Îïåðàòîðû

Åù¼ îäèí âàæíûé îáúåêò � ýòî îïåðàòîð. Îí áóäåò ïîìå÷àòüñÿ ñâåðõó

øëÿïêîé. Îïåðàòîð îäíîìó âåêòîðó ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðûé

äðóãîé (V 7→ V). Íå�îðìàëüíî ãîâîðÿò, ÷òî îïåðàòîð �äåéñòâóåò� íà

âåêòîð, â ðåçóëüòàòå ÷åãî �ïîëó÷àåòñÿ� íîâûé âåêòîð:

Â |Ψ〉 = |Φ〉.

Îïåðàòîðû ìîæíî ñêëàäûâàòü: Â + B̂, óìíîæàòü íà ÷èñëî: α Â è ïå-

ðåìíîæàòü äðóã ñ äðóãîì: ÂB̂. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå íà âåêòîð ñíà÷àëà

äåéñòâóåò áëèæàéøèé ê íåìó îïåðàòîð, çàòåì íà ïîëó÷èâøèéñÿ âåêòîð

äåéñòâóåò ñëåäóþùèé îïåðàòîð è ò.ä.:

(ÂB̂) |Φ〉 = Â
(
B̂ |Φ〉

)
.

Óìíîæåíèå îïåðàòîðîâ àññîöèàòèâíî: Â(B̂Ĉ) = (ÂB̂)Ĉ è äèñòðèáóòèâ-

íî: Â(B̂ + Ĉ) = (ÂB̂) + (ÂĈ). Íî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé âàæíà è

â îáùåì ñëó÷àå îïåðàòîðû íå êîììóòèðóþò äðóã ñ äðóãîì: Â B̂ 6= B̂ Â.
Åñëè æå ïåðåñòàíîâêà íå ìåíÿåò ðåçóëüòàòà, òî ãîâîðÿò, ÷òî îïåðàòîðû

êîììóòèðóþò. Êîììóòàòîðîì äâóõ îïåðàòîðîâ íàçûâàþòñÿ ñêîáêè:

[Â, B̂] = ÂB̂ − B̂Â. (1.7)

Îïåðàòîðû êîììóòèðóþò, åñëè èõ êîììóòàòîð ðàâåí íóëþ. Íåñëîæíî

ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ òîæäåñòâ (⋖H1), ñòð. 412:

[Â, B̂] = −[B̂, Â], [Â, B̂Ĉ ] = [Â, B̂] Ĉ + B̂ [Â, Ĉ]. (1.8)

⊲ Îïåðàòîð íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ ÷èñåë è âåêòîðîâ

âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå:

Â
(
α|Ψ〉+ β|Φ〉

)
= α Â|Ψ〉+ β Â|Φ〉, (1.9)

ò.å. äåéñòâèå îïåðàòîðà íà ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ âåêòîðîâ ýêâèâàëåíòíî

ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ðåçóëüòàòà äåéñòâèÿ îïåðàòîðà íà êàæäûé âåêòîð.

⊲ Íóëåâîé îïåðàòîð ïðè äåéñòâèè íà ëþáîé âåêòîð äà¼ò íóëåâîé âåê-

òîð, à åäèíè÷íûé îïåðàòîð íå ìåíÿåò âåêòîðà:

0̂ |Ψ〉 = |0〉, 1̂ |Ψ〉 = |Ψ〉.

Íóëåâîé è åäèíè÷íûé îïåðàòîðû êîììóòèðóþò ñ ëþáûì îïåðàòîðîì è

0̂Â = 0̂, 1̂Â = Â. Çàìåòèì, ÷òî èç ÂB̂ = 0̂, â îáùåì íå ñëåäóåò, ÷òî îäèí

èç îïåðàòîðîâ íóëåâîé (ñòð. 361).
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⊲ Ïðè ðàáîòå ñ îïåðàòîðàìè íåîáõîäèìî ïîìíèòü, ÷òî îíè â îáùåì

ñëó÷àå íå êîììóòèðóþò. Íàïðèìåð:

(Â+ B̂)2 = (Â+ B̂)(Â+ B̂) = Â2 + B̂2 + ÂB̂ + B̂Â (1.10)

(äâà ïîñëåäíèõ ñëàãàåìûõ íåëüçÿ îáúåäèíÿòü â 2ÂB̂). Ïî ýòîé æå ïðè-

÷èíå, â îáùåì ñëó÷àå, eÂ+B̂ 6= eÂ eB̂, ãäå ýêñïîíåíòà îò îïåðàòîðà ïîíè-
ìàåòñÿ â ñìûñëå ðÿäà (ñòð. 378).

⊲ Äëÿ íåêîòîðûõ (íå âñåõ!) îïåðàòîðîâ Â ñóùåñòâóþò èì îáðàòíûå,

êîòîðûå îáîçíà÷àþòñÿ êàê Â−1
. Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà |a〉:

Â|a〉 = |b〉 => Â−1|b〉 = |a〉.

Îáðàòíûé îïåðàòîð êîììóòèðóåò ñ èñõîäíûì è ñïðàâåäëèâû òîæäåñòâà

(ñòð. 356):

Â−1Â = Â Â−1 = 1̂, (Â−1)−1 = Â, (ÂB̂)−1 = B̂−1Â−1. (1.11)

Åñëè Â−1
äëÿ äàííîãî Â ñóùåñòâóåò, òî îí âñåãäà åäèíñòâåííûé.

⊲ Ýðìèòîâîå ñîïðÿæåíèå Â+
îïåðàòîðà Â, îïðåäåëÿåòñÿ ïî àíàëîãèè

ñ ìàòðèöàìè:

〈Ψ|Â+|Φ〉 = 〈Φ|Â|Ψ〉∗, (1.12)

ãäå Ψ è Φ � ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû, à çâåçäî÷êà � êîìïëåêñíîå ñîïðÿæå-

íèå. Äëÿ ñïðÿæåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâà (ñòð. 356):

(Â+)+ = Â, (ÂB̂)+ = B̂+Â+, 〈Ψ|Â+Â|Ψ〉 > 0 (1.13)

è åñëè ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå Â+
ñîâïàäàåò ñ Â, òî òàêîé îïåðàòîð íàçû-

âàåòñÿ ýðìèòîâûì èëè ñàìîñîïðÿæåííûì. Íàïðèìåð, 1̂+ = 1̂.

Ñ ó÷¼òîì (1.6) êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè (1.12), ìîæíî

òàêæå ñ÷èòàòü ýðìèòîâûì ñîïðÿæåíèåì, êîòîðîå ïåðåñòàâëÿåò ìåñòàìè

âåêòîðû è îïåðàòîðû, ñòàâÿ íàä ïîñëåäíèìè çíàê

+
.

⊲ Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèÿ ýðìèòîâîãî ñîïðÿæåíèÿ è ñêàëÿðíîãî ïðî-

èçâåäåíèÿ, ìîæíî íàïèñàòü:

〈Φ|Â|Ψ〉 = 〈Ψ|Â+|Φ〉∗ = 〈Ψ|Φ′〉∗ = 〈Φ′|Ψ〉,

ãäå |Φ′〉 = Â+ |Φ〉. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â 〈Φ|Â|Ψ〉 ëèáî Â äåé-

ñòâóþò íàïðàâî íà |Ψ〉, ëèáî Â+
�äåéñòâóåò íàëåâî� íà 〈Φ|. Â ÷àñòíîñòè,

ýðìèòîâ îïåðàòîð Â+ = Â ìîæåò â ìàòðè÷íîì ýëåìåíòå 〈Φ|Â|Ψ〉 äåé-
ñòâîâàòü êàê íàëåâî, òàê è íàïðàâî.
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• Èíîãäà ïðè äåéñòâèè îïåðàòîðà íà âåêòîð ïîëó÷àåòñÿ òîò æå âåêòîð,
óìíîæåííûé íà ÷èñëî:

Â |a〉 = a |a〉. (1.14)

Òàêîå ñîîòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

Íåíóëåâîé |a〉 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì, à ÷èñëî a � ñîáñòâåí-

íûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà Â. Óðàâíåíèå (1.14) ìîæåò èìåòü íåñêîëüêî

ðåøåíèé (ðàçëè÷íûõ a è |a
〉
). Ìíîæåñòâî âñåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé a

íàçûâàåòñÿ ñïåêòðîì îïåðàòîðà Â. Ñïåêòð áûâàåò äèñêðåòíûì (ñîá-

ñòâåííûå âåêòîðû ìîæíî ïðîíóìåðîâàòü öåëûìè ÷èñëàìè) è íåïðåðû-

íûì (äëÿ èäåíòè�èêàöèè âåêòîðîâ èñïîëüçóþòñÿ íåïðåðûâíûå ÷èñëà).

⊲ Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýðìèòîâûõ îïåðàòîðîâ äåéñòâèòåëüíû, à

ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Âåêòîðû ñ ðàçëè÷íûìè ñîá-

ñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè îðòîãîíàëüíû (ñòð. 366), ïîýòîìó ìîæíî çàïè-

ñàòü óñëîâèå îðòîíîðìèðîâàííîñòè:

〈a | a′〉 = δaa′, (1.15)

ãäå δaa′ � ñèìâîë Êðîíåêåðà (ñòð. 353) äëÿ äèñêðåòíîãî ñïåêòðà (åäèíè÷-
íàÿ íîðìà) è δ−�óíêöèÿ Äèðàêà δ(a − a′), ñòð. 334 äëÿ íåïðåðûâíîãî

ñïåêòðà (íîðìà áåñêîíå÷íà).

⊲ Ëþáîé âåêòîð |Ψ〉 ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû (ñòð. 367) ïî âñåì ñîá-

ñòâåííûì âåêòîðàì |a〉 ýðìèòîâîãî îïåðàòîðà Â (óñëîâèå ïîëíîòû):

|Ψ〉 =
∑

a

ca |a〉 =
∑

a

|a〉 〈a|Ψ〉, (1.16)

ãäå êîìïëåêñíûå êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ca îáîçíà÷åíû êàê 〈a|Ψ〉.
Åñëè âû÷èñëèòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñ �èêñèðîâàííûì ñîáñòâåííûì

âåêòîðîì îïåðàòîðà Â, �óìíîæèâ� (1.16) ñëåâà íà 〈a′
∣
∣
, òî ïîä ñóììîé

ïîëó÷èòñÿ ñèìâîë Êðîíåêåðà 〈a′|a〉 = δaa′ (äëÿ äèñêðåòíîãî ñïåêòðà).

Ïðîâîäÿ ñóììèðîâàíèå ìû ïðèõîäèì ê òîæäåñòâó: 〈a′|Ψ〉 = 〈a′|Ψ〉. Äëÿ
íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà âìåñòî ñóììû áóäåò èíòåãðàë ïî da, à ñèìâîë Êðî-
íåêåðà çàìåíèòñÿ íà δ−�óíêöèþ Äèðàêà. Ñóììó:

∑

a

|a〉〈a| = 1̂ (1.17)

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê åäèíè÷íûé îïåðàòîð. Åãî äåéñòâèå íà ïðî-

èçâîëüíûé âåêòîð |Ψ〉, â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.16), ñíîâà äà¼ò ýòîò âåêòîð.

Òàêèì îáðàçîì, ñîáñòâåííûå âåêòîðû |a〉 ýðìèòîâîãî îïåðàòîðà îáðàçóþò
áàçèñ â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå.
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• Íåêîòîðûå îïåðàòîðû îáëàäàþò âûðîæäåííûì ñïåêòðîì. Ýòî îçíà-

÷àåò, ÷òî ðàçëè÷íûì, ëèíåéíî íåçàâèñèìûì ñîáñòâåííûì âåêòîðàì ñîîò-

âåòñòâóåò îäíî è òîæå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå. Ïîìåòèì äîïîëíèòåëüíûì

èíäåêñîì i ñîáñòâåííûå âåêòîðû ñ îäèíàêîâûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì:

Â |a, i 〉 = a |a, i 〉. (1.18)

Áóäåì ñ÷èòàåì èõ îðòîíîðìèðîâàííûìè (÷òî âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü ïðè

ïîìîùè àëãîðèòìà Øìèäòà, ñòð. 353):

〈 j, a′ | a, i 〉 = δaa′ δij.

Ââåä¼ì ïðîåêòèâíûé îïåðàòîð (ñòð. 364) â êîòîðîì ñóììèðóþòñÿ âñå

íåçàâèñèìûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû äëÿ äàííîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ:

P̂a =
k∑

i=1

| a, i 〉 〈i, a |, (1.19)

ãäå k = k(a) � êðàòíîñòü âûðîæäåíèÿ, ðàçëè÷íàÿ äëÿ ðàçíûõ ñîáñòâåí-

íûõ çíà÷åíèé. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü (⋖H2), ÷òî

P̂ 2
a = P̂a , P̂aP̂a′ = 0̂,

∑

a

P̂a = 1̂, (1.20)

ãäå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ñóììèðóþòñÿ âñå ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå çíà-

÷åíèÿ. Îíî âûñòóïàåò àíàëîãîì ñîîòíîøåíèÿ (1.17).

Íàáîð ïðîåêòèâíûõ îïåðàòîðîâ P̂a ïðîåöèðóþò ëþáîé âåêòîð íà ñîá-

ñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà (ñòð. 362) îïåðàòîðà Â. Èõ ïðÿìàÿ ñóììà

(ñòð. 364) ïîêðûâàåò âñ¼ âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî (ñîáñòâåííûå âåêòîðû

|a, i〉 ýðìèòîâîãî îïåðàòîðà îáðàçóþò áàçèñ).
Îïåðàòîð Â ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ïî âñåì ðàçëè÷íûì ñîá-

ñòâåííûì çíà÷åíèÿì, êîòîðóþ íàçûâàþò ñïåêòðàëüíûì ðàçëîæåíèåì:

Â =
∑

a

a P̂a. (1.21)

Äåéñòâèòåëüíî, ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îïåðàòîðà Â, âû÷èñëåííûå ïðè ïî-

ìîùè ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðîâ |Ψ〉 è |Φ〉, ðàâíû:

〈Φ|Â|Ψ〉 =
∑

a

k(a)
∑

i=1

〈Φ|Â|a, i〉〈i, a|Ψ〉 =
∑

a

k(a)
∑

i=1

a 〈Φ|a, i〉〈i, a|Ψ〉,

ãäå âî âòîðîì ðàâåíñòâå ó÷òåíî (1.18). Ýòîò æå ðåçóëüòàò ïîëó÷èòñÿ,

åñëè âû÷èñëèòü 〈Φ|Â|Ψ〉 äëÿ (1.21).
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3 Ôèçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ

⊲ Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå äëÿ îäíîçíà÷íîãî çàäàíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñè-

ñòåìû, ñîñòîÿùåé èç ÷àñòèö, òðåáóåòñÿ çíàíèå òåêóùåãî çíà÷åíèÿ èõ êî-

îðäèíàò è ñêîðîñòåé. Â êâàíòîâîé òåîðèè âìåñòî ýòîãî íåîáõîäèì âåê-

òîð âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Îïðåäåëÿÿ ñîñòîÿíèå ïðè ïîìîùè âåêòîðà

|Ψ〉, ìû ïîëíîñòüþ õàðàêòåðèçóåì êâàíòîâóþ ñèñòåìó.

×àñòî òåðìèíû �âåêòîð� è �ñîñòîÿíèå� èñïîëüçóþòñÿ êàê ñèíîíèìû,

õîòÿ åñëè |Ψ〉 îïèñûâàåò äàííîå ñîñòîÿíèå, òî åãî æå îïèñûâàåò è α |Ψ〉
(ãäå α 6= 0). Êâàíòîâîå ñîñòîÿíèå ìîæåò âîçíèêàòü â ðåçóëüòàòå èçìåðå-

íèé �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí (ïðè âçàèìîäåéñòâèè ìàêðîñêîïè÷åñêîãî ïðè-

áîðà ñ êâàíòîâîé ñèñòåìîé). �îâîðÿò, ÷òî äàííîå ñîñòîÿíèå ñîîòâåòñòâóåò

ïîëíîìó çàäàíèþ �èêñèðîâàííûõ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ óñëîâèé.

Åñëè íåçàâèñèìûå âåêòîðû |Ψ1〉 è |Ψ2〉 îïèñûâàþò íåêîòîðûå ñîñòî-

ÿíèÿ, òî èõ ñóïåðïîçèöèÿ c1 |Ψ1〉 + c2 |Ψ2〉 òàêæå ñîîòâåòñòâóåò îïðåäå-

ë¼ííîìó ñîñòîÿíèþ. Èñêëþ÷åíèåì ÿâëÿþòñÿ ïðàâèëà ñóïåðîòáîðà, êîãäà

ñóïåðïîçèöèÿ çàïðåùåíà çàêîíàìè ñîõðàíåíèÿ. Íàïðèìåð, ñóïåðïîçèöèÿ

ñîñòîÿíèé ñ ðàçëè÷íûì ýëåêòðè÷åñêèì çàðÿäîì íåâîçìîæíà. Íóëåâîé

âåêòîð |0〉 òàêæå íå ñâÿçàí íè ñ êàêèì ñîñòîÿíèåì.

⊲ Êàæäîé �èçè÷åñêîé âåëè÷èíå (êîîðäèíàòå ÷àñòèöû, ýíåðãèè è ò.ä.)

â êâàíòîâîé òåîðèè ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ëèíåéíûé îïåðàòîð Â, äåé-
ñòâóþùèé â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

(1.14) îïåðàòîðà Â îáðàçóþò ìíîæåñòâî �ðàçðåøåííûõ� çíà÷åíèé �èçè-

÷åñêîé âåëè÷èíû A. Òàê êàê �èçè÷åñêèå âåëè÷èíû äåéñòâèòåëüíû, îáû÷-

íî, ðàññìàòðèâàþòñÿ ýðìèòîâû îïåðàòîðû Â+ = Â.

Ñïåêòð îïåðàòîðîâ �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí ìîæåò áûòü êàê äèñêðåòíûì,

òàê è íåïðåðûâíûì. Íàïðèìåð, óãëîâîé ìîìåíò èìååò äèñêðåòíûå çíà÷å-

íèÿ, à êîîðäèíàòà ÷àñòèöû � íåïðåðûâíûå. Âîçìîæíà òàêæå ñèòóàöèÿ,

êîãäà ÷àñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé äèñêðåòíà, à ÷àñòü íåïðåðûâíà. Óñëî-

âèå ïîëíîòû (1.16) â ýòîì ñëó÷àå çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

|Ψ〉 =
∑

n

|an〉 〈an|Ψ〉+
∫

da |a〉 〈a|Ψ〉. (1.22)

Ïðèìåðîì ÿâëÿþòñÿ ýíåðãèè ýëåêòðîíà â àòîìå âîäîðîäà: ïðè îòðèöà-

òåëüíûõ çíà÷åíèÿõ ñïåêòð äèñêðåòíûé (�ñâÿçàííûå ñîñòîÿíèÿ�), à ïðè

ïîëîæèòåëüíûõ � íåïðåðûâíûé. Ñëó÷àåòñÿ òàêæå, ÷òî íåêîòîðûå äèñ-

êðåòíûå an ïîÿâëÿþòñÿ âíóòðè íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà, åñëè èõ ñîáñòâåí-

íûå âåêòîðû îðòîãîíàëüíû: 〈an| a〉 = 0.
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⊲ Ïóñòü ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè |Ψ〉, íå ÿâëÿþùèìñÿ ñîáñòâåí-
íûì âåêòîðîì Â. Òîãäà ïðè èçìåðåíèè âåëè÷èíû A áóäóò ïîëó÷àòüñÿ

ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ a èç ñïåêòðà îïåðàòîðà Â. Åñëè Â íå çàâèñèò îò

âðåìåíè, òî èçìåðèâ A = a ìû �ïåðåâîäèì� ñèñòåìó â ñîñòîÿíèå |a〉, ãäå
ïðè ñëåäóþùèõ èçìåðåíèÿõ A âñåãäà áóäåò ïîëó÷àòüñÿ çíà÷åíèå a.

Äëÿ íîðìèðîâàííîãî âåêòîðà 〈Ψ|Ψ〉 = 1, ÷èñëà |〈an|Ψ〉|2 â (1.22) ðàâ-
íû âåðîÿòíîñòè îáíàðóæèòü äèñêðåòíîå çíà÷åíèå an ïðè èçìåðåíèè âå-

ëè÷èíû A â ñèñòåìå, íàõîäÿùåéñÿ â ñîñòîÿíèè |Ψ〉. Äëÿ íåïðåðûâíîãî

ñïåêòðà |〈a|Ψ〉|2 � ýòî ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè, ò.å. |〈a|Ψ〉|2 da ðàâíà

âåðîÿòíîñòè ïîëó÷èòü äëÿ A çíà÷åíèå èç èíòåðâàëà [a ... a+ da].

Ñóììàðíàÿ âåðîÿòíîñòü (ëþáîå a) ðàâíà åäèíèöå:

〈Ψ|Ψ〉 =
∑

a

〈Ψ|a〉〈a|Ψ〉 =
∑

a

|〈a|Ψ〉|2 = 1,

ãäå äàëåå ñóììà ïî a îçíà÷àåò äèñêðåòíûé èëè íåïðåðûâíûé ñëó÷àé (èëè

èõ îáúåäèíåíèå) è ó÷òåíî (1.3).

⊲ Â ñîñòîÿíèè |Ψ〉 ìîæíî âû÷èñëèòü ñðåäíåå çíà÷åíèå âåëè÷èíû A.

Îíî îáîçíà÷àåòñÿ òðåìÿ ýêâèâàëåíòíûìè ñïîñîáàìè:

〈Ψ|Â |Ψ〉 = 〈Â 〉 = Ā. (1.23)

Â ïåðâîé çàïèñè îïåðàòîð Â äåéñòâóåò íà âåêòîð |Ψ〉, ÷òî äà¼ò íîâûé

âåêòîð Â|Ψ〉, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå êîòîðîãî íà èñõîäíûé, îïðåäåëÿ-

åò ñðåäíåå çíà÷åíèå. Âòîðîå 〈Â 〉 è òðåòüå Ā îáîçíà÷åíèÿ èñïîëüçóþòñÿ,

êîãäà èçâåñòíî î êàêîì ñîñòîÿíèè èäåò ðå÷ü (èëè îíî ïðîèçâîëüíî).

Èñïîëüçóÿ óñëîâèå ïîëíîòû äëÿ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ Â, óáåäèìñÿ,
÷òî (1.23) äåéñòâèòåëüíî äà¼ò çíà÷åíèå äëÿ ñðåäíåãî:

〈Ψ|Â |Ψ〉 =
∑

a

〈Ψ|Â|a〉 〈a|Ψ〉 =
∑

a

a 〈Ψ|a〉 〈a|Ψ〉 =
∑

a

a |〈a|Ψ〉|2,

ãäå âî âòîðîì ñëàãàåìîì ó÷òåíî Â | a〉 = a | a〉 è a âûíåñåíî çà ñêîáêè (ëè-
íåéíîñòü ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èëàñü ñóììà ïî

âñåì çíà÷åíèÿì a �èçè÷åñêîé âåëè÷èíû A, óìíîæåííûì íà âåðîÿòíîñòè

ýòîãî çíà÷åíèÿ |〈a|Ψ〉|2. Ïî îïðåäåëåíèþ, ýòî è åñòü ñðåäíåå çíà÷åíèå.

Äëÿ íåíîðìèðîâàííûõ âåêòîðîâ ñðåäíåå ðàâíî:

〈Â 〉 = 〈Ψ|Â |Ψ〉
〈Ψ|Ψ〉 . (1.24)

Íàïðèìåð, äëÿ åäèíè÷íîãî îïåðàòîðà Â = 1̂ ñðåäíåå âñåãäà ðàâíî 1.
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⊲ Ïóñòü ñðåäíåå çíà÷åíèå îïåðàòîðà Â â íåêîòîðîì íîðìèðîâàííîì

ñîñòîÿíèè |Ψ〉 ðàâíî Ā ≡ 〈Â〉. Îïðåäåëèòì îïåðàòîð îòêëîíåíèÿ îò ñðåä-

íåãî:

∆Â = Â− Ā. (1.25)

Åãî ñðåäíåå ïî ýòîìó æå ñîñòîÿíèþ ðàâíî íóëþ. Ñðåäíåå îò êâàäðàòà

ìîæíî âû÷èñëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

〈(Â− Ā)2〉 = 〈Â2 − 2Â Ā+ Ā2〉 = 〈Â2〉 − 2Ā 〈Â〉 + (Ā)2,

ãäå â ñèëó ëèíåéíîñòè ñðåäíåãî, ÷èñëî 2Ā âûíåñåíî çà çíàê óñðåäíåíèÿ

è ó÷òåíî, ÷òî 〈Ψ|Ψ〉 = 1. Òàêèì îáðàçîì:

DA = 〈(∆Â)2〉 = 〈Â2〉 − 〈Â〉2. (1.26)

Â îáùåì ñëó÷àå 〈Â2〉 6= 〈Â 〉2 è 〈(∆Â)2〉 íå ðàâíî íóëþ. Îíî íàçûâàåòñÿ
äèñïåðñèåé DA, à êîðåíü èç äèñïåðñèè � ñðåäíåêâàäðàòè÷íûì îòêëîíå-

íèåì. ×åì áîëüøå ýòà âåëè÷èíà, òåì ÷àùå ïðè èçìåðåíèÿõ A â ñîñòîÿíèè

|Ψ〉 áóäóò ïîëó÷àòüñÿ çíà÷åíèÿ îòëè÷àþùèåñÿ îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ Ā. Â
ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ñóùåñòâóåò áîëüøàÿ íåîïðåäåë¼ííîñòü â çíà÷å-

íèè A. Íàîáîðîò, åñëè äèñïåðñèÿ ðàâíà íóëþ, òî ïðè êàæäîì èçìåðåíèè

áóäåò ïîëó÷àåòñÿ îäíî è òîæå çíà÷åíèå. Ýòî ïðîèñõîäèò, êîãäà ñîñòîÿíèå

ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû.

Íåîïðåäåë¼ííîñòü â èçìåðåíèÿõ èìååò ñòàòèñòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïðè

êàæäîì êîíêðåòíîì èçìåðåíèè ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü, â ïðèíöèïå, ïî-

ëó÷åí ñêîëü óãîäíî òî÷íî. Îäíàêî, ïîâòîðåíèå òàêèõ èçìåðåíèé â îäíîì

è òîì æå ñîñòîÿíèè ìîæåò ïðèâîäèòü ê ðàçáðîñó ðåçóëüòàòîâ âîêðóã

ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ. �îâîðèòü î âåðîÿòíîñòÿõ èëè ñðåäíèõ äëÿ îäíîãî èç-

ìåðåíèÿ áåññìûñëåííî.

Âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé äâóõ �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí â äàííîì ñîñòîÿ-

íèè |Ψ〉 ÿâëÿåòñÿ êîâàðèàöèÿ:

DAB =
1

2
〈∆Â∆B̂ +∆B̂∆Â〉 =

1

2
〈Â B̂ + B̂ Â〉 − ĀB̄, (1.27)

ãäå îïðåäåëåíèÿ (1.25) äëÿ ∆Â è ∆B̂ ïåðåìíîæåíû ñ ó÷¼òîì ïîðÿäêà

ñëåäîâàíèÿ îïåðàòîðîâ. Ïîíÿòíî, ÷òî DAA ðàâíî äèñïåðñèè DA. Åñëè

êîâàðèàöèÿ ðàâíà íóëþ, òî ãîâîðÿò, ÷òî âåëè÷èíû ñòàòèñòè÷åñêè íåçà-

âèñèìû. Òàêàÿ íåçàâèñèìîñòü ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâîì êàê îïåðàòîðîâ Â, B̂,
òàê è ñîñòîÿíèÿ |Ψ〉 ïî êîòîðîìó ïðîèñõîäèò óñðåäíåíèå. Â ÷àñòíîñòè,

êîâàðèàöèÿ ìîæåò îêàçàòüñÿ îòëè÷íûì îò íóëÿ, äàæå äëÿ êîììóòèðóþ-

ùèõ îïåðàòîðîâ, åñëè â äàííîì ñîñòîÿíèè 〈ÂB̂〉 6= ĀB̄.
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⊲ Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî ãîâîðÿ îá èçìåðåíèÿõ, íå èìåþò ââèäó îáÿçàòåëü-

íîãî ïðèñóòñòâèÿ �èçèêà (íàáëþäàòåëÿ), ñíàáæ¼ííîãî ïðèáîðàìè. Êâàí-

òîâàÿ ñèñòåìà ìîæåò âçàèìîäåéñòâîâàòü ñ ëþáîé ìàêðîñèñòåìîé. Ïîýòî-

ìó èçìåðåíèåì áóäåì ñ÷èòàòü âçàèìîäåéñòâèå, êîòîðîå çà êîðîòêîå âðåìÿ

ìåíÿåò ñîñòîÿíèå ìèêðîñèñòåìû.

Ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû îïðåäåëåíû, êîãäà çàäàí ñïîñîá èõ èçìåðåíèÿ.

Äðóãèìè ñëîâàìè, äîëæíà áûòü îïèñàíà íåêîòîðàÿ (îáû÷íî ìàêðîñêîïè-

÷åñêàÿ) ñèñòåìà, ðåçêîå è õîðîøî ðàçëè÷èìîå èçìåíåíèå ñâîéñòâ êîòîðîé

íàìè èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê èçìåðåíèå �èçè÷åñêîé âåëè÷èíû. Òàêóþ ñè-

ñòåìó åñòåñòâåííî íàçûâàòü ïðèáîðîì.

�àçäåëåíèå íà êâàíòîâûå ìèêðîñèñòåìû è �êëàññè÷åñêèå� ìàêðîñèñòå-

ìû äîñòàòî÷íî óñëîâíî. Îäíà è òà æå ñèñòåìà, â çàâèñèìîñòè îò ïîñòà-

íîâêè çàäà÷è èëè ó÷èòûâàåìîé òî÷íîñòè, ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ êâàíòîâîé

èëè êëàññè÷åñêîé. Ñ îäíîé ñòîðîíû, êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà, êàê ëþáàÿ ñà-

ìîñîãëàñîâàííàÿ �èçè÷åñêàÿ òåîðèÿ, èìååò ñâîèì ïðåäåëüíûì ñëó÷àåì

êëàññè÷åñêóþ ìåõàíèêó. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èñïîëüçóåìûå ïðè èçìåðåíè-

ÿõ ïðèáîðû, ñ âûñîêîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè, êëàññè÷åñêèå îáúåêòû. Ïîýòî-

ìó òàêóþ âàæíóþ ðîëü ïðè îáñóæäåíèè êâàíòîâîé òåîðèè èãðàåò ïðîöåññ

èçìåðåíèÿ èëè âçàèìîäåéñòâèå ìèêðî- è ìàêðîìèðà.

⊲ Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå, ïî êðàéíåé ìåðå â ïðèíöèïå, ìîæíî ïî-

ëó÷èòü íàèáîëåå äåòàëüíîå îïèñàíèå ñèñòåìû. Íàáëþäåíèå çà íåé âîç-

ìîæíî áåç îêàçàíèÿ êàêîãî ëèáî âîçäåéñòâèÿ. Ýòî èäåàëèçàöèÿ, êîòîðàÿ

ñïëîøü è ðÿäîì íàðóøàåòñÿ â îêðóæàþùåì ìèðå. Ïðåäñêàçàíèÿ ýâî-

ëþöèè êëàññè÷åñêîé ñèñòåìû ïîëíîñòüþ îäíîçíà÷íû. Âåðîÿòíîñòü ëèøü

îòðàæàåò ñòåïåíü íàøåãî íåçíàíèÿ èëè íåâîçìîæíîñòè ó÷åñòü âñå �àê-

òîðû. Ïîýòîìó ãîâîðÿò, ÷òî êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ äåòåðìèíèðîâàíà.

Â êâàíòîâîì ìèðå âñ¼ ýòî íå òàê. Ìû íå ìîæåì �ïîäñìàòðèâàòü� çà

ìèêðîîáúåêòàìè áåç âîçäåéñòâèÿ, ìåíÿþùåãî èõ ñîñòîÿíèå. Êàê áû äå-

òàëüíî íå îïðåäåëÿëîñü ñîñòîÿíèå ñèñòåìû, âñåãäà ñóùåñòâóåò ýëåìåíò

íåîïðåäåë¼ííîñòè. Â îáùåì ñëó÷àå ìû íå ìîæåì îäíîçíà÷íî ïðåäñêàçàòü

ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà. Â îòëè÷èè îò êëàññè÷åñêîé �èçèêè, êâàíòî-

âûé ìèð â ñâîåé îñíîâå èìååò âåðîÿòíîñòíóþ ïðèðîäó, êîòîðóþ íàçûâàþò

èíäåòåðìèíèçìîì. Îí íå ñâÿçàí ñ íàøèì íåçíàíèåì, à ïðèíöèïèàëüíî

ïðèñóù ïðèðîäå êâàíòîâûõ îáúåêòîâ.

Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå �èíòåðïðåòàöèè� êâàíòîâîé ìåõàíèêè, ïûòà-

þùèåñÿ òåì èëè èíûì îáðàçîì �îáúÿñíèòü� ïðèðîäó èíäåòåðìèíèçìà.

Íåêîòîðûå èç íèõ ðàññìîòðåíû â ãëàâå 8. Âïðî÷åì, ìàòåìàòè÷åñêèé àï-

ïàðàò è �èçè÷åñêèå âûâîäû íå çàâèñÿò îò òîãî, êàêàÿ �èëîñî�ñêàÿ ïî-

çèöèÿ ñ÷èòàåòñÿ âåðíîé.
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4 �àìèëüòîíîâ �îðìàëèçì

• Ýíåðãèÿ, âûðàæåííàÿ ÷åðåç êîîðäèíàòû è èìïóëüñû, íàçûâàåòñÿ

�óíêöèåé �àìèëüòîíà. Ïóñòü N ÷àñòèö ìàññîém íàõîäÿòñÿ âî âíåøíåì

ïîëå U(x) è ïîïàðíî âçàèìîäåéñòâóþò ïðè ïîìîùè ïîòåíöèàëàW (xi, xj).
Òîãäà �óíêöèÿ �àìèëüòîíà ðàâíà:

H =
N∑

i=1

{ p2
i

2m
+ U(xi)

}

+
N∑

i<j=1

W (xi, xj). (1.28)

Äèíàìèêà (èçìåíåíèå êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ ñî âðåìåíåì) â êëàññè÷å-

ñêîé ìåõàíèêå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè �àìèëüòîíà:

dqi
dt

=
∂H

∂pi
,

dpi
dt

= −∂H
∂qi

, (1.29)

ãäå qi = qi(t) � îáîáù¼ííûå êîîðäèíàòû. Äëÿ îäíîé ÷àñòèöû â äåêàð-

òîâûõ êîîðäèíàòàõ q1 = x, q2 = y, q3 = z. Äëÿ ñèñòåìû N ÷àñòèö qi �

ýòî ìíîæåñòâî êîîðäèíàò âñåõ ÷àñòèö. Êàæäîé îáîáù¼ííîé êîîðäèíàòå

ñîîòâåòñòâóåò îáîáù¼ííûé èìïóëüñ pi = pi(t).

Ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè îò �óíêöèè f = f
(
t, q(t), p(t)

)
, ñ

ó÷¼òîì óðàâíåíèé �àìèëüòîíà (1.29), ðàâíà:

df

dt
=
∂f

∂t
+
∑

i

(dqi
dt

∂f

∂qi
+
dpi
dt

∂f

∂pi

)

=
∂f

∂t
+
∑

i

(∂H

∂pi

∂f

∂qi
− ∂H

∂qi

∂f

∂pi

)

.

Ââîäÿ ñêîáêó Ïóàññîíà:

{f, g}c =
∑

i

( ∂f

∂pi

∂g

∂qi
− ∂f

∂qi

∂g

∂pi

)

,

ïðîèçâîäíóþ çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

df

dt
=
∂f

∂t
+ {H, f}c. (1.30)

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî:

{qi, qj}c = 0, {pi, pj}c = 0, {pi, qj}c = δij (1.31)

è ñïðàâåäëèâû òîæäåñòâà, àíàëîãè÷íûå îïåðàòîðíûì äëÿ êîììóòàòîðîâ:

{f, g}c = −{g, f}c, {f, gh}c = {f, g}c h+ g {f, h}c.
Åñëè �óíêöèÿ f ÿâíûì îáðàçîì íå çàâèñèò îò âðåìåíè (∂f/∂t = 0) è

{H, f}c = 0, òî f = f(q, p) ïîñòîÿííà (èíòåãðàë äâèæåíèÿ). Äëÿ äâóõ

èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ f è g ñêîáêà Ïóàññîíà òàêæå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì
äâèæåíèÿ: {f, g} = const (òåîðåìà Ïóàññîíà).
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• Ïîñòóëèðóåòñÿ ñëåäóþùåå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êëàññè÷åñêîé ñêîá-
êîé Ïóàññîíà âåëè÷èí A, B è êîììóòàòîðîì [Â, B̂] = ÂB̂ − B̂Â îïåðà-

òîðîâ Â, B̂ â êâàíòîâîé òåîðèè:

{A, B}c = C =>
ı

~
[Â, B̂] = Ĉ. (1.32)

Äðóãèìè ñëîâàìè, âî âñåõ âûðàæåíèÿõ, ãäå âñòðå÷àåòñÿ ñêîáêà Ïóàññîíà

{A, B}c, å¼ íåîáõîäèìî çàìåíèòü íà (ı/~) [Â, B̂]. Êîíñòàíòà ~, ñòîÿùàÿ

â (1.32) ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé Ïëàíêà.

Ïîëüçóÿñü ïðàâèëîì (1.32) è (1.31), çàïèøåì êîììóòàöèîííûå ñîîòíî-

øåíèÿ äëÿ îïåðàòîðîâ îáîáù¼ííûõ êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ:

[q̂i, q̂j] = 0, [p̂i, p̂j] = 0, [p̂i, q̂j] =
~

ı
δij. (1.33)

Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå êîììóòàòîð äåêàðòîâîé êîîðäèíàòû è èìïóëüñà

ðàâåí:

[ x̂, p̂ ] = ı~ (1.34)

(îïåðàòîðû ïîä êîììóòàòîðîì ïåðåñòàâëåíû ìåñòàìè ñî çíàêîì ìèíóñ).

Ëþáîé êëàññè÷åñêîé �óíêöèè êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ A(q, p) â êâàí-
òîâîé ìåõàíèêå ñîîòâåòñòâóåò îïåðàòîð Â = A(q̂, p̂). Îí çàâèñèò îò îïå-

ðàòîðîâ êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ òàê æå êàê è êëàññè÷åñêàÿ �óíêöèÿ.

Âïðî÷åì, íåîáõîäèìî óòî÷íåíèå, ñâÿçàííîå ñ íåêîììóòèðóþùèìè îïå-

ðàòîðàìè. Åñëè Â è B̂ íåïåðåñòàíîâî÷íû, òî äëÿ èõ ïðîèçâåäåíèÿ èñ-

ïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå ïðàâèëî ñîîòâåòñòâèÿ:

AB =>
ÂB̂ + B̂Â

2
. (1.35)

Òàêàÿ ñèììåòðèçîâàííàÿ êîìáèíàöèÿ ýðìèòîâà, ïîýòîìó �èçè÷åñêàÿ âå-

ëè÷èíà AB áóäåò èìåòü äåéñòâèòåëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

Â ñëó÷àå íåëèíåéíîé çàâèñèìîñòè A(q̂, p̂), ïîñòðîåíèå ýðìèòîâîãî îïå-
ðàòîðà îáëàäàåò îïðåäåë¼ííûì ïðîèçâîëîì. Òåì íå ìåíåå, â áîëüøèíñòâå

ñëó÷àåâ ýòî íå ñîñòàâëÿåò ïðîáëåìû. Íàïðèìåð ãàìèëüòîíèàí äâèæåíèÿ

÷àñòèöû âî âíåøíåì ïîëå àääèòèâíî çàâèñèò îò íåêîììóòèðóþùèõ îïå-

ðàòîðîâ:

Ĥ =
p̂2

2m
+ U(x̂).

Ýòî âûðàæåíèå, ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íîå êëàññè÷åñêîìó, áóäåò ÷àñòî èñ-

ïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì. Ïðè ýòîì ïîòåíöèàëû U(x̂) òàêæå áóäóò

èìåòü êëàññè÷å
êèé �óíêöèîíàëüíûé âèä.
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• �àññìîòðèì âåëè÷èíó A = A(q, p), êîòîðàÿ ÿâíûì îáðàçîì íå çàâè-

ñèò îò âðåìåíè. Ñîîòâåòñòâóþùåé åé îïåðàòîð çàâèñèò îò âðåìåíè Â(t)

â ñìûñëå çàâèñèìîñòè Â(t) = A(q̂(t), p̂(t)). Ïîëüçóÿñü ïðàâèëîì (1.32) è

êëàññè÷åñêèì óðàâíåíèåì (1.30), çàïèøåì:

ı~
dÂ(t)

dt
= [Â(t), Ĥ]. (1.36)

Ýòî óðàâíåíèå �åéçåíáåðãà îïèñûâàåò äèíàìèêó èçìåíåíèÿ �èçè÷åñêèõ

âåëè÷èí â êâàíòîâîé òåîðèè. Â ÷àñòíîñòè, åñëè Â êîììóòèðóåò ñ ãàìèëü-

òîíèàíîì, òî �èçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà ñîõðàíÿåòñÿ:

[Â, Ĥ] = 0, =>
dÂ

dt
= 0. (1.37)

�åøåíèå óðàâíåíèÿ �åéçåíáåðãà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

Â(t) = Û+(t) Â(0) Û(t), Û(0) = 1̂, (1.38)

ãäå Â(0) ≡ Â � îïåðàòîð â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0. Òàêàÿ çà-

ïèñü ñ îïåðàòîðàìè Û(t) ñëåâà è ñïðàâà îò Â(0) îáåñïå÷èâàåò ñîõðàíåíèå

ýðìèòîâîñòè Â(t) â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò îí
áûë ýðìèòîâ (⋖H3). Âîçüì¼ì ïðîèçâîäíóþ ïðîèçâåäåíèÿ ñ ñîõðàíåíèåì

ïîðÿäêà îïåðàòîðîâ:

dÂ(t)

dt
=
dÛ+

dt
Â Û + U+ Â

dÛ

dt
.

Óðàâíåíèå (1.36) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ, åñëè:

dÛ

dt
= − ı

~
ÛĤ (1.39)

è àíàëîãè÷íî äëÿ ýðìèòîâîãî ñîïðÿæåíèÿ ñî çíàêîì ïëþñ (ı+ = ı∗ = −ı)
è (ÛĤ)+ = ĤÛ+

òàê êàê ãàìèëüòîíèàí ýðìèòîâ. Åñëè Ĥ íå çàâèñèò îò

âðåìåíè, ìîæíî íàïèñàòü

d2Û

dt2
= − ı

~

dÛ

dt
Ĥ =

(

− ı

~

)2

Û Ĥ2, .... =>
dnÛ

dtn

∣
∣
∣
t=0

=
(

− ı

~
Ĥ
)n

,

ãäå ïîëîæåíî Û(0) = 1̂. Â ñèëó ðàçëîæåíèÿ ýêñïîíåíòû â ðÿä Òåéëîðà,

ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ýâîëþöèîííîãî îïåðàòîðà:

U(t) = e−
ı
~
Ĥt. (1.40)

Îí çàâèñèò îò ãàìèëüòîíèàíà, è èõ ìîæíî ïåðåñòàâëÿòü: ÛĤ = ĤÛ .
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⊲ Ñðåäíåå çíà÷åíèå ïðîèçâîëüíîãî îïåðàòîðà â ñîñòîÿíèè |Ψ〉 ìîæåò
èçìåíÿòüñÿ ñî âðåìåíåì:

〈Ψ|Â(t)|Ψ〉 = 〈Ψ|Û+(t) Â(0) Û(t) |Ψ〉 = 〈Ψ, t|Â(0)|Ψ, t
〉
,

ãäå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ââåäåí íîâûé âåêòîð:

|Ψ, t〉 = Û(t) |Ψ, 0〉 (1.41)

è ñîñòîÿíèå |Ψ, 0〉 ñîîòâåòñòâóåò íà÷àëüíîìó ìîìåíòó âðåìåíè t = 0.
Áåðÿ ïðîèçâîäíóþ (1.41), ñ ó÷¼òîì (1.39) è ïåðñòàíîâî÷íîñòè ÛĤ = ĤÛ ,

ïîëó÷àåì óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà:

ı~
d|Ψ, t〉
dt

= Ĥ |Ψ, t〉. (1.42)

⊲ Îïåðàòîð Û óíèòàðåí (ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå äà¼ò îáðàòíûé îïåðà-

òîð):

Û+Û = 1̂, Û+ = Û−1, (1.43)

ïîýòîìó íîðìà âåêòîðà |Ψ, t〉, óäîâëåòâîðÿþùåãî óðàâíåíèþ Øð¼äèíãå-

ðà, ñ òå÷åíèåì âðåìåíè íå ìåíÿåòñÿ: 〈Ψ, t|Ψ, t〉 = 〈Ψ, 0|Ψ, 0〉.
Â îáùåì ñëó÷àå eÂ+B̂ 6= eÂeB̂, îäíàêî, ýêñïîíåíòû îò êîììóòèðóþùèõ

îïåðàòîðîâ òàêèì îáðàçîì ïåðåìíîæàòü ìîæíî è ýâîëþöèîííûé îïåðà-

òîð (1.40) ïîä÷èíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿì ëèíåéíîñòè è îáðàòèìîñòè:

Û(t1 + t2) = Û(t2) Û(t1), Û(−t) = Û−1(t). (1.44)

Ëèíåéíîñòü âïîëíå åñòåñòâåííà è îçíà÷àåò, ÷òî ýâîëþöèÿ çà âðåìÿ t1 (îò
t = 0), à çàòåì îò t = t1 åù¼ â òå÷åíèè âðåìåíè t2 ýêâèâàëåíòíà ýâîëþöèè

îò t = 0 äî t = t1 + t2.
Çàêîí êîìïîçèöèè (ëèíåéíîñòü) è ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîãî ïðåîáðà-

çîâàíèÿ (îáðàòèìîñòü) ïðèâîäÿò ê íåïðåðûâíîé îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé

ãðóïïå. Îíà õàðàêòåðèçóåòñÿ ïîâåäåíèåì îïåðàòîðà Û(t) â îêðåñòíîñòè

íóëÿ. Ìîæíî ïîêàçàòü (⋖H4), ÷òî èç (1.44) ñëåäóåò óðàâíåíèå Ëè â �îð-

ìå (1.39), ãäå Ĥ/~ ÿâëÿåòñÿ èí�èíèòåçèìàëüíûì ýðìèòîâûì îïåðàòî-

ðîì.

Ïîäâåä¼ì èòîãè. Â êâàíòîâîé òåîðèè âîçìîæíû äâà ýêâèâàëåíòíûõ

ïîäõîäà ê îïèñàíèþ äèíàìèêè. Â ïåðâîì, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâ-

ëåíèåì �åéçåíáåðãà, îïåðàòîðû ÿâëÿþòñÿ äèíàìè÷åñêèìè âåëè÷èíàìè

Â(t), à âåêòîðû ñîñòîÿíèé íåèçìåííû: |Ψ〉 = |Ψ, 0〉. Âî âòîðîì (ïðåä-

ñòàâëåíèå Øð¼äèíãåðà) ñèòóàöèÿ îáðàòíàÿ: îïåðàòîðû Â = Â(0) íå çà-
âèñÿò îò âðåìåíè, à âåêòîðû |Ψ, t〉 � çàâèñÿò. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ äèíàìèêó

ñèñòåìû îïðåäåëÿåò ýâîëþöèîííûé îïåðàòîð (1.40).
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5 Ìàòðè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ

⊲ Â áàçèñå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ íåêîòîðîãî îïåðàòîðà: Â|a〉 = a|a〉,
ëþáûå îïåðàòîðû ìîæíî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîì âèäå. Ïî îïðåäåëåíèþ,

ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå îïåðàòîðà B̂ èìååò âèä 〈a
∣
∣B̂|a′〉. Åñëè ñïåêòð

äèñêðåòíûé � ýòî îáû÷íàÿ ìàòðèöà ñ èíäåêñàìè Baa′ (âîçìîæíî áåñêî-

íå÷íîìåðíàÿ äëÿ íåîãðàíè÷åíîãî ñïåêòðà). Äåéñòâèå îïåðàòîðà íà âåê-

òîð B̂|Ψ〉 = |Φ〉, ñ ó÷¼òîì (1.17), â ìàòðè÷íîì âèäå çàïèñûâàåòñÿ òàê:

〈a|B̂|Ψ〉 =
∑

a′

〈a
∣
∣B̂|a′〉〈a′|Ψ〉 = 〈a|Φ〉. (1.45)

⊲ Åñëè äèíàìèêà êëàññè÷åñêîé ñèñòåìû äîïóñêàåò òîëüêî �èíèòíûå

äâèæåíèÿ (â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà), òî â êâàíòîâîé òåîðèè

ãàìèëüòîíèàí òàêîé ñèñòåìû ÷àñòî èìååò äèñêðåòíûé ñïåêòð (äèñêðåò-

íûé íàáîð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé). Îáîçíà÷èì åãî ñîáñòâåííûå âåêòîðû

êàê |En〉:
Ĥ |En〉 = En |En〉, 〈En|Em〉 = δnm.

Çàïèñü âåëè÷èí â áàçèñå |En〉 íàçûâàåòñÿ ýíåðãåòè÷åñêèì ïðåäñòàâëå-

íèåì. Ëþáîé âåêòîð â ýòîì áàçèñå âûðàæàåòñÿ ÷èñëîì 〈En|Ψ〉. Â ñî-

îòâåòñòâèè ñ îáùèìè ïðèíöèïàìè |〈En|Ψ〉|2, èìååò ñìûñë âåðîÿòíîñòè

ïîëó÷èòü ýíåðãèþ En ñèñòåìû â ñîñòîÿíèè |Ψ〉. Ìàòðèöà ãàìèëüòîíèàíà

â ýíåðãåòè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè äèàãîíàëüíà:

Hnm ≡ 〈En|Ĥ|Em〉 = En 〈En|Em〉 = En δnm. (1.46)

⊲ Åñëè áàçèñîì ñëóæàò ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðà êîîðäèíàòû

x̂|x〉 = x|x〉 ñ íåïðåðûâíûì ñïåêòðîì, òî ýòî íàçûâàåòñÿ êîîðäèíàòíûì

ïðåäñòàâëåíèåì. Òàê êàê ñïåêòð íåïðåðûâíûé, èíäåêñû ìàòðèö ïðîáå-

ãàþò íåïðåðûâíûå çíà÷åíèÿ è ñóììèðîâàíèå çàìåíÿåòñÿ íà èíòåãðèðî-

âàíèå. Â ýòîì áàçèñå ãàìèëüòîíèàí â îáùåì ñëó÷àå óæå íå äèàãîíàëåí è

óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (1.46) âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∞∫

−∞

〈x|Ĥ |x′〉〈x′|En〉 dx′ = En 〈x|En〉.

Âåëè÷èíû un(x) = 〈x|En〉 íàçûâàþòñÿ ñîáñòâåííûìè âîëíîâûìè �óíê-

öèÿìè ãàìèëüòîíèàíà.
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⊲ Óäîáíî òàêæå èìïóëüñíîå ïðåäñòàâëåíèå, èñïîëüçóþùåå â êà÷åñòâå

áàçèñà ñîáñòâåííûå âåêòîðû |p〉 îïåðàòîðà èìïóëüñà p̂ ÷àñòèöû. Óðàâíå-
íèå íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ãàìèëüòîíèàíà çàïèñûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî

êîîðäèíàòíîìó ïðåäñòàâëåíèþ, ïðè ïîìîùè ñóììèðîâàíèÿ (èíòåãðèðî-

âàíèÿ) ïî âñåì âîçìîæíûì çíà÷åíèÿì èìïóëüñà (îäíîìåðíûé ñëó÷àé):

∞∫

−∞

〈p |Ĥ | k〉〈k |En〉 dk = En 〈p |En〉. (1.47)

⊲ Åñëè ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè |Ψ〉, òî âîëíîâàÿ �óíêöèÿ 〈x|Ψ〉
â êîîðäèíàòíîì áàçèñå ðàâíà àìïëèòóäå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ïîëó-

÷èòü ïðè èçìåðåíèè êîîðäèíàòû çíà÷åíèå x. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî |〈x|Ψ〉|2 dx
äà¼ò âåðîÿòíîñòü îáíàðóæèòü ÷àñòèöó ìåæäó x è x+ dx. Àíàëîãè÷íûé

ñìûñë àìïëèòóäû ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè èìååò �óíêöèÿ 〈p |Ψ〉 èìïóëüñ-
íîãî áàçèñà. Èíòåãðàë ïî âñåì x äëÿ |〈x|Ψ〉|2 èëè èìïóëüñàì äëÿ |〈p|Ψ〉|2
äîëæåí ðàâíÿòüñÿ åäèíèöå (÷àñòèöà íàõîäèòñÿ õîòü ãäå-òî èëè èìååò

õîòü êàêîé-òî èìïóëüñ):

∞∫

−∞

|〈x|Ψ〉|2 dx =

∞∫

−∞

|〈p |Ψ〉|2 dp = 〈Ψ|Ψ〉 = 1. (1.48)

Ýòè óòâåðæäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ óñëîâèåì íîðìèðîâêè âåêòîðà |Ψ〉, çàïèñàí-
íîãî â êîîðäèíàòíîì è èìïóëüñíîì áàçèñàõ, ñîîòâåòñòâåííî.

⊲ Ïåðåõîä îò îäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ê äðóãîìó îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè

ïîìîùè óñëîâèÿ ïîëíîòû (1.17). Íàïðèìåð, âîëíîâûå �óíêöèè êîîðäè-

íàòíîãî è ýíåðãåòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèé ñâÿçàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

〈x|Ψ〉 =
∑

n

〈x|En〉 〈En|Ψ〉. (1.49)

Àíàëîãè÷íî îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä îò êîîðäèíàòíîãî áàçèñà ê èìïóëüñ-

íîìó è íàîáîðîò:

〈x |Ψ〉 =
∞∫

−∞

〈x |p〉 〈p |Ψ〉 dp, 〈p |Ψ〉 =
∞∫

−∞

〈p |x〉 〈x |Ψ〉 dp, (1.50)

ãäå 〈p |x〉 è 〈x | p〉, â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîéñòâàìè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäå-

íèÿ (1.3), ñâÿçàíû êîìïëåêñíûì ñîïðÿæåíèåì: 〈x | p〉 = 〈p |x〉∗.
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6 Îäíîâðåìåííàÿ èçìåðèìîñòü

• Åñëè �èçè÷åñêèì âåëè÷èíàì A è B ñîîòâåòñòâóþò íåêîììóòèðóþ-

ùèå ýðìèòîâû îïåðàòîðû Â è B̂, òî ýòè âåëè÷èíû íåëüçÿ îäíîâðåìåííî

èçìåðèòü. Ýòîò �àêò âûðàæàåòñÿ ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäå-

ëåííîñòåé. Ïóñòü äëÿ ýðìèòîâûõ îïåðàòîðîâ Â, B̂ è Ĉ:

[Â, B̂] = ı Ĉ (1.51)

è ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè, îïèñûâàåìîì íîðìèðîâàííûì âåêòî-

ðîì |Ψ〉. Â ýòîì ñîñòîÿíèè ñðåäíèå çíà÷åíèÿ �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí ðàâíû:

Ā = 〈Ψ|Â|Ψ〉, B̄ = 〈Ψ|B̂|Ψ〉.

Ââåäåì îïåðàòîðû îòêëîíåíèÿ îò ñðåäíåãî ∆Â = Â − Ā è àíàëîãè÷íî

äëÿ ∆B̂ (ñòð. 24). Çàïèøåì ñðåäíåå, çàâèñÿùåå îò äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà

α:

I(α) = 〈(α∆Â+ ı∆B̂)(α∆Â− ı∆B̂)〉 > 0.

Îíî íåîòðèöàòåëüíî â ñèëó ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ (1.13), òàê êàê ïîä

ñðåäíèì ñòîèò âûðàæåíèå âèäà L̂L̂+
(∆Â è ∆B̂ � ýðìèòîâû). Ïåðåìíî-

æèì ñêîáêè ñ ñîõðàíåíèåì ïîðÿäêà îïåðàòîðîâ:

I(α) = α2DA + α 〈Ĉ〉+DB > 0,

ãäåDA, DB � äèñïåðñèè âåëè÷èí è ó÷òåíî, ÷òî−ı [∆Â, ∆B̂] = −ı [Â, B̂] =
Ĉ (îïåðàòîðû Â, B̂ ñ ÷èñëàìè Ā, B̄ êîììóòèðóþò). Ïàðàáîëà I(α) ëåæèò

íàä îñüþ α è áëèæå âñåãî ê íóëþ íàõîäèòñÿ å¼ ìèíèìóì. Íàéä¼ì åãî,

âçÿâ ïðîèçâîäíóþ ïî α è ïðèðàâíÿâ å¼ íóëþ:

2α0DA + 〈Ĉ〉 = 0, I(α0) = −〈Ĉ〉2
4DA

+DB > 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî, íàçûâàåìîå ñîîòíîøåíèåì íåîïðå-

äåë¼ííîñòåé:

DADB >
1

4
〈Ĉ〉2. (1.52)

Äèñïåðñèè, ñòîÿùèå ñëåâà, èìåþò ñìûñë êâàäðàòîâ îøèáîê èçìåðåíèé

âåëè÷èí A è B. Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå îøèáêè èçìåðåíèé ìîæíî ñäå-

ëàòü ñêîëü óãîäíî ìàëûìè. Â êâàíòîâîé òåîðèè, åñëè ÂB̂ 6= B̂Â è ñðåä-

íåå èõ êîììóòàòîðà îòëè÷íî îò íóëÿ, òî ïðîèçâåäåíèå äèñïåðñèé âñåãäà

áîëüøå íóëÿ. Åñëè ìû óìåíüøàåì îøèáêó èçìåðåíèÿ îäíîé âåëè÷èíû,

òî âîçðàñòàåò îøèáêà â èçìåðåíèÿõ äðóãîé è íàîáîðîò.
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⊲ Ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòåé � ýòî ñòàòèñòè÷åñêîå óòâåðæäå-

íèå, íå ïðèìåíèìîå äëÿ îäíîêðàòíûõ èçìåðåíèé. ×òîáû èì âîñïîëüçî-

âàòüñÿ, íåîáõîäèìî ñîçäàòü ìíîæåñòâî îäèíàêîâûõ ñèñòåì, íàõîäÿùèõ-

ñÿ â îäíîì è òîì-æå ñîñòîÿíèè |Ψ〉. Èõ ïðèíÿòî íàçûâàòü àíñàìáëåì.

Ó êàæäîé ñèñòåìû àíñàìáëÿ èçìåðÿþòñÿ �èçè÷åñêèå âåëè÷èíû A è B.

Îáû÷íî, ó äàííîé ñèñòåìû â îäèí ìîìåíò âðåìåíè íåëüçÿ èçìåðèòü è A
è B. Íî òàê êàê ñîñòîÿíèÿ âñåõ ñèñòåì îäèíàêîâû, ýòî íå ïðèíöèïèàëü-

íî. Ó îäíîé ãðóïïû ñèñòåì àíñàìáëÿ ìîæíî èçìåðèòü A, à ó äðóãîé B.

Ïî ñîâîêóïíîñòè ýòèõ èçìåðåíèé âû÷èñëÿþòñÿ ñðåäíèå çíà÷åíèÿ Ā, B̄ è

äèñïåðñèè. Ïîñëåäíèå è áóäóò óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâó (1.52).

Íåîáõîäèìîñòü â àíñàìáëå ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå ïðèáîðà

è ìèêðîñèñòåìû ìåíÿåò ñîñòîÿíèå ïîñëåäíåé. Åñëè â ñîñòîÿíèè |Ψ〉 èçìå-
ðèòü âåëè÷èíó A, ïîëó÷èâ çíà÷åíèå a, òî ñîñòîÿíèå |Ψ〉 èçìåíèòñÿ íà

∣
∣a〉

(ñîáñòâåííûé âåêòîð Â). Ïðè ïðîäîëæåíèè èçìåðåíèÿA, âñåãäà áóäåò ïî-
ëó÷àòüñÿ a. Åñëè æå èçìåðèòü B, òî èç ñîñòîÿíèÿ

∣
∣a〉 ñèñòåìà ïåðåéä¼ò

â

∣
∣b〉. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî ïîñëå êàæäîãî èçìåðåíèÿ �âîçâðàùàòü� ñè-

ñòåìó â èñõîäíîå ñîñòîÿíèå |Ψ〉 èëè èñïîëüçîâàòü àíñàìáëü îäèíàêîâûõ

ñèñòåì â îäíîì ñîñòîÿíèè. Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî àíñàìáëü ÿâëÿåòñÿ ñîâîêóï-

íîñòüþ ñèñòåì, êîòîðûå íå îáÿçàíû íàõîäèòüñÿ â îáíîì ìåñòå èëè äàæå

�îðìèðîâàòüñÿ â îäíî âðåìÿ.

⊲ Ñîîòíîøåíèå (1.52) ìîæíî óñèëèòü, ïðè ïîìîùè íåðàâåíñòâà Êîøè-

Øâàðöà (V.9), ñòð. 351, ñïðàâåäëèâîãî äëÿ ëþáûõ äâóõ âåêòîðîâ:

〈α |α〉 〈β | β〉 >
∣
∣〈α | β〉

∣
∣
2
.

Âûáåðåì èõ â âèäå:

|α〉 = ∆Â |Ψ〉, | β〉 = ∆B̂ |Ψ〉.
Òîãäà (ñðåäíåå âåçäå ïî ñîñòîÿíèþ |Ψ〉):

〈α |α〉 = DA, 〈β | β〉 = DB, 〈α | β〉 = 〈∆Â∆B̂〉 = 〈ÂB̂〉 − ĀB̄.

Ìîäóëü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z çàïèøåì êàê: |z|2 =
{
(z+z∗)2−(z−z∗)2

}
/4.

Äëÿ z = 〈α | β〉 è z∗ = 〈α | β〉+ = 〈∆B̂∆Â〉 òåïåðü ïîëó÷àåì:

DADB > D2
AB +

1

4
〈ı [Â, B̂] 〉2, (1.53)

ãäåDAB � êîâàðèàöèÿ âåëè÷èí A èB (1.27). Áëàãîäàðÿ åé, â ïðàâîé ÷àñòè

ìîæåò áûòü íå íîëü, äàæå äëÿ êîììóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ (íàïðèìåð

DXY = Dx äëÿ X̂ = x̂ è Ŷ = x̂+ ŷ, ãäå [x̂, ŷ] = 0, x̄ = ȳ = 〈x̂ŷ〉 = 0).
Ñîîòíîøåíèå (1.52) íàçûâàþò íåðàâåíñòâîì �îáåðòñîíà (1929 ã). Äëÿ

êîîðäèíàòû è èìïóëüñà åãî ïåðâûì ñ�îðìóëèðîâàë �åéçåíáåðã (1927 ã).

Áîëåå îáùåå íåðàâåíñòâî (1.53) ïîëó÷èë Øð¼äèíãåð â 1930 ã.
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• Êîììóòèðóþùèå îïåðàòîðû [Â, B̂] = 0 èìåþò îáùèå ñîáñòâåííûå

âåêòîðû è ìîæíî ñîçäàòü ñîñòîÿíèå, íå ìåíÿþùååñÿ ïðè èçìåðåíèè è A
è B (ïî î÷åðåäè èëè îäíîâðåìåííî). Ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå óòâåðæäå-

íèå: åñëè îïåðàòîðû èìåþò îáùóþ ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, òî îíè

êîììóòèðóþò. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü:

ÂB̂ |a, b〉 = b Â |a, b〉 = b a |a, b〉 = B̂Â |a, b〉.
Ýòî ñîîòíîøåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñîñòîÿíèÿ |Ψ〉, òàê
êàê åãî ìîæíî ðàçëîæèòü ïî âåêòîðàì |a, b〉, îáðàçóþùèì áàçèñ âåêòîð-

íîãî ïðîñòðàíñòâà (Â, B̂ � ýðìèòîâû).

⊲ Â òîæå âðåìÿ, íå êîììóòèðóþùèå îïåðàòîðû K̂ = [Â, B̂ ] 6= 0 íå

èìåþò îáùèõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü îò ïðîòèâíîãî

îáùèì âåêòîðîì Â è B̂ ÿâëÿåòñÿ |Ψ〉 ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè a è b:

K̂|Ψ〉 = (ÂB̂ − B̂Â) |Ψ〉 = (ab− ba)|Ψ〉 = 0.

Åñëè äëÿ K̂ âåêòîð |Ψ〉 íå ñîáñòâåííûé ñ íóëåâûì çíà÷åíèåì, òî ìû

ïðèõîäèì ê K̂ = 0̂, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåêîììóòàòèâíîñòè îïåðàòîðîâ.

⊲ Ìíîæåñòâî âñåõ íå åäèíè÷íûõ îïåðàòîðîâ, êîììóòèðóþùèõ äðóã

ñ äðóãîì íàçûâàåòñÿ ïîëíûì íàáîðîì. Íàèáîëåå äåòàëüíîå îïèñàíèå ñî-

ñòîÿíèÿ ñèñòåìû âîçíèêàåò ïðè îäíîâðåìåííîì èçìåðåíèè �èçè÷åñêèõ

âåëè÷èí, îïåðàòîðû êîòîðûõ âõîäÿò â ïîëíûé íàáîð. Íàïðèìåð, ïðè ñâî-

áîäíîì äâèæåíèè ÷àñòèöû â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïîëíûì íàáîðîì

ìîãóò áûòü ïðîåêöèè âåêòîðà èìïóëüñà: {p̂x, p̂y, p̂z}. Îíè êîììóòèðóþò

ñ ãàìèëüòîíèàíîì Ĥ = p̂2/2m, ò.å. íå ìåíÿþòñÿ ñî âðåìåíåì (1.37).

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñîñòîÿíèÿ |a, b〉 íå îáÿçàòåëüíî �èçè÷åñêèå âåëè÷è-

íû A, B èçìåðÿòü îäíîâðåìåííî. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü è ïîñëåäîâàòåëüíî,

îòáèðàÿ ñíà÷àëà ñèñòåìû, èìåþùèå A = a, à çàòåì (â îòîáðàííûõ), îñòà-

âèòü ñèñòåìû ñ B = b.
�àçëè÷íûå íàáîðû êîììóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ.

Ïóñòü ýðìèòîâû îïåðàòîðû Â è B̂ íå êîììóòèðóþò ìåæäó ñîáîé, íî

êîììóòèðóþò ñ òðåòüèì îïåðàòîðîì Ĉ:

[Â, B̂ ] 6= 0, [Â, Ĉ ] = [B̂, Ĉ ] = 0, (1.54)

ò.å. åñòü äâà êîììóòèðóþùèõ íàáîðà: Ĉ, Â è Ĉ, B̂. Â êàæäûé èç íèõ âõî-

äèò îäèí è òîò-æå îïåðàòîð Ĉ. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû ýòèõ íàáîðîâ áóäóò

îòëè÷àòüñÿ è èõ ìîæíî íóìåðîâàòü ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè êàæäîãî

íàáîðà: |c, a〉 � â ïåðâîì ñëó÷àå è |c, b〉 � âî âòîðîì. Ýòî äâà ðàçëè÷íûõ
áàçèñà, ïî êàæäîìó èç êîòîðûõ ìîæíî ðàçëîæèòü ïðîèçâîëüíûé âåêòîð.

Ïðè ýòîì |c, a〉 è |c, b〉, âîîáùå ãîâîðÿ, íå îðòîãîíàëüíûå âåêòîðû.
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⊲ Åñëè âûïîëíÿåòñÿ (1.54), òî ñïåêòð îïåðàòîðà Ĉ âûðîæäåí. Äåé-

ñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ñîáñòâåííûå âåêòîðû ïîëíîãî íàáîðà Ĉ, Â:

Ĉ |c, a〉 = c |c, a〉, Â |c, a〉 = a |c, a〉.
Òàê êàê Ĉ è B̂ êîììóòèðóþò, òî:

ĈB̂ |c, a〉 = B̂Ĉ |c, a〉 = c B̂|c, a〉.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî, åñëè âåêòîð B̂|c, a〉 íå íóëåâîé, òî îí òàêæå ÿâëÿåò-
ñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì îïåðàòîðà Ĉ ñ òåì æå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì,

÷òî è |c, a〉. Òàê êàê Â è B̂ íå êîììóòèðóþò, âåêòîð B̂|c, a〉 íå ñîâïàäàåò
(ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû) ñ âåêòîðîì |c, a〉 (èíà÷å îí áûë áû ñîáñòâåí-

íûì âåêòîðîì è îïåðàòîðà B̂). Ïîýòîìó äàííîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ

c ñîîòâåòñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå äâà ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðà

|c, a〉 è B̂|c, a〉. Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî ñïåêòð Ĉ âûðîæäåí. Äåéñòâóÿ íà

îäèí èçâåñòíûé âåêòîð |c, a〉 îïåðàòîðàìè B̂, B̂2
è ò.ä., ìîæíî íàõîäèòü

äðóãèå âûðîæäåííûå âåêòîðû (ïîêà íå ïîëó÷èòñÿ íîëü èëè ïîâòîðû).

Äëÿ êîììóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ [Â, Ĉ] = 0 íå âñåì ïàðàì ñîáñòâåí-

íûõ çíà÷åíèé |c, a〉 ñîîòâåòñòâóåò íå íóëåâîé âåêòîð. Äëÿ äàííîãî c ÷èñëî
òàêèõ âåêòîðîâ ðàâíî êðàòíîñòè âûðîæäåíèÿ c (⋖H6).

⊲∗
Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî â ìàòðè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè êîììóòè-

ðóþùèå îïåðàòîðû Â è B̂ ìîæíî îäíîâðåìåííî ïðèâåñòè ê äèàãîíàëü-

íîìó âèäó. �àññìîòðèì áàçèñ, ïîñòðîåííûé íà óðàâíåíèè Â |a〉 = a |a〉.
Â í¼ì ìàòðèöà Aaa′ = 〈a|Â|a′〉 äèàãîíàëüíà è ðàâíà a δaa′. Çàïèøåì ìàò-

ðè÷íûå ýëåìåíòû ïðîèçâåäåíèÿ îïåðàòîðîâ (⋖H5):

〈a|ÂB̂|a′〉 =
∑

a′′

Aaa′′Ba′′a′ = aBaa′, 〈a|B̂Â|a′〉 =
∑

a′′

Baa′′Aa′′a′ = a′Baa′.

Òàê êàê [Â, B̂] = 0, âû÷èòàÿ èõ, èìååì

(a− a′)Baa′ = 0.

Åñëè a′ 6= a, òî Baa′ = 0, ò.å. ìàòðèöà äèàãîíàëüíà.
Ïðè âûðîæäåíèè 〈a, i|Â|a′, i′〉 = a δaa′ δii′, ãäå i = 1, ..., k è k = k(a)

� êðàòíîñòü âûðîæäåíèÿ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ a. Â ýòîì ñëó÷àå, ïðè

óìíîæåíèè ìàòðèö íàäî ñóììèðîâàòü ïî a, è äëÿ êàæäîãî a ïî i, ÷òî

ñíîâà ïðîâåä¼ò ê (a − a′)Bai, a′i′ = 0. Ïóñòü a = a′ 
 êðàòíîñòüþ âû-

ðîæäåíèÿ k. Òîãäà îòëè÷íû îò íóëÿ ìîãóò áûòü k2 ýëåìåíòîâ Bai,ai′, èç

êîòîðûõ k äèàãîíàëüíû è k2 − k íåäèàãîíàëüíû. Âìåñòî |a, i〉 ìîæíî

âçÿòü ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ |a, i〉′ (ñóììó ïî j îò cij|a, j〉, ãäå cij � óíè-
òàðíàÿ ìàòðèöà, ñòð. 370). Ïðè ïîìîùè ÷èñåë cij ìîæíî îáðàòèòü â íîëü

íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû Bai, ai′.
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7 Êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå

Êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå èãðàåò îñîáóþ ðîëü, òàê êàê ïîçâîëÿåò

ñâåñòè ìíîãèå çàäà÷è ê ðåøåíèþ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

�Íåïðåðûâíàÿ� ìàòðèöà îïåðàòîðà êîîðäèíàòû â ýòîì áàçèñå äèàãî-

íàëüíà è èìååò âèä

xxx′ = 〈x| x̂ |x′〉 = x′ 〈x|x′〉 = x′ δ(x− x′),

ãäå ó÷òåíà íîðìèðîâêà ñîáñòâåííûõ �óíêöèé íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà íà

�óíêöèþ Äèðàêà. ×òîáû íàéòè ìàòðèöó èìïóëüñà, óìíîæèì êîììóòà-

òîð [x̂, p̂] = ı ~ ñïðàâà íà

∣
∣x′
〉
, à ñëåâà íà 〈x|:

〈x|(x̂p̂− p̂x̂)
∣
∣x′
〉
= (x− x′) 〈x| p̂ |x′〉 = ı~ 〈x|x′〉,

ãäå ó÷òåíî óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ x̂
∣
∣x′
〉
= x′

∣
∣x′
〉
è åãî ñî-

ïðÿæåíèå 〈x|x̂ = x〈x| (ýðìèòîâûé îïåðàòîð x̂+ = x̂ äåéñòâóåò íàëåâî),

ñòð. 19. Òàêèì îáðàçîì:

(x− x′) pxx′ = ı~ δ(x− x′), (1.55)

÷òî âûïîëíÿåòñÿ, åñëè:

pxx′ = −ı~ ∂δ(x− x′)

∂x
. (1.56)

Äåéñòâèòåëüíî, ïîäñòàâèì ýòó ìàòðèöó â (1.55), óìíîæèì íà ïðîèçâîëü-

íóþ �óíêöèþ f(x) è ïðîèíòåãðèðóåì ïî dx:

−ı~
∞∫

−∞

∂δ(x− x′)

∂x
(x− x′) f(x) dx = ı~ f(x′) (1.57)

(èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (1.55) ñ �óíêöèåé Äèðàêà äàë f(x′), ñòð. 334).
Ïðîâåä¼ì òåïåðü èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì. Ïðè �èêñèðîâàííîì x′ 6= ∞
íà ãðàíèöàõ èíòåãðèðîâàíèÿ ±∞ �óíêöèÿ Äèðàêà ðàâíà íóëþ (x 6= x′),
ïîýòîìó èìååì:

ı~

∞∫

−∞

δ(x−x′) ∂(x− x′) f(x)

∂x
dx = ı~

∞∫

−∞

δ(x−x′)
{

f(x)+(x−x′)df(x)
dx

}

dx.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â �èãóðíûõ ñêîáêàõ ïðè èíòåãðèðîâàíèè ñ �óíêöèåé

Äèðàêà äàñò ı~f(x′), êàê â ïðàâîé ÷àñòè (1.57). Âòîðîå ñëàãàåìîå ðàâíî

íóëþ â ñèëó ìíîæèòåëÿ (x− x′), îáðàùàþùåãîñÿ â íîëü ïîñëå èíòåãðè-
ðîâàíèÿ ñ δ(x− x′).
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⊲ Ïðè óìíîæåíèè ìàòðèö ïðîâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå (1.45). Â íåïðå-

ðûâíîì ñëó÷àå îíî çàìåíÿåòñÿ íà èíòåãðèðîâàíèå ïî dx, êîòîðîå ñíèìà-

åòñÿ ïðè íàëè÷èè �óíêöèè Äèðàêà. Íàïðèìåð:

〈x|p̂|Ψ〉 =
∞∫

−∞

pxx′〈x′|Ψ〉 dx′ = −ı~ d
dx

∞∫

−∞

δ(x− x′)〈x′|Ψ〉 dx′ = −ı~d〈x|Ψ〉
dx

.

Â ðåçóëüòàòå, â êîîðäèíàòíîì áàçèñå îïåðàòîð êîîðäèíàòû ìîæíî ñ÷è-

òàòü ïåðåìåííîé x, à îïåðàòîð èìïóëüñà � ïðîèçâîäíîé ïî x:

x̂ = x, p̂ = −ı~ d

dx
, Ψ(x) = 〈x|Ψ〉. (1.58)

Èõ äåéñòâèå íà �óíêöèþ 〈x|Ψ〉 óæå íå òðåáóåò èíòåãðèðîâàíèÿ.
⊲ Óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ èìïóëüñà p̂ | p〉 = p | p〉 â êîîð-

äèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè íåñëîæíî ðåøèòü (⋖H7):

−ı~ dΨp(x)

dx
= pΨp(x), Ψp(x) ≡ 〈x | p〉 = e

ı
~
xp

√
2π~

, (1.59)

ãäå êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ âûáðàíà òàê, ÷òîáû èíòåãðàë ïî x ïðèâî-
äèë ê �óíêöèè Äèðàêà (ñòð. 334):

〈p′ | p〉 =
∞∫

−∞

Ψ∗
p′(x)Ψp(x) dx =

∞∫

−∞

e
ı
~
x(p−p′)

2π~
dx = δ(p− p′). (1.60)

⊲ Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè äëÿ íåíîðìèðîâàííîãî íà åäèíèöó âåêòîðà

|Ψ〉 íåîáõîäèìî âû÷èñëÿòü ïî �îðìóëå: |〈x|Ψ〉|2/〈Ψ|Ψ〉, ÷òîáû èíòåãðàë

îò ýòîé âåëè÷èíû áûë ðàâåí åäèíèöå:

∞∫

−∞

|〈x|Ψ〉|2
〈Ψ|Ψ〉 dx =

∞∫

−∞

〈Ψ|x〉〈x|Ψ〉
〈Ψ|Ψ〉 dx =

〈Ψ|Ψ〉
〈Ψ|Ψ〉 = 1.

Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè îáíàðóæèòü êîîðäèíàòó x â ñîñòîÿíèè ñ îïðåäå-
ë¼ííûì èìïóëüñîì p ïîñòîÿííà:

|Ψp(x)|2
〈p | p〉 =

1

2π~

1

δ(0)
=

1

2π~

2π~

V
=

1

V
, (1.61)

ãäå V � îáú¼ì �âñåãî ïðîñòðàíñòâà�, ðàâíûé èíòåãðàëó ïî dx â (1.60) ïðè
p = p′. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÷àñòèöó ìîæíî îáíàðóæèòü ãäå óãîäíî, ò.å. å¼

êîîðäèíàòà íå èìååò îïðåäåë¼ííîãî çíà÷åíèÿ.
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⊲ Òàê êàê [ x̂, p̂ ] = ı~, â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèåì íåîïðåäåë¼í-

íîñòåé (1.52), îøèáêè èçìåðåíèÿ (êîðåíü èç äèñïåðñèé) êîîðäèíàòû è

èìïóëüñà ÷àñòèöû óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó �åéçåíáåðãà (1927 ã):

∆x ·∆p > ~

2
. (1.62)

Ñîñòîÿíèå |p〉 â êîîðäèíàòíîì áàçèñå ýòî �óíêöèÿ Ψp(x) = 〈x|p〉. Â ýòîì

ñîñòîÿíèè èìïóëüñ èìååò îïðåäåë¼ííîå çíà÷åíèå p è îíî �âîçíèêàåò� ïðè
òî÷íîì èçìåðåíèè èìïóëüñà. Èìïóëüñ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû ñ ãàìèëüòî-

íèàíîì Ĥ = p̂2/2m ñîõðàíÿåòñÿ (1.37). Ïîýòîìó, åñëè â ñîñòîÿíèè | p〉
ïîâòîðíî èçìåðÿòü èìïóëüñ, âñåãäà áóäåò ïîëó÷àòüñÿ ýòî æå çíà÷åíèå p

ñ íóëåâûì ñòàòèñòè÷åñêèì ðàçáðîñîì: ∆p = 0. Òîãäà, â ñèëó (1.62), ðàç-
áðîñ ïðè èçìåðåíèè êîîðäèíàòû ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè: ∆x = ∞. Èìåííî

ýòî îòðàæàåò ïîñòîÿíñòâî ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè (1.61).

Ñîñòîÿíèå (1.59) íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì îïåðàòîðà êîîðäè-

íàòû. Íåâîçìîæíîñòü îäíîâðåìåííî èçìåðèòü êîîðäèíàòó è èìïóëüñ òàê-

æå îçíà÷àåò, ÷òî íåëüçÿ ñîçäàòü ñîñòîÿíèå, êîòîðîå îäíîâðåìåííî îïè-

ñûâàëîñü áû ñîáñòâåííûì âåêòîðîì è êîîðäèíàòû è èìïóëüñà (ñòð. 34).

⊲∗
�àññìîòðèì ñîñòîÿíèå |Ψ〉, çàâèñÿùåå îò ÷åòûð¼õ ïàðàìåòðîâ: x̄,

p̄, Dx, Dxy è èìåþùåå ñëåäóþùèé âèä â êîîðäèíàòíîì áàçèñå:

〈x|Ψ〉 = 1
(
2πDx

)1/4
exp
{

−
(

1− 2
ı

~
Dxp

) (x− x̄)2

4Dx
+
ı

~
p̄ x
}

. (1.63)

Â èìïóëüñíîì áàçèñå (1.50) îíî æå ðàâíî:

〈p |Ψ〉 =
(
~
2 + ıDxp

)1/2

(
2πDxD2

p

)1/4
exp
{

−
(

1+2
ı

~
Dxp

) (p− p̄)2

4Dp
− ı

~
(p−p̄) x̄

}

, (1.64)

ãäå êîíñòàíòàDp è îñòàëüíûå ïàðàìåòðû ñîîòâåòñòâóþò íèæíåé ãðàíèöå

ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåë¼ííîñòåé (1.53):

DxDp =
~2

4
+D2

xp. (1.65)

Îáå �óíêöèè íîðìèðîâàíû (èíòåãðàëû îò |〈p |Ψ〉|2 è |〈x |Ψ〉|2 ðàâíû 1).

Ïàðàìåòð p̄ (ñðåäíåå çíà÷åíèå èìïóëüñà) îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå ìàêñè-
ìóìà ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè èìïóëüñîâ, à Dp (äèñïåðñèÿ) � å¼ øèðèíó.

Àíàëîãè÷íûé ñìûñë ó x̄ è Dx äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàòû. Ïàðàìåòð

Dxy � ýòî êîâàðèàöèÿ êîîðäèíàòû è èìïóëüñà. Â ñîñòîÿíèè |Ψ〉 íå îïðå-
äåë¼í íè èìïóëüñ, íè êîîðäèíàòà, íî îøèáêè èõ èçìåðåíèÿ ìèíèìàëüíû.

Òàêèå ñîñòîÿíèÿ íàçûâàþòñÿ êîãåðåíòíûìè.
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• �àìèëüòîíèàí ÷àñòèöû ñ ìàññîé m, äâèæóùåéñÿ â 3-ìåðíîì ïðî-

ñòðàíñòâå â ïîëå ïîòåíöèàëà U(x) èìååò âèä:

Ĥ =
p̂2

2m
+ U(x̂).

Ïî êàæäîé îñè äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò x = {x, y, z} âûïîëíÿþòñÿ êîì-

ìóòàòîðû: [x̂, p̂x] = ı~, [ŷ, p̂y] = ı~ è [ẑ, p̂z] = ı~, ïîýòîìó â êîîðäèíàòíîì
ïðåäñòàâëåíèè:

p̂ = −ı~∇ ≡ −ı~
{ ∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

}

, x̂ =
{
x, y, z

}
.

Åñëè ïðè îïèñàíèè âðåìåííîé ýâîëþöèè èñïîëüçóåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåØð¼-

äèíãåðà (1.42), òî â êîîðäèíàòíîì áàçèñå Ψ(t, x) = 〈x|Ψ, t〉, îíî èìååò

âèä:

ı~
∂Ψ(t, x)

∂t
=
{

− ~2
∆

2m
+ U(x)

}

Ψ(t, x), (1.66)

ãäå ∆ = ∇2
� ëàïëàñèàí (ñóììà âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ïî êîîðäèíàòàì).

Âîçüì¼ì åãî êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå:

−ı~ ∂Ψ
∗(t, x)

∂t
=
{

− ~2
∆

2m
+ U(x)

}

Ψ∗(t, x).

Óìíîæàÿ óðàâíåíèå (1.66) íà Ψ∗
, à åãî êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííóþ âåðñèþ

íà Ψ è âû÷èòàÿ äðóã èç äðóãà, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè:

∂ρ

∂t
+∇j = 0, (1.67)

ãäå ρ � ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè, à j � å¼ ïîòîê:

ρ = Ψ∗Ψ, j = − ı

2m
(Ψ∗∇Ψ−Ψ∇Ψ∗). (1.68)

Åñëè óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî îáú¼ìó V , òî â ñèëó

èíòåãðàëüíîé òåîðåìû �àóññà:

d

dt

∫

V

ρ(t, x) d3x = −
∫

S

j(t, x) dS,

ãäå S � ïîâåðõíîñòü, îêðóæàþùàÿ îáú¼ì. Ïðåäñòàâèì íåêîòîðûé àí-

ñàìáëü íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö, íàõîäÿùèõñÿ â ñîñòîÿíèè Ψ(t,x)

è îäíîâðåìåííî �ñîñóùåñòâóþùèõ� â ïðîñòðàíñòâå. Ïëîòíîñòü âåðîÿòíî-

ñòè ρ(t, x) îáíàðóæèòü ÷àñòèöó â òî÷êå x â ìîìåíò âðåìåíè t ïðîïîðöè-
îíàëüíà îáû÷íîé ïëîòíîñòè ÷àñòèö, à òîê j(t, x) � ïîòîêó ÷àñòèö ÷åðåç

ïîâåðõíîñòü.
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�ëàâà 2

Äèñêðåòíûé ñïåêòð îäíîìåðíûõ

ñèñòåì

Â ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîñòûå ñèñòåìû, ýíåðãèÿ êîòîðûõ ïðè-

íèìàåò äèñêðåòíûå çíà÷åíèÿ. Ñíà÷àëà ñ�îðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ñâîé-

ñòâà òàêèõ ñèñòåì è íàéäåíû ðåøåíèÿ äëÿ �ñòóïåí÷àòûõ� ïîòåíöèàëîâ.

Ïîòåíöèàëû ñ íåñêîëüêèìè ìèíèìóìàìè èãðàþò âàæíóþ ðîëü â �èçè-

êå ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö. Ìû ðàññìîòðèì ïðîñòóþ îäíîìåðíóþ çàäà÷ó â

êîòîðîé ïðîÿâëÿåòñÿ ý��åêò êâàçèâûðîæäåíèÿ óðîâíåé ýíåðãèè.

�àðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð ÿâëÿåòñÿ ëþáèìîé ìîäåëüþ �èçèêîâ, â

ïåðâóþ î÷åðåäü ïîòîìó, ÷òî îí òî÷íî ðåøàåòñÿ, êàê â êëàññè÷åñêîé, òàê è

â êâàíòîâîé òåîðèè. Åãî êâàíòîâàíèå èçÿùíûì îáðàçîì ïðîâîäèòñÿ ïðè

ïîìîùè îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ. Ýòîò ìåòîä ìîæåò áûòü

îáîáù¼í ïðè ïîìîùè ïðîöåäóðû �àêòîðèçàöèè, ïîçâîëÿþùåé íàõîäèòü

òî÷íî ðåøàåìûå çàäà÷è. Îí áóäåò ðàññìîòðåí â ãëàâå 15. Çàêàí÷èâàåòñÿ

ãëàâà êà÷åñòâåííûì îáñóæäåíèåì àíãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà.

Êâàíòîâàÿ òåîðèÿ ïîëÿ

Ñåðãåé Ñ. Ñòåïàíîâ

Ýòà êíèãà íàõîäèòñÿ â ïðîöåññå ñîçäàíèÿ. Å¼ ïîñëåäíÿÿ âåðñèÿ

è äðóãèå ìàòåðèàëû íàõîäÿòñÿ íà ñàéòå: http://synset.
om.

Çàìå÷åííûå îøèáêè è âîïðîñû ïðîñüáà ïðèñûëàòü ïî àäðåñó:

steps137, çàòåì ñîáà÷êà è gmail.
om.

(ñ) 2015. Ïå÷àòü: 2 èþëÿ 2017 ã.

41



42 �ËÀÂÀ 2. ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÉ ÑÏÅÊÒ� ÎÄÍÎÌÅ�ÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ

1 Îáùèå ñâîéñòâà îäíîìåðíûõ çàäà÷

Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå îäíîìåðíàÿ ñèñòåìà îïðåäåëÿåòñÿ ïîòåíöè-

àëîì U(x) â êîòîðîì äâèæåòñÿ ÷àñòèöà. Îí, âìåñòå ñ íà÷àëüíûìè óñëî-

âèÿìè x(0) è p(0), ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò èçìåíåíèå ñî âðåìåíåì êî-

îðäèíàòû è èìïóëüñà. �àññìàòðèì êîíñåðâàòèâíûå ñèñòåìû â êîòîðûõ

ïîòåíöèàë çàâèñèò òîëüêî îò êîîðäèíàòû è íå çàâèñèò îò âðåìåíè èëè

ñêîðîñòè ÷àñòèöû. Ýíåðãèÿ òàêèõ ñèñòåìàõ ñîõðàíÿåòñÿ. Äâèæåíèå ìî-

æåò áûòü îãðàíè÷åííûì èëè íåîãðàíè÷åííûì, ÷òî îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíî-

øåíèåì çíà÷åíèé ýíåðãèè è ïîòåíöèàëà. Íèæå íà ðèñóíêàõ ïðèâåäåíî

íåñêîëüêî ïðèìåðîâ:

Ïðè äàííîé ýíåðãèè E, ïîòåíöèàë U1(x) èìååò äâå òî÷êè ïîâîðîòà ìåæ-
äó êîòîðûìè ÷àñòèöà ñîâåðøàåò �èíèòíîå (îãðàíè÷åííîå) äâèæåíèå. Â

ïîòåíöèàëå U2(x) � òî÷êà ïîâîðîòà îäíà è äâèæåíèå èí�èíèòíî. Â òðå-

òüåì ñëó÷àå, â çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé, âîçìîæíà ðåàëèçàöèÿ

îáîèõ òèïîâ äâèæåíèÿ.

Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ðàçðåøåííûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè ïðèíàäëåæàò ê

ñïåêòðó ãàìèëüòîíèàíà:

Ĥ =
p̂2

2m
+ U(x̂),

ãäå m � ìàññà ÷àñòèöû. Â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè Ψ(x) =
〈
x|E〉

óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øð¼äèí-

ãåðà) èìååò âèä:

− ~2

2m
Ψ′′(x) + U(x) Ψ(x) = EΨ(x). (2.1)

Äëÿ åãî ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî çàäàòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Â ñëó÷àå ïîòåí-

öèàëà U1(x) ñ êëàññè÷åñêèì �èíèòíûì äâèæåíèåì, åñòåñòâåííî ïðåäïî-

ëîæèòü, ÷òî êâàíòîâàÿ ÷àñòèöà íå ìîæåò îêàçàòüñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè è

Ψ(±∞) = 0. �åøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1) ñ òàêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

ïðèâîäèò ê äèñêðåòíîìó ñïåêòðó ýíåðãèé. Ïðè èí�èíèòíîì äâèæåíèè

U2(x) ñïåêòð íåïðåðûâíûé. Òðåòèé ñëó÷àé U3(x) áîëåå õèòðûé è ê íåìó

ìû âåðí¼ìñÿ ïîçäíåå.
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• Äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå 2-ãî ïîðÿäêà (2.1) ïðè äàííîì E èìå-

åò äâà ëèíåíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ, ò.å. â ïðèíöèïå âîçìîæíî äâóõêàðò-

íîå âûðîæäåíèå. Íàëè÷èå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ýòî âûðîæäåíèå ìîæåò

ñíèìàòü. �àññìîòðèì ïîòåíöèàë, èçîáðàæ¼ííûé íèæå íà ðèñóíêå:

Ïóñòü U(+∞) = V2 > U(−∞) = V1. Ïðè áîëüøèõ |x| (2.1) ñòàíîâèòñÿ
óðàâíåíèåì ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè. Åñëè E < V1, òî

Ψ′′(x)− γ2i Ψ(x) = 0, γ2i =
2m

~2
(Vi − E).

Äâà íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíû e±γix
. Òàê

êàê êëàññè÷åñêàÿ ÷àñòèöà ñîâåðøàåò �èíèòíîå äâèæåíèå, ïîòðåáóåì,

÷òîáû ÷àñòèöû íà áåñêîíå÷íîñòè íå áûëî: Ψ(±∞) = 0. Ýòî îñòàâëÿåò

îäíî ðåøåíèå ñ àñèìïòîòèêîé eγ1x ïðè x→ −∞ è e−γ2x
ïðè x→ +∞.

Ïðè V1 < E < V2 êëàññè÷åñêîå äâèæåíèå èí�èíèòíî è ñïåêòð ýíåð-

ãèè íåïðåðûâíûé. Îäíàêî íà áåñêîíå÷íîñòè ñïðàâà (x = +∞) ÷àñòèöà

îêàçàòüñÿ íå ìîæåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ Ψ(+∞) = 0.

Ýòî òàêæå ñíèìàåò âûðîæäåíèå, òàê êàê íåîáõîäèìî îñòàâèòü òîëüêî

îäíî ÷àñòíîå ðåøåíèå ñ àñèìïòîòèêîé e−γ2x
ïðè x→ +∞.

Íàêîíåö, ïðè E > V2, êàê áóäåò ïîêàçàíî äàëåå, êâàíòîâàÿ ÷àñòè-

öà ìîæåò �ïðîñà÷èâàòüñÿ� (òóíåëèðîâàòü) ÷åðåç õîëì Vmax. Ïîýòîìó íåò

�èçè÷åñêèõ ïðè÷èí òðåáîâàòü îïðåäåë¼ííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà áåñ-

êîíå÷íîñòè. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü òîëüêî ÷òî Ψ(x) îãðàíè÷åíà âî âñ¼ì

ïðîñòðàíñòâå (ïî ìîäóëþ ìåíüøå íåêîòîðîé êîíñòàíòû). Â ýòîì ñëó÷àå

ñïåêòð îêàçûâàåòñÿ äâóõêðàòíî âûðîæäåííûì.

⊲ Òî, ÷òî äèñêðåòíûé ñïåêòð óðàâíåíèÿ (2.1) íå âûðîæäåí ìîæíî

òàêæå äîêàçàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü îò ïðîòèâíîãî äâóì �óíê-

öèÿì Ψ1 è Ψ2 ñîîòâåòñòâóåò îäíà ýíåðãèè E. Òîãäà:

Ψ′′
1

Ψ1
=

Ψ′′
2

Ψ2
=

2m

~2
(U − E) => Ψ′′

1Ψ2 −Ψ′′
2Ψ1 = 0,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì x: Ψ′
1Ψ2 − Ψ′

2Ψ1 = const. Òàê êàê íà

áåñêîíå÷íîñòè Ψi(±∞) = 0, êîíñòàíòà ðàâíà íóëþ, è ñëåäîâàòåëüíî

Ψ′
1/Ψ1 = Ψ′

2/Ψ2. Èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî Ψ2 = constΨ1, ò.å. �óíêöèè,

ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ, ñîâïàäàþò.
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• �àçáåð¼ìñÿ �íà ïàëüöàõ� ñ ïîâåäåíèåì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.1) â

ñëó÷àå äèñêðåòíîãî ñïåêòðà. Ïîëîæèì 2m = ~ = 1 è çàïèøåì ðÿä Òåé-

ëîðà äëÿ âîëíîâîé �óíêöèè â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0:

Ψ(x) ≈ Ψ(x0) + Ψ′(x0) (x− x0) +
1

2

(
U(x0)− E

)
Ψ(x0) (x− x0)

2,

ãäå âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ Ψ′′(x0) ïîäñòàâëåíà èç óðàâíåíèÿ (2.1). Äè��å-
ðåíöèðóÿ ïî x, èìååì:

Ψ′(x) ≈ Ψ′(x0)+
(
U(x0)− E

)
Ψ(x0) (x− x0).

Ïóñòü x0 íàõîäèòñÿ äàëåêî â êëàññè÷åñêè çàïðåù¼ííîé îáëàñòè ñëåâà

îò ïåðâîé òî÷êè ïîâîðîòà è â å¼ îêðåñòíîñòè Ψ(x0) & 0 è Ψ′(x0) & 0.

Áóäåì ïåðåìåùàòüñÿ âïðàâî ñ øàãîì∆x, âû÷èñëÿÿ â òî÷êàõ x = x0+∆x
�óíêöèþ Ψ(x), à çàòåì ïîëàãàÿ x0 = x è ò.ä. Â íà÷àëå U(x0)− E > 0 è

Ψ′(x) > 0, ïîýòîìó âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ïðè óâåëè÷åíèè x ðàñò¼ò.

Ïîñëå äîñòèæåíèÿ ïåðâîé òî÷êè ïîâîðîòà ïîòåíöèàë ñòàíîâèòñÿ ìåíü-

øå ýíåðãèè: U(x0) − E < 0, ïðîèçâîäíàÿ íà÷èíàåò óìåíüøàòüñÿ è ðîñò

Ψ(x) çàìåäëèòñÿ. Åñëè E â òî÷íîñòè ðàâíà ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿ-

íèÿ E0, òî ìåæäó òî÷êàìè ïîâîðîòà ïðîèçâîäíàÿ ñòàíåò îòðèöàòåëüíîé

è âîëíîâàÿ �óíêöèÿ, ñíèæàÿñü, âûéäåò íà àñèìïòîòè÷åñêîå çíà÷åíèå

Ψ(∞) = 0 (ïðè E < E0 óìåíüøåíèå ïðîèçâîäíîé íå äîñòàòî÷íî è ïîñëå

ïåðåñå÷åíèÿ ïðàâîé òî÷êè ïîâîðîòà Ψ(x) íà÷í¼ò íåîãðàíè÷åíî ðàñòè).

Åñëè òåïåðü óâåëè÷èòü ýíåðãèþ E, ïðîèçâîäíàÿ áûñòðåå ñòàíåò îòðè-

öàòåëüíîé è âîëíîâàÿ �óíêöèÿ óñïååò ïåðåñå÷ü îñü x, îêàçàâøèñü ìåíü-
øå íóëÿ. Ïðè ýòîì ìåæäó òî÷êàìè ïîâîðîòà

(
U(x0)−E

)
Ψ(x0) > 0 è ïðî-

èçâîäíàÿ íà÷í¼ò óâåëè÷èâàòüñÿ, ïîêà íå ñòàíåò ïîëîæèòåëüíîé. Êîãäà E
â òî÷íîñòè ðàâíà ïåðâîìó âîçáóæä¼ííîìó óðîâíþ E1, âîëíîâàÿ �óíêöèÿ

íà÷í¼ò ðàñòè, âûõîäÿ ñíèçó íà àñèìïòîòè÷åñêîå çíà÷åíèå Ψ(∞) = 0:

Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè ýíåðãèè, äî çíà÷åíèÿ E = E2 ìåæäó òî÷êà-

ìè ïîâîðîòà îêàæåòñÿ äâà íóëÿ, è ò.ä. Â ðåçóëüòàòå, âîëíîâàÿ �óíêöèÿ

n-îãî óðîâíÿ ýíåðãèè En èìååò n = 0, 1, 2, ... íóëåé ìåæäó òî÷êàìè ïî-

âîðîòà. Ýòîò �àêò íàçûâàåòñÿ îñöèëëÿöèîííîé òåîðåìîé.



1. ÎÁÙÈÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÎÄÍÎÌÅ�ÍÛÕ ÇÀÄÀ× 45

• Äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà Â ñðåäíåå åãî êîììóòàòîðà ñ ãàìèëüòîíèàíîì

ïî ñîáñòâåííûì ñîñòîÿíèÿì |E
〉
ðàâíî íóëþ (⋖H8):

〈
E | [Â, Ĥ] |E〉 =

〈
E | ÂĤ − ĤÂ |E〉 = 0. (2.2)

Ýòîò ðåçóëüòàò ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ðàçëè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñðåä-

íèìè çíà÷åíèÿìè �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí. Íàïðèìåð, ïîëîæèì Â = x̂. Òàê

êàê [x̂, Ĥ] = ı~ p̂/m (⋖H9), èìååì:

〈
E | p̂ |E 〉 = 0, (2.3)

ò.å. ñðåäíåå çíà÷åíèå èìïóëüñà â ñîñòîÿíèè |E
〉
ðàâíî íóëþ. Ïðè âûáîðå

Â = p̂, ïîëó÷àåì (⋖H10):

〈
E |U ′(x) |E 〉 = 0. (2.4)

Íàêîíåö, äëÿ Â = x̂p̂ (⋖H11):

〈
E | p̂2 |E 〉 = m

〈
E |xU ′(x) |E 〉,

îòêóäà, ïîäñòàâëÿÿ ñðåäíåå êâàäðàòà èìïóëüñà p̂2 = 2m (Ĥ − U(x)) èç

ãàìèëüòîíèàíà, ïðèõîäèì ê âèðèàëüíîé òåîðåìå:

E =
〈
E |
{
U(x) +

1

2
xU ′(x)

}
|E 〉. (2.5)

⊲ Ïîëó÷èì åù¼ îäíî ïîëåçíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ñðåäíèõ. Ïóñòü ãà-

ìèëüòîíèàí çàâèñèò îò ïàðàìåòðà λ. Îò íåãî áóäóò òàêæå çàâèñåòü ñîá-
ñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè è âåêòîðû ñîñòîÿíèÿ. Äè��åðåíöèðóÿ ïî λ

ñðåäíåå îò ãàìèëüòîíèàíà, èìååì:

dE

dλ
=

d

dλ

〈
E |Ĥ |E〉 =

〈
E | dĤ

dλ
|E〉+ d

〈
E |
dλ

Ĥ |E〉+
〈
E | Ĥ d|E

〉

dλ
.

Ñóììà ïîñëåäíèõ äâóõ ñëàãàåìûõ ðàâíà íóëþ:

d
〈
E |
dλ

|E〉E + E
〈
E | d|E

〉

dλ
= E

d
〈
E |E 〉
dλ

= 0,

òàê êàê

〈
E |E 〉 = 1. Ïîýòîìó, îêîí÷àòåëüíî, èìååì:

dE

dλ
=
〈
E | dĤ

dλ
|E 〉. (2.6)

Ýòî ñîîòíîøåíèå, ïîçâîëÿþùåå âûðàæàòü ñðåäíèå ÷åðåç ïðîèçâîäíóþ îò

ýíåðãèè, íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé Ôåéíìàíà-�åëëìàíà.
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2 ×¼òíîñòü

• Â ðÿäå ñëó÷àåâ â ñèñòåìå ìîæåò ïðèñóòñòâîâàòü ñèììåòðèÿ, êîòîðàÿ

ïðèâîäèò ê äîïîëíèòåëüíîé ñîõðàíÿþùåéñÿ âåëè÷èíå (ïî-ìèìî ýíåðãèè).

Ââåä¼ì îïåðàòîð ÷¼òíîñòè, êâàäðàò êîòîðîãî ðàâåí åäèíè÷íîìó:

P̂ 2 = 1̂, P̂−1 = P̂ (2.7)

è àíòèêîììóòèðóþùèé ñ îïåðàòîðàìè êîîðäèíàòû è èìïóëüñà:

P̂ x̂ = −x̂ P̂ , P̂ p̂ = −p̂ P̂ . (2.8)

Ñîîòâåòñòâåííî, îí êîììóòèðóåò ñ èõ êâàäðàòàìè. Äåéñòâèòåëüíî, ïåðå-

ñòàâëÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíî îïåðàòîðû (ïåðåíîñÿ P̂ âïðàâî), èìååì:

P̂ x̂2 = P̂ x̂x̂ = −x̂P̂ x̂ = x̂x̂P̂ = x̂2P̂ .

Àíàëîãè÷íî îïåðàòîð ÷¼òíîñòè êîììóòèðóåò ñ ëþáûìè ÷¼òíûìè ñòåïåíÿ-

ìè x̂, p̂ è àíòèêîììóòèðóåò ñ ëþáûìè íå÷¼òíûìè. Ïîýòîìó äëÿ �óíêöèé,

êîòîðûå ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä Òåéëîðà, ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:

P̂ U(x̂) = U(−x̂) P̂ , P̂ F (p̂) = F (−p̂) P̂ . (2.9)

⊲ Çàïèøåì îïåðàòîð ÷¼òíîñòè â êîîðäèíàòíîì áàçèñå. Äëÿ ýòîãî âû-

÷èñëèì ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû 〈x|...|x′〉 îò (2.9): Pxx′U(x′) = U(−x)Pxx′
.

Ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà �óíêöèè Äèðàêà (A.3), ñòð. 334, ìîæíî íàïèñàòü:

Pxx′ = 〈x|P̂ |x′〉 = δ(x+ x′). (2.10)

Ñîîòâåòñòâåííî, åãî äåéñòâèå íà ëþáîé âåêòîð â ýòîì áàçèñå èìååò âèä:

〈x|P̂ |Ψ〉 =
∫

〈x|P̂ |x′〉〈x′|Ψ〉 dx′ =
∫

Pxx′Ψ(x′) dx′ = Ψ(−x).

Îïóñêàÿ, êàê è äëÿ îïåðàòîðîâ x̂, p̂ â êîîðäèíàòíîì áàçèñå �óíêöèþ

Äèðàêà è èíòåãðèðîâàíèå, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îïåðàòîð ÷¼òíîñòè ìåíÿåò

çíàê àðãóìåíòà �óíêöèè (èíâåðòèðóåò îñü x):

P̂ Ψ(x) = Ψ(−x). (2.11)

⊲ Ó îïåðàòîðà ÷¼òíîñòè äâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ P = ±1. Äåéñòâè-

òåëüíî, ïóñòü ΨP (x) ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ, òîãäà P̂ 2ΨP (x) = P 2ΨP (x).
Ñ äðóãîé ñòîðîíû P 2 = 1, òàê êàê:

P̂ 2ΨP (x) = P̂ P̂ΨP (x) = P̂ΨP (−x) = ΨP (x).

Ñîáñòâåííûìè �óíêöèÿìè äëÿ P = 1 ÿâëÿþòñÿ âñå ÷¼òíûå �óíêöèè:

ΨP (−x) = ΨP (x), â äëÿ P = −1 � íå÷¼òíûå �óíêöèè:ΨP (−x) = −ΨP (x).
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⊲ Ïóñòü ïîòåíöèàë îäíîìåðíîé ñèñòåìû íå ìåíÿåòñÿ ïðè èíâåðñèè

êîîðäèíàòû x 7→ −x (÷¼òíàÿ �óíêöèÿ). Òîãäà ãàìèëüòîíèàí è îïåðàòîð

÷¼òíîñòè êîììóòèðóþò:

Ĥ =
p̂2

2m
+ U(x̂), U(−x) = U(x) => [P̂ , Ĥ] = 0. (2.12)

Åñëè äâà îïåðàòîðà êîììóòèðóþò, òî îíè èìåþò îáùèå ñîáñòâåííûå �óíê-

öèè (ñòð. 34). Ñëåäîâàòåëüíî, ñîáñòâåííûå �óíêöèè îïåðàòîðà �àìèëü-

òîíà ñ ñèììåòðè÷íûì ïîòåíöèàëîì äîëæíû áûòü ëèáî ÷¼òíûìè, ëèáî

íå÷¼òíûìè. Òàê êàê äèñêðåòíûé ñïåêòð îäíîìåðíîé ñèñòåìû íåâûðîæ-

äåí, ñîáñòâåííûå �óíêöèè îäíèõ ýíåðãèé áóäóò ÷¼òíûìè, à äëÿ äðóãèõ �

íå÷¼òíûìè. Âñïîìèíàÿ îñöèëëÿöèîííóþ òåîðåìó (ñòð.44), ìîæíî ïðèé-

òè ê âûâîäó, ÷òî ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ (íå èìåþùàÿ

íóëåé) ÷¼òíàÿ, à ÷¼òíîñòè ïîñëåäóþùèõ óðîâíåé ýíåðãèè ÷åðåäóþòñÿ.

⊲ Ïðè ñâîáîäíîì äâèæåíèè ñ ãàìèëüòîíèàíîì Ĥ = p̂2/2m , êðîìå ÷¼ò-

íîñòè P̂ , êîììóòèðóåò îïåðàòîð èìïóëüñà p̂. Íî òàê êàê [P̂ , p̂] 6= 0, ñïåêòð

Ĥ äîëæåí áûòü âûðîæäåí (ñòð. 35). Äåéñòâèòåëüíî, ýíåðãèè E = p2/2m
ñîîòâåòñòâóåò äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðà èìïóëüñà

|p〉 è |−p〉 (ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåííûå èìïóëüñû). Èõ ñóïåðïîçèöèÿ
c1 |p〉+c2 |−p〉 ñ ïðîèçâîëüíûìè êîý��èöèåíòàìè ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì
âåêòîðîì ãàìèëüòîíèàíà ñâîáîäíîé ÷àñòèöû. Â êîîðäèíàòíîì áàçèñå äëÿ

ïîëíîãî íàáîðà îïåðàòîðîâ ýíåðãèè Ĥ è èìïóëüñà p̂ íåçàâèñèìûìè ñîá-

ñòâåííûìè �óíêöèÿìè áóäóò e
ı
~
xp
è e−

ı
~
xp
.

Åñëè æå â êà÷åñòâå ïîëíîãî íàáîðà âçÿòü ýíåðãèþ Ĥ è ÷¼òíîñòü P̂ , òî

íåçàâèñèìûìè ñîáñòâåííûìè �óíêöèÿìè â êîîðäèíàòíîì áàçèñå áóäóò

cos(ωx) è sin(ωx), ãäå ω2 = 2mE/~. Çàìåòèì, ÷òî äåéñòâèå îïåðàòîðà

èìïóëüñà p̂ íà îäíó âûðîæäåííóþ ñîáñòâåííóþ �óíêöèþ, ïåðåâîäèò å¼

â äðóãóþ (ñòð. 35). Àíàëîãè÷íî âåä¼ò ñåáÿ îïåðàòîð ÷¼òíîñòè ïî îòíîøå-

íèþ ê e
ı
~
xp
è e−

ı
~
xp
.

⊲ Â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå âñå âåêòîðû äåëÿòñÿ íà äâà êëàññà �

ïîëÿðíûå V è àêñèàëüíûå A. Ñ îïåðàòîðàìè ïåðâûõ ÷¼òíîñòü àíòèêîì-

ìóòèðóåò, à ñî âòîðûì êîììóòèðóåò:

P̂−1 V̂ P̂ = −V̂, P̂−1 Â P̂ = Â. (2.13)

(òàêàÿ çàïèñü ïðåîáðàçîâàíèÿ âåëè÷èí ïðè ðàçëè÷íûõ ñèììåòðèÿõ äî-

ñòàòî÷íî òèïè÷íà, à áîëåå ïðèâû÷íûé âèä ïîëó÷àåòñÿ ïðè óìíîæåíèè èõ

íà P̂ ñëåâà). Ïðèìåðàìè ïîëÿðíûõ âåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðû ðàäèóñ-

âåêòîðà x = {x, y, z} è 3-ìåðíîãî èìïóëüñà p = {px, py, pz}, à àêñèàëüíûé
âåêòîð, íàïðèìåð, ìîìåíò èìïóëüñà L = x× p (ñòð. 88).
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3 Áåñêîíå÷íàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ÿìà

• �àññìîòðèì ÷àñòèöó, îäíîìåðíîå �äâèæåíèå� êîòîðîé îãðàíè÷åíî

áåñêîíå÷íî âûñîêèìè ïîòåíöèàëüíûìè ñòåíêàìè. Ïóñòü îäíà ñòåíêà ðàñ-

ïîëàãàåòñÿ â òî÷êå x = 0, à âòîðàÿ â x = a. Çàïèøåì óðàâíåíèå äëÿ ãà-

ìèëüòîíèàíà Ĥ |E〉 = E |E〉 â êîîðäèíàòíîì áàçèñå Ψ(x) =
〈
x|E〉 âíóòðè

ÿìû:

− ~2

2m
Ψ′′(x) = EΨ(x), 0 < x < a. (2.14)

Òàê êàê ïîòåíöèàëüíûå ñòåíêè áåñêîíå÷íî âûñîêèå, ïðîíèêíóòü çà íèõ

÷àñòèöà íå ìîæåò, ïîýòîìó íà ãðàíèöàõ ÿìû âîëíîâàÿ �óíêöèÿ (è, ñëåäî-

âàòåëüíî, ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè) îáðàùàåòñÿ â íîëü, ò.å. âûïîëíÿþòñÿ

ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

Ψ(0) = Ψ(a) = 0.

Äè��åðåíöèàëüíîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà (2.14) ÿâëÿåòñÿ

�îñöèëëÿòîðíûì� ñ ÷àñòîòîé ω:

Ψ′′ + ω2Ψ = 0, ω =

√
2mE

~

è åãî îáùåå ðåøåíèå ðàâíî ñóììå äâóõ íåçàâèñèìûõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé,

óìíîæåííûõ íà êîíñòàíòû A è B:

Ψ(x) = A sin(ωx) +B cos(ωx).

�ðàíè÷íîå óñëîâèå Ψ(0) = 0 ïðèâîäèò ê B = 0, à ãðàíè÷íîå óñëîâèå

Ψ(a) = 0 äà¼ò ðàçðåøåííûå çíà÷åíèÿ ÷àñòîò, íóìåðóþùèõñÿ öåëûì ÷èñ-

ëîì n = 1, 2, ...:

sin(ωa) = 0 => ωa = πn.

Íóìåðàöèÿ n íà÷èíàåòñÿ ñ åäèíèöû, òàê êàê çíà÷åíèå n = 0 ñîîòâåòñòâó-
åò âîëíîâîé �óíêöèè òîæäåñòâåííî ðàâíîé íóëþ. Òàêîå ðåøåíèå íå�è-

çè÷íî (âåðîÿòíîñòü íàéòè ÷àñòèöó ãäå-ëèáî ðàâíà íóëþ). Òàêèì îáðàçîì,

ðàçðåøåííûå óðîâíè ýíåðãèè ÷àñòèöû â áåñêîíå÷íî âûñîêîé ïîòåíöèàëü-

íîé ÿìå ðàâíû:

En =
~2π2

2ma2
n2. (2.15)

×åì óæå ÿìà (ìåíüøå a), òåì áîëüøå ýíåðãèÿ. Óðîâíè ýíåðãèè èäóò

íåðàâíîìåðíî. Ïåðâîå âîçáóæä¼ííîå ñîñòîÿíèå â 4 ðàçà âûøå îñíîâíîãî,

à âòîðîå âûøå â 9 ðàç.
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Êîíñòàíòó A (ñ÷èòàÿ äåéñòâèòåëüíîé) íàéä¼ì èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè:

Ψn(x) =

√

2

a
θ(x)θ(a− x) sin

(

πn
x

a

)

,

a∫

0

|Ψ(x)|2 dx = 1, (2.16)

ãäå �óíêöèè Õåâèñàéäà îòðàæàþò ðàâåíñòâî íóëþ �óíêöèè âíå ÿìû.

Áåñêîíå÷íîå (ñ÷¼òíîå) ìíîæåñòâî �óíêöèé {Ψ1(x), Ψ2(x), ...} îáðàçóåò

áàçèñ ïðîñòðàíñòâà (ñòð. 372) äè��åðåíöèðóåìûõ �óíêöèé, îïðåäåë¼í-

íûõ íà èíòåðâàëå 0 < x < a. Èõ ìîæíî ðàçëîæèòü ïî ýòîìó áàçèñó:

Ψ(x) =
∞∑

n=1

cnΨn(x), cn =

a∫

0

Ψ(x) Ψ∗
n(x) dx.

Â äèðàêîâñêèõ îáîçíà÷åíèÿõ Ψ(x) = 〈x |Ψ〉, Ψn(x) = 〈x|En〉, è êîý��è-

èöåíòû ðàçëîæåíèÿ ðàâíû cn = 〈En |Ψ〉.
Íèæå íà ðèñóíêå ñëåâà ïðèâåäåíû ëèíèè äèñêðåòíûõ óðîâíåé ýíåðãèè

îñíîâíîãî (n = 1) è ïåðâûõ äâóõ âîçáóæä¼ííûõ ñîñòîÿíèé (n = 2, 3).
Ñïðàâà íàðèñîâàíû âîëíîâûå �óíêöèè ýòèõ ñîñòîÿíèé:

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âîçáóæä¼ííûõ ñîñòîÿíèé âíóòðè ïîòåíöèàëüíîé ÿìû

ñóùåñòâóþò òî÷êè â êîòîðûõ íåâîçìîæíî âñòðåòèòü ÷àñòèöó.

Â ñèëó (2.3), ñðåäíèé èìïóëüñ â ñîñòîÿíèè Ψn(x) íóëåâîé: p̄ = 0. Ñðåä-
íèé êâàäðàò ïîëó÷èì óñðåäíåíÿÿ ãàìèëüòîíèàí:

〈
p̂2〉 = 2m 〈Ĥ〉 = 2mEn.

Îòìåòèì, ÷òî 〈p̂4〉 = ∞ (⋖H12). Ñðåäíåå çíà÷åíèå êîîðäèíàòû èç ñî-

îáðàæåíèé ñèììåòðèè ðàâíî x̄ = a/2, à ñðåäíèå å¼ ñòåïåíåé ïîëó÷àåì

èíòåãðèðîâàíèåì ñ (2.16). Äëÿ ýòîãî óäîáíî âû÷èñëèòü (⋖H13) ñðåäíåå

[

1 +
λ2a2

π2n2

] 〈

e2λ (x̂−x̄)
〉

=
sh(λa)

λa
, (2.17)

ðàçëîæåíèå êîòîðîãî ïî λ äà¼ò âñå ñðåäíèå. Â ÷àñòíîñòè, íå÷¼òíûå ñòå-

ïåíè 〈(x̂− x̄)2k+1〉 = 0, à äèñïåðñèÿ êîîðäèíàòû è èìïóëüñà ðàâíû

Dx =
a2

12

(

1− 6

π2n2

)

, Dp =
~2

a2
π2n2, DxDp =

~2

12

(
π2n2 − 6

)
. (2.18)

Â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè è DxDp ≈ 1.3 (~2/4), ÷òî íà 30% áîëüøå íèæíåé

ãðàíèöû ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåë¼ííîñòåé (ñòð. 32).
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4 ßìà êîíå÷íîé ãëóáèíû

• Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê ÷óòü áîëåå ñëîæíîé çàäà÷å ïîòåíöèàëüíîé ÿìû

êîíå÷íîé ãëóáèíû V0. �àçìåñòèì íà÷àëî êîîðäèíàò x = 0 â ñåðåäèíå

ÿìû:

Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå äëÿ ýíåðãèè E < V0 ÷àñòèöà îòðàæàåòñÿ îò

�ñòåíîê� ÿìû, íàõîäÿñü âíóòðè íå¼. Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ñóùåñòâóåò

âåðîÿòíîñòü îáíàðóæèòü ÷àñòèöó çà ïðåäåëàìè ÿìû.

Óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè èìååò âèä:

Ψ′′(x) =
2m

~2

(
U(x)− E

)
Ψ(x), (2.19)

ãäå ïîòåíöèàë êóñî÷íûé:

U(x) =

{

0, |x| < a/2,

V0, |x| > a/2.

Îí ñèììåòðè÷åí U(−x) = U(x), ïîýòîìó ÷¼òíîñòü ñîõðàíÿåòñÿ (ñòð. 46)

è ñîáñòâåííûå �óíêöèè äîëæíû áûòü ÷¼òíûìè èëè íå÷¼òíûìè (â ïðåäû-

äóùåé çàäà÷å ÷¼òíîñòü òàêæå ñîõðàíÿåòñÿ, äëÿ äåìîíñòðàöèè ÷åãî äîñòà-

òî÷íî ñäâèíóòü íà÷àëî îòñ÷¼òà x 7→ x− a/2).

Ïðîâåäåì ðàçìåðíûé àíàëèç. Øèðèíà ÿìû a èìååò ðàçìåðíîñòü x,
ïîýòîìó ~ ∼ a p (ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåë¼ííîñòåé). �àçìåðíîñòü V0 ðàâíà

ðàçìåðíîñòè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè V0 ∼ p2/2m, îòêóäà V0 ∼ ~2/2ma2 è
â çàäà÷å åñòü áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð λ:

E = V0 ε, ε = ε(λ), λ =
2m

~2
a2V0. (2.20)

Êîîðäèíàòó åñòåñòâåííî èçìåðÿòü â åäèíèöàõ øèðèíû ÿìû a. Äåëàÿ â

(2.19) çàìåíó x = a ξ, ïîëó÷àåì �îáåçðàçìåðåííîå� óðàâíåíèå:

Ψ′′
I(ξ) + λ εΨI(ξ) = 0, |ξ| < 1/2,

Ψ′′
II(ξ)− λ (1− ε) ΨII(ξ) = 0, |ξ| > 1/2,

êîòîðîå çàïèñàíî âíóòðè è ñíàðóæè ÿìû (øòðèõè � ïðîèçâîäíûå ïî ξ).
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Âíóòðè ÿìû óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà îñöèëëÿòîðíî è åãî ëèíåéíî íåçà-

âèñèìûå ðåøåíèÿ ýòî ñèíóñ è êîñèíóñ. Êîñèíóñ èìååò ïîëîæèòåëüíóþ

÷¼òíîñòü, à ñèíóñ � îòðèöàòåëüíóþ. Èõ äâóõ ðåøåíèé âíå ÿìû íåîáõîäè-

ìî âûáðàòü óáûâàþùåå íà áåñêîíå÷íîñòè, ÷òîáû óäîâëåòâîðèòü ãðàíè÷-

íûì óñëîâèÿì Ψ(±∞) = 0. �àññìîòðèì ñíà÷àëà ÷¼òíûå ðåøåíèÿ:

ΨI (ξ) = A cos(
√
λ ε ξ), |ξ| < 1/2,

ΨII(ξ) = B e−
√

λ (1−ε) |ξ|, |ξ| > 1/2,

ãäå A è B � êîíñòàíòû. Õîòÿ ïîòåíöèàë èçëîìàí, âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ

âîëíîâîé �óíêöèè Ψ′′
â (2.19) êîíå÷íà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïåðâàÿ ïðî-

èçâîäíàÿ Ψ′
è, åñòåñòâåííî, ñàìà �óíêöèÿ Ψ íå èñïûòûâàþò ñêà÷êîâ è

äîëæíû ãëàäêî ñøèâàòüñÿ íà õ ãðàíèöàõ ÿìû:

ΨI(±a/2) = ΨII(±a/2), Ψ′
I(±a/2) = Ψ′

II(±a/2).
Çàïèøåì óñëîâèÿ ñøèâêè �óíêöèé è èõ ïðîèçâîäíûõ íà ãðàíèöå ξ = 1/2:

A cos(
√
λ ε/2) = B e−

√
λ (1−ε)/2,

A
√
λ ε sin(

√
λ ε/2) = B

√

λ (1− ε) e−
√

λ (1−ε)/2.

Äåëÿ óðàâíåíèÿ, èìååì:

tg

(√
λ ε

2

)

=

√

1

ε
− 1. (2.21)

Äëÿ íå÷¼òíûõ �óíêöèé ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.19) ðàâíû:

ΨI(ξ) = A sin(
√
λ ε ξ), |ξ| < 1/2,

ΨII(ξ) = ±B e−
√

λ (1−ε) |ξ|, |ξ| > 1/2,

ãäå ïëþñ äëÿ ξ > 1/2, à ìèíóñ � äëÿ ξ < −1/2, ÷òîáû îáåñïå÷èòü íå÷¼ò-

íîñòü ðåøåíèÿ âíå ÿìû: ΨII(−ξ) = −ΨII(ξ) (çíàê B ìîæåò áûòü ëþáûì

è çàâèñèò îò ïîâåäåíèÿ ΨI). Ñíîâà çàïèñûâàÿ óñëîâèÿ ñøèâêè âîëíîâûõ

�óíêöèé è èõ ïðîèçâîäíûõ â òî÷êå ξ = 1/2, ïîëó÷àåì:

− ctg

(√
λ ε

2

)

=

√

1

ε
− 1. (2.22)

Óðàâíåíèÿ (2.21) è (2.22) èìåþò ðåøåíèÿ òîëüêî ïðè äèñêðåòíûõ çíà÷å-

íèÿõ ε < 1 (E < V0). Îíè îïðåäåëÿþò ýíåðãèþ ÷àñòèöû â ïîòåíöèàëüíîé

ÿìå. Ïðè ε > 1 (E > V0) ñïåêòð íåïðåðûâåí è ýòîò ñëó÷àé ðàññìàðèâàåò-
ñÿ â ñëåäóþùåé ãëàâå. Óðàâíåíèÿ (2.21), (2.22) òðàíñöåíäåíòíû, ïîýòîìó

èõ ðåøåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü ÷èñëåííî.
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⊲ �àññìîòðèì êà÷åñòâåííî ïîâåäåíèå ðåøåíèé. Ââåä¼ì ω =
√
λ ε/2 è

ïåðåïèøåì óðàâíåíèÿ â âèäå:

tg(ω) =

√

λ

4ω2
− 1, − ctg(ω) =

√

λ

4ω2
− 1.

Íàðèñóåì íà îäíîì ãðà�èêå òàíãåíñ è ìèíóñ êîòàíãåíñ. Èõ ïåðåñå÷åíèÿ

ñ �óíêöèåé ñòîÿùåé â ïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé äàñò ðåøåíèÿ. Òàê, ïðè

λ = 150 âîçíèêàåò 4 óðîâíÿ ýíåðãèè (æèðíûå òî÷êè) � äëÿ 2-õ ÷¼òíûõ è

2-õ íå÷¼òíûõ âîëíîâûõ �óíêöèé:

Äëÿ ÿìû êîíå÷íîé ãëóáèíû êîëè÷åñòâî äèñêðåòíûõ óðîâíåé ýíåðãèè âñå-

ãäà êîíå÷íî. ×åì áîëüøå λ, òåì èõ áîëüøå. Ïðè λ → ∞ (áåñêîíå÷íî

âûñîêàÿ ÿìà) �óíêöèÿ

√

λ/4ω2 − 1 ïåðåñåêàåò ëåâûå ÷àñòè óðàâíåíèé â
àñèìïòîòàõ òàíãåíñà è êîòàíãåíñà (ïóíêòèðû). Ïîýòîìó ωn = nπ/2 è ìû

âîçâðàùàåìñÿ ê óðîâíÿì ýíåðãèè (2.15).

Åñëè λ < π2 âîçìîæíî òîëüêî îäíî äèñêðåòíîå ñîñòîÿíèå (÷¼òíîå).

�àññìîòðèì ðåøåíèå ïðè λ → 0. Âîçâîäÿ (2.21) â êâàäðàò è çàìåíÿÿ

òàíãåíñ åãî àðãóìåíòîì, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå:

λ

4
ε2 + ε− 1 = 0,

ðåøåíèå êîòîðîãî, â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî λ, èìååò âèä: ε = 1 − λ/4 + ...
Ïîýòîìó ïðè ìàëûõ λ ýíåðãèÿ åäèíñòâåííîãî (è âñåãäà ñóùåñòâóþùåãî)

äèñêðåòíîãî óðîâíÿ ðàâíà:

E = V0 −
m

2~2
(aV0)

2 + ...,
2m

~2
a2V0 ≪ 1. (2.23)

Âîçíèêíîâåíèþ áîëåå âûñîêèõ çíà÷åíèé äèñêðåòíûõ ýíåðãèé ïðåïÿò-

ñòâóåò ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåë¼ííîñòè. Â ñâÿçàííîì ñîñòîÿíèè ∆x ïî-

ðÿäêà øèðèíû ÿìû a. Ïðè å¼ óìåíüøåíèè, êâàäðàò èìïóëüñà ñòàíîâèòñÿ
áîëüøèì è êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ �âûáðàñûâàåò� ÷àñòèöó èç ÿìû. Ìàëûå

λ ñîîòâåòñòâóþò óçêèì (a ìàëî) èëè ìåëêèì (V0 ìàëî) ÿìàì.
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• Ïóñòü ÿìà áåñêîíå÷íî ãëóáîêàÿ è óçêàÿ, íî ïðîèçâåäåíèå aV0 = g

êîíå÷íî. Â ïðåäåëå a→ 0 è V0 → ∞ òàêîé ïîòåíöèàë ñòàíîâèòñÿ äåëüòà-

�óíêöèåé Äèðàêà (�ïëîùàäü� ÿìû ðàâíà g = aV0):

U(x) = −g δ(x), (2.24)

ãäå îòñ÷¼ò ýíåðãèè âåä¼òñÿ îò íóëåâîãî çíà÷åíèÿ (ò.å. ïåðåä ïðåäåëüíûì

ïåðåõîäîì ïîòåíöèàëüíàÿ ÿìà îïóùåíà âíèç íà V0). Â òàêîì ñèíãóëÿðíîì

ïîòåíöèàëå ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé (λ ∼ ag → 0) äèñêðåòíûé óðîâåíü
ýíåðãèè (2.23):

E = −mg
2

2~2
. (2.25)

Åãî ìîæíî òàêæå ïîëó÷èòü, ðåøàÿ óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà â èìïóëüñíîì

áàçèñå (ñòð. 31). Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ãàìèëüòîíèàíà ðàâíû:

〈p |Ĥ | k〉 = p2

2m
δ(p− k) +

∫

〈p|x〉〈x|k〉U(x) dx =
p2

2m
δ(p− k)− g

2π~
,

ãäå ïîäñòàâëåí ïîòåíöèàë (2.24) è ó÷òåíî, ÷òî 〈x|p〉 = e
ı
~
xp/

√
2π~ (ñòð. 37).

Ñ ýòèìè ýëåìåíòàìè óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ãàìèëüòîíèàíà

(1.47), ñòð. 31 ïðèíèìàåò âèä:

( p2

2m
− E

)

Ψ(p) =
g

2π~

∞∫

−∞

Ψ(k) dk. (2.26)

Äëÿ íîðìèðóåìîé âîëíîâîé �óíêöèè Ψ(p) = 〈p |E〉 (ñâÿçàííûå ñîñòîÿ-
íèÿ) ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíà êîíñòàíòå è ìîæíî çàïèñàòü:

Ψ(p) =
Ψ0

p2 + ω2
, (2.27)

ãäå ω2 = −2mE, Ψ0 = const. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðåøåíèå â óðàâíåíèå (2.26)
è èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷àåì ýíåðãèþ (2.25) è ñîîòâåòñòâåííî ω = mg/~.

Ìíîæèòåëü Ψ0 = (2ω3/π)1/2 íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè êâàäðàòà
�óíêöèè Ψ(p) íà åäèíèöó. Â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè (1.50), ñòð. 31

âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ðàâíà:

Ψ(x) =

√
ω

~
e−

ω
~
|x|, (2.28)

ãäå |x| = θ(x) x − θ(−x) x � ìîäóëü êîîðäèíàòû è θ(x) � ñòóïåí÷àòàÿ

�óíêöèÿ Õåâèñàéäà (ñòð. 335). Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà îáîáù¼ííûõ �óíê-

öèé: θ′(x) = δ(x) è |x|′′ = 2δ(x), |x|′ 2 = 1, ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî Ψ(x)

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Øð¼äèíãåðà (2.1).
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5 Êâàçèâûðîæäåíèå

�àññìîòðèì áåñêîíå÷íóþ ïîòåíöèàëüíóþ ÿìó øèðèíîé a, âíóòðè êî-

òîðîé íàõîäèòñÿ ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð øèðèíû b è âûñîòû V0:

Â ñèëó ñèììåòðèè, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà äîñòàòî÷íî èñêàòü

íà èíòåðâàëàõ I è II, ðàññìàòðèâàÿ ñèòóàöèè, êîãäà E < V0 è E > V0.

�àçáåð¼ì áîëåå èíòåðåñíûé ñëó÷àé ñ E < V0:

Ψ′′
I + k2ΨI = 0, k =

√
2mE / ~, −a/2 < x < −b/2,

Ψ′′
II − γ2ΨII = 0, γ =

√

2m(V0 − E) / ~, −b/2 < x < +b/2.

Äëÿ ïåðâîãî èíòåðâàëà çàïèøåì ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿþùåå ãðàíè÷íîìó

óñëîâèþ ΨI(−a/2) = 0:

ΨI(x) = A sin(k (x+ a/2)).

Äëÿ âòîðîãî èíòåðâàëà âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ðàâíà ñóììå ýêñïîíåíò e±γx
.

Òàê êàê ïîòåíöèàë ñèììåòðè÷åí, ñðàçó çàïèøåì ðåøåíèå ñ �èêñèðîâàí-

íîé ÷¼òíîñòüþ:

ΨII(x) = α
{

eγx ± e−γx
}

,

ãäå ïëþñ äà¼ò ÷¼òíóþ �óíêöèþ, à ìèíóñ � íå÷¼òíóþ. Ñîøü¼ì ýòè ðåøå-

íèÿ è èõ ïðîèçâîäíûå â òî÷êå x = −b/2:

A sin(kc) = α
{

e−γb/2 ± eγb/2
}

,

k A cos(kc) = γα
{

e−γb/2 ∓ eγb/2
}

,

ãäå c = (a − b)/2 � øèðèíà êàæäîãî ó÷àñòêà ñ íóëåâûì ïîòåíöèàëîì.

�àçäåëèâ óñëîâèÿ ñøèâêè ïîëó÷àåì óðàâíåíÿ:

ctg(kc) = −γ
k

1∓ e−γb

1± e−γb
(2.29)

äëÿ îïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíûõ óðîâíåé ýíåðãèè.
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Áóäåì èõ èçìåðÿòü â åäèíèöàõ âûñîòû ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà V0 è

ââåä¼ì äâà áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðà λ è µ:

ε =
E

V0
< 1, λ =

2m

~2
V0 b

2, µ =
2m

~2
V0 c

2 = λ
c2

b2
.

Â ðåçóëüòàòå, óðàâíåíèå (2.29) ïðèíèìàåò âèä:

ctg(
√
µ ε) = −

√

1

ε
− 1 · 1∓ e−

√
λ (1−ε)

1± e−
√

λ (1−ε)
. (2.30)

Âûÿñíèì, êîãäà âîçìîæíû ñâÿçàííûå ñîñòîÿíèÿ ñ ε < 1. Äëÿ ýòîãî íà-

ðèñóåì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè (2.30) êàê �óíêöèè

√
µ ε:

Ëåâàÿ ÷àñòü (2.30) ðàçðûâíà â òî÷êàõ πn. Ïðàâàÿ � ìîíîòîííî ðàñò¼ò èç
ìèíóñ áåñêîíå÷íîñòè ê íóëþ (âåðõíèé ãðà�èê íà ðèñóíêå ñîîòâåòñòâóåò

÷¼òíûì ñîñòîÿíèÿì, à íèæíèé íå÷¼òíûì).

Ïðàâàÿ ÷àñòü (2.30) äëÿ ÷¼òíûõ ñîñòîÿíèé ðàâíà íóëþ ïðè ε = 1.

Ïîýòîìó ïåðåñå÷åíèÿ ãðà�èêîâ (êàê �óíêöèé

√
µ ε) ìîæåò ïðîèñõîäèòü

òîëüêî íà èíòåðâàëå îò 0 äî

√
µ. Ïåðâîå ïåðåñå÷åíèå (äëÿ îñíîâíîãî

ñîñòîÿíèÿ) ïðîèñõîäèò ïðè

√
µ > π/2, èëè:

µ >
π2

4
≈ 2.5,

ïðè÷¼ì äëÿ µ = π2/4 ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíà âûñîòå áàðüåðà

(ε = 1), à ïåðâîå âîçáóæä¼ííîå ñîñòîÿíèå ëåæèò âûøå áàðüåðà.

Òàêèì îáðàçîì, äèñêðåòíûå óðîâíè ýíåðãèè, ìåíüøèå V0, âîçíèêàþò

òîëüêî äëÿ äîñòàòî÷íî âûñîêîãî áàðüåðà (áîëüøèå µ), ðàçäåëÿþùåãî äâà
�ìèíèìóìà�èëè áîëüøèõ îáëàñòåé ñ íóëåâûì ïîòåíöèàëîì, ïî ñðàâíåíèþ

ñ øèðèíîé áàðüåðà: c = (a−b)/2 ≫ b. Ïðè ýòîì, êîãäà µ > π2/4 ïàðàìåòð
λ ìîæåò áûòü êàê áîëüøå, òàê è ìåíüøå åäèíèöû. Ïðè ìàëûõ λ ãðà�èêè,
ñîîòâåòñòâóþùèå ÷¼òíîìó è íå÷¼òíîìó ñîñòîÿíèþ ðàçäâèãàþòñÿ, à ïðè

áîëüøèõ λ, íàîáîðîò, ñáëèæàþòñÿ.
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⊲ Ïðè áîëüøèõ λ âîçíèêàåò ñâîåîáðàçíûé ý��åêò êâàçèâûðîæäåíèÿ

ñïåêòðà, êîãäà ïàðû ñîñåäíèõ óðîâíåé ýíåðãèè ÷¼òíûõ è íå÷¼òíûõ ñî-

ñòîÿíèé îêàçûâàþòñÿ î÷åíü áëèçêèìè äðóã ê äðóãó. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè

áîëüøèõ λ ïðàâóþ ÷àñòü (2.30) ðàçëîæåì ïî ìàëîé âåëè÷èíå e−
√

λ (1−ε)
:

ctg(
√
µ ε) ≈ −

√

1

ε
− 1 ·

(

1∓ 2e−
√

λ (1−ε)
)

→
√

1

ε
− 1.

Â ïðåäåëå λ → ∞ ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ äëÿ âåðõíåãî çíàêà (÷¼ò-

íûå ñîñòîÿíèÿ) è íèæíåãî çíàêà (íå÷¼òíûå ñîñòîÿíèÿ) ñîâïàäàþò. Ïðè

êîíå÷íûõ, íî áîëüøèõ λ îíè ðàñùåïëÿþòñÿ, íî èäóò ïàðàìè áëèçêèõ çíà-

÷åíèé. Â òàáëèöå ïðèâåäåíû ðåøåíèÿ òðàíñöåíäåíòíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ

ε < 1 ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λ è µ = 100:

n λ = 0.01 λ = 0.1 λ = 1 λ = 10 λ = 100

0 0.03345 0.04723 0.06764 0.07996 0.08136

1 0.09772 0.09567 0.09017 0.08269 0.08136

2 0.22968 0.24480 0.27925 0.3155 0.32251

3 0.39087 0.38269 0.36064 0.3295 0.32256

4 0.62064 0.62849 0.64994 0.6886 0.70892

5 0.87946 0.86105 0.81133 0.7366 0.71010

⊲ Êîãäà λ ìàëî, äëÿ ÷¼òíûõ ñîñòîÿíèé â (2.30) îáðàùàåòñÿ â íîëü

÷èñëèòåëü, à äëÿ íå÷¼òíûõ çíàìåíàòåëü. Ýòî ïîçâîëÿåò çàïèñàòü ïðè-

áëèæåííîå âûðàæåíèå äëÿ óðîâíåé ýíåðãèè:

εn ≈ π2

4µ
(n+ 1)2, λ≪ 1, n = 0, 1, ... (2.31)

Òàê, ïðè λ = 0.01 îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ (êðîìå
îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ) ìåíüøå îäíîãî ïðîöåíòà. Âîîáùå ãîâðÿ, ýòî ñîîò-

íîøåíèå ïîëó÷åíî â ïðåäïîëîæåíèè ε < 1 (ýíåðãèÿ ìåíüøå áàðüåðà V0).
Âïðî÷åì, îíî ñïðàâåäëèâî è ïðè ε > 1. Â ÷àñòíîñòè, êîãäà ε ≫ 1, �÷à-

ñòèöà íå ÷óâñòâóåò� áàðüåðà è (2.31) ñîâïàäàåò ñ ýíåðãèåé áåñêîíå÷íî

ãëóáîêîé ÿìû (2.15). Ñòîèò ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè ε > 1 óðàâíåíèÿ äëÿ

íàõîæäåíèÿ ýíåðãèé èìåþò âèä:

ctg(
√
µε) = −

√

1− 1

ε
tg

√

λ(ε− 1)

2

äëÿ ÷¼òíûõ ñîñòîÿíèé è ñ ïëþñ êîòàíãåíñîì â ïðàâîé ÷àñòè äëÿ íå÷¼ò-

íûõ. Ïîýòîìó ïðè λ→ 0 ñíîâà ïîëó÷åì ctg(
√
µε) = 0 èëè ctg(

√
µε) = ∞.
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⊲ Íèæå íà ðèñóíêå ïðèâåäåíû âîëíîâûå �óíêöèè îñíîâíîãî è ïåðâîãî

âîçáóæä¼ííîãî ñîñòîÿíèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ µ = 100, λ = 10:

Øèðèíà ÿìû ïðè ýòèõ ïàðàìåòðàõ ðàâíà 23.2, øèðèíà áàðüåðà 3.1 è

2m = ~ = V0 = 1. Ýíåðãèè îñíîâíîãî E0 = 0.080 è ïåðâîãî âîçáóæä¼í-

íîãî ñîñòîÿíèÿ E1 = 0.083 â 10 ðàç ìåíüøå âûñîòû áàðüåðà.

⊲ Ñâîéñòâî êâàçèâûðîæäåíèÿ òèïè÷íî äëÿ ëþáûõ ñèììåòðè÷íûõ ïî-

òåíöèàëîâ îáëàäàþùèõ ìèíèìóìàìè. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ìåæäó ìè-

íèóìàìè åñòü âûñîêèé (ïî ñðàâíåíèþ ñ ýíåðãèåé) ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð.

Òîãäà âåðîÿòíîñòü íàéòè ÷àñòèöó ïîä áàðüåðîì ìàëà è âîëíîâàÿ �óíê-

öèÿ ëîêàëèçîâàíà â êàæäîì èç ìèíèìóìîâ. Òàê êàê ïîòåíöèàë ñèììåò-

ðè÷íûé (÷¼òíîñòü ñîõðàíÿåòñÿ), â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå âîëíîâàÿ �óíê-

öèÿ Ψn(x) äîëæíàÿ áûòü ñèììåòðè÷íîé èëè àíòèñèììåòðè÷íîé (ðàâ-

íîâåðîÿòíî ÷àñòèöà íàõîäèòñÿ â êàæäîì ìèíèìóìå). Â îñíîâíîì ñî-

ñòîÿíèè óðàâíåíèþ Øð¼äèíãåðà óäîâëåòâîðÿåò âîëíîâàÿ �óíêöèÿ âèäà

Ψ0(x) ≈ u(x) + u(−x), ãäå u(x) ðåøåíèå â îêðåñòíîñòè ïðàâîãî ìèíèìó-

ìà, óáûâàþùåå â îáå ñòîðîíû, ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò íåãî. Ôóíêöèÿ Ψ0(x)
ñèììåòðè÷íà è íå èìååò íóëåé (ëåâûé ðèñóíîê):

Ýòîìó æå óðîâíþ ýíåðãèè ñîîòâåòñòâóåò àíòèñèììåòðè÷íàÿ �óíêöèÿ

Ψ1(x) ≈ u(x) − u(−x), èìåþùàÿ îäèí íîëü â òî÷êå x = 0. Îíà òàê-

æå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Øð¼äèíãåðà è ÿâëÿåòñÿ âîëíîâîé �óíêöè-

åé ïåðâîãî (êâàçèâûðîæäåííîãî) âîçáóæä¼ííîãî ñîñòîÿíèÿ. Àíàëîãè÷íî

äëÿ ñëåäóþùèõ ïàð óðîâíåé ýíåðãèè.



58 �ËÀÂÀ 2. ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÉ ÑÏÅÊÒ� ÎÄÍÎÌÅ�ÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ

6 �àññåÿíèå íà îäíîìåðíîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå

• �àññìîòðèì òåïåðü íåïðåðûâíûé ñïåêòð, íà ïðèìåðå îäíîìåðíîãî

ðàññåÿíèÿ íà ïîòåíöèàëüíîé ÿìå, êîãäà ýíåðãèÿ ÷àñòèöû áîëüøå, ÷åì

ãëóáèíà ÿìû. Ñäâèíåì îòñ÷¼ò ýíåðãèè òàê, ÷òîáû âíå ÿìû ïîòåíöèàë

áûë ðàâåí íóëþ, à âíóòðè U(x) = −V0 < 0. Øèðèíà ÿìû ðàâíà a:

Íàéä¼ì ÷àñòíîå ðåøåíèå ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿØð¼äèíãåðà, êîòîðîå

ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ðàññåÿíèå ÷àñòèö. Çàïèøåì óðàâíåíèÿ âíå

(|x| > a/2) è âíóòðè ÿìû (x < a/2):

Ψ′′ + k2Ψ = 0, k =
√
2mE / ~, |x| > a/2,

Ψ′′ + k20 Ψ = 0, k0 =
√

2m(E + V0) / ~, |x| < a/2.

�åøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé ïðåäñòàâèì â êîìïëåêñíîì âèäå:

ΨI = Aeıkx + B e−ıkx x < −a/2,
ΨII = α eık0x + β e−ık0x |x| < a/2,

ΨIII = C eıkx x > a/2.

Ñïðàâà îò ÿìû (ΨIII) çàïèñàíà òîëüêî îäíà ýêñïîíåíòà ñ ïîëîæèòåëü-

íûì çíàêîì ïåðåä k. Òàêîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóåò ñèòóàöèè â êîòîðîé

èç −∞ âäîëü îñè x íà ÿìó ïîñòîÿííî ïàäàþò ÷àñòèöû ñ èìïóëüñîì

p = ~k =
√
2mE. Èõ âîëíîâûå �óíêöèè (ñîáñòâåííûå �óíêöèè îïåðà-

òîðà èìïóëüñà) ïðîïîðöèîíàëüíû eıkx. ×àñòü ÷àñòèö îòðàæàåòñÿ îò ÿìû
ñîçäàâàÿ âñòðå÷íóþ âîëíîâóþ �óíêöèþ e−ıkx

. Èõ ñóïåðïîçèöèÿ ÿâëÿåòñÿ

�óíêöèåé ΨI . Ñïðàâà îò ÿìû íàáëþäàþòñÿ òîëüêî ïðîøåäøèå ÷åðåç íå¼

÷àñòèöû ΨIII = Ceıkx. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðè ïîñòîÿííî ïàäàþùèõ íà
ÿìó ÷àñòèöàõ ñî âðåìåíåì óñòàíàâëèâàåòñÿ ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå, êîòî-

ðîå è îïèñûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíûìè �óíêöèÿìè ΨI , ΨII , ΨIII .
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×òîáû îïðåäåëèòü êîý��èöèåíòû ïðè ýêñïîíåíòàõ, íåîáõîäèìî âîñ-

ïîëüçîâàòüñÿ óñëîâèÿìè ñøèâêè �óíêöèé è èõ ïðîèçâîäíûõ â òî÷êàõ

x = −a/2 è x = a/2 (ñòð. 51). Ñîøü¼ì ΨII è ΨIII â x = a/2:
{
α eıω0 + β e−ıω0 = Ceıω,

α k0 e
ıω0 − β k0 e

−ıω0 = k Ceıω,

ãäå ω = ka/2 è ω0 = k0a/2. Èç ýòèõ óðàâíåíèé âûðàçèì α è β ÷åðåç C:

α = C
k0 + k

2k0
e−ı (ω0−ω), β = C

k0 − k

2k0
eı (ω0+ω).

Àíàëîãè÷íî ñîøü¼ì �óíêöèè ΨI è ΨII â òî÷êå x = −a/2:
{

Ae−ıω +B eıω = α e−ıω0 + β eıω0

kA e−ıω − kB eıω = k0α e
−ıω0 − k0β e

ıω0.

�åøàÿ óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî A, B è ïîäñòàâëÿÿ α, β, ïîëó÷àåì:

A

C
= eıka/2

[

cos(k0a)−
ı

2

(k0
k

+
k

k0

)

sin(k0a)

]

,

è

B

C
=
ı

2

(k0
k

− k

k0

)

sin(k0a).

Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ïîòîê âåðîÿòíîñòè (ñòð. 39) äëÿ ÷àñòèöû ñ âîë-

íîâîé �óíêöèåé Ψ = Ψ0 e
ıkx

ðàâåí:

j(Ψ) =
ı~

2m
(ΨΨ′∗ −Ψ∗Ψ′) =

~k

m
|Ψ0|2.

Îïðåäåëèì êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ R êàê îòíîøåíèå ïîòîêà âåðîÿò-

íîñòè îòðàæ¼ííîé âîëíû ê ïàäàþùåé, à êîý��èöèåíò ïðîõîæäåíèÿ T ,
ñîîòâåòñòâåííî, êàê îòíîøåíèå ïîòîêîâ ïðîøåäøåé âîëíû ê ïàäàþùåé:

R =
|j(B e−ıkx)|
|j(Ae ıkx) | =

∣
∣
∣
∣

B

A

∣
∣
∣
∣

2

, T =
|j(C eık0x)|
| j(Aeıkx) | =

k0
k

∣
∣
∣
∣

C

A

∣
∣
∣
∣

2

. (2.32)

Ïîäñòàâëÿÿ îïðåäåëåíèÿ k, k0 è ïåðåõîäÿ ê áåçðàçìåðíûì âåëè÷èíàì,

ïîëó÷àåì:

T =

[

1 +
sin2

(√

λ (1 + ε)
)

4ε (1 + ε)

]−1

, ε =
E

V0
, λ =

2mV0a
2

~2
. (2.33)

Èç ñîîáðàæåíèé ñîõðàíåíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö, ñóììà îòðàæåííîãî è ïðîøåä-

øåãî ïîòîêà äîëæíû ðàâíÿòüñÿ åäèíèöå, ïîýòîìó R = 1 − T (÷àñòèöû

ëèáî ïðîõîäÿò ÷åðåç ÿìó, ëèáî îòðàæàþòñÿ îò íå¼).
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Ïðè áîëüøèõ ýíåðãèÿõ ε = E/V0 (â åäèíèöàõ ãëóáèíû ÿìû) êîý�-

�èöèåíò ïðîõîæäåíèÿ T → 1, à îòðàæåíèÿ R → 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

áûñòðî äâèæóùàÿñÿ ÷àñòèöà ïðîñêàêèâàåò ÿìó íå �çàìåòèâ� å¼. Ïðè ìà-

ëûõ ýíåðãèÿõ, íàîáîðîò, ïðîèñõîäèò àêòèâíîå âçàèìîäåéñòâèå ñ ÿìîé,

ïðèâîäÿùåå ê îòðàæåíèþ îò íå¼ ÷àñòèöû (R → 1, T → 0 ïðè ε→ 0).

Åñëè ïàðàìåòð λ äîñòàòî÷íî âåëèê (ãëóáîêàÿ ÿìà) êîý��èöèåíò ïðî-

õîæäåíèÿ èñïûòûâàåò çàìåòíûå êîëåáàíèÿ:

Ýíåðãèè, ïðè êîòîðûõ îí äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ T = 1, îïðå-
äåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþ ñèíóñà â (2.33):

sin
(√

λ (1 + ε)
)
= 0,

îòêóäà

λ (1 + ε) = π2n2, n = 1, 2, ...

èëè:

ε =
π2n2

λ
− 1, En =

~2π2

2ma2
n2 − V0. (2.34)

Ïîëîæèòåëüíîñòü ýíåðãèè ε > 0 íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèå íà ìèíèìàëü-

íîå çíà÷åíèå n: n >
√
λ/π. Òàê, ïðè λ = 150, öåëîå ÷èñëî n íà÷èíàåòñÿ

ñ ÷åòûð¼õ è ïåðâûé ìàêñèìóì âîçíèêàåò ïðè ýíåðãèè ε = 0.05.

Êîý��èöèåíòû ïðîõîæäåíèÿ è îòðàæåíèÿ ñîâïàäàþò, êîãäà èõ çíà÷å-

íèÿ ñòàíîâÿòñÿ ðàâíûìè 1/2 (èõ ñóììà ðàâíà åäèíèöå).

Åñëè øèðèíà ÿìû ñòðåìòñÿ ê íóëþ (a→ 0), à ãëóáèíà ê áåñêîíå÷íîñòè
(V0 → ∞) òàê, ÷òî èõ ïðîèçâåäåíèå îñòà¼òñÿ êîíå÷íûì: aV0 → g = const,

ïîëó÷àåòñÿ ïîòåíöèàë â âèäå �óíêöèè Äèðàêà:

U(x) = −g δ(x).

Ïðè ýòîì λ = 2mga/~2 → 0, ïîýòîìó ñèíóñ â (2.33) ìîæíî çàìåíèòü åãî
àðãóìåíòîì:

T =
[

1 +
2m

~2
g2

4E

]−1

. (2.35)

Â ãëàâå 12 ýòîò æå ðåçóëüòàò áóäåò ïîëó÷åí ïðè ïîìîùè íåñòàöèîíàð-

íîãî ïîäõîäà.
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• Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ðàññìîòðåòü ðàññåÿíèå íà ïîòåíöèàëü-

íîì áàðüåðå, âûñîòîé V0:

Â ýòîé çàäà÷å íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü äâå ñèòóàöèè, êîãäà ýíåðãèÿ ìåíü-

øå âûñîòû áàðüåðà (0 < E < V0) è êîãäà îíà áîëüøå (E > V0).

Åñëè ýíåðãèÿ ìåíüøå áàðüåðà (0 < ε < 1), òî êîý��èöèåíò ïðîõîæäå-
íèÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ãèïåðáîëè÷åñêèé ñèíóñ:

T =

[

1 +
sh2
(√

λ (1− ε)
)

4ε (1− ε)

]−1

. (2.36)

Ïðè ýíåðãèè ÷àñòèöû âûøå áàðüåðà (ε > 1), êîý��èöèåíò ïðîõîæäå-
íèÿ èìååò äðóãîé âèä:

T =

[

1 +
sin2

(√

λ(ε− 1)
)

4ε (ε− 1)

]−1

. (2.37)

Ñ ðîñòîì ýíåðãèè êîý��èöèåíò ïðîõîæäåíèÿ, èñïûòûâàÿ êîëåáàíèÿ,

ñòðåìèòüñÿ ê åäèíèöå. Ïðè ýòîì êîãäà ñèíóñ îáðàùàåòñÿ â íîëü, îí îêà-

çûâàåòñÿ ñòðîãî ðàâíûé åäèíèöå. Ïðè ε = 1 êîý��èöèåíòû ïðîõîæäåíèÿ

(2.36), (2.37) ãëàäêî ñøèâàþòñÿ è ðàâíû T = 1/(1 + λ/4):

Íàïîìíèì, ÷òî êëàññè÷åñêàÿ ÷àñòèöà, èìåÿ ýíåðãèþ ìåíüøå âûñîòû

ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà, íå ñïîñîáíà åãî ïðåîäîëåòü è äîëæíà îò íåãî

îòðàçèòüñÿ (êîý��èöèåíò ïðîõîæäåíèÿ ðàâåí íóëþ). Êâàíòîâàÿ ÷àñòèöà

çà ñ÷¼ò ñâîåé �ðàçìàçàííîñòè� ìîæåò ïðîíèêàòü ïîä òàêèì áàðüåðîì. Ýòî

ïîâåäåíèå íàçûâàþò òóíåëüíûì ý��åêòîì.
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7 �àðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð

• �àññìîòðèì ãàìèëüòîíèàí ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà:

Ĥ =
p̂2

2m
+
mω2

2
x̂2, (2.38)

ãäå m, ω � êîíñòàíòû. Ââåä¼ì õàðàêòåðíûé äëÿ çàäà÷è ìàñøòàá äëèíû

L. Òàê êàê ~ ∼ Lp (ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåë¼ííîñòåé) è p2/m ∼ mω2L2

(ðàâåíñòâî ðàçìåðíîñòåé êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé), èìååì

L =

√

~

mω
. (2.39)

Ïåðåéä¼ì îò ýðìèòîâûõ îïåðàòîðîâ êîîðäèíàòû è èìïóëüñà ê äâóì äðó-

ãèì, �áåçðàçìåðíûì� îïåðàòîðàì â è â+:

x̂

L
=
â+ â+√

2
,

L

~
p̂ =

â− â+

ı
√
2
, â =

1√
2

( x̂

L
+ ı

L

~
p̂
)

. (2.40)

(ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå â+ îïåðàòîðà â èìååò çíàê ìèíóñ ïåðåä ìíèìîé

åäèíèöåé). Ñ èõ ïîìîùüþ ïåðåïèøåì ãàìèëüòîíèàí â âèäå (⋖H14):

Ĥ = ~ω
(

â+â+
1

2

)

. (2.41)

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî

[â, â+] = 1, (2.42)

îòêóäà ñëåäóþò êîììóòàòîðû ñ ãàìèëüòîíèàíîì:

[Ĥ, â+] = ~ω â+, [Ĥ, â] = −~ω â. (2.43)

Ïîäåéñòâóåì èìè íà ñîáñòâåííûé âåêòîð ãàìèëüòîíèàíà Ĥ |E〉 = E
∣
∣E〉:

Ĥ â+ |E〉 = (E + ~ω) â+|E〉, Ĥ â |E〉 = (E − ~ω) â |E〉.

Ñëåâà è ñïðàâà ñòîÿò îäèíàêîâûå âåêòîðû â+ |E〉 è â |E〉. Ïîýòîìó ýòè

óðàâíåíèÿ òàêæå ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ Ĥ.

Îïåðàòîð �ðîæäåíèÿ� â+ óâåëè÷èâàåò íà ~ω ýíåðãèþ ñîñòîÿíèÿ |E〉,
à îïåðàòîð �óíè÷òîæåíèÿ� â � íà ñòîëüêî æå å¼ óìåíüøàåò. Òàê êàê

ñïåêòð îãðàíè÷åí ñíèçó (⋖H15), ñóùåñòâóåò îñíîâíîå ñîñòîÿíèå |0〉, äëÿ
êîòîðîãî:

â |0〉 = 0, Ĥ |0〉 = ~ω

2
|0〉

(íå ñòîèò ïóòàòü |0〉 ñ íóëåâûì ãèëüáåðòîâûì âåêòîðîì, ñòð. 352). Ýíåð-

ãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ìèíèìàëüíà è ðàâíà ~ω/2.
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Êàæäûé ñëåäóþùèé óðîâåíü ýíåðãèè íà ~ω áîëüøå, ïîýòîìó äèñêðåò-

íûé ñïåêòð çàäà÷è ðàâåí:

En = ~ω
(

n+
1

2

)

, â+â |n〉 = n |n〉, (2.44)

ãäå n = 0, 1, 2... è âåêòîðû |En〉 äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷åíû êàê |n〉.
Áóäåì íîðìèðîâàòü ñîáñòâåííûå âåêòîðû íà åäèíèöó: 〈n|n〉 = 1. Äåé-

ñòâèå íà |n〉 îïåðàòîðà â äà¼ò ñîáñòâåííûå âåêòîðû, óìíîæåííûå íà íåêî-
òîðóþ êîíñòàíòó C. Ïóñòü îíà äåéñòâèòåëüíà è ïîëîæèòåëüíà:

â |n〉 = C |n− 1〉,
〈
n| â+ = C

〈
n− 1|

(âòîðîå ñîîòíîøåíèå � ýòî ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå ïåðâîãî). Ó÷ò¼ì (2.44):

n =
〈
n| â+â |n〉 = C2

〈
n− 1|n− 1〉 = C2,

îòêóäà C =
√
n. Àíàëîãè÷íî èç â â+ = â+â + 1 ïîëó÷àåòñÿ íîðìèðîâî÷-

íàÿ êîíñòàíòà äëÿ îïåðàòîðà â+. Â ðåçóëüòàòå:

â+|n〉 =
√
n+ 1 |n+ 1〉, â |n〉 = √

n |n− 1〉. (2.45)

Äåéñòâèå îïåðàòîðà â+ íà âåêòîð îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ n ðàç, äà¼ò n-òîå
âîçáóæä¼ííîå ñîñòîÿíèå (⋖H16):

| n 〉 = 1√
n!

(â+)n | 0 〉 . (2.46)

Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ èìïóëüñà è êîîðäèíàòû ïî ñîñòîÿíèþ |n
〉
ðàâíû íó-

ëþ, ñì. (2.3), (2.4). Ñðåäíåå êâàäðàòà êîîðäèíàòû ñëåäóåò èç âèðèàëüíîé

òåîðåìû (2.5), à èìïóëüñà èç ãàìèëüòîíèàíà:

En = mω2〈x̂2〉, 〈p̂2〉 = 2mEn −m2ω2 〈x̂2〉.
Â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè (n = 0) ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåë¼ííîñòåé (ñòð. 32)

äîñòèãàåò ñâîåé íèæíåé ãðàíèöû 1/2:

〈
n| x̂2 |n〉

〈
n| p̂2 |n〉 = ~2

(

n+
1

2

)2

, (2.47)

ò.å. ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð ïîçâîëÿåò íàèáîëåå òî÷íî ëîêàëèçîâàòü

è êîîðäèíàòó, è èìïóëüñ. Ïðèâåä¼ì òàêæå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû:

√
2

L

〈
k| x̂ |n

〉
=

√
n δk, n−1 +

√
k δk−1, n, (2.48)

2

L2

〈
k| x̂2 |n

〉
= (2n+ 1) δk,n +

√

n(n− 1) δk, n−2 +
√

k(k − 1) δk−2, n,

êîòîðûå ìîæíî (⋖H17) íàéòè ïðè ïîìîùè (2.45).
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• Â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè Ψn(x) = 〈x |n〉 îïåðàòîð èìïóëüñà

ðàâåí p̂ = −ı ~ d/dx. �åøåíèåì óðàâíåíèÿ âΨ0(x) = 0 áóäåò (⋖H18)

íîðìèðîâàííàÿ âîëíîâàÿ �óíêöèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ:

Ψ0(x) =
1

π1/4
√
L

exp
(

− x2/L2

2

)

,

∞∫

−∞

|Ψ0|2 dx = 1. (2.49)

Çàïèøåì n-òîå ñîñòîÿíèå â âèäå

Ψn(x) =
1√
2nn!

Hn

(x

L

)

Ψ0(x), H0 = 1. (2.50)

Èç â+Ψn−1 =
√
nΨn è âΨn =

√
nΨn−1 â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè

ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïîëèíîìîâ Ýðìèòà (z = x/L):

Hn(z) = 2z Hn−1(z)−H ′
n−1(z), H ′

n(z) = 2nHn−1(z). (2.51)

Èç ïåðâîãî ñëåäóåò:

e−z2 Hn = −
(

e−z2 Hn−1

)′
=> Hn(z) = (−1)n ez

2 dne−z2

dzn
. (2.52)

Äëÿ n = 0, 1, 2, 3 ïîëèíîìû Ýðìèòà ðàâíû:

H0 = 1, H1 = 2z, H2 = 4z2 − 2, H3 = 8z3 − 12z. (2.53)

Ïðè âûâîäå (2.51) èç (2.45) ïðåäïîëîãàëîñü, ÷òî 〈n|n〉 = 1 è âîëíîâàÿ

�óíêöèÿ Ψn(x) íîðìèðîâàíà íà åäèíèöó. Äëÿ ïîëèíîâ Ýðìèòà ýòî îçíà-
÷àåò:

∞∫

−∞

e−z2 Hn(z)Hk(z) dz = 2n n!
√
π δnk. (2.54)

Ïðèâåä¼ì ãðà�èêè ïåðâûõ òð¼õ âîëíîâûõ �óíêöèé:

Òîíêàÿ ëèíèÿ � ýòî ïîòåíöèàë, ïóíêòèð � ýíåðãèÿ èm = ω = 1. ×¼òíîñòü

n-òîãî âîçáóæä¼ííîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíà P = (−1)n.



7. �À�ÌÎÍÈ×ÅÑÊÈÉ ÎÑÖÈËËßÒÎ� 65

⊲ Ñïåêòð ãàìèëüòîíèàíà îñöèëëÿòîðà ìîæíî íàéòè è íåïîñðåäñòâåííî

ðåøàÿ äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå:

− ~2

2m

d2Ψ

dx2
+
mω2

2
x2Ψ = EΨ. (2.55)

Áóäåì èñêàòü âîëíîâóþ �óíêöèþ â âèäå (2.50) (ïðè áîëüøèõ z = x/L
îíà ñòðåìèòñÿ ê Ψ → e−z2/2

, ÷òî ïðîâåðÿåòñÿ ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé).

Ìíîæèòåëè Hn(z) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (îíî æå ñëåäóåò èç (2.51)):

H ′′
n(z)− 2z H ′

n(z) + 2nHn(z) = 0, (2.56)

ãäå n = (E/~ω)− 1/2. �àçëîæèì �óíêöèè Hn(z) â ðÿä ïî z:

Hn(z) = c0 + c1z + c2z
2 + .... =

∞∑

k=0

ck z
k.

Ïîäñòàâëÿÿ åãî â (2.56) è ñðàâíèâàÿ ìíîæèòåëè ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïå-

íÿõ z, èìååì:

ck+2 = − 2 (n− k)

(k + 1) (k + 2)
ck. (2.57)

Â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè ãàìèëüòîíèàíà îòíîñèòåëüíî çàìåíû z 7→ −z ñî-
õðàíÿåòñÿ ÷¼òíîñòü è ñîáñòâåííûå âîëíîâûå �óíêöèè ÿâëÿþòñÿ ÷¼òíûìè

èëè íå÷¼òíûìè, âûðàæàÿñü ÷åðåç êîíñòàíòû c0 è c1:

c2 = −2n

2!
c0, c3 = −2 (n− 1)

3!
c1, c4 =

22 n (n− 2)

4!
c0, ...

Ïðè k → ∞ è n = const èç (2.57) ñëåäóåò ck+2 → 2ck/k èëè â ýòîì

æå ïðåäåëå ck+2 → 2 ck/(k + 2). Ïîýòîìó c2k → c0/k!, ÷òî ïðèâîäèò

ê H(z) → ez
2

. Òàêàÿ �óíêöèÿ ðàñò¼ò áûñòðåå ÷åì ìíîæèòåëü e−z2/2
â

(2.56) è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ Ψ(±∞) = 0 íå óäîâëåòâîðÿþòñÿ. ×òîáû ýòî-

ãî èçáåæàòü, îáîðâ¼ì ðÿä íà íåêîòîðîé ñòåïåíè z. Ïóñòü n = 0, 1, 2...,
òîãäà cn+2 = 0 è ïîëó÷àþòñÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà è íîðìèðîâî÷íîãî

ìíîæèòåëÿ) ïîëèíîìû (2.53).

Âåäóùèé ïî z ÷ëåí â n-ì ïîëèíîìå Ýðìèòà èìååò n-þ ñòåïåíü, à ñëå-

äóþùèå ñëàãàåìûå ïîëó÷àþòñÿ èç (2.57):

Hn(z) = (2z)n − n(n− 1)

1!
(2z)n−2 +

n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

2!
(2z)n−4 + ...

Â íóëå ïîëèíîìû Ýðìèòà äëÿ íå÷¼òíûõ n ðàâíû íóëþ H2k+1(0) = 0, à

äëÿ ÷¼òíûõ H2k(0) = (−1)k (2k)!/k!, ÷òî íåñëîæíî ïîëó÷èòü èç (2.52).
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8 Àíãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð

• Â çàêëþ÷åíèå, ðàññìîòðèì ìîäåëü àíãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà,

êîòîðàÿ íå èìååò òî÷íîãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ:

Ĥ =
p̂2

2m
+

1

2

(
αx̂2 + β x̂4

)
. (2.58)

Ïàðàìåòðàìè ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ m, α è β. Òàê êàê ïðè β = 0 ýíåðãèÿ

ïðîïîðöèîíàëüíà ω =
√

α/m, ðàçìåðíîñòè âåëè÷èí ïîëó÷èì, ïðèðàâíÿâ

ðàçìåðíîñòè ñëàãàåìûõ â (2.58): E ∼
√

α/m ∼ αx2 ∼ β x4:

x ∼ 1

(mα)1/4
∼ 1

(mβ)1/6
, E ∼

√
α

m
∼
( β

m2

)1/3

,
β2

mα3
∼ 1. (2.59)

Äàëåå áóäåì ïîëàãàòü m = 1. Íàëè÷èå áåçðàçìåðíîãî îòíîøåíèÿ β2/α3

ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé çàâèñèìîñòè ýíåðãèè îò ïàðàìåòðîâ:

E = E(α, β) =
√
α f
( β

α3/2

)

= β1/3 g
( α

β2/3

)

. (2.60)

Ñîîòâåòñòâåííî, âîçìîæíû ïðèáëèæåííûå ìåòîäû â êîòîðûõ �óíêöèÿ

f ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä ïî β èëè �óíêöèÿ g â ðÿä ïî α. Ïåðâûé âà-

ðèàíò íàçûâàåòñÿ òåîðèåé âîçìóùåíèé è èìååò íóëåâûì ïðèáëèæåíèåì

(β = 0) òî÷íî ðåøàåìóþ çàäà÷ó (ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð). Ìåòîäû,

ïîçâîëÿþùèå âû÷èñëÿòü �èçè÷åñêèå âåëè÷èíû ïðè áîëüøèõ β, íàçû-
âàþòñÿ íåïåðòóðáàòèâíûìè. Èç ðàçìåðíîãî àíàëèçà ñëåäóåò, ÷òî ïðè

β → ∞ ýíåðãèÿ ñòðåìèòñÿ ê E = β1/3 g(0) = β1/3E(0, 1).

Èçìåíåíèå çíàêà ïàðàìåòðîâ ïðèâîäèò ê êà÷åñòâåííîé ïåðåñòðîéêå

(áè�óðêàöèè) ïîòåíöèàëà:

Îñîáåííî ñèëüíàÿ áè�óðêàöèÿ ïðîèñõîäèò êîãäà ìåíÿåòñÿ çíàê ïàðà-

ìåòðà β. Ïðè β > 0 ñèñòåìà èìååò äèñêðåòíûé ñïåêòð, à ïðè β < 0 �

íåïðåðûâíûé. Ïîýòîìó ìîæíî îæèäàòü, ÷òî f(β) = E(1, β) íåàíàëèòè-

÷åñêàÿ �óíêöèÿ íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè β â òî÷êå β = 0. Ïîäîáíûå
ýâðèñòè÷åñêèå ñîîáðàæåíèÿ â êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêå âïåðâûå áû-

ëè âûñêàçàíû Ôðèìåíîì Äàéñîíîì è íàçûâàþòñÿ àðãóìåíòîì Äàéñîíà.

Îñîáåííîñòü ïðè β = 0 ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ðÿäû òåîðèè âîçìóùåíèé ïî

β ðàñõîäÿòñÿ è òðåáóþòñÿ îïðåäåë¼ííûå óõèùðåíèÿ äëÿ ñóììèðîâàíèÿ

òàêèõ ðÿäîâ (ñòð. 160).
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⊲ Ïðèâåä¼ì çíà÷åíèÿ ïåðâûõ 6 óðîâíåé ýíåðãèè àíãàðìîíè÷åñêîãî

îñöèëëÿòîðà, ïîëó÷åííûå ÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì, ïðè ðàçëè÷íûõ

çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ (α, β):

n (−10, 1) (−1, 1) (0, 1) (1, 0.1) (1, 0.5) (1, 1) (1, 5) (1, 10)
0 -10.31679 0.32883 0.53018 0.53264 0.62093 0.69618 1.00917 1.22459

1 -10.31677 1.41727 1.89983 1.65343 2.02596 2.32440 3.50673 4.29949

2 -6.18977 3.08195 3.72785 2.87398 3.69845 4.32752 6.73386 8.31796

3 -6.18784 5.01932 5.82237 4.17634 5.55757 6.57840 10.40697 12.90312

4 -2.56642 7.18620 8.13091 5.54930 7.56842 9.02878 14.43749 17.94258

5 -2.48244 9.54285 10.61918 6.98496 9.70914 11.64871 18.76939 23.36452

Ôóíêöèÿ f(β) = E(1, β) ïðàêòè÷åñêè ëèíåéíà ïðè ìàëûõ β > 0. Íà
àñèìïòîòèêó îíà âûõîäèò äîâîëüíî ìåäëåííî è ïðè β = 10 îòíîøåíèå

β−1/3E(1, β)/E(0, 1) äëÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíî 1.07.

Ôóíêöèÿ g(α) = E(α, 1) íåñêîëüêî áûñòðåå âûõîäèò íà àñèìïòîòè÷å-
ñêîå çíà÷åíèå

√
α (n + 1/2), ñîîòâåòñòâóþùåå ýíåðãèÿì ãàðìîíè÷åñêîãî

îñöèëëÿòîðà. Â îêðåñòíîñòè íóëÿ g(α) ëèíåéíà ïî α:

E ≈ β1/3
[

E(0, 1) +Kn
α

β2/3

]

,

ãäå íàêëîíû (âòîðîå ñëàãàåìîå) äëÿ ïåðâûõ øåñòè óðîâíåé ðàâíû: Kn ≈
{0.181, 0.451, 0.622, 0.779, 0.921, 1.053}. Ïðè α < 0 ýíåðãåòè÷åñêèå

óðîâíè ïî-ïàðíî ñáëèæàþòñÿ (ïðîèñõîäèò êâàçèâûðîæäåíèå).

⊲ Ïðèâåä¼ì òàêæå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû 2(En − E0) |〈E0| x̂ |En〉|2, èã-
ðàþùèå âàæíóþ ðîëü â òåîðèè �óíêöèé �ðèíà (ñòð. 267).

n (−10, 1) (−1, 1) (0, 1) (1, 0.1) (1, 0.5) (1, 1) (1, 5) (1, 10)
1 0.00014 0.97549 0.98878 0.99904 0.99597 0.99427 0.99118 0.99037

3 0.96741 0.02433 0.01116 0.00094 0.00400 0.00569 0.00876 0.00957

5 0.03094 0.00016 0.00005 0.00000 0.00001 0.00002 0.00003 0.00004

Ïðè ëþáûõ β è α > 0, îñíîâíîé âêëàä â ñóììó äà¼ò ïåðâûé ìàòðè÷íûé

ýëåìåíò. Â ñèëó ñèììåòðèè îíè îòëè÷íû îò íóëÿ òîëüêî ïðè íå÷¼òíûõ

çíà÷åíèÿõ n è èõ ñóììà ðàâíà åäèíèöå. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ãàìèëüòî-

íèàíà Ĥ = p̂2/2m + U(x̂) èìååì [x̂, Ĥ] = ıp̂/m (~ = 1). Ïîýòîìó äëÿ

ñðåäíåãî ïî îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ |E0〉, èìååì:

1 = ı〈 p̂ x̂− x̂ p̂ 〉 = m 〈 2 x̂Ĥx̂− Ĥx̂2 − x̂2Ĥ 〉 = 2m 〈 x̂Ĥx̂− E0 x̂
2 〉

(ïåðâîå ðàâåíñòâî � ñðåäíåå êîììóòàòîðà [x̂, p̂] = ı, çàòåì âìåñòî ıp̂ ïîä-
ñòàâëÿåìm [x̂, Ĥ] è ó÷èòûâàåì óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñëåâà

ñïðàâà îò Ĥ). Âñòàâëÿÿ ìåæäó x̂ ... x̂ ñóììó ïî âñåì |En〉〈En|, ïîëó÷àåì
òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.



68 �ËÀÂÀ 2. ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÉ ÑÏÅÊÒ� ÎÄÍÎÌÅ�ÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ



�ëàâà 3

Âðåìåííàÿ ýâîëþöèÿ

Â ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ äèíàìè÷åñêèå çàäà÷è êâàíòîâîé ìåõà-

íèêè. Ïðîñòåéøèì ñëó÷àåì ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîå äâèæåíèå, êîòîðîå áóäåò

ðàññìîòðåíî â ïðåäñòàâëåíèÿõ �åéçåíáåðãà è Øð¼äèíãåðà. Çàòåì èçó÷à-

åòñÿ ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð è íà åãî ïðèìåðå ñòðîÿòñÿ êîãåðåíòíûå

ñîñòîÿíèÿ, êîòîðûå �äâèæóòñÿ� ïî êëàññè÷åñêîé òðàåêòîðèè.

Êâàíòîâàÿ òåîðèÿ ïîëÿ

Ñåðãåé Ñ. Ñòåïàíîâ

Ýòà êíèãà íàõîäèòñÿ â ïðîöåññå ñîçäàíèÿ. Å¼ ïîñëåäíÿÿ âåðñèÿ

è äðóãèå ìàòåðèàëû íàõîäÿòñÿ íà ñàéòå: http://synset.
om.

Çàìå÷åííûå îøèáêè è âîïðîñû ïðîñüáà ïðèñûëàòü ïî àäðåñó:

steps137, çàòåì ñîáà÷êà è gmail.
om.

(ñ) 2015. Ïå÷àòü: 2 èþëÿ 2017 ã.

69



70 �ËÀÂÀ 3. Â�ÅÌÅÍÍÀß ÝÂÎËÞÖÈß

1 Ñâîáîäíîå äâèæåíèå

�àññìîòðèì îäíîìåðíîå, ñâîáîäíîå äâèæåíèå ÷àñòèöû ìàññîé m ñ ãà-

ìèëüòîíèàíîì Ĥ = p̂2/2m. Â ïðåäñòàâëåíèè �åéçåíáåðãà (ñòð. 28) îïå-

ðàòîðû çàâèñÿò îò âðåìåíè è óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ:

ı ~
dÂ(t)

dt
= [Â(t), Ĥ], Â(t) = e

ı
~
Ĥt Â(0) e−

ı
~
Ĥt. (3.1)

Ïðè ðàâíûõ âðåìåíàõ îïåðàòîðû êîîðäèíàòû è èìïóëüñà êîììóòèðóþò

ñòàíäàðòíûì îáðàçîì: [x̂(t), p̂(t)] = ı ~, ïîýòîìó ìîæíî âû÷èñëèòü êîì-

ìóòàòîðû ñ ãàìèëüòîíèàíîì. Ýòî äà¼ò óðàâíåíèÿ �åéçåíáåðãà, ñîâïàäà-

þùèå ñ êëàññè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ (x̂t ≡ x̂(t) è p̂t ≡ p̂(t)):

dp̂t
dt

= 0, m
dx̂t
dt

= p̂t. (3.2)

Èõ ðåøåíèÿ èìåþò âèä:

p̂t = p̂, x̂t = x̂+
p̂

m
t, (3.3)

ãäå x̂ = x̂(0), p̂ = p̂(0) � îïåðàòîðû êîîðäèíàòû è èìïóëüñà â íà÷àëüíûé

ìîìåíò âðåìåíè (ïðåäñòàâëåíèå Øð¼äèíãåðà). Îïåðàòîðû êîîðäèíàòû â

ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè íå êîììóòèðóþò:

[x̂t, x̂s] = −ı~
m

(t− s), (3.4)

à êîììóòàòîðû [p̂t, p̂s] = 0 è [x̂t, p̂s] = ı~ ñîâïàäàþò ñ ïðåäñòàâëåíèåì

Øð¼äèíãåðà. Òàê êàê:

x̂2t = x̂2 + (x̂ p̂ + p̂ x̂)
t

m
+ p̂2

t2

m2
,

ìîæíî íàéòè êàê äèñïåðñèÿ êîîðäèíàòû Dx(t) =
〈
(x̂t − x̄t)

2
〉
=
〈
x̂2t
〉
− x̄2t

ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì:

Dx(t) = Dx + 2
Dxp

m
t+

Dp

m2
t2, (3.5)

ãäå Dx è Dp � äèñïåðñèè êîîðäèíàòû è èìïóëüñà (ñòð. 24) â ìîìåíò âðå-

ìåíè t = 0, è ââåäåíà êîâàðèàöèÿ (òàêæå ïðè t = 0):

Dxp =
1

2

〈
x̂ p̂+ p̂ x̂

〉
−
〈
x̂
〉 〈
p̂
〉
. (3.6)

Åñëè ñóùåñòâóåò ðàñïðåäåëåíèå èìïóëüñîâ (Dp 6= 0), òî äèñïåðñèÿ êî-

îðäèíàòû êâàäðàòè÷íî ïî t ðàñò¼ò. Ïðè ýòîì äèñïåðñèÿ èìïóëüñà íå

ìåíÿåòñÿ: Dp(t) = Dp (èìïóëüñ ñîõðàíÿåòñÿ, òàê êàê [p̂, Ĥ] = 0).
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⊲ Äëÿ îïèñàíèÿ ýâîëþöèè âî âðåìåíè ñîñòîÿíèÿ |Ψ
〉
èñïîëüçóåòñÿ

ïðåäñòàâëåíèå Øð¼äèíãåðà:

ı ~
∂|Ψ, t

〉

∂t
= Ĥ |Ψ, t

〉
, |Ψ, t

〉
= e−

ı
~
Ĥ t |Ψ

〉
. (3.7)

�àññìîòðèì, íàïðèìåð, â êîîðäèíàòíîì áàçèñå, â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðå-

ìåíè àìïëèòóäó Ψ(x) =
〈
x |Ψ

〉
. Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè îíà èçìåíÿåòñÿ è

ïîëó÷àåòñÿ àìïëèòóäà:

Ψ(t, x) =
〈
x |Ψ, t

〉
=
〈
x |e− ı

~
Ĥ t|Ψ

〉
=

∞∫

−∞

〈
x |p
〉〈
p |Ψ

〉
e−

ı
~
Ep t dp, (3.8)

ãäå Ep = p2/2m � ýíåðãèÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû ñ èìïóëüñîì p è âñòàâëåí

åäèíè÷íûé îïåðàòîð êàê èíòåãðàë ïî èìïóëüñíîìó áàçèñó |p
〉〈
p|. Èç (3.8)

ñëåäóåò, ÷òî ýâîëþöèÿ âî âðåìåíè ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ àìïëèòóäîé

ðàñïðåäåëåíèÿ èìïóëüñîâ Ψ(p) =
〈
p |Ψ

〉
â íà÷àëüíûé ìîìåíò:

Ψ(t, x) =
1√
2π~

∞∫

−∞

Ψ(p) e
ı
~
p x− ı

~
Ep t dp. (3.9)

Ìíîæèòåëü ïðè ýòîé àìïëèòóäå íàçûâàåòñÿ âîëíîé äå-Áðîéëÿ, à ðàçëî-

æåíèå ïî ýòèì âîëíàì � âîëíîâûì ïàêåòîì. Ïðè t = 0 ñîîòíîøåíèå

(3.9) äà¼ò ñòàíäàðòíóþ ñâÿçü ñîñòîÿíèÿ |Ψ
〉
, çàïèñàííîãî â êîîðäèíàò-

íîì Ψ(0, x) =
〈
x|Ψ

〉
è èìïóëüñíîì Ψ(p) =

〈
p |Ψ

〉
áàçèñàõ.

Âûðàæåíèå â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû âîëíû äå-Áðîéëÿ ìîæíî ïåðåïè-

ñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

p x− Ep t = p (x− u t), u = u(p) =
Ep

p
=

p

2m
.

Òàê êàê ýíåðãèÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû íåëèíåéíî çàâèñèò îò èìïóëüñà, �à-

çîâûå ñêîðîñòè u = u(p) êàæäîé âîëíû â ïàêåòå ðàçëè÷íà. �îâîðÿò, ÷òî

îíè îáëàäàþò äèñïåðñèåé (àíàëîã äèñïåðñèè, êàê ñòàòèñòè÷åñêîãî ðàç-

áðîñà â èçìåðåíèÿõ �èçè÷åñêîé âåëè÷èíû). Èìåííî äèñïåðñèÿ ÿâëÿåòñÿ

ïðè÷èíîé ðàñïëûâàíèÿ ñî âðåìåíåì âîëíîâîãî ïàêåòà, ÷òî óñòàíîâëåíî

âûøå â ïðåäñòàâëåíèè �åéçåíáåðãà (3.6). Ýòèì âîëíû äå-Áðîéëÿ îòëè÷à-

þòñÿ îò ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí, äëÿ êîòîðûõ äèñïåðñèè íåò.

Äèñïåðñèè ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî äëÿ ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ íåâîçìîæíî

ïîëó÷èòü ñîñòîÿíèå âèäà Ψ(x− u t), äëÿ êîòîðîãî àìïëèòóäà äâèãàåòñÿ

êàê öåëîå ñî ãðóïïîâîé ñêîðîñòüþ u, íå ìåíÿÿ ñâîþ �îðìó âî âðåìåíè.



72 �ËÀÂÀ 3. Â�ÅÌÅÍÍÀß ÝÂÎËÞÖÈß

• Ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ó ÷àñòèöû èçìåðåíà êîîðäèíàòà x0.

Íàéä¼ì àìïëèòóäó âåðîÿòíîñòè îáíàðóæèòü ÷àñòèöó â êîîðäèíàòå x ñïó-
ñòÿ âðåìÿ t. Â ìîìåíò èçìåðåíèÿ x0 �âîçíèêàåò� ñîñòîÿíèå |x0

〉
. Îíî

ýâîëþöèîíèðóåò ñî âðåìåíåì (ïðåäñòàâëåíèå Øð¼äèíãåðà), ïåðåõîäÿ â

ñîñòîÿíèå |x0, t
〉
= e−

ı
~
Ĥt |x0

〉
. Ïîýòîìó àìïëèòóäà

〈
x |x0, t

〉
ðàâíà:

〈
x |e− ı

~
Ĥt|x0

〉
=

∞∫

−∞

e−
ı
~

p2

2m t
〈
x | p

〉〈
p |x0

〉
dp =

∞∫

−∞

e−
ı
~

p2

2m t+ ı
~
p (x−x0)

2π~
dp,

ãäå ïîäñòàâëåíû ñîáñòâåííûå �óíêöèè èìïóëüñà

〈
x | p

〉
= e

ı
~
px/

√
2π~ è

〈
p |x0

〉
=
〈
x0 | p

〉∗
. Âû÷èñëÿÿ ãàóññîâûé èíòåãðàë (ñòð. 394), ïîëó÷àåì:

〈
x |x0, t

〉
=
〈
x |e− ı

~
Ĥt|x0

〉
=

√
m

2πı ~ t
exp
{

ı
m (x− x0)

2

2~ t

}

(3.10)

(íåñìîòðÿ íà íàëè÷èå ìíèìîé åäèíèöû â ýêñïîíåíòå, �îðìàëüíî ýòîò

èíòåãðàë ìîæíî áðàòü, ñ÷èòàÿ ÷òî α = ıt/~m � äåéñòâèòåëüíàÿ âåëè÷è-

íà.

Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè äëÿ (3.10) íå çàâèñèò îò êîîðäèíàòû:

|
〈
x |x0, t

〉
|2

〈
x0|x0

〉 =
m

2π~ δx(0) t
. (3.11)

Ôèçè÷åñêè ýòî ïîíÿòíî. Âåêòîð |x0
〉
èìååò ñìûñë ñîñòîÿíèÿ â êîòîðîì

òî÷íî èçìåðåíà êîîðäèíàòà ÷àñòèöû. Îäíàêî, â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøå-

íèåì íåîïðåäåë¼ííîñòåé, èìïóëüñ ÷àñòèöû â ýòîì ñîñòîÿíèè ïîëíîñòüþ

íå îïðåäåë¼í. �àâíîâåðîÿòíî ìîãóò âñòðå÷àòüñÿ êàê ìàëûå, òàê è áåñêî-

íå÷íî áîëüøèå èìïóëüñû. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïðè ïîñëåäóþùèõ

èçìåðåíèÿõ ÷àñòèöà ìîæåò îêàçàòüñÿ �ãäå óãîäíî�.

Ýêñïåðèìåíò â êîòîðîì êîîðäèíàòà îïðåäåëÿåòñÿ ñêîëü óãîäíî òî÷íî,

à äèñïåðñèÿ èìïóëüñà áåñêîíå÷íà � ÿâëÿåòñÿ èäåàëèçàöèåé. �àññìîòðèì,

íàïðèìåð, ñîñòîÿíèå |Ψ
〉
, çàâèñÿùåå îò òð¼õ êîíñòàíò x0, p0 è Dp:

〈
p |Ψ

〉
= (2πDp)

−1/4 exp
{

− (p− p0)
2

4Dp
− ı

~
x0 (p− p0)

}

. (3.12)

Îíî íîðìèðîâàíî íà åäèíèöó:

〈
Ψ|Ψ

〉
= 1. Ïàðàìåòð Dp èìååò ñìûñë

äèñïåðñèè èçìåðåíèÿ èìïóëüñà, à p0 � åãî ñðåäíåå çíà÷åíèå. Ïàðàìåòð

x0 � ñðåäíåå çíà÷åíèå êîîðäèíàòû, êîòîðàÿ òàêæå èìååò ãàóññîâî ðàñ-

ïðåäåëåíèå ñ äèñïåðñèåé Dx = ~2/4Dp (ñòð. 38). Ïðè ýòîì DxDp ðàâíî

íèæíåé ãðàíèöå ~2/4 ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåë¼ííîñòåé (1.62), ñòð. 38.
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Íàéä¼ì àìïëèòóäó âåðîÿòíîñòè

〈
x|Ψ, t

〉
=
〈
x|e− ı

~

p̂2

2m t|Ψ
〉
îáíàðóæèòü

êîîðäèíàòó x ÷åðåç âðåìÿ t ó ñâîáîäíîé ÷àñòèöû, �ïðèãîòîâëåííîé� â

òàêîì ñîñòîÿíèè:

(2πDp)
−1/4

√
2π~

∞∫

−∞

exp
{

− ı

~

p2

2m
t− (p− p0)

2

4Dp
+
ı

~
p (x− x0) +

ı

~
x0 p0

}

dp.

Âû÷èñëÿÿ ãàóññîâûé èíòåãðàë, ïîëó÷àåì:

〈
x|Ψ, t

〉
=
{√

2πDx λt

}−1/2

exp
{

− (x− x̄t)
2

4Dx λt
+
ı

~

(

p0 x−
p20
2m

t
)}

, (3.13)

ãäå x̄t � êëàññè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû, äâèãàþùåéñÿ ñî

ñêîðîñòüþ v0 = p0/m è ââåäåíà �óíêöèÿ âðåìåíè λt = λ(t):

x̄t = x0 +
p0
m
t, λt = 1 +

ı~ t

2mDx
, Dx =

~2

4Dp
.

Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè |
〈
x|Ψ, t

〉
|2 ÿâëÿåòñÿ ãàóññèàíîé ñî ñðåäíèì çíà-

÷åíèåì êîîðäèíàòû x̄t è äèñïåðñèåé, çàâèñÿùåé îò âðåìåíè:

Dx(t) = Dx λ
∗
t λt = Dx +

~2 t2

4m2Dx
= Dx +

Dp

m2
t2. (3.14)

Ñðàâíåíèå ñ (3.5) ïðèâîäèò ê âûâîäó, ÷òî êîâàðèàöèÿ Dxp â ñîñòîÿíèè

(3.12) ðàâåí íóëþ, ÷òî ìîæíî ïðîâåðèòü è ÿâíûì åãî âû÷èñëåíèåì.

Óâåëè÷åíèå íåîïðåäåë¼ííîñòè êîîðäèíàòû ïðè äèñïåðñèè èìïóëüñîâ

èìååò ïðîñòóþ êëàññè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ. Ïóñòü â äàííîé �òî÷êå� íà-

õîäèòñÿ ñîâîêóïíîñòü ÷àñòèö, èìåþùèõ ðàçáðîñ ñêîðîñòåé v0±∆v. ×åðåç
âðåìÿ t áîëåå áûñòðûå ÷àñòèöû ñìåñòÿòñÿ íà ðàññòîÿíèå (v0 + ∆v) t, à

áîëåå ìåäëåííûå íà (v0−∆v) t. Â ðåçóëüòàòå, ñîâîêóïíîñòü ÷àñòèö �ðàñ-

ïëûâ¼òñÿ� íà îáëàñòü (∆x)t = 2∆v t. Åñëè ðàññìîòðåòü ãàóññîâ ðàçáðîñ

ñêîðîñòåé, òî êëàññè÷åñêàÿ äèñïåðñèÿ êîîðäèíàòû áóäåò ðàâíà (∆v)2 t2.

Äëÿ ÷àñòèöû, äâèãàþùåéñÿ ñî ñêîðîñòüþ v0 è îòíîñèòåëüíîé îøèáêîé
å¼ èçìåðåíèÿ ∆v/v0 = 10−3

, íåîïðåäåë¼ííîñòü êîîðäèíàòû (êàêîé áû

ìàëîé îíà íå áûëà èçíà÷àëüíî) óâåëè÷èòñÿ äî ìèëëèìåòðà = 10−3
m

(êàïëÿ â êàìåðå Âèëüñîíà), ïðè äâèæåíèè âäîëü îäíîãî ìåòðà (ñ ëþáîé

ñêîðîñòüþ): L = v0 t = 103∆v t = 103∆x = 1m.

Çàìåòèì, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0, ïðè Dx → 0 ýêñïî-
íåíòà (3.13) ñòàíîâèòñÿ î÷åíü óçêîé è âûñîêîé. Îäíàêî, îíà íå ñòðåìèòñÿ

ê �óíêöèè Äèðàêà

〈
x|x0

〉
= δ(x− x0), òàê êàê íîðìèðîâàíà íà åäèíèöó

íå àìïëèòóäà, à âåðîÿòíîñòü (êâàäðàò àìïëèòóäû).



74 �ËÀÂÀ 3. Â�ÅÌÅÍÍÀß ÝÂÎËÞÖÈß

2 �àðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð

⊲ �àññìîòðèì òåïåðü ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð ñ ãàìèëüòîíèàíîì:

Ĥ =
p̂2

2m
+
mω2

2
x̂2. (3.15)

Óðàâíåíèÿ �åéçåíáåðãà äëÿ íåãî èìåþò âèä:

m
dx̂t
dt

= p̂t,
dp̂t
dt

= −mω2 x̂t, (3.16)

ãäå, êàê è ðàíüøå, x̂t ≡ x̂(t), p̂t ≡ p̂(t). Áåðÿ ïðîèçâîäíóþ ïåðâîãî óðàâíå-

íèÿ è ïîäñòàâëÿÿ âî âòîðîå, ïîëó÷àåì îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå �îðìàëüíî

ñîâïàäàþùåå ñ êëàññè÷åñêèì óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ:

d2x̂t
dt2

+ ω2 x̂t = 0. (3.17)

Îíî ëèíåéíî è ëåãêî ðåøàåòñÿ (îïåðàòîðíûå �íà÷àëüíûå óñëîâèÿ� íåîá-

õîäèìî çàïèñûâàòü â îáùåì âèäå):

x̂t = x̂ cos(ωt)+
p̂

mω
sin(ωt), p̂t = p̂ cos(ωt)−mω x̂ sin(ωt), (3.18)

ãäå x̂ = x̂(0), p̂ = p̂(0) � îïåðàòîðû â ïðåäñòàâëåíèè Øð¼äèíãåðà (⋖H19).

Òàê êàê [x̂, p̂] = ı~, èñïîëüçóÿ (3.18), ìîæíî íàéòè êîììóòàòîðû îïå-

ðàòîðîâ â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè t è s:

mω [x̂t, x̂s] =
1

mω
[p̂t, p̂s] = −ı ~ sinω(t− s), (3.19)

[x̂t, p̂s] = ı ~ cosω(t− s). (3.20)

Ïðè t − s = 2πk/ω, ãäå k = 0, 1, ... îíè ïåðåõîäÿò â êîììóòàòîðû ïðåä-

ñòàâëåíèÿ Øð¼äèíãåðà (2π/ω � ïåðèîä êëàññè÷åñêèõ êîëåáàíèé).

Â îòëè÷èè îò ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ, îò âðåìåíè òåïåðü çàâèñèò íå òîëü-

êî îïåðàòîð êîîðäèíàòû, íî è îïåðàòîð èìïóëüñà. Âïðî÷åì, ýòà çàâèñè-

ìîñòü ïåðèîäè÷åñêàÿ è âîëíîâûå ïàêåòû, íàõîäÿùèåñÿ â ïîëå îñöèëëÿ-

òîðà, òî ðàñïëûâàþòñÿ, òî îïÿòü ñæèìàþòñÿ. Â îáùåì ñëó÷àå (⋖H20)

äèñïåðñèÿ êîîðäèíàòû èìååò ïåðèîä π/ω:

Dx(t) =
1

2

(

Dx+
Dp

m2ω2

)

+
1

2

(

Dx−
Dp

m2ω2

)

cos(2ωt)+
Dxp

mω
sin(2ωt), (3.21)

ãäå êîâàðèàöèÿ Dxp îïðåäåëåíà â (3.6). Åñëè îí ðàâåí íóëþ è Dp =
m2ω2Dx, òî òàêîé âîëíîâîé ïàêåò áóäåò èìåòü íåèçìåííóþ �îðìó, äâè-

ãàÿñü ïî êëàññè÷åñêîé òðàåêòîðèè x̄t = x̄ cos(ωt) + (p̄/mω) sin(ωt).
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⊲ Çàâèñèìîñòü êîîðäèíàòû è èìïóëüñà îò âðåìåíè ìîæíî âûðàçèòü

÷åðåç îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ (ñòð. 62):

x̂(t)

L
=
â(t) + â+(t)√

2
,

L

~
p̂(t) =

â(t)− â+(t)

ı
√
2

, (3.22)

ãäå L =
√

~/mω � êâàíòîâûé ìàñøòàá äëèíû ñèñòåìû. Êàê è ëþáîé

îïåðàòîð â ïðåäñòàâëåíèè �åéçåíáåðãà, â(t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ:

ı ~
dâ(t)

dt
= [â(t), Ĥ0] = ~ω â(t), (3.23)

ãäå âû÷èñëåí êîììóòàòîð ñ ãàìèëüòîíèàíîì Ĥ = ~ω (â+â + 1/2). Ýòî

óðàâíåíèå ëåãêî ðåøàåòñÿ:

â(t) = â e−ı ω t. (3.24)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â îäèí ìîìåíò âðåìåíè êîììóòàòîðû ïðåäñòàâëå-

íèÿ �åéçåíáåðãà âñåãäà ñîâïàäàþò ñ ïðåäñòàâëåíèåìØð¼äèíãåðà (⋖H21).

Ïðè ýòîì, õîòÿ îïåðàòîð â(t) çàâèñèò îò âðåìåíè, ñàì ãàìèëüòîíèàí (êàê

ñîõðàíÿþùàÿñÿ âåëè÷èíà) îò âðåìåíè íå çàâèñèò (⋖H22). Íåñëîæíî ïðî-

âåðèòü, ÷òî (3.24) è (3.22) ñîãëàñóþòñÿ ñ (3.18).

⊲ Èñïîëüçóÿ (3.22) è (3.24), âû÷èñëèì ñðåäíåå ïî n-òîìó âîçáóæä¼í-

íîìó ñîñòîÿíèþ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà (ñòð. 63) îò ïðîèçâåäåíèÿ

îïåðàòîðîâ êîîðäèíàò â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè:

2

L2

〈
n| x̂t x̂s |n

〉
=
〈
n| (â e−ıωt + â+ eıωt) (â e−ıωs + â+ eıωs) |n

〉
.

Ïåðåìíîæèì ñêîáêè, îñòàâèâ òîëüêî íåíóëåâûå ñðåäíèå:

2

L2

〈
n| x̂t x̂s |n

〉
=
〈
n| â+â |n

〉
eıω(t−s)+

〈
n| â â+ |n

〉
e−ıω(t−s).

Òàê êàê â+â = n̂, â â+ = n̂+ 1 è n̂ |n
〉
= n |n

〉
, ïîëó÷àåì:

2

L2

〈
n| x̂t x̂s |n

〉
= 2n cosω(t− s) + e−ıω(t−s). (3.25)

Îïåðàòîð x̂t � ýðìèòîâ, îäíàêî (x̂tx̂s)
+ = x̂sx̂t 6= x̂tx̂s, ñì. (3.19), ïîýòî-

ìó ñðåäíåå � êîìïëåêñíîå ÷èñëî. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, ïðè óñðåäíåíèè ïî

îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ:

〈
0| x̂t x̂s |0

〉
=
L2

2
e−ıω(t−s). (3.26)

Ïðè ω → 0, L → ∞ ïîëó÷àåòñÿ áåñêîíå÷íîñòü. Ïðè ýòîì ïîòåíöèàë

U(x) = mω2x2/2 �ïðèæèìàåòñÿ� ê îñè x, ñòàíîâÿñü �î÷åíü øèðîêèì�.

×àñòèöà ìîæåò íàõîäèòüñÿ ãäå óãîäíî, îêàçûâàÿñü ïðàêòè÷åñêè ñâîáîä-

íîé è

〈
0| x̂2 |0

〉
→ ∞.
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3 Àìïëèòóäà ïåðåõîäà äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà

Íàéä¼ì àìïëèòóäó âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà

〈
x|e−ıĤ t|x0

〉
èç x0 â x çà

âðåìÿ t äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà [14℄. Äëÿ êðàòêîñòè ïîëîæèì

~ = m = ω = 1, ò.å. Ĥ = (p̂2 + x̂2)/2, [x̂, p̂] = ı, à çàòåì âîññòàíîâèì

ðàçìåðíûå êîíñòàíòû.

⊲Äëÿ ëþáûõ äâóõ îïåðàòîðîâ Â è B̂ ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî (ñòð. 379):

Ĉ = eÂ B̂ e−Â = B̂+[Â, B̂]+
1

2!
[Â, [Â, B̂]]+

1

3!
[Â, [Â, [Â, B̂]]]+... (3.27)

Îíî äîêàçûâàåòñÿ, ðàçëîæåíèåì â ðÿä ïî λ âûðàæåíèÿ Ĉ(λ) = eλÂ B̂ e−λÂ
.

Êðîìå ýòîãî Ĉn = eÂ B̂n e−Â, ïîýòîìó:

eĈ = eÂ eB̂ e−Â, eB̂ = e−Â eĈ eÂ, (3.28)

ãäå âòîðîå ñîîòíîøåíèå ïîëó÷àåòñÿ óìíîæåíèåì ïåðâîãî íà e−Â ... eÂ.

⊲ Ïóñòü Â = −ıa x̂p̂, B̂ = p̂, ãäå a � êîíñòàíòà. Òîãäà [Â, B̂] = aB̂ è:

e−ıa x̂p̂ p̂ eıa x̂p̂ =
(

1 +
a

1!
+
a2

2!
+ ...

)

p̂ = ea p̂. (3.29)

Óìíîæèì ýòî ñîîòíîøåíèå ñëåâà íà eıa x̂p̂ è ïîäåéñòâóåì íà ñîáñòâåííûé

âåêòîð îïåðàòîðà èìïóëüñà | p
〉
:

p̂ eıa x̂p̂ | p
〉
= ea p eıa x̂ p̂ | p

〉
.

Ñëåâà è ñïðàâà ñòîèò îäèíàêîâûé âåêòîð eıa x̂p̂ |p
〉
, ïîýòîìó îí ÿâëÿåòñÿ

ñîáñòâåííûì âåêòîðîì p̂ ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ea p:

eıa x̂ p̂ | p
〉
= | ea p

〉
. (3.30)

Ïðîâåðèì, ÷òî ïîëó÷èâøèéñÿ âåêòîð èìååò ïðàâèëüíóþ íîðìó:

〈
ea p |ea k

〉
=
〈
p | e−ıa p̂ x̂eıa x̂ p̂ |k

〉
=
〈
p | e−ıa (x̂p̂−ı)eıa x̂ p̂ |k

〉
= e−a

〈
p |k
〉
,

ãäå ó÷òåíî (ı x̂ p̂)+ = −ı p̂ x̂ è p̂ x̂ = x̂ p̂− ı. Òàê êàê [x̂p̂, x̂p̂] = 0, ýêñïîíåí-

òû ñ îïåðàòîðàìè ìîæíî ñîêðàòèòü. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âåêòîðû íåïðå-

ðûâíîãî ñïåêòðà íîðìèðîâàíû íà �óíêöèþ Äèðàêà:

〈
p | k

〉
= δ(p − k),

ïîýòîìó

〈
ea p | ea k

〉
= δ(ea p− ea k) = e−a δ(p− k) = e−a

〈
p |k
〉
,

ãäå ïðèìåíåíî ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ �óíêöèè Äèðàêà (A.4), ñòð. 334.
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⊲ Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè τ = ı t. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.27) èìååì:

Â = a x̂2, B̂ = −τ Ĥ, Ĉ = −τ Ĥ − ı τa (x̂ p̂+ p̂ x̂) + 2τa2 x̂2.

Åñëè ïîëîæèòü a = 1/2, êâàäðàòè÷íûé ïî êîîðäèíàòå x̂2 ÷ëåí â Ĉ ñî-

êðàòèòñÿ è, âòîðîå ñîîòíîøåíèå (3.28) äà¼ò:

e−τ Ĥ = exp
(

− x̂2

2

)

exp
(

− τ
p̂2

2
− ı τ x̂p̂− τ

2

)

exp
( x̂2

2

)

,

ãäå ïîëîæåíî p̂ x̂ = x̂p̂− ı. Àíàëîãè÷íî èçáàâèìñÿ îò p̂2, âûáðàâ:

Â = b p̂2, B̂ = −τ
( p̂2

2
+ ı x̂p̂

)

, Ĉ = B̂ − 2τ b p̂2

è ïîëîæèâ b = −1/4. Ñíîâà ïðèìåíÿÿ âòîðîå ñîîòíîøåíèå (3.28), ïîëó-

÷àåì ñëåäóþùóþ �àêòîðèçàöèþ ýêñïîíåíòû ãàìèëüòîíèàíà:

e−τ Ĥ = e−τ/2 exp
(

− x̂2

2

)

exp
( p̂2

4

)

e−ıτ x̂p̂ exp
(

− p̂2

4

)

exp
( x̂2

2

)

. (3.31)

Ñ å¼ ïîìîùüþ íåñëîæíî âû÷èñëèòü ìàòðè÷íûé ýëåìåíò:

〈
x|e−τ Ĥ |x0

〉
= e−(x2−x2

0+τ)/2

∫

e(k
2−p2)/4

〈
x|k
〉〈
k| e−ıτ x̂p̂ |p

〉〈
p|x0

〉
dp dk.

Ó÷èòûâàÿ (3.30), èìååì

〈
k| e−ıτ x̂p̂ |p

〉
= δ(k− p e−τ ), ïîýòîìó, èíòåãðèðóÿ

ñ �óíêöèåé Äèðàêà ïî k, ïðèõîäèì ê ãàóññîâîìó èíòåãðàëó:

〈
x|e−τ Ĥ |x0

〉
= e−(x2−x2

0+τ)/2

∞∫

−∞

exp
{

− 1− e−2τ

4
p2 + ı (x e−τ − x0) p

} dp

2π
.

Ñ÷èòàÿ τ > 0 è èíòåãðèðóÿ ïðè ïîìîùè (I.19), ñòð. 394, ïîëó÷àåì:

〈
x|e−τ Ĥ |x0

〉
=
{
2π sh τ

}−1/2
exp
{

− (x2 + x20) ch τ − 2 xx0
2 sh τ

}

. (3.32)

Ñäåëàåì àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå îò ïîëîæèòåëüíûõ τ > 0 ê çíà÷å-

íèþ τ = ıt, sh τ = ı sin t, ch τ = cos t (ñì. òàêæå ñòð. 395) è âîññòàíîâèì

ðàçìåðíûå êîíñòàíòû (t 7→ ωt, x 7→ x/L):

〈
x|e− ı

~
Ĥt|x0

〉
=

1

L
√
2πı sinωt

exp
{

ı
(x2 + x20) cosωt− 2 xx0

2L2 sinωt

}

. (3.33)

Ïðàâàÿ ÷àñòü óìíîæåíà íà 1/L, òàê êàê ðàçìåðíîñòü àìïëèòóäû 1/L

(ïðè t = 0 îíà ðàâíà δ(x−x0), èíòåãðàë îò êîòîðîé ïî dx ðàâåí åäèíèöå).
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4 Êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ îñöèëëÿòîðà

⊲ Âåðí¼ìñÿ ê ñîîòíîøåíèþ (3.21) è ïîñòðîèì ñîñòîÿíèå |α
〉
â êîòîðîì

äèñïåðñèÿ êîîðäèíàòû íå ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì. Ïðè ïîìîùè ðàçëîæå-

íèé x̂/L = (â + â+)/
√
2 è L p̂/~ = (â − â+)/ı

√
2, ãäå L =

√

~/mω,
çàïèøåì êîâàðèàöèþ êîîðäèíàòû è èìïóëüñà (3.6) â ñîñòîÿíèè |α

〉
:

2ı

~
Dxp =

〈
α |(â2 − â+2)|α

〉
−
〈
α |(â+ â+)|α

〉 〈
α |(â− â+)|α

〉
.

Îí áóäåò ðàâåí íóëþ (⋖H23), åñëè |α
〉
� ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðà

ïîíèæåíèÿ ýíåðãèè â:

â |α
〉
= α |α

〉
(3.34)

è

〈
α |α

〉
= 1. Òàê êàê â íå ýðìèòîâ � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå α íå áóäåò

äåéñòâèòåëüíûì, ïîýòîìó:

〈
α | â+ = α∗ 〈α |. Ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå (3.34)

îïðåäåëÿåòñÿ ñðåäíèìè çíà÷åíèÿìè êîîðäèíàòû è èìïóëüñà:

√
2
x̄

L
=
〈
α |(â+ â+)|α

〉
= α+ α∗, ı

√
2
L

~
p̄ =
〈
α |(â− â+)|α

〉
= α− α∗,

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ åãî äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòüþ:

α =
1√
2

( x̄

L
+ ı

L p̄

~

)

. (3.35)

Àíàëîãè÷íî íàõîäèòñÿ äèñïåðñèÿ êîîðäèíàòû Dx è èìïóëüñà Dp (èñ-

ïîëüçóåì �îðìóëû Dx =
〈
x̂2
〉
− x̄2 è ââ+ = â+â+ 1):

Dx =
L2

2
, Dp =

~2

2L2
. (3.36)

Òàê êàê êîâàðèàöèÿ Dxp ðàâíà íóëþ è Dp = m2ω2Dx, äèñïåðñèÿ êîîð-

äèíàòû (3.21) íå çàâèñèò îò âðåìåíè. Êðîìå ýòîãî, DxDp = ~2/4, ÷òî
ñîîòâåòñòâóåò íèæíåé ãðàíèöå ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåë¼ííîñòåé. Â ñâÿçè

ñ ýòèì, âåêòîð |α
〉
ïðèíÿòî íàçûâàòü êîãåðåíòíûì ñîñòîÿíèåì.

Ïðè âûâîäå ñîîòíîøåíèé íåîïðåäåë¼ííîñòåé (1.52), ñòð. 32, íèæíÿÿ

ãðàíèöà äîñòèãàåòñÿ, åñëè (α0∆Â− ı∆B̂)|α
〉
= 0, ãäå α0 = −~/2DA èëè

äëÿ êîîðäèíàòû è èìïóëüñà:

[ x̂− x̄

2Dx
+
ı

~
(p̂− p̄)

]

|α
〉
= 0. (3.37)

Â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè ýòîìó óðàâíåíèþ óäîâëåòâîðÿåò (3.13)

ïðè t = 0 èëè å¼ èìïóëüñíûé àíàëîã (3.12). Ýòè æå �óíêöèè ñïðàâåä-

ëèâû è äëÿ êîãåðåíòíîãî ñîñòîÿíèÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, íî èõ

ýâîëþöèÿ âî âðåìåíè îòëè÷íà îò ñëó÷àÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû.
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⊲ Âûðàçèì âåêòîð êîãåðåíòíîãî ñîñòîÿíèÿ ÷åðåç ñîáñòâåííûå âåêòîðû

ãàìèëüòîíèàíà îñöèëëÿòîðà, äëÿ êîòîðûõ â+â |n
〉

= n |n
〉
. Äëÿ ýòîãî

óìíîæèì (3.34) ñëåâà íà |n
〉
è ó÷ò¼ì, ÷òî â+ |n

〉
=

√
n+ 1 |n+ 1

〉
:

√
n+ 1

〈
n+ 1|α

〉
= α

〈
n|α
〉

=>
〈
n|α
〉
=

αn

√
n!

〈
0 |α
〉
.

Áóäåì íîðìèðîâàòü êîãåðåíòíîå ñîñòîÿíèå íà åäèíèöó:

〈
α |α

〉
=

∞∑

n=0

〈
α |n

〉〈
n|α
〉
=

∞∑

n=0

(α∗α)n

n!
|
〈
0|α
〉
|2 = e|α|

2 |
〈
0 |α
〉
|2 = 1.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå (3.34) ìîæíî ðàçëîæèòü ïî áàçèñó |n
〉
:

|α
〉
= e−

1
2 |α|2

∞∑

n=0

αn

√
n!

|n
〉
= exp

{

− 1

2
|α|2 + α â+

}

|0
〉
, (3.38)

ãäå âî âòîðîì ðàâåíñòâå ó÷òåíî, ÷òî |n
〉
=
(
â+
)n |0

〉
/
√
n. Ïîëó÷èâøèåñÿ

âåêòîðû íå îðòîãîíàëüíû (⋖H24):

〈
α1|α2

〉
= exp

{

− |α1|2
2

− |α2|2
2

+ α∗
1α2

}

(3.39)

è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå |
〈
α1|α2

〉
|2 = exp(−|α1 − α2|2) ñòðåìèòñÿ ê íó-

ëþ òîëüêî, åñëè |α1 − α2| ≫ 1. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî, íåñìîòðÿ íà

íåïðåðûâíûé ñïåêòð â, íîðìà åãî ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ êîíå÷íà.

Êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ |α
〉
îáðàçóþò ïîëíóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ, ïî

êîòîðîé ìîæíî ðàçëîæèòü ëþáîé âåêòîð ãèëüáåðòîâîãî ïðîñòðàíñòâà:

∫

|α
〉〈
α| d

2α

π
= 1̂, (3.40)

ãäå äëÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà α = r eıφ ýëåìåíò ïëîùàäè îïðåäåë¼í êàê è

â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ: d2α = r dr dφ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàçëîæèì

êàæäûé âåêòîð |α
〉
ïî áàçèñó ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà (3.38):

=

∞∑

n,k=0

|n
〉〈
k| 1
π

∞∫

0

e−r2 r
n+k+1

√
n!k!

dr

2π∫

0

dφ eı(n−k) =

∞∑

n

|n
〉〈
n| = 1,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî èíòåãðàë ïî φ ðàâåí 2π δk,n, à èíòåãðàë ïî r âûðàæà-

åòñÿ ÷åðåç ãàììà-�óíêöèþ (F.1), ñòð. 400 (r2 = t), êîòîðàÿ ñîêðàùàåò

�àêòîðèàë n! â çíàìåíàòåëå.
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⊲ Òàê êàê Ĥ = ~ω (â+â+1/2), ñðåäíåå çíà÷åíèå ýíåðãèè â êîãåðåíòíîì
ñîñòîÿíèè çàâèñèò îò êâàäðàòà ìîäóëÿ ïàðàìåòðà α:

E =
〈
α |Ĥ |α

〉
= ~ω

(

|α|2 + 1

2

)

=
p̄2

2m
+
mω2

2
x̄2. (3.41)

Âåðîÿòíîñòü îáíàðóæèòü â ýòîì ñîñòîÿíèè ýíåðãèþ En èìååò ïóàññîíîâ-

ñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì n̄ = |α|2:
∣
∣
〈
n|α
〉∣
∣
2
=
n̄n

n!
e−n̄

(3.42)

è äèñïåðñèÿ â çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè òåì áîëüøå, ÷åì áîëüøå n̄ (⋖H25):

DE =
〈
α |Ĥ2|α

〉
−
〈
α |Ĥ |α

〉2
= ~2ω2 n̄. (3.43)

Êëàññè÷åñêàÿ ìåõàíèêà ñ íåíóëåâîé ýíåðãèåé ñîîòâåòñòâóåò ïðåäåëó:

~ → 0, n̄→ ∞, ~n̄→ E

ω
= const. (3.44)

Â òàêîì ïðåäåëå îòíîñèòåëüíûé ðàçáðîñ ýíåðãèé ñòðåìèòñÿ ê íóëþ:

∆E

E
=

√
DE

E
→ 1√

n̄
→ 0.

⊲ Ïîëó÷èì åù¼ îäíî ïðåäñòàâëåíèå äëÿ êîãåðåíòíîãî ñîñòîÿíèÿ. Äëÿ

ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ òîæäåñòâîì, ñïðàâåäëèâûì äëÿ ëþáûõ äâóõ îïåðà-

òîðîâ Â, B̂ êîììóòàòîð êîòîðûõ ðàâåí êîíñòàíòå èëè â îáùåì ñëó÷àå

îïåðàòîðó, êîììóòèðóþùåìó è ñ Â è ñ B̂:

eÂ eB̂ = eÂ+B̂+ 1
2 [Â, B̂], [Â, [Â, B̂]] = [B̂, [Â, B̂]] = 0. (3.45)

Äëÿ åãî äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü �óíêöèþ F̂ (λ) = eλÂeλB̂.

Áåðÿ å¼ ïðîèçâîäíóþ ïî λ, èìååì:

F̂ ′ = ÂF̂ + F̂ B̂ = ÂF̂ + eλÂB̂e−λÂ F̂ =
(
Â+ B̂ + λ [Â, B̂]

)
F̂ ,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî eλÂB̂e−λÂ = B̂ + λ [Â, B̂], ñì. (3.27). Èíòåãðèðóÿ ïî λ è

ïîëàãàÿ λ = 1, ïîëó÷àåì (3.45). Ñ åãî ïîìîùüþ ïåðåïèøåì (3.38):

|α
〉
= exp

{
α â+ − α∗ â

}
|0
〉
, (3.46)

ãäå ó÷òåíî, ÷òî e−α∗ â |0
〉
= |0

〉
, ò.ê. â |0

〉
= 0 (⋖H26). Âûðàæàÿ â, â+

÷åðåç êîîðäèíàòó è èìïóëüñ è ó÷èòûâàÿ (3.35), ìîæíî òàêæå íàïèñàòü:

|α
〉
= exp

{ ı

~
(p̄ x̂− x̄ p̂)

}

|0
〉
= e−

ı
2~ x̄p̄ e

ı
~
p̄ x̂ e−

ı
~
x̄ p̂ |0

〉
, (3.47)

ãäå ñíîâà ïðèìåíåíî òîæäåñòâî (3.45).
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⊲ Ïåðåéä¼ì ê âðåìåííîé ýâîëþöèè è íàéä¼ì âåêòîð |α, t
〉
= e−

ı
~
Ĥt |α

〉

â ïðåäñòàâëåíèè Øð¼äèíãåðà äëÿ (3.38):

e−
1
2 |α|2

∞∑

n=0

αn e−ıω (n+1/2) t

√
n!

|n
〉
= e−

1
2 ıωt− 1

2 |α|2
∞∑

n=0

(α e−ı ωt)n√
n!

|n
〉
.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî íàïèñàòü:

|α, t
〉
= e−

1
2 ıωt |α e−ı ωt

〉
, (3.48)

ãäå â ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò îáû÷íûé âåêòîð |α
〉
, â êîòîðîì ÷èñëî α óìíî-

æåíî íà e−ıωt
. Òåïåðü äîñòàòî÷íî ñäåëàòü çàìåíû:

α 7→ 1√
2

( x̄

L
+ ı

L p̄

~

)

e−ı ω t =
1√
2

( x̄t
L

+ ı
L p̄t
~

)

= αt,

ãäå ââåäåíû ñðåäíèå, çàâèñÿùèå îò âðåìåíè (ñòð. 74) è ñîâïàäàþùèå ñ

êëàññè÷åñêîé òðàåêòîðèåé:

x̄t = x̄0 cos(ωt) +
p̄0
mω

sin(ωt), p̄t = p̄0 cos(ωt)−mω x̄0 sin(ωt).

⊲ Çàïèøåì â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè ñîñòîÿíèå (3.47):

〈
x|α
〉
= e−

ı
2~ x̄p̄ e

ı
~
p̄ x e−x̄ d/dx

〈
x|0
〉
. (3.49)

Äëÿ ëþáîé �óíêöèè f(x + a) = exp(a d/dx) f(x), ÷òî ïðîâåðÿåòñÿ ðàç-

ëîæåíèåì â ðÿä Òåéëîðà ïî a �óíêöèè f(x+ a) è ýêñïîíåíòû. Âîëíîâàÿ

�óíêöèÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà èçâåñòíà (ñòð. 64):

〈
x|0
〉
=
e−x2/2L2

π1/4
√
L
, (3.50)

ïîýòîìó äëÿ âîëíîâîãî ïàêåòà ìîæíî ñðàçó íàïèñàòü:

〈
x|α, t

〉
=

1

π1/4
√
L
exp
{

− ı

2~
x̄tp̄t − ı

ωt

2
+
ı

~
p̄t x−

1

2L2
(x− x̄t)2

}

. (3.51)

Ñî âðåìåíåì ìàêñèìóì ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè îáíàðóæèòü ÷àñòèöó â

òî÷êå x ïåðåìåùàåòñÿ ïî êëàññè÷åñêîé òðàåêòîðèè x̄t:

∣
∣
〈
x|α, t

〉∣
∣
2
=

1

L
√
π

exp
{
− (x− x̄t)

2/L2
}

(3.52)

è ðàñïðåäåëåíèå ñîõðàíÿåò ñâîþ �îðìó. Â êëàññè÷åñêîì ïðåäåëå ~ → 0
ðàçìåðíàÿ êâàíòîâàÿ äëèíà L ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ïîýòîìó êîãåðåíòíûé

âîëíîâîé ïàêåò ñòàíîâèòñÿ î÷åíü óçêèì, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò äâèæåíèþ

êëàññè÷åñêîé òî÷å÷íîé ÷àñòèöû.
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5 Óðàâíåíèÿ äëÿ ñðåäíèõ

⊲ �àññìîòðèì îäíîìåðíîå �äâèæåíèå� ÷àñòèöû ñ ìàññîém âî âíåøíåì

ïîëå U(x). �àìèëüòîíèàí ñèñòåìû èìååò âèä:

Ĥ =
p̂2

2m
+ U(x̂)

è óðàâíåíèÿ �åéçåíáåðãà, ñîîòâåòñòâåííî, ðàâíû:

dx̂

dt
=

p̂

m
,

dp̂

dt
= −U ′(x̂)

(â ýòîì ðàçäåëå ó îïåðàòîðîâ îïóñêàåòñÿ çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè x̂ ≡
x̂t, ò.å. îíè îòíîñÿòñÿ ê ïðîèçâîëüíîìó ìîìåíòó âðåìåíè, à íå ê t = 0
â ïðåäñòàâëåíèè Øð¼äèíãåðà). Áåðÿ ïðîèçâîäíóþ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ è

ïîäñòàâëÿÿ âî âòîðîå, ïîëó÷àåì îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà:

m
d2x̂

dt2
= −U ′(x̂). (3.53)

Ïóñòü âîëíîâàÿ �óíêöèÿ Ψ(x) îòëè÷íà îò íóëÿ â îêðåñòíîñòè ñðåäíåãî

çíà÷åíèÿ êîîðäèíàòû x̄ è èìååò íåáîëüøóþ äèñïåðñèþDx(t) =
〈
(x̂−x̄)2

〉
.

Òîãäà ïðè âû÷èñëåíèè ñðåäíåãî îò ïðîèçâîäíîé îïåðàòîðà ïîòåíöèàëà,

åãî ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè x̄:

U ′(x̂) = U ′(x̄) + U ′′(x̄) (x̂− x̄) +
1

2
U ′′′(x̄) (x̂− x̄)2 + ...

Ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäíåå ïî ñîñòîÿíèþ Ψ(x) ðàâíî:

〈
U ′(x)

〉
= U ′(x̄) +

1

2
U ′′′(x̄)

〈
(x̂− x̄)2

〉
+ ...

è ñðåäíåå çíà÷åíèå êîîðäèíàòû óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ:

m ¨̄x = −U ′(x̄)− Dx(t)

2
U ′′′(x̄) + ... (3.54)

Ïîêà äèñïåðñèÿ ìàëà è ïîòåíöèàë ãëàäêèé (ìàëà òðåòüÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî

ñðàâíåíèþ ñ ïåðâîé), âòîðûì ñëàãàåìûì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü è ïîëó÷àåòñÿ

óðàâíåíèå êëàññè÷åñêîé äèíàìèêè. Âïðî÷åì, ìàëàÿ äèñïåðñèÿ ïî êîîð-

äèíàòå âëå÷¼ò áîëüøóþ äèñïåðñèþ ïî èìïóëüñó (ñîîòíîøåíèå íåîïðåäå-

ë¼ííîñòåé DxDp > ~2/4), êîòîðàÿ, äàæå èç êëàññè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé,

ìîæåò ïðèâîäèòü ê ðàçðóøåíèþ ïðîñòðàíñòâåííîé ëîêàëèçàöèè ÷àñòè-

öû. Ïîýòîìó êëàññè÷åñêîå äâèæåíèå òðåáóåò îäíîâðåìåííî áîëüøèõ èì-

ïóëüñîâ: p̄2 ≫ Dp, ÷òîáû îòíîñèòåëüíûé ðàçáðîñ èìïóëüñîâ áûë ìàë.
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⊲ Íàéä¼ì êàê èçìåíÿåòñÿ äèñïåðñèÿ êîîðäèíàòû. Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì

ñíà÷àëà ïðîèçâîäíóþ îò êâàäðàòà îïåðàòîðà êîîðäèíàòû:

dx̂2

dt
= x̂

dx̂

dt
+
dx̂

dt
x̂ =

1

m
(x̂p̂+ p̂x̂).

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî òàê êàê x̂ è dx̂/dt íå êîììóòèðóþò, âû÷èñëÿòü

ïðîèçâîäíóþ íåîáõîäèìî, êàê ïðîèçâîäíóþ ïðîèçâåäåíèÿ: x̂2 = x̂x̂, ñî-
õðàíÿÿ ïîðÿäîê îïåðàòîðîâ. Òàê êàê â ïðåäñòàâëåíèè �åéçåíáåðãà âåê-

òîðû íå çàâèñÿò îò âðåìåíè, ïðîèçâîäíàÿ ñðåäíåãî ðàâíà ñðåäíåìó îò

ïðîèçâîäíîé:

d
〈
x̂
〉

dt
=
〈dx̂

dt

〉

=
p̄

m
.

Â ðåçóëüòàòå, äëÿ ïðîèçâîäíîé äèñïåðñèè Dx(t) =
〈
x̂2
〉
− x̄2 ïîëó÷àåì

óðàâíåíèå:

dDx(t)

dt
=

2

m

{ 1

2

〈
x̂p̂+ p̂x̂

〉
− x̄p̄

}

=
2

m
Dxp(t). (3.55)

Äèñïåðñèÿ êîîðäèíàòû íå áóäåò èçìåíÿòüñÿ ñî âðåìåíåì, åñëè êîâàðèà-

öèÿ ðàâíà íóëþ. Çà ðåäêèì ñëó÷àåì ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà (â êî-

ãåðåíòíîì ñîñòîÿíèè), âåëè÷èíà Dxp(t) ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì. Âïðî÷åì,
ýòà �óíêöèÿ ìîæåò áûòü ïåðèîäè÷íîé áåç ïîñòîÿííîé ñîñòàâëÿþùåé è

òîãäà èçìåíåíèå äèñïåðñèè áóäåò òàêæå ïåðèîäè÷åñêèì (îãðàíè÷åííûì).

Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî Dxp(t), â îòëè÷èè îò Dxp (3.6), âçÿòîé â íà÷àëüíûé

ìîìåíò t = 0, çàâèñèò îò âðåìåíè. È äàæå åñëè Dxp(0) = Dxp = 0, �óíê-

öèÿ Dxp(t) ìîæåò áûòü îòëè÷íà îò íóëÿ ïðè t > 0. Íàïðèìåð, äëÿ ñâî-

áîäíîé ÷àñòèöû èç (3.5) ñëåäóåò, ÷òî êîâàðèàöèÿ ëèíåéíî óâåëè÷èâàåòñÿ

ñî âðåìåíåì (ïðè íåíóëåâîé äèñïåðñèè èìïóëüñîâ):

Dxp(t) = Dxy +
Dp

m
t.

Äëÿ ïðîèçâîäíîé êîâàðèàöèè, àíàëîãè÷íî (3.55), ìîæíî ïîëó÷èòü ñëå-

äóþùåå óðàâíåíèå:

dDxp(t)

dt
=
Dp(t)

m
−
[〈
x̂ U ′(x̂)

〉
− x̄

〈
U ′(x̂)

〉]

. (3.56)

Äëÿ îñöèëëÿòîðíîãî ïîòåíöèàëà âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ðàâ-

íî mω2Dx(t) è â êîãåðåíòíîì ñîñòîÿíèè ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíà íóëþ. Â

îáùåì ñëó÷àå âîëíîâîãî ïàêåòà ñ ñîõðàíÿþùåéñÿ �îðìîé è äâèæóùåãî-

ñÿ ïî êëàññè÷åñêîé òðàåêòîðèè íå ïîëó÷èòñÿ. Âïðî÷åì, äëÿ �èíèòíûõ

äâèæåíèé (â îãðàíè÷åííîì ïðîñòðàíñòâå) ìîæíî ïîñòðîèòü ïàêåòû, êî-

òîðûå ïåðèîäè÷åñêè âîññòàíàâëèâàþò ñâîþ �îðìó.
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6 Îïåðàòîð ýâîëþöèè è �óíêöèÿ �ðèíà

∗

�àññìîòðèì ñîñòîÿíèå |Ψ
〉
â äâà ìîìåíòà âðåìåíè t0 è t. Â ïðåäñòàâ-

ëåíèè Øð¼äèíãåðà ñîîòâåòñòâóþùèå åìó âåêòîðû èìåþò âèä (~ = 1):

|Ψ, t
〉
= e−ıĤt |Ψ

〉
, |Ψ, t0

〉
= e−ıĤt0 |Ψ

〉
.

Îíè ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

|Ψ, t
〉
= e−ıĤ(t−t0) |Ψ, t0

〉
= Û(t− t0) |Ψ, t0

〉
,

ãäå ââåäåí îïåðàòîð ýâîëþöèè:

Û(t) = e−ı Ĥ t, Uxy(t) =
〈
x| e−ı Ĥ t |y

〉
, (3.57)

ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû Uxy(t) êîòîðîãî, â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè

îïðåäåëÿþò èçìåíåíèå âîëíîâîé �óíêöèè Ψ(x, t) =
〈
x|Ψ, t

〉
âî âðåìåíè:

Ψ(x, t) =

∫

Ux,x0
(t− t0) Ψ(x0, t0) dx0. (3.58)

Îïåðàòîð ýâîëþöèè, êàê è âîëíîâàÿ �óíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

øð¼äèíãåðîâñêîãî òèïà:

ı
∂Û

∂t
= Ĥ Û , Û(0) = 1̂, (3.59)

êîòîðîå ìîæíî çàïèñàòü â ëþáîì ïðåäñòàâëåíèè. Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû

îïåðàòîðà ýâîëþöèè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñîáñòâåííûå �óíêöèè ãàìèëüòî-

íèàíà â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Uxx0
(t) =

∑

n

〈
x|En

〉〈
En|x0

〉
e−ıEn t =

∑

n

Ψn(x)Ψ
∗
n(x0) e

−ıEn t. (3.60)

Îïåðàòîð ýâîëþöèè ìîæíî òàêæå ñâÿçàòü ñ ðåçîëüâåíòîé ãàìèëüòîíè-

àíà (ñòð. 154):

R̂(z) = (Ĥ − z)−1 = ı

∞∫

0

e−ı (Ĥ−z−ıǫ) t dt. (3.61)

Ïðè ýòîì z ñ÷èòàåòñÿ äåéñòâèòåëüíûì, à ǫ � áåñêîíå÷íî ìàëîå ÷èñëî, êî-

òîðîå ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ íåîáõîäèìî óñòðåìèòü ñëåâà ê íóëþ: ǫ→ +0.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè âû÷èñëèòü ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ýòîãî ñîîòíîøå-

íèÿ, íàïðèìåð, â ýíåðãåòè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè, â ïðàâîé ÷àñòè áóäåò

ñòîÿòü èíòåãðàë îò e−ı (En−z−ıǫ) t
. Åãî çíà÷åíèå íà íèæíåì ïðåäåëå äàñò

ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ðåçîëüâåíòû, à íà âåðõíåì � áóäåò ðàâíî íóëþ, áëà-

ãîäàðÿ ìíîæèòåëþ e−ǫt
.
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⊲ Ïóñòü ÷àñòèöà íàõîäèòñÿ â òî÷êå x0 â ìîìåíò âðåìåíè t0. Ìàòðè÷-

íûå ýëåìåíòû îïåðàòîðà ýâîëþöèè Uxx0
(t − t0) îïðåäåëÿþò àìïëèòóäó

âåðîÿòíîñòè îáíàðóæèòü ÷àñòèöó â êîîðäèíàòå x â ìîìåíò âðåìåíè t.

Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî t > t0. Ýòî îòðàæàåò ïðèíöèï ïðè÷èííî-

ñòè: ñëåäñòâèå (íàøëè ÷àñòèöó â x â ìîìåíò t) âñåãäà âîçíèêàåò ïîñëå

åãî ïðè÷èíû (èçìåðèëè å¼ êîîðäèíàòó x â ìîìåíò t0). Èçìåðåíèå ÿâëÿ-
åòñÿ ïðè÷èíîé, êîòîðàÿ íå ìîæåò âëèÿòü íà ïðîøëûå ñîáûòèÿ. ×òîáû

ýòî ïîä÷åðêíóòü, ââîäèòñÿ îïåðàòîð �ðèíà:

Ĝ(t− t0) = Û(t− t0) θ(t− t0), (3.62)

ãäå θ(t − t0) � ñòóïåí÷àòàÿ �óíêöèÿ Õýâèñàéäà, ðàâíàÿ åäèíèöå, åñëè

t > t0 è íóëþ, åñëè t < t0. Òåì ñàìûì óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî àìïëèòóäà

�ïåðåìåùåíèÿ� ÷àñòèöû ïîñëå èçìåðåíèÿ îáðàòíî âî âðåìåíè ðàâíà íóëþ.

Ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè îò �óíêöèè Õåâèñàéäà ðàâíà �óíêöèè Äè-

ðàêà (ñòð. 335): dθ(t)/dt = δ(t), ïîýòîìó:

∂Ĝ

∂t
= −ıĤ Ĝ+ e−ıĤ(t−t0) δ(t− t0).

Òàê êàê δ(t − t0) ðàâíà íóëþ ïðè t 6= t0, â ìíîæèòåëå ïåðåä íåé ìîæíî

ïîëîæèòü t = t0 è óðàâíåíèå äëÿ îïåðàòîðà �ðèíà ïðèíèìàåò âèä:

ı
∂Ĝ(t− t0)

∂t
− Ĥ Ĝ(t− t0) = ı δ(t− t0). (3.63)

Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îïåðàòîðà �ðèíà â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè

íàçûâàþòñÿ �óíêöèåé �ðèíà:

Gxx0
(t) =

〈
x|Ĝ(t)|x0

〉
=
〈
x|e−ı Ĥ t|x0

〉
θ(t). (3.64)

Ñîîòâåòñòâåííî, ýòè ýëåìåíòû óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ:

ı
∂Gxx0

(t− t0)

∂t
−
∫

HxyGyx0
(t− t0) dy = ı δ(t− t0) δ(x− x0), (3.65)

ãäå ó÷òåíî, ÷òî

〈
x |x0

〉
= δ(x− x0). Äëÿ ãàìèëüòîíèàíà ÷àñòèö âî âíåø-

íåì ïîëå Ĥ = p̂2/(2m) + V (x̂) ýòî äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå:

ı
∂Gxx0

(t− t0)

∂t
−
{

− 1

2m

∂2

∂x2
+ V (x)

}

Gxx0
(t− t0) = ı δ(t− t0) δ(x− x0),

Ïîäîáíûì óðàâíåíèÿì óäîâëåòâîðÿþò �óíêöèè �ðèíà â òåîðèè ëèíåé-

íûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ñòð. 268), ÷òî îïðàâäûâàåò íàçâàíèå

äëÿ îïðåäåëåíèÿ (3.62).
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�ëàâà 4

Ìîìåíò èìïóëüñà è ñïèí

Âàæíåéøèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ÷àñòèöû ÿâëÿþòñÿ å¼ ìîìåíò èìïóëü-

ñà è ñïèí. Õîòÿ ñïèí èìååò âïîëíå êëàññè÷åñêóþ àíàëîãèþ ìîìåíòà

ñîáñòâåííîãî âðàùåíèÿ îáúåêòà, åãî ïðèðîäà ñóùåñòâåííî êâàíòîâàÿ. Â

÷àñòíîñòè, ÷àñòèöó ñî ñïèíîì íåâîçìîæíî �ðàñêðóòèòü� ñèëüíåå, ÷åì ýòî

ñäåëàëà ïðèðîäà èëè òåì áîëåå îñòàíîâèòü òàêîå �âðàùåíèå�.

Ñíà÷àëà ìû ðàññìîòðèì àëãåáðàè÷åñêèå ñîîáðàæåíèÿ, ïîçâîëÿþùèå

íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà è ìàòðè÷íûå ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ åãî îïåðàòîðîâ. Ýòè æå �îðìóëû ïðèìåíèìû è äëÿ ñïèíà. Çàòåì

îïåðàòîðû ìîìåíòà èìïóëüñà áóäóò çàïèñàíû â ñ�åðè÷åñêîé ñèñòåìå êî-

îðäèíàò.

Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ãëàâû ïîñâÿùåíà ñïèíó ÷àñòèö. Ïîäðîáíî áóäåò

ðàññìîòðåí ñïèí 1/2 è èçó÷åíû òðàíñ�îðìàöèîííûå ñâîéñòâà ñïèíîâûõ

âîëíîâûõ �óíêöèé (ñïèíîðîâ) ïðè âðàùåíèè ñèñòåìû êîîðäèíàò. Çàòåì

îáñóæäàåòñÿ àëãåáðà ñëîæåíèÿ äâóõ ñïèíîâ.

Êâàíòîâàÿ òåîðèÿ ïîëÿ

Ñåðãåé Ñ. Ñòåïàíîâ

Ýòà êíèãà íàõîäèòñÿ â ïðîöåññå ñîçäàíèÿ. Å¼ ïîñëåäíÿÿ âåðñèÿ

è äðóãèå ìàòåðèàëû íàõîäÿòñÿ íà ñàéòå: http://synset.
om.

Çàìå÷åííûå îøèáêè è âîïðîñû ïðîñüáà ïðèñûëàòü ïî àäðåñó:

steps137, çàòåì ñîáà÷êà è gmail.
om.

(ñ) 2015. Ïå÷àòü: 2 èþëÿ 2017 ã.
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1 Ìîìåíò èìïóëüñà â êâàíòîâîé ìåõàíèêå

Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå (êàê ðåëÿòèâèñòñêîé, òàê è íåðåëÿòèâèñò-

ñêîé) ìîìåíò èìïóëüñà (óãëîâîé ìîìåíò) ðàâåí âåêòîðíîìó ïðîèçâåäå-

íèþ ðàäèóñ-âåêòîðà ÷àñòèöû íà å¼ èìïóëüñ. Ñîîòâåòñòâåííî, â êâàíòî-

âîé ìåõàíèêå ýðìèòîâ îïåðàòîð (⋖H27) ìîìåíòà èìïóëüñà îïðåäåëÿåòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

L̂i = [x̂× p̂]i = εijk x̂jp̂k, (4.1)

ãäå ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïðîâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå îò 1 äî 3, εijk
� àíòèñèììåòðè÷íûé ñèìâîë Ëåâè-×åâèòà, L̂1 = L̂x, è ò.ä. Êîìïîíåíòû

ýòîãî âåêòîðíîãî îïåðàòîðà ðàâíû:

L̂x = ŷp̂z − ẑp̂y, L̂y = ẑp̂x − x̂p̂z, L̂z = x̂p̂y − ŷp̂x. (4.2)

Íàéä¼ì êàê îíè êîììóòèðóþò ìåæäó ñîáîé:

[L̂x, L̂y] = [ŷp̂z− ẑp̂y, ẑp̂x− x̂p̂z] = [ŷp̂z, ẑp̂x]+[ẑp̂y, x̂p̂z] = ı~ (−ŷp̂x+ x̂p̂y).
Âûðàæåíèå â êðóãëûõ ñêîáêàõ ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé ìîìåíòà èìïóëüñà

íà îñü z. Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿþòñÿ îñòàëüíûå êîììóòàòîðû, êîòîðûå

ïîëó÷àþòñÿ èç [L̂x, L̂y] öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêîé èíäåêñîâ:

[L̂x, L̂y] = ı~ L̂z, [L̂z, L̂x] = ı~ L̂y, [L̂y, L̂z] = ı~ L̂x. (4.3)

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â òåíçîðíîì âèäå:

[L̂i, L̂j] = ı~ εijk L̂k. (4.4)

Êâàäðàò ìîìåíòà èìïóëüñà:

L̂2 = L̂2
x + L̂2

y + L̂2
z

êîììóòèðóåò ñ êàæäîé ñâîåé ïðîåêöèåé:

[L̂2, L̂x] = [L̂2, L̂y] = [L̂2, L̂z] = 0. (4.5)

Íåñëîæíî òàêæå ïðîâåðèòü, ÷òî

[L̂i, x̂j] = ı~ εijk x̂k, [L̂i, p̂j] = ı~ εijk p̂k, (4.6)

ïîýòîìó ïðè äâèæåíèè ÷àñòèöû â öåíòðàëüíîì ïîëå ãàìèëüòîíèàí

Ĥ =
p̂2

2m
+ V (r̂)

êîììóòèðóåò ñ L̂ è, ñëåäîâàòåëüíî, ìîìåíò èìïóëüñà ñîõðàíÿåòñÿ (è èìå-

åò ñ ãàìèëüòîíèàíîì îáùèå ñîáñòâåííûå âåêòîðû).



1. ÌÎÌÅÍÒ ÈÌÏÓËÜÑÀ Â ÊÂÀÍÒÎÂÎÉ ÌÅÕÀÍÈÊÅ 89

• Íàéä¼ì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà. Äëÿ ýòîãî ââåä¼ì

åù¼ äâà îïåðàòîðà:

L̂+ = L̂x + ıL̂y, L̂− = L̂x − ıL̂y, (4.7)

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

[L̂z, L̂+] = ~ L̂+, [L̂z, L̂−] = −~ L̂− (4.8)

è

L̂2 = L̂−L̂+ + L̂2
z + ~L̂z. (4.9)

Êâàäðàò ìîìåíòà èìïóëüñà è ëþáàÿ åãî êîìïîíåíòà êîììóòèðóþò ìåæ-

äó ñîáîé, ïîýòîìó èìåþò îáùèå ñîáñòâåííûå âåêòîðû. Âûáåðåì ïàðó L̂2

è L̂z. Ïóñòü

L̂z|Lz

〉
= Lz|Lz

〉
, L̂2|Lz

〉
= L2 |Lz

〉
. (4.10)

Äåéñòâóÿ êîììóòàòîðàìè (4.8) íà |Lz

〉
, ïîëó÷àåì:

L̂z L̂± |Lz

〉
= (Lz ± ~) L̂± |Lz

〉
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð L̂±|Lz

〉
ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì îïå-

ðàòîðà L̂z ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì Lz ± ~:

L̂± |Lz

〉
= C± |Lz ± ~

〉
, (4.11)

ãäå C± � íîðìèðîâî÷íûå êîíñòàíòû, êîòîðûå áóäóò íàéäåíû ÷óòü ïîçæå.

Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ Lz îòñòîÿò äðóã

îò äðóãà íà öåëîå ÷èñëî ïîñòîÿííûõ Ïëàíêà.

Áëàãîäàðÿ ïîñëåäíåìó ñîîòíîøåíèþ (1.13), ñòð. 19, ýðìèòîâ îïåðàòîð

L̂2
x + L̂2

y = L̂2 − L̂2
z ñîîòâåòñòâóåò ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé �èçè÷å-

ñêîé âåëè÷èíå. Ïîýòîìó ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ Lz ïðè �èêñèðîâàííîì

L2
äîëæíû áûòü îãðàíè÷åíû, ïðè÷¼ì â ñèììåòðè÷íîì äèàïàçîíå îò −~l

äî ~l, ãäå l � íåêîòîðîå ÷èñëî (èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî z 7→ −z):

Lz = ~m, m = −l, −l + 1, ..., l− 1, l. (4.12)

Òàê êàê êâàíòîâîå ÷èñëî m èçìåíÿåòñÿ íà åäèíèöó, îïÿòü æå èç ñî-

îáðàæåíèé ñèììåòðèè, ñóùåñòâóþò òîëüêî äâå âîçìîæíîñòè äëÿ çíà÷å-

íèé ÷èñëà l � öåëûå 0, 1, 2, ... è ïîëóöåëûå 1/2, 3/2, ... Äëÿ óãëîâîãî

ìîìåíòà ðåàëèçóåòñÿ ïåðâàÿ âîçìîæíîñòü. Ïîëóöåëûå êâàíòîâûå ÷èñëà

âîçíèêàþò â ñëó÷àå �ñîáñòâåííîãî ìîìåíòà âðàùåíèÿ� ÷àñòèö, êîòîðûé

íàçûâàåòñÿ ñïèíîì.
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Òàê êàê ÷èñëî m ìåíüøå èëè ðàâíî l, à îïåðàòîð L̂+ ïîâûøàåò åãî

çíà÷åíèå, ïðè l = m äàëüíåéøåå ïîâûøåíèå äîëæíî áûòü íå âîçìîæíî:

L̂+ |Lz = ~l
〉
= 0. (4.13)

Ó÷èòûâàÿ ýòîò �àêò è ñîîòíîøåíèå (4.9), èìååì:

L̂2|Lz = ~l
〉
= (L̂−L̂+ + L̂2

z + ~ L̂z)|Lz = ~l
〉
= ~2l(l + 1) |Lz = ~l

〉
.

Óäîáíî íóìåðîâàòü ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðîâ L̂2
è L̂z ÷èñëàìè l

è m. Ïåðâîå îïðåäåëÿåò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ L̂2
. Åñëè îíî �èêñèðîâà-

íî, òî ÷èñëî m ïðîáåãàåò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ L̂z îò −l äî l ñ øàãîì
1. Òàêèì îáðàçîì, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà êâàäðàòà ìîìåíòà

èìïóëüñà è åãî ïðîåêöèè íà îñü z ðàâíû:

L̂2 |l, m
〉
= ~2l(l + 1) |l, m

〉
, L̂z |l, m

〉
= ~m |l, m

〉
. (4.14)

Òàê êàê îïåðàòîðû L̂2
è L̂z ýðìèòîâû � èõ ñîáñòâåííûå âåêòîðû îðòîãî-

íàëüíû:

〈
l, m|l′, m′〉 = δll′ δmm′. (4.15)

⊲ Íàéä¼ì êîý��èöèåíòû C± (4.11) ïðè äàííîì êâàíòîâîì ÷èñëå l

(êîòîðîå äëÿ êðàòêîñòè îïóñòèì). Îíè ìîãóò çàâèñåòü îò m, ïîýòîìó:

L̂+|m
〉
= C+(m)|m+ 1

〉
,

〈
m|L̂− = C+(m)

〈
m+ 1|. (4.16)

Âòîðîå ñîîòíîøåíèå ïîëó÷åíî èç ïåðâîãî ýðìèòîâûì ñîïðÿæåíèåì è

ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîíñòàíòà C+(m) äåéñòâèòåëüíà è ïîëîæèòåëüíà.

Ó÷èòûâàÿ (4.9) è (4.15), èìååì:

〈
m|L̂−L̂+|m

〉
= ~2

{
l(l + 1)−m(m+ 1)

}
= C2

+(m).

Âû÷èñëèì ýòî æå âûðàæåíèå, äåéñòâóÿ ïîñëåäîâàòåëüíî îïåðàòîðàìè

L̂+ è L̂− íà ïðàâûé âåêòîð:

〈
m|L̂−L̂+|m

〉
= C+(m)

〈
m|L̂−|m+ 1

〉
= C+(m)C−(m+ 1) = C2

+(m).

Òàêèì îáðàçîì, C−(m+ 1) = C+(m) èëè C−(m) = C+(m− 1) è ñëåäîâà-
òåëüíî (âîññòàíàâëèâàÿ êâàíòîâîå ÷èñëî l), îêîí÷àòåëüíî, ïîëó÷àåì:

L̂± |l, m
〉
= ~

√

l(l + 1)−m(m± 1) |l, m± 1
〉
. (4.17)

Ïðè ýòîì L̂+, äåéñòâóÿ íà âåêòîð |l, l
〉
äà¼ò íîëü, êàê è L̂− ïðè äåéñòâèè

íà |l, −l
〉
, ÷òî àâòîìàòè÷åñêè îòðàæàåòñÿ â ìíîæèòåëå (4.17).
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• Îïåðàòîðû ìîìåíòà èìïóëüñà ìîæíî çàïèñàòü êàê ìàòðèöû â Lz �

ïðåäñòàâëåíèè. Îïåðàòîð L̂z â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè áóäåò äèàãîíàëåí:

〈
m|L̂z|m′〉 = ~mδmm′

(ïî m íåò ñóììû è äëÿ êðàòêîñòè îïóùåíî êâàíòîâîå ÷èñëî l îäèíàêîâîå
â áðà è êåò âåêòîðàõ). ×òîáû íàéòè ìàòðèöû äëÿ L̂x è L̂y, âûðàçèì ýòè

îïåðàòîðû ÷åðåç îïåðàòîðû ïîâûøåíèÿ è ïîíèæåíèÿ (4.7):

L̂x =
1

2
(L̂+ + L̂−), L̂y = − ı

2
(L̂+ − L̂−).

Ó÷èòûâàÿ (4.17), ïîëó÷àåì îòëè÷íûå îò íóëÿ ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû:

〈
m|L̂x|m− 1

〉
=
〈
m− 1|L̂x|m

〉
=

~

2

√

l(l + 1)−m(m− 1), (4.18)

〈
m|L̂y|m− 1

〉
= −

〈
m− 1|L̂y|m

〉
= −ı~

2

√

l(l + 1)−m(m− 1). (4.19)

Çàïèøåì â ÿâíîì âèäå ìàòðèöû (L̂x)mm′
, (L̂y)mm′

è (L̂z)mm′
äëÿ l = 1:

~√
2





0 1 0
1 0 1

0 1 0



 ,
~√
2





0 −ı 0
ı 0 −ı
0 ı 0



 , ~





1 0 0
0 0 0

0 0 −1



 ,

ãäå ñòðî÷êè è ñòîëáèêè íóìåðóþòñÿ òàê, ÷òî m ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ,

íà÷èíàÿ ñ 1 (ò.å. m = 1, 0,−1). Åñòåñòâåííî, îñü z íå ÿâëÿåòñÿ âûäå-

ëåííîé è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, íàïðèìåð, îïåðàòîðà L̂x òàêæå ðàâíû

~(l, l − 1, ...,−l). Äëÿ l = 1 îáîçíà÷èì âåêòîðû, ñîîòâåòñòâóþùèå ñîá-

ñòâåííûì çíà÷åíèÿì Sx = ~, 0, −~, êàê |S+
x

〉
, |S0

x

〉
è |S−

x

〉
. Â êà÷åñòâå

óïðàæíåíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî íîðìèðîâàííûå íà åäèíèöó

ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû Ŝx ðàâíû:

〈
Sz|S+

x

〉
=

1

2





1√
2
1



 ,
〈
Sz|S0

x

〉
=

1√
2





1
0
−1



 ,
〈
Sz|S−

x

〉
=

1

2





−1√
2

−1



 .

Â ñîñòîÿíèè |S0
x

〉
, ïðè èçìåðåíèè ïðîåêöèè ìîìåíòà Sz, íåëüçÿ îáíàðó-

æèòü çíà÷åíèÿ Sz = 0, à çíà÷åíèÿ Sz = ±~ áóäóò ïîÿâëÿòüñÿ ðàâíîâåðî-

ÿòíî. Â ñîñòîÿíèè |S+
x

〉
âîçìîæíû âñå òðè çíà÷åíèÿ Sz, ïðè÷¼ì Sz = 0

áóäåò îáíàðóæèâàòüñÿ ÷àùå, ÷åì Sz = ±~.
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2 Ñ�åðè÷åñêèå êîîðäèíàòû

Çàïèøåì îïåðàòîð L̂z â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè â ñ�åðè÷åñêîé

ñèñòåìå êîîðäèíàò:

x = r sin θ cosφ, y = r sin θ sinφ, z = r cos θ. (4.20)

Óãîë φ ìåíÿåòñÿ îò 0 äî 2π, à θ � îò 0 äî π. Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíûå ïî

φ îò ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè f = f(x, y, z):

∂f

∂φ
=
∂x

∂φ

∂f

∂x
+
∂y

∂φ

∂f

∂y
+
∂z

∂φ

∂f

∂z
= x

∂f

∂y
− y

∂f

∂x
=
ı

~
(xp̂y − yp̂x),

ãäå ïîäñòàâëåíû ïðîèçâîäíûå îò (4.20). Òàêèì îáðàçîì:

L̂z = −ı~ ∂

∂φ
. (4.21)

Óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýòîãî îïåðàòîðà äà¼ò:

−ı~ ∂Φm(φ)

∂φ
= ~mΦm(φ) => Φm(φ) =

1√
2π

eımφ,

ãäå íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü âûáðàí òàê, ÷òîáû ïðè èíòåãðèðîâàíèè

ïî φ îò 0 äî 2π îò |Φm(φ)|2 ïîëó÷àëàñü åäèíèöà. Óãëû φ = 0 è φ = 2π
ñîâïàäàþò, ïîýòîìó Φm(0) = Φm(2π). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî m, à, ñëåäî-

âàòåëüíî è l, ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè. Ñîáñòâåííûå �óíêöèè Φm(φ)
äëÿ ýðìèòîâîãî îïåðàòîðà, êàê âñåãäà, îðòîãîíàëüíû:

2π∫

0

Φ∗
m(φ) Φm′(φ) dφ = δmm′. (4.22)

Àíàëîãè÷íî ìîæíî âçÿòü (⋖H28) ïðîèçâîäíóþ ïî θ è ïîëó÷èòü:

L̂x = ı~
(cθcφ
sθ

∂

∂φ
+ sφ

∂

∂θ

)

, L̂y = ı~
(cθsφ
sθ

∂

∂φ
− cφ

∂

∂θ

)

, (4.23)

ãäå cθ = cos θ è ò.ä. Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå (4.7), èìååì òàêæå:

L̂± = ~ e±ıφ

(

± ∂

∂θ
+ ı

cθ
sθ

∂

∂φ

)

. (4.24)

Íàêîíåö, êâàäðàò îïåðàòîðà ìîìåíòà èìïóëüñà ðàâåí:

L̂2 = −~2

sθ

{
∂

∂θ

(

sθ
∂

∂θ

)

+
1

sθ

∂2

∂φ2

}

, (4.25)

÷òî ïðîùå ïðîâåðèòü (⋖H29) ïðè ïîìîùè òîæäåñòâà (4.9).
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Â ñîáñòâåííûõ �óíêöèÿõ êâàäðàòà ìîìåíòà èìïóëüñà ìîæíî ðàçäå-

ëèòü óãëîâûå ïåðåìåííûå:

〈
θ, φ|l, m

〉
= Ylm(θ, φ) = Θlm(θ) Φm(φ).

Áóäåì èõ íîðìèðîâàòü íà åäèíèöó, èíòåãðèðóÿ ïî òåëåñíîìó óãëó:

2π∫

0

π∫

0

Y ∗
lm(θ, φ) Yl′m′(θ, φ) sin θ dθ dφ = δll′δmm′.

Ñîáñòâåííûå �óíêöèè Φm(φ) óæå íîðìèðîâàíû íà åäèíèöó (4.22) è íîð-

ìèðîâî÷íîå óñëîâèå äëÿ �óíêöèè Θlm(θ) èìååò âèä:

π∫

0

|Θlm(θ)|2 sin θ dθ = 1. (4.26)

Äåéñòâèå îïåðàòîðà L̂+ íà Yll(θ, φ) = Θll(θ) eılφ/
√
2π äîëæíî äàâàòü

íîëü (m = l). Ïîýòîìó èç (4.24) ñëåäóåò óðàâíåíèå:

dΘll

dθ
− l ctg θ Θll = 0,

êîòîðîå ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ:

Yll(θ, φ) =
(−ı)l
l!

√

(2l + 1)!

22l+1
sinl θ

eılφ√
2π
,

ãäå ó÷òåíà (⋖H30) íîðìèðîâêà (4.26) è ïî-òðàäèöèè âûáðàí êîìïëåêñíûé

�àêòîð (−ı)l. Äåéñòâóÿ íà Yll îïåðàòîðîì ïîíèæåíèÿ L̂−, ïîëó÷èì Yl, l−1

è ò.ä. Ïðèâåä¼ì ÿâíûé âèä íåñêîëüêèõ �óíêöèé (Yl,−m = (−1)m Y ∗
lm):

Y00 =
1√
4π
, Y1,0 =

√

3

4π
cθ, Y1,1 = −

√

3

8π
sθ e

ıφ,

Y20 =

√

5

4π

(3

2
c2θ −

1

2

)

, Y21 = −
√

15

8π
sθcθ e

ıφ, Y22 =

√

15

32π
s2θ e

2ıφ.

Îïåðàòîð èíâåðñèè P̂ êîîðäèíàòíûõ îñåé x 7→ −x êîììóòèðóåò (⋖H31)

ñ îïåðàòîðîì ìîìåíòà èìïóëüñà, èìåÿ ñ íèì îáùèå âîëíîâûå �óíêöèè.

Ïðè ýòîì θ 7→ π − θ, φ 7→ π + φ, Yll 7→ (−1)l Yll, à L̂− íå ìåíÿåòñÿ:

P̂ Ylm(θ, φ) = Ylm(π − θ, π + φ) = (−1)l Ylm(θ, φ), (4.27)

ïîýòîìó ÷¼òíîñòü ñîñòîÿíèÿ ñ êâàíòîâûì ÷èñëîì l ðàâíà (−1)l.
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3 Ñïèí ýëåêòðîíà

Â ïðîöåññå ñòàíîâëåíèÿ êâàíòîâîé ìåõàíèêè, äîñòàòî÷íî áûñòðî âû-

ÿñíèëîñü, ÷òî ýëåêòðîí è äðóãèå ìèêðî÷àñòèöû ïî-ìèìî ìîìåíòà èì-

ïóëüñà L̂ = x̂× p̂ îáëàäàþò ñîáñòâåííûì ìîìåíòîì, êîòîðûé áûë íàçâàí

ñïèíîì. Â îòëè÷èè îò ìîìåíòà èìïóëüñà, çíà÷åíèå êâàäðàòà ñïèíà äëÿ

äàííîé ÷àñòèöû âñåãäà �èêñèðîâàíî. Å¼ ñîáñòâåííîå �âðàùåíèå� íåëüçÿ

�ðàñêðóòèòü� ñèëüíåå èëè �îñòàíîâèòü� . Êðîìå ýòîãî, íàïðèìåð, ýëåê-

òðîí ÿâëÿåòñÿ áåññòðóêòóðíûì îáúåêòîì, ïîýòîìó ãîâîðèòü î åãî âðàùå-

íèè íå ïðèõîäèòñÿ è ñïèí ñëåäóåò ñ÷èòàòü âíóòðåííåé ñòåïåíüþ ñâîáîäû

÷àñòèöû. Ñïèí è ìîìåíò èìïóëüñà òåñíî ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì è ïðè

íàëè÷èè èçîòðîïíîñòè ïðîñòðàíñòâà ñîõðàíÿåòñÿ ñóììàðíûé ìîìåíò ñè-

ñòåìû, ðàâíûé ñóììå ìîìåíòîâ èìïóëüñîâ ÷àñòèö è èõ ñïèíîâ.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îïåðàòîð ñïèíà óäîâëåòâîðÿåò òàêèì æå êîììóòà-

öèîííûì ñîîòíîøåíèÿì, êàê è îïåðàòîð ìîìåíòà èìïóëüñà (ñòð. 88):

[Ŝx, Ŝy] = ı~ Ŝz.

Òîãäà ñïðàâåäëèâû ìíîãèå ðàññóæäåíèÿ ïåðâîãî ðàçäåëà. Â ÷àñòíîñòè,

êâàíòîâîå ÷èñëî m ïî-ïðåæíåìó èçìåíÿåòñÿ íà ~. Äëÿ ýëåêòðîíà îíî

ïðèíèìàåò äâà çíà÷åíèÿ, ïîýòîìó, â ñèëó ñèììåòðèè, íåîáõîäèìî ñ÷è-

òàòü, ÷òî m = ±1/2. Ñîîòâåòñòâåííî l âñåãäà �èêñèðîâàííî è ðàâíî 1/2.
Âìåñòî ÷èñëàm äëÿ îáîçíà÷åíèÿ âåêòîðîâ óäîáíî èñïîëüçîâàòü ñòðåëî÷-

êó ââåðõ (ïî îñè z) äëÿ m = 1/2 è ñòðåëêó âíèç äëÿ m = −1/2:

Ŝz | ↑
〉
=

~

2
| ↑
〉
, Ŝz | ↓

〉
= −~

2
| ↓
〉
.

Òàêèì îáðàçîì ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òðè ýêâèâàëåíòíûõ îáîçíà÷åíèÿ

|1/2
〉
, | ↑

〉
è |S↑

z

〉
äëÿ ñîáñòâåííîãî âåêòîðà, ñîîòâåòñòâóþùåãî Sz =

~/2. Ïîñëåäíåå îáîçíà÷åíèå óäîáíî, êîãäà ðàññìàòðèâàþòñÿ ñîáñòâåííûå
âåêòîðû íå îïåðàòîðà Ŝz, à, íàïðèìåð, Ŝx. Â Sz-ïðåäñòàâëåíèè ìàòðèöà

îïåðàòîðà Ŝz äèàãîíàëüíà:

(Ŝz)mm′ =
〈
m|Ŝz|m′〉 = ~mδmm′ =

~

2

(
1 0
0 −1

)

,

ãäå m ïðèíÿòî íóìåðîâàòü îò +1/2 äî −1/2. Àíàëîãè÷íî áóäåò äèàãî-

íàëüíà ìàòðèöà êâàäðàòà ñïèíà (îïåðàòîð êîòîðîãî êîììóòèðóåò ñ Ŝz):

Ŝ2
mm′ =

〈
m|Ŝ2|m′〉 =

3~2

4

(
1 0

0 1

)

,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êâàäðàòà ëþáîãî ìîìåíòà ðàâíû

~2l(l + 1) è l = 1/2.



3. ÑÏÈÍ ÝËÅÊÒ�ÎÍÀ 95

Ìàòðèöû îïåðàòîðîâ îñòàëüíûõ ïðîåêöèé ìîæíî íàéòè ïðè ïîìîùè

îáùèõ �îðìóë (4.18), (4.19). Ïîëàãàÿ â íèõ l = m = 1/2, èìååì:

Ŝi =
~

2
σi, (4.28)

ãäå σi íàçûâàþòñÿ ìàòðèöàìè Ïàóëè:

σ1 =

(
0 1

1 0

)

, σ2 =

(
0 −ı
ı 0

)

, σ3 =

(
1 0

0 −1

)

. (4.29)

Îíè óäîâëåòâîðÿþò (⋖H32) ñëåäóþùåé àëãåáðå (ïî k � ñóììà):

σiσj = δij + ıεijkσk, (4.30)

óìíîæèâ êîòîðóþ ñïðàâà íà ìàòðèöó σk è ñíîâà ïðèìåíèâ ýòó æå àëãåá-
ðó, ïîëó÷èì:

σiσjσk = δij σk − δik σj + δjk σi + ıεijk. (4.31)

Ñëåä (ñóììà äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ) ìàòðèö Ïàóëè ðàâåí íóëþ, à

ñëåä åäèíè÷íîé ìàòðèöû ðàâåí 2. Ïîýòîìó èç (4.30) è (4.31) ñëåäóåò:

Trσi = 0, Tr(σiσj) = 2δij, Tr(σiσjσk) = 2ıεijk. (4.32)

Óìíîæàÿ (4.31) íà σl è áåðÿ ñëåä, ïîëó÷àåì òàê æå:

Tr(σiσjσkσl) = 2(δijδkl − δikδjl + δilδjk). (4.33)

⊲ Ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû Ŝz èìåþò âèä:

〈
Sz|S↑

z

〉
=

(
1

0

)

,
〈
Sz|S↓

z

〉
=

(
0

1

)

,

ãäå áðà-âåêòîðà

〈
Sz| ïðîáåãàþò çíà÷åíèÿ Sz = S↑

z , S
↓
z . Íåñëîæíî íàéòè

(⋖H33) è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû Ŝx:

〈
Sz|S↑

x

〉
=

1√
2

(
1
1

)

,
〈
Sz|S↓

x

〉
=

1√
2

(
1
−1

)

,

ãäå ìíîæèòåëü ïîñòàâëåí äëÿ âûïîëíåíèÿ íîðìèðîâêè. Ýòè ÷èñëà ÿâëÿ-

þòñÿ êîý��èöèåíòàìè ðàçëîæåíèÿ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà Ŝx

ïî áàçèñó îïåðàòîðà Ŝz:

|S↑
x

〉
=

1√
2
|S↑

z

〉
+

1√
2
|S↓

z

〉
, |S↓

x

〉
=

1√
2
|S↑

z

〉
− 1√

2
|S↓

z

〉
.

Ó÷èòûâàÿ îðòîãîíàëüíîñòü

〈
S↑
z |S↓

z

〉
= 0, ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòè âåê-

òîðû íîðìèðîâàíû íà åäèíèöó è îðòîãîíàëüíû.
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• Âìåñòî îñåé äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ðàññìîòðèì ïðîèçâîëü-

íîå íàïðàâëåíèå, çàäàâàåìîå åäèíè÷íûì âåêòîðîì ñ êîìïîíåíòàìè, çà-

âèñÿùèìè îò óãëîâ ñ�åðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò:

ξ = (sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ).

Ñïðîåêòèðóåì îïåðàòîðà ñïèíà ýëåêòðîíà íà ýòîò âåêòîð:

ξŜ =
~

2
ξσ =

~

2
(σx sin θ cosφ+ σy sin θ sinφ+ σz cos θ).

Ó÷èòûâàÿ ÿâíûé âèä ìàòðèö Ïàóëè (4.29), çàïèøåì ìàòðèöó ξσ è íàé-

ä¼ì å¼ ñîáñòâåííûå âåêòîðû è çíà÷åíèÿ:

ξσ =

(
cos θ e−ıφ sin θ
eıφ sin θ − cos θ

)

, ξσw(s) = sw(s). (4.34)

Òàê êàê (ξσ)2 = ξ2 = 1, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ðàâíû s ± 1, à ñîáñòâåí-

íûå çíà÷åíèÿ ïðîåêöèè ñïèíà íà îñü ξ, êàê îáû÷íî, ðàâíû ±~/2. Ñîá-
ñòâåííûå âåêòîðû w(±)

ýðìèòîâîé ìàòðèöû îðòîãîíàëüíû è èõ ìîæíî

íîðìèðîâàòü íà åäèíèöó:

+
w (s)w(λ) = δsλ. (4.35)

Çàïèñûâàÿ èõ â âèäå w(s) = (α β)T , ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå íà ñîáñòâåí-

íûå çíà÷åíèÿ (4.34), ïîëó÷àåì:

α =
s e−ıφ sin θ

1− s cos θ
β, β =

(1− s cos θ

2

)1/2

eıµs,

ãäå β íàõîäèòñÿ èç íîðìèðîâî÷íîãî óñëîâèÿ |α|2 + |β|2 = 1 è µs � ïðîèç-

âîëüíûå �àçû (âîîáùå ãîâîðÿ ðàçëè÷íûå äëÿ s = 1 è s = −1). Ïîëîæèì
µ± = (ϕ±α)/2, ãäå α � íåêîòîðîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî (ñìûñë êîòîðîãî

ïðîÿñíèòüñÿ â ñëåäóþùåì ðàçäåëå):

w(+) = e
ıα
2

(

e−
ıφ
2 cos θ

2

e+
ıφ
2 sin θ

2

)

, w(−) = e−
ıα
2

(

−e− ıφ
2 sin θ

2

e+
ıφ
2 cos θ

2

)

. (4.36)

Ïðè θ = φ = α = 0 ïîëó÷àåì äâà ñòîëáèêà (1 0)T è (0 1)T (ñîáñòâåííûå

âåêòîðû îïåðàòîðà Sz). Òàê êàê w
(+) =

〈
Sz|S↑

ξ

〉
è w(−) =

〈
Sz|S↓

ξ

〉
, íåñëîæ-

íî çàïèñàòü âåðîÿòíîñòè ïðîåêöèè ñïèíà ïî îñè z, åñëè îí ïåðåä ýòèì

áûë èçìåðåí â íàïðàâëåíèè âåêòîðà ξ:

|
〈
S↑
z |S↑

ξ

〉
|2 = 1 + cos θ

2
, |

〈
S↓
z |S↑

ξ

〉
|2 = 1− cos θ

2
.

×åì áëèæå θ ê 0, òåì ñîñòîÿíèå |S↑
ξ

〉
�áëèæå� ê ñîñòîÿíèþ |S↑

z

〉
.
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⊲ Îñòàíîâèìñÿ íà ñâîéñòâàõ ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé (4.36). Âû÷èñëèì

ìàòðèöó:

(w(+) ⊗ +
w (+))ij ≡ w

(+)
i

+
w

(+)
j =

1

2

(
1 + cos θ e−ıϕ sin θ
e+ıϕ sin θ 1− cos θ

)

ij

=
1

2
(1 + ξσ)ij,

ãäå âòîðîå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ñðàâíåíèÿ ñ (4.34). Àíàëîãè÷íî íàõîäèò-

ñÿ ìàòðèöà ïðè s = −1. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ ïîëÿðèçà-

öèîííàÿ ìàòðèöà (ïî s íåò ñóììû, èíäåêñû îïóùåíû):

ρ = w(s) ⊗ +
w (s) =

1

2
(1 + s ξσ). (4.37)

Ñ å¼ ïîìîùüþ è òîæäåñòâ (4.32) ìîæíî âû÷èñëèòü:

+
w (s)σw(s) =

+
wi

(s)σij w
(s)
j = Tr(ρσ) = s ξ. (4.38)

Â ïðèëîæåíèÿõ âñòðå÷àåòñÿ òàêæå ìàòðèöà:

w(s) ⊗ +
w (λ) =

eısα

2
(κ+ ı s ξ × κ)σ, s 6= λ, (4.39)

ãäå åäèíè÷íûé âåêòîð κ îðòîãîíàëåí ξ è ïîâåðíóò îòíîñèòåëüíî íåãî ïî

óãëó θ íà π/2, èìåÿ êîìïîíåíòû κ = {cos θ cosφ, cos θ sinφ, − sin θ}.
⊲ Ôàêòè÷åñêè ïîëÿðèçàöèîííàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ïëîò-

íîñòè. Íàïîìíèì (ñòð. 122), ÷òî åñëè íåêîòîðûé îïåðàòîð Ŝ èìååò ñîá-

ñòâåííûå âåêòîðû |s
〉
(ñ äèñêðåòíûì èëè íåïðåðûâíûì ñïåêòðîì), òî

ìîæíî îïðåäåëèòü îïåðàòîð ïëîòíîñòè èëè ìàòðèöó ïëîòíîñòè (â a-

ïðåäñòàâëåíèè ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà Â|a
〉
= a |a

〉
):

ρ̂ = |s
〉〈
s|, ρaa′ ≡

〈
a|ρ̂|a′

〉
=
〈
a|s
〉〈
s|a′
〉
. (4.40)

Ïðè ïîìîùè òàêîãî îïåðàòîðà, ñðåäíåå çíà÷åíèå â ñîñòîÿíèè |s
〉
íåêîòî-

ðîãî îïåðàòîðà Ĉ çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

〈
s|Ĉ|s

〉
= Tr{ρ̂ Ĉ} ≡

∑

a,a′

ρaa′ Ca′a. (4.41)

Åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ ñìåøàííîå ñîñòîÿíèå (âçâåñü ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé

|s
〉
ñ âåðîÿòíîñòÿìè Ws), òî îïåðàòîð ïëîòíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì:

ρ̂ =
∑

s

Ws |s
〉〈
s|,

∑

s

Ws = 1,
〈
C
〉
=
∑

s

Ws

〈
s|C|s

〉
= Tr{ρ̂ Ĉ}.

Âûøå |s
〉
ýòî |S↑

ξ

〉
èëè |S↓

ξ

〉
, à |a

〉
, ñîîòâåòñòâåííî, |S↑

z

〉
èëè |S↓

z

〉
. Äëÿ

ñìåøàííîãî ñîñòîÿíèÿ ïîëÿðèçàöèîííàÿ ìàòðèöà (4.37) ñîõðàíÿåò ñâîé

âèä, íî âåêòîð ξ 7→ (W+ −W−) ξ, ò.å. ïåðåñòà¼ò áûòü åäèíè÷íûì.
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4 Ñïèíîðû è âðàùåíèå

• Òî÷å÷íàÿ áåññïèíîâàÿ ÷àñòèöà èìååò òðè ñòåïåíè ñâîáîäû è îïè-

ñûâàåòñÿ òðåìÿ êîììóòèðóþùèìè äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè |x
〉
èëè

ïðîåêöèÿìè èìïóëüñà |p
〉
. ×àñòèöà ñî ñïèíîì îáëàäàåò äîïîëíèòåëüíîé

ñòåïåíüþ ñâîáîäû, ñâÿçàííîé ñ çàäàíèåì ïðîåêöèè ñïèíà íà íåêîòîðîå

íàïðàâëåíèå (íàïðèìåð, íà îñü z). Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòèöà ñî ñïèíîì

èìååò 4 ñòåïåíè ñâîáîäû, êîòîðûå ìîãóò îïèñûâàòüñÿ, íàïðèìåð, âåê-

òîðîì |x, m
〉
ñ m èçìåíÿþùèìñÿ îò l äî −l, ãäå l äëÿ äàííîé ÷àñòèöû

âñåãäà �èêñèðîâàí (â îòëè÷èè îò óãëîâîãî ìîìåíòà).

Êâàíòîâîå ÷èñëî m ìîæåò âõîäèòü â ëþáîé âåêòîð ñîñòîÿíèÿ, åñëè

îí ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì íàáîðà îïåðàòîðîâ, êîììóòèðóþùèõ

ñî ñïèíîì. Íàïðèìåð, åñëè ãàìèëüòîíèàí íå çàâèñèò îò ñïèíà, òî ìîæ-

íî ðàññìàòðèâàòü ñîñòîÿíèå |E,m0

〉
. Òîãäà

〈
x, m|E,m0

〉
áóäåò âîëíîâîé

�óíêöèåé â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè, äëÿ ÷àñòèöû ó êîòîðîé èçìå-

ðèëè ýíåðãèþ è ïðîåêöèþ ñïèíà m0 íà íåêîòîðîå íàïðàâëåíèå. Â áðà-

âåêòîðå ìîæåò ñòîÿòü êâàíòîâîå ÷èñëî m, ñîîòâåòñòâóþùåå ïðîåêöèè

âåêòîðà ñïèíà, íà âîîáùå ãîâîðÿ äðóãóþ îñü èëè íàïðàâëåíèå

Çàïèñü |x, m
〉
≡ |x, y, z,m

〉
ñ ÷åòûðüìÿ èíäåêñàìè ìîæíî ðàññìàòðè-

âàòü êàê ñïîñîá íóìåðàöèè âåêòîðîâ ãèëüáåðòîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Òàê

êàê êîîðäèíàòû è ñïèí íåçàâèñèìûå äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå, ìîæíî

ðàñùåïèòü ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî íà äâà � êîîðäèíàòíîå |x
〉
è ñïè-

íîâîå |m
〉
. Èõ îáúåäèíåíèå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

|x, m
〉
= |x

〉
⊗ |m

〉
, |E,m0

〉
= |E

〉
⊗ |m0

〉
, (4.42)

à ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïðîâîäèòñÿ íåçàâèñèìî â êàæäîì ïðîñòðàí-

ñòâå:

〈
x, m|E,m0

〉
=
〈
m|⊗

〈
x| · |E

〉
⊗ |m0

〉
=
〈
x|E

〉 〈
m|m0

〉
= ΨE(x) Φm0(m).

Òàêèì îáðàçîì, â îäíî ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñîáèðàþòñÿ âåêòîðû

íåêîììóòèðóþùèõ ìåæäó ñîáîé îïåðàòîðîâ (âûøå x̂ è Ĥ), à âî âòîðîå

íåêîììóòèðóþùèå ìåæäó ñîáîé (íàïðèìåð Ŝx è Ŝz), íî êîììóòèðóþùèå

ñî âñåìè îïåðàòîðàìè äåéñòâóþùèìè â ïåðâîì ïðîñòðàíñòâå.

Âåëè÷èíà Φm0
(m) íàçûâàåòñÿ ñïèíîâîé âîëíîâîé �óíêöèåé èëè êðàò-

êî ñïèíîðîì. ×òîáû ïîñòðîèòü ðåëÿòèâèñòñêóþ òåîðèþ ÷àñòèö ñî ñïè-

íîì, íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü êàê ñïèíîð ìåíÿåòñÿ ïðè ïðåîáðàçîâàíè-

ÿõ Ëîðåíöà. Òîãäà çíàÿ åãî â ñèñòåìå ïîêîÿ ÷àñòèöû (íåðåëÿòèâèñòñêàÿ

êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà), ìîæíî âûÿñíèòü åãî âèä â ëþáîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà.

Ìû ðåøèì ýòó çàäà÷ó â ñëåäóþùåé ÷àñòè, à ñåé÷àñ ðàññìîòðèì ñâîéñòâà

ñïèíîðîâ ïðè 3-âðàùåíèÿõ ñèñòåìû êîîðäèíàò.
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• Ïóñòü ñ íåêîòîðûì òåëîì, âðàùàþùèìñÿ âîêðóã îñè ξ (íèæå ïåðâûé

ðèñóíîê) æ¼ñòêî ñâÿçàí âåêòîð r. Ïðè ïîâîðîòå íà óãîë φ îí ïåðåõîäèò

â âåêòîð r′, ñêîëüçÿ ïî ïåðåâ¼ðíóòîìó êîíóñó (âòîðîé ðèñóíîê):

Îáîçíà÷èì ïðîåêöèþ r íà îñíîâàíèå êîíóñà ÷åðåç ρ, à ïðîåêöèþ r′ ÷åðåç
ρ′
. Âåêòîð ρ, â ðåçóëüòàòå ïîâîðîòà íà óãîë φ, ïåðåõîäèò â ρ′

. Ââåä¼ì

âåêòîð ξ× r, ëåæàùèé â îñíîâàíèè êîíóñà ïåðïåíäèêóëÿðíî ρ (ñì. �âèä

ñâåðõó� íà òðåòüåì ðèñóíêå). Åãî äëèíà ðàâíà |ξ × r| = r sin γ = |ρ|
(âòîðîé ðèñóíîê), ïîýòîìó:

ρ′ = ρ cosφ+ [ξ × r] sinφ. (4.43)

Íàïîìíèì, ÷òî ïðè àêòèâíûõ âðàùåíèÿõ ìåíÿåòñÿ (ïîâîðà÷èâàåòñÿ) �è-

çè÷åñêèé îáúåêò â äàííîé �èêñèðîâàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, à ïðè ïàñ-

ñèâíûõ âðàùåíèÿõ � îáúåêò íåèçìåíåí, íî ìåíÿþòñÿ åãî êîìïîíåíòû (êî-

îðäèíàòíîå îïèñàíèå) â ñèëó âðàùåíèÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò:

Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà îïèñûâàþò îäíî è òîæå ñîáûòèå èç ðàçëè÷-

íûõ ñèñòåì îò÷¼òà, ïîýòîìó îíè ÿâëÿþòñÿ ïàññèâíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿ-

ìè. Äëÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ âðàùåíèé ìû òàêæå áóäåì èñïîëüçîâàòü ïàñ-

ñèâíóþ èíòåðïðåòàöèþ. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ïîâîðîò òåëà íà óãîë φ
îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ýêâèâàëåíòíî ïîâîðîòó

ñèñòåìû êîîðäèíàò ïðè íåïîäâèæíîì òåëå íà óãîë �−φ�. Ïîýòîìó ñäåëà-
åì â (4.43) çàìåíó φ 7→ −φ. Êðîìå ýòîãî ðàçëîæèì:

r = ρ+ ξ (ξr), r′ = ρ′ + ξ (ξr′),

ãäå ξ(ξr) íàïðàâëåí âäîëü ξ è ðàâåí âûñîòå êîíóñà, êðîìå ýòîãî ξr = ξr′.
Â ðåçóëüòàòå, îêîí÷àòåëüíî:

r′ = r cosφ+ ξ(ξr)(1− cosφ)− [ξ × r] sinφ. (4.44)

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîìïîíåíò ðàäèóñ-âåêòîðà ïîñëå ïîâîðîòà r′ = {x′, y′, z′},
ýòî âåêòîðíîå óðàâíåíèå íåîáõîäèìî ðàñïèñàòü â êîìïîíåíòàõ (âåêòîð-

íàÿ çàïèñü ÿâëÿåòñÿ âåðíîé, íî íå ñîâñåì óäà÷íà ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè

çðåíèÿ, òàê êàê ïðè ïàññèâíîì âðàùåíèè âåêòîð r íå ìåíÿåòñÿ).
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• Îòíîñèòåëüíî 3-âðàùåíèé âîëíîâàÿ �óíêöèÿ áåññïèíîâîé ÷àñòèöû

ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíîé �óíêöèåé (â êàæäîé òî÷êå 3-ïðîñòðàíñòâà îïðåäåëå-

íà àìïëèòóäà âåðîÿòíîñòè Ψ è ýòî êîìïëåêñíîå ÷èñëî íå çàâèñèò îò ñïî-

ñîáà �íóìåðàöèè� òî÷åê ïðîñòðàíñòâà). �àññìîòðèì áåñêîíå÷íî ìàëûé

ïîâîðîò ñèñòåìû êîîðäèíàò âîêðóã âåêòîðà ξ íà óãîë dφ: r′ = r−[ξ×r] dφ

èëè r = r′ + [ξ × r′] dφ. Ïðè òàêîì ïîâîðîòå çíà÷åíèÿ �óíêöèè íå ìåíÿ-

þòñÿ, íî ìåíÿåòñÿ å¼ �óíêöèîíàëüíàÿ �îðìà:

Ψ′(r′) = Ψ(r) = Ψ(r′ + ξ × r′ dφ) ≈ Ψ(r′) + dφ [ξ × r′]∇Ψ.

Îïóñêàÿ øòðèõ ó êîîðäèíàò è ââîäÿ îïåðàòîð óãëîâîãî ìîìåíòà â êîîð-

äèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè L̂ = r̂×p̂ = −ı[r×∇], (~ = 1), �óíêöèîíàëüíîå
èçìåíåíèå ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ψ′(r) ≈ (1 + ıdφ ξL̂) Ψ(r). (4.45)

Âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ýëåêòðîíà äâóõêîìïîíåíòíà è, âîîáùå ãîâîðÿ, ìî-

æåò ìåíÿòü ñâîè çíà÷åíèÿ ïðè âðàùåíèÿõ:

Ψ′
m(r

′) = Rmm′ Ψm′(r),

ãäå Rmm′
� ìàòðèöà 2×2 è ïîm′

âåä¼òñÿ ñóììèðîâàíèå. Ïðè ìàëûõ óãëàõ

ïîâîðîòà R = 1+ı dφ ξS, ãäå S � òàêæå ìàòðèöà 2×2. Ïîýòîìó èçìåíåíèå

âîëíîâîé �óíêöèè ýëåêòðîíà çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ψ′(r′) = Ψ(r) + ı dφ ξSΨ(r) = Ψ(r′ + ξ × r′ dφ) + ı dφ ξSΨ(r′),

ãäå â ïîñëåäíåì ñëàãàåìîì ìîæíî ïîñòàâèòü ó àðãóìåíòà øòðèõ, ò.ê. ìû

óäåðæèâàåì ïåðâûé ïîðÿäîê ìàëîñòè ïî dφ. �àçëîæèì ïåðâîå ñëàãàå-

ìîå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå â ðÿä Òåéëîðà è îïóñòèì øòðèõè ó ðàäèóñ-

âåêòîðà. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñëåäóþùåå èçìåíåíèå �óíêöèîíàëüíîãî

âèäà äâóõêîìïîíåíòíîé âîëíîâîé �óíêöèè (èíäåêñû îïóùåíû):

Ψ′(r) =
{
1 + ıdφ ξ(L̂+ S)

}
Ψ(r). (4.46)

Ñóììà L̂ + S âûãëÿäèò êàê ïîëíûé ìîìåíò, ïîýòîìó åñòåñòâåííî ïðåä-

ïîëîæèòü, ÷òî S ÿâëÿåòñÿ ñïèíîâîé ìàòðèöåé, à êîìïîíåíòû ñïèíîðà,

ìåíÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

R ≈ 1 + ı
dφ

2
ξσ. (4.47)

Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî ýâðèñòè÷åñêîå ñîîáðàæåíèå, ïðèâåäøåå íàñ ê

(4.47) ÿâëÿåòñÿ âåðíûì.
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Çàïèñûâàÿ 1 + ıdφ ξS ≈ exp(ıdφ ξS) è ïåðåìíîæàÿ ìàòðèöû ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïîâîðîòîâ, ïîëó÷àåì ìàòðèöó êîíå÷íîãî

ïîâîðîòà:

R = exp
(

ı
φ

2
ξσ
)

= cos
(φ

2

)

+ ı sin
(φ

2

)

ξσ, (4.48)

ãäå ïðè ðàçëîæåíèè ýêñïîíåíòû âî âòîðîì ðàâåíñòâå ó÷òåíî, ÷òî äëÿ

åäèíè÷íîãî âåêòîðà (ξσ)2 = 1, (ξσ)3 = ξσ, è ò.ä.

Çàïèøåì â ÿâíîì âèäå âðàùåíèå âîêðóã îñè z íà óãîë α (íàïîìíèì,

÷òî âðàùåíèå ïðîâîäèòñÿ ïî ïðàâîìó âèíòó â íàïðàâëåíèè îñè):

Rz(α) =

(
e+ıα2 0

0 e−ıα2

)

.

Åñëè èñõîäíûå ñïèíîðû èìåëè êîìïîíåíòû w(+) = (1 0)T , w(−) = (0 1)T ,
òî ïîñëå ïîâîðîòà îíè áóäóò ðàâíû:

w(+) = e+ıα2

(
1
0

)

, w(−) = e−ıα2

(
0
1

)

. (4.49)

×òîáû ïîëó÷èòü ñèòóàöèþ â êîòîðîé ñïèíîð, ñâÿçàííûé ñ îñüþ z ñòàë

ñîîòâåòñòâîâàòü îñè ξ = (sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ), ïîâåðí¼ì ñèñòå-

ìó êîîðäèíàò ñíà÷àëà âîêðóã îñè y íà óãîë −θ (ñòàðàÿ îñü ïîâåðí¼òñÿ

íà θ â íîâûõ îñÿõ â ïëîñêîñòè x, z). Çàòåì ñäåëàåì ïîâîðîò íà −φ âî-

êðóã z (èñõîäíàÿ îñü áóäåò èìåòü ñ�åðè÷åñêèå óãëû θ, φ â íîâîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò). Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü ìàòðèöó ïîâîðîòà

R = Rz(−φ)Ry(−θ):

R =

(

e−ıφ2 0

0 e+ıφ2

)(
cos θ

2 − sin θ
2

sin θ
2

cos θ
2

)

=

(

e−ıφ2 cos θ
2 −e−ıφ2 sin θ

2

e+ıφ2 sin θ
2

e−ıφ2 cos θ
2

)

.

Äåéñòâóÿ ýòîé ìàòðèöåé íà (4.49), ïîëó÷àåì êîìïîíåíòû ñïèíîðà (4.36).

Âåðí¼ìñÿ ê ñîîòíîøåíèÿì (4.49). Ýòè ñïèíîðû ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííû-

ìè âåêòîðàìè ïðîåêöèè ñïèíà íà îñü z. Òåì íå ìåíåå îíè �÷óâñòâóþò�

âðàùåíèå âîêðóã îñè z, ïðè êîòîðûõ îíà �íå ìåíÿåòñÿ�. Íå ìåíåå ñòðàí-

íûì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïðè ïîëíîì ïîâîðîòå íà α = 2π êîìïîíåíòû ñïèíî-

ðà èçìåíÿþò ñâîé çíàê, âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíûì çíà÷åíèÿì òîëüêî ïðè

α = 4π. Òàêîå íåîáû÷íîå ïîâåäåíèå ñïèíîðîâ ïðè âðàùåíèÿõ íå ñêàçûâà-
åòñÿ íà âåðîÿòíîñòÿõ (êâàäðàòàõ àìïëèòóä). Îäíàêî ñâîéñòâà ñïèíîðîâ

ÿâëÿþòñÿ íà ñòîëüêî áîãàòûìè â ìàòåìàòè÷åñêîì ïëàíå è èãðàþò òàêóþ

âàæíóþ ðîëü â ðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé �èçèêå, ÷òî ñòîèò ñ÷èòàòü

ïîäîáíîå ïîâåäåíèå âïîëíå �ðåàëüíûì�. Åãî �íåïðèâû÷íîñòü� ñâÿçàíà ñ

íàøèì îãðàíè÷åííûì, ìàêðîñêîïè÷åñêèì âîñïðèÿòèåì êâàíòîâîãî ìèðà.



102 �ËÀÂÀ 4. ÌÎÌÅÍÒ ÈÌÏÓËÜÑÀ È ÑÏÈÍ

5 Ñëîæåíèå ñïèíîâ

• Èíòóèòèâíî ÿñíî, ÷òî ïðè ïîìîùè äâóõ ÷àñòèö, èìåþùèõ ñïèí 1/2

(äàëåå ýëåêòðîí) ìîæíî ñ�îðìèðîâàòü îäíó âåêòîðíóþ ÷àñòèöó ñ åäè-

íè÷íûì ñïèíîì l = 1 (ñïèíû ïàðàëëåëüíû) èëè ñêàëÿðíóþ ÷àñòèöó ñ

íóëåâûì ñïèíîì l = 0 (ñïèíû íàïðàâëåíû â ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû).

�àññìîòðèì äâå ÷àñòèöû ñî ñïèíàìè s1 è s2 êàê åäèíóþ ñèñòåìó. Îáî-

çíà÷èì îïåðàòîðû ñïèíà ÷àñòèö ÷åðåç Ŝ(1)
è Ŝ(2)

, à ñóììàðíûé ñïèí ñè-

ñòåìû ÷åðåç Ŝ:

Ŝ = Ŝ(1) + Ŝ(2).

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñïèíû ýëåêòðîíîâ ýòî íåçàâèñèìûå äèíàìè÷åñêèå

âåëè÷èíû è èõ îïåðàòîðû êîììóòèðóþò äðóã ñ äðóãîì:

[Ŝ
(1)
i , Ŝ

(2)
j ] = 0.

Òàê êàê Sz = Ŝ
(1)
z + Ŝ

(2)
z , òî äëÿ êâàíòîâîãî ÷èñëà m, íóìåðóþùåãî ïðî-

åêöèè ñóììàðíîãî ñïèíà íà îñü z, èìååì m = m1 +m2. Åãî íàèáîëüøåå

çíà÷åíèå ðàâíî s1 + s2, à íàèìåíüøåå −(s1 + s2). Òàê êàê

Ŝ2 = (Ŝ(1))2 + (Ŝ(2))2 + 2 Ŝ(1)Ŝ(2),

îïåðàòîð Ŝ2
êîììóòèðóåò ñ (Ŝ(i))2. �àñïèøåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â

êîìïîíåíòàõ è ïîäñòàâëÿÿ îïåðàòîðû ïîâûøåíèÿ Ŝ
(i)
+ = (Ŝ

(i)
+ + Ŝ

(i)
− )/2 è

ïîíèæåíèÿ Ŝ
(i)
− = −ı(Ŝ(i)

+ − Ŝ
(i)
− )/2, ïîëó÷àåì:

Ŝ2 = (Ŝ(1))2 + (Ŝ(2))2 + 2Ŝ(1)
z Ŝ(2)

z + Ŝ
(1)
+ Ŝ

(2)
− + Ŝ

(1)
− Ŝ

(2)
+ . (4.50)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç |m1, m2

〉
≡ |s1, m1; s2, m2

〉
îáùèé ñîáñòâåííûé âåêòîð

îïåðàòîðîâ (Ŝ(1))2, Ŝ
(1)
z è (Ŝ(2))2, Ŝ

(2)
z . Ýòîò âåêòîð íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåí-

íûì âåêòîðîì îïåðàòîðà ñóììàðíîãî ñïèíà Ŝ2
, òàê êàê

Ŝ2|m1, m2

〉
= ~2{s1(s1 + 1) + s2(s2 + 1) + 2m1m2} |m1, m2

〉

+~2
√

(s1 −m1)(s1 +m1 + 1)(s2 +m2)(s2 −m2 + 1) |m1 + 1, m2 − 1
〉

+~2
√

(s1 +m1)(s1 −m1 + 1)(s2 −m2)(s2 +m2 + 1) |m1 − 1, m2 + 1
〉
,

ãäå Ŝ
(1)
± äåéñòâóþò íà ïåðâîå êâàíòîâîå ÷èñëî m1, à Ŝ

(2)
± � íà âòîðîå

ïî �îðìóëå (4.17). Ñîáñòâåííûé âåêòîð ïîëó÷àåòñÿ òîëüêî äëÿ êðàéíèõ

çíà÷åíèé êâàíòîâûõ ÷èñåë |m1 = s1, m2 = s2
〉
è |m1 = −s1, m2 = −s2

〉
.

Òåì íå ìåíåå, âñåãäà ìîæíî ïîñòðîèòü ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ âåêòîðîâ

|m1, m2

〉
, êîòîðàÿ îêàæåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì îïåðàòîðà êâàäðàòà

ñóììàðíîãî ñïèíà. ×èñëîâûå êîý��èöèåíòû â ýòîé ëèíåéíîé êîìáèíà-

öèè íàçûâàåòñÿ êîý��èöèåíòàìè Êëåáøà-�îðäàíà.
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Íàéä¼ì ýòè êîý��èöèåíòû â ñëó÷àå äâóõ ÷àñòèö ñî ñïèíîì 1/2. Ïóñòü
ñîñòîÿíèå ñ �èêñèðîâàííûì ñïèíîì âñåé ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ âåêòîðîì

|l, m
〉
. Îáîçíà÷èì ÷åðåç | ↑↑

〉
ñîñòîÿíèå â êîòîðîì îáà ýëåêòðîíà èìåþò

mi = 1/2 è | ↓↓
〉
� ñî ñïèíàìè âíèç. Ïîíÿòíî, ÷òî:

|1, 1
〉
= | ↑↑

〉
, |1,−1

〉
= | ↓↓

〉
. (4.51)

Ïî (4.17) ñ l = 1/2 è m = ±1/2, äëÿ êàæäîãî ýëåêòðîíà èìååì:

Ŝ+ | ↑
〉
= 0, Ŝ+ | ↓

〉
= ~ | ↑

〉
, Ŝ− | ↓

〉
= 0, Ŝ− | ↑

〉
= ~ | ↓

〉
.

Ïîýòîìó èç (4.50) èìååì:

Ŝ2 | ↑↓
〉
= ~2| ↑↓

〉
+ ~2 | ↓↑

〉
,

Ŝ2 | ↓↑
〉
= ~2| ↓↑

〉
+ ~2 | ↑↓

〉
.

×òîáû ïîñòðîèòü ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè êâàäðàòà ñóììàðíîãî ìîìåí-

òà, ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ: |l, 0
〉
= α | ↑↓

〉
+β | ↓↑

〉
è ïîòðå-

áóåì ÷òîáû Ŝ2 |l, 0
〉
= ~2l(l + 1) |l, 0

〉
:

l(l + 1) {α | ↑↓
〉
+ β | ↓↑

〉
} = (α+ β) {| ↑↓

〉
+ | ↓↑

〉
}.

Åñëè l = 0 èìååì α = β, à ïðè l = 1 � α = −β. Íîðìèðóÿ ïîëó÷èâøèåñÿ
êîìáèíàöèè íà åäèíèöó, ïîëó÷àåì:

|0, 0
〉
=

1√
2
| ↑↓

〉
− 1√

2
| ↓↑

〉
, (4.52)

|1, 0
〉
=

1√
2
| ↑↓

〉
+

1√
2
| ↓↑

〉
. (4.53)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ñîñòîÿíèÿ (4.51), (4.53) ñ åäèíè÷íûì ñïèíîì

|1, m
〉
íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåñòàíîâêå ìåñòàìè ýëåêòðîíîâ, à ñîñòîÿíèå

ñ íóëåâûì ñïèíîì (4.52) ïðè ýòîì èçìåíÿåò ñâîé çíàê.

Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ, ïðåäëàãàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè ñëîæåíèè

ñïèíà 1 è 1/2 ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå ñïèíîâûå �óíêöèè (ñëåâà îò ðà-

âåíñòâà ïðèâîäèì l, m, à ñïðàâà � òîëüêî m1 è m2):

∣
∣
∣
3

2
,
3

2

〉

=
∣
∣
∣1,

1

2

〉

,
∣
∣
∣
3

2
,−3

2

〉

=
∣
∣
∣− 1,−1

2

〉

,

∣
∣
∣
3

2
,
1

2

〉

=
1

3

∣
∣
∣1,−1

2

〉

+
2

3

∣
∣
∣0,

1

2

〉

,
∣
∣
∣
3

2
,−1

2

〉

=
2

3

∣
∣
∣0,−1

2

〉

+
1

3

∣
∣
∣− 1,

1

2

〉

,

∣
∣
∣
1

2
,
1

2

〉

=
2

3

∣
∣
∣1,−1

2

〉

− 2

3

∣
∣
∣0,

1

2

〉

,
∣
∣
∣
1

2
,−1

2

〉

=
1

3

∣
∣
∣0,−1

2

〉

− 2

3

∣
∣
∣− 1,

1

2

〉

.

Äëÿ ñëîæåíèÿ òð¼õ ñïèíîâ Ŝ(1) + Ŝ(2)+ Ŝ(3)
ìîæíî, âîñïîëüçîâàâøèñü

ýòèì �îðìàëèçìîì, ñëîæèòü ñíà÷àëà Ŝ(1) + Ŝ(2)
, à çàòåì äîáàâèòü Ŝ(3)

.



104 �ËÀÂÀ 4. ÌÎÌÅÍÒ ÈÌÏÓËÜÑÀ È ÑÏÈÍ



�ëàâà 5

Ñ�åðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûå çàäà÷è

Êâàíòîâàÿ òåîðèÿ ïîëÿ

Ñåðãåé Ñ. Ñòåïàíîâ

Ýòà êíèãà íàõîäèòñÿ â ïðîöåññå ñîçäàíèÿ. Å¼ ïîñëåäíÿÿ âåðñèÿ

è äðóãèå ìàòåðèàëû íàõîäÿòñÿ íà ñàéòå: http://synset.
om.

Çàìå÷åííûå îøèáêè è âîïðîñû ïðîñüáà ïðèñûëàòü ïî àäðåñó:

steps137, çàòåì ñîáà÷êà è gmail.
om.

(ñ) 2015. Ïå÷àòü: 2 èþëÿ 2017 ã.
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1 Òð¼õìåðíîå äâèæåíèå

⊲ �àññìîòðèì äâå ÷àñòèöû, âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó êîòîðûìè îïèñû-

âàåòñÿ ïîòåíöèàëîì V (r), çàâèñÿùèì òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ÷à-

ñòèöàìè r = |x2−x1|. �àìèëüòîíèàí òàêîé ñèñòåìû ñ øåñòüþ ñòåïåíÿìè

ñâîáîäû èìååò âèä:

Ĥ =
p̂2
1

2m1
+

p̂2
2

2m2
+ V (r̂), (5.1)

ãäå ïàðû êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ êàæäîé ÷àñòèöû: x1, p1 è x2, p2 � íåçà-

âèñèìûå äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå, êîììóòèðóþùèå ìåæäó ñîáîé. Ââå-

ä¼ì îïåðàòîðû ñóììàðíîãî è îòíîñèòåëüíîãî èìïóëüñîâ:

P̂ = p̂1 + p̂2, p̂ =
m1 p̂2 −m2 p̂1

m1 +m2
, (5.2)

à òàêæå ïîëîæåíèå öåíòðà ìàññ è îòíîñèòåëüíûé ðàäèóñ-âåêòîð:

R =
m1x1 +m2x2

m1 +m2
, x̂ = x̂2 − x̂1. (5.3)

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî êîìïîíåíòû ýòèõ îïåðàòîðîâ òàê-æå êîììóòè-

ðóþò êàê ïàðà íåçàâèñèìûõ êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ:

[R̂i, P̂j] = ı~ δij, [x̂i, p̂j] = ı~ δij, [R̂i, p̂j] = [x̂i, P̂j] = 0.

Çàïèøåì ñ èõ ïîìîùüþ ãàìèëüòîíèàí (5.1):

Ĥ =
P̂2

2M
+

p̂2

2µ
+ V (r̂), (5.4)

ãäå M � ñóììàðíàÿ ìàññà ÷àñòèö, à µ � ïðèâåäåííàÿ ìàññà:

M = m1 +m2, µ =
m1m2

m1 +m2
. (5.5)

Òàê êàê P̂ êîììóòèðóåò ñ p̂ è x̂, ãàìèëüòîíèàí (5.4) ñîñòîèò èç äâóõ

íåçàâèñèìûõ (êîììóòèðóþùèõ) ñëàãàåìûõ. Ñëàãàåìîå P̂2/2M îïèñû-

âàåò ñâîáîäíîå äâèæåíèå ñèñòåìû êàê öåëîãî, à îñòàëüíûå � ýòî ýíåð-

ãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö. Åñëè âçàèìîäåéñòâèå ïðèâîäèò ê ñâÿçàííûì

ñîñòîÿíèÿì ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì, òî ïîëíàÿ ýíåðãèÿ áóäåò ñóììîé

íåïðåðûâíîãî è äèñêðåòíîãî ñïåêòðà.

Ñîáñòâåííûå âåêòîðû Ĥ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå

|P
〉
⊗|E

〉
, ãäå P̂ |P

〉
= P |P

〉
è |E

〉
� ñîáñòâåííûå âåêòîðû ãàìèëüòîíèàíà

ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû: p̂2/2µ+V (r). Â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè

ýòî ñîîòâåòñòâóåò ïðîèçâåäåíèþ âîëíîâûõ �óíêöèé: ΨP(R) ΨE(x).
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⊲ Îïðåäåëèì îïåðàòîð ðàäèàëüíîãî èìïóëüñà p̂r, êàê ýðìèòîâó (⋖H34)

ïðîåêöèþ èìïóëüñà íà åäèíè÷íûé ðàäèóñ-âåêòîð:

p̂r =
1

2

(x̂

r
p̂+ p̂

x̂

r

)

=
1

r

(

x̂p̂+
~

ı

)

. (5.6)

Îí ñîïðÿæåí ê äëèíå ðàäèóñ-âåêòîðà r (⋖H35):

[r̂, p̂r] = ı~. (5.7)

Âûðàçèì ÷åðåç p̂r êâàäðàò âåêòîðà ìîìåíòà èìïóëüñà (ñòð. 88):

L̂2 = [x̂× p̂] [x̂× p̂] = x̂j p̂kx̂jp̂k − x̂j p̂kx̂kp̂j = x̂2 p̂2 − (x̂p̂)2 + ı~ x̂p̂

(ïî j, k = 1, 2, 3 � ñóììèðîâàíèå). Â ïåðâîì ñëàãàåìîì ïåðåñòàâëåíû ìå-

ñòàìè p̂kx̂j, à âî âòîðîì, x̂j ïåðåíåñ¼í âïðàâî è x̂k âëåâî ÷åðåç p̂k (⋖H36).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âîçâîäÿ îïðåäåëåíèå (5.6) â êâàäðàò, èìååì:

(x̂p̂)2 = r̂p̂r r̂p̂r + 2ı~ r̂p̂r − ~2 = r̂2p̂2r + ı~ r̂p̂r − ~2 = r̂2p̂2r + ı~ x̂p̂,

Îïåðàòîð ìîìåíòà L̂ êîììóòèðóåò (ñòð. 88) ñ äëèíîé ðàäèóñ-âåêòîðà r,
ñëåäîâàòåëüíî ïîðÿäîê L̂ è r íå âàæåí (øëÿïêà íàä r äàëåå îïóñêàåòñÿ):

p̂2 = p̂2r +
L̂2

r2
. (5.8)

⊲ Îïåðàòîð x̂p̂, êàê ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, íå çàâèñèò îò ïîâîðîòà

ñèñòåìû êîîðäèíàò. Â ÷àñòíîñòè, â ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ x̂p̂ ïðè

äåéñòâèå íà �óíêöèþ Ψ = Ψ(r, θ, φ) �çàìå÷àåò� òîëüêî r:

ı

~
x̂p̂Ψ = x

∂Ψ

∂x
+ y

∂Ψ

∂y
+ z

∂Ψ

∂z
=
(

x
∂r

∂x
+ y

∂r

∂y
+ z

∂r

∂z

) ∂Ψ

∂r
= r

∂Ψ

∂r
.

Ïîýòîìó â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè:

p̂r =
~

ı

( ∂

∂r
+

1

r

)

, (5.9)

à åãî êâàäðàò ðàâåí:

p̂2r = −~2
( ∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r

)

= −~2

r2
∂

∂r

(

r2
∂

∂r

)

.

Çàìåòèì, ÷òî îïåðàòîð Ëàïëàñà â ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ èìååò âèä:

∆ =
1

r2
∂

∂r

(

r2
∂

∂r

)

+
1

r2 sθ

∂

∂θ

(

sθ
∂

∂θ

)

+
1

r2 s2θ

∂2

∂φ2
,

÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ p̂2 = −~2∆, ñîîòíîøåíèåì (5.8) è êâàäðàòîì ìîìåíòà

èìïóëüñà â ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ (4.25), ñòð. 92.
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⊲ Òàêèì îáðàçîì, òð¼õìåðíàÿ ñèñòåìà ñ ãàìèëüòîíèàíîì:

Ĥ =
p̂2

2µ
+ V (r̂), r̂2 = x̂2, [x̂i, p̂j] = ı~ δij (5.10)

ìîæåò áûòü çàïèñàíà â òåðìèíàõ êâàäðàòà ìîìåíòà èìïóëüñà L̂2
è îïå-

ðàòîðà ðàäèàëüíîãî èìïóëüñà p̂r:

Ĥ =
p̂ 2
r

2µ
+

L̂2

2µ r2
+ V (r). (5.11)

Òàê êàê ìîìåíò èìïóëüñà êîììóòèðóåò ñ ãàìèëüòîíèàíîì, îí èìååò ñ

íèì îáùèå ñîáñòâåííûå âåêòîðû, êîòîðûå ìîæíî çàïèñàòü, ðàçäåëÿÿ ðà-

äèàëüíóþ è óãëîâûå ïåðåìåííûå:

〈
r, θ, φ|E, l,m

〉
= ΨElm(r, θ, φ) = R(r) Ylm(θ, φ) =

u(r)

r
Ylm(θ, φ), (5.12)

ãäå l = 0, 1, 2, .... � êâàíòîâîå ÷èñëî õàðàêòåðèçóþùåå êâàäðàò ìîìåíòà
èìïóëüñà L2 = ~2 l(l + 1) è m = 0,±1, ...,±l îïðåäåëÿåò ïðîåêöèè ìî-

ìåíòà íà îñü z: Lz = ~m, à Ylm(θ, φ) � èõ îáùèå ñîáñòâåííûå �óíêöèè

â ñ�åðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (ñòð. 93). Ôóíêöèÿ R(r) � íàçûâàåò-

ñÿ ðàäèàëüíîé âîëíîâîé �óíêöèåé. Òàê êàê Ylm(θ, φ) íîðìèðîâàíû íà

òåëåñíûé óãîë dΩ, â ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ (d3x = r2 dr dΩ) íîðìè-
ðîâêà ðàäèàëüíîé âîëíîâîé �óíêöèè äèñêðåòíîãî ñïåêòðà (ñ÷èòàåì å¼

äåéñòâèòåëüíîé) èìååò âèä:

∞∫

0

R2(r) r2 dr =

∞∫

0

u2(r) dr = 1. (5.13)

Èñïîëüçîâàíèå �óíêöèè u(r) = r R(r) óäîáíî, òàê êàê:

p̂rR =
~

ı

((u

r

)′
+
u

r2

)

=
~

ı

u′

r
, p̂2r R = −~2

u′′

r

è ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà Ĥ |E, l,m
〉
= E |E, l,m

〉
â êîîð-

äèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè ñâîäèòñÿ ê îäíîìåðíîìó óðàâíåíèþ:

−~2

2µ
u′′(r)+

[~2l(l + 1)

2µ r2
+ V (r)

]

u(r) = E u(r), (5.14)

ãäå âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ, ïî àíàëîãèè ñ (2.1), ñòð. 42, íàçû-

âàåòñÿ ý��åêòèâíûì ïîòåíöèàëîì, â êîòîðîì ÷àñòèöà ìîæåò íàõîäèòü-

ñÿ òîëüêî â îáëàñòè r > 0, ïîýòîìó u(0) = 0. Â ñèëó îñöèëëÿöèîííîé

òåîðåìû (ñòð. 44), �óíêöèÿ u(r) ïðè r > 0 èìååò nr = 0, 1, 2, ... íóëåé.
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⊲ Ïóñòü âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ÷àñòèöàìè ìîíîòîííî óáûâàåò ñ ðàñ-

ñòîÿíèåì è íà áåñêîíå÷íîñòè ðàâíî íóëþ: V (∞) = 0. Äëÿ îòðèöàòåëüíûõ
ïîòåíöèàëîâ V (r) < 0 â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå âîçìîæíû �èíèòíûå

äâèæåíèÿ, à, ñëåäîâàòåëüíî, â êâàíòîâîé òåîðèè � ñâÿçàííûå ñîñòîÿíèÿ:

Èõ ýíåðãèè äîëæíû áûòü îòðèöàòåëüíû E < 0, íî áîëüøèìè, ÷åì ìèíè-

ìóì ý��åêòèâíîãî ïîòåíöèàëà E > Veff(r0):

~2 l(l + 1) = µ r30 V
′(r0), E > V (r0) +

r0
2
V ′(r0). (5.15)

Åñëè æå E > 0, òî äâèæåíèå èí�èíèòíî è ñïåêòð íåïðåðûâíûé.

⊲ Ïðè ðåøåíèè (5.14) äëÿ ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé ñ÷èòàåì u(∞) = 0.

Êîíêðåòíîå àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå u(r) ïðè r → ∞ çàâèñèò îò V (r).
Äëÿ ïîòåíöèàëîâ, óáûâàþùèõ áûñòðåå 1/r (C = const):

r → ∞ : u(r) → C e−
√−2µE r/~, r V (r) → 0, (5.16)

÷òî ïðîâåðÿåòñÿ ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé â óðàâíåíèå. Åñëè æå íà áåñêîíå÷-

íîñòè V (r) → −α/r, òî (⋖H37):

r → ∞ : u(r) → C r
µα/h√
−2µE e−

√−2µE r/~, r V (r) → −α. (5.17)

⊲ Îïðåäåëèì ïîâåäåíèå u(r) â íóëå. Ïóñòü r2 V (r) → 0, êîãäà r → 0.

Â ýòîì ñëó÷àå, ïîäñòàíîâêà u(r) = rλ â (5.14) ïðè r → 0 äà¼ò:

λ (λ− 1) = l(l + 1).

Èç äâóõ ðåøåíèé λ = l + 1 è λ = −l âûáèðàåì íåñèíãóëÿðíîå â r = 0:

r → 0 : u(r) → C ′ rl+1, R(r) → C ′ rl. (5.18)

⊲ Ñîñòîÿíèÿ ñ �èêñèðîâàííûì çíà÷åíèÿìè êâàíòîâîãî ÷èñëà l ïðè-

íÿòî îáîçíà÷àòü áóêâàìè ëàòèíñêîãî àë�àâèòà:

l = 0 1 2 3 4 5 6 7

S P D F G H I K

ïåðåä êîòîðîé ñòàâèòñÿ ëèáî ÷èñëî íóëåé ðàäèàëüíîé âîëíîâîé �óíêöèè

R(r) (ðàäèàëüíîå êâàíòîâîå ÷èñëî nr), ëèáî äðóãîå öåëîå ÷èñëî, õàðàê-

òåðèçóþùåå íîìåð âîçáóæä¼ííîãî ñîñòîÿíèÿ, íàïðèìåð nr + l + 1.
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2 Òð¼õìåðíûé îñöèëëÿòîð

⊲ Íàéä¼ì óðîâíè ýíåðãèè òð¼õìåðíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà

ñ ãàìèëüòîíèàíîì

Ĥ =
p̂2

2µ
+
µω2

2
r2. (5.19)

Îí ýêâèâàëåíòåí ñóììå òð¼õ îäèíàêîâûõ, íåñâÿçíûõ, îäíîìåðíûõ îñöèë-

ëÿòîðîâ (x = {x, y, z} ≡ {x1, x2, x3}, r2 = x21 + x22 + x23):

Ĥ = Ĥ1 + Ĥ2 + Ĥ3, Ĥi =
p̂2i
2µ

+
µω2

2
x2i .

Âîëíîâóþ �óíêöèþ Ψ(x, y, z) =
〈
x|E

〉
ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Øð¼-

äèíãåðà, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ:

Ψ(x1, x2, x3) = Ψn1
(x1) Ψn2

(x2) Ψn3
(x3), (5.20)

ãäå Ψni
(xi) � ñîáñòâåííûå �óíêöèè îäíîìåðíûõ îñöèëëÿòîðîâ (ñòð. 62):

ĤiΨni
(xi) = Eni

Ψni
(xi), En = ~ω(n+ 1/2).

Ôóíêöèÿ (5.20) ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé �óíêöèåé ãàìèëüòîíèàíà (5.19):

Ĥ Ψ(x1, x2, x3) = (En1
+ En2

+ En3
) Ψ(x1, x2, x3),

ñ ýíåðãèåé, çàâèñÿùåé îò ñóììû òð¼õ öåëûõ ÷èñåë:

En1n2n3
= ~ω

(

n+
3

2

)

, n = n1 + n2 + n3 = 0, 1, 2... (5.21)

Îñíîâíîå ñîñòîÿíèå (n = 0) èìååò ýíåðãèþ 3~ω/2. Ñëåäóþùèé óðî-

âåíü 5~ω/2 ìîæåò âîçíèêàòü ïðè òð¼õ êîìáèíàöèÿõ êâàíòîâûõ ÷èñåë

{n1, n2, n3}: {1, 0, 0}, {0, 1, 0} è {0, 0, 1}, ïîýòîìó ýòî ñîñòîÿíèå òð¼õ-

êðàòíî âûðîæäåíî. Àíàëîãè÷íî, âûðîæäåí òðåòèé ýíåðãåòè÷åñêèé óðî-

âåíü 7~ω/2, äëÿ êîòîðîãî âîçìîæíû êâàíòîâûå ÷èñëà {2, 0, 0}, {1, 1, 0}
è âñå èõ ïåðåñòàíîâêè. ×åì âûøå ýíåðãèÿ, òåì áîëüøå âûðîæäåíèå è â

îáùåì ñëó÷àå (⋖H38) åãî êðàòíîñòü ðàâíà (n+ 1)(n+ 2)/2.

Ñîáñòâåííûå âåêòîðû ãàìèëüòîíèàíà |E
〉
íóìåðóþòñÿ òðåìÿ öåëû-

ìè ÷èñëàìè: |n
〉
≡ |n1, n2, n3

〉
, à ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ (5.20) ýêâèâà-

ëåíòíî ðàññìîòðåíèþ ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ (ñòð. 98) ãèëüáåðòîâûõ ïðî-

ñòðàíñòâ:

|x
〉
= |x1

〉
⊗ |x2

〉
⊗ |x3

〉
, |n

〉
= |n1

〉
⊗ |n2

〉
⊗ |n3

〉
.

Âîëíîâàÿ �óíêöèÿ Ψn1n2n3
(x1, x2, x3) ðàâíà ïàðíîìó ïðîèçâåäåíèþ âåê-

òîðîâ èç êàæäîãî ãèëüáåðòîâîãî ïðîñòðàíñòâà â ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè.
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⊲ �àññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà âìåñòå ñ ýíåðãèåé ñèñòåìû E èçìåðÿåò-

ñÿ å¼ ìîìåíò èìïóëüñà (L2, Lz), ÷òî �ñîçäà¼ò� áàçèñíûå âåêòîðû |E, l,m
〉
.

�àìèëüòîíèàí â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

Ĥ =
p̂2r
2µ

+
~2 l(l + 1)

2µ r2
+
µω2

2
r2. (5.22)

Ñäåëàåì ïðåîáðàçîâàíèå r 7→ r r0, p̂r 7→ ~ p̂r/r0, ãäå

r0 =

√

~

µω
(5.23)

� êîíñòàíòà ðàçìåðíîñòè äëèíû (ñòð. 62) è íîâûå �áåçðàçìåðíûå� îïåðà-

òîðû êîîðäèíàòû è èìïóëüñà èìåþò êîììóòàòîð: [r, p̂r] = ı. Â ðåçóëüòàòå

òàêèõ çàìåí ãàìèëüòîíèàí ïðèíèìàåò âèä:

Ĥ =
~ω

2
ĥ, ĥ = p̂2r +

l(l + 1)

r2
+ r2.

�åøèì òåïåðü ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà (5.14). Äëÿ áåç-

ðàçìåðíîãî ðàäèóñà (r 7→ r r0) îíî èìååò âèä:

u′′ =
[ l(l + 1)

r2
+ r2 − h

]

u, (5.24)

ãäå E = (~ω/2) h. Íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ u(r) → e−r2/2
. Âîçüì¼ì ïðî-

èçâåäåíèå àñèìïòîòèê â íóëå è íà áåñêîíå÷íîñòè, óìíîæèâ èõ íà ïðîèç-

âîëüíóþ �óíêöèþ:

u(r) = f(r) rl+1 e−r2/2.

Ïîäñòàíîâêà u(r) â (5.24) äà¼ò óðàâíåíèå äëÿ f(r):

f ′′(r) + 2
(l + 1

r
− r
)

f ′(r) + (h− 2l − 3) f(r) = 0. (5.25)

Îíî íå ìåíÿåòñÿ ïðè r → −r, ïîýòîìó ðàçëîæèì f(r) â ðÿä Òåéëîðà

òîëüêî ïî âòîðûì ñòåïåíÿì: f(r) = f0 + f1r
2 + f2r

4 + ..., ïîäñòàâèì â

óðàâíåíèå è ïðèðàâíÿåì êîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ r:

fk+1 =
4k + 2l + 3− h

2(k + 1)(2k + 2l + 3)
fk. (5.26)

Ïðè h = 4nr+2l+3, ãäå nr = 0, 1, 2... ðÿäû îáðûâàþòñÿ (fnr+1 = 0). Åñëè
ðÿäû íå îáðûâàòü, òî íå ïîëó÷èòñÿ óñëîâèå u(∞) = 0. Äåéñòâèòåëüíî,
ïðè k → ∞ èìååì fk+1 ∼ fk/(k+1) èëè fk → 1/k!, ò.å. f(r) → er

2

. Å¼ íå

ïîäàâèò ìíîæèòåëü e−r2/2
â u(r).
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⊲ Çíà÷åíèå ïàðàìåòðà h = 4nr + 2l + 3 ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùèì

ýíåðãèÿì òð¼õìåðíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà:

Enr, l =
~ω

2

(
4nr + 2l + 3

)
, nr, l = 0, 1, 2... (5.27)

Îíè îïðåäåëÿþòñÿ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè êâàíòîâûìè ÷èñëàìè nr, l, êî-
òîðûå ñâÿçàíû ñ n (5.21): n = 2nr + l.

Êîãäà nr = 0, ðÿä îáðûâàåòñÿ íà ïåðâîé êîíñòàíòå f0 è ïîëó÷àåòñÿ

âîëíîâàÿ �óíêöèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ïðè äàííîì l (R = u/r):

R0l(r) =

√

2

Γ(l + 3/2)
rl e−r2/2, (5.28)

ãäå ó÷òåíî íîðìèðîâî÷íîå óñëîâèå (5.13). Ïåðâîå âîçáóæä¼ííîå (ïî nr)
ñîñòîÿíèå, èìååò äâà ñëàãàåìûõ â ïîëèíîìå (nr = 1) è îäèí íîëü:

R1l(r) =

√

2(l + 3/2)

Γ(l + 3/2)

(

1− r2

l + 3/2

)

rl e−r2/2. (5.29)

Ñðàâíåíèå (5.26) ñ (F.17), ñòð. 404 ïðèâîäèò ê âûâîäó, ÷òî f(r) ÿâëÿ-
åòñÿ âûðîæäåííîé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé �óíêöèåé è âîëíîâàÿ �óíêöèÿ,

ñ òî÷íîñòüþ äî íîðìèðîâî÷íîãî ìíîæèòåëÿ, â îáùåì ñëó÷àå ðàâíà:

Ψnr,l,m(r, θ, φ) = F−nr

l+3/2(r
2) rl e−r2/2 Ylm(θ, φ). (5.30)

Ôóíêöèÿ F−nr

l+3/2(r
2) èìååò nr íóëåé è ïðè áîëüøèõ r ñòðåìèòñÿ ê r2nr

.

⊲ Îäíîìåðíûé ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð ïðè ÷¼òíûõ ni = 0, 2, 4...
èìååò ÷¼òíûå âîëíîâûå �óíêöèè, à ïðè íå÷¼òíûõ ni = 1, 3, 5, ... � íå÷¼ò-

íûå. Ïîýòîìó ÷¼òíîñòü ñîñòîÿíèÿ |n
〉
≡ |n1, n2, n3

〉
ïðè èíâåðñèè âñåõ

òð¼õ îñåé x 7→ −x ðàâíà (−1)n1+n2+n3 = (−1)n.

Â ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ïðè èíâåðñèè îñåé ðàäèóñ r íå ìåíÿåòñÿ.
Âîëíîâàÿ �óíêöèÿ

Ψ(r, θ, φ) = R(r) Ylm(θ, φ),

áëàãîäàðÿ Ylm(θ, φ), ïðèîáðåòàåò ìíîæèòåëü (−1)l (ñòð. 93). Òàêèì îáðà-

çîì, ÷¼òíîñòüþ ñîñòîÿíèÿ |E, l,m
〉
≡ |nr, l, m

〉
ðàâíà

P = (−1)l = (−1)n (5.31)

Òàê êàê n = 2nr + l, ÷èñëî íóëåé nr ðàäèàëüíîé âîëíîâîé �óíêöèè íå

âëèÿåò íà ÷¼òíîñòü.
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⊲ Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî ðåøåíèÿ |n1, n2, n3
〉
(òðè îñöèëëÿòîðà) è |nr, l, m

〉

(ý��åêòèâíûé ïîòåíöèàë) � ýòî äâà íåçàâèñèìûõ áàçèñà. Èõ âîëíîâûå

�óíêöèè èìåþò ðàçëè÷íóþ �óíêöèîíàëüíóþ �îðìó. Áóäåì èõ ðàçëè-

÷àòü àðãóìåíòàìè: (x, y, z) � â ïåðâîì áàçèñå è (r, θ, φ) � âî âòîðîì. Ïóñòü

nr = 0 è l = 1. Òîãäà (ñòð. 93):

Ψ010(r, θ, φ) =
21/2

π3/4
e−r2/2 r cθ, Ψ01±(r, θ, φ) =

∓1

π3/4
e−r2/2 r sθ(cφ ± sφ).

Ñðàâíèâàÿ èõ ñ ñîáñòâåííûìè �óíêöèÿìè ãàìèëüòîíèàíà îäíîìåðíîãî

îñöèëëÿòîðà (ñòð. 64), ïîëó÷àåì ñâÿçü (z = r cθ è ò.ä.):

Ψ010(r, θ, φ) = Ψ001(x, y, z), Ψ010(r, θ, φ) = ∓
{
Ψ100(x, y, z)±ıΨ010(x, y, z)

}
.

Òàê æå ìîæíî ðàçëîæèòü Ψnrlm(r, θ, φ) ïî ñóììå �óíêöèé Ψn1n2n3
(x, y, z),

äëÿ êîòîðûõ n1 + n2 + n3 = 2nr + l.

⊲ Íàéä¼ì åù¼ ñðåäíèå çíà÷åíèÿ. Äëÿ ÷¼òíûõ ñòåïåíåé r ìîæíî âîñ-

ïîëüçîâàòüñÿ îáîáù¼ííîé âèðèàëüíîé òåîðåìîé (9.19), ñòð. 156, ïðîëî-

æèâ â íåé:

f(r) = rl+1, U(r) =
l(l + 1)

r2
+ r2, E = h = 4nr + 2l + 3

(r â åäèíèöàõ r0). Ýòî äà¼ò ñèñòåìó ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé:

h (k + 1)
〈
rk
〉
+ k

[k2 − 1

4
− l(l + 1)

] 〈
rk−2

〉
− (k + 2)

〈
rk+2

〉
= 0. (5.32)

Ïîëàãàÿ k = 0, 2, ..., èìååì:

〈
r2
〉
=
h

2
,

〈
r4
〉
=

3(h2 + 1)

8
− l(l + 1)

2
. (5.33)

Äëÿ íå÷¼òíûõ ñòåïåíåé íåîáõîäèìî ïðîâîäèòü èíòåãðèðîâàíèå ñ âîëíî-

âîé �óíêöèåé. Íàïðèìåð, ïðè nr = 0:

〈
r−1
〉
=

Γ(l + 1)

Γ(l + 3/2)
,

〈
r
〉
=

Γ(l + 2)

Γ(l + 3/2)
. (5.34)

Îñòàëüíûå ñòåïåíè ñíîâà ìîæíî ïîëó÷èòü èç (5.32).

Îòìåòèì, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå êâàäðàòà ðàäèóñà ìîæíî ïîëó÷èòü òàê-

æå èç �îðìóëû Ôåéíìàíà-�åëëìàíà (ñòð. 45), äè��åðåíöèðóÿ ýíåðãèþ

ïî ÷àñòîòå ω:

dE

dω
=
〈
E |dĤ

dω
|E〉 =>

~

2
h = µω

〈
r2
〉
, (5.35)

ãäå âû÷èñëåíèÿ ïðîâåäåíû äî ïåðåõîäà ê áåçðàçìåðíûì âåëè÷èíàì.
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3 Àòîì âîäîðîäà: äèñêðåòíûé ñïåêòð

�àññìîòðèì òåïåðü ñâÿçàííûå ñîñòîÿíèÿ â êóëîíîâñêîì ïîòåíöèàëå:

Ĥ =
p̂2

2µ
− α

r
=

p̂ 2
r

2µ
+

~2l(l + 1)

2µ r2
− α

r
. (5.36)

Äëÿ àòîìà âîäîðîäà α = e2, ãäå e � ìîäóëü çàðÿäà ýëåêòðîíà. Òàêîé æå

ãàìèëüòîíèàí èìåþò ñèëüíî èîíèçèðîâàííûå àòîìû ñ îäíèì ýëåêòðîíîì

è çàðÿäîì ÿäðà Z. Òîãäà α = Ze2.

Ïóñòü rB � õàðàêòåðíàÿ äëèíà. Èç p ∼ ~/rB (ñîîòíîøåíèå íåîïðå-

äåë¼ííîñòåé) è ðàâåíñòâà ðàçìåðíîñòè êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé

ýíåðãèé: p2/m ∼ α/rB, ïîëó÷àåì ðàçìåðíûé ïàðàìåòð äëèíû è ýíåðãèè:

rB =
~2

µα
, EB =

α

2 rB
=
µα2

2~2
. (5.37)

Ïåðâûé íàçûâàåòñÿ ðàäèóñîì áîðîâñêîé îðáèòû, à âòîðîé, êàê áóäåò âèä-

íî äàëüøå, ïî ìîäóëþ ðàâåí ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ. Ïåðåõîäÿ ê

áåçðàçìåðíîìó ðàäèóñó r 7→ rB r è èìïóëüñó p̂r 7→ ~ p̂r/rB, èìååì:

Ĥ = EB

(

p̂ 2
r +

l(l + 1)

r2
− 2

r

)

. (5.38)

�åøèì ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà (5.14), êîòîðîå äëÿ áåçðàç-

ìåðíîãî ðàäèóñà èìååò âèä:

u′′(r) =
[l(l + 1)

r2
− 2

r
+

1

n2

]

u(r),

ãäå E = −EB/n
2
. Çàïèøåì âîëíîâóþ �óíêöèþ u(r) = r R(r) êàê ïðî-

èçâåäåíèå àñèìïòîòèê ïðè r → 0 è r → ∞, óìíîæåííûõ íà íåêîòîðóþ

�óíêöèþ: u(r) = f(r) rl+1 e−r/n
. Îíà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ:

f ′′ + 2
(l + 1

r
− 1

n

)

f ′ − 2 (l + 1− n)

n r
f = 0.

�àñêëàäûâàÿ â ðÿä f(r) = f0+f1 r+f2r
2... è ïðèðàâíèâàÿ êîý��èöèåíòû

ñ îäèíàêîâûìè ñòåïåíÿìè r, èìååì:

fk+1 =
(k + l + 1− n)

(k + 1) (k + 2l + 2)

2

n
fk.

Êàê è äëÿ îñöèëëÿòîðà, ýòè êîý��èöèåíòû ïðèâîäÿò ê áûñòðî ðàñòóùå-

ìó àñèìïòîòè÷åñêîìó ïîâåäåíèþ, ïîýòîìó ðÿä íåîáõîäèìî îáîðâàòü.
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Ïðè n = nr + l+1, ãäå nr = 0, 1, 2... èìååì fnr+1 = 0, ÷òî äà¼ò ýíåðãèè

ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé:

Enr l = −EB

n2
, n = nr + l + 1, (5.39)

ãäå nr, l � íåçàâèñèìûå öåëûå ÷èñëà 0, 1, 2, ..., à íàòóðàëüíîå n = 1, 2, ...
íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì êâàíòîâûì ÷èñëîì.

Ïðè nr = 0 ïîëèíîì ñîñòîèò èç êîíñòàíòû è ðàäèàëüíàÿ âîëíîâàÿ

�óíêöèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ (ïðè äàííîì l) â íîðìèðîâêå (5.13) ðàâíà:

R0l(r) =
( 2

l + 1

)l+3/2 1
√

Γ(2l + 3)
rl e−r/(l+1)

(5.40)

(ïðè íîðìèðîâàíèè èñïîëüçóåòñÿ ãàììà-�óíêöèÿ (F.1), ñòð. 400). Ïåðâîå

âîçáóæä¼ííîå ïî r ñîñòîÿíèå èìååò âèä:

R1l(r) =
( 2

l + 2

)l+2 l + 1
√

Γ(2l + 3)

{

1− r

(l + 1)(l+ 2)

}

rl e−r/(l+2), (5.41)

à âòîðîå:

R2l(r) = N2,l

{

1− 2 r

(l + 1)(l + 3)
+

2 r2

(l + 1)(2l+ 3)(l+ 3)2

}

rl e−r/(l+3),

ãäå íîðìèðîâî÷íàÿ êîíñòàíòà

Nnr,l =
( 2

l + nr + 1

)l+2 l + 1

Γ(2l + 3)

√

Γ(2l + 2 + nr)

nr!
, (5.42)

ñïðàâåäëèâà äëÿ ëþáîãî âîçáóæä¼ííîãî ñîñòîÿíèÿ. Â îáùåì ñëó÷àå ïîëè-

íîìû â �èãóðíûõ ñêîáêàõ ÿâëÿþòñÿ âûðîæäåííîé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé

�óíêöèåé è âîëíîâûå �óíêöèè ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

Ψnrlm(r, θ, φ) = Nnr,l F
−nr

2l+2

(2r

n

)

rl e−r/n Ylm(θ, φ). (5.43)

Ïðè áîëüøèõ r ñòàðøàÿ ñòåïåíü ïîëèíîìà âûðîæäåííîé ãèïåðãåîìåò-

ðè÷åñêîé �óíêöèè ðàâíà rnr
, ïîýòîìó R(r) → rn−1 e−r/n

, ñì. (5.17).

⊲ Âûðîæäåíèå ñîñòîÿíèÿ ñ äàííîé ýíåðãèåé (n = const) îïðåäåëÿåòñÿ

âûðîæäåíèåì ïî êâàíòîâîìó ÷èñëó m (2l + 1 çíà÷åíèé). Ïðè äàííîì

n, îðáèòàëüíîå ÷èñëî ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ l = 0, 1, ..., n − 1, ïîýòîìó

êðàòíîñòü ñóììàðíîãî âûðîæäåíèÿ ðàâíà n2 (ñóììà 2l + 1 ïî âñåì l).
Óðîâíè ýíåðãèè ïðèíÿòî ïåðå÷èñëÿòü ïðè ïîìîùè ãëàâíîãî êâàíòîâî-

ãî ÷èñëà n = nr + l + 1, ñòàâÿ åãî ïåðåä áóêâîé S, P, ..., îáîçíà÷àþùåé
çíà÷åíèå îðáèòàëüíîãî ÷èñëà l. Îñíîâíîå ñîñòîÿíèå 1S íå âûðîæäåíî.

Ïåðâîìó âîçáóæä¼ííîìó ñîñòîÿíèþ ñîîòâåòñòâóåò 4 âîëíîâûõ �óíêöèè

2S, 2P (âî âòîðîì ñëó÷àå åñòü òðè çíà÷åíèÿ m = 0,±1) è ò.ä.
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⊲ Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñðåäíèõ âîñïîëüçóåìñÿ îáîáù¼ííîé âèðèàëüíîé

òåîðåìîé (ñòð. 156). Ïîäñòàâêà â (9.19)

f(r) = rk+1, V =
l(l + 1)

r2
− 2

r
, E = − 1

n2

ïðèâîäèò ê ðåêóððåíòíîìó óðàâíåíèþ

k + 1

n2
〈
rk
〉
=
k

4

{
k2 − 1− 4l(l+ 1)

} 〈
rk−2

〉
+ (2k + 1)

〈
rk−1

〉
, (5.44)

êîòîðîå ïðè k = 0, 1, 2 äà¼ò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:

〈
r−1
〉
=

1

n2
,

〈
r
〉
=

1

2
[3n2 − l(l+ 1)],

〈
r2
〉
=
n2

2
[5n2 + 1− 3l(l+ 1)].

Íàïîìíèì, ÷òî r âûðàæåí â åäèíèöàõ áîðîâñêîãî ðàäèóñà rB, ïîýòîìó

äëÿ åãî âîññòàíîâëåíèÿ âî âñåõ �îðìóëàõ íåîáõîäèìî ñäåëàòü çàìåíó

r 7→ r/rB. Äëÿ àòîìà âîäîðîäà rB = 0.5�A = 0.5 · 10−10m (ñòð. 14).

Ñðàâíèì ñðåäíåå çíà÷åíèå

〈
r
〉
ñ ìèíèìóìîì ý��åêòèâíîãî ïîòåíöèà-

ëà (5.15): rmin = l(l + 1). Ïðè nr = const è l → ∞ ñðåäíåå

〈
r
〉
ñòðåìèò-

ñÿ ê rmin. Â ýòîì êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðåäåëå ý��åêòèâíûé ïîòåíöèàë

ñòàíîâèòñÿ î÷åíü ãëóáîêèì è ÷àñòèöà â îñíîâíîì íàõîäèòñÿ íà äíå åãî

ìèíèìóìà (íà îêðóæíîñòè ðàäèóñà rmin).

⊲ Èçó÷èì ïîäðîáíåå ïîëó÷åííûå âîëíîâûå �óíêöèè Ψnrlm(r, θ, φ). Â
ñîñòîÿíèè 1S (îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ñ ýíåðãèåé E = −EB è íóëåâûì îðáè-

òàëüíûì ìîìåíòîì) âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ñ�åðè÷åñêè ñèììåòðè÷íà è èìååò

ìàêñèìóì ïðè r = 0:

Ψ000(r, θ, φ) =
e−r

√
π
.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÷àñòèöà ÷àùå íàõîäèòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò. Çàìå-

òèì, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè âåðîÿòíîñòè, ïëîòíîñòü |Ψ000(r, θ, φ)|2 íåîá-

õîäèìî óìíîæèòü íà ýëåìåíò îáú¼ìà, êîòîðûé â ñ�åðè÷åñêîé ñèñòåìå

ðàâåí dV = 4π r2 dr. Â ðåçóëüòàòå, âåðîÿòíîñòü îáíàðóæèòü ÷àñòèöó â

èíòåðâàëå r, r+dr ïðîïîðöèîíàëüíà r2 e−2r dr. Ýòà âåëè÷èíà ðàâíà íóëþ

ïðè r = 0 è äîñòèãàåò ìàêñèìóìà íà ðàäèóñå Áîðà: r = 1 (â áåçðàçìåð-

íûõ äëèíàõ). Ïðè ýòîì

〈
r
〉
= 3/2 íåñêîëüêî áîëüøå, ÷òî îïðåäåëÿåòñÿ

�õâîñòîì� �óíêöèè r2 e−2r
. Òî, ÷òî âåðîÿòíîñòü îáíàðóæèòü ÷àñòèöó â

èíòåðâàëå r, r + dr èìååò ìàêñèìóì íå ïðè r = 0, ñâÿçàíî ñî ñâîéñòâîì

îáú¼ìà â ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ. Èíòåðâàë r, r+dr ñîîòâåòñòâóåò ñ�å-
ðè÷åñêîìó ñëîþ ñ ïëîùàäüþ 4πr2 è òîëùèíîé dr. Îáú¼ì ýòîãî ñëîÿ òåì

áîëüøå, ÷åì áîëüøå r, ïîýòîìó âåðîÿòíîñòü â í¼ì îáíàðóæèòü ÷àñòèöó

ïîâûøàåòñÿ ñ ðîñòîì r (ïîêà ýêñïîíåíòà e−2r
â êâàäðàòå âîëíîâîé �óíê-

öèè íå íà÷èíàåò å¼ ïîíèæàòü). Âåðîÿòíîñòü æå îáíàðóæèòü ÷àñòèöó â

�èêñèðîâàííîì îáú¼ìå èìååò ìàêñèìóì ïðè r = 0.
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⊲ Ñëåäóþùèé ýíåðãåòè÷åñêèé óðîâåíü E = −EB/4 ñîîòâåòñòâóåò ÷å-
òûðåì ñîñòîÿíèÿì. Ñîñòîÿíèå 2S (nr = 1, l = 0) ïî-ïðåæíåìó ñ�åðè÷å-

ñêè ñèììåòðè÷íî:

Ψ2S =
e−r/2

√
8π

{

1− r

2

}

.

Êâàäðàò åãî ìîäóëÿ èìååò îñíîâíîé ìàêñèìóì ïðè r = 0 è áîëåå ñëàáûé
è ðàçìûòûé ïðè r = 4. Íà ðàññòîÿíèè r = 2 âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ðàâíà

íóëþ è ÷àñòèöó òàì âñòðåòèòü íåëüçÿ.

Òðè âîëíîâûõ �óíêöèé ñîñòîÿíèÿ 2P (nr = 0, l = 1) ðàçëè÷àþòñÿ
çíà÷åíèÿìè êâàíòîâîãî ÷èñëà m = 0,±1:

Ψm=0
2P =

e−r/2

√
32 π

z, Ψm=±1
2P = ∓ e−r/2

√
64 π

(x± ıy),

ãäå z = r cθ è ò.ä. Êâàäðàò èõ ìîäóëÿ íå çàâèñèò îò çíàêà m è îáëàäàåò

öèëèíäðè÷åñêîé ñèììåòðèåé:

∣
∣Ψm=0

2P

∣
∣
2
=

e−r

32 π
z2,

∣
∣Ψm=±1

2P

∣
∣
2
=

e−r

64 π
(x2 + z2).

Ñìåøàííîå ñîñòîÿíèå ñ ðàâíûìè âåñàìè ïî m = 0,±1 îáëàäàåò ñ�åðè-

÷åñêîé ñèììåòðèåé.

⊲ Âîëíîâàÿ �óíêöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ äàííîé ýíåðãèè E = −EB/n
2
,

â îáùåì ñëó÷àå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñóïåðïîçèöèè:

Ψn =
n−1∑

l=0

l∑

m=−l

clmRn−l−1,l(r) Ylm(θ, φ).

Òàêîå ñîñòîÿíèå èìååò îïðåäåë¼ííóþ ÷¼òíîñòü, åñëè â ñóììå ïðèñóòñòâó-

þò òîëüêî ÷¼òíûå èëè òîëüêî íå÷¼òíûå çíà÷åíèÿ îðáèòàëüíîãî êâàíòî-

âîãî ÷èñëà l. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ÷¼òíîñòü íå îïðåäåëåíà.

Ñîñòîÿíèÿ 2P , íåñìîòðÿ íà îòñóòñòâèå ñ�åðè÷åñêîé ñèììåòðèè, èìå-

þò ÷¼òíîñòü −1 è ðàñïðåäåëåíèå çàðÿäà (ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè, óìíî-

æåííàÿ íà ýëåìåíòàðíûé çàðÿä) íå îáëàäàåò ýëåêòðè÷åñêèì äèïîëüíûì

ìîìåíòîì. Îäíàêî, â ñîñòîÿíèÿõ íå èìåþùèõ �èêñèðîâàííîé ÷¼òíîñòè

ýòî âîçìîæíî. Íàïðèìåð äëÿ ñóïåðïîçèöèè 2S è 2P (m = 0) ñîñòîÿíèé:

Ψ2 = c0Ψ2S + c1Ψ
m=0
2P = c0

e−r/2

√
8π

{

1− r

2

}

+ c1
e−r/2

√
32 π

z

ñðåäíåå çíà÷åíèå

〈
z
〉
çà ñ÷¼ò èíòåð�åðåíöèîííîãî ÷ëåíà, îòëè÷íî îò íó-

ëÿ, ÷òî ïðèâîäèò ê íåíóëåâîìó äèïîëüíîìó ìîìåíòó àòîìà.
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4 Ïîòåíöèàë âîðîíêè

�àññìîòðèì ïðèáëèæåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ñ�åðè÷åñêè ñèììåòðè÷-

íûõ çàäà÷, íà ïðèìåðå ïîòåíöèàëà âîðîíêè:

Ĥ = p̂2r +
l(l + 1)

r2
− 2

r
+ λ r. (5.45)

�àññòîÿíèÿ èçìåðÿþòñÿ â ðàäèóñàõ Áîðà rB = ~/
√
µα, à ýíåðãèÿ � â åäè-

íèöàõ EB = µα2/2~2. Ñâî¼ íàçâàíèå ïîòåíöèàë ïîëó÷èë çà õàðàêòåðíûé

ãðà�è÷åñêèé âèä, íàïîìèíàþùèé âîðîíêó. Îí èñïîëüçóåòñÿ â ïîòåíöè-

àëüíûõ ìîäåëÿõ ìåçîíîâ, ñîñòîÿùèõ èç äâóõ òÿæ¼ëûõ êâàðêîâ (ëèíåéíîå

âçàèìîäåéñòâèå ìîäåëèðóåò ý��åêò êîí�àéíìåíòà êâàðêîâ).

Ïðèâåä¼ì ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèé ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé ïðè ðàç-

ëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λ:

nr l λ = 0.01 λ = 0.1 λ = 1 λ = 10 λ = 100
0 0 -0.98507 -0.85624 0.19484 6.8374 42.2299

0 1 -0.20244 0.13746 2.23816 13.3013 67.5702

1 0 -0.19270 0.22204 2.80250 16.3433 82.5448

0 2 -0.02140 0.51107 3.43174 18.0083 87.8867

1 1 -0.00453 0.62127 4.01511 20.8544 101.3711

2 0 0.00499 0.69993 4.51800 23.5275 114.4893

0 3 0.07077 0.76871 4.39110 22.0492 105.8389

1 2 0.09077 0.88014 4.94366 24.6818 118.1948

2 1 0.10670 0.98089 5.47323 27.2643 130.4351

3 0 0.11603 1.05550 5.93770 29.7089 142.3964

�îðèçîíòàëüíûìè ëèíèÿìè îòäåëåíû ãðóïïû ñîñòîÿíèé, êîòîðûå ïðè

λ = 0 (êóëîíîâñêàÿ çàäà÷à) âûðîæäåíû. Ïðè áîëüøèõ λ ýíåðãèè ñòà-

íîâÿòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè (ñïåêòð çàäà÷è íå îãðàíè÷åí ñâåðõó) è ñîñòî-

ÿíèå (nr, l) = (2, 0) èìååò ýíåðãèþ áîëüøå, ÷åì ó (0, 3) (ïðè ìàëûõ λ ýòî

íå òàê). Åñëè n = nr + l + 1 = const, ýíåðãèÿ òåì áîëüøå, ÷åì ìåíüøå

îðáèòàëüíîå ÷èñëî l (è, ñîîòâåòñòâåííî, áîëüøå ðàäèàëüíîå ÷èñëî nr).
Ïðèìåíèì òåîðèþ âîçìóùåíèé �åëåÿ-Øðåäèíãåðà (ñòð. 150) â ïåðâîì

ïîðÿäêå ìàëîñòè ïî λ. Ó÷èòûâàÿ çíà÷åíèå

〈
r
〉
ñî ñòð. 116, èìååì:

Enrl = − 1

(nr + l + 1)2
+

1

2
[3 (nr + l + 1)2 − l(l + 1)] λ. (5.46)

Ïðè λ = 0.01 äëÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ýòà �îðìóëà äà¼ò îòíîñèòåëüíóþ

îøèáêó ïîðÿäêà 0.01%, à äëÿ (nr, l) = (0, 1) è (0, 1) ïîðÿäêà 1%. Ïðè
áîëåå âûñîêèõ êâàíòîâûõ ÷èñëàõ è ðîñòå λ îøèáêà áûñòðî ðàñò¼ò. Îáîá-

ù¼ííàÿ âèðèàëüíàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò çàïèñàòü ðåêóððåíòíûå �îðìóëû

äëÿ ëþáîé ïîïðàâêè ê îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ. Ýòè ðÿäû áóäóò ðàñõîäèò-

ñÿ, ÷òî ìîæíî îæèäàòü â ñèëó �àðãóìåíòà Äàéñîíà� (ñòð. 66) (ïðè λ < 0

íåò ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé).
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⊲ Íàïîìíèì, ÷òî ñïåêòð êóëîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà âûðîæäåí. Äëÿ

òàêèõ ñèòóàöèé òåîðèþ âîçìóùåíèé �åëåÿ-Øðåäèíãåðà ìîäè�èöèðóþò.

Ïóñòü ñîñòîÿíèå íåâîçìóùåííîé çàäà÷è k-âûðîæäåíî. Îáîçíà÷èì ñîá-

ñòâåííûå âåêòîðû Ĥ0 ñ äàííîé ýíåðãèåé E(0)
êàê |i

〉
, i = 1, ..., k è ðàç-

ëîæèì ïî íèì ïåðâóþ ïîïðàâêó ê ñîáñòâåííîìó âåêòîðó âîçìóù¼ííîé

çàäà÷è Ĥ = Ĥ + λV̂ :

|E
〉
=

k∑

j=1

cj |j
〉
.

Ïîäñòàâëÿÿ åãî â óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ Ĥ|E
〉
= E |E

〉
è

óìíîæàÿ ñëåâà íà

〈
i|, ïîëó÷èì:

k∑

j=1

(
Vij−

〈
i|j
〉
ε
)
cj = 0, Vij =

〈
i|V̂ |j

〉
, E = E(0) + λ ε, (5.47)

ãäå λε � ïîïðàâêà ê íåâîçìóùåííîé ýíåðãèè E(0)
. Â (5.47) íå ïðåäïî-

ëàãàåòñÿ, ÷òî âåêòîðû |i
〉
îðòîãîíàëüíû (õîòÿ ïðè ïîìîùè ïðîöåäóðû

Øìèäòà, ñòð. 353, èõ âñåãäà ìîæíî îðòîãîíàëèçîâàòü). Îäíîðîäíàÿ ñè-

ñòåìà óðàâíåíèé (5.47) îòíîñèòåëüíî êîý��èöèåíòîâ cj áóäåò èìåòü ðå-

øåíèå, åñëè å¼ îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ (ñòð.361):

det
(
Vij−

〈
i|j
〉
ε
)
= 0. (5.48)

Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ, íàçûâàåìîãî âåêîâûì, ìîæíî íàéòè ε. Åñëè ðåøåíèé

íåñêîëüêî, âûðîæäåíèå ïîëíîñòüþ èëè ÷àñòè÷íî ñíèìàåòñÿ.

Âïðî÷åì, òàêîé ïîäõîä èìååò ñìûñë, òîëüêî åñëè íåëüçÿ óêàçàòü êà-

êîé âåêòîð |i
〉
íåâîçìóùåííîé çàäà÷è ñîîòâåòñòâóåò èñêîìîìó ïðèáëè-

æåíèþ ê âîëíîâîé �óíêöèè âîçìóù¼ííîãî ãàìèëüòîíèàíà. Ïðè ñ�åðè-

÷åñêîé ñèììåòðèè ìû èùåì ýíåðãèè, ñîîòâåòñòâóþùèå äàííîìó çíà÷å-

íèþ îðáèòàëüíîãî êâàíòîâîãî ÷èñëà l, ïîýòîìó èñïîëüçîâàíèå âåêîâîãî

óðàâíåíèÿ íå âñåãäà öåëåñîîáðàçíî.

Íàïðèìåð, ïåðâîå âîçáóæä¼ííîå ñîñòîÿíèÿ êóëîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà

ñ ýíåðãèåé E = −1/4 äâóêðàòíî âûðîæäåíî ïî ÷èñëàì nr, l (èãíîðèðó-
åì êâàíòîâîå ÷èñëî m). Åñëè �îðìàëüíî ïðèìåíèòü óðàâíåíèå (5.48) ê

âåêòîðàì |1
〉
= |2P

〉
è |2

〉
= |2S

〉
ñ ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè:

V11 = 5, V22 = 6, V12 = V21 = −3
√
3,

〈
1|2
〉
=
〈
2|1
〉
= −

√
3

2
,

ïîëó÷èòñÿ êâàäðàòíîå óðàâíåíèå 3− 2ε+ ε2/4 = 0 ñ ðåøåíèÿìè ε = 2 è
6. Âòîðîå ðåøåíèå ñîâïàä¼ò ñ ðåçóëüòàòîì (5.46), èìåÿ îøèáêó 1% ïðè

λ = 0.01. À âîò ïåðâîå � íåò è áóäåò èìåòü îøèáêó 14%.
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1 Ñìåøàííûå ñîñòîÿíèÿ

Ñìåøàííîå ñîñòîÿíèå � ýòî ñìåñü ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé (îïèñûâàåìûõ

âåêòîðàìè) ñ ðàçëè÷íûìè âåñàìè wn. Íàïðèìåð, ìîæíî âçÿòü N êâàí-

òîâûõ ñèñòåì èç êîòîðûõ N1 íàõîäÿòñÿ â ÷èñòîì ñîñòîÿíèè |Ψ1〉, åù¼ N2

â ñîñòîÿíèè |Ψ2〉 è ò.ä. Çàòåì �ñëó÷àéíî èõ ïåðåìåøàòü�. Ñîâîêóïíîñòü

òàêèõ ñèñòåì îáðàçóåò ñìåøàííûé êâàíòîâûé àíñàìáëü â êîòîðîì ñ âå-

ðîÿòíîñòüþ wn = Nn/N ìîæíî îáíàðóæèòü êâàíòîâóþ ñèñòåìó â ÷èñòîì

ñîñòîÿíèè |Ψn〉.
Â ñìåøàííîì ñîñòîÿíèè ñðåäíåå çíà÷åíèå �èçè÷åñêîé âåëè÷èíû A

îïðåäåëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè ñóììû êâàíòîâûõ ñðåäíèõ 〈Ψn|Â |Ψn〉 â ñî-

ñòîÿíèÿõ |Ψn〉, óìíîæåííûõ íà âåðîÿòíîñòè wn ýòèõ ñîñòîÿíèé:

〈A〉 =
∑

n

wn 〈Ψn|Â |Ψn〉,
∑

n

wn = 1. (6.1)

Äëÿ îïèñàíèÿ ñìåøàííûõ ñîñòîÿíèé ââîäèòñÿ îïåðàòîð ïëîòíîñòè:

ρ̂ =
∑

n

wn |Ψn〉〈Ψn |. (6.2)

Òàê êàê âåñà wn äåéñòâèòåëüíû, îïåðàòîð ïëîòíîñòè � ýðìèòîâ:

ρ̂+ = ρ̂. (6.3)

�àçëîæèì êàæäîå ñîñòîÿíèå |Ψn〉 ïî áàçèñó |µ〉 (µ-ïðåäñòàâëåíèå):

|Ψn〉 =
∑

µ

|µ〉 〈µ |Ψn〉.

Òîãäà ñðåäíåå çíà÷åíèå (6.1) �èçè÷åñêîé âåëè÷èíû A áóäåò ðàâíî:

〈A 〉 =
∑

n,µ

wn 〈Ψn |Â |µ〉〈µ|Ψn〉 =
∑

µ

〈µ |ρ̂Â |µ〉,

ãäå 〈µ|Ψn〉 ïåðåíåñåíî â íà÷àëî ïðîèçâåäåíèÿ è ó÷òåíî îïðåäåëåíèå (6.2).
Â áîëåå ëàêîíè÷íîé �îðìå ýòî âûðàæåíèå çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì:

〈A 〉 = Tr(ρ̂Â) = Tr(Âρ̂) (6.4)

(ïîä çíàêîì ñëåäà îïåðàòîðû ìîæíî ïåðåñòàâëÿòü ìåñòàìè (⋖H39), ÷òî

ó÷òåíî âî âòîðîì ðàâåíñòâå).
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⊲ �àññìîòðèì íåêîììóòèðóþùèå îïåðàòîðû [Ŝx, Ŝy] 6= 0, ñïåêòð êîòî-
ðûõ ñîäåðæèò ïî äâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ±1, à ñîáñòâåííûå âåêòîðû
ðàâíû |S±

x 〉 è |S±
y 〉. Ïóñòü â ñîñòîÿíèè |S+

x 〉 ìîæíî ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ
îáíàðóæèòü çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû Sy = ±1. Ôèçè÷åñêèì ïðèìåðîì ÿâëÿ-

þòñÿ ïðîåêöèè ñïèíà ýëåêòðîíà (äåë¼ííîãî íà ~/2) íà îðòîãîíàëüíûå îñè

(ñòð. 94). Ñðàâíèì äâå, ðàçëè÷íûì îáðàçîì ïîäãîòîâëåííûå ñèñòåìû:

1) Ñîçäàäèì ïó÷îê ýëåêòðîíîâ ñ ïðîåêöèåé ñïèíà âäîëü îñè x,
îòîáðàâ ýëåêòðîíû ñ Sx = +1.

2) Èçìåðÿÿ Sy, ïîñòðîèì äâà ïó÷êà îäèíàêîâîé èíòåíñèâíîñòè ñ

Sy = +1 è Sy = −1, à çàòåì ñìåøàåì èõ â îäèí.

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ çíà÷åíèÿ Sy = ±1 áóäóò âñòðå÷àòüñÿ ðàâíîâåðîÿòíî.

Îäíàêî ýòî äâå ñîâåðøåííî ðàçëè÷íûå �èçè÷åñêèå ñèñòåìû. Ïåðâàÿ �

÷èñòîå ñîñòîÿíèå, êîòîðîå îïèñûâàåòñÿ âåêòîðîì |S+
x 〉. Âòîðàÿ � ýòî ñìå-

øàííîå ñîñòîÿíèå è åìó íå ñîîòâåòñòâóåò âåêòîð ñîñòîÿíèÿ. Îáðàòèì

âíèìàíèå, ÷òî ñìåøàííûå ñîñòîÿíèÿ ìîãóò ñîäåðæàòü ÷èñòûå ñîñòîÿ-

íèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê ñîáñòâåííûì âåêòîðàì íåêîììóòèðóþùèõ îïåðàòî-

ðîâ. Íàïðèìåð, ρ̂ = (1/2)
{
|S+

x 〉〈S+
x | + |S+

y 〉〈S+
y |
}
.

⊲ Äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû ïëîòíîñòè îïðåäåëÿþò âåðîÿò-

íîñòü îáíàðóæèòü ñèñòåìó â ñîñòîÿíèè |µ〉:

ρµµ = 〈µ | ρ̂ |µ〉 =
∑

n

wn |〈µ |Ψn〉|2.

Ïðè ýòîì ñóììà âñåõ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ îçíà÷àåò åäèíè÷íóþ âå-

ðîÿòíîñòü îáíàðóæèòü ñèñòåìó â êàêîì ëèáî ñîñòîÿíèè |µ〉:
Tr(ρ) = 1. (6.5)

�àâåíñòâî ñëåäà åäèíèöå è óñëîâèå ýðìèòîâîñòè (6.3) ïðèâîäèò ê òîìó,

÷òî äëÿ êîíå÷íîãî µ-áàçèñà ñ N âåêòîðàìè |µ〉, ìàòðèöà ïëîòíîñòè ρµν
îïðåäåëÿåòñÿ N2 − 1 äåéñòâèòåëüíûìè ïàðàìåòðàìè (⋖H40).

Äëÿ ÷èñòîãî ñîñòîÿíèÿ â îïðåäåëåíèè (6.2) åñòü òîëüêî îäíî ñëàãàåìîå:

ρ = |Ψ〉 〈Ψ |. Â ýòîì ñëó÷àå, îïåðàòîð ïëîòíîñòè ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèîííûì

(ñòð. 364), òàê êàê ρ̂2 = ρ̂. Â ÷àñòíîñòè Tr(ρ̂2) = Tr(ρ̂) = 1. Â ñìåøàííîì

ñîñòîÿíèè ýòî óæå íå òàê:

Tr(ρ̂2) =
∑

n,k,µ

wnwk 〈µ|Ψn〉〈Ψn|Ψk〉〈Ψk|µ〉 =
∑

n,k

wnwk |〈Ψn|Ψk〉|2 6= 1.

Íàïðèìåð, åñëè 〈Ψn|Ψk〉 = δnk, òî ñóììà êâàäðàòîâ w
2
1+w

2
2+ ... íå ìîæåò

ðàâíÿòüñÿ åäèíèöå, åñëè w1 + w2 + ... = 1 è wk > 0.
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⊲ �àññìîòðèì äâà êîììóòèðóþùèõ îïåðàòîðà Â è B̂, èìåþùèõ îáùèå
ñîáñòâåííûå âåêòîðû |a, b〉 è îáðàçóþùèå ïîëíûé íàáîð (ñòð. 34). Åñëè

èçìåðåíî A = a è B = b � ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ âåêòîðîì |a, b〉. ×òî
ïðîèñõîäèò, åñëè èçìåðåíà òîëüêî �èçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà A? Ïóñòü â àí-
ñàìáëå ó êàæäîé ñèñòåìû A = a. Òàê êàê ïîëíîãî âîçìîæíîãî çàäàíèÿ

ñîñòîÿíèÿ íå ïðîèçîøëî, àíñàìáëü íàõîäèòñÿ â ñìåøàííîì ñîñòîÿíèè:

ρ̂ =
∑

b

wb |a, b〉〈a, b|, (6.6)

ãäå ñóììà âåä¼òñÿ ïî âñåì âîçìîæíûì çíà÷åíèÿì âåëè÷èíû B. Âåðîÿò-
íîñòè wb âêëàäîâ ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé çàâèñÿò îò �êîíñòðóêöèè� ìàêðîïðè-

áîðà ïðè ïîìîùè êîòîðîãî áûëà èçìåðåíà âåëè÷èíà A. Îíè ìîãóò áûòü

îäèíàêîâûìè èëè ðàçëè÷íûìè, çàâèñÿùèìè îò çíà÷åíèÿ a.

Ïðè ïîñëåäóþùåì èçìåðåíèè âåëè÷èíû B = b ïðîèñõîäèò ðåäóêöèÿ

ìàòðèöû ïëîòíîñòè (6.6) ê ÷èñòîìó ñîñòîÿíèþ |a, b〉. Ïîýòîìó, êîãäà ìû
ãîâîðèì î âåêòîðå |Ψ〉 â êîòîðîì íàõîäèòñÿ ñèñòåìà, ïîäðàçóìåâàåòñÿ,

÷òî ó íå¼ èçìåðåíû âñå âåëè÷èíû èç ïîëíîãî íàáîðà.

Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî ìàêðîñêîïè÷åñêèé ïðèáîð íå ìîæåò íàõîäèòüñÿ â ÷è-

ñòîì ñîñòîÿíèè. Ëþáîé ïðèáîð èìååò íåíóëåâóþ òåìïåðàòóðó è ñîñòîèò

èç áîëüøîãî ÷èñëà ñîñòàâíûõ ÷àñòåé. Ïîýòîìó îí âñåãäà îïèñûâàåòñÿ

íåïðîåêòèâíîé ìàòðèöåé ïëîòíîñòè.

�àññìîòðèì ìàêðîñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç áîëüøîãî ÷èñëà íå âçàèìî-

äåéñòâóþùèõ ìèêðîñèñòåì. Êàæäàÿ èç íèõ ìîæåò èìåòü îïðåäåë¼ííóþ

ýíåðãèþ En ñ âåðîÿòíîñòþ (ðàñïðåäåëåíèå �èááñà):

wn = Z−1(β) exp(−β En).

Ìíîæèòåëü Z(β) íàõîäèòñÿ èç ðàâåíñòâà åäèíèöå ñóììå âñåõ wn, à òåð-

ìîäèíàìè÷åñêèé ïàðàìåòð β = 1/kBT ñâÿçàí ñ òåìïåðàòóðîé T ìàêðîñè-

ñòåìû (kB � ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà). Â ýòîì ñëó÷àå å¼ ñîñòîÿíèå ìîæåò

áûòü îïèñàíî îïåðàòîðîì ïëîòíîñòè:

ρ̂ = Z−1(β)
∑

n

exp(−βEn) |En〉〈En | = Z−1(β) exp(−βĤ),

ãäå ó÷òåíî, ÷òî Ĥ |En〉 = En |En〉 è ñóììà ïî |En〉〈En | ðàâíà åäèíè÷íîìó
îïåðàòîðó.

Îïèñàíèå âçàèìîäåéñòâèÿ ìàêðîïðèáîðà è ìèêðîñèñòåìû, â ðåçóëüòà-

òå êîòîðîãî ïðîèñõîäèò ðåäóêöèÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè èëè âåêòîðà ñî-

ñòîÿíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåïðîñòîé ïðîáëåìîé. Ìû âåðí¼ìñÿ ê ýòîìó âîïðîñó â

ãëàâå 8.
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• Íàéä¼ì óðàâíåíèå, êîòîðîìó ïîä÷èíÿåòñÿ îïåðàòîð ïëîòíîñòè ρ̂, åñ-

ëè âåêòîðû |Ψn〉 çàâèñÿò îò âðåìåíè (ïðåäñòàâëåíèå Øð¼äèíãåðà), à âåñà

wn � íåò. Áåðÿ ïðîèçâîäíóþ îïðåäåëåíèÿ (6.2), èìååì:

∂ρ̂

∂t
=
∑

n

wn

{ ∂|Ψn〉
∂t

〈Ψn |+ |Ψn〉
∂〈Ψn |
∂t

}

èëè, ó÷èòûâàÿ óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà ı~ ∂|Ψn〉/∂t = Ĥ|Ψn〉 (1.42), ïîëó-
÷àåì îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå:

ı~
∂ρ̂

∂t
+ [ρ̂, Ĥ ] = 0. (6.7)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî îíî èìååò îáðàòíûé çíàê ïî ñðàâíåíèþ ñ ýâîëþ-

öèåé îïåðàòîðîâ â ïðåäñòàâëåíèè �åéçåíáåðãà (1.36).

⊲ Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ìîæíî ââåñòè �óíêöèþ, ÿâëÿþùóþñÿ àíà-

ëîãîì êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè. Íà ïðàêòèêå, äàæå â

êëàññè÷åñêîé òåîðèè, èçìåðåíèå êîîðäèíàòû è èìïóëüñà ÷àñòèöû ñîäåð-

æèò íåêîòîðóþ îøèáêó. Ïóñòü îíè èçâåñòíû íåòî÷íî è îïèñûâàþòñÿ

ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòè â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå (äëÿ n ñòåïåíåé

ñâîáîäû ýòî 2n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî òî÷êè êîòîðîãî èìåþò êîîðäèíàòû

{q, p} = {q1, ..., qn, p1, ..., pn}):

dW (t, q, p) = ρ(t, q, p) dq dp,

ãäå ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ρ íîðìèðîâàíà íà åäèíèöó:
∫

ρ(t, q, p) dq dp = 1.

Ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ρ êàê �óíêöèþ, ïðîïîðöèîíàëüíóþ ïëîòíîñòè òî-

÷åê â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå (ñîâîêóïíîñòü íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷à-

ñòèö). Ïîëíîå ÷èñëî ÷àñòèö äîëæíî ñîõðàíÿòüñÿ, ïîýòîìó âûïîëíÿåòñÿ

óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè (àíàëîãè÷íî ïëîòíîñòè çàðÿäà):

∂ρ

∂t
+∇(ρV) =

∂ρ

∂t
+
∑

i

( ∂ρ

∂qi
q̇i +

∂ρ

∂pi
ṗi

)

= 0,

ãäå V = (q̇i, ṗi) � ñêîðîñòü òî÷êè â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîýòîìó, ñ

ó÷¼òîì óðàâíåíèé �àìèëüòîíà (1.29), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ ïëîòíî-

ñòè:

dρ

dt
=
∂ρ

∂t
+ {H, ρ}c = 0. (6.8)

Èñïîëüçîâàíèå ïðàâèëà (1.32) ïðèâîäèò ê (6.7). Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ,

ñòîèò ðåøèòü (⋖H41) óðàâíåíèå (6.8) äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû.
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�ëàâà 7

Òîæäåñòâåííûå ÷àñòèöû

Êâàíòîâàÿ òåîðèÿ ïîëÿ
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127



128 �ËÀÂÀ 7. ÒÎÆÄÅÑÒÂÅÍÍÛÅ ×ÀÑÒÈÖÛ

1 Áîçîíû è �åðìèîíû

�àññìîòðèì ãàìèëüòîíèàí, îïèñûâàþùèé N îäèíàêîâûõ ÷àñòèö, êî-

òîðûå ïîïàðíî âçàèìîäåéñòâóþò ïðè ïîìîùè ïîòåíöèàëà W (x,y) è íà-

õîäÿòñÿ âî âíåøíåì ïîëå U(x):

Ĥ =
∑

i

{
p̂2
i

2m
+ U(x̂i)

}

+
∑

i<j

W (x̂i, x̂j). (7.1)

Â ïåðâîé ñóììå èíäåêñ i ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ îò 1 äî N . Âòîðîå ñóììèðî-

âàíèå ïî äâóì èíäåêñàì ïðîâîäèòñÿ òàê, ÷òî èíäåêñ i îñòà¼òñÿ âñå âðåìÿ

ìåíüøå èíäåêñà j. Ýòî îáåñïå÷èâàåò îòñóòñòâèå ñàìîäåéñòâèÿ è ó÷èòû-

âàåò âçàèìîäåéñòâèå äâóõ ÷àñòèö òîëüêî îäèí ðàç. Íàïðèìåð, äëÿ òð¼õ

÷àñòèö, ïðè U = 0, èìååì:

Ĥ =
p̂2
1

2m
+

p̂2
2

2m
+

p̂2
3

2m
+W12 +W13 +W23.

Ïàðíîå âçàèìîäåéñòâèå ïðåäïîëàãàåòñÿ ñèììåòðè÷íûì îòíîñèòåëüíî ïå-

ðåñòàíîâêè ÷àñòèö: W (xi,xj) = Wij = Wji. Íàïðèìåð, ïîòåíöèàë ìîæåò

çàâèñåòü îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè: W (|xi − xj|). Ïðèìåðîì ãà-

ìèëüòîíèàíà (7.1) ÿâëÿåòñÿ àòîì, â êîòîðîì ýëåêòðîíû âçàèìîäåéñòâóþò

ñ ÿäðîì è äðóã ñ äðóãîì:

U(x̂i) = −Ze
2

|xi|
, W (xi,xj) =

e2

|xi − xj|
,

ãäå Ze � çàðÿä ÿäðà. Ñóììó ïî i < j â (7.1) ìîæíî çàïèñàòü òàêæå

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∑

i<j

Wij =
1

2

∑

i 6=j

Wij,

ãäå ñóììèðîâàíèå ïî i è j â ïðàâîé ÷àñòè âåä¼òñÿ óæå íåçàâèñèìûì

îáðàçîì îò 1 äî N , íî îòáðàñûâàþòñÿ ñëàãàåìûå äëÿ êîòîðûõ i = j.

Äëÿ òðàíñëÿöèîííî èíâàðèàíòíûõ ãàìèëüòîíèàíîâ (íå ìåíÿþùèõñÿ

ïðè ñäâèãå íà÷àëà êîîðäèíàò: xi 7→ xi + a) ñîõðàíÿåòñÿ (êîììóòèðóåò ñ

Ĥ) ïîëíûé èìïóëüñ ñèñòåìû:

P̂ =
∑

i

p̂i = p̂1 + p̂2 + ...+ p̂N .

Åñòåñòâåííî, èìïóëüñû è êîîðäèíàòû ðàçëè÷íûõ ÷àñòèö ìåæäó ñîáîé

òàêæå êîììóòèðóþò. �àìèëüòîíèàí (7.1) áóäåò òðàíñëÿöèîííî èíâàðè-

àíòíûì, åñëè îòñóòñòâóåò âíåøíåå ïîëå U(x) = 0 è ïàðíîå âçàèìîäåé-

ñòâèå çàâèñèò îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè.
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• Ââåä¼ì îïåðàòîð ïåðåñòàíîâêè P̂ij, êîòîðûé ìåíÿåò ìåñòàìè i-þ è j-
þ ÷àñòèöû. Íàïðèìåð, åãî äåéñòâèå íà 3-÷àñòè÷íóþ âîëíîâóþ �óíêöèþ

èìååò âèä:

P̂13Ψ(x1, x2, x3) = Ψ(x3, x2, x1).

Îí èìååò äâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ, ðàâíûõ ±1, à ñîáñòâåííûå �óíêöèè
ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè èëè àíòèñèììåòðè÷íûìè îòíîñèòåëüíî ïåðå-

ñòàíîâêè ÷àñòèö. Äåéñòâèòåëüíî:

P̂ 2
ij Ψ(...xi, ...,xj, ...) = P̂ij Ψ(...xj, ...,xi, ...) = Ψ(...xi, ...,xj, ...).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç óðàâíåíèÿ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ êâàäðàòà

îïåðàòîðà:

P̂ 2
ij Ψ(...xi, ...,xj, ...) = P 2

ij Ψ(...xi, ...,xj, ...),

÷ëåäóåò, ÷òî P 2
ij = 1 èëè Pij = ±1.

Åñëè Wij =Wji, ãàìèëüòîíèàí (7.1) èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî îïåðà-

öèè ïåðåñòàíîâêè ëþáûõ äâóõ ÷àñòèö ìåñòàìè è îïåðàòîð ïåðåñòàíîâêè

êîììóòèðóåò ñ ãàìèëüòîíèàíîì, èìåÿ ñ íèì îáùèå âîëíîâûå �óíêöèè.

Îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî âñå ÷àñòèöû äåëÿòñÿ íà äâà êëàññà � áîçîíû è

�åðìèîíû. Ñèñòåìà ñîñòîÿùàÿ èç áîçîíîâ èìååò ñèììåòðè÷íûå âîëíî-

âûå �óíêöèè:

Ψ(x1, x2, x3) = Ψ(x2, x1, x3) = Ψ(x2, x3, x1) = Ψ(x3, x2, x1),

à ñèñòåìà ñîñòîÿùàÿ èç �åðìèîíîâ � àíòèñèììåòðè÷íûå:

Ψ(x1, x2, x3) = −Ψ(x2, x1, x3) = Ψ(x2, x3, x1) = −Ψ(x3, x2, x1)

(ïëþñ âîçíèêàåò ïðè ÷¼òíûõ ïåðåñòàíîâêàõ).

Â íàøåì ìèðå ê �åðìèîíàì îòíîñÿòñÿ, íàïðèìåð, ýëåêòðîí, ïðîòîí

è íåéòðîí. Ïðèìåðàìè áîçîíîâ ÿâëÿþòñÿ � �îòîí, π-ìåçîí, α-÷àñòèöà.
Ôóíäàìåíòàëüíûå ÷àñòèöû ìîãóò îáðàçîâûâàòü ñâÿçàííûå ñîñòîÿíèÿ,

êîòîðûå âûñòóïàþò êàê ñàìîñòîÿòåëüíûå ÷àñòèöû. Ñâÿçàííîå ñîñòîÿ-

íèå ÷¼òíîãî ÷èñëà �åðìèîíîâ ñòàíîâèòñÿ áîçîíîì. Òàê, α-÷àñòèöà (ÿäðî
ãåëèÿ) ÿâëÿåòñÿ ñâÿçàííûì ñîñòîÿíèåì äâóõ ïðîòîíîâ è äâóõ íåéòðî-

íîâ. Ñâÿçàííîå ñîñòîÿíèå íå÷¼òíîãî ÷èñëà �åðìèîíîâ ñíîâà ïðèâîäèò ê

�åðìèîíàì. Ëþáîå ÷èñëî áîçîíîâ âñåãäà îáðàçóåò áîçîí.

Èñïîëüçîâàíèå ãàìèëüòîíèàíà (7.1) è âîëíîâîé �óíêöèè Ψ(x1, ...,xN)
òðåáóåò ÿâíûì îáðàçîì óêàçûâàòü ÷èñëî ÷àñòèö. Â ñèòóàöèÿõ, êîãäà îíè

ìîãóò ðîæäàòüñÿ è óíè÷òîæàòüñÿ, ýòî íå óäîáíî è íåîáõîäèì èíîé ïîä-

õîä. Ýòîò ïîäõîä íàçûâàåòñÿ êâàíòîâîé òåîðèåé ïîëÿ, êîòîðàÿ ìîæåò

áûòü êàê ðåëÿòèâèñòñêîé, òàê è íåðåëÿòèâèñòñêîé. Ïîñëåäíÿÿ ðàññìàò-

ðèâàåòñÿ â ñëåäóþùåé ãëàâå.
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• �àçíàÿ ñèììåòðèÿ âîëíîâûõ �óíêöèé �åðìèîíîâ è áîçîíîâ ïðèâî-

äèò ê ðàçëè÷íîìó ïîâåäåíèþ êîëëåêòèâà, ñîñòîÿùåãî èç òàêèõ ÷àñòèö.

�àññìîòðèì, íàïðèìåð, äâå íåâçàèìîäåéñòâóþùèå ÷àñòèöû, íàõîäÿùèå-

ñÿ â ïîëå ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà (îäíîìåðíûé ñëó÷àé). �àìèëüòî-

íèàí ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ãàìèëüòîíèàíîâ êàæäîé ÷àñòèöû:

Ĥ = Ĥ1 + Ĥ2, Ĥi =
p̂2i
2m

+
mω2

2
x̂2i .

Òàê êàê ãàìèëüòîíèàí ðàñïàäàåòñÿ íà ñóììó äâóõ íåçàâèñèìûõ ÷àñòåé,

ìîæíî ðåøèòü çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ êàæäîé åãî ÷àñòè:

Ĥ1Ψn1
(x1) = En1

Ψn1
(x1), Ĥ2Ψn2

(x2) = En2
Ψn2

(x2).

Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû ðàâíà ñóììå ýíåðãèé êàæäîé ÷àñòèöû En1,n2
=

En1
+En2

, à âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ñîáñòâåííûõ âîë-

íîâûõ �óíêöèé êàæäîé ÷àñòè ãàìèëüòîíèàíà. Îäíàêî, ïðè ýòîì íåîáõî-

äèìî ó÷åñòü ñâîéñòâà ñèììåòðèè. Íàïðèìåð, äëÿ �åðìèîíîâ èìååì:

Ψn1,n2
(x1, x2) =

1√
2
{Ψn1

(x1)Ψn2
(x2)−Ψn2

(x1)Ψn1
(x2)} . (7.2)

Î÷åâèäíî, ÷òî Ψn1,n2
(x1, x2) = −Ψn1,n2

(x2, x1), à ìíîæèòåëü ââåäåí äëÿ

ñîõðàíåíèÿ íîðìèðîâêè íà åäèíèöó âîëíîâîé �óíêöèè:

∫

Ψ∗
n(x)Ψm(x) dx = δnm =>

∫

|Ψn1,n2
(x1, x2)|2 dx1dx2 = 1.

Ïîäîáíàÿ àíòèñèììåòðèÿ âîëíîâîé �óíêöèè ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî �åð-

ìèîíû â îñöèëëÿòîðå íå ìîãóò èìåòü îäèíàêîâîé ýíåðãèè. Äåéñòâèòåëü-

íî, åñëè n1 = n2, òî âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ðàâíà íóëþ. Äëÿ áîçîíîâ â (7.2)

äîëæåí ñòîÿòü çíàê ïëþñ, è ïîäîáíîãî îãðàíè÷åíèÿ íåò. Â îáùåì ñëó÷àå

âîëíîâóþ �óíêöèþ N íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ �åðìèîíîâ ìîæíî çàïè-

ñàòü ïðè ïîìîùè îïðåäåëèòåëÿ:

Ψn1...nN
(x1, ..., xN) =

1√
N !

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

Ψn1
(x1) Ψn2

(x1) . . . ΨnN
(x1)

Ψn1
(x2) Ψn2

(x2) . . . ΨnN
(x2)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

Ψn1
(xN) Ψn2

(xN) . . . ΨnN
(xN)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

,

êîòîðûé îáåñïå÷èâàåò ïðàâèëüíûå ñâîéñòâà àíòèñèììåòðèè (ìåíÿåò çíàê

ïðè ïåðåñòàíîâêå ëþáûõ äâóõ ñòðîê), à �àêòîðèàëüíûé ìíîæèòåëü �

åäèíè÷íóþ íîðìèðîâêó.
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Íà ñàìîì äåëå, êðîìå ýíåðãåòè÷åñêèõ êâàíòîâûõ ÷èñåë n1 è n2 äëÿ

�åðìèîíîâ ñóùåñòâóþò åù¼ êâàíòîâûå ÷èñëà, ñâÿçàííûå ñî ñïèíîì. Êàê

áûëî ïîêàçàíî ïðè àíàëèçå ñëîæåíèÿ ñïèíîâ (ñòð.102), ñèñòåìà èç äâóõ

ýëåêòðîíîâ ìîæåò èìåòü íóëåâîé (l = 0) èëè åäèíè÷íûé (l = 1) ñïèí. Â
ïåðâîì ñëó÷àå ñïèíîâàÿ �óíêöèÿ |l, m

〉
àíòèñèììåòðè÷íà:

|0, 0
〉
=

1√
2
| ↑↓

〉
− 1√

2
| ↓↑

〉
≡ 1√

2
(S↑

1S
↓
2 − S↓

1S
↑
2).

Ïîýòîìó êîîðäèíàòíàÿ ÷àñòü âîëíîâîé �óíêöèè äîëæíà áûòü ñèììåò-

ðè÷íà:

Ψl=0,m=0
n1,n2

(x1, x2) =
1

2

{

Ψn1
(x1)Ψn2

(x2) +Ψn2
(x1)Ψn1

(x2)
}

·
{

S↑
1S

↓
2 −S↓

1S
↑
2

}

.

Äëÿ åäèíè÷íîãî ñïèíà ñïèíîâûå âîëíîâûå �óíêöèè ñèììåòðè÷íû, ïî-

ýòîìó àíòèñèììåòðè÷íîé äîëæíà áûòü ïðîñòðàíñòâåííàÿ ÷àñòü:

Ψl=1,m=0
n1,n2

(x1, x2) =
1

2

{

Ψn1
(x1)Ψn2

(x2)−Ψn2
(x1)Ψn1

(x2)
}

·
{

S↑
1S

↓
2 +S↓

1S
↑
2

}

.

Äâà ëþáûõ �åðìèîíà íå ìîãóò èìåòü îäèíàêîâûõ íàáîðîâ êâàíòîâûõ

÷èñåë (âûøå ïàðû n,m). Ýòîò �óíäàìåíòàëüíûé çàïðåò, ñëåäóþùèé èç

êâàíòîâîé òåîðèè, íàçûâàåòñÿ ïðèíöèïîì Ïàóëè.

Íàïðèìåð, îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ñ íóëåâûì ñïèíîì 6 α-÷àñòèö (ñëåâà)

è 6 ýëåêòðîíîâ (ñïðàâà) â ïîëå ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà âûãëÿäèò

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Âîëíîâàÿ �óíêöèÿ α-÷àñòèö â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâå-

äåíèåì Ψ0(x1)...Ψ0(x6). Ôåðìèîíû ñîáðàòüñÿ â îäíîì îñíîâíîì îäíî÷à-

ñòè÷íîì ñîñòîÿíèè íå ìîãóò. Íà í¼ì �ïîìåùàåòñÿ� òîëüêî äâà ýëåêòðîíà,

îòëè÷àþùèõñÿ íàïðàâëåíèåì ïðîåêöèè ñïèíà. Â ñëó÷àå N ÷àñòèö, ýíåð-

ãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ áóäóò ðàâíû (ñ÷èòàåì N ÷¼òíûì):

Ebose =
~ω

2
N, Efermi =

~ω

2

N2

2
.

Òàêèì îáðàçîì, ýíåðãèÿ ñèñòåìû äàæå íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ìåæäó ñî-

áîé òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö, çàâèñèò îò èõ òèïà.
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2 Ìîëåêóëà âîäîðîäà

• Ñèììåòðèÿ âîëíîâîé �óíêöèè ëåæèò â îñíîâå îáúÿñíåíèÿ ìíîãèõ

íàáëþäàåìûõ ÿâëåíèé. �àññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîëåêóëó âîäî-

ðîäà H2, êîòîðàÿ ñîäåðæàò äâà àòîìà. Çàïèøåì âîëíîâóþ �óíêöèþ ýëåê-

òðîíà â àòîìå âîäîðîäà:

ψ(r) =
1√
π
e−r,

ãäå ðàññòîÿíèå èçìåðÿåòñÿ â ðàäèóñàõ áîðîâñêîé îðáèòû a = ~2/me2.

Å¼ êâàäðàò −ψ2(r) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäà

ýëåêòðîíà âíóòðè àòîìà (áóäåì ñ÷èòàòü çàðÿä ýëåêòðîíà ðàâíûì ìèíóñ

åäèíèöå). Âíóòðè ñ�åðû ðàäèóñà R ïîïàäàåò çàðÿä:

Q = −4π

π

R∫

0

e−2r r2 dr = −1 + (1 + 2R+ 2R2) e−2R,

ïîýòîìó ïîòåíöèàë, ñîçäàâàåìûé ïîëîæèòåëüíî çàðÿæåííûì ÿäðîì è

ýëåêòðîííûì îáëàêîì èìååò âèä:

ϕ(R) = (1 + 2R+ 2R2)
e−2R

R
.

�àññìîòðèì âòîðîé àòîì âîäîðîäà òàêæå â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè, íàõî-

äÿùèéñÿ îò ïåðâîãî íà ðàññòîÿíèè R. Åãî ÿäðî áóäåò îòòàëêèâàòüñÿ îò

ïåðâîãî àòîìà, à ýëåêòðîííàÿ îáîëî÷êà ïðèòÿãèâàòüñÿ. Åñëè âû÷èñëèòü

ýíåðãèþ èõ âçàèìîäåéñòâèÿ, òî òà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ îíà áóäåò ïîëî-

æèòåëüíîé ∼ 1/R (àòîìû îòòàëêèâàþòñÿ), à íà áîëüøèõ îòðèöàòåëüíîé

(àòîìû ïðèòÿãèâàþòñÿ). Òàê êàê ïðè R → ∞ ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, òî ïðè íåêîòîðîì R0 îíà èìååò ìèíèìàëüíîå çíà÷å-

íèå. Äâóì àòîìàì ýíåðãåòè÷åñêè âûãîäíî îêàçàòüñÿ íà ýòîì ðàññòîÿíèè

è îáðàçîâàòü ìîëåêóëó H2. �àç äâà àòîìà ïðèòÿãèâàþòñÿ, òî ê íèì ìîæåò

ïðèòÿíóòüñÿ òðåéòèé àòîì, îáðàçîâàâ H3 è ò.ä. Îäíàêî ýòîãî íå ïðîèñ-

õîäèò è â ïðèðîäå ìîëåêóëû âîäîðîäà ñîñòîÿò âñåãäà èç äâóõ àòîìîâ.

Îïèñàííàÿ âûøå ïðîñòàÿ ìîäåëü ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäà ýòîãî îáúÿñíèòü

íå ñïîñîáíà.

Ýëåêòðîíû â ìîëåêóëå, ÿâëÿÿñü òîæäåñòâåííûìè ÷àñòèöàìè, íå ëî-

êàëèçîâàíû âîçëå �ñâîåãî� àòîìà. Ïóñòü â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ÿäðà

ðàñïîëîæåííû íà �èêñèðîâàííîì ðàññòîÿíèè R, à âîëíîâàÿ �óíêöèÿ

ýëåêòðîíîâ ìîëåêóëû ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ âîëíîâûõ �óíêöèé àòîìîâ âî-

äîðîäà. Â çàâèñèìîñòè îò íàïðàâëåíèÿ ñïèíîâ ýëåêòðîíîâ ýòà �óíêöèÿ

îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè êîîðäèíàò ÷àñòèö ñèììåòðè÷íà (ïðîòèâîïî-

ëîæíûå ñïèíû) èëè àíòèñèììåòðè÷íà (ñîíîïðàâëåííûå ñïèíû).
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Ïóñòü xi � ïîëîæåíèÿ ýëåêòðîíîâ è ïåðâûé àòîì íàõîäèòñÿ â íà÷àëå

êîîðäèíàò, à âòîðîé â �èêñèðîâàííîé òî÷êå R. Òîãäà

Ψ(x1,x2) =
1√
2

{
ψ(x1)ψ(x2 −R)± ψ(x2)ψ(x1 −R)

}
.

�àñïðåäåëåíèå çàðÿäà äëÿ ñèììåòðè÷íîãî è àíòèñèììåòðè÷íîãî ñëó÷àåâ

ðàäèêàëüíî îòëè÷àþòñÿ. ×òîáû èõ çàïèñàòü, âîçâåä¼ì Ψ(x1,x2) â êâàä-

ðàò è ïðîèíòåãðèðóåì ïî êîîðäèíàòàì âòîðîãî ýëåêòðîíà:

ρ(x) =
1

2
ψ2(x) +

1

2
ψ2(x−R)± S(R)ψ(x)ψ(x−R),

ãäå

S(R) =

∫

ψ(x)ψ(x−R) d3x = (1 + R+ R2/3) e−R.

Íàðèñóåì ëèíèè îäèíàêîâîé ïëîòíîñòè çàðÿäà â ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé

÷åðåç ÿäðà àòîìîâ:

Ëåâûé ðèñóíîê ñîîòâåòñòâóåò ñèììåòðè÷íîé, à ïðàâûé � àíòèñèììåò-

ðè÷íîé âîëíîâîé �óíêöèè. Ñèììåòðè÷íàÿ âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ïðèâîäèò

ê ðàñïðåäåëåíèþ çàðÿäà, äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî êîòîðîãî íàõîäèòñÿ

ìåæäó ÿäðàìè äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ýêðàíèðîâàíèÿõ èõ îòòàëêèâàíèÿ. Â ðå-

çóëüòàòå òàêàÿ ñèñòåìà íà íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè R íàõîäèòñÿ â ýëåêòðî-

ñòàòè÷åñêîì ðàâíîâåñèè (îáðàçóåòñÿ ò.í. êîâàëåíòíàÿ ñâÿçü). Â àíòè-

ñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå çàðÿä îêðóæàåò ÿäðà, íî ñîîòâåñòâóþùèå îáëàêà

ñìåùåíû â ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû. Ýòî ïðèâîäèò ê îòòàëêèâàíèþ è

òàêàÿ ñèñòåìà íå îáëàäàåò óñòîé÷èâîñòüþ.

Òàêèì îáðàçîì, â ìîëåêóëå âîäîðîäà ýëåêòðîíû äîëæíû èìåòü ïðîòè-

âîïîëîæíûå ñïèíû. Åñëè ê òàêîé ìîëåêóëå ïûòàåòñÿ ïðèñîåäèíèòüñÿ åù¼

îäèí àòîì, â çàâèñèìîñòè îò íàïðàâëåíèÿ ñïèíà åãî ýëåêòðîíà, îí áóäåò

ê îäíîìó àòîìó ïðèòÿãèâàòüñÿ, à îò âòîðîãî îòòàëêèâàòüñÿ è ñèñòåìà íå

áóäåò îáëàäàòü óñòîé÷èâîñòüþ. Ýòè, äîñòàòî÷íî êà÷åñòâåííûå ñîîáðàæå-

íèÿ, ïîòâåðæäàþòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà äëÿ äâóõ è òð¼õ

àòîìîâ.
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3 Êîëåáàíèÿ â ñèñòåìå îñöèëëÿòîðîâ

Òîæäåñòâåííûå ÷àñòèöû ìîãóò âîçíèêàòü êàê íåêèå ý��åêòèâíûå âîç-

áóæäåíèÿ â ñèñòåìå, ñîñòîÿùåé â òîì ÷èñëå è íå èç òîæäåñòâåííûõ ÷à-

ñòèö. Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì ïðîñòóþ êëàññè÷åñêóþ ìîäåëü, êî-

òîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì îäíîìåðíîé êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè è äèñ-

êðåòíûì àíàëîãîì ðåëÿòèâèñòñêîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ. Â ñëåäóþùåì ðàç-

äåëå áóäåò ïðîâåäåíî å¼ êâàíòîâàíèå.

Ïóñòü ÷àñòèöû ðàñïîëîæåíû íà îáîäå êîëüöà è ñîåäèíåíû ìåæäó ñî-

áîé �ïðóæèíêàìè�. Ïîä ïðóæèíêàìè ïîíèìàþòñÿ ëèíåéíûå ñèëû (ïîòåí-

öèàë êâàäðàòè÷åí) êîòîðûå äåéñòâóþò òîëüêî ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè

÷àñòèöàìè.

Ïóñòü â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ (êîãäà ñèëû íóëåâûå) ÷àñòèöû ðàâíîìåðíî

ðàñïîëîæåíû ïî êîëüöó è ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè ðàâíî a. Áóäåì ñ÷è-

òàòü, ÷òî ÷èñëî ÷àñòèö N è ðàäèóñ êîëüöà âåëèêè, ïîýòîìó â îêðåñòíî-

ñòè äàííîé ÷àñòèöû å¼ ñîñåäè íàõîäÿòñÿ ïðàêòè÷åñêè íà ïðÿìîé (âòîðîé

ðèñóíîê). Îáîçíà÷èì ÷åðåç qn îòêëîíåíèå n-òîé ÷àñòèöû îò ïîëîæåíèÿ

ðàâíîâåñèÿ. Òîãäà ëàãðàíæèàí ñèñòåìû èìååò âèä:

L =
1

2

∑

n

q̇2n −
γ2

2a2

∑

n

(qn − qn−1)
2, (7.3)

ãäå q̇n = dqn/dt è êîíñòàíòà a ââåäåíà, ÷òîáû ïàðàìåòð γ èìåë ðàçìåð-

íîñòü ñêîðîñòè (ìàññà ÷àñòèöm = 1). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ÷èñëî ÷àñòèöN

íå÷åòíî è èõ íóìåðàöèÿ â ñóììàõ ïðîèñõîäèò îò −(N−1)/2 äî (N−1)/2.
Ïðè ýòîì ÷àñòèöà ñ íóëåâûì èíäåêñîì ÿâëÿåòñÿ êàê-áû íà÷àëîì ñèñòå-

ìû èíäåêñíîãî îòñ÷¼òà. Ïðè n = −(N − 1)/2 èíäåêñ â ñóììå äëÿ qn−1

ïðåäïîëàãàåòñÿ öèêëè÷åñêè ñäâèíóòûì è ðàâíûì n = (N − 1)/2. Âìåñòî
èíäåêñà n, íóìåðàöèþ ÷àñòèö íà êîëüöå ìîæíî ïðîâîäèòü ïðè ïîìîùè

êîîðäèíàò ðàâíîâåñíîãî ïîëîæåíèÿ x = na, ãäå aN = L � äëèíà êîëüöà.
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×òîáû ðåøèòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ ñèñòåìû (7.12) íåîáõîäèìî

ëàãðàíæèàí ïðåîáðàçîâàòü ê äèàãîíàëüíîìó âèäó, â êîòîðîì îòñóòñòâó-

åò ñöåïëåíèå êîîðäèíàò ñîñåäíèõ ÷àñòèö â ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Äëÿ

ýòîãî âìåñòî èñõîäíûõ N êîîðäèíàò qn ââåä¼ì N äðóãèõ êîîðäèíàò Qn:

Qj =
1

N

∑

n

qn e
−ı 2πN nj, qn =

∑

j

Qj e
ı 2πN nj. (7.4)

Âòîðîå ñîîòíîøåíèå ïîëó÷àåòñÿ áëàãîäàðÿ �îðìóëå:

1

N

∑

r

eı
2π
N r (n−j) = δn,j. (7.5)

Äîêàæåì å¼. Ïóñòü λ = eı
2π
N (n−j)

, òîãäà ñóììà ïî r â (7.5) èìååò âèä:

λ−(N−1)/2 + ...+ 1 + ...+ λ(N−1)/2 = λ−(N−1)/2(1 + λ+ ...+ λN−1).

Âûðàæåíèå â ñêîáêàõ ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè SN ,

êîòîðóþ ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

SN = 1 + λ+ ...+ λN−1 = 1 + λ (SN − λN−1) => SN =
1− λN

1− λ
.

Òàê êàê λN = e2πı (n−j) = 1 (÷èñëî n − j � öåëîå), ñóììà SN ïðè n 6= j
(êîãäà λ 6= 1) ðàâíà íóëþ. Åñëè æå n = j, òî ñóììà (7.5) ðàâíà N .

Äàëåå äëÿ ñîêðàùåíèÿ �îðìóë ââåä¼ì äèñêðåòíûé �âîëíîâîé âåêòîð�

è êîîðäèíàòó ðàâíîâåñíîãî ïîëîæåíèÿ ÷àñòèö:

k =
2π

aN
j =

2π

L
j, x = an,

2π

N
jn = kx (7.6)

è â ñóììàõ áóäåì ïèñàòü k âìåñòî öåëîãî ÷èñëà j, à âìåñòî n, ñîîòâåò-

ñòâåííî x, ïîäðàçóìåâàÿ ñóììèðîâàíèå ïî âñåì èõ çíà÷åíèÿì. Â ÷àñòíî-

ñòè â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ (7.5) èìååò âèä:

1

N

∑

k

eık (x−y) = δx,y,
1

N

∑

x

eı(k−q)x = δk,q. (7.7)

a ëàãðàíæèàí ðàâåí:

L =
1

2

∑

x

q̇2x −
γ2

2a2

∑

x

(qx − qx−a)
2. (7.8)

Îòìåòèì íàëè÷èå ïåðèîäè÷åñêèõ óñëîâèé qx+L = qx, êîòîðûå çàëîæåíû

â êîëüöåâîé õàðàêòåð ñèñòåìû è ÿâíûì îáðàçîì ñëåäóþò èç (7.4).
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Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèå ïî âîëíîâîìó âåêòîðó (7.4) â ëàãðàíæèàí (7.9),

ïîëó÷àåì

L =
N

2

∑

k

(Q̇kQ̇−k − ω2
kQkQ−k), (7.9)

ãäå ââåäåí ïàðàìåòð, êîòîðûé, êàê ìû óâèäèì íèæå, îïðåäåëÿåò ÷àñòîòó

êîëåáàíèé â ñèñòåìå:

ωk =
γ

a

√

2(1− cos ka). (7.10)

Ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå íà âñ¼ì èíòåðâàëå èçìåíåíèÿ âîëíîâîãî âåêòîðà

k îò −π(N − 1)/aN äî π(N − 1)/aN ïîëîæèòåëüíî. Ïðèâåä¼ì ñîîòâåò-

ñòâóþùèå âû÷èñëåíèÿ, äëÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè:

∑

x

(qx − qx−a)
2 =

1

N

∑

x,k,q

{
Qk e

ık x −Qk e
ık (x−a)

}{
Qq e

ıq x −Qq e
ıq (x−a)

}
.

Âûíåñåì îáùèå ìíîæèòåëè. Ñóììà ïî x äàñò ñèìâîë Êðîíåêåðà δq,−k,

ñóììèðîâàíèå ñ êîòîðûì ïî q ïðèâîäèò ê:
∑

x,k,q

QkQq e
ı(k+q)x

{
1−e−ıka

}{
1−e−ıqa

}
= N

∑

k

QkQ−k

{
1−e−ıka

}{
1−eıka

}
.

Ïðîèçâåäåíèå �èãóðíûõ ñêîáîê ïî �îðìóëå Ýéëåðà äà¼ò 2(1− cos ka).

Óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà ñ ëàãðàíæèàíîì (7.9) ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùèì

óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ:

Q̈k + ω2
kQk = 0,

ðåøåíèÿ êîòîðûõ äëÿ k 6= 0 çàïèøåì â âèäå:

Qk(t) = Ak e
−ıωkt + Bk e

ıωkt,

ãäå Ak è Bk � êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñÿùèå îò

âîëíîâîãî âåêòîðà k.

Ïðè k = 0 ÷àñòîòà ωk ðàâíà íóëþ è íóëåâàÿ ìîäà Q0(t) óäîâëåòâîðÿ-
åò óðàâíåíèþ ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ. Âåëè÷èíà Q0 ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàòîé

öåíòðà ìàññ ñèñòåìû (÷àñòèöû èìåþò îäèíàêîâûå åäèíè÷íûå ìàññû):

Q0(t) =
1

N

∑

x

qx = Q0(0) + Q̇0(0) t,

êîòîðûé ìîæåò äâèãàòüñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü

åãî íåïîäâèæíûì: Q0 = Q̇0 = 0.
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Ïîäñòàâèì ðåøåíèÿ äëÿ Qk(t) â ðàçëîæåíèå (7.4):

qx(t) =
∑

k 6=0

{

Ak e
ı(kx−ωkt) + A∗

k e
−ı(kx−ωkt)

}

,

ãäå âî âòîðîì ÷ëåíå èíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ k çàìåíåí íà −k è âìåñòî

B−k çàïèñàíî A
∗
k, òàê êàê êîîðäèíàòà äåéñòâèòåëüíà: q∗x = qx. Ïîäîáíàÿ

äèíàìèêà êîîðäèíàò îòêëîíåíèÿ ÷àñòèö îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ îçíà-

÷àåò, ÷òî â ñèñòåìå âîçìîæíû ïðîäîëüíûå âîëíû ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ

ïî êîëüöó. Íàïðèìåð, åñëè Ak = A∗
k è âñå êîíñòàíòû ðàâíû íóëþ, êðîìå

ïàðû ñîîòâåòñòâóþùåé íåêîìó �èêñèðîâàííîìó k = p, òî

qx(t) = 2Ap cos(px− ωpt) = 2Ap cos
(
p(x− Vpt)

)
,

ãäå Vp = ωp/p � �àçîâàÿ ñêîðîñòü âîëíû â ñèñòåìå. Â îáùåì ñëó÷àå

àìïëèòóäû êîëåáàíèéAk ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç íà÷àëüíûå îòêëîíåíèÿ è

ñêîðîñòè ÷àñòèö. Äëÿ ýòîãî ðåøåíèÿQk(t) â ñîîòâåòñòâèè ñ (7.4) çàïèøåì
â âèäå:

Qk(t) = Ak e
−ıωkt +A∗

−k e
ıωkt =

1

N

∑

x

qx(t) e
−ıkx.

Áåðÿ ïðîèçâîäíóþ ïî t ïðè t = 0 íåñëîæíî ïîëó÷èòü:

Ak =
1

2N

∑

x

{

qx(0) + ı
q̇x(0)

ωk

}

e−ıkx.

Ïóñòü, íàïðèìåð, â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè âñå ÷àñòèöû ðàñïîëîæå-

íû â òî÷êàõ èõ ðàâíîâåñèÿ qx(0) = 0 è èìåþò íóëåâóþ ñêîðîñòü, êðî-

ìå ÷àñòèöû â x = 0 êîòîðàÿ îòêëîíèëàñü îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íà

q0(0) = q0. Â ýòîì ñëó÷àå Ak = q0/2N :

qx(t) =
q0
N

∑

k 6=0

cos(kx− ωkt),

Òàêîå ðåøåíèå ïðèâîäèò ê ðàñõîäÿùèìñÿ â ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû

âîçáóæäåíèÿì ÷àñòèö íà êîëüöå.

�ðóïïîâàÿ è �àçîâàÿ ñêîðîñòè âîëí ñëåäóþùèì îáðàçîì çàâèñÿò îò

âîëíîâîãî âåêòîðà:

Vg =
dωk

dk
= γ cos

ka

2
, Vp =

ωk

k
=

2γ

ak

∣
∣
∣ sin

ka

2

∣
∣
∣. (7.11)

Ïðè ìàëûõ k îáå ýòè ñêîðîñòè ñòðåìÿòñÿ ê êîíñòàíòå γ. Ïðè ìàêñè-

ìàëüíûõ k ≈ ±π/a ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü ðàâíà íóëþ, à �àçîâàÿ ñêîðîñòü
ïîíèæàåòñÿ äî 2γ/π.
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4 Ôîíîíû

• Ïåðåéä¼ì ê êâàíòîâàíèþ, îïèñàííîé â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ñèñòå-

ìû. Å¼ ãàìèëüòîíèàí èìååò âèä:

Ĥ =
1

2

∑

x

p̂2x +
γ2

2a2

∑

x

(q̂x − q̂x−a)
2, (7.12)

Çàìåòèì, ÷òî õîòÿ âñå ìàññû ÷àñòèö è ïàðàìåòðû �ïðóæèíîê� γ îäèíàêî-
âû, ýòîò ãàìèëüòîíèàí íå èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè äâóõ

÷àñòèö. Çàïèøåì äëÿ îïåðàòîðîâ êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ ðàçëîæåíèÿ:

q̂x =
∑

k

Qk e
ıkx, p̂x =

1

N

∑

k

Pk e
−ıkx. (7.13)

Áëàãîäàðÿ ìèíóñó â ýêñïîíåíòàõ äëÿ îïåðàòîðîâ èìïóëüñîâ è ìíîæèòå-

ëþ 1/N , îïåðàòîðû Q̂k è P̂k êîììóòèðóþò îáû÷íûì îáðàçîì (~ = 1):

[Q̂k, Q̂q] = [P̂k, P̂q] = 0, [Q̂k, P̂q] = ı δkq. (7.14)

Äåéñòâèòåëüíî:

[q̂x, p̂y] =
1

N

∑

k,q

[Q̂k, P̂q] e
ıkx−ıqy =

ı

N

∑

k

eık (x−y) = ı δx,y.

Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî Q̂k è P̂k ïðè k 6= 0 íå âïîëíå �íîðìàëüíûå� îïåðà-

òîðû êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ, òàê êàê îíè íå ÿâëÿþòñÿ ýðìèòîâî ñàìîñî-

ïðÿæåííûìè â îòëè÷èå îò èñõîäíûõ îïåðàòîðîâ q̂x è p̂x:

Q̂+
k = Q̂−k, P̂+

k = P̂−k, (7.15)

÷òî ñëåäóåò èç ýðìèòîâîñòè q̂x, ïîñëå çàìåíû â ïðàâîé ÷àñòè k íà −k:
q̂+x = q̂x =>

∑

k

Q̂+
k e

−ıkx =
∑

k

Q̂k e
ıkx.

Ïîäñòàíîâêà ðàçëîæåíèé (7.13) â ãàìèëüòîíèàí (7.12), àíàëîãè÷íî êëàñ-

ñè÷åñêîìó ñëó÷àþ, äà¼ò:

Ĥ =
P̂ 2
0

2N
+

1

2N

∑

k 6=0

P̂kP̂−k +
N

2

∑

k 6=0

ω2
k Q̂kQ̂−k, (7.16)

ãäå ââåäåíà ÷¼òíàÿ �óíêöèÿ âîëíîâîãî âåêòîðà:

ωk =
γ

a

√

2(1− cos ka) = 2
γ

a

∣
∣
∣ sin

ka

2

∣
∣
∣ (7.17)

è âûäåëåíà íóëåâàÿ ìîäà ýíåðãèè äâèæåíèÿ ñèñòåìû êàê öåëîãî.
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Ââåä¼ì åù¼ îäèí íàáîð îïåðàòîðîâ äëÿ k 6= 0:

Q̂k =
1√

2Nωk

(âk + â+−k), P̂k = ı

√

Nωk

2
(â+k − â−k). (7.18)

Áëàãîäàðÿ (7.15), îïåðàòîð â+k ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâûì ñîïðÿæåíèåì îïå-

ðàòîðà âk. Ýòè îïåðàòîðû óäîâëåòâîðÿþò �áîçîííûì� êîììóòàöèîííûì

ñîîòíîøåíèÿì:

[âk, âq] = [â+k , â
+
q ] = 0, [âk, â

+
q ] = δkq. (7.19)

�àìèëüòîíèàí òåïåðü ìîæíî çàïèñàòü â äèàãîíàëüíîì âèäå:

Ĥ =
P̂ 2
0

2N
+
∑

k 6=0

ωk

(

â+k âk +
1

2

)

. (7.20)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ÿâëÿåòñÿ ýíåðãèåé äâèæåíèÿ ñèñòåìû ÷àñòèö êàê öå-

ëîãî ñ ñóììàðíîé ìàññîé N (êàæäàÿ ÷àñòèöà èìååò åäèíè÷íóþ ìàññó).

Íà÷àëüíûå îòñ÷¼òû ðàâíîâåñíûõ ïîëîæåíèé ÷àñòèö ïðîèçâîëüíû. Îò

ýòèõ ïîëîæåíèé qx ìîãóò áûòü îòêëîíåíû êàê óãîäíî ñèëüíî (íî ðàçíèöà

q̂x − q̂x−a êîíå÷íà). Îïåðàòîð P̂0 ðàâåí ñóììàðíîìó èìïóëüñó ÷àñòèö, à

Q̂0 � ýòî êîîðäèíàòà öåíòðà èíåðöèè:

P̂0 =
∑

x

px, Q̂0 =
1

N

∑

x

qx, [Q̂0, P̂0] = ı.

Òàê êàê ñóììàðíûé èìïóëüñ P̂0 êîììóòèðóåò ñ ãàìèëüòîíèàíîì Ĥ , îí ìî-

æåò áûòü èçìåðåí òî÷íî îäíîâðåìåííî ñ ýíåðãèåé. Â ýòîì ñëó÷àå íåîïðå-

äåë¼ííîñòü â çíà÷åíèè êîîðäèíàòû öåíòðà ìàññ Q0 áåñêîíå÷íà è â ÷àñò-

íîñòè

〈
E|Q̂2

0|E
〉
= ∞.

Âòîðîé ÷ëåí â (7.20) ÿâëÿåòñÿ ñóììîé N ãàìèëüòîíèàíîâ ãàðìîíè÷å-

ñêèõ îñöèëëÿòîðîâ ñ ÷àñòîòàìè ωk. Ýíåðãèÿ ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ñóììîé

ýíåðãèé êàæäîãî îñöèëëÿòîðà. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ýòè îñöèëëÿòî-

ðîâ íå èìåþò îòíîøåíèÿ ê êîëåáàíèÿì êîíêðåòíîé ÷àñòèöû, à ÿâëÿþòñÿ

êîëåáàíèåì âñåé ñèñòåìû, êîòîðûå ìîæíî îáðàçíî ïðåäñòàâèòü êàê âîç-

áóæäåíèå ïðîäîëüíûõ âîëí, âîçíèêàþùèõ íà êîëüöå. Êàê ìû âèäåëè ïðè

ðàññìîòðåíèè êëàññè÷åñêîé âåðñèè ýòîé çàäà÷è, êàæäîìó âîëíîâîìó âåê-

òîðó ñîîòâåòñòâóþò ïðîäîëüíûå êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé ωk. Â êâàíòîâîé

òåîðèè èõ ýíåðãèé êâàíòóåòñÿ, à òàêèå âîçáóæäåíèÿ íàçûâàþòñÿ �îíîíà-

ìè. �ðóïïîâàÿ ñêîðîñòü ïðè ìàëûõ k îïðåäåëÿåòñÿ óïðóãèìè ñâîéñòâàìè
ñðåäû γ, ÷òî òèïè÷íî äëÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ êëàññè÷åñêèõ çâóêîâûõ âîëí
â âîçäóõå. Ïîýòîìó ýòè êâàçè÷àñòèöû òàêæå íàçûâàþòñÿ àêóñòè÷åñêè-

ìè �îíîíàìè.



140 �ËÀÂÀ 7. ÒÎÆÄÅÑÒÂÅÍÍÛÅ ×ÀÑÒÈÖÛ

• Îñíîâíîå ñîñòîÿíèå |
〉
ãàìèëüòîíèàíà íå ñîäåðæèò �îíîíîâ. Êàê

îáû÷íî, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî k:

âk |
〉
= 0,

〈
| â+k = 0,

〈
|
〉
= 1. (7.21)

Ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíà:

E0 =
∑

k

ωk

2
=
∑

k

γ

a

∣
∣
∣sin

ak

2

∣
∣
∣.

Åñëè N → ∞ è L = aN → ∞ òî ìèíèìàëüíîå èçìåíåíèå ∆k = 2π/L â

(7.6) ìàëî è ñóììó ìîæíî çàìåíèòü èíòåãðàëîì (k ìåíÿåòñÿ â èíòåðâàëå
±(2π/aN)(N − 1)/2, êîòîðûé ïðè N → ∞ ðàâåí ±π/a):

∑

k

fk =
L

2π

π/a∫

−π/a

f(k) dk.

Ïîýòîìó ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ â ðàñ÷¼òå íà åäèíèöó äëèíû êîëü-

öà (ïëîòíîñòü ýíåðãèè) ðàâíà

E0

L
=

2γ

2πa

π/a∫

0

sin

(
ak

2

)

dk =
2

π

γ

a2
. (7.22)

Îíà òåì áîëüøå, ÷åì ìåíüøå ðàâíîâåñíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ÷àñòèöàìè.

Åñëè ïîäåéñòâîâàòü íà îñíîâíîå ñîñòîÿíèå îïåðàòîðîì ðîæäåíèÿ â+k :

|k
〉
= â+k |

〉
, (7.23)

òî ïîëó÷èòñÿ ñîñòîÿíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ýíåðãèè E0+ωk. �îâîðÿò, ÷òî â

òàêîì ñîñòîÿíèè íàõîäèòñÿ îäíà êâàçè÷àñòèöà (îäèí �îíîí). Äâà �îíîíà

ñ ýíåðãèåé E0 + ωk + ωq ñîîòâåòñòâóþò ñîñòîÿíèþ

|k, p
〉
= â+k â

+
p |
〉
. (7.24)

Òàê êàê ωk ÿâëÿåòñÿ ÷¼òíîé �óíêöèåé, ýíåðãèÿ �îíîíà ñ âîëíîâûì âåê-

òîðîì −k ðàâíà ýíåðãèè �îíîíà ñ âîëíîâûì âåêòîðîì k. Ïðè k → 0
ýíåðãèÿ �îíîíà ðàâíà ωk ≈ γk.
Ôîíîíû â äàííîé ìîäåëè ìåæäó ñîáîé íå âçàèìîäåéñòâóþò. Îäíàêî,

åñëè ìû ó÷ò¼ì, íàïðèìåð, àíãàðìîíè÷åñêèå ïîïðàâêè âî âçàèìîäåéñòâèè

÷àñòèö, òî ãàìèëüòîíèàí ïåðåñòàíåò áûòü êâàäðàòè÷íûì ïî îïåðàòîðàì

âk. Â í¼ì ïîÿâÿòñÿ ñëàãàåìûå òèïà â+k1â
+
k2
âk3âk4, êîòîðûå ïðèâåäóò ê ý�-

�åêòàì âçàèìîäåéñòâèÿ �îíîíîâ. Àíàëèç ïîäîáíîé �èçèêè ìû îñòàâèì

äî ðàññìîòðåíèÿ ðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè ïîëÿ.
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• Çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ èñõîäíûõ îïåðàòîðîâ êîîðäèíàò ÷åðåç îïå-

ðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ:

q̂x = Q̂ +
∑

k 6=0

1√
2Nωk

(âk e
ıkx + â+k e

−ıkx), (7.25)

ãäå âî âòîðîì ñëàãàåìîì ñäåëàíà çàìåíà k 7→ −k. Ñðåäíåå çíà÷åíèå êî-
îðäèíàòû â îñíîâíîì è âîçáóæä¼ííûõ ñîñòîÿíèÿõ ðàâíî íóëþ. Àíàëî-

ãè÷íîå ðàçëîæåíèå äëÿ èìïóëüñîâ:

p̂x =
P̂

N
+

1

ı

∑

k 6=0

√
ωk

2N
(âk e

ıkx − â+k e
−ıkx) (7.26)

ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó íóëþ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ èìïóëüñà. Òàê êàê â îñ-

íîâíîì ñîñòîÿíèè (âàêóóì �îíîíîâ)

〈
âp â

+
q

〉
= δpq, âîçâîäÿ â êâàäðàò

q̂x − Q̂, íàõîäèì:
〈
| (q̂x − Q̂)2 |

〉
=
∑

k 6=0

1

2Nωk
.

Åñëè áû ìû íå âûäåëèëè îïåðàòîð öåíòðà ìàññ ñèñòåìû Q̂ âûðàæåíèå

äëÿ

〈
| q̂2x |

〉
ïîëó÷èëîñü áû áåñêîíå÷íûì. Ïðè áîëüøîì L è ìàëîì a ìîæ-

íî ïåðåéòè îò ñóììû ê èíòåãðàëó:

〈
| (q̂x − Q̂)2 |

〉
≈ 2L

2π

π/a∫

2π/L

a dk

4Nγ sin(ka/2)
≈ a

2πγ
ln

2L

πa
,

ãäå íà íèæíåì ïðåäåëå âçÿòî ìèíèìàëüíîå íåíóëåâîå çíà÷åíèå k è â

ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå çàïèñàí âåäóùèé ÷ëåí ïî L → ∞, a → 0. Ñðåäíåå

ðàçíîñòè êîîðäèíàò ïî îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ ðàâíî:

〈
| (q̂x − q̂x−a)

2 |
〉
=

a2

2Nγ2

∑

k

ωk ≈
2a

πγ
.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî íàéòè ñðåäíåå ïî îäíî�îíîííîìó ñîñòîÿíèþ:

〈
k | (q̂x − Q̂)2 | k

〉
=
〈
| (q̂x − Q̂)2 |

〉
+

1

Nωk
. (7.27)

ãäå ó÷òåíî, ÷òî

〈
k | â+p âq | k

〉
= δkp δkq,

〈
k | âp â+q | k

〉
= δpq + δkp δkq,

à îñòàëüíûå ñðåäíèå ðàâíû íóëþ.
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• Ñóììàðíûé èìïóëüñ ÷àñòèö P̂0 ê èìïóëüñó �îíîíîâ ïðÿìîãî îòíî-

øåíèÿ íå èìååò. Îïåðàòîðà ñóììàðíîãî èìïóëüñà �îíîíîâ äîëæåí èìåòü

�îðìó:

P̂ =
∑

k

fk â
+
k âk .

Ïðè ëþáîì fk ýòîò îïåðàòîð êîììóòèðóåò ñ Ĥ. Åñòåñòâåííî ïðåäïîëî-

æèòü, ÷òî fk ÿâëÿåòñÿ íå÷¼òíîé �óíêöèåé è ëèíåéíà ïðè ìàëûõ çíà÷å-

íèÿõ k. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî âûðàæåíèå

P̂ = − 1

2a

∑

x

p̂x (q̂x+a− q̂x−a) = − 1

2a

∑

x

(p̂x− P̂0/N) (q̂x+a− q̂x−a). (7.28)

êîììóòèðóåò ñ èñõîäíûì ãàìèëüòîíèàíîì (7.12) (âòîðîå ðàâåíñòâî ñïðà-

âåäëèâî, òàê êàê P̂ /N ìîæíî âûíåñòè çà ñóììó, à ñóììà îò qx+a − qx−a

ðàâíà íóëþ). Âûðàæåíèå â êðóãëûõ ñêîáêàõ èìååò âèä:

q̂x+a − q̂x−a =
∑

k 6=0

2ı√
2Nωk

sin(ka) (âk e
ıkx − â+k e

−ıkx).

Çàïèøåì (7.28) ÷åðåç îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ, âîñïîëüçî-

âàâøèñü âòîðûì ðàâåíñòâîì (7.28):

P̂ =
1

a

∑

k

sin(ka) a+k ak ,

ãäå ÷ëåíû òèïà sin(ka)aka−k ïðè ñóììèðîâàíèè ïî k ðàâíû íóëþ â ñè-

ëó àíòèñèììåòðè÷íîñòè �óíêöèè ïîä ñóììîé. Áóäåì èíòåðïðåòèðîâàòü

fk = sin(ka)/a ≈ k êàê èìïóëüñ �îíîíà ñ âîëíîâûì âåêòîðîì k.
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• Ïðè ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ ìåæäó ÷àñòèöàìè (a → 0) âûðàæåíèå â

ïîòåíöèàëà ãàìèëüòîíèàíà (7.12) ñòðåìèòüñÿ ê ïðîèçâîäíîé:

lim
a→0

qx − qx−a

a
=
dqx
dx

≡ q′x.

Ïîýòîìó

Ĥ =
1

2

∑

x

p̂2x +
γ2

2a2

∑

x

(q̂x − q̂x−a)
2 →

L/2∫

−L/2

{
p̂2x
2

+ γ2
q′2x
2

}
dx

a
.

Ââåä¼ì ïîëåâûå îïåðàòîðû,

ϕ̂(x) =
qx√
a
, π̂(x) =

px√
a

êîòîðûå êîììóòèðóþò íà �óíêöèþ Äèðàêà:

[ϕ̂(x), π̂(y)] = ıδ(x− y) =
ı

a
δx,y.

Çàïèñàííàÿ âûøå ñâÿçü �óíêöèè Äèðàêà îò êîîðäèíàò ñ ñèìâîëîì Êðî-

íåêåðà δ(x − y) = δx,y/a ñâÿçàíà ñî çíà÷åíèåì �óíêöèè Äèðàêà â íóëå

ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî k (a→ 0):

δ(x = 0) =

π/a∫

−π/a

dk

2π
eı0 k =

1

a
.

Â òàêèõ ïîëåâûõ îïåðàòîðàõ ãàìèëüòîíèàí è ñóììàðíûé èìïóëüñ �îíî-

íîâ ïðè L→ ∞ ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ĥ =

∞∫

−∞

{
π̂2

2
+ γ2

ϕ̂′2

2

}

dx, P̂ = −
∞∫

−∞

π̂ ϕ̂′ dx. (7.29)

Ïðè γ = 1 ïîëó÷èòñÿ ãàìèëüòîíèàí ðåëÿòèâèñòñêîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ñ

íóëåâîé ìàññîé, êîòîðûé áóäåò ðàññìîòðåí â ñëåäóþùåé ãëàâå. Ïðè ýòîì

ïëîòíîñòü ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ òàêîãî ãàìèëüòîíèàíà ïðè a→ 0
áóäåò áåñêîíå÷íîé:

E0

L
=

2/π

a2
.

Çàìåòèì, ÷òî â ìîäåëè êîëüöà êîíå÷íûå âûðàæåíèÿ ïîëó÷àëèñü áëàãî-

äàðÿ íàëè÷èþ äâóõ �îáðåçàþùèõ� ïàðàìåòðîâ L è a.
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×àñòü II

Ïðèáëèæ¼ííûå ìåòîäû

147





�ëàâà 9

Òåîðèÿ âîçìóùåíèé äëÿ äèñêðåòíîãî

ñïåêòðà

Òî÷íî ðåøàåìûõ çàäà÷ â êâàíòîâîé ìåõàíèêå íå òàê ìíîãî. Ïîýòî-

ìó ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü ðàçëè÷íûå ïðèáëèæåííûå ìåòîäû. Â ýòîé

ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ îñíîâíûå ìåòîäû ïîëó÷åíèÿ ýíåðãèé, âîëíîâûõ

�óíêöèé è ñðåäíèõ çíà÷åíèé äëÿ ñòàöèîíàðíûõ çàäà÷. Èõ ý��åêòèâ-

íîñòü ðàçëè÷íà â ðàçíûõ äèàïàçîíàõ èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ.

Õîòÿ áîëüøèíñòâî ýòèõ ìåòîäîâ ïðèìåíèìî è äëÿ ìíîãîìåðíûõ çàäà÷,

äëÿ èëëþñòðàöèè áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ îäíîìåðíûå ñèñòåìû. Â êà÷åñòâå

ïîäîáíîé ìîäåëè âûñòóïàåò àíãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð.

Ñíà÷àëà ìû ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå âàðèàíòû òåîðèè âîçìóùåíèé â

êîòîðîé ãàìèëüòîíèàí ðàçáèâàåòñÿ íà òî÷íî ðåøàåìóþ ÷àñòü è �âîçìó-

ùåíèå�, êîòîðîå â íåêîòîðîì ñìûñëå ñ÷èòàåòñÿ ìàëûì. Ïîëó÷àåìûå ðÿ-

äû ïî ïàðàìåòðó âîçìóùåíèÿ äëÿ ýíåðãèè, îáû÷íî, îêàçûâàþòñÿ ðàñõî-

äÿùèìèñÿ. Òåì íå ìåíåå, ñóùåñòâóþ íåêîòîðûå ñïîñîáû ïîëó÷åíèÿ ïðè

ïîìîùè ýòèõ ðÿäîâ îñìûñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Êâàíòîâàÿ òåîðèÿ ïîëÿ

Ñåðãåé Ñ. Ñòåïàíîâ

Ýòà êíèãà íàõîäèòñÿ â ïðîöåññå ñîçäàíèÿ. Å¼ ïîñëåäíÿÿ âåðñèÿ

è äðóãèå ìàòåðèàëû íàõîäÿòñÿ íà ñàéòå: http://synset.
om.

Çàìå÷åííûå îøèáêè è âîïðîñû ïðîñüáà ïðèñûëàòü ïî àäðåñó:

steps137, çàòåì ñîáà÷êà è gmail.
om.

(ñ) 2015. Ïå÷àòü: 2 èþëÿ 2017 ã.
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1 Òåîðèÿ âîçìóùåíèé �åëåÿ�Øðåäèíãåðà

Íàèáîëåå ðàçðàáîòàííûìè ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûå âàðèàíòû òåîðèè âîç-

ìóùåíèé, â êîòîðîé ïðåäïîëàãàåòñÿ ìàëîñòü ïàðàìåòðà β. Íàïîìíèì
ñíà÷àëà òåîðèþ âîçìóùåíèé �åëåÿ�Øðåäèíãåðà.

Ïóñòü ãàìèëüòîíèàí Ĥ = Ĥ0+ V̂ ñèñòåìû ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé, ãäå

V̂ ñ÷èòàåòñÿ ìàëîé, à ñïåêòð Ĥ0 èçâåñòåí:

Ĥ |En

〉
= En |En

〉
, Ĥ0 |n

〉
= εn |n

〉
.

Çàïèøåì (⋖H42) óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ Ĥ â ýíåðãåòè÷åñêîì

ïðåäñòàâëåíèè:

(En − εk) ckn =
∑

m

Vkm cmn, (9.1)

ãäå èñïîëüçîâàíû ìàòðè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ:

ckn =
〈
k |En

〉
, Vkm =

〈
k |V̂ |m

〉
.

Áóäåì èñêàòü íåèçâåñòíûå âåëè÷èíû â âèäå ðÿäîâ ïî ñòåïåíÿì âçàèìî-

äåéñòâèÿ:

En = εn + E(1)
n + E(2)

n + ...., ckn = δkn + c
(1)
kn + c

(2)
kn + ... (9.2)

Åñëè îáîçíà÷èòü òèëüäîé âåëè÷èíû îäíîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, òî â ýòèõ

ðàçëîæåíèÿõ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî E
(s)
n ∼ c

(s)
kn ∼ E

(s−p)
n c

(p)
kn ∼ (Vkm)

s
è

ò.ä. Êîãäà V = 0 ìàòðèöà ckn ðàâíà ñèìâîëó Êðîíåêåðà, òàê êàê â ýòîì

ñëó÷àå ckn =
〈
k|n
〉
= δkn. Áóäåì äàëåå ñ÷èòàòü ýëåìåíòû ckn äåéñòâè-

òåëüíûìè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èñïîëüçóåòñÿ áàçèñ äåéñòâèòåëüíûõ âîëíî-

âûõ �óíêöèé èñõîäíîé

〈
x|En

〉
è íåâîçìóùåííîé çàäà÷è

〈
x|n
〉
. Çàïèøåì

óñëîâèå íîðìèðîâêè â áàçèñå Ĥ0 |m
〉
= εm |m

〉
:

〈
En|En

〉
=
∑

m

〈
En|m

〉〈
m|En

〉
=
∑

m

c2mn = 1

è ïîäñòàâèì â íåãî ðàçëîæåíèå (9.2):

∑

m

[

δmn+c
(1)
mn+c

(2)
mn+...

]2

=
∑

m

[

δ2mn+2δmn c
(1)
mn+2δmn c

(2)
mn+

(
c(1)mn

)2
+...

]

= 1,

ãäå ïðè âîçâåäåíèè â êâàäðàò óäåðæàíû ñëàãàåìûå ñ òî÷íîñòüþ äî V 2

(ïåðâîå ñëàãàåìîå íóëåâîãî ïîðÿäêà ïî V , âòîðîå � ïåðâîãî è äâà ïîñëåä-

íèõ � âòîðîãî).
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Ñóììèðóÿ ñ ñèìâîëîì Êðîíåêåðà, è ïðèðàâíèâàÿ âåëè÷èíû îäíîãî ïî-

ðÿäêà ìàëîñòè, íàõîäèì çíà÷åíèÿ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû:

c(1)nn = 0, c(2)nn = −1

2

∑

m

(
c(1)mn

)2
. (9.3)

Ïîäñòàâèì òåïåðü ðàçëîæåíèÿ (9.2) â óðàâíåíèå (9.1):

(εn − εk +E(1)
n +E(2)

n + ...)(δkn + c
(1)
kn + c

(2)
kn + ...) = Vkn +

∑

m

Vkm c
(1)
mn + ...

Ïåðåìíîæàÿ ñêîáêè è ñíîâà ïðèðàâíèâàÿ âåëè÷èíû îäíîãî ïîðÿäêà ìà-

ëîñòè, ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé:

E(1)
n δkn + (εn − εk) c

(1)
kn = Vkn,

E(2)
n δkn + (εn − εk) c

(2)
kn + E(1)

n c
(1)
kn =

∑

m

Vkm c
(1)
mn,

...

Ïðè k = n èç ïåðâîãî è âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóþò ïîïðàâêè ê ýíåðãèè

(ó÷èòûâàåì, ÷òî c
(1)
nn = 0):

E(1)
n = Vnn, E(2)

n =
∑

m

Vnm c
(1)
mn.

Åñëè æå k 6= n, ïîëó÷àåì íåäèàãîíàëüíû ýëåìåíòû ìàòðèöû (ckn 6= cnk):

c
(1)
kn = − Vkn

εk − εn
, c

(2)
kn =

1

εk − εn

[

Vnn c
(1)
kn −

∑

m

Vkm c
(1)
mn

]

. (9.4)

Â ðåçóëüòàòå, ñ òî÷íîñòüþ äî 2-ãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî V , ýíåðãèÿ ðàâíà

(ñóììà ïî âñåì m íå ðàâíûì n):

En = εn + Vnn −
∑

m 6=n

VnmVmn

εm − εn
+ ... (9.5)

Äàëåå íàì òàêæå ïîíàäîáèòñÿ ìàòðèöà îïåðàòîðà êîîðäèíàòû. Îáî-

çíà÷àÿ ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû â áàçèñå íåâîçìóùåííîãî ãàìèëüòîíèàíà H0

êàê xkn = xnk =
〈
k|x̂|n

〉
, â áàçèñå ïîëíîãî ãàìèëüòîíèàíà, èìååì:

〈
Ek| x̂ |En

〉
=
∑

m,r

cmk xmr crn =
∑

m,r

(
δmk + c

(1)
mk + c

(2)
mk

)
xmr

(
δrn + c(1)rn + c(2)rn

)

= xkn+
∑

m

[

xkm c
(1)
mn+xnm c

(1)
mk

]

+
∑

m

[

xkm c
(2)
mn+xnm c

(2)
mk

]

+
∑

m,r

c
(1)
mk xmr c

(1)
rn ,

ãäå îòáðîøåíû âåëè÷èíû áîëåå, ÷åì âòîðîãî ïîðÿäêà ïî V .
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• Ïðèìåíèì òåîðèþ âîçìóùåíèé äëÿ àíãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà

(ñòð. 66), ðàññìàòðèâàÿ V̂ = (β/2) x̂4 êàê âîçìóùåíèå. Äëÿ ýòîãî íåîáõî-
äèìî âû÷èñëèòü ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû Vkn, ÷òî ïðîùå ñäåëàòü ïðè ïîìî-

ùè îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ (α = ω2
, ~ = m = 1):

(2ω)2 x̂4 = (â+ â+)4 = (â2 + â+2 + 2 n̂+ 1)2,

ãäå âûäåëåí îïåðàòîð n̂ = â+â. Âîçâîäÿ â êâàäðàò è ïåðåíåñÿ â âïðàâî è
â+ âëåâî (⋖H43), ïîëó÷àåì:

(2ω)2 x̂4 = 6 n̂2 + 6 n̂+ 3 + (4 n̂+ 6) â2 + â+2 (4 n̂+ 6) + â4 + â+4.

Ïðè ïîìîùè ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ, âòîðîãî ïðàâèëà (2.45) è åãî ýðìèòîâî

ñîïðÿæ¼ííîé âåðñèè, òåïåðü íåñëîæíî íàéòè ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû:

(2ω)2 (x4)kn = 3 (2n2 + 2n+ 1) δk,n (9.6)

+ 2(2n− 1)
√

n (n− 1) δk, n−2 + 2(2k − 1)
√

k (k − 1) δk−2, n

+
√

n(n− 1)(n− 2)(n− 3) δk, n−4 +
√

k(k − 1)(k − 2)(k − 3) δk−4, n.

Ïåðâàÿ ïîïðàâêà ê ýíåðãèè ðàâíà Vnn = (β/2) 3 (2n2+2n+1)/(2ω)2. Äëÿ
ïîëó÷åíèÿ âòîðîé ïîïðàâêè çàìåòèì, ÷òî ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû (x4)kn
ñèììåòðè÷íû è îòëè÷íû îò íóëÿ, äëÿ ðàâíûõ èíäåêñîâ (δk,n) èëè êîãäà

èíäåêñû îòëè÷àþòñÿ íà 2 (δk, n−2, δk−2, n) èëè íà 4 (δk, n−4, δk−4, n). Ïîýòî-

ìó:

∑

m 6=n

VnmVmn

εm − εn
=
V 2
n,n+2

2ω
−
V 2
n,n−2

2ω
+
V 2
n,n+4

4ω
−
V 2
n,n−4

4ω
, (9.7)

ãäå ïîäñòàâëåíû ýíåðãèè ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà εn = ω(n + 1/2).
Â ðåçóëüòàòå, ñ òî÷íîñòüþ äî âòîðîãî ïîðÿäêà ïî β, èìååì ñëåäóþùåå

âûðàæåíèå:

En

ω
= n+

1

2
+

3

8

(
2n2 + 2n+ 1

) β

ω3
(9.8)

− 1

32
(2n+ 1) (17n2 + 17n+ 21)

( β

ω3

)2

+ ...

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî íàéòè ñëåäóþùèå ïîïðàâêè ê ýíåðãèè.

Âïðî÷åì, íà ïðàêòèêå ìåòîäîì �åëåÿ-Øð¼äèíãåðà îáîçðèìûå âû÷èñ-

ëåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ òîëüêî äëÿ ïåðâûõ ïîïðàâîê. Âûñîêèå æå ïîïðàâêè

óäîáíåå èñêàòü äðóãèìè ìåòîäàìè, îäèí èç êîòîðûõ áóäåò ðàññìîòðåí

÷óòü ïîçæå (ñòð. 157).
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• Ïîëó÷èì ïðè ïîìîùè òåîðèè âîçìóùåíèé ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû êî-

îðäèíàòû, îòíîñèòåëüíî îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ |E0

〉
. Â ïåðâîì ïîðÿäêå:

〈
E0| x̂ |En

〉
= x0n +

∑

m

[

x0m c
(1)
mn + xnm c

(1)
m0

]

+ ...

Ó÷ò¼ì, ÷òî ýëåìåíòû ìàòðèöû xkn (2.48) íå ðàâíû íóëþ òîëüêî ïðè èí-

äåêñàõ îòëè÷àþùèõñÿ íà åäèíèöó è ïðîïîðöèîíàëüíû êîðíþ èç áîëüøåãî

èíäåêñà. Ïîýòîìó â ñóììå ïî m âûæèâàþò ñëàãàåìûå ñ m = 1,m = n+1

è m = n− 1:
√
2ω
〈
E0| x̂ |En

〉
= δn,1 + c

(1)
1n +

√
n+ 1 c

(1)
n+1,0 +

√
n c

(1)
n−1,0.

Ïîëàãàÿ n = 1, èìååì:
√
2ω
〈
E0| x̂ |E1

〉
= 1 +

√
2 c

(1)
20 ,

ãäå îòáðîøåíû äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû c
(1)
nn , ðàâíûå íóëþ. Îñòàâøèéñÿ

ýëåìåíò âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå (9.4):

c
(1)
20 = −V20

2ω
= −3

√
2

8
ξ,

ãäå ξ = β/ω3
. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì (⋖H44) íàõîäÿòñÿ ïîïðàâêè âòîðîãî

ïîðÿäêà:

√
2ω
〈
E0| x̂ |E1

〉
= 1− 3

4
ξ +

189

64
ξ2 + ..., (9.9)

√
2ω
〈
E0| x̂ |E3

〉
=

√
6

8
ξ
(

1− 39

4
ξ
)

+ ..., (9.10)

√
2ω
〈
E0| x̂ |E5

〉
=

√
30

32
ξ2 + ... (9.11)

Âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû

〈
E0|x̂|En

〉
â ýòîì ïðèáëèæåíèè ðàâíû íóëþ.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ñ ðîñòîì n, ýëåìåíò ìàòðèöû ïðè ìàëîì îòíî-

øåíèè ξ = β/ω3
óìåíüøàåòñÿ. Ýòî ñâîéñòâî òèïè÷íî è âíå ðàìîê òåîðèè

âîçìóùåíèé, î ÷¼ì ñâèäåòåëüñòâóþò ÷èñëåííûå âû÷èñëåíèÿ (ñòð. 67).

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî

2(E1 − E0)|
〈
E0|x̂|E1

〉
|2 =

(

1 +
3ξ

2
− 9ξ2

2

)(

1− 3ξ

2
+

207ξ2

32

)

= 1− 9

32
ξ2,

2(E3 − E0)|
〈
E0|x̂|E3

〉
|2 =

9

32
ξ2.

Ñóììà ýòèõ âåëè÷èí, êàê è äîëæíî áûòü (ñòð. 67), ðàâíà åäèíèöå.
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2 �åçîëüâåíòà

∗

�åçîëüâåíòîé ãàìèëüòîíèàíà Ĥ íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèé îïåðàòîð, çà-

âèñÿùèé îò êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé z:

R̂(z) = (z − Ĥ)−1. (9.12)

Ñ÷èòàÿ, ÷òî ãàìèëüòîíèàí Ĥ èìååò äèñêðåòíûé ñïåêòð Ĥ |En

〉
= En |En

〉
,

óìíîæèì ðåçîëüâåíòó íà åäèíè÷íûé îïåðàòîð:

R̂(z) =
∑

n

R̂(z) |En

〉〈
En| =

∑

n

|En

〉〈
En|

z − En
. (9.13)

Îò ñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðåçîëüâåíòà èìååò ïîëþñû ïðè z = En. Ïîýòîìó,

ïî òåîðåìå Êîøè (ñòð. 386), èíòåãðàë â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè z ïî çà-

ìêíóòîìó êîíòóðó Cn, îêðóæàþùåìó òîëüêî îäíî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå

En, ðàâåí ïðîåêöèîííîìó îïåðàòîðó:

P̂n =
1

2πı

∮

Cn

R̂(z) dz = |En

〉〈
En|. (9.14)

Îòìåòèì òàêæå òîæäåñòâî R̂(z)− R̂(w) = (w − z) R̂(z) R̂(w), êîòîðîå

äîêàçûâàåòñÿ óìíîæåíèåì åãî ñëåâà íà z − Ĥ, à ñïðàâà íà w − Ĥ.

⊲ Ïóñòü ãàìèëüòîíèàí ðàçáèâàåòñÿ íà äâå ÷àñòè: Ĥ = Ĥ0+ V̂ (ñïåêòð

Ĥ0 ñ÷èòàåòñÿ èçâåñòíûì: Ĥ0 |n
〉
= εn |n

〉
, à âçàèìîäåéñòâèå V̂ ìàëûì).

Òîãäà ðåçîëüâåíòó ìîæíî íàéòè ïî òåîðèè âîçìóùåíèé. Äåéñòâèòåëüíî:

R̂(z) = (z − Ĥ)−1 =
[
(z − Ĥ0) {1− (z − Ĥ0)

−1 V̂ }
]−1

= [1− R̂0V̂ ]−1R̂0,

ãäå R̂0 = R̂0(z) = (z − Ĥ0)
−1

� ðåçîëüâåíòà �íåâîçìóùåííîé� çàäà÷è.

Ó÷èòûâàÿ ðÿä (1− x)−1 = 1 + x+ x2 + ..., èìååì:

R̂(z) =

∞∑

k=0

(R̂0V̂ )k R̂0 = R̂0 + R̂0 V̂ R̂0 + R̂0 V̂ R̂0 V̂ R̂0 + ... (9.15)

Ñîîòâåòñòâåííî, ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû Rkn(z) =
〈
k|R̂(z)|n

〉
â áàçèñå |n

〉
,

äëÿ êîòîðîãî R̂0(z)|n
〉
= (z − εn)

−1|n
〉
, ðàâíû:

Rkn(z) =
δkn

z − εn
+

Vkn
(z − εk)(z − εn)

+
∑

m

VkmVmn

(z − εk)(z − εm)(z − εn)
+ ...,

ãäå Vkn =
〈
k|V̂ |n

〉
� ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îïåðàòîðà âçàèìîäåéñòâèÿ.
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⊲ Áëàãîäàðÿ (9.14), ñïåêòð ãàìèëüòîíèàíà Ĥ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñðåä-

íèå â íåâîçìóùåííîì áàçèñå:

En =

〈
n|Ĥ|En

〉〈
En|n

〉

〈
n|En

〉〈
En|n

〉 =

〈
n|ĤP̂n|n

〉

〈
n|P̂n|n

〉 = εn +

〈
n|V̂ P̂n|n

〉

〈
n|P̂n|n

〉 . (9.16)

Ïðè ïîìîùè (9.15), òåîðèþ âîçìóùåíèé �åëåÿ-Øð¼äèíãåðà ìîæíî ñ�îð-

ìóëèðîâàòü äîâîëüíî èçÿùíûì îáðàçîì. Äåéñòâèòåëüíî, âû÷èñëèì:

〈
n|V̂ P̂n|n

〉
=

1

2πı

∮

Cn

〈
n|V̂ R̂0 + V̂ R̂0V̂ R̂0 + ...|n

〉
dz

=
1

2πı

∮

Cn

[ Vnn
z − εn

+
∑

m

VnmVmn

(z − εm)(z − εn)
+ ...

]

dz = Vnn +
∑

m 6=n

VnmVmn

εn − εm
+ ...

Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ó÷òåíî, ÷òî íåâîçìóùåííûå ýíåðãèè εn ïðè ìà-

ëûõ V , ðàñïîëîæåíû ñêîëü óãîäíî áëèçêî ê òî÷íûì çíà÷åíèÿì En è,

ñëåäîâàòåëüíî, ïîïàäàþò âíóòðü êîíòóðà Cn. Ïîýòîìó ïåðâîå ñëàãàåìîå

èìååò ïîëþñ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ âû÷åòîì Vnn. Âî âòîðîì ñëàãàåìîì, åñëè

m = n � ïîëó÷àåòñÿ ïîëþñ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ íóëåâûì âû÷åòîì, à ïðè

m 6= n � ïåðâîãî ñ âû÷åòîì VnmVmn/(z − εm)|z=εn.

Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿåòñÿ â (9.16) çíàìåíàòåëü:

〈
n|P̂n|n

〉
=

1

2πı

∮

Cn

[ 1

z − εn
+

Vnn
(z − εn)2

+
∑

m

VnmVmn

(z − εm)(z − εn)2
+ ...

]

dz.

Èíòåãðàë îò ïåðâîãî ñëàãàåìîãî ðàâåí åäèíèöå, îò âòîðîãî íóëþ (äâîé-

íîé ïîëþñ, ñ íóëåâûì âû÷åòîì). Â òðåòüåì ñëàãàåìîì, êîãäà m = n
ïîëó÷àåòñÿ íîëü (òðîéíîé ïîëþñ ñ íóëåâûì âû÷åòîì), à ïðè m 6= n:

〈
n|P̂n|n

〉
= 1−

∑

m 6=n

VnmVmn

(εn − εm)2
+ ... (9.17)

Òàê êàê ÷èñëèòåëü âû÷èñëåí ñ òî÷íîñòüþ äî V 2
è âåäóùèì ÷ëåíîì èìååò

V , äåëåíèå íà çíàìåíàòåëü ïðèâåä¼ò ê ïîïðàâêàì òðåòüåãî ïîðÿäêà. Â

ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ñîîòíîøåíèå (9.5), ñòð. 151.

Òàêèì îáðàçîì, òåîðèÿ âîçìóùåíèé, ñ�îðìóëèðîâàííàÿ ïðè ïîìîùè

ðåçîëüâåíòû, îïðåäåëÿåòñÿ îòíîøåíèåì äâóõ ðÿäîâ ïî ñòåïåíÿì âçàèìî-

äåéñòâèÿ. Äî ïðîâåäåíèÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî z êàæäûé ÷ëåí ýòèõ ðÿäîâ

èìååò ïðîñòóþ, ïîâòîðÿþùóþñÿ ñòðóêòóðó. Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ è äå-

ëåíèÿ ðÿäîâ âîçíèêàþò äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêèå ñëàãàåìûå (äëÿ âûñøèõ

ïðèáëèæåíèé) òåîðèè �åëåÿ-Øð¼äèíãåðà.
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3 Òåîðèÿ âîçìóùåíèé äëÿ ñðåäíèõ

Ïîâòîðèì âû÷èñëåíèÿ, ïðèâåäøèå ê âèðèàëüíîé òåîðåìå (2.5), ñòð. 45

è âû÷èñëèì êîììóòàòîð ãàìèëüòîíèàíà Ĥ = p̂2/2m+ V (x̂) ñ ïðîèçâîëü-

íîé �óíêöèåé f(x̂). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî [f(x̂), p̂] = ıf ′(x̂) (~ = 1), èìååì:

2m [f(x̂), Ĥ] = [f(x̂), p̂2] = [f(x̂), p̂] p̂+ p̂ [f(x̂), p̂] = 2ı f ′(x̂)p̂+ f ′′(x̂),

ãäå ïåðåñòàâëåíû îïåðàòîðû: p̂ f ′ = f ′ p̂ − ıf ′′
. Ñðåäíåå êîììóòàòîðà ïî

ñîáñòâåííîìó âåêòîðó ãàìèëüòîíèàíà |E
〉
ðàâíî íóëþ (2.2), ïîýòîìó:

〈
f ′(x̂) p̂

〉
=
ı

2

〈
f ′′(x̂)

〉
. (9.18)

Àíàëîãè÷íî âû÷èñëèì êîììóòàòîð Ĥ ñ îïåðàòîðîì f(x̂) p̂:

2m [f(x̂)p̂, Ĥ] = 2ıf ′(x̂) p̂2 + f ′′(x̂) p̂− 2mı f(x̂)U ′(x̂).

Ïîäñòàâèì p̂2 = 2m (Ĥ − U(x̂)), óñðåäíèì ïî |E
〉
è ó÷ò¼ì (9.18):

E
〈
f ′(x̂)

〉
+

1

8m

〈
f ′′′(x̂)

〉
=
〈
f ′(x̂)U(x̂)

〉
+

1

2

〈
f(x̂)U ′(x̂)

〉
. (9.19)

Ýòî ñîîòíîøåíèå ìåæäó ñðåäíèìè îáîáùàåò âèðèàëüíóþ òåîðåìó (2.5).

Ïîëîæèì f(x) = xk:

kE
〈
x̂k−1

〉
+
k(k − 1)(k − 2)

8m

〈
x̂k−3

〉
= k
〈
x̂k−1U(x̂)

〉
+

1

2

〈
x̂k U ′(x̂)

〉

è ïðèìåíèì ýòî ñîîòíîøåíèå äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ñ ïîòåí-

öèàëîì U(x) = αx2/2, m = 1:

2E k
〈
x̂k−1

〉
+
k(k − 1)(k − 2)

4

〈
x̂k−3

〉
= α (k + 1)

〈
x̂k+1

〉
.

Ïîëàãàÿ k = 1, 3, 5 èìååì:

〈
x̂2
〉
=
E

α
,

〈
x̂4
〉
=

3

2

E

α

〈
x̂2
〉
+

3

8α
,

〈
x̂6
〉
=

5

3

E

α

〈
x̂4
〉
+

5

2α

〈
x̂2
〉
.

Òàê êàê ýíåðãèÿ îñöèëëÿòîðà èçâåñòíà: E =
√
α εn, ãäå εn = n + 1/2,

ñðàçó ïîëó÷àåì çíà÷åíèÿ äëÿ ñðåäíèõ:

〈
x̂2
〉
=

εn√
α
,

〈
x̂4
〉
=

3

8α
(1 + 4ε2n),

〈
x̂6
〉
=

5

8α3/2
εn (5 + 4ε2n). (9.20)

Èõ ïðÿìîå âû÷èñëåíèå, íàïðèìåð, ïðè ïîìîùè îïåðàòîðîâ â, â+, îêàçà-

ëîñü áû ñóùåñòâåííî áîëåå ãðîìîçäêèì.
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• Åñëè íå ñòàâèòü çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ âåêòîðîâ ñîñòîÿíèÿ, òî ìîæíî

ïîñòðîèòü áîëåå ïðîñòóþ òåîðèþ âîçìóùåíèé, ïî ñðàâíåíèþ ñ òåîðèåé

�åëåÿ-Øð¼äèíãåðà (ñòð. 150). Çàïèøåì âèðèàëüíóþ òåîðåìó (9.19) äëÿ

àíãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ñ ïîòåíöèàëîì U(x) = (αx2 + βx4)/2:

α (k+1)
〈
x̂k+1

〉
+β (k+2)

〈
x̂k+3

〉
= 2E k

〈
x̂k−1

〉
+
k(k − 1)(k − 2)

4

〈
x̂k−3

〉
,

Â ñèëó ñèììåòðèè ïðè x 7→ −x (÷¼òíîñòü ñîõðàíÿåòñÿ), ñðåäíèå îò íå÷¼ò-
íûõ ñòåïåíåé êîîðäèíàòû ðàâíû íóëþ. Ïîýòîìó ïîëîæèì k = 1, 3, 5, ...:

2α
〈
x̂2
〉
+ 3β

〈
x̂4
〉

= 2E,

4α
〈
x̂4
〉
+ 5β

〈
x̂6
〉

= 6E
〈
x̂2
〉
+ 3

2,

6α
〈
x̂6
〉
+ 7β

〈
x̂8
〉

= 10E
〈
x̂4
〉
+ 15

〈
x̂2
〉
,

....

(9.21)

�àçëîæèì ýíåðãèþ è ñðåäíèå â ðÿä ïî β:

E = E(0)+E(1) β+E(2) β2+ ...,
〈
x̂k
〉
= Xk

0 +X
k
1 β+X

k
2 β

2+ ... (9.22)

Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè (îñöèëëÿòîð) E(0) =
√
α εn = αX2

0 , à X
k
0 äëÿ

k = 2, 4, 6 çàïèñàíû â (9.20). Äëÿ ïîëó÷åíèÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû, âîñ-

ïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Ôåéíìàíà-�åëëìàíà (2.6), ñòð. 45:

∂E

∂β
=

1

2

〈
x̂4
〉
. (9.23)

Ïîäñòàâëÿÿ â íå¼ ðàçëîæåíèÿ (9.22) è ïðèðàâíèâàÿ êîý��èöèåíòû ïðè

îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ β, èìååì

E(k) =
1

2k
X4

k−1. (9.24)

Â ÷àñòíîñòè, ïåðâàÿ ïîïðàâêà ê ýíåðãèè ïî òåîðèè âîçìóùåíèé ðàâíà:

E(1) =
1

2
X4

0 =
3

16α
(1 + 4ε2n).

Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèÿ (9.22) â ñèñòåìó (9.21) è ïðèðàâíèâàÿ êîý��è-

öèåíòû ïðè ïåðâîé ñòåïåíè β, èìååì:

2αX2
1 + 3X4

0 = 2E(1) = X4
0 ,

4αX4
1 + 5X6

0 = 6 (E(0)X2
1 + E(1)X2

0) = 6αX2
0X

2
1 + 3X4

0X
2
0 .

Îòñþäà íàõîäèì

X2
1 = − 1

α
X4

0 , X4
1 = − 1

4α
(5X6

0 + 3X2
0X

4
0 )

è ïî (9.24) ïîïðàâêó E(2)
. Åñòåñòâåííî, ïðè ýòîì ïîëó÷àåòñÿ òîò æå ðå-

çóëüòàò, ÷òî è ìåòîäîì �åëåÿ-Øð¼äèíãåðà (9.8).
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• Ïðîñòîòà ýòèõ âû÷èñëåíèé, ïîçâîëÿåò çàïèñàòü ðåêóððåíòíûå �îð-

ìóëû äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîëüíîé ïîïðàâêè ê ýíåðãèè è ñðåäíèì.

Ïóñòü åñòü äâà ðÿäà:

A =

∞∑

k=0

ak x
k = a0+a1x+a2x

2+..., B =

∞∑

k=0

bk x
k = b0+b1x+b2x

2+...

Èõ ïðîèçâåäåíèå, ñãðóïïèðîâàííîå ïî âîçðàñòàþùèì ñòåïåíÿì x, ðàâíî:

C = A·B = a0b0+(a0b1+a1b0) x+(a0b2+a1b1+a2b0) x
2+... = c0+c1x+...,

èëè â êîìïàêòíîì âèäå:

ck =

k∑

r=0

arbk−r.

Åñëè íåîáõîäèìî, íàïðèìåð, ðàçëîæèòü â ðÿä 1/A = B, çàïèñûâàåì
AB = 1. Ïîñëå ýòîãî âûðàæàåì êîý��èöèåíòû bk ÷åðåç ak è, íàéäåí-

íûå íà ïðåäûäóùèõ èòåðàöèÿõ bk:

b0 =
1

a0
, bk = − 1

ak

k∑

r=1

arbk−r.

Â íàøåì ñëó÷àå (α = 1):

E
〈
x̂k−1

〉
=
( ∞∑

i=0

E(i) βi
) ( ∞∑

j=0

Xk−1
j βj

)

=

∞∑

i=0

βi
i∑

j=0

E(j)Xk−1
i−j .

Ïîýòîìó:

(k + 1) Xk+1
i + (k + 2)Xk+3

i−1 = 2k

i∑

j=0

E(j)Xk−1
i−j +

k(k − 1)(k − 2)

4
Xk−3

i ,

îòêóäà íàõîäèì Xk+1
i . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñèñòåìó ðåêóððåíòíûõ

óðàâíåíèé:

X0
i = δ0i ,

Xk+1
i =

1

k + 1

[

2k
i∑

j=0

EjX
k−1
i−j +

k(k − 1)(k − 2)

4
Xk−3

i − (k + 2)Xk+3
i−1

]

,

E(i+1) =
X4

i

2(i+ 1)
. (9.25)

Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî, íà÷èíàÿ ñ k = 0 äî k = kmax−1 âû÷èñëÿòü êàæäûé
ðàç Xq+1

k äëÿ q = [1, ..., 2(kmax − k + 1)] ñ øàãîì 2. Â êîíöå êàæäîé

èòåðàöèè ïî k âû÷èñëÿåòñÿ E(k+1)
.
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Ïðèâåä¼ì ïåðâûå 15 ïîïðàâîê ê ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ àíãàð-

ìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà E = E(0) + E(1)β + E(2)β2 + ... ïðè α = 1:

k E(k)

0 1/2 0.5
1 3/23 0.4
2 −21/25 −1

3 333/27 3
4 −30 885/211 −15

5 916 731/213 112
6 −65 518 401/216 −103

7 2 723 294 673/218 104

8 −1 030 495 099 053/223 −105

9 54 626 982 511 455/225 106

10 −6 417 007 431 590 595/228 −107

11 413 837 985 580 636 167/230 108

12 −116 344 863 173 284 543 665/234 −1010

13 8 855 406 003 085 477 228 503/236 1011

14 −1 451 836 748 576 538 293 163 705/239 −1012

15 127 561 682 802 713 500 067 360 049/241 1014

Â ïîñëåäíåé êîëîíêå äàí ïîðÿäîê ÷èñëåííîãî çíà÷åíèÿ êîý��èöèåíòà.

Ïîëó÷àþùèéñÿ ðÿä ðàñõîäèòñÿ, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò (êàê è áè�óðêàöèÿ

ïîòåíöèàëà, ñòð. 66) î íåàíàëèòè÷íîñòè ýíåðãèè, êàê �óíêöèè ïàðàìåòðà

β.
Îòìåòèì, ÷òî èç âèðèàëüíîé òåîðåìû (ïðè f = x) è ñâÿçè (9.24) ñëå-

äóåò, ÷òî:

〈
x2
〉

k
= −(3k − 1)E(k),

〈
x4
〉

k
= 2(k + 1)E(k+1).

Àíàëîãè÷íî ìîæíî çàïèñàòü âûðàæåíèÿ äëÿ ñðåäíèõ êîîðäèíàòû ñ áîëåå

âûñîêîé ñòåïåíüþ.

×èñëåííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ [7℄ ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó àñèìïòîòè÷å-

ñêîìó ïîâåäåíèþ k-òîé ïîïðàâêè ê îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ:

E(k)
a ≈ (−1)k+1

√

6

π3
Γ
(

k +
1

2

)(3

2

)k

(E(k)/E
(k)
a äëÿ k = 10, 100, 200 ðàâíû 0.832, 0.987, 0.993). Ýòîò æå ðå-

çóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ àíàëèòè÷åñêè ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà ïåðåâàëà

Ëèïàòîâà.

×òîáû ïîëó÷àòü îñìûñëåííóþ èí�îðìàöèþ èç òàêèõ ðàñõîäÿùèõñÿ

ðÿäîâ, íåîáõîäèìî ïðèìåíÿòü ñïåöèàëüíûå ìåòîäû. Ìû ðàññìîòðèì èõ

â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.
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4 Àñèìïòîòè÷åñêèå ðÿäû

Â 18-ì âåêå ñðåäè ìàòåìàòèêîâ ðàçâåðíóëàñü äèñêóññèÿ î çíà÷åíèè

ñóììû áåñêîíå÷íîãî ðÿäà: S = 1−1+1−1+1−1+ ... Â çàâèñèìîñòè îò

êîëè÷åñòâà ñëàãàåìûõ, åãî ÷àñòè÷íûå ñóììû ðàâíû 1 èëè 0 è â îáû÷íîì

ñìûñëå ýòîò ðÿä ðàñõîäèòñÿ. Ëåîíàðä Ýéëåð ïåðâûé çàìåòèë, ÷òî ïðåæäå

÷åì âû÷èñëÿòü çíà÷åíèå ñóììû ðÿäà, íåîáõîäèìî äîãîâîðèòüñÿ êàê îïðå-

äåëÿòü åãî ñóììó. Âìåñòî ÷èñëîâîãî ðÿäà îí ïðåäëîæèë ðàññìàòðèâàòü

ñòåïåííûå ðÿäû, êîòîðûå ìîæíî ñâ¼ðíóòü â �óíêöèþ. Íàïðèìåð:

S(x) =
1

1 + x
= 1− x+ x2 − x3 + x4 + ...

Ïðè x = 1 ïîëó÷àåòñÿ ÷èñëîâîé ðÿä ñî çíà÷åíèåì ñóììû S = S(1) =

1/2. Òàêèì îáðàçîì, ïî îïðåäåëåíèþ Ýéëåðà �ñóììà áåñêîíå÷íîãî ðÿäà

åñòü êîíå÷íîå âûðàæåíèå, èç ðàçëîæåíèÿ êîòîðîãî âîçíèêàåò ýòîò

ðÿä.� Ïðè ýòîì, õîòÿ îáëàñòü ñõîäèìîñòè S(x) íàõîäèòñÿ âíóòðè êðóãà

åäèíè÷íîãî ðàäèóñà |x| < 1 (íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè), ñâåðíóâ ðÿä â

�óíêöèþ ìû àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæàåì å¼ ê çíà÷åíèþ x = 1.
Ýòà æå èäåÿ ëåæèò è â îñíîâå ñóììèðîâàíèÿ ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ,

âîçíèêàþùèõ â �èçèêå. Òàêèå ðÿäû îáû÷íî ñâÿçàíû ñ ñóùåñòâîâàíèåì

îñîáîé òî÷êè ïî ïàðàìåòðó ðàçëîæåíèÿ. Å¼ èãíîðèðîâàíèå è ñîâåðøåíèå

â ðåçóëüòàòå íåêîððåêòíûõ äåéñòâèé, ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ðàñõîäÿùå-

ãîñÿ ðÿäà. Åñëè îí ñâîðà÷èâàåòñÿ â êîíå÷íóþ �óíêöèþ, òî ìîæíî íà-

äåÿòüñÿ íà âîññòàíîâëåíèå èñõîäíîãî (èëè áëèçêîãî ê íåìó) âûðàæåíèÿ

äëÿ �èçè÷åñêîé âåëè÷èíû. Âïðî÷åì, îáû÷íî ïîëó÷àåòñÿ òîëüêî íåñêîëü-

êî ñëàãàåìûõ ðÿäà è åãî ñâîðà÷èâàíèå â �óíêöèþ îáëàäàåò çàìåòíûì

ïðîèçâîëîì è ÷àñòî ïåðåõîäèò â ðàçðÿä ìàòåìàòè÷åñêîãî èñêóññòâà.

�ÿäû òåîðèè âîçìóùåíèé ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèìè. Ñòåïåííîé ðÿä

�óíêöèè f(x) íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì, åñëè äëÿ êàæäîãî �èêñè-

ðîâàííîãî N :

lim
x→+0

1

xN

(

f(x)−
N∑

k=0

akx
k
)

= 0.

Äðóãèìè ñëîâàìè, àñèìïòîòè÷åñêèé ðÿä õîðîøî àïïðîêñèìèðóåò f(x)
ïðè ñêîëü óãîäíî ìàëîì x. Ëþáàÿ �óíêöèÿ èìååò íå áîëåå îäíîãî àñèìï-

òîòè÷åñêîãî ðÿäà, íî, ê ñîæàëåíèþ, îäèí è òîò æå ðÿä ìîæåò ñîîòâåò-

ñòâîâàòü äâóì ðàçëè÷íûì �óíêöèÿì. Åñëè àñèìïòîòè÷åñêèé ðÿä èìååò

íóëåâîé ðàäèóñ ñõîäèìîñòè, òî ïðè êîíå÷íîì x ïðîñòîå ñóììèðîâàíèå íå

ïðèâåä¼ò ê êîíå÷íûì ðåçóëüòàòàì è íåîáõîäèìî ïðèìåíÿòü ñïåöèàëüíûå

ìåòîäû äëÿ ïîëó÷åíèÿ îñìûñëåííîãî ðåçóëüòàòà.
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• Ïðèâåä¼ì ïðîñòîé ìîäåëüíûé ïðèìåð â êîòîðîì ïîÿâëÿåòñÿ ðàñõî-

äÿùèéñÿ àñèìïòîòè÷åñêèé ðÿä â ðåçóëüòàòå äîñòàòî÷íî �íåâèííûõ� äåé-

ñòâèé. �àññìîòðèì èíòåãðàë, çàâèñÿùèé îò äâóõ ïàðàìåòðîâ α è β:

I(α, β) =

∞∫

−∞

e−αx2−βx4

dx. (9.26)

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ãàììà-�óíêöèè (ñòð. 400), íåñëîæíî íàéòè åãî

çíà÷åíèå â äâóõ ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ:

I(α, 0) =

√
π

α
, I(0, β) =

Γ(1/4)

2 β1/4
. (9.27)

�àçëîæèì �óíêöèþ ïîä èíòåãðàëîì â ðÿä Òåéëîðà:

I = 2

∞∫

0

∞∑

k=0

(−β)k
k!

x4k e−αx2

dx =
∞∑

k=0

(−β)k
k!

2

∞∫

0

x4k e−αx2

dx.

Âî âòîðîì ðàâåíñòâå ïðîèçâåäåíà ïåðåñòàíîâêà áåñêîíå÷íîé ñóììû è èí-

òåãðàëà. Íà ñàìîì äåëå òàêàÿ îïåðàöèÿ â îáùåì ñëó÷àå íåçàêîííà (õî-

òÿ äîïóñòèìà äëÿ êîíå÷íûõ ñóìì). Èìåííî ýòî ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ

àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà. Äåéñòâèòåëüíî, èíòåãðèðóÿ (ñòð. 400), èìååì:

I =

√
π

α

∞∑

k=0

(−β
α2

)k
Γ(2k + 1/2)√

π k!
.

Âûïèøåì â ÷èñëîâîì âèäå êîý��èöèåíòû ïðè ÷ëåíàõ ðàçëîæåíèÿ:

I(α, β)

I(α, 0)
=

n∑

k=0

ck

(−β
α2

)k

=
{

1− 0.75
β

α2
+ 3.3

β2

α4
− 27

β3

α6
+ 330

β4

α8
+ ...

}

.

Âèäíî, ÷òî îíè ðàñòóò. Èç �îðìóëû Ñòèðëèíãà (F.13), ñòð. 402, ñëåäóåò

òàêîå èõ ïîâåäåíèå ïðè k → ∞:

ck =
Γ(2k + 1/2)√

π k!
→
√

2

π

(
4k

e

)k

→ ∞.

Çàìåíîé x =
√

α/β sh(φ/4) èíòåãðàë (9.26) ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàí ê

ìîäè�èöèðîâàííîé �óíêöèè Áåññåëÿ [3℄:

I(a, β) =

√

2z

α
ezK1/4(z), z =

α2

8β
. (9.28)

Îíà èìååò ñóùåñòâåííóþ îñîáóþ òî÷êó â β = 0. Ýòî òàêæå ñëåäóåò èç

àðãóìåíòà Äàéñîíà (ïðè β > 0 èíòåãðàë êîíå÷åí, à ïðè β < 0 � ðàñõîäèò-
ñÿ). Èçìåíåíèå çíàêà ïàðàìåòðà α ïðèâîäèò ê áîëåå ñëàáîé áè�óðêàöèè

è ðÿä ïî α îêàçûâàåòñÿ (⋖H45) ñõîäÿùèìñÿ.
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• �àññìîòðèì òåïåðü ñïîñîáû ñóììèðîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðÿäîâ.

Ýíåðãèÿ àíãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ïðè áîëüøèõ β âåä¼ò ñåáÿ êàê

β1/3
(ñòð. 66). Ïîýòîìó ïåðåïèøåì ðÿä òåîðèè âîçìóùåíèé äëÿ îñíîâíîãî

ñîñòîÿíèÿE0 = 1/2+(3/8) β−(21/32) β2+... ñëåäóþùèì îáðàçîì (ω = 1):

P
[1,0]
3 =

1

2

(

1 +
9

4
β
)1/3

, P
[2,0]
6 =

1

2

(

1 +
9

2
β +

9

16
β2
)1/6

, (9.29)

Ýòè �óíêöèè èìåþò àñèìïòîòèêó β1/3
, â ïåðâîì è âòîðîì ïîðÿäêàõ ïî β

ñîâïàäàþò ñ ðÿäîì òåîðèè âîçìóùåíèé. Íèæå, íà ïåðâîì ðèñóíêå èçîá-

ðàæåíû ãðà�èêè ÷àñòè÷íûõ ñóìì E [k] = E(0) + +E(1) β + ... + E(k) βk
è

àïïðîêñèìàíòîâ (9.29). Æèðíàÿ ëèíèÿ � ýòî ÷èñëåííîå �òî÷íîå� çíà÷å-

íèå:

Âèäíî, ÷òî ó÷¼ò àñèìïòîòèêè ýíåðãèè ñóùåñòâåííî óëó÷øàåò ðåçóëüòà-

òû. Îáîáùåíèåì ýòîé èäåè ÿâëÿåòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ Ïàäå, ïðè êîòîðîé

àñèìïòîòè÷åñêèé ðÿä çàïèñûâàåòñÿ â âèäå îòíîøåíèÿ äâóõ ðÿäîâ, ðàç-

ëîæåíèå êîòîðîãî äà¼ò èñõîäíûé ðÿä:

P [n,m]
ν = 1+ c1 β + ...+ cn+m β

n+m ≈
[ 1 + a1 β + ...+ an β

n

1 + b1 β + ...+ bm βm

]1/ν

. (9.30)

Ñëåâà è ñïðàâà íàõîäèòñÿ îäèíàêîâîå ÷èñëî êîý��èöèåíòîâ. Âîçâîäÿ

ðàâåíñòâî â ñòåïåíü ν, óìíîæàÿ íà çíàìåíàòåëü 1 + b1 β + ... + bm β
m
è

ïðèðàâíèâàÿ ÷ëåíû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ β, ìîæíî âûðàçèòü ai, bi
÷åðåç ci. Ñòåïåíè ïîëèíîìîâ n, m è ïàðàìåòð ν âûáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû

ïðè β → ∞ ïîëó÷èòü íàèáîëåå áëèçêóþ àñèìïòîòèêó èñõîäíîé âåëè÷è-

íû β(n−m)/ν
. Â îòëè÷èè îò èñõîäíîãî ðÿäà, àïïðîêñèìàíòû Ïàäå, ìîãóò

ñòðåìèòñÿ ê êîíå÷íîìó çíà÷åíèþ. Âûøå íà âòîðîì ðèñóíêå ïðèâåäåíû

àïïðîêñèìàíòû Ïàäå äëÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ, âû÷èñëåííîãî ñ òî÷íî-

ñòüþ äî β5
. Â ÷àñòíîñòè:

P
[3,2]
3 =

1

2

[2161664 + 30363648 β + 105661628 β2 + 84100887 β3

2161664 + 25499904 β + 53150588 β2

]1/3

.

Òàêèì îáðàçîì, äàííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò äàæå âûéòè çà îáëàñòü ìàëûõ

çíà÷åíèé β (òåîðèÿ âîçìóùåíèé).
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• Åù¼ îäèí ñïîñîá ñóììèðîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðÿäîâ îñíîâàí íà

ïðåîáðàçîâàíèè Áîðåëÿ-Ëåðóà. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ãàììà-�óíêöèè

(ñòð. 400), ïåðåïèøåì ðÿä â ñëåäóþùåì âèäå:

f(β) =

∞∑

k=0

ck β
k =

∞∫

0

e−t tµ−1 F (tβ) dt, (9.31)

ãäå µ � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà è �óíêöèÿ:

F (z) =
∞∑

k=0

ck z
k

Γ(k + µ)
(9.32)

íàçûâàåòñÿ áîðåëåâñêèì îáðàçîì �óíêöèè f(β). �àììà-�óíêöèÿ Γ(k+µ)
â çíàìåíàòåëå íîâûõ êîý��èöèåíòîâ ìîæåò ñäåëàòü ðÿä äëÿ áîðåëåâñêî-

ãî îáðàçà ñõîäÿùèìñÿ, à èíòåãðàë îò F (z) � êîíå÷íîé �óíêöèåé. Çàìå-

òèì, ÷òî âûøå ïðîèçâåäåíà ïåðåñòàíîâêà èíòåãðàëà è áåñêîíå÷íîé ñóì-

ìû. Òàê êàê àñèìïòîòè÷åñêèé ðÿä òåîðèè âîçìóùåíèé âîçíèêàåò ïðè

ïîäîáíîé ïåðåñòàíîâêå (ñòð. 161), ìîæíî íàäåÿòüñÿ ÷òî îáðàòíàÿ ïåðå-

ñòàíîâêà óñòðàíÿåò ðàñõîäèìîñòü ðÿäà.

Èñïîëüçîâàíèå ýòîãî ìåòîäà â �èçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ îñëîæíÿåòñÿ

òåì, ÷òî, îáû÷íî, èçâåñòíî òîëüêî íåñêîëüêî ñëàãàåìûõ ðÿäà ïî òåîðèè

âîçìóùåíèé. Åñëè èõ ïðîñòî ïðîèíòåãðèðîâàòü â ñîîòâåòñòâèè ñ (9.31),

òî ñíîâà ïîëó÷èòñÿ èñõîäíûé àñèìïòîòè÷åñêèé ðÿä. Ïîýòîìó ïðåäâàðè-

òåëüíî íåîáõîäèìî, òåì èëè èíûì îáðàçîì, ìîäè�èöèðîâàòü ñòîÿùóþ

ïîä èíòåãðàëîì ñóììó F (z) . Íàïðèìåð, äëÿ áîðåëåâñêîãî îáðàçà F (z)

ìîæíî èñïîëüçîâàòü àïïðîêñèìàíòû Ïàäå P
[N,L]
1 (îáû÷íî õîðîøèå ðå-

çóëüòàòû äàþò ïîëèíîìû ñ áëèçêèìè ñòåïåíÿìè N ≈ L). Íàëè÷èå ñâî-
áîäíîãî ïàðàìåòðà µ òàêæå äà¼ò äîïîëíèòåëüíûé ìàíåâð äëÿ óñêîðåíèÿ

ñõîäèìîñòè F (z). Âîçìîæíû è äðóãèå ïðåîáðàçîâàíèÿ �óíêöèè F (z) [9℄.

Èíîãäà êðîìå ïåðâûõ êîý��èöèåíòîâ ck àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà èçâå-
ñòåí èõ àíàëèòè÷åñêèé âèä c̃k ïðè áîëüøèõ k. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî [8℄

ïîïûòàòüñÿ ïîëó÷èòü êîíå÷íóþ �óíêöèþ, ïîñòðîåííóþ íà îñíîâå c̃k è

òåì ñàìûì óëó÷øèòü ñõîäèìîñòü ðÿäà äëÿ ïåðâûõ N åãî ñëàãàåìûõ:

f̃(β) =

∞∑

k=0

c̃k β
k, f(β) = f̃(β) +

N∑

k=0

(ck − c̃k) β
k

×àñòè÷íûå ñóììû, ïî-ïðåæíåìó áóäóò ðàñõîäèòñÿ è äëÿ èõ ñóììèðîâà-

íèÿ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü, íàïðèìåð, àïïðîêñèìàöèþ Ïàäå. Îäíàêî,

ó÷¼ò â f̃(β) áåñêîíå÷íîé ÷àñòè ðÿäà, ìîæåò äàòü óëó÷øåíèå ðåçóëüòàòà.
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5 Âàðèàöèîííûé ìåòîä

Óíèâåðñàëüíûì íåïåðòóðáàòèâíûì ìåòîäîì ïîèñêà ýíåðãèè ñâÿçàí-

íûõ ñîñòîÿíèé ÿâëÿåòñÿ âàðèàöèîííûé ìåòîä. �àññìîòðèì íîðìèðîâàí-

íûé íà åäèíèöó, âåêòîð |Ψ
〉
. Ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ â ýòîì ñîñòîÿíèè ðàâíà:

〈
Ψ|Ĥ|Ψ

〉
=
∑

n

En

〈
Ψ|En

〉〈
En|Ψ

〉
> E0

∑

n

|
〈
En|Ψ

〉
|2 = E0, (9.33)

ãäå âñòàâëåíî ðàçëîæåíèå ïî ïîëíîé ñèñòåìå ñîáñòâåííûõ �óíêöèé ãà-

ìèëüòîíèàíà Ĥ |En

〉
= En |En

〉
è ó÷òåíî, ÷òî E0 < E1 < .... Â ïîñëåäíåì

ðàâåíñòâå èñïîëüçîâàíà íîðìèðîâêà

〈
Ψ|Ψ

〉
= 1 â ýíåðãåòè÷åñêîì ïðåä-

ñòàâëåíèè. Òàêèì îáðàçîì:

H̄ ≡
〈
Ψ|Ĥ|Ψ

〉
> E0. (9.34)

Èäåÿ âàðèàöèîííîãî ìåòîäà, îñíîâàíà íà ýòîì íåðàâåíñòâå è ñîñòî-

èò â ñëåäóþùåì. Âûáèðàåòñÿ íîðìèðîâàííûé âåêòîð |Ψ
〉
, çàâèñÿùèé îò

íåêîòîðûõ ïàðàìåòðîâ. Ýòè ïàðàìåòðû ïîäáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû äîñòè÷ü

ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ H̄.

Åñëè ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ îöåíåíà õîðîøî è áëèæå ê E0, ÷åì

ê E1, òî ìîæíî ïîëó÷èòü èíòåðâàë ýíåðãèè â êîòîðûé ïîïàäàåò E0:

〈
Ψ|(Ĥ − H̄)2|Ψ

〉
=
∑

n

(En − H̄)2 |
〈
En|Ψ

〉
|2 > (E0 − H̄)2

∑

n

|
〈
En|Ψ

〉
|2,

ãäå H̄ îïðåäåëåí â (9.34). Ïðè ýòîì ïîâòîðÿþòñÿ ïðåäûäóùèå ðàññóæäå-

íèÿ è ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî (E0 − H̄)2 < (E1 − H̄)2 < ... Òàêèì îáðàçîì:

〈
Ψ|(Ĥ − H̄)2|Ψ

〉
=
〈
Ĥ2
〉
−H̄2 > (E0 − H̄)2,

ò.å. îòêëîíåíèå ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ H̄ , ïîëó÷åííîé âàðèàöèîí-

íûì ìåòîäîì, îò òî÷íîãî çíà÷åíèÿ E0 íå ïðåâûøàåò:

|H̄ − E0| 6
√
〈
Ĥ2
〉
−H̄2. (9.35)

Àíàëîãè÷íî ìîæíî îöåíèòü ýíåðãèþ ïåðâîãî âîçáóæä¼ííîãî ñîñòîÿ-

íèÿ. Äëÿ ýòîãî âûáèðàåòñÿ íîðìèðîâàííûé âåêòîð |Ψ1

〉
, îðòîãîíàëüíûé

|Ψ0

〉
ñíîâà ðåøàåòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ñðåäíåãî:

E1 =
〈
Ψ1|Ĥ |Ψ1

〉
= min,

〈
Ψ1|Ψ0

〉
= 0. (9.36)

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè â (9.33) |E0

〉
çàìåíèòü íà |Ψ0

〉
, ïåðâîå ñëàãàåìîå, â

ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè, áóäåò ðàâíî íóëþ. Ïîýòîìó âñå ýíåðãèè â ñóììå

íåîáõîäèìî óæå çàìåíèòü íà E1.
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• Ïðèìåíèì âàðèàöèîííûé ìåòîä ê àíãàðìîíè÷åñêîìó îñöèëëÿòîðó.

Ïóñòü |Ψ
〉
� ýòî ñîáñòâåííûé âåêòîð n-òîãî âîçáóæä¼ííîãî ñîñòîÿíèÿ

ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà: Ĥµ = (p̂2 + µ2 x̂2)/2. Ñðåäíèå ïî ýòîìó

ñîñòîÿíèþ ðàâíû (ñì. (2.48), (9.6)):

〈
x̂2
〉
=

2n+ 1

2µ
,

〈
x̂4
〉
=

3(2n2 + 2n+ 1)

4µ2
.

Ïîýòîìó äëÿ àíãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà:

Ĥ =
p̂2

2
+

1

2

(
αx̂2 + βx̂4

)
= Ĥµ +

α− µ2

2
x̂2 +

β

2
x̂4

íåñëîæíî âû÷èñëèòü ñðåäíåå çíà÷åíèå ýíåðãèè:

H̄(µ) =
〈
Ψ|Ĥ |Ψ

〉
=

2n+ 1

4

(

µ+
α

µ
+
νβ

2µ2

)

, ν = 3
2n2 + 2n+ 1

2n+ 1
.

Âçÿòèå ïðîèçâîäíîé ïî µ è ïðèðàâíèâàíèå å¼ íóëþ, äà¼ò óðàâíåíèå äëÿ

îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà:

µ3 − αµ− νβ = 0. (9.37)

Åñëè β = 0 (ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð) � µ =
√
α è ïîëó÷àåòñÿ òî÷íîå

çíà÷åíèå ýíåðãèè. Çàïèøåì ðåøåíèå óðàâíåíèå (9.37) ïðè áîëüøèõ β â

âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî α:

µ = (νβ)1/3
[

1 +
α

3(νβ)2/3
+ ...

]

.

Ïîäñòàâëÿÿ åãî â H̄(µ), ïîëó÷àåì îöåíêó ýíåðãèè àíãàðìîíè÷åñêîãî îñ-

öèëëÿòîðà âàðèàöèîííûì ìåòîäîì:

E =
3(2n+ 1)

8
(νβ)1/3

[

1 +
2

3

α

(νβ)2/3
+ ...

]

. (9.38)

Ïðè α = 0 äëÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ èìååì E0 = 0.5408...·β1/3, ÷òî, ñ òî÷-
íîñòüþ äî 2% ñîâïàäàåò ñ ÷èñëåííûì çíà÷åíèåì E(0, 1) = 0.53018 β1/3

(ñòð. 176). Êîý��èöèåíò ïðè α ðàâåí 1/(4 ·31/3) = 0.173, ÷òî òàêæå áëèç-
êî ê ÷èñëåííîìó çíà÷åíèþ 0.181.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âîçáóæä¼ííûõ ñîñòîÿíèé èñïîëüçóþòñÿ ñîáñòâåííûå

âåêòîðû ãàìèëüòîíèàíà Ĥµ ñ ðàçëè÷íûì ïàðàìåòðîì µ. Ïðè ýòîì âåêòî-

ðû äëÿ n = 0 è n = 1 îðòîãîíàëüíû äðóãó, à, íàïðèìåð, n = 2 è n = 1
� íåò (ýòî íåñëîæíî ïðîâåðèòü â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè ïðè ïî-

ìîùè ïîëèíîìîâ Ýðìèòà (ñòð. 64). Òåì íå ìåíåå, (9.38) õîðîøî ðàáîòàåò

è ïðè áîëüøèõ n. Â ÷àñòíîñòè En/β
1/3 → (3n)4/3/4 = 1.08169n4/3, ÷òî

÷óòü ìåíüøå òî÷íîãî êîý��èöèåíòà 1.0925, êîòîðûé ìîæåò áûòü ïîëó-

÷åí ìåòîäîì ÂÊÁ (ñòð. 170).
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6 Ñõîäÿùèåñÿ ðÿäû òåîðèè âîçìóùåíèé

Â ñîîòâåòñòâèè ñ àðãóìåíòîì Äàéñîíà, ðàñõîäÿùèåñÿ ðÿäû òåîðèè âîç-

ìóùåíèé âîçíèêàþò èç-çà ñèëüíîé áè�óðêàöèè ãàìèëüòîíèàíà ïî ïàðà-

ìåòðó ðàçëîæåíèÿ. Êðîìå ýòîãî, íå âñåãäà ñóùåñòâóåò ïîäõîäÿùåå, òî÷íî

ðåøàåìîå íóëåâîå ïðèáëèæåíèå. Íàïðèìåð, åñëè Ĥ = (p̂2+β x4)/2, ïîëî-

æèâ ïðîñòî β = 0 ìû íå ïîëó÷èì ãàìèëüòîíèàíà ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì.

Â ñâÿçè ñ ýòèì óäîáåí ìåòîä, â êîòîðîì êàê íóëåâîå ïðèáëèæåíèå, òàê è

ïàðàìåòð ðàçëîæåíèÿ âûáèðàþòñÿ ñïåöèàëüíûì îáðàçîì. �àññìîòðèì â

êà÷åñòâå íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ ãàìèëüòîíèàí [10℄:

Ĥ0 =
2β

Ω4

[1

2
(p̂2 +Ω2x̂2)

]2

.

Ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ, îí ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì ãàìèëüòîíèàíà ãàð-

ìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ñ ÷àñòîòîé Ω, ñïåêòð è ñîáñòâåííûå âåêòîðû

êîòîðîãî õîðîøî èçâåñòíû. Ìíîæèòåëü âûáðàí òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïî

êîîðäèíàòå ïðè x→ ∞ ïîëó÷èòü àñèìïòîòèêó, ñîâïàäàþùóþ ñ àíãàðìî-

íè÷åñêèì îñöèëëÿòîðîì βx4/2. Ñîîòâåòñòâåííî, ïîëíûé ãàìèëüòîíèàí ñ

ñóùåñòâåííîé àíãàðìîíè÷íîñòüþ (α = 0) òåïåðü èìååò âèä:

Ĥ = Ĥ0 + V̂ , V̂ =
1

2
(p̂2 + β x4)− 2β

Ω4

[1

2
(p̂2 + Ω2x̂2)

]2

.

Ôàêòè÷åñêè ìû ïðèáàâèëè è âû÷ëè Ĥ0. Òåì íå ìåíåå, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

V̂ ìàë è ïîñòðîèì ïî íåìó òåîðèþ âîçìóùåíèé, èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå

áàçèñà ñîáñòâåííûå âåêòîðû |n
〉
ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ñ ÷àñòîòîé

Ω. Â ýòîì ñëó÷àå:

1

2

〈
k|p̂2|n

〉
= Ω

(

n+
1

2

)

δkn −
Ω2

2

〈
k|x̂2|n

〉
.

Ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ (2.48) è (9.6), çàïèøåì ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû äëÿ îïå-

ðàòîðà âçàèìîäåéñòâèÿ:

Vn,n =
Ω

4

[

2n+ 1− 1

2Z
(10n2 + 10n+ 1)

]

,

Vn,n+2 =
Ω

4

[2n+ 3

Z
− 1
]√

(n+ 2)(n+ 1),

Vn,n+4 =
Ω

8Z

√

(n+ 4)(n+ 3)(n+ 2)(n+ 1),

ãäå ââåäåíî áåçðàçìåðíîå îòíîøåíèå Z = Ω3/β è ýíåðãèè íåâîçìóùåí-

íîãî ãàìèëüòîíèàíà Ĥ0 ðàâíû:

εn =
2Ω

Z

(

n+
1

2

)2

, εn − ε0 =
2Ω

Z
n(n+ 1).

Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (9.5), (9.7).
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Â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî òåîðèè âîçìóùåíèé ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ

ðàâíà:

E
[1]
0 = ε0 + V00 =

β1/3

8

[

3Z−2/3 + 2Z1/3
]

. (9.39)

Äëÿ �èêñàöèè ïðîèçâîëüíîãî ïàðàìåòðà Z = Ω3/β âîñïîëüçóåìñÿ ïðèí-

öèïîì ìèíèìàëüíîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè [11℄. Òî÷íàÿ ýíåðãèÿ îò Z íå

çàâèñèò (ñîîòâåòñòâóþùèé ÷ëåí ïðèáàâëåí è âû÷òåí èç ãàìèëüòîíèàíà).

Ïîýòîìó äëÿ Z âûáèðàåòñÿ òàêîé äèàïàçîí, ïðè êîòîðîì ýíåðãèÿ (â äàí-

íîì ïîðÿäêå ïî òåîðèè âîçìóùåíèé) íàèìåíåå ÷óâñòâèòåëüíà ê èçìåíå-

íèþ Z. Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî îïðåäåëÿòü Z èç óñëîâèÿ

∂E

∂Ω
= 0. (9.40)

Äëÿ ïåðâîé ïîïðàâêè ïî E [1] =
〈
0|Ĥ|0

〉
ýòîò êðèòåðèé ñîâïàäàåò ñ âàðè-

àöèîííûì ìåòîäîì è èìååò íåïåðòóðáàòèâíûé õàðàêòåð. Îäíàêî, öåëü

òåïåðü ñòîèò íå â ïîèñêå ìèíèìóìà ýíåðãèè (êîòîðûé äëÿ ïðîèçâîëü-

íîé ïîïðàâêè ïî òåîðèè âîçìóùåíèé ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî íèçêèé),

à îáëàñòè ñòàáèëüíîñòè ïî Z. Òàê, âî âòîðîì ïîðÿäêå (ñóììà íóëåâîãî,

ïåðâîãî è âòîðîãî ïðèáëèæåíèé) ýíåðãèÿ ðàâíà:

E
[2]
0 =

β1/3

16

[37

20
Z−2/3 + 5Z1/3 − 1

3
Z4/3

]

, (9.41)

à â òðåòüåì [11℄:

E
[3]
0 =

β1/3

128

[573

20
Z−2/3 +

2253

50
Z1/3 − 41

15
Z4/3 +

1

9
Z7/3

]

. (9.42)

Ïðèâåä¼ì ñîîòâåòñòâóþùèå ãðà�èêè, êàê �óíêöèè Z:

Êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ ïîïðàâêà â äèàïàçîíå Z = 2...10 ñõîäèòñÿ ê òî÷íî-

ìó çíà÷åíèþ 0.53018 è E
[3]
0 èìååò òðè ýêñòðåìóìà (ïðàâûé ðèñóíîê). Èç

ïðèíöèïà ìèíèìàëüíîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ýíåðãèÿ íàõîäèò-

ñÿ â èíòåðâàëå îò 0.529 (ìèíèìóì) äî 0.534 (ìàêñèìóì).

Ìîæíî ñòðîãî äîêàçàòü [10℄, ÷òî, ïîëó÷àåìûå òàêèì ìåòîäîì ïîïðàâêè

ê ýíåðãèè àíãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, îáðàçóþò ñõîäÿùèéñÿ ðÿä.
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�ëàâà 10

Êâàçèêëàññè÷åñêèå ïðèáëèæåíèÿ

Êâàíòîâàÿ òåîðèÿ ïîëÿ

Ñåðãåé Ñ. Ñòåïàíîâ

Ýòà êíèãà íàõîäèòñÿ â ïðîöåññå ñîçäàíèÿ. Å¼ ïîñëåäíÿÿ âåðñèÿ

è äðóãèå ìàòåðèàëû íàõîäÿòñÿ íà ñàéòå: http://synset.
om.

Çàìå÷åííûå îøèáêè è âîïðîñû ïðîñüáà ïðèñûëàòü ïî àäðåñó:

steps137, çàòåì ñîáà÷êà è gmail.
om.

(ñ) 2015. Ïå÷àòü: 2 èþëÿ 2017 ã.
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1 Ìåòîä ÂÊÁ

Ìåòîä Âåíöåëÿ-Êðàìåðñà-Áðþëëþýíà ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæ¼ííûì, êâà-

çèêëàññè÷åñêèì ñïîñîáîì ïîëó÷åíèÿ âîëíîâîé �óíêöèè è óðîâíåé ýíåð-

ãèè. Ïîñëåäíèå íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèÿ êâàíòîâàíèÿ Áîðà-Çîììåð�åëüäà,

çàïèñàííîãî åù¼ äî îòêðûòèÿ óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà.

Îïðåäåëèì ëîãàðè�ìè÷åñêóþ ïðîèçâîäíóþ âîëíîâîé �óíêöèè:

C(x) = ~
u′(x)

u(x)
= ~ (lnu)′, u(x) = exp

[1

~

∫

C(x) dx
]

. (10.1)

Îäíîìåðíîå óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà ~2u′′ = 2m(U(x) − E) u äëÿ C(x)
èìååò âèä íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ �èêêàòè ïåðâîãî ïîðÿäêà:

~C ′ + C2 = 2m (U − E). (10.2)

Â n-ì âîçáóæä¼ííîì ñîñòîÿíèè âîëíîâàÿ �óíêöèÿ u(x) èìååò n íóëåé

(îñöèëëÿöèîííàÿ òåîðåìà, ñòð. 44). Ïîýòîìó ïðåäñòàâèì å¼ â âèäå:

u(x) = (x− x1)...(x− xn) f(x) => C(x) =

n∑

k=0

~

x− xk
+ ~

f ′(x)

f(x)
,

ãäå f(x) íå îáðàùàåòñÿ â íîëü. Òàê êàê �óíêöèÿ C(x) èìååò n ïðîñòûõ

íóëåé, â ñèëó òåîðåìû Êîøè, ìîæíî íàïèñàòü óñëîâèÿ êâàíòîâàíèÿ:

1

2πı

∮

Γ

C(z) dz = ~n, (10.3)

ãäå çàìêíóòûé êîíòóð Γ â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè îõâàòûâàåò âñå íóëè

âîëíîâîé �óíêöèè, ëåæàùèå ìåæäó òî÷êàìè ïîâîðîòà. �àçëîæèì ýíåð-

ãèþ è ëîãàðè�ìè÷åñêóþ ïðîèçâîäíóþ â ðÿä ïî ïîñòîÿííîé Ïëàíêà:

E = E0 + E1 ~+ ..., C(x) = C0(x) + C1(x) ~+ ...

Ïðè ýòîì áóäåì ïðåäïîëàãàòü âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùåãî ïðåäåëüíîãî ïå-

ðåõîäà ê êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå:

~ → 0, n→ ∞, ~n = const ∼ ~0. (10.4)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óñëîâèÿ êâàíòîâàíèÿ (10.3) èìåþò âèä:

1

2πı

∮

Γ

C0(z) dz = ~n,
1

2πı

∮

Γ

Ck(z) dz = 0, k > 0. (10.5)

Íàéä¼ì ïðè ïîìîùè ýòèõ ñîîòíîøåíèé ñïåêòð ñèñòåìû.
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Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ïî ~ èìååì:

C0 = −
√

2m (U − E0), U(x) > E0,

ãäå çíàê ïðè èçâëå÷åíèè êîðíÿ âûáðàí òàê, ÷òîáû ïðè áîëüøèõ x âîëíî-
âàÿ �óíêöèÿ u(x) (10.1) óáûâàëà. Ïîýòîìó óñëîâèå êâàíòîâàíèÿ (10.5)

ïðèíèìàåò âèä:

− 1

2πı

∮

Γ

√

2m (U(z)− E0) dz = ~n.

Ïåðåïèøåì åãî ÷åðåç èíòåãðàë ïî äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé. Ïóñòü ïî-

òåíöèàë U(x) èìååò äâå òî÷êè ïîâîðîòà x1 < x2, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ èç

óðàâíåíèÿ:

U(xi) = E0 => x1, x2. (10.6)

Òîãäà U(x)− E0 = U ′(xi) (x− xi) + ... è �óíêöèÿ C0(x) èìååò â òî÷êàõ
xi âåòâëåíèÿ, ÿâëÿÿñü äâóçíà÷íîé. Ïðîâåä¼ì íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè

z ðàçðåç ìåæäó òî÷êàìè ïîâîðîòà è ñòÿíåì êîíòóð Γ ê ýòîìó ðàçðåçó:

Âäîëü ðàçðåçà U(z) < E0. Òàê êàê ìû âûáðàëè ïðè U(z) > E0 äëÿ êîðíÿ

ìíîæèòåëü ìèíóñ, ïî àíàëîãèè ñî ñòð. 390, íà âåðõíåì áåðåãó ðàçðåçà

C0 = −ı
√

E0 − U(x), à íà íèæíåì C0 = ı
√

E0 − U(x) (ýòî âòîðîé ëèñò

ðèìàíîâîé ïëîñêîñòè). Ïîýòîìó (w = 2m(U − E0)):

∮

Γ

√
w dz = −ı

x1∫

x2

√

|w| dx+ ı

x2∫

x1

√

|w| dx = 2ı

x2∫

x1

√

|w| dx

è ìû ïðèõîäèì ê óñëîâèþ êâàíòîâàíèÿ Áîðà:

1

π

x2∫

x1

√

2m (E0 − U(x)) dx = ~n. (10.7)

Èç ýòîãî óñëîâèÿ íàõîäèòñÿ ñïåêòð äèñêðåòíûõ ýíåðãèé â îäíîìåðíîì

ïîòåíöèàëå U(x). Îí áóäåò òåì áëèæå ê òî÷íîìó çíà÷åíèþ, ÷åì áîëü-

øå êâàíòîâîå ÷èñëî n. Íàéä¼ì ïåðâóþ ïîïðàâêó ïî ~ ê ýòîìó íóëåâîìó

ïðèáëèæåíèþ.
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Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèÿ ïî ïîñòîÿííîé Ïëàíêà â óðàâíåíèå (10.2), â

ïåðâîì ïðèáëèæåíèè èìååì:

C1 = − C ′
0

2C0
− mE1

C0
.

Òàê êàê èíòåãðàë (10.5) ïî êîíòóðó Γ îò C1 ðàâåí íóëþ, ìîæíî íàïèñàòü:

∮

Γ

mE1

C0
dz = −

∮

Γ

C ′
0

2C0
dz = −1

4

∮

Γ

U ′(z)

U(z)− E0
dz =

2πı

2
,

Â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå �óíêöèÿ èìååò äâà ïðîñòûõ ïîëþñà: U(z)−E0 =
U ′(zi) (z − zi) ñ åäèíè÷íûìè âû÷åòàìè, ÷òî ïî òåîðåìå Êîøè äà¼ò �è-

íàëüíûé ðåçóëüòàò. Ýòî ñîîòíîøåíèå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü E1. Îäíàêî,

áîëåå óäîáíî çàìåòèòü, ÷òî

−
√

2m(U − E) = −
√

2m(U − E0 − E1~− ...) = C0 − mE1

C0
~ + ...

Ïðîèíòåãðèðóåì ïðàâóþ è ëåâóþ ÷àñòè ïî êîíòóðó Γ è ñòÿíåì åãî ê

áåðåãàì ðàçðåçà (ñëåâà è ñïðàâà îò îòëè÷àåòñÿ, ò.ê. òî÷êè âåòâëåíèÿ áó-

äóò îïðåäåëÿòüñÿ ðàçëè÷íûìè óðàâíåíèÿìè U(x) = E è U(x) = E0).

Èíòåãðàëû â ïðàâîé ÷àñòè ïðîïîðöèîíàëüíû n è 1/2, â ðåçóëüòàòå ÷åãî
ïîëó÷àåòñÿ óñëîâèå êâàíòîâàíèÿ Áîðà-Çîìåð�åëüäà:

x2∫

x1

√

2m (E − U(x)) dx = π ~
(

n+
1

2

)

. (10.8)

Äëÿ àíãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ñ α = 0, β = 1 òî÷êà ïîâîðîòà

ðàâíû −x1 = x2 = x0, ãäå 2E = x40 èëè x0 = (2E)1/4. Ïîýòîìó:

2

(2E)1/4∫

0

√

2E − x4 dx = 2 (2E)3/4
1∫

0

√

1− x4 dx = 2 (2E)3/4
√
π

6

Γ(1/4)

Γ(3/4)
.

Èëè âûðàæàÿ ýíåðãèþ, îêîí÷àòåëüíî:

E =
1

2

[

3
√
π
Γ(3/4)

Γ(1/4)

(

n+
1

2

)]4/3

= 1.09253465
(

n+
1

2

)4/3

(10.9)

Îòíîñèòåëüíûå îøèáêè ýòîé �îðìóëû â íóëåâîì è ïåðâîì ïðèáëèæåíèè

ïî ~ ïðè ðàçëè÷íûõ n ðàâíû:

n 0 1 2 10 100

n4/3
- -42% -26% -6% -0.7%

(n + 1/2)4/3 -18% -1.3% -0.6% -0.03% -0.0004%

Òàêèì îáðàçîì, ïîïðàâêà Çîìåð�åëüäà (n 7→ n + 1/2) ñóùåñòâåííî ïî-

âûøàåò òî÷íîñòü �îðìóëû.
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• Ìîæíî òàêæå ðàññìîòðåòü ñëåäóþùèé ïðåäåëüíûé ïåðåõîä [16℄,[17℄:

~ → 0, n = const, ~n ∼ ~1, (10.10)

êîòîðûé áóäåò õîðîøî ðàáîòàòü ïðè ìàëûõ n. Ñîîòâåòñòâóþùèé ìåòîä

ïîëó÷èë íàçâàíèå ~-ðàçëîæåíèÿ. Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå îí ýêâèâàëåíòåí

îáû÷íîé òåîðèè âîçìóùåíèé è òðåáóåò íàëè÷èÿ îñöèëëÿòîðíîãî ñëàãàå-

ìîãî â ðàçëîæåíèè ïîòåíöèàëà â îêðåñòíîñòè åãî ìèíèìóìà. Â êà÷åñòâå

íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ ïî ~ äëÿ ýíåðãèè âûáèðàåòñÿ ìèíèìóì ïîòåí-

öèàëà, êîòîðûé äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü ðàñïîëîæåííûì â íóëå. Ïîýòîìó

C2
0(x) = 2U(x) = ω2x2 + ... (m = 1) èëè, ó÷èòûâàÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ,

C0(x) = −ωx
√

1 + a1 x+ a2 x2 + .... = −ωx− β

2ω
x3 + ...,

ãäå âòîðîå ðàâåíñòâî çàïèñàíî äëÿ ïîòåíöèàëà àíãàðìîíè÷åñêîãî îñöèë-

ëÿòîðà U = (ω2x2+βx4)/2. Äëÿ ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà (10.10) îòëè÷íûì
îò íóëÿ óñëîâèåì êâàíòîâàíèÿ áóäåò:

1

2πı

∮

Γ

C1(z) dz = n. (10.11)

Çàïèøåì äëÿ ëîãàðè�ìè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé ðÿä â îêðåñòíîñòè ìèíèìó-

ìà ïîòåíöèàëà x = 0:

C1 = − C ′
0

2C0
− E1

C0
∼ − 1

2x

(

1 +
3β

2ω3
x2 + ...

)

+
E1

ωx

(

1 +
β

2ω3
x2 + ...

)

.

Âû÷åòû ðàâíû

−1

2
+

E1

ω
= n,

÷òî äà¼ò ýíåðãèþ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà. Àíàëîãè÷íî íàõîäèòñÿ

ïåðâàÿ ïîïðàâêà:

C2 = −C
′
1 + C2

1 + 2E2

2C0
∼ ...+

[E2

ω
− 3β (1 + 4E2

1/ω
2)

16ω3

] 1

x
+ ...

Ïîýòîìó:

1

2πı

∮

Γ

C2(z) dz = 0 =>
E2

ω
=

3β

16ω3
(1 + 4E2

1/ω
2) (10.12)

è ò.ä. Ôàêòè÷åñêè, èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ ìèíè-

ìóì ïîòåíöèàëà è ïðàâèëî (10.10), ìû ïîëó÷àåì òåîðèþ âîçìóùåíèÿ ïî

ñòåïåíÿì àíãàðìîíè÷íîñòè. Ïðè ïîìîùè ýòîãî àëãîðèòìà íåñëîæíî çà-

ïèñàòü ðåêóððåíòíûå �îðìóëû äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîëüíîé ïîïðàâêè

ïî òåîðèè âîçìóùåíèÿ.
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2 ~-ðàçëîæåíèå

�àññìîòðèì ïîäðîáíåå ïðåäåëüíûé ïåðåõîä (10.10) íà ïðèìåðå ðàäè-

àëüíîãî óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà. Ïóñòü âîëíîâàÿ �óíêöèÿ èìååò n íóëåé
(â ýòîì ðàçäåëå èíäåêñ r îïóñêàåì). Êðîìå êëàññè÷åñêîãî ïðåäåëüíîãî

ïåðåõîäà ~ → 0, ~n = const, ëîãè÷åñêè âîçìîæåí (ñòð. 173) âàðèàíò

~ → 0, ~n → 0, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò îñíîâíîìó êëàññè÷åñêîìó ñîñòî-

ÿíèþ (÷àñòèöà ïîêîèòñÿ â òî÷êå ìèíèìóìà ïîòåíöèàëà). Â òð¼õìåðíîì

ñëó÷àå ñóùåñòâóåò åù¼ îäíî, îðáèòàëüíîå êâàíòîâîå ÷èñëî l. Ý��åêòèâ-
íûé ïîòåíöèàë èìååò ìèíèìóì, åñëè l 6= 0. Ïîýòîìó ðàññìîòðèì ñëåäó-

þùèé ïðåäåë:

~ → 0, n = const, l → ∞ ~n→ 0, ~l = const. (10.13)

Òàêîå êâàçèêëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå íàçûâàåòñÿ ~-ðàçëîæåíèåì. Êâàä-

ðàò óãëîâîãî ìîìåíòà Λ = ~2l(l + 1) ïðè (10.13) ñòðåìèòñÿ ê êîíñòàíòå

Λ → Λ0 è ìîæåò, êàê è ýíåðãèÿ, çàïèñàí â âèäå ðÿäà ïî ñòåïåíÿì ~:

Λ = Λ0 + Λ1 ~+ Λ2 ~
2 + ..., E = E0 + E1 ~+ E2 ~

2 + ... (10.14)

Â êëàññè÷åñêîì ïðåäåëå ÷àñòèöà äâèæåòñÿ ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñà r0,
íàõîäÿñü â òî÷êå ìèíèìóìà ý��åêòèâíîãî ïîòåíöèàëà Veff :

Veff(r) = V (r) +
Λ0

2µ r2
, µ r30 V

′(r0) = Λ0, (10.15)

ñ ýíåðãèåé, ðàâíîé çíà÷åíèþ ýòîãî ìèíèìóìà:

E0 = V (r0) +
Λ0

2µ r20
= V (r0) +

r0
2
V ′(r0). (10.16)

Â óðàâíåíèè (10.2) äëÿ ëîãàðè�ìè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé C(r) = ~ u′(r)/u(r):

~C ′(r) + C2(r) =
Λ

r2
+ 2µ

{
V (r)− E

}
(10.17)

ðàçëîæèì â ðÿä ïî ~ �óíêöèþ C(r) = C0(r)+C1(r) ~+C2(r) ~
2+ ..., ÷òî

â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè äà¼ò:

C0(r) = ±
√

Λ0

r2
+ 2µ

{
V (r)− E0

}
,

+ ïðè r < r0
− ïðè r > r0,

ãäå çíàêè ïðè èçâëå÷åíèè êîðíÿ âûáðàíû òàê, ÷òîáû óäîâëåòâîðèòü ãðà-

íè÷íûì óñëîâèÿì äëÿ �óíêöèè u(r).
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�àçëîæèì ý��åêòèâíûé ïîòåíöèàë â ðÿä ïî ñòåïåíÿì îòíîñèòåëüíîãî

îòêëîíåíèÿ îò òî÷êè ìèíèìóìà x = (r − r0)/r0:

Λ0

r2
+ 2µ

{
V (r)− E0

}
=
ω2x2

r20

(
1 + a1x+ a2x

2 + ....
)
,

ãäå

ω2

2µ r20
= V2+

3

2
V1, ak =

2µ r20
ω2

(

Vk+2+(−1)k
k + 3

2
V1

)

, Vk =
rk0
k!
V (k)(r0).

Äëÿ äëÿ ëîãàðè�ìè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè :

C0(x) = −ω

r0
x
√

1 + a1 x+ a2 x2... = −ω

r0
x
{

1+a1
x

2
+(4a2−a21)

x2

8
+ ...

}

.

Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèÿ C = C0+C1 ~+C2 ~
2+ ... è (10.14) â óðàâíåíèå

(10.17) è ïðèðàâíèâàÿ âåëè÷èíû îäíîãî ïîðÿäêà ïî ~, ïîëó÷àåì (k > 0):

1

r0
C ′

k−1(x) +

k∑

i=0

Ci(x)Ck−i(x) =
Λk

r20 (1 + x)2
− 2µEk. (10.18)

Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä (10.13) äëÿ óñëîâèÿ êâàíòîâàíèÿ ëîãàðè�ìè÷åñêîé

ïðîèçâîäíîé (10.3), ñòð. 170 ïðèâîäèò ê:

1

2πı

∮

Ck(r) dr = n δ1,k, ResCk(x) =
n

r0
δ1,k. (10.19)

Òàê êàê C0(0) = 0, �óíêöèÿ C1(x) èìååò ïðîñòîé ïîëþñ:

C1(x) =
1

2C0(x)

[ Λ1

r20 (1 + x)2
−2µE1−

C ′
0(x)

r0

]

= − r0
2ωx

[Λ1 + ω

r20
−2µE1

]

+...

Ïðèðàâíèâàÿ â í¼ì âû÷åò n/r0, ïîëó÷àåì ïåðâóþ ïîïðàâêó:

2µ r20 E1 = Λ1 + ω (2n+ 1). (10.20)

Îíà ñîîòâåòñòâóåò îñöèëëÿòîðíûì êîëåáàíèÿì â îêðåñòíîñòè ìèíèìóìà

ý��åêòèâíîãî ïîòåíöèàëà. Çíàÿ E1, ïîëó÷àåì C1(x), íàõîäèì C2(x) è
ñíîâà ïðèìåíÿåì óñëîâèÿ êâàíòîâàíèÿ (10.19):

2µ r20 E2 = Λ2 −
Λ2
1

ω2
+

3sΛ1

2ω
(1 + a1)−

15s2 + 7

32
a21 +

3s2 + 3

8
a2, (10.21)

ãäå s = 2n + 1 = 1, 3, 5, ... è n � ðàäèàëüíîå êâàíòîâîå ÷èñëî (íóëè

âîëíîâîé �óíêöèè). Àíàëîãè÷íî ìîæíî (⋖H46) ïîëó÷èòü ðåêóððåíòíûå

�îðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ëþáîé ïîïðàâêè ê ýíåðãèè.
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⊲ �àññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ñòåïåííîé ïîòåíöèàë (Aν > 0):

V (r) = Arν. (10.22)

Äëÿ íåãî, îïðåäåë¼ííûå âûøå, êîý��èöèåíòû ðàâíû (µ = 1/2, ~ = 1):

rν+2
0 =

2Λ0

Aν
, ω =

√

(ν + 2)Λ0, a1 =
ν − 5

3
, a2 =

ν2 − 8ν + 27

12
.

Äî ñèõ ïîð ïàðàìåòðû Λk áûëè ïðîèçâîëüíû. Ýíåðãèÿ ñâÿçàííûõ ñîñòî-

ÿíèé ÿâëÿåòñÿ èõ �óíêöèåé E = E(Λ0,Λ1, ...) è ïîäõîäÿùèì âûáîðîì Λk

ìîæíî äîáèâàòüñÿ óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè ðÿäîâ ~-ðàçëîæåíèÿ. Ïóñòü:

Λ1 = −s
√

(ν + 2)Λ0, Λ2 =
s2 (ν + 2)− 1

4
. (10.23)

Ïðè òàêîì Λ1 ïðîèñõîäèò îáíóëåíèå ïåðâîé ïîïðàâêè E1 (10.20), à çíà-

÷åíèå Λ2 ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî âòîðàÿ ïîïðàâêà äëÿ êóëîíà (ν = −1) è

îñöèëëÿòîðà (ν = 2) òàêæå îáðàùàåòñÿ â íîëü:

E =
Arν0
2

[

ν + 2− ν (ν + 1)(ν − 2)

72Λ0
(6n2 + 6n+ 1)

]

. (10.24)

Îñòàâøóþñÿ êîíñòàíòó Λ0 îïðåäåëèì èç óñëîâèÿ l(l+1) = Λ0 +Λ1 +Λ2:

Λ0 =
1

4

(
2l + 1 + (2n+ 1)

√
ν + 2

)2
. (10.25)

Äëÿ ν = −1, A = −2, r0 = Λ0 = (l + n + 1)2 è �îðìóëà (10.24) äà¼ò

òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãèè E = −1/Λ0 êóëîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà.

Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ äëÿ òð¼õìåðíîãî îñöèëëÿòîðà: ν = 2, A = 1 è

r40 = Λ0 = (2l + 4n + 3)2/4, E = 2l + 4n + 3. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî

âûðîæäåíèå ñíèìàåòñÿ òîëüêî äëÿ ýòèõ äâóõ ñëó÷àåâ. Ïðè äðóãèõ çíà-

÷åíèÿõ ν ýíåðãèÿ íå çàâèñèò îò ñóììû n è l 
 öåëûìè êîý��èöèåíòàìè.

Íèæå ïðèâåäåíû ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ óðîâíåé ýíåðãèè äëÿ ëèíåéíîãî

ïîòåíöèàëà V (r) = r ïðè ðàçëè÷íûõ n è l. Â ñêîáêàõ óêàçàíà îòíîñè-

òåëüíàÿ îøèáêà �îðìóëû (10.24) â ïðîöåíòàõ:

n l = 0 l = 1 l = 2 l = 3 l = 4
0 2.33811 (0.0) 3.36125 (0.0) 4.24818 (0.0) 5.05093 (0.0) 5.79442 (0.0)

1 4.08795 (0.5) 4.88445 (0.2) 5.62971 (0.1) 6.33212 (0.1) 6.99926 (0.0)

2 5.52056 (0.7) 6.20762 (0.4) 6.86888 (0.2) 7.50465 (0.1) 8.11726 (0.1)

3 6.78671 (0.9) 7.40567 (0.5) 8.00970 (0.3) 8.59712 (0.2) 9.16833 (0.2)

Îøèáêà îñíîâíûõ ñîñòîÿíèé (n = 0 ïðè äàííîì l) � ìåíåå îäíîé ñî-

òîé ïðîöåíòà. Ñ ðîñòîì îðáèòàëüíîãî êâàíòîâîãî ÷èñëà l ïðè äàííîì n
îøèáêà óìåíüøàåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, (10.24) ÿâëÿåòñÿ î÷åíü õîðîøèì

ïðèáëèæåíèåì ê ýíåðãèÿì äàæå âíå ïðåäåëîâ (10.13).
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⊲ Ýíåðãèÿ E ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé óãëîâîãî êâàíòîâîãî ÷èñëà l èëè

ýêâèâàëåíòíî êâàäðàòà óãëîâîãî ìîìåíòà Λ = ~2 l(l + 1). Çàâèñèìîñòü
E = E(Λ) ìîæíî îáðàòèòü, ïîëó÷èâ �óíêöèþ Λ = Λ(E), íàçûâàåìóþ

òðàåêòîðèåé �åäæå. Îíà èãðàåò âàæíóþ ðîëü â �èçèêå ÷àñòèö è òåî-

ðèè ðàññåÿíèÿ. Ìåòîä ~-ðàçëîæåíèÿ ïîçâîëÿåò ëåãêî ïîëó÷àòü ïîäîáíûå

�óíêöèè. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ñ÷èòàòü ïàðàìåòðû Λk èñêîìûìè, à êî-

ý��èöèåíòû Ek çàäàííûìè. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå âñå Ek = 0 êðîìå

E0 = E. Âîçìîæíû è äðóãèå âûáîðû, óñêîðÿþùèå ñõîäèìîñòü ðÿäîâ.

Âìåñòî Λ = Λ(E) äëÿ òðàåêòîðèé �åäæå áîëåå ïðèâû÷íîé ÿâëÿåòñÿ

çàïèñü α = α(E) = ~l, òàê, ÷òî Λ = α2 + ~α. Ñ ïàðàìåòðàìè Λk êîý�-

�èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ òðàåêòîðèè �åäæå α(E) = α0(E) + α1(E) ~ + ...

ñâÿçàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

α0 =
√

Λ0, α1 =
Λ1

2α0
− 1

2
, α2 =

Λ2 − α1 − α2
1

2α0
.

Ïðèâåä¼ì â êà÷åñòâå ïðèìåðà òðàåêòîðèþ �åæäå (E = E0) ñòåïåííîãî
ïîòåíöèàëà V (r) = Arν ñ òî÷íîñòüþ äî âòîðîãî ïîðÿäêà ïî ~:

α(E) = α0(E)−
(
1+ (2n+1)

√
ν + 2

) ~

2
+

(ν − 2)(ν + 1)

144α0(E)
(6n2+6n+1) ~2,

ãäå íóëåâîå ïðèáëèæåíèå ðàâíî:

α0(E) =

√

Aν

2

[ 2E

A (ν + 2)

](ν+2)/2ν

.

Äëÿ êóëîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà (ν = −1) è îñöèëëÿòîðíîãî (ν = 2) ýòî
âûðàæåíèå äà¼ò òî÷íûé ðåçóëüòàò.

Ïðè ïîäñòàíîâêå â òðàåêòîðèþ �åäæå ýíåðãèé ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé

ïîëó÷àþòñÿ öåëûå ÷èñëà â åäèíèöàõ ïîñòîÿííîé Ïëàíêà: α(Enk) = ~l,
÷òî äà¼ò âîçìîæíîñòü, ðåøàÿ óðàâíåíèå α(E) = ~l, íàõîäèòü ýíåðãèè.

Çàïèøåì åù¼ îäíî ïðîñòîå âûðàæåíèå äëÿ ëîãàðè�ìè÷åñêîãî ïîòåí-

öèàëà V (r) = ln r:

α(E) =
1√
2

[

eE−1/2−
(

2n+ 1 +
1√
2

)

~− 6n2 + 6n+ 1

36
e−E+1/2 ~2

]

.

Ïðè ðàäèàëüíûõ êâàíòîâûõ ÷èñëàõ n = 0 − 2 îíî ñóùåñòâåííî òî÷íåå,

÷åì ðåçóëüòàò, ïîëó÷àåìûé ïðè ïîìîùè �îðìóëû Áîðà (10.7), ñòð. 171

(ìåòîä ÂÊÁ). Òàêèì îáðàçîì, ~-ðàçëîæåíèå äîïîëíèòåëåí ê ìåòîäó ÂÊÁ

è âìåñòå îíè ïîêðûâàþò âñå äèàïàçîíû ðàäèàëüíûõ êâàíòîâûõ ÷èñåë n:

êàê ìàëûõ (~-ðàçëîæåíèå), òàê è áîëüøèõ (ìåòîä ÂÊÁ).
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1 �àññåÿíèå â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå

�àññìîòðèì êëàññè÷åñêîå òð¼õìåðíîå äâèæåíèå ÷àñòèöû âî âíåøíåì

ïîëå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èñòî÷íèê ïîëÿ íàõîäèòñÿ â òî÷êå O, à ÷àñòè-

öà äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ v∞ èç áåñêîíå÷íîñòè ïðîòèâ îñè x, îòñòîÿ îò

íå¼ íà ïðèöåëüíîå ðàññòîÿíèå ρ. Ïîëå U(x) èçìåíÿåò íàïðàâëåíèå äâè-

æåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå òðàåêòîðèÿ ÷àñòèöû àññèìïòîòè÷åñêè ñòðåìèòñÿ ê

ïðÿìîé, íàêëîí¼ííîé ê îñè x íà óãîë ðàññåÿíèÿ θ:

Åñëè ïîòåíöèàë ìîíîòîííî óáûâàåò ñ ðàññòîÿíèåì, òî óãîë ðàññåÿíèÿ

òåì áîëüøå, ÷åì ìåíüøå ïðèöåëüíîå ðàññòîÿíèå ρ èëè ñêîðîñòü ÷àñòèöû
v∞. Â ñòàöèîíàðíîì ïîëå ýíåðãèÿ ÷àñòèöû ïîñòîÿííà è íà áåñêîíå÷íî-

ñòè ñêîðîñòü ÷àñòèöû âåðí¼òñÿ ïî ìîäóëþ ê íà÷àëüíîìó çíà÷åíèþ, íî

èçìåíèò íàïðàâëåíèå íà óãîë θ. Â öåíòðàëüíîì ïîëå, ïîòåíöèàë êîòî-

ðîãî ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé ðàññòîÿíèÿ îò öåíòðà ïîëÿ, ñîõðàíÿåòñÿ òàêæå

ìîìåíò èìïóëüñà L = |L|. Ýíåðãèÿ è ìîìåíò èìïóëüñà âûðàæàþòñÿ

÷åðåç ñêîðîñòü ÷àñòèöû íà áåñêîíå÷íîñòè v∞ è ïðèöåëüíîå ðàññòîÿíèå ρ:

E =
mv2∞
2

, L = mrv sinφ→ mρv∞. (11.1)

�àññìîòðèì äâèæåíèå ÷àñòèöû â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ (r, φ). Îáî-
çíà÷àÿ cφ = cosφ, è ò.ä., èìååì:

r = r cφ i+ r sφ j,

v = (ṙ cφ − r φ̇ sφ) i+ (ṙ sφ + r φ̇ cφ) j,

ãäå i, j � åäèíè÷íûå îðòîãîíàëüíûå âåêòîðû äåêàðòîâîãî áàçèñà. Èç ýòèõ

ñîîòíîøåíèé íåñëîæíî ïîëó÷èòü:

vr = rṙ, v2 = ṙ2 + r2φ̇2, [r× v] = r2φ̇k, (11.2)

ãäå k = i × j � åäèíè÷íûé âåêòîð, íàïðàâëåííûé âäîëü îñè z (ïåðïåí-

äèêóëÿðíî ðèñóíêó). Â ñèëó ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ òóäà æå íàïðàâëåí

âåêòîð ìîìåíòà èìïóëüñà L (ò.ê. φ̇ = dφ/dt > 0).
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Ïîýòîìó ñîõðàíÿþùàÿñÿ ýíåðãèÿ (â äàííîì ñëó÷àå E > 0) ðàâíà:

E =
mv2

2
+ U(r) =

mṙ2

2
+

L2

2mr2
+ U(r). (11.3)

Çíà÷åíèå ṙ = 0 ñîîòâåòñòâóåò �òî÷êå ïîâîðîòà� r0, â êîòîðîé r(t) ïåðå-
ñòà¼ò óìåíüøàòüñÿ ïðè ïðèáëèæåíèè ê öåíòðó ïîëÿ è ïîñëå íå¼ íà÷èíàåò

óâåëè÷èâàòüñÿ. Óðàâíåíèå äëÿ ýíåðãèè ïîçâîëÿåò íàéòè r0:

E =
L2

2mr20
+ U(r0). (11.4)

Íà ðèñóíêàõ âûøå, òî÷êå ïîâîðîòà ñîîòâåòñòâóåò óãîë φ0. Ïîñëåäíåå ñî-

îòíîøåíèå (11.2) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

dφ

dt
=

L

mr2
. (11.5)

Íàéä¼ì òðàåêòîðèþ r = r(φ). Äëÿ ýòîãî èñêëþ÷èì èç (11.3), (11.5) âðåìÿ

dt è çàïèøåì ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ r ïðè ìîíîòîííîì óâåëè÷åíèè óãëà φ:

dr

dφ
= ±

√

2m (E − U(r))− L2/r2

L/r2
. (11.6)

Çíàê ìèíóñ ñîîòâåòñòâóåò óìåíüøåíèþ r (ïðè ïðèáëèæåíèè ê òî÷êå ïî-

âîðîòà φ < φ0), à ïëþñ � óâåëè÷åíèþ (φ > φ0). Íåçàâèñèìî îò çíàêà â

ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò îäíà è òà æå �óíêöèÿ r, ñëåäîâàòåëüíî òðàåêòîðèÿ
ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé OR, ïðîâåäåííîé èç öåíòðà ïîëÿ O

(φ = φ0). Ñèììåòðè÷íû òàêæå è îáå àñèìïîòèêè òðàåêòîðèè îòíîñèòåëü-

íî ïðÿìîé OR, ïîýòîìó:

θ = ±(π − 2φ0), (11.7)

ãäå ïëþñ ñîîòâåòñòâóåò ïîëþ îòòàëêèâàíèÿ, à ìèíóñ � ïðèòÿæåíèþ.

Ïðè äâèæåíèè ñïðàâà íàëåâî â èíòåðâàëå φ < φ0 â (11.6) âûáåðåì çíàê

ìèíóñ. �àçäåëÿÿ ïåðåìåííûå è èíòåãðèðóÿ îò r = r0 äî r = ∞, ó÷èòûâàÿ

÷òî φ(r∞) = 0, à φ(r0) = φ0, ïîëó÷àåì:

φ0 =

∞∫

r0

(L/r2) dr
√

2m (E − U(r))− L2/r2
.

Ïîäñòàâëÿÿ ñîîòíîøåíèÿ (11.1) è äåëàÿ çàìåíó ξ = ρ/r, èìååì:

φ0 =

ρ/r0∫

0

dξ
√

1− ξ2 − 2U(ρ/ξ)/mv2∞
. (11.8)

Ýòî óðàâíåíèå ñâÿçûâàåò óãîë φ0 (à, ñëåäîâàòåëüíî, ïî (11.7) è θ) ñ ïðè-

öåëüíûì ðàññòîÿíèåì ρ è ñêîðîñòüþ íàëåòàþùåé ÷àñòèöû v∞.
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• Íà îïûòå ÷àñòî èçó÷àþò ðàññåÿíèå íà âíåøíåì ïîëå ïîòîêà ÷àñòèö,

ïàäàþùèõ ïàðàëëåëüíî ñ îäèíàêîâîé ñêîðîñòüþ è ðàçëè÷íûìè ïðèöåëü-

íûìè ðàññòîÿíèÿìè ρ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òàêîé ïîòîê ÷àñòèö îäíîðî-

äåí â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê ñêîðîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå èçìåðÿþò


å÷åíèå ðàññåÿíèÿ dσ, ðàâíîå îòíîøåíèþ:

×èñëî ðàññåÿííûõ ÷àñòèö â åäèíèöó âðåìåíè â òåëåñíûé óãîë dΩ

×èñëî ïàäàþùèõ ÷àñòèö â åäèíèöó âðåìåíè ÷åðåç åäèíèöó ïëîùàäè

.

Çíàìåíàòåëü äåëàåò âåëè÷èíó dσ íåçàâèñèìîé îò èíòåíñèâíîñòè ïàäàþ-

ùåãî ïîòîêà. Òåëåñíûé óãîë ðàâåí dΩ = sin θ dθdφ (ñåé÷àñ ìû èñïîëüçóåì

ñ�åðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, îñü z êîòîðîé íàïðàâëåíà âäîëü ñêîðî-
ñòè ïàäàþùèõ ÷àñòèö, óãîë θ îòñ÷èòûâàåòñÿ îò íå¼, à φ � ïîëÿðíûé óãîë

â ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïëîñêîñòè, îòëè÷íûé îò φ, ïðèìåíÿâøåãîñÿ âûøå).

Äëÿ ìîíîòîííî óáûâàþùèõ ïîòåíöèàëîâ ñâÿçü ìåæäó θ è ρ îäíîçíà÷-
íà. Ïîýòîìó èíòåðâàë óãëîâ θ, θ+ dθ ñîîòâåòñòâóåò èíòåðâàëó ρ, ρ+ dρ.
×èñëî ïàäàþùèõ ÷àñòèö, ïîïàäàþùèõ â ýòîò èíòåðâàë, ïðîïîðöèîíàëü-

íî ïëîùàäè 2πρ dρ êîëüöà ðàäèóñà ρ è øèðèíîé dρ. Åñëè ïëîòíîñòü ÷èñëà
ïàäàþùèõ ÷àñòèö â åäèíèöó âðåìåíè ÷åðåç åäèíèöó ïëîùàäè ðàâíà j, òî

dσ =
j · 2πρ dρ

j
= 2π ρ dρ. (11.9)

Ïåðåõîäÿ ê óãëó θ è ñ÷èòàÿ äàëåå, ÷òî ρ = ρ(θ), èìååì:

dσ = 2π ρ

∣
∣
∣
∣

dρ

dθ

∣
∣
∣
∣
dθ =

ρ

sin θ

∣
∣
∣
∣

dρ

dθ

∣
∣
∣
∣
dΩ. (11.10)

Ìîäóëü ïîñòàâëåí, ò.ê. îáû÷íî dρ/dθ < 0 (÷åì áîëüøå ρ, òåì ìåíüøå θ).

Ïîëíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ σ ïîëó÷àåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ïî òåëåñíî-

ìó óãëó. Ýòà âåëè÷èíà èìååò ðàçìåðíîñòü ïëîùàäè (áëàãîäàðÿ çíàìå-

íàòåëþ â îïðåäåëåíèè dσ). Îäíàêî, åñëè ïîòåíöèàë, óáûâàÿ, íè ãäå íå

îáðàùàåòñÿ ñòðîãî â íîëü, ïîëíîå ñå÷åíèå ðàâíî áåñêîíå÷íîñòè. Äåéñòâè-

òåëüíî, îíî ýêâèâàëåíòíî èíòåãðàëó ρdρ â (11.9) îò 0 äî áåñêîíå÷íîñòè.
Åñëè ïðè ëþáûõ ρ ïðîèñõîäèò õîòÿ áû íåáîëüøîå èçìåíåíèå òðàåêòîðèè

(ò.å. ðàññåÿíèå), òî ýòîò èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ.

Èçìåðÿåìîå íà ïðàêòèêå ïîëíîå ñå÷åíèå êîíå÷íî, òàê êàê ðàçìåð ñå÷å-

íèÿ ïàäàþùåãî ïîòîêà îãðàíè÷åí (ρ < ρmax). Êðîìå ýòîãîãî, ïðè èçìåðå-

íèè äè��åðåíöèàëüíîãî ñå÷åíèÿ dσ, îòáðàñûâàþòñÿ çíà÷åíèÿ θ ≈ 0, ò.ê.
ïðè ìàëûõ óãëàõ íåëüçÿ îòäåëèòü ðàññåÿâøèåñÿ ÷àñòèöû îò íåðàñ
åÿíûõ

(ñîîòâåòñòâóþùèõ áîëüøèì ρ).
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⊲ Ïîëíîå ñå÷åíèå êîíå÷íî (äàæå äëÿ íåîãðàíè÷åííîãî ïîòîêà), åñëè

ïîòåíöèàë íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ â òî÷íîñòè ðàâåí íóëþ. �àññìîòðèì

â êà÷åñòâå ïðèìåðà ñëó÷àé ðàññåÿíèÿ íà àáñîëþòíî òâ¼ðäîì, î÷åíü òÿ-

æ¼ëîì øàðèêå ðàäèóñà a (ïîòåíöèàë ïðè r < a ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè, à

ïðè r > a � íóëþ). Òàê êàê ïðè óïðóãîì ñîîóäàðåíèè óãîë ïàäåíèÿ ðàâåí

óãëó îòðàæåíèÿ, èìååì:

ρ = a sin(φ0) = a cos
θ

2
,

dσ =
a2

4
dΩ.

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ïîëíîå ñå÷åíèå ðàâíÿåòñÿ ïëîùàäè ñå÷åíèÿ øà-

ðèêà σ = πa2, è ñîîòâåòñòâóåò ÷àñòèöàì â ïàäàþùåì ïîòîêå, êîòîðûå

ïðîâçàèìîäåéñòâîâàëè ñ øàðèêîì è ðàññåÿëèñü. Ýòè ÷àñòèöû äîëæíû

áûëè èìåòü ïðèöåëüíîå ðàññòîÿíèå ρ < a. �åçóëüòàò σ = πa2 ìîæíî

ñðàçó ïîëó÷èòü ïî �îðìóëå (11.9).

⊲ Â êà÷åñòâå âòîðîãî ïðèìåðà íàéä¼ì ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ äëÿ êóëîíîâ-

ñêîãî ïîòåíöèàëà U(r) = α/r. Ââåä¼ì áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð

λ =
α/ρ

mv2∞

è íàéä¼ì èç óðàâíåíèÿ (11.4) òî÷êó ïîâîðîòà: ρ/r0 =
√
λ2 + 1− λ. Óãîë

ïîâîðîòà â ñîîòâåòñòâèè ñ (11.8) ðàâåí:

φ0 =

ρ/r0∫

0

dξ
√

1− ξ2 − 2λξ
=

√
λ2+1∫

λ

dξ′
√

1 + λ2 − ξ′2
= arccos

λ√
1 + λ2

,

ãäå ξ′ = ξ + λ. Òàêèì îáðàçîì sin(θ/2) = λ/
√
1 + λ2 èëè

ρ =
α

mv2∞
ctg

θ

2
.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòó çàâèñèìîñòü ïðèöåëüíîãî ðàññòîÿíèÿ ρ è óãëà ðàññåÿíèÿ
θ â (11.10), ïîëó÷àåì �îðìóëó �åçåð�îðäà:

dσ =

(
α

2mv2∞

)2
dΩ

sin4 θ
2

. (11.11)

Ñå÷åíèå íå çàâèñèò îò çíàêà α è îäèíàêîâî äëÿ ïîëÿ îòòàëêèâàíèÿ è

ïðèòÿæåíèÿ. Òàê êàê êóëîíîâñêèé ïîòåíöèàë íè ãäå â òî÷íîñòè íå îáðà-

ùàåòñÿ â íîëü, ïîëíîå ñå÷åíèå ðàâíî áåñêîíå÷íîñòè (dσ ñèíãóëÿðíî ïðè

θ = 0). Ñ ðîñòîì êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ÷àñòèöû E = mv2∞/2 ñå÷åíèå

ðàññåÿíèÿ óáûâàåò êàê E−2
.
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2 �àññåÿíèå â êâàíòîâîé òåîðèè

Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå âîçìîæíî äâà ïîäõîäà ê îïèñàíèþ ðàññåÿíèÿ

÷àñòèöû íà âíåøíåì ïîëå. Èõ ìîæíî íàçâàòü ñòàöèîíàðíûì è íåñòàöèî-

íàðíûì. Â ýòîé ãëàâå ðàññìîòðèâàåòñÿ ïåðâûé ïîäõîä, à âòîðîìó ïîñâÿ-

ùåíà ñëåäóþùàÿ ãëàâà.

Çàïèøåì ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà íà áîëüøîì ðàññòîÿ-

íèè îò öåíòðà ðàññåíèÿ ÷àñòèöû ïðè E > 0 (ïîòåíöèàë óáûâàåò íà áåñ-

êîíå÷íîñòè rU(r) → 0):

∆Ψ+ k2Ψ = 0, k =

√
2mE

~
.

Åãî ÷àñòíûì ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ïëîñêàÿ âîëíà Ψ = eıkx, ãäå k2 = k2.
Êðîìå ýòîãî, óðàâíåíèå ìîæíî ðåøèòü â ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ.

Íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ óãëîâàÿ ÷àñòü ëàïëàñèàíà (ìîìåíò èìïóëüñà)

óáûâàåò êàê 1/r2 è åþ, òàêæå êàê è ïîòåíöèàëîì, ìîæíî ïðåíåáðå÷ü,

ïîýòîìó (ñòð. 107):

∂2Ψ

∂r2
+

2

r

∂Ψ

∂r
+ k2Ψ = 0.

Ýòî óðàâíåíèå èìååò äâà íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ:

Ψ = A
e±ıkr

r
,

ãäå A � íå çàâèñèò îò r, íî ìîæåò çàâèñåòü îò ñ�åðè÷åñêèõ óãëîâ θ è φ.

�åøåíèå ñî çíàêîì ïëþñ íàçûâàåòñÿ ðàññõîäÿùåéñÿ îò öåíòðà ñ�åðè÷å-

ñêîé âîëíîé, à ìèíóñ � ñõîäÿùåéñÿ.

Â îáùåì ñëó÷àå àññèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ

Øð¼äèíãåðà ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ψ = eıkz + A(θ)
eı kr

r
. (11.12)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ñîîòâåòñòâóåò ïàäàþùåé ïëîñêîé âîëíå ÷àñòèöû, èìå-

þùåé âîëíîâîé âåêòîð k, íàïðàâëåííûé âäîëü îñè z. Âòîðîå ñëàãàåìîå

� ýòî ñ�åðè÷åñêàÿ âîëíà (óäàëÿþùèåñÿ îò öåíòðà ðàññåÿíûå ÷àñòèöû).

Ñ�åðè÷åñêàÿ âîëíà èìååò àìïëèòóäó A(θ), çàâèñÿùóþ îò óãëà θ ñ îñþ

z, ÷òî îòðàæàåò ðàçëè÷íóþ èíòåíñèâíîñòü ðàññåÿíèÿ ïîä ðàçëè÷íûìè

óãëàìè. Ïîäîáíîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóåò �èçè÷åñêîé ñèòóàöèè, êîãäà

óñòàíàâëèâàåòñÿ ñòàöèîíàðíîå ðàâíîâåñòíîå ñîñòîÿíèå ñóïåðïîçèöèè ïî-

ñòîÿííî ïàäàþùèõ íà öåíòð ÷àñòèö è ÷àñòèö ðàññåÿíûõ â ðåçóëüòàòå

âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ïîëåì. Åñëè ïîòåíöèàë íå ñ�åðè÷åñêè ñèììåòðè÷åí,

òî �óíêöèÿ A(θ, φ), ìîæåò òàêæå çàâèñåòü îò óãëà φ.
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Ïðè âû÷èñëåíèè ïëîòíîñòåé ïîòîêîâ âåðîÿòíîñòåé ìû áóäåì ïðèíå-

áðåãàòü èíòåð�åðåíöèåé ïàäàþùåé è ðàññåÿíîé âîëíû, âû÷èñëÿÿ èõ íåçà-

âèñèìûì îáðàçîì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïàäàþùèé ïó÷¼ê îãðàíè÷åí êîíå÷-

íîé íî íåáîëüøîé äèà�ðàãìîé è ïðè ðåãèñòðàöèè ðàññåÿíûõ ÷àñòèö â

äåòåêòîð íå ïîïàäàþò ÷àñòèöû èç ïàäàþùåãî ïîòîêà.

Ïîòîê âåðîÿòíîñòè (ñòð. 39) äëÿ âîëíîâîé �óíêöèè ðàâåí:

j =
ı~

2m

{

Ψ∇Ψ∗ −Ψ∗∇Ψ
}

.

Äëÿ ïàäàþùåé ïëîñêîé âîëíû eıkz îò íóëÿ îòëè÷íà òîëüêî z-êîìïîíåíòà:
j = {0, 0, ~k/m}. Ïîòîê ðàññõîäÿùåéñÿ ñ�åðè÷åñêîé âîëíû âû÷èñëèì â

ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ, â êîòîðûõ

∇ = nr
∂

∂r
+

nθ

r

∂

∂θ
+

nφ

rsθ

∂

∂φ
,

ãäå nr = r/r, nθ, nφ � îðòîãîíàëüíûå åäèíè÷íûå âåêòîðû êðèâîëèíåéíîé

ñèñòåìû [2℄:

j =
{
jr, jθ, jφ

}
=

ı~

2m

{
− 2ık

|A|2
r2

,
AA

′∗ − A∗A′

r3
, 0
}
.

Êîìïîíåíòà ïîòîêà jφ = 0, à jθ óáûâàåò êàê 1/r3, ïîýòîìó íà áîëü-

øèõ ðàññòîÿíèÿõ îò öåíòðà åþ ìîæíî ïðèíåáðå÷ü. Â ðåçóëüòàòå îñòà¼òñÿ

òîëüêî ðàäèàëüíàÿ êîìïîíåíòà:

jr =
~k

m

|A(θ)|2
r2

.

Òàê êàê jdS = jrdS � ïðîïîðöèîíàëüíî ÷èñëó ÷àñòèö, ïðîõîäÿùèõ â

åäèíèöó âðåìåíè ÷åðåç ïëîùàäêó dS = r2dΩ íà ñ�åðå, òî jr r
2dΩ � ÷èñëî

÷àñòèö ðàññåÿíûõ â åäèíèöó âðåìåíè â òåëåñíûé óãîë dΩ. Äåëÿ èõ íà

ïîòîê ïàäàþùèõ ÷àñòèö j = ~k/m ÷åðåç åäèíè÷íóþ ïëîùàäü, ïîëó÷àåì

ñå÷åíèå, êîòîðîå ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ àìïëèòóäîé ðàññåÿíèÿ A(θ):

dσ = |A(θ)|2 dΩ. (11.13)

Ñîîòâåòñòâåííî ïîëíîå ñå÷åíèå (åñëè îíî êîíå÷íî), ðàâíî èíòåãðàëó:

σ = 2π

π∫

0

|A(θ)|2 sin θ dθ.

Êîãäà àìïëèòóäà îò óãëîâ íå çàâèñèò A(θ) = A0 = const, ïîëíîå ñå÷åíèå
ðàâíî σ = 4π|A0|2. Ñðàâíèâàÿ ñ êëàññè÷åñêèì ñå÷åíèåì ðàññåÿíèåì íà

øàðèêå, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî 2 |A0| â ýòîì ñëó÷àå õàðàêòåðåçóåò òèïè÷íûé

ðàäèóñ âçàèìîäåéñòâèÿ.
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3 Ïàðöèàëüíîå ðàçëîæåíèå

Ïðè ðàññåÿíèè ÷àñòèöû ïàäàþò ñ ðàçëè÷íûìè ïðèöåëüíûìè ðàññòîÿ-

íèÿìè è, ñëåäîâàòåëüíî, èìåþò ðàçëè÷íûå óãëîâûå ìîìåíòû. Ïîýòîìó,

ðåøàÿ ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà, ìû äîëæíû çàïèñàòü ðåøå-

íèå â âèäå ñóïåðïîçèöèè:

Ψ(r, θ, φ) =
∞∑

l=0

l∑

m=−l

ClmRl(r) Ylm(θ, φ)

è ïîäîáðàòü òàêîå ÷àñòíîå ðåøåíèå, êîòîðîå èìååò àññèìïòîòè÷åñêîå ïî-

âåäåíèå â �îðìå (11.12). Ñîáñòâåííûå �óíêöèè ìîìåíòà èìïóëüñà Ylm(θ, φ)
çàïèøåì ïðè m > 0 â âèäå:

Ylm(θ, φ) = (−1)m ıl

√

2l + 1

2

(l −m)!

(l +m)!
Pm
l (cos θ)

eımφ

√
2π
,

ãäå Pm
l (z) � ò.í. ïðèñîåäåí¼ííûå ïîëèíîìû Ëåæàíäðà. Ïðè m = 0 îíè

ðàâíû ïîëèíàì Ëåæàíäðà: P 0
l (z) = Pl(z). Ïåðâûå ïîëèíîìû èìåþò âèä

(ñì. òàêæå ñòð. 93, 406):

P0 = 1, P1 = z, P2 =
1

2
(3z2 − 1), P3 =

1

2
(5z3 − 3z).

Äëÿ ñ�åðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî ïîòåíöèàëà ðåøåíèå íå äîëæíî çàâèñåòü

îò óãëà φ è è ìîæíî îòáðîñèòü âñå ñëàãàåìûå ñ m 6= 0:

Ψ(r, θ) =

∞∑

l=0

ClRl(r)Pl(cos θ). (11.14)

Â ðåçóëüòàòå, çàäà÷à ñòîèò â îïðåäåëåíèè êîý��èöèåíòîâ Cl, êîòîðûå

ïðèâîäÿò ê âîëíîâîé �óíêöèè (11.12).

�åøåíèå ðàäèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà óäîáíî çàïèñûâàòü â âè-

äå äåéñòâèòåëüíîé �óíêöèè Rl(r) (ïåðåíîñÿ êîìïëåêñíóþ �àçó íà êî-

ý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ Cl). Íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ òàêàÿ äåéñòâè-

òåëüíàÿ �óíêöèÿ äîëæíà áûòü ñóììîé äâóõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé â âèäå

ñ�åðè÷åñêèõ âîëí ñ îäèíàêîâûìè àìïëèòóäàìè Rl ≈ (Ceıkr+C∗e−ıkr)/r.
Ïîëàãàÿ C = eıβ, ïîëó÷àåì Rl ≈ 2 cos(kr + β)/r èëè:

Rl(r) ≈ 2
sin(kr + sl − lπ/2)

r
, (11.15)

ãäå âìåñòî �àçû β ââåäåíû ïðàìåòðû sl, âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñÿùèå îò

îðáèòàëüíîãî êâàíòîâîãî ÷èñëà l.
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Ïëîñêóþ âîëíó ìîæíî ðàçëîæèòü ïî ïîëèíîìàì Ëåæàíäðà è ïðè áîëü-

øèõ r ýòî ðàçëîæåíèå èìååò âèä (ñòð. 406):

eıkz ≈ 1

kr

∞∑

l=0

ıl (2l + 1)Pl(cos θ) sin
(

kr − lπ

2

)

.

Ïîýòîìó èç (11.12), (11.14), (11.15) èìååì:

A(θ) = r
{
Ψ(r, θ)− eıkz

}
e−ıkr =

∞∑

l=0

Al Pl(cos θ),

ãäå

Al = 2Cl e
−ıkr sin

(

kr + sl −
lπ

2

)

− ıl

k
(2l + 1) sin

(

kr − lπ

2

)

e−ıkr.

Ýòî âûðàæåíèå íå äîëæíî çàâèñåòü îò r. Ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿ �îðìóëó

Ýéëåðà äëÿ ñèíóñîâ è ıl = eılπ/2, ïîëó÷àåì:

Cl =
2l + 1

2k
ıl eısl.

Ñîîòâåòñòâåííî, ðàçëîæåíèå àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ ïî ïîëèíîìàì Ëå-

æàíäðà ïðåîáðåòàåò âèä:

A(θ) =
1

2ık

∞∑

l=0

(2l + 1) (e2ısl − 1)Pl(cos θ). (11.16)

Òàêèì îáðàçîì, àìïëèòóäà ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëàìè sl. Îíè ÿâ-

ëÿþòñÿ �óíêöèÿìè l è ýíåðãèè ÷àñòèöû E = ~2k2/2m.
Âîçâîäÿ â êâàäðàò è èíòåãðèðóÿ ïî òåëåñíîìó óãëó, ñ ó÷¼òîì îðòîãî-

íàëüíîñòè ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà, ïîëó÷àåì ïîëíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ:

σ =
4π

k2

∞∑

l=0

(2l + 1) sin2 sl. (11.17)

Êàæäîå ñëàãàåìîå â ýòîé ñóììå íàçûâàåòñÿ ïàðöèàëüíûì ñå÷åíèåì ðàñ-

ñåíèÿ ÷àñòèöû ñ äàííûì îðáèòàëüíûì ìîìåíòîì l.
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1 S-îïåðàòîð

• Ïóñòü, ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû ìîæíî ðàçáèòü íà äâå ÷àñòè:

Ĥ = Ĥ0 + V̂ ,

ãäå Ĥ0 íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì ãàìèëüòîíèàíîì, à V̂ � âçàèìîäåéñòâèåì.

Â ýòîì ñëó÷àå óäîáíî ââåñòè ïðåäñòàâëåíèå âçàèìîäåéñòâèÿ (~ = 1):

ÂI(t) = eıĤ0t Â(0) e−ıĤ0t. (12.1)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Ĥ0 è V̂ ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðàìè â ïðåäñòàâëåíèè Øð¼-

äèíãåðà è íå çàâèñÿò îò âðåìåíè (â ïðåäñòàâëåíèè �åéçåíáåðãà Ĥ0 è V̂

ïî-îòäåëüíîñòè çàâèñÿò îò âðåìåíè: V̂ (t) = eıĤt V̂ (0) e−ıĤt
, õîòÿ Ĥ ïîñòî-

ÿíåí). Òîãäà â ïðåäñòàâëåíèè âçàèìîäåéñòâèÿ îïåðàòîð ÂI(t) óäîâëåòâî-

ðÿåò óðàâíåíèþ:

ı
dÂI(t)

dt
= [ÂI(t), Ĥ0]. (12.2)

Åñëè ñâîáîäíûé ãàìèëüòîíèàí Ĥ0 äîñòàòî÷íî ïðîñò, ýòî óðàâíåíèå ìîæ-

íî ðåøèòü, ïîëó÷èâ ýâîëþöèþ îïåðàòîðà ñî âðåìåíåì.

Ïîäñòàâëÿÿ â (12.1) ñîîòíîøåíèå (1.38) (óìíîæèâ åãî ñëåâà íà e−ıĤt
, à

ñïðàâà íà eıĤt
), ïîëó÷àåì ñâÿçü îïåðàòîðîâ â ïðåäñòàâëåíèè âçàèìîäåé-

ñòâèÿ ÂI(t) è â ïðåäñòàâëåíèè �åéçåíáåðãà Â(t):

ÂI(t) = eıĤ0t e−ıĤt Â(t) eıĤt e−ıĤ0t. (12.3)

Â ïðåäñòàâëåíèè âçàèìîäåéñòâèÿ îò âðåìåíè çàâèñÿò êàê îïåðàòîðû, òàê

è âåêòîðû ñîñòîÿíèÿ:

〈
Φ|Â(t)|Φ

〉
=
〈
Φ| eıĤt e−ıĤ0t ÂI(t) e

ıĤ0t e−ıĤt |Φ
〉
=
〈
Φ, t|ÂI(t)|Φ, t

〉

I
,

ãäå âåêòîð â ïðåäñòàâëåíèè âçàèìîäåéñòâèÿ ðàâåí

|Φ, t
〉

I
= eıĤ0t e−ıĤt |Φ

〉
. (12.4)

Äè��åðåíöèðóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå ïî âðåìåíè:

ı
∂|Φ, t

〉

I

∂t
= eıĤ0t (−Ĥ0 + Ĥ) e−ıĤt |Φ

〉
= eıĤ0t V̂ (0) e−ıĤt |Φ

〉
,

ïîëó÷àåì óðàâíåíèå, ïîõîæåå íà óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà:

ı
∂|Φ, t

〉

I

∂t
= V̂I(t) |Φ, t

〉

I
, (12.5)

íî â êîòîðîì ñòîèò îïåðàòîð V̂I(t) â ïðåäñòàâëåíèè âçàèìîäåéñòâèÿ.
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• Ââåä¼ì îïåðàòîð, çàâèñÿùèé îò äâóõ ìîìåíòîâ âðåìåíè:

Ŝ(t, t0) = eıĤ0 t e−ıĤ (t−t0) e−ıĤ0 t0. (12.6)

Ïðè ñîâïàäàþùèõ âðåìåíàõ ýòîò îïåðàòîð ñòàíîâèòñÿ åäèíè÷íûì, à åãî

ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå ïåðåñòàâëÿåò ìåñòàìè âðåìåíà:

Ŝ(t0, t0) = 1̂, Ŝ+(t, t0) = Ŝ(t0, t). (12.7)

Êðîìå ýòîãî, âûïîëíÿåòñÿ î÷åíü ïîëåçíîå ñâîéñòâî ïåðåìíîæåíèÿ:

Ŝ(t1, t2) Ŝ(t2, t3) = Ŝ(t1, t3). (12.8)

Ïðè ïîìîùè S-îïåðàòîðà ìîæíî çàïèñàòü ñâÿçü (12.4) âåêòîðîâ â ïðåä-

ñòàâëåíèè âçàèìîäåéñòâèÿ è �åéçåíáåðãà:

|Φ, t
〉

I
= Ŝ(t, 0) |Φ

〉
. (12.9)

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå èìååò âèä:

|Φ
〉
= Ŝ(0, t)|Φ, t

〉

I
, (12.10)

ãäå ó÷òåíî, ÷òî Ŝ(0, t)Ŝ(t, 0) = Ŝ(0, 0) = 1̂. Èç ïîñëåäíèõ äâóõ ñîîòíî-

øåíèé íåñëîæíî íàéòè, êàê ñâÿçàíû âåêòîðû ïðåäñòàâëåíèÿ âçàèìîäåé-

ñòâèÿ â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè:

|Φ, t
〉

I
= Ŝ(t, t0) |Φ, t0

〉

I
, (12.11)

ãäå ñäåëàíî ïðåîáðàçîâàíèå Ŝ(t, 0)Ŝ(0, t0) = Ŝ(t, t0). Ó÷èòûâàÿ (12.5),

ìîæíî ñðàçó çàïèñàòü óðàâíåíèå êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò S-îïåðàòîð:

ı
∂Ŝ(t, t0)

∂t
= V̂I(t) Ŝ(t, t0). (12.12)

Ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü è íåïîñðåäñòâåííî äè��åðåíöèðóÿ îïðå-

äåëåíèå (12.6). Â îáùåì ñëó÷àå [Ĥ0, V̂ ] 6= 0, ïîýòîìó â îïðåäåëåíèè

V̂I(t) = eıĤ0t V̂ (0) e−ıĤ0t
ýêñïîíåíòó íåëüçÿ ïåðåíåñòè ÷åðåç V̂ (0), è îïå-

ðàòîð V̂I(t) çàâèñèò îò âðåìåíè.

Îòìåòèì òàêæå ñâÿçü îïåðàòîðîâ â ïðåäñòàâëåíèè âçàèìîäåéñòâèè è

�åéçåíáåðãà (12.3):

ÂI(t) = Ŝ(t, 0) Â(t) Ŝ(0, t) (12.13)

(âåçäå âûøå âðåìÿ t = 0 ñîîòâåòñòâóåò ïðåäñòàâëåíèþ Øð¼äèíãåðà).
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2 Òåîðèÿ âîçìóùåíèé äëÿ S-îïåðàòîðà

• Íàéä¼ì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (12.12), ñ÷èòàÿ, ÷òî îïåðàòîð V̂I(t) â

íåêîòîðîì ñìûñëå ìàë (íàïðèìåð, óìíîæåí íà ìàëóþ êîíñòàíòó). Çà-

ïèøåì ðÿä:

Ŝ(t, t0) = 1̂ + Ŝ(1) + Ŝ(2) + ....,

ãäå Ŝ(k)
èìååò ïîðÿäîê ìàëîñòè (V̂I)

k
è ïîäñòàâèì åãî â (12.12):

ı
∂Ŝ(1)

∂t
+ ı

∂Ŝ(2)

∂t
+ ... = V̂I(t) + V̂I(t) Ŝ

(1) + V̂I(t) Ŝ
(2) + ....

Ïðèðàâíèâàÿ ÷ëåíû îäíîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, ïîëó÷àåì:

ı
∂Ŝ(k)

∂t
= V̂I(t) Ŝ

(k−1), (12.14)

ãäå k = 1, 2, ... è Ŝ(0) = 1̂ � åäèíè÷íûé îïåðàòîð. Ýòî óðàâíåíèå ëåãêî

èíòåãðèðóåòñÿ:

Ŝ(k)(t, t0) = −ı
t∫

t0

VI(τ) Ŝ
(k−1)(τ, t0) dτ,

ãäå íà÷àëüíîå óñëîâèå Ŝ(t0, t0) = 1̂ óæå âûäåëåíî â íóëåâîì ïðèáëèæå-

íèè, ïîýòîìó Ŝ(k)(t0, t0) = 0 ïðè k > 0. Òàêèì îáðàçîì:

Ŝ(t, t0) = 1̂− ı

t∫

t0

dt1 V̂I(t1) + (−ı)2
t∫

t0

dt1 V̂I(t1)

t1∫

t0

dt2 V̂I(t2) + .... (12.15)

Ââåä¼ì ñòóïåí÷àòóþ �óíêöèþ Õåâèñàéäà θ(t), ñòð. 376, ïðè ïîìîùè êî-

òîðîé âåðõíèé ïðåäåë èíòåãðàëà â ïîñëåäíåì ñëàãàåìîì (12.15) çàìåíèì

íà t:
t∫

t0

dt1

t1∫

t0

dt2 V̂I(t1) V̂I(t2) =

t∫

t0

dt1

t∫

t0

dt2 θ(t1 − t2) V̂I(t1) V̂I(t2). (12.16)

Ïðè t2 > t1 �óíêöèÿ θ(t1 − t2) = 0, ïîýòîìó, õîòÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî

t2 âåä¼òñÿ îò t0 äî t, âêëàä â èíòåãðàë äà¼ò òîëüêî èñõîäíûé äèàïàçîí

[t0, t1]. Àíàëîãè÷íî ñäåëàåì îäèíàêîâûìè âåðõíèå ïðåäåëû â èíòåãðàëàõ

äëÿ ïîñëåäóþùèõ ïðèáëèæåíèé:

Ŝ(k)(t, t0) = (−ı)k
t∫

t0

dt1...

t∫

t0

dtk θ(t1 − t2)...θ(tk−1 − tk) V̂I(t1)...V̂I(tk).

Ýòîìó âûðàæåíèþ ìîæíî ïðèäàòü áîëåå êîìïàêòíûé âèä.
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Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì ñèìâîë T{...} õðîíîëîãè÷åñêîãî ïîðÿäêà ïðîèç-

âåäåíèÿ îïåðàòîðîâ:

T{Â(t1)B̂(t2)} =

{
Â(t1)B̂(t2), t1 > t2,

B̂(t2)Â(t1), t2 > t1.
(12.17)

(îïåðàòîðû ñ áîëüøèì âðåìåíåì âñåãäà ñòîÿò ëåâåå îïåðàòîðîâ ñ ìåíü-

øèì âðåìåíåì). Ïðè ïîìîùè �óíêöèè Õåâèñàéäà ýòî ïðîèçâåäåíèå çà-

ïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

T{Â(t1)B̂(t2)} = θ(t1 − t2) Â(t1)B̂(t2) + θ(t2 − t1) B̂(t2)Â(t1).

Ïðè t1 = t2 õðîíîëîãè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå òðåáóåò äîîïðåäåëåíèÿ (ñì.,

íàïðèìåð, ñòð. ??). Âïðî÷åì, äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ T{...} ïîä èíòåãðàëîì,

çíà÷åíèå â îäíîé òî÷êå ðîëè íå èãðàåò.

Â ñëó÷àå â õðîíîëîãè÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ k îïåðàòîðîâ îíè òàêæå

ñòîÿò â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ âðåì¼í â èõ àðãóìåíòàõ. Ïðè çàïèñè òàêîãî

ïðîèçâåäåíèÿ ïðè ïîìîùè �óíêöèè Õåâèñàéäà, íåîáõîäèìî íàïèñàòü k!

ñëàãàåìûõ ñî âñåìè âîçìîæíûìè ïåðåñòàíîâêàìè âðåì¼í â ïðîèçâåäåíèè

Â1(t1)...Âk(tk), óìíîæåííûå íà k − 1 �óíêöèé Õåâèñàéäà:

T{Â1(t1)...Â1(tk)} = θ(t1−t2)θ(t2−t3)...θ(tk−1−tk) Â1(t1)Â2(t2)...Âk(tk)+...

Ïåðåèìåíóåì ïåðåìåííûå èíòåãðèðîâàíèÿ â ïðàâîé ÷àñòè (12.16), ïå-

ðåñòàâèâ èõ ìåñòàìè (ò.å. âìåñòî t1 ïèøåì t2 è íàîáîðîò). Ïîñëå ýòîãî

ñëîæèì äâà òàêèõ ðàâíûõ èíòåãðàëà, ðàçäåëèâ ñóììó íà 2:

t∫

t0

dt1

t∫

t0

dt2 θ(t1 − t2) V̂I(t1) V̂I(t2) =
1

2

t∫

t0

dt1

t∫

t0

dt2 T
{
V̂I(t1) V̂I(t2)

}
.

Àíàëîãè÷íî, ïðîèçâîëüíûé ÷ëåí ðÿäà ðàâåí:

Ŝ(k)(t, t0) = (−ı)k 1

k!

t∫

t0

dt1...

t∫

t0

dtk T
{
V̂I(t1)...V̂I(tk)

}
, (12.18)

ãäå äåëåíèå íà k! ñîîòâåòñòâóåò ñèììåòðèçàöèè (ïî âñåì ïåðåñòàíîâêàì)

k âðåì¼í â ïåðåìåííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ. Ñóììó òàêèõ ñëàãàåìûõ ìîæíî

�îðìàëüíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

Ŝ(t, t0) = T
{

exp
(

− ı

t∫

t0

V̂I(τ) dτ
)}

. (12.19)

Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî T{A + B} = T{A} + T{B}. Âûðàæåíèå
(12.19) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (12.12) â âèäå áåñêîíå÷íîãî ðÿäà

(îáû÷íî ïðèõîäèòñÿ ðàáîòàòü íå ñ ýêñïîíåíòîé, à ñ å¼ ðàçëîæåíèåì).
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3 S-îïåðàòîð â ýíåðãåòè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè

Íàéä¼ì ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû S-îïåðàòîðà Ŝ(t, t0) â áàçèñå �ñâîáîäíî-

ãî� ãàìèëüòîíèàíà Ĥ0, ñïåêòð êîòîðîãî áóäåì ñ÷èòàòü äèñêðåòíûì:

Ĥ0|n
〉
= εn|n

〉
,

〈
k |n

〉
= δkn,

∑

n

|n
〉〈
n| = 1̂.

�åçóëüòàò, âïðî÷åì, íå çàâèñèò îò ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ. Íàïðèìåð, äëÿ

ñâîáîäíîé ÷àñòèöû Ĥ0 = p̂2/2m ñïåêòð íåïðåðûâíûé. Â ýòîì ñëó÷àå,

âìåñòî áàçèñíûõ âåêòîðîâ |n
〉
íåîáõîäèìî âåçäå ïîñòàâèòü ñîáñòâåííûå

âåêòîðû îïåðàòîðà èìïóëüñà |p
〉
, à ñóììû ïî n çàìåíèòü íà èíòåãðàëû ïî

d3p. Íåïðåðûâíûé ñëó÷àé øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ïðè îïèñàíèè ðàññåÿíèÿ
÷àñòèö è áóäåò ïðîèëëþñòðèðîâàí â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

Çàïèøåì ñíà÷àëà ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îïåðàòîðà âçàèìîäåéñòâèÿ â

ïðåäñòàâëåíèè âçàèìîäåéñòâèÿ. Ïðè ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ïðåäñòàâ-

ëåíèè Øð¼äèíãåðà ýëåìåíòû Vkn =
〈
k|V̂ |n

〉
íå çàâèñÿò îò âðåìåíè (êàê

è âûøå ~ = 1):

〈
k |V̂I(t)|n

〉
=
〈
k |eı Ĥ0 t V̂ e−ı Ĥ0 t|n

〉
= e ı (Ek−En) t Vkn, (12.20)

Â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî âçàèìîäåéñòâèþ (12.15) äëÿ S-îïåðàòîðà èìååì:

〈
k |Ŝ(1)|n

〉
= −ı

t∫

t0

〈
k |V̂I(t1)|n

〉
dt1 = −ı Vkn

t∫

t0

e ı (Ek−En) t dt.

Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ (îñîáåííî ïðè îïèñàíèè ðàññåÿíèÿ) èíòåðåñóþòñÿ ïðå-

äåëîì t → ∞ è t0 → −∞. Â ýòîì ñëó÷àå, èíòåãðèðîâàíèå îõâàòûâà-

åò âåñü äèàïàçîí âðåìåíè è èíòåãðàë ïðîïîðöèîíàëåí �óíêöèè Äèðàêà

(A.21), ñòð. 340:

〈
k |Ŝ(1)

∞ |n
〉
= −2πı δ(Ek − En) Vkn. (12.21)

Äëÿ âòîðîé ïîïðàâêè âîñïîëüçóåìñÿ âûðàæåíèåì (12.16) áåç õðîíîëîãè-

÷åñêîãî óïîðÿäî÷èâàíèÿ (íî ñ θ-�óíêöèåé):

〈
k |Ŝ(2)

∞ |n
〉
= (−ı)2

∑

q

∞∫

−∞

dt1 dt2 θ(t1 − t2)
〈
k |VI(t1)| q

〉〈
q|VI(t2)|n

〉
,

ãäå ìåæäó ïîòåíöèàëàìè âñòàâëåí åäèíè÷íûé îïåðàòîð (ñóììà ïî |q
〉〈
q|).



3. S-ÎÏÅ�ÀÒÎ� Â ÝÍÅ��ÅÒÈ×ÅÑÊÎÌ Ï�ÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÈ 199

Âîñïîëüçóåìñÿ èíòåãðàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì �óíêöèè Õåâèñàéäà (A.6):

θ(t) = lim
ǫ→0

∞∫

−∞

ı e−ıEt

E + ıǫ

dE

2π
, (12.22)

êîòîðîå íåñëîæíî (ñòð. 335) ïðîâåðèòü ïðè ïîìîùè òåîðåìû Êîøè (ñòð. 386).

Êðîìå ýòîãî, ïîäñòàâèì ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû (12.20):

〈
k |Ŝ(2)

∞ |n
〉
= (−ı)2

∑

q

Vkq Vqn

∞∫

−∞

dt1 dt2
e−ıE(t1−t2)+ı(Ek−Eq)t1+ı(Eq−En)t2

E + ıǫ

ı dE

2π

è ïðîèíòåãðèðóåì ïî âðåìåíàì:

= (−ı)2 ı (2π)
2

2π

∑

q

Vkq Vqn

∞∫

−∞

δ(Ek − Eq − E) δ(Eq − En + E)

E + ıǫ
dE.

Íàêîíåö, ïðîâîäÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî E, ïîëó÷àåì:

〈
k |Ŝ(2)

∞ |n
〉
= −2πı δ(Ek − En)

∑

q

Vkq Vqn
Ek − Eq + ıǫ

. (12.23)

Àíàëîãè÷íî íàõîäèòñÿ ñëåäóþùàÿ ïîïðàâêà:

〈
k |Ŝ(3)

∞ |n
〉
= −2πı δ(Ek − En)

∑

q,m

Vkq Vqm Vmn

(Ek − Eq + ıǫ)(Ek − Em + ıǫ)
. (12.24)

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî âñå ÷ëåíû ðÿäà óìíîæàþòñÿ íà �óíêöèþ Äèðà-

êà δ(Ek −En), ÷òî îòðàæàåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè. Ïîýòîìó óäîáíî
å¼ âûäåëèòü:

〈
k |Ŝ∞|n

〉
≡
〈
k |Ŝ(∞, −∞)|n

〉
= δkn − 2πı δ(Ek − En)Akn, (12.25)

ãäå ââåäåíû ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû:

Akn = Vkn +
∑

q

Vkq Vqn
Ek − Eq

+
∑

q,m

Vkq Vqm Vmn

(Ek − Eq)(Ek − Em)
+ ..., (12.26)

ãäå äëÿ êðàòêîñòè îïóùåí êîìïëåêñíûé ñäâèã +ıǫ ïîëþñîâ â çíàìåíà-

òåëÿõ. Ïîñëåäóþùèå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ èìåþò òàêóþ æå ñòðóêòóðó:

â ÷èñëèòåëå äîáàâëÿþòñÿ ìíîæèòåëè Vqq′, à â çíàìåíàòåëå ìíîæèòåëè

Ek −Eq′ + ıǫ. Ïî âñåì ïðîìåæóòî÷íûì ýíåðãèÿì (îòëè÷íûì îò Ek è En)

ïðîèçâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå.
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4 �àññåÿíèå íà ïîòåíöèàëå V (x) = −g δ(x)

• Ïîâòîðèì âû÷èñëåíèÿ êîý��èöèåíòà ïðîõîæäåíèÿ äëÿ îäíîìåðíîãî

ðàññåÿíèÿ íà ïîòåíöèàëå V (x) = −g δ(x) (ñòð. 58), èñïîëüçóÿ íåñòàöèî-

íàðíûé ïîäõîä. Ïóñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0 ÷àñòèöà íàõî-

äèëàñü â ñîñòîÿíèè | p
〉
. Âåêòîð | p

〉
ýâîëþöèîíèðóåò â ñîîòâåòñòâèè ñ

óðàâíåíèåì Øð¼äèíãåðà è ñïóñòÿ âðåìÿ T = t− t0 ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì:

| p, T
〉
= e−ıĤ T | p

〉
.

Ñîîòâåòñòâåííî, àìïëèòóäà âåðîÿòíîñòè îáíàðóæèòü ó ÷àñòèöû èìïóëüñ

k ðàâíà
〈
k | p, T

〉
. ×òîáû ïîëó÷èòü âåðîÿòíîñòü, íåîáõîäèìî ó÷åñòü, ÷òî

âåêòîð | p, T
〉
íå íîðìèðîâàí íà åäèíèöó:

〈
p, T | p, T

〉
=
〈
p | p

〉
= δ(0).

Ïîýòîìó âåðîÿòíîñòü èçìåðèòü èìïóëüñ â èíòåðâàëå (k, k + dk) íåîáõî-

äèìî âû÷èñëÿòü ïðè ïîìîùè ñëåäóþùåé �îðìóëû:

dWk =
|
〈
k | p, T

〉
|2

〈
p, T | p, T

〉 dk. (12.27)

Äåéñòâèòåëüíî, èíòåãðàë ýòîãî âûðàæåíèÿ ïî âñåì çíà÷åíèÿì k äà¼ò

åäèíèöó (ñóììàðíàÿ âåðîÿòíîñòü):

∫

dWk =

∫ 〈
p, T | k

〉〈
k | p, T

〉

〈
p, T | p, T

〉 dk =

〈
p, T | p, T

〉

〈
p, T | p, T

〉 = 1.

Ïåðåïèøåì àìïëèòóäó âåðîÿòíîñòè ÷åðåç S-îïåðàòîð (12.6):

〈
k | p, T

〉
=
〈
k | e−ıĤT | p

〉
=
〈
k | e−ıĤ0 t Ŝ(t, t0) e

ıĤ0 t0 | p
〉
.

Òàê êàê Ĥ0 | p
〉
= Ep | p

〉
, ïîëó÷àåì ñ òî÷íîñòüþ äî �àçîâîãî ìíîæèòåëÿ,

ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû S-îïåðàòîðà:
〈
k | p, T

〉
= e−ıEk t+ıEp t0

〈
k | Ŝ(t, t0) | p

〉
. (12.28)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè îòíîñèëñÿ ê îòäàë¼í-

íîìó ïðîøëîìó t0 = −∞, à êîíå÷íûé ïðîèñõîäèë â áóäóùåì t = ∞
è âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòàìè ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà. Äëÿ ýòîãî íàéä¼ì

ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèÿ V̂ = g δ(x̂) â áàçèñå

ñâîáîäíîãî ãàìèëüòîíèàíà Ĥ0 = p̂2 (m = 1/2):

Vkp =
〈
k |V̂ | p

〉
=

∞∫

−∞

g δ(x)
〈
k |x

〉 〈
x | p

〉
dx =

g

2π
,

ãäå âñòàâëåí èíòåãðàë ïî áàçèñó îïåðàòîðà êîîðäèíàòû |x
〉〈
x | è ó÷òåíû

çíà÷åíèÿ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà èìïóëüñà (1.59).
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Â ñîîòâåòñòâèè ñ (12.25) èìååì:

〈
k |Ŝ∞| p

〉
= δ(k − p)− 2πı δ(Ek − Ep)Akp,

ãäå âìåñòî ñèìâîëà Êðîíåêåðà ïîñòàâëåíà �óíêöèÿ Äèðàêà (íåïðåðûâ-

íûé ñïåêòð). Ôóíêöèþ Äèðàêà îò ðàçíîñòè ýíåðãèé ìîæíî ïåðåïèñàòü

ñëåäóþùèì îáðàçîì (A.4), ñòð. 334:

δ(Ek − Ep) = δ(k2 − p2) =
δ(k − p) + δ(k + p)

2 |k| ,

÷òî ïðîâåðÿåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ñ ïðîèçâîëüíîé �óíêöèåé f(k). Äàëåå

áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ âåðîÿòíîñòüþ ïðîõîæäåíèÿ ÷àñòèöû ÷åðåç ïîòåí-

öèàë (èìïóëüñ ÷àñòèöû ðàâåí èñõîäíîìó k = p > 0). Ïîýòîìó âòîðóþ

�óíêöèþ Äèðàêà ìîæíî îïóñòèòü. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ

(12.26):

Akp =
g

2π
+

g2

(2π)2

∫
dq

k2 − q2
+

g3

(2π)3

[ ∫ dq

k2 − q2

]2

+ ...,

îñòàëîñü âû÷èñëèòü ïðîñòîé èíòåãðàë (âñïîìèíàåì î ñäâèãå +ıǫ):
∞∫

−∞

dq

k2 − q2 + ıǫ
= −

∮

C

dq

(q − k − ıǫ)(q + k + ıǫ)
=

−2πı

q + k + ıǫ

∣
∣
∣
q=k+ıǫ

= −ıπ
k
.

Â ïåðâîì ðàâåíñòâå êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ çàìêíóò íà áåñêîíå÷íîñòè â

âåðõíåé êîìïëåêñíîé ïîëóïëîñêîñòè q, òàê êàê ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíê-

öèÿ òàì ðàâíà íóëþ. Êðîìå ýòîãî, çíàìåíàòåëü ïåðåïèñàí ýêâèâàëåíò-

íûì îáðàçîì (â ïðåäåëå ǫ → +0 ïðîèçâåäåíèå 2kǫ ïðè êîíå÷íîì k > 0
ìîæíî çàìåíèòü íà ǫ è ǫ2 ≪ ǫ). Âî âòîðîì ðàâåíñòâå ïðèìåíåíà òåîðåìà

Êîøè (ñòð. 386). Òàêèì îáðàçîì:

Akp =
g

2π

[

1 − ı g

2k
+
( ı g

2k

)2

− ....
]

=
g

2π

[

1 +
ıg

2k

]−1

.

Ñîáèðàÿ âñ¼ âìåñòå, ïîëó÷èì ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû S-îïåðàòîðà:

〈
k |Ŝ∞| p

〉
= δ(k − p)

[

1 +
ı g

2 k

]−1

. (12.29)

Ïðè âîçâåäåíèè â êâàäðàò àìïëèòóäû (12.27) âîçíèêàåò êâàäðàò �óíê-

öèè Äèðàêà: δ2(k − p) = δ(k − p) δ(0). Èíòåãðèðóÿ ïî dk â îêðåñòíîñòè

èìïóëüñà p, ïîëó÷àåì, âåðîÿòíîñòü îáíàðóæèòü èìïóëüñ p (÷àñòèöà ïðî-

øëà ÷åðåç ïîòåíöèàë, k2 = E):

W =
[

1 +
g2

4E

]−1

, (12.30)

÷òî ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì (2.35), ïîëó÷åííûì ñòàöèîíàðíûì ìåòîäîì.
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5 Ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ

• �àçîáü¼ì ãàìèëüòîíèàí íà ñâîáîäíóþ ÷àñòü Ĥ0 è ñîáñòâåííî âçàè-

ìîäåéñòâèå (ïîòåíöèàë):

Ĥ = Ĥ0 + V̂ =
p̂2

2m
+ V (r).

Ïóñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0 ìû èçìåðèëè èìïóëüñ ÷àñòèöû è

ïîëó÷èëè çíà÷åíèå k. Òàê êàê [Ĥ, p̂] 6= 0, ñîñòîÿíèå |k,
〉
ýâîëþöèîíè-

ðóåò ñî âðåìåíåì. Àìïëèòóäà âåðîÿòíîñòè ïîëó÷èòü ÷åðåç âðåìÿ t − t0
ïðè èçìåðåíèè èìïóëüñà çíà÷åíèå p, ðàâíà:

〈
p |k, t− t0

〉
=
〈
p |e− ı

~
Ĥ (t−t0)|k

〉
=
〈
p |e− ı

~
Ĥ0 t Ŝ(t, t0) e

ı
~
Ĥ0 t0 |k

〉
,

ãäå ââåäåí îïåðàòîð ýâîëþöèè:

Ŝ(t, t0) = e
ı
~
Ĥ0 t e−

ı
~
Ĥ (t−t0) e−

ı
~
Ĥ0 t0. (12.31)

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî:

Ŝ(t0, t0) = 1̂, Ŝ(t1, t2) Ŝ(t2, t3) = Ŝ(t1, t3), Ŝ+(t, t0) = Ŝ(t0, t).

Ïðîäè��åðåíöèðóåì îïåðàòîð Ŝ(t, t0) ïî âðåìåíè t:

∂Ŝ(t, t0)

∂t
=
ı

~
e

ı
~
Ĥ0 t (Ĥ0 − Ĥ)e−

ı
~
Ĥ (t−t0) e−

ı
~
Ĥ0 t0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð ýâîëþöèè äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþ-

ùåìó äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ:

ı~
∂Ŝ(t, t0)

∂t
= V̂I(t) Ŝ(t, t0), (12.32)

ãäå ââåäåí îïåðàòîð ïîòåíöèàëà â ïðåäñòàâëåíèè âçàèìîäåéñòâèÿ:

V̂I(t) = e
ı
~
Ĥ0 t V̂ e−

ı
~
Ĥ0 t. (12.33)

Àíàëîãè÷íî â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè îïðåäåëÿåòñÿ ëþáîé îïåðàòîð:

ÂI(t) = e
ı
~
Ĥ0 t Â(0) e−

ı
~
Ĥ0 t,

ãäå Â(0) � îïåðàòîð â ïðåäñòàâëåíèè Øð¼äèíãåðà. Îïåðàòîð ÂI(t) óäî-
âëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ �åéçåíáåðãà â êîòîðîì ñòîèò íå ïîëíûé ãàìèëü-

òîíèàí Ĥ, à åãî ïåðâàÿ ÷àñòü Ĥ0:

ı~
dÂI

dt
= [ÂI , Ĥ0]. (12.34)

Ñâÿæåì ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îïåðàòîðà ýâîëþöèè ñ ñå÷åíèåì ðàññåÿíèÿ.
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Âåêòîðû |p
〉
è |k

〉
ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè ãàìèëüòîíèàíà

ñâîáîäíîé ÷àñòèöû Ĥ0 = p̂2/2m. Îáîçíà÷àÿ Ep = p2/2m, èìååì:
〈
p |k, t− t0

〉
= e−

ı
~
(Ep t−Ek t0)

〈
p |Ŝ(t, t0)|k

〉
.

Ïóñòü íà÷àëüíûé èìïóëüñ k èçìåðÿëñÿ â î÷åíü îòäàë¼ííîì ïðîøëîì

(t0 → −∞), à èòîãîâûé èìïóëüñ p � â áóäóùåì (t→ +∞). Ñîîòâåòñòâóþ-

ùèé îïåðàòîð áóäåì ïîìå÷àòü çíà÷êîì áåñêîíå÷íîñòè: Ŝ∞ = Ŝ(∞, −∞).

Âìåñòî íåãî óäîáíî îïðåäåëèòü ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû àìïëèòóäû ðàññå-

ÿíèÿ Â∞ ïðè ïîìîùè ñëåäóþùåãî ñîîòíîøåíèÿ:

〈
p |Ŝ∞|k

〉
= δ(p− k)− 2πı δ(Ep − Ek)

〈
p |Â∞|k

〉
. (12.35)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ñîîòâåòñòâóåò íåðàññåÿâøèìñÿ ÷àñòèöàìè, à âî âòîðîì

âûäåëåíà �óíêöèÿ Äèðàêà δ(Ep − Eq), îòðàæàþùàÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ

êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ÷àñòèöû äî è ïîñëå ðàññåÿíèÿ. Ìíîæèòåëü 2πı
ââåäåí äëÿ óäîáñòâà.

Ôóíêöèÿ δ(p−k) èìååò ðàçìåðíîñòü èìïóëüñà â ìèíóñ òðåòüåé ñòåïå-

íè: 1/P 3
(èíòåãðàë îò èìïóëüñíîãî îáú¼ìà 
 δ-�óíêöèåé äà¼ò åäèíèöó).

Ýòó æå ðàçìåðíîñòü èìååò

〈
p |Ŝ∞|k

〉
. Ôóíêöèÿ Äèðàêà îò ýíåðãèè èìååò

ðàçìåðíîñòü 1/E, ïîýòîìó èç (12.35) ñëåäóåò, ÷òî àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ

〈
p |Â∞|k

〉
èìååò ðàçìåðíîñòü E/P 3

.

Â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî V̂I ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (12.32) èìååò âèä:

Ŝ(t, t0) = 1̂− ı

~

t∫

t0

V̂I(τ) dτ + ...,

÷òî ïðîâåðÿåòñÿ ïðÿìîé ïîäñòàíîâîé è îòáðàñûâàíèåì ñëàãàåìîãî êâàä-

ðàòè÷íîãî ïî ïîòåíöèàëó. Â ðåçóëüòàòå:

2π~ δ(Ep − Ek)
〈
p |Â∞|k

〉
=

∞∫

−∞

〈
p |V̂I |k

〉
dτ =

∞∫

−∞

e
ı
~
(Ep−Ek) τ

〈
p |V̂ |k

〉
dτ,

ãäå âî âòîðîì ñëàãàåìîì ïîäñòàâëåíî îïðåäåëåíèå (12.33). Òàê êàê îïå-

ðàòîð V̂ íå çàâèñèò îò âðåìåíè, åãî ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ìîæíî âûíåñòè

çà èíòåãðàë. Ýòîò èíòåãðàë ïðîïîðöèîíàëåí �óíêöèè Äèðàêà, ïîýòîìó

â ýòîì ïðèáëèæåíèè ìàòðèöà àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ ðàâíà ïîòåíöèàëó â

èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè:

〈
p |Â∞|k

〉
=
〈
p |V̂ |k

〉
. (12.36)

Ïîñëåäóþùèå ïîïðàâêè ê àìïëèòóäå ðàññåÿíèÿ áóäóò ïîëó÷åíû â êîíöå

ðàçäåëà.
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• Íà îïûòå èçìåðÿåòñÿ èìïóëüñ ðàññåÿííûõ ÷àñòèö, ïîýòîìó ìû áóäåì

îïóñêàòü â (12.35) ïåðâîå ñëàãàåìîå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðåãèñòðèðóþòñÿ

òîëüêî òå ÷àñòèöû, êîòîðûå èçìåíèëè íàïðàâëåíèå ñâîåãî èìïóëüñà, ò.å.

p 6= k. Òàê êàê ìû èìååì äåëî ñ íåïðåðûâíûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíè-

ÿìè îïåðàòîðà èìïóëüñà, ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå âåêòîðû íîðìè-

ðîâàíû íå íà åäèíèöó, à íà �óíêöèþ Äèðàêà. Ïðè T = 0 ïîëíàÿ âåðîÿò-
íîñòü ïîëó÷èòü ëþáîé êîíå÷íûé èìïóëüñ p äëÿ àìïëèòóäû âåðîÿòíîñòè

〈
p |k, T

〉
ðàâíà:

∫

|
〈
p |k

〉
|2 d3p =

∫

δ2(p− k) d3p = δ(0) =

∫

e
ı
~
x·0 d3x

(2π~)3
=

V

(2π~)3
,

ãäå V � îáú¼ì �âñåãî ïðîñòðàíñòâà�, ðàâíûé �áåñêîíå÷íîñòè�. Ïîýòîìó

äëÿ åäèíè÷íîé íîðìèðîâêè âåðîÿòíîñòè êâàäðàò àìïëèòóäû íåîáõîäèìî

ðàçäåëèòü íà V/(2π~)3: Â ðåçóëüòàòå, âåðîÿòíîñòü ðàññåÿòüñÿ ðàâíà

dWp =
|
〈
p |k, T

〉
|2

V/(2π~)3
d3p =

(2π)5~3

V
δ2(Ep − Ek) |

〈
p |A∞|k

〉
|2 d3p.

Ïåðåéä¼ì ê ñ�åðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå ñ ýëå-

ìåíòàðíûì îáú¼ìîì d3p = p2 dp dΩp. Âìåñòî äëèíû èìïóëüñà ââåä¼ì êè-

íåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ÷àñòèöû, ñäåëàâ çàìåíó p =
√

2mEp. Â ðåçóëüòàòå:

dWp =
(2π)5~3

2 V
δ2(Ep − Ek) |

〈
p |A∞|k

〉
|2 (2m)3/2

√

Ep dEp dΩp.

Ýíåðãèÿ ñîõðàíÿåòñÿ, ïîýòîìó ïðîèíòåãðèðóåì ïî âñåì çíà÷åíèÿì Ep îò

0 äî áåñêîíå÷íîñòè. Òàê êàê ïîä èíòåãðàëîì ñòîèò ñ δ-�óíêöèÿ, èìååì:

dWΩ =
(2π)5~3

2 V
(2m)3/2 δ(0)

√

Ek |
〈
p |A∞|k

〉
|2 dΩp

(ó âåðîÿòíîñòè èçìåíåí èíäåêñ íà Ω, ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ýòî âåðî-

ÿòíîñòü ðàññåÿòüñÿ â òåëåñíûé óãîë).

Â ñèëó èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ �óíêöèè Äèðàêà ïðè E = 0

ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

δ(0) = lim
T→∞

T/2∫

−T/2

e
ı
~
t·0 dt

2π~
→ T

2π~
,

ãäå T � èíòåðâàë �âñåãî âðåìåíè� â òå÷åíèè êîòîðîãî ïðîâîäèòñÿ èçìå-

ðåíèå íà÷èíàÿ ñ t0 = −∞ äî t = ∞. Åñòåñòâåííî, ïðè T → ∞, ìû êàê è

ïîëîæåíî, ïîëó÷èì δ(0) = ∞. Îäíàêî ïîêà ìû ñ÷èòàåì âðåìÿ T , êàê è

âûøå îáú¼ì V , î÷åíü áîëüøèì, íî êîíå÷íûì.
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Ïðè èçó÷åíèè ðàññåÿíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ íå îäèíî÷íûå èçìåðåíèÿ,

à ïîòîê ïîñòîÿííî ïàäàþùèõ íà èñòî÷íèê ïîëÿ ÷àñòèö ñ èìïóëüñîì k.

Ïîýòîìó âåðîÿòíîñòü ðàññåÿòüñÿ îòíåñ¼ì ê åäèíèöå âðåìåíè T = t− t0:

dWΩ

T
=

8π4~2(2m)3/2

V

√

Ek |
〈
p |A∞|k

〉
|2 dΩp.

Âðåìÿ T , ïðîøåäøåå ìåæäó äâóìÿ èçìåðåíèÿìè èìïóëüñîâ, ñîêðàùàåò-
ñÿ ñ òåì æå âðåìåíåì, íàõîäÿùèìñÿ â âûðàæåíèè äëÿ δ(0). Óìíîæåíèå
ýòîãî âûðàæåíèÿ íà ÷èñëî ÷àñòèö N äàñò ÷èñëèòåëü â îïðåäåëåíèè ñå÷å-

íèÿ dσ. Â çíàìåíàòåëå îïðåäåëåíèÿ ñòîèò ïîòîê ÷àñòèö j ÷åðåç åäèíèöó
ïëîùàäè â åäèíèöó âðåìåíè. Âûäåëèì â ïàäàþùåì ïîòîêå öèëèíäð, îñü

êîòîðîãî îðèåíòèðîâàíà âäîëü ñêîðîñòè ÷àñòèö v. Çà âðåìÿ T îñíîâàíèå

öèëèíäðà S ïåðåñåêóò ÷àñòèöû, íàõîäÿùèåñÿ íà ðàññòîÿíèè îò îñíîâà-

íèÿ íà vT . Ïîýòîìó, åñëè ïëîòíîñòü ÷àñòèö ðàâíà ρ = N/V , òî ïîòîê è

ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ðàâíû

j =
ρSTv

TS
= ρv =

N

V
v, dσ =

N dWΩ/T

(N/V ) v
.

Â ðåçóëüòàòå, îáú¼ì V ñîêðàùàåòñÿ (öèëèíäð ìîæåò áûòü âûáðàí ñêîëü

óãîäíî áîëüøèì, ðàâíûì îáú¼ìó �âñåãî ïðîñòðàíñòâà� V ) è ìû îêîí÷à-

òåëüíî ïîëó÷àåì:

dσ = 16π4~2m2 |
〈
p |A∞|k

〉
|2 dΩp, (12.37)

ãäå ñêîðîñòü v âûðàæåíà ÷åðåç ýíåðãèþ Ek = mv2/2. Òàêèì îáðàçîì,

ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò ñå÷å-

íèå.

Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïî ïîòåíöèàëó V̂ , àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ îïðå-
äåëÿåòñÿ ñîîîòíîøåíèåì (12.36). Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû Vpk =

〈
p |V̂ |k

〉

ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèÿ ðàâíû

Vpk =

∫
〈
p | r

〉〈
r | V̂ |k

〉
d3r =

∫

e−
ı
~
(p−k) r V (r)

d3r

(2π~)3
, (12.38)

ãäå V (r) � îáû÷íàÿ �óíêöèÿ êîîðäèíàò (ïîòåíöèàë â êîîðäèíàòíîì ïðåä-

ñòàâëåíèè). Òàêèì îáðàçîì, ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ðàâíî:

dσ

dΩp

≈ m2

4π2~4

∣
∣
∣
∣

∫

e−
ı
~
(p−k) r V (r) d3r

∣
∣
∣
∣

2

. (12.39)

Ýòî âûðàæåíèå íàçûâàþò áîðíîâñêèì ïðèáëèæåíèåì. Îíî äîñòàòî÷íî

õîðîøî ðàáîòàåò, åñëè ïîòåíöèàë â íåêîòîðîì ñìûñëå ìàë (èëè ñêîðîñòü

÷àñòèö âåëèêà).
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6 Òåîðèÿ âîçìóùåíèÿ äëÿ S-îïåðàòîðà

• Îáîçíà÷àÿ Vpk =
〈
p |V̂ |k

〉
, çàïèøåì èìïóëüñíûå ìàòðè÷íûå ýëåìåí-

òû ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèÿ V (x) â ïðåäñòàâëåíèè âçàèìîäåéñòâèÿ:

〈
p |V̂I(t)|k

〉
=
〈
p |e ı

~
Ĥ0 t V̂ e−

ı
~
Ĥ0 t|k

〉
= e

ı
~
(Ep−Ek) t Vpk.

Â ïåðâîì ïîðÿäêå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îïåðàòîðà Ŝ∞ ðàâíû:

〈
p |Ŝ(1)

∞ |k
〉
= − ı

~

∞∫

−∞

e
ı
~
(Ep−Ek)tVpk dt = −2πı δ(Ep − Ek) Vpk, (12.40)

ãäå ó÷òåíî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ �óíêöèè Äèðàêà. Äëÿ âòî-

ðîé ïîïðàâêè âîñïîëüçóåìñÿ âûðàæåíèåì (??) áåç õðîíîëîãè÷åñêîãî óïî-

ðÿäî÷èâàíèÿ (íî ñ θ-�óíêöèåé):

〈
p |Ŝ(2)

∞ |k
〉
=

(−ı
~

)2
∞∫

−∞

dt1dt2 θ(t1 − t2)
〈
p |VI(t1)|q

〉〈
q |VI(t2)|k

〉
d3q,

ãäå ìåæäó ïîòåíöèàëàìè âñòàâëåí åäèíè÷íûé îïåðàòîð (èíòåãðàë ïî q).

Ïîäñòàâèì ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû äëÿ V̂I , è äëÿ θ-�óíêöèè (??) å¼ èíòå-

ãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå (èíòåãðàë ïî ω = E/~):

(−ı
~

)2
∞∫

−∞

dt1dt2
e−

ı
~
E(t1−t2)+

ı
~
(Ep−Eq)t1+

ı
~
(Eq−Ek)t2

E/~+ ıǫ
Vpq Vqk d

3q
ıdE

2π~
.

Èíòåãðèðóÿ ïî âðåìåíàì, ïîëó÷àåì:

(−ı
~

)2

ı
(2π~)2

2π~

∞∫

−∞

δ(Ep − Eq − E)δ(Eq − Ek + E)

E/~+ ıǫ
VpqVqk d

3q dE.

Íàêîíåö, ïðîâîäÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî E, îêîí÷àòåëüíî èìååì:

〈
p |Ŝ(2)

∞ |k
〉
= −2πı δ(Ep − Eq)

∞∫

−∞

VpqVqk
Ep − Eq + ıǫ

d3q, (12.41)

ãäå ~ǫ çàìåíåíî íà ǫ, ò.ê. ïî ýòîìó ïàðàìåòðó áåð¼òñÿ ïðåäåë ǫ → 0.
Àáñîëþòíî àíàëîãè÷íî íàõîäèòñÿ ñëåäóþùàÿ ïîïðàâêà:

〈
p |Ŝ(3)

∞ |k
〉
= −2πı δ(Ep − Eq)

∫
Vpq1

Vq1q2
Vq2k d

3q1d
3q2

(Ep − Eq1
+ ıǫ)(Ep − Eq2

+ ıǫ)
(12.42)

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî âñå ÷ëåíû ðÿäà óìíîæàþòñÿ íà δ(Ep − Eq), ÷òî

îòðàæàåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè.
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Òàêèì îáðàçîì, àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ (12.35), ñ òî÷íîñòüþ äî òðåòüåãî

ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî Vpk, èìååò âèä:

〈
p |Â∞|k

〉
= Vpq +

∫
VpqVqk d

3q

Ep − Eq + ıǫ
+

∫
Vpq1

Vq1q2
Vq2k d

3q1d
3q2

(Ep − Eq1
+ ıǫ)(Ep − Eq2

+ ıǫ)
.

Ïîñëåäóþùèå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ èìåþò òàêóþ æå ñòðóêòóðó: â ÷èñëèòå-

ëå äîáàâëÿþòñÿ ìíîæèòåëè Vqq′
, à â çíàìåíàòåëå ìíîæèòåëè Ep−Eq′+ıǫ.

Ïî âñåì èìïóëüñàì, îòëè÷íûì îò íà÷àëüíîãî k è êîíå÷íîãî p ïðîâîäèòñÿ

èíòåãðèðîâàíèå.

Ïîëó÷åííûé ðÿä ìîæíî èçîáðàçèòü ãðà�è÷åñêè â âèäå ñëåäóþùåé

äèàãðàììû:

ãäå êàæäîìó ýëåìåíòó (îòðåçêó è îêðóæíîñòè) ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþ-

ùèå ìíîæèòåëè:

Ïðèâåä¼ì ðÿä ïîòåíöèàëîâ äëÿ êîòîðûõ ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû â èì-

ïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè Vpk = V (p−k) ïîëó÷àþòñÿ â ðåçóëüòàòå íåñëîæ-

íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.

Ýêðàíèðîâàííûé êóëîíîâñêèé ïîòåíöèàë (⋖H

??

):

V (x) =
α

r
e−λr => V (p) =

α/(2π2~)

p2 + λ2~2
.

Åñëè óñòðåìèòü λ ê íóëþ, ïîëó÷èì �óðüå-îáðàç îáû÷íîãî êóëîíîâñêîãî

ïîòåíöèàëà, êîòîðûé ïðèâîäèò ê �îðìóëå �åçåð�îðäà (11.11) â áîðíîâ-

ñêîì ïðèáëèæåíèè (12.39).

Ýêñïîíåíöèàëüíûé ïîòåíöèàë:

V (x) = α e−λr => V (p) =
αλ~/π2

(p2 + λ2~2)2
.

Åãî èìïóëüñíîå ïðåäñòàâëåíèå ïîëó÷àåòñÿ èç ýêðàíèðîâàííîãî êóëîíîâ-

ñêîãî ïîòåíöèàëà äè��åðåíöèðîâàíèåì ïî ïàðàìåòðó λ.

Ïîòåíöèàëüíàÿ ÿìà ðàäèóñà a è ãëóáèíîé V0 (ïðè r < a, V (x) = −V0):

V (p) =
V0a/(2π

2~)

p2

[

cos
(ap

~

)

− ~

ap
sin
(ap

~

)]

.

Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ (⋖H

??

) ñòîèò ïîëó÷èòü ñå÷åíèå ðàññåíèÿ íà òà-

êîé ÿìå â áîðíîâñêîì ïðèáëèæåíèè.
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�ëàâà 14

Íåðåëÿòèâèñòñêàÿ òåîðèÿ ïîëÿ

Ýòà ãëàâà ïîñâÿùåíà êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ â íåðåëÿòèâèñòñêîé êâàí-

òîâîé ìåõàíèêå. Ñíà÷àëà ìû ðàññìîòðèì ñèñòåìó òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö

è ïîêàæåì, êàê ìîæíî çàïèñàòü å¼ ãàìèëüòîíèàí áåç ÿâíîãî óêàçàíèÿ

÷èñëà ÷àñòèö. Äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåòñÿ, âìåñòî îïåðàòîðîâ êîîðäèíàòû è

èìïóëüñà, ââåñòè ïîëåâûå îïåðàòîðû. Ýòè îïåðàòîðû, äåéñòâóÿ íà âà-

êóóìíûé âåêòîð (ñîñòîÿíèå â êîòîðîì íåò ÷àñòèö), ñîçäàþò ñîñòîÿíèÿ ñ

òðåáóåìûì ÷èñëîì ÷àñòèö.

Çàòåì áóäåò èçó÷åíà ïîëåâàÿ ìîäåëü Ò.Ä. Ëè (1954), â êîòîðîé ÷èñ-

ëî ÷àñòèö íå ñîõðàíÿåòñÿ è âîçìîæíû ðåàêöèè ðàñïàäà è ñèíòåçà. Ýòà

ìîäåëü îòðàæàåò ìíîãèå ñâîéñòâà ðåàëüíûõ êâàíòîâî-ïîëåâûõ òåîðèé è

ïðè ýòîì ìîæåò áûòü òî÷íî ðåøåíà. Íà å¼ ïðèìåðå ââåäèòñÿ ïîíÿòèå

ïåðåíîðìèðîâêè ìàññû.

Ïîñëåäíèå äâà ðàçäåëà ïîñâÿùåíû ïîíÿòèþ êâàçè÷àñòèö, êîòîðûå âîç-

íèêàþò â ñèñòåìå ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ. Ìû ðàññìîòðèì ïðîñòåéøóþ

ìîäåëü òâ¼ðäîãî òåëà â êîòîðîé ìîãóò âîçíèêàòü �îíîíû � êâàíòû òåïëî-

âûõ âîçáóæäåíèé. Ïîëÿ ÷àñòî ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê êëàññè÷åñêèå

�óíêöèè êîîðäèíàò è âðåìåíè, à èõ êâàíòû (ïîñëå êâàíòîâàíèÿ ïîëÿ)

ÿâëÿþòñÿ àíàëîãîì �îíîíîâ â �èçèêå òâ¼ðîäîãî òåëà.

Êâàíòîâàÿ òåîðèÿ ïîëÿ

Ñåðãåé Ñ. Ñòåïàíîâ

Ýòà êíèãà íàõîäèòñÿ â ïðîöåññå ñîçäàíèÿ. Å¼ ïîñëåäíÿÿ âåðñèÿ

è äðóãèå ìàòåðèàëû íàõîäÿòñÿ íà ñàéòå: http://synset.
om.

Çàìå÷åííûå îøèáêè è âîïðîñû ïðîñüáà ïðèñûëàòü ïî àäðåñó:

steps137, çàòåì ñîáà÷êà è gmail.
om.

(ñ) 2015. Ïå÷àòü: 2 èþëÿ 2017 ã.
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1 Ïîëåâîé �îðìàëèçì

• Ââåä¼ì ïîëåâîé îïåðàòîð ϕ̂(x) ≡ ϕ̂x, ãäå x � ýòî îáû÷íàÿ êîîð-

äèíàòà, íóìåðóþùàÿ ñîâîêóïíîñòü îïåðàòîðîâ ϕ̂x, çàäàííûõ â êàæäîé

òî÷êå ïðîñòðàíñòâà. Ýòî îòëè÷àåò èõ, íàïðèìåð, îò îïåðàòîðà ïîòåíöè-

àëà U(x̂), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé îïåðàòîðà êîîðäèíàòû x̂. Êðîìå

ýòîãî, ââåä¼ì âåêòîð âàêóóìíîãî ñîñòîÿíèÿ |
〉
, ñîîòâåòñòâóþùåãî îòñóò-

ñòâèþ ÷àñòèö. Ïî îïðåäåëåíèþ, ñîñòîÿíèå â êîòîðîì íàõîäÿòñÿ N ÷àñòèö

ñ êîîðäèíàòàìè x1, ...,xN , ïîëó÷àåòñÿ èç âàêóóìíîãî, äåéñòâèåì íà íåãî

ýðìèòîâî ñîïðÿæåííûõ ïîëåâûõ îïåðàòîðîâ:

|xN , ...,x1

〉
= ϕ̂+

xN
...ϕ̂+

x1
|
〉
. (14.1)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîëåâûå îïåðàòîðû áîçîíîâ (òîæäåñòâåííûå ÷àñòè-

öû) óäîâëåòâîðÿþò êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì:

[ϕ̂x , ϕ̂y ] = [ϕ̂+
x , ϕ̂

+
y ] = 0, [ϕ̂x , ϕ̂

+
y ] = δ(x− y) ≡ δxy. (14.2)

Ïåðâûå äâà êîììóòàòîðà ïðèâîäÿò ê ïðàâèëüíûìè ñâîéñòâàìè ñèììåò-

ðèè âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ N òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö. Íàïðèìåð:

ϕ̂+
x ϕ̂

+
y |
〉
= ϕ̂+

y ϕ̂
+
x |
〉

=> |x, y
〉
= |y, x

〉
.

Äîïîëíèòåëüíî áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïîëåâîé îïåðàòîð áåç ýðìèòîâî-

ãî ñîïðÿæåíèÿ, äåéñòâóÿ íà âàêóóìíîå ñîñòîÿíèå, äà¼ò íîëü è âàêóóìíûé

âåêòîð íîðìèðîâàí íà åäèíèöó:

ϕ̂x |
〉
= 0,

〈
| ϕ̂+

x = 0,
〈
|
〉
= 1 (14.3)

(âòîðîå ñîîòíîøåíèå ïîëó÷àåòñÿ èç ïåðâîãî ïðè ïîìîùè ýðìèòîâîãî ñî-

ïðÿæåíèÿ è îïåðàòîð ϕ̂+
x äåéñòâóåò íàëåâî).

Çàïèøåì ñëåäóþùèé îïåðàòîð �àìèëüòîíà (~ = 1):

Ĥ =

∫

ϕ̂+
x

(

− ∆

2m
+U(x)

)

ϕ̂x d
3x+

1

2

∫

Wx,y ϕ̂
+
x ϕ̂

+
y ϕ̂y ϕ̂x d

3x d3y, (14.4)

ãäå îïåðàòîð Ëàïëàñà∆ äåéñòâóåò íà êîîðäèíàòû ïîëåâîãî îïåðàòîðà ϕ̂x

è Wx,y = W (x,y) � ñèììåòðè÷íûé ïîòåíöèàë ïàðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ

÷àñòèö: Wx,y = Wy,x. Ïîêàæåì, ÷òî (14.4), ñ ó÷¼òîì êîììóòàöèîííûõ

ñîîòíîøåíèé (14.2), ýêâèâàëåíòåí îáû÷íîìó ãàìèëüòîíèàíó ñèñòåìû N

÷àñòèö (7.1).
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�àññìîòðèì äâà áîçîíà è çàïèøåì óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

ãàìèëüòîíèàíà â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè:

Ĥ|E
〉
= E|E

〉
, ΨE(x1,x2) =

〈
x1,x2 |E

〉
=
〈
|ϕ̂x1

ϕ̂x2
|E
〉
.

Ïîëåâûå îïåðàòîðû ñòîÿò áåç ýðìèòîâîãî ñîïðÿæåíèÿ, òàê êàê:

〈
x1,x2| = |x2,x1

〉+
=
(

ϕ̂+
x2
ϕ̂+
x1
|
〉 )+

=
〈
|ϕ̂x1

ϕ̂x2
.

Íàéä¼ì

〈
x1,x2 |Ĥ |E

〉
. Äëÿ ñîêðàùåíèÿ îáîçíà÷åíèé ââåä¼ì îïåðàòîð

ε̂x = − ∆

2m
+ U(x), (14.5)

äåéñòâóþùèé íà êîîðäèíàòû ïîëåâîãî îïåðàòîðà. Êðîìå ýòîãî, ðàçîáü¼ì

ãàìèëüòîíèàí íà äâå ÷àñòè Ĥ = Ĥ0+Ŵ , îïèñûâàþùèå íåâçàèìîäåéñòâó-

þùèå ÷àñòèöû: Ĥ0 è èõ âçàèìîäåéñòâèå: Ŵ . Âû÷èñëèì:

〈
x1,x2 |Ĥ0|E

〉
=

∫
〈
| ϕ̂x1

ϕ̂x2
ϕ̂+
x ε̂x ϕ̂x |E

〉
d3x.

Äëÿ ýòîãî ïîìåíÿåì ìåñòàìè îïåðàòîðû ϕ̂x2
, ϕ̂+

x , ó÷èòûâàÿ êîììóòàöè-

îííûå ñîîòíîøåíèÿ (14.2):

〈
x1,x2 |Ĥ0|E

〉
=

∫
〈
| ϕ̂x1(ϕ̂

+
x ϕ̂x2

+ δx2x
) ε̂x ϕ̂x |E

〉
d3x.

Â ïåðâîì ñëàãàåìîì ñíîâà ïîìåíÿåì ìåñòàìè ϕ̂x1
, ϕ̂+

x è, ó÷èòûâàÿ âòîðîå

ñîîòíîøåíèå (14.3), ïîëó÷àåì:

〈
x1,x2|Ĥ0|E

〉
=

∫
〈
| (ϕ̂x2

δx1x + ϕ̂x1
δx2x) ε̂x ϕ̂x |E

〉
d3x.

Èíòåãðèðóÿ ñ �óíêöèåé Äèðàêà, îêîí÷àòåëüíî èìååì:

〈
x1,x2 |Ĥ0|E

〉
= (ε̂x1

+ ε̂x2
)
〈
|ϕ̂x1

ϕ̂x2
|E
〉
= (ε̂x1

+ ε̂x2
) ΨE(x1,x1).

Òàêæå ïðîâîäÿòñÿ âû÷èñëåíèÿ äëÿ ÷ëåíà âçàèìîäåéñòâèÿ

〈
x1,x2 |Ĥ0|E

〉
:

1

2

∫

(δx1xδx2y + δx2xδx1y)Wx,y

〈
| ϕ̂yϕ̂x |E

〉
d3xd3y =Wx1,x2

ΨE(x1,x1).

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ îáû÷íûé äâóõ÷àñòè÷íûé ãàìèëüòîíèàí:

(ε̂x1
+ ε̂x2

+Wx1,x2
) ΨE(x1,x1) = E ΨE(x1,x1). (14.6)

Àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ äëÿ òð¼õ è áîëåå ÷àñòèö ïðèâîäÿò ê ñîîòâåò-

ñòâóþùèì N -÷àñòè÷íûì óðàâíåíèÿì íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.
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• Â ïîëåâîì ïîäõîäå �åðìèîíû îïèñûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî áîçîíàì, íî

îïåðàòîðû ïîëÿ óäîâëåòâîðÿþò íå êîììóòàöèîííûì, à àíòèêîììóòàöè-

îííûì ñîîòíîøåíèÿì:

{ϕ̂x , ϕ̂y} = {ϕ̂+
x , ϕ̂

+
y} = 0, {ϕ̂x , ϕ̂

+
y } = δ(x− y) ≡ δxy, (14.7)

ãäå {Â, B̂} = ÂB̂+B̂Â. Îñòàëüíûå îïðåäåëåíèÿ îñòàþòñÿ áåç èçìåíåíèé.

Áëàãîäàðÿ àíòèêîììóòèðîâàíèþ, ïîëó÷àþòñÿ àíòèñèììåòðè÷íûå âåêòî-

ðû ñîñòîÿíèé îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè ÷àñòèö. Íàïðèìåð, äëÿ äâóõ

�åðìèîíîâ èìååì:

ϕ̂+
x ϕ̂

+
y |
〉
= −ϕ̂+

y ϕ̂
+
x |
〉

=> |x, y
〉
= −|y, x

〉
.

Ïîñòðîåíèå N -÷àñòè÷íûõ óðàâíåíèé äëÿ �åðìèîíîâ èç ãàìèëüòîíè-

àíà (14.4) ïðîâîäèòñÿ òî÷íî òàêæå êàê è äëÿ áîçîíîâ. Òàê, äëÿ ÷àñòè

ãàìèëüòîíèàíà

〈
x1,x2|Ĥ0|E

〉
ïîëó÷àåì:

∫
〈
| ϕ̂x1

ϕ̂x2
ϕ̂+
x ε̂x ϕ̂x |E

〉
d3x =

∫
〈
| ϕ̂x1

(−ϕ̂+
x ϕ̂x2

+ δx2x) ε̂x ϕ̂x |E
〉
d3x,

ãäå âî âòîðîì ðàâåíñòâå ïîëåâûå �óíêöèè ïåðåñòàâëåíû â ñîîòâåòñòâèè

ñ àíèòèêîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿìè (14.7), ÷òî äàëî çíàê ìèíóñ. Â

ïåðâîì ñëàãàåìîì ñíîâà ìåíÿåì ìåñòàìè ϕ̂x1, ϕ̂
+
x òàê, ÷òîáû îïåðàòîð ϕ̂+

x

äîáðàëñÿ äî ëåâîãî âàêóóìíîãî ñîñòîÿíèÿ è óíè÷òîæèëñÿ:

〈
x1,x2 |Ĥ0|E

〉
=

∫
〈
| (−ϕ̂x2δx1x + ϕ̂x1δx2x) ε̂x ϕ̂x |E

〉
d3x.

Ïðîèíòåãðèðóåì ñ �óíêöèÿìè Äèðàêà:

〈
x1,x2 |Ĥ0|E

〉
= −ε̂x1

〈
| ϕ̂x2

ϕ̂x1
|E
〉
+ ε̂x2

〈
| ϕ̂x1

ϕ̂x2
|E
〉

è ïåðåñòàâèì îïåðàòîðû â ïåðâîì ñëàãàåìîì â ïðàâèëüíîì ïîðÿäêå (ñî

çíàêîì ìèíóñ!):

〈
x1,x2 |Ĥ0|E

〉
= (ε̂x1

+ ε̂x2
)
〈
x1, x2 |E

〉
.

Çàìåòèì, ÷òî ìû çàïèñûâàåì êîîðäèíàòû âíóòðè âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ

â òîì ïîðÿäêå, â êîòîðîì äåéñòâóþò îïåðàòîðû íà âàêóóìíûé âåêòîð.

Ïðè ýòîì ïðîèñõîäèò êàê-áû ïðîòàëêèâàíèå âïåð¼ä êîîðäèíàò:

ϕ+
xϕ

+
yϕ

+
z |
〉
= ϕ+

xϕ
+
y | z

〉
= ϕ+

x |y, z
〉
= |x, y, z

〉
.

Äëÿ �åðìèîíîâ âàæíûì ÿâëÿåòñÿ ïîðÿäîê îïåðàòîðîâ ãàìèëüòîíèàíå

(14.4), â ÷ëåíå âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö. Åñëè áû âìåñòî ϕ̂+
x ϕ̂

+
y ϕ̂y ϕ̂x ñòîÿ-

ëî ϕ̂+
x ϕ̂

+
y ϕ̂x ϕ̂y ìû áû ïîëó÷èëè íåâåðíûé çíàê â äâóõ÷àñòè÷íîì óðàâíå-

íèè Øð¼äèíãåðà. Ïðåäëàãàåòñÿ ýòî ïðîâåðèòü â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.
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• Ïðåèìóùåñòâî ïîëåâîãî ïîäõîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ãàìèëüòîíèàíå
íå �èêñèðóåòñÿ ÷èñëî ÷àñòèö è îí ñïðàâåäëèâ äëÿ ëþáîãî èõ êîëè÷å-

ñòâà. Êðîìå ýòîãî, ïîëåâîé ïîäõîä îêàçûâàåòñÿ åäèíñòâåííî âîçìîæíûì

â ðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè, êîãäà ïðè âçàèìîäåéñòâèè ÷àñòèöû ìîãóò ðîæ-

äàòüñÿ è óíè÷òîæàòüñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå èõ êîëè÷åñòâî íå ñîõðàíÿåòñÿ è

îòñóòñòâèå â ãàìèëüòîíèàíå ÿâíîãî óêàçàíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö ñòàíîâèòñÿ

î÷åíü óäîáíûì ïðè îïèñàíèè �èçèêè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîöåññîâ.

Â íåðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè, îáû÷íî, ÷èñëî ÷àñòèö ñîõðàíÿåòñÿ. Ââå-

ä¼ì îïåðàòîð ÷èñëà ÷àñòèö:

N̂ =

∫

ϕ̂+
x ϕ̂x d

3x (14.8)

è íàéä¼ì åãî äåéñòâèå íà îäíî÷àñòè÷íîå ñîñòîÿíèå áîçîíà:

N̂ |x1

〉
=

∫

ϕ̂+
x ϕ̂x ϕ̂

+
x1
|
〉
d3x =

∫

ϕ̂+
x (ϕ̂

+
x1
ϕ̂x + δxx1

)|
〉
d3x = |x1

〉
,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî ϕ̂x|
〉
= 0 è ïðîâåäåíî èíòåãðèðîâàíèå ñ �óíêöèåé Äè-

ðàêà. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî

N̂ |xN , ...,x1

〉
= N |xN , ...,x1

〉
. (14.9)

Îïåðàòîð ÷èñëà ÷àñòèö (14.8) êîììóòèðóåò ñ ãàìèëüòîíèàíîì (14.4):

[Ĥ, N̂ ] = 0, (14.10)

÷òî è îòðàæàåò �àêò ñîõðàíåíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö.

Åù¼ îäíà ñîõðàíÿþùàÿñÿ âåëè÷èíà ñèñòåìû ÷àñòèö � ýòî ïîëíûé èì-

ïóëüñ, îïåðàòîð êîòîðîãî â ïîëåâîì �îðìàëèçìå èìååò âèä:

P̂ =

∫

ϕ+
x (−ı∇)ϕx d

3x. (14.11)

Ïðîâîäÿ âû÷èñëåíèÿ, àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿì ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ

ãàìèëüòîíèàíà, èìååì:

〈
x1| P̂ |P

〉
= p̂1

〈
x1 |P

〉
,

〈
x1, x2| P̂ |P

〉
= (p̂1 + p̂2)

〈
x1, x2 |P

〉
,

ãäå p̂i = −ı∇(i)
� äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð èìïóëüñà îäíîé ÷àñòè-

öû. Åñëè ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû ÷àñòèö îáëàäàåò òðàíñëÿöèîííîé èíâà-

ðèàíòíîñòüþ, òî

[Ĥ, P̂] = 0. (14.12)

Ýòî â ÷àñòíîñòè ïðîèñõîäèò, êîãäà ïîòåíöèàë ïàðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ

çàâèñèò îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè: W (x,y) = W (|x − y|) è íåò

âíåøíåãî ïîëÿ U(x).
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2 Èìïóëüñíîå ïðåäñòàâëåíèå

Ïîëåâîé �îðìàëèçì ìîæåò áûòü ðàçâèò íå òîëüêî â êîîðäèíàòíîì,

íî è â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè. Äëÿ ýòîãî ñîâåðøàåòñÿ ïðåîáðàçîâà-

íèå Ôóðüå îïåðàòîðîâ ïîëÿ ϕ̂(x), ïðè ïîìîùè êîòîðîãî ìû ïåðåõîäèì ê

íîâûì ïîëåâûì îïåðàòîðàì â(p):

ϕ̂(x) =

∫

â(p) eıpx
d3p

(2π)3/2
â(p) =

∫

ϕ̂(x) e−ıpx d3x

(2π)3/2
. (14.13)

Íåñëîæíî ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé ïðåîáðàçîâàíèé äðóã â äðóãà, ñ ó÷¼òîì

èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ �óíêöèè Äèðàêà (ñòð. 334), ïðîâåðèòü èõ

ñîãëàñîâàííîñòü. Íîâûå îïåðàòîðû âp ≡ â(p) óäîâëåòâîðÿþò êîììóòà-

öèîííûì ñîîòíîøåíèÿì:

[âp , âk ] = [â+p , â
+
k ] = 0, [âp , â

+
k ] = δ(p− k) ≡ δpk, (14.14)

ãäå δ(p − k) � �óíêöèÿ Äèðàêà. Äåéñòâèòåëüíî, íàïðèìåð, äëÿ ïîñëåä-

íåãî êîììóòàòîðà èìååì:

[âp , â
+
k ] =

∫

[ϕ̂x , ϕ̂
+
y ] e

−ı (px−ky) d
3xd3y

(2π)3
=

∫

δ(x− y) e−ı (px−ky) d
3xd3y

(2π)3
.

Èíòåãðèðóÿ ïî y ñ �óíêöèåé Äèðàêà, ïîëó÷àåì èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâ-

ëåíèå äëÿ δ(p− k), êîòîðàÿ ñòîèò â êîììóòàòîðå (14.14).

×òîáû ñîõðàíèëîñü ñîîòíîøåíèå ϕ̂x|
〉
= 0, âàêóóìíûé âåêòîð äîëæåí

îáëàäàòü ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

âp |
〉
= 0,

〈
| â+p = 0,

〈
|
〉
= 1. (14.15)

Âåêòîð ñîñòîÿíèÿ â êîòîðîì N ÷àñòèö èìåþò èìïóëüñû p1, ..., pN ðàâåí:

|pN , ...,p1

〉
=

1√
N !

â+pN
...â+p1

|
〉
, (14.16)

ãäå ïîñòàâëåí íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü, ñìûñë êîòîðîãî ïðîÿñíèòüñÿ

íèæå. Âû÷èñëèì íîðìó ýòîãî ñîñòîÿíèÿ íà ïðèìåðå äâóõ áîçîíîâ:

〈
p4,p3|p2,p1

〉
=

1

2

〈
|âp4

âp3
â+p2

â+p1
|
〉
=

1

2

〈
|âp4

(â+p2
âp3

+ δp2p3
) â+p1

|
〉
,

ãäå îïåðàòîðû âp3
è â+p2

ïåðåñòàâëåíû ìåñòàìè ñ ó÷¼òîì (14.14). Ïðîäîë-

æàÿ ïåðåíîñ îïåðàòîðîâ óíè÷òîæåíèÿ âp3
, âp4

ê ïðàâîìó âàêóóìíîìîìó

âåêòîðó (à îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ � ê ëåâîìó), ïîëó÷àåì:

〈
p4,p3|p2,p1

〉
=

1

2
(δp1p3

δp2p4
+ δp1p4

δp2p3
).

Àíàëîãè÷íî ïðîâîäÿòñÿ âû÷èñëåíèÿ â N -÷àñòè÷íîì ñëó÷àå.
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Ïîêàæåì, ÷òî âåêòîð (14.16) ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì îïåðàòî-

ðà ïîëíîãî èìïóëüñà. Äëÿ ýòîãî âûðàçèì åãî ÷åðåç ïîëåâûå îïåðàòîðû

�óðüå-ðàçëîæåíèÿ:

P̂ =
1

ı

∫

â+p e
−ıpx∇âk eıkx

d3pd3kd3x

(2π)3
=

∫

k â+p âk e
−ıx(p−k) d

3pd3kd3x

(2π)3
.

Èíòåãðàë ïî d3x äà¼ò �óíêöèþ Äèðàêà δ(p − k), èíòåãðèðîâàíèå ñ êî-

òîðîé ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ:

P̂ =

∫

p â+p âp d
3p. (14.17)

Äåéñòâèå ýòîãî îïåðàòîðà íà (14.16) âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

P̂ |pN , ...,p1

〉
= (p1 + ...+ pN) |pN , ...,p1

〉
. (14.18)

Íàïðèìåð, äëÿ äâóõ ÷àñòèö, îïóñêàÿ íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü, èìååì:

P̂ |p2,p1

〉
=

∫

p â+p âp â+p2
â+p1

|
〉
d3p =

∫

p â+p (δpp2
â+p1

+ δpp1
â+p2

)|
〉
d3p,

ãäå âî âòîðîì ðàâåíñòâå âp ïðè ïîìîùè êîììóòàòîðîâ (14.14) ïåðåíåñåí

ê âàêóóìíîìó âåêòîðó. Èíòåãðèðóÿ ñ δ-�óíêöèÿìè, ïîëó÷àåì p1 + p2.

Çàïèøåì âîëíîâóþ �óíêöèþ îäíî÷àñòè÷íîãî ñîñòîÿíèÿ:

Ψp(x) =
〈
x |p

〉
=
〈
|ϕ̂x â

+
p |
〉
=

∫
〈
|âk â+p |

〉
eıkx

d3k

(2π)3/2
=

eıpx

(2π)3/2
.

ãäå ó÷òåíî, ÷òî

〈
|âk â+p |

〉
=
〈
|â+p âk + δpk|

〉
= δpk. Àíàëîãè÷íî, äëÿ äâóõ-

÷àñòè÷íîãî ñîñòîÿíèÿ ñ ðàçëè÷íûìè èìïóëüñàìè:

〈
x1,x2 |p2,p1

〉
=

1√
2

∫
〈
|âk1

âk2
â+p2

â+p1
|
〉
eı (k1x1+k2x2)

d3k1d
3k2

(2π)3
.

Âû÷èñëÿÿ ñðåäíåå ïî âàêóóìíîìó ñîñòîÿíèþ, ïîëó÷àåì äâóõ÷àñòè÷íóþ

âîëíîâóþ �óíêöèþ ñ ïðàâèëüíîé äëÿ áîçîíîâ ñèììåòðèåé ïðè ïåðåñòà-

íîâêå ÷àñòèö:

〈
x1,x2 |p2,p1

〉
=

1√
2

{
Ψp1

(x1)Ψp2
(x2) + Ψp2

(x1)Ψp1
(x2)

}
.

Ýòà �óíêöèÿ íîðìèðîâàíà íà êâàäðàò îáú¼ìà ïðîñòðàíñòâà (p1 6= p2):

∫

|
〈
x1,x2 |p2,p1

〉
|2 d3x1d

3x2 =

∫

|Ψp1
(x1)|2 |Ψp2

(x2)|2 d3x1d
3x2 =

V 2

(2π)6
,

ãäå V � èíòåãðàë ïî d3x îò åäèíèöû.
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• Çàïèøåì äðóãèå îïåðàòîðû â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè. Îïåðàòîð

÷èñëà ÷àñòèö íàõîäèòñÿ òàêæå êàê è îïåðàòîð èìïóëüñà:

N̂ =

∫

ϕ̂+
x ϕ̂x d

3x =

∫

â+p âp d
3p. (14.19)

�àìèëüòîíèàí ñèñòåìû ÷àñòèö èìååò âèä:

Ĥ =

∫
p2

2m
â+p âp d

3p+

∫

Up−k â
+
p âk d

3p d3k+ Ŵ , (14.20)

ãäå îïåðàòîð âçàèìîäåéñòâèÿ äëÿ ïîòåíöèàëà, çàâèñÿùåãî îò ðàññòîÿíèÿ

ìåæäó ÷àñòèöàìè W (x,y) =W (|x− y|) ðàâåí:

Ŵ =
1

2

∫

W (p1−p4) δ(p1+p2−p3−p4) â
+
p1
â+p2

âp3
âp4

d3p1d
3p2d

3p3d
3p4

è �óðüå-îáðàçû ïîòåíöèàëà âíåøíåãî ïîëÿ è ïîëÿ äâóõ÷àñòè÷íîãî âçà-

èìîäåéñòâèÿ èìåþò âèä:

U(p) =

∫

U(x) e−ıpx d3x

(2π)3
, W (p) =

∫

W (x) e−ıpx d3x

(2π)3
. (14.21)

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö îïåðàòîð Ëàïëàñà â

ε̂x, äåéñòâóÿ íà îäíó èç ýêñïîíåíò äà¼ò êâàäðàò èìïóëüñà:

Ĥ0 =

∫

a+k ap

( p2

2m
+ U(x)

)

e−ı (p−k)x d
3pd3kd3x

(2π)3

Èíòåãðàë ïî d3x â ïåðâîì ñëàãàåìîì äà¼ò δ(p − k), à âòîðîå ñëàãàåìîå
çàïèñûâàåòñÿ ïðè ïîìîùè �óðüå-ïðåäñòàâëåíèÿ ïîòåíöèàëà (14.21). Äëÿ

äëÿ èíòåãðàëîâ â îïåðàòîðå âçàèìîäåéñòâèÿ:

∫

W (x− y) â+p1
â+p2

âp3
âp4

e−ı(p1−p4)x−ı(p2−p3)y
d3p1d

3p2d
3p3d

3p4 d
3x d3y

(2π)6

ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ u = x − y, v = y èëè x = u + v, y = v.

ßêîáèàí ðàâåí åäèíèöå è îïåðàòîð âçàèìîäåéñòâèÿ â íîâûõ ïåðåìåííûõ

èíòåãðèðîâàíèÿ ïðèíèìàåò âèä:

∫

W (u) â+p1
â+p2

âp3
âp4

e−ı(p1−p4)u−ı(p1+p2−p3−p4)v
d3p1d

3p2d
3p3d

3p4 d
3u d3v

(2π)6
.

Èíòåãðàë ïî d3v/(2π)3 äà¼ò δ(p1+p2−p3−p4), à èíòåãðàë ïî d
3u/(2π)3

îïðåäåëÿåò �óðüå-ïðåîáðàçîâàíèå ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèÿ.
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• Èíîãäà óäîáíî èñïîëüçîâàòü äèñêðåòíîå èìïóëüñíîå ïðåäñòàâëåíèå.
�àññìîòðèì �áîëüøîé� êóá ñî ñòîðîíîé L, îõâàòûâàþùèé �âñ¼ ïðîñòðàí-
ñòâî� îáú¼ìîì V = L3

. Ïóñòü îäíî÷àñòè÷íàÿ ñîáñòâåííàÿ âîëíîâàÿ �óíê-

öèÿ îïåðàòîðà èìïóëüñà óäîâëåòâîðÿåò ïåðèîäè÷åñêèì óñëîâèÿì íà ãðà-

íèöàõ êóáà (åãî öåíòð â íà÷àëå êîîðäèíàò). Òàê, âäîëü îñè x èìååì:

Ψpx(x) =
eıpxx√
2π
, Ψpx(−L/2) = Ψpx(L/2).

Ýòî òðåáîâàíèå ïðèâîäèò ê äèñêðåòíûì çíà÷åíèÿì èìïóëüñà:

eı pxL = 1 => px =
2π

L
nx, nx = 0,±1,±2, ...

Èçìåíåíèå ñîñåäíèõ çíà÷åíèé èìïóëüñà ðàâíû∆px = 2π/L, ïîýòîìó ýëå-
ìåíòàðíûé îáú¼ì â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå ðàâåí d3p = ∆px∆py∆pz =

(2π)3/V , ãäå V � îáú¼ì îáû÷íîãî ïðîñòðàíñòâà. Â ðåçóëüòàòå, èíòåãðàëû

ìîæíî çàìåíèòü ñóììàìè ïðè ïîìîùè ñëåäóþùåãî ïðàâèëà:

∫

f(p) d3p 7→ (2π)3

V

∑

p

f(p). (14.22)

Ñóììà ïî p ïîäðàçóìåâàåò ñóììèðîâàíèå ïî öåëûì ÷èñëàì nx, ny, nz.

Ââåäåíèå ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî �îð-

ìàëüíîé ïðîöåäóðîé, îáû÷íî íå èìåþùåé îñîáîãî �èçè÷åñêîãî ñìûñëà.

Åñëè óñòðåìèòü îáú¼ì V ê áåñêîíå÷íîñòè, òî ìû âåðí¼ìñÿ ê íåïðåðûâ-

íîìó ñëó÷àþ è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïåðåñòàíóò èãðàòü ñâîþ ðîëü.

Ôóíêöèÿ Äèðàêà îò èìïóëüñîâ â äèñêðåòíîé âåðñèè ïðîïîðöèîíàëüíà

ñèìâîëó Êðîíåêåðà:

δ(p− k) =

∫

eı (p−k)x d3x

(2π)3
=

V

(2π)3
δp,k (14.23)

(åñëè p = k èíòåãðàë ïî d3x äà¼ò îáú¼ì ïðîñòðàíñòâà V ). Âìåñòî �óðüå-

îïåðàòîðîâ â(p) ìîæíî ââåñòè îïåðàòîðû äëÿ äèñêðåòíîãî ñëó÷àÿ âp:

â(p) =

√
V

(2π)3/2
âp, ϕ̂(x) =

1√
V

∑

p

âp e
ıpx.

Ïðè ýòîì �äèñêðåòíûå� îïåðàòîðû êîììóòèðóþò íà ñèìâîë Êðîíåêêåðà:

[âp , â
+
k ] = δp,k, à, íàïðèìåð, îïåðàòîð ÷èñëà ÷àñòèö â íåïðåðûâíûõ è

äèñêðåòíûõ îáîçíà÷åíèÿõ èìååò âèä:

N̂ =

∫

â+(p) â(p) d3p =
∑

p

â+p âp (14.24)

(ñåé÷àñ ìû ðàçëè÷àåì â(p) 
 âp è δp,k � ñèìâîë Êðîíåêêåðà, à íå Äèðàêà).
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3 Ïðåäñòàâëåíèå �åéçåíáåðãà

Âûøå ìû ðàññìàòðèâàëè ïîëåâîé �îðìàëèçì â ïðåäñòàâëåíèè Øð¼-

äèíãåðà. Â ïðåäñòàâëåíèè �åéçåíáåðãà îïåðàòîðû ïîëÿ, êàê è ëþáûå îïå-

ðàòîðû, çàâèñÿò îò âðåìåíè: ϕ̂x ≡ ϕ̂(t, x) è óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ:

ı
∂ϕ̂x

∂t
= [ϕ̂x, Ĥ] (14.25)

(òàê êàê îïåðàòîðû çàâèñÿò íå òîëüêî îò âðåìåíè, íî è îò êîîðäèíàò, èñ-

ïîëüçóåòñÿ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ). Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ �åé-

çåíáåðãà (14.25) ìîæíî, êàê îáû÷íî, çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ϕ̂(t, x) = eıĤt ϕ̂(0, x) e−ıĤt ≡ eıĤt ϕ̂x e
−ıĤt, (14.26)

ãäå ϕ̂(0, x) ≡ ϕ̂(x) ≡ ϕ̂x � îïåðàòîð â ïðåäñòàâëåíèè Øð¼äèíãåðà. Ïî-

ëåâûå îïåðàòîðû â ïðåäñòàâëåíèè �åéçåíáåðãà â îäèí ìîìåíò âðåìåíè

êîììóòèðóþò (àíòèêîììóòèðóþò äëÿ �åðìèîíîâ) òàêæå êàê è â ïðåä-

ñòàâëåíèè Øð¼äèíãåðà:

[ϕ̂(t, x), ϕ̂(t, y)] = 0, [ϕ̂(t, x), ϕ̂+(t, y)] = δ(x− y), (14.27)

â ÷¼ì íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, èñïîëüçóÿ ðåøåíèå (14.26). Â ðàçëè÷íûå ìî-

ìåíòû âðåìåíè, âîîáùå ãîâîðÿ, ýòè êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ íåâåð-

íû è çàâèñÿò îò ãàìèëüòîíèàíà (ÿâíîãî âèäà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ �åéçåí-

áåðãà), ñì., íàïðèìåð, ñòð. ??.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îïåðàòîðû ñîõðàíÿþùèõñÿ �è-

çè÷åñêèõ âåëè÷èí â îáîèõ ïðåäñòàâëåíèÿõ îäèíàêîâûì îáðàçîì çàâèñÿò

îò ïîëåâûõ îïåðàòîðîâ. Íàïðèìåð, äëÿ îïåðàòîðà ÷èñëà ÷àñòèö, èìååì:

∫

ϕ̂+
x ϕ̂x d

3x =

∫

eıĤt ϕ̂+
x e

−ıĤteıĤt ϕ̂x e
−ıĤt d3x.

Ïðîèçâåäåíèå ýêñïîíåíò ìåæäó ïîëåâûìè îïåðàòîðàìè ñîêðàùàåòñÿ, à

âíåøíèå ýêñïîíåíòû ìîæíî âûíåñòè çà èíòåãðàë è ó÷åñòü îïðåäåëåíèå

îïåðàòîðà ÷èñëà ÷àñòèö â ïðåäñòàâëåíèè Øð¼äèíãåðà:

= eıĤt
[ ∫

ϕ̂+
x ϕ̂x d

3x
]

e−ıĤt = eıĤt N̂ e−ıĤt = N̂ ,

ãäå íà ïîñëåäíåì ýòàïå ó÷òåíî, ÷òî [Ĥ, N̂ ] = 0. Àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ
ìîæíî ïðîâåñòè ñ îïåðàòîðîì ïîëíîãî èìïóëüñà P̂ è ñ ñàìèì ãàìèëüòî-

íèàíîì. Ïîä÷åðêí¼ì åù¼ ðàç, ÷òî íåèçìåííîñòü âèäà ýòèõ îïåðàòîðîâ

ñâÿçàíà ñ ñîõðàíåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ èì �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí.
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Êðîìå óðàâíåíèÿ �åéçåíáåðãà (14.25), âûïîëíÿåòñÿ ïîõîæåå íà íåãî

óðàâíåíèå, íî ñ îïåðàòîðîì ïîëíîãî èìïóëüñà:

−ı∇ϕ̂x = [ϕ̂x, P̂], (14.28)

ãäå, êàê è â (14.25), ñëåâà è ñïðàâà îïåðàòîðû èìåþò îäèíàêîâîå âðåìÿ.

Äåéñòâèòåëüíî, ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå (14.11), çàïèñàííîå äëÿ îïåðàòî-

ðîâ â ïðåäñòàâëåíèè �åéçåíáåðãà, èìååì:

[ϕ̂x, P̂] =

∫

[ϕ̂x , ϕ̂
+
y

∇y

ı
ϕ̂y ] d

3y =

∫

δ(x− y)
∇y

ı
ϕ̂y d

3y =
∇x

ı
ϕ̂x.

Îòìåòèì, ÷òî ïîäîáíûå âû÷èñëåíèÿ ñïðàâåäëèâû êàê äëÿ áîçîííûõ ïî-

ëåâûõ îïåðàòîðîâ, òàê è äëÿ �åðìèîííûõ. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå, ïðè âû-

÷èñëåíèè êîììóòàòîðà, íåîáõîäèìî ïîëüçîâàòüñÿ òîæäåñòâîì:

[Â, B̂Ĉ] = {Â, B̂} Ĉ − B̂ {Â, Ĉ}. (14.29)

Óðàâíåíèÿ (14.25) è (14.28) ìîæíî îáëåäåíèòü â îäíî:

ı ∂µϕ̂x = [ϕ̂x, P̂µ], (14.30)

ãäå, íåñìîòðÿ íà îòñóòñòâèå ðåëÿòèâèñòñêîé äèíàìèêè, èñïîëüçóþòñÿ êî-

âàðèàíòíûå îáîçíà÷åíèÿ: ∂µ = {∂/∂t, ∇} è P̂ µ = {Ĥ, P̂}. �åøåíèå ýòîãî
óðàâíåíèÿ, àíàëîãè÷íî (14.26) ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ϕ̂(t, x) = eıP̂ ·x ϕ̂(0, 0) e−ıP̂ ·x, (14.31)

ãäe P̂ · x ≡ Ĥt− P̂x � êîâàðèàíòíàÿ ñâ¼ðòêà �4-âåêòîðîâ�.

Çàïèøåì óðàâíåíèå �åéçåíáåðãà (14.25) äëÿ ãàìèëüòîíèàíà (14.4):

ı
∂ϕ̂x

∂t
=
(

− ∆

2m
+ U(x)

)

ϕ̂x +

∫

Wx,yϕ̂
+
y ϕ̂y ϕ̂x d

3y. (14.32)

Åñëè âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè íåò (Wx,y = 0), òî ýòî óðàâíåíèå

�îðìàëüíî ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì Øð¼äèíãåðà äëÿ âîëíîâîé �óíêöèè

÷àñòèöû âî âíåøíåì ïîëå U(x). Ïîýòîìó èíîãäà (íå âïîëíå óäà÷íî) ïîëå-

âîé ïîäõîä íàçûâàþò ìåòîäîì âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ. Åñòåñòâåííî,

íèêàêîãî ïîâòîðíîãî êâàíòîâàíèÿ òåîðèÿ ïîëÿ íå ïðîèçâîäèò. Îíà ÿâ-

ëÿåòñÿ ëèøü îäíèì èç âîçìîæíûõ ìåòîäîâ îïèñàíèÿ êâàíòîâûõ ñèñòåì.

Ýòîò ìåòîä àëüòåðíàòèâåí ïîäõîäó, îñíîâàííîìó íà îïåðàòîðàõ êîîðäè-

íàòû è èìïóëüñà ñ ÿâíûì óêàçàíèåì ÷èñëà ÷àñòèö ñèñòåìû. Ïðè ýòîì

îí îêàçûâàåòñÿ áîëåå îáùèì è ïðèìåíèì òàêæå ïðè íåñîõðàíåíèè ÷èñ-

ëà ÷àñòèö. �àññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùóþ íåðåëÿòèâèñòñêóþ ìîäåëü â

êîòîðîé ýòî ïðîèñõîäèò.
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4 Ìîäåëü Ëè

∗

Ïóñòü ïîòåíöèàë ïàðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè W (|x −
y|) îòëè÷åí îò íóëÿ òîëüêî íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ è ìîæíî ïîëîæèòü

W (x− y) = g δ(x− y), ãäå g � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà (ïðè g > 0 ÷àñòèöû
îòòàëêèâàþòñÿ). Òîãäà:

Ŵ =
1

2

∫

W (|x− y|) ϕ̂+
x ϕ̂

+
y ϕ̂y ϕ̂x d

3x d3y =
g

2

∫

(ϕ̂+
x )

2(ϕ̂x )
2 d3x. (14.33)

Âçàèìîäåéñòâèå, ïðè êîòîðîì àðãóìåíòû âñåõ îïåðàòîðîâ ïîëÿ â ïðîèç-

âåäåíèè îäèíàêîâûå (îòíîñÿòñÿ ê îäíîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà), íàçûâàåòñÿ

ëîêàëüíûì. Â ðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ, îáû÷íî, ðàññìàò-

ðèâàþò ëîêàëüíûå âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì îïåðàòîðîâ

â ïðîèçâåäåíèè.

Ïðèìåðîì ëîêàëüíîé òåîðèè ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü Ëè, äëÿ êîòîðîé âîç-

ìîæíî ïîëó÷èòü òî÷íîå ðåøåíèå, ÷òî äëÿ êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ áîëü-

øàÿ ðåäêîñòü. �àññìîòðèì òðè âèäà ÷àñòèö ñ ìàññàìè ma, mb è mc.

Ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïîëåâûå îïåðàòîðû îáîçíà÷èì êàê Âx ≡ Â(x),

B̂x ≡ B̂(x) è Ĉx ≡ Ĉ(x). Ïóñòü ÷àñòèöû ÿâëÿþòñÿ áîçîíàìè:

[Âx , Â
+
y ] = δxy, [B̂x , B̂

+
y ] = δxy, [Ĉx , Ĉ

+
y ] = δxy (14.34)

(âñå îñòàëüíûå êîììóòàòîðû, âêëþ÷àÿ [Âx , B̂
+
y ] è ò.ä. � ðàâíû íóëþ).

Îïåðàòîðû ÷èñëà ÷àñòèö êàæäîãî ñîðòà ðàâíû:

N̂a =

∫

Â+
x Âx d

3x, N̂b =

∫

B̂+
x B̂x d

3x, N̂c =

∫

Ĉ+
x Ĉx d

3x. (14.35)

Â ãàìèëüòîíèàíå ñâîáîäíûõ (íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ) ÷àñòèö, äîïîëíè-

òåëüíî ê êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, áóäåì ó÷èòûâàòü ðåëÿòèâèñòñêóþ ýíåð-

ãèþ ïîêîÿ, ðàâíóþ ìàññå ÷àñòèöû (~ = c = 1):

Ĥ0 =

∫ {

Â+
x

(

ma−
∆

2ma

)

Âx+B̂
+
x

(

mb−
∆

2mb

)

B̂x+Ĉ
+
x

(

mc−
∆

2mc

)

Ĉx

}

d3x.

�àìèëüòîíèàí âçàèìîäåéñòâèÿ çàïèøåì â ñëåäóþùåì ëîêàëüíîì âèäå:

Ŵ = g

∫ {

Â+
x B̂x Ĉx + Âx B̂

+
x Ĉ

+
x

}

d3x = ŴI + Ŵ+
I . (14.36)

Ýòî ìîäåëü, ïîýòîìó íèêàêîé �èçè÷åñêîé ìîòèâàöèè â âûáîðå òàêîãî

ãàìèëüòîíèàíà íåò. Îòìåòèì, òîëüêî, ÷òî âòîðîå ñëàãàåìîå â Ŵ çàïèñàíî

òàê, ÷òîáû ãàìèëüòîíèàí áûë ýðìèòîâ: Ŵ+ = Ŵ .
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Êàê ìû óâèäèì äàëåå, èç-çà òî÷å÷íîñòè âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ÷àñòè-

öàìè, ïðè âû÷èñëåíèÿõ áóäóò ïîÿâëÿòüñÿ ðàñõîäÿùèåñÿ (áåñêîíå÷íûå)

âûðàæåíèÿ. Ïîýòîìó ñäåëàåì ìîäåëü �íåìíîãî íåëîêàëüíîé� ïåðåïèñàâ

ãàìèëüòîíèàí âçàèìîäåéñòâèÿ (14.36) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ŵ =

∫

G(x− y) (Â+
x B̂x Ĉy + Âx B̂

+
x Ĉ

+
y ) d

3x d3y, (14.37)

Åñëè �óíêöèÿ G(x−y) ðàâíà g δ(x−y), òî ñíîâà ïîëó÷àåòñÿ ëîêàëüíîå
âçàèìîäåéñòâèå (14.36). Â ëþáîì ñëó÷àå, áóäåò ïðåäïîëàãàòüñÿ, ÷òî G(x)
áûñòðî óáûâàåò, à èíòåãðàë îò íå¼ ïî d3x ðàâåí ïàðàìåòðó ìîäåëè g. Â

÷àñòíîñòè äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå:

g(k) =

∫

G(x) e−ıkx d3x, G(x) =

∫

g(k) eıkx d3k

(2π)3
,

èìååì g(0) = g. Ïðè ëîêàëüíîì âçàèìîäåéñòâèè G(x) = g δ(x), �óíêöèÿ

g(k) ïîñòîÿííàÿ è ðàâíà g ïðè ëþáîì k. Çàìåòèì, ÷òî åñëè G(x) äåé-
ñòâèòåëüíà (èìåííî ýòî ïðåäïîëàãàåòñÿ â (14.37)) è çàâèñèò îò ìîäóëÿ

r = |x|, òî ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî è g(k) áóäåò äåéñòâèòåëüíîé. Ïðè-

âåä¼ì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ �ðàçìàçûâàþùèõ� âçàèìîäåéñòâèå �óíêöèé.

Òàê, îáðåçàíèå �èìïóëüñà� â �óðüå-èíòåãðàëå ïðèâîäèò ê óáûâàþùåé ñ

îñöèëëÿöèÿìè �óíêöèè G(x):

g(k) =

{
g, |k| < Q,
0, |k| > Q,

, G(x) = g
sin(Qr)−Qr cos(Qr)

2π2 r3
.

Äðóãîé ïðèìåð � ãàóññîâû �óíêöèè:

g(k) = g exp
{

− k2

2Q2

}

, G(x) =
g Q3

(2π)3/2
exp
{

− Q2r2

2

}

.

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ â òî÷êå r = 0 �ïîòåíöèàëû� G(x) èìåþò êîíå÷íîå çíà÷å-
íèå, ïðîïîðöèîíàëüíîå gQ3

. ×åì øèðå �óíêöèÿ g(k) (ïðè áîëüøèõ Q),

òåì óæå �ïîòåíöèàë� G(x) è åãî õàðàêòåðíûé ðàäèóñ ïðîïîðöèîíàëåí

1/Q (ïîäîáíîå ñâîéñòâî �óðüå-ïðåîáðàçîâàíèÿ àíàëîãè÷íî ñîîòíîøåíèþ

íåîïðåäåë¼ííîñòè äëÿ êîîðäèíàòû è èìïóëüñà).

Ïðè íàëè÷èè íåëîêàëüíîñòè ïàðàìåòðàìè ìîäåëè êðîìå ìàññ ma, mb,

mc è êîíñòàíòû âçàèìîäåéñòâèÿ g, ñòàíîâèòñÿ õàðàêòåðíûé ðàäèóñ âçà-

èìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö A, B ñ ÷àñòèöåé C, êîòîðûé çàäà¼òñÿ ïàðàìåòðîì Q.

Òåîðèÿ, îñíîâàííàÿ íà âçàèìîäåéñòâèè (14.37) áóäåò �ìîäåëå-íåçàâèñèìîé�,

åñëè å¼ �èçè÷åñêèå ïðåäñêàçàíèÿ íå áóäóò ñóùåñòâåííî çàâèñåòü îò âèäà

�óíêöèè G(x) è äëÿ å¼ õàðàêòåðèñòèêè äîñòàòî÷íî òîëüêî äâóõ ïàðà-

ìåòðîâ g è Q.
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•Ïåðåéä¼ì ê èìïóëüñíîìó ïðåäñòàâëåíèþ ïðè ïîìîùè 3-ìåðíîãî �óðüå-

èíòåãðàëà (14.13). Äëÿ �ñâîáîäíîé� ÷àñòè ãàìèëüòîíèàíà èìååì:

Ĥ0 =

∫ {

ωa(p) Â
+
p Âp + ωb(p) B̂

+
p B̂p + ωc(p) Ĉ

+
p Ĉp

}

d3p,

ãäå ýíåðãèè ñâîáîäíûõ ÷àñòèö ðàâíû

ωi(p) = mi +
p2

2mi

(ñîîòâåòñòâåííî ñ ìàññàìè ma, mb è mc). ×àñòü ãàìèëüòîíèàíà, îòâåò-

ñòâåííàÿ çà âçàèìîäåéñòâèå, èìååò âèä:

Ŵ =

∫

g(k) (Â+
p+kB̂p Ĉk + Âp+kB̂

+
p Ĉ

+
k )
d3p d3k

(2π)3/2
. (14.38)

Äåéñòâèòåëüíî, íàïðèìåð, äëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â (14.37), ïîäñòàâëÿÿ

äëÿ êàæäîãî îïåðàòîðà ïîëÿ �óðüå-èíòåãðàë, ïîëó÷àåì:

ŴI =

∫

G(x− y) Â+
q B̂p Ĉk e

ıx(p−q)+ıyk d3q

(2π)3/2
d3p

(2π)3/2
d3k

(2π)3/2
d3x d3y.

Ñäåëàåì â èíòåãðàëå ïî x çàìåíó z = x− y èëè x = z+ y:

ŴI =

∫

G(z) Â+
q B̂p Ĉk e

ı z(p−q)+ıy(k+p−q) d
3q d3p d3k

(2π)9/2
d3z d3y.

Èíòåãðàë ïî d3y äà¼ò (2π)3 δ(p+k−q), à èíòåãðèðîâàíèå ïî z ïðèâîäèò

ê �óðüå-îáðàçó g(p−q). Èíòåãðèðóÿ ñ �óíêöèåé Äèðàêà ïî q, ïðèõîäèì
ê ñîîòíîøåíèþ (14.38) (íàïîìíèì, ÷òî g(−k) = g(k)).

Îïåðàòîð ïîëíîãî èìïóëüñà ñèñòåìû, êàê è â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ,

îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

P̂ =

∫
{
Â+

x (−ı∇)Âx + B̂+
x (−ı∇)B̂x + Ĉ+

x (−ı∇)Ĉx

}
d3x,

èëè â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè:

P̂ =

∫

p
{
Â+

p Âp + B̂+
p B̂p + Ĉ+

p Ĉp

}
d3x. (14.39)

Ýòîò îïåðàòîð êîììóòèðóåò ãàìèëüòîíèàíîì, à ñëåäîâàòåëüíî, ïîëíûé

èìïóëüñ ñîõðàíÿåòñÿ. Ïðåäëàãàåòñÿ ýòî ïðîâåðèòü â èìïóëüñíîì ïðåä-

ñòàâëåíèè, ïðè ïîìîùè êîììóòàòîðîâ

[Âp , Â
+
k ] = δpk, [B̂p , B̂

+
k ] = δpk, [Ĉp , Ĉ

+
k ] = δpk

(îñòàëüíûå êîììóòàòîðû ðàâíû íóëþ).
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Ñòîèò îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî ïî îòäåëüíîñòè èìïóëüñ ÷àñòèö êàæ-

äîãî òèïà (p Â+
p Âp è ò.ä.) íå êîììóòèðóåò ñ Ŵ è ñîõðàíÿåòñÿ òîëüêî

ïîëíûé (ñóììàðíûé) èìïóëüñ ñèñòåìû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÷àñòèöû ðàç-

íûõ òèïîâ âçàèìîäåéñòâóþò, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ìåíÿåòñÿ èõ èìïóëüñû.

Ëþáîïûòíûì ñâîéñòâîì ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ íåñîõðàíåíèå ÷èñëà ÷àñòèö

è, íåñìîòðÿ íà íåðåëÿòèâèñòñêóþ äèíàìèêó, âîçìîæíî èõ ðîæäåíèå è

óíè÷òîæåíèå. Äåéñòâèòåëüíî, íàéä¼ì êîììóòàòîð îïåðàòîðîâ (14.35) ñ

ïîëíûì ãàìèëüòîíèàíîì Ĥ = Ĥ0 + Ŵ :

[Ĥ, N̂a] = −ŴI +Ŵ+
I , [Ĥ, N̂b] = ŴI −Ŵ+

I , [Ĥ, N̂c] = ŴI −Ŵ+
I ,

ãäå ŴI è Ŵ+
I � äâà ñëàãàåìûõ â îïåðàòîðå Ŵ . Èç ýòèõ êîììóòàòîðà

ñëåäóåò, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ:

N1 = Na +Nb = const, N2 = Na +Nc = const. (14.40)

Ïî-îòäåëüíîñòè íè îäèí âèä ÷àñòèö ïðè âçàèìîäåéñòâèè íå ñîõðàíÿåòñÿ.

Ýòî îçíà÷àåò, íàïðèìåð, âîçìîæíîñòü ðàñïàäà A 7→ B + C (äî è ïîñëå

òàêîé ðåàêöèè ñîõðàíÿþùèåñÿ ÷èñëà N1, N2 îäèíàêîâû è ðàâíû 1). Åù¼

îäèí ïðèìåð: A+ C 7→ B + 2C (â ýòîì ñëó÷àå: N1 = 1, N2 = 2).

Áëàãîäàðÿ ïðàâèëó Âx|
〉
= B̂x|

〉
= Ĉx|

〉
= 0, âàêóóìíûé âåêòîð (îò-

ñóòñòâèå ÷àñòèö) ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ãàìèëüòîíèàíà ñ íóëå-

âîé ýíåðãèåé:

Ĥ|
〉
= Evac |

〉
, Evac = 0. (14.41)

Ýòî æå ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ãàìèëüòîíèàíà ñâî-

áîäíûõ ÷àñòèö: Ĥ0 |
〉
= 0 (â ðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè ïîëÿ ïîÿâëÿþòñÿ

àíòè÷àñòèöû è âàêóóìíûå ñîñòîÿíèÿ ñâîáîäíîãî è ïîëíîãî ãàìèëüòîíè-

àíà, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷àþòñÿ). Ìèíèìàëüíûìè âîçáóæäåíèÿìè íàä

âàêóóìîì ÿâëÿþòñÿ îäíî÷àñòè÷íûå ñîñòîÿíèÿ (â ïðîñòðàíñòâå åñòü îäíà

÷àñòèöà òîãî èëè èíîãî ñîðòà). Âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé òàêîìó ñîñòî-

ÿíèþ, ïîëó÷àåòñÿ äåéñòâèåì íà âàêóóìíûé âåêòîð îïåðàòîðà ðîæäåíèÿ.

Íàïðèìåð, ñîñòîÿíèå ñ îäíîé B-÷àñòèöåé, èìåþùåé èìïóëüñ p, ðàâíî

B̂+
p |
〉
, à ñ îäíîé C-÷àñòèöåé: Ĉ+

p |
〉
. Îíè ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ñîñòî-

ÿíèÿìè ïîëíîãî ãàìèëüòîíèàíà ñî �ñâîáîäíûìè� ýíåðãèÿìè:

Ĥ B̂+
p |
〉
= ωb(p) B̂

+
p |
〉
, Ĥ Ĉ+

p |
〉
= ωc(p) Ĉ

+
p |
〉

(äåéñòâèå íà âàêóóìíûé âåêòîð îïåðàòîðîâ óíè÷òîæåíèÿ äðóãèõ ÷àñòèö

â ÷ëåíå âçàèìîäåéñòâèÿ Ŵ , äà¼ò íîëü). Èíàÿ ñèòóàöèÿ ñ ñîñòîÿíèåì

Â+
p |
〉
, êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì Ĥ. Òåì íå ìåíåå, â

ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ñîñòîÿíèå, áëèçêîå ê

Â+
p |
〉
è ÿâëÿþùååñÿ ïðè ýòîì ñîáñòâåííûì âåêòîðîì Ĥ.



232 �ËÀÂÀ 14. ÍÅ�ÅËßÒÈÂÈÑÒÑÊÀß ÒÅÎ�Èß ÏÎËß

5 Ïåðåíîðìèðîâêà ìàññû

∗

Ïîäåéñòâóåì ïîëíûì ãàìèëüòîíèàíîì Ĥ = Ĥ0 + Ŵ íà âåêòîð Â+
p |
〉
:

Ĥ Â+
p |
〉
= ωa(p) Â

+
p |
〉
+

∫

g(k) Âq+kB̂
+
q Ĉ

+
k Â

+
p |
〉 d3q d3k

(2π)3/2

(ïåðâîå ñëàãàåìîå â Ŵ ðàâíî íóëþ, ò.ê. B̂qĈk |
〉
= 0). Ïåðåíîñÿ â ïîñëåä-

íåì ñëàãàåìîì Âq+k ê âàêóóìíîìó âåêòîðó, ïîëó÷àåì:

Ĥ Â+
p |
〉
= ωa(p) Â

+
p |
〉
+

∫

g(k) B̂+
p−kĈ

+
k |
〉 d3k

(2π)3/2
,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî Â+
p Âq+k = Â+

p Âq+k+ δ(p−q−k) è ïðîèíòåãðèðîâàíî ïî
q. Òàêèì îáðàçîì, ñîñòîÿíèå ñ îäíîé ÷àñòèöåé A �ïîðòèòñÿ� ÷àñòèöàìè

B è C. Åñëè ìû õîòèì ïîñòðîèòü ñîáñòâåííûé âåêòîð ãàìèëüòîíèàíà,

íåîáõîäèìî íåêîòîðûì îáðàçîì âû÷åñòü äâóõ÷àñòè÷íîå ñîñòîÿíèå B+C.

Ïîýòîìó áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â ñëåäóþùåì âèäå:

|Ãp

〉
= Z1/2

[

Â+
p |
〉
−
∫

f(p,k) B̂+
p−kĈ

+
k |
〉
d3k
]

, (14.42)

ãäå Z � íîðìèðîâî÷íàÿ êîíñòàíòà, f � íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ. Çàäà÷à ñîñòî-
èò â ïîäáîðå òàêîé f , ÷òîáû ñîñòîÿíèå (14.42) áûëî ñîáñòâåííûì âåêòî-

ðîì ãàìèëüòîíèàíà ñ ýíåðãèåé E(p), êîòîðóþ òàêæå íåîáõîäèìî íàéòè:

Ĥ |Ãp

〉
= E(p) |Ãp

〉
, P̂ |Ãp

〉
= p |Ãp

〉
. (14.43)

Çàìåòèì, ÷òî ñîñòîÿíèå |Ãp

〉
àâòîìàòè÷åñêè ó÷èòûâàåò çàêîí ñîõðàíå-

íèÿ èìïóëüñà è ïðè ëþáîé f âåêòîð |Ã
〉
ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì

îïåðàòîðà ïîëíîãî èìïóëüñà P̂. Êðîìå ýòîãî, êàæäûé âåêòîð â ñóïåð-

ïîçèöèè (14.42) ñîîòâåòñòâóåò îäèíàêîâûì ñîõðàíÿþùèìñÿ âåëè÷èíàì

(14.40): N1 = N2 = 1. Ýòî ñëåäñòâèå ò.í. ïðàâèëà ñóïåðîòáîðà: ñóïåðïî-

çèöèÿ ñîñòîÿíèé, â êâàíòîâîé òåîðèè íå ìîæåò íàðóøàòü çàêîíû ñîõðà-

íåíèÿ.

Âåêòîð (14.42) â íåêîòîðîì ñìûñëå îïèñûâàåò �îäåòóþ� ÷àñòèöó A, ìî-

äè�èöèðóÿ �ãîëîå� îäíî÷àñòè÷íîå ñîñòîÿíèå Â+
p |
〉
. Åñëè èìïóëüñ ñèñòå-

ìû ðàâåí p, à ýíåðãèÿE(p), òî ïðè èçìåðåíèÿõ ìû áóäåì íàáëþäàòü ëèáî

÷àñòèöó A, ëèáî ïàðó ÷àñòèö B+C (ñóïåðïîçèöèÿ äâóõ ñîñòîÿíèé). Îíè

êàê áû ïåðåõîäÿò âñ¼ âðåìÿ äðóã â äðóãà A ↔ B + C. Ôóíêöèÿ f(p,k)

õàðàêòåðèçóåò âåðîÿòíîñòü ýòèõ ïåðåõîäîâ è ðàñïðåäåëåíèå îòíîñèòåëü-

íîãî èìïóëüñà k ÷àñòèö B è C. Òàêèì îáðàçîì, õîòÿ â èñõîäíóþ ìîäåëü

áûëà çàëîæåíà ÷àñòèöà A, �àêòè÷åñêè îíà íå ìîæåò áûòü îáíàðóæåíà â

ñâîáîäíîì âèäå è ñóùåñòâóåò òîëüêî â âèäå íåêîé ñóïåðïîçèöèè (14.42).
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Íåâçàèìîäåéñòâóþùàÿ ÷àñòü Ĥ0 ãàìèëüòîíèàíà Ĥ äëÿ ÷àñòèöû B, ïðè
äåéñòâèè íà âåêòîð B̂+

p−kĈ
+
k |
〉
äà¼ò:

∫

ωb(q) B̂
+
q B̂q B̂

+
p−kĈ

+
k |
〉
d3q = ωb(p− k) B̂+

p−kĈ
+
k |
〉

(íåîáõîäèìî �ïðîòàùèòü� îïåðàòîð B̂q ê âàêóóìíîìó âåêòîðó). Äëÿ ÷à-

ñòèöû C ïîëó÷àåòñÿ àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ñ ìíîæèòåëåì ωc(k). Äëÿ
÷àñòèöû A äåéñòâèå Ĥ0 íà B̂

+
p−kĈ

+
k |
〉
äà¼ò íîëü (Âq|

〉
= 0). Ïî ýòîé æå

ïðè÷èíå ðàâåí íóëþ ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî â ãàìèëüòî-

íèàíå âçàèìîäåéñòâèÿ Ŵ :

∫

g(w) Â+
s+w B̂s Ĉw B̂

+
p−kĈ

+
k |
〉 d3s d3w

(2π)3/2
=

g(k)

(2π)3/2
Â+

p |
〉

(ïðè ïðîíîñå B̂s è Ĉw ê |
〉
, ïîëó÷àåì s = p− k è w = k). Â ðåçóëüòàòå,

óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ Ĥ |Ãp

〉
= E(p) |Ãp

〉
èìååò âèä:

ωa(p) Â
+
p |
〉
+

∫

g(k) B̂+
p−kĈ

+
k |
〉 d3k

(2π)3/2

−
∫

f(p,k)
[{
ωb(p− k) + ωc(k)

}
B̂+

p−kĈ
+
k |
〉
+

g(k)

(2π)3/2
Â+

p |
〉]

d3k

= E(p)
[

Â+
p |
〉
−
∫

f(p,k) B̂+
p−kĈ

+
k |
〉
d3k
]

.

�àâåíñòâî êîý��èöèåíòîâ ïðè îäèíàêîâûõ îïåðàòîðàõ ðîæäåíèÿ Â+
p è

B̂+
p−kĈ

+
k , äà¼ò óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ �óíêöèé:

E(p) = ωa(p)−
∫

g(k) f(p,k)
d3k

(2π)3/2
, (14.44)

f(p,k) =
g(k)/(2π)3/2

ωb(p− k) + ωc(k)− E(p)
. (14.45)

Ïîäñòàâèâ (14.45) â (14.44), ïîëó÷àåì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ îïðå-

äåëåíèÿ E(p):

E(p) = ωa(p)−
∫

g2(k) d3k/(2π)3

ωb(p− k) + ωc(k)− E(p)
. (14.46)

Â ýòîì óðàâíåíèè �óíêöèè g(k) è ωi(k) çàäàíû. Íàéäÿ E(p), ïðè ïîìî-
ùè (14.45), ïîëó÷àåì àìïëèòóäó âåðîÿòíîñòè çíà÷åíèé îòíîñèòåëüíîãî

èìïóëüñà ÷àñòèö B è C, äâèãàþùèõñÿ êàê öåëîå ñ èìïóëüñîì p.
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〉
åãî ýíåðãèþ ïðè íóëåâîì

èìïóëüñå:

M = E(0) = ma −
∫

2µ g2(k) d3k/(2π)3

2µ (mb +mc −M) + k2
, (14.47)

ãäå µ = mbmc/(mb+mc) � èìååò ñìûñë ïðèâåäåííîé ìàññû ÷àñòèö B è C.
Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïàðàìåòðû ìîäåëè òàêîâû, ÷òî mb +mc > M

è â çíàìåíàòåëå ïîä èíòåãðàëîì íå âîçíèêàåò ïîëþñ.

Åñëè âçàèìîäåéñòâèå ïîëíîñòüþ ëîêàëüíî (g(k) = g = const), òî èí-
òåãðàë áóäåò ðàñõîäèòüñÿ ïðè áîëüøèõ k (â ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ

d3k = 4π k2 dk). Äëÿ íåëîêàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ýòà ìàññà êîíå÷íà,

íî òåì áîëüøå, ÷åì áîëüøå ïàðàìåòð Q, îïðåäåëÿþùèé óáûâàíèå �óíê-

öèè g(k). Íàïðèìåð, åñëè g(k) = 0 ïðè |k| > Q, òî:

M = ma −
µ g2

π2

Q∫

0

k2 dk

η2 + k2
,

ãäå η2 = 2µ (mb + mc − M) è ïðîèçâåäåí ïåðåõîä ê ñ�åðè÷åñêèì êî-

îðäèíàòàì ñ îáðåçàíèåì èìïóëüñà. Åñëè â ÷èñëèòåëå ïîäûíòåãðàëüíîé

�óíêöèè äîáàâèòü è âû÷åñòü η2, òî îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì:

ma =M +
g2 µ

π2
Q− g2 µ

2π

√

2µ (mb +mc −M) + O(Q−1). (14.48)

Âàæíî ïîíèìàòü, ÷òî ñìûñë èìåþò íå ïàðàìåòðû ìîäåëè (ma, mb, mc

è g), à �èçè÷åñêè íàáëþäàåìûå âåëè÷èíû. Ìàññû mb è m
ñ

òàêîâûìè

ÿâëÿþòñÿ (îíè ðàâíû ìèíèìàëüíîé ýíåðãèè B è C ñîñòîÿíèé). Ïàðàìåòð

æå ma íåïîñðåäñòâåííîãî �èçè÷åñêîãî ñìûñëà íå èìååò, òàê êàê ìàññà

�Ã-ñîñòîÿíèÿ� ðàâíà M è ma íåîáõîäèìî ÷åðåç íå¼ âûðàçèòü.

Åñëè áû ìû ñòàðòîâàëè îò ìîäåëè ñ ëîêàëüíûì âçàèìîäåéñòâèåì (14.36),

òî ïðè ïîÿâëåíèè ðàñõîäÿùåãîñÿ âûðàæåíèÿ, ïðèøëîñü áû òåì èëè èíûì

îáðàçîì åãî ðåãóëÿðèçîâàòü (ò.å. ñäåëàòü êîíå÷íûì), à çàòåì �ñïðÿòàòü�

ðàñõîäÿùèåñÿ ÷ëåíû â �èçè÷åñêè íàáëþäàåìûå âåëè÷èíû. Òàêàÿ ïðîöå-

äóðà íàçûâàåòñÿ ïåðåíîðìèðîâêîé è ñïëîøü è ðÿäîì âñòðå÷àåòñÿ â êâàí-

òîâîé òåîðèè ïîëÿ. Åñëè âñå ðàñõîäÿùèåñÿ âåëè÷èíû ìîäíî ñïðÿòàòü à

êîíå÷íîå ÷èñëî �èçè÷åñêè èçìåðèìûõ ïàðàìåòðîâ, òî òåîðèÿ íàçûâàåòñÿ

ïåðåíîðìèðóåìîé.

Èç (14.48) ñëåäóåò, ÷òî ïðè êîíå÷íîé ìàññå M , ïàðàìåòð ma ÿâëÿåòñÿ

áîëüøîé ïîëîæèòåëüíîé âåëè÷èíîé (Q→ ∞). Â ñâÿçè ñ ýòèì, â èñõîäíîì

ãàìèëüòîíèàíå ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ñëàãàåìûì A+
x∆Ax /2ma èëè â (14.46)

çàìåíèòü ωa(p) íàma. Â ìîäåëè Ëè òàêæå ïðåíåáðåãàþò è êèíåòè÷åñêèì

ñëàãàåìûì ÷àñòèöû B (èíà÷å òåîðèÿ ïîëó÷èòñÿ íåïåðåíîðìèðóåìîé).
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• �Êâàçèîäíî÷àñòè÷íîå ñîñòîÿíèå� |Ãp

〉
, êàê è ëþáîå îäíî÷àñòè÷íîå

ñîñòîÿíèå, áóäåì íîðìèðîâàòü íà �óíêöèþ Äèðàêà. Äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðî-

èçâåäåíèÿ

〈
Ap|Ap′

〉
èìååì:

Z
〈
|
[

Ap−
∫

f ∗(p,k) B̂p−kĈk d
3k
][

A+
p′−
∫

f(p′,q) B̂+
p′−qĈ

+
q d

3q
]

|
〉
= δpp′.

Âû÷èñëÿÿ ýòî ñðåäíåå (êàê îáû÷íî, ïåðåíîñÿ îïåðàòîðû óíè÷òîæåíèÿ ê

ïðàâîìó âàêóóìíîìó âåêòîðó), ïîëó÷àåì íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü:

Z−1 = 1 +

∫

|f(p,k)|2 d3k = 1 + Fp. (14.49)

Âåðîÿòíîñòü îáíàðóæèò ïàðó ÷àñòèö B+C ñ îòíîñèòåëüíûì èìïóëüñîì

â äèàïàçîíå k, k+dk ðàâíà Z |f(p,k)|2 d3k. Ñîîòâåòñòâåííî, âåðîÿòíîñòü
îáíàðóæèòü ïàðó B + C âìåñòî ÷àñòèöû A ðàâíà:

WB+C = Z

∫

|f(p,k)|2 d3k =
Fp

1 + Fp

. (14.50)

Âåðîÿòíîñòü æå çàðåãèñòðèðîâàòü ÷àñòèöó A ðàâíà: WA = 1−WB+C . Â

÷àñòíîñòè, ïðè ìèíèìàëüíîé ýíåðãèè (p = 0), èìååì:

F0 =

∫

|f(0,k)|2 d3k =

∫
4µ2 g2(k)/(2π)3

[2µ(mb +mc −M) + k2]2
d3k.

Äëÿ ïîëíîñòüþ ëîêàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ g(k) = g, èìååì êîíå÷íîå

çíà÷åíèå:

F0 =
µ2g2/2π

√

2µ(mb +mc −M)
. (14.51)

×åì áëèæå M ê mb+mc, òåì áîëåå âåðîÿòíî ïðèñóòñòâèå ÷àñòèö B+C.
Åñëè æå mb ≫M −mc, òî F0 → 0 è áîëåå âåðîÿòíî îáíàðóæèòü ÷àñòèöó

ñîðòà A. Ýêñïåðèìåíò (åñëè áû ìîäåëè Ëè ñîîòâåòñòâîâàëà ðåàëüíàÿ �è-

çè÷åñêàÿ ñèñòåìà) ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèé (14.50), (14.51), ïîçâîëÿåò

îïðåäåëèòü êîíñòàíòó âçàèìîäåéñòâèÿ g. Ïðè ýòîì âåðîÿòíîñòü íå÷óâ-

ñòâèòåëüíà ê ñòåïåíè íåëîêàëüíîñòè âçàèìîäåéñòâèÿ (â íóëåâîì ïðèáëè-

æåíèè íå çàâèñèò îòQ, à ñîîòâåòñòâóþùèå ïîïðàâêè áóäóò ïîðÿäêà 1/Q).

Â ìîäåëè Ëè ìîæíî âû÷èñëÿòü è äðóãèå ý��åêòû. Íàïðèìåð, íåñëîæ-

íî âèäåòü, ÷òî äâóõ÷àñòè÷íîå ñîñòîÿíèå B̂kÑ̂p|
〉
íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåí-

íûì âåêòîðîì Ĥ, õîòÿ B̂k|
〉
è Ñ̂p|

〉
, ïî-îòäåëüíîñòè, òàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÷àñòèöû B è C âçàèìîäåéñòâóþò è ýòî âçàèìîäåéñòâèå

ïðèâîäèò ê ý��åêòó èõ ðàññåÿíèÿ äðóã íà äðóãå. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ðàñ-

ñ÷èòûâàòü ðàññåÿíèå �êâàçèîäíî÷àñòè÷íîãî ñîñòîÿíèÿ� |Ãp

〉
íà ÷àñòèöå

C è ò.ä.
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6 Ïðåäñòàâëåíèå �åéçåíáåðãà äëÿ ïîëåé

• Äî ñèõ ïîð ìû ðàáîòàëè â ïðåäñòàâëåíèè Øð¼äèíãåðà è ïîëåâûå

îïåðàòîðû íå çàâèñåëè îò âðåìåíè. �àññìîòðèì òåïåðü ïðåäñòàâëåíèå

�åéçåíáåðãà. Íàïîìíèì, ÷òî, åñëè ãàìèëüòîíèàí íå çàâèñèò îò âðåìåíè,

ïðîèçâîëüíîå ñîñòîÿíèå Ψ â ïðåäñòàâëåíèè Øð¼äèíãåðà óäîâëåòâîðÿåò

óðàâíåíèþ Øð¼äèíãåðà è èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ı~
d|Ψ, t

〉

dt
= Ĥ |Ψ, t

〉
, => |Ψ, t

〉
= e−

ı
~
Ĥt |Ψ, 0

〉
, (14.52)

ãäå ñîñòîÿíèå |Ψ, 0
〉
ñîîòâåòñòâóåò íà÷àëüíîìó ìîìåíòó âðåìåíè t = 0.

Ñðåäíåå çíà÷åíèå ëþáîãî îïåðàòîðà ìîæåò ìåíÿòüñÿ ñî âðåìåíåì:

〈
A(t)

〉
=
〈
Ψ, t|Â(0)|Ψ, t

〉
=
〈
Ψ|e ı

~
Ĥt Â(0) e−

ı
~
Ĥt |Ψ

〉
=
〈
Ψ|Â(t)|Ψ

〉
,

ãäå ââåäåí îïåðàòîð, çàâèñÿùèé îò âðåìåíè:

Â(t) = e
ı
~
Ĥt Â(0) e−

ı
~
Ĥt, (14.53)

êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ �åéçåíáåðãà:

ı~
dÂ(t)

dt
= [Â(t), Ĥ]. (14.54)

Â ïðåäñòàâëåíèè Øð¼äèíãåðà îïåðàòîðû íå çàâèñÿò îò âðåìåíè Â =

Â(0), à âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ � çàâèñÿò |Ψ, t
〉
. Â ïðåäñòàâëåíèè �åéçåíáåðãà

ñèòóàöèÿ îáðàòíàÿ � îïåðàòîðû ñòàíîâÿòñÿ äèíàìè÷åñêèìè âåëè÷èíàìè

Â(t), à âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ íåèçìåííû: |Ψ
〉
= |Ψ, 0

〉
.

Ïåðåéä¼ì ê ïðåäñòàâëåíèþ �åéçåíáåðãà â ïîëåâîé òåîðèè. Óìíîæàÿ

êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ (14.2) ñëåâà íà e
ı
~
Ĥt
, à ñïðàâà e−

ı
~
Ĥt
, íåñëîæ-

íî óáåäèòñÿ, ÷òî äëÿ îäíîãî ìîìåíòà âðåìåíè îíè ñîõðàíÿþò ñâîé âèä è

â ïðåäñòàâëåíèè �åéçåíáåðãà:

[ϕ̂x,t, ϕ̂y,t] = [ϕ̂+
x,t, ϕ̂

+
y,t] = 0, [ϕ̂x,t, ϕ̂

+
y,t] = δ(x− y). (14.55)

Óðàâíåíèå �åéçåíáåðãà äëÿ ϕ̂(x, t) ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèÿ

êîììóòàòîðà:

[ϕ̂(x, t), Ĥ] =

∫

[ϕ̂x , ϕ̂
+
x1
ε̂x1
ϕ̂+
x1
] d3x1+

1

2

∫

Wx1,x2
[ϕ̂x , ϕ̂

+
x1
ϕ̂+
x2
ϕ̂x1

ϕ̂x2
] d3x1d

3x2.

Ïðîâåäÿ íåñëîæíûå âû÷èñëåíèÿ, ïîëó÷àåì:

ı~
∂ϕ̂x

∂t
= ε̂ϕ̂x +

{∫

Wx,y ϕ̂
+
y ϕ̂y d

3y

}

ϕ̂x , (14.56)

ãäå âðåìåíà âî âñåõ ïîëåâûõ îïåðàòîðàõ îäèíàêîâû è îïóùåíû.
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Â îòñóòñòâèè âçàèìîäåéñòâèÿ W = 0 ýòî óðàâíåíèå ïîõîæå íà óðàâ-

íåíèå Øð¼äèíãåðà â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè. Ïîýòîìó èíîãäà ïî-

ëåâîé ïîäõîä íàçûâàþò âòîðè÷íûì êâàíòîâàíèåì, õîòÿ ýòîò òåðìèí íå

âïîëíå óäà÷åí, òàê êàê íè êàêîãî �âòîðîãî� êâàíòîâàíèÿ íå ïðîâîäèòñÿ.

Äëÿ ñâîáîäíûõ ÷àñòèö ïîëåâîå óðàâíåíèå:

ı~
∂ϕ̂

∂t
= − ~2

2m
∆ϕ̂

ëåãêî ðåøàåòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, çàïèøåì �óðüå-ïðåîáðàçîâàíèå:

ϕ̂(x, t) =

∫

â(p, t) e
ı
~
px d3p

(2π~)3/2
.

Îïåðàòîðû â(p, t) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ:

ı~
∂â(p, t)

∂t
=

p2

2m
â(p, t) => â(p, t) = â(p) e−

ı
~
Ept,

ãäå Ep = p2/2m. Ïîýòîìó, îêîí÷àòåëüíî:

ϕ̂(x, t) =

∫

â(p) e
ı
~
px− ı

~
Ept

d3p

(2π~)3/2
.

Îïåðàòîðû �óðüå-ðàçëîæåíèÿ êîììóòèðóþò â ñîîòâåòñòâèè ñ (14.14) òàê,

÷òîáû â îäèí ìîìåíò âðåìåíè îïåðàòîðû ïîëÿ ϕ̂(x, t) óäîâëåòâîðÿëè êîì-

ìóòàòîðàì (14.55). Íàéä¼ì êàê âûãëÿäÿò ýòè êîììóòàòîðû ïðè ðàçëè÷-

íûõ âðåìåíàõ. Îäíîòèïíûå êîììóòàòîðû ïî-ïðåæíåìó êîììóòèðóþò:

[ϕ̂x,t, ϕ̂y,τ ] = [ϕ̂+
x,t, ϕ̂

+
y,τ ] = 0. (14.57)

Äëÿ êîììóòàòîðà ïîëÿ è åãî ñîïðÿæåíèÿ, èìååì:

[ϕ̂x,t, ϕ̂
+
y,τ ] =

∫

e
ı
~
p (x−y)− ı

2~m p2 (t−τ) d3p

(2π~)3
= D(t− τ, x− y).

Ôóíêöèÿ D(t,x) ÿâëÿåòñÿ îáîáù¼ííîé �óíêöèåé, îòëè÷íîé ïðè t 6= 0 îò
�óíêöèè Äèðàêà. Âçÿâ ñðåäíåå îò êîììóòàòîðà ïî âàêóóìíîìó ñîñòîÿ-

íèþ |
〉
, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ýòà �óíêöèÿ èìååò ñìûñë àìïëèòóäû

âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà ÷àñòèöû èç òî÷êè y â òî÷êó x çà âðåìÿ t− τ :

D(t− t0, x− x0) =
〈
x, t|x0, t0

〉
=

(
m/2πı

t− t0

)3/2

exp

{
ım

2

(x− x0)
2

t− t0

}

.

Êâàäðàò å¼ ìîäóëÿ íå çàâèñèò îò ðàçíîñòè êîîðäèíàò x−x0, ÷òî ñâÿçàíî

ñ ïîëíîé íåîïðåäåë¼ííîñòüþ èìïóëüñà â ñîñòîÿíèè |x0

〉
, äîïóñêàþùèì â

íåðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé ìåõàíèêå è áåñêîíå÷íûå çíà÷åíèÿ èìïóëü-

ñà, à, ñëåäîâàòåëüíî, è ñêîðîñòè ÷àñòèöû.
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7 Ñâåðõòåêó÷åñòü

�àññìîòðèì â îáú¼ìå V → ∞ áîëüøå ÷èñëî áîçîíîâ N → ∞, êîí-

öåíòðàöèÿ n = N/V êîòîðûõ êîíå÷íà. Áóäåì èñïîëüçîâàòü äèñêðåòíîå

èìïóëüñíîå ïðåäñòàâëåíèå (ñòð. 225). Åñëè âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó áîçî-

íàìè íåò:

Ĥ =
∑

p

p2

2m
â+p âp ,

â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè ñ ìèíèìàëüíîé ýíåðãèåé:

|E0

〉
= a+N

0 |
〉

(14.58)

âñå èìïóëüñû ÷àñòèö è ñóììàðíàÿ ýíåðãèÿ ðàâíû íóëþ. Ïðè íàëè÷èå

âçàèìîäåéñòâèÿ, ãàìèëüòîíèàí èìååò âèä:

Ĥ =
∑

p

p2

2m
â+p âp +

1

2V

∑

p1,...,p4

Wp1−p4
δp1+p2,p3+p4

â+p1
â+p2

âp3
âp4

. (14.59)

Â ýòîì ñëó÷àå îïåðàòîð ÷èñëà ÷àñòèö ñ íóëåâûì èìïóëüñîì N̂0 = â+0 â0
íå êîììóòèðóåò ñ ïîëíûì ãàìèëüòîíèàíîì:

[N̂0, Ĥ ] 6= 0,

ïîýòîìó (14.58) íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì Ĥ . Òåì íå ìåíåå ïðè

äîñòàòî÷íî ñëàáîì âçàèìîäåéñòâèè, åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñðåä-

íåå ÷èñëî áîçîíîâ ñ íóëåâûì èìïóëüñîì N0 âåëèêî è ñðàâíèìî ñ îáùèì

÷èñëîì ÷àñòèö N . Âûäåëèì â ñóììàõ (14.59) íóëåâûå èìïóëüñû:

Ĥ =
′∑

p

p2

2m
â+p âp +

W0

2V
â+0 â

+
0 â0 â0 +

W0

2V

′∑

p

(â+0 â
+
p âp â0 + â+p â

+
0 â0 âp )

+
1

2V

′∑

p

Wp (â
+
0 â

+
0 âp â−p + â+p â

+
−p â0 â0 + â+0 â

+
p â0 âp + â+p â

+
0 âp â0 ) + ...,

ãäå øòðèõè íàä ñóììàìè îçíà÷àþò ïðîïóñê íóëåâûõ çíà÷åíèé èìïóëüñîâ

è ìíîãîòî÷èåì îáîçíà÷åíû ÷ëåíû â êîòîðûõ ïðèñóòñòâóåò òðè èëè ÷åòû-

ðå îïåðàòîðà ñ íåíóëåâûì èìïóëüñîì. Âòîðîå ñëàãàåìîå â Ĥ ïîëó÷àåòñÿ

êîãäà â ÷ëåíå âçàèìîäåéñòâèÿ âñå èìïóëüñû ðàâíû íóëþ. Òðè èìïóëüñà

íóëþ ðàâíû íå ìîãóò, òàê êàê ïðè ýòîì ñèìâîë Êðîíåêåðà ðàâåí íóëþ

ïðè îñòàâøåìñÿ íåíóëåâîì èìïóëüñå. Êîãäà ðàâíû íóëþ 2 èìïóëüñà âîç-

ìîæíî 6 âàðèàíòîâ. Ïåðâûå äâà: p1 = p4 = 0 è p2 = p3 = 0 çàïèñàíû

â ïåðâîé ñòðîêå (òðåòüå ñëàãàåìîå), îñòàëüíûå 4 � âî âòîðîé. Ïðè ýòîì

ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Wp ÿâëÿåòñÿ ÷¼òíîé �óíêöèåé: W−p = Wp.
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Ïóñòü N0 =
〈
E0|N̂0|E0

〉
� ýòî ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö ñ íóëåâûì èì-

ïóëüñîì â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè è ∆N = N − N0 ìàë ïî ñðàâíåíèþ ñ N .

Çàïèøåì ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ïî îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ

〈
â+0 â0

〉
= N0,

′∑

p

〈
â+p âp

〉
= N −N0 = ∆N.

Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî îïåðàòîð âp ìàë è èìååò

ïîðÿäîê

√
∆N . Îïåðàòîð â0 , íàîáîðîò, âåëèê (ïîðÿäêà

√
N0). Åãî ìîæíî

çàïèñàòü â âèäå

â0 =
√

N0 + Â0 ,

ãäå Â0 ìàëûé ïî ñðàâíåíèþ ñ

√
N0 îïåðàòîð è ó÷åñòü âêëàä îò Â0 ïî

òåîðèè âîçìóùåíèé. Ìû ðàññìîòðèì âåäóùåå ïðèáëèæåíèå, â êîòîðîì

â0 ìîæíî ñ÷èòàòü åäèíè÷íûìè îïåðàòîðàìè, óìíîæåííûìè íà

√
N0. Â

ýòîì ïðèáëèæåíèè âòîðîå è òðåòüå ñëàãàåìîå â âûðàæåíèè äëÿ Ĥ ðàâíû:

â+0 â
+
0 â0 â0 +2â+0 â0

′∑

p

â+p âp ≈ N2
0 +2N0 (N̂−N0) = N̂2−∆N̂2. (14.60)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â Ĥ èìååò ïîðÿäîê ∆N , à ñóììû âî âòîðîé ñòðî÷êå

èìåþò ïîðÿäîê ìàëîñòè N0∆N = N∆N−(∆N)2. Íå âûïèñàííûå ñóììû,
ïîìå÷åííûå ìíîãîòî÷èåì, ñ îäíèì íóëåâûì èìïóëüñîì èìåþò ïîðÿäîê√
N0(∆N)3/2, à áåç íåãî (∆N)2.

Ïðåíåáðåæ¼ì ÷ëåíàìè ïîðÿäêà (∆N/N)3/2 è âûøå. Â ðàìêàõ ýòîé òî÷-

íîñòè ìîæíî â (14.60) îòáðîñèòü (∆N)2, à â ñóììàõ âî âòîðîé ñòðî÷êå

Ĥ çàìåíèòü â20 íà N , à íå íà N0. Â ðåçóëüòàòå èìååì ñëåäóþùèé ãàìèëü-

òîíèàí:

Ĥ =
n2

2
V W0 +

′∑

p

εp â
+
p âp +

n

2

′∑

p

Wp (âp â−p + â+p â
+
−p, ) (14.61)

ãäå n = N/V � êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö è

εp =
p2

2m
+ nWp. (14.62)

Çàìåòèì, ÷òî ýòîò ãàìèëüòîíèàí êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðîì ÷àñòèö ñ

íóëåâûì èìïóëüñîì N̂0, ïîñêîëüêó âñå ñóììû îò îïåðàòîðîâ â0 íå çàâè-
ñÿò. Ñòåïåíü òî÷íîñòè èñïîëüçîâàííûõ ïðèáëèæåíèé ìû âûÿñíèì, êîãäà

íàéä¼ì îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ýòîãî ãàìèëüòîíèàíà è âû÷èñëèì â í¼ì çíà-

÷åíèå ∆N/N .
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×òîáû íàéòè ñïåêòð ãàìèëüòîíèàíà (14.61), åãî íåîáõîäèìî ïðèâåñòè

ê äèàãîíàëüíîìó âèäó

Ĥ = E0 +
′∑

p

Ep Â
+
p Âp (14.63)

ñ îïåðàòîðàìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè ïåðåñòàíîâî÷íûì ñîîòíîøåíèÿì:

[Âp , Âk ] = [Â+
p , Â

+
k ] = 0, [Âp , Â

+
k ] = δp,k. (14.64)

Òîãäà Â+
p áóäóò èìåòü ñìûñë îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ ÷àñòèö ñ ýíåðãèåé

Ep , à êîíñòàíòà E0 ðàâíÿåòñÿ ýíåðãèè âàêóóìà (êîãäà ýòèõ ÷àñòèö íåò).

Òàê êàê Â+
p íå ðàâíÿþòñÿ â+p , òî ïîäîáíûå ÷àñòèöû îòëè÷íû îò èñõîäíûõ

áîçîíîâ è ìû áóäåì íàçûâàòü èõ �êâàçè÷àñòèöàìè�.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è çàïèøåì ëèíåéíóþ ñâÿçü ìåæäó

ñòàðûìè è íîâûìè îïåðàòîðàìè:

Âp = âp ch βp + â+−p sh βp, (14.65)

ãäå βp íåêîòîðàÿ �óíêöèè èìïóëüñà, êîòîðóþ áóäåì ñ÷èòàòü ÷¼òíîé:

βp = β−p, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü (14.64). Íåñëîæíî òàêæå íàïèñàòü îá-

ðàòíîå ê (14.65) ïðåîáðàçîâàíèå:

âp = Âp ch βp − Â+
−p sh βp. (14.66)

Ñîîòíîøåíèÿ (14.65), (14.66) íàçûâàþò êàíîíè÷åñêèì ïðåîáðàçîâàíèåì

Áîãîëþáîâà, òàê êàê äàííóþ ìîäåëü ðàçðàáîòàë Í.Í. Áîãîëþáîâ â 1946

ã.

Çàïèøåì òåïåðü ïðîèçâåäåíèå, âõîäÿùåå â (14.63):

Â+
p Âp = â+p âp ch2 βp + â−pâ

+
−p sh2 βp + (âp â−p + â+p â

+
−p) sh βp ch βp.

Áóäåì ñ÷èòàòü �óíêöèþ Ep ÷¼òíîé, ïîýòîìó ïðè ñóììèðîâàíèè ïî p

÷ëåí Epâ−pâ
+
−p ìîæíî çàìåíèòü íà Epâp â

+
p . Â ðåçóëüòàòå èìååì:

Ĥ = E0+

′∑

p

Ep

{ch(2βp)− 1

2
+ â+p âp ch(2βp)+

1

2
(âp â−p+â

+
p â

+
−p) sh(2βp)

}

,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî 2 sh2 β = ch(2β) − 1, ch2 β + sh2 β = ch(2β) è ò.ä. Åñëè

ïîëîæèòü:

Ep ch(2βp) = εp, Ep sh(2βp) = nWp (14.67)

è

E0 =
n2

2
VW0 −

1

2

′∑

p

(εp − Ep), (14.68)

òî ãàìèëüòîíèàíû (14.63), (14.61) áóäóò ñîâïàäàòü.
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Ïóñòü íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ áîçîíû ïðèòÿãèâàþòñÿ, à íà ìàëûõ

îòòàëêèâàþòñÿ òàê, ÷òî (ñì. ñòð. 224, ??)

W0 = (2π~)3W (p = 0) =

∫

W (x) d3x = 4π

∞∫

0

W (r) r2 dr > 0.

Âîçâîäÿ â êâàäðàò è âû÷èòàÿ ñîîòíîøåíèÿ (14.67), ïîëó÷àåì:

Ep =
p2

2m

√

1 + 4
p20
p2
, p0 =

√

ρW0. (14.69)

ãäå ρ = mN/V = nm � ïëîòíîñòü áîçîíîâ. Ïðè ìàëûõ p ýíåðãèÿ êâà-

çè÷àñòèö èìååò �îíîííûé ñïåêòð ñî ñêîðîñòüþ çâóêà p0/m (ñì. ñòð.137):

Ep ≈ p0
m

|p|+ ...

Íàéä¼ì óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè òåîðèè. Ïðîèçâåäåíèå â+p âp èìååò òà-

êóþ æå ñòðóêòóðó, êàê è Â+
p Âp ñ òî÷íîñòüþ ñìåíû çíàêà ó βp, ïîýòîìó:

N̂ − N̂0 =
1

2

′∑

p

εp − Ep

Ep

+
′∑

p

εp
Ep

Â+
p Âp − n

2

′∑

p

Wp

Ep

(Âp Â−p + Â+
p Â

+
−p).

Ñðåäíåå N̂ − N̂0 ïî âàêóóìó êâàçè÷àñòèö îïðåäåëÿåòñÿ ïåðâîé ñóììîé,

êîòîðóþ âû÷èñëèì â ïðåäåëå V → ∞, ïåðåõîäÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ â

ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ è äåëàÿ çàìåíó p = zp0:

∆N

N
=

4π

2N

V

(2π~)3
p30 I =

p30
~3n

I

4π2
,

ãäå èíòåãðàë I è îáåçðàçìåðåí ââåäåíèåì �óíêöèè w(p) =Wp/W0:

I =

∞∫

0

dz z2
1 + 2w(zp0)/z

2 −
√

1 + 4w(zp0)/z2
√

1 + 4w(zp0)/z2
.

Íàïðèìåð, åñëè w(p) = 1, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò òî÷å÷îìó îòòàëêèâàíèþ

÷àñòèö W (x) =W0 δ(x), èíòåãðàë ðàâåí I ≈ 4/3. Â ýòîì ñëó÷àå èñïîëü-

çîâàííîå ïðèáëèæåíèå áóäåò ñïðàâåäëèâî, åñëè

∆N

N
=

1

3π2
p30
~3n

≪ 1,

÷òî âûïîëíÿåòñÿ ïðè ìàëî
òè áåçðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà p0/(~n
1/3).
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Ïóñòü áîçîíû ÿâëÿþòñÿ àòîìàìè ãåëèÿ

4
He ïðè íèçêîé òåìïåðàòóðå

T < 4.215K, êîãäà îí ñòàíîâèòñÿ æèäêèì. Äëÿ íåãî ñêîðîñòü çâóêà,

ïëîòíîñòü è ìàññà àòîìà ðàâíû:

v0 =
p0
m

= 20
ì

ñ

, ρ ∼ 130
êã

ì

3
, m = 4mp = 4 · 1.67 10−27

êã.

Ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ çíà÷åíèå ïîñòîÿííîé Ïëàíêà ~ = 1.055 · 10−34
Äæ·ñ,

ïîëó÷àåì:

p0
~n1/3

=
v0m

4/3

~ ρ1/3
≈ 0.47.

Êóá ýòîé âåëè÷èíû, äåë¼ííûé íà 3π2 (äëÿ òî÷å÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ)

ðàâåí 0.004. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå ìåíåå ïîëó ïðîöåíòà ÷àñòèö

èìåþò íå íóëåâûå èìïóëüñû. Âïðî÷åì, êîíêðåòíûé ÷èñëîâîé êîý��è-

öèåíò, îïðåäåëÿþùèé ∆N/N ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ÿâíîãî âèäà ïî-

òåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèÿ. Çàìåòèì, ÷òî â æèäêîì ãåëèè ñóùåñòâóåò äâå

ñêîðîñòè çâóêà. Ïðèâåäåííàÿ âûøå � òàê íàçûâàåìàÿ âòîðàÿ ñêîðîñòü

ñâÿçàíà ñî ñïåêòðîì êâàçè÷àñòèö. Îáû÷íàÿ ñêîðîñòü çâóêà, îïðåäåëÿå-

ìàÿ �îíîíàìè èñõîäíûõ àòîìîâ ãåëèÿ â 10 ðàç áîëüøå è ðàâíà 250 ì/
.

Êîíöåíòðàöèÿ àòîìîâ ãåëèÿ ðàâíàÿ n = ρ/m = 1/V , îïðåäåëÿåò õà-

ðàêòåðíûé îáú¼ì V = 4πR3/3, çàíèìàåìûé îäíèì àòîìîì. Â ñâîþ î÷å-

ðåäü, êóáè÷åñêèé êîðåíü èç êîíöåíòðàöèè ïðîïîðöèîíàëåí ðàäèóñó ñ�å-

ðû, ïðèõîäÿùåéñÿ íà àòîì:

R ∼
(
3m

4πρ

)1/3

≈ 2.2 · 10−10
ì,

òîãäà êàê òèïè÷íûé �ðàäèóñ� àòîìà ãåëèÿ â 10 ðàç ìåíüøå è ñîñòàâëÿåò

ïîðÿäêà 0.3 · 10−10
ì.
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Çàïèøåì òåïåðü ïëîòíîñòü ýíåðãèè âàêóóìà êâàçè÷àñòèö (14.68) ïðè

V → ∞:

E0

V
=
n2

2
W0 −

1

2

∫
p2

2m

{

1 +
2ρWp

p2
−
√

1 +
4ρWp

p2

}

d3p

(2π~)3
.

Ïðè áîëüøèõ p ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ñòðåìèòüñÿ ê (ρ2/m)W 2
p/p

2
.

×òîáû òàêîé èíòåãðàë ñõîäèëñÿ, Wp äîëæíî óáûâàòü ïðè áîëüøèõ èì-

ïóëüñàõ áûñòðåå ÷åì |p|−1/2
.

�àññìîòðèì ìîäåëüíûé ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó áîçîíàìè:

W (r) =
W0

4πr20

(
1 + 2α

r
− α

r0

)

e−r/r0

Êîíñòàíòû âûáðàíû òàê, ÷òîáû �óðüå-îáðàç ïîòåíöèàëà â íóëå áûë ïî-

ëîæèòåëåí, íåçàâèñèìî îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà α:

Wp = W0

1 + (1 + α)(pr0/~)
2

{
1 + (pr0/~)2

}2 .

Îïåðàòîð ñóììàðíîãî èìïóëüñà ñèñòåìû â ñòàðûõ è íîâûõ îïåðàòîðàõ

ñîâïàäàåò:

P̂ =

′∑

p

p â+p âp =

′∑

p

p Â+
p Âp ,

ãäå ñóììà îò p sh2 βp ðàâíà íóëþ â ñèëó àíòèñèììåòðèè âûðàæåíèÿ.
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×àñòü V

Ñïåöèàëüíûå âîïðîñû
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�ëàâà 15

Ìåòîä �àêòîðèçàöèè

Èñïîëüçîâàíèå îïåðàòîðîâ ïîâûøåíèÿ è ïîíèæåíèÿ â+, â äëÿ ïîñòîðå-
íèÿ ñïåêòðà ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà (ãëàâà 2), ýòî äîñòàòî÷íî óíè-

âåðñàëüíûé ìåòîä. Åãî ìîæíî îáîáùèòü è ïîõîæèì îáðàçîì íàõîäèòü

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è âåêòîðû ñàìûõ ðàçëè÷íûõ îïåðàòîðîâ [6℄. Ñíà-

÷àëà áóäåò ðàññìîòðåíà èäåÿ ìåòîäà, êîòîðàÿ çàòåì èëëþñòðèðóåòñÿ íà

íåñêîëüêèõ ïðèìåðàõ.

Êâàíòîâàÿ òåîðèÿ ïîëÿ

Ñåðãåé Ñ. Ñòåïàíîâ

Ýòà êíèãà íàõîäèòñÿ â ïðîöåññå ñîçäàíèÿ. Å¼ ïîñëåäíÿÿ âåðñèÿ

è äðóãèå ìàòåðèàëû íàõîäÿòñÿ íà ñàéòå: http://synset.
om.

Çàìå÷åííûå îøèáêè è âîïðîñû ïðîñüáà ïðèñûëàòü ïî àäðåñó:

steps137, çàòåì ñîáà÷êà è gmail.
om.

(ñ) 2015. Ïå÷àòü: 2 èþëÿ 2017 ã.
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1 Ïîñòðîåíèå ñïåêòðà îïåðàòîðà

Íàéä¼ì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýðìèòîâîãî îïåðàòîðà Ĥ = Ĥ0, ïðåä-

ñòàâèâ åãî â �îðìå

Ĥ0 = Â+
0 Â0 + E0, (15.1)

ãäå E0 � íåêîòîðîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Åñëè ïîäîáíîå ïðåäñòàâëåíèå

íåîäíîçíà÷íî, âûáåðåì òàêîå, ïðè êîòîðîì E0 íàèáîëüøåå. Çàòåì ïîñòðî-

èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàòîðîâ Ân è Ĥn:

Ĥn = Â+
n Ân + En = Ân−1Â

+
n−1 + En−1, (15.2)

òàê, ÷òî ÷èñëà En ìàêñèìàëüíûå è En > En−1. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü

âûïîëíåíèå �ïåðåñòàíîâî÷íûõ� ñîîòíîøåíèé (⋖H47):

Ĥn Ân−1 = Ân−1Ĥn−1, Â+
n Ĥn+1 = Ĥn Â

+
n . (15.3)

Ïîñòðîèì òåïåðü ñîñòîÿíèÿ

Ân |ϕn−1〉 = |ϕn〉 = Ân...Â1Â0 |E〉, (15.4)

ãäå |E〉 � ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðà Ĥ = Ĥ0. Òàê êàê íîðìà ëþáîãî

âåêòîðà íåîòðèöàòåëüíà, èç (15.1) ñëåäóåò:

〈ϕ0|ϕ0〉 = 〈E|Â+
0 Â0 |E〉 = 〈E|(Ĥ0 − E0)|E〉 = E − E0 > 0. (15.5)

Äàëåå, ïîëüçóÿñü ïåðâûì ñîîòíîøåíèåì (15.3), çàïèøåì:

Â+
0 Â

+
1 Â1 Â0 = Â+

0 (Ĥ1 − E1 )Â0 = Â+
0 Â0 (Ĥ0 − E1 ).

Óñðåäíåíèå ïî |E〉 äà¼ò:

〈ϕ1|ϕ1〉 = 〈ϕ0|ϕ0〉 (E − E1) = (E − E0)(E − E1) > 0. (15.6)

Àíàëîãè÷íî ïîñòóïàåì äëÿ |ϕn〉:

〈E| Â+
0 ...Â

+
n Ân ...Â0 |E〉 = 〈E| Â+

0 ...Â
+
n−1(Ĥn − En)Ân−1...Â0 |E〉.

Áóäåì ïåðåíîñèòü Ĥn − En âïðàâî ê |E〉. Ïðè ïåðåñòàíîâêå ñ êàæäûì

Âk−1, èíäåêñ Ĥk ïîíèæàåòñÿ íà åäèíèöó (15.3), ïîêà íå ñòàíåò íóëåâûì:

〈ϕn|ϕn〉 = (E − En) 〈ϕn−1|ϕn−1〉 = (E − E0)(E − E1)...(E − En) > 0,

ãäå ñíîâà ó÷òåíà íåîòðèöàòåëüíîñòü íîðìû ñîñòîÿíèÿ |ϕn〉.
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Òàê êàê ýòî ñîîòíîøåíèå ñïðàâåäëèâî ïðè ëþáîì n è E0 < E1 < ...,

òî ëèáî E > En, ëèáî E ðàâíî îäíîìó èç En. Åñëè ñïåêòð íåîãðàíè÷åí

ñâåðõó (En → ∞ ïðè n → ∞), òî âñåãäà ìîæíî âûáðàòü ñêîëü óãîäíî

áîëüøîå n, ïîýòîìó ñïðàâåäëèâ âòîðîé âûâîä: E = En, ò.å. ÷èñëà En

ïðîáåãàþò âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ Ĥ. Åñëè æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü En

îãðàíè÷åíà è ñòðåìèòñÿ ê íåêîòîðîìó Emax, òî E èëè ñîâïàäàåò ñ îäíèì

èç En, èëè ïðèíèìàåò ëþáîå íåïðåðûâíîå çíà÷åíèå E > Emax.

Ïîñòðîèì ñîáñòâåííûå âåêòîðû |En〉 îïåðàòîðà Ĥ , ñîîòâåòñòâóþùèå

ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì En. Ïóñòü E = E0. Òîãäà èç (15.5) ñëåäóåò, ÷òî

|ϕ0〉 = 0 è (15.4) äà¼ò óðàâíåíèå èç êîòîðîãî íàõîäèòñÿ âåêòîð îñíîâíîãî
ñîñòîÿíèÿ äëÿ (15.1):

Â0 |E0〉 = 0, Ĥ |E0〉 = E0 |E0〉. (15.7)

Åñëè ïîëîæèòü E = E1, òî èç (15.6) ñëåäóåò |ϕ1〉 = 0, ïîýòîìó èç (15.6):

Â1 |ϕ0〉 = 0. (15.8)

�åøèâ ýòî óðàâíåíèå, ìîæíî ïîñòðîèòü ïåðâîå âîçáóæä¼ííîå ñîñòîÿíèå:

|E1〉 = Â+
0 |ϕ0〉. (15.9)

Äåéñòâèòåëüíî, äîêàæåì, ÷òî äëÿ íåãî âûïîëíÿåòñÿ Ĥ |E1〉 = E1 |E1〉:

Ĥ |E1〉 = Ĥ0 Â
+
0 |ϕ0〉 = Â+

0 Ĥ1 |ϕ0〉 = Â+
0 (Â

+
1 Â1 + E1) |ϕ0〉 = E1 Â

+
0 |ϕ0〉,

ãäå ñíà÷àëà ïåðåñòàâëåíû îïåðàòîðû ïðè ïîìîùè (15.3), à çàòåì ó÷òåíî

(15.8). Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ E = En âåêòîð |ϕn〉 = 0 è åñëè íàéäåíî

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

Ân |ϕn−1〉 = 0, (15.10)

òî âåêòîð n-òîãî âîçáóæä¼ííîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâåí:

|En〉 = Â+
0 ...Â

+
n−1 |ϕn−1〉. (15.11)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà, íåîáõîäèìî ïîäåéñòâîâàòü íà ýòîò âåêòîð îïåðàòî-

ðîì Ĥ = Ĥ0 è n ðàç ïåðåíåñòè åãî ÷åðåç Â0,..., Ân−1, ïîêà íå ïîëó÷èòñÿ

Ĥn = Â+
n Ân + En. Â ñèëó (15.10), ðåçóëüòàò áóäåò ðàâåí En |En〉.

Â îáùåì ñëó÷àå âåêòîðû |En〉, ïîëó÷àåìûå èç (15.11), ìîãóò èìåòü

ïðîèçâîëüíóþ íîðìó, êîòîðóþ, êàê îáû÷íî, ìîæíî ñäåëàòü åäèíè÷íîé.

Ìåòîä �àêòîðèçàöèè ïðèìåíèì êàê â îäíîìåðíîì, òàê è â ìíîãîìåð-

íîì ñëó÷àÿõ. Ïðè ýòîì Ĥ íå îáÿçàòåëüíî äîëæåí áûòü ãàìèëüòîíèàíîì

è òàêèì îáðàçîì èíîãäà óäà¼òñÿ íàéòè äèñêðåòíûé ñïåêòð ðàçëè÷íûõ

ýðìèòîâûõ îïåðàòîðîâ.
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2 Ïîòåíöèàë Ìîðçå

Ïðèâåä¼ì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ïîòåíöèàëîâ, äîïóñêàþùèõ òî÷íûå ðå-

øåíèÿ. Â îäíîìåðíîì ñòàöèîíàðíîì óðàâíåíèè Øð¼äèíãåðà

~2

2m
Ψ′′(x) =

(
U(x)− E

)
Ψ(x)

âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü çàìåíó x 7→ x x0, ÷òîáû ïîòåíöèàë è ýíåðãèÿ ñòà-

ëè áåçðàçìåðíûìè. Ïîýòîìó äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî êîîðäèíàòà èçìåðÿåòñÿ â

åäèíèöàõ ïðîèçâîëüíîé êîíñòàíòû x0 ðàçìåðíîñòè äëèíû. Äëÿ å¼ âîññòà-
íîâëåíèÿ íåîáõîäèìî ñäåëàòü îáðàòíóþ çàìåíó x 7→ x/x0, à ïîòåíöèàë

U è ýíåðãèþ En óìíîæèòü íà 2mx20/~
2
. Òàêèì îáðàçîì, íå îãðàíè÷èâàÿ

îáùíîñòè, áóäåì èñêàòü ñïåêòð ãàìèëüòîíèàíà:

Ĥ = p̂2 + U(x̂). (15.12)

Ìåòîä �àêòîðèçàöèè ìîæíî ïðèìåíÿòü ïðÿìî � óãàäûâàÿ ïî äàííîìó

ïîòåíöèàëó U(x) îïåðàòîðû Ân. Îäíàêî, ìîæíî ïîñòóïàòü îáðàòíûì îá-

ðàçîì � âçÿâ íåêîòðóþ ñèòåìó îïåðàòîðîâ Ân, óäîâëåòâîðÿþùèõ (15.2),

âûÿñíèòü ê êàêîìó ïîòåíöèàëó îíè ïðèâîäÿò. �àññìîòðèì â êà÷åñòâå

ïðèìåðà îïåðàòîðû:

Ân = an − b e−x + ı p̂, (15.13)

ãäå an, b � íåêòîðûå äåéñòâèòåëüíûå êîíñòàíòû. Íàéä¼ì:

Â+
n Ân =

(
an − b e−x− ı p̂

)(
an − b e−x + ı p̂

)
= p̂2+

(
an − b e−x

)2
+ ıb [p̂, e−x].

Àíàëîãè÷íîå âûðàæåíèå ñî çíàêîì ìèíóñ â ïîñëåäíåì ñëàãàåìîì ïîëó-

÷àåòñÿ äëÿ Ân Â
+
n . Âû÷èñëèì êîììóòàòîð è âûÿñíèì êîãäà ìîæíî óäî-

âëåòâîðèòü ñîîòíîøåíèþ (15.2):

(
an − b e−x

)2 − b e−x + En =
(
an−1 − b e−x

)2
+ b e−x + En−1.

Âîçâîäÿ â êâàäðàò è ïðèðàâíèâàÿ êîý��èöåíòû ïðè ñëàãàåìûõ ïðîïîð-

öèîíàëüíûõ e−x
è íå çàâèñÿùèõ îò x, ïîëó÷àåì:

an = an−1 − 1, En + a2n = En−1 + a2n−1. (15.14)

Ïðè n = 0 ïðîèçâåäåíèå Â+
0 Â0 (15.1) äîëæíî äàòü ãàìèëüòîíèàí (15.12),

÷òî ïðèâîäèò ê

U(x) = b2 e−2x − 2 b
(

a+
1

2

)

e−x, E0 = −a2. (15.15)

Ýòîò ïîòåíöèàë íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëîì Ìîðçå. Îñòàëîñü çàïèñàòü åãî

ñïåêòð.
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Ïåðâîå ðåêóðåíòíîå ñîîòíîøåíèå (15.14) èìååò ðåøåíèå: an = a − n,
ãäå n = 0, 1, ... è a ≡ a0. Âòîðîå èìååò âèä Qn = Qn−1 = Qn−2 = ... = Q0,

ïîýòîìó En + a2n = E0 + a20, ÷òî ýêâèâàëåíòíî:

En = −
(
a− n

)2
. (15.16)

Ìèíèìóì ïîòåíöèàëà Umin = −(a + 1/2)2 â xmin = − ln
(
[a + 1/2]/b

)

ñóùåñòâóåò, åñëè (2a + 1) b > 0. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ñäâèíóòü

íà÷àëî êîîðäèíàò â òî÷êó ìèíèìóìà x 7→ x+ xmin:

U(x) =
(

a+
1

2

)2 [

e−2x − 2e−x
]

, (15.17)

ò.å. ïîëîæèòü b = a+1/2. Ïðè x→ ∞ èìååì U(x) → 0, ïîýòîìó ñâÿçàí-

íûå ñîñòîÿíèÿ èìåþò îòðèöàòåëüíûå ýíåðãèè En < 0. Ïðè a = n ýíåðãèÿ
ðàâíà íóëþ, ïîýòîìó íà êâàíòîâîå ÷èñëî n åñòü îãðàíè÷åíèå:

n < a, (15.18)

ò.å. â ïîòåíöèàëå Ìîðçå ìîæåò áûòü òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ñâÿçàííûõ

ñîñòîÿíèé.

Íàéä¼ì âîëíîâóþ �óíêöèþ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ. Óðàâíåíèå (15.10)

Ân |ϕn−1〉 = 0, â êîîðäèíàòíîì áàçèñå èìååò âèä (b = a+ 1/2):
[

a− n− b e−x
]

ϕn−1(x) + ϕ′
n−1(x) = 0.

Íåñëîæíîå èíòåãðèðîâàíèå äà¼ò:

ϕn−1(x) = C exp
{

−
(
a− n

)
x− b e−x

}

,

ãäå C � êîíñòàíòà. Ïðè n = 0 ýòî �óíêöèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ:

Ψ0(x) = 〈x|E0〉 = C exp
{

− a x− b e−x
}

. (15.19)

Ôóíêöèÿ ïåðâîãî âîçáóæä¼ííîãî ñîñòîÿíèÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ

(15.11):

Ψ1(x) = Â+
0 ϕ0(x) =

[

a− b e−x − d

dx

]

ϕ0(x) = 2 (a− b e−x) Ψ0(x).

Àíàëîãè÷íî íàõîäÿòñÿ âîëíîâûå �óíêöèè ñëåäóþùèõ âîçáóæä¼ííûõ ñî-

ñòîÿíèé.
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3 �èïåðáîëè÷åñêèé ïîòåíöèàë

• Â êà÷åñòâå åù¼ îäíîãî ïðèìåðà âîçüì¼ì îïåðàòîðû:

Ân = an th(x) + bn + ı p̂, (15.20)

ãäå an, bn � äåéñòâèòåëüíûå êîíñòàíòû è th � ãèïåðáîëè÷åñêèé òàíãåíñ.

Çàïèøåì:

Â+
n Ân =

(
an th(x) + bn − ı p̂

) (
an th(x) + bn + ı p̂

)
,

ïåðåìíîæèì ñêîáêè:

Â+
n Ân = p̂2 + a2n th2(x) + 2anbn th(x) + b2n + ı an [th(x), p̂]

è âû÷èñëèì êîììóòàòîð (~ = 1):

Â+
n Ân = p̂2 + a2n + b2n + 2anbn th(x)− an (an + 1)

ch2(x)
.

Ýòî æå âûðàæåíèå ïîëó÷àåòñÿ äëÿ Ân Â
+
n , íî ñ ìíîæèòåëåì an (an− 1) â

ïîñëåäíåì ñëàãàåìîì. Ïðè n = 0, â ñîîòâåòñòâèè ñ (15.1), ñëåäóåò ãàìèëü-

òîíèàí Ĥ = p̂2 + U(x), 
 ïîòåíöèàëîì è ýíåðãèåé îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ:

U(x) = 2 ab th(x)− a (a+ 1)

ch2(x)
, (15.21)

ãäå b = b0, a = a0 è E0 = −a20 − b20. Ñîîòíîøåíèå (15.2) ïðèâîäèò ê:

En + a2n + b2n − En−1 − a2n−1 − b2n−1 =

−2 (anbn − an−1bn−1) th(x) +
(an + an−1)(an − an−1 + 1)

ch2(x)
.

Ëåâàÿ ÷àñòü íå çàâèñèò îò x, ïîýòîìó ïðàâàÿ ÷àñòü äîëæíà ðàâíÿòüñÿ

íóëþ, äëÿ ÷åãî íåîáõîäèìî ïîëîæèòü:

anbn = an−1bn−1, an = an−1 − 1.

Ïåðâîå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå âûïîëíÿåòñÿ ïðè ëþáîì n, ïîýòîìó

anbn = a0b0. Âòîðîå, ïðèâîäèò ê an = a0 − n. Àíàëîãè÷íî:

En + a2n + b2n = E0 + a20 + b20,

îòêóäà ïîëó÷àþòñÿ ýíåðãèè:

En = −(a− n)2 − (ab)2

(a− n)2
, (15.22)

ãäå n = 0, 1, ... � íîìåð ñâÿçàííîãî ñîñòîÿíèÿ.
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⊲Íàðèñóåì ïîëó÷èâøèéñÿ ïîòåíöèàë (15.31). Ïóñòü a > 0. Åñëè b = 0,
îí ñèììåòðè÷åí ïðè x 7→ −x. Èçìåíåíèå çíàêà A ïåðåâîðà÷èâàåò åãî

âîêðóã ìèíèìóìà. Ïðè ýòîì V (±∞) = ±2ab:

Ìèíèìóì ñóùåñòâóåò ïðè b < a + 1 (ñ÷èòàåì äàëåå a, b > 0) è â òî÷êå

x0 = − ath(b/(a+ 1)) ðàâåí Vmin = −a(a+ 1)− b2a/(a+ 1).

Ýíåðãèè ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé E0 âñåãäà ìåíüøå V (−∞) = −2ab. Ïî-

ýòîìó èç (15.22) ñëåäóåò îãðàíè÷åíèå íà êâàíòîâîå ÷èñëî n (ïîëàãàåì

En = −2ab):

n < a−
√
ab. (15.23)

Âîëíîâóþ �óíêöèþ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ Ψ0(x) = 〈x|E0〉 íàéä¼ì, ðå-
øàÿ â êîîðäèíàòíîì áàçèñå óðàâíåíèå:

Â0Ψ0(x) =
(

a th(x) + b+
d

dx

)

Ψ0(x) = 0,

îòêóäà, ñ òî÷íîñòüþ äî íîðìèðîâî÷íîãî ìíîæèòåëÿ:

Ψ0(x) =
e−b x

cha(x)
. (15.24)

Ïðè x → −∞ âîëíîâàÿ �óíêöèÿ Ψ0(x) → e−(a−b)|x|
óáûâàåò òîëüêî ïðè

b < a, ÷òî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ñâÿçàííîãî ñîñòîÿíèÿ. Òà-

êîå æå ðåøåíèå, íî ñ a 7→ a1 = a − 1 è b 7→ b1 = ab/(a − 1) èìååò
óðàâíåíèå Â1ϕ(x) = 0, ïîýòîìó ïåðâîå âîçáóæä¼ííîå ñîñòîÿíèå îïèñû-

âàåòñÿ âîëíîâîé �óíêöèåé:

Ψ1(x) ∼ Â+
0 ϕ0(x) ∼

[

(2a− 1) th(x) +
2ab− 1

a− 1

] e−abx/(a−1)

cha−1(x)
.

Ïðè áîëüøèõ x, Ψ1(x) ∼ exp{−((a− 1)2 +A) x/(a− 1)} è ýòî ñîñòîÿíèå
âîçìîæíî òîëüêî ïðè 1 < a. Àíàëîãè÷íî, ïî àëãîðèòìó (15.10), (15.11)

íàõîäèòñÿ �óíêöèÿ âòîðîãî âîçáóæä¼ííîãî ñîñòîÿíèÿ è ò.ä.
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4 Òðåõìåðíûå çàäà÷è

⊲ �àññìîòðèì òð¼õìåðíûé ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð (ñòð. 110) ñ ãà-

ìèëüòîíèàíîì:

Ĥ =
p̂2r
2µ

+
~2 l(l + 1)

2µ r2
+
µω2

2
r2. (15.25)

Ñäåëàåì ïðåîáðàçîâàíèå r 7→ r r0, p̂r 7→ ~ p̂r/r0, ãäå r0 =
√

~/µω � êîí-

ñòàíòà ðàçìåðíîñòè äëèíû (ñòð. 62) è íîâûå �áåçðàçìåðíûå� îïåðàòîðû

êîîðäèíàòû è èìïóëüñà êîììóòèðóþò ñëåäóþùèì îáðàçîì: [r, p̂r] = ı. Â

ðåçóëüòàòå òàêèõ çàìåí ãàìèëüòîíèàí ïðèíèìàåò âèä:

Ĥ =
~ω

2
ĥ, ĥ = p̂2r +

l(l + 1)

r2
+ r2.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñïåêòðà ĥ, ââåä¼ì îïåðàòîðû:

Ân =
αn

r
+ r + ıp̂r (15.26)

è âû÷èñëèì (⋖H48) èõ ïðîèçâåäåíèÿ:

Â+
n Ân = p̂2r+

α2
n + αn

r2
+r2+2αn−1, Ân Â

+
n = p̂2r+

α2
n − αn

r2
+r2+2αn+1.

Ïðè n = 0 êîìáèíàöèÿ Â+
0 Â0 + h0 äîëæíà äàòü ãàìèëüòîíèàí:

α2
0 + α0 = l(l + 1), h0 = 1− 2α0.

Èç äâóõ ðåøåíèé êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ α0: l è −l − 1, âûáèðàåì
âòîðîå ðåøåíèå, êîòîðîå äà¼ò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå äëÿ h0 = 2l + 3.

Ïîäñòàâëÿÿ ïðîèçâåäåíèÿ îïåðàòîðîâ Â+
n è Ân â ñîîòíîøåíèå (15.2):

ĥn = Â+
n Ân + hn = Ân−1Â

+
n−1 + hn−1, ïîëó÷àåì:

α2
n + αn = α2

n−1 − αn−1, hn = hn−1 + 2 (αn−1 − αn + 1).

Êîðåíü ïåðâîãî óðàâíåíèÿ äëÿ êîòîðîãî hn > hn−1 ïðè ëþáîì n, ðàâåí:
αn = αn−1− 1 èëè αn = α0−n è hn = hn−1+4 = h0+4n, ãäå n = 0, 1, 2...

Òàêèì îáðàçîì, ýíåðãèè ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé (n 7→ nr):

Enr, l =
~ω

2

(
4nr + 2l + 3

)
, nr, l = 0, 1, 2... (15.27)

îïðåäåëÿþòñÿ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè êâàíòîâûìè ÷èñëàìè nr, l, êîòîðûå
ñâÿçàíû ñ n (5.21): n = 2nr + l. Â êà÷åñòâå óïðàæåíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ

íàéòè âîëíîâûå �óíêöèè îñöèëÿòîðà (⋖H49).
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• Åù¼ îäíèì âàæíûì òî÷íî ðåøàåìûì ñëó÷àåì ÿâëÿåòñÿ êóëîíîâñêèé

ïîòåíöèàë (àòîì âîäîðîäà, ñòð. 114):

Ĥ = EB ĥ, ĥ = p̂ 2
r +

l(l + 1)

r2
− 2

r
, (15.28)

ãäå ðàññòîÿíèÿ èçìåðÿþòñÿ â áîðîâñêèõ ðàäèóñàõ rB = ~2/µα, à ýíåðãèÿ
E â åäèíèöàõ EB = α/ rB. Âûáðàâ

Ân = bn −
an
r

+ ı p̂r,

èìååì:

Â+
n Ân = p̂2r +

a2n − an
r2

− 2anbn
r

+ b2n.

Ïðîèçâåäåíèå Ân Â
+
n îòëè÷àåòñÿ âî âòîðîì ñëàãàåìîì a2n− an 7→ a2n+ an.

�àìèëüòîíèàí (15.28) ðàâåí Â+
0 Â0 + h0, ïîýòîìó:

a0 = l + 1, b0 =
1

l + 1
, h0 = − 1

(l + 1)2
,

ãäå âûáèðàåòñÿ òàêîå a0, ïðè êîòîðîì h0 ìàêñèìàëüíî. Èç ñîîòíîøåíèÿ
(15.2): ĥn = Â+

n Ân + hn = Ân−1Â
+
n−1 + hn−1, ïîëó÷àåì ñâÿçè:

a2n − an = a2n−1 + an−1, anbn = an−1bn−1, hn = hn−1 + b2n−1 − b2n.

Óðîâíè ýíåðãèè äîëæíû óâåëè÷èâàòüñÿ: b2n−1 > b2n. Ïîýòîìó èç äâóõ êîð-
íåé an = an−1 + 1 è an = −an−1 âûáðàåì ïåðâûé. Âòîðîå ñîîòíîøåíèå

âûïîëíÿåòñÿ ïðè ëþáîì n, ñëåäîâàòåëüíî anbn = a0b0 = 1:

an = an−1 + 1 = a0 + n = n+ l + 1, bn =
1

n+ l + 1
.

Àíàëîãè÷íî hn + b2n = h0 + b20 = 0, ïîýòîìó hn = −b2n. Ïðè ïîñòðîåíèè

ñîáñòâåííûõ âîëíîâûõ �óíêöèé, ðåøàþòñÿ óðàâíåíèÿ (ñòð. 249):

Ânϕn−1 =
( 1

l + n+ 1
− l + n

r
+

d

dr

)

ϕn−1 = 0.

Ïðè n = 0 îíî äà¼ò ðàäèàëüíóþ �óíêöèþ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ:

R0l(r) =
( 2

l + 1

)l+3/2 1
√

Γ(2l + 3)
rl e−r/(l+1)

(15.29)

Àíàëîãè÷íî ñòðîÿòñÿ âîëíîâûå �óíêöèè âîçáóæä¼ííûõ (ïî ÷èñëó íóëåé)

ñîñòîÿíèé.
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5 Êëàññ òî÷íî ðåøàåìûõ çàäà÷

Íàéä¼ì ïðè ïîìîùè ìåòîäà �àêòîðèçàöèè êëàññ òî÷íî ðåøàåìûõ çà-

äà÷ ñ ãàìèëüòîíèàíîì Ĥ = p̂2+V (x) (ñèñòåìà åäèíèö ~ = 1 è m = 1/2).

Ïóñòü:

Ân = fn(x) + ı p̂, (15.30)

ãäå fn(x) � äåéñòâèòåëüíûå �óíêöèè êîîðäèíàòû. Òîãäà:

Â+
n Ân = p̂2 + f 2

n(x)− f ′
n(x), Ân Â

+
n = p̂2 + f 2

n(x) + f ′
n(x).

Ïðè n = 0 (15.1) äîëæåí ïîëó÷èòüñÿ ãàìèëüòîíèàí:

U(x) = f 2
0 (x)− f ′

0(x) + E0, (15.31)

à ñîîòíîøåíèå (15.2) äà¼ò:

En − En−1 = f ′
n(x) + f ′

n−1(x)− f 2
n(x) + f 2

n−1(x). (15.32)

Âûáåðåì òåïåðü �óíêöèè fn(x) â âèäå:

fn(x) = an F (x) + bnG(x), (15.33)

ãäå an, bn � êîíñòàíòû. Äëÿ òàêîé �àêòîðèçàöèè ïîòåíöèàë ðàâåí:

U(x) = a20 F
2 − a0F

′ + b20G
2 − b0G

′ + 2a0b0FG+ E0. (15.34)

Ïîäñòàíîâêà (15.33) â (15.32) äà¼ò ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå:

En − En−1 = −2 (anbn − an−1bn−1)F G

+(an + an−1) [F
′ − (an − an−1)F

2] + (bn + bn−1) [G
′ − (bn − bn−1)G

2].

Ñïðàâà äîëæíà áûòü íåíóëåâàÿ êîíñòàíòà, êîòîðàÿ ìîæåò çàâèñåòü îò

n. Îäíîâðåìåííî îáíóëèòü 5 êîý��èöèåíòîâ ïðè �óíêöèÿõ êîîðäèíàò

íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî óìåíüøèòü èõ êîëè÷åñòâî. Ýòî ìîæíî

ñäåëàòü [12℄, íàïðèìåð, ñëåäóþùèìè âûáîðàìè �óíêöèè G(x):

G(x) = 1, G(x) =
1

F (x)
, G(x) =

√

a+ b F 2(x). (15.35)

Â ïåðâîì ñëó÷àå êîíñòàíòó â ïðàâîé ÷àñòè äà¼ò âòîðîå è ÷åòâ¼ðòîå ñëà-

ãàåìûå. Âûáîð FG = 1 äà¼ò êîíñòàíòó â ïîñëåäíåì ñëàãàåìîì. Òðåòüÿ

âîçìîæíîñòü, ïîñëå âîçâåäåíèÿ G â êâàäðàò, ïðèâîäèò ê êîíñòàíòå â ÷åò-

â¼ðòîì ñëàãàåìîì. Äàëåå íåîáõîäèìî âûáðàòü òàêîå äè��åðåíöèàëüíîå

óðàâíåíèå äëÿ F , ÷òîáû îñòàâøèåñÿ �óíêöèè êîîðäèíàò ñîêðàòèëèñü

(⋖H50).
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⊲ Ïîëó÷àåìûå ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ, çàâèñÿùèå îò n â k-òîé

ñòåïåíè ìîæíî ðåøàòü, ïîäñòàâëÿÿ â íèõ ïîëèíîì (k + 1)-é ñòåïåíè ïî

n è ïðèðàâíèâàÿ êîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ n. Íàïðèìåð,

ïóñòü:

αn = αn−1 + µ+ ν.

Çàïèñûâàÿ αn = α0+An+Bn
2
, ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèåì è ïðèðàâíèâàÿ

êîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ n, ïîëó÷àåì:

αn = α0 + µn+
ν

2
n (n+ 1).

⊲ Ïî-ìèìî ïðèâåäåííûõ âûøå ïðèìåðîâ, òî÷íûå ðåøåíèÿ èìåþò òàê-

æå ñëåäóþùèå ïîòåíöèàëû, âûðàæàþùèåñÿ ÷åðåç ãèïåðáîëè÷åñêèå �óíê-

öèè:

U(x) =
b2 − a (a+ 1) + (2a+ 1) b sh x

ch2(x)
, En = −

(
a− n

)2
, (15.36)

U(x) =
b2 + a (a+ 1) + (2a+ 1) b ch x

sh2(x)
, En = −

(
a− n

)2
, (15.37)

U(x) =
b (b+ 1)

sh2(x)
− a (a+ 1)

ch2(x)
, En = −

(
a+ b− 2n

)2
. (15.38)

Äëÿ ýòèõ ïîòåíöèàëîâ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü �óíêöèè:

fn =
b+ an sh x

ch x
, fn =

b+ an chx

sh x
, fn = an thx + bn cthx.

Â ïåðâûõ äâóõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷àåòñÿ an = a− n, à â òðåòüåì: an = a− n,
bn = b− n è b 6= 0.

Åñëè â óðàâíåíèè Øð¼äèíãåðà �îðìàëüíî ñäåëàòü çàìåíó x 7→ ıx,
òî ïîòåíöèàë è ýíåðãèÿ óìíîæàòüñÿ íà −1. Òàê êàê sh(ıx) = ı sin(x) è
ch(ıx) = cos(x), ïîñëåäíèå äâà ïîòåíöèàëà ìîæíî çàïèñàòü ïðè ïîìîùè

òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ �óíêöèé. Ïðè ýòîì ñâÿçàííûå ñîñòîÿíèÿ ïðåäïî-

ëàãàþò, ÷òî ÷àñòèöà íàõîäèòñÿ â îäíîì èç ìèíèìóìîâ ïîòåíöèàëîâ (îíè

ïåðèîäè÷íû). Áîëåå äåòàëüíîå îáñóæäåíèå èõ ïàðàìåòðîâ è âîëíîâûõ

�óíêöèé ìîæíî íàéòè â [13℄.

Åñòåñòâåííî, �àêòîðèçàöèîííûé ìåòîä ïðèìåíèì ê (15.31), ãàðìîíè-

÷åñêîìó îñöèëëÿòîðó U(x) = x2. Êðîìå ðàññìîòðåííûõ çàäà÷, âîçìîæ-

íû è äðóãèå, áîëåå ãðîìîçäêèå âàðèàíòû òî÷íî ðåøàåìûõ ñòàöèîíàðíûõ

óðàâíåíèé Øð¼äèíãåðà.
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1 Ñèììåòðèè îñöèëëÿòîðà

• ⊲ Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñ�åðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî ïîòåíöèàëà V (r)
ãàìèëüòîíèàí çàâèñèò îò îðáèòàëüíîãî êâàíòîâîãî ÷èñëà l è íå çàâèñèò

îò m = 0,±1, ...,±l. Ïîýòîìó äëÿ ñîñòîÿíèÿ ñ äàííîé ýíåðãèåé E, ñëå-
äóåò îæèäàòü êðàòíîñòü âûðîæäåíèÿ 2l+1 (ëþáûå m). Âûðîæäåíèå æå

îñöèëëÿòîðà (n+1)(n+2)/2, n = 2nr+ l ñóùåñòâåííî áîëüøå. Òàêóþ ñè-

òóàöèþ íàçûâàþò �ñëó÷àéíûì� âûðîæäåíèåì. Îäíàêî, äëÿ îñöèëëÿòîðà

îíî íå ñëó÷àéíî è ñâÿçàíî ñ âûñîêîé ñòåïåíüþ ñèììåòðèè çàäà÷è.

�àññìîòðèì N -ìåðíûé ñëó÷àé. Ïîëîæèì ~ = µ = ω = 1 è âûðàçèì

ãàìèëüòîíèàí ÷åðåç îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ îäíîìåðíîãî

îñöèëëÿòîðà âk = (x̂k + ı p̂k)/
√
2:

Ĥ =

N∑

k=1

1

2

(
p̂2k + x̂2k

)
=

N∑

k=1

(

â+k âk +
1

2

)

. (16.1)

Ââåä¼ì ñëåäóþùèé íàáîð N2
îïåðàòîðîâ (Â+

ij = Âji):

Âij =
1

2

(
â+i âj + âj â

+
i

)
= â+i âj +

δij
2

=
p̂ip̂j + x̂ix̂j

2
+
ı

2
L̂ij, (16.2)

ãäå L̂ij = x̂ip̂j − x̂j p̂i = −ı (Âij − Âji) � îïåðàòîð àíòèñèììåòðè÷íîãî

òåíçîðà N -ìåðíîãî ìîìåíòà èìïóëüñà. Òàê êàê [âi , â
+
j ] = δij, íåñëîæíî

ïðîâåðèòü, ÷òî:

[Âij, Âab] = δja Âib − δib Âaj. (16.3)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ãàìèëüòîíèàí Ĥ = Â11 + ... + ÂNN êîììóòèðóåò ñ

êàæäûì îïåðàòîðîì:

[Ĥ, Âij] = 0. (16.4)

Èç N2
îïåðàòîðîâ îäíà êîìáèíàöèÿ (Â11+ ...+ÂNN) îáðàçóåò ñîáñòâåííî

ãàìèëüòîíèàí, ïîýòîìó ìû èìååì N2 − 1 íåòðèâèàëüíûõ ñîõðàíÿþùèõ-

ñÿ âåëè÷èí, êîòîðûå â îáùåì ñëó÷àå íå êîììóòèðóþò äðóã ñ äðóãîì. Èõ

àëãåáðà (êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ) ñîîòâåòñòâóþò àëãåáðå ãåíåðà-

òîðîâ ãðóïïû SUN , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé óíèòàðíûõ ìàòðèö N ×N
ñ åäèíè÷íûì îïðåäåëèòåëåì: Û+Û = 1̂ è det Û = 1.

Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî êîììóòèðóþùèõ ãåíåðàòîðîâ ãðóïïû íàçûâàåòñÿ

å¼ ðàíãîì Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðàíã ãðóïïû SUN ðàâåí N−1. Êîììóòè-
ðóþùèå îïåðàòîðû îáðàçóþò ïîëíûé íàáîð (ñòð. 34). Ñóùåñòâóåò òàêæå

N − 1 îïåðàòîðîâ Êàçèìèðà (îíè ñòðîÿòñÿ èç ãåíåðàòîðîâ), êîììóòèðó-

þùèõ ñî âñåìè ãåíåðàòîðàìè.
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⊲ Äâóõìåðíûé îñöèëëÿòîð ñîîòâåòñòâóåò äâèæåíèþ â ïëîñêîñòè x, y

è ýêâèâàëåíòåí äâóì íåñâÿçíûì îäíîìåðíûì îñöèëëÿòîðàì. Åãî ýíåð-

ãèÿ ðàâíà E = n + 1, ãäå n = n1 + n2 è êðàòíîñòü âûðîæäåíèÿ n + 1.

Ñîõðàíÿþùèìñÿ àíàëîãîì ìîìåíòà èìïóëüñà ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîð:

L̂ = x̂p̂y − ŷp̂x = −ı~ ∂

∂φ
,

ãäå φ � ïîëÿðíûé óãîë. Eãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ðàâíû ~m, ãäå m =
0,±1,±2, ... Â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ: x = r cosφ è y = r sinφ ëàïëàñè-

àí ðàâåí:

p̂2 = −~2∇ = −~2
( ∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)

= −~2

r

∂

∂r

(

r
∂

∂r

)

+
L̂2

r2
.

Ïðè äåéñòâèè îïåðàòîðîì êâàäðàòà èìïóëüñà íà ðàäèàëüíóþ �óíêöèþ

âèäà R(r) = u(r)/
√
r, ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå (l = |m| > 0):

−~2

2µ
u′′(r)+

[~2(l2 − 1/4)

2µ r2
+ V (r)

]

u(r) = E u(r),

ïîýòîìó â íàéäåííûõ ðàíåå �óíêöèÿõ u(r), íåîáõîäèìî äåëàòü çàìåíó

l 7→ l − 1/2 (ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â N -ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñîîòâåò-

ñòâóþùàÿ çàìåíà èìååò âèä: l 7→ l + (N − 3)/2). Áåç ó÷¼òà ñèììåòðèè,
âûðîæäåíèå äîëæíî áûòü äâóõêðàòíûì (m = ±l).
Äëÿ ÿâíîé äåìîíñòðàöèè �ñêðûòîé� ñèììåòðèè äâóõìåðíîãî îñöèëëÿ-

òîðà, ââåä¼ì òðè ýðìèòîâûõ îïåðàòîðà:

L̂1 =
1

2
(Â12 + Â21), L̂2 =

1

2
(Â22 − Â11), L̂3 = − ı

2
(Â12 − Â21).

Ïîñëåäíèé ïðîïîðöèîíàëåí ìîìåíòó èìïóëüñà L̂3 = L̂/2, à

L̂1 =
1

2

(
p̂xp̂y + x̂ŷ

)
, L̂2 =

1

4

(
p̂2x + x̂2 − p̂2y − ŷ2

)
.

Îíè îáðàçóþò àëãåáðó ãðóïïû SU2 (ïî k ñóììà):

[L̂i, L̂j] = ı εijkL̂k,

äëÿ êîòîðîé îïåðàòîð Êàçèìèðà ðàâåí:

L̂2
1 + L̂2

2 + L̂2
3 =

1

4
Ĥ2 +

1

4
.

Íà ñòð. 34 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî åñëè [Ĥ, L̂i] = 0 è [L̂i, L̂j] 6= 0, òî
ñïåêòð îïåðàòîðà Ĥ äîëæåí áûòü âûðîæäåí. Èìåííî ýòî ïðèâîäèò ê

äîïîëíèòåëüíîìó âûðîæäåíèþ ýíåðãèé ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé.
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• Â òð¼õìåðíîì ñëó÷àå ââåä¼ì âîñåìü îïåðàòîðîâ �åëë-Ìàííà:

λ̂1 = Â12 + Â21, λ̂2 = −ı(Â12 − Â21), λ̂3 = Â11 − Â22

λ̂4 = Â13+Â31, λ̂5 = −ı(Â13−Â31), λ̂6 = Â23+Â32, λ̂7 = −ı(Â23−Â32),

λ̂8 =
1√
3

(
Â11 + Â22 − 2Â33

)
.

Îíè óäîâëåòâîðÿþò àëãåáðå SU3 (ïî k � ñóììà îò 1 äî 8):

[λ̂i, λ̂j] = 2ıfijk λ̂k, (16.5)

ñî ñëåäóþùèìè, îòëè÷íûìè îò íóëÿ àíòèñèèìåòðè÷íûìè ñòðóêòóðíû-

ìè êîíñòàíòàìè (ïåðåñòàíîâêà â íèõ ïàðû èíäåêñîâ äà¼ò ìèíóñ):

f123 = 1, f147 = f516 = f246 = f257 = f345 = f637 =
1

2
, f458 = f678 =

√
3

2
.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî êîììóòàòîðû, â ðåçóëüòàòå êîòîðûõ ïîÿâëÿåòñÿ

λ̂8, ñîäåðæàò â ïðàâîé ÷àñòè äâà ñëàãàåìûõ:

[λ̂4, λ̂5] = ı
√
3 λ̂8 + ı λ̂3, [λ̂6, λ̂7] = ı

√
3 λ̂8 − ı λ̂3.

Ñîîòâåòñòâóþùèå ãðóïïå SU3 ìàòðèöû �åëë-Ìàííà ïîëó÷àþòñÿ, åñëè

(Âij)αβ çàïèñàòü êàê ìàòðèöû 3 × 3 (ïî èíäåêñàì α, β) â êîòîðûõ îò-

ëè÷åí îò íóëÿ òîëüêî ýëåìåíò α = i, β = j, ò.å. (Âij)αβ = δiαδjβ. Ñëåä

ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö (λ̂k)αβ óäîâëåòâîðÿåò ïðîñòîìó ñîîòíîøåíèþ îð-

òîãîíàëüíîñòè:

Tr(λ̂iλ̂j) = 2 δij,

÷òî îïðàâäûâàåò òàêîé âûáîð ýðìèòîâûõ êîìáèíàöèé îïåðàòîðîâ Âij.

Èç àíàëèçà ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò ñëåäóåò, ÷òî òðîéêè îïåðàòîðîâ

{λ̂1, λ̂4, λ̂7}, {λ̂5, λ̂1, λ̂6}, {λ̂2, λ̂4, λ̂6}, è {λ̂2, λ̂5, λ̂7} ïîä÷èíÿþòñÿ àëãåáðå

ãðóïïû SU2 è ÿâëÿþòñÿ ïîäãðóïïàìè SU3. Àíàëîãè÷íî ïîäãðóïïû SU2

îáðàçóþò ñëåäóþùèå òðîéêè îïåðàòîðîâ:

Î =
1

2

{
λ̂1, λ̂2, λ̂3

}
,

Û =
1

2

{
λ̂6, λ̂7,

1

2
(
√
3 λ̂8 + λ̂3)

}
, V̂ =

1

2

{
λ̂4, λ̂5,

1

2
(
√
3 λ̂8 − λ̂3)

}
.

Äëÿ ìàòðèöû λ̂8 ïðèíÿòî ââîäèòü òàêæå îáîçíà÷åíèå:

Ŷ =
1√
3
λ̂8.

Îí êîììóòèðóåò ñ Î3, èìåÿ ñ íèì îáùèå ñîáñòâåííûå âåêòîðû, êîòîðûå

ìîãóò ñëóæèòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòðè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû SU3.
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Çàïèøåì ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ:

Î3 |m, y
〉
= m |m, y

〉
, Ŷ |m, y

〉
= y |m, y

〉

è ââåä¼ì îïåðàòîðû:

Î± = Î1 ± ıÎ2, Û± = Û1 ± ıÛ2, V̂± = V̂1 ± ıV̂2.

Èç êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé:

[Î3, Î±] = ±Î3, [Î3, V̂±] = ±1

2
V̂±, [Î3, Û±] = ∓1

2
Û±,

[Ŷ , Î±] = 0, [Ŷ , V̂±] = ± V̂±, [Ŷ , Û±] = ± Û±

ñëåäóåò, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ ïîâûøàþùèìè è ïîíèæàþùèìè îïåðàòîðàìè:

Î± |m, y
〉
∼ |m±1, y

〉
, V̂± |m, y

〉
∼ |m±1

2
, y±1

〉
, Û± |m, y

〉
∼ |m∓1

2
, y±1

〉
.

Êîìïîíåíòû �îáû÷íîãî� îïåðàòîðà óãëîâîãî ìîìåíòà ðàâíû

L̂ = {−λ̂7, λ̂5, −λ̂2}. (16.6)

Çàìåòèì, ÷òî íåò îïåðàòîðà (êðîìå îïåðàòîðîâ Êàçèìèðà), êîòîðûé áû

êîììóòèðîâàë ñ êàæäîé êîìïîíåíòîé óãëîâîãî ìîìåíòà.

�àìèëüòîíèàí, êîììóòèðóþùèé ñî âñåìè Âij (N -ìåðíûé ñëó÷àé):

Ĥ =
N∑

k=1

Âkk,

âûñòóïàåò â êà÷åñòâå åäèíè÷íîãî îïåðàòîðà, äåëàÿ Âij çàâèñèìûìè (èç

N2
íåçàâèñèìû N2 − 1 èõ êîìáèíàöèé). Îäèí èç îïåðàòîðîâ Êàçèìèðà

â N -ìåðíîì ñëó÷àå èìååò âèä:

Ĉ =
∑

ij

ÂijÂjk = Ĥ2 − 3N Ĥ +
N(3N + 1)

4
, (16.7)

ãäå ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïðîùå ïðîâåðèòü ïðè ïîìîùè âòîðîãî ñîîòíî-

øåíèÿ (16.2). Êàê è �åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà� Ĥ, îí êîììóòèðóåò ñ êàæäûì

Âij:

[Ĉ, Âij] = 0.

Èòîãîì âñåé ýòîé àëãåáðû ÿâëÿåòñÿ îáúÿñíåíèå äîïîëíèòåëüíîãî âû-

ðîæäåíèÿ. Áîëüøîå ÷èñëî îïåðàòîðîâ, êîììóòèðóþùèõ ñ ãàìèëüòîíèà-

íîì, íî íå êîììóòèðóþùèõ ìåæäó ñîáîé ïðèâîäèò ê ñèëüíîìó âûðîæ-

äåíèþ ñïåêòðà (ñòð. 34).
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2 Ñèììåòðèÿ êóëîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà

⊲ Êóëîíîâñêèé ïîòåíöèàë, êàê è îñöèëëÿòîð, îáëàäàåò âûðîæäåíèåì,

ñâÿçàííûì ñ äîïîëíèòåëüíîé ñèììåòðèåé. �àññìîòðèì N -ìåðíîå ïðî-

ñòðàíñòâî. Ñî ñ�åðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûì ïîòåíöèàëîì V (r) êîììóòè-

ðóåò (ñëåäîâàòåëüíî, ñîõðàíÿåòñÿ) ýðìèòîâ òåíçîð ìîìåíòà èìïóëüñà:

L̂ij = x̂ip̂j − x̂jp̂i. (16.8)

Íàéä¼ì êîììóòàòîðû ñ êîîðäèíàòàìè è ïðîåêöèÿìè èìïóëüñà (~ = 1):

[x̂i, L̂ab] = ı
(
x̂a δbi − x̂b δai

)
, [p̂i, L̂ab] = ı

(
p̂a δbi − p̂b δai

)
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñêàëÿðíûå êîìáèíàöèè r̂2 = x̂2 = x̂ix̂i, p̂
2 = p̂ip̂i è

x̂p̂ = x̂ip̂i êîììóòèðóþò 
 L̂ab. Ïîýòîìó ëþáîé âåêòîð âèäà Â = x̂ f+p̂ g,
ãäå f, g � ñêàëÿðíûå �óíêöèè êîììóòèðóåò 
 L̂ab êàê x̂ èëè p̂:

[Âi, L̂ab] = ı
(
Âa δbi − Âb δai

)
. (16.9)

Àíàëîãè÷íî ìîæíî âû÷èñëèòü êîììóòàòîðû ñ òåíçîðíûìè êîìáèíàöèÿ-

ìè, íàïðèìåð:

[x̂ip̂j, L̂ab] = ı
(
x̂ip̂a δjb − x̂ip̂b δja + x̂ap̂j δib − x̂bp̂j δia

)
.

Òàêæå êîììóòèðóåò x̂ix̂j, p̂ip̂j è êîìïîíåíòû ñàìîãî ìîìåíòà L̂ij. Ýòè

êîììóòàòîðû óäîâëåòâîðÿþò àëãåáðå ãåíåðàòîðîâ ãðóïïû âðàùåíèé N -

ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà SON (ñïåöèàëüíàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ãðóïïà).

Òàêîé æå àëãåáðå óäîâëåòâîðÿþò ãåíåðàòîðû âðàùåíèÿ (N+1)-ìåðíîãî
ïðîñòðàíñòâà (ãðóïïà SON+1), èìåþùèå èíäåêñ íà åäèíèöó áîëüøå. Îáî-

çíà÷èì äîïîëíèòåëüíûé èíäåêñ êàê 0 (ýòî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, ïî-

ýòîìó îí íå èìååò îòíîøåíèÿ ê ëîðåíöåâñêîé íóëåâîé êîìïîíåíòå). Ïóñòü

ãðå÷åñêèå èíäåêñû ïðîáåãàþò çíà÷åíèÿ 0, 1, ...N , à ëàòèíñêèå ìåíÿþòñÿ

îò 1 äî N . Çàïèøåì àëãåáðó ãåíåðàòîðîâ ãðóïïû âðàùåíèé (N + 1)-
ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà:

[L̂αβ, L̂µν] = ı
(
L̂αµ δβν − L̂αν δβµ + L̂µβ δνα − L̂νβ δµα

)
(16.10)

è âûäåëèì â íåé êîììóòàòîðû îïåðàòîðîâ ñ íóëåâûì èíäåêñîì:

[L̂a0, L̂b0] = ı L̂ab, [L̂a0, L̂ij] = ı
(
L̂i0 δaj − L̂j0 δai

)
. (16.11)

Êîììóòàòîðû ìåæäó L̂ij òàêèå æå, êàê è (16.10), íî ñ �ëàòèíñêèìè èíäåê-

ñàìè�. �ðóïïà SON ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé SON+1. Íàïðèìåð, âðàùåíèÿ â

ïëîñêîñòè SO2 � ýòî ïîäãðóïïà âðàùåíèé 3-ïðîñòðàíñòâà SO3.
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⊲ Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê êóëîíîâñêîìó ïîòåíöèàëó è ââåä¼ì N -ìåðíûé

âåêòîð ñî ñëåäóþùèìè êîìïîíåíòàìè (ïî i ñóììà):

Âk =
x̂k
r

− p̂iL̂ik + L̂ikp̂i
2

. (16.12)

×òîáû îí áûë ýðìèòîâûì, âî âòîðîì ñëàãàåìîì ïðîâåäåíà ñèììåòðèçà-

öèÿ íåêîììóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ p̂i è L̂ik. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî

êîìïîíåíòû Âk êîììóòèðóþò ñ ãàìèëüòîíèàíîì êóëîíîâñêîãî ïîëÿ:

Ĥ =
p̂2

2
− 1

r
, [Ĥ, Âk] = 0,

ÿâëÿÿñü ñîõðàíÿþùåéñÿ âåëè÷èíîé (ñèñòåìà åäèíèö: α = µ = ~ = 1
è äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ðàçìåðíûõ êîíñòàíò íåîáõîäèìî ñäåëàòü çàìåíû

xk 7→ xk/rB, pk 7→ pkrB/~, ãäå rB = ~/
√
µα � áîðîâñêèé ðàäèóñ). ×óòü

áîëåå ãðîìîçäêèå âû÷èñëåíèÿ ïðèâîäÿò ê êîììóòàòîðàì êîìïîíåíò âåê-

òîðà ìåæäó ñîáîé:

[Âi, Âj] = −2ı Ĥ L̂ij, (16.13)

à ñ òåíçîðîì ìîìåíòà îí êîììóòèðóåò êàê è ëþáîé N -ìåðíûé âåêòîð

(16.9). Òàê êàê ãàìèëüòîíèàí Ĥ êîììóòèðóåò ñ Âk è L̂ij, ìîæíî ââåñòè

îïåðàòîðû:

L̂k0 =
Âk

√

−2Ĥ
.

Îíè óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì (16.11), à, ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîðû

L̂k0, L̂0k = −L̂k0 è L̂ij îáðàçóþò ãðóïïó âðàùåíèé (N + 1)-ìåðíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà SON+1. Ýòà ãðóïïà ñèììåòðèè N -ìåðíîãî êóëîíîâñêîãî ïîòåí-

öèàëà äîïîëíèòåëüíà ê ãðóïïå SON (ñóùåñòâóþùåé äëÿ ëþáîãî ñ�åðè-

÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî ãàìèëüòîíèàíà).

Â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå òåíçîð ìîìåíòà èìïóëüñà èìååò òðè íåíóëå-

âûå êîìïîíåíòû, êîòîðûå îáðàçóþò àêñèàëüíûé âåêòîð:

L̂ =
{
L̂23, L̂31, L̂12

}
.

Â ýòîì ñëó÷àå ñîõðàíÿþùèéñÿ âåêòîð íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì �óíãå-Ëåíöà:

Â =
x̂

r
− p̂× L̂− L̂× p̂

2
. (16.14)

Åãî ïîñòîÿíñòâî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå òðàåê-

òîðèè ÷àñòèöû â êóëîíîâñêîì ïîëå çàìêíóòû. Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ñî-

õðàíåíèå âåëè÷èí Âk, êîòîðûå ìåæäó ñîáîé íå êîììóòèðóþò, ïðèâîäèò

ê äîïîëíèòåëüíîìó âûðîæäåíèþ ñïåêòðà â êóëîíîâñêîì ïîëå (ñòð. 34).
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�ëàâà 17

Ôóíêöèè �ðèíà

Â ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ äèíàìè÷åñêèå çàäà÷è êâàíòîâîé ìåõà-

íèêè. Äëÿ èõ èëëþñòðàöèè ïî-ïðåæíåìó èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü àíãàðìî-

íè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ñ ãàìèëüòîíèàíîì Ĥ = (p̂2 + ω2x̂2)/2 + λ x̂4/4!.
×òîáû ñäåëàòü å¼ ìàêñèìàëüíî ïîõîæåé íà êâàíòîâî-ïîëåâóþ ìîäåëü ϕ4

,

âìåñòî ïàðàìåòðà β èñïîëüçóåòñÿ ïàðàìåòð λ = 12 β.

Ïîñëå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé �åéçåíáåðãà, ââîäèòñÿ ïîíÿòèå n-òî÷å÷íûõ
�óíêöèé �ðèíà. Îíè óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì Äàéñîíà, êîòîðûå èã-

ðàþò âàæíóþ ðîëü â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ. Ìû ðåøèì èõ ïî òåîðèè

âîçìóùåíèé, ââåäÿ î÷åíü ïîëåçíûé èíñòðóìåíò � äèàãðàììû Ôåéíìàíà.

Â çàêëþ÷åíèå, ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà ýâîëþöèè âû÷èñëÿåòñÿ ýíåðãèÿ

îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ àíãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà.

Êâàíòîâàÿ òåîðèÿ ïîëÿ

Ñåðãåé Ñ. Ñòåïàíîâ

Ýòà êíèãà íàõîäèòñÿ â ïðîöåññå ñîçäàíèÿ. Å¼ ïîñëåäíÿÿ âåðñèÿ

è äðóãèå ìàòåðèàëû íàõîäÿòñÿ íà ñàéòå: http://synset.
om.

Çàìå÷åííûå îøèáêè è âîïðîñû ïðîñüáà ïðèñûëàòü ïî àäðåñó:

steps137, çàòåì ñîáà÷êà è gmail.
om.

(ñ) 2015. Ïå÷àòü: 2 èþëÿ 2017 ã.

267



268 �ËÀÂÀ 17. ÔÓÍÊÖÈÈ ��ÈÍÀ

1 Ôóíêöèè �ðèíà

• Â òåîðèè ëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ L̂x, �óíêöèåé

�ðèíà G(x, s) íàçûâàåòñÿ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

L̂xG(x, y) = δ(x− y),

ãäå x, y � íàáîðû äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ (êîîðäèíàòû, âðåìÿ è ò.ï.),

à δ(x− y) � �óíêöèÿ Äèðàêà îò ýòèõ ïåðåìåííûõ. Ôóíêöèè �ðèíà ïîç-

âîëÿþò ñòðîèòü ðåøåíèÿ u(x) íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé:

L̂xu(x) = f(x), u(x) =

∫

G(x, y) f(y) dy.

Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå, ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îïåðàòîðà ýâîëþöèè, óìíî-

æåííûå íà �óíêöèþ Õýâèñàéäà: Gxy(t) = Uxy(t) θ(t), òàêæå ÷àñòî íàçû-

âàþò �óíêöèåé �ðèíà. Îíà îïðåäåëÿåò àìïëèòóäó âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà

÷àñòèöû èç y â x çà âðåìÿ t > 0. Â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ �óíêöèè �ðè-

íà èìåþò ïîõîæèé �èçè÷åñêèé ñìûñë, íî ñâÿçàíû ñ õðîíîëîãè÷åñêèì

ïðîèçâåäåíèåì îïåðàòîðîâ. ×òîáû íå áûëî ïóòàíèöû, áóäåì ãîâîðèòü â

ýòîì ñëó÷àå î n-òî÷å÷íûõ �óíêöèÿõ �ðèíà èëè êîðî÷å n-�óíêöèÿõ.

Îïðåäåëèì 2-�óíêöèþ �ðèíà G(t, s) =
〈
E0|T x̂(t) x̂(s) |E0

〉
, êàê ñðåä-

íåå îò õðîíîëîãè÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ (ñòð. 197) îïåðàòîðîâ êîîðäèíàòû

ïî îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ ïîëíîãî ãàìèëüòîíèàíà ñèñòåìû:

G(t, s) = θ(t− s)
〈
E0| x̂(t) x̂(s) |E0

〉
+ θ(s− t)

〈
E0| x̂(s) x̂(t) |E0

〉
.

Òàêàÿ �óíêöèÿ (â îòëè÷èè îò îáû÷íîãî ñðåäíåãî) áóäåò ñèììåòðè÷íà

G(t, s) = G(s, t), ÷òî ñïðàâåäëèâî äëÿ õðîíîëîãè÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ

ëþáîãî ÷èñëà îïåðàòîðîâ (îïåðàòîðû ìîæíî ïåðåñòàâëÿòü ìåñòàìè, òàê

êàê ïðåäïèñàíèå T{...} âñåãäà ðàññòàâèò èõ â íóæíîì ïîðÿäêå).

Åñëè ãàìèëüòîíèàí íå çàâèñèò îò âðåìåíè, òî íå ñóùåñòâóåò âûäå-

ëåííîãî ìîìåíòà âðåìåíè (âðåìÿ îäíîðîäíî). Â ýòîì ñëó÷àå, 2-�óíêöèÿ

�ðèíà äîëæíà çàâèñåòü îò ðàçíîñòè âðåì¼í G(t, s) = G(t− s), ãäå

G(t) = θ(t)
〈
E0| x̂t x̂ |E0

〉
+ θ(−t)

〈
E0| x̂ x̂t |E0

〉
(17.1)

è x̂ = x̂(0) � îïåðàòîð êîîðäèíàòû â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè (ïðåä-

ñòàâëåíèå Øð¼äèíãåðà). Õðîíîëîãè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëåíî ïðè

t 6= s. Ïîýòîìó äîîïðåäåëèì 2-�óíêöèþ �ðèíà ïðè ñîâïàäàþùèõ âðåìå-

íàõ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

G(t, t) =
〈
E0| x̂2t |E0

〉
=
〈
E0| x̂2 |E0

〉
= G(0, 0), (17.2)

ãäå ó÷òåíî, ÷òî x̂t = eıĤt x̂ e−ıĤt
è Ĥ |E0

〉
= E0 |E0

〉
.
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• Âûðàçèì 2-�óíêöèþ �ðèíà ÷åðåç ñîáñòâåííûå âåêòîðû è çíà÷åíèÿ

ãàìèëüòîíèàíà. Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì x̂t = eıĤt x̂ e−ıĤt
â îïðåäåëåíèå

(17.1):

G(t) = θ(t)
〈
E0| eıĤt x̂ e−ıĤt x̂ |E0

〉
+ θ(−t)

〈
E0| x̂ eıĤt x̂ e−ıĤt |E0

〉

è âñòàâèì ìåæäó êîîðäèíàòàìè ñóììó ïî ïîëíîé ñèñòåìå îðòîíîðìèðî-

âàííûõ âåêòîðîâ |En

〉〈
En|:

=
∑

n

〈
E0|x̂|En

〉〈
En|x̂|E0

〉 {

θ(t) e−ı (En−E0) t + θ(−t) eı (En−E0) t
}

. (17.3)

Ââîäÿ ðàçíîñòü ýíåðãèé Ωn = En−E0, ïåðåïèøåì ýòî ñîîòíîøåíèå òàêèì

îáðàçîì:

G(t) =
∑

n

|
〈
E0| x̂ |En

〉
|2 e−ıΩn |t|. (17.4)

Ïðè ïîìîùè èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ �óíêöèè Õåâèñàéäà (ñòð. 335)

θ(t) = lim
ǫ→0

∞∫

−∞

ı e−ıkt

k + ıǫ

dk

2π
, (17.5)

âûðàæåíèþ â �èãóðíûõ ñêîáêàõ (17.3) ìîæíî ïðèäàòü ñëåäóþùèé âèä:

{

...
}

= ı

∞∫

−∞

[e−ı(k+Ωn) t

k + ıǫ
+
eı(k+Ωn) t

k + ıǫ

] dk

2π
=

∞∫

−∞

2ıΩn

k2 − Ω2
n + ıǫ

e−ık t dk

2π
,

ãäå ñäâèíóòà ïåðåìåííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ k 7→ k − Ωn. Çàòåì âî âòîðîì

èíòåãðàëå ñäåëàíà çàìåíà k 7→ −k è ñëàãàåìûå ïðèâåäåíû ê îáùåìó

çíàìåíàòåëþ. Ïðè ýòîì âìåñòî (Ωn−ıǫ)2 = Ω2
n−2ıΩnǫ−ǫ2, äëÿ êðàòêîñòè,

íàïèñàíî Ω2
n − ıǫ, ÷òî íå ñêàæåòñÿ íà ïðåäåëå ǫ → +0 (Ωn > 0, ïîýòîìó

2Ωnǫ ∼ ǫ, à ǫ2 ≪ ǫ). Â ðåçóëüòàòå, ïîëó÷àåì èíòåãðàë Ôóðüå (ñòð. 340)

äëÿ 2-�óíêöèè �ðèíà:

G(t) =

∞∫

−∞

G(k) e−ı k t dk

2π
, (17.6)

ñ �óðüå-îáðàçîì:

G(k) =
∑

n

2ıΩn |
〈
E0| x̂ |En

〉
|2

k2 − Ω2
n + ıǫ

. (17.7)

Îí èìååò ïîëþñû â òî÷êàõ Ωn−ıǫ è −Ωn+ıǫ, ïîýòîìó, âû÷èñëÿÿ èíòåãðàë

ïî òåîðåìå Êîøè (⋖H51), ñíîâà ïðèõîäèì ê (17.4).
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• Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ n-�óíêöèè �ðèíà:

G(t1, t2, ..., tn) =
〈
E0|T x̂(t1) x̂(t2) ... x̂(tn)|E0

〉
(17.8)

(õðîíîëîãè÷åñêèé ïîðÿäîê äåéñòâóåò íà âñ¼ ïðîèçâåäåíèå). Äëÿ ãàðìî-

íè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà áóäåì îáîçíà÷àòü èõ áóêâîé D, èñïîëüçóÿ G äëÿ

àíãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà.

Ïðè âû÷èñëåíèè �óíêöèé �ðèíà ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà óäîáíà

òåîðåìà Âèêà. Äëÿ å¼ äîêàçàòåëüñòâà, ðàññìîòðèì ñíà÷àëà îáû÷íûå (íå

õðîíîëîãè÷åñêèå) ñðåäíèå è âûðàçèì îïåðàòîð êîîðäèíàòû (3.22) ÷åðåç

îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ:

x̂t = x̂−t + x̂+t , x̂−t =
â√
2ω

e−ıωt, x̂+t =
â+√
2ω

eıωt. (17.9)

Òàê êàê [â, â+] = 1, èìååì ñëåäóþùèå êîììóòàòîðû (x̂1 ≡ x̂(t1) è ò.ä.):

[x̂−1 , x̂2 ] = [x̂1 , x̂
+
2 ] = [x̂−1 , x̂

+
2 ] = D̃12 =

e−ıω (t1−t2)

2ω
. (17.10)

×åðåç �óíêöèþ D̃12 ≡ D̃(t1 − t2), â ÷àñòíîñòè, âûðàæàåòñÿ ñðåäíåå ïî

îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ îò ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ îïåðàòîðîâ (3.26). Âû÷èñëèì

ñðåäíåå îò ÷åòûðåõ îïåðàòîðîâ:

〈
0| x̂1 x̂2 x̂3 x̂4 |0

〉
=
〈
0| x̂−1 x̂2 x̂3 x̂4 |0

〉
=
〈
0| (x̂2 x̂−1 + D̃12) x̂3 x̂4 |0

〉
.

Â ïåðâîì ðàâåíñòâå x̂1 çàìåí¼í íà x̂−1 , òàê êàê

〈
0| â+ = 0. Âî âòîðîì

ðàâåíñòâå îí ïåðåñòàâëåí ñ x̂2 ïðè ïîìîùè ïåðâîãî êîììóòàòîðà (17.10).

Ïðîäîëæèì ïåðåíîñèòü x̂−1 âïðàâî:

=
〈
0| x̂2 x̂−1 x̂3 x̂4 |0

〉
+ D̃12 D̃34 =

〈
0| x̂2 (x̂3 x̂

−
1 + D̃13) x̂4 |0

〉
+ D̃12 D̃34

è ò.ä. Êîãäà îí äîáåð¼òñÿ äî |0
〉
, ïîëó÷èòñÿ íîëü:

〈
0| x̂1 x̂2 x̂3 x̂4 |0

〉
= D̃12 D̃34 + D̃13 D̃24 + D̃14 D̃24. (17.11)

Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ n îïåðàòîðîâ, x̂−1 íà ïóòè ê |0
〉
ïåðåñòàâèòñÿ ñ êàæ-

äûì èç îñòàëüíûõ n− 1 îïåðàòîðîâ è ìû ïîëó÷àåì òåîðåìó Âèêà:

〈
0| x̂1 x̂2 ... x̂n |0

〉
=

n∑

k=2

D̃1k

〈
0| x̂2 ... x̂k−1x̂k+1 ... x̂n |0

〉
. (17.12)

Ïîâòîðÿÿ å¼ ðåêóðñèâíî äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ n− 1 îïåðàòîðîâ, ìîæíî ñâå-
ñòè ñðåäíåå ê ñóììå ïðîèçâåäåíèé �óíêöèé (17.10). Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî òà-

êîå ïðîñòîå ñîîòíîøåíèå âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî äëÿ ñðåäíèõ ïî îñíîâíîìó

ñîñòîÿíèþ. Ïðè óñðåäíåíèè ïî âîçáóæä¼ííîìó ñîñòîÿíèþ îñöèëëÿòîðà

|n
〉
, âîçíèêàþò áîëåå ãðîìîçäêèå âûðàæåíèÿ.



1. ÔÓÍÊÖÈÈ ��ÈÍÀ 271

• Òåîðåìó Âèêà ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü è äëÿ õðîíîëîãè÷åñêèõ ñðåä-
íèõ

〈
0|T x̂1x̂2...x̂n|0

〉
. Îïðåäåëèì 2-�óíêöèþ �ðèíà:

D12 = θ12 D̃12 + θ21 D̃21 =
〈
0|T x̂1x̂2 |0

〉
=
e−ıω |t1−t2|

2ω
, (17.13)

ãäå θ12 ≡ θ(t1 − t2) è ò.ä. Åñëè â n-�óíêöèè t1 > t2 > ... > tn, èìå-

åì îáû÷íîå ñðåäíåå è ïðèìåíèìà òåîðåìà Âèêà (17.12). Â íåé, â ïðàâîé

÷àñòè âðåìåíà óïîðÿäî÷åíû, ïîýòîìó â ñðåäíåì ìîæíî ïîñòàâèòü çíàê

õðîíîëîãè÷åñêîãî ïîðÿäêà. Ïóñòü òåïåðü t2, ..., tn ïî-ïðåæíåìó óïîðÿäî-
÷åíû â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ, à çíà÷åíèå t1 íàõîäèòñÿ ìåæäó ti è ti+1. Òîãäà

ñíîâà ïðèìåíèìà òåîðåìà Âèêà. Äåéñòâèòåëüíî, íàïðèìåð:

〈
0|x̂2 x̂1 x̂3 x̂4 |0

〉
=
〈
0|x̂2 x̂−1 x̂3 x̂4 |0

〉
+
〈
0|x̂2 x̂+1 x̂3 x̂4 |0

〉
.

Îïåðàòîð x̂−1 , êàê è ðàíüøå, ïåðåíîñèòñÿ âïðàâî, ÷òî äàñò �óíêöèè D̃13 è

D̃14. Îïåðàòîð x̂
+
1 , áóäåì ïåðåíîñèòü âëåâî, ÷òîáû óíè÷òîæèòü åãî ñ

〈
0|.

Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî äåëàòü ïåðåñòàíîâêè [x̂2 , x̂
+
1 ] = D̃21, ò.å. ïîÿâèòñÿ

�óíêöèÿ D̃21 ñ óïîðÿäî÷åííûìè ïî óáûâàíèþ (t2 > t1) âðåìåíàìè. Â

ðåçóëüòàòå, ñ ó÷¼òîì îïðåäåëåíèÿ (17.13), ïðèõîäèì ê òåîðåìå Âèêà äëÿ

õðîíîëîãè÷åñêèõ ñðåäíèõ (D1k � áåç òèëüäû!):

〈
0|T x̂1 x̂2 ... x̂n |0

〉
=

n∑

k=2

D1k

〈
0|T x̂2 ... x̂k−1x̂k+1 ... x̂n |0

〉
. (17.14)

Â ÷àñòíîñòè, 4-�óíêöèÿ �ðèíà ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ðàâíà:

D(t1, ..., t4) =
〈
0|T x̂1 x̂2 x̂3 x̂4 |0

〉
= D12D34 +D13D24 +D14D23, (17.15)

÷òî ïðè ñîâïàäàþùèõ âðåìåíàõ äà¼ò (ñì. òàêæå (9.6), ñòð. 152):

D(t, t, t, t) = 3D2(0) =
3

(2ω)2
=
〈
0| x̂4 |0

〉
.

Â ñâÿçè ñ ýòèì, äîîïðåäåëèì n-�óíêöèþ �ðèíà ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû

ïðè ñîâïàäàþùèõ âðåìåíàõ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

G(t, t, ..., t) =
〈
E0| x̂n(t) |E0

〉
=
〈
E0| x̂n |E0

〉
= G(0, 0, ..., 0). (17.16)

Â ÷àñòíîñòè, ïðè ïîìîùè �îðìóëû �åëë-Ìàíà�Ôåéíìàíà (??):

∂E0

∂λ
=

1

4!

〈
E0| x̂n |E0

〉
=

1

4!
G(0, 0, 0, 0), (17.17)

ìîæíî âûðàçèòü ïðîèçâîäíóþ ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ àíãàðìîíè-

÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà Ĥ = (p̂2+ω2x̂2)/2+λ x̂4/4! ÷åðåç 4-�óíêöèþ �ðèíà

ïðè ñîâïàäàþùèõ âðåìåíàõ.
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2 Äè��åðåíöèðîâàíèå õðîíîëîãè÷åñêèõ ïðîèçâåäåíèé

• Âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè îò õðîíîëîãè÷åñêîãî ïðîèç-

âåäåíèÿ òðåáóåò àêêóðàòíîñòè. �àññìîòðèì ñíà÷àëà äâà ïðîèçâîëüíûõ

îïåðàòîðà at ≡ a(t) è b1 ≡ b(t1), îïóñêàÿ íàä íèìè øëÿïêè. Âîçüì¼ì

ïðîèçâîäíóþ ïî t îò èõ õðîíîëîãè÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

T{at b1} = θ(t− t1) at b1 + θ(t1 − t) b1 at.

Ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè Õýâèñàéäà ðàâíà �óíêöèè Äèðàêà: θ′(t) = δ(t),

ñì. ñòð. 335. Êðîìå ýòîãî dθ(t1 − t)/dt = −δ(t1 − t), ïîýòîìó, îáîçíà÷àÿ
ïðîèçâîäíóþ òî÷êîé íàä îïåðàòîðîì, èìååì:

d

dt
T{at b1} = θ(t− t1) ȧt b1 + θ(t1 − t) b1 ȧt + δ(t− t1) (atb1 − b1at).

Ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ ñíîâà îáðàçóþò õðîíîëîãè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå, à

âûðàæåíèå â êðóãëûõ ñêîáêàõ � êîììóòàòîð, â êîòîðîì ìîæíî ïîëîæèòü

âðåìåíà ðàâíûìè äðóã äðóãó, òàê êàê δ(t− t1) f(t) = f(t1):

d

dt
T{at b1} = T{ȧt b1}+ δ(t− t1) [a1, b1]. (17.18)

⊲ Âîçüì¼ì òåïåðü ïðîèçâåäåíèå òð¼õ îïåðàòîðîâ: T{at b1b2}, ãäå b1 è
b2, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷íû. Ïóñòü t1 > t2. Åñëè ýòî íå òàê, òî ìîæíî

ïåðåñòàâèòü ìåñòàìè b1 è b2, ïîëó÷èâ òðåáóåìûé ïîðÿäîê. Îáîçíà÷àÿ äëÿ

êðàòêîñòè θt1 ≡ θ(t− t1), çàïèøåì:

T{at b1b2} = θt1 at b1b2 + θ1t θt2 b1 at b2 + θ2t b1b2 at.

Ýòî âûðàæåíèå ñîäåðæèò âñå ðàçìåùåíèÿ at, â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé

âðåì¼í t, t1, t2. Âî âòîðîì ñëàãàåìîì, äëÿ ��èêñèðîâàíèÿ� ïîëîæåíèÿ at
ìåæäó b1 è b2 ïîòðåáîâàëîñü äâå �óíêöèè Õýâèñàéäà. Âîçüì¼ì ïðîèç-

âîäíóþ ïî âðåìåíè:

d

dt
T{at b1b2} = T{ȧt b1b2}

+δt1 at b1b2 − δ1t θt2 b1 at b2 + θ1t δt2 b1 at b2 − δ2t b1b2 at.

Áëàãîäàðÿ �óíêöèè Äèðàêà, îáå �óíêöèè Õýâèñàéäà ðàâíû θ(t1−t2) = 1
ïðè t1 > t2. Â ðåçóëüòàòå èìååì:

d

dt
T{at b1b2} = T{ȧt b1b2}+ δt1T{ [a1, b1] b2 }+ δt2T{ b1 [a2, b2] },

ãäå, âðåìåíà â êîììóòàòîðàõ ñíîâà ñäåëàíû îäèíàêîâûìè. Êðîìå ýòîãî,

ïîñòàâëåíà îïåðàöèÿ õðîíîëîãè÷åñêîãî ïîðÿäêà. Â äàííîì ñëó÷àå âðå-

ìåíà t1 è t2 óïîðÿäî÷åíû êàê t1 > t2. Äëÿ äðóãîãî ïîðÿäêà, îïåðàòîðû

b1 è b2 è â ëåâîé è â ïðàâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ ïîìåíÿþòñÿ ìåñòàìè.
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⊲ Íåñëîæíî ïîâòîðèòü ýòè âû÷èñëåíèÿ äëÿ õðîíîëîãè÷åñêîãî ïðîèç-

âåäåíèÿ 4-õ îïåðàòîðîâ T{at b1b2b3}, ïîëîæèâ ñíîâà t1 > t2 > t3:

θt1 at b1b2b3 + θ1t θt2 b1 at b2b3 + θ2t θt3 b1b2 at b3 + θ3t b1b2b3 at.

Âçÿòèå ïðîèçâîäíîé ïî t â ÷ëåíàõ ñ äâóìÿ θ-�óíêöèÿìè ïðèâåä¼ò ê äâóì
ñëàãàåìûì ñ ðàçëè÷íûì çíàêîì, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîÿâÿòñÿ êîììóòàòî-

ðû. Â îáùåì ñëó÷àå:

d

dt
T{at b1...bn} = T{ȧt b1...bn} (17.19)

+
n∑

k=1

δ(t− tk) T{b1...bk−1 [ak, bk] bk+1...bn}.

⊲ Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èìåòü òàêæå äåëî ñ �åðìèîííûìè îïåðà-

òîðàìè. Äëÿ íèõ õðîíîëîãè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëÿåòñÿ òàê, ÷òî

ïðè óïîðÿäî÷èâàíèè ïîÿâëÿåòñÿ çíàê ìèíóñ, åñëè ñäåëàíî íå÷¼òíîå ÷èñëî

ïàðíûõ ïåðåñòàíîâîê. Íàïðèìåð, ïóñòü ft, g1 � �åðìèîííûå îïåðàòîðû,
à b2 � áîçîííûé (�îáû÷íûé�) îïåðàòîð. Òîãäà:

T{ft g1} = −T{g1 ft}, T{ft b2} = T{b2 ft}.
Õðîíîëîãè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå òð¼õ îïåðàòîðîâ ïðè t1 > t2 ðàâíî:

T{ft g1b2} = θt1 ft g1b2 − θ1t θt2 g1 ft b2 − θ2t g1b2 ft.

Ìèíóñ âîçíèêàåò, òàê êàê �åðìèîííûé îïåðàòîð ft �ïåðåáðàëñÿ� ÷åðåç
äðóãîé �åðìèîííûé îïåðàòîð g1. Áåðÿ ïðîèçâîäíóþ ïî t, èìååì:

d

dt
T{ft g1b2} = T{ḟt g1b2}+ δt1 {f1, g1} b2 − δt2 g1[f2, b2],

ãäå âî âòîðîì ñëàãàåìîì ñòîèò àíòèêîììóòàòîð {f1, g1} = f1g1 + g1f1,

à â òðåòüåì, êàê è ðàíüøå, êîììóòàòîð. Â îáùåì ñëó÷àå, åñëè ft � �åð-
ìèîííûé îïåðàòîð, à qi � �åðìèîííûå èëè áîçîííûå îïåðàòîðû, òî:

d

dt
T{ft q1...qn} = T{ḟt q1...qn} (17.20)

+
n∑

k=1

(±) δ(t− tk) T{q1...qk−1 [fk, qk]
± qk+1...qn},

ãäå äëÿ áîçîííûõ îïåðàòîðîâ ñòîèò êîììóòàòîð, à äëÿ �åðìèîííûõ �

àíòèêîììóòàòîð:

[f, q]± =

{
fq + qf, åñëè q − �åðìèîííûé îïåðàòîð,
fq − qf, åñëè q − áîçîííûé îïåðàòîð.

Â (17.20) ñëàãàåìûå áåðóòñÿ ñî çíàêîì ìèíóñ, åñëè äëÿ ïîìåùåíèÿ îïå-

ðàòîðà fk ïîñëå qk−1 òðåáóåòñÿ ñäåëàòü íå÷¼òíîå ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê fk
ñ òåìè qi, êîòîðûå òàêæå ÿâëÿþòñÿ �åðìèîííûìè îïåðàòîðàìè.
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3 Óðàâíåíèÿ Äàéñîíà

Íàéä¼ì óðàâíåíèå, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò 2-�óíêöèÿ �ðèíà. Â ñè-

ëó ïðàâèëà (17.19), ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ õðîíîëîãè÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ

ðàâíà (øëÿïêè íàä îïåðàòîðàìè îïóñêàåì, xs ≡ x(s) è ò.ä.):

d

dt
T
{
xt xs

}
= T

{
ẋt xs

}
+ δ(t− s) [xs, xs] = T

{
ẋt xs

}
.

Âîçüì¼ì åù¼ îäíó ïðîèçâîäíóþ:

d2

dt2
T
{
xt xs

}
= T

{
ẍt xs

}
+ δ(t− s) [ẋs, xs].

Òàê êàê ẋt = pt, êîììóòàòîð ðàâåí −ı. Ïîäñòàâèì âìåñòî ẍt óðàâíåíèå
�åéçåíáåðãà (3.17):

( d2

dt2
+ ω2

)

T
{
xt xs

}
+
λ

6
T
{
x3t xs

}
= −ı δ(t− s). (17.21)

Óñðåäíåíèå ïî îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ äà¼ò ïåðâîå óðàâíåíèå Äàéñîíà äëÿ

àíãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà. Ïðè λ = 0 (ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð)

2-�óíêöèÿ �ðèíà D(t) =
〈
0|T xt x |0

〉
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ:

( d2

dt2
+ ω2

)

D(t) = −ı δ(t). (17.22)

Àíàëîãè÷íî, äëÿ n-�óíêöèé çàïèñûâàåòñÿ ñèñòåìà äè��åðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé äëÿ àíãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà:

( d2

dt2
+ω2

)

T
{
xt x1...xn

}
+
λ

6
T
{
x3t x1...xn

}
= −ı

n∑

k=1

δtkT
{
x1 ... xk−1 xk+1 xn

}
,

ãäå xk ≡ x(tk) è δtk ≡ δ(t− tk). Ïîñëå óñðåäíåíèÿ ïî îñíîâíîìó ñîñòîÿ-

íèþ, ïîëó÷àþòñÿ èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ Äàéñîíà:

〈
E0|T xt x1...xn |E0

〉
+
ıλ

6

∫

Dts

〈
E0|T x3s x1...xn |E0

〉
ds (17.23)

=

n∑

k=1

Dtk

〈
E0|T x1 ... xk−1 xk+1 xn |E0

〉
,

ãäå Dtk ≡ D(t− tk) � �óíêöèÿ �ðèíà ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, óäî-
âëåòâîðÿþùàÿ (17.22). Äåéñòâóÿ íà ýòî óðàâíåíèå îïåðàòîðîì d2/dt2+ω2

,

íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîëó÷àåòñÿ äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå.
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Ñòðîãî ãîâîðÿ, èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (17.23) íå ýêâèâàëåíòíî äè�-

�åðåíöèàëüíîìó, òàê êàê â í¼ì, �áåç óùåðáà� äëÿ îïåðàòîðà d2/dt2 + ω2

ìîæíî çàìåíèòü Dts íà Dts +A cos{ω(t− s) + φ0}, ãäå A è φ0 � êîíñòàí-
òû. Ýòîò ïðîèçâîë äëÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ óñòðàíÿåòñÿ òåîðåìîé Âèêà.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè λ = 0 (17.23) äà¼ò (17.14) ñ

Dts =
〈
0|T xtxs |0

〉
=
e−ıω |t−s|

2ω
. (17.24)

Ýòî æå âûðàæåíèå ñëåäóåò èç îáùåé �îðìóëû (17.4), òàê êàê â ñèëó

(2.48), ñòð. 63, åäèíñòâåííûé îòëè÷íûé îò íóëÿ ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ðàâåí

〈
0|x|1

〉
= 1/

√
2ω, à ðàçíèöà ýíåðãèé: Ωn = nω. Ïî ýòîé æå ïðè÷èíå,

�óðüå-îáðàç �óíêöèè �ðèíà (17.7) ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ðàâåí:

D(k) =
ı

k2 − ω2 + ıǫ
. (17.25)

Òàêîå �óðüå-ïðåäñòàâëåíèå �óíêöèè (17.24) ïðè ǫ → 0 óäîâëåòâîðÿåò

óðàâíåíèþ (17.22):

( d2

dt2
+ ω2

)

D(t) =

∞∫

−∞

ı(−k2 + ω2)

k2 − ω2 + ıǫ
e−ıkt dk

2π
= −ı

∞∫

−∞

e−ıkt dk

2π
= −ı δ(t).

Îòìåòèì âàæíûé ìîìåíò. Çàïèñûâàÿ äëÿ �óíêöèè �ðèíà èíòåãðàë

Ôóðüå, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñóùåñòâóåò îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå. Îä-

íàêî, ýòî áóäåò ïðîèñõîäèòü òîëüêî, åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî â ñîîòíîøåíèè

(17.24) ó ÷àñòîòû ω ïðèñóòñòâóåò ìàëàÿ êîìïëåêñíàÿ äîáàâêà. Äåéñòâè-

òåëüíî, âû÷èñëèì îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå:

∞∫

−∞

e−ıω |t|

2ω
eıkt dt =

0∫

−∞

eı(k+ω) t dt

2ω
+

∞∫

0

eı(k−ω) t dt

2ω
=

ı

k2 − ω2 + ıǫ
.

Íà áåñêîíå÷íîñòè ïîäûíòåãðàëüíûå �óíêöèè áóäóò óáûâàòü (à èíòåãðà-

ëû ñõîäèòñÿ) òîëüêî, åñëè ñäåëàòü çàìåíó:

ω 7→ ω − ıǫ. (17.26)

Ýòî ïðàâèëî íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ïðè âû÷èñëåíèè âñåõ èíòåãðàëîâ

è òîëüêî â ñàìîì êîíöå óñòðåìëÿòü ǫ ê íóëþ. Â òåîðèè ëèíåéíûõ äè��å-

ðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, �óíêöèÿ �ðèíà ñ îáðàçîì (17.25) íàçûâàåòñÿ

ïðè÷èííîé �óíêöèåé (ñì. ñòð. ??).
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4 Òåîðèÿ âîçìóùåíèé äëÿ óðàâíåíèÿ Äàéñîíà

�åøèì ñèñòåìó óðàâíåíèé Äàéñîíà (17.23) ïî òåîðèè âîçìóùåíèé, ñ÷è-

òàÿ ïàðàìåòð λ ìàëûì. Òî÷íóþ 2-�óíêöèþ �ðèíà ïî-ïðåæíåìó îáîçíà-

÷àåì êàê G12 =
〈
E0|T x1x2 |E0

〉
, à 2-�óíêöèþ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòî-

ðà, êîãäà λ = 0, ñëåäóþùèì îáðàçîì: D12 =
〈
0|T x1x2 |0

〉
. Àíàëîãè÷íî, ñ

n àðãóìåíòàìè îáîçíà÷àþòñÿ n-òî÷å÷íûå �óíêöèè. Çàïèøåì èíòåãðàëü-

íûå óðàâíåíèÿ (17.23) äëÿ n = 1, 3:

G12 +
ıλ

6

∫

D1sGsss2 ds = D12, (17.27)

G1234 +
ıλ

6

∫

D1sGsss234 ds = D12G34 +D13G24 +D14G23.

�àçëîæèì âñå �óíêöèè �ðèíà â ðÿä ïî λ:

G12 = D12 + G
(1)
12 + G

(2)
12 + ...,

G1234 = D1234 +G
(1)
1234 +G

(2)
1234 + ...,

ãäå G
(k)
1...n èìååò ïîðÿäîê ìàëîñòè λk. Ïîäñòàâèì ýòè ðàçëîæåíèÿ â óðàâ-

íåíèÿ è ïðèðàâíÿåì âåëè÷èíû îäíîãî ïîðÿäêà:

G
(1)
12 = −ıλ

6

∫

D1sG
(0)
sss2 ds, G

(2)
12 = −ıλ

6

∫

D1sG
(1)
sss2 ds, (17.28)

G
(1)
1234 +

ıλ

6

∫

D1sG
(0)
sss234 ds = D12G

(1)
34 +D13G

(1)
24 +D14G

(1)
23 . (17.29)

Íóëåâîå ïðèáëèæåíèå (λ = 0) ê 4-�óíêöèè óæå íàéäåíî (17.15):

G
(0)
sss2 ≡ Dsss2 = DssDs2 +DssDs2 +Ds2Dss = 3DssDs2,

÷òî ñðàçó äà¼ò ïåðâóþ ïîïðàâêó ê 2-�óíêöèè �ðèíà:

G
(1)
12 = −ıλ

2

∫

D1sDssDs2 ds. (17.30)

×òîáû íàéòè âòîðóþ ïîïðàâêó ê 2-�óíêöèè �ðèíà, íåîáõîäèìî ñíà÷àëà

âû÷èñëèòü ïåðâóþ ïîïðàâêó ê 4-�óíêöèè. Äëÿ ýòîãî, â ñâîþ î÷åðåäü,

íåîáõîäèìî çíàòü 6-�óíêöèþ �ðèíà â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè. Â îáùåì

ñëó÷àå ñèñòåìà Äàéñîíà ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ çàöåïëÿþùèõñÿ

óðàâíåíèé è ÷åì áîëåå âûñîêèé ïîðÿäîê íàñ èíòåðåñóåò, òåì áîëüøåå

÷èñëî óðàâíåíèé ïðèõîäèòñÿ çàäåéñòâîâàòü.
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Ïðîâåä¼ì ñîîòâåòñòâóþùèå âû÷èñëåíèÿ. Äëÿ 6-�óíêöèè ãàðìîíè÷å-

ñêîãî îñöèëëÿòîðà (λ = 0) èç òåîðåìû Âèêà (17.14) èìååì:

G
(0)
123456 ≡ D123456 = D12D3456+D13D2456+D14D2356+D15D2346+D16D2345.

Ïîëîæèì 3 âðåìåíè îäíîìó çíà÷åíèþ (ëþáûå 3, òàê êàê �óíêöèÿ �ðèíà

ñèììåòðè÷íà):

Ds234ss = Ds2D34ss +Ds3D24ss +Ds4D23ss + 2DssD234s

= 6D2sD3sD4s + 3Dss (D2sD34 +D3sD24 +D4sD23),

ãäå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ïîäñòàâëåíî (17.15). Òåïåðü ìîæíî çàïèñàòü

ïåðâóþ ïîïðàâêó ê 4-�óíêöèè (17.29), ãäå G
(0)
sss234 = Dsss234:

G
(1)
1234 = −ıλ

∫

D1sD2sD3sD4s ds (17.31)

− ıλ

2

∫ [

D1sDssDs2D34 +D1sDssDs3D24 +D1sDssDs4D23

]

ds

− ıλ

2

∫ [

D12D3sDssDs4 +D13D2sDssDs4 +D14D2sDssDs3

]

ds.

Êîãäà òðè àðãóìåíòà ñîâïàäàþò, ýòî âûðàæåíèå çàìåòíî óïðîùàåòñÿ.

Ïóñòü t1 = t3 = t4 = u, òîãäà

G
(1)
u2uu = −ıλ

∫ [

Ds2D
3
us +

3

2
DuuDssDsuDs2 +

3

2
D2

usDssDu2

]

ds.

Òàê êàê ïåðåìåííàÿ s óæå çàäåéñòâîâàíà, âî âòîðîì óðàâíåíèè (17.28)

îáîçíà÷èì ïåðåìåííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ êàê u è ïîäñòàâèì â íåãî G
(1)
u2uu,

÷òî äà¼ò âòîðóþ ïîïðàâêó ê 2-�óíêöèè �ðèíà:

G
(2)
12 = (−ıλ)2

∫

D1u

[ 1

6
D3

us +
1

4
DuuDusDss

]

Ds2 du ds

+ (−ıλ)2
∫

1

4
D1uD

2
usDssDu2 du ds. (17.32)

Ïðèäàäèì ïîëó÷åííûì ðåçóëüòàòàì áîëåå íàãëÿäíóþ �îðìó ïðè ïî-

ìîùè äèàãðàìì Ôåéíìàíà. Ýòîò èíñòðóìåíò ÿâëÿåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî

âàæíûì â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ è ñëóæèò íå òîëüêî äëÿ ïîâûøåíèÿ

îáðàçíîñòè àíàëèòè÷åñêèõ âûðàæåíèÿ, íî è êàê èõ �èçè÷åñêàÿ èíòåð-

ïðåòàöèÿ.
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⊲ Äèàãðàììû Ôåéíìàíà � ýòî ãðà�û, ñîñòîÿùèå èç òî÷åê, ñîåäèí¼í-

íûõ ëèíèÿìè. Óñëîâèìñÿ àðãóìåíòû �óíêöèé �ðèíà îáîçíà÷àòü áåëûìè

êðóæêàìè. ×åðíûì êðóæêîì (âåðøèíà) îáîçíà÷èì èíòåãðàë ïî âðåìå-

íè, óìíîæåííûé íà (−ıλ), à ëèíèåé � 2-�óíêöèþ �ðèíà ãàðìîíè÷åñêîãî

îñöèëëÿòîðà: D12 ≡ D(t1 − t2), ãäå t1 è t2 � âðåìåíà òî÷åê, êîòîðûå ñî-

åäèíÿåò ýòà ëèíèÿ. Äëÿ àíãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ñ �÷åòâåðòíûì�

âçàèìîäåéñòâèåì (λ/4!) x4 â âåðøèíå âñåãäà áóäåò ñõîäèòüñÿ 4 ëèíèè:

Òî÷íóþ 2-�óíêöèþ �ðèíà àíãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà G12 èçîáðàçèì

æèðíîé ëèíèåé. Â ðåçóëüòàòå, ñ òî÷íîñòüþ äî λ2, èìååì:

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ïîñëå ðàâåíñòâà � ýòî íóëåâîå ïðèáëèæåíèå, ðàâíîå

D12. Âî âòîðîì ñëàãàåìîì â âåðøèíå s ñõîäÿòñÿ äâå âíåøíèå ëèíèè D1s

è Ds2, à òàêæå íà÷èíàåòñÿ è êîí÷àåòñÿ ïåòëÿ âíóòðåííåé ëèíèè, êîòîðîé

ñîîòâåòñòâóåò â (17.30) ìíîæèòåëü Dss. �ÿäîì ñ äèàãðàììîé ñòîèò ìíî-

æèòåëü 1/2 íà êîòîðûé íåîáõîäèìî óìíîæèòü âûðàæåíèå, çàïèñàííîå ïî

ïðàâèëàì Ôåéíìàíà. Îñòàëüíûå òðè äèàãðàììû ñîîòâåòñòâóþò âòîðîìó

ïðèáëèæåíèþ (17.32) è èìåþò 2 âåðøèíû (∼ λ2).

Àíàëîãè÷íî ìîæíî íàðèñîâàòü ðÿä äëÿ 4-�óíêöèè �ðèíà, êîòîðóþ

îáîçíà÷èì êðóãîì ñ ÷åòûðüìÿ âíåøíèìè ëèíèÿìè:

Â ïðàâîé ÷àñòè âðåìåíà âíåøíèõ ëèíèé íå ïîäïèñàíû, íî ïîâòîðÿþò

ïîðÿäîê âðåì¼í â ëåâîé ÷àñòè. Ïåðâûå òðè ñëàãàåìûõ � ýòî íóëåâîå ïðè-

áëèæåíèå, ðàâíîå (17.15). Äèàãðàììû âòîðîé ñòðîêè èìåþò ïåðâûé ïî-

ðÿäîê ïî òåîðèè âîçìóùåíèé (17.31). Ïðè ýòîì òîëüêî ïåðâàÿ äèàãðàì-

ìà ñâÿçíàÿ, â îñòàëüíûå 6 (â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ) � íåò. Íåñâÿçíîñòü

îçíà÷àåò íàëè÷èå ìíîæèòåëåé, íå ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé èíòåãðèðîâà-

íèåì. Çàìåòèì, ÷òî íåñâÿçíûå äèàãðàììû ñîñòîÿò èç ÷àñòåé ðàçëîæåíèÿ

2-�óíêöèè (íóëåâîãî è ïåðâîãî ïîðÿäêà).
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⊲ Íàéä¼ì ÿâíûé âèä 2-�óíêöèè �ðèíà â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî òåîðèè

âîçìóùåíèé. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü èíòåãðàë:

=
−ıλ
2

∫

D1tDttDt2 dt =
−ıλ

2(2ω)3

∞∫

−∞

e−ıω (|t1−t|+|t−t2|) dt.

Ïóñòü t1 < t2. Òîãäà äèàïàçîí èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæíî ðàçáèòü íà 3 îò-

ðåçêà è íà êàæäîì ðàñêðûòü ìîäóëè â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû:

∞∫

−∞

e−ıω(|t1−t|+|t−t2|) dt =

t1∫

−∞

e−ıω(t1+t2−2t) dt+

t2∫

t1

e−ıω(t2−t1) dt+

∞∫

t2

eıω(t1+t2−2t) dt.

Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî ω 7→ ω − ıǫ (17.26) è âûïîëíÿÿ èíòåãðèðîâàíèå, ïî-

ëó÷àåì (ïðè t1 > t2 ïîðÿäîê âðåì¼í îáðàòíûé):

∞∫

−∞

e−ıω (|t1−t|+|t−t2|) dt =
{

1 + ıω |t1 − t2|
} e−ıω |t1−t2|

ıω
. (17.33)

Â ðåçóëüòàòå, â ýòîì ïðèáëèæåíèè 2-�óíêöèÿ �ðèíà ðàâíà:

G(t) =
〈
E0|T xt x |E0

〉
=
(

1− λ

8ω3

{
1 + ıω |t|

}
+ ...

) e−ıω |t|

2ω
. (17.34)

Ýòî æå ñîîòíîøåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü ïðè ïîìîùè òåîðèè âîçìóùåíèé

�åëåÿ-Øð¼äèíãåðà (ñòð. 152) 
 β = λ/12 è �îðìóëû (17.4):

G(t) =
1

2ω

(

1− λ

8ω3
+ ...

)

exp
{

− ıω
(

1 +
λ

8ω3
+ ...

)

|t|
}

. (17.35)

Ñîâïàäåíèå ñ (17.34) áóäåò, åñëè â ðÿä ïî λ ðàçëîæèòü ýêñïîíåíòó. Ïðè

ýòîì âîçíèêàåò ìíîæèòåëü ïðîïîðöèîíàëüíûé λ |t|. Îí ìàë òîëüêî ïðè

ìàëûõ âðåìåíàõ, ïîýòîìó âûðàæåíèå (17.35), ñïðàâåäëèâîå ïðè ëþáîì t,

ëó÷øå, ÷åì (17.34).

Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ, ïðåäëàãàåòñÿ òàêæå âû÷èñëèòü 4-�óíêöèþ

�ðèíà äëÿ ñîâïàäàþùèõ âðåì¼í. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (17.17), îíà äà¼ò ïðî-

èçâîäíóþ ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ïî ïàðàìåòðó λ:

∂E0

∂λ
=

1

4!
G(0, 0, 0, 0) =

1

4!

[ 3

(2ω)2
− 7λ

(2ω)5
+ ...

]

. (17.36)

Ýòî ñîîòíîøåíèå ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì, ïîëó÷åííûì â ðàìêàõ òåîðèè

�åëåÿ-Øð¼äèíãåðà (ñòð. 152).
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5 Ñðåäíåå S-îïåðàòîðà ∗

• S-îïåðàòîð (ñòð. 197) çàïèñàí êàê õðîíîëîãè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå îïå-
ðàòîðîâ âçàèìîäåéñòâèÿ â ïðåäñòàâëåíèè âçàèìîäåéñòâèÿ:

Ŝ(t, t0) = eıĤ0 t e−ıĤ (t−t0) e−ıĤ0 t0 = T
{

exp
(

− ı

t∫

t0

V̂I(τ) dτ
)}

. (17.37)

Ýòî ñîîòíîøåíèå èãðàåò âàæíóþ ðîëü â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ. Ïîëó÷èì

ñ åãî ïîìîùüþ ýíåðãèþ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ àíãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿ-

òîðà ñ V̂I(t) = (λ/4!) x̂4I(t). Â êà÷åñòâå íåâîçìóùåííîãî ãàìèëüòîíèàíà â

ýòîì ñëó÷àå âûñòóïàåò ãàìèëüòîíèàí ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà Ĥ0,

äëÿ êîòîðîãî ðåøåíèÿ x̂I(t) èçâåñòíû (3.18). Âû÷èñëèì ñðåäíåå îïåðàòî-

ðà Ŝ(T/2, −T/2) ïî îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ Ĥ0 |0
〉
= ε0 |0

〉
(T = t− t0):

S(T ) =
〈
0|Ŝ
(T

2
, −T

2

)

|0
〉
= eıε0 T

〈
0|e−ıĤT |0

〉
= eıε0 T

∞∑

n=0

e−ıEnT |
〈
0|En

〉
|2,

ãäå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ïîñëå ýêñïîíåíòû e−ıĤT
âñòàâëåíà ñóììà ïî

ïîëíîìó íàáîðó ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ãàìèëüòîíèàíà Ĥ |En

〉
= En |En

〉
.

Ýòî ñðåäíåå ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé T . Ïî ñâîåìó �èçè÷åñêîìó ñìûñëó âðå-

ìÿ äåéñòâèòåëüíî, îäíàêî, êîãäà �óíêöèÿ S(T ) çàäàíà, å¼ âñåãäà ìîæíî
àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèòü íà êîìïëåêñíûå çíà÷åíèÿ T . Âû÷èñëèì ÷å-

ìó îíà ðàâíà, åñëè T ñòðåìèòñÿ ê +∞ (1− ıǫ), ò.å. ê áîëüøèì âðåìåíàì,

êîòîðûå ñäâèãàþòñÿ âíèç îò äåéñòâèòåëüíîé îñè íà ìàëóþ êîìïëåêñíóþ

âåëè÷èíó ıǫ. Ïåðåïèøåì ñóììó â âèäå:

S(T ) = e−ı (E0−ǫ0)T
(

|
〈
0|E0

〉
|2 + e−ıΩ1T |

〈
0|E1

〉
|2 + ...

)

.

Òàê êàê E0 < E1 < ..., ÷àñòîòû Ωn = En−E0 > 0 è âñå ñëàãàåìûå êðîìå
ïåðâîãî ïðè T → +∞ (1 − ıǫ) ðàâíû íóëþ (e−Ωn ∞(ǫ+ı) = 0, ñ÷èòàåì ǫ
ìàëîé, íî êîíå÷íîé). Ïîýòîìó:

S(T ) → e−ı (E0−ǫ0)T |
〈
0|E0

〉
|2, ïðè T → +∞ (1− ıǫ). (17.38)

Åñëè íàéòè ñðåäíåå îò S-îïåðàòîðà â òàêîì ïðåäåëå, òî ïîëó÷èòñÿ ýêñ-

ïîíåíòà â ïîêàçàòåëå êîòîðîé áóäåò ñòîÿòü ðàçíèöà ýíåðãèè îñíîâíîãî

ñîñòîÿíèÿ àíãàðìîíè÷åñêîãî E0 è ãàðìîíè÷åñêîãî ε0 îñöèëëÿòîðîâ. Ïðî-

âåä¼ì ñîîòâåòñòâóþùèå âû÷èñëåíèÿ ïî òåîðèè âîçìóùåíèé.
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• Îïóñêàÿ èíäåêñ I, øëÿïêè íàä îïåðàòîðàìè è ðàñêëàäûâàÿ ýêñïî-

íåíòó â ðÿä äî âòîðîãî ïîðÿäêà ïî âçàèìîäåéñòâèþ, èìååì

S(T ) = 1− ıλ

4!

∫
〈
0|x4t |0

〉
dt+

(−ıλ)2
2! · 4!2

∫
〈
0|T x4tx4s|0

〉
dt ds+ ...

Ñðåäíåå â ïåðâîì ïîðÿäêå ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ (ïðåäñòàâëåíèå âçàèìîäåé-

ñòâèå, ïîýòîìó H0):

〈
0|x4t |0

〉
=
〈
0|eıH0t x4 e−ıH0t |0

〉
=
〈
0|x4|0

〉
=

3

(2ω)2
, (17.39)

ãäå ó÷òåíî (9.6), ñòð. 152. Âî âòîðîì ïîðÿäêå ïîëîæèì ñíà÷àëà t > s:

〈
0|x4tx4s|0

〉
=
〈
0|eıH0t x4 e−ıH0(t−s) x4 e−ıH0s|0

〉
= eıε0(t−s)

〈
0|x4 e−ıH0(t−s) x4|0

〉

èëè âñòàâëÿÿ ïîñëå ýêñïîíåíòû ñóììó ïî ïîëíîìó íàáîðó ñîáñòâåííûõ

âåêòîðîâ ãàìèëüòîíèàíà H0:

∞∑

n=0

e−ıωn(t−s)
〈
0|x4|n

〉〈
n|x4|0

〉
= (x400)

2 + e−ıω2(t−s)(x402)
2 + e−ıω4(t−s)(x404)

2,

ãäå ωn = εn − ε0 = nω è ó÷òåíî, ÷òî ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû x40n =
〈
0|x4|n

〉

îòëè÷íû îò íóëÿ òîëüêî ïðè n = 0, 2, 4. Òàêîå æå âûðàæåíèå ïîëó÷àåòñÿ

ïðè s > t, íî â ýêñïîíåíòàõ áóäåò ñòîÿòü s − t. Ïîýòîìó, ïîäñòàâëÿÿ
çíà÷åíèÿ x40n èç (9.6), ïîëó÷àåì:

〈
0|T x4tx4s|0

〉
= 9

1

(2ω)4
+ 72

e−2ı ω |t−s|

(2ω)4
+ 24

e−4ı ω |t−s|

(2ω)4
. (17.40)

Ïåðåïèøåì ýòè äâà ñðåäíèõ ïðè ïîìîùè 2-�óíêöèè �ðèíà ãàðìîíè÷å-

ñêîãî îñöèëëÿòîðà Dts = e−ıω |t−s|/(2ω):

〈
0|x4t |0

〉
= 3D2

tt, (17.41)

〈
0|T x4t x4s |0

〉
= 9D2

ttD
2
ss + 72DttD

2
tsDss + 24D4

ts, (17.42)

Êîíñòàíòû 1/(2ω) íåñêîëüêî ïðîèçâîëüíî îáîçíà÷åíû äâóìÿ ýêâèâàëåíò-

íûìè ñïîñîáàìè: Dtt, Dss. Åñëè ïðè âû÷èñëåíèè õðîíîëîãè÷åñêèõ ñðåä-

íèõ èñïîëüçîâàòü òåîðåìó Âèêà, îíè âîçíèêíóò åñòåñòâåííûì îáðàçîì,

îäíàêî âûêëàäêè áóäóò íåñêîëüêî áîëåå ãðîìîçäêèìè (⋖H52).
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Òàêèì îáðàçîì, ñ òî÷íîñòüþ äî λ2, ñðåäíåå S-îïåðàòîðà ïî îñíîâíîìó

ñîñòîÿíèþ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ðàâíî:

S(T ) = 1− ıλ

∫
1

8
D2

tt dt (17.43)

+(−ıλ)2
∫ [ 1

128
D2

ttD
2
ss +

1

16
DttD

2
tsDss +

1

48
D4

ts

]

dt ds+ ...

Ïðè ïîìîùè ïðàâèë Ôåéíìàíà (ñòð. 278) ýòî âûðàæåíèå èçîáðàçèì ïðè

ïîìîùè ñëåäóþùèõ äèàãðàìì:

Âîçëå êàæäîé äèàãðàììû ñòîèò ÷èñëîâîé ìíîæèòåëü, êîòîðûé íàçû-

âàþò ñèììåòðèéíûì êîý��èöèåíòîì. Äâå ïåòëè, ñîåäèí¼ííûå ÷¼ðíîé

òî÷êîé (âòîðîå ñëàãàåìîå) ïðîïîðöèîíàëüíû D2
tt = DttDtt (äâå ëèíèè,

êàæäàÿ èç êîòîðûõ íà÷èíàåòñÿ è êîí÷àåòñÿ íà îäíîé âåðøèíå). Òðåòüå

ñëàãàåìîå ñîñòîèò èç äâóõ íåñâÿçíûõ (íå ñîåäèí¼ííûõ) ïàð ïåòåëü. Åìó

ñîîòâåòñòâóåò ïðîèçâåäåíèå âûðàæåíèé äëÿ êàæäîé ïàðû ïåòåëü.

Çàìåòèì, ÷òî òðåòüå ñëàãàåìîå â (17.43) ðàâíî êâàäðàòó âòîðîãî ñëà-

ãàåìîãî, äåë¼ííîìó íà 2. Ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ ðÿä Òåéëîðà:

exp(a1λ+ a2λ
2 + ...) = 1 + a1λ+

{a21
2
+ a2

}

λ2 + ...,

âûðàæåíèå äëÿ ñðåäíåãî ìîæíî ïåðåïèñàòü â áîëåå êîìïàêòíîì âèäå:

Ïðè ýòîì ïîä ïîêàçàòåëåì ýêñïîíåíòû îñòàëèñü òîëüêî ñâÿçíûå äèàãðàì-

ìû, ïðîïîðöèîíàëüíûå, â ñîîòâåòñòâèè ñ (17.38), ýíåðãèè îñíîâíîãî ñî-

ñòîÿíèÿ àíãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà.

Â èíòåãðàëàõ (17.43) íå óêàçàíû ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ. Òàê êàê ìû

õîòèì âîñïîëüçîâàòüñÿ (17.38), ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îíè ñèììåòðè÷íû è

ðàâíû −T/2 è T/2. ×òîáû íå óñëîæíÿòü ñåáå æèçíü, áóäåì ñ÷èòàòü T

áîëüøèì äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëîì. À óæå ïîñëå âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà

(â ÷àñòíîñòè, ïðè ïîäñòàíîâêå ïðåäåëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ), óñòðåìèì T
ê +∞ (1 − ıǫ), ñ÷èòàÿ ǫ > 0 êîíå÷íîé âåëè÷èíîé. Íàêîíåö, òîëüêî â

�èíàëüíîì ðåçóëüòàòå ïåðåéä¼ì ê ïðåäåëó ǫ→ 0.
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Äëÿ äâóõ ïåòåëü ïîëó÷àåòñÿ òðèâèàëüíûé èíòåãðàë:

=
−ıλ
8

T/2∫

−T/2

D2
tt dt =

T

ı

λ

8 (2ω)2
,

ãäå êîíñòàíòà D2
tt = 1/(2ω)2 âûíåñåíà çà èíòåãðàë è T ðàâíî ðåçóëü-

òàòó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî dt. Äëÿ îñòàâøèõñÿ äâóõ äèàãðàìì âû÷èñëèì

äâîéíîé èíòåãðàë:

T/2∫

−T/2

Dn
ts dt ds =

T/2∫

−T/2

e−ı n ω |t−s| dt ds

(2ω)n
= 2T

T/2∫

0

e−ı n ω t dt

(2ω)n
,

ãäå ïðîâåäåíà çàìåíà ïåðåìåííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ t′ = t− s è s′ = s, ÷òî
ñðàçó äà¼ò çíà÷åíèå èíòåãðàëà ïî s′ ðàâíîå T . Â èíòåãðàëå ïî t′ (øòðèõ
îïóùåí), â ñèëó ÷¼òíîñòè ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè, èíòåãðèðîâàíèå

íà÷èíàåòñÿ îò íóëÿ è ðåçóëüòàò óìíîæåí íà 2. Ïðè çàìåíàõ ïðåäåëû

èíòåãðèðîâàíèÿ îñòàëèñü áåç èçìåíåíèé, òàê êàê T ñ÷èòàåòñÿ áîëüøèì

(êîãäà T = ∞ òàêèå äåéñòâèÿ çàêîííû). Ïðîâîäÿ îñòàâøååñÿ èíòåãðèðî-

âàíèå è óñòðåìëÿÿ â ýòîì èíòåãðàëå T ê ∞ (1− ıǫ), ïîëó÷àåì:

T/2∫

−T/2

Dn
ts dt ds =

T

ı

4/n

(2ω)n+1
. (17.44)

Ýòîò æå ðåçóëüòàò ïîëó÷èëñÿ áû è ïðè äåéñòâèòåëüíîì ïðåäåëå T → ∞,

åñëè ó÷åñòü ïðàâèëî ω 7→ ω− ıǫ èíòåãðèðîâàíèÿ �óíêöèé �ðèíà (17.26).
Ïîäñòàâëÿÿ ýòè èíòåãðàëû â ëîãàðè�ì ñðåäíåãî S-îïåðàòîðà

lnS(T ) = −ıλ
∫

1

8
D2

tt dt+ (−ıλ)2
∫ [ 1

16
DttD

2
tsDss +

1

48
D4

ts

]

dt ds,

îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

ı

T
ln S(T ) =

λ

8 (2ω)2
−
[ 2

16
+

1

48

] λ2

(2ω)5
. (17.45)

Ïîýòîìó, â ñîîòâåòñòâèè ñ (17.38), ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ àíãàðìî-

íè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà âî âòîðîì ïîðÿäêå ïî òåîðèè âîçìóùåíèé ðàâíà:

E0 = ε0 +
ı

T
lnS(T ) =

ω

2
+

λ

8 (2ω)2
− 7

48

λ2

(2ω)5
+ ...,

÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåîáîçíà÷åíèÿ êîíñòàíòû λ = 12 β, ñîâïàäàåò ñ

ðåçóëüòàòîì íà ñòð. 152.
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�ëàâà 18

Ôóíêöèîíàëüíûå ìåòîäû

Èñïîëüçîâàíèå �óíêöèîíàëüíûõ ïðîèçâîäíûõ (ïðîèçâîäíûõ ïî �óíê-

öèÿì) ÿâëÿåòñÿ ìîùíûì ìàòåìàòè÷åñêèì àïïàðàòîì ïîëó÷åíèÿ ðàçëè÷-

íûõ ñîîòíîøåíèé â êâàíòîâîé òåîðèè. Ýòîìó ïîäõîäó ïîñâÿùåíà íàñòî-

ÿùàÿ ãëàâà. Áóäåò ââåäåíî ïîíÿòèå ïðîèçâîäÿùåãî �óíêöèîíàëà äëÿ

�óíêöèé �ðèíà è ïîëó÷åíî óðàâíåíèå Øâèíãåðà, òåñíî ñâÿçàííîå ñ óðàâ-

íåíèÿìè Äàéñîíà.

Êâàíòîâàÿ òåîðèÿ ïîëÿ

Ñåðãåé Ñ. Ñòåïàíîâ

Ýòà êíèãà íàõîäèòñÿ â ïðîöåññå ñîçäàíèÿ. Å¼ ïîñëåäíÿÿ âåðñèÿ

è äðóãèå ìàòåðèàëû íàõîäÿòñÿ íà ñàéòå: http://synset.
om.

Çàìå÷åííûå îøèáêè è âîïðîñû ïðîñüáà ïðèñûëàòü ïî àäðåñó:

steps137, çàòåì ñîáà÷êà è gmail.
om.

(ñ) 2015. Ïå÷àòü: 2 èþëÿ 2017 ã.
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1 Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîèçâîäíûå

�àññìîòðèì ëèíåéíóþ �óíêöèþ n ïåðåìåííûõ J1, ..., Jn, çàäàííóþ

ïðè ïîìîùè ÷èñåë f1, ..., fn:

F = F (J1, ..., Jn) =

n∑

k=1

fkJk.

Å¼ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî Ji îïðåäåëÿåòñÿ îáû÷íûì îáðàçîì:

∂F

∂Ji
= lim

ǫ→0

1

ǫ

{ n∑

k=1

fk (Jk + ǫ δki)−
n∑

k=1

fkJk

}

= fi. (18.1)

Ïðè ïîìîùè èíòåãðàëà â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå, ìîæíî îïðåäåëèòü ëèíåé-

íûé �óíêöèîíàë:

F [J(x)] =

∞∫

−∞

f(x)J(x) dx, (18.2)

êîòîðûé ïðè �èêñèðîâàííîé �óíêöèè f(x) äà¼ò ÷èñëî, åñëè âìåñòî �óíê-
öèè J(x) ïîäñòàâèòü å¼ êîíêðåòíûé âèä, íàïðèìåð J(x) = x2 èëè J(x) =

sin(x). Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèîíàë ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé �óíê-

öèè J(x) ÷èñëî. Îïðåäåëèì ïî àíàëîãèè ñ (18.1) �óíêöèîíàëüíóþ ïðî-

èçâîäíóþ:

δF

δJ(x)
= lim

ǫ→0

1

ǫ

{
∞∫

−∞

f(y)(J(y) + ǫ δ(x− y)) dy −
∞∫

−∞

f(y)J(y) dy
}

= f(x).

Ýòî îïðåäåëåíèå ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïðîèçâîëüíîãî �óíêöèîíàëà.

Â ÷àñòíîñòè, êîãäà îí ÿâëÿåòñÿ ïðîñòî �óíêöèåé èìååì:

δJ(y)

δJ(x)
= δ(x− y), (18.3)

÷òî ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îáîáùåíèåì �îðìóëû ∂Ji/∂Jj = δij äëÿ äèñ-

êðåòíûõ âåëè÷èí. Åñëè ïîä èíòåãðàëîì ñòîèò íåëèíåéíàÿ �óíêöèÿ L(J),
ìîæíî íàïèñàòü:

δ

δJ(x)

∞∫

−∞

L(J(y)) dy =
∞∫

−∞

∂L
∂J(y)

δ(x− y) dy =
∂L
∂J(x)

.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìî ðàçíîñòü L(J(y) + ǫδ(x− y))− L(J(y))
ðàçëîæèòü â ðÿä ïî ǫ è ïåðåéòè ê ïðåäåëó ǫ → 0. Ïîäîáíûì îáðàçîì

âû÷èñëÿþòñÿ �óíêöèîíàëüíûå ïðîèçâîäíûå è â áîëåå ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ.

Ïðè ýòîì âñåãäà ìîæíî èìåòü ââèäó àíàëîãèþ ñ îáû÷íûìè ÷àñòíûìè

ïðîèçâîäíûìè.
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Äàëåå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñîêðàù¼ííûå �èíäåêñíûå� îáîçíà÷åíèÿ

äëÿ �óíêöèé Jx ≡ J(x), è �óíêöèè Äèðàêà δxy ≡ δ(x−y), çàïèñûâàþòñÿ
ïîäîáíî ñèìâîëó Êðîíåêåðà:

δJy
δJx

= δxy.

Êðîìå ýòîãî, ïðè èíòåãðèðîâàíèè ÷àñòî áóäåò îïóñêàòüñÿ çàí÷¼ê dx:

∞∫

−∞

J(x)D(x, y) J(y) dx dy ≡
∫

x,y

JxDxy Jy.

Êîììóòàòîðû ñ �óíêöèîíàëüíûìè ïðîèçâîäíûìè ìîæíî âû÷èñëÿòü

êàê â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Íàïðèìåð, íàé-

ä¼ì êîììóòàòîð δ/δJx ñ Jn
y , ãäå n � íåêîòîðîå ÷èñëî. Ñòàâÿ ñïðàâà îò

êîììóòàòîðà ïðîèçâîëüíûé �óíêöèîíàë Ψ = Ψ[J ], èìååì:

[ δ

δJx
, Jn

y

]

Ψ =
δ(Jn

yΨ)

δJx
− Jn

y

δΨ

δJx
= nJn−1

y δxy Ψ+ Jn
y

δΨ

δJx
− Jn

y

δΨ

δJx
.

Ôóíêöèîíàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïðîèçâåäåíèÿ íàõîäèòñÿ àíàëîãè÷íî ÷àñò-

íûì ïðîèçâîäíûì äëÿ îáû÷íûõ �óíêöèé. Îïóñêàÿ �óíêöèîíàë Ψ (â ñè-

ëó åãî ïðîèçâîëüíîñòè), èìååì:

[ δ

δJx
, Jn

y

]

= n δxy J
n−1
y . (18.4)

Ïðèâåä¼ì åù¼ îäèí ïðèìåð:

[ δn

δJn
y

, Jx

]

= n δxy
δn−1

δJn−1
y

. (18.5)

Ýòîò êîììóòàòîð ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ðåêóðñèâíî

âû÷èñëÿÿ n-òóþ �óíêöèîíàëüíóþ ïðîèçâîäíóþ. Âîçìîæåí è äðóãîé ïðè-

¼ì. Îáîçíà÷èì �óíêöèîíàëüíóþ ïðîèçâîäíóþ êàê îïåðàòîð D̂x:

D̂x =
δ

δJx
, Ĵx = Jx, [D̂x, Ĵy] = δxy.

Àíàëîãè÷íî èìïóëüñíîìó ïðåäñòàâëåíèþ êâàíòîâîé ìåõàíèêè, ïåðåéä¼ì

â �D-ïðåäñòàâëåíèå�, â êîòîðîì:

D̂x = Dx, Ĵx = − δ

δDx
, [D̂x, Ĵy] = δxy.

Òåïåðü âû÷èñëåíèå êîììóòàòîðà (18.5) ñâîäèòñÿ ê êîììóòàòîðó (18.4).
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2 Ïðîèçâîäÿùèé �óíêöèîíàë

Îïðåäåëèì �óíêöèîíàë, çàâèñÿùèé îò �óêöèè Jt ≡ J(t), êîòîðóþ

áóäåì íàçûâàòü òîêîì:

Z ≡ Z[J ] =
〈
E0|T exp

{∫

t

x̂t Jt

}

|E0

〉
, (18.6)

ãäå |E0

〉
� îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ãàìèëüòîíèàíà Ĥ, à x̂t � îïåðàòîð êîîð-

äèíàòû â ïðåäñòàâëåíèè �åéçåíáåðãà. Â îòëè÷èè îò íåãî Jt � îáû÷íàÿ

�óíêöèÿ, ÷òî ïîä÷¼ðêèâàåòñÿ øëÿïêîé íàä x̂t è å¼ îòñóòñòâèåì íàä Jt.
Èíîãäà â îïðåäåëåíèè (18.6) â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû âûäåëÿþò ìíèìóþ

åäèíèöó, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïåðåîïðåäåëåíèþ òîêà Jt 7→ ı Jt.
Îïåðàöèÿ íîðìàëüíîãî ïîðÿäêà äåéñòâóåò íà îïåðàòîðû êîîðäèíàòû,

ñòîÿùèå â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû. Ïðè ýòîì ýêñïîíåíòà ïîíèìàåòñÿ êàê

ðÿä Òåéëîðà:

Z = 1 +

∫

t

〈
E0| x̂t|E0

〉
Jt +

1

2!

∫

t,s

〈
E0|T x̂t x̂s |E0

〉
Jt Js + ...

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî êîîý��èöèåíòàìè ðàçëîæåíèÿ ïî òîêàì Jt ÿâëÿ-
þòñÿ n-�óíêöèè �ðèíà:

G(t1, ..., tn) =
δZ

δJ1 ... δJn

∣
∣
∣
J=0

, (18.7)

ãäå J = 0 îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëå âçÿòèÿ �óíêöèîíàëüíûõ ïðîèçâîäíûõ,

íåîáõîäèìî âñå òîêè ïîëîæèòü ðàâíûìè íóëþ. Â ñâÿçè ñ ýòèì ñîîòíîøå-

íèåì, Z íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäÿùèì �óíêöèîíàëîì äëÿ �óíêöèé �ðèíà.

Òàê êàê ïîä õðîíîëîãè÷åñêèì ïðîèçâåäåíèåì îïåðàòîðû ìîæíî ïåðå-

ñòàâëÿòü ìåñòàìè, âû÷èñëåíèå �óíêöèîíàëüíûõ ïðîèçâîäíûõ ïî òîêàì

ïðîâîäèòñÿ ïîäîáíî ÷àñòíûì ïðîèçâîäíûì îò äèñêðåòíûõ ïåðåìåííûõ:

δZ

δJt
=
〈
E0|T x̂t e

∫

s

x̂s Js |E0

〉
.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî èíòåãðàë â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû ïðîâîäèòñÿ

óæå ïî s. Îíà ÿâëÿåòñÿ (ïîäîáíî ñóììàöèîííîìó èíäåêñó) �íåìîé ïåðå-

ìåííîé� è äîëæíà îòëè÷àòüñÿ îò âðåìåíè t, â îïåðàòîðå x̂t è òîêå Jt ïî
êîòîðîìó âçÿòà ïðîèçâîäíàÿ. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, âòîðàÿ ïðîèçâîä-

íàÿ äîëæíà çàïèñûâàòüñÿ êàê:

δ2Z

δJt δJs
=
〈
E0|T x̂t x̂s e

∫

u

x̂u Ju |E0

〉
,

ãäå ñíîâà ïåðåèìåíîâàíà ïåðåìåííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ.
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• Íàéä¼ì óðàâíåíèå êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò ïðîèçâîäÿùèé �óíêöèî-

íàë. Äëÿ ýòîãî óìíîæèì äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ Äàéñîíà (ñòð. 274)

íà J1...Jn/n!, ãäå Jk ≡ J(tk) è ïðîèíòåãðèðóåì èõ ïî t1, ..., tn:
( d2

dt2
+ ω2

) 1

n!

∫

t1...tn

T
{
xt x1...xn

}
J1...Jn +

λ

6

1

n!

∫

t1...tn

T
{
x3t x1...xn

}
J1...Jn

= −ı n
n!

∫

t1...tn−1

T
{
x1 ... xn−1

}
J1 ... Jn−1 Jt.

Ïîñëå ðàâåíñòâà èíòåãðàë ïî tk îò n ñëàãàåìûõ ñ �óíêöèåé Äèðàêà äàë

ìíîæèòåëü n è ïåðåìåííûå èíòåãðèðîâàíèÿ ïåðåîáîçíà÷åíû åäèíûì îá-

ðàçîì. Ïðîñóììèðîâàâ ýòî ðàâåíñòâî ïî n îò 0 äî áåñêîíå÷íîñòè, ïîëó-

÷èì ê �óíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå Øâèíãåðà:

( d2

dt2
+ ω2

) δZ

δJt
+
λ

6

δ3Z

δJ3
t

= −ı JtZ, (18.8)

êîòîðîå â ñåáå ñîäåðæèò âñå óðàâíåíèÿ Äàéñîíà. Åìó ìîæíî ïðèäàòü

èíòåãðàëüíûé âèä (Z óñðåäíÿåòñÿ ïî îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ!, ñì. ñòð. 275):

δZ

δJt
+
ıλ

6

∫

s

Dts
δ3Z

δJ3
s

=

∫

s

Dts JsZ. (18.9)

Ïðè λ = 0 ýòî óðàâíåíèå ëåãêî ðåøàåòñÿ:

Z0 = exp
{1

2

∫

t,s

JtDts Js

}

, (18.10)

÷òî ïðîâåðÿåòñÿ âçÿòèåì âçÿòèåì �óíêöèîíàëüíîé ïðîèçâîäíîé. Òåïåðü

ìîæíî âîñïðîèçâåñòè òåîðåìó Âèêà. Âîçüì¼ì ïåðâûå 2 ïðîèçâîäíûå:

δZ0

δJ1
=

∫

t

D1t JtZ0,
δ2Z0

δJ1δJ2
= D12Z0 +

∫

t,s

D1tD2s JtJsZ0.

Ïðè âçÿòèè ïðîèçâîäíîé îò JtDts Js ïî t1 èìååì δ1tDts Js + JtDts δ1s.
Èíòåãðèðóÿ ñ �óíêöèÿìè Äèðàêà ïîëó÷àåì èíòåãðàë îò 2D1t Jt ïî t

(�óíêöèÿ Dts ñèììåòðè÷íà è ïåðåìåííûå èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæíî ïåðå-

èìåíîâàòü). Àíàëîãè÷íî äëÿ òðåòåé ïðîèçâîäíîé:

δ2Z0

δJ1δJ2δJ3
=
[ ∫

t

(

D12D3t+D13D2t+D23D1t

)

Jt+

∫

t,s,u

D1tD2sD3u JtJsJu

]

Z0.

Âçÿòèå ÷åòâ¼ðòîé ïðîèçâîäíîé ïî J4 ïðè J = 0 (ìîæíî ñðàçó èãíîðè-

ðîâàòü íåëèíåéíûå ïî J ÷ëåíû), äà¼ò âûðàæåíèå äëÿ 4-�óíêöèè �ðèíà

ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà (17.15), ñòð. 271.
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3 Òåîðèÿ âîçìóùåíèé äëÿ óðàâíåíèÿ Øâèíãåðà

Ïðîèçâîäÿùèé �óíêöèîíàë àíãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà Z = Z[J ]

ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ïðîèçâîäÿùèé �óíêöèîíàë ãàðìîíè÷åñêîãî îñ-

öèëëÿòîðà Z0 = Z0[J ] (18.10) ïðè ïîìîùè ñëåäóþùåãî ñîîòíîøåíèÿ:

Z =
S[J ]

S[0]
, S[J ] = exp

{−ıλ
4!

∫

s

δ4

δJ4
s

}

Z0, (18.11)

ãäå S[0] îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëå âû÷èñëåíèÿ S[J ] íåîáõîäèìî ïîëîæèòü òîêè

ðàâíûìè íóëþ: J = 0. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (18.11) âû÷èñëèì ïðîèçâîä-

íóþ �óíêöèîíàëà S = S[J ] ïî Jt. Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîèçâîäíûå, êàê è

îáû÷íûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, ïåðåñòàíîâî÷íû, ïîýòîìó:

δS

δJt
= exp

{−ıλ
4!

∫

s

δ4

δJ4
s

} δZ0

δJt
= exp

{−ıλ
4!

∫

s

δ4

δJ4
s

} ∫

u

Dtu Ju Z0.

Ïîìåíÿåì ìåñòàìè ýêñïîíåíòó ñ ïðîèçâîäíîé è òîê Ju ïðè ïîìîùè êîì-

ìóòàòîðà:

[

exp
(

α

∫

s

δ4

δJ4
s

)

, Ju

]

= 4α
δ3

δJ3
u

exp
(

α

∫

s

δ4

δJ4
s

)

, (18.12)

ãäå α � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà. Îí ïîëó÷àåòñÿ ïîäîáíî (18.5), ïåðåõî-

äîì â �D-ïðåäñòàâëåíèå�. Â ðåçóëüòàòå:

δS

δJt
=

∫

u

Dtu Ju S − ıλ

6

∫

u

Dtu
δ3S

δJ3
u

.

Òàêèì îáðàçîì, S[J ] óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Øâèíãåðà (18.9). Òàê êàê

îíî ëèíåéíî, à S[0] � êîíñòàíòà (ââåäåííàÿ, ÷òîáû ïîëó÷èòü Z[0] = 1),
òî è Z â (18.11) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Øâèíãåðà.

�åøåíèå óðàâíåíèÿØâèíãåðà â �îðìå (18.11) ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî �îð-

ìàëüíûì è äëÿ ðåàëüíîãî âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäÿùåãî �óíêöèîíàëà íåîá-

õîäèìî ðàçëîæèòü ýêñïîíåíòó â ðÿä:

S = Z0 −
ıλ

4!

∫

t

δ4Z0

δJ4
t

+
(−ıλ)2
2 · 4!2

∫

t,s

δ8Z0

δJ4
t δJ

4
s

+ ...

Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ �óíêöèîíàëüíûõ ïðîèçâîäíûõ, íåîáõîäèìî ïîëîæèòü

J = 0 è ðàçäåëèòü ðÿä S[J ] íà S[0], ÷òîáû ïîëó÷èòü Z[J ], ñ ïîìîùüþ

êîòîðîãî äàëåå âû÷èñëÿþòñÿ �óíêöèè �ðèíà.
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Ïðèâåä¼ì ïðèìåð ïîäîáíûõ âûêëàäîê â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî òåîðèè

âîçìóùåíèé. Âîçüì¼ì ïåðâóþ è âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ îò (18.10):

δZ0

δJt
=

∫

s

Dts Js Z0,
δ2Z0

δJ2
t

= Dtt Z0+
[ ∫

s

Dts Js

]2

Z0.

Åù¼ îäíà ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà:

δ3Z0

δJ3
t

= 3Dtt

∫

s

Dts JsZ0+
[ ∫

s

Dts Js

]3

Z0.

Áåðÿ ÷åòâ¼ðòóþ ïðîèçâîäíóþ, äëÿ �óíêöèîíàëà S[J ] (18.11) â ïåðâîì

ïîðÿäêå ïî λ ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

S[J ] = Z0 +
−ıλ
4!

∫

t

{

3D2
tt + 6Dtt

[ ∫

s

Dts Js

]2

+
[ ∫

s

Dts Js

]4}

Z0 + ...

Òàê êàê Z0[0] = 1, òî çíàìåíàòåëü â îïðåäåëåíèè Z[J ] ðàâåí:

S[0] = 1 +
−ıλ
8

∫

t

D2
tt + ...

Âòîðîå ñëàãàåìîå ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, áåñêîíå÷íîé êîíñòàíòîé, îä-

íàêî, îíà ñîêðàùàåòñÿ ñ àíàëîãè÷íîé êîíñòàíòîé â ÷èñëèòåëå ïðè ðàç-

ëîæåíèè äðîáè â ðÿä:

Z[J ] = Z0 +
−ıλ
4!

∫

t

{

6Dtt

[ ∫

s

Dts Js

]2

+
[ ∫

s

Dts Js

]4}

Z0 + ... (18.13)

Ýòî âûðàæåíèå äà¼ò íåòðèâèàëüíûå ïîïðàâêè ïî λ ê �óíêöèÿì �ðèíà ñ

äâóìÿ è ÷åòûðüìÿ âðåìåíàìè. Íàïðèìåð:

G12 =
δ2Z

δJ1δJ2

∣
∣
∣
J=0

= D12 −
ıλ

2

∫

t

D1tDttDt2 =

Ïåðâîå ñëàãàåìîå D12 âîçíèêàåò ïðè âçÿòèè âòîðîé �óíêöèîíàëüíîé

ïðîèçâîäíîé îò Z0, à âòîðîå � îò êâàäðàòà èíòåãðàëà â (18.13). Òàêîå

ðàçëîæåíèå äëÿ 2-�óíêöèè �ðèíà áûëî ïîëó÷åíî â ïðåäûäóùåé ãëàâå

(ñòð. 276) â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Äàéñîíà. Àíàëîãè÷íî, âçÿòèå

÷åòâ¼ðòîé ïðîèçâîäíîé ïðèâåä¼ò ê ïåðâîé ïîïðàâêå ê 4-�óíêöèè �ðèíà.

Äëÿ íåòðèâèàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ê 6-�óíêöèè íåîáõîäèìî ïðîâåñòè âû-

÷èñëåíèå Z âî âòîðîì ïîðÿäêå ïî λ.
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4 Íåïåðòóðáàòèâíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øâèíãåðà

�åøåíèå óðàâíåíèÿØâèíãåðà ïðè ïîìîùè ðàçëîæåíèÿ ïî êîíñòàíòå λ
ïðèâåä¼ò ê îáû÷íîé òåîðèè âîçìóùåíèÿ. ×òîáû ïîëó÷èòü íîâûå ðåçóëü-

òàòû, ïðèìåíèì äðóãîé ïðèáëèæ¼ííûé ìåòîä [�î÷åâ (1999)℄. Çàïèøåì

óðàâíåíèå Øâèíãåðà â äè��åðåíöèàëüíîé �îðìå:

( d2

dt2
+ ω2

) δZ

δJt
+
λ

6

δ3Z

δJ3
t

= −ıJtZ. (18.14)

Â êà÷åñòâå íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ âîçüì¼ì óðàâíåíèå áåç èñòî÷íèêà, ò.å.

áåç âòîðîãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè:

( d2

dt2
+ ω2

) δZ(0)

δJt
= −λ

6

δ3Z(0)

δJ3
t

. (18.15)

Åãî ðåøåíèå áóäåì èñêàòü â âèäå:

Z(0) = exp

∫

t

ft Jt, (18.16)

÷òî äëÿ �óíêöèè ft ≡ f(t) äà¼ò ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

( d2

dt2
+ ω2

)

ft = −λ
6
f 3
t . (18.17)

Ýòî óðàâíåíèå ïîõîæå íà óðàâíåíèå ïîëÿ òåîðèè ϕ4
, îäíàêî èìååò îáðàò-

íûé çíàê ó êîíñòàíòû λ. Áëàãîäàðÿ ýòîìó, êðîìå òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ

fx = 0 (êîòîðîå íàì íå ïîäõîäèò), îíî îáëàäàåò íåòðèâèàëüíûìè ðåøå-

íèÿìè. Íàïðèìåð, �óíêöèÿ fx ìîæåò áûòü îòëè÷íîé îò íóëÿ êîíñòàíòîé:

f0 = m

√

6

λ
. (18.18)

Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå (ðàçìåðíîñòü 1 + 1) ñóùåñòâóåò òàêæå ñîëèòîíî-

ïîäîáíîå ðåøåíèå â âèäå òàõèîííîãî êèíêà:

f = f0 ath
(mγ√

2
{x− ut}

)

,

ãäå u � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà u2 > 1 è γ =
√
u2 − 1. Ôîðìàëüíî ýòî

ðåøåíèå èìååò ãðóïïîâóþ ñêîðîñòü u, ïðåâûøàþùóþ ñêîðîñòü ñâåòà, ñ

êîòîðîé îíî äâèæåòñÿ íå èçìåíÿÿ ñâîåé �îðìû. Âïðî÷åì, òàê êàê ìû

ðàññìàòðèâàåì òåîðèþ â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, äàëåå áóäåì îãðàíè-

÷èâàòüñÿ òîëüêî êîíñòàíòíûì ðåøåíèåì (18.18).
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Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîïðàâîê ê íóëåâîìó ïðèáëèæåíèþ çàïèøåì ðÿä:

Z = Z(0) + Z(1) + Z(2) + ...

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (??) â

íåêîòîðîì ñìûñëå ìàëûì è ðàçëîæåíèå âåä¼ì òàê, êàê åñëè áû îíî óìíî-

æàëîñü íà ìàëûé ïàðàìåòð. Òîãäà ïîïðàâêè ê íóëåâîìó ïðèáëèæåíèþ

óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé:

(∂2 +m2)
δZ(k)

δJx
=
λ

6

δ3Z(k)

δJ3
x

+ ıJx Z
(k−1). (18.19)

Ñäåëàåì â íåé ñëåäóþùóþ ïîäñòàíîâêó: Z(k) = P (k) Z(0)
. Ôóíêöèîíàëû

P (k)
óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì:

(∂2 +m2)
δP (k)

δJx
=
λ

6

(δ3P (k)

δJ3
x

+ 3f0
δ2P (k)

δJ2
x

+ 3f 2
0

δP (k)

δJx

)

+ ıJx P
(k−1),

ãäå ó÷òåíî óðàâíåíèå (18.17). Ïðè ýòîì P (0) = 1.
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�ëàâà 19

Ôóíêöèîíàëüíûé èíòåãðàë

Ôóíêöèîíàëüíûé èíòåãðàë èëè èíòåãðàë ïî òðàåêòîðèÿì ÿâëÿåòñÿ

åù¼ îäíèì ïîëåçíûì ìåòîäîì îïèñàíèÿ êâàíòîâûõ ñèñòåì. Ýòî íå ñà-

ìûé ïðîñòîé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòðóìåíò è, îáû÷íî, ñîîòâåòñòâóþùèå

ðåçóëüòàòû ìîæíî ïîëó÷èòü äðóãèìè ìåòîäàìè. Îäíàêî, îí î÷åíü óäîáåí

ïðè ïðîâåäåíèè ÷èñëåííûõ ìîäåëèðîâàíèé (îñîáåííî äëÿ ìíîãîìåðíûõ

çàäà÷ è â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ).

Êâàíòîâàÿ òåîðèÿ ïîëÿ

Ñåðãåé Ñ. Ñòåïàíîâ

Ýòà êíèãà íàõîäèòñÿ â ïðîöåññå ñîçäàíèÿ. Å¼ ïîñëåäíÿÿ âåðñèÿ

è äðóãèå ìàòåðèàëû íàõîäÿòñÿ íà ñàéòå: http://synset.
om.

Çàìå÷åííûå îøèáêè è âîïðîñû ïðîñüáà ïðèñûëàòü ïî àäðåñó:

steps137, çàòåì ñîáà÷êà è gmail.
om.

(ñ) 2015. Ïå÷àòü: 2 èþëÿ 2017 ã.
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1 Èíòåãðàë ïî òðàåêòîðèÿì

�àññìîòðèì ÷àñòèöó ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû, íàõîäÿùóþñÿ â ïîëå

ïîòåíöèàëà V (x). Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ãàìèëüòîíèàíà ñèñòåìû:

Ĥ =
p̂2

2m
+ V (x̂) (19.1)

â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè ðàâíû

〈
x | Ĥ | y

〉
=

∞∫

−∞

dp
〈
x| p̂

2

2m
|p
〉〈
p |y
〉
+ V (x)

〈
x|y
〉
=

∞∫

−∞

dp

2π
eıp (x−y)H(p, x),

ãäå H(p, x) = p2/2m + V (x) � êëàññè÷åñêàÿ �óíêöèÿ �àìèëüòîíà è â

ïåðâîì ðàâåíñòâå âñòàâëåí åäèíè÷íûé îïåðàòîð ñóììèðîâàíèÿ ïî ñîá-

ñòâåííûì âåêòîðàì èìïóëüñà p̂ |p
〉
= p |p

〉
, à çàòåì ó÷òåíî, ÷òî

〈
x | p

〉
=

eıpx√
2π
,

〈
x | y

〉
= δ(x− y) =

∞∫

−∞

dp

2π
eıp (x−y).

Ïóñòü ó ÷àñòèöû â ìîìåíò âðåìåíè t0 èçìåðåíà êîîðäèíàòà x0. Àì-
ïëèòóäà âåðîÿòíîñòè

〈
x |x0, t − t0

〉
îáíàðóæèòü ýòó ÷àñòèöó â ìîìåíò

âðåìåíè t â êîîðäèíàòå x, áóäåò ðàâíà
〈
x |e−ıĤ (t−t0)|x0

〉
. Ââåä¼ì ïðîìå-

æóòî÷íîå âðåìÿ t1 ìåæäó t0 è t:

〈
x |e−ıĤ (t−t0)|x0

〉
=
〈
x |e−ıĤ (t−t1) e−ıĤ (t1−t0)|x0

〉

è âñòàâèì ìåæäó ýêñïîíåíòàìè åäèíè÷íûé îïåðàòîð, êàê èíòåãðàë ïî

ïîëíîìó íàáîðó ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ êîîðäèíàòû:

〈
x |e−ıĤ (t−t0)|x0

〉
=

∞∫

−∞

dx1
〈
x |e−ıĤ (t−t1)|x1

〉〈
x1|e−ıĤ (t1−t0)|x0

〉
. (19.2)

Ýòî ñîîòíîøåíèå èìååò ñìûñë ñóììèðîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ àìïëèòóä ïå-

ðåõîäà èç x0 âî âñå âîçìîæíûå òî÷êè x1 è îò òóäà â �èíàëüíóþ êîîðäèíà-

òó x. Ïîäîáíîå äðîáëåíèå èíòåðâàëà t−t0 ìîæíî âåñòè äî áåñêîíå÷íîñòè:

tk = t0 + k∆t, ∆t =
t− t0
N

,

òàê, ÷òî ïðè N → ∞ âðåìÿ ïåðåõîäà∆t êàæäîãî øàãà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.
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Ïðåäñòàâèì ýêñïîíåíòó e−ıĤ (t−t0)
â âèäå e−ıĤ (tN−tN−1) · ... · e−ıĤ (t1−t0)

,

ãäå tN = t. Ïðè∆t→ 0, ýêñïîíåíòó â àìïëèòóäå
〈
xk |e−ıĤ∆t|xk−1

〉
ìîæíî

ðàçëîæèòü â ðÿä ïî ∆t:

〈
xk |(1− ıĤ∆t) |xk−1

〉
=

∞∫

−∞

dpk
2π

eıpk (xk−xk−1)
{

1− ıH(pk, xk)∆t
}

,

ãäå ïîäñòàâëåíû ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ãàìèëüòîíèàíà. Ñâîðà÷èâàÿ âû-

ðàæåíèå â �èãóðíûõ ñêîáêàõ ñíîâà â ýêñïîíåíòó, èìååì

〈
xk | e−ıĤ ∆t |xk−1

〉
≈

∞∫

−∞

dpk
2π

eı
{
pk ẋk−H(pk, xk)

}
∆t, (19.3)

ãäå ââåäåíà �ñêîðîñòü� ÷àñòèöû ẋk = (xk − xk−1)/∆t äëÿ âðåìåíè tk.
Òåïåðü ñîîòíîøåíèå (19.2) äëÿ N èíòåðâàëîâ ïðèíèìàåò âèä:

∞∫

−∞

dx1...dxN−1

〈
x|e−ıĤ (t−tN−1)|xN−1

〉〈
xN−1 | ... |x1

〉〈
x1 |e−ıĤ (t1−t0)|x0

〉

︸ ︷︷ ︸

N ìíîæèòåëåé

èëè, ïîäñòàâëÿÿ (19.3):

=

∞∫

−∞

dx1...dxN−1 dp1...dpN
(2π)N

exp
[

ı
N∑

k=1

(

pkẋk −H(pk, xk)
)

∆t
]

. (19.4)

Â ïðåäåëå N → ∞ è ∆t→ 0 âûðàæåíèå ïîä ýêñïîíåíòíîé çàìåíÿåòñÿ íà
èíòåãðàë ïî dt îò t0 äî t. Â ðåçóëüòàòå, àìïëèòóäó âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà

ìîæíî îïèñàòü ïðè ïîìîùè �óíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà:

〈
x | e−ıĤ (t−t0) |x0

〉
=

∫
δx δp

(2π)N
exp
[

ı

t∫

t0

{p ẋ−H(p, x)} dt
]

, (19.5)

ãäå çíà÷êè δx è δp îçíà÷àþò ñëåäóþùèå ïðåäåëû:

∫

δx = lim
N→∞

N−1∏

k=1

∞∫

−∞

dxk,

∫

δp = lim
N→∞

N∏

k=1

∞∫

−∞

dpk. (19.6)

Èíòåãðàëîâ ïî èìïóëüñàì íà îäèí áîëüøå, ÷åì èíòåãðàëîâ ïî êîîðäèíà-

òàì. Âïðî÷åì, ïðè N → ∞ ýòî íå èãðàåò ðîëè. Òàêæå êàê îáû÷íûé èí-

òåãðàë �èìàíà îïðåäåëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè ïðåäåëà ÷àñòè÷íûõ ñóìì, òàê

è �óíêöèîíàëüíûå èíòåãðàëû (19.5) èìåþò ñìûñë ïðåäåëîâ N -êðàòíûõ

èíòåãðàëîâ, îïðåäåë¼ííûå âûøå.



298 �ËÀÂÀ 19. ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÛÉ ÈÍÒÅ��ÀË

• Äëÿ ãàìèëüòîíèàíà (19.1) èíòåãðàë ïî èìïóëüñó (19.3) ÿâëÿåòñÿ ãàóñ-
ñîâûì è åãî íåñëîæíî âû÷èñëèòü (ñì. ñòð. 395):

〈
xk | e−ıĤ ∆t |xk−1

〉
≈
√

m

2πı∆t
exp
[
ı
{mẋ2k

2
− V (xk)

}
∆t
]
,

ïîýòîìó àìïëèòóäó ïåðåõîäà ìîæíî çàïèñàòü òàêæå â ñëåäóþùåì âèäå:

〈
x | e−ıĤ T |x0

〉
= N

∞∫

−∞

dx1...dxN−1 exp
[

ı

N∑

k=1

(mẋ2k
2

− V (xk)
)

∆t
]

, (19.7)

ãäå ââåäåíà áåñêîíå÷íàÿ (ïðè N → ∞) �óíêöèÿ âðåìåíè T = t− t0:

N =
( mN

2πı T

)N/2

. (19.8)

Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî ẋk = (xk − xk−1)/∆t è xN = x. Òàêèì îáðàçîì, â

íåïðåðûâíîì ïðåäåëå:

〈
x | e−ıĤ (t−t0) |x0

〉
= N

∫

δx eı S[x], (19.9)

ãäå â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû ñòîèò äåéñòâèå:

S[x] =

t∫

t0

L(ẋ, x) dt,

ÿâëÿþùååñÿ �óíêöèîíàëîì òðàåêòîðèé äâèæåíèÿ x = x(t), à

L(ẋ, x) =
mẋ2

2
− V (x) (19.10)

� ýòî ëàãðàíæèàí ñèñòåìû. Ïðè âû÷èñëåíèè äåéñòâèÿ íà÷àëüíàÿ è êî-

íå÷íàÿ òî÷êè �èêñèðîâàííû. Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ÷àñòèöà äâèæåò-

ñÿ ïî òðàåêòîðèè ñîîòâåòñòâóþùåé ýêñòðåìóìó äåéñòâèÿ, ÷òî ïðèâîäèò

ê óðàâíåíèÿì Ëàãðàíæà:

δS

δx
= 0 =>

d

dt

(∂L

∂ẋ

)

=
∂L

∂x
.

Äëÿ ëàãðàíæèàíà (19.10) óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà èìåþò âèä

mẍ = −V ′(x). (19.11)

Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà òðåáóþò çàäàíèÿ äâóõ

óñëîâèé. Ýòî ìîãóò áûòü íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ êîîðäèíàòû è ñêîðîñòè

x(t0), ẋ(t0) èëè ïîëîæåíèå ÷àñòèöû â äâà ìîìåíòà âðåìåíè x(t0) è x(t1).
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⊲ Ôîðìóëó (19.9) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê èíòåãðàë ïî òðàåêòî-

ðèÿì x = x(t), ñîåäèíÿþùèì íà÷àëüíóþ è êîíå÷íóþ òî÷êè ñ êîîðäèíà-

òàìè x0 è x. Ýòè òðàåêòîðèè íå îáÿçàòåëüíî ñîâïàäàþò ñ êëàññè÷åñêèì

ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà (19.11) è ñóììèðóþòñÿ âñå âîçìîæíûå

òðàåêòîðèè, âêëþ÷àÿ òàêæå íåäè��åðåíöèðóåìûå:

Ìû ðàáîòàåì â ñèñòåìå åäèíèö ~ = 1. Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ïîñòîÿííîé
Ïëàíêà, íåîáõîäèìî âåëè÷èíû ðàçìåðíîñòè äëèíû è âðåìåíè ðàçäåëèòü

íà ~ (ñòð. 13), ò.å. ñäåëàòü ïîäñòàíîâêè t 7→ t/~, x 7→ x/~. Ïðè ýòîì ñêî-

ðîñòü è ýíåðãèÿ íå èçìåíÿòñÿ. Òàê êàê ëàãðàíæèàí èìååò ðàçìåðíîñòü

ýíåðãèè, ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà ïîÿâèòñÿ â çíàìåíàòåëå ïîä ýêñïîíåíòîé â

�îðìóëå (19.9): dt 7→ dt/~. Â êëàññè÷åñêîì ïðåäåëå ~ → 0 êîìïëåêñíàÿ
ýêñïîíåíòà ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî îñöèëëèðóþùåé �óíêöèåé è òðàåêòîðèè, çà-

ìåòíî îòëè÷àþùèåñÿ îò ýêñòðåìóìà äåéñòâèÿ, áóäóò äàâàòü ìàëûé âêëàä

â àìïëèòóäó ïåðåõîäà (ñì. òàêæå ñòð. 307). Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ïðå-

äåëå ÷àñòèöà äâèæåòñÿ ïî êëàññè÷åñêîé òðàåêòîðèè. Ôåéíìàíîâñêèé èí-

òåãðàë ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ïðÿìûì ìåòîäîì óñòàíîâëåíèÿ ñîîòâåòñòâèÿ

ìåæäó êâàíòîâîé òåîðèåé, â êîòîðîé ïîíÿòèå òðàåêòîðèè îòñóòñòâóåò

(èìïóëüñ è êîîðäèíàòà îäíîâðåìåííî íå èçìåðèìû) è êëàññè÷åñêîé ìå-

õàíèêîé, îñíîâàííîé íà ïîíÿòèè òðàåêòîðèè ÷àñòèöû.

Ïðè ïîìîùè èíòåãðàëà ïî òðàåêòîðèÿì ìîæíî ñòðîèòü êâàçèêëàññè-

÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ê àìïëèòóäå ïåðåõîäà, ðàñêëàäûâàÿ äåéñòâèå â ðÿä

â îêðåñòíîñòè êëàññè÷åñêîé òðàåêòîðèè x̄(t):

S[x] = S[x̄] +
1

2

t∫

t0

Mts (xt − x̄t) (xs − x̄s) dt ds+ ...,

ãäå

Mts =
δ2S

δxt δxs

∣
∣
∣
x=x̄

.

Ýòîò ðÿä àíàëîãè÷åí ðÿäó Òåéëîðà äëÿ �óíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ,

íî âìåñòî äèñêðåòíîãî ñóììèðîâàíèÿ âåä¼òñÿ èíòåãðèðîâàíèå. Ïðè ýòîì

ïåðâàÿ �óíêöèîíàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ, âû÷èñëåííàÿ íà êëàññè÷åñêîé òðà-

åêòîðèè ðàâíà íóëþ. Âåäóùèì ïðèáëèæåíèåì áóäåò äåéñòâèå íà êëàññè-

÷åñêîé òðàåêòîðèè S[x̄], à êâàäðàòè÷íîå ïî x ñëàãàåìîå â (19.9) ïðèâîäèò

ê èíòåãðàëàì ãàóññîâîãî âèäà.
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2 Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà

Îïðåäåëèì ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó:

Zβ = Tr e−βĤ =

∫
〈
x| e−βĤ |x

〉
dx =

∑

n

e−βEn, (19.12)

ãäå âî âòîðîì ðàâåíñòâå ñëåä îïåðàòîðà (ñóììà äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ)

çàïèñàí â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè, à â òðåòüåì ðàâåíñòâå � â ýíåð-

ãåòè÷åñêîì: Ĥ |En

〉
= En |En

〉
(íå ïóòàåì Zβ ñ �óíêöèîíàëîì Z = Z[J ]).

Ñòàòñóììà ñ ïàðàìåòðîì β = T−1
èãðàåò âàæíóþ ðîëü ïðè îïèñàíèè ñè-

ñòåì, íàõîäÿùèõñÿ â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ðàâíîâåñèè ïðè òåìïåðàòóðå

T (â ñèñòåìå åäèíèö, â êîòîðîé ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà kB = 1).

Íàïîìíèì, ÷òî â êâàíòîâîé òåîðèè ðàçëè÷àþò ÷èñòûå è ñìåøàííûå

ñîñòîÿíèÿ. ×èñòîå ñîñòîÿíèå îïèñûâàåòñÿ âåêòîðîì ãèëüáåðòîâîãî ïðî-

ñòðàíñòâà (âîëíîâîé �óíêöèåé â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè). Îíî âîç-

íèêàåò ïðè âçàèìîäåéñòâèè ìàêðîïðèáîðà è ìèêðîñèñòåìû. Ñìåøàííîå

ñîñòîÿíèå � ýòî íåêîãåðåíòíàÿ ñìåñü ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé ñ ðàçëè÷íûìè

âåñàìè Wn. Íàïðèìåð, ìû ìîæåì âçÿòü N êâàíòîâûõ ñèñòåì èç êîòî-

ðûõ N1 íàõîäÿòñÿ â ÷èñòîì ñîñòîÿíèè |E1

〉
, åù¼ N2 â ñîñòîÿíèè |E2

〉
è

ò.ä. Çàòåì �ñëó÷àéíî èõ ïåðåìåøàòü�. Ñîâîêóïíîñòü ýòèõ ñèñòåì îáðàçó-

åò êâàíòîâûé àíñàìáëü â êîòîðîì ñ âåðîÿòíîñòüþ Wn = Nn/N ìîæíî

îáíàðóæèòü êâàíòîâóþ ñèñòåìó â ÷èñòîì ñîñòîÿíèè |En

〉
. Èìåííî òà-

êèì àíñàìáëåì ÿâëÿþòñÿ ñèñòåìû, íàõîäÿùèåñÿ â òåðìîäèíàìè÷åñêîì

ðàâíîâåñèè. Ïðè ýòîì âåðîÿòíîñòü ñ êîòîðîé ìèêðîñèñòåìà íàõîäèòñÿ â

ñîñòîÿíèè ñ ýíåðãèé En, ðàâíà:

Wn =
e−βEn

Zβ
. (19.13)

Ïðè ëþáîé òåìïåðàòóðå áîëåå âåðîÿòíûìè ÿâëÿþòñÿ íèçêèå ýíåðãèè.

Óâåëè÷åíèå òåìïåðàòóðû (óìåíüøåíèå ïàðàìåòðà β) ïîâûøàåò âåðîÿò-

íîñòü áîëåå âûñîêèõ ýíåðãèé (âîçáóæä¼ííûõ ñîñòîÿíèé). Ìíîæèòåëü Z−1
β

îáåñïå÷èâàåò åäèíè÷íîñòü ñóììàðíîé âåðîÿòíîñòè.

Â ñìåøàííîì ñîñòîÿíèè ñðåäíåå çíà÷åíèå �èçè÷åñêîé âåëè÷èíû A

îïðåäåëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè ñóììû êâàíòîâûõ ñðåäíèõ

〈
En|Â|En

〉
â ñî-

ñòîÿíèÿõ |En

〉
, óìíîæåííûõ íà âåðîÿòíîñòè Wn ýòèõ ñîñòîÿíèé:

〈
A
〉
=

1

Zβ
Tr(Â e−βĤ) =

∑

n

〈
En|Â|En

〉
Wn, (19.14)

ãäå âòîðîå ñîîòíîøåíèå çàïèñàíî â ýíåðãåòè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè ñ (19.13).
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⊲ Íàéä¼ì ñðåäíþþ ýíåðãèþ àíñàìáëÿ ñìåøàííûõ ñîñòîÿíèé:

〈
E
〉
=
∑

n

EnWn =
1

Zβ

∑

n

En e
−βEn = − 1

Zβ

∂Zβ

∂β
= −∂ lnZβ

∂β
. (19.15)

Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿåòñÿ äèñïåðñèÿ ýíåðãèè:

〈
(∆E)2

〉
=
〈
(E − Ē)2

〉
=
〈
E2
〉
−
〈
E
〉2

=
∂2 lnZβ

∂β2
.

Âàæíóþ ðîëü â ñòàòèñòè÷åñêîé �èçèêå èãðàåò ýíòðîïèÿ (T = 1/β):

S = −
∑

n

Wn lnWn = lnZβ + β
〈
E
〉
=
∂(T lnZβ)

∂T
.

Â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè îíà ñòðåìèòñÿ ê ìàêñèìóìó, ÷òî äà¼ò âåðîÿò-

íîñòè (19.13), ïðè óñëîâèè ðàâåíñòâà åäèíèöå ñóììàðíîé âåðîÿòíîñòè è

�èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ñðåäíåé ýíåðãèè (⋖H53).

⊲ Äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà En = ω(n+ 1/2):

Zβ = e−ωβ/2
(

1 + e−ωβ + e−2ωβ + ...
)

=
e−ωβ/2

1− e−ωβ
=

2

sh(ωβ/2)
. (19.16)

Ñîîòâåòñòâåííî, ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ (19.15) ðàâíà:

〈
E
〉
=
ω

2

ch(ωβ/2)

sh(ωβ/2)
. (19.17)

Ïðè β → ∞ îíà ñòðåìèòñÿ ê ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ, à ïðè β → 0
(T → ∞) áåñêîíå÷íà (ïðè áîëüøèõ òåìïåðàòóðàõ âêëàä â ñðåäíåå äàþò

âñ¼ áîëåå âûñîêèå ýíåðãèè). Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ (⋖H54), ñòîèò íàéòè

ñòàòñóììó è ýíåðãèþ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

⊲ Ñòàòñóììà ïîëåçíà è â çàäà÷àõ �îáû÷íîé� êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Íà-

ïðèìåð, ñ å¼ ïîìîùüþ ìîæíî îïðåäåëèòü ñïåêòð ãàìèëüòîíèàíà. Òàê,

äëÿ ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ èìååì:

E0 = − lim
β→∞

1

β
lnZβ, E1 = − lim

β→∞
1

β
ln
(

Zβ − e−βE0

)

. (19.18)

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ àíàëîãè÷íî ðàññóæäåíèÿì íà ñòð. 280: â

ñóììå Zβ = e−βE0 + e−βE1 + ... ïðè β → ∞ �âûæèâàåò� òîëüêî ïåðâîå

ñëàãàåìîå (E0 < E1 < ...). Ïðîäîëæàÿ, ìîæíî íàéòè âñå óðîâíè ýíåðãèè.
Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ ñðåäíåå çíà÷åíèå ëþáîãî îïåðàòîðà â îñíîâíîì

ñîñòîÿíèè:

〈
E0|Â |E0

〉
= lim

β→∞
Tr(Â e−βĤ)

Tr e−βĤ
. (19.19)

Â ÷àñòíîñòè, åñëè Â = Ĥ, ýòî åù¼ îäèí ñïîñîá íàéòè ýíåðãèþ îñíîâíîãî

ñîñòîÿíèÿ, áîëåå óäîáíûé ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè, ÷åì (19.18).
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• Âûðàçèì ñòàòñóììó (19.12) ïðè ïîìîùè �óíêöèîíàëüíîãî èíòåãðà-

ëà. Äëÿ ýòîãî, äèàïàçîí 0 ... β, êàê è âðåìÿ, ðàçîáü¼ì íà N ìàëûõ îòðåç-

êîâ ∆τ = β/N è âû÷èñëèì ñëåä â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè:

Zβ =

∫
〈
x|e−∆τĤ |x1

〉〈
x1|e−∆τĤ |x2

〉
...
〈
xN−1|e−∆τĤ |x

〉
dx1 ... dxN−1 dx.

Äëÿ ãàìèëüòîíèàíà Ĥ = p̂2/2m + U(x̂) ïðè ∆τ → 0, ïðîâîäÿ ãàóññîâî

èíòåãðèðîâàíèå (I.19), ñòð. 394 ïî p, àíàëîãè÷íî àìïëèòóäå, ïîëó÷àåì:

Zβ =
(mN

2πβ

)N/2
∫

dx1 ... dxN exp
{

−
N∑

k=1

[mẋ2k
2

+ Uk

]

∆τ
}

, (19.20)

ãäå ẋ2 = (x2 − x1)/∆τ , Uk = U(xk) è ïî x0 = xN = x âû÷èñëÿåòñÿ ñëåä.

Â ïðåäåëå N → ∞, ∆τ → 0, β = N∆τ , íàïèøåì:

Zβ = N
∫

δx exp
{

−
β∫

0

[mẋ2

2
+ U(x)

]

dτ
}

, (19.21)

ãäå:

N =
(mN

2πβ

)N/2

,

∫

δx = lim
N→∞

∫

dx1 ... dxN . (19.22)

Â ýêñïîíåíòå ñòîèò èíòåãðàë ïî ýíåðãèè (à íå ïî ëàãðàíæèàíó, êàê â

àìïëèòóäå). Êðîìå ýòîãî, ðàññìàòðèâàþòñÿ âñå çàìêíóòûå òðàåêòîðèè:

x
(
0
)
= x

(
β
)
.

Îïðåäåëèì òàêæå ìàòðèöó ïëîòíîñòè, ÿâëÿþùóþñÿ ïðåäåëîì âûðà-

æåíèÿ ïðè N → ∞:

ρ(x, x0) =
〈
x|e−βĤ |x0

〉
≈ N

∞∫

−∞

dx1...dxN−1 exp
[

−
N∑

k=1

(mẋ2k
2

+ Vk

)

∆τ
]

,

èëè â íåïðåðûâíûõ îáîçíà÷åíèÿõ (ẋ = dx/dτ):

ρ(x, x0) =
〈
x|e−βĤ |x0

〉
= N

∫

δx exp
[

−
β∫

0

(mẋ2

2
+ V (x)

)

dτ
]

. (19.23)

Â îòëè÷èè îò (19.7) òàêîé �óíêöèîíàëüíûé èíòåãðàë óäîáåí ïðè ïðîâå-

äåíèè ÷èñëåííûõ ìîäåëèðîâàíèé (ýêñïîíåíòà áûñòðî óáûâàåò).
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• Ìàòðèöà ïëîòíîñòè (19.23) ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé x, x0 è β > 0. Åñëè
ñäåëàòü àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ê β = ıT , òî ïîëó÷èòñÿ àìïëèòóäà

ïåðåõîäà ÷àñòèöû èç òî÷êè x0 â x çà âðåìÿ T . Ïðè x = x0, èíòåãðàë îò

ρ(x, x) ïî x äà¼ò ñòàòñóììó Zβ. Êðîìå ýòîãî, ìàòðèöà ïëîòíîñòè îïðå-

äåëÿåò ñðåäíèå ïî àíñàìáëþ îò ðàçëè÷íûõ �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí:

〈
Â
〉
= Z−1

β Tr(Â e−βĤ) = Z−1
β

∫
〈
x|Â|y

〉
ρ(y, x) dx dy. (19.24)

Èíòåãðàë îò ýíåðãèè â ýêñïîíåíòå íàçûâàþò åâêëèäîâûì äåéñòâèåì.

Ïî ñðàâíåíèþ ñ èíòåãðàëîì Ôåéíìàíà (19.9) òåïåðü èñïîëüçóþòñÿ êîì-

ïëåêñíûå âðåìåíà: T = −ıβ, t = −ıτ . Ïðè ýòîì (dx/dt)2 = −(dx/dτ)2,
ïîýòîìó êëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (19.11) ïðèíèìàþò âèä:

m
d2x

dτ 2
= V ′(x) (19.25)

(ïîìåíÿëñÿ çíàê â ïðàâîé ÷àñòè). Ýòè æå óðàâíåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ (⋖H55),

åñëè âû÷èñëèòü ýêñòðåìóì åâêëèäîâîãî äåéñòâèÿ.

⊲ Åâêëèäîâû âðåìåíà ìîæíî èñïîëüçîâàòü è äëÿ âû÷èñëåíèÿ �óíê-

öèé �ðèíà. Îïðåäåëèì îïåðàòîðû:

x̂(τ) = eτĤ x̂ e−τĤ . (19.26)

Ñ èõ ïîìîùüþ, íàïðèìåð, äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ìîæíî çà-

ïèñàòü:

〈
E0|x̂(τ2)x̂(τ1)|E0

〉
= e−ω(τ2−τ1)/2ω. Àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå

ýòîãî âûðàæåíèÿ ê êîìïëåêñíûì çíà÷åíèÿì τ1 = ıt1, τ2 = ıt2 ïðèâîäèò

ê ñðåäíåìó îïåðàòîðîâ â ïðåäñòàâëåíèè �åéçåíáåðãà (3.26), ñòð. 75.

Òàê êàê Tr{Â e−βĤ} = Tr{e−βĤ Â} (⋖H

??

), çàïèøåì:

Tr
{

e−βĤ x̂(τ2)x̂(τ1)
}

=

∫
〈
x|e−(β−τ2)Ĥ x̂ e−(τ2−τ1)Ĥ x̂ e−τ1Ĥ |x

〉
dx

èëè âñòàâëÿÿ ïåðåä îïåðàòîðàìè x̂ èíòåãðàëû ïî |x2
〉〈
x2| è |x1

〉〈
x1|:

=

∫

x1 x2
〈
x|e−(β−τ2)Ĥ |x2

〉〈
x2|e−(τ2−τ1)Ĥ |x1

〉〈
x1|e−τ1Ĥ |x

〉
dx dx1 dx2.

Ïîâòîðÿÿ âûâîä äëÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè ïðè 0 < τ1 < τ2 < β, ïîëó÷àåì:

Tr
{

e−βĤ x̂(τ1)x̂(τ2)
}

= N
∫

δx x(τ1)x(τ2) exp
{

−
β∫

0

(
m

2
ẋ2 + V (x)) dτ

}

.

Ìíîæèòåëè x(τ1), x(τ2) ó÷àñòâóþò â èíòåãðèðîâàíèè ïî dxk1 è dxk2, ãäå

ki = N τi/β. Â ïðåäåëå β → ∞ ïî �îðìóëå (19.19), âû÷èñëèâ òàêîé

�óíêöèîíàëüíûé èíòåãðàë, ìîæíî íàéòè ñðåäíåå

〈
E0|x̂(τ1)x̂(τ2)|E0

〉
.
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3 �àðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð

Íàéä¼ì ìàòðèöó ïëîòíîñòè ρ(xb, xa) ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà. Çà-

ïèøåì äëÿ íåãî åâêëèäîâî äåéñòâèå è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ:

SE[x] =

β∫

0

(ẋ2

2
+
ω2x2

2

)

dτ, ẍ− ω2x = 0. (19.27)

Èõ îáùåå ðåøåíèå x̄(τ) = Aeωτ +B e−ωτ
ñ íà÷àëüíûì xa = x̄(0) è êîíå÷-

íûì xb = x̄(β) óñëîâèÿìè èìååò âèä (τ, β � åâêëèäîâû âðåìåíà):

x̄(τ) = xa
shω(β − τ)

shωβ
+ xb

shωτ

shωβ
. (19.28)

Ôóíêöèîíàë åâêëèäîâîãî äåéñòâèÿ íà ýòîé òðàåêòîðèè ðàâåí (⋖H56):

SE[x̄] =
ω

2

(x2a + x2b) chωβ − 2xa xb
shωβ

. (19.29)

Ñäåëàåì â èíòåãðàëå (19.23) çàìåíó ïåðåìåííûõ x(τ) = x̄(τ) + y(τ),
ãäå x̄(τ) � êëàññè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ (19.28), à y(τ) � îòêëîíåíèå îò íå¼.

�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ ó÷òåíû â x̄(τ), ïîýòîìó äëÿ �óíêöèè îòêëîíåíèÿ:

y(0) = y(β) = 0. Ïîäñòàâèì ýòó çàìåíó â �óíêöèîíàë äåéñòâèÿ (19.27):

SE [x] = SE[x̄] + SE[y] +

β∫

0

( ˙̄xẏ + ω2x̄y) dτ.

Èíòåãðàë ðàâåí íóëþ (èíòåãðèðîâàíèå â í¼ì ïåðâîãî ñëàãàåìîãî ïî ÷à-

ñòÿì:

˙̄xẏ dτ = ˙̄x dy ñ y(0) = y(β) = 0, ïðèâîäèò ê óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ

(19.27)). Ïîýòîìó äëÿ êâàäðàòè÷íîãî äåéñòâèÿ ìàòðèöà ïëîòíîñòè ðàâíà:

ρ(xb, xa) = N
∫

δx e−SE [x] = e−SE [x̄] N
∫

δy e−SE [y] = e−SE [x̄] ρ(0, 0),

ãäå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ó÷òåíî, ÷òî â èíòåãðàëå ïî δy âûïîëíÿåòñÿ

y(0) = y(β) = 0. Òàêèì îáðàçîì, çàâèñèìîñòü îò êîîðäèíàò ïîëíîñòüþ

ñîäåðæèòñÿ â åâêëèäîâîì äåéñòâèè (19.29) íà êëàññè÷åñêîé òðàåêòîðèè.

Ìàòðèöà ïëîòíîñòè ρ(0, 0) â äèñêðåòíîì âèäå ÿâëÿåòñÿ (N−1)-ìåðíûì

ãàóññîâûì èíòåãðàëîì ñ ìàòðèöåé, èìåþùåé ïðîñòóþ ëåíòî÷íóþ ñòðóê-

òóðó. Ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë ìîæíî (⋖H57) âû÷èñëèòü èñïîëüçóÿ

�îðìóëó (I.20), ñòð. 394. Îäíàêî ìû ðàññìîòðèì äðóãîé ïîäõîä, èìåþ-

ùèé çíà÷åíèå âûõîäÿùåå çà ðàìêè äàííîé çàäà÷è.
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Òàê êàê y(0) = y(β) = 0, �óíêöèþ y(τ) ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå:

y(τ) =

∞∑

n=1

an sin
(

πn
τ

β

)

. (19.30)

Íàéä¼ì èíòåãðàë îò êâàäðàòà ïðîèçâîäíîé (êèíåòè÷åñêèé ÷ëåí):

β∫

0

ẏ2 dτ =
∞∑

n,m=1

an am
π2nm

β2

β∫

0

cos
(

πn
τ

β

)

cos
(

πm
τ

β

)

dτ =
β

2

∞∑

n=1

a2n
π2n2

β2
,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî èíòåãðàë îò ïðîèçâåäåíèÿ êîñèíóñîâ ðàâåí (β/2) δn,m.
Òàêîå æå çíà÷åíèå èìååò èíòåãðàë îò ïðîèçâåäåíèÿ ñèíóñîâ, ïîýòîìó

åâêëèäîâî äåéñòâèå ðàâíî:

SE [y] =
β

4

∞∑

n=1

(π2n2

β2
+ ω2

)

a2n. (19.31)

Â äèñêðåòíîì ñëó÷àå ðàçëîæåíèå (19.30) (k = 1, ..., N − 1, τk = kβ/N):

yk =

N−1∑

n=1

an sin
(π n k

N

)

(19.32)

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê çàìåíó ïåðåìåííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ y1, ..., yN−1

íà íîâûå ïåðåìåííûå a1, ..., aN−1, ñ ÿêîáèàíîì ïðåîáðàçîâàíèÿ:

J = det
∂(y1, ..., yN−1)

∂(a1, ..., aN−1)
.

Òàê êàê äåéñòâèå (19.31) äèàãîíàëüíî ïî an, èíòåãðàë ïî a1, ..., aN−1 ÿâ-

ëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì íåñâÿçíûõ ãàóññîâûõ èíòåãðàëîâ:

ρ(0, 0) = N J
N−1∏

n=1

∞∫

−∞

dan exp
{

− β

4

(π2n2

β2
+ ω2

)

a2n

}

,

êîòîðûå ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ:

ρ(0, 0) = N J ·
( 2π

β/2

)N−1
2
[N−1∏

n=1

(π2n2

β2
+ ω2

)]−1/2

èëè

ρ(0, 0) = N J ·
(4π

β

)N−1
2
[N−1∏

n=1

π2n2

β2

]−1/2

︸ ︷︷ ︸

CN (β)

[N−1∏

n=1

(

1 +
β2ω2

π2n2

)]−1/2

, (19.33)

ãäå âåëè÷èíà CN(β) íå çàâèñèò îò ÷àñòîòû ω.
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Ïðè ïîìîùè ïðåäñòàâëåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî ñèíóñà [3℄, 4.5.68:

sh x = x
∞∏

n=1

(

1 +
x2

π2n2

)

, (19.34)

ïîëó÷àåì:

ρ(0, 0) = CN(β)
( ωβ

shωβ

)1/2

.

Îñòàëîñü îïðåäåëèòü �óíêöèþ CN(β). Òàê îò ω îíà íå çàâèñèò, à ìíîæè-

òåëü ïîñëå íå¼ ïðè ω → 0 ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå, òî CN(β) ðàâíà ìàòðèöå

ïëîòíîñòè ñâîáîäíîé ÷àñòèöû. Çàïèøåì:

ρ0(x, x0) =
〈
x|e−β p̂2

2 |x0
〉
=

∫
〈
x|p
〉〈
p|x0

〉
e−β p2

2 dp =

∫

eıp (x−x0)−β p2

2
dp

2π
.

Âû÷èñëÿÿ ãàóññîâûé èíòåãðàë (I.19), ñòð. 394, ïîëó÷àåì:

ρ0(x, x0) =
1√
2πβ

exp
{

− (x− x0)
2

2β

}

. (19.35)

Îòñþäà, ïîñëå ïîäñòàíîâêè �îáû÷íûõ� âðåì¼í β = ıT , ñëåäóåò àìïëèòóäà

ïåðåõîäà ñâîáîäíîé ÷àñòèöû (âîññòàíàâëèâàåì ìàññó m):

〈
x|e−ı p̂

2

2m T |x0
〉
= N

∫

δx exp
{

ı

T∫

0

mẋ2

2
dt
}

=

√
m

2πıT
eı

m (x−x0)
2

2T . (19.36)

Âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà x 7→ x0 çà âðåìÿ T ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó

ìîäóëÿ ýòîãî âûðàæåíèÿ. Ïðè ýòîì çàâèñèìîñòü îò x− x0 èñ÷åçàåò, ÷òî
ñâÿçàíî ñ áåñêîíå÷íîé íåîïðåäåë¼ííîñòüþ èìïóëüñà â íà÷àëüíîì ñîñòî-

ÿíèè (âñå çíà÷åíèÿ èìïóëüñà ðàâíîâåðîÿòíû). Ôèçè÷íåå ðàññìàòðèâàòü

íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå, íàïðèìåð, ñ ãàóññîâûì ðàñïðåäåëåíèåì Ψ(x0), ÷òî
ïðåäëàãàåòñÿ ïðîäåëàòü â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ (⋖H

??

).

Âîçâðàùàÿñü ê ãàðìîíè÷åñêîìó îñöèëëÿòîðó, ìîæíî çàïèñàòü:

CN(β) = ρ0(0, 0) =
1√
2πβ

. (19.37)

Ñîáèðàÿ âñå ðåçóëüòàòû âìåñòå, îêîí÷àòåëüíî, ïîëó÷àåì:

ρ(xb, xa) =
〈
xb|e−β Ĥ |xa

〉
=

√
ω

2π shωβ
exp
{

−ω
2

(x2a + x2b) chωβ − 2 xaxb
shωβ

}

,

÷òî ñîâïàäåò ñ ðåçóëüòàòàìè àëãåáðàè÷åñêîãî ïîäõîäà (ñòð. 77).
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• Íèæå íà ðèñóíêå èçîáðàæåíà êëàññè÷åñêàÿ åâêëèäîâà òðàåêòîðèÿ

x̄(τ), (19.28) è äâå òðàåêòîðèè îòêëîíåíèÿ îò íå¼, ïîñòðîåííûå ïðè ïî

ïîìîùè ðàçëîæåíèÿ Ôóðüå (19.30). Âåðõíÿÿ òðàåêòîðèÿ ñîäåðæèò 2 ãàð-

ìîíèêè, à íèæíÿÿ 5 (t = τ/β):

y =
sin(πt)

3
+

sin(2πt)

10
, y = −sin(πt)

5
+

sin(2πt)

10
+

sin(5πt)

20
.

×åì áîëüøå àìïëèòóäû an â ãàðìîíèêàõ ñ n≫ 1, òåì áîëåå �èçëîìàííàÿ�

ïîëó÷àåòñÿ êðèâàÿ, çà ñ÷¼ò âûñîêî÷àñòîòíûõ êîëåáàíèé:

Ôóíêöèîíàëüíûé èíòåãðàë äëÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè � ýòî èíòåãðàë â

(N − 1)-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, êàæäàÿ òî÷êà êîòîðîãî x = {x1, ..., xN−1}
ÿâëÿåòñÿ òîé èëè èíîé òðàåêòîðèåé. Îò íèõ çàâèñèò ïîäûíòåãðàëüíàÿ

�óíêöèÿ exp(−SE[x]), êîòîðàÿ äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ â ìè-

íèìóìå åâêëèäîâîãî äåéñòâèÿ SE[x]. Ýòîò ìèíèìóì ñîîòâåòñòâóåò òðàåê-

òîðèè, ÿâëÿþùåéñÿ ðåøåíèåì êëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Èìåí-

íî îíà äà¼ò çàìåòíûé âêëàä â èíòåãðàë.

Äëÿ î÷åíü èçëîìàííûõ òðàåêòîðèé, êèíåòè÷åñêèé ÷ëåí äåéñòâèÿ (ñóì-

ìà êâàäðàòîâ ïðîèçâîäíûõ) îêàçûâàåòñÿ î÷åíü áîëüøîé. Ïîýòîìó çíà÷å-

íèå ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè íà òàêèõ òðàåêòîðèÿõ áëèçêî ê íóëþ.

Àíàëîãè÷íî, ìàëûé âêëàä â èíòåãðàë äà¼ò êàæäàÿ òðàåêòîðèÿ ñèëüíî

îòêëîíÿþùàÿñÿ îò êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ. Âñå ýòè ñëó÷àè ïðèâîäÿò ê

ìàëûì çíà÷åíèÿì ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè. Âïðî÷åì, â êîí�èãóðà-

öèîííîì ïðîñòðàíñòâå òðàåêòîðèé î÷åíü ìíîãî, ïîýòîìó èõ ñóììàðíûé

âêëàä ìîæåò îêàçàòüñÿ çàìåòíûì.

Äëÿ îñöèëëÿòîðà, êàæäàÿ ãàðìîíèêà ðàçëîæåíèÿ Ôóðüå, â êîíå÷íîì

ñ÷¼òå, ÿâëÿåòñÿ ìíîæèòåëåì â �îðìóëå ðàçëîæåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî

ñèíóñà (19.34). Ýòî �îðìóëà íåïëîõî ðàáîòàåò è ïðè êîíå÷íîì ÷èñëå ñî-

ìíîæèòåëåé, ïî êðàéíåé ìåðå, ïîêà ïàðàìåòð β íåâåëèê. Ïðè áîëüøèõ

β ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ òðàåêòîðèé ñ íå î÷åíü ìàëåíüêèìè çíà÷åíèÿ-

ìè ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè exp(−SE[x]) ñóùåñòâåííî ðàñò¼ò. Ñîîòâåò-
ñòâåííî, â �îðìóëå (19.34) ïðèõîäèòñÿ ó÷èòûâàòü âñ¼ áîëüøå ñîìíîæè-

òåëåé è, ñëåäîâàòåëüíî, âñ¼ áîëüøå ãàðìîíèê â ðàçëîæåíèè òðàåêòîðèè.
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4 Ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî

Â äèñêðåòíîì ïðèáëèæåíèè �óíêöèîíàëüíûé èíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ N -

êðàòíûì èíòåãðàëîì, çíà÷åíèå êîòîðîãî ìîæíî ïîëó÷èòü ÷èñëåííûìè

ìåòîäàìè. Çàäàäèì äîñòàòî÷íî øèðîêèé äèàïàçîí L = xmax−xmin èçìå-

íåíèÿ êîîðäèíàò (xmin, xmax). Ïóñòü èíòåãðàë âû÷èñëÿåòñÿ îò �óíêöèè

f(x) = f(x1, ..., xN) ïî N -ìåðíîìó êóáó îáú¼ìà V = LN
:

I =

∫

V

f(x) dNx. (19.38)

Ïðè ìàëûõ N , ñòàíäàðòíûì ïîäõîäîì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, ÿâ-

ëÿåòñÿ äåëåíèå N -ìåðíîãî îáú¼ìà V = LN
íà íåáîëüøèå îáú¼ìû ∆V =

(L/K)N , ãäåK � ÷èñëî ðàçáèåíèé äëèíû L ïî êàæäîé êîîðäèíàòå xk. Çà-

òåì âû÷èñëÿåòñÿ ñóììà fk ∆V , ãäå fk � çíà÷åíèå �óíêöèè â îáú¼ìå ∆V .
Ê ñîæàëåíèþ, äëÿ áîëüøèõ N ýòîò ìåòîä íå ðàáîòàåò. Íàïðèìåð, äëÿ

ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà E = (ẋ2 + x2)/2 ìîæíî ïîëîæèòü L = 10.
Ïóñòü K = N = 100, òîãäà ÷èñëî çíà÷åíèé �óíêöèè, êîòîðûå íåîáõîäè-

ìî âû÷èñëèòü ðàâíîKN = 10200, ÷òî íå ðåàëèñòè÷íî. Ïîýòîìó ïðèõîäèò-
ñÿ èñïîëüçîâàòü âåðîÿòíîñòíûå ìåòîäû, ïîëó÷èâøèå íàçâàíèå ìåòîäîâ

Ìîíòå-Êàðëî.

Ââåä¼ì �óíêöèþ p(x), êîòîðàÿ íè ãäå íå îáðàùàåòñÿ â íîëü âíóòðè

îáú¼ìà V è íîðìèðîâàíà íà åäèíèöó:

∫

V

p(x) dNx = 1.

Å¼ ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè íåêîòîðîãî ñëó-

÷àéíîãî âåêòîðà x. Ïåðåïèøåì èíòåãðàë (19.38) â ñëåäóþùåì âèäå:

I =

∫

V

f(x)

p(x)
p(x) dNx =

〈f(x)

p(x)

〉

, (19.39)

ãäå ñèìâîë

〈
...
〉
îáîçíà÷àåò óñðåäíåíèå ïî ñëó÷àéíûì âåêòîðàì ñ ðàñïðå-

äåëåíèåì p(x). Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (âåêòîðû

x âûáèðàþòñÿ âíóòðè V ðàâíîâåðîÿòíî) èìååì p(x) = 1/V . Ñîîòâåò-

ñòâåííî, èñêîìûé èíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ ñðåäíèì çíà÷åíèåì �óíêöèè f(x),
óìíîæåííûì íà V . Ýòî ñðåäíåå ìîæíî îöåíèòü ïî n ñëó÷àéíî çàäàííûì
âåêòîðàì x:

I ≈ V f̃ , f̃ =
1

n

n∑

k=1

fk,

ãäå fk � çíà÷åíèÿ �óíêöèè îò êàæäîãî òàêîãî âåêòîðà.
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Åñëè ïðîâåñòè ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïî n ñëó÷àéíûì âåëè÷èíàì fk,

òî ïîëó÷èòñÿ íåêîòîðîå çíà÷åíèå ñðåäíåãî f̃1. Ïîâòîð ñ íîâûìè n ñëó÷àé-
íûìè âåëè÷èíàìè ïðèâåä¼ò ê äðóãîìó çíà÷åíèþ f̃2 è ò.ä. Ñðåäíåêâàäðà-

òè÷íûé ðàçáðîñ ýòèõ ñðåäíèõ õàðàêòåðèçóåò îøèáêó â èçìåðåíèè èñòèí-

íîãî ñðåäíåãî f̄ . ×åì áîëüøå n, òåì ýòà îøèáêà áóäåò ìåíüøå. Êâàäðàò

îøèáêè ðàâåí:

σ2
f̃
=
〈
(f̃ − f̄)2

〉
=
〈
f̃ 2
〉
− f̄ 2 =

1

n2

n∑

i,j=1

〈
fifj

〉
− f̄ 2,

ãäå ñèìâîë

〈
...
〉
îáîçíà÷àåò óñðåäíåíèå ïî áåñêîíå÷íîìó ÷èñëó ýêñïåðè-

ìåíòîâ (f̃ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, à f̄ =
〈
f̃
〉
� ÷èñëî). Äâîéíàÿ ñóììà ïî

i, j ñîäåðæèò n2 ñëàãàåìûõ èç êîòîðûõ n øòóê âèäà

〈
f 2
i

〉
èìåþò îäèíà-

êîâûå èíäåêñû è n2−n øòóê âèäà
〈
fifj

〉
� ðàçëè÷íûå. Åñëè âñå çíà÷åíèÿ

fi � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, òî
〈
fifj

〉
=
〈
fi
〉〈
fj
〉
=
〈
fi
〉2

è

σ2
f̃
=

1

n2

[

n
〈
f 2
i

〉
+ (n2 − n)

〈
fi
〉2
]

−
〈
fi
〉2

=

〈
f 2
i

〉
−
〈
fi
〉2

n
.

Òàêèì îáðàçîì, îøèáêà èçìåðåíèÿ âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî f̃ ñ ðîñòîì n

óáûâàåò êàê 1/
√
n:

σf̃ =
σf√
n
, σ2

f =
〈
f 2
〉
−
〈
f
〉2
, (19.40)

ãäå σ2
f � ñðåäíåêâàäðàòè÷íûé ðàçáðîñ �óíêöèè ïî áåñêîíå÷íîé âûáîðêå.

�àâíîìåðíûå ñëó÷àéíûå ÷èñëà õîðîøè äëÿ �óíêöèé, çíà÷åíèÿ êîòî-

ðûõ âíóòðè îáú¼ìà èíòåãðèðîâàíèÿ ìåíÿþòñÿ íåçíà÷èòåëüíûì îáðàçîì.

Îäíàêî äëÿ �óíêöèîíàëüíûõ èíòåãðàëîâ ýòî íå òàê è ïîäûíòåãðàëüíàÿ

�óíêöèÿ f(x) = e−SE [x]
áûñòðî óáûâàåò ïðè îòêëîíåíèè îò ýêñòðåìóìà

äåéñòâèÿ. Â ìíîãîìåðèè ýòî ñîçäà¼ò ñóùåñòâåííóþ ïðîáëåìó. �àññìîò-

ðèì øàð ðàäèóñà R = L/2, âïèñàííûé N -ìåðíûé êóá îáú¼ìà V = LN
.

Îòíîøåíèå èõ îáú¼ìîâ ðàâíî (ñòð. 402):

VR
V

=
2 πN/2

N2NΓ(N/2)
,

N : 2 5 10 100

VR/V : 0.8 0.2 10−3 10−70

Åñëè íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè íàõîäÿòñÿ âíóòðè

øàðà, òî äëÿ 100-êðàòíîãî èíòåãðàëà ïîòðåáóåòñÿ ïðîâåñòè ÷èñëåííûé

ýêñïåðèìåíò, ïî n = 1070 ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûì ñëó÷àéíûì ÷èñ-

ëàì, ÷òîáû áûë øàíñ ïîëó÷èòü íå íîëü ïðè ïðèìåíåíèè ìåòîäà Ìîòå-

Êàðëî. Ýòà ïðîáëåìà îòíîñèòñÿ ê êëàññó ïðîáëåì, ïîëó÷èâøèõ íàçâàíèå

�ïðîêëÿòèå ðàçìåðíîñòè�.
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Ñèòóàöèþ ìîæíî ñïàñòè, îòêàçàâøèñü îò ðàâíîìåðíûõ ñëó÷àéíûõ âû-

áîðîê. Ïóñòü ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè p(x) ïðèìåðíî ïîâòîðÿåò ïîäûí-
òåãðàëüíóþ �óíêöèþ f(x). Òîãäà ñëó÷àéíûå ÷èñëà áóäóò â îñíîâíîì ïî-

ÿâëÿòüñÿ â îêðåñòíîñòè íåíóëåâûõ çíà÷åíèé f(x). Åñëè f(x) ≈ c p(x), ãäå
c � êîíñòàíòà, îøèáêà â èçìåðåíèè âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî (19.39) áóäåò

ñóùåñòâåííî ìåíüøå:

σ2
f/p =

〈
f 2/p2

〉
−
〈
f/p
〉2 ≈

〈
c2
〉
−
〈
c
〉2 ≈ 0.

�àññìîòðèì ñïîñîáû ãåíåðàöèè ñëó÷àéíûõ ÷èñåë ñ çàäàííûì ðàñïðå-

äåëåíèåì. Ïóñòü íåêîòîðîå ðåøåíèå íåîáõîäèìî ïðèíÿòü ñ âåðîÿòíîñòüþ

p. Ñãåíåðèì ñëó÷àéíîå ÷èñëî u, êîòîðîå ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíî â èí-

òåðâàëå [0 ... 1]. �åøåíèå ïðèíèìàåòñÿ, åñëè u 6 p (äëèíà îòðåçêà [0 ... 1]
ðàâíà 1 è äëÿ u âåðîÿòíîñòü ïîïàñòü â äèàïàçîí [0 ... p] êàê ðàç ðàâíà p).

Ïðèìåíèì ýòó ãåîìåòðè÷åñêóþ èäåþ ê ãåíåðàöèè îäíîìåðíîãî ñëó÷àé-

íîãî ÷èñëà x 
 ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè p(x). Âîçüì¼ì ïðÿìîóãîëüíèê,

âíóòðè êîòîðîãî ãàðàíòèðîâàíî ïîìåùàåòñÿ çíà÷èìàÿ (íåíóëåâàÿ) ÷àñòü

ãðà�èêà �óíêöèè p(x) (íèæå ïåðâûé ðèñóíîê). Áóäåì ñëó÷àéíî è ðàâíî-

ìåðíî çàïîëíÿòü ïðÿìîóãîëüíèê òî÷êàìè. Äëÿ ýòîãî íåçàâèñèìî ãåíåðèì

x èç äèàïàçîíà [xmin ... xmax], è y èç [0 ... c], ãäå c � çàâåäîìî âûøå ìàêñè-
ìóìà p(x). Â êà÷åñòâå ñëó÷àéíîãî ÷èñëà ñ ðàñïðåäåëåíèåì p(x) âîçüì¼ì

êîîðäèíàòó x òåõ òî÷åê ó êîòîðûõ y 6 p(x), ò.å. îòáèðàåì òîëüêî òî÷êè,

ïîïàâøèå ïîä ãðà�èê p(x):

Â ðåçóëüòàòå, ïîëó÷èòñÿ áîëüøå òî÷åê òàì ãäå çíà÷åíèå p(x) âåëèêî è

ìåíüøå, òàì ãäå ìàëî. �èñòîãðàììà èõ ðàñïðåäåëåíèÿ ïîâòîðèò �óíê-

öèþ p(x). Ïðè ýòîì êîíêðåòíîå çíà÷åíèå c ðîëè íå èãðàåò (òðåáóåòñÿ

òîëüêî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ c > pmax). Âïðî÷åì, ÷åì áëèæå c ê pmax, òåì

ìåíüøå ïðèéä¼òñÿ ñîçäàâàòü ëèøíèõ òî÷åê, íå ïîïàâøèõ ïîä ãðà�èê

ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè p(x). Òàê êàê ÷àñòü òî÷åê ïðèõîäèòñÿ îòáðàñû-

âàòü, ïîäîáíûé ìåòîä íàçûâàþò ñåìïëèðîâàíèåì ñ îòêàçîì.

Ìåòîä ìîæíî óëó÷øèòü, åñëè âìåñòî ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåë¼ííûõ ñëó-

÷àéíûõ ÷èñåë èñïîëüçîâàòü ãåíåðàòîð ÷èñåë ñ ðàñïðåäåëåíèåì g(x). Ïðè
ýòîì äîëæíî ñóùåñòâîâàòü òàêîå c > 1, ÷òî ïðè ëþáîì x âûïîëíÿåòñÿ

c g(x) > p(x), ò.å. �óíêöèÿ c g(x) âåçäå âûøå p(x) (âòîðîé ðèñóíîê).
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Ñãåíåðèì ñëó÷àéíîå ÷èñëî x ñ ðàñïðåäåëåíèåì g(x). �èñòîãðàììà ýòèõ
÷èñåë áóäåò ïîâòîðÿòü �óíêöèþ g(x). Çàòåì ñãåíåðèì ðàâíîìåðíî ðàñ-

ïðåäåë¼ííîå ÷èñëî y èõ äèàïàçîíà [0 ... c g(x)]. Áóäåì èñïîëüçîâàòü x â

êà÷åñòâå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ ðàñïðåäåëåíèåì p(x), åñëè y 6 p(x).

Ôàêòè÷åñêè ýòî ïîâòîðåíèå ìåòîäà ïðÿìîóãîëüíèêà ñ �êðèâîé� âåðõ-

íåé ãðàíèöåé. Êîíêðåòíîå çíà÷åíèå ÷èñëà c, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

c g(x) > p(x), ðîëè íå èãðàåò. Îäíàêî, ÷åì òåñíåå c g(x) îáõâàòûâàåò

�óíêöèþ p(x), òåì ìåíüøå áóäåò ïðîìàõîâ, ò.å. íå ïîïàäàíèé ïîä p(x).

Ýòîò ìåòîä ìîæíî èñïîëüçîâàòü è äëÿ ìíîãîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé

p(x). Îäíàêî �ïðîêëÿòèå ðàçìåðíîñòè� ïðèâåä¼ò ê î÷åíü áîëüøîìó ÷èñëó
ïðîìàõîâ. Ïðîñòåéøèé ñïîñîá îáîéòè ïðîáëåìó � ýòî ãåíåðèòü îäíîìåð-

íûå ñëó÷àéíûå ÷èñëà ïî î÷åðåäè äëÿ êàæäîé êîîðäèíàòû, çà�èêñèðîâàâ

âñå îñòàëüíûå.

Âîçüì¼ì íåêîòîðûé âåêòîð x(0) = {x(0)1 , x
(0)
2 , ... x

(0)
N } â îêðåñòíîñòè

íåíóëåâîãî çíà÷åíèÿ p(x(0)). �àññìîòðèì îäíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå

P (x) = p(x, x
(0)
2 , ... x

(0)
N ), (19.41)

ãäå x
(0)
2 , ... x

(0)
N � �èêñèðîâàííûå çíà÷åíèÿ. Ïîëó÷èì ñëó÷àéíîå ÷èñëî x

(1)
1

ïðè ïîìîùè ñåìïëèðîâàíèÿ ñ îòêàçîì è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìû èìååì íî-

âûé ñëó÷àéíûé âåêòîð x(1) = {x(1)1 , x
(0)
2 , ... x

(0)
N }. Çàòåì çà�èêñèðóåì âñå

êîîðäèíàòû, êðîìå x2 è ñíîâà òåì æå ñïîñîáîì ïîëó÷èì ñëó÷àéíîå ÷èñëî

x(2) = {x(1)1 , x
(1)
2 , x

(0)
3 , ... x

(0)
N } è ò.ä. Òàêîé ìåòîä íàçûâàåòñÿ ñåìïëèðîâà-

íèåì ïî �èááñó. Íèæå íà ðèñóíêå èçîáðàæåíà òðàåêòîðèÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè ñëó÷àéíûõ ÷èñåë â ýòîì ìåòîäå äëÿ äâóõìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

p(x1, x2) ñ äâóìÿ ìàêñèìóìàìè. Îíî íàðèñîâàíî ëèíèÿìè âûñîò, ïîäîáíî

ãîðàì íà òîïîãðà�è÷åñêîé êàðòå:

Âûáîð íà÷àëüíîé òî÷êè ìîæåò îêàçàòüñÿ íåóäà÷íûì, ïîýòîìó, îáû÷íî,

ñíà÷àëà ïðîâîäèòñÿ íåêîòîðîå ÷èñëî èòåðàöèé, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ �îò-

æèãîì� ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîñëå îòæèãà âåêòîð

x �äîáëóæäàåò� â îïòèìàëüíóþ îáëàñòü è äàëåå åãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü

êàê ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ñ ðàñïðåäåëåíèåì p(x).
Ñãåíåð¼ííûå òàêèì îáðàçîì ÷èñëà áóäåò íå âïîëíå íåçàâèñèìû. Òåì

íå ìåíåå, ïðè áîëüøîì ÷èñëå èòåðàöèé ïîëó÷àåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

âåêòîðîâ x(k)
, èìåþùàÿ ìíîãîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå p(x).
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5 Àëãîðèòì Ìåòðîïîëèñà

Â ñåìïëèðîâàíèè ïî �èááñó åñòü îäíà ïðîáëåìà, ñâÿçàííàÿ ñ òåì, ÷òî

îäíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå (19.41) ïîñòîÿííî èçìåíÿåòñÿ è çàðàíåå âû-

áðàòü õîðîøî îõâàòûâàþùóþ åãî, ïðîñòóþ �óíêöèþ c g(x) ñëîæíî. �å-

øåíèåì ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì Ìåòðîïîëèñà. Â í¼ì çàäà¼òñÿ íà÷àëüíûé

âåêòîð x(0)
. Çàòåì îí ñëó÷àéíî ìåíÿåòñÿ íà âåêòîð x(1)

. Ýòî ìîæíî ñäå-

ëàòü èçìåíåíèåì îäíîé êîîðäèíàòû èëè ñëó÷àéíûì íåáîëüøèì ñäâè-

ãîì â ïðîèçâîëüíîì íàïðàâëåíèè. Çàòåì âû÷èñëÿåòñÿ îòíîøåíèå α =
f(x(1))/f(x(0)). Åñëè α > 1, ïîëàãàåì α = 1. Âåêòîð x(1)

ïðèíèìàåò-

ñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ α, èíà÷å íîâûì ñëó÷àéíûì âåêòîðîì ñíîâà ñ÷èòàåòñÿ

x(1) = x(0)
. Äàëåå àëãîðèòì ïîâòîðÿòñÿ è èç x(1)

àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ

x(2)
è ò.ä. Â ðåçóëüòàòå ðàáîòû ýòîãî àëãîðèòìà ñîçäà¼òñÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ x(k)
ñ ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòè íàèáîëåå

ïîâòîðÿþùåì �óíêöèþ: p(x) ∼ f(x).

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ àëãîðèòìà Ìåòðîïîëèñà íàïîìíèì îñíîâíûå ñâåäå-

íèÿ èç òåîðèè ìàðêîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. �àññìîòðèì óïîðÿäî-

÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ N -ìåðíûõ âåêòîðîâ x(0), x(1), ...

Îáû÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîñòðîèòü ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè p(x) âñòðå-
òèòü â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîíêðåòíîå çíà÷åíèå x. Áîëåå äåòàëüíóþ èí-

�îðìàöèþ î ïðîöåññå äà¼ò âåðîÿòíîñòü p(x, x′) âñòðåòèòü â ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè x, çà êîòîðûì ñëåäóåò x′
èëè, â áîëåå îáùåì ñëó÷àå, ñîâìåñò-

íóþ âåðîÿòíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåêòîðîâ p(x, x′, x′′, ...). Åñëè ïî-

äîáíûå âåðîÿòíîñòè íå ìåíÿþòñÿ âäîëü �áåñêîíå÷íîé� ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè, òî ãîâîðÿò î ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àéíîì ïðîöåññå.

Óñëîâíîé âåðîÿòíîñòüþ p(x0 7→ x) íàçûâàþò âåðîÿòíîñòü îáíàðó-

æèòü â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåêòîð x, åñëè óæå èçâåñòíî, ÷òî ïåðåä íèì

ñòîèò âåêòîð x0. Äëÿ å¼ âû÷èñëåíèÿ íåîáõîäèìî îòîáðàòü âñå ïàðû x0, x,
ãäå x0 � �èêñèðîâàííûé âåêòîð, à x � ïðîèçâîëüíûé è ðàçäåëèòü èõ íà

îáùåå êîëè÷åñòâî çíà÷åíèé x0 â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Äðóãèìè ñëîâàìè:

p(x0 7→ x) =
p(x0,x)

p(x0)
. (19.42)

�àññìîòðåííûå âûøå âåðîÿòíîñòè íîðìèðîâàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∫

p(x) dx = 1,

∫

p(x,x′) dx dx′ = 1,

∫

p(x0 7→ x) dx = 1

(â ïîñëåäíåì ñëó÷àå íîðìèðîâêà îçíà÷àåò åäèíè÷íóþ âåðîÿòíîñòü âñòðå-

òèòü ïîñëå x0 õîòü êàêîé-íèáóäü âåêòîð). Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü

óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü ñ áîëåå äëèííîé ïðåäûñòîðèåé p(x, x′ 7→ x′′) è ò.ä.
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Ìàðêîâñêèì ïðîöåññîì íàçûâàþò ñëó÷àéíûé ïðîöåññ (ñëó÷àéíóþ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ), â êîòîðîì óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü çàâèñèò

òîëüêî îò ïîñëåäíåãî çíà÷åíèÿ, à íå áîëåå äëèííîé ïðåäûñòîðèè. Äðó-

ãèìè ñëîâàìè: p(..., x, x′ 7→ x′′) = p(x′ 7→ x′′).
Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé (âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ x) è óñëîâíûå

âåðîÿòíîñòè p(x 7→ x′) òàêîâû, ÷òî ïðè ïåðåõîäàõ ìû ìîæåì ïîïàñòü

â ëþáîé ñîñòîÿíèå (íåò ïîãëîùàþùèõ ñîñòîÿíèé èç êîòîðûõ íåëüçÿ ïî-

ïàñòü íè â êàêîå äðóãîå è íåò çàìêíóòûõ öèêëîâ, ïîïàäàíèå â êîòîðûé

ïðèâîäèò ê áëóæäàíèþ òîëüêî ïî ïîäìíîæåñòâó ñîñòîÿíèé). Òîãäà, íà-

÷èíàÿ ñ ëþáîãî âåêòîðà x è ïåðåõîäÿ ê íîâûì ñ âåðîÿòíîñòÿìè p(x 7→ x′),
ìû ïîëó÷èì ñëó÷àéíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ íåêîòîðûì ñòàöèîíàðíûì

ðàñïðåäåëåíèåì p(x) (òàêèå ìàðêîâñêèå ïðîöåññû íàçûâàþò ýðãîäè÷íû-

ìè).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàøè äåéñòâèÿ ïðèâîäÿò ê ñòàöèîíàðíîìó ìàðêîâ-

ñêîìó ïðîöåññó è p(x, x′) = p(x′, x). Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ (19.42) ñëå-

äóåò, ÷òî

p(x) p(x 7→ x′) = p(x′) p(x′ 7→ x). (19.43)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èç ïîñëåäíåãî, óæå ñãåíåð¼ííîãî ñëó÷àéíîãî âåêòî-

ðà x ïîëó÷àåòñÿ íîâûé âåêòîð x′
ïðè ïîìîùè äâóõ äåéñòâèé: 1) ñ âå-

ðîÿòíîñòüþ g(x 7→ x′) èç x ïîëó÷àåòñÿ x′
; 2) çàòåì ñ âåðîÿòíîñòüþ

a(x 7→ x′) îí ïðèíèìàåòñÿ â êà÷åñòâå ñëåäóþùåãî âåêòîðà. Îáùàÿ âå-

ðîÿòíîñòü p(x 7→ x′) ïîëó÷èòü x′
ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî îáà øàãà ïðîé-

äåíû:

p(x 7→ x′) = g(x 7→ x′) a(x 7→ x′). (19.44)

Èç (19.43) è (19.44) ñëåäóåò, ÷òî:

a(x 7→ x′)

a(x′ 7→ x)
=
p(x′)

p(x)

g(x′ 7→ x)

g(x 7→ x′)
. (19.45)

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ýòîìó ñîîòíîøåíèþ óäîâëåòâîðÿåò ïðàâèëî îòáîðà

Ìåòðîïîëèñà-�àñòèíãñà:

a(x 7→ x′) = min
{

1,
p(x′)

p(x)

g(x′ 7→ x)

g(x 7→ x′)

}

. (19.46)

Åñëè ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ íîâîãî âåêòîðà x′
èìååò ñèììåòðè÷íîå ðàñïðå-

äåëåíèå: g(x 7→ x′) = g(x′ 7→ x), òî ïðèõîäèì ê ïðàâèëó Ìåòðîïîëèñà.

Íàïðèìåð, åñëè x′ = x + σ u, ãäå σ êîíñòàíòà, à u íîðìàëüíî ðàñïðåäå-

ë¼ííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà (ãàóññîâî ðàñïðåäåëåíèå) ñ íóëåâûì ñðåäíèì

è åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé, òî g(x 7→ x′) = exp{−(x− x′)2/2σ}/(2πσ)N/2
�

ñèììåòðè÷íà.
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Àíàëèç

Èñõîäíûì îáúåêòîì ìàòåìàòèêè ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî. Â ÷àñòíîñòè,

�óíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ êàê îòíîøåíèÿ ìåæäó ìíîæåñòâàìè. Âàæíóþ

ðîëü â �èçèêå èãðàåò îñîáûé êëàññ ìíîæåñòâ, íàçûâàåìûõ ìåòðè÷åñêè-

ìè ïðîñòðàíñòâàìè. Õîòÿ áîëüøèíñòâî �óíêöèé, âñòðå÷àåìûõ â òåîðèè,

ÿâëÿþòñÿ �ãëàäêèìè�, â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü,

òàê íàçûâàåìûå, îáîáù¼ííûå �óíêöèè, íàèáîëåå âàæíûìè ïðèìåðàìè

êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíàÿ �óíêöèÿ Äèðàêà è ðàçðûâíàÿ �óíêöèÿ

Õåâèñàéäà.

323



324 ÀÍÀËÈÇ

A.1 Ìíîæåñòâà

• �àçìûøëåíèÿ î ñîâîêóïíîñòÿõ îáúåêòîâ ñîçäàëî ìàòåìàòèêó è ñòà-

ëî å¼ îñíîâîé. Ìíîæåñòâî � ýòî �óíäàìåíòàëüíîå ïîíÿòèå, îáîáùàþùåå

èíòóèòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå îá îáúåäèíåíèè îáúåêòîâ ïî íåêîòîðîìó ïðè-

çíàêó. Ïðèìåðàìè ìíîæåñòâ ÿâëÿþòñÿ: ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë, ìíîæå-

ñòâî ïðÿìûõ, ìíîæåñòâî ñèìïàòè÷íûõ äåâóøåê.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò äâå ñóùíîñòè � ìíîæåñòâà è èõ ýëå-

ìåíòû. Ìíîæåñòâà ñîñòîÿò èç ýëåìåíòîâ, ïðè÷¼ì âñå ýëåìåíòû äàííîãî

ìíîæåñòâà ðàçëè÷íû è èõ ïîðÿäîê ðîëè íå èãðàåò.

Ìíîæåñòâî îïðåäåëåíî, åñëè åñòü ñïîñîá âûÿñíèòü ñîäåðæèò ëè îíî

òîò èëè èíîé ýëåìåíò èëè íåò. Ôàêò, ÷òî ýëåìåíò a ïðèíàäëåæèò ìíî-

æåñòâó A (ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå) îáîçíà÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

a ∈ A. Ýòà çàïèñü ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷åñêîé �óíêöèåé äâóõ àðãóìåíòîâ a, A,
ïðèíèìàþùàÿ äâà çíà÷åíèÿ: èñòèíà (åñëè a ïðèíàäëåæèò A) èëè ëîæü (â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå). Òàêèå ëîãè÷åñêèå �óíêöèè íàçûâàþòñÿ ïðåäèêàòà-

ìè. Ïðèâû÷íûì ïðèìåðîì ïðåäèêàòà x < y ÿâëÿåòñÿ îáîçíà÷åíèå òîãî,

÷òî ÷èñëî x ìåíüøå ÷èñëà y. Çíàê ðàâåíñòâà x = y � ýòî òîæå ïðåäè-

êàò. Åñëè ýëåìåíò a íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó A, òî ýòî îáîçíà÷àåòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì: a 6∈ A (òîæå ïðåäèêàò).

Äëÿ äâóõ ìíîæåñòâ, ñîñòîÿùèõ èõ îäíèõ è òåõ æå ýëåìåíòîâ, ââîäèòñÿ

ïðåäèêàò ðàâåíñòâà: A = B. Åñëè äëÿ ìíîæåñòâ A è B, êàæäûé a ∈ A

òàêæå ïðèíàäëåæèò è B òî ãîâîðÿò, ÷òî A ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì

(÷àñòüþ) ìíîæåñòâà B. Äëÿ âûðàæåíèÿ ýòîãî ââîäèòñÿ òðåòèé ïðåäè-

êàò: A ⊂ B. Âñåãäà A ⊂ A èñòèííî (ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ,

ïðèíàäëåæàùèõ åìó æå). Êðîìå ýòîãî, åñëè A ⊂ B è B ⊂ C, òî A ⊂ C.

Ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ, ìîæíî îïèñàòü

ïåðå÷èñëèâ ýòè ýëåìåíòû. Òàê, A = {3, 2, 1, 5, 4} � ìíîæåñòâî íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë îò 1 äî 5. Â îáùåì ñëó÷àå ìíîæåñòâà çàäàþòñÿ ïðè ïîìîùè

óñëîâèÿ: A = {x| óñëîâèå}. Íàïðèìåð, A = {x| 0 < x < 6)} ýòî ñíîâà

÷èñëà îò 1 äî 5, à A = {x| x > 0} � ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë.
Ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì, ýëåìåíòàìè êî-

òîðîãî âûñòóïàþò äðóãèå ìíîæåñòâà. Äëÿ èçáåæàíèÿ ïðîòèâîðå÷èé ñ÷è-

òàþò, ÷òî ìíîæåñòâî íå ìîæåò áûòü îäíèì èç ñâîèõ ýëåìåíòîâ: A 6∈ A.

Íå ñòîèò ïóòàòü a ∈ A (ýëåìåíò ìíîæåñòâà) è {a} ⊂ A (ïîäìíîæåñòâî,

ñîñòîÿùåå èç îäíîãî ýëåìåíòà). Ìíîæåñòâî {} íå ñîäåðæàùåå ýëåìåíòîâ,
íàçûâàåòñÿ ïóñòûì è îáîçíà÷àåòñÿ êàê: ∅. Ïóñòîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ

ïîäìíîæåñòâîì ëþáîãî ìíîæåñòâà: ∅ ⊂ A. Ìíîæåñòâî A èç n ýëåìåíòîâ

èìååò 2n ïîäìíîæåñòâ (⋖H58), âêëþ÷àÿ ñàìî A è ∅.
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• Äëÿ îáðàçîâàíèÿ íîâûõ ìíîæåñòâ ââîäèòñÿ òðè �óíêöèè (îïåðàöèè),
ñòàâÿùèå â ñîîòâåòñòâèå äâóì ìíîæåñòâàì, òðåòüå:

îáúåäèíåíèå : A ∪B = {x| (x ∈ A) èëè (x ∈ B)}
ïåðåñå÷åíèå : A ∩B = {x| (x ∈ A) è (x ∈ B)}
äîïîëíåíèå : A−B = {x| (x ∈ A) è (x 6∈ B)},

Òàêèì îáðàçîì, â îáúåäèí¼ííîå ìíîæåñòâî ïîïàäàþò âñå ýëåìåíòû èç

îáîèõ ìíîæåñòâ. Â ïåðåñå÷åíèå òîëüêî îáùèå äëÿ ìíîæåñòâ ýëåìåíòû,

à â äîïîëíåíèå A − B òîëüêî òå ýëåìåíòû A, êîòîðûå íå ïðèíàäëåæàò

B. Ýòè áàçîâûå �óíêöèè ìîæíî íàãëÿäíî ïðåäñòàâèòü ïðè ïîìîùè äèà-

ãðàìì Ýéëåðà-Âåííà, â êîòîðûõ çàìêíóòàÿ îáëàñòü îáîçíà÷àåò íåêîòîðîå

ìíîæåñòâî. Îáëàñòü ãåîìåòðè÷åñêîãî ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ìíîæåñòâ áóäåò

ìíîæåñòâåííûì ïåðåñå÷åíèåì A ∩B, è ò.ä.:

Ïîíÿòíî, ÷òî A ∪ A = A, A ∩ A = A è åñëè A ⊂ B, òî A ∩ B =
A. �åçóëüòàòîì �óíêöèé îò ìíîæåñòâ ìîæåò áûòü ïóñòîå ìíîæåñòâî.

Íàïðèìåð: (A−B)∩B = ∅. Îòìåòèì ìíåìîíèêó: çíà÷îê ∪ � ýòî ÷àøêà

â êîòîðóþ �ñëèâàþòñÿ� (îáúåäèíÿÿñü) îáà ìíîæåñòâà.

Ïðè ïîìîùè äèàãðàìì Ýéëåðà-Âåííà íåñëîæíî äîêàçûâàòü ðàçëè÷-

íûå òîæäåñòâà äëÿ ââåäåííûõ âûøå îïåðàöèé. Íàïðèìåð, â êà÷åñòâå

óïðàæíåíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ ïðîâåðèòü ñâîéñòâà êîììóòàòèâíîñòè è àñ-

ñîöèàòèâíîñòè äëÿ îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ:

A ∪ B = B ∪A, (A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C).

è òàêîå æå äëÿ ïåðåñå÷åíèÿ ∩. Çàòåì äîêàçàòü èõ äèñòðèáóòèâíîñòü:

(A ∪ B) ∩ C = (A ∩ C) ∪ (B ∩ C),

êîòîðîå âåðíî è ïðè çàìåíå ∪ íà ∩ è íàîáîðîò. Åù¼ äâà òîæäåñòâà:

A ∩ (B− C) = (A ∩B)− (A ∩ C),

(A−B) ∪ (B−A) = (A ∪ B)− (A ∩B)

òàêæå íåñëîæíî äîêàçàòü, ïîëüçóÿñü äèàãðàììàìè Ýéëåðà-Âåííà (ïî-

ñëåäíåå íàçûâàþò ñèììåòðè÷íîé ðàçíîñòüþ è îáîçíà÷àþò êàê A∆B).
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A.2 Îòíîøåíèÿ è �óíêöèè

• �àññìîòðèì äâà ìíîæåñòâà A : {a1, a2, ...} è B : {b1, b2, ...}. Îíè
ìîãóò èìåòü ðàçíûé ñìûñë (A � ýòî âñå òî÷êè, B � âñå ïðÿìûå), èëè

îäèíàêîâûé (è A, è B � ýòî ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë). Îáðàçóåì

íîâîå ìíîæåñòâî ñîñòîÿùèå èç âñåõ âîçìîæíûõ ïàð ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâ

(ïåðâûé ýëåìåíò â ïàðå a ∈ A, à âòîðîé b ∈ B):
{(a1, b1), (a1, b2), ..., (a2, b1), (a2, b2), ...}.

Òàêîå ìíîæåñòâî íàçûâàþò ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì è îáîçíà÷àþò êàê

A×B. Ïîäìíîæåñòâî R ìíîæåñòâà A×B íàçûâàþò îòíîøåíèåì.

Íàïðèìåð, ïóñòü: A : {1, 2, 3} è B : {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Ñóùåñòâóåò 18 = 3 ·
6 âîçìîæíûõ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð. Îïðåäåëèì îòíîøåíèå R(a, b), îòîáðàâ
8 èç 18-òè ïàð êîòîðûå åìó óäîâëåòâîðÿþò:

R : { (1, 2), (1, 3), (1, 4), (1, 5), (1, 6),
(2, 4), (2, 6),
(3, 6) }

1 2 3 4 5 6
1 ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

2 ⋆ ⋆
3 ⋆

Ñëåâà îò òàáëèöû ïî âåðòèêàëè ðàñïîëîæåíû ýëåìåíòû ìíîæåñòâà A,

à ñâåðõó ïî ãîðèçîíòàëè � ìíîæåñòâà B. Êàæäàÿ ÿ÷åéêà òàáëèöû ÿâ-

ëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà A × B âñåõ ïàð. Çâ¼çäî÷êàìè ïîìå÷åíû

ýëåìåíòû, îòîáðàííûå â ïîäìíîæåñòâî R. Îòíîøåíèå R(a, b) ìîæåò îáî-
çíà÷àòü �÷èñëî a � ñîáñòâåííûé äåëèòåëü b� (a 6= b). Íàïðèìåð R(2, 4)
èñòèííî (âêëþ÷åíî â îòíîøåíèå), à R(3, 4) � ëîæíî (íå âêëþ÷åíî).

È òàê, îòíîøåíèå � ýòî ïðåäèêàò. Åñëè ó íåãî äâà àðãóìåíòà R(x, y) :
R ⊂ X ×Y , åãî íàçûâàþò áèíàðíûì. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
îòíîøåíèå ìåæäó òðåìÿ îáúåêòàìè: R(x, y, z) : R ⊂ X × Y × Z è ò.ä.

Äëÿ áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ ðàññòàâëÿòü �çâ¼çäî÷êè� â òàáëèöå ñòàíî-

âèòñÿ ïðîáëåìàòè÷íûì, ïîýòîìó ïðè çàäàíèè îòíîøåíèÿ �îðìóëèðóþò

òå èëè èíûå ñâîéñòâà (àêñèîìû), êîòîðûì äàííîå îòíîøåíèå óäîâëåòâî-

ðÿåò. Íàïðèìåð, äëÿ îòíîøåíèÿ ìåæäó ýëåìåíòàìè îäíîãî è òîãî æå

ìíîæåñòâà R(a, b) : R ⊂ X ×X ìîæíî çàäàòü ñâîéñòâî ñèììåòðèè:

R(a, b) → R(b, a).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî, åñëè R(a, b) � ñïðàâåäëèâî (a è b) íàõîäÿòñÿ â îòíî-

øåíèè R, òî è R(b, a) áóäåò ñïðàâåäëèâî. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò êâàäðàòíîé

òàáëèöå, ñèììåòðè÷íîé îòíîñèòåëüíî äèàãîíàëè, èäóùåé èç ëåâîãî âåðõ-

íåãî óãëà â ïðàâûé íèæíèé. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â ïðÿìîì ïðîèçâåäå-

íèè âàæåí ïîðÿäîê ïåðå÷èñëåíèÿ ýëåìåíòîâ, äàæå åñëè ýòî ïðîèçâåäåíèå

îïðåäåëåíî íà ïàðå ýëåìåíòîâ èç îäíîãî è òîãî-æå ìíîæåñòâà.
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• �àññìîòðèì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè R ⊂ X × X ìåæäó ýëå-

ìåíòàìè îäíîãî ìíîæåñòâà X . Âìåñòî �óíêöèîíàëüíîé çàïèñè R(a, b)
äëÿ íåãî ïðèíÿòî èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå a ∼ b. Äëÿ ëþáûõ ýëåìåí-

òîâ X ïîñòóëèðóåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü (èñòèííîñòü) ñëåäóþùèõ àêñèîì:

x ∼ x (ðå�ëåêñèâíîñòü),
x ∼ y → y ∼ x (ñèììåòðè÷íîñòü),

x ∼ y, y ∼ z → x ∼ z (òðàíçèòèâíîñòü).

Ýòèì àêñèîìàì, íàïðèìåð, óäîâëåòâîðÿåò îòíîøåíèå ðàâåíñòâà x = y
(çâ¼çäî÷êè â X ×X òîëüêî íà äèàãîíàëè). Îäíàêî, ñóùåñòâóåò è äðóãèå

îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè. Íàïðèìåð, öåëûåm è n ðàâíû ïî ìîäóëþ 2,

åñëè m−n íàöåëî äåëèòñÿ íà 2 (òàáëèöà îòíîøåíèÿ ïîäîáíà øàõìàòíîé

äîñêå). Ïðè ýòîì íàòóðàëüíûå ÷èñëà N = {1, 2, 3, ...} ðàçáèâàþòñÿ íà

äâà êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè ÷¼òíûõ {2, 4, 6, ....} è íå÷¼òíûõ {2, 4, 6, ....}
÷èñåë (âíóòðè êàæäîãî êëàññà ýëåìåíòû ñâÿçàíû îòíîøåíèåì a ∼ b).

Åù¼ îäèí ïðèìåð � ïðÿìûå íà ïëîñêîñòè ñ êëàññàìè ýêâèâàëåíòíîñòè �

ìíîæåñòâ ïàðàëëåëüíûõ äðóã äðóãó ïðÿìûõ.

⊲ Èçìåíåíèå àêñèîì ïðèâîäèò ê íîâîìó îòíîøåíèþ x ≺ y, êîòîðîå
íàçûâàþò îòíîøåíèåì ñòðîãîãî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà:

x 6≺ x (àíòèðå�ëåêñèâíîñòü, ò.å. x ≺ x ëîæíî),
x ≺ y, y ≺ z → z ≺ z (òðàíçèòèâíîñòü).

Èç àêñèîì ñëåäóåò àñèììåòðè÷íîñòü îòíîøåíèÿ: x ≺ y → y 6≺ x.
Ïðèìåðîì îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ ñòðîãîå íåðàâåíñòâî ìåæäó ÷èñ-

ëàìè íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé x < y. Îòíîøåíèå: �íàòóðàëüíîå x åñòü

ñîáñòâåííûé äåëèòåëü y� òàêæå îòíîøåíèå ñòðîãî ïîðÿäêà.

Îòíîøåíèå íåñòðîãî ïîðÿäêà x 4 y îçíà÷àåò x ≺ y èëè x 6= y. Åãî
ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ ïðåäèêàò ïîäìíîæåñòâà A ⊂ B.
Îòíîøåíèå ïîðÿäêà óäîáíî èçîáðàæàòü â âèäå ãðà�à, â êîòîðîì óçëû

ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà, à ñòðåëêà (íàïðàâëåííîå ðåáðî) îò a ê

b îçíà÷àåò, ÷òî a ≺ b (ð¼áðà, ñëåäóþùèå èç òðàíçèòèâíîñòè îïóñêàþòñÿ):

Ñòðóêòóðû ãðà�îâ ìîãóò áûòü ñàìûìè ðàçëè÷íûìè: ñâÿçíûìè è íåñâçÿ-

íûìè, ëèíåéíûìè è ò.ä. Âñå îíè îòðàæàþò ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ââåäåíèÿ

îòíîøåíèå ïîðÿäêà íà ìíîæåñòâå. Âûøå ïåðâûé ãðà� ÿâëÿåòñÿ ëèíåé-

íûì ïîðÿäêîì, ïîäîáíûì ïîðÿäêó ÷èñåë. Òðåòèé ãðà� ñâÿçûâàåò ìåæäó

ñîáîé âñå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà, ñîñòîÿùåãî èç òð¼õ ýëåìåíòîâ.
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• Îòíîøåíèå F (x, y), îáîçíà÷àåìîå òàêæå y = f(x), íàçûâàåòñÿ �óíê-
öèîíàëüíûì, åñëè äëÿ êàæäîãî x ∈ X îòíîøåíèå F (x, y) èñòèííî äëÿ íå

áîëåå îäíîãî y ∈ Y. Íèæå ïåðâàÿ òàáëèöà îïðåäåëÿåò �óíêöèîíàëüíîå

îòíîøåíèå, òîãäà êàê âòîðàÿ �óíêöèîíàëüíûì íå ÿâëÿåòñÿ:

Y

⋆

X ⋆
⋆

⋆

Y

⋆ ⋆
⋆

X ⋆
⋆

⋆

Äåéñòâèòåëüíî, â ïåðâîé ñòðîêå âòîðîé òàáëèöû ñòîÿò äâå çâ¼çäî÷êè,

ïîýòîìó íåëüçÿ îïðåäåëèòü �óíêöèþ êîòîðàÿ ïåðâîìó ýëåìåíòó x1 ìíî-

æåñòâà X ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå f(x1) îäèí ýëåìåíò ìíîæåñòâà Y. Åñëè

ìû ïåðåñòàâèì ìåñòàìè ýëåìåíòû â îòíîøåíèè (ïåðåâåðí¼ì òàáëèöó íà

90o) òî ïîëó÷èòñÿ îáðàòíàÿ ê f(x) �óíêöèÿ. Íå ó êàæäîé �óíêöèè åñòü
îáðàòíàÿ (íàïðèìåð, å¼ íåò ó ïåðâîé òàáëèöû âûøå).

Ìíîæåñòâî âåëè÷èí x äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëåíî îòíîøåíèå (íåïóñòûå

ñòðîêè) íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè. Åñëè îíî ñîâïàäà-

åò ñî âñåì ìíîæåñòâîì X (íåò ïóñòûõ ñòðîê), òî ãîâîðÿò ÷òî �óíêöèÿ

f åñòü îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà X â Y. Îòîáðàæåíèå ÷àñòî îáîçíà÷àþò

ñëåäóþùèì îáðàçîì f : X 7→ Y .
Îòîáðàæåíèÿ ìîæíî èçîáðàæàòü äèàãðàììàìè ñî ñòðåëî÷êàìè, ñîåäè-

íÿþùèìè ýëåìåíòû â äâóõ îáëàêàõ, ñèìâîëèçèðóþùèõ äâà ìíîæåñòâà.

Çàøòðèõîâàííûìè ÷àñòÿìè îáîçíà÷àþòñÿ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ (ñëåâà) è

çíà÷åíèÿ (ñïðàâà), à òî÷êàìè, íåêîòîðûå èçáðàííûå ýëåìåíòû:

Îòîáðàæåíèå X 7→ Y íàçûâàåòñÿ èíúåêöèåé, åñëè äâà ðàçëè÷íûõ x ∈ X
îòîáðàæàþòñÿ â äâà ðàçëè÷íûõ y ∈ Y , ò.å. åñëè x1 6= x2, òî f(x1) 6= f(x2).

Îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ ñþðúåêöèåé, åñëè êàæäûé y ∈ Y ÿâëÿåòñÿ îáðà-

çîì ïî êðàéíåé ìåðå îäíîãî ýëåìåíòà X . Íàêîíåö, îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ

áèåêöèåé, åñëè êàæäûé y ∈ Y ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì åäèíñòâåííîãî ýëåìåí-

òà x ∈ X . Áèåêöèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî èíúåêöèåé è ñþðúåêöèåé è

íàçûâàåòñÿ òàêæå âçàèìíî îäíîçíà÷íûì ñîîòâåòñòâèåì ìåæäó X è Y .
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• Áèíàðíûå �óíêöèè äâóõ àðãóìåíòîâ f : X×Y 7→ Z, èëè z = f(x, y)
ëþáîé ïàðå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìíîæåñòâ X è Y ñòàâÿò â ñî-

îòâåòñòâèå ýëåìåíò èç òðåòüåãî ìíîæåñòâà Z. ×àñòî áèíàðíûå �óíêöèè

çàäàþòñÿ íà ýëåìåíòàõ îäíîãî ìíîæåñòâà: f : X× X 7→ X.

�àññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìíîæåñòâî èç ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ X =

{a, b, c, d}, è îïðåäåëèì íà ýòîì ìíîæåñòâå äâå �óíêöèè äâóõ àðãóìåíòîâ

ïðè ïîìîùè ñëåäóþùèõ òàáëèö:

f1 :

a b c d
a a a c a

b a d d d
c c d c b

d a d b a

f2 :

a b c d
a a c c a

b b d d b
c c a a c

d d b b d

Íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîêè è ñòîëáöà ñòîèò çíà÷åíèå �óíêöèè ñîîòâåò-

ñòâóþùåå àðãóìåíòàì, íàïèñàííûì â çàãîëîâêå ñòðîêè è ñòîëáöà. Íà-

ïðèìåð, äëÿ ïåðâîé òàáëèöû f1(a, c) = c, f1(d, d) = a è ò.ä.

Ôóíêöèþ äâóõ àðãóìåíòîâ èíîãäà óäîáíî çàïèñûâàòü â îïåðàöèîííîì

âèäå, ñòàâÿ âìåñòî �óíêöèè ìåæäó àðãóìåíòàìè íåêîòîðûé çíà÷îê �

îáîçíà÷åíèå äàííîé îïåðàöèè:

z = f(x, y) èëè z = x ◦ y.

Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò �óíêöèè, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò òåì

èëè èíûì àêñèîìàì. Íàïðèìåð, ìîæíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû �óíêöèè áû-

ëè ñèììåòðè÷íû èëè àññîöèàòèâíû:

ñèììåòðè÷íîñòü f(x, y) = f(y, x) x ◦ y = y ◦ x,
àññîöèàòèâíîñòü f(x, f(y, z)) = f(f(x, y), z) x ◦ (y ◦ z) = (x ◦ y) ◦ z.

Ïîäîáíûå ñâîéñòâà îñîáåííî ïîëåçíû äëÿ áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ, îòíî-

øåíèÿ ìåæäó êîòîðûìè óæå íåëüçÿ çàäàòü ïðè ïîìîùè òàáëèö.

Âûøå òàáëèöà f1 îáëàäàåò ñèììåòðè÷íîñòüþ, íî íå ÿâëÿåòñÿ àññîöèà-

òèâíîé. Âòîðàÿ �óíêöèÿ f2, íàîáîðîò, àññîöèàòèâíà, íî íå ñèììåòðè÷íà.

Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êîìïîçèöèþ ðàçëè÷íûõ áèíàðíûõ �óíêöèé.

Íàïðèìåð, ïðèâû÷íûå àðè�ìåòè÷åñêèå îïåðàöèè a+ b è a ∗ b íà ìíîæå-
ñòâå öåëûõ ÷èñåë ñâÿçàíû ðàçëè÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè. Ïðè ýòîì òîæ-

äåñòâî (a+ b)∗ c = (a∗ c)+(b∗ c), ìîæíî ïåðåïèñàòü òàêæå è â �óíêöèî-
íàëüíîì âèäå: mult(plus(a, b), c) = plus(mult(a, c), mult(b, c)). Ïîíÿòíî,

÷òî îïåðàöèîííûé âèä îêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííî êîìïàêòíåå.

Àëãåáðà èçó÷àåò ðàçëè÷íûå ñîîòíîøåíèå ìåæäó (îáû÷íî áèíàðíûìè)

�óíêöèÿìè, êîòîðûå îáëàäàþò òåìè èëè èíûìè ñâîéñòâàìè.
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A.3 Äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà è �óíêöèè

Íàïîìíèì îñíîâíûå ñâîéñòâà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ

ìîäåëüþ îäíîìåðíîãî �èçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Ìíîæåñòâî å¼ òî÷åê

îáîçíà÷àþò êàê R.

Íà ýòîé ïðÿìîé �æèâóò� ñàìûå ðàçíîîáðàçíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îáúåê-

òû. Ïðåæäå âñåãî � ýòî íàòóðàëüíûå ÷èñëà N = {1, 2, 3, ...}, êîòîðûå,
ñîãëàñíî Êðîíåêåðó, ñîçäàë Áîã, òîãäà êàê âñ¼ îñòàëüíîå óæå ïðèäó-

ìàë ÷åëîâåê. Íåñêîëüêî áîëåå øèðîêîå ìíîæåñòâî îáðàçóþò öåëûå ÷èñëà

Z = {...−2,−1, 0, 1, 2, ...}. Îíè õîðîøî ðàçëè÷èìû íà âåùåñòâåííîé ïðÿ-

ìîé è ìåæäó íèìè åñòü �äûðêè�.

Ñëåäóþùèå îáèòàòåëè � ýòî ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà, ðàâíûå îòíîøåíèþ

öåëîãî è íàòóðàëüíîãî ÷èñëà: Q = {m/n| m ∈ Z, n ∈ N}. Â îòëè÷èè îò

öåëûõ ÷èñåë, ðàöèîíàëüíûå çàïîëíÿþò ïðÿìóþ ïëîòíî è ìåæäó íèìè

íåò �äûðîê�. Äåéñòâèòåëüíî, êàêèìè áû áëèçêèìè íå áûëè äâà ðàöèî-

íàëüíûõ ÷èñëà q1 < q2, ìåæäó íèìè âñåãäà íàõîäÿòñÿ äðóãèå ðàöèîíàëü-
íûå ÷èñëà, íàïðèìåð q1 < (q1 + q2)/2 < q2.

Îäíèì èç ñàìûõ ïîðàçèòåëüíûõ îòêðûòèé â ìàòåìàòèêå áûëî îñîçíà-

íèå òîãî, ÷òî �ìåæäó� ýëåìåíòàìè âñþäó ïëîòíîãî ìíîæåñòâà ðàöèîíàëü-

íûõ ÷èñåë îáèòàþò äðóãèå � èððàöèîíàëüíûå ÷èñëà I, êîòîðûõ â íåêî-

òîðîì ñìûñëå äàæå �áîëüøå�, ÷åì ðàöèîíàëüíûõ. Òî, ÷òî ðàöèîíàëüíûõ

÷èñåë íåäîñòàòî÷íî, ñëåäóåò èç ïðîñòîãî äîêàçàòåëüñòâà èððàöèîíàëü-

íîñòè ÷èñëà

√
2. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

√
2 = m/n, ãäå m è n âçàèìíî

ïðîñòûå ÷èñëà (íåñîêðàòèìàÿ äðîáü). Òîãäà m2 = 2n2, ò.å. m2
� ÷¼òíî

è òàê êàê êâàäðàò ÷¼òíîãî ÷èñëà âñåãäà ÷¼òíîå, äåëàåì âûâîä, ÷òî m �

÷¼òíîå è ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå m = 2k. Íî òîãäà n2 = 2k2,

è ñëåäîâàòåëüíî n � òàêæå ÷¼òíîå, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî m è n �

âçàèìíî ïðîñòûå.

Âñå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà ìîæíî ðàçáèòü íà äâà ìíîæåñòâà A è B òàê,

÷òî êàæäîå ÷èñëî a ∈ A ìåíüøå, êàæäîãî b ∈ B. Ïðè ýòîì äîëæíà

îñóùåñòâëÿòüñÿ îäíà èç òð¼õ âîçìîæíîñòåé:

1) Åñòü íàèáîëüøåå ÷èñëî a0 ∈ A. Íàïðèìåð, åñëè a 6 1 è b > 1.

2) Åñòü íàèìåíüøåå ÷èñëî b0 ∈ B. Íàïðèìåð, åñëè a < 1 è b > 1.

3) Íåò íè íàèáîëüøåãî ÷èñëà â ìíîæåñòâå A, íè íàèìåíüøåãî â B.
Òðåòüÿ âîçìîæíîñòü âîçíèêàåò, íàïðèìåð, êîãäà ê A îòíåñåíû âñå ðàöè-

îíàëüíûå ÷èñëà, êâàäðàò êîòîðûõ ìåíüøå 2, à ê B � êâàäðàò êîòîðûõ

áîëüøå 2. Òàêîå ðàçáèåíèå (åãî íàçûâàþò ñå÷åíèåì) çàäà¼ò èððàöèîíàëü-
íîå ÷èñëî

√
2, íàõîäÿùååñÿ ìåæäó A è B. Âîçìîæíû è äðóãèå ñïîñîáû

îïðåäåëåíèÿ èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.
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⊲ Îáúåäèíåíèå ðàöèîíàëüíûõ è èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë îáðàçóåò âñå

òî÷êè âåùåñòâåííîé ïðÿìîé R. Ñàìî ïî ñåáå ýòî óòâåðæäåíèå òðèâè-

àëüíî (åñòü ðàöèîíàëüíûå è �äðóãèå� ÷èñëà), ïîýòîìó íåîáõîäèìî áîëåå

êîíñòðóêòèâíîå îïðåäåëåíèå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Îäíèì èç íèõ ÿâëÿ-

åòñÿ äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü ÷èñëà, â âèäå áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

öè�ð îò 0 äî 9. Íàïðèìåð, 1/4 = 0.25000..., 1/11 = 0.090909... è ò.ä.

Äëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âñåãäà ïåðèîäè÷íû

(ðàíî èëè ïîçäíî íà÷èíàåò ïîâòîðÿòüñÿ öè�ðà èëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

öè�ð). Èððàöèîíàëüíûå ÷èñëà îïèñûâàþòñÿ íåïåðèîäè÷åñêèìè äåñÿòè÷-

íûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè:

√
2 = 1.41421356237309504880168872421...

⊲ Ìíîãèå èððàöèîíàëüíûå ÷èñëà ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ïðåäåëû ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòåé. Íàïîìíèì, ÷òî áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷è-

ñåë a1, a2, ..., an, ... ñõîäèòñÿ ê ÷èñëó a (èìååò ïðåäåë a), åñëè äëÿ ëþáîãî,
ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ε > 0, ìîæíî óêàçàòü òàêîå öåëîå N = N(ε), ÷òî:

|an−a| < ε ïðè âñåõ n > N(ε)

Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû âñåãäà ìîæåì ïîêðûòü âåñü ïðèáëèæàþùèéñÿ ê a
áåñêîíå÷íûé �õâîñò� ïîñëåäîâàòåëüíîñòè aN , aN+1, ... ñêîëü óãîäíî ìà-

ëûì èíòåðâàëîì ε (òî÷íåå, çàäàâ ε, óêàçàòü ïîïàäàþùèé â íåãî õâîñò).

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèå áåñêîíå÷íîé ñóììû ÷èñåë (ðÿäà

÷èñåë): x1+x2+x3+ ..., êàê ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì:
a1 = x1, a2 = x1 + x2, ..., an = x1 + ...+ xn.

Èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî, íàïðèìåð e (÷èñëî Ýéëåðà) ìîæíî îïðåäåëèòü
êàê ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èëè êàê ñóììó ðÿäà:

e = lim
n→∞

(

1 +
1

n

)n

, e = 1 +
1

1!
+

1

2!
+ ...+

1

n!
+ ....

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê èððàöèîíàëüíîìó ÷èñëó, õîòÿ êàæäûé å¼

÷ëåí ðàöèîíàëåí: 2, 9/4, 64/27, , ...→ e = 2.71828182845904523536...

⊲ Îòðåçîê âåùåñòâåííîé ïðÿìîé ìîæåò áûòü îãðàíè÷åííûì ñ îáîèõ

ñòîðîí, ñ îäíîé ñòîðîíû èëè íå îãðàíè÷åííûì íè ñ îäíîé:

[0, 1] = {x| 0 6 x 6 1}, (0, 1] = {x| 0 < x 6 1}, (0, 1) = {x| 0 < x < 1}.

Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ó îòðåçêà íåò íàèìåíüøåãî min(0, 1) èëè íàèáîëü-

øåãî max(0, 1) ýëåìåíòà, õîòÿ åñòü òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü: inf(0, 1) = 0

è òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü: sup(0, 1) = 1. Ïðè ýòîì min[0, 1] = inf[0, 1] = 0
è max[0, 1] = sup[0, 1] = 1. Åñëè min è max âñåãäà ïðèíàäëåæàò ìíîæå-

ñòâó, òî inf è sup ìîãóò è íå ïðèíàäëåæàòü åìó.
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• Ôóíêöèÿ f(x) ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì (ñòð. 324) ìåæäó äâóìÿ ìíîæå-

ñòâàìè X è Y , ïðè êîòîðîì êàæäîìó x ∈ X ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå

îäíî îïðåäåë¼ííîå y ∈ Y (åñëè îòíîøåíèå äëÿ äàííîãî x îïðåäåëåíî).

Äëÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ ïîäîáíûå �óíêöèè ìîæíî çàäàâàòü ïðè ïîìîùè

òàáëèö, ÿâíûì îáðàçîì ïåðå÷èñëèâ ïàðû ýëåìåíòîâ, âõîäÿùèõ â îòíîøå-

íèå. Äëÿ ìíîæåñòâ áåñêîíå÷íûõ, à òåì áîëåå íåïðåðûâíûõ, íåîáõîäèìû

äðóãèå, áîëåå ý��åêòèâíûå ìåòîäû.

�àññìîòðèì �óíêöèè äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé, ïðèíèìàþùèå äåé-

ñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ: R 7→ R. Íåêîòîðàÿ òî÷êà x ∈ R ìîæåò áûòü

ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ñâÿçàíà ñ ëþáîé òî÷êîé y ∈ R. Îäíàêî, îáû÷-

íî ìû íàäåëÿåì �óíêöèè íåêîòîðûìè ñâîéñòâàìè, êîòîðûå ïîçâîëÿþò

ïðè ïîìîùè íåáîëüøîãî ÷èñëà âåùåñòâåííûõ ïàðàìåòðîâ çàäàòü ïîâåäå-

íèå �óíêöèè â îêðåñòíîñòè äàííîé òî÷êè (ò.å. ìèíèìèçèðîâàòü îïèñàíèå

îòíîøåíèÿ). Âàæíåéøåå èç òàêèõ ñâîéñòâ � íåïðåðûâíîñòü �óíêöèè.

Íàïîìíèì, ñíà÷àëà, ÷òî �óíêöèÿ f(x) ïðè ñòðåìëåíèè x ê x0 èìååò

ñâîèì ïðåäåëîì çíà÷åíèå f0:

lim
x→x0

f(x) = f0,

åñëè äëÿ ëþáîãî, ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε ìîæíî óêàçàòü
òàêîå ÷èñëî δ = δ(ε), ÷òî

|f(x)− f0| < ε äëÿ âñåõ |x− x0| < δ(ǫ)

Ýòî îïðåäåëåíèå îáîáùàåò íà íåïðåðûâíûé ñëó÷àé îïðåäåëåíèå ïðåäåëà

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë an (âìåñòî óêàçàíèÿ õâîñòà ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè n > N = N(ε), ìû óêàçûâàåì äèàïàçîí äëÿ x). Îíî �îðìàëèçóåò

èíòóèòèâíîå ïîíÿòèå �íåïðåðûâíîãî ïðèáëèæåíèÿ�, ïîçâîëÿÿ ñòðîãî äî-

êàçûâàòü, ÷òî f0 = lim f(x) ïðè x→ x0, íå ññûëàÿñü íà íåêèå íåîïðåäå-

ë¼ííûå ïðîöåññû òèïà �ïðèáëèæåíèÿ� èëè �ñòðåìëåíèÿ�.

Åñëè âìåñòî íåðàâåíñòâà ïî ìîäóëþ |x − x0| < δ èñïîëüçóþòñÿ íåðà-

âåíñòâà

x0 − δ < x 6 x0 èëè x0 6 x < x0 + δ,

òî ãîâîðÿò î ïðåäåëå ñëåâà (x→ x0−0) è ïðåäåëå ñïðàâà (x→ x0+0) ñîîò-

âåòñòâåííî. Ëåâûé è ïðàâûé ïðåäåëû ñòðåìëåíèÿ ê íóëþ îáîçíà÷àþòñÿ

òàêæå êàê x → −0 è x → +0. Åñëè ïðàâûé è ëåâûé ïðåäåëû ñóùåñòâó-

þò è ðàâíû äðóã äðóãó, òî ñóùåñòâóåò îáû÷íûé (äâóõñòîðîííèé) ïðåäåë

(àíàëîãè÷íî è â îáðàòíóþ ñòîðîíó).
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Ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå x0, åñëè ïðè x→ x0 îíà 1) èìå-
åò ïðåäåë f0 = lim f(x) è 2) ýòîò ïðåäåë ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì �óíêöèè

f0 = f(x0). Ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà èíòåðâàëå, åñëè îíà íåïðåðûâíà â

êàæäîé òî÷êå èíòåðâàëà.

Åñëè óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè â òî÷êå íå âûïîëíÿåòñÿ, òî ãîâîðÿò, ÷òî

�óíêöèÿ òåðïèò â äàííîé òî÷êå ðàçðûâ. �àçëè÷àþò ðàçðûâû ïåðâîãî è

âòîðîãî ðîäà.

�àçðûâ ïåðâîãî ðîäà èìååò �óíêöèÿ ó êîòîðîé åñòü êîíå÷íûå è ðàçëè÷-

íûå ïðåäåëû ïðè ïðèáëèæåíèè ê òî÷êå x0 ñëåâà è ñïðàâà (âûøå ïåðâûé

ãðà�èê). �àçðûâ âòîðîãî ðîäà � êîãäà õîòÿ áû îäèí èç ïðåäåëîâ íå ñó-

ùåñòâóåò èëè ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè � âûøå âòîðîé ãðà�èê, äëÿ �óíêöèè

f(x) = exp(−1/(1− x2)) è òðåòèé äëÿ f(x) =
√
x.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà âñþäó ðàçðûâíîé �óíêöèè ïðèâåä¼ì �óíêöèþ Äè-

ðèõëå D(x). Îíà ðàâíà 1, åñëè x � ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî è 0, åñëè èððàöè-
îíàëüíîå:

D(x) =

{
1, åñëè x ðàöèîíàëüíî

0, åñëè x èððàöèîíàëüíî

(A.1)

�ðà�è÷åñêè íàðèñîâàòü òàêóþ �óíêöèþ ïðîáëåìàòè÷íî, ò.ê. îíà ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé ïëîòíûé, íî íå íåïðåðûâíûé ¼æèê ñ åäèíè÷íûìè �ñòîë-

áèêàìè� äëÿ ðàöèîíàëüíûõ x è �ïðîâàëàìè� ïðè èððàöèîíàëüíûõ x.

Èìåííî ðàññìîòðåíèå ïîäîáíûõ �óíêöèé çàñòàâèëî �îðìàëèçîâàòü

ïîíÿòèå ïðåäåëà, íåïðåðûâíîñòè è äðóãèõ �î÷åâèäíûõ� ïîíÿòèé. Íàïðè-

ìåð, èçâåñòíàÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà óòâåðæäàåò, ÷òî �óíêöèÿ f(x),
íåïðåðûâíàÿ â èíòåðâàëå a 6 x 6 b, èìååò íàèáîëüøåå è íàèìåíü-

øåå çíà÷åíèå. Ïðè èíòóèòèâíîì âîñïðèÿòèè �óíêöèè êàê ãëàäêîé êðè-

âîé, ýòî óòâåðæäåíèå âûãëÿäèò òðèâèàëüíûì è íå òðåáóþùèì äîêà-

çàòåëüñòâà. Îäíàêî, äëÿ ðàçðûâíûõ �óíêöèé îíî âïîëíå ìîæåò îêà-

çàòüñÿ íåâåðíûì. Íàïðèìåð, ïóñòü f(x) = x ïðè èððàöèîíàëüíûõ x è

f(x) = 1/2 ïðè ðàöèîíàëüíûõ x. Âíóòðè èíòåðâàëà 0 6 x 6 1 ýòà �óíê-
öèÿ îãðàíè÷åíà ñâåðõó åäèíèöåé, à ñíèçó � íóë¼ì. Îäíàêî îíà íå èìååò

ìàêñèìàëüíîãî è ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ (ïðè x = 0 è x = 1 ìû ïîëó÷èì

1/2, à íå 0 è 1).
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A.4 Ôóíêöèè Äèðàêà è Õåâèñàéäà

• Ôóíêöèÿ Äèðàêà èëè δ-�óíêöèÿ ðàâíà âåçäå íóëþ, êðîìå îäíîé òî÷-
êè, ãäå å¼ çíà÷åíèå áåñêîíå÷íî. Ïðè ýòîì èíòåãðàë, âêëþ÷àþùèé ýòó

òî÷êó, ðàâåí åäèíèöå. Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå:

δ(x) =

{
∞ ïðè x = 0

0 ïðè x 6= 0
,

b∫

a

δ(x) dx = 1, δ(−x) = δ(x). (A.2)

Êîíêðåòíîå çíà÷åíèå ãðàíèö a è b íå èãðàåò ðîëè, òàê êàê äåëüòà-�óíêöèÿ

ðàâíà íóëþ ïðè x 6= 0. Ïðè èíòåãðèðîâàíèè ñ ãëàäêîé �óíêöèåé, èìåþ-

ùåé â îêðåñòíîñòè x = x0 çíà÷åíèå f(x0), èìååì:

b∫

a

f(x) δ(x− x0) dx =

{
f(x0) ïðè x0 ∈ [a, b]
0 ïðè x0 6∈ [a, b]

.

Ýòî ñîîòíîøåíèå ÷àñòî çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f(x) δ(x− x0) = f(x0) δ(x− x0). (A.3)

Äëÿ �óíêöèè Äèðàêà ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

δ(f(x)− f(x0)) = δ(f ′(x0) (x− x0)) =
δ(x− x0)

|f ′(x0)|
, (A.4)

ãäå ïðîâåäåíî ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà f(x) = f(x0) + f ′(x0) (x − x0)

è |f ′(x0)| âûíîñèòñÿ çàìåíîé ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ x′ = x f ′(x0)
(åñëè f ′(x0) < 0 èçìåíÿåòñÿ çíàê ïðåäåëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ, îòêóäà ïî-

ëó÷àåòñÿ ìîäóëü).

Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ãëàäêèõ �óíêöèé, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà ǫ,

êîòîðûå èìåþò ñâîèì ïðåäåëîì δ-�óíêöèþ ïðè ǫ→ 0:

1

ǫ
√
2π

exp

[

− x2

2ǫ2

]

,
ǫ/π

x2 + ǫ2
,

1

πx
sin
(x

ǫ

)

. (A.5)

Èíòåãðàë ýòèõ �óíêöèé îò −∞ äî∞ ðàâåí åäèíèöå, à ìàêñèìóì â òî÷êå

x = 0 ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè ǫ→ 0.
Òð¼õìåðíàÿ �óíêöèÿ Äèðàêà îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî îäíîìåðíîé.

Åñëè å¼ àðãóìåíò ðàâåí íóëþ, òî îíà ðàâíà áåñêîíå÷íîñòè, èíà÷å íó-

ëþ. Ïðè ýòîì èíòåãðàë ïî ïðîèçâîëüíîìó îáú¼ìó, îêðóæàþùåìó òî÷êó

ñèíãóëÿðíîñòè, ðàâíÿåòñÿ åäèíèöå. Â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ 3-ìåðíóþ

Äèðàêà ìîæíî çàïèñàòü ÷åðåç ïðîèçâåäåíèå îäíîìåðíûõ:

δ(r) = δ(x)δ(y)δ(z),

∫

δ(r) dV = 1.

Òàêæå ìîæíî îïðåäåëèòü �óíêöèè Äèðàêà ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè.
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• Ââåä¼ì òàêæå ðàçðûâíóþ θ-�óíêöèþ Õåâèñàéäà:

θ(x) =

{

0, x < 0

1, x > 0

}

= lim
ǫ→0

∞∫

−∞

ı e−ıωx

ω + ıǫ

dω

2π
. (A.6)

Âòîðîå ðàâåíñòâî ïðîâåðÿåòñÿ ïî òåîðåìå Êîøè, èíòåãðèðîâàíèåì ïî

çàìêíóòîìó êîíòóðó â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ω:

Åñëè x > 0, òî êîíòóð ìîæíî çàìêíóòü â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè (ëå-

âûé ðèñóíîê), ò.ê. ïðè ω → −ı∞ èíòåãðàë ïî çàìûêàþùåìó êîíòóðó

áëàãîäàðÿ ýêñïîíåíòå ðàâåí íóëþ (äîïîëíèòåëüíûé çíàê ìèíóñ, ò.ê. èí-

òåãðèðîâàíèå èä¼ò ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå). Åñëè æå x < 0, òî çàìûêàíèå

íàäî ïðîâîäèòü â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè (ïðàâûé ðèñóíîê) è ò.ê. ïîëþñ

â ýòîò êîíòóð íå ïîïàäàåò, ïîëó÷àåòñÿ íîëü.

Ïðîèçâîäíàÿ îò �óíêöèè Õåâèñàéäà ðàâíà δ-�óíêöèè:

dθ(x)

dx
≡ θ′(x) = δ(x). (A.7)

Äåéñòâèòåëüíî, âû÷èñëèì ïî ÷àñòÿì èíòåãðàë îò ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè

ïî èíòåðâàëó [a, b], ñîäåðæàùåìó òî÷êó x = 0:

b∫

a

f(x)θ′(x)dx = f(x)θ(x)
∣
∣
∣

b

a
−

b∫

a

f ′(x)θ(x)dx = f(b)−
b∫

0

f ′(x)dx = f(0),

ãäå âî ðàâåíñòâå ó÷òåíî, ÷òî θ(a) = 0 ïðè a < 0 è ïî ýòîé æå ïðè÷èíå

îáðåçàí ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ.

Àíàëîãè÷íî δ-�óíêöèè, ìîæíî çàïèñàòü íåïðåðûâíîå è äè��åðåíöè-

ðóåìîå ïðèáëèæåíèå ê ðàçðûâíîé �óíêöèè Õåâèñàéäà:

θ(x) = lim
ǫ→0

1

1 + e−2x/ǫ
, δ(x) = lim

ǫ→0

ch−2(x/ǫ)

2ǫ
, (A.8)

ãäå åù¼ îäèí àïïðîêñèìàòîð ê δ-�óíêöèè ïîëó÷åí ïðè ïîìîùè ñîîòíî-

øåíèÿ (A.7).
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A.5 Îáîáù¼ííûå �óíêöèè

• Ââåäåííàÿ âûøå �óíêöèÿ Äèðàêà îïðåäåëåíà êðàéíå íå�îðìàëüíî.
Áîëåå, òîãî ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, îïðåäåëåíèå (A.2) áåññìûñ-

ëåííî, òàê êàê èíòåãðàë �èìàíà îò âñþäó ðàâíîé íóëþ (êðîìå îäíîé

òî÷êè) �óíêöèè íå îïðåäåëåí. Çàäàâàòü æå çíà÷åíèå �óíêöèè ðàâíîå

áåñêîíå÷íîñòè � âîîáùå íåêîððåêòíî, ò.ê. áåñêîíå÷íîñòü íå åñòü ÷èñëî

ïðèíàäëåæàùåå R, à ëèøü îáîçíà÷åíèå íåîãðàíè÷åííîãî óâåëè÷åíèÿ çíà-

÷åíèÿ âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé. Ïîýòîìó òðåáóåòñÿ áîëåå �îðìàëüíûé

ïîäõîä ê òàêèì �ñòðàííûì� �óíêöèÿì, êëàññ êîòîðûõ ïðèíÿòî íàçûâàòü

îáîáù¼ííûìè �óíêöèÿìè. Â îáùåì ñëó÷àå

îáîáù¼ííàÿ �óíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ëèíåéíûé �óíêöèîíàë â

âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå �õîðîøèõ �óíêöèé�.

Ôóíêöèîíàë F [f(x)] � ýòî ïðàâèëî ïî êîòîðîìó äàííîé �óíêöèè f(x)
ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî (âåùåñòâåííîå èëè êîìïëåêñíîå). Ëèíåé-

íîñòü �óíêöèîíàëà îçíà÷àåò, ÷òî

F [α1f1(x) + α2f2(x)] = α1F [f1(x)] + α2F [f2(x)],

ãäå αi � ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû, à fi(x) � ïðîèçâîëüíûå �óíêöèè.
�Õîðîøèìè �óíêöèÿìè�, óïîìÿíóòûìè â îïðåäåëåíèè, ìîãóò áûòü,

íàïðèìåð, �óíêöèè èç C∞[−∞,∞] � ìíîæåñòâà íåïðåðûâíûõ, áåñêî-

íå÷íîå ÷èñëî ðàç äè��åðåíöèðóåìûõ íà èíòåðâàëå [−∞,∞] �óíêöèé,

êîòîðûå ê òîìó æå äîñòàòî÷íî áûñòðî óáûâàþò íà áåñêîíå÷íîñòè. ×à-

ñòî íà �õîðîøèå �óíêöèè� íàêëàäûâàþò åùå áîëåå æåñòêîå òðåáîâàíèå

� �èíèòíîñòè, ò.å. ðàâåíñòâî íóëþ âíå íåêîòîðîãî �èêñèðîâàííîãî äëÿ

âñåõ �óíêöèé èíòåðâàëà. Ïðèìåðîì òàêîé �óíêöèè ÿâëÿåòñÿ:

f(x) =

{

exp
(

− a2

a2−x2

)

ïðè |x| < a,

0 ïðè |x| > a.

Ñòîèò ïðîâåðèòü, ÷òî îíà âñþäó (âêëþ÷àÿ òî÷êè x = ±a) áåñêîíå÷íîå
÷èñëî ðàç äè��åðåíöèðóåìà è íåñìîòðÿ íà �ðàçðûâíîå îïðåäåëåíèå�, ýòî

ãëàäêàÿ �óíêöèÿ ñòðîãî ðàâíàÿ íóëþ âíå äèàïàçîíà |x| < a.

Áóäåì îáîçíà÷àòü ëèíåéíûé �óíêöèîíàë F [f(x)] ïðè ïîìîùè êðóãëûõ
ñêîáîê, âíóòðè êîòîðûõ ÷åðåç çàïÿòóþ ñíà÷àëà çàïèñûâàåòñÿ èìÿ îáîá-

ù¼ííîé �óíêöèè (èìÿ �óíêöèîíàëà), à çàòåì óêàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ

�õîðîøàÿ� �óíêöèÿ. Âûðàæåíèå (F, f) äëÿ äàííîé �óíêöèè f = f(x)
ðàâíî íåêîòîðîìó ÷èñëó. Ôóíêöèîíàëüíûé ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ îáîá-

ù¼ííîé �óíêöèè ïîçâîëÿåò ðàñøèðèòü êëàññ �îáû÷íûõ� �óíêöèé, íî

èìååò ïðè ýòîì ðÿä îñîáåííîñòåé è îãðàíè÷åíèé. Ïðèâåä¼ì íåñêîëüêî

ïðèìåðîâ �óíêöèîíàëüíûõ îïðåäåëåíèé îáîáù¼ííûõ �óíêöèé.
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⊲ �Îáû÷íàÿ� �óíêöèÿ (èëè ãîâîðÿò ðåãóëÿðíàÿ) ÿâëÿåòñÿ îáîáù¼ííîé,

åñëè îïðåäåëèòü �óíêöèîíàë, êàê ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (ñòð. 351):

(
ϕ, f

)
=

∞∫

−∞

ϕ∗(x) f(x) dx. (A.9)

Ïðè �èêñèðîâàííîé ϕ = ϕ(x), ïîäñòàíîâêà â èíòåãðàë íåêîòîðîé �óíê-

öèè f = f(x) ïðèâîäèò ê êîíêðåòíîìó ÷èñëó. Ýòî �óíêöèîíàë, ïðè÷¼ì

�óíêöèîíàë ëèíåéíûé.

⊲ Ôóíêöèÿ Äèðàêà δ(x) êàê �óíêöèîíàë îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

(δ, f
)
= f(0). (A.10)

Â ýòîì îïðåäåëåíèè íåò íè êàêèõ èíòåãðàëîâ, ïîäîáíûõ (A.2), à ïðîñòî

óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ïðè äåéñòâèè �óíêöèîíàëà δ íà ëþáóþ �óíêöèþ f(x)
ïîëó÷àåòñÿ ÷èñëî, ðàâíîå çíà÷åíèþ f(0).

⊲ Àíàëîãè÷íî, �óíêöèÿ Õåâèñàéäà çàäà¼òñÿ ñîîòíîøåíèåì:

(
θ, f

)
=

∞∫

0

f(x) dx. (A.11)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â îïðåäåëåíèè θ-�óíêöèè êàê �óíêöèîíàëà, íå

èãðàåò ðîëè å¼ çíà÷åíèå ïðè x = 0 è åãî ìîæíî ïîëîæèòü ëþáûì, òàê

êàê çíà÷åíèå èíòåãðàëà îäíà òî÷êà íå èçìåíèò. Ïðè îáû÷íîì ïîäõîäå ê

�óíêöèÿì, åñëè äâå �óíêöèè îòëè÷àþòñÿ çíà÷åíèåì â îäíîé òî÷êå � òî

ýòî ðàçëè÷íûå �óíêöèè. Îáîáù¼ííûå �óíêöèè ÿâëÿþòñÿ �óíêöèîíàëà-

ìè è ãîâîðèòü îá èõ çíà÷åíèè â òî÷êå ñìûñëà íå èìååò.

⊲ Îïðåäåëèì åù¼ îäíó îáîáù¼ííóþ �óíêöèþ P/x:

(P
x
, f
)
= P

∞∫

−∞

f(x)

x
dx, (A.12)

ãäå çíàê P îçíà÷àåò âçÿòèå èíòåãðàëà â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ:

P
∞∫

−∞

f(x)

x
dx = lim

ε→0





−ε∫

−∞

f(x)

x
dx+

∞∫

ε

f(x)

x
dx



 = lim
R→∞

R∫

−R

f(x)− f(0)

x
dx.

Åñëè f(0) êîíå÷íî, òî â ñèëó ðàçëè÷íîãî çíàêà 1/x ñëåâà è ñïðàâà îò 0

òàêîå âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà îò f(x)/x äàñò êîíå÷íûé ðåçóëüòàò.
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• Íà îáîáù¼ííûå �óíêöèè ìîæíî íàëîæèòü ðÿä óñëîâèé, êîòîðûå

ïîçâîëÿþò çàäàâàòü íîâûå îáîáù¼ííûå �óíêöèè. Íàïðèìåð, îïðåäåëèì

ñëîæåíèå äâóõ îáîáù¼ííûõ �óíêöèé ϕ1, ϕ2:

(ϕ1 + ϕ2, f) = (ϕ1, f) + (ϕ2, f), (A.13)

è óìíîæåíèå íà ÷èñëî èëè â áîëåå îáùåì ñëó÷àå íà ãëàäêóþ (ðåãóëÿð-

íóþ) �óíêöèþ g = g(x):

(g ϕ, f) = (ϕ, g∗ f). (A.14)

Äè��åðåíöèðîâàíèå îáîáù¼ííûõ �óíêöèé îïðåäåëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè

ïðàâèëà, ñïðàâåäëèâîãî äëÿ èíòåãðàëüíûõ �óíêöèîíàëîâ (A.9), ïîñëå

âûïîëíåíèÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì:

(ϕ′, f) = (ϕ, −f ′). (A.15)

Íåçàâèñèìî îò ÿâíîãî âèäà �óíêöèîíàëà, áóäåì ñ÷èòàòü ýòî ñîîòíîøå-

íèå îïðåäåëåíèåì ïðîèçâîäíîé îò îáîáù¼ííîé �óíêöèè. Â ÷àñòíîñòè,

âûøå ìû âèäåëè, ÷òî (θ′, f) = (θ, −f ′) = (δ, f). Äëÿ ïðîèçâîäíîé ïðî-

èçâåäåíèÿ îáîáù¼ííîé �óíêöèè ϕ íà ðåãóëÿðíóþ g = g(x) ñïðàâåäëèâà
îáû÷íàÿ �îðìóëà:

(
(gϕ)′, f

)
=
(
g′ϕ + gϕ′, f

)
(A.16)

â ÷¼ì íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, çàïèñàâ ïî îïðåäåëåíèþ

(
(gϕ)′, f

)
=
(
gϕ, −f ′)

è ðàñïèñàâ ïðàâóþ ÷àñòü (A.16) 
 ó÷¼òîì ïðåäûäóùèõ ñîîòíîøåíèé (A.13)-

(A.15).

⊲ Â îòëè÷èå îò �îáû÷íûõ� �óíêöèé, ïðîèçâåäåíèå îáîáù¼ííûõ �óíê-

öèé, âîîáùå ãîâîðÿ, íå îïðåäåëåíî. Òàê, àíàëîãè÷íî òîæäåñòâó äëÿ �óíê-

öèè Äèðàêà δ(x) x = 0, çàïèøåì òîæäåñòâî äëÿ �óíêöèè P/x:
P
x
x = 1.

Âû÷èñëèì ïðîèçâåäåíèå P/x è δ-�óíêöèè. Ñ îäíîé ñòîðîíû:

P
x

(δ(x) x) =
P
x

0 = 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû

δ(x) (
P
x
x) = δ(x) 1 = δ(x).

Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâåäåíèå äâóõ îáîáù¼ííûõ �óíêöèé îêàçûâàåòñÿ

íåêîììóòàòèâíûì, à ñëåäîâàòåëüíî �ïëîõî îïðåäåëåííûì�.



A.5. ÎÁÎÁÙ�ÍÍÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈ 339

⊲ Ââåä¼ì åù¼ îäèí �óíêöèîíàë, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îòëè÷íûì îò ãëàâ-

íîãî çíà÷åíèÿ ñïîñîáîì ðåãóëÿðèçàöèè ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè 1/x:

( 1

x± ı0
, f
)
= lim

ε→0

∞∫

−∞

f(x)

x± ıε
dx. (A.17)

Äëÿ òàêîé îáîáù¼ííîé �óíêöèè ñïðàâåäëèâà �îðìóëà Ñîõîöêîãî:

1

x± ı0
=

P
x
∓ ıπδ(x). (A.18)

Äåéñòâèòåëüíî, ïðîâåäåì ðåãóëÿðèçàöèþ, çàìåíèâ èíòåãðèðîâàíèå ïî âñåé

âåùåñòâåííîé îñè íà äèàïàçîí [−R,R]:
∞∫

−∞

f(x)

x± ıε
dx 7→

R∫

−R

f(x)

x± ıε
dx =

R∫

−R

f(x)− f(0)

x± ıε
dx+ f(0)

R∫

−R

dx

x± ıε
.

Â ïåðâîì èíòåãðàëå ìîæíî ïåðåéòè ê ïðåäåëó ε→ 0, òàê êàê îñîáåííîñòü
x = 0 óñòðàíåíà è ðåçóëüòàò ñîâïàäàåò ñ ãëàâíûì çíà÷åíèåì èíòåãðàëà

îò f(x)/x. Âòîðîé èíòåãðàë ðàâåí ∓2ı arctg(R/ε) → ∓ıπ ïðè R → ∞,

ε→ 0. Ýòî çíà÷åíèå óìíîæàåòñÿ íà f(0), ðàâíîå (δ, f).

⊲ Îáîáù¼ííûå �óíêöèè ìîãóò áûòü ðåøåíèÿìè àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-

íåíèé. �àññìîòðèì, íàïðèìåð óðàâíåíèå:

xnϕ(x) = 0.

Åãî îáîáù¼ííûì ðåøåíèåì áóäåò òàêîé �óíêöèîíàë ϕ, ÷òî

(xnϕ, f) = (ϕ, xnf) = 0

äëÿ ëþáîé �óíêöèè f . �åøåíèåì óðàâíåíèÿ xϕ(x) = 0 ÿâëÿåòñÿ îáîá-

ù¼ííàÿ �óíêöèÿ (Cδ, f), ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà.

Îáîáù¼ííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ x2 ϕ(x) = 0 ÿâëÿåòñÿ ϕ = C1δ +
C2δ

′
, ãäå Ci � êîíñòàíòû è øòðèõ � ïðîèçâîäíàÿ δ-�óíêöèè (⋖H61).

Àíàëîãè÷íî, ðåøåíèåì xnϕ(x) = 0 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ δ-
�óíêöèè è å¼ n−1 ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ. Äëÿ áîëåå ñëîæíîãî óðàâíåíèÿ
èìååì:

x (x−1)2ϕ(x) = 0 => ϕ(x) = C1 δ(x)+C2 δ(x−1)+C3 δ
′(x−1).

Íàêîíåö, äëÿ óðàâíåíèÿ xϕ(x) = 1 îáîáù¼ííûì ðåøåíèåì áóäåò P/x.
Íàïîìíèì, ÷òî îáîáù¼ííàÿ �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ �óíêöèîíàëîì, à íå

îáû÷íîé �óíêöèåé. Ïîýòîìó çàïèñü δ(x−1) ëèøü îçíà÷àåò �óíêöèîíàë,

çíà÷åíèåì êîòîðîãî ïðè äåéñòâèè íà f(x) áóäåò ÷èñëî f(1).
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A.6 Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

Ïåðèîäè÷åñêóþ �óíêöèþ f(t+ T ) = f(t), ãäå T = b− a ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü íà îòðåçêå t = [a...b] â âèäå ðÿäà:

f(t) =

∞∑

k=−∞
ck e

i2πkt/T , cn =

b∫

a

f(t) e−i2πnt/T dt

T
. (A.19)

Çàäàííàÿ òàêèì îáðàçîì �óíêöèÿ f(t) ïåðèîäè÷íà è ðàçëîæåíà ïî ïîë-

íîìó íàáîðó ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ îðòîãîíàëüíûõ �óíêöèé ei2πkt/T . Âòî-
ðîå ñîîòíîøåíèå äëÿ êîý��èöèåíòîâ cn ïðîâåðÿåòñÿ â ðåçóëüòàòå íåñëîæ-

íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Ôóíêöèÿ f(t) áóäåò äåéñòâèòåëüíîé: f ∗(t) = f(t),
åñëè c∗k = c−k.

Âîçüì¼ì ñèììåòðè÷íûé èíòåðâàë [a, b] = [−T/2, T/2] è ââåä¼ì íîâûå

êîý��èöèåíòû φk = T ck. Îáîçíà÷èâ tk = 2πk/T , çàïèøåì ðÿä Ôóðüå:

f(x) =

∞∑

k=−∞
φk e

itkx
1

T
, φk =

T/2∫

−T/2

f(x) e−itkx dx.

Âåëè÷èíû tk ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íîâóþ ïåðåìåííóþ, èçìåíåíèå

êîòîðîé ðàâíî ∆t = tk − tk−1 = 2π/T . Óñòðåìèì T ê áåñêîíå÷íîñòè. Ïî

îïðåäåëåíèþ èíòåãðàëà, âûðàæåíèå äëÿ f(x) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

f(x) =
1

2π

∞∫

−∞

φ(t) eitx dt, φ(t) =

∞∫

−∞

f(x) e−itx dx, (A.20)

ãäå φ(t) ñòàíîâèòñÿ íåïðåðûâíîé �óíêöèåé ïàðàìåòðà t = tk. Ñîîòíîøå-

íèÿ (A.20) íàçûâàþòñÿ èíòåãðàëüíûì �óðüå-ïðåîáðàçîâàíèåì.

Äëÿ �óíêöèè Äèðàêà ñïðàâåäëèâî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå, êîòî-

ðîå ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ â êíèãå:

∞∫

−∞

eı t x
dt

2π
= δ(x). (A.21)

Íå�îðìàëüíî åãî ìîæíî ïîëó÷èòü îáðåçàâ ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ èí-

òåðâàëîì [−L/2, L/2], à çàòåì óñòðåìèòü L â áåñêîíå÷íîñòü, âîñïîëüçî-

âàâøèñü òðåòåé �óíêöèåé â (A.5) ñ ǫ = 2/L.

Ïîäñòàíîâêà îäíîãî èíòåãðàëà (A.20) â äðóãîé äîëæíà ïðèâîäèòü ê

òîæäåñòâåííîìó ðåçóëüòàòó. Ïðè ïîìîùè èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

�óíêöèè Äèðàêà (A.21) íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê.
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• �àññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå L2[−π, π] ðàçëîæåíèå â ðÿä Ôóðüå:

f(x) =
∞∑

k=−∞
fk

eıkx√
2π

(A.22)

ïî îðòîíîðìèðîâàííûì (⋖H83) íà èíòåðâàëå [−π, π] âåêòîðàì:

ϕk(x) =
eıkx√
2π
,

π∫

−π

ϕ∗
k(x)ϕj(x) dx = δkj.

Õîòÿ ñóììèðîâàíèå â (A.22) âåä¼òñÿ îò −∞ äî +∞, ïðîñòûì ïåðåóïîðÿ-

äî÷èâàíèåì: ϕ0, ϕ1, ϕ−1, ϕ2, ϕ−2, ... ýòè áàçèñíûå âåêòîðû çàïèñûâàþòñÿ

â âèäå ñ÷¼òíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (áåç îòðèöàòåëüíûõ èíäåêñîâ â ñóììå

ìû áû óïóñòèëè ÷àñòü ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ).

Çàïèøåì (⋖H84) ðàçëîæåíèå �óíêöèè f(x) = x â ðÿä Ôóðüå:

x = 2

∞∑

k=1

(−1)k+1 sin(kx)

k
. (A.23)

Íèæå íà ïåðâîì ãðà�èêå ïðîñóììèðîâàíû ïåðâûå 4 è 16 ÷ëåíîâ ðÿäà.

×åì èõ áîëüøå, òåì áîëåå �ïðÿìàÿ� áóäåò ïîëó÷àòüñÿ �óíêöèÿ:

Èñêëþ÷åíèÿ ñîñòàâëÿþò òî÷êè x = ±π, â êîòîðûõ, êàê âèäíî èç (A.23)

ñóììà ðàâíà íóëþ. Åñëè íàðèñîâàòü ãðà�èê ïåðâûõ ÷ëåíîâ ðÿäà âíå

ïðåäåëîâ [−π, π], ìû ïîëó÷èì ïåðèîäè÷åñêóþ �ëèíåéíóþ ïèëó�, îäèí èç

�çóáüåâ� êîòîðîé íàðèñîâàí íà ïåðâîì ãðà�èêå. Ýòî îòðàæàåò ïåðèîäè-

÷åñêèé õàðàêòåð ðàçëîæåíèÿ (A.22), äëÿ êîòîðîãî f(x) = f(x+ 2π).
Ëþáîïûòíûé ý��åêò �èááñà âîçíèêàåò òàêæå ïðè ïðèáëèæåíèè ê ãðà-

íèöàì èíòåðâàëà. Ñêîëü áû ìíîãî ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ ìû íå âçÿëè (âòî-

ðîé ãðà�èê), ïîñëåäíèé ìàêñèìóì ñóììû áóäåò ïðèìåðíî íà 18% îòêëî-

íÿòüñÿ îò f(x), õîòÿ è ñêîëü óãîäíî áëèçêî ïðèæèìàòüñÿ ê ãðàíè÷íîé

òî÷êå (ïîýòîìó ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå ðàçëîæåíèÿ îò f(x), òåì

íå ìåíåå, áóäåò íóëåâûì). Ýòîò æå ý��åêò âîçíèêàåò è âíóòðè èíòåðâàëà

[−π, π] äëÿ ðàçðûâíûõ �óíêöèé íà ãðàíèöå èõ ðàçðûâà.
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A.7 Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà

⊲Ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî

X íà êîòîðîì ñ êàæäîé ïàðîé ýëåìåíòîâ ñâÿçàíî âåùåñòâåííîå ÷èñëî

(îïðåäåëåíà �óíêöèÿ d(x, y) : X ×X 7→ R) ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

d(x, y) > 0, d(x, y) = 0, òîëüêî, åñëè x = y,
d(x, y) = d(y, x),

d(x, z) 6 d(x, y) + d(y, z).

(A.24)

Ïîñëåäíåå ñâîéñòâî � ýòî íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà, à �óíêöèÿ d(x, y) �
ìåòðèêà èëè ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà x, y ∈ X ,

êîòîðûå íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè.

Íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé R ðàññòîÿíèå ðàâíî d(x, y) = |x − y|. Äðó-
ãèì ïðèìåðîì ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ n-ìåðíîå åâêëèäîâî

ïðîñòðàíñòâî Rn
. Êàæäàÿ åãî òî÷êà � ýòî óïîðÿäî÷åííûé íàáîð n âå-

ùåñòâåííûõ ÷èñåë {x1, ..., xn}. �àññòîÿíèå ìåæäó íèìè ðàâíî

d(x, y) =
√

(x1 − y1)2 + ...+ (xn − yn)2. (A.25)

Ïåðâûå äâå àêñèîìû ìåòðèêè âûïîëíÿþòñÿ òðèâèàëüíî, à íåðàâåíñòâî

òðåóãîëüíèêà èìååò ïðîñòóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ (ñóììà äëèí

ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ïðèëåãàþùèõ ê îäíîìó óãëó áîëüøå, ÷åì ïðîòèâî-

ïîëîæíàÿ ê óãëó ñòîðîíà òðåóãîëüíèêà).

⊲ Ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [0, 1] âåùåñòâåííîçíà÷íûõ

�óíêöèé (R 7→ R) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâîì, îáîçíà-

÷àåìûì êàê C[0, 1]. �àññòîÿíèå íà í¼ì ìîæíî ââåñòè ðàçëè÷íûì îáðàçîì:

d1(f, g) = max
x∈[0,1]

|f(x)− g(x)|, d2(f, g) =

1∫

0

|f(x)− g(x)| dx.

Îáå ýòè �óíêöèè óäîâëåòâîðÿþò àêñèîìàì (A.24).

Ìåòðèêó ìîæíî ââîäèòü è äëÿ ìíîæåñòâ, ñîñòîÿùèõ èç äèñêðåòíîãî

íàáîðà ýëåìåíòîâ. Íàïðèìåð, íà ìíîæåñòâå ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ {a, b, c, d}
ìîæíî îïðåäåëèòü 16 ÷èñåë:

d(x, y) :

a b c d
a 0 3 4 5

b 3 0 5 4
c 4 5 0 3
d 5 4 3 0

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòà �óíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò (A.24).
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⊲ Îòêðûòûé øàð â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå � åñòü ìíîæåñòâî òî-

÷åê x, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ: d(x, x0) < r. Òî÷êà x0 ÿâëÿåòñÿ öåí-

òðîì øàðà, à r � åãî ðàäèóñîì. Çàìêíóòûé øàð � ýòî ìíîæåñòâî d(x, x0) 6

r. Ïîäìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, åñëè îíî ñîäåðæèòñÿ â íåêî-
òîðîì øàðå. Îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî òî÷åê,

ïðèíàäëåæàùèõ îòêðûòîìó øàðó ñ öåíòðîì â x.
Òî÷êà x ∈ X ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé ïîäìíîæåñòâà X ⊂ M,

íåêîòîðîãî ïðîñòðàíñòâà M, åñëè ó òî÷êè x åñòü îêðåñòíîñòü, öåëèêîì

ëåæàùàÿ â X . Ñîîòâåòñòâåííî, åñëè òî÷êà íå ïðèíàäëåæèò ê X è èìååò

îêðåñòíîñòü íå ïðèíàäëåæàùóþ X , òî îíà íàçûâàåòñÿ âíåøíåé òî÷êîé.

Òî÷êà, íå ÿâëÿþùàÿñÿ íè âíóòðåííåé, íè âíåøíåé òî÷êîé ïîäìíîæåñòâà

X íàçûâàåòñÿ ãðàíè÷íîé òî÷êîé. Ìíîæåñòâî âñåõ ãðàíè÷íûõ òî÷åê íà-

çûâàåòñÿ ãðàíèöåé è îáîçíà÷àåòñÿ êàê ∂X . Ìíîæåñòâî ñîñòîÿùåå òîëüêî

èç âíóòðåííèõ òî÷åê íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì. Îòêðûòîå ìíîæåñòâî X
âìåñòå ñ åãî ãðàíèöåé ∂X ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì.

⊲Ôóíäàìåíòàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ èëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ

Êîøè íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê x1, x2, ..., xn, ...,

åñëè äëÿ ëþáîãî âåùåñòâåííîãî ε > 0, ñóùåñòâóåò öåëîå N = N(ε), ÷òî

d(xn, xm) < ε äëÿ ëþáûõ n,m > N. (A.26)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåñü áåñêîíå÷íûé �õâîñò� ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàíèìàåò

ñêîëü óãîäíî ìàëóþ �îáëàñòü� â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (ðàññòîÿíèå

ìåæäó ëþáûìè åãî äâóìÿ ýëåìåíòàìè ñêîëü óãîäíî ìàëî).

Ýòî îïðåäåëåíèå íàïîìèíàåò ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Áîëåå òîãî,

ëþáàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü limxn = x ÿâëÿåòñÿ �óíäàìåí-

òàëüíîé. Îäíàêî íå ëþáàÿ �óíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáÿçà-

íà ñõîäèòüñÿ ê íåêîìó ýëåìåíòó ìíîæåñòâà. Òàê, åñëè ìíîæåñòâî ñîñòîèò

èç ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, òî íåêîòîðûå, îïðåäåë¼ííûå íà í¼ì �óíäàìåí-

òàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñõîäÿòñÿ (íàïðèìåð 1, 1/2, 1/4, ..., 1/2n, ...),
à íåêîòîðûå � íåò (êîãäà ïðåäåë ÿâëÿåòñÿ èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî).

Ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè åãî ëþáàÿ �óíäàìåíòàëüíàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ. Íåïîëíîå ïðîñòðàíñòâî ìîæíî ïîïîëíèòü

(ñäåëàòü ïîëíûì), åñëè äîáàâèòü ê íåìó ïðåäåëû âñåõ âîçìîæíûõ �óíäà-

ìåíòàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Òàê, ìû ïîïîëíÿåì ìíîæåñòâî ðàöèî-

íàëüíûõ ÷èñåë Q (êîòîðîå íåïîëíî) âñåìè èððàöèîíàëüíûìè I, ïîëó÷àÿ

ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R.
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A.8 Èíòåãðàëû �èìàíà, Ñòèëòüåñà è Ëåáåãà

Â íà÷àëüíûõ êóðñàõ àíàëèçà èíòåãðàë îò a äî b îïðåäåëÿþò, ñëåäóÿ
�èìàíó, êàê ïëîùàäü, îãðàíè÷èâàåìàÿ �óíêöèåé f(x) è îñüþ x. Äëÿ

åãî íàõîæäåíèÿ, èíòåðâàë èíòåãðèðîâàíèÿ ðàçáèâàåòñÿ íà n îòðåçêîâ è

âû÷èñëÿåòñÿ ïðåäåë ñëåäóþùåé ñóììû:

b∫

a

f(x) dx = lim
n→∞

Sn, Sn =
n∑

k=1

f(ξk) (xk − xk−1), (A.27)

ãäå xk = a+k (b−a)/n è ξk ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà, ïðèíàäëåæàùàÿ îòðåçêó
[xk−1, xk]. Äëÿ îãðàíè÷åííûõ, êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ íà èíòåðâàëå [a, b]
�óíêöèé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì S1, S2, ... âñåãäà

ñóùåñòâóåò. �îâîðÿò, ÷òî òàêèå �óíêöèè èíòåãðèðóåìû ïî �èìàíó.

Ñóùåñòâóþò âûäåëåííûå çíà÷åíèÿ òî÷êè ξk â êîòîðûõ �óíêöèÿ f(x)

íà èíòåðâàëå [xk−1, xk] èìååò âåðõíþþMk = inf f è íèæíþþ mk = sup f
ãðàíè (ñòð. 331). Åñëè f(ξk) = Mk, òî Sn íàçûâàþò �âåðõíåé� ñóììîé, à

åñëè f(ξk) = mk � �íèæíåé� ñóììîé. Â ïðåäåëå n → ∞ îáå ýòè ñóììû

ñòðåìÿòñÿ ê îäíîé âåëè÷èíå, ðàâíîé çíà÷åíèþ èíòåãðàëà �èìàíà.

⊲ Èíòåãðàë Ñòèëòüåñà ÿâëÿåòñÿ íåáîëüøîé ìîäè�èêàöèåé èíòåãðà-

ëà �èìàíà. Â í¼ì, êðîìå èíòåãðèðóåìîé �óíêöèè f(x) ââîäèòñÿ òàêæå

�óíêöèÿ g(x) ïî êîòîðîé ïðîèçâîäèòñÿ èíòåãðèðîâàíèå:

b∫

a

f(x) dg(x) = lim
n→∞

Sn, Sn =

n∑

k=1

f(ξk)
(
g(xk)− g(xk−1)

)
. (A.28)

Åñëè �óíêöèÿ g(x) íåïðåðûâíà è äè��åðåíöèðóåìà, ìîæíî ïåðåéòè îò

èíòåãðàëà Ñòèëòüåñà ê èíòåãðàëó �èìàíà:

b∫

a

f(x) dg(x) =

b∫

a

f(x) g′(x) dx.

Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî �óíêöèÿ g(x) íå îáÿçàòåëüíî äîëæíà ìîíîòîííî âîç-
ðàñòàòü èëè óáûâàòü íà èíòåðâàëå [a, b]. Ïîñòîÿííîå âîçðàñòàíèå òðåáó-

åòñÿ îò x, à íå îò g(x). Íàïðèìåð, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü �óíêöèè äëÿ

êîòîðûõ g(a) = g(b). Â îáùåì ñëó÷àå �óíêöèÿ g(x) ìîæåò áûòü ðàçðûâ-
íîé è ýòî äåëàåò èíòåãðàë Ñòèëòüåñà áîëåå óíèâåðñàëüíûì èíñòðóìåí-

òîì, ÷åì èíòåãðàë �èìàíà.
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• Ñóùåñòâóþò �óíêöèè äëÿ êîòîðûõ ïðåäåë (A.27) íå îïðåäåë¼í è èõ
íåëüçÿ ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî �èìàíó (òàêîé �ïëîõîé� �óíêöèåé ÿâëÿåò-

ñÿ �óíêöèÿ Äèðèõëå, ñòð. 333). Ëåáåã ïðèäóìàë ñïîñîá èíòåãðèðîâàíèÿ,

äàþùèé äëÿ �õîðîøèõ� �óíêöèé òîò-æå ðåçóëüòàò, ÷òî è (A.27), íî ïðè

ýòîì äëÿ íåêîòîðûõ �ïëîõèõ� �óíêöèé ïðèâîäÿùèé ê îñìûñëåííûì ðå-

çóëüòàòàì.

�àññìîòðèì èíòåãðèðîâàíèå ïî Ëåáåãó ñíà÷àëà äëÿ íåïðåðûâíûõ �óíê-

öèé. Ïóñòü îáëàñòü çíà÷åíèé �óíêöèè (ïî îñè y) èçìåíÿåòñÿ îò A äî B

ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî x îò a äî b. �àçîáü¼ì èíòåðâàë [A,B] íà n ðàâ-

íûõ ÷àñòåé òàê, ÷òî yk = A+ k (B −A)/n. Îòáåð¼ì ìíîæåñòâî X òî÷åê

íà îñè x äëÿ êîòîðûõ çíà÷åíèå �óíêöèè ïîïàäàåò â èíòåðâàë [yk−1, yk):

Xk = {x| yk−1 6 f(x) < yk}

è âû÷èñëèì ñóììó:

Sn =
n∑

k=1

yk µXk = y1 µX1 + y2 µX2 + ...+ yn µXn,

ãäå µXk � ñóììàðíàÿ äëèíà îòðåçêîâ âåùåñòâåííîé îñè, ïîïàâøèõ â Xk.

Èíòåãðàë Ëåáåãà ðàâåí ïðåäåëó èíòåãðàëüíûõ ñóìì Sn ïðè n→ ∞.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî �èìàíó ìû ðàçáèâàåì íà

ìàëûå èíòåðâàëû îñü x, òî ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî Ëåáåãó òîæå äåëàåòñÿ

ñ îñüþ y. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ äëèíà èíòåðâàëîâ óñòðåìëÿåòñÿ ê íóëþ.

Íèæå íà ëåâîì ðèñóíêå èçîáðàæåíî âû÷èñëåíèå îïðåäåë¼ííîãî èíòå-

ãðàëà ïî �èìàíó, à ñïðàâà ïî Ëåáåãó:

Íà ïðàâîì ðèñóíêå çàøòðèõîâàíû îáëàñòè ìíîæåñòâà X2 â êîòîðûé ïî-

ïàëè òî÷êè x äëÿ êîòîðûõ çíà÷åíèÿ �óíêöèè íàõîäÿòñÿ ìåæäó y1 è y2.

Òàêèõ ñòîëáèêîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ äàííîìó ∆y äâà, òîãäà êàê â èíòå-

ãðàëå �èìàíà, â ñèëó îäíîçíà÷íîñòè �óíêöèè, ñòîëáèê äëÿ êàæäîãî ∆x
âñåãäà îäèí. Äëÿ �ãëàäêèõ� �óíêöèé îáà àëãîðèòìà ïðèâåäóò ê îäíîìó

è òîìó-æå ðåçóëüòàòó, ðàâíîìó ïëîùàäè ïîä �óíêöèåé f(x).
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• Åñëè ìû îãðàíè÷èëèñü áû òîëüêî ãëàäêèìè �óíêöèÿìè, îñîáîãî ïðå-

èìóùåñòâà â ïîäõîäå Ëåáåãà íå áûëî. Åãî îáùíîñòü ïðîÿâëÿåòñÿ ïðè ðàñ-

ñìîòðåíèè ñóùåñòâåííî ðàçðûâíûõ (â òîì ÷èñëå âñþäó) �óíêöèé. Ïðè

èíòåãðèðîâàíèè ïî Ëåáåãó äëÿ êàæäîãî èíòåðâàëà çíà÷åíèé ∆y îòáè-

ðàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ x äëÿ êîòîðûõ f(x) ïîïàäàåò â ∆y. Êàêèì áû

ñëîæíûì íå áûëî ýòî ìíîæåñòâî, íåîáõîäèìî ëèøü ñóìåòü èçìåðèòü åãî

äëèíó, ÷òîáû âû÷èñëèòü èíòåãðàë.

Â îáùåì ñëó÷àå äëèíà ìíîæåñòâà íàçûâàåòñÿ ìåðîé. �àññìîòðèì ñíà-

÷àëà èíòåðâàë âåùåñòâåííîé îñè ìåæäó òî÷êàìè a è b. Íåçàâèñèìî îò òî-
ãî çàìêíóò îí: [a, b] = {x| a 6 x 6 b} èëè îòêðûò: (a, b) = {x| a < x < b}
åãî ìåðîé ñ÷èòàåòñÿ ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè:

µ[a, b] = µ(a, b) = b− a. (A.29)

Íàçîâ¼ì îòêðûòûì ìíîæåñòâîì O êîíå÷íóþ èëè ñ÷¼òíóþ (áåñêîíå÷-

íóþ, ïðîíóìåðîâàííóþ) ñîâîêóïíîñòü îòêðûòûõ, íåïåðåñåêàþùèõñÿ èí-

òåðâàëîâ (ai, bi). Åñëè èç èíòåðâàëà [a, b] óäàëåíî íåêîòîðîå îòêðûòîå

ìíîæåñòâî, òî ïîëó÷àåòñÿ çàìêíóòîå ìíîæåñòâî C. Íèæå íà ðèñóíêå

èçîáðàæåíî çàìêíóòîå ìíîæåñòâî C (ïðåðûâèñòàÿ æèðíàÿ ëèíèÿ), ñî-

äåðæàùååñÿ â îòðåçêå [a, b] èç êîòîðîãî óäàëåíî òðè îòêðûòûõ èíòåð-

âàëà, îáðàçóþùèõ îòêðûòîå ìíîæåñòâî O (òîíêèå ëèíèè îêðóæåííûå

êðóãëûìè ñêîáêàìè):

Ìåðû C è O ñâÿçàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

µC + µO = b− a. (A.30)

Îòêðûòûìè è çàêðûòûìè ìíîæåñòâàìè �àíòàçèè ìàòåìàòèêîâ íå îãðà-

íè÷èâàþòñÿ. Ïóñòü åñòü ìíîæåñòâî M, òî÷êè êîòîðîãî ëåæàò íà îòðåçêå

[a, b]. �àññìîòðèì îáúåäèíåíèå îòêðûòûõ ìíîæåñòâ, ïîäìíîæåñòâîì êî-

òîðûõ ÿâëÿåòñÿ M (îòêðûòûå ìíîæåñòâà ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ). Ýòî îáú-

åäèíåíèå íàçûâàþò ïîêðûòèåì M. Íèæå íà ðèñóíêå æèðíûå ñåãìåíòû

ïðåäñòàâëÿþò ìíîæåñòâî M, à êðóãëûå ñêîáêè � ÷àñòè÷íî ïåðåñåêàþ-

ùèåñÿ îòêðûòûå èíòåðâàëû, ïîêðûâàþùèå M:

Ïîêðûòèÿ ìîæíî ñäåëàòü ñàìûì ðàçëè÷íûì îáðàçîì è êàæäîå èç íèõ

áóäåò èìåòü îïðåäåë¼ííóþ ìåðó, â ñîîòâåòñòâèè ñ (A.29), (A.30). Íàçî-

â¼ì âíåøíåé ìåðîé µM ìíîæåñòâà M íèæíþþ ãðàíü (sup) ìåð âñåâîç-

ìîæíûõ åãî ïîêðûòèé. Äðóãèìè ñëîâàìè îòáèðàåì òàêóþ ñîâîêóïíîñòü

îòêðûòûõ ìíîæåñòâ, êîòîðàÿ íàèáîëåå �ýêîíîìíî� (íàèìåíüøåé äëèíîé)

ïîêðûâàåò ìíîæåñòâî M. Å¼ äëèíó è íàçûâàåì âíåøíåé ìåðîé µM.
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Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ èçìåðèìûì, åñëè

µM + µ{[a, b]−M} = b− a, (A.31)

ãäå {[a, b]−M} � äîïîëíåíèå îòðåçêà äî ìíîæåñòâà M (èñêëþ÷åíèå èç

íåãî òî÷åê M). Åñëè æå ñîîòíîøåíèå (A.31) íå âûïîëíÿåòñÿ � ãîâîðÿò,

÷òî M íåèçìåðèìî è íå èìååò ìåðû. Èíòóèòèâíî (A.31) òàêæå �î÷åâèä-

íî�, êàê è (A.30). Òåì íå ìåíåå, ñóùåñòâóþò íåèçìåðèìûå ìíîæåñòâà

äëÿ êîòîðûõ (A.31) íå âûïîëíÿåòñÿ. Âïðî÷åì, áîëüøèíñòâî ìíîæåñòâ ñ

êîòîðûìè ðàáîòàþò ìàòåìàòèêè (à òåì áîëåå �èçèêè) èçìåðèìû.

Èçìåðèìûå ìíîæåñòâà îáëàäàþò äâóìÿ åñòåñòâåííûìè ñâîéñòâàìè: 1)

îáúåäèíåíèå êîíå÷íîé èëè ñ÷¼òíîé ñîâîêóïíîñòè íåïåðåñåêàþùèõñÿ èç-

ìåðèìûõ ìíîæåñòâ îáðàçóåò èçìåðèìîå ìíîæåñòâî è åãî ìåðà ðàâíà ñóì-

ìå ìåð ýòèõ ìíîæåñòâ; 2) åñëè êî âñåì òî÷êàì ìíîæåñòâà ïðèáàâèòü îäíî

è òî-æå ÷èñëî, òî åãî ìåðà íå ïîìåíÿåòñÿ.

Ìåðà äèñêðåòíîãî ìíîæåñòâà, ñîñòîÿùåãî èç êîíå÷íîãî èëè ñ÷¼òíîãî

÷èñëà òî÷åê, ðàâíà íóëþ. Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå. Ïóñòü åñòü áåñêî-

íå÷íîå ñ÷¼òíîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî ÷èñåë íà îòðåçêå [0, 1] (íàïðèìåð
1, 1/2, 1/4, 1/8, ... îãðàíè÷åíî ñíèçó íóë¼ì, à ñâåðõó åäèíèöåé). Çàïè-

øåì åãî â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè X = {x1, x2, x3, ...} (íå îáÿçàòåëüíî

ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé èëè óáûâàþùåé). Çàäàäèì ìàëîå âåùåñòâåííîå

ε > 0 è îêðóæèì òî÷êó xn îòêðûòûì èíòåðâàëîì Dn ñ äëèíîé (ìåðîé)

ε/2n. Ñóììà âñåõ òàêèõ îòêðûòûõ èíòåðâàëîâ ïîêðûâàåò X . Òàê êàê

èíòåðâàëû ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ:

µX = supµ(D1 ∪ D2 ∪ ...) 6 µ(D1) + µ(D2) + ... =
∞∑

n=1

ε

2n
= ε.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ε→ 0, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ìåðà X ðàâíà íóëþ:

µX = 0 (ìåíüøå îíà áûòü íå ìîæåò, òàê êàê ìåðà íåîòðèöàòåëüíà).

Ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ñ÷¼òíî, ïîýòîìó åãî ìåðà ðàâíà íó-

ëþ (õîòÿ îíî è âñþäó ïëîòíî ïîêðûâàåò âåùåñòâåííóþ ïðÿìóþ!). Äåé-

ñòâèòåëüíî íà îòðåçêå [0,1℄, êðîìå 0 è 1, âñå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà ìîæíî

çàïèñàòü êàê îòíîøåíèå äâóõ íàòóðàëüíûõ m/n, ãäå m < n è äðîáü

íåñîêðàòèìà. Âñå îíè áåç ïîâòîðîâ ìîãóò áûòü óïîðÿäî÷åíû (ïðîíóìå-

ðîâàíû), åñëè îòîáðàòü ñíà÷àëà òå, äëÿ êîòîðûõ m + n = 2, çàòåì òå,

äëÿ êîòîðûõ m+ n = 3 è ò.ä.:

0, 1, 1/2; 1/3; 1/4, 2/3; 1/5; 1/6, 2/5, 3/4; ....

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (A.31) ìåðà �îñòàëüíûõ� (èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë) íà

îòðåçêå [0, 1] ðàâíà åäèíèöå. Çíà÷åíèå �óíêöèè Äèðèõëå (A.1), ñîîòâåò-

ñòâóþùåå ìåðå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ðàâíî 1, à èððàöèîíàëüíûõ � 0. Ïî-

ýòîìó è èíòåãðàë Ëåáåãà îò íå¼ ðàâåí 0 = 1 · 0 + 0 · 1.
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Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà

Îñíîâíîé ìàòåìàòè÷åñêèé îáúåêò â êâàíòîâîé ìåõàíèêå � ýòî âåêòîð

êîìïëåêñíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Èìåííî ñ åãî ïîìîùüþ ìîæíî

îïèñûâàòü ñîñòîÿíèå ñèñòåìû. Â ýòîì ïðèëîæåíèè ñîáðàíû îñíîâíûå

�àêòû èç òåîðèè âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ è îïåðàòîðîâ. Èñïîëüçóþòñÿ

îáîçíà÷åíèÿ, ïðèíÿòûå â ìàòåìàòèêå. Îíè íåñêîëüêî îòëè÷àþòñÿ îò �ñêî-

áî÷íûõ� îáîçíà÷åíèé Äèðàêà â êâàíòîâîé òåîðèè. Âïðî÷åì, ïåðåõîä îò

îäíèõ ê äðóãèì íå äîëæåí ñîñòàâëÿòü òðóäà.

349
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V.1 Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî

• �àññìîòðèì ìíîæåñòâî V îáúåêòîâ a, b, c,..., êîòîðûå áóäåì íàçû-

âàòü âåêòîðàìè è îáîçíà÷àòü æèðíûì øðè�òîì. Äëÿ íèõ ââåä¼ì îïå-

ðàöèþ �ñëîæåíèÿ� (�óíêöèþ V × V 7→ V) ñî ñâîéñòâàìè êîììóòàòèâ-

íîñòè è àññîöèàòèâíîñòè:

a+ b = b+ a, (a+ b) + c = a+ (b+ c). (V.1)

Ýòà îïåðàöèÿ çàìêíóòà (âñåãäà äà¼ò îáúåêò èç V. Ïîñòóëèðóåì òàê-

æå ñóùåñòâîâàíèå âûäåëåííîãî íóëåâîãî âåêòîðà 0, ñóììà êîòîðîãî ñ

ëþáûì âåêòîðîì ñíîâà äà¼ò ýòîò æå âåêòîð (äîêàæèòå (⋖H62), ÷òî 0

åäèíñòâåííûé):

0+ a = a. (V.2)

Ââåä¼ì åù¼ îäíó çàìêíóòóþ îïåðàöèþ � óìíîæåíèå âåêòîðà íà êîì-

ïëåêñíîå ÷èñëî C (îáîçíà÷àåì íåæèðíûì øðè�òîì), â ðåçóëüòàòå êîòî-

ðîé ñíîâà ïîëó÷àåòñÿ íåêîòîðûé âåêòîð èç ìíîæåñòâà V, ò.å. C×V 7→ V.

Ïóñòü äëÿ ëþáûõ ÷èñåë è âåêòîðîâ âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå àêñèîìû:

α(βa) = (αβ)a, α (a+ b) = αa+ αb, (α + β) a = αa+ βa. (V.3)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â ïîñëåäíåé àêñèîìå çíàê ïëþñ â ëåâîé è ïðàâîé

÷àñòè ýòî ðàçëè÷íûå îïåðàöèè: ñëåâà � ñëîæåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, à

ñïðàâà � ñëîæåíèå âåêòîðîâ, ïîëó÷èâøèõñÿ ïîñëå óìíîæåíèÿ a íà ÷èñëà.

�àçëè÷íîå óìíîæåíèå èñïîëüçóåòñÿ è â ïåðâîé àêñèîìå. Ñâîéñòâà (V.3)

íàçûâàþòñÿ äèñòðèáóòèâíîñòüþ îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ è ñëîæåíèÿ.

Îïðåäåëèì åù¼ óìíîæåíèå ÷èñåë 1 è 0 íà ïðîèçâîëüíûé âåêòîð:

1a = a, 0a = 0. (V.4)

Âåêòîð (−1)a áóäåì îáîçíà÷àòü êàê −a, ïðè ýòîì èç (V.3) ñëåäóåò, ÷òî:

a− a = 1 a+ (−1) a = (1− 1) a = 0.

Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñîâîêóïíîñòüþ òî÷åê, êàæ-

äàÿ èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò òîìó èëè èíîìó âåêòîðó. Îòîáðàæåíèå îä-

íèõ âåêòîðîâ íà äðóãèå áóäåì èçîáðàæàòü ïðè ïîìîùè äâóõ îäèíàêîâûõ

ìíîæåñòâ (êàê íèæå íà âòîðîì ðèñóíêå äëÿ ñëîæåíèÿ):

Ìíîæåñòâî V ñ ïåðå÷èñëåííûìè âûøå ñâîéñòâàìè íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì

âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì èëè ïðîñòî âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì.
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• Ñâÿæåì ñ êàæäûì âåêòîðîì íåîòðèöàòåëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî,

êîòîðîå íàçîâ¼ì íîðìîé âåêòîðà, ò.å. îïðåäåëèì �óíêöèþ: ||a|| : V 7→ R.

Ïóñòü îíà îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

||a|| > 0, ||αa|| = |α| · ||a||, ||a+ b|| 6 ||a|| + ||b||, (V.5)

ïðè ýòîì ||a|| = 0 òîëüêî äëÿ íóëåâîãî âåêòîðà è |α| � ìîäóëü êîìïëåêñ-
íîãî ÷èñëà α. Íîðìà ðàçíîñòè âåêòîðîâ ||a−b|| çàäà¼ò ðàññòîÿíèå (ìåò-
ðèêó) â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå. Åñëè ||a|| = 1, òî ãîâîðÿò, ÷òî âåêòîð

a íîðìèðîâàí.

Îïðåäåëèì åù¼ îäíó �óíêöèþ îò äâóõ âåêòîðîâ a è b ñ êîìïëåêñíûìè

çíà÷åíèÿìè (V × V 7→ C). Îáîçíà÷èì å¼ óãëîâûìè ñêîáêàìè

〈
a, b

〉
áåç

�óíêöèîíàëüíîãî èìåíè ïåðåä íèìè. Ýòà �óíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ñêàëÿð-

íûì ïðîèçâåäåíèåì, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì:

〈
a, a

〉
> 0,

〈
a, αb

〉
= α

〈
a, b

〉
,

〈
c, a+b

〉
=
〈
c, a

〉
+
〈
c, b

〉
. (V.6)

Ïðè ýòîì

〈
a, a

〉
= 0 òîëüêî äëÿ a = 0. Äîïîëíèòåëüíî áóäåì ïîñòóëè-

ðîâàòü, ÷òî êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå ïåðåñòàâëÿåò âåêòîðû ìåñòàìè:

〈
a, b

〉∗
=
〈
b, a

〉
. (V.7)

Ýòî ñâîéñòâî, âìåñòå ñ (V.6) ïðèâîäèò ê ëèíåéíîñòè �óíêöèè ñêàëÿðíîãî

ïðîèçâåäåíèÿ è ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó, íî ïðè ýòîì

〈
αa, b

〉
= α∗ 〈a, b

〉
.

Äâà âåêòîðà íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè, åñëè

〈
a, b

〉
= 0.

Äàëåå áóäåì ñâÿçûâàòü íîðìó è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

||a|| =
√
〈
a, a

〉
. (V.8)

Âûïîëíåíèå ïåðâûõ äâóõ àêñèîì (V.5) ïðè ýòîì î÷åâèäíî, à òðåòüþ

(íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà) ïðåäëàãàåòñÿ ïðîâåðèòü â êà÷åñòâå óïðàæ-

íåíèÿ (⋖H63), äîêàçàâ ñíà÷àëà íåðàâåíñòâî Êîøè-Øâàðöà (⋖H64):

||x|| · ||y|| > |
〈
x, y

〉
|. (V.9)

Åñëè â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå âìåñòî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë èñïîëüçó-

þòñÿ äåéñòâèòåëüíûå, òî ýòî äåéñòâèòåëüíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî.

Åãî, íàïðèìåð, â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå îáðàçóþò âåêòîðû êàê íà-

ïðàâëåííûå îòðåçêè (�ñòðåëî÷êè�) ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè. Íåñëîæíî ïðî-

âåðèòü âûïîëíèìîñòü äëÿ íèõ àêñèîì (V.1)-(V.4). Íîðìà òàêîãî âåêòîðà

èìååò ñìûñë åãî äëèíû, à äåéñòâèòåëüíîå è ñèììåòðè÷íîå ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëÿåò óãîë ìåæäó âåêòîðàìè.
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• Âåêòîðû a1, ..., ak íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûìè, åñëè ñóùåñòâó-

þò k îäíîâðåìåííî íåíóëåâûõ ÷èñåë α1, ..., αk òàêèõ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ

ñîîòíîøåíèå:

α1a1 + ...+ αkak = 0. (V.10)

Ëþáîé èç ëèíåéíî çàâèñèìûõ âåêòîðîâ ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ëèíåéíóþ

êîìáèíàöèþ îñòàëüíûõ. Òàê, åñëè α1 6= 0, òî:

a1 = −α2

α1
a2 − ...− αk

α1
ak.

Åñëè æå (V.10) âîçìîæíî òîëüêî ïðè α1 = ... = αk = 0, òîãäà âåêòîðû

ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè.

⊲ �àçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà n = dimV íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøåå ÷èñ-

ëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ. Åñëè òàêîå ÷èñëî ñóùåñòâóåò, òî ãî-

âîðÿò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî n-ìåðíî.

Â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò áàçèñ, ò.å. íàáîð èç n ëèíåéíî

íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ e1, ..., en, ÷åðåç êîòîðûå âûðàæàåòñÿ ëþáîé âåê-

òîð:

a = a1e1 + ...+ anen. (V.11)

×èñëà a1, ..., an íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòàìè âåêòîðà a â äàííîì áàçèñå,

à âñ¼ ñîîòíîøåíèå � ðàçëîæåíèåì âåêòîðà ïî áàçèñó.

Òî, ÷òî òàêîå ðàçëîæåíèå âîçìîæíî, ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ðàçìåð-

íîñòè ïðîñòðàíñòâà n = dimV, òàê êàê äîáàâëåíèå ê n ëèíåéíî íåçàâèñè-

ìûì âåêòîðàì e1, ..., en ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà a, íå ðàâíîãî íè îäíîìó

ei, äîëæíî ñäåëàòü ýòó ñîâîêóïíîñòü ëèíåéíî çàâèñèìîé. Åñëè æå a = ei,

òî ðàçëîæåíèå (V.11) âûïîëíÿåòñÿ òðèâèàëüíî.

⊲ Âàæíî òî, ÷òî ðàçëîæåíèå ïî äàííîìó áàçèñó åäèíñòâåííî. Äåé-

ñòâèòåëüíî, ïóñòü ñóùåñòâóåò äâà ðàçëè÷íûõ ðàçëîæåíèÿ: a = a1e1 +
...+ anen è a = a′1e1 + ...+ a′nen. Âû÷èòàÿ èõ, ïðèõîäèì ê:

(a1 − a′1) e1 + ...+ (an − a′n) en = 0.

Òàê êàê áàçèñíûå âåêòîðû ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ñîîòíîøåíèå âûïîëíÿ-

åòñÿ òîëüêî, åñëè êðóãëûå ñêîáêè ðàâíû íóëþ: a′i = ai äëÿ âñåõ i.

Åñëè âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî âåêòîðà 0, òî

åãî ðàçìåðíîñòü ñ÷èòàåòñÿ íóëåâîé. Îäíîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ïîðîæäà-

åòñÿ íóëåâûì âåêòîðîì 0 è ïðîèçâîëüíûì e1 6= 0 (à òàêæå áåñêîíå÷íûì

÷èñëîì âåêòîðîâ âèäà α e1). Äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðà e1 è e2
ïîðîæäàþò 2-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî. Êîðîòêî ìû áóäåì åãî îáîçíà÷àòü

êàê V = {0, α1e1 + α2e2}. Ïðè ýòîì dimV = 2.
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⊲ Áàçèñíûå âåêòîðû ìîãóò áûòü ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûìè è íîðìè-

ðîâàííûìè (îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ):

〈
ei, ej

〉
= δij, (V.12)

ãäå â ïðàâîé ÷àñòè çàïèñàí ñèìâîë Êðîíåêåðà, ðàâíûé åäèíèöå, åñëè

èíäåêñû ñîâïàäàþò è íóëþ ïðè ðàçëè÷íûõ èíäåêñàõ:

δij =

{
1 ïðè i = j
0 ïðè i 6= j

. (V.13)

Â ýòîì ñëó÷àå êîîðäèíàòû ai âåêòîðà a ðàâíû åãî ñêàëÿðíîìó ïðîèçâå-

äåíèþ íà áàçèñíûå âåêòîðû:

〈
ei, a

〉
=

n∑

j=1

〈
ei, ajej

〉
=

n∑

j=1

aj
〈
ei, ej

〉
=

n∑

j=1

aj δij = ai.

Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ïðèìåíåíî îáùåå ïðàâèëî ñóììèðîâàíèÿ ñ ñèì-

âîëîì Êðîíåêåðà δij: åñëè îäèí èç åãî èíäåêñîâ (âûøå j) ó÷àñòâóåò â

ñóììèðîâàíèè, ìîæíî óáðàòü ñóììó ïî j è ñèìâîë Êðîíåêåðà, à â îñòàâ-
øåìñÿ âûðàæåíèè çàìåíèòü j íà âòîðîé èíäåêñ (âûøå i). Äåéñòâèòåëüíî,

òàê êàê ñèìâîë Êðîíåêåðà îòëè÷åí îò íóëÿ òîëüêî ïðè i = j â ñóììå �âû-
æèâàåò� ëèøü ñëàãàåìîå äëÿ êîòîðîãî j = i. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â

êîìïëåêñíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå

〈
a, ei

〉
= a∗i .

⊲ Â 3-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå �ñî ñòðåëî÷êàìè� ìàêñèìàëü-

íîå ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ ðàâíî 3. Â òàêîì ïðîñòðàíñòâå

äâà âåêòîðà ëèíåéíî çàâèñèìû, êîãäà îíè êîëëèíåàðíû (ïàðàëëåëüíû).

Òðè âåêòîðà ëèíåéíî çàâèñèìû, åñëè îíè êîìïëàíàðíû (ëåæàò â îäíîé

ïëîñêîñòè). Íèæå ïðèâåäåíû ïðèìåðû íåîðòîãîíàëüíîãî è îðòîãîíàëü-

íîãî áàçèñîâ íà ïëîñêîñòè (2-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî):

⊲ Åñëè áàçèñíûå âåêòîðû e1, ..., en ïîïàðíî íå îðòîãîíàëüíû, òî ñ èõ

ïîìîùüþ ìîæíî îïðåäåëèòü íîâûé áàçèñ, êîòîðûé áóäåò óæå îðòîãî-

íàëüíûì. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

〈
e1, e2

〉
6= 0. Òîãäà ïîëîæèì:

e′1 = e1, e′2 = e1 + c e2.

Òðåáóÿ, ÷òîáû

〈
e′1, e

′
2

〉
= 0, íàõîäèì c = −

〈
e1, e1

〉
/
〈
e1, e2

〉
. Äàëåå:

e′3 = e1 + c1 e2 + c2 e3.

Çàïèñûâàÿ óðàâíåíèÿ

〈
e′1, e

′
3

〉
= 0 è

〈
e′2, e

′
3

〉
= 0, íàéä¼ì êîý��èöèåíòû

c1, c2 è ò.ä. Òàêîé àëãîðèòì íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëèçàöèé ïî Øìèäòó.
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V.2 Îïåðàòîðû

• Îïåðàòîð îäíîìó âåêòîðó ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðûé äðóãîé:

Âa = b. (V.14)

Åãî ìû áóäåì ïîìå÷àòü ñâåðõó øëÿïêîé. Îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé,

ó êîòîðîé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ (íà ÷òî �äåéñòâóåò� îïåðàòîð) è çíà÷åíèé

(÷òî �ïîëó÷àåòñÿ�) � ýòî âåêòîðû: V 7→ V.

Îïåðàòîðû ìîæíî ñêëàäûâàòü, óìíîæàòü íà ÷èñëî è ïåðåìíîæàòü

äðóã ñ äðóãîì:

(Â+ B̂)v = Âv+ B̂ v, (αÂ)v = α (Âv), (ÂB̂)v = Â(B̂ v). (V.15)

Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ïðîèçâåäåíèå îïåðàòîðîâ ïðåäïîëàãàåò, ÷òî íà âåê-

òîð ñíà÷àëà äåéñòâóåò áëèæàéøèé ê íåìó îïåðàòîð, à ïîòîì íà ðåçóëü-

òèðóþùèé âåêòîð äåéñòâóåò ñëåäóþùèé îïåðàòîð. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

òàêèõ äåéñòâèé âàæíà è â îáùåì ñëó÷àå: Â B̂ 6= B̂ Â. Ïðè óìíîæåíèè

îïåðàòîðîâ âûïîëíÿåòñÿ àññîöèàòèâíîñòü, à ïðè ñëîæåíèè è óìíîæåíèè

äèñòðèáóòèâíîñòü:

Â(B̂Ĉ) = (ÂB̂)Ĉ, Â(B̂+Ĉ) = (ÂB̂)+(ÂĈ), (Â+B̂) Ĉ = (ÂĈ)+(B̂Ĉ).

Îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñàìîãî â

ñåáÿ, êîòîðîå áóäåì èçîáðàæàòü ñòðåëêîé ñ èìåíåì îïåðàòîðà íàä íåé.

Íèæå ïðîèëëþñòðèðîâàíà íåïåðåñòàíîâî÷íîñòü ïðîèçâåäåíèÿ:

Â ðåçóëüòàòå îòîáðàæåíèÿ B̂Â ïîëó÷àåòñÿ c, à îòîáðàæåíèå ÂB̂ äà¼ò,

âîîáùå ãîâîðÿ, îòëè÷íûé îò c âåêòîð c′. Àëãåáðàè÷åñêè âåðõíÿÿ öåïî÷êà
îòîáðàæåíèé íà ýòîì ðèñóíêå âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì: Âa = b è

çàòåì B̂Âa = B̂b = c.

Îïåðàòîð íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ è ÷èñåë:

Â (a+ b) = Âa+ Âb, Â (αa) = αÂ a, (V.16)

ò.å. äåéñòâèå îïåðàòîðà íà ñóììó âåêòîðîâ ðàâíî ñóììå ðåçóëüòàòîâ äåé-

ñòâèÿ îïåðàòîðà íà êàæäûé âåêòîð è ÷èñëî ìîæíî âûíîñèòü çà äåéñòâèå

îïåðàòîðà. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èìåòü äåëî òîëüêî ñ ëèíåéíûìè îïå-

ðàòîðàìè. Äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà Â0 = 0 (⋖H65).
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⊲ Äåéñòâèå åäèíè÷íîãî 1̂ è íóëåâîãî 0̂ îïåðàòîðîâ íà ïðîèçâîëüíûé

âåêòîð a îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1̂ a = a, 0̂ a = 0. (V.17)

Òàêèì îáðàçîì, åäèíè÷íûé îïåðàòîð îòîáðàæàåò ëþáîé âåêòîð ñàì â

ñåáÿ, à íóëåâîé îïåðàòîð ëþáîé âåêòîð îòîáðàæàåò â íóëåâîé.

⊲ Ïðè äåéñòâèè îïåðàòîðà Â íà âñå âåêòîðû ïðîñòðàíñòâà V, ìîæåò

ïîëó÷àòüñÿ ëèøü ÷àñòü âåêòîðîâ V. Ýòî ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà

V íàçûâàåòñÿ îáðàçîì îïåðàòîðà Â è îáîçíà÷àåòñÿ êàê im(Â). Îáðàç �
ýòî ìíîæåñòâî çíà÷åíèé îïåðàòîðà. Çàïèñü ÂV îçíà÷àåò âñå âåêòîðû,

ïîëó÷àþùèå ïðè äåéñòâèè íà êàæäûé âåêòîð V, ïîýòîìó

im(Â) ≡ ÂV. (V.18)

Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ x äëÿ êîòîðûõ Âx = 0 íàçûâàåòñÿ ÿäðîì îïåðà-

òîðà Â è îáîçíà÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ker(Â) = {x | Âx = 0 }. (V.19)

ßäðî íóëåâîãî îïåðàòîðà 0̂ ñîâïàäàåò ñî âñåì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì:

ker(0̂) = V, òîãäà êàê â ÿäðå åäèíè÷íîãî îïåðàòîðà 1̂ íàõîäèòñÿ òîëüêî

íóëåâîé âåêòîð. Íóëåâîé âåêòîð âõîäèò â ÿäðî è îáðàç ëþáîãî îïåðà-

òîðà, íî â îáùåì ñëó÷àå ÿäðî ìîæåò ñîäåðæàòü áîëåå îäíîãî âåêòîðà.

Âîçìîæíû îïåðàòîðû ó êîòîðûõ ÿäðî è îáðàç ñîâïàäàþò, èìåÿ íåíóëå-

âóþ ðàçìåðíîñòü.

⊲ Îïåðàòîð, êàê è âåêòîð, â äàííîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå ìîæíî

çàäàòü ïðè ïîìîùè íàáîðà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë:

Aij =
〈
ei, Âej

〉
. (V.20)

Äåéñòâèòåëüíî, âû÷èñëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå áàçèñíîãî âåêòîðà ei
ñ âåêòîðàìè â ñîîòíîøåíèè b = Âa:

bi =
〈
ei, b

〉
=

n∑

j=1

aj
〈
ei, Âej

〉
=

n∑

j=1

Aij aj, (V.21)

ãäå n = dimV � ðàçìåðíîñòü âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Òàêèì îáðàçîì,

êîîðäèíàòû âåêòîðîâ a è b ñâÿçàíû ëèíåéíûì ñîîòíîøåíèåì ïðè ïîìî-

ùè êîý��èöèåíòîâ Aij, êîòîðûå ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò äåéñòâèå îïåðà-

òîðà Â íà ïðîèçâîëüíûé âåêòîð.



356 ÂÅÊÒÎ�ÍÛÅ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀ

⊲ Äëÿ íåêîòîðûõ îïåðàòîðîâ Â ñóùåñòâóþò îáðàòíûå, êîòîðûå îáî-

çíà÷àþòñÿ êàê Â−1
. Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîãî âåêòîðà a:

Âa = b => Â−1b = a.

Åñëè îáðàòíûé îïåðàòîð åñòü, òîãäà äëÿ ëþáûõ äâóõ âåêòîðîâ x1 6= x2

âåêòîðû Âx1 è Âx2 � ðàçëè÷íû. Åñëè æå Âx1 = Âx2 = y, òî äåéñòâèå

Â−1
íà y íå îïðåäåëåíî. Ïîíÿòíî, ÷òî

Â−1Â = Â Â−1 = 1̂. (V.22)

Äëÿ îáðàòíûõ îïåðàòîðîâ (åñëè îíè åñòü) ñïðàâåäëèâû òîæäåñòâà:

(Â−1)−1 = Â, (αÂ)−1 =
1

α
Â, (ÂB̂)−1 = B̂−1Â−1. (V.23)

Ïåðâûå äâà î÷åâèäíû, à ïîñëåäíåå äîêàçûâàåòñÿ óìíîæåíèåì ñ ëþáîé

ñòîðîíû íà ÂB̂.

Åñëè îáðàòíûé îïåðàòîð Â−1
äëÿ äàííîãî îïåðàòîðà Â ñóùåñòâóåò, òî

îí âñåãäà åäèíñòâåííûé (⋖H66).

Äëÿ îïåðàòîðà Â, èìåþùåãî îáðàòíûé Â−1
, îáðàç ñîâïàäàåò ñî âñåì ïðî-

ñòðàíñòâîì, à ÿäðî ñîñòîèò òîëüêî èç 0 (⋖H67).

⊲ Äëÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà Â ìîæíî îïðåäåëèòü, ñîïðÿæåííûé ê

íåìó îïåðàòîð Â+
ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèÿ:

〈
a, Â+b

〉
=
〈
Â a, b

〉
. (V.24)

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóþò (⋖H68), ñâîéñòâà ýðìèòîâîãî ñîïðÿæåíèÿ:

(Â+)+ = Â, (αÂ)+ = α∗Â+, (ÂB̂)+ = B̂+Â+. (V.25)

Ñ ó÷¼òîì ýòèõ òîæäåñòâ â ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè (V.24) ìîæíî �ïåðå-

áðàñûâàòü� äåéñòâèå îïåðàòîðà ñ îäíîãî âåêòîðà íà äðóãîé, ñòàâÿ ïîñëå

ýòîãî íàä îïåðàòîðîì çíà÷îê ñîïðÿæåíèÿ. Íàïðèìåð:

〈
a, αÂB̂ b

〉
=
〈
(αÂB̂)+ a, b

〉
=
〈
α∗B̂+Â+ a, b

〉
.

Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå

(Â+)ij =
〈
ei, Âej

〉
=
〈
Âei, ej

〉
=
〈
ej , Âei

〉∗
= A∗

ji.

Åñëè Â+ = Â, òî îïåðàòîð íàçûâàþò ñàìîñîïðÿæåííûì èëè ýðìèòî-

âûì. Ïðèìåðàìè ýðìèòîâûõ îïåðàòîðîâ ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûé è íóëåâîé

îïåðàòîðû.
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⊲ Êîììóòàòîðîì äâóõ îïåðàòîðîâ íàçûâàåòñÿ îïåðàòîð, ðàâíûé:

[Â, B̂ ] = Â B̂ − B̂ Â. (V.26)

Åñëè â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ íîëü (íóëåâîé îïåðàòîð), òî ãîâîðÿò, ÷òî

îïåðàòîðû êîììóòèðóþò èëè ÿâëÿþòñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûìè: Â B̂ = B̂ Â.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíè íå êîììóòèðóþò. Êîììóòàòîð � ýòî àíòèñèì-

ìåòðè÷íàÿ �óíêöèåé îïåðàòîðîâ:

[Â, B̂ ] = −[B̂, Â ], (V.27)

÷òî íåñëîæíî ïðîâåðèòü, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå (V.26). Ïðè âû÷èñëåíèè

êîììóòàòîðîâ âåñüìà ïîëåçíî òîæäåñòâî äëÿ êîììóòàòîðà ïðîèçâåäåíèÿ:

[Â, B̂Ĉ ] = B̂ [Â, Ĉ ] + [Â, B̂ ] Ĉ, (V.28)

êîòîðîå íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ:

ÂB̂Ĉ − B̂ĈÂ = B̂ (ÂĈ − ĈÂ) + (ÂB̂ − B̂Â) Ĉ.

Ïðè ðàñêðûòèè ñêîáîê â ïðàâîé ÷àñòè, âîçíèêàþò ñëàãàåìûå B̂ÂĈ è

−B̂ÂĈ, êîòîðûå ñîêðàùàþòñÿ. Ñîêðàùåíèå îçíà÷àåò, ÷òî ðàçíèöà L̂− L̂
ðàâíà íóëåâîìó îïåðàòîðó 0̂, ñóììà êîòîðîãî ñ ëþáûì îïåðàòîðîì ðàâíà:

0̂ + Â = Â. Îòìåòèì òàêæå òîæäåñòâî ßêîáè:

[Â, [B̂, Ĉ ]] + [B̂, [Ĉ, Â ]] + [Ĉ, [Â, B̂ ]] = 0. (V.29)

⊲ Åñëè ðàçëè÷íûì çíà÷åíèÿì äåéñòâèòåëüíîãî ïàðàìåòðà t ñòàâèòñÿ â
ñîîòâåòñòâèå òîò èëè èíîé îïåðàòîð, òî ãîâîðÿò, ÷òî çàäàíà îïåðàòîðíàÿ

�óíêöèÿ X̂(t). Äëÿ òàêèõ �óíêöèé â ðÿäå ñëó÷àåâ ìîæíî îïðåäåëèòü

ïðîèçâîäíóþ ïî ïàðàìåòðó ïðè ïîìîùè îáû÷íîãî ïðàâèëà:

dX̂

dt
= lim

∆t→0

X̂(t+∆t)− X̂(t)

∆t
. (V.30)

Ïðîñòåéøèé ïðèìåð � ýòî ëèíåéíàÿ �óíêöèÿ X̂(t) = Â+ t B̂, ãäå Â è B̂
�èêñèðîâàííûå îïåðàòîðû. Å¼ ïðîèçâîäíàÿ ïî t ðàâíà B̂.

⊲ Îïåðàòîð L̂ íàçûâàþò îãðàíè÷åííûì, åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî c, òà-
êîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íîðìèðîâàííîãî âåêòîðà u:

〈
u, u

〉
= 1 âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî:

〈
L̂u, L̂u

〉
6 c, (V.31)

ãäå â ñèëó ñâîéñòâ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, c � ïîëîæèòåëüíî. ×èñëî c
íàçûâàåòñÿ íîðìîé îïåðàòîðà è îáîçíà÷àåòñÿ êàê ||L̂||. Òàêèì îáðàçîì,

íîðìà îïåðàòîðà ýòî íàèáîëüøåå çíà÷åíèå íîðìû âåêòîðà, ïîëó÷àþùå-

ãîñÿ ïðè äåéñòâèè îïåðàòîðà íà ëþáîé åäèíè÷íûé âåêòîð ||u|| = 1.
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V.3 Ìàòðè÷íàÿ àëãåáðà

Ïðèìåðîì n-ìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî

óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ èç n êîìïëåêñíûõ ÷èñåë Cn
. Îïåðàòîðàìè â òà-

êîì ïðîñòðàíñòâå âûñòóïàþò ìàòðèöû n × n. Óïîðÿäî÷åííûå íàáîðû

óäîáíî èçîáðàæàòü â âèäå ñòîëáèêîâ, à ìàòðèöû êâàäðàòíûìè òàáëèöà-

ìè. Íàïðèìåð, ïðè n = 2 ïðîèçâîëüíûé âåêòîð è îïåðàòîð èìåþò âèä:

a =

(
a1
a2

)

, Â =

(
A11 A12

A21 A22

)

.

Ñëîæåíèå âåêòîðîâ è óìíîæåíèå íà ÷èñëî ïðîèçâîäèòñÿ ïîêîìïîíåíòíî:

a+ b =

(
a1 + b1
a2 + b2

)

, α a =

(
α a1
α a2

)

. (V.32)

Âñå êîìïîíåíòû íóëåâîãî âåêòîðà ðàâíû íóëþ, à åäèíè÷íàÿ è íóëåâàÿ

ìàòðèöû 2× 2 èìåþò âèä:

1̂ =

(
1 0

0 1

)

, 0̂ =

(
0 0

0 0

)

. (V.33)

Äåéñòâèå ìàòðèöû íà âåêòîð âûïîëíÿåòñÿ ïî �ïðàâèëó ëîìà�: ýëåìåí-

òû ñòðîêè ìàòðèöû óìíîæàþòñÿ íà ýëåìåíòû ñòîëáèêà è ñêëàäûâàþòñÿ.

�åçóëüòàò çàïèñûâàåòñÿ â ìåñòå ãäå �ëîì� ïðîáèë �äûðêó� â ñòîëáèêå:

(
b1
b2

)

=

(
A11 A12

A21 A22

)(
a1
a2

)

=

(
A11 a1 + A12 a2
A21 a1 + A22 a2

)

.

Ïðàâèëî ëîìà ñïðàâåäëèâî è äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö Ĉ = ÂB̂. Ïðè
ýòîì ýëåìåíòû êàæäîé ñòðîêè ïåðâîé ìàòðèöû ïåðåìíîæàþòñÿ ñ ýëå-

ìåíòîì êàæäîãî ñòîëáèêà âòîðîé ìàòðèöû è èõ ñóììà â ðåçóëüòèðóþùåé

ìàòðèöå çàïèñûâàåòñÿ íà ìåñòå ïåðåñå÷åíèÿ ñòðîêè è ñòîëáèêà:

(
A11 A12

A21 A22

)(
B11 B12

B21 B22

)

=

(
A11B11 + A12B21 A11B12 + A12B22

A21B11 + A22B21 A21B12 + A22B22

)

.

Ýòè ïðàâèëà â îáùåì ñëó÷àå ìîæíî çàïèñàòü â èíäåêñíîì âèäå:

bi =

n∑

k=1

Aik ak, Cij =

n∑

k=1

AikBkj. (V.34)

Óìíîæåíèå ìàòðèö (êàê è îïåðàòîðîâ) àññîöèàòèâíî Â(B̂Ĉ) = (ÂB̂)Ĉ,

íî â îáùåì ñëó÷àå íåïåðåñòàíîâî÷íî: ÂB̂ 6= B̂Â. Ìàòðèöû (êàê è âåê-

òîðû) ìîæíî ñêëàäûâàòü è óìíîæàòü íà ÷èñëî (ïî-êîìïîíåíòíî). Îòíî-

ñèòåëüíî ýòèõ îïåðàöèé îíè, â ñâîþ î÷åðåäü, îáðàçóþò âåêòîðíîå ïðî-

ñòðàíñòâî ñ àêñèîìàìè (V.1)-(V.4).
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⊲ Äëÿ âåêòîðîâ ââåä¼ì îïåðàöèþ ýðìèòîâîãî ñîïðÿæåíèÿ (îáîçíà-

÷àåì êðåñòèêîì), êîòîðîå ïðåâðàùàåò ñòîëáèê â ñòðîêó è çàìåíÿåò ýëå-

ìåíòû íà èõ êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííûå çíà÷åíèÿ:

a+ =

(
a1
a2

)+

=
(
a∗1 a∗2

)
. (V.35)

Ñ å¼ ïîìîùüþ, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñî ñâîéñòâàìè (V.6), (V.7) ìîæíî

îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

〈
a, b

〉
= a+b =

n∑

i=1

a∗i bi = a∗1b1 + ...+ a∗nbn. (V.36)

⊲ Òðàíñïîíèðîâàíèå � ýòî îïåðàöèÿ, â ðåçóëüòàòå êîòîðîé ïîëó÷àåòñÿ

íîâàÿ ìàòðèöà ñ ïåðåñòàâëåííûìè ìåñòàìè ñòðîêàìè è ñòîëáöàìè:

(
A11 A12

A21 A22

)T

=

(
A11 A21

A12 A22

)

, (ÂT )ij = Aji. (V.37)

Ñèììåòðè÷íîé íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà, êîòîðàÿ íå ìåíÿåòñÿ ïðè òðàíñïî-

íèðîâàíèè: Aij = Aji.

⊲ Ñîïðÿæåíèå ìàòðèöû ïðîâîäèòñÿ â ðåçóëüòàòå å¼ òðàíñïîíèðîâà-

íèÿ è âçÿòèÿ êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ êàæäîãî ýëåìåíòà:

(
A11 A12

A21 A22

)+

=

(
A∗

11 A∗
21

A∗
12 A∗

22

)

, (Â+)ij = A∗
ji. (V.38)

⊲ Ïðîñòåéøèé áàçèñ â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñîñòîèò èç n âåêòîðîâ ñ

íóëåâûìè ýëåìåíòàìè, çà èñêëþ÷åíèåì k-òîãî ýëåìåíòà äëÿ k-òîãî âåê-
òîðà, ðàâíîãî åäèíèöå. Íàïðèìåð, äëÿ 2-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà èìååì äâà

áàçèñíûõ âåêòîðà è ëþáîé âåêòîð ìîæåò áûòü ðàçëîæåí ïî ýòîìó áàçèñó:

e1 =

(
1
0

)

, e2 =

(
0
1

)

, a =

(
a1
a2

)

= a1 e1 + a2 e2. (V.39)

Áàçèñíûå âåêòîðû (V.39) îðòîíîðìèðîâàííû:

〈
ei , ej

〉
= e+i ej = δij. (V.40)

Çàìåòèì, ÷òî åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà (V.33) â èíäåêñíûõ îáîçíà÷åíèÿõ ÿâ-

ëÿåòñÿ ñèìâîëîì Êðîíåêåðà: (1̂)ij = δij.

⊲ Îáðàòíàÿ ìàòðèöà Â−1
ê ìàòðèöå Â óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó:

Â−1Â = ÂÂ−1 = 1̂,

ãäå 1̂ � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Åñëè ó ìàòðèöû íåò îáðàòíîé, òî îíà íàçû-

âàåòñÿ ñèíãóëÿðíîé.



360 ÂÅÊÒÎ�ÍÛÅ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀ

• Êàæäîé ìàòðèöå ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå êîìïëåêñíîå ÷èñ-

ëî, íàçûâàåìîå îïðåäåëèòåëåì ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

det(ÂB̂) = det(Â) · det(B̂), det(1̂) = 1, det(0̂) = 0. (V.41)

Äëÿ ìàòðèöû n × n ýòèì óñëîâèÿì óäîâëåòâîðÿåò ñóììà ïðîèçâåäåíèé

A11A22...Ann â êîòîðûõ ïåðåáèðàþòñÿ âñå n! ïåðåñòàíîâîê âòîðûõ èí-

äåêñîâ, óìíîæåííûå íà (−1), åñëè ýòà ïåðåñòàíîâêà íå÷¼òíàÿ. Òàê, äëÿ

êâàäðàòíîé ìàòðèöû 2× 2 îïðåäåëèòåëü ðàâåí:

det

(
A11 A12

A21 A22

)

= A11A22 −A12A21

(âçÿòû ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû �êðåñò � íàêðåñò� è âû÷òåíû

äðóã èç äðóãà). Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû 3×3 ìîæíî âçÿòü
ýëåìåíòû ïåðâîé ñòðîêè Â è äëÿ êàæäîãî èç íèõ âû÷åðêíóòü èç ìàòðèöû

ñòðîêó è ñòîëáåö, â êîòîðîì ýòîò ýëåìåíò ñòîèò. Çàòåì íàéòè îïðåäåëè-

òåëü ïîëó÷èâøåéñÿ ìàòðèöû 2× 2 è óìíîæèòü åãî íà ýòîò ýëåìåíò. Âñå

òàêèå ïðîèçâåäåíèÿ íåîáõîäèìî ñëîæèòü ñî çíàêîì ïëþñ, åñëè ñóììà íî-

ìåðà ñòðîêè è ñòîëáèêà, â êîòîðîì ñòîèò ýëåìåíò, ÷¼òíàÿ, è ñî çíàêîì

ìèíóñ, åñëè íå÷¼òíàÿ:

det Â = A11 det

(
A22 A23

A32 A33

)

−A12 det

(
A21 A23

A31 A33

)

+ A13 det

(
A21 A22

A31 A32

)

.

Ýòîò àëãîðèòì ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ìàòðèöû ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíî-

ñòè, ñâîäÿ âû÷èñëåíèå èõ îïðåäåëèòåëåé ê ñóììå (ðàçíîñòè) îïðåäåëè-

òåëåé ìàòðèö ñ ðàçìåðíîñòüþ íà åäèíèöó ìåíüøå. Ïðè ýòîì ìîæíî èñ-

ïîëüçîâàòü ëþáóþ ñòðîêó èëè ñòîëáåö (íå òîëüêî ïåðâóþ ñòðîêó, êàê â

ïðèìåðå ñ ìàòðèöåé 3× 3).

⊲ Àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ê ýëåìåíòó Aij � ýòî ÷èñëî Ãij, ðàâ-

íîå îïðåäåëèòåëþ ìàòðèöû, ïîëó÷àþùåéñÿ èç èñõîäíîé âû÷¼ðêèâàíè-

åì i-òîé ñòðîêè è j-òîãî ñòîëáöà (íà ïåðåñå÷åíèè êîòîðûõ ñòîèò Aij), è

óìíîæåííîå íà (−1)i+j
. Àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ñòîÿò â ðàçëîæåíèè

îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû ïî i-òîé ñòðîêå èëè ñòîëáöó:

det Â =
n∑

k=1

AikÃik =
n∑

k=1

AkiÃki.

⊲ Äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà ó êîòîðîé îòëè÷íû

îò íóëÿ òîëüêî ýëåìåíòû A11, A22, ..., Ann. Îïðåäåëèòåëü òàêîé ìàòðèöû

ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Ïðîèçâåäåíèå äâóõ äèà-

ãîíàëüíûõ ìàòðèö ñíîâà äà¼ò äèàãîíàëüíóþ.
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⊲ ×òîáû ïîëó÷èòü îáðàòíóþ ìàòðèöó Â−1
íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü âñå

àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ Ãij ìàòðèöû Â, çàïèñàâ èõ â âèäå ìàòðèöû.
Çàòåì å¼ òðàíñïîíèðîâàòü è ðàçäåëèòü íà det Â (êîòîðûé äëÿ íåñèíãó-

ëÿðíîé ìàòðèöû îòëè÷åí îò íóëÿ). Íàïðèìåð:

Â =





2 1 0
6 4 2

1 0 0



 , Â−1 =
1

2





0 2 −4
0 0 1

2 −4 2





T

=





0 0 1
1 0 −2

−2 1/2 1



 .

Àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ê A23 ðàâíî (−1)2+3 · (2 · 0− 1 · 1) = 1 è ò.ä.

Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ðàâåí det Â = 2.

⊲ Ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëåé:

det ÂT = det Â, det(Â−1) =
1

det(Â)
, det(αÂ) = αn det(Â) (V.42)

(â ïîñëåäíåì ñîîòíîøåíèè α � ÷èñëî è Â � ìàòðèöà n×n). Êðîìå ýòîãî:
ïåðåñòàíîâêà äâóõ ñòðîê (ñòîëáöîâ) èçìåíÿåò çíàê îïðåäåëèòåëÿ; åñëè

ñòðîêà (ñòîëáåö) ñîñòîèò èç íóëåé, òî îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ; îïðåäå-

ëèòåëü íå èçìåíèòñÿ, åñëè ê ëþáîé ñòðîêå (ñòîëáöó) ïîýëåìåíòíî ïðèáà-

âèòü äðóãóþ ñòðîêó (ñòîëáåö), óìíîæèâ å¼ íà ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî.

⊲ Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé Âx = b îòíîñèòåëüíî êîìïîíåíò âåê-

òîðà x äëÿ ìàòðèöû Â è âåêòîðà b èìååò ðåøåíèå (åäèíñòâåííîå), åñëè

Â èìååò îáðàòíóþ (óìíîæàÿ óðàâíåíèå íà Â−1
, ïîëó÷àåì x = Â−1b).

Åñëè âåêòîð b íóëåâîé, òî óðàâíåíèå Âx = 0 íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé

ñèñòåìîé. Ïî-ìèìî òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ x = 0, ýòà ñèñòåìà áóäåò

èìåòü îòëè÷íûå îò íóëÿ ðåøåíèÿ, åñëè det(Â) = 0 (èíà÷å ñóùåñòâóåò

Â−1
, óìíîæàÿ íà êîòîðóþ, ïîëó÷èì x = 0).

Îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà âîçíèêàåò ïðè âûÿñíåíèè ëèíåéíîé íåçàâèñèìî-

ñòè âåêòîðîâ. Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ (⋖H69), ñòîèò äîêàçàòü ëèíåéíóþ

íåçàâèñèìîñòü âåêòîðîâ ñ êîìïîíåíòàìè:

e1 = {1, 2, 1}, e2 = {1, 0,−1}, e1 = {−1, 2,−1}.
Åù¼ îäíèì ïðèìåíåíèåì óðàâíåíèÿ Âx = 0 ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèè ÿäðà

ìàòðèöû (ñòð. 355). Ñòîèò (⋖H70) åãî íàéòè äëÿ ìàòðèöû ñ íóëåâûì

îïðåäåëèòåëåì è ñîâïàäàþùèì ÿäðîì è îáðàçîì:

Â =

(
0 1

0 0

)

, Â2 =

(
0 1

0 0

)(
0 1

0 0

)

=

(
0 0

0 0

)

.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè êâàäðàò îïåðàòîðà ðàâåí íóëþ, ýòî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå

îçíà÷àåò, ÷òî ñàì îïåðàòîð íóëåâîé. Àíàëîãè÷íî èç ÂB̂ = 0̂ íå ñëåäóåò,

÷òî Â èëè B̂ íóëåâûå îïåðàòîðû.
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V.4 Âåêòîðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà

• Ïîäïðîñòðàíñòâîì M âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V íàçûâàþò ïîä-

ìíîæåñòâî âåêòîðîâ M ⊂ V, äëÿ êîòîðûõ îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíî-

æåíèå íà ÷èñëî íå âûâîäÿò ðåçóëüòàò èç M, ò.å., åñëè a,b ∈ M, òî

αa + βb ∈ M. Ëþáîå ïîäïðîñòðàíñòâî ñîäåðæèò íóëåâîé âåêòîð 0. Òà-

êèì îáðàçîì, ïîäìíîæåñòâîì ìîæåò áûòü ëþáàÿ ñîâîêóïíîñòü âåêòîðîâ

èç V. Îäíàêî, ÷òîáû òàêàÿ ñîâîêóïíîñòü îêàçàëàñü ïîäïðîñòðàíñòâîì,

îíà ñàìà äîëæíà áûòü âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå �ñî ñòðåëî÷êàìè�, âåêòîðû, ëåæàùèå â îä-

íîé ïëîñêîñòè � ýòî 2-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

ëþáûå k 6 n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ a1,..., ak è âñå èõ êîìáèíà-

öèè α1a1 + ... + αkak, ãäå αi � ðàçëè÷íûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà, îáðàçó-

þò ïîäïðîñòðàíñòâî, íàçûâàåìîå ëèíåéíîé îáîëî÷êîé âåêòîðîâ a1,..., ak.

Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà âñåõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ ñîâïàäàåò ñ âåêòîðíûì ïðî-

ñòðàíñòâîì.

⊲ Îáðàç im(Â) è ÿäðî ker(Â) îïåðàòîðà Â ÿâëÿþòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâà-

ìè. �àçìåðíîñòü im(Â) íàçûâàåòñÿ ðàíãîì îïåðàòîðà Â, à ðàçìåðíîñòü

ker(Â) � äå�åêòîì. Ñóììà ðàçìåðíîñòåé îáðàçà è ÿäðà ðàâíà ðàçìåðíî-

ñòè âñåãî ïðîñòðàíñòâà (⋖H71):

dim im(Â) + dimker(Â) = dimV. (V.43)

Íàïðèìåð, ðàçìåðíîñòü ÿäðà íóëåâîãî îïåðàòîðà ðàâíà ðàçìåðíîñòè ïðî-

ñòðàíñòâà dimV, à åãî îáðàç 0 èìååò íóëåâóþ ðàçìåðíîñòü. Ó åäèíè÷íîãî

îïåðàòîðà âñ¼ ñ òî÷íîñòüþ äî íàîáîðîò. Îäíàêî, ó íåêîòîðûõ îïåðàòî-

ðîâ, íàïðèìåð, ÿäðî è îáðàç ìîãóò ñîâïàäàòü, ïîýòîìó íåîáÿçàòåëüíî

�ìàëåíüêîìó� ÿäðó ñîîòâåòñòâóåò �áîëüøîé� îáðàç èëè íàîáîðîò.

⊲ Ïîäïðîñòðàíñòâî M íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî îïå-

ðàòîðà Â, åñëè ïðè äåéñòâèè Â íà âåêòîðû ïîäïðîñòðàíñòâà áóäóò ïîëó-

÷àòüñÿ âåêòîðû ýòîãî æå ïîäïðîñòðàíñòâà (â îáùåì ñëó÷àå ÂM ⊂ M).

ßäðî è îáðàç îïåðàòîðà Â ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè ïîäïðîñòðàíñòâà-

ìè îòíîñèòåëüíî Â. Íàïðèìåð, åñëè x1 è x2 ïðèíàäëåæàò ÿäðó, òî èõ

ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ òàêæå ýëåìåíò ÿäðà:

Â(αx1 + βx2) = αÂx1 + βÂx2 = 0.

Àíàëîãè÷íî äëÿ îáðàçà îïåðàòîðà.
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• Ïåðåñå÷åíèå (îáùèå ýëåìåíòû) ïîäïðîñòðàíñòâ V1 è V2 îáðàçóþò

ïîäïðîñòðàíñòâî V1 ∩ V2. Ïîäïðîñòðàíñòâîì áóäóò òàêæå âñå âåêòîðû,

ðàâíûå ñóììå âåêòîðîâ èç V1 è V2. Òàêîå ïîäïðîñòðàíñòâî îáîçíà÷à-

åòñÿ êàê V1 + V2 è íàçûâàåòñÿ ñóììîé ïîäïðîñòðàíñòâ. Íå ñòîèò ïó-

òàòü åãî ñ îáúåäèíåíèåì ïîäïðîñòðàíñòâ V1 ∪ V2, êîòîðîå ìîæåò è íå

áûòü ïîäïðîñòðàíñòâîì. Íàïðèìåð, ïóñòü a è b � ëèíåéíî íåçàâèñè-

ìûå âåêòîðû. Òîãäà äëÿ V1 = {0, αa} è V2 = {0, βb} èõ îáúåäèíåíèå

V1 ∪ V2 = {0, αa, βb} íå ïîäïðîñòðàíñòâî, òàê êàê ñóììà a + b ýòî-

ìó ìíîæåñòâó íå ïðèíàäëåæèò. À âîò ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ ÿâëÿåòñÿ

ïîäïðîñòðàíñòâîì:

V1 + V2 = {0, αa+ 0, βb+ 0, αa+ βb} = {0, αa, βb, αa+ βb}.

Äëÿ ðàçìåðíîñòåé ñóìì è ïåðåñå÷åíèé ïîäïðîñòðàíñòâ ñïðàâåäëèâà ñëå-

äóþùàÿ �îðìóëà:

dim(V1 + V2) = dimV1 + dimV2 − dim(V1 ∩ V2). (V.44)

Ïðîèëëþñòðèðóåì å¼ íà ïðèìåðå 3-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà V ñ áàçèñîì

e1, e2, e3. Ïóñòü åñòü äâà ÷àñòè÷íî ïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäïðîñòðàíñòâ:

V1 = {0, α1e1 + α2e2}, V2 = {0, β2e2 + β3e3}.

Èõ ðàçìåðíîñòè ðàâíû: dimV1 = dimV2 = 2. Ñóììà è ïåðåñå÷åíèå ýòèõ

ïîäïðîñòðàíñòâ èìåþò âèä:

V1 + V2 = {0, γ1e1 + γ2e2 + γ3e3}, V1 ∩ V2 = {0, αe2}.

Èõ ðàçìåðíîñòè ðàâíû dim(V1 + V2) = 3 è dim(V1 ∩ V2) = 1.

⊲ Ïðÿìîé ñóììîé ïîäïðîñòðàíñòâ X ⊕ Y íàçûâàåòñÿ ñóììà ïîäïðî-

ñòðàíñòâ, èìåþùèõ åäèíñòâåííûé îáùèé ýëåìåíò 0, ò.å. êîãäà ïåðåñå-

÷åíèå ïîäïðîñòðàíñòâ ðàâíî V1 ∩ V2 = 0. Íàïðèìåð, â òð¼õìåðíîì ïðî-

ñòðàíñòâå ìîæíî ðàññìîòðåòü ñëåäóþùóþ ïðÿìóþ ñóììó ïîäïðîñòðàíñòâ:

{0, α1e1 + α2e2 + α3e3} = {0, α1e1 + α2e2} ⊕ {0, α3e3}.

Èç (V.44) ñëåäóåò, ÷òî ñóììà ðàçìåðíîñòåé ïîäïðîñòðàíñòâ â ïðÿìîé

ñóììå ðàâíà ðàçìåðíîñòè ðåçóëüòèðóþùåãî ïðîñòðàíñòâà. Íî îáðàòíîå,

âîîáùå ãîâîðÿ íå âåðíî, è åñëè dimV1+dimV2 = dimV, ýòî åù¼ íå îçíà-

÷àåò, ÷òî dimV1 ∩ dimV2 = {0} (íàïðèìåð, V1 è V2 ìîãóò ñîâïàäàòü).

�àçáèåíèå âñåãî ïðîñòðàíñòâà íà ïðÿìûå ñóììû ïîäïðîñòðàíñòâ ÷àñòî

îêàçûâàåòñÿ âåñüìà ïîëåçíûì è ñâîäèò çàäà÷ó èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ ïðî-

ñòðàíñòâà ê áîëåå ïðîñòîé, òàê êàê ðàçìåðíîñòü êàæäîãî ïîäïðîñòðàí-

ñòâà ìåíüøå, ÷åì ó èñõîäíîãî.
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• Ïðîåêòèâíûì (èëè ïðîåêöèîííûì) íàçûâàåòñÿ îïåðàòîð, åñëè:

P̂ 2 = P̂ . (V.45)

Îïåðàòîð 1̂ − P̂ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì, ïðè ýòîì P̂ (1̂ − P̂ ) = 0̂.

Ëþáîé ïðîåêòèâíûé îïåðàòîð ðàçáèâàåò âñ¼ âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íà

äâà ïîäïðîñòðàíñòâà X è Y, ïðÿìàÿ ñóììà êîòîðûõ îáðàçóåò V = X⊕Y.

Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì îáðàç ïðîåêòèâíîãî îïåðàòîðà P̂v = y, ãäå

v ïðîáåãàåò âñå âåêòîðû V. Ïîäåéñòâóåì íà ýòî óðàâíåíèå îïåðàòîðîì

P̂ . Ïî îïðåäåëåíèþ (V.45), èìååì: P̂y = P̂ 2v = P̂v = y. Ñëåäîâàòåëü-

íî îáðàç im(P̂ ) èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî P̂ , ïðè÷¼ì äëÿ íåãî P̂ âû-

ñòóïàåò åäèíè÷íûì îïåðàòîðîì. ßäðî è îáðàç ïðîåêòèâíîãî îïåðàòîðà

ïåðåñåêàþòñÿ òîëüêî íà íóëåâîé âåêòîð, à èõ ïðÿìàÿ ñóììà îáðàçóåò âñ¼

âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî:

P̂x = 0, P̂y = y, V = X⊕ Y,

ãäå x ∈ X è y ∈ Y. Â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå �ñî ñòðåëî÷êàìè� ïðî-

åêòèâíûì îïåðàòîðîì ÿâëÿåòñÿ îïåðàöèÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ âåêòîðà a íà

íåêîòîðóþ ïëîñêîñòü è íà îñü, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ê íåé. Ïðè ýòîì âåêòîð

y ëåæèò â ïëîñêîñòè (íà íåãî P̂ îòîáðàæàåò a), à âåêòîð x ïàðàëëåëåí

íîðìàëè ê ïëîñêîñòè e è ïðîåêòèðóåòñÿ îïåðàòîðîì 1̂− P̂ :

x =

〈
e, a

〉

〈
e, e

〉 e, a = x+y.

Â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü íåñêîëüêî ïðîåêòèâíûõ

îïåðàòîðîâ P̂1, ..., P̂k ñî ñâîéñòâàìè (i 6= j):

P̂ 2
i = P̂i, P̂iP̂j = 0̂, P̂1 + P̂2 + ...+ P̂k = 1̂. (V.46)

Ýòè îïåðàòîðû ðàçáèâàþò âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íà ïðÿìóþ ñóììó

ïîäïðîñòðàíñòâ, êàæäîå èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé ïðîñòðàíñòâà

V âûïîëíåííîé, ñîîòâåòñòâóþùèì ïðîåêòèâíûì îïåðàòîðîì:

V = V1 ⊕ V2 ⊕ ...⊕ Vk, P̂iV = Vi. (V.47)

Êàæäûé âåêòîð v ∈ V îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû k âåêòîðîâ
v = v1 + ... + vk, ãäå vi ∈ Vi (k 6 n). Áàçèñ e1, ..., en â V íàçûâàåòñÿ

ïðèñîåäèí¼ííûì ê ðàçëîæåíèþ (V.47), åñëè íåñêîëüêî ïåðâûõ âåêòîðîâ

áàçèñà ïðèíàäëåæàò ê V1, íåñêîëüêî ïîñëåäóþùèõ ê V2 è ò.ä.

Ñóììà ïðîåêòèâíûõ îïåðàòîðîâ P̂ = P̂1 + P̂2 èç (V.46) � ñíîâà ïðî-

åêòèâíûé îïåðàòîð. Ïðè ýòîì îí ïåðåñòàíîâî÷åí ñî ñâîèìè ñëàãàåìûìè:

P̂ P̂1 = P̂1P̂ = P̂1, êîòîðûå îòíîñèòåëüíî P̂ íàçûâàþòñÿ ïîäïðîåêòîðàìè.
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•Ïðèâåä¼ì ïðèìåð ïðîåêòèâíûõ îïåðàòîðîâ â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå:

P̂1 =





1 0 0
0 0 0

0 0 0



 , P̂2 =





0 0 0
0 1 0

0 0 0



 , P̂3 =





0 0 0
0 0 0

0 0 1



 .

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî èõ êâàäðàòû ðàâíû èì ñàìèì P̂ 2
1 = P̂1 è ò.ä.,

à ïðîèçâåäåíèÿ ïðèâîäÿò ê íóëåâîé ìàòðèöå P̂1P̂2 = P̂1P̂3 = P̂2P̂3 = 0̂.
Ýòè îïåðàòîðû ðàçáèâàþò 3-ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íà ïðÿìóþ

ñóììó òð¼õ îäíîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïðè÷¼ì îïåðàòîð P̂1 ïðîåêòèðóåò

ïðîèçâîëüíûé âåêòîð x = (x1 x2 x3)
T
íà áàçèñíûé âåêòîð e1 = (1 0 0)T ,

îïåðàòîð P̂2 ïðîåêòèðóåò íà e2 = (0 1 0)T è ò.ä.

⊲ Åñëè ïðîåêòèâíûé îïåðàòîð èìååò îáðàòíûé, òî îí ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷-

íûì (ïðîåêòèðóåò ïðîñòðàíñòâî ñàìî â ñåáÿ). Äåéñòâèòåëüíî, óìíîæàÿ

îïðåäåëåíèå P̂ 2 = P̂ íà P̂−1
, ïîëó÷àåì P̂ = 1̂. Ïîýòîìó äëÿ ïðîåêòèâ-

íîãî îïåðàòîðà, îòëè÷íîãî îò åäèíè÷íîé ìàòðèöû, îïðåäåëèòåëü äîëæåí

áûòü ðàâåí íóëþ: det(P̂ ) = 0. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ýòî ñïðàâåäëèâî äëÿ
ïðèâåäåííûõ âûøå ìàòðèö.

⊲ Ñëåäîì ìàòðèöû íàçûâàþò ñóììó å¼ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ:

Tr Â = A11 + A22 + ...+ Ann (V.48)

Ïîä çíàêîì ñëåäà ìîæíî (⋖H72) ïåðåñòàâëÿòü ìàòðèöû ìåñòàìè:

Tr(ÂB̂) = Tr(B̂Â). (V.49)

Ñëåä ïðîåêòèâíîãî îïåðàòîðà ðàâåí ðàçìåðíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâà VP íà

êîòîðîå ïðîèñõîäèò ïðîåêòèðîâàíèå:

Tr(P̂ ) = dimVP . (V.50)

Âûøå ðàçìåðíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâ è ñëåäû ïðîåêòèâíûõ îïåðàòîðîâ

ðàâíû 1. Êàê óêàçûâàëîñü ðàíåå, ñóììà �îðòîãîíàëüíûõ� ïðîåêòèâíûõ

îïåðàòîðîâ ÿâëÿåòñÿ ñíîâà ïðîåêòèâíûì îïåðàòîðîì. Íàïðèìåð äëÿ P̂ =
P̂1 + P̂2 ïî-ïðåæíåìó P̂

2 = P̂ è P̂ P̂3 = 0̂. Ïðèâåä¼ì òàêæå ïðèìåð ìåíåå

òðèâèàëüíîãî ïðîåêòèâíîãî îïåðàòîðà:

P̂ =
1

3





2 −1 −1
−1 2 −1

−1 −1 2





êîòîðûé ïðîåêòèðóåò (⋖H73) ïðîèçâîëüíûé âåêòîð íà ïëîñêîñòü, ïåð-

ïåíäèêóëÿðíóþ âåêòîðó e = (1 1 1)T . Åãî îïðåäåëèòåëü íóëåâîé, à ñëåä
ðàâåí 2 (2-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ïëîñêîñòè). Ïðè ýòîì

〈
e, P̂x

〉
= 0.
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V.5 Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

Èíîãäà ïðè äåéñòâèè îïåðàòîðà íà âåêòîð, ïîëó÷àåòñÿ òîò æå âåêòîð,

óìíîæåííûé íà ÷èñëî:

Âa = aa. (V.51)

Òàêîå óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, íåíó-

ëåâîé âåêòîð a � ñîáñòâåííûì âåêòîðîì îïåðàòîðà Â, à ÷èñëî a � ñîá-
ñòâåííûì çíà÷åíèåì. Óðàâíåíèå (V.51) îáû÷íî èìååò íåñêîëüêî ðåøå-

íèé (ðàçëè÷íûõ a è a). Ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

îáðàçóþò ñïåêòð îïåðàòîðà Â.

⊲ Ó ýðìèòîâûõ îïåðàòîðîâ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äåéñòâèòåëüíû.

Ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ñîïðÿæåíèÿ (V.24), åñëè â êà-

÷åñòâå âåêòîðîâ âçÿòü ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðà Â:
〈
a, Â+a

〉
=
〈
a, Â a

〉∗
=> a

〈
a, a

〉
= a∗

〈
a, a

〉∗
,

ãäå â ïåðâîì ñîîòíîøåíèè ïîëîæåíî Â+ = Â, ó÷òåíî (V.51) è ñîáñòâåííîå
çíà÷åíèå âûíåñåíî çà ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Òàê êàê

〈
a, a

〉
äåéñòâè-

òåëüíî, ñì. (V.7) è íå ðàâíî íóëþ (a 6= 0), ïîëó÷àåì a∗ = a.

⊲ Ñîáñòâåííûå âåêòîðû ýðìèòîâûõ îïåðàòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàç-

ëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì îðòîãîíàëüíû. Ïóñòü a è a′ � ñîáñòâåí-
íûå âåêòîðû ñ äåéñòâèòåëüíûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè a è a′:

〈
a′, Âa

〉
= a
〈
a′, a

〉
,

〈
Âa′, a

〉
= a′

〈
a′, a

〉
.

Âû÷èòàÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷àåì (a− a′)
〈
a′, a

〉
= 0, ãäå ó÷òåíî, ÷òî:

〈
Âa′, a

〉
=
〈
a′, Âa

〉
(ñàìîñîïðÿæåííîñòü îïåðàòîðà). Òàêèì îáðàçîì, åñ-

ëè a 6= a′ � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ðàâíî íóëþ.

⊲ Ñîáñòâåííûå âåêòîðû ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà-

÷åíèÿì ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü åñòü m âåêòîðîâ ai.

Åñëè îíè çàâèñèìû, òî ñóùåñòâóþò íåíóëåâûå ÷èñëà ci òàêèå, ÷òî:

m∑

i=1

ciai = c1a1 + c2a2 + ...+ cmam = 0.

Ïîäåéñòâóåì íà ýòó ñóììó îïåðàòîðîì (Â− a11̂)(Â− a21̂)...(Â− am−11̂) :

cm(am − a1)(am − a2)...(am − am−1) am = 0.

Åñëè âñå ai ðàçëè÷íû, òî cm = 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ëèíåéíîé çàâèñè-

ìîñòè âåêòîðîâ. Ýðìèòîâîñòü ïðè äîêàçàòåëüñòâå íå èñïîëüçîâàëîñü, ïî-

ýòîìó ýòî óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà.
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⊲ Êîãäà îäíîìó è òîìó æå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ a ñîîòâåòñòâóåò

íåñêîëüêî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ a1 ,..., ak, òî ãî-

âîðÿò, ÷òî ïðîèñõîäèò âûðîæäåíèå. ×èñëî ýòèõ âåêòîðîâ k íàçûâàåòñÿ

êðàòíîñòüþ âûðîæäåíèÿ. Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà (ñòð. 362), ïîñòðîåííàÿ íà

âåêòîðàõ a1 ,..., ak, îáðàçóåò ïîäïðîñòðàíñòâî, âåêòîðû êîòîðîãî ÿâëÿþò-

ñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè îïåðàòîðà Â ñ îäíèì è òåì æå ñîáñòâåííûì

çíà÷åíèåì. Ïóñòü, íàïðèìåð, ñóùåñòâóåò äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåê-

òîðà a1 è a2, òàêèõ, ÷òî

Âa1 = aa1, Âa2 = aa2.

Òîãäà, â ñèëó ëèíåéíîñòè îïåðàòîðà Â, èìååì:

a = α1a1 + α2a2, Âa = aa.

Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà âñåõ íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, ïðèíàäëå-

æàùèõ �èêñèðîâàííîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ îáðàçóåò ñîáñòâåííîå

ïîäïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðà.

Âûðîæäåííûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìîãóò îêàçàòüñÿ íåîðòîãîíàëüíû-

ìè. Îäíàêî, òàê êàê îíè ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà

Øìèäòà (ñòð. 353) èõ âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü îðòîãîíàëüíûìè.

⊲ Êëþ÷åâûì äëÿ êâàíòîâîé òåîðèè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â n-ìåðíîì ïðî-

ñòðàíñòâå ýðìèòîâûé îïåðàòîð âñåãäà èìååò n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîá-

ñòâåííûõ âåêòîðîâ, êîòîðûå ìîæíî âûáðàòü â êà÷åñòâå áàçèñà. Ýòî óòâåð-

æäåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ âûðîæäåííîãî ñïåêòðà, ò.å. êîãäà ÷àñòü ñîá-

ñòâåííûõ çíà÷åíèé ñîâïàäàåò. Ïîýòîìó ïðè íàëè÷èè âûðîæäåíèé ñ êðàò-

íîñòÿìè k1, k2, ..., km, âñåãäà

k1 + k2 + ...+ km = n. (V.52)

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ýðìèòîâûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå V ñ ðàçìåðíî-

ñòüþ n = dimV èìååò õîòÿ áû îäíî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå (íèæå, íà ïðè-

ìåðå ìàòðèö, áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ýòî òàê). Îáîçíà÷èì åãî ñîáñòâåííûé

âåêòîð ÷åðåç a1 è ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ b îðòîãîíàëü-

íûõ ê a1. Îíè îáðàçóþò âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n − 1
(åñëè b1 è b2 îðòîãîíàëüíû a1, òî è αb1 + βb2 îðòîãîíàëåí). Ýòî ïîä-

ïðîñòðàíñòâî èíâàðèàíòíî, ò.ê. Â, äåéñòâóÿ íà åãî âåêòîðû íå âûâîäèò

èõ èç ïîäïðîñòðàíñòâà (b′ = Âb òàêæå îðòîãîíàëåí a1):

a1
〈
b, a1

〉
= 0 =

〈
b, Âa1

〉
=
〈
Âb, a1

〉
=
〈
b′, a1

〉
= 0.

Â òàêîì ïðîñòðàíñòâå îïåðàòîð Â îïÿòü èìååò õîòÿ áû îäíî ñîáñòâåííîå

çíà÷åíèå ñ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì a2. Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, ïîëó÷èì

n îðòîãîíàëüíûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ a1,...,an (âîçìîæíî ñ ÷àñòè÷íî

ñîâïàäàþùèìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè).
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• Óðàâíåíèå (V.51) äëÿ ìàòðèö ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ îäíîðîäíîãî óðàâ-

íåíèÿ (Â − a1̂) a = 0, íåíóëåâîå ðåøåíèå êîòîðîãî âîçìîæíî (ñòð. 361),

åñëè ñëåäóþùèé îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ:

det(Â− a1̂) = 0. (V.53)

Ýòî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî a íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíå-

íèåì. Â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå îíî ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì n-é ñòåïåíè ïî
a è ìîæåò èìåòü íå áîëåå ÷åì n ðàçëè÷íûõ êîðíåé:

det(Â− a1̂) = (−1)n an + cn−1 a
n−1 + ...+ c0 = 0

Ïî îñíîâíîé òåîðåìå àëãåáðû òàêîå óðàâíåíèå èìååò õîòÿ áû îäèí êî-

ðåíü. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî:

cn−1 = (−1)n−1 Tr(Â), c0 = det(Â). (V.54)

(c0 ïîëó÷àåòñÿ òðèâèàëüíî ïðè a = 0). Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ìàòðèö Â ñ íó-

ëåâûì îïðåäåëèòåëåì, îäíî èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé âñåãäà ðàâíî íóëþ.

Ëþáîïûòíî, ÷òî ñàìà ìàòðèöà Â óäîâëåòâîðÿåò ñâîåìó õàðàêòåðèñòè-

÷åñêîìó óðàâíåíèþ:

(−1)n Ân + cn−1 Â
n−1 + ...+ c0 1̂ = 0̂, (V.55)

ãäå â ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò íóëåâàÿ ìàòðèöà. Íàïðèìåð, â 2-ìåðíîì ñëó÷àå:

det

(
a− λ b
c d− λ

)

= λ2 − λ Tr(Â) + det(Â).

Ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé, íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî:

Â2 − Â Tr(Â) + 1̂ det(Â) = 0̂, (V.56)

ò.å. Â2
âûðàæàåòñÿ ÷åðåç Â è åäèíè÷íóþ ìàòðèöó. Àíàëîãè÷íî â n-

ìåðíîì ñëó÷àå Ân
âûðàæàåòñÿ ÷åðåç áîëåå íèçêèå ñòåïåíè Â.

Ñâîéñòâî (V.55) íåñëîæíî äîêàçàòü äëÿ äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö. Ó íèõ

íà äèàãîíàëè ñòîÿò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ a1, ..., an (÷àñòü èç êîòîðûõ ìî-
æåò ïðè âûðîæäåíèè ñîâïàäàòü). Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò

âèä:

(a1 − a) · (a2 − a) · ... · (an − a) = 0.

Ìàòðèöà a11̂−Â â ïåðâîì ýëåìåíòå íà äèàãíîíàëè èìååò íîëü. Ó a21̂−Â
� íîëü íà âòîðîì ýëåìåíòå è ò.ä. Ïðîèçâåäåíèå òàêèõ ìàòðèö ðàâíî íó-

ëåâîé ìàòðèöå. Ïðîèçâîëüíóþ ýðìèòîâó ìàòðèöó âñåãäà ìîæíî äèàãî-

íàëèçâîàòü ñ ñîõðàíåíèåì àëãåðû (ñòð. 370). Ïîýòîìó óðàâíåíèå (V.55)

áóäåò òàêæå âûïîëíÿòüñÿ è âîáùåì ñëó÷àå.
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• Çàïèøåì ïðîèçâîëüíóþ ýðìèòîâó ìàòðèöó 2x2:

L̂ =

(
a c eıϕ

c e−ıϕ b

)

,

ãäå a, b, c è ϕ � äåéñòâèòåëüíûå âåëè÷èíû. Óðàâíåíèå (V.53) äëÿ ñîá-

ñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíûì:

det

(
a− λ c eıϕ

c e−ıϕ b− λ

)

= (a− λ)(b− λ)− c2 = 0,

ñ äâóìÿ äåéñòâèòåëüíûìè ðåøåíèÿìè:

λ1,2 =
1

2

(
a+ b±

√

(a− b)2 + 4c2
)
.

Îíè ñîâïàäàþò, åñëè c = 0 è a = b, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöå, ïðîïîðöè-
îíàëüíîé åäèíè÷íîé. Ïðè det L̂ = ab−c2 = 0 èìååì λ1 = 0. Ñîáñòâåííûå
âåêòîðû íàõîäèì, ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé (L̂− λ1̂)u = 0:

(
a− λ c eıϕ

c e−ıϕ b− λ

)(
α
β

)

= 0 =>

{
(a− λ)α = −β c e ıφ

(b− λ) β = −α c e−ıφ .

Â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà �c� ñóùåñòâóåò äâà êëàññà ðåøå-
íèåé. Åñëè c = 0 è λ1 = a 6= λ2 = b, èìååì äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ

îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðà:

u1 =

(
1
0

)

, u2 =

(
0
1

)

,

ãäå â ñèëó ëèíåéíîñòè (V.51) ïîëîæåíî α = β = 1. Ïðè c 6= 0 èìååì

β = α c e−ıϕ/(λ − b), ÷òî äà¼ò ïðè λ = λ1,2 äðóãèå äâà íåçàâèñèìûõ

âåêòîðà.

Â êà÷åñòâå ïîëåçíûõ óïðàæíåíèé ïðåäëàãàåòñÿ íàéòè ñîáñòâåííûå çíà-

÷åíèÿ è âåêòîðû ñëåäóþùèõ äâóõ ìàòðèö:

(
1 0

1 1

)

,





1 0 −ı
0 2 0
ı 0 1



 . (V.57)

Â ïåðâîì ñëó÷àå (⋖H74) ìàòðèöà 2× 2 íåýðìèòîâà è èìååò òîëüêî îäèí
ñîáñòâåííûé âåêòîð (ó ýðìèòîâîé ìàòðèöû 2× 2 èõ âñåãäà äâà!). Âòîðîé
ïðèìåð (⋖H75) ñ ýðìèòîâîé ìàòðèöåé 3× 3 ñîäåðæèò äâóêðàòíî âûðîæ-

äåííîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå.
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V.6 Ïðåîáðàçîâàíèÿ îïåðàòîðîâ

• Ïóñòü Û íåñèíãóëÿðíûé îïåðàòîð (èìååò îáðàòíûé). �àññìîòðèì

ñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå îïåðàòîðà Â:

Â′ = Û−1Â Û . (V.58)

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñòàðîãî Â è íîâîãî Â′
îïåðàòîðîâ îäèíàêîâû. Äåé-

ñòâèòåëüíî, óìíîæèì óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ Âa = aa ñëåâà

íà Û−1
è âñòàâèì åäèíè÷íûé îïåðàòîð Û Û−1

ïîñëå Â:

(Û−1Â Û) (Û−1a) = a (Û−1a).

Òàêèì îáðàçîì, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Â′
ñîâïàäàþò ñ ñîá-

ñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè Â, õîòÿ ìåíÿþòñÿ ñîáñòâåííûå âåêòîðû:

a′ = Û−1a, a = Ûa′. (V.59)

Ïðåîáðàçîâàíèå (V.58) íå ìåíÿåò àëãåáðû: åñëè Ĉ = ÂB̂, òî Ĉ ′ = Â′B̂′

(⋖H76). Â ÷àñòíîñòè, ïðîåêòèâíûé îïåðàòîð P̂ 2 = P̂ îñòà¼òñÿ ïðîåêòèâ-

íûì: P̂ ′2 = P̂ ′
. Äëÿ ìàòðèö ïðåîáðàçîâàíèå (V.58) ñîõðàíÿåò çíà÷åíèå

îïðåäåëèòåëÿ: det(Â′) = det(Â) è ñëåäà: Tr(Â′) = Tr(Â).

⊲ Åñëè Û−1 = Û+
, òî îïåðàòîð Û íàçûâàåòñÿ óíèòàðíûì, à (V.58)

óíèòàðíûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Îíî íå òîëüêî ñîõðàíÿåò ñîáñòâåííûå çíà-

÷åíèÿ, íî è íå ìåíÿåò ýðìèòîâîñòè îïåðàòîðà (⋖H77).

Äëÿ ýðìèòîâûõ ìàòðèö, âñåãäà ìîæíî âûáðàòü óíèòàðíóþ ìàòðèöó

òàê, ÷òî ïðåîáðàçîâàííàÿ ìàòðèöà Â′
îêàçûâàåòñÿ äèàãîíàëüíîé. Å¼ ñîá-

ñòâåííûå çíà÷åíèÿ ðàâíû äèàãîíàëüíûì ýëåìåíòàì, à, ñëåäîâàòåëüíî, è

ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì ìàòðèöû Â. Äëÿ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû ìîæ-

íî âûáðàòü ñîáñòâåííûå âåêòîðû ó â êîòîðûõ äëÿ k-òîãî âåêòîðà ðàâåí
åäèíèöå åãî k-òûé ýëåìåíò, à îñòàëüíûå ðàâíû íóëþ. Òàêèå âåêòîðû îá-

ðàçóþò ïîëíûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ:

〈
a′i, a

′
j

〉
= δij.

Çàïèøåì (V.59) îáîçíà÷àÿ ÷åðåç (ai)j äëÿ i-òîãî áàçèñíîãî âåêòîðà åãî

j-òóþ êîìïîíåíòó:

(ai)j =

n∑

k=1

Ujk (a
′
i)k =

n∑

k=1

Ujk δki = Uji,

ãäå âî âòîðîì ðàâåíñòâå ïîäñòàâëåíî çíà÷åíèå êîìïîíåíò áàçèñíûõ âåê-

òîðîâ ÷åðåç ñèìâîë Êðîíåêåðà (0 èëè 1). Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà Û , êî-
òîðàÿ äèàãîíàëèçèðóåò ìàòðèöó Â, ñîñòîèò èç å¼ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ,

ðàñïîëîæåííûõ ïî ñòîëáèêàì. Ïðè ýòîì Û áóäåò óíèòàðíîé ìàòðèöåé,

åñëè íåøòðèõîâàííûå âåêòîðû îðòîíîðìèðîâàíû:

〈
ai, aj

〉
= δij. Â êà÷å-

ñòâå óïðàæíåíèÿ (⋖H78). ñòîèò íàéòè äèàãîíàëèçóþþùóþ ìàòðèöó äëÿ

ìàòðèöû 3× 3 èç (V.57).
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• Ýëåìåíòû óíèòàðíîé ìàòðèöû ìîãóò âûñòóïàòü êîý��èöèåíòàìè

ïðåîáðàçîâàíèÿ îò èñõîäíîãî áàçèñà e1, ..., en ê íîâîìó e′1, ..., e
′
n:

e′i =
n∑

k=1

ek Uki, (V.60)

ñ ñîõðàíåíèåì îðòîíîðìèðîâàííîñòè áàçèñà. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

〈
ek, em

〉
= δkm,

òîãäà

〈
e′i, e

′
j

〉
=

n∑

k,m=1

〈
ek Uki, em Umj

〉
=

n∑

k,m=1

U ∗
kiUmj

〈
ek, em

〉
=

n∑

k=1

U ∗
kiUkj,

ãäå âî âòîðîì ðàâåíñòâå êîìïëåêñíûå ÷èñëà Uij âûíåñåíû çà ñêàëÿð-

íîå ïðîèçâåäåíèå (èç ïåðâîãî âåêòîðà ñ êîìïëåêñíûì ñîïðÿæåíèåì!), à â

ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå çàìåíåíî íà ñèìâîë Êðî-

íåêåðà δkm è âûïîëíåíî ñóììèðîâàíèå ïî m. Ó÷ò¼ì òåïåðü ýðìèòîâîñòü

ìàòðèöû, ñîñòàâëåííîé èç ÷èñåë Uij. Äëÿ ýòîãî ïîìåíÿåì èíäåêñû â ïåð-

âîì ñîìíîæèòåëå, ïîñòàâèâ çíà÷îê òðàíñïîíèðîâàíèÿ:

〈
e′i, e

′
j

〉
=

n∑

k=1

U ∗T
ik Ukj =

n∑

k=1

U+
ikUkj = (Û+Û)ij = (1̂)ij = δij.

Íàïîìíèì (ñòð. 355), ÷òî â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå äëÿ ëþáîãî ëè-

íåéíîãî îïåðàòîðà Â ìîæíî çàäàòü êîý��èöèåíòû Aij =
〈
ei, Âej

〉
, êîòî-

ðûå ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò åãî äåéñòâèå íà ïðîèçâîëüíûé âåêòîð. Íàé-

ä¼ì êàê ýòè êîý��èöèåíòû ìåíÿþòñÿ ïðè ïðåîáðàçîâàíèè áàçèñà (V.60):

A′
ij =

〈
e′i, Âe

′
j

〉
=

n∑

k,m=1

U ∗
kiUmj

〈
ek, Âem

〉
=

n∑

k,m=1

U+
ikAkmUmj = (Û+ÂÛ)ij.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ óíèòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå ìàðèöû. Ñîîòâåò-

ñòâåííî, äëÿ ðàçëîæåíèÿ ëþáîãî âåêòîðà èìååì:

a =
n∑

i=1

a′i e
′
i =

n∑

i,j=1

a′i ej Uji =
n∑

i=1

aj ej .

Ïîýòîìó êîìïîíåíòû âåêòîðà â ñòàðîì è íîâîì áàçèñå ñâÿçàíû ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì:

aj =

n∑

i=1

Uji a
′
i, a′i =

n∑

j=1

U+
ij aj , (V.61)

ñì. òàêæå ñîîòíîøåíèÿ (V.59) äëÿ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.
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V.7 �èëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî

• Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íîìåðíûì. Åñëè áà-

çèñ ìîæíî ïðîíóìåðîâàòü: e1, e2, ..., òî ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ñåïàðà-

áåëüíûì. Ñåïàðàáåëüíîå áåñêîíå÷íîìåðíîå, ïîëíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàí-

ñòâî ñ êîíå÷íîé íîðìîé íàçûâàåòñÿ ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

Â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ïðîèçâîëüíûé âåêòîð ìîæíî ðàçëîæèòü

ïî îðòîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó

〈
ei, ej

〉
= δij â áåñêîíå÷íûé ðÿä:

a =
∞∑

i=1

αi ei, (V.62)

ãäå αi =
〈
ei, a

〉
. Ñîîòâåòñòâåííî, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ

ðàâíî:

〈
a, b

〉
=

∞∑

i=1

α∗
iβi . (V.63)

Íîðìà âåêòîðà a ïðåäïîëàãàåòñÿ êîíå÷íîé, ïîýòîìó:

||a||2 =
∞∑

i=1

|αi|2 <∞. (V.64)

Íîðìà ðàçíîñòè äâóõ âåêòîðîâ ||a−b|| èìååò ñìûñë ðàññòîÿíèÿ (ìåòðè-
êè), ìåæäó âåêòîðàìè. Ïîýòîìó ñõîäèìîñòü áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòåé âåêòîðîâ a1, a2, ... èëè áåñêîíå÷íûõ ñóìì îïðåäåëÿåòñÿ êàê è äëÿ

âåùåñòâåííûõ ÷èñåë (ñòð. 331), íî âìåñòî ìîäóëÿ èñïîëüçóåòñÿ íîðìà.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà óïîìèíàíèå �ïîëíîòû� â îïðåäåëåíèè ãèëüáåð-

òîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Íàïîìíèì (ñòð. 343), ÷òî â ïîëíîì ïðîñòðàíñòâå

ëþáàÿ �óíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó ýëå-

ìåíòó ýòîãî æå ïðîñòðàíñòâà. Åñëè ïðîñòðàíñòâî íå ïîëíîå, íî â íåì

ââåäåíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, òî ãîâîðÿò î ïðåäãèëüáåðòîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå. Äîáàâëåíèå â íåãî âñåõ ïðåäåëîâ �óíäàìåíòàëüíûõ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòåé ïîïîëíÿåò òàêîå ïðîñòðàíñòâî (äåëàåò åãî ïîëíûì).

Îáñóæäàÿ ñâîéñòâà âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà (ñòð. 351) ìû ñâÿçàëè

íîðìó âåêòîðà è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèÿ: ||a||2 =
〈
a, a

〉
. Âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïðîñòðàíñòâà íà êîòîðûõ

ââåäåíà íîðìà âåêòîðà, íî íå îïðåäåëåíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Òàêèå

íîðìèðîâàííûå, ïîëíûå, ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íàçûâàþòñÿ áàíàõîâû-

ìè ïðîñòðàíñòâàìè.

Â êâàíòîâîé òåîðèè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå èãðàåò âàæíóþ ðîëü, ïî-

ýòîìó îñíîâíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâî ïðî-

ñòðàíñòâî è åãî íåêîòîðûå ðàñøèðåíèÿ, äîïóñêàþùèå âåêòîðû ñ áåñêî-

íå÷íîé íîðìîé.
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• Ïðèìåðîì ãèëüáåðòîâîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî l2, â

êîòîðîì âåêòîð � ýòî áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñíûõ ÷è-

ñåë {αi} = {α1, α2, ...}, íî íå ëþáûõ, à òàêèõ, äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà ñóììà
(V.64). Ñëîæåíèå è óìíîæåíèå íà ÷èñëî â l2 ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè (íå

âûâîäÿò ðåçóëüòàò èç âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà). Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó

íåðàâåíñòâà (⋖H79)

|α + β|2 6 2|α|2 + 2|β|2, (V.65)

åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {αi} è {βi} óäîâëåòâîðÿþò (V.64) òî è {αi+βi}
áóäåò óäîâëåòâîðÿòü (V.64). Îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì â ðàçëîæåíèè

(V.62) ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû:

e1 = {1, 0, 0, 0, ...}, e2 = {0, 1, 0, 0, ...}, e3 = {0, 0, 1, 0, ...}, ...

⊲ Ïðîñòðàíñòâî l2 ïîëíî (ñòð. 343). Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü an = {αn
i } = {αn

1 , α
n
2 , ...}, ãäå â ñêîáêàõ âåðõíèé èíäåêñ

íóìåðóåò âåêòîðû, à íèæíèé � èõ êîìïîíåíòû. Äîêàæåì, ÷òî, åñëè {αn
i }

�óíäàìåíòàëüíà, ò.å. äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìîæíî óêàçàòü òàêîå N = N(ε),

÷òî:

∞∑

k=1

|αn
k − αm

k |2 < ε, ïðè n,m > N, (V.66)

òîãäà ñóùåñòâóåò âåêòîð a = {αi}, êîòîðûé: 1) ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè {αn
i } è 2) ïðèíàäëåæèò ýòîìó æå ïðîñòðàíñòâó:

1) lim
n→∞

||an − a|| = 0, 2) ||a||2 =
∞∑

i=1

|αi|2 <∞.

Èç (V.66) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî k ñïðàâåäëèâî |αn
k −αm

k |2 < ε, ïîýòîìó

äëÿ êàæäîãî ÷èñëà ñóùåñòâóåò ïðè m → ∞ ïðåäåë limαm
k = αk (êðè-

òåðèé Êîøè). Âîçüì¼ì â (V.66) M ïåðâûõ ñëàãàåìûõ, çà�èêñèðóåì n è

ïåðåéä¼ì ê ïðåäåëó m→ ∞:

M∑

k=1

|αn
k − αk|2 < ε.

Ýòî íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî ïðè ëþáîì êîíå÷íîì M , ïîýòîìó óñòðå-

ìèì M → ∞. Â ðåçóëüòàòå èìååì îïðåäåëåíèå ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè {αn
k} ê âåêòîðó {αk}, ò.å. 1) ñïðàâåäëèâî. Â ñèëó íåðàâåíñòâà

(V.65) èç ñõîäèìîñòè ïî k ñóìì |αn
k |2 è |αn

k − αk|2, ñëåäóåò ñõîäèìîñòü

ðÿäà |αk|, ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî è 2).
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V.8 Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà

• Âåêòîðàìè ìîãóò áûòü ñàìûå ðàçíîîáðàçíûå îáúåêòû. Íàïðèìåð,

êîìïëåêñíîçíà÷íûå �óíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé (f(x) : R 7→ C) ÿâëÿ-

þòñÿ âåêòîðàìè, åñëè îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ f(x) + g(x) è óìíîæåíèÿ íà

÷èñëî α f(x) ïîíèìàòü �îáû÷íûì� îáðàçîì. Ìíîæåñòâî �óíêöèé î÷åíü

ìíîãî÷èñëåííî. �àññìîòðèì ñíà÷àëà òå èç íèõ, äëÿ êîòîðûõ íà èíòåðâà-

ëå [a, b] ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí èíòåãðàë:

||f ||2 =
b∫

a

|f(x)|2 dx <∞. (V.67)

Áóäåì ñ÷èòàòü åãî êâàäðàòîì íîðìû �óíêöèè (âûñòóïàþùåé â ðîëè âåê-

òîðà), à ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

〈
f , g

〉
=

b∫

a

f ∗(x) g(x) dx. (V.68)

Ïðîñòðàíñòâî êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûõ �óíêöèé îáîçíà÷àåòñÿ ñëå-

äóþùèì îáðàçîì: L2[a, b]. Íàïðèìåð, â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 1] �óíêöèè x,
eıx ÿâëÿþòñÿ åãî âåêòîðàìè, à âîò 1/x � íåò. Çàìåòèì, ÷òî ìû îãðàíè-

÷èâàåì êëàññ �óíêöèé òîëüêî óñëîâèåì (V.67) è îíè íå îáÿçàíû áûòü

äè��åðåíöèðóåìûìè è íåïðåðûâíûìè. Èíòåðâàë [a, b] áóäåì ïîêà ñ÷è-

òàòü êîíå÷íûì, ò.ê. êîíå÷íîñòü (V.67) äëÿ [−∞, ∞] åù¼ ñèëüíåå ñóæàåò

êëàññ �óíêöèé, ïðèíàäëåæàùèõ ê L2[a, b].
Â L2[a, b] ìîæíî ââåñòè áåñêîíå÷íîå, íî ñ÷¼òíîå (ïðîíóìåðîâàííîå)

ìíîæåñòâî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ îðòîíîðìèðîâàííûõ �óíêöèé:

b∫

a

ϕ∗
i (x)ϕj(x) dx = δij, (V.69)

ïî êîòîðûì ëþáàÿ �óíêöèÿ ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä:

f(x) =

∞∑

k=0

αk ϕk(x). (V.70)

Êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ αk íåñëîæíî ïîëó÷èòü (⋖H80) ïðè ïîìîùè

óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè (V.69):

αk =

b∫

a

f(x)ϕ∗
k(x) dx (V.71)

(çàìåòèì, ÷òî ñåé÷àñ ìû íóìåðóåì áàçèñíûå âåêòîðû ñ íóëÿ, à íå ñ 1).
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⊲ Êâàäðàò íîðìû �óíêöèè (V.67) âûðàæàåòñÿ (⋖H81) ÷åðåç êîý��è-

öèåíòû ðàçëîæåíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

||f ||2 =
∞∑

k=0

|αk|2.

Íîðìà áóäåò êîíå÷íà (îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâà L2[a, b]), åñëè ñõîäèò-

ñÿ ðÿä êâàäðàòîâ êîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ αk. Ïîýòîìó ïðîñòðàíñòâî

L2[a, b] èìååò òàêèå æå ñâîéñòâà, êàê è ïðîñòðàíñòâî l2 ñóììèðóåìûõ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé ÷èñåë. �îâîðÿò, ÷òî îíè èçîìîð�íû ò.å. èõ ýëåìåíòû

(âåêòîðû) ìîæíî ïîñòàâèòü âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå. Êðîìå

ýòîãî îíè èçîìåòðè÷íû, ò.å. èìåþò îäèíàêîâîå çíà÷åíèå íîðì äëÿ ñîîò-

âåòñòâóþùèõ äðóã äðóãó âåêòîðîâ. Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî L2[a, b],
êàê è l2, ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

⊲ Õîòÿ êîý��èöèåíòû αk â (V.71) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç f(x), ýòî åù¼ íå
îçíà÷àåò, ÷òî ëþáóþ �óíêöèþ ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä (V.70). Íàïðèìåð,

ýòî íå ñëåäóåò èç âûðàæåíèÿ (V.70) â êîòîðîì ìû îãðàíè÷èìñÿ êîíå÷íûì

÷èñëîì ñëàãàåìûõ, íî äëÿ êîòîðûõ, òåì íå ìåíåå, ìîæíî çàïèñàòü (V.71).

Îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà �óíêöèé ϕ0(x), ϕ1(x), ... íàçûâàåòñÿ ïîëíîé,

åñëè ê íåé íåëüçÿ äîáàâèòü íèêàêîé �óíêöèè, îðòîãîíàëüíîé ê ϕk(x)

(ïîëíîòó áàçèñà, íå ñëåäóåò ïóòàòü ñ ïîëíîòîé ïðîñòðàíñòâà, ò.å. ñî ñõî-

äèìîñòüþ ëþáîé �óíäàìåíòàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè). Îáîçíà÷èì ÷å-

ðåç rn(x) ðàçíîñòü ìåæäó f(x) è ïåðâûìè n+ 1 ÷ëåíàìè ñóììû (V.70):

rn(x) = f(x)−
n∑

k=0

αkϕk(x),

ãäå αk îïðåäåëÿþòñÿ èíòåãðàëàìè (V.71). Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî rn(x)
îðòîãîíàëüíà êî âñåì ϕ0(x), ...., ϕn(x). Êðîìå ýòîãî (⋖H82):

||rn||2 = ||f ||2 −
n∑

k=0

|αk|2.

Áåñêîíå÷íûé ðÿä (V.70) ñõîäèòñÿ ê f(x) â ñðåäíåì (ïî íîðìå), êîãäà ïðè

n → ∞ âûïîëíÿåòñÿ ||rn|| → 0. Åñëè ýòî ïðîèñõîäèò äëÿ ëþáîé �óíê-

öèè, òî áàçèñ ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì. Ïîëíîòó áåñêîíå÷íîãî íàáîðà �óíêöèé,

ïðåòåíäóþùèõ íà ðîëü áàçèñà, íåîáõîäèìî, âîîáùå ãîâîðÿ, êàæäûé ðàç

äîêàçûâàòü. Ñõîäèìîñòü â ñðåäíåì (å¼ íàçûâàþò òàêæå ñðåäíåêâàäðà-

òè÷íîé ñõîäèìîñòüþ) âîîáùå ãîâîðÿ íå ãàðàíòèðóåò ïîòî÷å÷íîé ñõî-

äèìîñòè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â äàííîé òî÷êå x0 �óíêöèÿ f(x0) ìîæåò

îòëè÷àòüñÿ îò çíà÷åíèÿ ñóììû áåñêîíå÷íîãî ðÿäà (V.70), íî ïðè ýòîì

ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå íóëåâîå (||rn|| → 0), ò.ê. ýòè òî÷êè íå

îáðàçóþò íåïðåðûâíîé ÷àñòè �óíêöèè è èõ âêëàä â èíòåãðàë íóëåâîé.
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•Íàëîæåíèå ðàçëè÷íûõ îãðàíè÷åíèé íà �óíêöèè ïðîñòðàíñòâà L2[a, b]
ïðèâîäèò ê åãî ïîäïðîñòðàíñòâàì (ïîäìíîæåñòâàì �óíêöèé). Íàïðè-

ìåð, íàèáîëåå �êîì�îðòíûì� ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî äè��åðåíöèðóåìûõ

íà [a, b] �óíêöèé. Áîëåå øèðîêèé êëàññ îáðàçóþò íåïðåðûâíûå �óíêöèè

(|x| � íåïðåðûâíà, íî íå äè��åðåíöèðóåìà ïðè x = 0). Òàêîå âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî �óíêöèé ñ íîðìîé (V.67) îáîçíà÷àåòñÿ êàê C2[a, b].

Ïðèìåðîì èíòåãðèðóåìîé, íî ðàçðûâíîé �óíêöèè ÿâëÿåòñÿ θ-�óíêöèÿ
Õåâèñàéäà (�óíêöèÿ ñòóïåíüêè):

θ(x) =







0 ïðè x < 0
1/2 ïðè x = 0
1 ïðè x > 0.

(V.72)

Òàêàÿ �óíêöèÿ íå âêëþ÷àåòñÿ â ïîäìíîæåñòâîC2[a, b] íåïðåðûâíûõ �óíê-
öèé, íî ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó L2[a, b] (êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûõ

�óíêöèé).

Îãðàíè÷åíèå ïðîñòðàíñòâà C2[a, b] òîëüêî íåïðåðûâíûìè �óíêöèÿ-

ìè äåëàåò åãî íåïîëíûì (ñòð. 343), ò.å. �óíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü íå èìååò ïðåäåëà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ââåä¼ì ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü âåêòîðîâ a1(x), a2(x), ... (íåïðåðûâíûõ �óíêöèé) ñëåäóþùåãî

âèäà:

an(x) =







0 ïðè x < −1/n,
(1 + nx)/2 ïðè x ∈ [−1/n, 1/n],

1 ïðè x > 1/n.

Ýòè âåêòîðû èìåþò êîíå÷íóþ íîðìó è îáðàçóþò �óíäàìåíòàëüíóþ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü. Íàïðèìåð, äëÿ èíòåðâàëà [−1, 1] ìîæíî ïðîâåðèòü,
÷òî ïðè n < m

||an − am|| =
1∫

−1

∣
∣an(x)− am(x)

∣
∣
2
dx =

(m− n)2

6m2n
<

1

6n
= ε.

Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî ñêîëü óãîäíî ìàëîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà ε èìååì
òàêîå öåëîå ÷èñëî N = [1/6ε], ÷òî �ðàññòîÿíèå� (íîðìà) ìåæäó âåêòîðà-

ìè an, am ìåíüøå ε äëÿ âñåõ n,m > N . Îäíàêî, ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ïðè n → ∞ ñòðåìèòüñÿ ê �óíêöèè Õåâèñàéäà θ(x), êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ

ýëåìåíòîì ïðîñòðàíñòâà C2[a, b]. Íàëè÷èå òàêîãî ïðåäåëà èíòóèòèâíî ÿñ-
íî. Ïðè n→ ∞ èíòåðâàë íà êîòîðîì ïðîèñõîäèò ïåðåõîä �óíêöèè an(x)
îò 0 ê 1 ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ñòðîãî æå ýòî ìîæíî äîêàçàòü ïðè ïîìîùè

ñòàíäàðòíîãî êðèòåðèÿ ||an − θ|| < ε, ãäå θ � ýòî �óíêöèÿ Õåâèñàéäà.



V.8. ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÛÅ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀ 377



378 ÂÅÊÒÎ�ÍÛÅ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀ

V.9 Ôóíêöèè îò îïåðàòîðîâ

• Ïðîèçâåäåíèå îïåðàòîðîâ ÿâëÿåòñÿ õîðîøî îïðåäåë¼ííîé îïåðàöè-

åé. Ïóñòü åñòü îáû÷íàÿ �óíêöèÿ f(x), êîòîðàÿ ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä

Òåéëîðà. Òîãäà, äëÿ îïåðàòîðà Â ìîæíî îïðåäåëèòü íîâûé îïåðàòîð:

f(Â) = f(0) + f ′(0) Â+
f ′′(0)

2!
Â2 + ... (V.73)

Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäîâ. Òàê, ðàçëî-

æåíèå äëÿ (1− x)−1
ñõîäèòñÿ òîëüêî ïðè |x| < 1. Ïîýòîìó ðàçëîæåíèå

(1̂− Â)−1 = 1 + Â+ Â2 + Â3 + ... (V.74)

áóäåò ñõîäèòñÿ, åñëè âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Â óäîâëåòâîðÿ-

þò óñëîâèþ |a| < 1. Ýòî î÷åâèäíî, äëÿ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû (ê êîòî-

ðîé ìîæíî ïðèâåñòè ëþáóþ ýðìèòîâó ìàòðèöó). Â ýòîì ñëó÷àå Ân
áóäåò

èìåòü íà äèàãîíàëè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ â n-é ñòåïåíè è èõ ñóììà â

ðàçëîæåíèè áóäåò ñõîäèòüñÿ, åñëè êàæäîå èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïî

ìîäóëþ ìåíüøå åäèíèöû. Èíîãäà, ÷òîáû ïîëó÷èòü ðàçëîæåíèå, óäîáíî

ñäâèíóòü àðãóìåíò �óíêöèè íà åäèíè÷íóþ ìàòðèöó:

ln Â =

∞∑

k=1

(−1)k−1

k
(Â− 1̂)k. (V.75)

Ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ, åñëè âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ |a− 1| < 1.

Ïðè ìàòðè÷íîé çàïèñè îïåðàòîðîâ âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî:

det eÂ = eTr Â. (V.76)

Äëÿ åãî äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó,

ê êîòîðîé ìîæíî ïðèâåñòè ëþáóþ ýðìèòîâó ìàòðèöó ïðåîáðàçîâàíèåì

Â′ = Û−1ÂÛ (ñòð. 370). Äëÿ òàêîé ìàòðèöû:

exp





λ1 0 . . .

0 λ2 . . .
.

.

.



 =





eλ1 0 . . .

0 eλ2 . . .
.

.

.



 .

Å¼ îïðåäåëèòåëü exp(λ1 + λ2 + ...), ò.å. ïîä ýêñïîíåíòîé íàõîäèòñÿ ñëåä

äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû. Òàê êàê ïðè ïðåîáðàçîâàíèè Â′ = Û−1ÂÛ îïðå-

äåëèòåëü è ñëåä íå ìåíÿþòñÿ, ýòî òîæäåñòâî áóäåò ñïðàâåäëèâî è äëÿ

íåäèàãîíàëüíûõ ìàòðèö.
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⊲ Åù¼ îäíî ïîëåçíîå òîæäåñòâî:

eB̂ Â e−B̂ = Â+
1

1!
[B̂, Â] +

1

2!
[B̂, [B̂, Â]] + ... (V.77)

äîêàçûâàåòñÿ äè��åðåíöèðîâàíèåì Û(t) = etB̂ Â e−tB̂
ïî t. �àñêëàäûâàÿ

etB̂ â ðÿä, óáåæäàåìñÿ, ÷òî å¼ ïðîèçâîäíàÿ ïî t ðàâíà

d
(

etB̂
)

dt
= B̂ etB̂ = etB̂ B̂.

Çàìåòèì, ÷òî îïåðàòîð B̂ êîììóòèðóåò ñ etB̂, ïîýòîìó åãî ìîæíî çàïèñàòü
êàê ñëåâà, òàê è ñïðàâà îò ýêñïîíåíòû. Ïðîèçâîäíàÿ îò ïðîèçâåäåíèÿ

îïåðàòîðîâ ïîëó÷àåòñÿ òàêæå êàê è â ñëó÷àå îáû÷íûõ �óíêöèé, îäíàêî

íàäî ñëåäèòü çà ñîõðàíåíèåì ïîðÿäêà îïåðàòîðîâ:

d
(

Â(t)B̂(t)
)

dt
=
dÂ(t)

dt
B̂(t) + Â(t)

dB̂(t)

dt
. (V.78)

Ïîýòîìó, áåðÿ ïðîèçâîäíóþ îò Û(t) (⋖H85), ïîëó÷àåì (V.77).

⊲ Ïðèâåäåííûå âûøå áåñêîíå÷íûå ðÿäû äëÿ ìàòðèö âîçíèêàþò, âî-

îáùå ãîâîðÿ, â áåñêîíå÷íî-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Åñëè æå ðàçìåðíîñòü

âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V êîíå÷íà è ðàâíà n = dimV, òî ðÿäû ïî ñòåïå-

íÿì Âk
âñåãäà îáðûâàþòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè

ìàòðèöû n × n êàê îïåðàòîðû â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿùåì èç

óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ n êîìïëåêñíûõ ÷èñåë (ñòîëáèêîâ). Îäíàêî, ñà-

ìè ìàòðèöû îáðàçóþò âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ

ìàòðèö è óìíîæåíèÿ èõ íà ÷èñëî (ñòð. 358). Òàê êàê êàæäàÿ ìàòðèöà çà-

äà¼òñÿ n2 ÷èñëàìè, ðàçìåðíîñòü òàêîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà, ñîñòî-

ÿùåãî èç ìàòðèö ðàâíà n2. Íàïðèìåð, äëÿ ñëó÷àÿ n = 2, ëþáàÿ ìàòðèöà
ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà ïî ñëåäóþùåìó áàçèñó:

(
a b
c d

)

= a

(
1 0
0 0

)

+ b

(
0 1
0 0

)

+ c

(
0 0
1 0

)

+ d

(
0 0
0 1

)

.

Íóëåâîé ýëåìåíò 0 � ýòî ìàòðèöà ñîñòîÿùàÿ èç íóëåé. Åù¼ îäèí âàæíûé

áàçèñ â 2-ìåðíîì ìàòðè÷íîì ïðîñòðàíñòâå � ýòî ìàòðèöû Ïàóëè:

a0

(
1 0
0 1

)

+a1

(
0 1
1 0

)

+a2

(
0 −ı
ı 0

)

+a3

(
1 0
0 −1

)

=

(
a0 + a3 a1 − ıa2
a1 − ıa2 a0 − a3

)

.

×åòûðå êîý��èöèåíòà ðàçëîæåíèÿ a0, a1, a2, a3 (êîîðäèíàòû ìàòðèöû â

äàííîì áàçèñå) íåñëîæíî ñâÿçàòü ñ ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè ïðîèçâîëü-

íîé ìàòðèöû 2× 2. Åñëè ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ðàâíà n2, òî n2 + 1

ìàòðèö ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûìè.
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• Â êà÷åñòâå îïåðàòîðîâ â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå �óíêöèé ìîãóò,

íàïðèìåð, âûñòóïàòü ïðîèçâîäíûå, �óíêöèè êîîðäèíàò èëè èíòåãðàëû:

D̂f(x) =
df

dx
, X̂f(x) = x f(x), L̂f(x) =

b∫

a

L(x, y) f(y)dy,

ãäå �óíêöèÿ L(x, y) íàçûâàåòñÿ ÿäðîì èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà. Åù¼

îäèí ïðèìåð � îïåðàòîð èíâåðñèè, ìåíÿþùèé çíàê àðãóìåíòà ó �óíêöèè:

P̂ f(x) = f(−x).
Âñå ýòè ëèíåéíûå îïåðàòîðû, äåéñòâóÿ íà �óíêöèè f(x), ñíîâà äàþò

íåêîòîðóþ �óíêöèþ.

⊲ Åñëè ïðîñòðàíñòâî �óíêöèé îãðàíè÷åíî, íàïðèìåð, êëàññîì L2[a, b],
òî äåéñòâèå íå ëþáîãî îïåðàòîðà îáëàäàåò çàìêíóòîñòüþ, ò.å. ïðèâîäèò ê

�óíêöèè èç ýòîãî æå ïðîñòðàíñòâà. Íàïðèìåð, �óíêöèÿ

√
x êâàäðàòè÷-

íî èíòåãðèðóåìà íà èíòåðâàëå [0, 1]. Îäíàêî, äåéñòâèå íà íå¼ îïåðàòîðà
âòîðîé ïðîèçâîäíîé d2/dx2 ïðèâîäèò ê �óíêöèè −x−3/2/4, íîðìà êîòî-

ðîé óæå áåñêîíå÷íà. Áåñêîíå÷íà òàêæå íîðìà �óíêöèè Äèðàêà δ(x). Ïî-
ýòîìó â êâàíòîâîé òåîðèè êëàññ �óíêöèé L2[a, b] îêàçûâàåòñÿ ñëèøêîì

óçêèì è ðàñøèðÿåòñÿ íà �óíêöèè ñ áåñêîíå÷íîé íîðìîé.

⊲ Ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå îïåðàòîðîâ â �óíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå,

îïðåäåëÿåòñÿ êàê è â ëþáîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå:

〈
Â+f , g

〉
=
〈
f , Âg

〉
.

Íàéä¼ì, íàïðèìåð, ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà:

〈
f , L̂g

〉
=

b∫

a

f ∗(x)L(x, y)g(y) dy dx =

b∫

a

(L∗(x, y)f(x))∗g(y) dx dy,

ïîýòîìó

L+(x, y) = L∗(y, x).

Îïåðàòîð èíâåðñèè P̂ è X̂ = x è ÿâëÿþòñÿ ýðìèòîâûìè.

⊲ �àññìîòðèì íà âñåé äåéñòâèòåëüíîé îñè êëàññ �óíêöèé äîñòàòî÷íî

áûñòðî óáûâàþùèõ íà áåñêîíå÷íîñòè. ×òîáû îïåðàòîð ïðîèçâîäíîé áûë

ýðìèòîâûì, åãî íåîáõîäèìî óìíîæèòü íà ìíèìóþ åäèíèöó: K̂ = −ıd/dx.
Äåéñòâèòåëüíî, èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, èìååì:

∞∫

−∞

f ∗(x)
(

− ı
d

dx

)

g(x) dx = −ıf ∗(x)g(x)
∣
∣
∣

∞

−∞
+

∞∫

−∞

(

− ı
d

dx
f(x)

)∗
g(x) dx.

Òàê êàê �óíêöèè íà áåñêîíå÷íîñòè óáûâàþò, ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé

÷àñòè ðàâíî íóëþ è ìû ïîëó÷àåì K̂+ = K̂.
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⊲ Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîììóòàòîðà äâóõ îïåðàòîðîâ íåîáõîäèìî ñïðàâà

îò íåãî ïîñòàâèòü ïðîèçâîëüíóþ �óíêöèþ:

[ d

dx
, x
]
f(x) =

d

dx
(x f(x))− x

df(x)

dx
= f(x),

çàòåì îïóñêàÿ å¼, çàïèñàòü ðåçóëüòàò:

[ d

dx
, x
]
= 1.

Çàìåòèì, ÷òî êîãäà â êà÷åñòâå îïåðàòîðà âûñòóïàåò �óíêöèÿ (êàê âûøå

x) øëÿïêà íàä íèì, ÷àñòî íå ñòàâèòñÿ, îäíàêî ýòó îïåðàòîðíóþ �óíêöèþ

ñòîèò îòëè÷àòü îò �óíêöèé f(x), g(x), ..., êîòîðûå â �óíêöèîíàëüíîì

ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿþòñÿ âåêòîðàìè.

Àíàëîãè÷íî ñòîèò ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè V (x) � îïåðàòîð ñî ñâîéñòâîì

V (−x) = V (x) (÷¼òíàÿ �óíêöèÿ), òî îïåðàòîð èíâåðñèè ñ íèì áóäåò

êîììóòèðîâàòü: [P̂ , V (x)] = 0. Åñëè æå V (x) íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì ÷¼ò-

íîñòè, òî îí íå áóäåò êîììóòèðîâàòü ñ P̂ .

⊲ Îïåðàòîðû â �óíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå ìîãóò èìåòü êàê äèñ-

êðåòíûé, òàê è íåïðåðûâíûé ñïåêòð. Íàïðèìåð, îïåðàòîð èíâåðñèè P̂
èìååò äâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ±1 (ñì. ñòð. 46). Åãî ñîáñòâåííûìè �óíê-

öèÿìè áóäóò âñå ÷¼òíûå �óíêöèè fe(−x) = fe(x) äëÿ P = 1 è âñå

íå÷¼òíûå fo(−x) = −fo(x) äëÿ P = −1. Â ýòîì ñëó÷àå ìû èìååì áåñêî-

íå÷íîå âûðîæäåíèå. Òàê êàê ïðîèçâåäåíèå f ∗
e (x)fo(x) ÿâëÿåòñÿ íå÷¼òíîé

�óíêöèåé, òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (V.68) ðàâíî íóëþ, ò.å. ñîáñòâåí-

íûå �óíêöèè P̂ îðòîãîíàëüíû. Ëþáîé âåêòîð (�óíêöèþ) âñåãäà ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ÷¼òíîé è íå÷¼òíîé �óíêöèè, ò.å. ðàçëîæèòü

ïî áàçèñó ñîáñòâåííûõ �óíêöèé P̂ :

f(x) =
f(x) + f(−x)

2
+
f(x)− f(−x)

2
.

Ïåðâûé ÷ëåí ÿâëÿåòñÿ ÷¼òíîé �óíêöèåé è ïðèíàäëåæèò ê ñîáñòâåííûì

�óíêöèÿì fe(x), à âòîðîé � ýòî íå÷¼òíàÿ �óíêöèÿ fo(x).

⊲ Ôóíêöèè îò îïåðàòîðîâ â �óíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëÿ-

þòñÿ, êàê îáû÷íî, ïðè ïîìîùè ðÿäîâ. Ïóñòü, íàïðèìåð, a � äåéñòâèòåëü-
íîå ÷èñëî. Íàéä¼ì äåéñòâèå íà f(x) ñëåäóþùåãî îïåðàòîðà:

exp
(

a
d

dx

)

f(x) = f(x) + a
df(x)

dx
+
a2

2!

d2f(x)

dx2
+ ... = f(x+ a),

ãäå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ó÷òåíî ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà áåñêîíå÷íî

äè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèè f(x). Òàêîé îïåðàòîð íàçûâàþò îïåðàòî-

ðîì òðàíñëÿöèè íà ÷èñëî a.
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I.1 Òåîðåìà Êîøè

• Â 1748 Ëåîíàðä Ýéëåð îïóáëèêîâàë çàìå÷àòåëüíóþ �îðìóëó:

eıφ = cosφ+ ı sinφ, (I.1)

êîòîðàÿ çàìåíÿåò ñîáîé âñþ òðèãîíîìåòðèþ, ïîçâîëÿÿ ëåãêî âûâåñòè ëþ-

áîå ñîîòíîøåíèå ñ sin è cos. Íàïðèìåð, ïðè âîçâåäåíèè �îðìóëû Ýéëåðà

â n-þ ñòåïåíü ïîëó÷àåòñÿ �îðìóëà Ìóàâðà:

cos(nφ) + ı sin(nφ) =
(
cosφ+ ı sinφ)n,

äàþùàÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèå �óíêöèè êðàòíûõ óãëîâ. Äîêàçàòü (I.1) ìîæ-

íî, íàïðèìåð, ðàñêëàäûâàÿ ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòü â ðÿä Òåéëîðà.

⊲ Ïðîèçâîëüíîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî:

z = x+ ı y = |z| eiφ = |z| (cosφ+ ı sinφ)

îïðåäåëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíîé x è ìíèìîé y ÷àñòÿìè èëè ìîäóëåì |z| =
√

x2 + y2 è àðãóìåíòîì (óãëîì) φ = arctg(y/x). �àññìîòðèì äåêàðòî-

âóþ ïëîñêîñòü. Ïî îñè x îòëîæèì äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü, à ïî îñè y -

êîìïëåêñíóþ âìåñòå ñ ìíèìîé åäèíèöåé. Òîãäà ëþáîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òî÷êó íà ýòîé ïëîñêîñòè, à äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ

÷àñòè ÿâëÿþòñÿ ïðîåêöèÿìè íà êîîðäèíàòíûå îñè:

Ìíèìàÿ åäèíèöà èìååò åäèíè÷íûé ìîäóëü è àðãóìåíò, ðàâíûé π/2, à àð-

ãóìåíò �-1� ðàâåí π. Ñëîæåíèå äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ãåîìåòðè÷åñêè

ýêâèâàëåíòíî ñëîæåíèþ âåêòîðîâ (âûøå òðåòèé ðèñóíîê). Äëÿ êîìïëåêñ-

íûõ ÷èñëå íå îïðåäåëåíî óïîðÿäî÷èâàíèå z1 < z2 è ò.ï.

⊲ Àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà îïðåäåë¼í ñ òî÷íîñòüþ äî öåëîãî ÷èñ-

ëà ïîëíûõ îáîðîòîâ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî |z| eıφ è |z|eı (φ+2πk)
� îäíî è òîæå

÷èñëî (k = 1, 2, ...). Ïîýòîìó ïðè èçâëå÷åíèè êîðíÿ n-òîé ñòåïåíè:

n
√
z = |z|1/n exp

{

ı
φ+ 2πk

n

}

, k = 0, 1, .., n− 1, (I.2)

ïðè k = 0, 1, .., n− 1 ïîëó÷àþòñÿ ðàçëè÷íûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Ëþáîå

àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå n-é ñòåïåíè âñåãäà èìååò n ðåøåíèé, ÷àñòü èç

êîòîðûõ ìîæåò îêàçàòüñÿ êîìïëåêñíûìè.
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• Ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè f(z), çàâèñÿùåé îò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z,
îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî ïðîèçâîäíîé ïî äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé:

df(z)

dz

∣
∣
∣
z=z0

= f ′(z0) = lim
∆z→0

f(z0 +∆z)− f(z0)

∆z
. (I.3)

Ïðåäåë ñóùåñòâóåò, åñëè íåò ðàçíèöû îò ñïîñîáà ïðèáëèæåíèÿ z ê z0.
Ýòî ñèëüíîå òðåáîâàíèå íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèå íà äåéñòâèòåëüíóþ è

ìíèìóþ ÷àñòè �óíêöèè. Òàê, åñëè z = x+ ıy è f(z) = u(x, y) + ı v(x, y),
òî äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ Êîøè-�èìàíà:

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
. (I.4)

Îíè ñëåäóþò èç îïðåäåëåíèÿ (I.3), åñëè âûáðàòü ∆z = ∆x (ñòðåìèìñÿ

ê òî÷êå z0 íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè) è

∆z = ı∆y (ñòðåìèìñÿ ñâåðõó âíèç), ñì. íèæå ïåðâûé ðèñóíîê.

⊲ Àíàëèòè÷åñêîé �óíêöèåé íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿ f(z), äè��åðåí-

öèðóåìàÿ âî âñåõ òî÷êàõ íåêîòîðîé îáëàñòè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè è

èìåþùàÿ â ýòîé îáëàñòè íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ. Äëÿ àíàëèòè÷å-

ñêîé �óíêöèè äîëæíû âûïîëíÿòñÿ óñëîâèÿ Êîøè-�èìàíà (I.4). Îáëàñòü

àíàëèòè÷íîñòè ìîæåò ñîâïàäàòü ñî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòüþ èëè

òîëüêî ñ íåêîòîðîé å¼ ÷àñòüþ (èëè ÷àñòÿìè). Åñëè êîìïëåêñíàÿ �óíê-

öèÿ èìååò ïðîèçâîäíóþ ïåðâîãî ïîðÿäêà, òî îíà èìååò è ïðîèçâîäíóþ

ëþáîãî ïîðÿäêà. Àíàëèòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà â ðÿä

Òåéëîðà è íàîáîðîò, òàêàÿ ðàçëîæèìîñòü îçíà÷àåò àíàëèòè÷íîñòü.

⊲ Èíòåãðèðîâàíèå â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè îñóùåñòâëÿåòñÿ âäîëü

�èêñèðîâàííîé êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé C. Òàêóþ êðèâóþ ìîæíî çàäàòü

â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå z(t) = x(t)+ ı y(t), ãäå t � äåéñòâèòåëüíûé ïàðà-
ìåòð, �íóìåðóþùèé� òî÷êè êðèâîé. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà êðèâàÿ

ðàçáèâàåòñÿ íà n ÷àñòåé ∆z1,...,∆zn è íàõîäèòñÿ ïðåäåë ñóììû:

∫

C

f(z) dz = lim
n→∞

n∑

k=1

f(zk)∆zk,

ãäå zk � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà, ïðèíàäëåæàùàÿ k-òîìó ñåãìåíòó êðèâîé.

Êðèâàÿ C ïî êîòîðîé ïðîâîäèòñÿ èíòåãðèðîâàíèå ìîæåò èìåòü íà÷àëî è

êîíåö, ìîæåò óõîäèòü íà áåñêîíå÷íîñòü èëè áûòü çàìêíóòîé.



386 ÈÍÒÅ��ÀËÛ

⊲ Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì èíòåãðàë îò f(z) = 1/(z − z0), ïî
çàìêíóòîé êðèâîé, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé îêðóæíîñòü ðàäèóñà ρ âîêðóã

òî÷êè z0. Çàäàäèì å¼ â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå z = z0+ρ e
ıφ
ñ 0 6 φ 6 2π:

∮

C

dz

z − z0
=

2π∫

0

ıρeıϕ dφ

ρeıϕ
= ı

2π∫

0

dφ = 2π ı, (I.5)

ãäå ó÷òåíî, ÷òî dz = ıρeıϕ dφ ïðè ρ = const (ñì. òðåòèé ðèñóíîê íà

ïðåäûäóùåé ñòðàíèöå). Èíòåãðàë íå çàâèñèò íè îò ðàäèóñà îêðóæíîñòè

ρ, íè îò ïîëîæåíèÿ òî÷êè z0. Êðîìå ýòîãî, ïðè âûáðàííîé ïàðàìåòðè-

çàöèè êðèâîé, å¼ îáõîä ïðîâîäèòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Ôóíêöèÿ

1/(z − z0) íå ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â òî÷êå z = z0. Îäíàêî, òàê êàê

êîíòóð ÷åðåç ýòó òî÷êó íå ïðîõîäèò, èíòåãðàë ïî íåìó õîðîøî îïðåäåë¼í.

⊲ �àññìîòðèì �óíêöèþ f(z), ÿâëÿþùóþñÿ àíàëèòè÷åñêîé â íåêîòî-

ðîé îäíîñâÿçíîé (áåç äûðîê) îáëàñòè D. Èíòåãðàë îò òàêîé �óíêöèè ïî

ëþáîìó çàìêíóòîìó êîíòóðó C, ëåæàùåìó â D ðàâåí íóëþ:

∮

C

f(z) dz = 0. (I.6)

Ýòî èñêëþ÷èòåëüíî âàæíîå óòâåðæäåíèå íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé Êîøè.

Îíà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç óñëîâèé Êîøè-�èìàíà (I.4). Äåéñòâè-

òåëüíî, çàïèñûâàÿ f(z) = u(x, y) + ı v(x, y) è dz = dx+ ı dy èìååì:
∮

C

f(z) dz =

∮

C

(u dx− v dy) + ı

∮

C

(v dx+ u dy). (I.7)

Èíòåãðàëû â ïðàâîé ÷àñòè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáû÷íûå êîíòóð-

íûå èíòåãðàëû â ïëîñêîñòè (x, y) ïî çàìêíóòîé êðèâîé C. Äëÿ òàêèõ

èíòåãðàëîâ ñïðàâåäëèâà òåîðåìà Ñòîêñà, ïîçâîëÿþùàÿ ïåðåéòè îò èí-

òåãðàëà ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó C ê èíòåãðàëó ïî ïëîùàäè S, êîòîðûé
ýòîò îêðóæàåò êîíòóð:

∮

C

(Fx dx+ Fy dy) =

∮

C

F dl =

∫

S

[∇× F] dS =

∫

S

(
∂Fy

∂x
− ∂Fx

∂y

)

dxdy.

Ïåðåõîäÿ â (I.7) ê ïîâåðõíîñòíûì èíòåãðàëàì è ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ Êîøè-

�èìàíà (I.4), íåñëîæíî ïîëó÷èòü íîëü.

Èç òåîðåìû Êîøè ñëåäóåò, ÷òî èíòåãðàë ïî íåçàìêíóòîìó êîíòóðó çà-

âèñèò òîëüêî îò ïîëîæåíèÿ íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé òî÷êè, à ñàì êîíòóð

ìîæíî, áåç èçìåíåíèÿ çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà, ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì äå-

�îðìèðîâàòü (â îáëàñòè àíàëèòè÷íîñòè �óíêöèè).
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⊲ Òåîðåìó Êîøè ëåãêî îáîáùèòü íà ìíîãîñâÿçíóþ îáëàñòü. Ïóñòü

âíóòðè êîíòóðà C �óíêöèÿ f(z) àíàëèòè÷íà âåçäå, êðîìå íåñêîëüêèõ

îáëàñòåé (íà ïåðâîì ðèñóíêå íèæå îíè çàøòðèõîâàíû). Òîãäà ìîæíî ýòè

îáëàñòè íåàíàëèòè÷íîñòè îêðóæèòü êîíòóðàìè C1, C2 è ñîåäèíèòü èõ ñ

îñíîâíûì êîíòóðîì:

Èíòåãðàëû ïî áåñêîíå÷íî áëèçêèì ñåãìåíòàì êðèâîé, ñîåäèíÿþùåé C

è Ci ðàâíû íóëþ (èíòåãðèðîâàíèå èä¼ò âî âñòðå÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ: íà

îäíîé ∆z > 0, à íà ñîñåäíåé ∆z < 0). Ïîýòîìó èíòåãðàë ïî êîíòóðó C,

ïëþñ èíòåãðàëû ïî C1 è C2 ïî òåîðåìå Êîøè, áóäåò ðàâåí íóëþ (èíòå-

ãðèðîâàíèå ïî C âåä¼òñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, à ïî Ci � ïðîòèâ).

⊲ Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî âû÷èñëèòü èíòåãðàë îò ïðîèçâîëü-

íîé àíàëèòè÷åñêîé �óíêöèè f(z), äåë¼ííîé íà z − z0, ïî ïðîèçâîëüíîìó

êîíòóðó C, êîòîðûé îêðóæàåò òî÷êó z0:
∮

C

f(z) dz

z − z0
= 2πı f(z0). (I.8)

Äåéñòâèòåëüíî, îêðóæèì z = z0 îêðóæíîñòüþ ìàëîãî ðàäèóñà ρ → 0
(âûøå âòîðîé ðèñóíîê). Àíàëèòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ f(z) â îêðåñòíîñòè z =

z0 ðàâíà f(z0) è ìîæåò áûòü âûíåñåíà çà èíòåãðàë, ïîñëå ÷åãî èñïîëü-

çóåòñÿ ñîîòíîøåíèå (I.5). Äè��åðåíöèðóÿ (I.8) n ðàç ïî z0 íåñëîæíî

ïîëó÷èòü:

∮

C

f(z) dz

(z − z0)n+1
=

2πı

n!

dnf(z0)

dzn
. (I.9)

⊲ Åñëè �óíêöèÿ âíóòðè çàìêíóòîãî êîíòóðà C (îáõîä ïðîòèâ ÷àñîâîé

ñòðåëêè) ñîäåðæèò íåñêîëüêî ïîëþñîâ zi, ðàçíîé ñòåïåíè òî èíòåãðàë îò
íå¼ ðàâåí ñóììå âû÷åòîâ:

∮

C

F (z) dz = 2πı
∑

i

res F (zi), (I.10)

ãäå äëÿ ïîëþñà (n+ 1)-é ñòåïåíè âû÷åò ðàâåí

F (z) =
f(z)

(z − zi)n+1
, res F (zi) =

1

n!

dnf(zi)

dzn

(ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî �óíêöèÿ f(z) â îêðåñòíîñòè zi àíàëèòè÷íà).
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I.2 Ìíîãîçíà÷íûå �óíêöèè

• Ôóíêöèè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé f(z) ìîãóò áûòü íåîäíîçíà÷íû-

ìè, ò.å. îäíîìó è òîìó æå çíà÷åíèþ z ñîîòâåòñòâóåò íåñêîëüêî (èíîãäà

áåñêîíå÷íî ìíîãî) ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé f . Ýòî íîâûé òèï íåîäíîçíà÷-

íîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ �ïðîñòûìè� íåîäíîçíà÷íîñòÿìè äåéñòâèòåëüíûõ

�óíêöèé òèïà arcsin(x).

�àññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà �óíêöèþ ξ =
√
z, îáðàòíóþ ê z = ξ2.

Ïóñòü z = r eıφ, ãäå r > 0. Èçìåíåíèå óãëà íà 2π: φ 7→ φ+2π âîçâðàùàåò

íàñ ê òîé æå òî÷êå êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Îäíàêî, çíà÷åíèå �óíêöèè√
z òàì óæå äðóãîå (eıπ = −1):

√
z =

√
r eı

φ
2 7→ √

z =
√
r eı

φ
2+ıπ = −√

r eı
φ
2

Äåëàÿ åù¼ îäèí îáîðîò, âîçâðàùàåìñÿ ê èñõîäíîìó çíà÷åíèþ. Òàêèì îá-

ðàçîì, ýòî äâóçíà÷íàÿ �óíêöèÿ. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò,

÷òî �óíêöèÿ z1/n ïðè öåëîì n ÿâëÿåòñÿ n-çíà÷íîé �óíêöèåé, ñì. (I.2).

×òîáû ïðèäàòü îïèñàíèþ ìíîãîçíà÷íûõ �óíêöèé íàãëÿäíîñòè, èñ-

ïîëüçóþò ïîâåðõíîñòü �èìàíà. Ýòà ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ ñîâîêóïíî-

ñòüþ êîìïëåêñíûõ ïëîñêîñòåé, íàçûâàåìûõ ëèñòàìè. Íà êàæäîì ëèñòå

çàäà¼òñÿ ñâî¼ îäíîçíà÷íîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé �óíêöèè. Ïåðåõîä ñ îä-

íîãî ëèñòà íà äðóãîé, äà¼ò íîâóþ âåòâü ìíîãîçíà÷íîé �óíêöèè (íîâûå

å¼ çíà÷åíèÿ). Äëÿ íåïðåðûâíîñòè òàêèõ ïåðåõîäîâ, ëèñòû ðàçðåçàþòñÿ

âäîëü íåêîòîðûõ ëèíèé è ñîåäèíÿþòñÿ äðóã ñ äðóãîì ýòèìè ðàçðåçàìè.

�àçðåçû äåëàþò òàê, ÷òîáû ëþáûå ïåðåìåùåíèÿ ïî ëèñòó, ïðè êîòîðûõ

íå ïðîèñõîäèò ïåðåñå÷åíèÿ ðàçðåçà, íå ïîêèäàëè äàííîãî ëèñòà (íå ïðè-

âîäèëè ê ìíîãîçíà÷íîñòè).

Íàïðèìåð, äëÿ îïèñàíèÿ �óíêöèè

√
z =

√
r eıφ/2, âîçüì¼ì äâå êîì-

ïëåêñíûå ïëîñêîñòè è ðàçðåæåì èõ âäîëü äåéñòâèòåëüíîé ïîëóîñè x < 0:

Ïóñòü íà ïåðâîì ëèñòå (n = 0) âäîëü äåéñòâèòåëüíîé ïîëóîñè x > 0

�óíêöèÿ ðàâíà

√
r ≡

√

|z| = √
x. Ïîâîðà÷èâàÿñü íà óãîë φ = π íà âåðõ-

íåì áåðåãó ðàçðåçà ïîëó÷àåì çíà÷åíèå �óíêöèè ı
√

|x|. ×òîáû ïîëó÷èòü

çíà÷åíèå �óíêöèè íà íèæíåì áåðåãó ðàçðåçà ýòîãî æå ëèñòà, íåîáõî-

äèìî ïîëîæèòü φ = −π (÷òîáû íå ïåðåñå÷ü ðàçðåç, ïîäõîäèì ê íåìó

ñíèçó). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì çíà÷åíèå −ı
√

|x|. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì

íàõîäèòñÿ çíà÷åíèå �óíêöèè

√
x â ëþáîé òî÷êå ïåðâîãî ëèñòà.
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Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè ïåðåñå÷åíèè ðàçðåçà ïåðâîãî ëèñòà ñâåðõó, ìû

ïåðåõîäèì íà íèæíèé áåðåã âòîðîãî ëèñòà (n = 1). Íà í¼ì çíà÷åíèå

�óíêöèè áóäåò òàêèì æå êàê è ïðè �âûõîäå� ñ ïåðâîãî ëèñòà. Ïîâîðîò

íà óãîë 2π (îò äåéñòâèòåëüíîé îñè x ïåðâîãî ëèñòà) ñîîòâåòñòâóåò ñíî-

âà äåéñòâèòåëüíîé îñè, íî óæå âòîðîãî ëèñòà. Ôóíêöèÿ íà íåé ðàâíà√
r eı2π/2 = −

√

|z|. Íàêîíåö, ïîâîðîò íà 3π äà¼ò òî÷êè íà âåðõíåì áåðåãó

âòîðîãî ëèñòà. Äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå óãëà âîçâðàùàåò íà ïåðâûé ëèñò

ñî ñòîðîíû åãî íèæíåãî ðàçðåçà. Äëÿ äåéñòâèòåëüíîãî x > 0 íà ïåðâîì

ëèñòå ñïðàâåäëèâî ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ êîðíÿ èç îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë:

√
−x± ıǫ = ±ı√x, (I.11)

ãäå ǫ→ +0 � áåñêîíå÷íî ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ñèìâîëèçèðóþùåå
âåðõíèé (ıǫ) è íèæíèé (−ıǫ) áåðåãà ðàçðåçà.
Åù¼ îäèí ïðèìåð ìíîãîçíà÷íîé �óíêöèè � ýòî ëîãàðè�ì ξ = ln z �

�óíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê z = eξ. Çàïèñûâàÿ z = |z| eı(φ+2πn)
, φ = [0...2π]

èìååì áåñêîíå÷íîå ÷èñëî âåòâåé �óíêöèè:

ln z = ln |z|+ ı (φ+ 2πn), n = 0,±1,±2, ...

Òàê êàê íà ïîëîæèòåëüíîé äåéñòâèòåëüíîé ïîëóîñè ëîãàðè�ì ln x õîðî-
øî îïðåäåë¼í, óäîáíî ïðîâåñòè ðàçðåç âäîëü îòðèöàòåëüíîé ÷àñòè îñè

x < 0:

Íà íèæíåé ÷àñòè ðàçðåçà (n + 1)-ÿ âåòâü ëîãàðè�ìà ïðèíèìàåò òî æå

çíà÷åíèå, ÷òî è n-ÿ âåòâü íà âåðõíåé ñòîðîíå è ïîâåðõíîñòü �èìàíà ïî-

õîæà íà áåñêîíå÷íûé âèíò.

�ëàâíûì çíà÷åíèåì ëîãàðè�ìà íàçûâàþò åãî çíà÷åíèå íà ïåðâîì ëè-

ñòå (ãäå îí ðàâåí ln x íà äåéñòâèòåëüíîé ïîëóîñè x > 0). Íà ýòîì ëèñòå

äëÿ äåéñòâèòåëüíîãî x > 0 è ǫ→ +0:

ln(−x± ıǫ) = ln(x)± ıπ (I.12)

Ïðè îïèñàíèè ìíîãîçíà÷íîé �óíêöèè ln z, ìîæíî ñäåëàòü ðàçðåç è

âäîëü ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè x > 0 (âûøå òðåòèé ðèñóíîê). Â ýòîì

ñëó÷àå íà ïåðâîì ëèñòå íà âåðõíåì áåðåãó ðàçðåçà (x > 0) ìîæíî ïîëî-
ëîæèòü ln(x+ıǫ) = ln(x). Òîãäà íà íèæíåì áåðåãó: ln(x−ıǫ) = ln(x)+2πı,

à íà äåéñòâèòåëüíîé îòðèöàòåëüíîé ïîëóîñè x < 0: ln(−|x|) = ln |x|+ ıπ.
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• �àññìîòðèì åù¼ îäèí ïðèìåð ìíîãîçíà÷íîé �óíêöèè:

f(z) =
√

z2 − 1 =
√

(z − 1)(z + 1). (I.13)

Îíà èìååò 2 îñîáûå òî÷êè z = ±1, â êîòîðûõ âûðàæåíèå ïîä êîðíåì

ìåíÿåò ñâîé çíàê. Ïîýòîìó ïàðàìåòðèçàöèþ Ýéëåðà z = reıφ óäîáíî èç-
ìåíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

z = −1 + r1 e
ıφ1 = 1 + r2 e

ıφ2

(ýòî äâå ýêâèâàëåíòíûå �íóìåðàöèè� êîìïëåêñíîãî ÷èñëà ïðè ïîìîùè

ïàðû äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë (r1, φ1), ëèáî (r2, φ2), ãäå ri > 0). Ôóíêöèþ

(I.13) òåïåðü ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f(z) =
√
r1r2 exp

[

ı
φ1 + φ2

2

]

. (I.14)

Ïðîâåä¼ì ðàçðåç ìåæäó îñîáûìè òî÷êàìè [−1, 1]. Ïóñòü íà äåéñòâèòåëü-

íîé îñè ïðè x > 1 �óíêöèÿ ðàâíà
√
x2 − 1. Áóäåì, îòòàëêèâàÿñü îò ýòîé

ëèíèè, âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ �óíêöèè íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè,

äâèãàÿñü òàê, ÷òîáû íå ïåðåñå÷ü ðàçðåç (âñ¼ âðåìÿ îñòà¼ìñÿ íà ïåðâîì

ëèñòå ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè).

Ïðè äâèæåíèè îò x > 1 ê −1 < x < 1 ñâåðõó (òîíêàÿ ëèíèÿ ñî ñòðåëêîé

íà âòîðîì ðèñóíêå) óãîë φ1 âîçâðàùàåòñÿ ê íóëåâîìó çíà÷åíèþ, à φ2
ñòàíîâèòñÿ ðàâíûìè π. Ïîýòîìó íà âåðõíåì áåðåãó ðàçðåçà (y = +0)

�óíêöèÿ ïîëó÷àåò �àçîâûé ìíîæèòåëü eı(0+π)/2 = ı. Àíàëîãè÷íî, ïðè
äâèæåíèè ñíèçó ê íèæíåìó áåðåãó ðàçðåçà (y = −0), ïîëó÷àþòñÿ óãëû

φ1 = 0 è φ2 = −π, ïîýòîìó �àçîâûé ìíîæèòåëü ðàâåí eı(0−π)/2 = −ı.
Íàêîíåö, íà äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü îñè x < −1 ìîæíî ïîïàñòü, íàïðèìåð,
ñâåðõó, îáîéäÿ ðàçðåç. Ïðè ýòîì φ1 = φ2 = π, ïîýòîìó eı(π+π)/2 = −1.

Ïåðåñåêàÿ ðàçðåç, ìû ïîïàäàåì íà âòîðîé ëèñò ðèìàíîâîé ïîâåðõíî-

ñòè. Íàïðèìåð, îáîéäÿ òî÷êó âåòâëåíèÿ z = 1 ÷åðåç ðàçðåç è âåðíóâøèñü
íà äåéñòâèòåëüíóþ ïîëóîñü z > 1 ïîëó÷èì φ1 = 0, φ2 = 2π, ïîýòîìó íà

âòîðîì ëèñòå �óíêöèÿ èìååò óæå ìíîæèòåëü −1. Åñëè áû òàêîé îáõîä

áûë ñäåëàí âîêðóã îáîèõ òî÷åê âåòâëåíèÿ (ðàçðåç íå ïåðåñåêàåòñÿ è ìû

îñòà¼ìñÿ íà ïåðâîì ëèñòå), òî φ1 = φ2 = 2π è çíà÷åíèå �óíêöèè íå ìåíÿ-
åòñÿ. Ñòîèò òàêæå ïîâåðèòü, ÷òî �óíêöèÿ äâóçíà÷íà è äëÿ å¼ îïèñàíèÿ

äîñòàòî÷íî äâóõ ëèñòîâ. Ôóíêöèþ (I.13) ìîæíî òàêæå îïðåäåëèòü è ïðè

ïîìîùè ðàçðåçîâ, íàðèñîâàííûõ íà òðåòüåì ðèñóíêå âûøå.
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• �àññìîòðåííûå âûøå îñîáûå òî÷êè �óíêöèé √
z, ln z,

√
z2 − 1 ÿâëÿ-

þòñÿ òî÷êàìè âåòâëåíèÿ. Òàêèå òî÷êè âñåãäà âîçíèêàþò ïàðàìè. �àçðåç

ÿâëÿåòñÿ ëèíèåé, ñîåäèíÿþùåé ïàðû òî÷åê âåòâëåíèÿ. Òàê, äëÿ �óíêöèè√
z, êðîìå z = 0, ñóùåñòâóåò òàêæå âåòâëåíèå â áåñêîíå÷íî óäàë¼ííîé

òî÷êå: åñëè z = 1/ξ, òî
√
z = 1/

√
ξ è ξ = 0 � òî÷êà âåòâëåíèÿ

√
ξ. Àíàëî-

ãè÷íóþ òî÷êó âåòâëåíèÿ ñîäåðæèò ëîãàðè�ì. Ó �óíêöèè

√
z2 − 1, áåñ-

êîíå÷íî óäàë¼ííàÿ òî÷êà íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé âåòâëåíèÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò

ñäåëàòü ðàçðåç êîíå÷íûì, à åãî îáõîä íå ìåíÿåò çíà÷åíèÿ �óíêöèè.

Â îáùåì ñëó÷àå ïðèíÿòà ñëåäóþùàÿ êëàññè�èêàöèÿ îñîáûõ òî÷åê

�óíêöèè (òî÷åê â êîòîðûõ àíàëèòè÷íîñòü íàðóøàåòñÿ). Ïóñòü z0 íåêî-

òîðàÿ òî÷êà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ê êîòîðîé ñòðåìèòñÿ z. Ýòà òî÷êà

áóäåò:

⊲ óñòðàíèìîé îñîáîé òî÷êîé, åñëè åñòü êîíå÷íûé ïðåäåë: sin(z)/z;

⊲ ïîëþñîì, åñëè ïðåäåë ñóùåñòâóåò, íî áåñêîíå÷åí: 1/z, sin(z)/z2;

⊲ ñóùåñòâåííî îñîáîé òî÷êîé, åñëè ïðåäåëà íåò:

√
z, exp(1/z).

Ïðåäåë íå äîëæåí çàâèñåòü îò ñïîñîáà ñòðåìëåíèÿ ê z0 è â îòëè÷èè îò

�óíêöèè äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé âîçìîæíîñòåé (ïóòåé) äëÿ z → z0
ñóùåñòâåííî áîëüøå.

�ÿäîì Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè |z − z0| < r íåêîòîðîé òî÷êè z0 íàçûâà-
åòñÿ ñóììà (r � ðàäèóñ ñõîäèìîñòè):

f(z) =
∞∑

n=−∞
cn (z − z0)

n = ...+
c−2

(z − z0)2
+

c−1

z − z0
+ c0 + c1 (z − z0) + ...

Ñëàãàåìûå ñ êîý��èöèåíòàìè c−1, c−2, ... íàçûâàþòñÿ ãëàâíîé ÷àñòüþ.

×òîáû îñîáàÿ òî÷êà áûëà óñòðàíèìîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû â

ðÿäå Ëîðàíà îòñóòñòâîâàëà ãëàâíàÿ ÷àñòü (ò.å. ýòî ðÿä Òåéëîðà). Îñîáàÿ

òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì, åñëè ãëàâíàÿ ÷àñòü ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî

ñëàãàåìûõ. Íàêîíåö, äëÿ �óíêöèé ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ñëàãàåìûõ â

ãëàâíîé ÷àñòè, òî÷êà z0 ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî îñîáîé. Íàïðèìåð:

exp
1

z
= 1 +

z−1

1
+
z−2

2!
+
z−3

3!
+ ...

èìååò ïðè z = 0 ñóùåñòâåííî îñîáóþ òî÷êó. Íà ÿçûêå ïðåäåëà ýòî îçíà÷à-

åò, ÷òî ïðè äâèæåíèè âäîëü äåéñòâèòåëüíîé îñè ñëåâà x→ −0 ðåçóëüòàò
ðàâåí exp(−1/0) = 0, òîãäà êàê ïðè äâèæåíèè ñïðàâà: exp(1/0) = ∞,

ò.å ïðåäåë îòñóòñòâóåò. Â ñëó÷àå �óíêöèè exp(1/z2) ðåçóëüòàò ñòðåìëå-
íèÿ âäîëü äåéñòâèòåëüíîé îñè ñëåâà è ñïðàâà ñîâïàäàåò, îäíàêî âäîëü

êîìïëåêñíîé îñè îò íåãî îòëè÷àåòñÿ, ïîýòîìó z = 0 òàêæå ñóùåñòâåííî

îñîáàÿ òî÷êà (÷òî âèäíî è ïðè ðàçëîæåíèè â ðÿä Ëîðàíà).
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I.3 Ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ

• Ïðè α2 > 1 ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé èíòåãðàë

I0 =

π∫

0

dθ

α− cos θ
=

1

2

2π∫

0

dθ

α− cos θ
=

π√
α2 − 1

. (I.15)

Ñäåëàåì ïîäñòàíîâêó z = eıθ. Ïðè èçìåíåíèè θ îò 0 äî 2π êîìïëåêñíîå

÷èñëî z îïèñûâàåò åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü. Âûðàæàÿ êîñèíóñ ïî �îðìó-

ëå Ýéëåðà cos θ = (z + 1/z)/2, ïîëó÷àåì:

I =

∮

|z|=1

ı dz

z2 − 2αz + 1
=

∮

|z|=1

ı dz

(z − z0)(z − 1/z0)
= 2πı

ı

z0 − 1/z0
,

ãäå z0 = α −
√
α2 − 1 è â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ó÷òåíî, ÷òî ïðè α > 1

âíóòðü îêðóæíîñòè ïîïàäàåò îäèí ïîëþñ â òî÷êå z = z0.

Êîãäà 1 > α2
, òî z0 = α± ı

√
1− α2

. Â ýòîì ñëó÷àå |z0| = 1 è ïîëþñ ïî-
ïàäàåò íà êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ïîëþñó â èñõîäíîì

èíòåãðàëå, ïðè cos θ = α. Äëÿ äîîïðåäåëåíèÿ ïðàâèëà îáõîäà ïîëþñà,

ñäåëàåì êîìïëåêñíûé ñäâèã α 7→ α ± ıǫ. Òîãäà ïðè èçâëå÷åíèè êîðíÿ â

(I.15) îò îòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà íåîáõîäèìî ïîëüçîâàòüñÿ ïðàâèëîì (I.11):

√

(α+ ıǫ)2 − 1 =
√

−(1− α2) + 2ıαǫ = sign(α) ı
√

1− α2.

Òàêæå âû÷èñëÿåòñÿ åù¼ îäèí èíòåãðàë, âîçíèêàþùèé ïðè èíòåãðèðî-

âàíèè ïî óãëàì 4-ìåðíîé ñ�åðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò:

I2 =

π∫

0

sin2 θ dθ

α− cos θ
= π

(
α−

√

α2 − 1
)
. (I.16)

Â ýòîì ñëó÷àå âíóòðè îêðóæíîñòè îêàçûâàåòñÿ äâà ïîëþñà: z = 0 (ïîëþñ
âòîðîãî ïîðÿäêà) è z = z0 = α−

√
α2 − 1 (ïåðâûé ïîðÿäîê):

I2 = − ı

4

∮

|z|=1

(z2 − 1)2 dz

z2(z − z0)(z − 1/z0)
.

Ïîýòîìó èíòåãðàë ðàâåí ñóììå äâóõ âû÷åòîâ:

I2 =
2π

4

(z20 − 1)2

z20(z0 − 1/z0)
+

2π

4

[ (z2 − 1)2

(z − z0)(z0 − 1/z0)

]′

z=0
.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî íàõîäèòü èíòåãðàëû îò òðèãîíîìåòðè÷å-

ñêèõ �óíêöèé ïî äèàïàçîíó [0..π] èëè [0..2π]
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• Â êà÷åñòâå ïðèìåðà âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà îò ìíîãîçíà÷íîé �óíê-

öèè, äîêàæåì, ÷òî ïðè 0 < p < 2:

∞∫

0

xp−1

1 + x2
dx =

π/2

sin(πp/2)
. (I.17)

Íàéä¼ì èíòåãðàë ïî êîíòóðó, èçîáðàæ¼ííîìó íèæå íà ðèñóíêå (z = x+

ıy):

I =

∫

C

zp−1

1 + z2
dz.

Ïðè íå öåëûõ p �óíêöèÿ zp èìååò òî÷êó âåòâëåíèÿ z = 0. Ïîýòîìó íà

êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñäåëàí ðàçðåç âäîëü x > 0 (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ).

Ïóñòü íà âåðõíåì áåðåãó z = x, òîãäà íà íèæíåì áåðåãó z = e2π ı x (îáõî-
äèì ðàçðåç ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè: φ = 0 7→ φ = 2π). Âíóòðè êîíòóðà

åñòü äâå îñîáûå òî÷êè z1 = ı = eıπ/2 è z2 = −ı = e3ıπ/2 (äëÿ âòîðîé òî÷êè
íåîáõîäèìî ïîâîðà÷èâàòüñÿ îò ïåðâîé òàê, ÷òîáû íå ïåðåñå÷ü ðàçðåç). Â

ðåçóëüòàòå, ïî òåîðåìå Êîøè, èìååì:

I =
1

2ı

∫

C

[ zp−1

z − z1
− zp−1

z − z2

]

dz =
2πı

2ı

[

eıπ(p−1)/2 − e3ıπ(p−1)/2
]

,

èëè

=
π

ı

[

eıπp/2 − e3ıπp/2
]

=
2π

ı
eıπp cos(πp/2).

Âû÷èñëèì ýòîò æå èíòåãðàë, ðàçáèâ êîíòóð C íà 4 ÷àñòè. Åñëè p > 0,
èíòåãðèðîâàíèå ïî ìàëîé îêðóæíîñòè ðàäèóñà r äà¼ò íîëü (z = r eıφ):

0∫

2π

rp−1 eıφ(p−1)

1 + r2 e2ıφ
ı r eıφ dφ → 0, ïðè r → 0.

Àíàëîãè÷íî, íà áîëüøîé îêðóæíîñòè ðàäèóñà R, êîãäà R→ ∞ èíòåãðàë

ðàâåí íóëþ ïðè p < 2. Îñòàëèñü èíòåãðàëû âäîëü âåðõíåãî è íèæíåãî

áåðåãîâ ðàçðåçà:

I =

∞∫

0

xp−1 dx

1 + x2
+ e2πı(p−1)

0∫

∞

xp−1 dx

1 + x2
= −2ı eıπp sin(πp)

∞∫

0

xp−1 dx

1 + x2
.

Ñðàâíåíèå âû÷èñëåíèé èíòåãðàëà äâóìÿ ñïîñîáàìè, ïðèâîäèò ê (I.17).
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I.4 �àóññîâ èíòåãðàë

• Áàçîâûé ãàóññîâ èíòåãðàë èìååò âèä:
∞∫

−∞

e−x2

dx =
√
π. (I.18)

Ýòî ñîîòíîøåíèå äîêàçûâàåòñÿ âîçâåäåíèåì â êâàäðàò ñ ïîñëåäóþùèì

ïåðåõîäîì ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì:

∞∫

−∞

e−(x2+y2) dx dy =

∞∫

0

e−r2 r dr

2π∫

0

dφ = π.

Âûäåëÿÿ ïîëíûé êâàäðàò è ñäâèãàÿ ïåðåìåííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ, íåñëîæ-

íî âû÷èñëèòü òàêæå èíòåãðàë:

∞∫

−∞

e−
1
2 ax

2+bx dx =

√

2π

a
e

b2

2a . (I.19)

• Ïóñòü A ≡ Aij � ñèììåòðè÷íàÿ (Aij = Aji), íåñèíãóëÿðíàÿ (detA 6=
0), äåéñòâèòåëüíàÿ ìàòðèöà nxn ñ ïîëîæèòåëüíûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷å-
íèÿìè, à b ≡ bi � âåêòîð ñ n êîìïîíåíòàìè. Òîãäà ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé
n-êðàòíûé ãàóññîâûé èíòåãðàë:

∞∫

−∞

e−
1
2 x·A·x+b·x dnx =

(2π)n/2√
detA

e
1
2 b·A−1·b. (I.20)

Äåéñòâèòåëüíî, âñåãäà ìîæíî âûáðàòü ñèììåòðè÷íóþ ìàòðèöó Cij, òà-

êóþ, ÷òî CAC = 1. Îíà ñòðîèòñÿ ïðè ïîìîùè ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ è

çíà÷åíèé A ·u(α) = aα u
(α)

ñëåäóþùåì îáðàçîì: Cij = u
(α)
i u

(α)
j /

√
aα (ïî α

ñóììà). Â ñèëó òîãî, ÷òî A = C−1C−1
, èìååì C2 = A−1

. Ñäåëàåì çàìåíó

ïåðåìåííûõ (ïî j ñóììà):

xi = Cij yj, dnx = det
∣
∣
∣
∂xi
∂yj

∣
∣
∣ dny = detC dny =

dny√
detA

.

Êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà x · A · x ïðè òàêîé çàìåíå ïåðåõîäèò â y2
è èí-

òåãðàë ðàçáèâàåòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå n îäíîìåðíûõ ãàóññîâûõ èíòåãðà-

ëîâ (I.19) ñ îäèíàêîâûìè a = 1 è ðàçëè÷íûìè b, ðàâíûìè biCik. Ïîýòî-

ìó â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû áóäåò ñòîÿòü

biCikbjCjk = b ·C2 · b = b ·A−1 · b, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Äè��åðåíöèðóÿ èíòåãðàë (I.19) ïî b èëè (I.20) ïî bk, ïîëó÷àþòñÿ ãàóñ-

ñîâû èíòåãðàëû â êîòîðûõ ýêñïîíåíòà óìíîæàåòñÿ íà ïîëèíîì x.
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• �àññìîòðèì òåïåðü ãàóññîâûé èíòåãðàë ñ ìíèìîé åäèíèöåé â ïîêà-

çàòåëå ýêñïîíåíòû:

∞∫

0

e−ız2 dz.

Îí âñòðå÷àåòñÿ â �óíêöèîíàëüíûõ èíòåãðàëàõ êâàíòîâîé òåîðèè. Âû-

÷èñëèì åãî â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó, èçîáðà-

æåííîìó íà ðèñóíêå. Íà áåñêîíå÷íî óäàë¼ííîì êðèâîëèíåéíîì ó÷àñòêå

êîíòóðà z = Reıφ, ïîýòîìó ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû −ız2 = −ıR2 (cos 2φ+

ı sin 2φ). Åñëè φ ìåíÿåòñÿ îò 0 äî −π/4, çíà÷åíèÿ sin 2φ ìåíüøå íóëÿ è

ïðè R → ∞ ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ íà êðèâîëèíåéíîì ó÷àñòêå ðàâ-

íà íóëþ. Òàê êàê âíóòðè êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ îñîáûõ òî÷åê íåò, ïî

òåîðåìå Êîøè èìååì:

∞∫

0

e−ız2 dz =

∞ (1−ı)/
√
2∫

0

e−ız2 dz =
1− ı√

2

∞∫

0

e−ρ2 dρ =
1− ı√

2

√
π

2
, (I.21)

ãäå â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå ñäåëàíà çàìåíà z = ρ (1− ı)/
√
2, −ız2 = −ρ2.

×èñëî (1−ı)/
√
2 =

√
2/(1+ı) ðàâíî 1/

√
ı, ãäå êîðåíü èç ìíèìîé åäèíèöû

(äâóçíà÷íàÿ �óíêöèÿ!) ðàâåí åãî ïåðâîìó çíà÷åíèþ

√
ı = (1 + ı)/

√
2:

∞∫

0

e−ız2 dz =
1

2

√
π

ı
.

Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâ èíòåãðàë:

∞∫

−∞

e−
ı
2 a z

2+bz dz =

√

2π

ıa
e

b2

2ıa . (I.22)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè íàëè÷èè ìíèìîé åäèíèöû ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ �îð-

ìóëîé (I.19) çàìåíÿÿ a 7→ ıa, ñ îãîâîðêîé î çíà÷åíèè êîðíÿ èç ı.

Ñïðàâåäëèâû òàêæå çíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâ:

∞∫

0

cos z2 dz =

∞∫

0

sin z2 dz =

√
π

2
√
2
, (I.23)

ïîëó÷àþùèåñÿ ïðè ðàçëîæåíèè â (I.21) ýêñïîíåíòû ïî �îðìóëå Ýéëåðà.
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I.5 Äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ

Òðåáîâàíèå àíàëèòè÷íîñòè íàêëàäûâàåò íà �óíêöèþ î÷åíü ñèëüíûå

îãðàíè÷åíèÿ. Íàïðèìåð, òåîðåìà Êîøè â �îðìå (I.8) îçíà÷àåò, ÷òî àíà-

ëèòè÷åñêóþ �óíêöèþ f(z) ìîæíî âîññòàíîâèòü ïî å¼ çíà÷åíèÿì íà ëþ-

áîì çàìêíóòîì êîíòóðå, ëåæàùåì â îáëàñòè àíàëèòè÷íîñòè. Íà ýòîì

�àêòå ïîñòðîåíà òåõíèêà ðàçíîîáðàçíûõ äèñïåðñèîííûõ ñîîòíîøåíèé.

�àññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà �óíêöèþ f(z) î êîòîðîé èçâåñòíî, ÷òî

îíà óáûâàåò ïðè |z| → ∞ è íå èìååò îñîáûõ òî÷åê â âåðõíåé ïîëóïëîñ-

êîñòè. Òîãäà äëÿ Im(z0) > 0 ïî òåîðåìå Êîøè èìååì:

2πı f(z0) =

∮

C

f(z) dz

z − z0
=

∞∫

−∞

f(x) dx

x− z0
,

ãäå îòáðîøåí èíòåãðàë íà áåñêîíå÷íîé ïîëóîêðóæíîñòè. Óñòðåìèì z0
ñâåðõó íà äåéñòâèòåëüíóþ îñü, ò.å. z0 = x0 + ıǫ Òîãäà ïðè ǫ→ 0:

2πı f(x0) = P

∞∫

−∞

f(x) dx

x− x0
+ ıπ f(x0), (I.24)

ãäå ââåäåí ñèìâîë ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà, êàê ïðåäåëà:

P

∞∫

−∞

F (x) dx = lim
ǫ→0

[
x0−ǫ∫

−∞

+

∞∫

x0+ǫ

]

F (x) dx. (I.25)

Äåéñòâèòåëüíî, ïîëþñ x = x0 ïðèáëèæàåòñÿ ê êîíòóðó èíòåãðèðîâàíèÿ

(äåéñòâèòåëüíîé îñè) ñâåðõó. Ïîýòîìó, îáõîäÿ åãî ñíèçó ïî ïîëóîêðóæ-

íîñòè ðàäèóñà ǫ, èìååì òðè èíòåãðàëà:

∞∫

−∞

=

x0−ǫ∫

−∞

+

∫

ǫ

+

∞∫

x0+ǫ

Ïåðâûé è òðåòèé äàþò ãëàâíîå çíà÷åíèå (I.25), à èíòåãðàë ïî ïîëóîêðóæ-

íîñòè z = x0 + ǫ eıφ îò φ = −π äî φ = 0 ïðè ǫ→ 0 äà¼ò ıπ f(x0). Èíîãäà
òàêîé ñïîñîá îáõîäà ïîëþñà íà êîíòóðå èíòåãðèðîâàíèÿ çàïèñûâàþò â

âèäå ñîîòíîøåíèÿ:

1

x± ıǫ
= P

1

x
∓ ıπ δ(x), (I.26)

ãäå δ(x) � �óíêöèÿ Äèðàêà è ýòî òîæäåñòâî íåîáõîäèìî ïîíèìàòü êàê

îáîáù¼ííóþ �óíêöèþ, êîòîðàÿ äîëæíà èíòåãðèðîâàòüñÿ ñ íåêîòîðîé

ãëàäêîé �óíêöèåé, ÷òî äà¼ò (I.24).
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Òàêèì îáðàçîì, èç (I.24) ñëåäóåò, ÷òî:

f(x0) =
1

πı
P

∞∫

−∞

f(x) dx

x− x0
. (I.27)

Áåðÿ äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷àåì ñâÿçü

Imf(z) è Ref(z) ïðè äåéñòâèòåëüíûõ z = x:

Re f(x0) =
1

π
P

∞∫

−∞

Im f(x)

x− x0
dx, Im f(x0) = −1

π
P

∞∫

−∞

Re f(x)

x− x0
dx. (I.28)

Èìåííî â òàêîé �îðìå ýòè �îðìóëû áûëè ïîëó÷åíû â Êðàìåðñîì è Êðî-

íèãîì â òåîðèè äèñïåðñèè ëó÷åé, ïîýòîìó îíè ïîëó÷èëè íàçâàíèå äèñ-

ïåðñèîííûõ ñîîòíîøåíèé.

Ïóñòü íåêîòîðàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà õàðàêòåðèçóåòñÿ �óíêöèåé �ðèíà

G(t), òàêîé, ÷òî îòêëèê x(t) ñèñòåìû íà âîçäåéñòâèå g(t) îïðåäåëÿåòñÿ
èíòåãðàëîì

x(t) =

∞∫

−∞

G(t− t′) g(t′) dt′.

Âûïîëíåíèå ïðèíöèïà ïðè÷èííîñòè ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî G(t) = 0 ïðè

t < 0, ò.å. íà îòêëèê x(t) â ìîìåíò âðåìåíè t ìîãóò âëèÿòü òîëüêî âîçäåé-
ñòâèÿ g(t) â áîëåå ðàííèå ìîìåíòû âðåìåíè t′ < t. Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü,

îçíà÷àåò, ÷òî �óðüå-îáðàç G(ω) �óíêöèè �ðèíà:

G(t) =

∞∫

−∞

G(ω) e−ıωt dω

íå èìååò îñîáûõ òî÷åê ïðè Imω > 0. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ýòî òàê, òî

çàìûêàÿ êîíòóð â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè (e−ı(ı∞)t = 0 ïðè t < 0), ïîëó-

÷àåì, â ñèëó òåîðåìû Êîøè, G(t) = 0. Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèÿ G(ω)
äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü äèñïåðñèîííûì ñîîòíîøåíèÿì (I.28).

Íàïðèìåð, äåëàÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿ-

òîðà ẍ+ ω2
0x + 2γẋ = g(t), èìååì:

G(ω) =
1

ω2
0 − ω2 − 2ıγω

, x(ω) = G(ω) g(ω).

Ôóíêöèÿ G(ω) èìååò äâà ïîëþñà −ıγ ±
√

ω2
0 − γ, ëåæàùèå ïðè γ > 0

(çàòóõàíèå) â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè. Ñòîèò ïðîâåðèòü, ÷òî G(ω) óäî-
âëåòâîðÿåò äèñïåðñèîííûì ñîîòíîøåíèÿì (I.28).
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F.1 �àììà-�óíêöèÿ

⊲ �àììà-�óíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè èíòåãðàëà:

Γ(z) =

∞∫

0

tz−1e−t dt. (F.1)

Èíòåãðèðîâàíèå åãî ïî ÷àñòÿì ïðè z > 0:

Γ(z + 1) = −
∞∫

0

tz de−t = z

∞∫

0

tz−1 e−tdt

ïðèâîäèò ê ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ:

Γ(z + 1) = z Γ(z). (F.2)

Ïðè z = 1 èíòåãðàë âû÷èñëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíî, à ïðè z = 1/2 îí ñâîäèòñÿ

çàìåíîé t = x2 ê ãàóññîâîìó èíòåãðàëó (I.18), ñòð. 394:

Γ(1) = 1, Γ(1/2) =
√
π. (F.3)

Ïðîèçâîëüíûå öåëûå è ïîëóöåëûå çíà÷åíèÿ z > 0 ïîëó÷àþòñÿ ïðè ïîìî-

ùè (F.2). Â ÷àñòíîñòè Γ(n+ 1) = n!, ãäå n = 0, 1, 2....

⊲ Äåëàÿ â (F.1) çàìåíó t = x2, íåñëîæíî ïîëó÷èòü:

Γ(α)Γ(β) = 4

∞∫

0

x2α−1 y2β−1 e−(x2+y2) dxdy.

Ïåðåéä¼ì ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì x = r cosφ, y = r sinφ (èíòåãðèðî-

âàíèå âåä¼òñÿ â ïåðâîì êâàäðàíòå x, y > 0, ïîýòîìó φ = 0...π/2):

Γ(α)Γ(β) = 4

∞∫

0

r2(α+β)−1 e−r2 dr

π/2∫

0

cos2α−1 φ sin2β−1 φ dφ.

Èíòåãðèðóÿ ïî r è ââîäÿ áåòà-�óíêöèþ

B(α, β) =
Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)
, (F.4)

ìîæíî çàïèñàòü çíà÷åíèå èíòåãðàëîâ, êîòîðûå ðàâíû B(α, β):

= 2

π/2∫

0

cos2α−1 φ sin2β−1 φ dφ = 2

∞∫

0

t2β−1dt

(1 + t2)α+β
=

1∫

0

xα−1(1− x)β−1 dx,

ãäå ïîñëåäîâàòåëüíî ñäåëàíû çàìåíû tg φ = t è x = 1/(1 + t2).
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⊲ Èíòåãðàë (F.1) â îïðåäåëåíèè ãàììà-�óíêöèè ñõîäèòñÿ ïðè z > 0
èëè äëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ïðè Re(z) > 0. Ñîîòíîøåíèå (F.2) ïîçâîëÿ-

åò àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèòü ãàììà-�óíêöèþ â îáëàñòü îòðèöàòåëüíûõ

çíà÷åíèé z. Òàê êàê Γ(z+2) = Γ(z+1+1) = (z+1)Γ(z+1) = z(z+1)Γ(z)

è ò.ä., èìååì:

Γ(z) =
Γ(z + n)

z (z + 1) ... (z + n− 1)
. (F.5)

Âûáåðåì äëÿ äàííîãî z 6 0 äîñòàòî÷íî áîëüøîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n,
òàêîå, ÷òî z+n > 0. Òîãäà ÷èñëèòåëü â (F.5) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì,

à Γ(z) èìååò ïðîñòûå ïîëþñà ïðè z = 0,−1,−2, ...

⊲ Íàéä¼ì ïîâåäåíèå ãàììà-�óíêöèè â îêðåñòíîñòè òàêîãî ïîëþñà.

Çàïèøåì ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà äëÿ Γ(1 + ǫ), ñ÷èòàÿ, ÷òî ǫ→ 0:

Γ(1 + ǫ) ≈ 1 + ǫΓ′(1) = 1− γǫ, (F.6)

ãäå ââåäåíà ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà-Ìàñêåðîíè:

γ = −Γ′(1) = −
∞∫

0

ln t e−t dt = 0.5772156649... (F.7)

Ïîëàãàÿ â (F.2) z = ǫ, èìååì:

Γ(ǫ) =
Γ(1 + ǫ)

ǫ
≈ 1

ǫ
− γ. (F.8)

Â îáùåì ñëó÷àå ïîëîæèì â (F.5) z = −n+ ǫ:

Γ(−n+ ǫ) =
Γ(ǫ)

(−1)n n! (1− ǫ
n
)...(1− ǫ

1
)
≈ Γ(ǫ)

(−1)n n!

(
1 +

ǫ

n

)
...
(
1 +

ǫ

1

)
.

Ïåðåìíîæàÿ ñêîáêè ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî ǫ è óìíî-
æàÿ â ýòîì æå ïðèáëèæåíèè íà (F.8), ïîëó÷àåì:

Γ(−n+ ǫ) =
(−1)n

n!

[1

ǫ
+Ψ1(n+ 1) + O(ǫ)

]

, (F.9)

ãäå ââåäåíà ëîãàðè�ìè÷åñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ ãàììà-�óíêöèè:

Ψ1(n+ 1) = 1 +
1

2
+ ...+

1

n
− γ =

Γ′(n+ 1)

Γ(n+ 1)
. (F.10)

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïðîâåðÿåòñÿ âçÿòèåì ïðîèçâîäíîé îò ëîãàðè�ìà

(F.5) ïðè z = n+1. Îòìåòèì òàêæå �îðìóëó äëÿ áîëåå äëèííîãî ðàçëî-

æåíèÿ: Ïåðâûå ïîëþñû (F.9) ðàâíû:

Γ(ǫ) =
1

ǫ
− γ +

1

2

(

γ2 +
π2

6

)

ǫ− 1

6

(

γ3 +
γπ2

2
+ 2 ζ(3)

)

ǫ2 + ..., (F.11)

ãäå ζ(3) = 1.202... � äçåòà-�óíêöèÿ �èìàíà.
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⊲ Ïðè ïîìîùè ãàóññîâà èíòåãðàëà è ãàììà-�óíêöèè ìîæíî ïîëó÷èòü

çíà÷åíèå îáú¼ìà è òåëåñíîãî óãëà â n-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Â 2-ìåðíîì ñëó÷àå (ïëîñêîñòü) ýëåìåíò îáú¼ìà â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ

ðàâåí d2x = rdr dφ = rdr dΩ. Ïîýòîìó îáú¼ì 2-ìåðíîé ñ�åðû ðàäèóñà R
(êðóã) ðàâåí V2 = πR2

, à ïîëíûé òåëåñíûé óãîë Ω2 = 2π. Àíàëîãè÷íî

äëÿ òð¼õìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà d3x = r2dr dΩ, ïîýòîìó V3 = (4/3)πR3
è

Ω3 = 4π. ×òîáû îáîáùèòü ýòè ñîîòíîøåíèÿ íà n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî
âû÷èñëèì:

∞∫

−∞

e−(x2
1+...+x2

n) dnx =

∞∫

0

e−r2 rn−1 dr

∫

dΩ = πn/2,

ãäå ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïîëó÷åíî âîçâåäåíèåì â n-þ ñòåïåíü (ïåðâûé

èíòåãðàë) ðàâåíñòâà (I.18). Òåïåðü íåñëîæíî çàïèñàòü n-ìåðíûé òåëåñ-

íûé óãîë è îáú¼ì n-ìåðíîé ñ�åðû ðàäèóñà R (â èíòåãðàëå ïî r äåëàåì
çàìåíó r2 = t):

Ωn =
2 πn/2

Γ(n/2)
, Vn =

ΩnR
n

n
. (F.12)

Â ÷àñòíîñòè äëÿ 4-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Ω4 = 2π2.

⊲ Ïîëó÷èì �îðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ �àêòîðèàëà n! = Γ(n + 1) ïðè

áîëüøèõ n. Çàïèøåì tn e−t = ef(t). Ôóíêöèÿ f(t) = −t + n ln t èìååò
ìàêñèìóì â t0 = n. �àçëîæèì å¼ â ðÿä îêîëî ýòîé òî÷êè (f ′(n) = 0):

f(t) = f(n) + f ′′(n)(t− n)2/2 + ... = −n+ n lnn− (t− n)2/2n+ ...

Ïîýòîìó

n! ≈ e−n+n lnn

∞∫

0

e−
(t−n)2

2n dt ≈ e−n+n lnn

∞∫

−∞

e−
(t−n)2

2n dt = e−n+n lnn
√
2πn.

Âî âòîðîì èíòåãðàëå íèæíèé ïðåäåë çàìåí¼í íà −∞, òàê êàê ïðè áîëü-

øîì n ìàêñèìóì ýêñïîíåíòû óõîäèò äàëåêî âïðàâî è ñòàíîâèòñÿ âñ¼ áî-

ëåå óçêèì, ïîýòîìó èíòåãðàë îò −∞ äî 0 ïðàêòè÷åñêè ðàâåí íóëþ. Â

ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê �îðìóëå Ñòèðëèíãà:

Γ(n+ 1) = n! ≈
√
2πn

(n

e

)n

, (F.13)

êîòîðàÿ óæå ïðè n = 10 äàåò îòíîñèòåëüíóþ îøèáêó, ìåíüøóþ 1%.
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• �àììà-�óíêöèþ ìîæíî òàêæå îïðåäåëèòü ïðè ïîìîùè èíòåãðàëü-

íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ:

1

Γ(z)
=

1

2πı

∫

C

et t−z dt, (F.14)

ãäå êîíòóð C ïðèõîäèò èç −∞, îãèáàåò òî÷êó t = 0 è ñíîâà ó óõîäèò íà

ìèíóñ áåñêîíå÷íîñòü. Âäîëü îòðèöàòåëüíîé ïîëóîñè t < 0 ñäåëàí ðàçðåç
(ïðè íåöåëûõ z, t = 0 � òî÷êà âåòâëåíèÿ). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà, ñäåëàåì

çàìåíó t = −t′ = eıπ t′, ïðåîáðàçîâàâ (F.14) ê:

2πı eıφz

Γ(1− z)
=

∫

C′

e−t′ t′z−1 dt′.

�àçîáü¼ì êîíòóð íà òðè ó÷àñòêà (íàä ðàçðåçîì, ïîä íèì è îêðóæíîñòü

ðàäèóñà r âîêðóã òî÷êè t = 0):

=

0∫

∞

e−x xz−1 dx+ e2πız
∞∫

0

e−x xz−1 dx+

2π∫

0

ırze−reıφ+ızφ dx.

Ó÷òèòûâàåì, ÷òî íà íèæíåì áåðåãó ðàçðåçà (âòîðîé èíòåãðàë) t = e2πı x,
à â òðåòüåì èíòåãðàëå äåëàåì çàìåíó t = r eıφ (èíòåãðàë ïî îêðóæíîñòè

r = const). Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ïðè r → 0 ïîñëåäíèé èíòåãðàë ðàâåí

íóëþ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì:

Γ(z) Γ(1− z) =
π

sin(πz)
. (F.15)

Ýòî ñîîòíîøåíèå, â ñâîþ î÷åðåäü, äîêàçàâàåòñÿ ïðè ïîìîùè âòîðîãî èí-

òåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ áåòà-�óíêöèè (F.4) ñ α = z è β = 1 − z, ñ
ó÷¼òîì èíòåãðàëà (I.17), ñòð. 393.

Ïðè öåëûõ z = n ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ (F.14) èìååò ïîëþñ n-òîãî

ïîðÿäêà ñ âû÷åòîì ðàâíûì 1/(n− 1)!:

et t−n =
1

tn
+ ...+

1

(n− 1)!

1

t
+ ...,

÷òî ïðèâîäèò ê Γ(n) = (n− 1)!.

Îòìåòèì òàêæå ñîîòíîøåíèå:

1

Γ(z)
= z eγz

∞∏

k=1

(

1 +
z

k

)

e−z/k, (F.16)

ãäå γ � ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà-Ìàñêåðîíè (F.7). Ïðè z = 1 îíî äà¼ò åù¼

îäèí ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ γ.
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F.2 Âûðîæäåííàÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åêàÿ �óíêöèÿ

⊲ Âûðîæäåííàÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ çàâèñèò îò äâóõ ïàðà-

ìåòðîâ α, γ è îïðåäåëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè ðÿäà:

F α
γ (z) = 1 +

α

γ

z

1!
+
α(α + 1)

γ(γ + 1)

z2

2!
+ ... (F.17)

Ïàðàìåòð γ íå ðàâåí íóëþ èëè öåëîìó îòðèöàòåëüíîìó ÷èñëó è ïðè ëþ-

áîì α ðÿä ñõîäèòñÿ. Êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ F = 1+ f1z + f2z
2 + ...

ñâÿçàíû ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì:

fk+1 =
α + k

(γ + k)(k + 1)
fk. (F.18)

Ïðè α = −n = 0,−1,−2, ... ðÿäû îáðûâàþòñÿ è ïîëó÷àåòñÿ êîíå÷íûé

ïîëèíîì ñòåïåíè zn.

⊲ Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî F α
γ (z) óäîâëåòâîðÿåò äè��åðåíöèàëüíîìó

óðàâíåíèþ

z f ′′(z) + (γ − z) f ′(z)− α f(z) = 0. (F.19)

Çàìåíîé f(z) = z1−γ g(z) îíî ïðèâîäèòñÿ ê àíàëîãè÷íîìó âèäó:

z g′′(z) + (2− γ − z) g′(z)− (α− γ + 1) g(z) = 0.

Ïîýòîìó (F.19) èìååò äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ è â îáùåì ñëó-

÷àå ìîæíî çàïèñàòü:

f(z) = c1 F
α
γ (z) + c2 z

1−γ F α−γ+1
2−γ (z),

ãäå ci � êîíñòàíòû. Êîãäà γ > 1 âòîðîå ðåøåíèå ñèíãóëÿðíî ïðè z = 0.

⊲ Ó÷èòûâàÿ ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà ïî z:

tα

(t− z)α
= 1 +

α

1!

z

t
+
α(α+ 1)

2!

z2

t2
+ ... =

∞∑

k=0

Γ(α+ k)

Γ(α) k!

zk

tk

ïðè ïîìîùè �îðìóëû (F.14), íåñëîæíî ïîëó÷èòü èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâ-

ëåíèå:

F α
γ (z) =

Γ(γ)

2πı

∫

C

et
tα−γ

(t− z)α
dt. (F.20)

Ïðè ýòîì êîíòóð C äîëæåí îáõîäèòü íå òîëüêî ïîòåíöèàëüíóþ òî÷êó

âåòâëåíèÿ t = 0, íî è îñîáåííîñòü t = z, ÷òîáû èìåë ñìûñë ðàçëîæåíèÿ

â ðÿä Òåéëîðà (íèæå ïåðâûé ðèñóíîê). Îò ýòèõ òî÷åê ïðîâîäèì ðàçðåçû

â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè t.
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⊲ Ïîëó÷èì ïðè ïîìîùè (F.20) ïîâåäåíèå âûðîæäåííîé ãèïåðãåîìåò-

ðè÷åñêîé �óíêöèè ïðè áîëüøèõ |z|. Äå�îðìèðóåì êîíòóð C òàê, êàê

èçîáðàæåíî íèæå íà âòîðîì ðèñóíêå:

(ïóíêòèð ñîîòâåòñòâóåò ñìûêàíèþ êîíòóðîâ C1 è C2 íà áåñêîíå÷íîñòè).

Â èíòåãðàëå ïî ÷àñòè êîíòóðà C2 ñäåëàåì çàìåíó t 7→ t + z, òåì ñàìûì

ïðåîáðàçóÿ åãî â èíòåãðàë ïî êîíòóðó C1:

F α
γ (z) =

Γ(γ)

2πı

∫

C1

et tα−γ (t− z)−α dt+
Γ(γ) ez

2πı

∫

C1

et (t+ z)α−γ t−α dt.

Âûíîñÿ â ïåðâîì èíòåãðàëå (−z)−α
è zα−γ

âî âòîðîì, îêîí÷àòåëüíî ïî-

ëó÷àåì:

F α
γ (z) =

Γ(γ)

Γ(γ − α)
(−z)−αGα

α−γ+1(−z) +
Γ(γ)

Γ(α)
zα−γ ez Gγ−α

1−α(z), (F.21)

ãäå ââåäåíà �óíêöèÿ:

Gα
β(z) =

Γ(1− β)

2πı

∫

C1

tβ−1 et
(
1 + t

z
)α dt, (F.22)

èìåþùàÿ ïðîñòîå ïîâåäåíèå ïðè |z| → ∞:

Gα
β(z) = 1 +

αβ

1!
z−1 +

α(α + 1)β(β + 1)

2!
z−2 + ..., (F.23)

ïîëó÷àåìîå ðàçëîæåíèåì ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè â ðÿä ïî 1/z.

⊲ Îòìåòèì òàêæå �îðìóëó äëÿ îòðèöàòåëüíûõ öåëûõ α = −n:

F−n
γ (z) =

z1−γ ez

γ(γ + 1)...(γ + n− 1)

dn

dzn

(

e−z zγ+n−1
)

, (F.24)

êîòîðàÿ, âïðî÷åì, ìåíåå óäîáíà ÷åì ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå (F.18).

⊲ Äëÿ âûðîæäåííîé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé �óíêöèè ñïðàâåäëèâî òîæ-

äåñòâî:

F α
γ (z) = ez F γ−α

γ (−z), (F.25)

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Êóììåðà. Åãî ìîæíî äîêàçàòü ïîä-

ñòàíîâêîé â óðàâíåíèå (F.19).



Ïîìîùü

Â ýòîì ïðèëîæåíèè ñîáðàíû ðåøåíèÿ çàäà÷, ññûëêè íà êîòîðûå â îñ-

íîâíîì òåêñòå êíèãè îáîçíà÷àþòñÿ êàê (⋖HXX)
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I Îñíîâíûå ïîñòóëàòû

• H1 Òîæäåñòâà äëÿ êîììóòàòîðîâ (ñòð. 18)

Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå êîììóòàòîðà, ðàñïèøåì [Â, B̂] Ĉ + B̂ [Â, Ĉ]:

(ÂB̂ − B̂Â) Ĉ + B̂ (ÂĈ − ĈÂ) = ÂB̂Ĉ − B̂ĈÂ = [Â, B̂Ĉ].

• H2 Ïðîåêöèîííûå îïåðàòîðû (ñòð. 21)

P̂ 2
a =

k∑

i,j=1

|a, i〉〈a, i| · |a, j〉〈a, j| =
k∑

i,j=1

δij |a, i〉〈a, j| =
k∑

i=1

|a, i〉〈a, i| = P̂a.

• H3 Ýðìèòîâîñòü Â(t) (ñòð. 28)

Ïðè ýðìèòîâîì ñîïðÿæåíèè îïåðàòîðû ïðîèçâåäåíèÿ öèêëè÷åñêè ìå-

íÿþòñÿ ìåñòàìè è íàä íèìè ñòàâèòñÿ çíà÷îê ñîïðÿæåíèÿ, à (Û+)+ = Û .
Åñëè Â+(0) = Â(0), òîãäà:

Â+(t) =
(
U+(t) Â(0) Û(t)

)+
= U+(t) Â+(0) (U+(t))+ = U+(t) Â(0) Û(t).

• H4 Óðàâíåíèå Ëè äëÿ ãðóïïû ñäâèãîâ (ñòð. 29)

Ïðîèçâîäíàÿ Û(t1 + t2) = Û(t2) Û(t1) ïî t1, ïðè t1 = 0, t2 = t ðàâíà:

dÛ(t)

dt
= U(t) Î, Î =

dÛ(t)

dt

∣
∣
∣
t=0
.

Äëÿ óíèòàðíîãî îïåðàòîðà (ñîõðàíÿþùåãî íîðìó âåêòîðîâ è ýðìèòî-

âîñòü îïåðàòîðîâ), èìååì:

d(Û+Û)

dt
=
dÛ+

dt
Û + Û+ dÛ

dt
=
d1̂

dt
= 0̂.

Ïîëàãàÿ t = 0 è ó÷èòûâàÿ ïðîèçâîäíóþ Û è å¼ ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå,

èìååì: Î+ = −Î . Òàêîé îïåðàòîð íàçûâàåòñÿ àíòèðìèòîâûì. ×òîáû

ñäåëàòü åãî ýðìèòîâûì, íåîáõîäèìî ââåñòè ìíèìóþ åäèíèöó: Î = −ıĤ/~.
• H5 Ìàòðèöà ïðîèçâåäåíèÿ îïåðàòîðîâ (ñòð. 35)

∑

a′′

〈a|Â|a′′〉〈a′′|B̂|a′〉 =
∑

a′′

a′′ 〈a|a′′〉〈a′′|B̂|a′〉 =
∑

a′′

a′′ δaa′′ 〈a′′|B̂|a′〉,

ãäå ó÷òåíî óðàâíåíèå Â|a〉 = a|a〉 è îðòîíîðìèðîâàííîñòü 〈a|a′′〉 = δaa′′.
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• H6 Ïðèìåðû ýðìèòîâûõ ìàòðèö 3× 3 (ñòð. 35)

Â =





2 ı 0
−ı 2 0

0 0 2



 , B̂ =





0 0 ı
0 0 1

−ı 1 0



 , Ĉ =





3 ı 0
−ı 3 0

0 0 4



 .

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ Â ðàâíû {1, 2, 3}, B̂: {0,±
√
2} è Ĉ: {2, 4, 4}. Ïðè

ýòîì [Â, Ĉ] = [B̂, Ĉ] = 0 è [Â, B̂] 6= 0 (ñïåêòð Ĉ âûðîæäåí). Íîðìèðî-

âàííûå, îðòîãîíàëüíûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèö ðàâíû:

Ψa=1 =
1√
2





1

ı
0



 , Ψa=2 =





0

0
1



 , Ψa=3 =
1√
2





ı

1
0



 ,

Ψb=0 =
1√
2





1

ı
0



 , Ψb=
√
2 =

1√
2





ı

1√
2



 , Ψb=−
√
2 =

1√
2





−ı
−1√
2



 ,

Ψc=2 =
1√
2





1
ı

0



 , Ψc=4 =
1√
2





ı
1√
2



 , Ψc=4 =
1√
2





0
0

1



 .

Íàïðèìåð, äëÿ ìàòðèöû Ĉ ñîñòàâëÿåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå:

det
(
Ĉ − c1̂

)
= det





3− c ı 0
−ı 3− c 0
0 0 4− c



 = (4− c)2(2− c) = 0,

îòêóäà äâà êîðíÿ (âûðîæäåíèå) ðàâíû 4 è îäèí 2. Çàòåì çàïèñûâàåì

óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèå äëÿ âûðîæäåííîãî êîðíÿ c = 4:




3 ı 0
−ı 3 0

0 0 4









α
β

γ



 = 4





α
β

γ



 => Ψc=4 =





ıβ
β

γ



 = β





ı
1

0



+γ





0
0

1



 ,

ãäå β è γ, ñ òî÷íîñòüþ äî íîðìèðîâêè, ïðîèçâîëüíû. Ïîýòîìó âîçìîæíû

ðàçëè÷íûå âûáîðû âûðîæäåííûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, íàïðèìåð òàê,

êàê ýòî ñäåëàíî âûøå. Äëÿ áàçèñà Ψc,a âîçìîæíî 2 · 3 = 6 âîçìîæíûõ

êîìáèíàöèé, íî íåíóëåâûå òîëüêî 3 èç íèõ: Ψ2,1, Ψ4,2, Ψ4,3.

• H7 Ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðà èìïóëüñà (ñòð. 37)

�àçäåëÿÿ ïåðåìåííûå è èíòåãðèðóÿ, èìååì (C � êîíñòàíòà):

dΨp

Ψp
=
ı

~
p dx => lnΨp + C =

ı

~
xp.
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II Äèñêðåòíûé ñïåêòð îäíîìåðíûõ ñèñòåì

• H8 Íóëåâîå ñðåäíåå êîììóòàòîðà (ñòð. 45)

〈
E | ÂĤ − ĤÂ |E〉 =

〈
E |Â |E〉E − E

〈
E |Â |E〉 = 0.

Â ïåðâîì ñëàãàåìîì Ĥ äåéñòâóåò íàïðàâî: Ĥ |E〉 = E |E〉, à âî âòîðîì �

íàëåâî: 〈E| Ĥ = 〈E|E (ãàìèëüòîíèàí ýðìèòîâ, ñì. ñòð. 19).

• H9 Êîììóòàòîð [x̂, p̂2] (ñòð. 45)

Êîììóòàòîð x̂ ñ U(x̂) ðàâåí íóëþ. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîììóòàòîðà ñ

êâàäðàòîì èìïóëüñà, èñïîëüçóåì âòîðîå òîæäåñòâî (1.8), ñòð. 18:

[x̂, p̂2] = [x̂, p̂] p̂+ p̂ [x̂, p̂] = 2ı ~ p̂.

• H10 Êîììóòàòîð [p̂, U(x̂)] (ñòð. 45)

Çàïèøåì ýòîò êîììóòàòîð â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè, ïîäåéñòâî-

âàâ èì íà ïðîèçâîëüíóþ �óíêöèþ f(x):

[p̂, U(x)] f(x) = −ı~
( d

dx
U(x) f(x)− U(x)

d

dx
f(x)

)

= −ı~ dU(x)
dx

f(x),

ãäå â ïåðâîì ñëàãàåìîì âû÷èñëåíà ïðîèçâîäíàÿ ïðîèçâåäåíèÿ. Òàê êàê

�óíêöèÿ f(x) ïðîèçâîëüíà, å¼ ìîæíî îïóñòèòü.

• H11 Êîììóòàòîð [x̂p̂, Ĥ] (ñòð. 45)

[x̂p̂, Ĥ ] =
1

2m
[x̂p̂, p̂2] + [x̂p̂, U(x̂)] =

1

2m
[x̂, p̂2] p̂+ x̂ [p̂, U(x̂)].

Âî âòîðîì ðàâåíñòâå çà êîììóòàòîðû âûíåñåíû îïåðàòîðû ÷åðåç îïåðà-

òîðû ñ êîòîðûìè îíè êîììóòèðóþò, ñì. âòîðîå òîæäåñòâå (1.8), ñòð. 18.

• H12 Ñðåäíèå 〈p̂2k〉 äëÿ áåñêîíå÷íî ãëóáîêîé ÿìû (ñòð. 49)

Ó÷èòûâàÿ èçëîìàííûé õàðàêòåð âîëíîâîé �óíêöèè, íåáõîäèìî îñòî-

ðîæíî âû÷èñëÿòü å¼ ïðîèçâîäíûå (ω = πn/a):
√
a

2
Ψ′

n(x) =
[
δ(x)θ(a−x)−θ(x)δ(a−x)

]
sin(ωx)+ω θ(x)θ(a−x) cos(ωx).

Ïåðâîå ñëàãàåìîå (ñ êâàäðàòíûìè ñêîáêàìè) ðàâíî íóëþ, ò.ê. δ(x)f(x) =
δ(x)f(0). Îäíàêî, äëÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé �óíêöèè Äèðàêà îñòàþòñÿ:

√
a

2
Ψ′′

n(x) = ω
[
δ(x) + (−1)n δ(a− x)

]
− ω2 θ(x)θ(a− x) sin(ωx).

Ñðåäíåå ðàâíî:

〈p̂4〉 =
∫

Ψ∗
n p̂

4Ψn dx =

∫

|p̂2Ψn|2 dx = ~2
∫

|Ψ′′
n|2 dx = ∞.
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• H13 Ñðåäíèå äëÿ áåñêîíå÷íî ãëóáîêîé ÿìû (ñòð. 49)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî sin(ωx) = (eıωx − e−ıωx)/2ı, íåñëîæíî íàéòè:

〈

eλx̂
〉

=

a∫

0

eλx Ψ2
n(x) dx =

eλa − 1

λa

[

1 +
λ2

4ω2

]−1

.

Óìíîæèì îáå ÷àñòè íà 1 + λ2/4ω2
è ðàçëîæèì ýêñïîíåíòû â ðÿä ïî λ:

〈x̂k〉 = ak

k + 1
− k (k − 1)

4ω2
〈x̂k−2〉.

• H14 �àìèëüòîíèàí îñöèëëÿòîðà (ñòð. 62)

â+â =
1

2

( x̂

L
− ı

Lp̂

~

)( x̂

L
+ ı

Lp̂

~

)

=
L2p̂2

2~2
+

x̂2

2L2
+ ı

[x̂, p̂]

2~
=
Ĥ

~ω
− 1

2
.

• H15 Îãðàíè÷åííîñòü ñïåêòðà ñíèçó (ñòð. 62)

Äîêàæåì ñòðîãî, ÷òî ñïåêòð îãðàíè÷åí ñíèçó. Ïóñòü |n〉 ñîáñòâåííûé
âåêòîð îïåðàòîðà n̂ = â+â, ò.å. â+â |n〉 = n |n〉 è 〈n|n〉 = 1 ïðè ëþáîì

öåëîì n. Â ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ â íà âåêòîð |n− k〉, ãäå k � íàòóðàëüíîå
÷èñëî, ïîëó÷àåòñÿ äðóãîé âåêòîð |Ψ〉 = â |n − k〉, íîðìà êîòîðîãî, ïî

îïðåäåëåíèþ, äîëæíà áûòü íåîòðèöàòåëüíîé:

〈Ψ|Ψ〉 = 〈n− k| â+â |n− k〉 = n− k > 0.

Ïðè �èêñèðîâàííîì n âñåãäà ìîæíî âûáðàòü òàêîå k, ÷òî ïîëó÷èòñÿ 0,

à ýòî îçíà÷àåò |Ψ〉 = â |0〉 = 0.

• H16 Âåêòîð n-ãî âîçáóæä¼ííîãî ñîñòîÿíèÿ (ñòð. 63)

Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿåì (2.45):

â+|0〉 =
√
1 |1〉, (â+)2|0〉 =

√
1 â+|1〉 =

√
1 · 2 |2〉, ....

• H17 Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îïåðàòîðà êîîðäèíàòû (ñòð. 63)

√
2

L

〈
k| x̂ |n

〉
=
〈
k|(â+ â+) |n

〉
=

√
n
〈
k|n− 1

〉
+
√
k
〈
k − 1|n

〉
.

Â ïåðâîì ñëàãàåìîì îïåðàòîð â äåéñòâóåò íàïðàâî, à âî âòîðîì, â+ �

íàëåâî. Äàëåå ó÷èòûâàåì îðòîãîíàëüíîñòü 〈k|n〉 = δkn.

• H18 Âîëíîâàÿ �óíêöèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ îñöèëëÿòîðà (ñòð. 64)

Â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè:

â =
1√
2

(
x

L
+ L

d

dx

)

, âΨ0(x) = 0 =>
x

L2
Ψ0(x) = −Ψ′

0(x).
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III Âðåìåííàÿ ýâîëþöèÿ

• H19 �åøåíèå óðàâíåíèé �åéçåíáåðãà äëÿ îñöèëëÿòîðà (ñòð. 74)

Áåðÿ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè îò (3.18), èìååì:

dx̂t
dt

= −ω x̂ sin(ωt) +
p̂

m
cos(ωt),

ïîëàãàÿ t = 0 è èñïîëüçóÿ ïåðâîå óðàâíåíèå (3.16), ïîëó÷àåì òîæäåñòâî.

• H20 Äèñïåðñèÿ êîîðäèíàòû îñöèëëÿòîðà (ñòð. 74)

〈
x̂2t
〉
=
〈
x̂2
〉
c2ωt +

〈
p̂2
〉

m2ω2
s2ωt +

〈
x̂p̂+ p̂x̂

〉

mω
cωtsωt, x̄2t =

(

x̄t cωt +
p̄

mω
sωt

)2

.

• H21 Êîììóòàòîðû ïðè ñîâïàäàþùèõ âðåìåíàõ (ñòð. 75)

Ïóñòü â ïðåäñòàâëåíèè Øð¼äèíãåðà [Â, B̂] = Ĉ. Òîãäà:

Ĉ(t) = eıĤt (ÂB̂ − B̂Â) e−ıĤt = eıĤt (Âe−ıĤteıĤt B̂ − B̂e−ıĤteıĤtÂ) e−ıĤt,

ïîýòîìó Ĉ(t) = [Â(t), B̂(t)].

• H22 �àìèëüòîíèàí â ïðåäñòàâëåíèè �åéçåíáåðãà (ñòð. 75)

Äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà èìååì:

Ĥ0 = eıĤ0tĤ0e
−ıĤ0t = ω eıĤ0t â+â e−ıĤ0t +

ω

2
= ω â+(t)â(t) +

ω

2
.

• H23 �àâåíñòâî íóëþ êîâàðèàöèè (ñòð. 78)

〈
α|ââ− â+â+|α

〉
= (α2 − α∗2)

〈
α|α
〉
= α2 − α∗2

(â+ äåéñòâóåò íàëåâî, ò.å.

〈
α | â+ = α∗ 〈α |). Ïîýòîìó:

2ı

~
Dxp = α2 − α∗2 − (α + α∗)(α− α∗) = 0.

• H24 Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé (ñòð. 79)

〈
α1|α2

〉
= e−

1
2 |α1|2− 1

2 |α2|2
∞∑

n,k=0

α∗n
1 α

k
2√

n!k!

〈
n|k
〉
= e−

1
2 |α1|2− 1

2 |α2|2
∞∑

n=0

(α∗
1α2)

n

n!
.

• H25 Äèñïåðñèÿ ýíåðãèè â êîãåðåíòíîì ñîñòîÿíèè (ñòð. 80)

〈
Ĥ2
〉
= ~2ω2

〈
â+ââ+â+ â+â+

1

4

〉
= ~2ω2

(
|α|2

〈
â+â

〉
+ |α|2 + 1

4

)
.

Çàòåì ââ+ = â+â+ 1.

• H26 exp(αâ
+ − α∗â) (ñòð. 80)

Â = αâ+, B̂ = −α∗â, [Â, B̂] = |α|2.
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IV Ìîìåíò èìïóëüñà è ñïèí

• H27 Ýðìèòîâîñòü îïåðàòîðà ìîìåíòà èìïóëüñà (ñòð. 88)

L̂+
i = ǫijk(x̂jp̂k)

+ = ǫijkp̂kx̂j = ǫijk(x̂jp̂k − ıδkj) = Li − ı~ǫikk = Li.

• H28 Ïðîèçâîäíàÿ ïî θ (ñòð. 92)

~

ı

∂

∂θ
= r cθ cφ p̂x + r cθ sφ p̂y − rsθ p̂z.

Ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â äâóõ ýêâèâàëåíòíûõ �îðìàõ:

~

ı

∂

∂θ
=

y

sφ

(cθcφ
sθ

p̂x − p̂z

)

+ sφ z p̂y =
x

cφ

(cθsφ
sθ

p̂y − p̂z

)

+ cφ z p̂x,

îòêóäà íåñëîæíî ïîëó÷èòü L̂x è L̂y

• H29 Êâàäðàò ìîìåíòà â ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ (ñòð. 92)

Èñïîëüçóÿ L̂2 = L̂−L̂+ + L̂2
z + ~L̂z, èìååì:

L̂2

~2
= e−ıφ

(

− ∂

∂θ
+ ı

cθ
sθ

∂

∂φ

)

eıφ
(
∂

∂θ
+ ı

cθ
sθ

∂

∂φ

)

− ∂2

∂φ2
− ı

∂

∂φ
.

Ïðîèçâîäíûå �ïåðåíîñÿòñÿ� ÷åðåç �óíêöèè ñòàíäàðòíûì îáðàçîì:

∂

∂φ
eıφ = eıφ

∂

∂φ
+ ı eıφ,

∂

∂θ

cθ
sθ

=
cθ
sθ

∂

∂θ
− 1

s2θ
.

• H30 Íîðìèðîâêà �óíêöèé Yll (ñòð. 93)

π∫

0

sin2l θ sin θ dθ =

1∫

0

(1− z2)l dz =
1

2

1∫

0

(1−x)l x−1/2 dx =
1

2
B(l+1, 1/2),

ãäå B(α, β) � áåòà �óíêöèÿ (F.4), ñòð. 400

• H31 Îïåðàòîð ÷¼òíîñòè (ñòð. 93)

[P̂ , x×p̂] f(x) =
(
P̂x×p̂−x×p̂P̂

)
f(x) = x×p̂ f(−x)−x×p̂ P̂ f(−x) = 0,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè p̂ = −ı~∇, ïîýòîìó ïðè

èíâåðñèè çíàê ìåíÿåò è ðàäèóñ-âåêòîð x è èìïóëüñ p̂.

• H32 Àëãåáðà ìàòðèö Ïàóëè (ñòð. 95)

σ1σ2 =

(
0 1
1 0

)(
0 −ı
ı 0

)

=

(
ı 0
0 −ı

)

= ıσ3.

Â òîæå âðåìÿ ε12kσk = ε123σ3 = σ3, ò.ê. àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð Ëåâè-

×èâèòû îòëè÷åí îò íóëÿ òîëüêî äëÿ ðàçëè÷íûõ èíäåêñîâ è ε123 = 1.
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• H33 Ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðà ñïèíà (ñòð. 95)

~

2

(
0 1

1 0

)(
α

β

)

=
~

2

(
α

β

)

èëè α = β. Àíàëîãè÷íî íàõîäèòñÿ ñîáñòâåííûé âåêòîð äëÿ Sx = −~/2.
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V Ñ�åðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûå çàäà÷è

• H34 Ýðìèòîâîñòü p̂r (ñòð. 107)

Ýðìèòîâîñòü ñðàçó ñëåäóåò èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà (5.6). Âòîðîå ðàâåí-

ñòâî ïîëó÷àåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé îïåðàòîðîâ, ñ ó÷¼òîì:

[p̂α,
xβ
r
] =

~

ı
∂α
xβ
r

=
~

ı

(δαβ
r

− xαxβ
r3

)

.

• H35 Êîììóòàòîð [p̂r, r] (ñòð. 107)

Â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè:

[p̂, r] = p̂ r − r p̂ =
~

ı
∇r = ~

ı

x

r
.

Äåëÿ (5.6) ñëåâà íà r, à ñïðàâà óìíîæàÿ íà r, èìååì:

p̂r r =
1

r
(xp̂) r − ı~ =

x

r

(

r p̂+
~

ı

x

r

)

− ı~ = r p̂r − ı~.

• H36 Êâàäðàò ìîìåíòà èìïóëüñà (ñòð. 107)

x̂j p̂kx̂jp̂k = x̂j(x̂jp̂k − ı~ δjk)p̂k = x̂2p̂2 − ı~ x̂p̂,

x̂j p̂kx̂kp̂j = (p̂kx̂j+ı~ δjk) x̂kp̂j = p̂kx̂kx̂j p̂j+ı~x̂p̂ = (x̂kp̂k−ı~δkk) x̂p̂+ı~x̂p̂.

• H37 Àñèìïòîòèêà âîëíîâîé �óíêöèè (ñòð. 109)

Ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà u(r) = rβ e−γr
, ïðèíåáðåæåì ïðè

r → ∞ ÷ëåíîì 1/r2 è ïîñòàâèì â ýòîì ïðåäåëå ïîòåíöèàë V (r) = −α/r:

β(β − 1) r−2 − 2γβ r−1 + γ2 = −2µ

~2
(αr−1 + E).

Ïåðâûì ñëàãàåìûì ïðèíåáðåãàåì, îòêóäà γ2 = −2µE/~2 è β = µα/γ~2.

• H38 Âûðîæäåíèÿ îñöèëëÿòîðà (ñòð. 110)

Âûðîæäåíèå ðàâíî ÷èñëó âîçìîæíîñòåé ðàçìåñòèòü n îáúåêòîâ ïî

òð¼ì �ÿùèêàì�. Íàéä¼ì ñíà÷àëà ÷èñëî ðàçìåùåíèé ïî äâóì ÿùèêàì.

Â ïåðâûé ìîæíî ïîëîæèòü 0 îáúåêòîâ, âî âòîðîé � n èëè 1 è n − 1

è ò.ä. Ñëåäîâàòåëüíî ñóùåñòâóåò n + 1 âîçìîæíîñòåé. Äëÿ òð¼õ ÿùè-

êîâ: â ïåðâûé êëàä¼ì n îáåêòîâ â îñòàëüíûå � íè÷åãî (1 âîçìîæíîñòü)

èëè â ïåðâûé n − 1, â îñòàëüíûå � 1 (2 âîçìîæíîñòè), è ò.ä. Âñåãî èõ

1 + 2 + ...+ (n+ 1) = (1 + n+ 1)(n+ 1)/2.
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VI Ìàòðèöà ïëîòíîñòè

• H39 Ïåðåñòàíîâî÷íîñòü îïåðàòîðîâ ïîä ñëåäîì (ñòð. 122)

Â ëþáîì áàçèñå ñëåä ýëåìåíòîâ ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ îïåðàòîðîâ ðàâíû:

∑

n

〈n|ÂB̂|n〉 =
∑

n,k

〈n|Â|k〉〈k|B̂|n〉 =
∑

n,k

〈kB̂|n〉〈n|Â|k〉 =
∑

k

〈k|B̂Â|k〉.

• H40 Êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ïëîòíîñòè (ñòð. 123)

Ìàòðèöà N×N èìååò N2
êîìïëåêñíûõ ýëåìåíòîâ è îïðåäåëÿåòñÿ 2N2

äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè. Ìàòðèöà ïëîòíîñòè ýðìèòîâà ρ∗µν = ρνµ, ïî-

ýòîìó ñóùåñòâóåò òîëüêî N2
íåçàâèñèìûõ äåéñòâèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ,

êîòîðûå å¼ îïðåäåëÿþò (2N2
ìèíóñ N2

ñâÿçåé). Íîðìèðîâêà Tr(ρ) = 1
óìåíüøàåò èõ åù¼ íà îäèí.

• H41 �åøåíèå óðàâíåíèÿ äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû (ñòð. 125)

Äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû ñ �óíêöèåé �àìèëüòîíàH = p2/2m óðàâíåíèå

äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè èìååò âèä:

∂ρ

∂t
+
p

m

∂ρ

∂x
= 0.

Ââåä¼ì íîâûå ïåðåìåííûå ξ = x − pt/m è η = x. Â íèõ óðàâíåíèå

ñòàíîâèòüñÿ òðèâèàëüíûì ∂ρ/∂η = 0, ïîýòîìó ðåøåíèå èìååò âèä:

ρ(t, x, p) = f(p, x− p t/m),

ãäå f � ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ äâóõ àðãóìåíòîâ.
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VII Ïðèáëèæ¼ííûå ìåòîäû äèñêðåòíîãî ñïåêòðà

• H42 Ýíåðãåòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå (ñòð. 150)

Óìíîæèì óðàâíåíèå Ĥ |En

〉
= En |En

〉
ñëåâà íà

〈
k|:

〈
k|Ĥ0 + V̂ |En

〉
= En

〈
k|En

〉
.

Ó÷ò¼ì

〈
k|Ĥ0 = εk

〈
k| è âñòàâèì ïîñëå V̂ ñóììó ïî ïîëíîé ñèñòåìå |m

〉〈
m|

ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ Ĥ0:

∑

m

〈
k|V̂ |m

〉〈
m|En

〉
= (En − εk)

〈
k|En

〉
.

• H43 Îïåðàòîð x̂
4
(ñòð. 152)

Îïóñêàÿ øëÿïêè è ó÷èòûâàÿ

+
aa = n, a

+
a = n+ 1, èìååì:

(a+
+
a)4 = (a2 +

+
a 2 + 2n+ 1)(a2 +

+
a 2 + 2n+ 1)

= a4+
+
a 4+a2

+
a 2+

+
a 2a2+(a2+

+
a 2)(2n+1)+(2n+1)(a2+

+
a 2)+(2n+1)2.

Òåïåðü, ó÷èòûâàÿ [n,
+
a] =

+
a è [a, n] = a, èìååì:

+
a 2a2 =

+
a
+
aaa =

+
ana =

+
aan− +

aa = n(n− 1),

a2
+
a 2 = a(n+ 1)

+
a = an

+
a + n+ 1 = a

+
an+ a

+
a + n+ 1 = (n+ 1)(n+ 2).

Ïåðåíåñ¼ì òàêæå a âïðàâî è
+
a � âëåâî:

a2n = a (na+ a) = (n+ 2) a2, n
+
a 2 = (

+
an+

+
a)

+
a =

+
a 2 (n+ 2).

• H44 Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû x̂ ïî òåîðèè âîçìóùåíèé (ñòð. 153)

c
(1)
02 =

3
√
2

8
ξ, c

(1)
13 =

5
√
6

8
ξ, c

(1)
04 =

√
6

16
ξ, c

(1)
15 =

√
30

16
ξ, c

(1)
35 =

9
√
5

4
ξ.

c
(2)
00 = − 39

256
ξ2, c

(2)
11 = −315

256
ξ2, c

(2)
20 =

72
√
2

64
ξ2,

c
(2)
40 =

9
√
6

16
ξ2, c

(2)
60 =

17
√
5

64
ξ2, c

(2)
13 = −15

√
6

4
ξ2, c

(2)
15 =

3
√
30

8
ξ2,
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• H45 �àçëîæåíèå I(α, β) ïî a (ñòð. 161)
Ïðè ñìåíå çíàêà ó ïàðàìåòðà α ïðîèñõîäèò áè�óðêàöèÿ. Ôóíêöèÿ â

ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû ïðè α > 0 èìååò îäèí ìèíèìóì â òî÷êå x = 0.
Ïðè α < 0 òàêèõ ìèíèìóìîâ â òî÷êàõ x = ±

√

−α/2β ñòàíîâèòñÿ äâà.

Îäíàêî ýòî áîëåå �ñëàáàÿ� áè�óðêàöèÿ, òàê êàê èíòåãðàë ïðè α < 0,
áëàãîäàðÿ ìíîæèòåëþ e−βx4

, ïî-ïðåæíåìó ñõîäèòñÿ:

I =
∞∑

n=0

(−α)k
k!

2

∞∫

0

x2k e−βx4

=
Γ(1/4)

2 β1/4

∞∑

k=0

(−α√
β

)k
Γ(k/2 + 1/4)

Γ(1/4) k!
.

Êîý��èöèåíòû äîñòàòî÷íî áûñòðî óáûâàþò ñ ðîñòîì k:

ck =
Γ(k/2 + 1/4)

Γ(1/4) k!
→ 1√

2Γ(1/4)

(
2k

e

)−k/2

.

Òàê, äëÿ ïåðâûõ øåñòè êîý��èöèåíòîâ èìååì:

ck = { 1, 0.34, 0.125, 0.042, 0.013, 0.004, 0.001 },

â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷àåòñÿ ñõîäÿùèéñÿ ðÿä.
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VIII Êâàçèêëàññè÷åñêèå ïðèáëèæåíèÿ

• H46 �åêóððåíòíûå �îðìóëû ~-ðàçëîæåíèÿ (ñòð. 175)

Ôóíêöèè íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ, ñâÿçàíû ñ ïàðàìåòðàìè ðàçëîæåíèÿ

ω, ak ý��åêòèâíîãî ïîòåíöèàëà ïî ñòåïåíÿì x = (r− r0)/r0 ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

C0
0 = −ω

r0
, C0

k =
r0
2ω

k−1∑

i=1

(
C0

i C
0
k−i

)
− ω

2 r0
ak.

Ôóíêöèÿ Ck(x) èìååò ñòàðøèé ïîëþñ ïîðÿäêà (2k − 1) è ìîæåò áûòü

ïðåäñòàâëåíà ðÿäîì Ëîðàíà

Ck(x) = x1−2k
∞∑

i=0

C0
i x

i.

Ýòî ïðèâîäèò ê óñëîâèÿì êâàíòîâàíèÿ Ck
2k−2 = (n/r0) δ1,k, k = 1, 2, ...

Ïîäñòàíîâêà ðÿäà Ck(x) â (10.18) äà¼ò:

3− 2k + i

r0
Ck−1

i +

k∑

j=0

i∑

p=0

Cj
p C

k−j
i−p =

Θ(2− 2k + i)
Λk

r20
(−1)i (3− 2k + i)− 2µEk δi, 2k−2,

ãäå Θ(k) � �óíêöèÿ Õåâèñàéäà, ðàâíàÿ 1 ïðè k > 0 è 0 ïðè k < 0.

Ïîëîæèâ i = 2k−2 è ó÷òÿ óñëîâèÿ êâàíòîâàíèÿ, ïîëó÷àåì k-þ ïîïðàâêó

ê ýíåðãèè:

2µEk =
Λk

r20
− 1

r0
Ck−1

2k−2 −
k∑

j=0

2k−2∑

p=0

Cj
p C

k−j
2k−2−p.

Â îñòàâøèõñÿ ñëó÷àÿõ (i 6= 2k − 2), èìååì ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ

äëÿ êîý��èöèåíòîâ:

Ck
i =

1

2C0
0

[

Θ(2− 2k + i)
Λk

r20
(−1)i (3− 2k + i)− 3− 2k + i

r0
Ck−1

i

−
k−1∑

j=1

i∑

p=0

Cj
pC

k−j
i−p − 2

i∑

p=1

C0
p C

k
i−p

]

.

Ýòè �îðìóëû ïîëíîñòüþ ðåøàþò çàäà÷ó î íàõîæäåíèè ïîïðàâêè ëþáîãî

ïîðÿäêà ïî ~ ê ýíåðãèè E è âîëíîâîé �óíêöèè C(r).
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IX Ìåòîä �àêòîðèçàöèè

• H47 Ìåòîä �àêòîðèçàöèè (ñòð. 248)

Ĥn+1Ân = (Ân Â
+
n + En) Ân = Ân (Â+

n Ân + En) = Ân Ĥn .

Âòîðîå ñîîòíîøåíèå ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïîìîùè ýðìèòîâîãî ñîïðÿæåíèÿ, ñ

ó÷¼òîì ýðìèòîâîñòè îïåðàòîðîâ Ĥn (âñå En äåéñòâèòåëüíû).

• H48 Ïðîèçâåäåíèå Â
+
n Ân (ñòð. 254)

Â+
n Ân =

α2
n

r2
+ r2 + p̂2r + 2αn + ı

[αn

r
+ r, p̂r

]

.
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• H49 Âîëíîâûå �óíêöèè òð¼õìåðíîãî îñöèëëÿòîðà (ñòð. 254)

Íåîáõîäèìî ðåøàòü óðàâíåíèÿ (ñòð. 249):

Ânϕn−1 =
(

r − l + n+ 1

r
+ ı p̂r

)

ϕn−1 =
(

r − l + n

r
+

d

dr

)

ϕn−1 = 0.

Ïðè n = 0 èìååì âîëíîâóþ �óíêöèþ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ. Ïåðâîå âîç-

áóæä¼ííîå (ïî nr) ñîñòîÿíèå ïîëó÷àåòñÿ èç R1l(r) = Â+
0 ϕ0.

• H50 Âûáîð ðàçëè÷íûõ �óíêöèé (ñòð. 256)

⊲ Ïðè G(x) = 1, èìååì:

En + b2n − En−1 − b2n−1

an + an−1
= F ′ − (an − an−1)F

2 − 2
anbn − an−1bn−1

an + an−1
F.

Ïîëîæèì êîý��èöèåíòû â ïðàâîé ÷àñòè ðàâíûå êîíñòàíòàì:

an − an−1 = λ,
anbn − an−1bn−1

an + an−1
= σ

è ïîòðåáóåì âûïîëíåíèÿ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (c = const):

F ′ = c+ λF + 2σF 2.

⊲ Ïðè G(x) = 1/F (x), èìååì:

En + 2 anbn − En−1 − 2 an−1bn−1

= (an + an−1)F
′ − (bn + bn−1)

F ′

F 2
− (a2n − a2n−1)F

2 − (b2n − b2n−1)
1

F 2
.

Ïîëîæèì

F ′(x) = aF 2(x) + b

è

an = an−1 + a, bn = bn−1 − b

En + 2anbn = En−1 + 2an−1bn−1 + b (an + an−1)− a (bn + bn−1).

⊲ Íàêîíåö, ïðè G(x) =
√

a+ b F 2(x) ïîëîæèì:

F ′(x) = −F (x)
√

a+ b F 2(x)

è

bn = bn−1 + 1, an = an−1, En − En−1 = −a (b2n − b2n−1).

⊲ Îòìåòèì òàêæå ïðîñòîé âûáîð

bn = b0, an − an−1 = −λ,
êîòîðûé ïðèâîäèò ê

En − En−1 = (an + an−1) (F
′ + λF 2) + 2b0 (G

′ + λFG),

ïîýòîìó

F ′ = c1 − λF 2, G′ = c2 − λFG.
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X Ôóíêöèè �ðèíà

• H51 Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà (ñòð. 269)

Çíàìåíàòåëü k2 − Ω2
n + ıǫ ïåðåïèøåì êàê (k − Ωn + ıǫ)(k + Ωn − ıǫ),

÷òî íå ñêàæåòñÿ íà ïðåäåëå ǫ → 0. Êðîìå ýòîãî, âòîðûì ïîðÿäêîì ǫ2

ïðåíåáðåãàåì ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðâûì. Ïðè t > 0 êîíòóð ìîæíî çàìêíóòü

â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè (e−ı(−ı∞)t = 0), êóäà ïîïàäàåò ïîëþñ k = Ωn−ıǫ.
Ïîýòîìó ïî òåîðåìå Êîøè (ñòð. 387) èìååì:

∫
e−ık t

(k − Ωn + ıǫ)(k + Ωn − ıǫ)

dk

2π
=

2πı

2π

e−ıΩn t

2Ωn
.

Àíàëîãè÷íî, ïðè t < 0 êîíòóð çàìûêàåòñÿ â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè ñ

ïîëþñîì k = −Ωn + ıǫ.

• H52 Ñðåäíèå ïî òåîðåìå Âèêà (ñòð. 281)

Âû÷èñëèì õðîíîëîãè÷åñêîå ñðåäíåå

〈
0|T x4t x4s |0

〉
äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî

îñöèëëÿòîðà ïî òåîðåìå Âèêà (ñòð. 271):

〈
0|T x4t x4s |0

〉
= 3Dtt

〈
0|T x2t x4s |0

〉
+ 4Dts

〈
0|T x3t x3s |0

〉
,

ãäå ñðàçó ïðèâåäåíû ïîäîáíûå (ïåðâûé îïåðàòîð xt äà¼ò 3 îäèíàêîâûõ

ñëàãàåìûõ ñ îñòàëüíûìè òðåìÿ xt è 4 ñëàãàåìûõ ñ xs). Àíàëîãè÷íî âû-

÷èñëÿåì ïîëó÷èâøèåñÿ ñðåäíèå:

〈
0|T x2t x4s |0

〉
= Dtt

〈
0|T x4s |0

〉
+4Dts

〈
0|T xt x3s |0

〉
= 3DttD

2
ss+12D2

tsDss.
〈
0|T x3t x3s |0

〉
= 2Dtt

〈
0|T xt x3s|0

〉
+3Dts

〈
0|T x2t x2s|0

〉
= 9DttDtsDss+6D3

ts.

Ñîáèðàÿ âñ¼ âìåñòå, îêîí÷àòåëüíî, ïîëó÷àåì:

〈
0|T x4t x4s |0

〉
= 9D2

ttD
2
ss + 72DttD

2
tsDss + 24D4

ts.
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XI Ôóíêöèîíàëüíûé èíòåãðàë

• H53 Ïîëó÷åíèå Wn èç ìèíèìóìà ýíòðîïèè (ñòð. 301)

Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿìåòîäîì ìíîæèòåëåé Ëàãðàí-

æà, â êîòîðîì íàõîäèòñÿ ýêñòðåìóì âûðàæåíèÿ:

F (Wn, λ1, λ2) = −
∑

n

Wn lnWn+λ1

(

1−
∑

n

Wn

)

+λ2

(〈
E
〉
−
∑

n

EnWn

)

.

�àâåíñòâî íóëþ ïðîèçâîäíûõ ïî Wn, λ1, λ2 äà¼ò (19.13).

• H54 Ñòàòñóììà è ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû (ñòð. 301)

Âû÷èñëèì ñëåä â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè:

Zβ =

∫
〈
p|e−β p̂2

2m |p
〉
d3p = δ(0)

∫

e−β p2

2m d3p = δ(0)
(2πm

β

)3/2

,

ãäå ñòåïåíü 3/2 âîçíèêàåò èç òðîéíîãî ãàóñîâîãî èíòåãðàëà (3 ñòåïåíè

ñâîáîäû), à δ(0) =
〈
p |p

〉
. Ïîëüçóÿñü �îðìóëîé (19.15), ïîëó÷àåì:

〈
E
〉
=

3

2β
=

3

2
T.

Ýòî ñîîòíîøåíèå, �àêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèåì òåìïåðàòóðû, êàê

ñðåäíåé ýíåðãèè, êîòîðàÿ ðàâíà T/2 íà êàæäóþ ñòåïåíü ñâîáîäû.

• H55 Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, èç ýêñòðåìóìà äåéñòâèÿ (ñòð. 303)

δSE [x]

δxτ
=

δ

δxτ

β∫

0

(mẋ2s
2

+V (xs)
)

ds =
δ

δx

β∫

0

(

mẋs
dδsτ
dτ

+V ′(xs) δτs
)

ds = 0.

Èíòåãðèðóÿ ñ �óíêöèåé Äèðàêà, ïðèõîäèì ê (19.25).

• H56 Êëàññè÷åñêîå äåéñòâèå îñöèëëÿòîðà (ñòð. 304)

Äëÿ òðàåêòîðèè x̄(τ) = Aeωτ + B e−ωτ
ñ xa = x(0) è xb = x(β) èìååì:

A =
xb − xa e

−ωβ

eωβ − e−ωβ
, B =

xa e
ωβ − xb

eωβ − e−ωβ
,

SE[x̄] =
ω

2
A2
(

e2ωβ − 1
)

− ω

2
B2
(

e−2ωβ − 1
)

.

• H57 Èíòåãðàë äëÿ îñöèëëÿòîðà (ñòð. 304)

Çàïèøåì èíòåãðàë äëÿ ρ(0, 0, β) â äèñêðåòíîì âèäå:

ρ(0, 0, β) =
〈
y = 0|e−β Ĥ |y = 0

〉
= N

∞∫

−∞

dy1 ... dyN−1 e
− 1

2∆τ yTAy, (P.1)
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ãäå

yTAy =
N∑

k=1

[

ẏ2k + y2k

]

∆τ 2 =
N∑

k=1

[

(yk − yk−1)
2 + y2k ∆τ

2
]

. (P.2)

Èíòåãðàë (P.1) ãàóññîâ è åãî íåñëîæíî âû÷èñëèòü (I.20), ñòð. 394:

ρ(0, 0, β) = N (2π)(N−1)/2

√

det (A/∆τ)
=

1

(2π∆τ)
N
2

(2π∆τ)
N−1
2√

detA
=

1√
2π∆τ detA

,

(ïîäñòàâëåí N (19.22), ∆τ = β/N è ó÷òåíî, ÷òî äëÿ ìàòðèöû n × n è

êîíñòàíòû α âûïîëíÿåòñÿ: det(αA) = αn detA). Â (P.2) ñ y0 = yN = 0
ìàòðèöà A ðàçìåðîì (N − 1)× (N − 1) èìååò ëåíòî÷íûé âèä (N = 5):

A =







2 + ∆τ 2 −1 0 0
−1 2 + ∆τ 2 −1 0

0 −1 2 + ∆τ 2 −1
0 0 −1 2 + ∆τ 2






.

Âû÷èñëÿÿ îïðåäåëèòåëü Dn = detA ìàòðèöû n × n ïî ïåðâîé êîëîíêå,

ñâîäèì Dn ê îïðåäåëèòåëÿì òàêèõ æå ìàòðèö ìåíüøåãî ðàçìåðà:

Dn = (2 + ∆τ 2)Dn−1 −Dn−2.

�åøèì ýòî ðåêóððåíòíîå óðàâíåíèå ñíà÷àëà â áîëåå îáùåì ñëó÷àå äëÿ:

Dn = (α+ β)Dn−1−αβDn−2. Ïåðåíîñÿ âëåâî αDn−1, ïîëó÷èì ãåîìåòðè-

÷åñêóþ ïðîãðåññèþ. Çàòåì àíàëîãè÷íî ïåðåíåñ¼ì βDn−1.

{
Dn − αDn−1 = β (Dn−1 − αDn−2) = βn−2 (D2 − αD1),

Dn − βDn−1 = α (Dn−1 − βDn−2) = αn−2 (D2 − βD1).

Åñëè α 6= β, òî ìîæíî èñêëþ÷èòü Dn−1 è íàéòè Dn:

Dn =
D2 − βD1

α(α− β)
αn − D2 − αD1

β(α− β)
βn.

Òàê êàê N → ∞, äëÿ α, β áåð¼ì âåäóùèé ïîðÿäîê ïî 1/N (∆τ = β/N):

α ≈ 1 +
β

N
, β ≈ 1− β

N
, D1 ≈ 2, D2 ≈ 3.

Âîñïîëüçîâàâøèñü îïðåäåëåíèåì ÷èñëà e, ïðè N → ∞ ïîëó÷àåì:

DN → N

2β

(

1 +
β

N

)N

− N

2β

(

1− β

N

)N

→ N

β

eβ − e−β

2
=
N

β
sh(β).
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XII Àíàëèç

• H58 ×èñëî ïîäìíîæåñòâ ó ìíîæåñòâà (ñòð. 324)

Ëþáîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà èç n ýëåìåíòîâ ìîæíî ïðåäñòàâèòü

â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç n íóëåé è åäèíèö. Åäèíèöà îçíà÷àåò, ÷òî

äàííûé ýëåìåíò ïðèñóòñâóåò â ïîäìíîæåñòâå, à íîëü � ÷òî íåò. Íàïðèìåð

äëÿ A = {a, b} âîçìîæíî 4 ïîäìíîæåñòâà:

00 = { }, 10 = {a}, 01 = {b}, 11 = {a, b}

×èñëî òàêèõ âîçìîæíûõ áèíàðíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíîé n ðàâíî
2n (íà ïåðâîì ìåñòå ñòîèò 0 èëè 1; äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ äâóõ âàðèàíòîâ

íà âòîðîì ìåñòå ñíîâà ñòîèò 0 èëè 1, è ò.ä.).

• H59 Èíòåãðàëû àïïðîêñèìàòîðîâ δ-�óíêöèè (ñòð. ??)

• H60 Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèè δ-�óíêöèè (ñòð. ??)

L/2∫

−L/2

eı k x
dx

2π
=

sin(Lk/2)

πk
→ δ(k), ïðè L→ ∞

• H61 Ïðîâåðêà ðåøåíèÿ óðâíåíèÿ x2ϕ(x) = 0 (ñòð. 339)

(x2(C1δ + C2δ
′), f) = C1(δ, x

2f) + C2 (δ
′, x2f) = C2 (δ, 2xf + x2f ′) = 0.
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XIII Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà

• H62 Íóëåâîé âåêòîð åäèíñòâåíåí (ñòð. 350)

Ïóñòü åñòü äâà íóëåâûõ ýëåìåíòà: 01 è 02. Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ äëÿ

íóëåâîãî âåêòîðà 01 è ëþáîãî âåêòîðà 02 èìååì 01 + 02 = 02. Ýòî æå

ñîîòíîøåíèå äëÿ íóëåâîãî âåêòîðà 02 èìååò âèä 02 + 01 = 01. Ñëîæåíèå

êîììóòàòèâíî, ïîýòîìó 02 = 01.

• H63 Íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà (ñòð. 351)

||a + b||2 =
〈
a+ b, a+ b

〉
= ||a||2 + ||b||2+

〈
a, b

〉
+
〈
a, b

〉∗
.

Ââåä¼ì

〈
a, b

〉
= |
〈
a, b

〉
| eıφ è ó÷ò¼ì òîæäåñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî:

= ||a||2 + ||b||2 + 2 |
〈
a, b

〉
| cosφ 6 ||a||2 + ||b||2 + 2||a|| · ||b|| cosφ.

Èëè îêîí÷àòåëüíî: ||a + b||2 6 (||a|| + ||b||)2.
• H64 Íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî (ñòð. 351)

Âîçüì¼ì âåêòîð tx + y, ãäå t � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Ñíà÷àëà ñ÷è-

òàåì, ÷òî

〈
x, y

〉
äåéñòâèòåëüíî. Òîãäà ñîãëàñíî ñâîéñòâàì ñêàëàðíîãî

ïðîèçâåäåíèÿ:

〈
tx+ y, tx+ y

〉
= t2

〈
x,x

〉
+ 2t

〈
x, y

〉
+
〈
y, y

〉
> 0.

Ïðè áîëüøèõ t â ñèëó
〈
x,x

〉
> 0 êâàäðàòíûé ïîëèíîì ïî t áîëüøå íóëÿ.

×òîáû îí áûë áîëüøå íóëÿ ïðè ëþáîì t, íåîáõîäèìî îòñóòñòâèå ðåøåíèé
êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî t, ò.å. äåòåðìèíàíò äîëæåí áûòü

îòðèöàòåëüíûì:

〈
x, y

〉2−
〈
x, x

〉〈
y, y

〉
6 0, îòêóäà ñëåäóåò (V.9). Åñëè

〈
x, y

〉
= r eıϕ � êîìïëåêñíîå, òîãäà ââåä¼ì âåêòîð z = eıϕ x:
〈
z, y

〉
= e−ıϕ

〈
x, y

〉
= r = |

〈
x, y

〉
|,

〈
z, z

〉
=
〈
x, x

〉

(÷èñëî èç ïåðâîãî âåêòîðà íàäî âûíîñèòü ñ êîìïëåêñíûì ñîïðÿæåíèåì).

Òàê êàê

〈
z, y

〉
äåéñòâèòåëüíî, îíî óäîâëåòâîðÿåò (V.9), îòêóäà (V.9) ñëå-

äóåò äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

〈
x, y

〉
.

• H65 Äåéñòâèå ëèíåéíîãî îïåðàòîðà íà íóëåâîé âåêòîð (ñòð. 354)

Â0 = Â(a− a) = Âa− Âa = 0.

• H66 Åäèíñòâåííîñòü îáðàòíîãî îïåðàòîðà (ñòð. 356)

Äîêàæåì, ÷òî äâà îáðàòíûõ Â−1
1 è Â−1

2 ê Â ñîâïàäàþò:

Â−1
1 = Â−1

1 1̂ = Â−1
1 (ÂÂ−1

2 ) = (Â−1
1 Â)Â−1

2 = 1̂Â−1
2 = Â−1

2 .
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• H67 Îáðàç è ÿäðî îáðàòèìîãî îïåðàòîðà (ñòð. 356)

Åñëè îáðàç íå îõâàòûâàåò âñ¼ ïðîñòðàíñòâî, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùå-

ñòâóþò ïî êðàéíåé ìåðå äâà âåêòîðà x1, x2 äåéñòâèå íà êîòîðûå îïåðà-

òîðà ïðèâîäèò ê îäèíàêîâîìó âåêòîðó Âx1 = a, Âx2 = a. Â ýòîì ñëó÷àå

äåéñòâèå îáðàòíîãî îïåðàòîðà Â−1a íå îïðåäåëåíî.

Åñëè ÿäðî ðàâíî 0, òî îïåðàòîð îáðàòèì. Îïåðàòîð íå èìååò îáðàòíîãî,

åñëè ñóùåñòâóþò âåêòîðû x1, x2 äëÿ êîòîðûõ Âx1 = Âx2 = a. Âû÷èòàÿ

èõ, èìååì Â(x1−x2) = 0. Òàê êàê x1 6= x2, ÿäðî êðîìå íóëåâîãî âåêòîðà

ñîäåðæèò x1 − x2. Ýòî ðàññóæäåíèå ìîæíî îáðàòèòü, äîêàçàâ, ÷òî åñëè

â ÿäðå òîëüêî íóëåâîé îïåðàòîð, äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ Âx1 6= Âx2.

• H68 Ñâîéñòâà ýðìèòîâãî ñîïðÿæåíèÿ (ñòð. 356)

〈
a, (Â+)+b

〉
=
〈
Â+a, b

〉
=
〈
b, Â+a

〉∗
=
〈
Âb, a

〉∗
=
〈
a, Âb

〉
.

〈
a, (ÂB̂)+b

〉
=
〈
ÂB̂a, b

〉
=
〈
B̂a, Â+b

〉
=
〈
a, B̂+Â+b

〉
.

• H69 Íåçàâèñèìîñòü âåêòîðîâ (ñòð. 361)

Ñîñòàâèì èç êîìïîíåíò ýòèõ âåêòîðîâ ìàòðèöó Â, ðàñïîëîæèâ êîìïî-
íåíòû êàæäîãî âåêòîðà ïî ñòîëáöàì:

e1 =





1
2

1



 , e2 =





1
0

−1



 , e3 =





−1
2

−1



 , Â =





1 1 −1
2 0 2

1 −1 −1



 .

Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò îäíîâðåìåííî íåíóëå-

âûå ÷èñëà x1, x2, x3, ÷òî x1 e1+x2 e2+x3 e3 = 0. Äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû

âåêòîðîâ, ýòî ñîîòíîøåíèè ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ Âx = 0. Îäíàêî,

ò.ê. det(Â) = 8 6= 0, ýòî óðàâíåíèå íå èìååò íåíóëåâûõ ðåøåíèé ïîýòîìó

âåêòîðû e1, e2, e3 ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

• H70 ßäðî è îáðàç ìàòðèöû (ñòð. 361)

Íàéä¼ì ÿäðî è îáðàç ó ìàòðèöû:

(
0 1
0 0

)(
x1
x2

)

= 0 =>

{
x1 − ëþáîå

x2 = 0
=> x =

(
x1
0

)

= x1

(
1
0

)

.

Ñîîòâåòñòâåííî îáðàç îïåðàòîðà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî âåêòîðîâ,

ïîëó÷àþùèõñÿ ïðè äåéñòâèè íà ïðîèçâîëüíûé âåêòîð:

(
0 1

0 0

)(
a

b

)

=

(
b

0

)

= b

(
1

0

)

.

Òàêèì îáðàçîì, ÿäðî è îáðàç ñîâïàäàþò. Âñå èõ âåêòîðû îïðåäåëÿþòñÿ

áàçèñíûì âåêòîðîì (1 0)T . Èõ ðàçìåðíîñòü ðàâíà 1, ÷òî â ñóììå, êàê è

ïîëîæåíî (V.43), ñòð. 362, äà¼ò ðàçìåðíîñòü âñåãî ïðîñòðàíñòâà 2.
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• H71 �àçìåðíîñòü îáðàçà è ÿäðà îïåðàòîðà (ñòð. 362)

Ïóñòü ðàçìåðíîñòü ÿäðà ðàâíà k è â í¼ì ââåäåíû áàçèñíûå âåêòîðû

e1, ..., ek. Ïî îïðåäåëåíèþ ÿäðà Âe1 = 0, ..., Âek = 0. Äîïîëíèì èõ

áàçèñíûìè âåêòîðàìè ek+1, ..., en. Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà a èç V, âåêòîð

îáðàçà ðàâåí

b = Âa = ak+1Âek+1 + ...+ anÂen.

Äîêàæåì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî n−k âåêòîðîâ Âek+1, ..., Âen ëèíåéíî íåçà-

âèñèìû (îáðàçóþò ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n−k). Ñóùåñòâîâàíèå âåê-
òîðà x = αk+1ek+1+...+αnen äëÿ êîòîðîãî Âx = 0 âåä¼ò ê ïðîòèâîðå÷èþ,

òàê êàê x ïðèíàäëåæèò ÿäðó è ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî e1, ..., ek.

• H72 Ñëåä ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö (ñòð. 365)

Òàê êàê Tr Â = Aii (ïî i ñóììà), òî:

Tr(ÂB̂) = AijBji = BjiAij = Tr(B̂Â).

• H73 Ïðîåêòîð íà ïëîñêîñòü (ñòð. 365)

Åñëè åñòü íåêîòîðûé âåêòîð e = (1 1 1)T â åâêëèâäîâîì 3-ìåðíîì ïðî-

ñòðàíñòâå �ñî ñòðåëî÷êàìè�, òî ïðîåêöèÿ íà íåãî ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà

x = (x1 x2 x3)
T
ðàâíà:

x′ =

〈
e, x

〉

||e||2 e =
x1 + x2 + x3

3
e.

Òàêîé ïðîåêòîð ìîæíî çàïèñàòü ïðè ïîìîùè ìàòðèöû P̂e:

P̂e =
1

3





1 1 1

1 1 1
1 1 1





Ïðîåêòîð íà ïëîñêîñòü áóäåò ê íåìó äîïîëíèòåëüíûì: P̂ = 1̂− P̂e.

• H74 Ñîáñòâåííûå âåêòîðû íå ýðìèòîâîé ìàòðèöû 2x2 (ñòð. 369)

Çàïèøåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå: ⊲ Ïðèâåä¼ì ïðèìåð ìàòðè-

öû 2x2 (íå ýðìèòîâîé!) ó êîòîðîé åñòü òîëüêî îäèí ñîáñòâåííûé âåêòîð:

det(Â− a1̂) = (1− a)2 = 0 => a = 1.

�åøàÿ óðàâíåíèå (Â−a1̂)a = 0 äëÿ a = (α β)T , ïîëó÷àåì α = 0 ïðè ëþ-
áîì β. Ïîýòîìó åäèíñòâåííûé âåêòîð èìååò âèä a = (0 1)T . Íàïîìíèì,

÷òî â ñèëó ëèíåéíîñòè óðàâíåíèÿ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñîáñòâåííûå

âåêòîðû îïðåäåëåíû ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîãî ìíîæèòåëÿ, ïîýòîìó

ðåøåíèå âûáèðàåòñÿ íàèáîëåå ïðîñòûì (â äàííîì ñëó÷àå íîðìèðîâàí-

íûì ||a|| = a+a = 1).
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• H75 Ñîáñòâåííûå âåêòîðû ýðìèòîâîé ìàòðèöû 3x3 (ñòð. 369)

�åøåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ a (2 − a)2 = 0 ïðèâîäèò ê

äâóì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì a1 = 0 è a2 = 2, îäíî èç êîòîðûõ äâóêðàòíî
âûðîæäåíî. Äëÿ a = 0 ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (Â− a1̂)a = 0 äà¼ò:





1 0 −ı
0 2 0

ı 0 1









α
β

γ



 = 0 =>

{
α = ıγ
β = 0

}

=> a1 =





ı
0

1



 .

Äëÿ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ a = 2 èìååì:




−1 0 −ı
0 0 0
ı 0 −1









α

β
γ



 = 0 =>

{
ıα = γ
β − ëþáîå

}

=> a =





α

β
ıα



 ,

Òàê êàê äâà ÷èñëà α è β ïðîèçâîëüíû, ìîæíî âûáðàòü òîëüêî äâà ëè-

íåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðà, ïîëîæèâ ëèáî α = 0 ëèáî β = 0. Ïîýòîìó
îêîí÷àòåëüíî:

a1 =
1√
2





ı
0

1



 , a2 =
1√
2





1
0

ı



 , a3 =





0
1

0



 . (P.3)

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ýòè òðè âåêòîðà îðòîíîðìèðîâàííû. Äâóêðàòíî

âûðîæäåííûì ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå a = 2.

• H76 Èíâàðèíàòíîñòü àëãåáðû (ñòð. 370)

Ĉ ′ = Û−1ĈÛ = Û−1ÂB̂Û = Û−1ÂÛ Û−1B̂Û = Â′B̂′.

• H77 Ñîõðàíåíèå óíèòàðíîñòè (ñòð. 370)

Åñëè Â+ = Â, òî

Â′+ = (Û+ÂÛ)+ = Û+Â+(Û+)+ = Û+ÂÛ = Â′.

• H78 Äèàãîíàëèçèðóþùàÿ ìàòðèöà (ñòð. 370)

Äëÿ ìàòðèöû 3x3 èç (V.57), èñïîëüçóÿ å¼ ñîáñòâåííûå âåêòîðû (⋖H75),

èìååì ñëåäóþùóþ óíèòàðíóþ ìàòðèöó:

Û =





ı/
√
2 1/

√
2 0

0 0 1

1/
√
2 ı/

√
2 0



 , Û−1 =





−ı/
√
2 0 1/

√
2

1/
√
2 0 −ı/

√
2

0 1 0



 .

Ïåðåìíîæàÿ ìàòðèöû Û−1ÂÛ , ïîëó÷àåì äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó Â′
, ñ

ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿì 0, 2, 2 íà äèàãîíàëè.
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• H79 Íåðàâåíñòâî |α + β|2 6 2|α|2 + 2|β|2 (ñòð. 373)
Çàïèøåì ìîäóëü ñóììû, ïåðåéäÿ â êîíöå ê ýêñïîíåíöèàëüíîé çàïèñè

êîìïëåêñíûõ ÷èñåë α = a eıA, β = b eıB, ãäå a, b > 0:

|α+β|2 = (α∗+β∗)(α+β) = |α|2+|β|2+α∗β+αβ∗ = a2+b2+2ab cos(A−B),

Äàëåå, ò.ê cos(A−B) 6 1:

a2 + b2 + 2ab cos(A− B) 6 a2 + b2 + 2ab 6 2a2 + 2b2,

òàê êàê (a− b)2 = a2 − 2ab+ b2 > 0.

• H80 Êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ (ñòð. 374)

Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèå äëÿ �óíêöèè f(x) è ó÷èñòûâàÿ óñëîâèå îðòî-
ãîíàëüíîñòè, èìååì:

b∫

a

f(x)ϕ∗
k(x) dx =

∞∑

i=0

αi

b∫

a

ϕi (x)ϕ
∗
k(x) dx =

∞∑

i=0

αiδik = αk.

• H81 Íîðìà âåêòîðà (ñòð. 375)

Çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ êâàäðàòà íîðìû âåêòîðà ||f ||2:
b∫

a

f ∗(x)f(x) dx =
∞∑

i,j=0

αiαj

b∫

a

ϕi (x)ϕ
∗
j(x) dx =

∞∑

i,j=0

αiαjδij =
∞∑

i,j=0

|αi|2.

• H82 Íîðìà îñòàòêà ||rn|| (ñòð. 375)
Íîðìà ðàâíà:

||rn||2 =
b∫

a

|f(x)−
n∑

k=0

αkϕk(x)|2 dx.

Âû÷èñëÿÿ ïîä èíòåãðàëîì êâàäðàò ìîäóëÿ, èìååì:

b∫

a

(|f(x)|2 −
n∑

k=0

(f ∗(x)αkϕk(x) + f(x)α∗
kϕ

∗
k(x)) +

n∑

i,j=0

α∗
iαj(x)ϕ

∗
iϕj(x))dx,

îòêóäà

||rn||2 = ||f ||2 −
n∑

k=0

2|αk|2 +
n∑

k=0

|αk|2 = ||f ||2 −
n∑

k=0

|αk|2.
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• H83 Îðòîãîíàëüíîñòü �óðüå-áàçèñà (ñòð. 341)

Åñëè k 6= j:

π∫

−π

ϕ∗
k(x)ϕj(x) dx =

π∫

−π

eı(j−k)x

2π
dx =

eı(j−k)x

2π (j − k)

∣
∣
∣

π

−π
= 0,

òàê êàê = eınπ − e−ınπ = e−ınπ(1− e2ınπ) = 0. Åñëè æå k = j, òî èíòåãðàë
ðàâåí 1.

• H84 �ÿä Ôóðüå äëÿ f(x) = x (ñòð. 341)

• H85 eB̂ Â e−B̂ = Â+ [B̂, Â] + ... (ñòð. 379)

Áåðÿ ïðîèçâîäíóþ îò Û(t), èìååì:

dÛ

dt
= etB̂ B̂Â e−tB̂ − etB̂ ÂB̂ e−tB̂ = etB̂ [B̂, Â] e−tB̂.

Åù¼ îäíà ïðîèçâîäíàÿ äà¼ò [B̂, [B̂, Â]] ìåæäó ýêñïîíåíòàìè, è ò.ä. �àç-

ëîæåíèå Û(t) â ðÿä Òåéëîðà ïðè t = 1 ïðèâîäèò ê òîæäåñòâó (V.77).
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