
�ÅËßÒÈÂÈÑÒÑÊÈÉ ÌÈ�

II. Ýëåêòðîäèíàìèêà

Ñåðãåé Ñ. Ñòåïàíîâ

Ýòî ýëåêòðîííàÿ âåðñèÿ êíèãè. Îíà íàõîäèòñÿ â ïðîöåññå ñî-

çäàíèÿ. Ïîñëåäíþþ âåðñèþ äîêóìåíòà ìîæíî íàéòè ïî àäðåñó

http://synset.om. Âñå çàìå÷àíèÿ è ïðåäëîæåíèÿ ïðîñüáà ïðè-

ñûëàòü ïî ïî÷òå phys�synset.om èëè îñòàâëÿòü íà ñàéòå, íà

ñòðàíèöàõ îáñóæäåíèÿ êíèãè.

(printed: 2 èþëÿ 2017 ã.)



2



Îãëàâëåíèå

3



4 Î�ËÀÂËÅÍÈÅ

0.1 Ââåäåíèå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

0.2 Îáîçíà÷åíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1 Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà 11

1.1 Çàêîí Êóëîíà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.2 Ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.3 Ýëåêòðè÷åñêèé äèïîëüíûé ìîìåíò . . . . . . . . . . . . . . 18

1.4 Ïîëå ðàâíîìåðíî äâèæóùåãîñÿ çàðÿäà . . . . . . . . . . . . 20

1.5 Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà . . . . . . . . . 24

1.6 Ñîõðàíåíèå çàðÿäà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

1.7 Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà . . . . . . . . . . . . . 30

2 Ìàãíèòíîå ïîëå 35

2.1 Ìàãíèòîñòàòèêà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

2.2 Çàìêíóòûé êîíòóð ñ òîêîì . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

2.3 Ìàãíèòíûé äèïîëüíûé ìîìåíò . . . . . . . . . . . . . . . . 42

2.4 Ïîòåíöèàëû ïîëÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

2.5 Ñèììåòðèè óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà . . . . . . . . . . . . . . 48

2.6 Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà äëÿ ïîëåé . . . . . . . . . . . . . 52

2.7 Ïîòåíöèàëû è òîê êàê 4-âåêòîðû . . . . . . . . . . . . . . . 56

3 Ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû 59

3.1 �åøåíèå óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà â ïóñòîòå . . . . . . . . . . 60

3.2 �åàëüíî ëè ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå? . . . . . . . . . . . . . 64

3.3 Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

3.4 Ïðèìåíåíèå çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . 72

3.5 �åøåíèå âîëíîâûõ óðàâíåíèé äëÿ ïîòåíöèàëîâ . . . . . . . 76

3.6 Äèïîëüíîå èçëó÷åíèå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

3.7 Ïðèìåðû äèïîëüíîãî èçëó÷åíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . 82

3.8 Ïðîèçâîëüíî äâèæóùèéñÿ çàðÿä

∗
. . . . . . . . . . . . . . 84

4 Òåîðèÿ ïîëÿ 91

4.1 Êîâàðèàíòíûé �îðìàëèçì . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

4.2 Çàêîí Êóëîíà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

4.3 Ýëåêòðîäèíàìèêà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

4.4 Äâèæåíèå çàðÿäà â ïîñòîÿííûõ ïîëÿõ

∗
. . . . . . . . . . . 104

4.5 Äåéñòâèå è ëàãðàíæèàí . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

4.6 Ëàãðàíæèàí çàðÿäà âî âíåøíåì ïîëå . . . . . . . . . . . . 112

4.7 Ëàãðàíæèàí ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ . . . . . . . . . . . . 116

4.8 Âçàèìîäåéñòâèå çàðÿäîâ áåç ïîëÿ

∗
. . . . . . . . . . . . . . 118



Î�ËÀÂËÅÍÈÅ 5

5 Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ 123

5.1 Ýíåðãèÿ ÷àñòèöû âî âíåøíåì ïîëå . . . . . . . . . . . . . . 124

5.2 Òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ïîëÿ . . . . . . . . . . . . . . . . 128

5.3 Êîâàðèàíòíîñòü èíòåãðàëüíûõ âåëè÷èí . . . . . . . . . . . 132

5.4 Ìîìåíò èìïóëüñà ïîëÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136

5.5 Êëàññè÷åñêèé ñïèí . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138

5.6 Ñèììåòðèè è çàêîíû ñîõðàíåíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . 144

5.7 Íåîäíîçíà÷íîñòü ëîêàëüíûõ òîêîâ . . . . . . . . . . . . . . 150

5.8 Èíòåãðàëû ëàãðàíæèàíà áåç ïîëÿ . . . . . . . . . . . . . . 154

6 Ñàìîäåéñòâèå 157

6.1 Ýëåêòðîìàãíèòíàÿ ìàññà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158

6.2 �åøåíèå ïðîáëåìû 3/4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160

6.3 Êëàññè÷åñêèé ðàäèóñ ýëåêòðîíà . . . . . . . . . . . . . . . 164

6.4 Ñàìîäåéñòâèå ýëåêòðîíà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 166

6.5 Ïðèìåðû ñàìîäåéñòâèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 170

6.6 Êîâàðèàíòíàÿ çàïèñü ñèëû ñàìîäåéñòâèÿ . . . . . . . . . . 172

6.7 Íåëèíåéíàÿ ýëåêòðîäèíàìèêà

∗
. . . . . . . . . . . . . . . . 174

6.8 Ñîëèòîíû

∗
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 180

7 Ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû - 2 189

7.1 Ïëîñêàÿ ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà . . . . . . . . . . . . . . 190

7.2 Êîìïëåêñíûå îáîçíà÷åíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 192

7.3 Îáùåå ðåøåíèå âîëíîâûõ óðàâíåíèé . . . . . . . . . . . . . 194

7.4 Ïîòåíöèàë â êóëîíîâñêîé êàëèáðîâêå . . . . . . . . . . . . 198

7.5 Çàðÿä â ïîëå ïëîñêîé âîëíû . . . . . . . . . . . . . . . . . 200

7.6 Ñâåòîâîå äàâëåíèå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 204

7.7 Ìîìåíò èìïóëüñà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 206

8 Êâàòåðíèîíû 209

8.1 Êâàòåðíèîíû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 210

8.2 Êîâàðèàíòíûå îáîçíà÷åíèÿ

∗
. . . . . . . . . . . . . . . . . 214

8.3 Âðàùåíèÿ â 3-ïðîñòðàíñòâå . . . . . . . . . . . . . . . . . . 216

8.4 Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 220

8.5 Êâàòåðíèîííàÿ ýëåêòðîäèíàìèêà . . . . . . . . . . . . . . . 224

8.6 Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 226

8.7 Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 228

9 Ñïèíîðû 231

9.1 Ñïèíîðû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 232

9.2 Ñïèíîðíûå òåíçîðû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 234

9.3 Ñèììåòðè÷íûé ñïèíîðíûé òåíçîð . . . . . . . . . . . . . . 238



6 Î�ËÀÂËÅÍÈÅ

9.4 Ñïèíîðû è óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà . . . . . . . . . . . . . . . 240

9.5 Óðàâíåíèå Äèðàêà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 248

9.6 Àëãåáðà ìàòðèö Äèðàêà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 252

9.7 Ïðåîáðàçîâàíèå áèñïèíîðà . . . . . . . . . . . . . . . . . . 258

9.8 Ïðèíöèï êàëèáðîâî÷íîé èíâàðèàíòíîñòè . . . . . . . . . . 262

H: Ïîìîùü 263

M: Ìàòåìàòè÷åñêîå ïðèëîæåíèå 299

I Âåêòîðíûé àíàëèç . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 300

II Èíòåãðàëüíûå òåîðåìû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 306

III Êîìïëåêñíûå ÷èñëà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 310

IV Ôóíêöèÿ Äèðàêà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 312

V Ôóðüå ïðåîáðàçîâàíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 314

VI Ýêñòðåìóì è ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà . . . . . . . . . . . . . 316



Î�ËÀÂËÅÍÈÅ 7

0.1 Ââåäåíèå

Âòîðàÿ ÷àñòü êíèãè ��åëÿòèâèñòñêèé ìèð� ïîñâÿùåíà òåîðèè ïîëÿ. Îñ-

íîâíîå âíèìàíèå áóäåò ñîñðåäîòî÷åíî íà ÷àñòíîì ñëó÷àå ïîëåâîé òåîðèè

� êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè. Âïðî÷åì, ìíîãèå èç ðàññìîòðåííûõ

âîïðîñîâ îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè è äëÿ ïîëåé ðàçëè÷íîé ïðèðîäû.

Èñòîðè÷åñêè, ýêñïåðèìåíòû ñî ñâåòîì è àíàëèç ñâîéñòâ óðàâíåíèé

Ìàêñâåëëà ïðèâåëè ê ïîñòðîåíèþ òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè. Îäíàêî, èñòî-

ðè÷åñêèé ïóòü íå âñåãäà ñàìûé êîðîòêèé, à ãëàâíîå � íå âñåãäà ëîãè÷åñêè

áåçóïðå÷åí. Êàê ìû âèäåëè â ïåðâîé ÷àñòè êíèãè, òåîðèÿ îòíîñèòåëüíî-

ñòè � ýòî �óíäàìåíòàëüíàÿ òåîðèÿ è îíà ïðèìåíèìà êî âñåì âèäàì âçàè-

ìîäåéñòâèé. Å¼ ëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà òàêîâà, ÷òî îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ

ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç àêñèîì êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè è íå òðåáóþò äî-

ïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñêîðîñòü, ðàâíàÿ ñêî-

ðîñòè ñâåòà, âîçíèêàåò â ðåçóëüòàòå óìåíüøåíèÿ ÷èñëà àêñèîì, ëåæàùèõ

â îñíîâå òåîðèè (ïðèíöèï ïàðàìåòðè÷åñêîé íåïîëíîòû).

Ïîñëå òîãî êàê îñíîâíûå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè óñòàíîâ-

ëåíû, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êîíêðåòíûå âçàèìîäåéñòâèÿ. Ïðè ýòîì òåî-

ðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè íàêëàäûâàåò äîñòàòî÷íî æ¼ñòêèå îãðàíè÷åíèÿ íà

ìàòåìàòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ñîîòâåòñòâóþùèõ òåîðèé. Íàïðèìåð, êàê ìû

óâèäèì, ýëåêòðîäèíàìèêó ìîæíî ïîëó÷èòü ïðè ïîìîùè ëèøü èç çàêîíà

Êóëîíà è èíâàðèàíòíîñòè çàðÿäà.

Êàê è â ïðåäûäóùåé ÷àñòè, ñëîæíîñòü ìàòåðèàëà èä¼ò ïî íàðàñòàþ-

ùåé. Â ïåðâûõ òð¼õ ãëàâàõ ýëåêòðîäèíàìèêà �îðìóëèðóåòñÿ â òð¼õìåð-

íûõ îáîçíà÷åíèÿõ. Çàòåì ìû ïåðåéä¼ì ê êîâàðèàíòíîìó �îðìàëèçìó è

ïîâòîðíî ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà, êàê èç çàêîíà Êóëîíà, òàê è

ïðè ïîìîùè ëàãðàíæåâîãî ìåòîäà. Äîñòàòî÷íî ìíîãî âðåìåíè óäåëÿåò-

ñÿ çàêîíàì ñîõðàíåíèÿ è òåì òðóäíîñòÿì, êîòîðûå âîçíèêàþò â ïîëåâûõ

òåîðèÿõ. Â ÷àñòíîñòè áóäåò ïðîàíàëèçèðîâàíà ïðîáëåìà ýëåêòðîìàãíèò-

íîé ìàññû, îòñóòñòâèå ñâåòîâîãî äàâëåíèÿ íà ïðîáíûé çàðÿä è îñîáåííî-

ñòè ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû.

Ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàþòñÿ êâàòåðíèîíû. Ñ îäíîé ñòîðîíû, èõ èñ-

ïîëüçîâàíèå ñóùåñòâåííî óïðîùàåò îïèñàíèå êîìïîçèöèè ïðåîáðàçîâà-

íèé Ëîðåíöà è äà¼ò èçÿùíóþ ìàòðè÷íóþ �îðìóëèðîâêó óðàâíåíèé Ìàêñ-

âåëëà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñ èõ ïîìîùüþ ïðîùå âñåãî ïðèéòè ê íîâîìó

òèïó ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ � ñïèíîðîâ, áîëåå îáùèõ ïî ñðàâíåíèþ ñ

4-âåêòîðàìè è òåíçîðàìè. Îíè, â ñâîþ î÷åðåäü, ëåæàò â îñíîâå áèñïèíîð-

íûõ ïîëåé, êîòîðûå íà êâàíòîâîì óðîâíå îïèñûâàþò �óíäàìåíòàëüíûå

÷àñòèöû ïîäîáíûå ýëåêòðîíó.
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⊲ Âî âòîðîé ÷àñòè, êàê è â ïåðâîé, ïðèíÿòà ñèñòåìà åäèíèö â êîòîðîé

ñêîðîñòü ñâåòà c = 1. Ïðàâèëà âîññòàíîâëåíèÿ â �îðìóëàõ êîíñòàíòû c
è ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèìåðû ñîáðàíû â ïðèëîæåíèè �Ñèñòåìû îòñ÷¼òà�.

Òàì æå ìîæíî íàéòè çàïèñü óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà â ñèñòåìàõ ÑÈ è Ñ�Ñ.

Êàê è ðàíüøå, ÷àñòî ïðåäëàãàåòñÿ ðåøèòü çàäà÷è èëè âîññòàíîâèòü

òîò èëè èíîé âûâîä. Òàêèå óïðàæíåíèÿ ïîìå÷åíû ñèìâîëîì (⋖Hi), ãäå i
� íîìåð ðåøåíèÿ, êîòîðîå ìîæíî íàéòè â ïðèëîæåíèè �Ïîìîùü�. Íåêîòî-

ðûå âîïðîñû âûíåñåíû â �Ìàòåìàòè÷åñêîå ïðèëîæåíèå�. Îíî íå ÿâëÿ-

åòñÿ ó÷åáíèêîì ïî ìàòåìàòèêå, íî ïðè âíèìàòåëüíîì ÷òåíèè ïîçâîëÿåò,

íå òîëüêî âñïîìíèòü ìàòåðèàë, íî èíîãäà è îñâîèòü åãî ñ íóëÿ. �åêîìåí-

äóåòñÿ òàêæå ïàðàëëåëüíî ïðîðàáàòûâàòü êíèãó �Âåêòîðû, òåíçîðû è

�îðìû. Èíñòðóêöèÿ ê èñïîëüçîâàíèþ� [1℄, ðåøàÿ ïðèâåäåííûå òàì çà-

äà÷è.

Â òåêñòå ïðèâåäåíû ññûëêè íà ïðåäûäóùóþ ÷àñòü, êîòîðûå ñíàáæåíû

ïðå�èêñîì V1. Íàïðèìåð, �ãëàâà V1:1� îçíà÷àåò ïåðâóþ ãëàâó ïðåäûäó-

ùåé ÷àñòè, à �ñòð.V1:137� � ñîîòâåòñòâóþùóþ ñòðàíèöó òàì æå.
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0.2 Îáîçíà÷åíèÿ

a, b, c, ... � 3-ìåðíûå âåêòîðû (æèðíûé øðè�ò);

a× b � âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå;

r � ðàäèóñ-âåêòîð ñ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè x, y, z;

n � åäèíè÷íûé âåêòîð (n2 = 1);

c � ñêîðîñòü ñâåòà; ïðèíÿòà ñèñòåìà åäèíèö c = 1 (ñì. ñòð. ??);

γ = 1/
√
1− v2

� �àêòîð Ëîðåíöà äëÿ ñêîðîñòè v;

Γ = (γ − 1)/v2 = γ2/(γ + 1) � ìîäè�èöèðîâàííûé �àêòîð Ëîðåíöà;

E, p, m � ýíåðãèÿ, èìïóëüñ è ìàññà ÷àñòèöû;

L, S � ìîìåíò èìïóëüñà è ñïèí;

sα, cα � ñîêðàùåíèÿ äëÿ ñèíóñà sinα è êîñèíóñà cosα;

sh x, chx, th x � ãèïåðáîëè÷åñêèå ñèíóñ, êîñèíóñ è òàíãåíñ;

ashx, achx, athx � îáðàòíûå ãèïåðáîëè÷åñêèå �óíêöèè;

∇ � îïåðàòîð íàáëà;

∇A, ∇×A � äèâåðãåíöèÿ è ðîòîð;

E, B � ýëåêòðè÷åñêîå è ìàãíèòíîå ïîëÿ;

i, j, k, ... � ëàòèíñêèå èíäåêñû, ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ îò 1 äî 3;

α, β, γ, ... � ãðå÷åñêèå èíäåêñû, ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ îò 0 äî 4;

ds2 = dt2 − dr2 � êâàäðàò èíòåðâàëà â 4-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå;

Aα
, F αβ

� 4-âåêòîðû è òåíçîðû;

A, F � 4-âåêòîðû è òåíçîðû â áåçèíäåêñíîé �îðìå;

δij, δ
α
β � 3-ìåðíûé è 4-ìåðíûé ñèìâîë Êðîíåêåðà;

gαβ � ìåòðè÷åñêèé òåíçîð, gαβ = diag{1,−1,−1,−1};
εijk, εαβγδ � 3-ìåðíûé è 4-ìåðíûé ñèìâîë Ëåâè-×èâèòû, ε0123 = 1;
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�ëàâà 1

Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà

Äæåéìñ Êëåðê Ìàêñâåëë çàïèñàë ñâîè óðàâíåíèÿ, îïèðàÿñü íà ýêñïå-

ðèìåíòû Êóëîíà, Ýðñòåäà, Àìïåðà è Ôàðàäåÿ. Ýòè óðàâíåíèÿ ïðèâåëè

ê ïðåîáðàçîâàíèÿì Ëîðåíöà è, â êîíå÷íîì ñ÷¼òå, ê òåîðèè îòíîñèòåëü-

íîñòè. Îäíàêî â ýòîé ãëàâå ìû ïîéä¼ì îáðàòíûì ïóò¼ì. Ïðè ïîìîùè

çàêîíà Êóëîíà è ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà áóäóò ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ

Ìàêñâåëëà.

Ñ ýòîé ãëàâû íà÷èíàåò àêòèâíî ïðèìåíÿòüñÿ äè��åðåíöèàëüíûé âåê-

òîðíûé àíàëèç, ïîýòîìó èìååò ñìûñë ïðîñìîòðåòü ìàòåìàòè÷åñêîå ïðè-

ëîæåíèå íà ñòðàíèöàõ 300-309. Â ïåðâûõ òð¼õ ãëàâàõ ìû áóäåì â îñíîâ-

íîì èñïîëüçîâàòü òð¼õìåðíûå îáîçíà÷åíèÿ. Áîëåå êîìïàêòíîìó (êîâàðè-

àíòíîìó) ïîäõîäó îïèñàíèÿ ïîëåâûõ òåîðèé ïîñâÿùåíû ãëàâû, íà÷èíàÿ

ñ ÷åòâ¼ðòîé.

11
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1.1 Çàêîí Êóëîíà

⊲ Ìèð âåùåñòâåííûõ òåë, íåïîñðåäñòâåííî âîñïðèíèìàåìûé ÷óâñòâà-

ìè, î÷åíü ïðèâû÷åí â ïîâñåäíåâíîì îïûòå. Ïîýòîìó äëÿ âîçíèêíîâåíèÿ

ïîíÿòèÿ �ïîëÿ� ïîòðåáîâàëèñü äëèòåëüíàÿ ýâîëþöèÿ è äîñòàòî÷íî âûñî-

êèé óðîâåíü �èçè÷åñêîé àáñòðàêöèè. Èçâåñòíî, ÷òî íåïîäâèæíûé çàðÿä

Q äåéñòâóåò íà äðóãîé çàðÿä q ñèëîé Êóëîíà:

F =
qQ

r3
r. (1.1)

Çàðÿäû ìîãóò áûòü êàê ïîëîæèòåëüíûìè, òàê è îòðèöàòåëüíûìè. Ñè-

ëà âçàèìîäåéñòâèÿ çàâèñèò îò èõ ïðîèçâåäåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, çàðÿäû

îäèíàêîâîãî çíàêà îòòàëêèâàþòñÿ, à ïðîòèâîïîëîæíîãî � ïðèòÿãèâàþò-

ñÿ. Ââåä¼ì ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå E ñëåäóþùèì îáðàçîì:

E =
Q

r3
r, F = qE. (1.2)

Íàïðÿæ¼ííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ò.å. çíà÷åíèå âåêòîðíîé �óíêöèè

E, çàâèñèò îò ðàññòîÿíèÿ r è çàðÿäà Q, íî íå çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ çà-

ðÿäà q. Òàêîå îòäåëåíèå �èñòî÷íèêà� ñèëû Q îò îáúåêòà âîçäåéñòâèÿ q
ÿâëÿåòñÿ óäîáíûì, íî äîñòàòî÷íî �îðìàëüíûì ñïîñîáîì ââåäåíèÿ ïîëÿ.

Â äàëüíåéøåì ìû ó÷¼ì êîíå÷íîñòü ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðî-

ìàãíèòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ è âûÿñíèòñÿ, ÷òî ïîëå ÿâëÿåòñÿ ðåàëüíî ñó-

ùåñòâóþùèì �èçè÷åñêèì îáúåêòîì. Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå îáîçíà÷àåòñÿ

òîé æå áóêâîé, ÷òî è ýíåðãèÿ. ×òîáû íå áûëî ïóòàíèöû, â ýòîé ãëàâå

áóäåì îáîçíà÷àòü ýíåðãèþ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû, êàê E = m/
√
1− u2

.

⊲ Çàêîí Êóëîíà ñ õîðîøåé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè ñïðàâåäëèâ êàê íà î÷åíü

ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ, òàê è íà äîñòàòî÷íî áîëüøèõ. Òåì íå ìåíåå, ñ �èçè-

÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ âûðàæåíèå (1.2) íå âïîëíå óäîâëåòâîðèòåëüíî. Åñëè

çàðÿä Q � òî÷å÷íûé, òî ïðè r = 0 ïîëó÷àåòñÿ áåñêîíå÷íîå çíà÷åíèå ïî-

ëÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, ñèëû âîçäåéñòâèÿ íà çàðÿä q. Ïîïðîáóåì âðåìåííî

óñòðàíèòü ýòó ïðîáëåìó, ìîäè�èöèðóÿ çàêîí Êóëîíà (1.2) ïðè ïîìîùè

ìàëîé êîíñòàíòû a:

E =
Q r

(r2 + a2)3/2
. (1.3)

Ïðè a = 0 ïîëó÷àåòñÿ èñõîäíîå âûðàæåíèå (1.2), îäíàêî äëÿ a 6= 0 íà-

ïðÿæ¼ííîñòü E êîíå÷íà ïðè r = 0. Ïîäîáíîå óñòðàíåíèå ñèíãóëÿðíîñòè

(áåñêîíå÷íîñòè) íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðèçàöèåé.
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⊲ Äèâåðãåíöèÿ ðàäèóñ âåêòîðà r è ãðàäèåíò åãî äëèíû r =
√
r2 ðàâíû

(ñòð. 302):

∇r = 3, ∇r = r

r
.

Âû÷èñëèì äèâåðãåíöèþ ïîëÿ (1.3) êàê ïðîèçâîäíóþ ïðîèçâåäåíèÿ:

∇E =
Q∇r

(r2 + a2)3/2
+Q r∇(r2+a2)−3/2 = 3Q

(r2 + a2)3/2
− 3

2

Q r

(r2 + a2)5/2
2 r

r

r
.

Ïðèâîäÿ ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ, ïîëó÷àåì:

∇E = 4πQ δa(r),

δa(r) =
3

4π

a2

(r2 + a2)5/2
. (1.4)

Ïðè óìåíüøåíèè ïàðàìåòðà a, �óíêöèÿ δa(r) ñòàíîâèòñÿ âñ¼ áîëåå âûñî-
êîé è óçêîé (ñì. ðèñóíîê). Ìíîæèòåëü 3/4π âûäåëåí, òàê ÷òîáû èíòåãðàë

îò δa(r) ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó (d
3r ≡ dV ) áûë ðàâåí åäèíèöå:

∫

δa(r) d
3r =

3 a2

4π

∞∫

0

∫

4π

r2 dr dΩ

(r2 + a2)5/2
=

∞∫

0

3χ2 dχ

(1 + χ2)5/2
=

χ3

(1 + χ2)3/2

∣
∣
∣

∞

0
= 1.

Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà ïðîâîäèòñÿ â ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ. Èíòå-

ãðèðîâàíèå ïî òåëåñíîìó óãëó dΩ äà¼ò 4π. Çàòåì ñäåëàíà çàìåíà χ =
r/a. Çíà÷åíèå èíòåãðàëà îñòà¼òñÿ åäèíè÷íûì ïðè a → 0, õîòÿ �óíêöèÿ

δ(r) = δ0(r) â ýòîì ïðåäåëå ñòàíîâèòñÿ ðàçðûâíîé:

lim
a→0

δa(r) = δ(r) =

{
0, r 6= 0
∞, r = 0

,

∫

δ(r) d3r = 1. (1.5)

Ôóíêöèÿ δ(r) ñ òàêèìè ñâîéñòâàìè íàçûâàåòñÿ òð¼õìåðíîé �óíêöèåé

Äèðàêà (ñòð. 314). Îíà óäîáíà ïðè îïèñàíèè òî÷å÷íîãî çàðÿäà, êîãäà îí

ñîñðåäîòî÷åí â ñêîëü óãîäíî ìàëîì îáú¼ìå. Â ýòîì ñëó÷àå äèâåðãåíöèÿ

ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ðàâíà íóëþ âåçäå, êðîìå òî÷êè r = 0, ãäå îíà îá-

ðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü. Çàìåòèì, ÷òî åñëè �îðìàëüíî âû÷èñëèòü ∇E
äëÿ çàêîíà Êóëîíà (1.2), òî ïîëó÷èòñÿ íîëü ïðè ëþáîì çíà÷åíèè r. Ïî-
ýòîìó äè��åðåíöèðîâàíèå ñèíãóëÿðíûõ �óíêöèé òðåáóåò îïðåäåë¼ííîé

àêêóðàòíîñòè (íàïðèìåð, ïðîâåäåíèå ðåãóëÿðèçàöèè).
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• Ïðè ïîìîùè �óíêöèè Äèðàêà (1.5) çàêîí Êóëîíà (1.2) ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â �îðìå äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ:

∇E = 4πQ δ(r). (1.6)

Èíòåãðàë ïî çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè, îêðóæàþùåé çàðÿä Q, ïî òåîðåìå
�àóññà (ñòð. 300), äà¼ò èíòåãðàëüíóþ âåðñèþ ýòîãî æå óðàâíåíèÿ:

∮

S

E dS = 4πQ. (1.7)

⊲ Ñëåäóþùèì ýêñïåðèìåíòàëüíûì �àêòîì ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèï ñóïåð-

ïîçèöèè:

ïîëå, ñîçäàâàåìîå íåñêîëüêèìè çàðÿäàìè, ðàâíî âåêòîðíîé ñóì-

ìå íàïðÿæ¼ííîñòåé ïîëÿ îò êàæäîãî çàðÿäà.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî çàêîí Êóëîíà â äè��åðåíöèàëüíîé �îðìå (1.6)

ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñëåäóþùåãî óðàâíåíèÿ (çàêîí �àóññà):

∇E = 4π ρ(r), (1.8)

ãäå �óíêöèÿ ρ(r) íàçûâàåòñÿ ïëîòíîñòüþ çàðÿäà:

ρ(r) =
n∑

i=1

Qi δ(r− ri). (1.9)

Îíà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç çíà÷åíèÿ çàðÿäîâ Q1, ..., Qn, íàõîäÿùèõñÿ â òî÷-

êàõ ïðîñòðàíñòâà r1, ..., rn. Èíòåãðàëüíûé çàêîí Êóëîíà (1.7) îñòà¼òñÿ

íåèçìåííûì, îäíàêî Q, â ïðàâîé ÷àñòè, èìååò ñìûñë ñóììàðíîãî çàðÿäà

â îáú¼ìå, îêðóæ¼ííîì ïîâåðõíîñòüþ S.

⊲ Ïóñòü òî÷å÷íûå çàðÿäû ðàñïîëîæåíû î÷åíü áëèçêî, òàê ÷òî èìååò

ñìûñë ãîâîðèòü î íåïðåðûâíîì ðàñïðåäåëåíèè çàðÿäà. Òîãäà åãî ïëîò-

íîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè ïðåäåëà:

∑

i

Qi =

∫

V→0

ρ(r) d3r ≈ ρ(r) V => ρ(r) = lim
V→0

1

V

∑

i

Qi,

ãäå ñóììèðóþòñÿ âñå çàðÿäû, ïîïàâøèå â îáú¼ì V , îêðóæàþùèé òî÷êó

ïðîñòðàíñòâà r. Íà ïðàêòèêå ìàòåìàòè÷åñêèé ïðåäåë íå âû÷èñëÿåòñÿ.

Áåð¼òñÿ ìàëûé îáú¼ì V , è ïëîòíîñòü ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîé îòíîøåíèþ çà-

ðÿäà, ñîäåðæàùåãîñÿ â îáú¼ìå, ê âåëè÷èíå ýòîãî îáú¼ìà. Òàêàÿ ïðîöåäó-

ðà �ñãëàæèâàíèÿ� ñóììû ñèíãóëÿðíûõ �óíêöèé Äèðàêà (1.9) ïðèâîäèò

ê òîìó, ÷òî ïëîòíîñòü çàðÿäà ρ(r) â ðÿäå ñëó÷àåâ îêàçûâàåòñÿ ãëàäêîé

(�îáû÷íîé�) �óíêöèåé êîîðäèíàò.
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• Íàïðÿæ¼ííîñòü ïîëÿ ïðèíÿòî èçîáðàæàòü â âèäå ñòðåëîê, íàïðàâëå-
íèå êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ âåêòîðîì E, à èõ êîëè÷åñòâî, ïðîõîäÿùåå ÷åðåç

åäèíèöó ïîâåðõíîñòè, ïðîïîðöèîíàëüíî ìîäóëþ íàïðÿæ¼ííîñòè |E|. Åñ-
ëè åñòü ñèììåòðèÿ â ðàñïðåäåëåíèè çàðÿäà, ïðè ïîìîùè óðàâíåíèÿ (1.7)

èíîãäà ìîæíî ëåãêî íàõîäèòü íàïðÿæ¼ííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ.

⊲ �àññìîòðèì, íàïðèìåð, îäíîðîäíûé øàð ðàäèóñà R, ïëîòíîñòü çàðÿ-
äà âíóòðè êîòîðîãî ïîñòîÿííà. Âûäåëåííûõ íàïðàâëåíèé íåò è, â ñèëó

ñ�åðè÷åñêîé ñèììåòðèè, �ñòðåëêè� ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ âûãëÿäÿò òàê,

êàê ýòî ïîêàçàíî íà ðèñóíêå íèæå è íàïðÿæ¼ííîñòü ðàâíà:

E = Q







r
r3

r > R

r
R3 r 6 R.

Äåéñòâèòåëüíî, îêðóæèì øàð ñ�åðîé ðàäèóñà r > R ïëîùàäüþ 4πr2.
Âåêòîð dS ïàðàëëåëåí E, à íà ñ�åðå ìîäóëü íàïðÿæ¼ííîñòè ïîñòîÿíåí:

∮

S

E dS = |E| 4π r2 = 4πQ => |E| = Q

r2
,

ò.å. âíå øàðà âûïîëíÿåòñÿ çàêîí Êóëîíà. Åñëè æå r 6 R, òî çàðÿä âíóòðè
ñ�åðû ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ îáú¼ìà 4πr3/3 íà ïëîòíîñòü:

∮

S

E dS = |E| 4π r2 = 4π ρ
4π

3
r3 = 4πQ

r3

R3
=> E = Q

r

R3 .

⊲ Ïðîâåðüòå (⋖H1), ÷òî ïîëå, áåñêîíå÷íîé òîíêîé, îäíîðîäíî çàðÿ-

æåííîé íèòè ñ çàðÿäîì µ = Q/L íà åäèíèöó äëèíû L, ðàâíî:

|E| = 2µ

r⊥
, E = 2µ

k× [r× k]

[r× k]2
,

ãäå r⊥ � ñîñòàâëÿþùàÿ ðàäèóñ-âåêòîðà, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ê íèòè (ñì.

ðèñóíîê), à k � åäèíè÷íûé âåêòîð, íàïðàâëåííûé âäîëü íå¼. Ñòîèò âû-

÷èñëèòü ∇E, ïðîâåäÿ ðåãóëÿðèçàöèþ âûðàæåíèÿ (⋖H2). Çàìåòèì, ÷òî

âûäåëåííûõ íàïðàâëåíèé âäîëü íèòè íåò. Ïîýòîìó åù¼ îäíà ñèììåòðè÷-

íàÿ êîí�èãóðàöèÿ ïîëÿ, êîãäà âåêòîð E êàñàòåëåí öèëèíäðó, îêðóæà-

þùåìó íèòü (ïîïåð¼ê íàïðàâëåíèÿ íèòè), íå ÿâëÿåòñÿ ïîäõîäÿùåé. Íåò

îñíîâàíèé �çàêðóòèòü� ïîëå E â îäíó èëè â äðóãóþ ñòîðîíó.
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1.2 Ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë

⊲ Âòîðàÿ îïåðàöèÿ êîòîðóþ ìîæíî ïðîäåëàòü ñ âåêòîðíîé �óíêöè-

åé ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà íàáëà, � ýòî ðîòîð. Äëÿ ëþáîãî ñ�åðè÷åñêè

ñèììåòðè÷íîãî ïîëÿ f(r) r ðîòîð ðàâåí íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê:

∇f(r) = f ′(r)
r

r
, ∇× r = 0,

ïîýòîìó:

[∇× f(r) r] = f(r) [∇× r]− [r×∇] f(r) = −f ′(r) r× r

r
= 0.

Â ÷àñòíîñòè, ðîòîð ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ çàðÿäà (1.2) ðàâåí íóëþ. Â ñè-

ëó ïðèíöèïà ñóïåðïîçèöèè, ýòî ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî ñòàòè÷åñêîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäà. Ïîýòîìó óðàâíåíèÿ ýëåêòðîñòàòèêè èìåþò âèä:

∇E = 4π ρ, ∇×E = 0. (1.10)

⊲ Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå, âûðàæàþùåå öåíòðàëüíûé õàðàêòåð êóëîíîâ-

ñêîãî ïîëÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà, âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè, åñëè:

E = −∇ϕ, (1.11)

ãäå �óíêöèÿ ϕ = ϕ(r) íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíûì ïîòåíöèàëîì. Äåéñòâè-

òåëüíî: ∇× E = −[∇×∇]ϕ = 0. Ïîäñòàíîâêà E = −∇ϕ â ∇E = 4π ρ,
äà¼ò óðàâíåíèå Ïóàññîíà ñ îïåðàòîðîì Ëàïëàñà ∆ = ∇2

:

∆ϕ = −4πρ. (1.12)

Êóëîíîâñêèé ïîòåíöèàë ïîëÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà ðàâåí

ϕ =
Q

r
, (1.13)

÷òî ïðîâåðÿåòñÿ âû÷èñëåíèåì åãî ãðàäèåíòà (1.11) è ñðàâíåíèåì ñ (1.2).

⊲ Ïîòåíöèàë è íàïðÿæ¼ííîñòü ìîæíî ïðåäñòàâèòü â èíòåãðàëüíîì

âèäå, ïðîñóììèðîâàâ êóëîíîâñêèå ïîëÿ îò çàðÿäîâ ìàëûõ îáú¼ìîâ:

ϕ(x) =

∫
1

|x− r| ρ(r) d
3r, (1.14)

E(x) =

∫
x− r

|x− r|3 ρ(r) d
3r. (1.15)

Çíà÷åíèÿ íàïðÿæ¼ííîñòè ïîëÿ è ïîòåíöèàë âû÷èñëÿþòñÿ â òî÷êå ïðî-

ñòðàíñòâà x = {x, y, z} (�æèðíûé� x � ýòî âåêòîð, à íå êîîðäèíàòà x).

Èíòåãðèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî ðàäèóñ-âåêòîðó r, ïðîáåãàþùåìó âñå çà-

ðÿäû ρ(r) d3r â êàæäîì ýëåìåíòàðíîì îáú¼ìå d3r.
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⊲ Ïóñòü çàðÿä q äâèæåòñÿ â ñòàöèîíàðíîì (íå çàâèñÿùèì îò âðåìåíè)

ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå E(r). Åãî ïîëíàÿ ýíåðãèÿ:

E = E+ q ϕ = const, (1.16)

áóäåò ñîõðàíÿòüñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïðîèçâîäíàÿ ýíåðãèè äâèæåíèÿ E ïî

âðåìåíè ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ñêîðîñòè çàðÿäà u è äåéñòâóþùåé íà íåãî

ñèëû: dE/dt = uF (ñòð.V1:138). Âäîëü òðàåêòîðèè çàðÿäà r = r(t), ïðî-
èçâîäíàÿ ïîòåíöèàëà ïî âðåìåíè ðàâíà dϕ/dt = (∂ϕ/∂r) dr/dt, ïîýòîìó:

dE
dt

= uF+ q
dϕ

dt
= q uF+ q u∇ϕ = q uF− q uE = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïîòåíöèàë ϕ ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü, êàê ïîòåíöèàëü-

íóþ ýíåðãèþ åäèíè÷íîãî çàðÿäà:

E =
m√

1− u2
+ U(r), U(r) = q ϕ(r). (1.17)

⊲Ïðè ïîìîùè òåîðåìû Ñòîêñà (ñòð. 307), ðàâåíñòâî íóëþ ðîòîðà ýëåê-

òðè÷åñêîãî ïîëÿ (1.10) ìîæíî çàïèñàòü â èíòåãðàëüíîì âèäå:

∇×E = 0 =>

∮

L

E dr = 0,

ãäå èíòåãðèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó L. Ñèëà, äåé-
ñòâóþùàÿ íà çàðÿä q, ðàâíà F = qE, à F dr � ýòî ðàáîòà, ñîâåðøàåìàÿ

ïðè ïåðåìåùåíèè çàðÿäà íà dr. Ïîýòîìó ïîäîáíûé èíòåãðàëüíûé çàêîí

âûðàæàåò ðàâåíñòâî íóëþ ðàáîòû ïåðåìåùåíèÿ çàðÿäà ïî çàìêíóòîìó

êîíòóðó. Åñëè êîíòóð íåçàìêíóò, òî ðàáîòà:

A =

r2∫

r1

F dr = −
r2∫

r1

q∇ϕ(r) dr = −q
r2∫

r1

dϕ = q ϕ(r1)− q ϕ(r2)

ðàâíà ðàçíèöå ïîòåíöèàëîâ â íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé òî÷êàõ (èçìåíåíèþ

ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè) è íå çàâèñèò îò �îðìû ïóòè.

⊲ Òàê êàê ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ðàâíî ãðàäèåíòó ïîòåíöèàëà (ñ îáðàò-

íûì çíàêîì), òî îíî âñåãäà ïåðïåíäèêóëÿðíî ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííîãî

ïîòåíöèàëà ϕ(r) = const (ñòð. 300). Òàêèå ïîâåðõíîñòè íàçûâàþòñÿ ýê-

âèïîòåíöèàëüíûìè. Ïåðåìåùåíèå çàðÿäà âäîëü ýêâèïîòåíöèàëüíîé ïî-

âåðõíîñòè ïðîèñõîäèò ïåðïåíäèêóëÿðíî âåêòîðó ñèëû è íå ìåíÿåò ýíåð-

ãèè çàðÿäà. Íàïðèìåð, äëÿ öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîãî ïîëÿ òî÷å÷íîãî

çàðÿäà, ýêâèïîòåíöèàëüíûå ïîâåðõíîñòè ÿâëÿþòñÿ ñ�åðàìè.
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1.3 Ýëåêòðè÷åñêèé äèïîëüíûé ìîìåíò

⊲ Åñëè çàðÿäû ñîñðåäîòî÷åíû â íåáîëüøîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà, òî

ìîæíî íàéòè ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå èíòåãðàëîâ (1.14), (1.15), â óäà-

ëåíèè îò çàðÿäîâ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî r ≪ |x|, è, ïðåíåáðåãàÿ âòîðûì

ïîðÿäêîì ìàëîñòè ïî r/|x|, çàïèøåì ðàçëîæåíèå:

1

|x− r| =
1

√

(x− r)2
≈ (x2 − 2xr)−1/2 =

1

|x|
(

1− 2xr

x2

)−1/2
≈ 1

|x| +
xr

|x|3 ,

ãäå â ïîñëåäíåì ïðèáëèæåííîì ðàâåíñòâå ó÷òåíî ðàçëîæåíèå (1 + ε)a ≈
1 + a ε. Ââîäÿ ïîëíûé çàðÿä Q, êàê èíòåãðàë ïî îáú¼ìó îò ïëîòíîñòè

çàðÿäà è âåêòîð äèïîëüíîãî ìîìåíòà d:

Q =

∫

ρ(r) d3r, d =

∫

r ρ(r) d3r, (1.18)

âûðàæåíèå äëÿ ïîòåíöèàëà (1.14) ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

ϕ(x) ≈ Q

|x| +
xd

|x|3 . (1.19)

⊲ �ðàäèåíò ïîòåíöèàëà äà¼ò ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå: E = −∇ϕ. �ðàäèåíò
îò ïåðâîãî ñëàãàåìîãî ïðèâîäèò ê êóëîíîâñêîìó ïîëþ, à ãðàäèåíò îò

âòîðîãî âû÷èñëÿåòñÿ, êàê ïðîèçâîäíàÿ ïðîèçâåäåíèÿ:

∇ xd

|x|3 =
∇(xd)
|x|3 + (xd)∇ 1

(x2)3/2
=

d

|x|3 − (xd)
3

2

2x

(x2)5/2
,

ãäå ïðè âçÿòèè ïðîèçâîäíîé ïðîèãíîðèðîâàíà ñèíãóëÿðíîñòü, òàê êàê íàñ

èíòåðåñóåò çíà÷åíèå ïîëÿ íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò íà÷àëà êîîðäèíàò.

Ââîäÿ åäèíè÷íûé âåêòîð n = x/|x|, îêîí÷àòåëüíî èìååì:

E(x) ≈ Q
n

|x|2 +
3 (nd)n− d

|x|3 . (1.20)

Âåäóùåå êóëîíîâñêîå ïðèáëèæåíèå ñ�åðè÷åñêè ñèììåòðè÷íî. Äèïîëü-

íîå ñëàãàåìîå íàðóøàåò ýòó ñèììåòðèþ, òàê êàê ïîÿâëÿåòñÿ âûäåëåííîå

íàïðàâëåíèå, îïðåäåëÿåìîå âåêòîðîì d. Íàïðèìåð, äëÿ äâóõ çàðÿäîâ:

d =
∑

qk rk = q1 r1 + q2 r2.

Äèïîëüíûé ìîìåíò íàïðàâëåí îò îòðèöàòåëüíîãî çàðÿäà ê ïîëîæèòåëü-

íîìó. Äëÿ îäèíàêîâûõ ïî ìîäóëþ çàðÿäîâ (q1 = −q2 = q), ìîìåíò ðàâåí

çàðÿäó, óìíîæåííîìó íà ðàññòîÿíèå ìåæäó çàðÿäàìè: d = q (r2 − r1). Â
ýòîì ñëó÷àå Q = q1 + q2 = 0 è E íà îñè äèïîëÿ óáûâàåò êàê 2 |d|/|x|3.



Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÌÀÊÑÂÅËËÀ 19

⊲ Íàéä¼ì ñèëó, äåéñòâóþùóþ íà äèïîëü âî âíåøíåì ýëåêòðè÷åñêîì

ïîëå. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äèïîëü äîñòàòî÷íî ìàëåíüêèé ïî ñðàâíåíèþ

ñî ñòåïåíüþ íåîäíîðîäíîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Ïîýòîìó ïîñëåäíåå

ðàçëîæèì â ðÿä Òåéëîðà ïî êàæäîé êîìïîíåíòå:

E(r) ≈ E(0) + x
∂E(0)

∂x
+ y

∂E(0)

∂y
+ z

∂E(0)

∂z
+ ... = E0 + (r∇)E0 + ...,

ãäå E0 = E(0) è ïðîèçâîäíàÿ âî âòîðîì ñëàãàåìîì âû÷èñëÿåòñÿ â íà÷àëå

êîîðäèíàò, ãäå ðàñïîëîæåí äèïîëü. Ñóììàðíóþ ñèëó, äåéñòâóþùóþ íà

ñèñòåìó òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ, ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå èíòåãðàëà:

F =
∑

Qk Ek =

∫

E ρ d3r.

Åñëè ρ = ρ(r) =
∑
Qk δ(r− rk), òî èíòåãðàë ïåðåõîäèò â ñóììó ïî âñåì

çàðÿäàì. Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèå äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, èìååì

F ≈ E0

∫

ρ d3r+

∫

(r∇)E0 ρ d
3r = QE0 + (d∇)E0,

ãäå ââåäåíû ïîëíûé çàðÿä ñèñòåìû Q è äèïîëüíûé ìîìåíò d (1.18), à

ïîñòîÿííûå êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ïîëÿ âûíåñåíû çà èíòåãðàë.

Òàê êàê ðîòîð ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ýëåêòðîñòàòèêå ðàâåí íóëþ, ñïðà-

âåäëèâî òîæäåñòâî, ïîëó÷àåìîå ðàñêðûòèåì äâîéíîãî âåêòîðíîãî ïðîèç-

âåäåíèÿ ïî �îðìóëå �áàö ìèíóñ öàá� (ñòð.V1:302):

d× [∇× E0] = ∇(dE0)− (d∇)E0 = 0.

Ïîýòîìó âûðàæåíèå äëÿ ñèëû ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

F ≈ QE0 +∇(dE0). (1.21)

Ñèëà ðàâíà ãðàäèåíòó ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ñî çíàêîì ìèíóñ: F =
−∇U , ñëåäîâàòåëüíî, ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðè÷åñêè íåéòðàëüíî-
ãî äèïîëÿ (Q = 0) ðàâíà:

U ≈ −dE0. (1.22)

Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ äîñòèãàåò ìèíèìóìà, êîãäà äèïîëü ðàçâîðà÷èâà-

åòñÿ ïî ýëåêòðè÷åñêîìó ïîëþ. Ïîäîáíûé ðàçâîðîò âîçíèêàåò â ðåçóëüòà-

òå âîçäåéñòâèÿ ñóììàðíîãî ìîìåíòà ñèëû, êîòîðûé ìû çàïèøåì â ïåðâîì

ïðèáëèæåíèè ïî íåîäíîðîäíîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ:

N =

∫

r× E ρ d3r ≈ d× E0. (1.23)

Êîãäà d è E0 ïàðàëëåëüíû, ìîìåíò ñèëû ñòàíîâèòñÿ íóëåâûì.
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1.4 Ïîëå ðàâíîìåðíî äâèæóùåãîñÿ çàðÿäà

• Â ýëåêòðîñòàòèêå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ñîçäà¼òñÿ íåêîòîðûì ðàñïðå-

äåëåíèåì íåïîäâèæíûõ çàðÿäîâ. Åñëè ïîëå E èçâåñòíî, ìîæíî ñòàâèòü

çàäà÷ó î äâèæåíèè â í¼ì íåáîëüøîãî çàðÿäà q. Òàêîé çàðÿä íàçûâà-

þò ïðîáíûì, åñëè åãî ñîáñòâåííîå ïîëå ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ �âíåøíèì�

ïîëåì E (ïîëå E ñëàáî èñêàæàåòñÿ ïîëåì çàðÿäà q). Íàïðèìåð, ïóñòü

áîëüøîé çàðÿä Q íåïîäâèæåí, à ìàëåíüêèé çàðÿä q äâèæåòñÿ ñ íåêîòî-

ðîé ñêîðîñòüþ u. Ýòà ñêîðîñòü áóäåò èçìåíÿòüñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì ñèëû

Êóëîíà, òàê, ÷òî

dp

dt
= F, (1.24)

ãäå p � èìïóëüñ çàðÿäà q ñ ìàññîé m è ñèëà Êóëîíà F îïðåäåëÿåòñÿ

ðàäèóñ-âåêòîðîì r, ïðîâåäåííûì îò Q ê q:

p =
mu√
1− u2

, F =
q Q

r3
r. (1.25)

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ñèëû çàïèñàíî òàêîå æå âûðàæåíèå, êàê è äëÿ íåïî-

äâèæíûõ çàðÿäîâ. Äðóãèìè ñëîâàìè, äàëå áóäåì ïîñòóëèðîâàòü, ÷òî ñè-

ëà Êóëîíà íå çàâèñèò îò ñêîðîñòè u ïðîáíîãî çàðÿäà q. Äîïóñòèâ ýòî,

ìîæíî âûÿñíèòü, êàê ïîìåíÿåòñÿ ñèëà, åñëè å¼ èñòî÷íèê Q äâèæåòñÿ

ñ íåêîòîðîé ñêîðîñòüþ v. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè

ïðåîáðàçîâàíèÿìè òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè.

⊲ Ïóñòü òî÷å÷íûé çàðÿä Q íàõîäèòñÿ â íà÷àëå ñèñòåìû îòñ÷¼òà S ′.
Ñèëà ñ êîòîðîé îí äåéñòâóåò íà ïðîáíûé çàðÿä q â ñèñòåìå S ′, ðàâíà:

F′ =
qQ

r′3
r′. (1.26)

Íàéä¼ì, êàê âûãëÿäèò ýòî æå âçàèìîäåéñòâèå â �íåïîäâèæíîé� ñèñòåìå

îòñ÷¼òà S, ìèìî êîòîðîé ñèñòåìà S ′ äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ

v. Áàçîâûìè ÿâëÿþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà (ñòð.V1:31):

t′ = γ (t− vr), r′ = r− γ v t+ Γv (vr), (1.27)

ãäå èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå ñîêðàùåíèå:

Γ =
γ2

γ + 1
=
γ − 1

v2
(1.28)

è γ = 1/
√
1− v2 � �àêòîð Ëîðåíöà, à v = |v| � âåëè÷èíà ñêîðîñòè.
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⊲ Èç ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò çàêîí ñëîæå-

íèÿ ñêîðîñòåé äëÿ u = du/dt è u′ = du′/dt′:

u′ =
u− γ v + Γv (vu)

γ (1− vu)
. (1.29)

Îòñþäà (èëè èç èíâàðèàíòíîñòè èíòåðâàëà ds2 = dt2 − dr2 = inv âäîëü
òðàåêòîðèè ÷àñòèöû: dt′

√
1− u′2 = dt

√
1− u2

) ìîæíî ïîëó÷èòü:

√

1− u2

1− u′2
= γ (1− vu). (1.30)

⊲ Ñèëà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ èìïóëüñà (1.24). Äëÿ ÷à-

ñòèöû, äâèæóùåéñÿ ñî ñêîðîñòüþ u, ÷åòâ¼ðêà âåëè÷èí {uF, F}/
√
1− u2

ïðåîáðàçóåòñÿ òàêæå êàê è {t, r} (ñòð.V1:141), ò.å. ïî �îðìóëàì (1.27).

Ýòî, ñ ó÷¼òîì (1.30), äà¼ò ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ âåêòîðà ñèëû:

F

γ (1− vu)
= F′ + γ v (u′F′) + Γv (vF′). (1.31)

(ñëåâà âåëè÷èíû â ñèñòåìå S, à ñïðàâà � â S ′, ïîýòîìó ïî ñðàâíåíèþ ñ

(1.27) èçìåí¼í çíàê ó ñêîðîñòè: v 7→ −v).
⊲ �àññìîòðèì ìîìåíò âðåìåíè t = 0 (êîãäà íà÷àëà ñèñòåì ñîâïàäàþò).

Èç ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà (1.27) ñëåäóåò (⋖H3):

r′ = r+ Γv (vr), r′2 = r2 + γ2 (vr)2, vr′ = γ (vr). (1.32)

Óìíîæàÿ ïåðâîå ñîîòíîøåíèå íà u′ èç (1.29), èìååì (⋖H4):

u′r′ =
ur

γ (1− vu)
− γ (vr).

Ïîäñòàâèì â ïðàâóþ ÷àñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ (1.31) ñèëó Êóëîíà äëÿ íåïî-

äâèæíîãî çàðÿäà F′ â ñèñòåìå S ′ (1.26) è âûðàæåíèÿ äëÿ r′, u′r′, vr′:

F

γ (1− vu)
=
qQ

r′ 3
{r′ + γ v (u′r′) + Γv (vr′)} = qQ

r′ 3

{

r+
v (ur)

1− vu

}

.

Ïðè ïåðåõîäå êî âòîðîìó ðàâåíñòâó ó÷òåíî, ÷òî (γ + 1) Γ = γ2.

Âûðàæàÿ r′ =
√
r′ 2 ÷åðåç r =

√
r2 ïðè ïîìîùè (1.32), îêîí÷àòåëüíî

ïîëó÷àåì ñèëó, äåéñòâóþùóþ íà çàðÿä q â �íåïîäâèæíîé� ñèñòåìå S:

F =
qQ γ

(
r2 + γ2(vr)2

)3/2

(
r + u× [v × r]

)
. (1.33)

Åñëè áû êóëîíîâñêàÿ ñèëà â (1.26) áûëà ðåãóëÿðèçîâàíà (ñòð. 12), òî â

çíàìåíàòåëå äîïîëíèòåëüíî ïîÿâèëîñü áû ñëàãàåìîå +a2.
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⊲ Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ïðè âûâîäå (1.33) äîïîëíèòëüíî èñïîëüçî-

âàëñÿ ïîñòóëàò èíâàðèàíòíîñòè çàðÿäà ÷àñòèöû:

Q′ = Q. (1.34)

Àíàëîãè÷íî ìàññå ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî çàðÿä � ýòî ñîáñòâåííàÿ õàðàêòåðèñòè-

êà îáúåêòà, íå çàâèñÿùàÿ îò åãî ñêîðîñòè. Åñëè çàðÿäîì ñ÷èòàòü ÷èñ-

ëî çàðÿæåííûõ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö (íàïðèìåð, ýëåêòðîíîâ), òî óòâåð-

æäåíèå (1.34) âûãëÿäèò äîñòàòî÷íî åñòåñòâåííûì. Âïðî÷åì, â êëàññè÷å-

ñêîé ýëåêòðîäèíàìèêå çàðÿä ïðèíèìàåò íåïðåðûâíûå çíà÷åíèÿ è ê (1.34)

íóæíî îòíîñèòüñÿ èìåííî êàê ê ïîñòóëàòó.

⊲ Ñèëà (1.33) ñîñòîèò èç äâóõ ñëàãàåìûõ, âòîðîå èç êîòîðûõ çàâèñèò íå

òîëüêî îò q, íî è îò ñêîðîñòè ïðîáíîãî çàðÿäà u. Ïîýòîìó ýòó êîìïîíåíòó

ñèëû óäîáíî çàïèñàòü ïðè ïîìîùè íîâîãî ïîëÿ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ

ñèëà Ëîðåíöà:

F = qE+ q [u×B], (1.35)

ãäå êðîìå ýëåêòðè÷åñêîãî E ââåäåíî ìàãíèòíîå B ïîëå:

E =
Qγ r

(
r2 + γ2(vr)2

)3/2
, B = v × E. (1.36)

Ïîëå E ñâÿçàíî ñ âûäåëåíèåì ÷àñòè ñèëû íå çàâèñÿùåé îò õàðàêòåðèñòè-

êè ïðîáíîãî çàðÿäà q. Àíàëîãè÷íî îò ñèëû �îòðûâàþòñÿ� âåëè÷èíû q è u,
÷òî äà¼ò B. Ïîÿâëåíèå â âûðàæåíèè äëÿ ñèëû ñêîðîñòè ïðîáíîãî çàðÿäà,

íåèçáåæíî ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ââåäåíèÿ äâóõ âèäîâ ïîëåé.

⊲ Â êíèãå ïðèíÿòà ñèñòåìà åäèíèö, â êîòîðîé c = 1. Äëÿ âîññòàíîâëå-
íèÿ êîíñòàíòû c, íåîáõîäèìî óìíîæèòü âåëè÷èíû, èìåþùèå ðàçìåðíîñòü
âðåìåíè â íåêîòîðîé ñòåïåíè, íà c â òîé æå ñòåïåíè. Ïðè ýòîì, ñêîðîñòü

u è èìïóëüñ p äåëÿòñÿ íà c, ñèëà F � íà c2:

t 7→ c t, u 7→ u

c
, p 7→ p

c
, F 7→ F

c2
. (1.37)

×òîáû íåðåëÿòèâèñòñêèé çàêîí Êóëîíà (1.1) íå èçìåíèëñÿ, çàðÿä íåîá-

õîäèìî ðàçäåëèòü íà c, ïîýòîìó èç (1.36):

Q 7→ Q

c
, E 7→ E

c
, B 7→ B

c
. (1.38)

Òàê, ñèëà Ëîðåíöà è ñâÿçü ïîëåé äâèæóùåãîñÿ ñî ñêîðîñòüþ v çàðÿäà ñ

âîññòàíîâëåííîé êîíñòàíòîé c èìåþò âèä:

F = qE+
q

c
[u×B], B =

1

c
[v ×E]. (1.39)

Äàëüøå ìû áóäåì ïî-ïðåæíåìó èñïîëüçîâàòü ñèñòåìó c = 1, ñ÷èòàÿ, ÷òî

âîññòàíîâëåíèå c â ëþáîé �îðìóëå íå ñîñòàâèò äëÿ ×èòàòåëÿ òðóäà.
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⊲ Ââîäÿ óãîë θ ìåæäó ðàäèóñ-âåêòîðîì è ñêîðîñòüþ: vr = vr cos θ,

ïåðåïèøåì âûðàæåíèå äëÿ íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ (1.36)

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

E =
Q r

r3
γ

(1 + γ2v2 cos2 θ)3/2
, (1.40)

Íà îäíîì è òîì æå ðàññòîÿíèè íàïðÿæ¼ííîñòü ïîëÿ äîñòèãàåò ìèíè-

ìàëüíîãî çíà÷åíèÿ â òî÷êàõ, íàõîäÿùèõñÿ íà ëèíèè äâèæåíèÿ çàðÿäà

Q, êîãäà θ = 0 è ìàêñèìàëüíîãî � íà ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê

ñêîðîñòè è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç çàðÿä Q (θ = π/2). Íàïðèìåð, äëÿ ýëåê-

òðè÷åñêîãî ïîëÿ:

|Emin| =
1

γ2
Q

r2
, |Emax| = γ

Q

r2
. (1.41)

��óñòîòà� ëèíèé íàïðÿæåííîñòè ñèìâîëèçèðóåò âåëè÷èíó ïîëÿ, ïîýòî-

ìó ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå äâèæóùåãîñÿ çàðÿäà âûãëÿäèò ïðèìåðíî òàê, êàê

èçîáðàæåíî íà ëåâîì ðèñóíêå:

Îáðàçíî ãîâîðÿ, ñèëîâûå ëèíèè �ñïëþùèâàþòñÿ�, ïðèæèìàÿñü ê ïëîñêî-

ñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ñêîðîñòè çàðÿäà v. Íà ïðàâîì ðèñóíêå èçîáðà-

æåíû ñèëîâûå ëèíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Òàê êàê B = v × E, ìàãíèòíûå

ëèíèè îêàçûâàþòñÿ çàìêíóòûìè (ïðàâèëî øòîïîðà, ñòð.V1:300). Â îò-

ëè÷èå îò ýëåêòðè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé ñèëû, äëÿ êîòîðîé ëèíèè íàïðÿ-

æ¼ííîñòè íà÷èíàþòñÿ íà çàðÿäå, ìàãíèòíîå ïîëå íå èìååò çàðÿäîâ. Ýòî

ðåëÿòèâèñòñêèé ý��åêò, ðîäñòâåííûé çàìåäëåíèþ âðåìåíè, àáåððàöèè

è ò.ï.

Ìàãíèòíîå ïîëå B (ïîêà ñèëîâîå âîçäåéñòâèå q [u × B], çàâèñÿùåå

îò ñêîðîñòè ïðîáíîãî çàðÿäà) âîçíèêàåò áëàãîäàðÿ ïðåîáðàçîâàíèþ ñè-

ëû ìåæäó äâóìÿ ñèñòåìàìè îòñ÷¼òà. Êàê ìû ñåé÷àñ óâèäèì, óðàâíåíèÿ

Ìàêñâåëëà � ýòî �ëèøü� çàêîí Êóëîíà ïëþñ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà.

Ìàãíèò, ïðèòÿãèâàþùèé ìåòàëë, ÿâëÿåòñÿ ñàìûì ïåðâûì èçâåñòíûì ÷å-

ëîâå÷åñòâó ðåëÿòèâèñòñêèì ý��åêòîì (ïîñëå âèäèìîãî ñâåòà). Îòíîøå-

íèå ìàãíèòíîé ñèëû ê ýëåêòðè÷åñêîé èìååò ïîðÿäîê uv/c2 ≪ 1, ïîýòîìó

ìàãíèòíûå ý��åêòû î÷åíü ìàëû. Îòíîñèòåëüíàÿ ë¼ãêîñòü íàáëþäåíèÿ

ìàãíèòíîé ñèëû ñâÿçàíà ñ ýëåêòðè÷åñêîé íåéòðàëüíîñòüþ (îòñóòñòâèå

çàðÿäà) îêðóæàþùèõ íàñ îáúåêòîâ (ïðîâîäîâ, ìàãíèòîâ). Îíà �ñêðûâà-

åò� î÷åíü áîëüøóþ ýëåêòðè÷åñêóþ ñîñòàâëÿþùóþ ñèëû qE.



24 �ËÀÂÀ 1.

1.5 Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà

⊲ Â ïåðâûõ äâóõ ðàçäåëàõ, ïðè ïîìîùè çàêîíà Êóëîíà äëÿ íåïîäâèæ-

íîãî çàðÿäà è ïðèíöèïà ñóïåðïîçèöèè, áûëè ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ ýëåê-

òðîñòàòèêè (1.10). Âûÿñíèì, êàêèì äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì óäî-

âëåòâîðÿþò ýëåêòðè÷åñêîå è ìàãíèòíîå ïîëå äâèæóùåãîñÿ çàðÿäà (1.36).

Ïðîâåäÿ ðåãóëÿðèçàöèþ, âû÷èñëèì (⋖H5) ñíà÷àëà äèâåðãåíöèþ îò

ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ:

∇E = ∇ Qγ r
(
r2 + γ2(vr)2 + a2

)3/2
= 4πQ δa(r), (1.42)

ãäå, àíàëîãè÷íî ñòð. 12, ââåäåíà �óíêöèÿ:

δa(r) =
3

4π

γ a2
(
r2 + γ2(vr)2 + a2

)5/2
. (1.43)

Ïðè r 6= 0, åñëè a → 0, �óíêöèÿ δa ðàâíà íóëþ. Ïðè r = 0, a → 0 îíà

ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Óáåäèìñÿ, ÷òî â ýòîì ïðåäåëå δa íå çàâèñèò
îò ñêîðîñòè v è ðàâíà δ-�óíêöèè Äèðàêà. Äëÿ ýòîãî ïðîèíòåãðèðóåì

ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ïî ñ�åðå, îêðóæàþùåé çàðÿä (|dS| = r2 dΩ):

∮

S

E dS =

2π∫

0

dφ

π∫

0

Qγ

(1 + γ2v2 cos2 θ)3/2
sin θ dθ.

Èíòåãðèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî ñ�åðè÷åñêèì óãëàì íà �èêñèðîâàííîì

ðàññòîÿíèè r îò çàðÿäà. Îñü z íàïðàâëåíà âäîëü ñêîðîñòè. Èíòåãðàë ïî

óãëó φ äà¼ò ìíîæèòåëü 2π. Â èíòåãðàëå ïî θ ñäåëàåì çàìåíó z = cos θ:

∮

S

E dS =

1∫

−1

2πQγ dz

(1 + γ2v2z2)3/2
=

2πQγ z

(1 + γ2v2z2)1/2

∣
∣
∣

+1

−1
= 4πQ.

Òàêèì îáðàçîì, ïîòîê ÷åðåç ñ�åðó, îêðóæàþùóþ çàðÿä, ïðè a→ 0 ðàâåí

4πQ. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äâèæóùåãîñÿ çàðÿäà ïî-ïðåæíåìó ñïðàâåäëè-
âî ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå óðàâíåíèå:

∇E = 4πQ δ(r). (1.44)

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî âåêòîð íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íå îáëà-

äàåò ñ�åðè÷åñêîé ñèììåòðèåé, äèâåðãåíöèÿ èìååò òàêîå æå ñèíãóëÿðíîå

çíà÷åíèå, êàê è â ñëó÷àå íåïîäâèæíîãî çàðÿäà.
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⊲ Âû÷èñëèì òåïåðü äèâåðãåíöèþ îò ìàãíèòíîãî ïîëÿ (1.36):

∇B = ∇ [v× E] = −v [∇×E].

Òàê êàê ∇× r = 0, ðîòîð ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ (1.36) ðàâåí:

∇×E = −[r×∇] Qγ
(
r2 + γ2 (vr)2

)3/2
=

3Qγ3 [r× v](vr)
(
r2 + γ2 (vr)2

)5/2
. (1.45)

Â ñèëó v [r × v] = [v × v] r = 0, äèâåðãåíöèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ðàâíà

íóëþ âî âñ¼ì ïðîñòðàíñòâå, âêëþ÷àÿ ïîëîæåíèå ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà:

∇B = 0. (1.46)

⊲ Âûøå áûë âûáðàí ìîìåíò âðåìåíè t′ = t = 0, êîãäà çàðÿä Q íà-

õîäèëñÿ â íà÷àëàõ ñèñòåì S è S ′. Òàê êàê çàðÿä âìåñòå ñ S ′ äâèæåòñÿ,
ïîëå â �èêñèðîâàííîé òî÷êå r∗ = r+vt íåïîäâèæíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà S
èçìåíÿåòñÿ. Ïîýòîìó äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëîæåíèÿ çàðÿäà íåîáõîäèìî

âåçäå ïîäñòàâèòü r 7→ r∗ − vt (çâ¼çäî÷êó áóäåì îïóñêàòü). Â ÷àñòíîñòè:

E(t, r) = Qγ
r− vt

{
(r− vt)2 + γ2(v (r− vt))2

}3/2
. (1.47)

Ïðîèçâîäíóþ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïî âðåìåíè ìîæíî âû÷èñëèòü ñëåäó-

þùèì îáðàçîì (ïî i ñóììà îò 1 äî 3):

∂E

∂t
=

∂E

∂(ri − vit)
∂(ri − vit)

∂t
= −∂E

∂ri
vi = −(v∇)E.

Èñïîëüçóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå, íàéä¼ì ðîòîð ìàãíèòíîãî ïîëÿ (1.36):

∇×B = ∇× [v × E] = v (∇E)− (v∇)E.

Âîñïîëüçîâàâøèñü óðàâíåíèåì ∇E = 4π Q δ(r− vt) è ïîäñòàâèâ âìåñòî

−(v∇)E ïðîèçâîäíóþ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïî âðåìåíè, ïîëó÷àåì:

∇×B = 4π j+
∂E

∂t
, (1.48)

ãäå j = Qδ(r− vt)v íàçûâàåòñÿ ïëîòíîñòüþ òîêà òî÷å÷íîãî çàðÿäà.
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⊲ Àíàëîãè÷íî ïðîèçâîäíîé ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ïðîèçâîäíàÿ ìàã-

íèòíîãî ïîëÿ ïî âðåìåíè ðàâíà:

−∂B
∂t

= (v∇)B = (v∇) [v× E].

Â ñèëó òîæäåñòâà (v∇)[v×r] = 0 (⋖ H6) ìîæíî âûíåñòè v×r çà îïåðàòîð
íàáëà è ïîëó÷èòü (⋖H7):

−∂B
∂t

= [v × r] (v∇) Qγ
(
r2 + γ2(vr)2

)3/2
=

3Qγ (1 + γ2v2) [r× v](vr)
(
r2 + γ2(vr)2

)5/2
,

ãäå äëÿ êðàòêîñòè t = 0. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 1 + γ2v2 = γ2, â ïðàâîé ÷àñòè

ïîëó÷èì ðîòîð ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ (1.45), ïîýòîìó:

∇×E = −∂B
∂t
. (1.49)

Åñëè ìàãíèòíîå ïîëå ïîñòîÿííî èëè îòñóòñòâóåò, ðîòîð ýëåêòðè÷åñêîãî

ïîëÿ ðàâåí íóëþ, êàê ýòî áûëî â ýëåêòðîñòàòèêå. Â îáùåì æå ñëó÷àå

ðîòîð E îòëè÷åí îò íóëÿ.

⊲ Ñîîòíîøåíèÿ (1.44), (1.46), (1.48), (1.49) ÿâëÿþòñÿ äè��åðåíöèàëü-

íûìè óðàâíåíèÿìè, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò ýëåêòðè÷åñêîå è ìàãíèòíîå

ïîëå äâèæóùåãîñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v çàðÿäà Q. Ýòè óðàâíåíèÿ

ëèíåéíû, ÷òî ÿâëÿåòñÿ îòðàæåíèåì ïðèíöèïà ñóïåðïîçèöèè. Ïîýòîìó,

åñëè â ïðîñòðàíñòâå íàõîäèòñÿ ìíîæåñòâî çàðÿäîâ, äâèæóùèõñÿ ñ ðàç-

ëè÷íûìè ïîñòîÿííûìè ñêîðîñòÿìè, ðåçóëüòèðóþùåå ýëåêòðîìàãíèòíîå

ïîëå áóäåò ðàâíî âåêòîðíîé ñóììå íàïðÿæ¼ííîñòåé ïîëåé, ñîçäàâàåìûõ

êàæäûì çàðÿäîì. Â ýòîì ñëó÷àå ïëîòíîñòü çàðÿäà è ïëîòíîñòü òîêà ðàâ-

íû ñóììå δ � �óíêöèé Äèðàêà:

ρ(t, r) =
∑

a

Qa δ
(
r− ra(t)

)
, j(t, r) =

∑

a

Qa δ
(
r− ra(t)

)
va,

ãäå ra(t) � ïîëîæåíèå a-òîãî çàðÿäà Qa, à va � åãî ñêîðîñòü. Âûøå ïðåä-

ïîëàãàëîñü, ÷òî ñêîðîñòè âñåõ çàðÿäîâ ïîñòîÿííû. Ñîîòâåòñòâåííî, èõ

òðàåêòîðèè ðàâíû ra(t) = ra0 + va t, ãäå ra0, va = const.

Êàê è â ýëåêòðîñòàòèêå, ìîæíî ïåðåéòè ê íåïðåðûâíîìó ïðåäåëó,

óñðåäíÿÿ òî÷å÷íûå çàðÿäû â íåáîëüøîì îáú¼ìå (ñòð. 14). Òîãäà ïëîò-

íîñòü çàðÿäà ρ = ρ(t, r) áóäåò �ãëàäêîé� �óíêöèåé êîîðäèíàò. Àíàëî-

ãè÷íî ãëàäêîé ñòàíîâèòñÿ âåêòîðíàÿ �óíêöèÿ, îïðåäåëÿþùàÿ ïëîòíîñòü

òîêà çàðÿäîâ j(t, r) = ρv, ãäå v � ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ çàðÿäîâ â

îáú¼ìå.
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⊲ Âûïèøåì åù¼ ðàç ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ:







∇E = 4π ρ, ∇B = 0,

∇×E = −∂B
∂t
, ∇×B = 4π j+ ∂E

∂t
.

(1.50)

Õîòÿ ñêîðîñòü v çàðÿäîâ ñ÷èòàëàñü ïîñòîÿííîé, ýòî íå îçíà÷àåò íåçà-

âèñèìîñòü ïîëåé îò âðåìåíè (ïîëå ëåòÿùåãî ìèìî íàáëþäàòåëÿ ñ ïîñòî-

ÿííîé ñêîðîñòüþ çàðÿäà èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì, ÷òî ïðèâîäèò ê ïîÿâ-

ëåíèþ ïðîèçâîäíûõ ïî t). Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî óðàâ-

íåíèÿ (1.50) ñïðàâåäëèâû è äëÿ çàðÿäîâ äâèæóùèõñÿ ñ óñêîðåíèåì. Ýòî

óòâåðæäåíèå ìîæåò áûòü ïðîâåðåíî òîëüêî ýêñïåðèìåíòàëüíî. Âïîëíå

âîçìîæåí ìèð, ãäå â óðàâíåíèÿõ Ìàêñâåëëà åñòü äîïîëíèòåëüíûå ñëàãà-

åìûå, çàâèñÿùèå îò óñêîðåíèÿ çàðÿäîâ (âîçìîæíî, óìíîæåííûå íà ìà-

ëûå êîíñòàíòû). Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà (1.50) ïîçâîëÿþò îïèñàòü ìíî-

æåñòâî ÿâëåíèé. Åñëè îòâëå÷üñÿ îò êâàíòîâûõ ý��åêòîâ, âñå ïðåäñêàçà-

íèÿ êëàññè÷åñêîé òåîðèè Ìàêñâåëëà ïîäòâåðæäàþòñÿ íà îïûòå. Ïîýòîìó

ïðîñòåéøàÿ èõ �îðìà (1.50), ñëåäóþùàÿ èç çàêîíà Êóëîíà è òåîðèè îò-

íîñèòåëüíîñòè èìååò äîñòàòî÷íî âåñêèå îñíîâàíèÿ.

⊲ Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà ëèíåéíû íå òîëüêî

ïî ïîëÿì, íî è ïî ïëîòíîñòÿì çàðÿäà è òîêà (íàïðèìåð, íåò ÷ëåíîâ âèäà

Eρ). Áëàãîäàðÿ ýòîé ëèíåéíîñòè, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðèíöèï ñóïåðïî-
çèöèè, ñóììèðóÿ íåçàâèñèìî ïîëÿ, ñîçäàâàåìûå ðàçëè÷íûìè çàðÿäàìè

(íà ñàìîì äåëå, êîíå÷íî, âñ¼ íàîáîðîò: ïîñòóëèðîâàâ ïðèíöèï ñóïåðïî-

çèöèè, ìû ïîëó÷èëè ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ).

Ëþáîïûòíî, ÷òî óðàâíåíèå äëÿ äèâåðãåíöèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ îêà-

çûâàåòñÿ áîëåå îáùèì, ÷åì çàêîí Êóëîíà â èñõîäíîé çàïèñè (1.2). Â êà-

÷åñòâå ðåøåíèÿ îíî èìååò êàê ñ�åðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûé âåêòîð E ïðè

v = 0, òàê è áîëåå îáùåå ðåøåíèå â âèäå ñïëþñíóòîãî �¼æèêà� íàïðÿ-

æ¼ííîñòåé ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ äâèæóùåãîñÿ çàðÿäà (1.36).

⊲ Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà (1.50) äîëæíû áûòü äîïîëíåíû ñèëîé Ëîðåí-

öà, äåéñòâóþùåé ñî ñòîðîíû ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé íà äâèæóùèéñÿ ñî

ñêîðîñòüþ u òî÷å÷íûé çàðÿä q:

F = qE+ q [u×B]. (1.51)

Îáû÷íî çàäàþò ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè çàðÿäà ρ è òîêà j, çàòåì, ðåøàÿ

óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà, ïîëó÷àþò ïîëÿ E è B. Ñ èõ ïîìîùüþ âû÷èñëÿ-

åòñÿ âåëè÷èíà ñèëû, äåéñòâóþùàÿ íà íåáîëüøîé çàðÿä q, äâèæóùèéñÿ

â ýòîì ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå. Âïðî÷åì, äàëåå áóäåò ðàññìîòðåíà è áî-

ëåå îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è, êîãäà çàðÿäû �ñîçäàþùèå� ïîëÿ è çàðÿäû,

äâèãàþùèåñÿ â ýòèõ ïîëÿõ ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàâíîïðàâíûì îáðàçîì.
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1.6 Ñîõðàíåíèå çàðÿäà

⊲ Äâà èç 4-õ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà (1.50) ñîäåðæàò â ñåáå âàæíîå ñîîò-

íîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå ïëîòíîñòè çàðÿäîâ è òîêîâ. Óìíîæèì óðàâíåíèå

äëÿ ðîòîðà ìàãíèòíîãî ïîëÿ ∇×B ñëåâà íà îïåðàòîð ∇:

∇[∇×B] = [∇×∇]B = 0 = 4π∇j+ ∂∇E
∂t

. (1.52)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ∇E = 4πρ, ïîëó÷èì óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè:

∂ρ

∂t
+∇j = 0, (1.53)

êîòîðîå âûðàæàåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà. Ýòî ÿñíî âèäíî, åñëè óðàâ-

íåíèå íåïðåðûâíîñòè, ïðè ïîìîùè òåîðåìû �àóññà, ïåðåïèñàòü â èíòå-

ãðàëüíîé �îðìå, ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî íåêîòîðîìó îáú¼ìó V :

I = −dQ
dt
, (1.54)

ãäå ââåäåíû ïîëíûé çàðÿä Q, íàõîäÿùèéñÿ âíóòðè îáú¼ìà, è òîê I:

Q =

∫

V

ρ dV, I =

∮

S

j dS. (1.55)

Òàêèì îáðàçîì, èçìåíåíèå çàðÿäà â îáú¼ìå (ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè)

ñâÿçàíî ñ òîêîì I, ïðîõîäÿùèì ÷åðåç ïîâåðõíîñòü, êîòîðàÿ îêðóæàåò

îáú¼ì. �àññìîòðèì ïåðåìåùåíèå çàðÿäîâ ÷åðåç ïîâåðõíîñòü ïîäðîáíåå.

⊲ Ïóñòü vn � íîðìàëüíàÿ (ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ) ê ïîâåðõíîñòè ñîñòàâëÿ-
þùàÿ ñêîðîñòè çàðÿäîâ. Âûäåëèì íåáîëüøóþ ïëîùàäêó íà ïîâåðõíîñòè

è ïðèëåãàþùèé ê íåé íåáîëüøîé îáú¼ì dS vndt (ïðàâûé ðèñóíîê):

Êîëè÷åñòâî çàðÿäà, êîòîðîå ÷åðåç ïëîùàäêó dS ïîêèäàåò ýòîò îáú¼ì çà

âðåìÿ dt, ðàâíî

dQ = ρ dV = ρ vn dt dS = (ρv dS) dt = j dS dt.

Äðóãèìè ñëîâàìè, çà âðåìÿ dt èç îáú¼ìà dV óéäóò âñå çàðÿäû, èìåþùèå

â íàïðàâëåíèè dS ñêîðîñòü vn è íàõîäÿùèåñÿ íå äàëåå ðàññòîÿíèÿ vn dt îò

ïîâåðõíîñòè. Åñëè j íàïðàâëåí íàðóæó, òî çàðÿä â îáú¼ìå óìåíüøàåòñÿ,

åñëè âîâíóòðü � óâåëè÷èâàåòñÿ. �îâîðÿ îá óìåíüøàþùåìñÿ çàðÿäå, ìû

ñ÷èòàåì, ÷òî îí èìååò ïîëîæèòåëüíûé çíàê.
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⊲ Îòìåòèì ëîêàëüíûé õàðàêòåð çàêîíà ñîõðàíåíèÿ â �îðìå óðàâíå-

íèÿ íåïðåðûâíîñòè (1.53). Èçìåíåíèå çàðÿäà â ñêîëü óãîäíî ìàëîì îáú-

¼ìå ñîïðîâîæäàåòñÿ ïåðåìåùåíèåì çàðÿäîâ ÷åðåç ãðàíèöó ýòîãî îáú¼ìà.

Â ïðèíöèïå, ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå è ãëîáàëüíûé çàêîí ñîõðàíåíèÿ.

Íàïðèìåð, çàðÿä, èñ÷åçíóâ â îäíîì ìåñòå, îäíîâðåìåííî ïîÿâëÿåòñÿ â

äðóãîì, îòäàë¼ííîì ìåñòå. Îäíàêî òàêîé çàêîí ñîõðàíåíèÿ ïðîòèâîðå-

÷èë áû òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó îòíîñèòåëüíîñòè

îäíîâðåìåííîñòè, ïîäîáíîå èñ÷åçíîâåíèå è ïîÿâëåíèå îäíîâðåìåííîå â

îäíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà, íå áóäåò îäíîâðåìåííûì â äðóãèõ ñèñòåìàõ. Åñëè

ìû õîòèì, ÷òîáû çàêîí ñîõðàíåíèÿ âûïîëíÿëñÿ äëÿ âñåõ íàáëþäàòåëåé,

òî îí äîëæåí èìåòü ëîêàëüíûé õàðàêòåð.

Ñîõðàíåíèå çàðÿäà âûãëÿäèò äîñòàòî÷íî ïðîñòûì è åñòåñòâåííûì çà-

êîíîì. Îñîáåííî, åñëè ïîä çàðÿäîì ïîíèìàòü ÷èñëî çàðÿæåííûõ ÷àñòèö.

Ýëåêòðîí èìååò îòðèöàòåëüíûé çàðÿä, ïðîòîí èìååò òàêîé æå ïî ìîäó-

ëþ, íî ïîëîæèòåëüíûé çàðÿä, è ò.ä. Åñëè ÷àñòèöû íå óíè÷òîæàþòñÿ, òî

çàðÿä â îáú¼ìå ðàâåí ÷èñëó ÷àñòèö ñ ïîëîæèòåëüíûì çàðÿäîì, ìèíóñ

÷èñëî ÷àñòèö ñ îòðèöàòåëüíûì çàðÿäîì. Íàáëþäåíèÿ çà ðàçëè÷íûìè ðå-

àêöèÿìè âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö ïîêàçûâàþò, ÷òî, äàæå

åñëè ÷àñòèöû óíè÷òîæàþòñÿ èëè ðîæäàþòñÿ, ñóììàðíûé çàðÿä, òåì íå

ìåíåå, âñåãäà îñòà¼òñÿ íåèçìåííûì.

⊲ Â êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêå çàðÿä ïðèíèìàåò íåïðåðûâíûå

çíà÷åíèÿ. Íà ñàìîì äåëå íàø ìèð óñòðîåí òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñóùå-

ñòâóåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå çàðÿäà. Îí õàðàêòåðèçóåòñÿ áåçðàçìåðíîé

ïîñòîÿííîé òîíêîé ñòðóêòóðû:

α =
e2

~ c
= 1/137.035 999 679(94),

ãäå e � çàðÿä ýëåêòðîíà, ~ � ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà è c � ñêîðîñòè ñâåòà.

Çàðÿäû ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö ðàâíû èëè êðàòíû çàðÿäó ýëåêòðîíà. Èñ-

êëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò êâàðêè � ñòðóêòóðíûå ýëåìåíòû ñèëüíî âçàèìî-

äåéñòâóþùèõ ÷àñòèö àäðîíîâ (íàïðèìåð, ïðîòîíà è íåéòðîíà). Èõ çàðÿä

ðàâåí 1/3 è 2/3 îò çàðÿäà ýëåêòðîíà. Âïðî÷åì, â ñâîáîäíîì ñîñòîÿíèè

ýòè �÷àñòèöû� íè êîãäà íå íàáëþäàëèñü.

Ïðè÷èíà êâàíòîâàíèÿ çàðÿäà ïîêà íå âïîëíå ïîíÿòíà, êàê è íå ïîíÿò-

íà ïðèðîäà çíà÷åíèÿ áåçðàçìåðíîé êîíñòàíòû α. Íàïðèìåð, ïðîòîí, â

îòëè÷èè îò ýëåêòðîíà, èìååò äîâîëüíî ñëîæíóþ ñòðóêòóðó. Òåì íå ìå-

íåå èõ çàðÿäû ïî ìîäóëþ ðàâíû. Îòìåòèì, ÷òî áëàãîäàðÿ êâàíòîâàíèþ

çàðÿäà, îêðóæàþùåå âåùåñòâî, â êîíå÷íîì ñ÷¼òå, ÿâëÿåòñÿ ýëåêòðîíåé-

òðàëüíûì. Åñëè áû çàðÿäû ïðèíèìàëè ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ, îáðàçî-

âàíèå íåéòðàëüíûõ àòîìîâ áûëî áû êðàéíå çàòðóäíèòåëüíî.
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1.7 Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà

⊲ Äîïîëíèòåëüíîå ïîíèìàíèå �èçè÷åñêîãî ñìûñëà óðàâíåíèé Ìàêñ-

âåëëà âîçíèêàåò ïðè èõ çàïèñè â èíòåãðàëüíîì âèäå. Äëÿ ýòîãî íåîáõî-

äèìû òåîðåìû �àóññà è Ñòîêñà (ñòð. 306). Ïðåæäå âñåãî çàïèøåì çàêîí

�àóññà äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ:

∇E = 4π ρ =>

∮

S

E dS = 4πQ. (1.56)

Êàê ìû âèäåëè âûøå, çàêîí �àóññà � ýòî ÷óòü áîëüøå, ÷åì çàêîí Êóëîíà.

Åìó óäîâëåòâîðÿåò êàê ñ�åðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå

íåïîäâèæíîãî çàðÿäà, òàê è �ñïëþñíóòîå� ïîëå äâèæóùåãîñÿ çàðÿäà.

Àíàëîãè÷íûé çàêîí �àóññà äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ:

∇B = 0 =>

∮

S

B dS = 0 (1.57)

ñâèäåòåëüñòâóåò îá îòñóòñòâèè ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ. Ïîä÷åðêí¼ì åù¼ ðàç,

÷òî ìàãíèòíîå ïîëå � ýòî ðåëÿòèâèñòñêèé ý��åêò. Åãî èñòî÷íèêîì ÿâ-

ëÿåòñÿ äâèæåíèå çàðÿæåííûõ ÷àñòèö.

Íèæå íà ðèñóíêå óñëîâíî èçîáðàæåíû èíòåãðàëüíûå òåîðåìû �àóññà

äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé:

Åñëè îäèí èëè íåñêîëüêî çàðÿäîâ íàõîäÿòñÿ âíóòðè îáú¼ìà, îêðóæåííî-

ãî ïîâåðõíîñòüþ S, òî èõ ñèëîâûå ëèíèè áóäóò �òîð÷àòü íàðóæó�, â ðå-

çóëüòàòå ÷åãî ïîòîê ÷åðåç ïîâåðõíîñòü áóäåò íåíóëåâîé. Íàïîìíèì, ÷òî

âåêòîð ýëåìåíòà ïîâåðõíîñòè dS íàïðàâëåí ïåðïåíäèêóëÿðíî ê ïîâåðõ-

íîñòè è íàðóæó èç îáú¼ìà. Ïîýòîìó, åñëè âñå ñèëîâûå ëèíèè âûõîäÿò èç

îáú¼ìà, òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå E dS îêàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, à

ïîëíûé ïîòîê � íåíóëåâûì.

Äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïîòîê âñåãäà ðàâåí íóëþ, íåçàâèñèìî îò òîãî,

íàõîäèòñÿ ëè äâèæóùèéñÿ çàðÿä âíóòðè èëè ñíàðóæè îáú¼ìà. Íà ðè-

ñóíêå âûøå îí äâèæåòñÿ îò ÷èòàòåëÿ. Èíîãäà íà îñíîâàíèè ñèììåòðèè

êîâàðèàíòíûõ óðàâíåíèé ýëåêòðîäèíàìèêè, êîòîðûå ðàññìîòðåíû â ãëà-

âå 4, âûñêàçûâàåòñÿ ãèïîòåçà î âîçìîæíîñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ìàãíèòíûõ

ìîíîïîëåé (ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ). Îáíàðóæåíû îíè ïîêà íå áûëè.
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⊲ Äëÿ ðîòîðà ìàãíèòíîãî ïîëÿ èíòåãðàëüíàÿ �îðìà èìååò âèä:

∇×B = 4π j+
∂E

∂t
=>

∮

L

B dr = 4πI +
d

dt

∫

S

E dS, (1.58)

ãäå I � ýòî òîê çàðÿäîâ (1.54), ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ïëîùàäü S. Èç ýòîãî
óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî öèðêóëèðóþùåå ìàãíèòíîå ïîëå âîçíèêàåò êàê

âîêðóã äâèæóùèõñÿ çàðÿäîâ (òîê), òàê è âîêðóã ïåðåìåííîãî ýëåêòðè÷å-

ñêîãî ïîëÿ. Ýòî óðàâíåíèå ÷àñòî íàçûâàåòñÿ çàêîíîì Àìïåðà-Ìàêñâåëëà.

Åñëè â öåïè ïåðåìåííîãî ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà (ìåíÿþùåãî ñâî¼ íàïðàâ-

ëåíèå) íàõîäèòñÿ êîíäåíñàòîð (äâå ìåòàëëè÷åñêèå ïëàñòèíû), òî ìåæäó

íèìè âîçíèêàåò ïåðåìåííîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå. Îíî, â ñâîþ î÷åðåäü,

ïîðîæäàåò öèðêóëÿöèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ, òàêóþ æå, êàê è âîêðóã ïðî-

âîäîâ, ïî êîòîðûì òå÷¼ò òîê (âûøå ïåðâûé ðèñóíîê).

⊲ �îòîð ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, â ñèëó óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà, â îáùåì

ñëó÷àå íå ðàâåí íóëþ:

∇×E = −∂B
∂t

=>

∮

L

E dr = − d
dt

∫

S

B dS. (1.59)

Ýòî óðàâíåíèå âûðàæàåò çàêîí ýëåêòðîìàãíèòíîé èíäóêöèè Ôàðàäåÿ.

Èíòåãðàëüíàÿ âåðñèÿ çàêîíà Ôàðàäåÿ, êàê è îñòàëüíûõ èíòåãðàëüíûõ

ñîîòíîøåíèé, ïðåäïîëàãàåò ïðîñòóþ òîïîëîãèþ êîíòóðà è îãðàíè÷åííîé

èì ïîâåðõíîñòè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êîíòóð, äå�îðìèðóÿ áåç ðàçðûâîâ,

ìîæíî ïðåâðàòèòü â îêðóæíîñòü, à ïîâåðõíîñòü äå�îðìèðîâàòü â êðóã,

íàõîäÿùèéñÿ âíóòðè ýòîé îêðóæíîñòè. Äîïóñòèìûìè ÿâëÿþòñÿ êîí�è-

ãóðàöèè êîíòóðà è ïîâåðõíîñòè, êîòîðûå èç ýòîãî êðóãà ìîæíî ïîëó÷èòü

ëþáûìè èçãèáàíèÿìè è ðàñòÿãèâàíèÿìè. Âîçìîæíû òàêæå è áîëåå ñëîæ-

íûå òîïîëîãèè êîíòóðîâ è ïîâåðõíîñòåé (íàïðèìåð, ñ äûðêàìè), òðåáó-

þùèå áîëåå àêêóðàòíîãî èñïîëüçîâàíèå òåîðåìû Ñòîêñà [1℄.

Çàìåòèì, ÷òî íå ñòîèò ñ÷èòàòü èçìåíåíèå ïîòîêà ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðè-

÷èíîé, à öèðêóëÿöèþ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ � ñëåäñòâèåì. Ôóíêöèè E è B

âõîäÿò â óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà ðàâíîïðàâíûì îáðàçîì. Åñëè åñòü öèð-

êóëÿöèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, òî áóäåò ïðèñóòñòâîâàòü ïåðåìåííîå ìàã-

íèòíîå ïîëå. Êàê è íàîáîðîò.
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⊲ Çàêîíó Ôàðàäåÿ (1.58) ìîæíî ïðèäàòü áîëåå îáùóþ �îðìó, ñïðàâåä-

ëèâóþ è äëÿ êîíòóðîâ, ìåíÿþùèõñÿ ñî âðåìåíåì. Ïóñòü âäîëü çàìêíóòî-

ãî êîíòóðà L ðàñïîëîæåí òîíêèé ïðîâîäíèê, â êîòîðîì ìîãóò äâèãàòüñÿ

çàðÿäû. Çàïèøåì (1.59) â ñëåäóþùåì âèäå:

E = −dΦ
dt
, (1.60)

ãäå Φ � ïîòîê ìàãíèòíîãî ïîëÿ ÷åðåç ïîâåðõíîñòü, îãðàíè÷åííóþ êîíòó-

ðîì, à

E =

∮

L

(E+ v ×B) dr (1.61)

� ýëåêòðîäâèæóùàÿ ñèëà (ÝÄÑ). Ýòî ñóììàðíàÿ ñèëà Ëîðåíöà, äåéñòâó-

þùàÿ íà åäèíè÷íûé çàðÿä âäîëü çàìêíóòîãî êîíòóðà. Äëÿ íåïîäâèæíî-

ãî êîíòóðà ìàãíèòíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ÝÄÑ ðîëè íå èãðàåò. Â ýòîì ñëó÷àå

ñêîðîñòü v ïàðàëëåëüíà ñìåùåíèþ dr âäîëü êîíòóðà è ñìåøàííîå ïðî-

èçâåäåíèå [v ×B] dr = [dr× v]B = 0.
Çàêîí Ôàðàäåÿ (1.60) ñïðàâåäëèâ è â ñëó÷àå ïîñòîÿííîãî ìàãíèòíîãî

ïîëÿ, åñëè êîíòóð ìåíÿåòñÿ. Îí ìîæåò èçìåíÿòü ñâîþ ïëîùàäü, ìåíÿòü

îðèåíòàöèþ (íàïðèìåð, âðàùàòüñÿ â ìàãíèòíîì ïîëå) èëè ïðîñòî äâè-

ãàòüñÿ (âòîðîé ðèñóíîê íà ïðåäûäóùåé ñòðàíèöå).

Åñëè â ýòèõ ñëó÷àÿõ ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå ìàãíèòíîãî ïîòîêà, òî â

ïðîâîäíèêå âîçíèêíåò ÝÄÑ è, ñëåäîâàòåëüíî, òîê. Êîãäà ìàãíèòíîå ïî-

ëå íå ìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè, ïðè÷èíà âîçíèêíîâåíèÿ ÝÄÑ êðîåòñÿ íå â

óðàâíåíèè Ìàêñâåëëà ∇ × E = −∂B/∂t, à â ñèëå Ëîðåíöà. �àññìîò-

ðèì, íàïðèìåð, ïðîâîäíèê â âèäå îêðóæíîñòè, ðàñïîëîæåííîé ïåðïåíäè-

êóëÿðíî îäíîðîäíîìó (ïîñòîÿííîìó) ìàãíèòíîìó ïîëþ (ýëåêòðè÷åñêîå

ïîëå îòñóòñâóåò). Ïóñòü ðàäèóñ îêðóæíîñòè óâåëè÷èâàåòñÿ ñî âðåìåíåì

r = r(t). Ñîîòâåòñòâåííî óâåëè÷èâàåòñÿ ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè, êîòîðóþ

áóäåì ñ÷èòàòü ïëîñêèì êðóãîì. Ëþáîé çàðÿä â ïðîâîäíèêå, â òîì ÷èñëå,

äâèæåòñÿ â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè ñî ñêîðîñòüþ v = dr/dt. Â ðåçóëü-

òàòå ìàãíèòíîé ñîñòàâëÿþùåé â ñèëå Ëîðåíöà âîçíèêàåò ÝÄÑ (1.61), ðàâ-

íàÿ vB 2πr, ãäå 2πr � äëèíà îêðóæíîñòè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èçìåíåíèå

ïîòîêà ìàãíèòíîãî ïîëÿ, âîçíèêàþùåå èç-çà èçìåíåíèÿ ïëîùàäè, ðàâíî

ïî ìîäóëþ ÝÄÑ:

dΦ

dt
=
d(Bπr2)

dt
= 2πrvB.

Ñòîèò ïðîàíàëèçèðîâàòü çíàê, îïðåäåëÿåìûé íàïðàâëåíèåì ìàãíèòíîãî

ïîëÿ è ñâîéñòâàìè âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â îïðåäåëåíèè ÝÄÑ. Òàêèì

îáðàçîì, çàêîí Ôàðàäåÿ â �îðìå (1.60) îïðåäåëÿåòñÿ ñðàçó äâóìÿ �àê-

òîðàìè � îäíèì èç óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà è ñèëîé Ëîðåíöà.
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• Â îñíîâå òåîðèè Ìàêñâåëëà ëåæàëî ìíîæåñòâî ýêñïåðèìåíòîâ è òåî-

ðåòè÷åñêèõ ðàçìûøëåíèé. Õîòÿ ñâîéñòâà ìàãíèòîâ áûëè èçâåñòíû ñ î÷åíü

äðåâíèõ âðåì¼í, òîëüêî â 1820 ã. �àíñîì Õðèñòèàíîì Ýðñòåäîì áûëî

îáíàðóæåíî, ÷òî òîê â ïðîâîäíèêå, êàê è ìàãíèò, äåéñòâóåò íà ñòðåë-

êó êîìïàñà. Â ýòîì æå ãîäó Àíäðå Ìàðè Àìïåð îòêðûë àíàëîãè÷íîå

âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó äâóìÿ òîêàìè. Îí ñâÿçàë ïðèðîäó ìàãíåòèçìà ñ

êðóãîâûìè òîêàìè, ñóùåñòâóþùèìè â ìàãíèòàõ. Òåïåðü èçâåñòíî, ÷òî

ñâîéñòâà ìàãíèòíîé ðóäû â îñíîâíîì îïðåäåëÿþòñÿ ìàãíèòíûì ìîìåí-

òîì ýëåêòðîíîâ. Ïîñëåäíèé, âïðî÷åì, òàêæå ñâÿçàí ñ âðàùàòåëüíîé ñòå-

ïåíüþ ñâîáîäû ýëåêòðîíà. Ñëåäóþùèì âàæíûì ýòàïîì ÿâèëèñü îïûòû

Ìàéêëà Ôàðàäåÿ (1831 ã.), îòêðûâøåãî, ÷òî ïåðåìåùàþùèéñÿ ìàãíèò

ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà â ïðîâîäíèêå.

�àáîòû Ôàðàäåÿ ïî òåîðåòè÷åñêîìó îñìûñëåíèþ ïðèðîäû ýëåêòðîìàã-

íåòèçìà îêàçàëè ñèëüíîå âîçäåéñòâèå íà Äæåéìñà Êëåðêà Ìàêñâåëëà,

êîòîðûé ïðèäàë èì �îðìó äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1855 ã.). Èç

ýòèõ óðàâíåíèé ñëåäîâàëî ñóùåñòâîâàíèå ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí. Âûÿñ-

íåíèå åäèíîé ïðèðîäû êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, ìàãíèòíûõ ñâîéñòâ

âåùåñòâà è ñâåòà ÿâèëîñü âåëè÷àéøèì äîñòèæåíèåì �èçèêè ñî âðåì¼í

ïîñòðîåíèÿ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè è òåîðèè ãðàâèòàöèè Íüþòîíà. Ñî-

âðåìåííîé, êîìïàêòíîé �îðìå çàïèñè óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ìû îáÿçàíû

Õåâèñàéäó, �åðöó è �èááñó.

⊲∗ Èíòåðåñíî âûÿñíèòü, â êàêîé ñòåïåíè óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà ÿâëÿ-

þòñÿ íåçàâèñèìûìè, ñ÷èòàÿ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè

(1.53). Ïîäñòàâèì â (1.52) âìåñòî ∇j èç óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè ïðî-

èçâîäíóþ −∂ρ/∂t. Àíàëîãè÷íî ìîæíî âçÿòü äèâåðãåíöèþ îò óðàâíåíèÿ

∇× E = −∂B/∂t. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àòñÿ äâà óðàâíåíèÿ:

∂(∇E− 4πρ)

∂t
= 0,

∂∇B
∂t

= 0.

Òàêèì îáðàçîì, èç óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà äëÿ ðîòîðîâ è óðàâíåíèÿ íåïðå-

ðûâíîñòè �ïî÷òè� ñëåäóþò óðàâíåíèÿ äëÿ äèâåðãåíöèé:

∇E = 4πρ + f(x, y, z), ∇B = g(x, y, z),

ãäå f è g � ïðîèçâîëüíûå �óíêöèè, êîòîðûå çàâèñÿò îò êîîðäèíàò, íî

íå çàâèñÿò îò âðåìåíè. Îíè íà ñàìîì äåëå ðàâíû íóëþ, îäíàêî äîêàçàòü

ýòî ñòðîãî íåëüçÿ. Â ýòîì ñìûñëå âñå 4 óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà ÿâëÿþò-

ñÿ íåçàâèñèìûìè è âñå îíè òðåáóþòñÿ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî îïèñàíèÿ

ýëåêòðîìàãíèòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. �îâîðÿ î 4-õ óðàâíåíèÿõ, íå ñòîèò

çàáûâàòü, ÷òî èõ íà ñàìîì äåëå 8 (êàæäîå óðàâíåíèå äëÿ ðîòîðîâ ÿâëÿ-

åòñÿ âåêòîðíûì è ýêâèâàëåíòíî òð¼ì óðàâíåíèÿì â êîìïîíåíòàõ).
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�ëàâà 2

Ìàãíèòíîå ïîëå

Â ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà,

ñâÿçàííûå ñ ìàãíèòíûì ïîëåì. Áëàãîäàðÿ ýëåêòðîíåéòðàëüíîñòè îêðó-

æàþùåãî âåùåñòâà, ìàãíèòíûå ñâîéñòâà äâèæóùèõñÿ çàðÿäîâ ëåãêî íà-

áëþäàåìû. Åñëè òîêè ïîñòîÿííû, òî âîçíèêàþùèå êîí�èãóðàöèè ìàã-

íèòíîãî ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ ïðåäìåòîì èçó÷åíèÿ ìàãíèòîñòàòèêè. Ïðè ïðî-

èçâîëüíîì ðàñïðåäåëåíèè çàðÿäîâ è òîêîâ, ïîëó÷åíèå âûðàæåíèÿ äëÿ

ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé ÿâëÿåòñÿ íåïðîñòîé çàäà÷åé. Îíà

ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ, åñëè ïîëÿ âû÷èñëÿþòñÿ âäàëè îò êîìïàêòíîé

ñèñòåìû çàðÿäîâ. Äëÿ ýòîãî, àíàëîãè÷íî ýëåêòðè÷åñêîìó äèïîëüíîìó ìî-

ìåíòó áóäåò ââåäåí ìàãíèòíûé äèïîëüíûé ìîìåíò.

Ïðè èçó÷åíèè ðåëÿòèâèñòñêèõ ñâîéñòâ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ âàæ-

íóþ ðîëü èãðàþò ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà äëÿ íàïðÿæ¼ííîñòåé ïîëÿ.

Äâà èç ÷åòûð¼õ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ìîæíî òîæäåñòâåííî âûïîëíèòü,

ââåäÿ ñêàëÿðíûé è âåêòîðíûé ïîòåíöèàëû. Áóäóò ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ,

êîòîðûì îíè óäîâëåòâîðÿþò è èññëåäîâàíû èõ ñâîéñòâà ïðè ïðåîáðàçî-

âàíèÿõ Ëîðåíöà.

35
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2.1 Ìàãíèòîñòàòèêà

• �àññìîòðèì êîí�èãóðàöèþ òîêîâ, ïðè êîòîðîé íàïðÿæ¼ííîñòè ïîëÿ

íå çàâèñÿò îò âðåìåíè. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà äëÿ ìàãíèò-

íîãî ïîëÿ èìåþò âèä:

∇B = 0, ∇×B = 4π j. (2.1)

Â ñëó÷àÿõ, îáëàäàþùèõ ÿâíîé ñèììåòðèåé, ìàãíèòíîå ïîëå ìîæíî íàéòè

ïðè ïîìîùè èíòåãðàëüíûõ òåîðåì. �àññìîòðèì, íàïðèìåð, áåñêîíå÷íûé

ïðîâîäíèê, ïî êîòîðîìó òå÷¼ò ïîñòîÿííûé òîê. Îí çàäà¼ò âûäåëåííîå

íàïðàâëåíèå, ïîýòîìó âîçìîæíû òðè ðàçíîâèäíîñòè ñèëîâûõ ëèíèé ñ

öèëèíäðè÷åñêîé ñèììåòðèåé.

Îäíàêî óðàâíåíèÿì ìàãíèòîñòàòèêè óäîâëåòâîðÿåò òîëüêî òðåòüÿ êàð-

òèíêà. Äåéñòâèòåëüíî, çàïèøåì èíòåãðàëüíóþ �îðìó óðàâíåíèé (2.1):

∮

S

B dS = 0,

∮

L

B dr = 4π I, (2.2)

ãäå I � òîê, òåêóùèé ÷åðåç ïîâåðõíîñòü, êîòîðàÿ èìååò ñâîåé ãðàíèöåé

êîíòóð L. Âûáåðåì äëÿ ïåðâîãî èíòåãðàëà â êà÷åñòâå ïîâåðõíîñòè öè-

ëèíäð ñ îñüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ïðîâîäíèê. Âåêòîð ïëîùàäè dS ïåðïåí-

äèêóëÿðåí ïîâåðõíîñòè è êîí�èãóðàöèÿ ïîëÿ íà ïåðâîé êàðòèíêå ïðèâî-

äèò ê íåíóëåâîìó ïîòîêó (÷åðåç áîêîâóþ ïîâåðõíîñòü öèëèíäðà). Â êà÷å-

ñòâå êîíòóðà äëÿ âòîðîãî èíòåãðàëà (2.2) âîçüì¼ì îêðóæíîñòü ðàäèóñà

R, ñèììåòðè÷íî îêðóæàþùóþ ïðîâîäíèê. Âåêòîð dr êàñàòåëåí êîíòóðó,

ïîýòîìó âòîðàÿ êîí�èãóðàöèÿ ïðèâîäèò ê íóëåâîé öèðêóëÿöèè (B ïåð-

ïåíäèêóëÿðåí êîíòóðó). Îòëè÷íóþ îò íóëÿ öèðêóëÿöèþ èìååò òîëüêî

òðåòèé ñëó÷àé:

∮

B dr = |B| 2π R = 4π I => |B| = 2I

R
,

ãäå R � ðàññòîÿíèå îò ïðîâîäíèêà. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî íàïðÿæ¼í-

íîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ óáûâàåò, êàê 1/R. Òàêàÿ æå çàâèñèìîñòü îò ðàñ-
ñòîÿíèÿ ñïðàâåäëèâà è äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ áåñêîíå÷íîé çàðÿæåí-

íîé íèòè (ñòð. 15). Õîòÿ â ýòîì ñëó÷àå âåêòîð íàïðÿæ¼ííîñòè E íàïðàâ-

ëåí òàê, êàê ýòî èçîáðàæåíî âûøå íà ïåðâîì ðèñóíêå.
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⊲ Ïîëó÷èì ýòîò æå ðåçóëüòàò, ïðîñóììèðîâàâ ìàãíèòíûå ïîëÿ îò ìíî-

æåñòâà òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñêîðîñòè çàðÿäîâ îäèíàêî-

âû è òîê I ïîñòîÿíåí. Ïî îïðåäåëåíèþ, òåêóùèé ÷åðåç ïðîâîäíèê òîê I �

ýòî êîëè÷åñòâî çàðÿäà dQ, ïðîõîäÿùåå ÷åðåç ñå÷åíèå ïðîâîäà â åäèíèöó
âðåìåíè dt. Åñëè âçÿòü ìàëåíüêèé ó÷àñòîê ïðîâîäà dL, òî åãî ñå÷åíèå çà

âðåìÿ dt ïåðåñå÷¼ò çàðÿä, äâèæóùèéñÿ ñî ñêîðîñòüþ v = dL/dt:

dQ = Idt = IdL/v.

Ìàãíèòíîå ïîëå îò òàêîãî çàðÿäà, â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.36) ðàâíî:

dB =
dQγ [v × r]

(
r2 + γ2(vr)2

)3/2
. (2.3)

Ââåä¼ì óãîë θ ìåæäó íàïðàâëåíèåì ñêîðîñòè v è ðàäèóñ-âåêòîðîì r:

Åñëè R � êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè íàáëþäåíèÿ ê ïðîâîäíèêó, òî

cos θ =
L

r
=

vr

vr
, sin θ =

R

r
, r =

√

L2 + R2.

Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå v× r íàïðàâëåíî ïî îêðóæíîñòè ê ïðîâîäíèêó

è ïî ìîäóëþ ðàâíî |v × r| = vr sin θ, ïîýòîìó:

|B| =
∞∫

−∞

Iγ r sin θ dL
(
r2 + γ2v2r2 cos2 θ

)3/2
=

∞∫

−∞

IγRdL
(
R2 + γ2L2

)3/2
=
I

R

∞∫

−∞

dx
(
1 + x2

)3/2
,

ãäå ñäåëàíà çàìåíà x = γL/R. Äè��åðåíöèðóÿ, ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî

ïåðâîîáðàçíàÿ èíòåãðàëà � ýòî x/
√
1 + x2. Ïîýòîìó îïðåäåë¼ííûé èíòå-

ãðàë ðàâåí 2 è |B| = 2I/R.

Åñëè çàðÿäû âñ¼ âðåìÿ ïðèõîäÿò èç áåñêîíå÷íîñòè è òóäà æå óõîäÿò,

òî òàêîå ìàãíèòíîå ïîëå áóäåò ñòàöèîíàðíûì. Â îòëè÷èè îò ýòîãî, ìàã-

íèòíîå ïîëå îäèíî÷íîãî çàðÿäà çàâèñèò îò âðåìåíè è ïî ìåðå óäàëåíèÿ

çàðÿäà îò òî÷êè íàáëþäåíèÿ óìåíüøàåòñÿ.
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• Óðàâíåíèå ìàãíèòîñòàòèêè ∇B = 0 ìîæíî òîæäåñòâåííî âûïîë-

íèòü, åñëè ââåñòè âåêòîðíûé ïîòåíöèàë:

B = ∇×A. (2.4)

Òàê êàê âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà ñàìîãî íà ñåáÿ ðàâíî íóëþ, ïî

ïðàâèëó �âûòàëêèâàíèÿ� èìååì: ∇B = ∇[∇ × A] = [∇ × ∇]A = 0.

Ïî ýòîé æå ïðè÷èíå, ïðèáàâëåíèå ê âåêòîðíîìó ïîòåíöèàëó ãðàäèåíòà

ïðîèçâîëüíîé ñêàëÿðíîé �óíêöèè íå ìåíÿåò ìàãíèòíîãî ïîëÿ:

A′ = A+∇f, B′ = B. (2.5)

Âûáîð òîé èëè èíîé �óíêöèè f ïîçâîëÿåò íàëîæèòü íà âåêòîðíûé ïî-

òåíöèàëìîæíî îïðåäåë¼ííûõ óñëîâèé. Îíè íàçûâàþòñÿ êàëèáðîâî÷íûìè

óñëîâèÿìè. Íàïðèìåð, ìîæíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû âûïîëíÿëàñü êóëîíîâ-

ñêàÿ êàëèáðîâêà:

∇A = 0. (2.6)

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü A′ íå óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó óñëîâèþ è â ïðàâîé

÷àñòè (2.6) ñòîèò íå íîëü, à íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ: ∇A′ = g. Ïåðåéä¼ì ê

äðóãîìó ïîòåíöèàëó ∇A′ = ∇(A+∇f) = ∇A+∆f = g. Åñëè âûáðàòü

�óíêöèþ f êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà ∆f = g, òî âåêòîðíûé ïî-

òåíöèàë A áóäåò óäîâëåòâîðÿòü êóëîíîâñêîé êàëèáðîâêå. Â ýòîé êàëèá-

ðîâêå âòîðîå óðàâíåíèå ìàãíèòîñòàòèêè (2.1) ïðèîáðåòàåò âèä óðàâíåíèÿ

Ëàïëàñà. Ïî �îðìóëå �áàö ìèíóñ öàá� (ñòð.V1:302) èìååì:

∇×B = ∇× [∇×A] = ∇(∇A)− (∇∇)A = 4π j.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â êóëîíîâñêîé êàëèáðîâêå ðàâíî íóëþ, ïîýòîìó:

∆A = −4π j. (2.7)

Ýòî óðàâíåíèå äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû èìååò âèä óðàâíåíèÿ (1.12), ïî-

ýòîìó äëÿ îãðàíè÷åííûõ òîêîâ ìîæíî ñðàçó çàïèñàòü åãî ðåøåíèå:

A(x) =

∫
j(r) d3r

|x− r| . (2.8)

Âçÿâ ðîòîð, ïîëó÷àåì ìàãíèòíîå ïîëå:

B(x) =

∫

j(r)× (x− r)

|x− r|3 d
3r, (2.9)

ãäå ó÷òåíî, ÷òî ∇(1/|x|) = −x/|x|3 è ïîä èíòåãðàëîì âåêòîðû â âåêòîð-

íîì ïðîèçâåäåíèè ïåðåñòàâëåíû ìåñòàìè: −(x−r)× j(r) = j(r)× (x−r).
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⊲ Íàéä¼ì ñèëó ìàãíèòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó äâóìÿ ïðîâîäíè-

êàìè. Äëÿ òîíêîãî ïðîâîäíèêà ïëîòíîñòü òîêà j ñîñðåäîòî÷åíà âäîëü

ëèíèè. Ïîýòîìó îáú¼ìíûé èíòåãðàë (2.9) ïðåâðàùàåòñÿ â êîíòóðíûé:

j d3r 7→ I dr, ãäå âåêòîð dr íàïðàâëåí âäîëü íàïðàâëåíèÿ òîêà (ïåðâûé

ðèñóíîê):

Åñëè r íàïðàâëåí îò dr â òî÷êó íàáëþäåíèÿ, òî ìàãíèòíîå ïîëå (2.9)

ïîëó÷àåòñÿ ïðè èíòåãðèðîâàíèè âûðàæåíèÿ:

dB = I
dr× r

|r|3 . (2.10)

Ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà âòîðîé ïðîâîäíèê, îïðåäåëÿåòñÿ ñèëîé Ëîðåíöà,

êîòîðàÿ â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå èìååò âèä:

F =

∫

[j×B] d3r =
∑

Qk [uk ×B], (2.11)

ãäå ñóììà çàïèñàíà äëÿ ñèñòåìû òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ, èìåþùèõ ïëîòíîñòü

òîêà j(r) =
∑
Qk uk δ(r−rk). Ïîýòîìó ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó äâóìÿ

ýëåìåíòàìè òîíêèõ ïðîâîäíèêîâ ðàâíà:

dF = I [dr× dB]. (2.12)

Ïîäñòàâëÿÿ (2.10), ïîëó÷àåì:

dF12

I1I2
=
dr1 × [dr2 × r12]

|r12|3
=

(r12 dr1)

|r12|3
dr2 −

r12

|r12|3
(dr1dr2),

ãäå r12 = r1− r2 è âî âòîðîì ðàâåíñòâå ðàñêðûòî äâîéíîå âåêòîðíîå ïðî-

èçâåäåíèå. Ïåðâîå ñëàãàåìîå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì äè��åðåíöèàëîì (⋖H8)

ïî r1: −d(1/|r12|). Ïîýòîìó ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó

èëè ïðîâîäíèêó, ïðèõîäÿùåìó è óõîäÿùåìó â áåñêîíå÷íîñòü, ýòî ñëàãà-

åìîå ðàâíî íóëþ. Â ðåçóëüòàòå:

F12 = −I1I2
∫ ∫

r1 − r2

|r1 − r2|3
(dr1dr2). (2.13)

Â ÷àñòíîñòè, äâà ëèíåéíûõ ïàðàëëåëüíûõ ïðîâîäíèêà íà åäèíèöó äëèíû

ïðèòÿãèâàþòñÿ ñ ñèëîé F = 2I1I2/R, ãäå R � ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðîâîä-

íèêàìè è òîêè íàïðàâëåíû â îäíó ñòîðîíó (⋖H9). Åñëè æå òîêè ïðîòè-

âîïîëîæíû, òî ïðîâîäíèêè îòòàëêèâàþòñÿ.
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2.2 Çàìêíóòûé êîíòóð ñ òîêîì

• Ïðèìåíèì �îðìóëó (2.10) äëÿ íàõîæäåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ñîçäà-

âàåìîãî ïîñòîÿííûì òîêîì I, òåêóùèì ïî êðóãîâîìó êîíòóðó ðàäèóñà a.
Ïóñòü îêðóæíîñòü êîíòóðà ëåæèò â ïëîñêîñòè x, y ñ öåíòðîì â íà÷àëå

êîîðäèíàò. Íàéä¼ì ïîëå íà îñè z. Ïðîâåä¼ì âåêòîð a = {acφ, asφ, 0} îò
íà÷àëà êîîðäèíàò ê íåêîòîðîé òî÷êå îêðóæíîñòè, ãäå cφ = cosφ, è ò.ä.

�àäèóñ-âåêòîð, ñîåäèíÿþùèé òî÷êó íà êîíòóðå è òî÷êó íàáëþäåíèÿ, ïî

ïðàâèëó ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ ðàâåí:

r = {0, 0, z} − a = {−a cφ, −a sφ, z}, r2 = a2 + z2.

Ñìåùåíèå âäîëü êîíòóðà ðàâíî da = {−asφ dφ, acφ dφ, 0} (â (2.10) îíî
îáîçíà÷åíî êàê dr). Ïîýòîìó:

da× r =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

i j k

−a sφ a cφ 0
−a cφ −a sφ z

∣
∣
∣
∣
∣
∣

dφ = {a z cφ, a z sφ, a2} dφ.

Ìàãíèòíîå ïîëå, â ñîîòâåòñòâèè ñ (2.10), ðàâíî:

B = I

∫

L

da× r

r3
= I

2π∫

0

{a z cφ, a z sφ, a2}
(a2 + z2)3/2

dφ = {0, 0, 1} 2π a2 I

(a2 + z2)3/2
,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî èíòåãðàëû ïî ïåðèîäó êîñèíóñà è ñèíóñà ðàâíû íóëþ.

Òàêèì îáðàçîì, ìàãíèòíîå ïîëå íà îñè z íàïðàâëåíî âäîëü ýòîé îñè è

óáûâàåò ñ ðîñòîì z, êàê 1/z3.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîëÿ â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå íåîáõîäèìî ïðîäåëàòü

àíàëîãè÷íûå âûêëàäêè. Â ýòîì ñëó÷àå âîçíèêàåò ýëëèïòè÷åñêèé èíòå-

ãðàë. Åñëè æå êîíòóð ñ òîêîì èìååò íåêðóãîâóþ �îðìó (a = a(φ)), èí-
òåãðàë, ñêîðåå âñåãî, íå ñâåä¼òñÿ ê ýëåìåíòàðíûì �óíêöèÿì, íî áóäåò

îäíîìåðíûì (ïî óãëó φ), ïîýòîìó åãî íåñëîæíî âû÷èñëèòü ÷èñëåííî.

Âûøå íà ïðàâîì ðèñóíêå ïðèâåäåíû ëèíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, âîçíèêà-

þùåãî âîêðóã êîëüöåâîãî òîêà (ðèñóíîê âûïîëíåí â ñå÷åíèè). Ìàãíèò-

íûå ëèíèè çàìêíóòû (êàê è â ñëó÷àå äâèæóùåãîñÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà èëè

áåñêîíå÷íîãî ïðîâîäíèêà). Èñêëþ÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ ïîëå íà îñè z, ñèëîâàÿ

ëèíèÿ êîòîðîãî ïðèõîäèò èç áåñêîíå÷íîñòè è â áåñêîíå÷íîñòü óõîäèò.
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⊲ Èç �ïîñòàâëåííûõ ñòîïêîé� êðóãîâûõ êîëåö ñ òîêîì ìîæíî ñîñòà-

âèòü ñîëåíîèä. Íà ïðàêòèêå åãî äåëàþò ïðè ïîìîùè åäèíîãî ïðîâîäíè-

êà, ñêðó÷åííîãî â ñïèðàëü. Åñëè øàã ñïèðàëè ìíîãî ìåíüøå å¼ ðàäèóñà,

òî òàêàÿ ñïèðàëü ýêâèâàëåíòíà �ñòîïêå� êîëåö (íèæå ïåðâûé ðèñóíîê).

Âíóòðè ñîëåíîèäà ìàãíèòíîå ïîëå �ïëîòíîå� è åãî ñèëîâûå ëèíèè ïî-

÷òè ïàðàëëåëüíû. Âíå ñîëåíîèäà íàïðÿæ¼ííîñòü ïîëÿ î÷åíü íåáîëüøàÿ.

Â ïðåäåëå áåñêîíå÷íîãî ñîëåíîèäà (áåñêîíå÷íàÿ ñòîïêà) ìàãíèòíîå ïîëå

ñíàðóæè îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì íóëþ, à âíóòðè ïîñòîÿííî è îäíîðîäíî.

Ýòî ìîæíî äîêàçàòü ïðè ïîìîùè ïðîñòûõ ðàññóæäåíèé. Èç ñîîáðàæå-

íèé ñèììåòðèè ìàãíèòíûå ñèëîâûå ëèíèè äîëæíû áûòü ïàðàëëåëüíû.

Ïóñòü âíå ñîëåíîèäà ìàãíèòíîå ïîëå óáûâàåò ïðè óäàëåíèè îò åãî îñè.

Â ñèëó èíòåãðàëüíîé âåðñèè óðàâíåíèÿ ∇×B = 4π j, èíòåãðàë B dr ïî

çàìêíóòîìó êîíòóðó ðàâåí òîêó, ïðîõîäÿùåìó ÷åðåç íàòÿíóòóþ íà íåãî

ïîâåðõíîñòü. Åñëè òîêà íåò, èíòåãðàë ðàâåí íóëþ. Äëÿ êîíòóðà ïðÿìî-

óãîëüíîé �îðìû, èíòåãðàë ïî åãî ãîðèçîíòàëüíûì ñòîðîíàì ðàâåí íóëþ

(B ïåðïåíäèêóëÿðíî dr), à ïî âåðòèêàëüíûì: (B1−B2)L, ãäå L � äëèíà

ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà, à B1 è B2 � çíà÷åíèÿ ïîëÿ íà åãî ñòîðîíàõ. Ïî-

ýòîìó äëÿ êîíòóðà âíóòðè ñîëåíîèäà è ñíàðóæè B1 = B2 íåçàâèñèìî îò

åãî ïîëîæåíèÿ. Ïîýòîìó B = const. Àíàëîãè÷íî, âíå ñîëåíîèäà íà áåñêî-

íå÷íîñòè B = 0 è èç B = const ñëåäóåò, ÷òî ïîëå òàì âåçäå áóäåò ðàâíî

íóëþ. Åñëè êîíòóð îõâàòûâàåò òîê (âûøå òðåòèé ðèñóíîê), òî BL = 4πI,

ïîýòîìó îäíîðîäíîå ïîëå âíóòðè ñîëåíîèäà ðàâíî B = 4πI/L, ãäå I/L �

òîê íà åäèíèöó âûñîòû �ñòîïêè�.

Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî âåêòîðíûé ïî-

òåíöèàë âíóòðè ñîëåíîèäà ðàâåí A = (B/2) [k× r], ãäå k � åäèíè÷íûé

âåêòîð âäîëü îñè. Âíå ñîëåíîèäà ïîòåíöèàë ðàâåí A = (Ba2/2)[k×r]/R,

ãäå R = (r2 − (kr))1/2 � ðàññòîÿíèå îò îñè äî òî÷êè íàáëþäåíèÿ.

Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî ìàãíèòíûå ñèëîâûå ëèíèè ìîãóò èìåòü

áåñêîíå÷íóþ äëèíó, íî íàõîäèòüñÿ â îãðàíè÷åííîì ïðîñòðàíñòâå. Òàê,

åñëè ê ìàãíèòíîìó ïîëþ êîëüöà äîáàâëÿåòñÿ ìàãíèòíîå ïîëå áåñêîíå÷-

íîãî òîêà âäîëü îñè z, òî èõ ñóììà â îáùåì ñëó÷àå äà¼ò íåçàìêíóòóþ

ñèëîâóþ ëèíèþ, ïëîòíî �íàâèâàþùóþñÿ� íà òîðîîáðàçíóþ ïîâåðõíîñòü,

ïîëíîñòüþ å¼ çàïîëíÿÿ (âûøå ïîñëåäíèé ðèñóíîê) [26℄.
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2.3 Ìàãíèòíûé äèïîëüíûé ìîìåíò

• Åñëè çàìêíóòûå òîêè ëîêàëèçîâàíû â ïðîñòðàíñòâå, òî ìîæíî ïî-

ëó÷èòü ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà áîëüøèõ ðàñ-

ñòîÿíèÿõ îò òàêîãî òîêà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî r ≪ |x|, è, àíàëîãè÷íî
äèïîëüíîìó ðàçëîæåíèþ (ñòð. 18), ïîäñòàâèì ðÿä äëÿ 1/|x− r| â (2.8):

A(x) =

∫
j(r) d3r

|x− r| =
1

|x|

∫

j(r) d3r+
1

|x|3
∫

(xr) j(r) d3r.

Èíòåãðàë ïî çàìêíóòûì ñòàöèîíàðíûì òîêàì âíóòðè îáú¼ìà ðàâåí íó-

ëþ (ïåðâûé èíòåãðàë). Íàïðèìåð, äëÿ òîíêîãî ïðîâîäíèêà j d3r 7→ I dr è
îáú¼ìíûé èíòåãðàë ïåðåõîäèò â êîíòóðíûé, ðàâíûé íóëþ äëÿ çàìêíóòî-

ãî êîíòóðà (çàìêíóòîãî ïðîâîäíèêà). Ïîäûíòåãðàëüíóþ �óíêöèþ âòî-

ðîãî èíòåãðàëà ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(xr) j = (xj) r− x× [r× j]. (2.14)

Óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè äëÿ ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà (1.53), ñòð. 28 â ñòàöè-

îíàðíîì ñëó÷àå èìååò âèä ∇j = 0. Ó÷èòûâàÿ ýòî, ðàñêðîåì ïðîèçâîäíóþ

ïðîèçâåäåíèÿ (⋖H10):

∇(ri rj j) = rj ji + ri jj =>

∫

ri jj d
3r = −

∫

ji rj d
3r.

Ïðè ïîëó÷åíèè èíòåãðàëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ ó÷òåíî, ÷òî ∇(ri rj j) ïðè èí-
òåãðèðîâàíèè ïî îáú¼ìó ïåðåõîäèò â ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë, êîòîðûé

ðàâåí íóëþ, òàê êàê òîêè ëîêàëèçîâàíû è èç îáú¼ìà íå âûòåêàþò. Ïîýòî-

ìó èíòåãðàë îò ëåâîé ÷àñòè (2.14) ðàâåí ñ îáðàòíûì çíàêîì èíòåãðàëó îò

ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè:

(
(xr) j

)

i
= xjrjji,

(
(xj) r

)

i
= xjjjri.

Â ðåçóëüòàòå äëÿ ∇j = 0 è ëþáîãî ïîñòîÿííîãî âåêòîðà x èìååì:

∫

(xr) j d3r = −1
2

∫

x× [r× j] d3r. (2.15)

Ââåäÿ ìàãíèòíûé ìîìåíò:

m =
1

2

∫

[r× j(r)] d3r, (2.16)

ïîòåíöèàë ìàãíèòíîãî ïîëÿ ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

A(x) =
m× x

|x|3 . (2.17)

Âçÿâ ðîòîð îò ýòîãî âûðàæåíèÿ, ïîëó÷àåì ìàãíèòíîå ïîëå:

B(x) =
3 (nm)n−m

|x|3 , (2.18)

ãäå n = x/|x| � åäèíè÷íûé âåêòîð â íàïðàâëåíèè ðàäèóñ-âåêòîðà x.
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⊲ Ïóñòü ïîñòîÿííûé òîê I òå÷¼ò ïî ïëîñêîìó âèòêó òîíêîãî ïðîâîäà.

Àíàëîãè÷íî âûâîäó âûðàæåíèÿ äëÿ ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ ïðîâîä-

íèêîâ (ñòð. 39) ïåðåéä¼ì â (2.16) îò èíòåãðàëà ïî îáú¼ìó ê êîíòóðíîìó

èíòåãðàëó (j d3r 7→ Idr):

m =
I

2

∮

r× dr. (2.19)

Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ r è dr, ðàâíà ïîëîâèíå

ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà [r× dr]/2 (íèæå ïåðâûé ðèñóíîê), ïîýòîìó

m = I S k, (2.20)

ãäå S � ïëîùàäü âèòêà ïðîâîäà, à k � íîðìàëü ê íåìó. Â ÷àñòíîñòè,

ìàãíèòíûé ìîìåíò êîëüöåâîãî òîêà ðàäèóñà R ðàâåí m = πR2 I k.

Íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò òîêà ìàãíèòíîå ïîëå (2.18) ïîõîæå íà ïîëå

ýëåêòðè÷åñêîãî äèïîëÿ. Îäíàêî äëÿ äèïîëÿ ëèíèè íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåê-

òðè÷åñêîãî ïîëÿ íà÷èíàþòñÿ íà çàðÿäàõ. Äëÿ êîëüöåâîãî òîêà îíè �íà-

íèçàíû� âîêðóã êîëüöà àíàëîãè÷íî òîìó, êàê îíè îêðóæàëè áåñêîíå÷íûé

ïðÿìîëèíåéíûé òîê (âòîðîé ðèñóíîê):

⊲ Íàéä¼ì ìàãíèòíûé ìîìåíò (2.16) ñèñòåìû òî÷å÷íûõ ÷àñòèö, èìå-

þùèõ ïîñòîÿííîå îòíîøåíèå çàðÿäà ê ìàññå Qk/mk = Q/m = const

(íàïðèìåð, êàê ó ýëåêòðîíîâ):

m =
1

2

∮

r×
[

n∑

k=1

Qk uk δ(r− rk)

]

d3r =
Q

2m

n∑

k=1

rk ×muk.

Ââîäÿ íåðåëÿòèâèñòñêèé ìîìåíò èìïóëüñà k-é ÷àñòèöû Lk = rk×muk,

ïîëó÷àåì:

m =
Q

2m
L, (2.21)

ãäå â ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò ñóììàðíûé íåðåëÿòèâèñòñêèé ìîìåíò èìïóëüñà

L ñèñòåìû. Â ðÿäå ñòàöèîíàðíûõ ñëó÷àåâ (íàïðèìåð, äëÿ êîëüöåâîãî

òîêà) ñêîðîñòü ÷àñòèö ïî ìîäóëþ ïîñòîÿííà. Òîãäà äëÿ ñêîðîñòè ìîæíî

çàïèñàòü uk = pk/E, ãäå pk, E � ðåëÿòèâèñòñêèå èìïóëüñ è ýíåðãèÿ. Òàê

êàê ýíåðãèÿ äëÿ âñåõ ÷àñòèö îäèíàêîâà, å¼ ìîæíî âûíåñòè çà ñóììó, è â

(2.21) áóäåò ñòîÿòü ðåëÿòèâèñòñêèé ìîìåíò èìïóëüñà è m 7→ E.
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• Ìàãíèòíûé ìîìåíò îïðåäåëÿåò ñèëó è ìîìåíò ñèëû, äåéñòâóþùèå

íà �ìàëåíüêèé� çàìêíóòûé òîê âî âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå. Çàïèøåì

ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà ïî êàæäîé êîìïîíåíòå ñëàáî íåîäíîðîäíîãî

ìàãíèòíîãî ïîëÿ â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò (ñì. òàêæå ñòð. 19):

B(r) = B0 + (r∇)B0 + ...,

ãäå B0 = B(0) è ïðîèçâîäíûå îò ìàãíèòíîãî ïîëÿ âû÷èñëåíû â òî÷-

êå r = 0. Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèå äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ â èíòåãðàëüíîå

ïðåäñòàâëåíèå ñèëû Ëîðåíöà (2.11), èìååì:

F =

∫

[j×B] d3r = −B0 ×
∫

j d3r+

∫

[j× (r∇)B0] d
3r.

Äëÿ çàìêíóòîãî îãðàíè÷åííîãî òîêà ïåðâûé èíòåãðàë îò j ðàâåí íóëþ.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âòîðîãî èíòåãðàëà çàìåòèì, ÷òî ðîòîð ìàãíèòíîãî ïîëÿ

â òî÷êå, ãäå íåò òîêîâ, êîòîðûå ñîçäàþò ýòî ïîëå, ðàâåí íóëþ. Ïîýòîìó

0 = r× [∇×B0] = ∇(rB0)− (r∇)B0, (2.22)

ãäå çäåñü è íèæå îïåðàòîð íàáëà äåéñòâóåò òîëüêî íà ìàãíèòíîå ïîëå.

Òàêèì îáðàçîì, ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ ðàâíà:

j× (r∇)B0 = j×∇(rB0) = −∇× j (rB0).

Ó÷èòûâàÿ òîæäåñòâî (2.15), ñïðàâåäëèâîå äëÿ ∇j = 0 è ëþáîãî ïîñòî-

ÿííîãî (îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ) âåêòîðà, â êà÷åñòâå

êîòîðîãî âîçüì¼ì B0, èìååì:

F = −∇×
∫

(B0 r) j d
3r =

1

2
∇×

∫

[B0 × [r× j]] d3r.

Ââîäÿ ìàãíèòíûé ìîìåíòm, ïîëó÷àåì ñèëó, äåéñòâóþùóþ íà òîêè, îãðà-

íè÷åíûå â ïðîñòðàíñòâå, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ â ñëàáî íåîäíîðîäíîì ïîëå:

F = ∇× [B0 ×m] = (m∇)B0 = ∇(mB0), (2.23)

ãäå ó÷òåíî ∇B0 = 0 è (2.22) ñ m âìåñòî r. Ïðîèçâîäíûå ∇ äåéñòâóþò

òîëüêî íà ìàãíèòíîå ïîëå è âû÷èñëÿþòñÿ â �öåíòðå� çàìêíóòîãî òîêà, ò.å.

â òî÷êå îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ðàññ÷èòûâàåòñÿ ìàãíèòíûé ìîìåíò. �ðà-

äèåíò ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ðàâåí ñ îáðàòíûì çíàêîì ñèëå F = −∇U .
Ïîýòîìó ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ìàëåíüêîãî çàìêíóòîãî òîêà ðàâíà

U = −mB0. (2.24)

Êàê è äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî äèïîëÿ (ñòð. 18), ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ äî-

ñòèãàåò ìèíèìóìà, êîãäà âåêòîð ìàãíèòíîãî ìîìåíòà îðèåíòèðîâàí ïî

ìàãíèòíîìó ïîëþ.
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⊲ Ó÷èòûâàÿ òîëüêî âåäóùèé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ (ïðè-

áëèæåíèå îäíîðîäíîãî ïîëÿ), çàïèøåì ñóììàðíûé ìîìåíò ñèëû:

N =

∫

r× [j×B0] d
3r =

∫

(B0r) j d
3r−B0

∫

(jr) d3r.

Âòîðîé èíòåãðàë ðàâåí íóëþ. Ýòî ñëåäóåò èç ïðîèçâîäíîé ïðîèçâåäåíèÿ:

∇(j r2) = (j∇) r2 + r2(∇j) = 2 jr,

ãäå âî âòîðîì ðàâåíñòâå ó÷òåíî, ÷òî ∇j = 0. Ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî

îáú¼ìó, äèâåðãåíöèÿ â ëåâîé ÷àñòè (ïî òåîðåìå �àóññà) äà¼ò èíòåãðàë

ïî ïîâåðõíîñòè, ðàâíûé íóëþ, òàê êàê òîêè èç îáú¼ìà íå âûòåêàþò. Â

ðåçóëüòàòå, ó÷èòûâàÿ (2.15), ïîëó÷àåì ìîìåíò ñèëû:

N = m×B0. (2.25)

Îí îïðåäåëÿåò èçìåíåíèå ìîìåíòà èìïóëüñà ñèñòåìû ÷àñòèö:

dL

dt
=

d

dt

∑

rk × pk =
∑

uk × pk +
∑

rk ×
dpk

dt
=
∑

rk × Fk = N.

Ïîýòîìó ïðè ìàëûõ ñêîðîñòÿõ, ó÷èòûâàÿ (2.21), ìîæíî çàïèñàòü:

dL

dt
= − Q

2m
[B0 × L]. (2.26)

Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò (⋖H11), ÷òî ìîìåíò èìïóëüñà L ñèñòåìû çà-

ðÿäîâ âðàùàåòñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ QB0/2m âîêðóã ìàãíèòíîãî ïîëÿ

B0, íå ìåíÿÿ ñâîåé äëèíû è óãëà ñ ïîëåì (ëàðìîðîâà ïðåöåññèÿ).

⊲ Áîëüøèíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö îáëàäàþò ñïèíîì � ñîáñòâåííûì

ìîìåíòîì âðàùåíèÿ. Ñïèí S � ýòî ìîìåíò èìïóëüñà â ñèñòåìå ïîêîÿ ÷à-

ñòèöû. Ïðè âçàèìîäåéñòâèè ÷àñòèö ñîõðàíÿåòñÿ ïîëíûé ìîìåíò ñèñòåìû,

ðàâíûé ñóììå ìîìåíòîâ èìïóëüñà äâèæåíèÿ è ñïèíîâ ÷àñòèö. Äëÿ �åð-

ìèîíîâ ñïèí âñåãäà ïîëóöåëûé (â äîëÿõ ïîñòîÿííîé Ïëàíêà): ~/2, 3~/2,
... Äëÿ áîçîíîâ îí öåëûé: ~, 2~,... Èçó÷åíèå âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö ñ

âíåøíèì ìàãíèòíûì ïîëåì ïîçâîëÿåò èçìåðÿòü èõ ìàãíèòíûå ìîìåíòû.

Ìåæäó ìàãíèòíûì ìîìåíòîì è ñïèíîì ñóùåñòâóåò ïðîïîðöèîíàëüíîñòü,

àíàëîãè÷íàÿ ñîîòíîøåíèþ (2.21). Îäíàêî êîý��èöèåíò ïðîïîðöèîíàëü-

íîñòè äëÿ êàæäîé ÷àñòèöû ñâîé:

m = g
Q

2m
S, (2.27)

ãäå èíäèâèäóàëüíûé äëÿ ÷àñòèö äàííîãî òèïà ïàðàìåòð g íàçûâàåòñÿ

g-�àêòîðîì. Òàê, äëÿ ýëåêòðîíà îí ïðèáëèæ¼ííî ðàâåí g = 2. Âû÷èñëå-
íèå g-�àêòîðîâ ïðîèçâîäèòñÿ ïðè ïîìîùè êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêè

è äà¼ò ðåçóëüòàòû, ñîâïàäàþùèå ñ ýêñïåðèìåíòîì ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ.
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2.4 Ïîòåíöèàëû ïîëÿ

⊲ Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà ñîñòîÿò èç äâóõ ïàð óðàâíåíèé. Îäíà ïàðà

(çàêîí �àóññà äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ è çàêîí Ôàðàäåÿ) íå çàâèñèò îò ïëîò-

íîñòè çàðÿäà è òîêà. Ïîýòîìó âîçìîæíî ñðàçó ïîñòðîèòü ðåøåíèå ýòèõ

óðàâíåíèé. Íà÷í¼ì ñ çàêîíà �àóññà. Íå òîëüêî â ìàãíèòîñòàòèêå, íî è â

îáùåì ñëó÷àå ìîæíî íàïèñàòü:

∇B = 0 <=> B = ∇×A,

ãäå A � âåêòîðíûé ïîòåíöèàë. Çàìåòèì, ÷òî ñòðåëêà ñëåäîâàíèÿ íà-

ïðàâëåíà â îáå ñòîðîíû. Ñëåäîâàíèå ñïðàâà íàëåâî ïðîâåðÿåòñÿ ïðîñòî

(∇[∇×A] = [∇×∇]A=0). Îáðàòíîå ñëåäîâàíèå òðåáóåò, âîîáùå ãîâîðÿ,

óáûâàíèÿ ïîëåé íà áåñêîíå÷íîñòè [1℄.

⊲ Âîçüì¼ì åù¼ îäíî óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà, â êîòîðîì íåò çàðÿäîâ

(çàêîí ýëåêòðîìàãíèòíîé èíäóêöèè Ôàðàäåÿ). Ïðè ïîìîùè âåêòîðíîãî

ïîòåíöèàëà åãî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

∇×E+
∂B

∂t
= ∇×

(

E+
∂A

∂t

)

= 0.

Àíàëîãè÷íî äèâåðãåíöèè, åñëè ðîòîð íåêîòîðîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ðàâåí

íóëþ, òî ýòî ïîëå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ãðàäèåíò ñêàëÿðíîé �óíêöèè. Â

îäíó ñòîðîíó ýòî óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíî. Ìîæíî ïî-

êàçàòü, ÷òî îíî ñïðàâåäëèâî è â îáðàòíóþ ñòîðîíó [1℄. Òàêèì îáðàçîì,

ðåøåíèå äâóõ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà äëÿ äèâåðãåíöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ

è ðîòîðà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ÷åòûðå �óíêöèè: ñêà-

ëÿðíûé ïîòåíöèàë ϕ è òðè êîìïîíåíòû âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà A:

E = −∇ϕ− ∂A

∂t
, B = ∇×A. (2.28)

⊲ �åøåíèÿ äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëÿ, âûðàæåííûå ÷åðåç

ñêàëÿðíûé è âåêòîðíûé ïîòåíöèàëû, ìîæíî ïîäñòàâèòü â îñòàâøóþñÿ

ïàðó óðàâíåíèé ∇E = 4πρ è ∇×B = 4πj+ ∂E/∂t:

∂2 ϕ− ∂

∂t

(∂ϕ

∂t
+∇A

)

= 4πρ, ∂2A+∇
(∂ϕ

∂t
+∇A

)

= 4πj, (2.29)

ãäå ∂2 � äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð Ä'Àëàìáåðà:

∂2 =
∂2

∂t2
−∆, (2.30)

à ∆ = ∇2
- êàê îáû÷íî, îïåðàòîð Ëàïëàñà. Óðàâíåíèÿ (2.29) âìåñòå ñ

îïðåäåëåíèÿìè (2.28) ýêâèâàëåíòíû èñõîäíûì óðàâíåíèÿì Ìàêñâåëëà.
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⊲ Ââåäåííûå âûøå ïîòåíöèàëû îïðåäåëåíû íåîäíîçíà÷íî. Òî÷íåå, åñ-

ëè ïðîâåñòè çàìåíû:

A 7→ A+∇f, ϕ 7→ ϕ− ∂f

∂t
, (2.31)

ãäå f - ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ êîîðäèíàò è âðåìåíè, òî çíà÷åíèÿ ýëåê-

òðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé (2.28) íå èçìåíÿòñÿ. Ïðîâåðèì ýòî äëÿ

íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ:

E = −∇ϕ− ∂A

∂t
7→ −∇

(

ϕ− ∂f

∂t

)

− ∂

∂t

(

A+
∇f
∂t

)

= E,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè ∂/∂t è êîîðäèíàòàì

∇ ìîæíî ïåðåñòàâëÿòü ìåñòàìè. Ïîäîáíàÿ íåîäíîçíà÷íîñòü ïîçâîëÿåò

íàëîæèòü íà ïîòåíöèàëû äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå:

∂ϕ

∂t
+∇A = 0, (2.32)

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ êàëèáðîâêîé Ëîðåíöà. �àçáåð¼ìñÿ, ïî÷åìó ýòî ìîæíî

ñäåëàòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äàííîìó ýëåêòðè÷åñêîìó è ìàãíèòíîìó ïîëþ

ñîîòâåòñòâóþò ïîòåíöèàëû, êîòîðûå íå óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó óñëîâèþ.

Ïóñòü â ïðàâîé ÷àñòè êàëèáðîâî÷íîãî óñëîâèÿ îêàçûâàåòñÿ íå íîëü, à

íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ g = g(r, t). Òîãäà, ïðîâåäÿ çàìåíû ïîòåíöèàëîâ, ïðè

ïîìîùè �óíêöèè f , êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ∂2f = g, ìîæíî

äîáèòüñÿ ðàâåíñòâà íóëþ êàëèáðîâî÷íîãî óñëîâèÿ Ëîðåíöà:

∂

∂t

(

ϕ− ∂f

∂t

)

+∇(A+∇f) = ∂ϕ

∂t
+∇A− ∂2f = g − ∂2f = 0.

Èòàê, áåç íàðóøåíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ (2.32).

Òîãäà óðàâíåíèÿ (2.29) äëÿ ïîòåíöèàëîâ ïðèíèìàþò ïðîñòîé âèä:

∂2 ϕ = 4πρ, ∂2A = 4π j. (2.33)

Â îòñóòñòâèå çàðÿäîâ (ρ = 0, j = 0) ýòè óðàâíåíèÿ íàçûâàþòñÿ âîëíîâû-

ìè óðàâíåíèÿìè äëÿ ñêàëÿðíîé ϕ è âåêòîðíîé A �óíêöèé.

Åñëè ââåñòè 4-âåêòîðû ïîòåíöèàëà Aα = {ϕ, A} è òîêà jα = {ρ, j},
òî ýòè äâà óðàâíåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü, êàê îäíî:

∂2Aα = 4πjα. (2.34)

Åñòåñòâåííî, óðàâíåíèé íà ñàìîì äåëå 4, òàê êàê èõ íåîáõîäèìî ðàñïè-

ñûâàòü îòäåëüíî äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû ν = 0, 1, 2, 3. Òî, ÷òî Aα
è jα

äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿþòñÿ 4-âåêòîðàìè, áóäåò ïîêàçàíî â êîíöå ãëàâû.
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2.5 Ñèììåòðèè óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà

⊲ Âòîðîé çàêîí Íüþòîíà èëè óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà ÿâëÿþòñÿ âåê-

òîðíûìè äè��åðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè. Ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíîé

çàäà÷è ìû îòíîñèì èõ ê îïðåäåë¼ííîé ñèñòåìå îòñ÷åòà (îáû÷íî èíåðöè-

àëüíîé), â êîòîðîé çàäàíà �èêñèðîâàííàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò (íàïðèìåð,

â âèäå òðåõ ïåðïåíäèêóëÿðíûõ äåêàðòîâûõ îñåé). Èç îáùèõ ñîîáðàæå-

íèé ñèììåòðèè ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèÿ äîëæíû áûòü èíâàðèàíòíûìè

îòíîñèòåëüíî âûáîðà îðèåíòàöèè ñèñòåìû êîîðäèíàò (èçîòðîïíîñòü ïðî-

ñòðàíñòâà), ïîëîæåíèÿ å¼ íà÷àëà (îäíîðîäíîñòü ïðîñòðàíñòâà) è âûáîðà

ñèñòåìû îòñ÷åòà (ïðèíöèï îòíîñèòåëüíîñòè). Ýòè ñèììåòðèè ÿâëÿþòñÿ

íåïðåðûâíûìè.

Ñóùåñòâóþò òàêæå äèñêðåòíûå ñèììåòðèè. Óðàâíåíèÿ íå äîëæíû çà-

âèñåòü îò òîãî, èñïîëüçóåì ëè ìû ïðàâóþ èëè ëåâóþ ñèñòåìó êîîðäè-

íàò (èíâåðñèÿ âñåõ îñåé). Êðîìå ýòîãî, ìíîãèå �èçè÷åñêèå ïðîöåññû îá-

ðàòèìû, à ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ñìå-

íû íàïðàâëåíèÿ òå÷åíèÿ âðåìåíè. Ïîñëåäíèå äâå äèñêðåòíûå ñèììåò-

ðèè íàçûâàþòñÿ P -ñèììåòðèåé (parity inversion) è T -ñèììåòðèåé (time
inversion). Íàêîíåö, îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî âî ìíîãèõ ðåàêöèÿõ ïðåâðàùå-

íèé ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö îäèíàêîâûìè ñâîéñòâàìè îáëàäàþò ÷àñòèöû è

àíòè÷àñòèöû. Ýòî íàçûâàåòñÿ C-ñèììåòðèåé, ò.å. èíâàðèàíòíîñòüþ îò-

íîñèòåëüíî çàðÿäîâîé (harge) èíâåðñèè.

⊲ �àññìîòðèì óðàâíåíèå êëàññè÷åñêîãî îäíîìåðíîãî îñöèëëÿòîðà, íà-

õîäÿùåãîñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì ñèëû òðåíèÿ, ïðîïîðöèîíàëüíîé ñêîðîñòè:

d2q(t)

dt2
+ 2λ

dq(t)

dt
+ ω2q(t) = 0. (2.35)

Ïóñòü ïðè äàííîì âûáîðå íàïðàâëåíèÿ îñè t ïîëó÷åíî íåêîòîðîå ðåøåíèå

q(t). T -èíâàðèàíòíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî �óíêöèÿ q(−t) òàêæå äîëæíà áûòü
ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.35):

d2q(−t)
dt2

+ 2 λ
dq(−t)
dt

+ ω2 q(−t) = 0.

Çàìåíèì t íà −t:
d2q(t)

dt2
− 2λ

dq(t)

dt
+ ω2q(t) = 0.

Åñëè òðåíèå åñòü (λ 6= 0), òî ýòî óðàâíåíèå îòëè÷àåòñÿ îò (2.35) è, ñëåäî-

âàòåëüíî, (2.35) íåèíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî T -èíâåðñèè. Åñëè æå λ = 0,
òî îíî èíâàðèàíòíî. Òàêèå ïîäðîáíûå âûêëàäêè îáû÷íî íå ïðîâîäÿò, à

ñðàçó â óðàâíåíèè äåëàþò çàìåíó t 7→ −t. Ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ïî t
ìåíÿþò ñâîé çíàê, à âòîðûå (â îáùåì ñëó÷àå ÷¼òíûå) � íåò.
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⊲ �àññìîòðèì èíâåðñèþ âðåìåíè (T � ïðåîáðàçîâàíèå) â ýëåêòðîäè-

íàìèêå. Ïóñòü ïðè t 7→ −t êîîðäèíàòíûå îñè îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè:

r 7→ r. Òîãäà ñêîðîñòü v = dr/dt èçìåíèò ñâîé çíàê: v 7→ −v. Â òîæå

âðåìÿ óñêîðåíèå (âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ) îñòàíåòñÿ áåç èçìåíåíèÿ. Ñèëà

Ëîðåíöà:

dp

dt
= qE+ q [v ×B]

ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèåì ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëÿ (ìû ðàçáèâà-

åì ñèëó íà ñîñòàâëÿþùèå, îäíà èç êîòîðûõ çàâèñèò îò ñêîðîñòè ïðîáíîãî

çàðÿäà, à âòîðàÿ � íåò). Ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëü-

íî èíâåðñèè âðåìåíè (ïðîèçâîäíàÿ îò ñêîðîñòè). Ïîýòîìó èíâàðèàíòíûì

áóäåò è ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå. Ìàãíèòíîå ïîëå äîëæíî èçìåíèòü çíàê (äëÿ

êîìïåíñàöèè åãî èçìåíåíèÿ ó ñêîðîñòè). Ïî ýòîé æå ïðè÷èíå ìåíÿþò

çíàê âåêòîðíûé ïîòåíöèàë (òàê êàê B = ∇ × A) è òîê j = vρ. Òàêèì
îáðàçîì, ïðè èíâåðñèè âðåìåíè ïðîèñõîäÿò ñëåäóþùèå èçìåíåíèÿ:

T : t 7→ −t, j 7→ −j, E 7→ E, B 7→ −B, A 7→ −A.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â ïðåîáðàçîâàíèÿõ ïðîèñõîäèò òàêæå èçìåíåíèå

àðãóìåíòîâ �óíêöèé. Íàïðèìåð, j(t, r) 7→ −j(−t, r) è ò.ä. Íåñëîæíî âè-

äåòü, ÷òî óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà:

∇E = 4π ρ, ∇B = 0, ∇× E = −∂B
∂t
, ∇×B = 4π j+

∂E

∂t

ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè è, ñëåäîâàòåëüíî, ýëåê-

òðîäèíàìè÷åñêèå ÿâëåíèÿ îáðàòèìû.

Îáðàòèìûìè ÿâëÿþòñÿ ìíîãèå óðàâíåíèÿ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè, åñ-

ëè â ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ñèñòåìàõ íå ïðîèñõîäèò ïîòåðè ýíåðãèè. Îäíà-

êî, â íàøåì ìèðå ìû ðåãóëÿðíî ñòàëêèâàåìñÿ ñ ïðîÿâëåíèåì íåîáðàòèìî-

ñòè (ðàçáèòàÿ ÷àøêà èëè ýâîëþöèîíèðóþùàÿ Âñåëåííàÿ). ×àñòü ïîäîá-

íûõ ÿâëåíèé ñâÿçàíà ñ çàêîíîì áîëüøèõ ÷èñåë. Âåðîÿòíîñòü îáíàðóæèòü

âñå ìîëåêóëû âîçäóõà â îäíîì óãëó êîìíàòû ñóùåñòâåííî ìåíüøå, ÷åì

âåðîÿòíîñòü èõ îòíîñèòåëüíî ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîýòîìó, åñ-

ëè îòêðûòü ïåðåãîðîäêó îòäåëÿþùóþ ÷àñòü îáúåìà ñ âîçäóõîì îò ÷àñòè

áåç âîçäóõà, òî ìîëåêóëû ðàâíîìåðíî çàïîëíÿò âåñü îáú¼ì è îáðàòíî â

îäíó ïîëîâèíó óæå íå ñîáåðóòñÿ (ïðîöåññ íåîáðàòèì).

Òåì íå ìåíåå, â ìèêðîìèðå ñóùåñòâóþò ðåàêöèè ýëåìåíòàðíûõ ÷à-

ñòèö êîòîðûå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ñâèäåòåëüñòâî íàðóøåíèÿ T -
èíâàðèàíòíîñòè íà ñàìîì �óíäàìåíòàëüíîì óðîâíå. Ýâîëþöèÿ Âñåëåí-

íîé, âîçìîæíî, ÿâëÿåòñÿ åùå îäíèì ïðèìåðîì �óíäàìåíòàëüíîé íåîáðà-

òèìîñòè âðåìåíè.
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⊲ Ïåðåéäåì ê ïðîñòðàíñòâåííîé èíâåðñèè. Â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

ìîæíî ââåñòè äâà áàçèñà, êîòîðûå íåëüçÿ ñâåñòè äðóã ê äðóãó ïðè ïî-

ìîùè âðàùåíèÿ. Îäèí òàêîé áàçèñ íàçûâàþò ïðàâûì, à âòîðîé � ëåâûì.

Ïðè îáðàùåíèè îäíîé èëè òð¼õ îñåé ñ ïîñëåäóþùèì ïîâîðîòîì, ïðàâûé

áàçèñ ìîæíî ïðåâðàòèòü â ëåâûé è íàîáîðîò. Äàëåå ïîä P -èíâåðñèåé áó-

äåì ïîíèìàòü ïåðåâîðîò âñåõ òð¼õ îñåé, ïðè êîòîðîì êîîðäèíàòû (ïðî-

åêöèè) ðàäèóñ-âåêòîðà ìåíÿþò ñâîé çíàê: r 7→ −r.
Îòíîñèòåëüíî èíâåðñèè êîîðäèíàò âñå âåêòîðû ðàçáèâàþòñÿ íà äâå

ãðóïïû � ïîëÿðíûå è àêñèàëüíûå âåêòîðû. Ïðîåêöèè ïîëÿðíûõ âåêòî-

ðîâ (�íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ�) íà äåêàðòîâû îñè ìåíÿþò ñâîé çíàê ïðè

èíâåðòèðîâàíèè îñåé. Íàïðèìåð, åñëè ïîëÿðíûé âåêòîð a â ïðàâîé ñè-

ñòåìå êîîðäèíàò èìååò ïðîåêöèè {1, 3, −5}, òî â ëåâîé ñèñòåìå êîîð-

äèíàò åãî ïðîåêöèè áóäóò ðàâíû {−1, −3, 5}. Àêñèàëüíûå âåêòîðû ïðè

èíâåðñèè ñâîè êîìïîíåíòû íå ìåíÿþò. Òàêèå âåêòîðû âîçíèêàþò â ðå-

çóëüòàòå âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïîëÿðíûõ âåêòîðîâ. Ïî îïðåäåëåíèþ,

êîìïîíåíòû âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ðàâíû:

c = a× b = {c1, c2, c3} = {a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1}.
Åñëè a è b ïîëÿðíûå âåêòîðû, òî ïðè èíâåðñèè êîîðäèíàòíûõ îñåé èõ

êîìïîíåíòû èçìåíÿò çíàê: ai 7→ −ai, bi 7→ −bi, à êîìïîíåíòû âåêòîðà

c = a× b íå èçìåíÿòñÿ.

�àçíèöà ìåæäó ïîëÿðíûìè è àêñèàëüíûìè âåêòîðàìè ïðîÿâëÿåòñÿ,

íàïðèìåð, ïðè íàáëþäåíèè çà îòðàæåíèåì ïðåäìåòîâ (ïðè ýòîì èíâåð-

òèðóåòñÿ îäíà îñü). Ïðèäâèíüòå ýòó êíèãó ê çåðêàëó. Âàøå çàçåðêàëüíîå

�ß� ñäåëàåò òîæå ñàìîå, è êíèãè áóäóò äâèãàòüñÿ íàâñòðå÷ó (âåêòîðû

ñêîðîñòè íàïðàâëåíû â ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû � ýòî ïîëÿðíûå âåê-

òîðû). Òåïåðü íà÷íèòå âðàùàòü êíèãó. Âàøå ß áóäåò å¼ êðóòèòü â òîì

æå íàïðàâëåíèè (óãëîâûå ñêîðîñòè âðàùåíèÿ êíèã íàïðàâëåíû îäèíà-

êîâûì îáðàçîì � ýòî àêñèàëüíûå âåêòîðû).

Ïðèìåðàìè ïîëÿðíûõ âåêòîðîâ ÿâëÿþòñÿ ðàäèóñ-âåêòîð è íàïðÿæåí-

íîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ (êîòîðàÿ äëÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà ïðîïîðöèî-

íàëüíà ðàäèóñ-âåêòîðó). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óãëîâàÿ ñêîðîñòü, ìîìåíò

èìïóëüñà è ìàãíèòíîå ïîëå (B = v ×E) � ýòî àêñèàëüíûå âåêòîðû.

Òî, ÷òî ìîìåíò èìïóëüñà ÿâëÿåòñÿ àêñèàëüíûì âåêòîðîì, ñëåäóåò èç

åãî îïðåäåëåíèÿ: L = r × p. �àäèóñ-âåêòîð r (íàïðàâëåííûé îòðåçîê)

ÿâëÿåòñÿ ïîëÿðíûì âåêòîðîì. Èìïóëüñ p ïðîïîðöèîíàëåí ñêîðîñòè v =
dr/dt, ÿâëÿþùåéñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûì èçìåíåíèåì ðàäèóñ-âåêòîðà (ýòî

óæå íå íàïðàâëåííûé îòðåçîê, ò.ê. ñêîðîñòü îòíîñèòñÿ ê îäíîé òî÷êå).

Ïîýòîìó v è p ÿâëÿþòñÿ ïîëÿðíûìè âåêòîðàìè. Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå

äâóõ ïîëÿðíûõ âåêòîðîâ äà¼ò àêñèàëüíûé âåêòîð.
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⊲ Ñèëà Ëîðåíöà � ïîëÿðíûé âåêòîð, ïîýòîìó E è v ×B � ýòî òàêæå

ïîëÿðíûå âåêòîðû. À âîò íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ B � ýòî àê-

ñèàëüíûé âåêòîð. Ïðè èíâåðñèè åãî êîìïîíåíòû íå ìåíÿþòñÿ è v × B

áëàãîäàðÿ ñêîðîñòè v èçìåíèò ñâîé çíàê. Òàê êàêB = ∇×A � âåêòîðíûé

ïîòåíöèàë A � ýòî ïîëÿðíûé âåêòîð. Òàêèì îáðàçîì, â ýëåêòðîäèíàìèêå

ïðè ïðîñòðàíñòâåííîé èíâåðñèè ïðîèñõîäÿò òàêèå èçìåíåíèÿ:

P : r 7→ −r, j 7→ −j, E 7→ −E, B 7→ B, A 7→ −A.
Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà îñòàþòñÿ èíâàðèàíòíûìè îòíîñèòåëüíî ýòîãî ïðå-

îáðàçîâàíèÿ (ïðè r 7→ −r îïåðàòîð íàáëû ∇ ìåíÿåò ñâîé çíàê). Ñêàëÿð-

íîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïîëÿðíûõ èëè äâóõ àêñèàëüíûõ âåêòîðîâ ÿâëÿåò-

ñÿ ñêàëÿðîì (íå ìåíÿåò ñâîé çíàê ïðè èíâåðñèè). Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäå-

íèå ïîëÿðíîãî è àêñèàëüíîãî âåêòîðà � ýòî ïñåâäîñêàëÿð (ïðè èíâåðñèè

åãî çíàê ìåíÿåòñÿ). Òàê, E2 −B2
� ñêàëÿð, à EB � ïñåâäîñêàëÿð.

⊲ Åñëè óðàâíåíèÿ èíâàðèàíòíû è îòíîñèòåëüíî P è îòíîñèòåëüíî T

ïðåîáðàçîâàíèé, òî îíè áóäóò èíâàðèàíòíûìè è îòíîñèòåëüíî èõ êîì-

ïîçèöèè (PT � ñèììåòðèè). Îäíàêî ýòî óòâåðæäåíèå íå ðàáîòàåò â îá-

ðàòíóþ ñòîðîíó. Èç PT èíâàðèàíòíîñòè, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñëåäóåò ïî

îòäåëüíîñòè P è T èíâàðèàíòíîñòè. Íàïðèìåð, ïðåäñòàâèì ìèð, â êîòî-

ðîì çàêîí Ôàðàäåÿ íàïîìèíàåò çàêîí Àìïåðà-Ìàêñâåëëà:

∇×E = 4π j− ∂B

∂t
.

P è T èíâåðñèè èçìåíÿþò óðàâíåíèå, à èõ ñîâìåñòíîå ïðèìåíåíèå � íåò:

P : ∇× E = −4π j− ∂B

∂t
, PT : ∇×E = 4π j− ∂B

∂t
.

Ïîýòîìó â òàêîì ìèðå çåðêàëüíîå îòðàæåíèå ñ îäíîâðåìåííîé �ïåðåìîò-

êîé� ïðîöåññîâ â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè íå áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò èñõîäíî-

ãî, õîòÿ è íåò ðàâíîïðàâèÿ ìåæäó ýëåêòðîäèíàìè÷åñêèìè ïðîöåññàìè è

èõ çåðêàëüíûìè îòðàæåíèÿìè.

⊲ Çàðÿäîâîå ñîïðÿæåíèå (C � èíâåðñèÿ) èçìåíÿåò çíàê çàðÿäîâ íà

ïðîòèâîïîëîæíûé. Òàê êàê ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå çàðÿäû â

ýëåêòðîäèíàìèêå âåäóò ñåáÿ ðàâíîïðàâíûì îáðàçîì, óðàâíåíèÿ Ìàêñ-

âåëëà è ñèëà Ëîðåíöà äîëæíû áûòü èíâàðèàíòíûìè îòíîñèòåëüíî ñìå-

íû çíàêà ó ïëîòíîñòè çàðÿäà ρ 7→ −ρ è òîêà j 7→ −j. Îòñþäà ñëåäóþò

ñëåäóþùèå ïðàâèëà èçìåíåíèÿ îñòàëüíûõ âåëè÷èí ïðè çàðÿäîâîì ñîïðÿ-

æåíèè:

C : ρ 7→ −ρ, j 7→ −j, E 7→ −E, B 7→ −B, A 7→ −A.
Ìåíÿåò çíàê òàêæå ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë ϕ 7→ −ϕ, òàê êàê E = −∇ϕ.
Â òîæå âðåìÿ, ïðè P è T èíâåðñèÿõ îí îñòàåòñÿ áåç èçìåíåíèé.
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2.6 Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà äëÿ ïîëåé

⊲ Âàæíåéøåé íåïðåðûâíîé ñèììåòðèåé óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ÿâëÿ-

þòñÿ èõ ñâîéñòâà îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà. Ïîñëåäîâàòåëü-

íîìó ðàññìîòðåíèþ ýòèõ âîïðîñîâ áóäåò ïîñâÿùåíà ãëàâà 4. Ñåé÷àñ æå

ìû ïîëó÷èì çàêîíû ïðåîáðàçîâàíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî E è ìàãíèòíîãî B

ïîëÿ èç çàêîíà ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèëû â äâóõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îò-

ñ÷¼òà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç v ñêîðîñòü ñèñòåìû S ′ îòíîñèòåëüíî S. Ñèëà,
äåéñòâóþùàÿ íà åäèíè÷íûé çàðÿä (q = 1), èìååò âèä:

F = E + u×B,

ãäå u � ñêîðîñòü ÷àñòèöû îòíîñèòåëüíî S. Ïîëÿ íå çàâèñÿò îò çàðÿäà è

ñêîðîñòè ïðîáíîé ÷àñòèöû è ñîîòâåòñòâóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ äîëæíû

âûïîëíÿòüñÿ ïðè ëþáûõ q,u. Ïóñòü u = 0. Òîãäà èç ïðåîáðàçîâàíèÿ

ñêîðîñòè (1.29) è ñèëû (1.31) èìååì:

u = 0, u′ = −v, F = γF′ − Γv (vF′), (2.36)

ãäå ó÷òåíî, ÷òî γ − Γ = Γ/γ. Â ñèñòåìå S ñèëà ðàâíà ýëåêòðè÷åñêîìó

ïîëþ F = E, à â ñèñòåìå S ′: F′ = E′ − v ×B′, ïîýòîìó:

E = γ (E′ − v ×B′)− Γv (vE′). (2.37)

Èç ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïðîåêöèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íà

ñêîðîñòü îäèíàêîâà â îáîèõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà:

vE′ = vE. (2.38)

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ê (2.37) ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé v 7→ −v:
E′ = γ (E+ v ×B)− Γv (vE), (2.39)

÷òî ñëåäóåò èç (2.38), åñëè â (1.31) ïîëîæèòü u′ = 0, u = v.

⊲ Çàïèøåì òåïåðü ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ ñèëû (1.31), êîãäà uv = 0,
óìíîæèâ åãî ñëåâà âåêòîðíî íà v:

uv = 0, u′ =
u

γ
− v, v × F = γ v × F′. (2.40)

Ýòî äà¼ò:

v ×E+ v × [u×B] = γ v × E′ + γ v × [u′ ×B′].

Ïîäñòàâèì ñëåâà E èç (2.37), à ñïðàâà u′ = −v + u/γ. Â ðåçóëüòàòå,

ó÷èòûâàÿ, ÷òî uv = 0, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå:

vB′ = vB. (2.41)

Òàêèì îáðàçîì, ïðîäîëüíàÿ ê ñêîðîñòè êîìïîíåíòà ìàãíèòíîãî ïîëÿ, êàê

è ýëåêòðè÷åñêîãî, îäèíàêîâà â îáåèõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà.
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⊲ Îñòàëîñü íàéòè ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ, àíàëîãè÷íîå

(2.39). Äëÿ ýòîãî óìíîæèì (2.37) è (2.39) âåêòîðíî íà v:

v × E = γ v ×E′ − γ v (vB′) + γ v2B′,
v × E′ = γ v ×E + γ v (vB) − γ v2B.

Ïîäñòàâëÿÿ v×E′ â ïåðâîå ñîîòíîøåíèå èç âòîðîãî è ïîëàãàÿ vB′ = vB,

ïîëó÷àåì:

B′ = γ (B− v × E)− Γv (vB),

ãäå ó÷òåíî, ÷òî γ2 − 1 = v2γ2 è Γ = (γ − 1)/v2. Àíàëîãè÷íî, ïîäñòàíîâ-

êà v × E âî âòîðîå ñîîòíîøåíèå äà¼ò îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ B,

îòëè÷àþùååñÿ çàìåíîé v 7→ −v.
⊲ Òàêèì îáðàçîì, ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàã-

íèòíîãî ïîëåé èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

E′ = γ (E+ v ×B)− Γv (vE), (2.42)

B′ = γ (B− v × E)− Γv (vB). (2.43)

Èõ ìîæíî (⋖H12) òàêæå ðàñïèñàòü ïî êîìïîíåíòàì:

E ′x = Ex, E ′y = γ (Ey − vBz), E ′z = γ (Ez + vBy),

B′x = Bx, B′y = γ (By + vEz), B′z = γ (Bz − vEy),

ãäå îñü x âûáðàíà â íàïðàâëåíèè îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè: v = {v, 0, 0}.
Çàìåòèì, ÷òî (2.43) �îðìàëüíî ìîæíî ïîëó÷èòü èç (2.42), ñäåëàâ çàìåíó:

E 7→ B è B 7→ −E. Êðîìå ýòîãî, ïîëó÷åííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîâïàäà-

þò ñ ïðåîáðàçîâàíèÿìè êîìïîíåíò àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà âòîðîãî

ðàíãà äëÿ ìîìåíòà èìïóëüñà (ñòð.V1:233). Êàê ìû óâèäèì â ãëàâå 4, ýòî

ñîâïàäåíèå íå ñëó÷àéíî.

⊲ Àíàëîãè÷íî óïðàæíåíèþ (⋖V1:H34) ìîæíî ïðîâåðèòü èíâàðèàíò-

íîñòü ñëåäóþùèõ ñêàëÿðíûõ âûðàæåíèé:

EB = inv, E2 −B2 = inv, (2.44)

èìåþùèõ îäèíàêîâîå çíà÷åíèå âî âñåõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ. Â ÷àñò-

íîñòè, åñëè ïîëÿ ïåðïåíäèêóëÿðíû â îäíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà: EB = 0,
òî è â ëþáîé äðóãîé îíè áóäóò ëèáî ïåðïåíäèêóëÿðíû, ëèáî îäíî èç

ïîëåé (ýëåêòðè÷åñêîå èëè ìàãíèòíîå) îáðàòèòñÿ â íîëü. �àâåíñòâî ìî-

äóëåé íàïðÿæ¼ííîñòåé ïîëÿ |E| = |B| àáñîëþòíî è, åñëè ýòî ïðîèñõîäèò
â îäíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà, òî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ è âî âñåõ îñòàëüíûõ. Â

äàëüíåéøåì óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà áóäóò çàïèñàíû â ÿâíî êîâàðèàíòíîì

âèäå, äåìîíñòðèðóþùåì èõ èíâàðèàíòíîñòü äëÿ âñåõ èíåðöèàëüíûõ ñè-

ñòåì îòñ÷åòà.
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⊲ Áëàãîäàðÿ òåñíîé ñâÿçè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé â ïðå-

îáðàçîâàíèÿõ (2.42) è (2.43), ãîâîðÿò î åäèíîì ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå,

êîòîðîå èìååò äâà �ëèöà�: E è B. Ýòè ïîëÿ ìåíÿþòñÿ ïðè ñìåíå ñèñòå-

ìû îòñ÷¼òà, �ïîðîæäàÿ� äðóã äðóãà. Íàïðèìåð, ïóñòü â ñèñòåìå S ′ íåò
ìàãíèòíîãî ïîëÿ: B′ = 0. Â ñèñòåìå S ïîÿâèòñÿ ìàãíèòíîå ïîëå, ïåðïåí-

äèêóëÿðíîå êàê îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè, òàê è ýëåêòðè÷åñêîìó ïîëþ.

Äåéñòâèòåëüíî, èç (2.41) è (2.43) ñëåäóåò:

B′ = 0 => B = v ×E. (2.45)

Âûïîëíÿåòñÿ òàêæå îáðàòíîå ñëåäîâàíèå, à èìåííî:

åñëè EB = 0 è |E| > |B|, òî åñòü ñèñòåìà îòñ÷¼òà, ãäå B = 0.

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ïåðïåíäèêóëÿðíûõ âåêòîðîâ E è B ìîæíî ïîëîæèòü

E = B × n, ãäå n � íåêîòîðûé ïîñòîÿííûé âåêòîð, ïåðïåíäèêóëÿðíûé

E è B. Òîãäà èç (2.43) ñëåäóåò B′ = γ (1 − vn)B + (γ n − Γv) (vB). Â

ñèñòåìå S ′, äâèæóùåéñÿ ñî ñêîðñòüþ v, òàêîé, ÷òî n = v/v2, ìàãíèòíîå
ïîëå ðàâíî íóëþ: B′ = 0. Ïðè ýòîì, òàê êàê n2 > 1 è nB = 0 èìååì

E2 = n2B2 > B2
. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî:

åñëè EB = 0 è |B| > |E|, òî åñòü ñèñòåìà îòñ÷¼òà, ãäå E = 0.

Ïðè ñîïàäåíèè ìîäóëåé íàïðÿæ¼ííîñòåé �îáíóëèòü� ïîëÿ íåëüçÿ.

⊲ Ïîëó÷èì åù¼ ðàç âûðàæåíèå äëÿ íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðîìàãíèò-

íîãî ïîëÿ äâèæóùåãîñÿ ñî ñêîðîñòüþ v çàðÿäà Q (ñòð. 22). Â ñèñòåìå

îòñ÷¼òà, â êîòîðîé çàðÿä ïîêîèòñÿ, ìàãíèòíîå ïîëå ðàâíî íóëþ, à ýëåê-

òðè÷åñêîå îïðåäåëÿåòñÿ çàêîíîì Êóëîíà:

B′ = 0, E′ = Q
r′

r′3
.

Èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ (2.37), èìååì:

E = γE′ − Γv (vE′) = Q
γ r′ − Γv (vr′)

r′3
.

Â ìîìåíò âðåìåíè t = 0, êîãäà íà÷àëà ñèñòåì îòñ÷¼òà ñîâïàäàþò, ñïðà-

âåäëèâû ïðåîáðàçîâàíèÿ (1.32). Ïîäñòàâëÿÿ èõ, ïîëó÷àåì:

E =
Qγ r

(r2 + γ2 (vr)2)3/2
.

Ñ ó÷¼òîì (2.45) ìàãíèòíîå ïîëå ðàâíî B = v × E, ÷òî äà¼ò (1.36).

�àçäåëåíèå íà ìàãíèòíîå è ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå åäèíîãî ñèëîâîãî âëèÿ-

íèÿ íà ïðîáíóþ ÷àñòèöó äîñòàòî÷íî óñëîâíî. Ìàãíèòíîå ïîëå ñîäåðæèò-

ñÿ â ñîñòàâëÿþùåé ñèëû, êîòîðàÿ çàâèñèò îò ñêîðîñòè ÷àñòèöû. Êîãäà

èçìåíÿåòñÿ ñèñòåìà îòñ÷¼òà, ìåíÿåòñÿ è ñêîðîñòü. Ñîîòâåòñòâåííî, ïðî-

èñõîäèò ïåðåðàñïðåäåëåíèå ìåæäó ýëåêòðè÷åñêèì è ìàãíèòíûì ïîëÿìè.
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⊲ Ïðèâåä¼ì ïðîñòîé ïðèìåð ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëåé. �àññìîòðèì áåñ-

êîíå÷íóþ òîíêóþ çàðÿæåííóþ íèòü. Â ñèñòåìå îòñ÷¼òà, ãäå çàðÿäû íåïî-

äâèæíû, ñóùåñòâóåò ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå, ïåðïåíäèêóëÿðíîå ê íèòè è

óáûâàþùåå ñ ðàññòîÿíèåì îò íå¼ ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñòð. 15):

|E′| = 2µ′

r′
, B′ = 0,

ãäå µ = Q/L � çàðÿä, ïðèõîäÿùèéñÿ íà åäèíèöó äëèíû íèòè. Ìàãíèòíîãî

ïîëÿ â ýòîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà íåò (ëåâûé ðèñóíîê):

Ïóñòü òåïåðü íèòü ïåðåìåùàåòñÿ âäîëü îñè x ñî ñêîðîñòüþ v. Òàê êàê

çàðÿäû äâèæóòñÿ, ñóùåñòâóåò òîê I è, ñëåäîâàòåëüíî, ìàãíèòíîå ïîëå

(ñòð. 36). Íèòü ïî-ïðåæíåìó îñòà¼òñÿ çàðÿæåííîé, ïîýòîìó åñòü è ýëåê-

òðè÷åñêîå ïîëå:

|E| = 2µ

r
, |B| = 2I

r
.

Íàéä¼ì, êàê ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ëèíåéíûå ïëîòíîñòè çàðÿäîâ µ, µ′ è
òîê I. Ïîëÿ E è B ïåðïåíäèêóëÿðíû äðóã äðóãó è ñêîðîñòè. Ïîýòîìó

îáðàòíûå ê (2.42) è (2.43) ïðåîáðàçîâàíèÿ èìåþò âèä:

E = γE′, B = γ [v ×E′].

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ

ñâÿçü äëÿ óäåëüíûõ çàðÿäîâ íà åäèíèöó äëèíû:

Q

L
= µ = γ µ′ =

Q′

L′
√
1− v2

, (2.46)

ãäå ó÷òåíî, ÷òî ðàññòîÿíèÿ â ïåðïåíäèêóëÿðíîì ê ñêîðîñòè íàïðàâëåíèè

íå èçìåíÿþòñÿ r′ = r. Ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì

ëîðåíöåâñêîãî ñîêðàùåíèÿ äëèíû. Òàê êàê çàðÿä èíâàðèàíòåí (Q′ = Q),
à ó÷àñòîê íèòè, íà êîòîðîì îí íàõîäèòñÿ, ïðè äâèæåíèè ñîêðàùàåòñÿ

L = L′
√
1− v2, òî óäåëüíûé çàðÿä äëÿ íåïîäâèæíîãî íàáëþäàòåëÿ áóäåò

óâåëè÷èâàòüñÿ â γ ðàç. Âî ñòîëüêî æå ðàç �ñæèìàþòñÿ� ñèëîâûå ëèíèè,

óâåëè÷èâàÿ íàïðÿæ¼ííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ.

Àíàëîãè÷íî èç âûðàæåíèÿ äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïîëó÷àåòñÿ ñâÿçü òîêà

è ñêîðîñòè çàðÿäîâ äëÿ íåïîäâèæíîãî íàáëþäàòåëÿ:

I = γ µ′ v = µ v =
dQ

dL

dL

dt
=

dQ

dt
. (2.47)

Òàê è äîëæíî áûòü â ñèëó îïðåäåëåíèÿ òîêà, êàê ñêîðîñòè �ïðîòåêàíèÿ�

çàðÿäà ÷åðåç ñå÷åíèå ïðîâîäíèêà.
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2.7 Ïîòåíöèàëû è òîê êàê 4-âåêòîðû

⊲ Âûÿñíèì, êàê ïðåîáðàçóþòñÿ ïîòåíöèàëû ïîëÿ ïðè ñìåíå èíåðöè-

àëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà. Äëÿ ýòîãî íàì ïîòðåáóåòñÿ çàêîí ïðåîáðàçî-

âàíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ. �àññìîòðèì �óíêöèþ f = f(t, r) êîîðäèíàò è

âðåìåíè íåêîòîðîãî ñîáûòèÿ, íàáëþäàåìîãî èç ñèñòåìû S. Â ñèëó ïðåîá-

ðàçîâàíèé Ëîðåíöà îíà òàêæå çàâèñèò îò êîîðäèíàò è âðåìåíè ýòîãî æå

ñîáûòèÿ â ñèñòåìå S ′. Ïîýòîìó f = f
(
t(t′, r′), r(t′, r′)

)
. Âîçüì¼ì ïðîèç-

âîäíûå, êàê ïðîèçâîäíûå ñëîæíîé �óíêöèè (r = {x, y, z} = {x1, x2, x3}):
∂f

∂t′
=
∂f

∂t

∂t

∂t′
+
∂f

∂xj

∂xj
∂t′

,
∂f

∂x′i
=
∂f

∂t

∂t

∂x′i
+
∂f

∂xj

∂xj
∂x′i

(2.48)

(ïî èíäåêñó j ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå îò 1 äî 3). Çàïèñàâ îáðàò-
íîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà (ñòð. 20):

t = γ (t′ + vr′), r = r′ + γ v t′ + Γv (vr′),

íåñëîæíî íàéòè ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîèçâîäíûå:

∂t

∂t′
= γ,

∂xi
∂t′

=
∂t

∂x′i
= γ vi,

∂xj
∂x′i

= δij + Γ vivj,

ãäå δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Îáîçíà÷èì ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè, êàê

∂0 = ∂/∂t, à äëÿ ïðîèçâîäíîé ïî êîîðäèíàòàì â âåêòîðíîì âèäå áóäåì

èñïîëüçîâàòü çíàê íàáëû ∇i = ∂/∂xi. Îïóñêàÿ �óíêöèþ f , çàïèøåì
ïðåîáðàçîâàíèå ïðîèçâîäíûõ (2.48) â îïåðàòîðíîì âèäå:

∂ ′0 = γ (∂0 + v∇), ∇′ = ∇+ γv ∂0 + Γv (v∇). (2.49)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî, â îòëè÷èå îò ïðÿìûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà,

ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ âûãëÿäÿò, êàê îáðàòíûå, õîòÿ â ïðàâîé ÷àñòè ñòîÿò

øòðèõîâàííûå âåëè÷èíû, à â ëåâîé íå � øòðèõîâàííûå. Êàê ìû âèäåëè â

ãëàâå V1:7, òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå õàðàêòåðíî äëÿ 4-êîâåêòîðîâ. Ïîýòîìó

îïåðàòîð ïðîèçâîäíîé îáðàçóåò êîâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû:

∂α =
∂

∂xα
=

{
∂

∂t
, ∇

}

,

ãäå êîìïîíåíòû 4-âåêòîðà ñîáûòèÿ îáîçíà÷åíû, êàê xα = {t, r}. Íà-
ïîìíèì, ÷òî èíäåêñ êîíòðàâàðèàíòíûõ êîìïîíåíò 4-âåêòîðà íàõîäèò-

ñÿ ââåðõó, à êîâàðèàíòíûõ � âíèçó. Äëÿ çàïîìèíàíèÿ ìîæíî ñ÷èòàòü,

÷òî ïðè âçÿòèè ïðîèçâîäíîé ∂/∂xα èíäåêñ α ëèøü �ïåðåáèðàåòñÿ� ÷åðåç

çíàê äðîáè, îñòàâàÿñü âíèçó òàê, ÷òî ïîëó÷èâøèéñÿ îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ

4-êîâåêòîðîì ∂α ñ èíäåêñîì âíèçó.
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⊲ Çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì ïîòåíöèàëîâ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíè ïðåîá-

ðàçóþòñÿ, êàê êîìïîíåíòû 4-âåêòîðà Aν = {ϕ, A}:
ϕ′ = γ (ϕ− vA), A′ = A− γ vϕ+ Γv (vA). (2.50)

Èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ïîëåé (2.42),(2.43), ýòî íåñëîæíî ïðîâå-

ðèòü. Íàïðèìåð, ïåðåìíîæàÿ âåêòîðíî (2.49) è (2.50), èìååì:

B′ = ∇′×A′ = ∇×A+γv× (∇φ+∂0A)+Γ {(v∇)v×A−v×∇(vA)}.
Ó÷èòûâàÿ òîæäåñòâî: v × [v × [∇×A]] = [v × ∇](vA) − (v∇)[v ×A],
ïîëó÷àåìîå ðàñêðûòèåì äâîéíîãî âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ v× [∇×A],

è ñâÿçü ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ ïîòåíöèàëàìè, ïðèõîäèì ê

ïðåîáðàçîâàíèþ äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ (2.43):

B′ = B− γv× E− Γ [v × [v ×B]] = γ (B− v × E)− Γv (vB).

Àíàëîãè÷íûå, ÷óòü áîëåå ãðîìîçäêèå âûêëàäêè ñ ó÷¼òîì γ2 − γΓ = Γ

ïðèâîäÿò ê ïðåîáðàçîâàíèÿì äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ (2.42).

⊲ Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ ñòîèò ïðîâåðèòü, ÷òî êàëèáðîâêà Ëîðåíöà

(2.32) èìååò îäèíàêîâûé âèä âî âñåõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà. Â êîâàðèàíòíûõ

îáîçíà÷åíèÿõ óðàâíåíèå êàëèáðîâêè ÿâëÿåòñÿ ñâ¼ðòêîé 4-âåêòîðà Aα
è

4-êîâåêòîðà ∂α:

∂αA
α = ∂0A

0 + ∂iA
i =

∂φ

∂t
+∇A = 0, (2.51)

ãäå ïîâòîðÿþùèåñÿ ãðå÷åñêèå èíäåêñû ñóììèðóþòñÿ îò 0 äî 3, à ëàòèí-

ñêèå îò 1 äî 3. Àíàëîãè÷íî îïåðàòîð Ä'Àëàìáåðà èìååò îäèíàêîâûé âèä

äëÿ âñåõ íàáëþäàòåëåé, òàê êàê â êîâàðèàíòíûõ îáîçíà÷åíèÿõ îí ðàâåí:

∂2 = ∂α∂
α = gαβ∂α∂β = ∂20 − ∂i∂i =

∂2

∂t2
−∆. (2.52)

Ïîýòîìó óðàâíåíèÿ (2.34) âûãëÿäÿò îäèíàêîâî äëÿ âñåõ íàáëþäàòåëåé,

åñëè âåëè÷èíà jα = {ρ, j} ÿâëÿåòñÿ 4-âåêòîðîì. Ïîêàæåì ýòî, çàïèñàâ

4-òîê ñëåäóþùèì îáðàçîì:

jα = ρ
dxα

dt
= ρ d3x
︸ ︷︷ ︸

Q

dxα

d4x
. (2.53)

Ïðè α = 0 ïîëó÷àåì j0 = ρ, èíà÷å ji = ρ ui. Ñìåùåíèå â 4-ïðîñòðàíñòâå

dxα � ýòî 4-âåêòîð. Îáú¼ì 4-ïðîñòðàíñòâà d4x = dt d3x ÿâëÿåòñÿ èí-

âàðèàíòîì, ÷òî ïðîâåðÿåòñÿ íàõîæäåíèåì ÿêîáèàíà îò ïðåîáðàçîâàíèé

Ëîðåíöà (⋖H14). Íàêîíåö, ρ d
3x � ýòî çàðÿä â ýëåìåíòàðíîì îáú¼ìå, êî-

òîðûé èíâàðèàíòåí â ñèëó ïðèíÿòûõ ïîñòóëàòîâ. Â ðåçóëüòàòå, 4-òîê

îêàçûâàåòñÿ 4-âåêòîðîì.
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�ëàâà 3

Ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû

Äî ñèõ ïîð â îñíîâíîì ðàññìàòðèâàëèñü ñòàòè÷åñêèå çàäà÷è ýëåêòðî-

ìàãíèòíîé òåîðèè. Â ýòîé ãëàâå ìû ïåðåõîäèì ê èçó÷åíèþ îäíîãî èç

ñàìûõ çàìå÷àòåëüíûõ ïðåäñêàçàíèé Ìàêñâåëëà: ñâåò � ýòî ïåðèîäè÷å-

ñêèå êîëåáàíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ â ïóñòî-

òå ñ �óíäàìåíòàëüíîé ñêîðîñòüþ c. Òàêèì îáðàçîì, ñòàòè÷åñêèå çàðÿäû,

êóñîê ìàãíèòíîé ðóäû è ñâåò � ýòî ïðîÿâëåíèÿ îäíîé è òîé æå ñóùíîñòè.

Áóäåò ïîëó÷åíî ðåøåíèå óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà, îïèñûâàþùåå ïëîñêóþ

ýëåêòðîìàãíèòíóþ âîëíó è ðàññìîòðåíî äèïîëüíîå èçëó÷åíèå êîìïàêò-

íîé ñèñòåìû çàðÿäîâ è òîêîâ. Êðîìå âîëíîâûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé Ìàêñ-

âåëëà, ðàññìàòðèâàþòñÿ çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ïîëÿ è çàðÿäîâ, èãðàþùèå

âàæíóþ ðîëü ïðè àíàëèçå ðàçëè÷íûõ çàäà÷. Â çàêëþ÷åíèè ãëàâû áóäåò

ïîëó÷åíî ïîëå çàðÿäà, äâèãàþùåãîñÿ ñ ïðîèçâîëüíîé ïåðåìåííîé ñêîðî-

ñòüþ.
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3.1 �åøåíèå óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà â ïóñòîòå

Çàïèñàâ â ïåðâîé ãëàâå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, êîòîðûì óäî-

âëåòâîðÿåò ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå íåïîäâèæíîãî çàðÿäà, ìû ïîëó÷èëè íåñêîëü-

êî áîëåå îáùèå çàêîíû, ÷åì èñõîäíàÿ ñèëà Êóëîíà. Óðàâíåíèþ ∇E =
4πQ δ(r) óäîâëåòâîðÿåò òàêæå íàïðÿæ¼ííîñòü äâèæóùåãîñÿ çàðÿäà, íå

îáëàäàþùàÿ ñ�åðè÷åñêîé ñèììåòðèåé.

Àíàëîãè÷íà ñèòóàöèÿ è ñ ïîëíîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà. Ïî

ñóòè èõ âûâîäà îíè âûïîëíÿþòñÿ äëÿ íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðîìàãíèòíî-

ãî ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî ñèñòåìîé ðàâíîìåðíî äâèæóùèõñÿ çàðÿäîâ. Îäíà-

êî óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà òàêæå ñîäåðæàò â ñåáå ïðèíöèïèàëüíî íîâûå

êëàññû ðåøåíèé. Òàê, ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå íåò çàðÿäîâ è òîêîâ, òîãäà:

∇E = 0, ∇B = 0,

∇× E = −∂B
∂t
, ∇×B = ∂E

∂t
.

(3.1)

Âòîðàÿ ïàðà óðàâíåíèé çàâèñèò îäíîâðåìåííî è îò ýëåêòðè÷åñêîãî, è

îò ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Åñëè îò ýòèõ óðàâíåíèé âçÿòü ðîòîð, òî ïîëó÷àòñÿ

âîëíîâûå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà, çàâèñÿùèå îòäåëüíî îò E è B:

∂2E

∂t2
−∆E = 0,

∂2B

∂t2
−∆B = 0, (3.2)

ãäå ∆ = ∇2
- îïåðàòîð Ëàïëàñà. Äåéñòâèòåëüíî, íàïðèìåð, ðîòîð îò

ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ∇×E = −∂B/∂t ðàâåí:

∇× [∇× E] = ∇(∇E)− (∇∇)E = −∆E,

ãäå ó÷òåíî ðàâåíñòâî íóëþ äèâåðãåíöèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ (ïåðâîå

óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà â ïóñòîòå). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðîòîð îò ïðàâîé

÷àñòè èìååò âèä:

−[∇× ∂B

∂t
] = − ∂

∂t
[∇×B] = −∂

2E

∂t2
.

Î÷åâèäíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà â ïóñòîòå è ñëåäóþùèõ

èç íèõ âîëíîâûõ óðàâíåíèé (7.4) ÿâëÿþòñÿ ïîëÿ, íå çàâèñÿùèå îò êîîð-

äèíàò è âðåìåíè E0 = const, B0 = const. Èõ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ÿâëÿåòñÿ

ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì ïîëåé íåò âîîáùå. Îäíàêî ýòî íå åäèíñòâåííàÿ

âîçìîæíîñòü.
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⊲ �àññìîòðèì ðåøåíèå óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà, â êîòîðûõ ýëåêòðè÷å-

ñêîå è ìàãíèòíîå ïîëÿ çàâèñÿò îò ñëåäóþùåé êîìáèíàöèè êîîðäèíàò è

âðåìåíè: u = t− nr, ãäå n - íåêîòîðûé ïîñòîÿííûé âåêòîð:

E = E(u), B = B(u), u = t− nr. (3.3)

Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíûå ïî êîîðäèíàòàì è âðåìåíè îò j-òîé êîìïîíåíòû
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ:

∇iEj =
∂Ej

∂ri
=
dEj

du

∂u

∂ri
= −ni

dEj

du
,

∂Ej

∂t
=
dEj

du
.

Àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïîäñòà-

âèì ýòè ïðîèçâîäíûå â óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà â ïóñòîòå äëÿ äèâåðãåíöèé.

Â ýòîì ñëó÷àå ∇E = ∇iEi, ãäå ïî i�ñóììà îò 1 äî 3. Ïîýòîìó âûøå íåîá-
õîäèìî ïîëîæèòü i = j è ïðîñóììèðîâàòü. Â ðåçóëüòàòå:

d(nE)

du
= 0,

d(nB)

du
= 0.

Òàê êàê âåêòîð n ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé åãî ìîæíî âíåñòè ïîä çíàê ïðî-

èçâîäíîé. Àíàëîãè÷íî äëÿ ðîòîðîâ (âòîðàÿ ïàðà óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà):

d

du
([n× E]−B) = 0,

d

du
([n×B] + E) = 0.

Èíòåãðèðóÿ ïî u è îïóñêàÿ êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ, êîòîðûå ñîîòâåò-

ñòâóþò ïîñòîÿííûì ñîñòàâëÿþùèì ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé,

ïîëó÷àåì:

nE = 0, nB = 0, B = n×E, E = −n×B. (3.4)

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñâÿçÿìè, íàêëàäûâàåìûìè íà âåêòîðû E, B,

n, êîòîðûå íåîáõîäèìû äëÿ âûïîëíåíèÿ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà. Ïîäñòàâ-

ëÿÿ òðåòüå ñîîòíîøåíèå â ÷åòâ¼ðòîå:

E = −n× [n× E] = −n (nE) + n2E = n2E,

ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî âåêòîð n äîëæåí áûòü åäèíè÷íûì n2 = 1.

Òàêèì îáðàçîì, íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà â ïó-

ñòîòå èìååò âèä:

B = n×E, nE = 0, n2 = 1. (3.5)

Ïðè ýòîì �óíêöèÿ íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E ìîæåò ïðî-

èçâîëüíûì îáðàçîì çàâèñåòü îò u = t − nr è âåêòîðû E, B, n âçàèìíî

ïåðïåíäèêóëÿðíû äðóã äðóãó.
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⊲ �àçáåð¼ìñÿ ñ �èçè÷åñêèì ñìûñëîì ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ. Íàïðàâèì

îñü z âäîëü âåêòîðà n òàê, ÷òî nr = z, à îñü x âäîëü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ
ïåðïåíäèêóëÿðíî n. Ìàãíèòíîå ïîëå ïåðïåíäèêóëÿðíî ýëåêòðè÷åñêîìó

è ëåæèò âäîëü îñè y. Ïóñòü �óíêöèÿ E(u) ïðè u = 0 èìååò ìàêñèìóì.

Íèæå íà ëåâîì ðèñóíêå èçîáðàæåíî çíà÷åíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â

òî÷êàõ, íàõîäÿùèõñÿ â ïëîñêîñòè (z, y), â ìîìåíò âðåìåíè t:

Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ýòîò ìàêñèìóì E(u) = E(t− z) ïåðåìåùàåòñÿ âäîëü
îñè z (ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðà n) ñ åäèíè÷íîé ñêîðîñòüþ, êîòîðàÿ â ïðè-

íÿòîé ñèñòåìå åäèíèö ñîîòâåòñòâóåò ñêîðîñòè ñâåòà. Îáðàòèì âíèìàíèå,

÷òî íà ëåâîì ðèñóíêå âåêòîðû E è B èçîáðàæåíû äëÿ òî÷åê, ëåæàùèõ

íà îñè z. Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå E íå çàâèñèò îò x è y è, âîîáùå ãîâîðÿ,

ïðè îáû÷íîì ñîãëàøåíèè äîëæíî ðèñîâàòüñÿ ïàðàëëåëüíûìè ëèíèÿìè

â ïëîñêîñòè (x, y), ãóñòîòà êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ

(âûøå ïðàâûé ðèñóíîê).

Òàêèì îáðàçîì, äàííîå ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíîðîäíîå (ïðè

�èêñèðîâàííîì z) ïîëå ñ îäèíàêîâîé íàïðÿæåííîñòüþ âî âñåé ïëîñêîñòè

(x, y). Ïîýòîìó ïîäîáíûé êëàññ ðåøåíèé íàçûâàåòñÿ ïëîñêèìè âîëíàìè.

Ñêîðîñòü ïåðåìåùåíèÿ îáëàñòè ñãóùåíèÿ íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ íàçûâà-

åòñÿ ãðóïïîâîé ñêîðîñòüþ.

⊲ Âàæíûé êëàññ ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ ïëîñêèõ âîëí ïîëó÷àåòñÿ, êî-

ãäà ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè �óíêöèÿìè u. �àññìîòðèì ñíà÷àëà

ñëó÷àé ëèíåéíîé ïîëÿðèçàöèè:

E = E0 cos(ωt− kr+ φ0), B = [n×E0] cos(ωt− kr+ φ0). (3.6)

Ïîñòîÿííûé âåêòîð E0 îïðåäåëÿåò àìïëèòóäó êîëåáàíèé è îäíîâðåìåí-

íî çàäà¼ò íàïðàâëåíèå, âäîëü êîòîðîãî ïðîèñõîäèò êîëåáàíèå. Âòîðàÿ

êîíñòàíòà φ0 � ñäâèã �àçû, âîçíèêàþùèé ïðè âûáîðå òîãî èëè èíîãî íà-

÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ ïîëÿ ïðè t = 0 (íå ïóòàòü ñ ïîòåíöèàëîì ϕ). Íàêîíåö,
âåêòîð k íàçûâàåòñÿ âîëíîâûì âåêòîðîì, à ω � êðóãîâîé ÷àñòîòîé. ×òî-

áû ïîëó÷èëîñü ðåøåíèå ñ u = nr− t, ÷àñòîòà è âîëíîâîé âåêòîð äîëæíû
áûòü ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

k = ω n, (3.7)

ãäå n � åäèíè÷íûé âåêòîð, çàäàþùèé íàïðàâëåíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåê-

òðîìàãíèòíîé âîëíû. Âûðàæåíèå ωt− kr íàçûâàåòñÿ �àçîé.
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Íàðèñóåì ïëîñêóþ âîëíó â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè (ñëåâà, t = 0) è â
äàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà (ñïðàâà, kr = const), ñ φ0 = 0:

Ìîäóëü âîëíîâîãî âåêòîðà ñâÿçàí ñ äëèíîé âîëíû λ, à êðóãîâàÿ ÷àñòîòà

� ñ ÷àñòîòîé êîëåáàíèé ν (èëè ïåðèîäîì T = 1/ν) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

|k| = 2π

λ
, ω = 2πν, λν = 1.

Êàæäûé �ãðåáåíü� ïëîñêîé ìîíîõðîìàòè÷åñêîé ëèíåéíî-ïîëÿðèçîâàííîé

âîëíû ïåðåìåùàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå ñ �àçîâîé ñêîðîñòüþ, ðàâíîé ñêîðî-

ñòè ñâåòà.

⊲ �àññìîòðèì òåïåðüáîëåå îáùèé âàðèàíò ïîëÿðèçàöèè. Îñü z ñíîâà
íàïðàâèì âäîëü âåêòîðà k. Â ýòîì ñëó÷àå ýëåêòðè÷åñêîå è ìàãíèòíîå ïî-

ëÿ áóäóò ëåæàòü â ïëîñêîñòè (x, y). Íàïðèìåð, E = {Ex, Ey, 0}. Ïóñòü
ïî êàæäîé êîìïîíåíòå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ñîâåðøàåò ãàðìîíè÷åñêèå êî-

ëåáàíèÿ ñ àìïëèòóäàìè a è b ñëåäóþùåãî âèäà:

Ex = a cos(ωt− kr+ φ0), Ey = b sin(ωt− kr+ φ0). (3.8)

Â �èêñèðîâàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà φ0−kr = const âåêòîð E äâèæåòñÿ

ïî ýëëèïñó ñ êðóãîâîé ÷àñòîòîé ω:

E2
x

a2
+
E2

y

b2
= 1.

Òàêàÿ ïîëÿðèçàöèÿ íàçûâàåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîé. Åñëè a = ±b, òî ýòî �

êðóãîâàÿ ïîëÿðèçàöèÿ. Ïðè ýëëèïòè÷åñêîé èëè êðóãîâîé ïîëÿðèçàöèè

âåêòîð íàïðÿæ¼ííîñòè îïèñûâàåò â ïðîñòðàíñòâå ñïèðàëü, íàïðàâëåíèå

�âêðó÷èâàíèÿ� êîòîðîé çàâèñèò îò çíàêîâ àìïëèòóä a è b. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ìû ñìîòðèì íàâñòðå÷ó ðàñïðîñòðàíåíèþ âîëíû. Åñëè ýëåêòðè÷åñêîå

ïîëå ïîâîðà÷èâàåòñÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, òî òàêàÿ âîëíà íàçûâàåòñÿ ëå-

âîïîëÿðèçîâàííîé, åñëè ïðîòèâ, òî ïðàâîïîëÿðèçîâàííîé.

Âîîáùå ãîâîðÿ, îñè êîîðäèíàò x, y ìîãëè áûòü âûáðàíû íå âäîëü ãëàâ-

íûõ ïîëóîñåé ýëëèïñà. Â ýòîì ñëó÷àå êîëåáàíèÿ âäîëü êàæäîé îñè èìåëè

áû ðàçëè÷íûå �àçû, ðàçíîñòü êîòîðûõ ñîîòâåòñòâîâàëà áû óãëó ïîâîðî-

òà ýëëèïñà â ïëîñêîñòè (x, y).
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3.2 �åàëüíî ëè ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå?

Â ãëàâå 1 ìû íà÷àëè ñ çàêîíà Êóëîíà è �îðìàëüíî ââåëè ýëåêòðè÷å-

ñêîå ïîëå êàê ñèëó, äåéñòâóþùóþ íà åäèíè÷íûé ïðîáíûé çàðÿä. Ïîñòó-

ëèðîâàëîñü, ÷òî çàðÿä ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé ÷àñòèöû

è èìååò îäèíàêîâîå çíà÷åíèå íåçàâèñèìî îò ñêîðîñòè äâèæåíèÿ. Çàòåì,

ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà, áûëî ïîëó÷åíî âûðàæåíèå äëÿ

ñèëû, äåéñòâóþùåé íà ïðîáíûé çàðÿä ñî ñòîðîíû äâèæóùåãîñÿ ñî ñêî-

ðîñòüþ v çàðÿäà Q. Ýòà ñèëà åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàçáèëàñü íà äâà

ñëàãàåìûõ, â êîòîðûõ, îïÿòü æå �îðìàëüíî, áûëè âûäåëåíû äâå âåêòîð-

íûå �óíêöèè - ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå E è ìàãíèòíîå ïîëå B. Ìû äîáàâèëè

åù¼ îäíî ïðåäïîëîæåíèå ïîä íàçâàíèåì �ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè�: ñèëû,

äåéñòâóþùèå íà ïðîáíûé çàðÿä ñî ñòîðîíû ñèñòåìû çàðÿäîâ (èìåþùèõ

ðàçëè÷íûå è ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå ñêîðîñòè), îêàçûâàþò íåçàâèñè-

ìîå âîçäåéñòâèå è âåêòîðíî ñêëàäûâàþòñÿ.

Â ðåçóëüòàòå âûÿñíèëîñü, ÷òî �óíêöèè E è B óäîâëåòâîðÿþò ïðî-

ñòûì äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì Ìàêñâåëëà, êîòîðûå, àíàëîãè÷íî

çàêîíó �àóññà â ýëåêòðîñòàòèêå, çàâèñÿò òîëüêî îò ïëîòíîñòè çàðÿäà è

òîêà ÷àñòèö. �åøèâ ýòè óðàâíåíèÿ è ïîäñòàâèâ èõ â âûðàæåíèå äëÿ ñè-

ëû Ëîðåíöà, ìû ìîæåì íàéòè òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ ïðîáíîãî çàðÿäà â

ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå.

Õîòÿ óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà áûëè âûâåäåíû äëÿ ñèñòåìû ðàâíîìåðíî

äâèæóùèõñÿ çàðÿäîâ, îêàçàëîñü, ÷òî îíè èìåþò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ

äàæå â îòñóòñòâèå çàðÿäîâ. Ïðè ýòîì ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ðàñïðî-

ñòðàíÿåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå ñ �óíäàìåíòàëüíîé ñêîðîñòüþ c. Ñïåöèàëüíî
ïîäîáíûå ñâîéñòâà ðåøåíèé íå �çàêëàäûâàëèñü� â óðàâíåíèÿ. Îíè âîç-

íèêëè àâòîìàòè÷åñêè.

Îäíàêî îòêóäà â ïóñòîì ïðîñòðàíñòâå âñ¼ æå áåðóòñÿ ýëåêòðîìàãíèò-

íûå âîëíû? ×òîáû ïîíÿòü ýòî íà êà÷åñòâåííîì óðîâíå, âåðí¼ìñÿ ê ðàâ-

íîìåðíî äâèæóùåìóñÿ çàðÿäó è ïîïðîáóåì ðàçîáðàòüñÿ, ÷òî ïðîèñõîäèò

ñ åãî ïîëåì ïðè èçìåíåíèè ñêîðîñòè çàðÿäà. Ïóñòü äî ìîìåíòà âðåìåíè

t = 0 çàðÿä â ñèñòåìå S äâèãàëñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v. Ñîîòâåò-
ñòâåííî, â ñâÿçàííîé ñ íèì ñèñòåìå S ′ ñóùåñòâîâàëî òîëüêî ýëåêòðè÷å-
ñêîå ïîëå â âèäå ñèììåòðè÷íîãî ¼æèêà ñèëîâûõ ëèíèé. Â ñèñòåìå S åæèê

ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ âûãëÿäèò ñïëþñíóòûì, à êðîìå ýòîãî, ñóùåñòâóåò

ìàãíèòíîå ïîëå. Ñèëîâûå ëèíèè ýòèõ ïîëåé ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ �ïå-

ðåìåùàþòñÿ� ìèìî íàáëþäàòåëåé â S.

Â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 çàðÿä, â ðåçóëüòàòå âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ,

ðåçêî îñòàíàâëèâàåòñÿ. ×òî áóäåò ïðîèñõîäèòü ñ åãî ýëåêòðè÷åñêèì è

ìàãíèòíûì ïîëÿìè?
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Ëþáîå äâèæåíèå íå ìîæåò ïðîèñõîäèòü áûñòðåå �óíäàìåíòàëüíîé ñêî-

ðîñòè. Ýòî æå îòíîñèòñÿ è ê òåìïó ðàñïðîñòðàíåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå èç-

ìåíåíèÿ ïîëÿ (ñèëîâîãî âîçäåéñòâèÿ), âîçíèêøåãî â ðåçóëüòàòå òîðìî-

æåíèÿ çàðÿäà. Òàê êàê ïðè t > 0 çàðÿä â ñèñòåìå îòñ÷¼òà S íåïîäâè-

æåí, âîêðóã íåãî äîëæíî èñ÷åçíóòü ìàãíèòíîå ïîëå, à ýëåêòðè÷åñêîå

ïîëå äîëæíî ñòàòü ñ�åðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûì. Îäíàêî ñðàçó âî âñ¼ì

ïðîñòðàíñòâå ýòî ïðîèçîéòè íå ìîæåò. Âîêðóã çàðÿäà ñ �óíäàìåíòàëü-

íîé ñêîðîñòüþ c = 1 ðàñøèðÿåòñÿ ñ�åðà, âíóòðè êîòîðîé E = Qr/r3,

B = 0. Ñíàðóæè ýòîé ñ�åðû âñ¼ îñòàëîñü áåç èçìåíåíèé. Åñòü è ìàãíèò-

íîå, è ñïëþñíóòîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå. Èõ ñèëîâûå ëèíèè ïðîäîëæàþò

äâèãàòüñÿ â ïðîñòðàíñòâå, õîòÿ çàðÿä óæå îñòàíîâèëñÿ.

Íèæå íàðèñîâàíû ïîñëåäîâàòåëüíûå êàðòèíêè ñ ðàâíûì øàãîì ïî âðå-

ìåíè, èçîáðàæàþùèå ýòîò ïðîöåññ. Ñêîðîñòü çàðÿäà äî îñòàíîâêè áûëà

ðàâíà v = 0.96. Òî÷êà èçîáðàæàåò ��àíòîìíîå� ïîëîæåíèå çàðÿäà, ò.å.

ýòî öåíòð óäàë¼ííûõ ñèëîâûõ ëèíèé, êîòîðûå ïðîäîëæàþò äâèãàòüñÿ.

Òàê êàê ñêîðîñòü ��àíòîìà� âåëèêà, îí ëèøü íåìíîãî îòñòà¼ò îò ñ�å-

ðè÷åñêîãî �ðîíòà �ðàñïðîñòðàíåíèÿ èí�îðìàöèè� îá îñòàíîâêå çàðÿäà

(ïîêàçàíà òîëüêî âåðõíÿÿ ÷àñòü ñèëîâûõ ëèíèé):

Ñèëüíûé èçëîì ëèíèé âîçíèêàåò èç-çà �ìãíîâåííîñòè� îñòàíîâêè çàðÿ-

äà. Â ðåàëüíîñòè, åñòåñòâåííî, èçëîìà íå áóäåò è ñèëîâûå ëèíèè ïîñëå

íà÷àëà òîðìîæåíèÿ áóäóò èçãèáàòüñÿ ïëàâíåå. Îäíàêî â ëþáîì ñëó÷àå, â

îêðåñòíîñòè ñ�åðè÷åñêîãî �ðîíòà ïðîèñõîäèò ñãóùåíèå ñèëîâûõ ëèíèé.

Îíè ïî÷òè ïåðïåíäèêóëÿðíû íàïðàâëåíèþ ðàñøèðåíèÿ ïîëÿ, ïîýòîìó

ìû èìååì äåëî ñî ñ�åðè÷åñêè ðàñïðîñòðàíÿþùèìñÿ ñãóùåíèåì ïîïåðå÷-

íîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Ýòî ñãóùåíèå óâåëè÷èâàåòñÿ â íàïðàâëåíèè

áûâøåãî äâèæåíèÿ çàðÿäà. Ñíàðóæè âîêðóã ñ�åðû, ïåðïåíäèêóëÿðíî

ýëåêòðè÷åñêèì ñèëîâûì ëèíèÿì, â âèäå îêðóæíîñòåé ïåðåìåùàþòñÿ â

ïðîñòðàíñòâå ñèëîâûå ëèíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Â ðåçóëüòàòå çàðÿä ïðè îñòàíîâêå êàê áû �ñáðàñûâàåò� ñ ñåáÿ ÷àñòü

ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, êîòîðîå �ïî èíåðöèè� ïðîäîëæàåò äâèãàòüñÿ

âïåð¼ä â âèäå ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû, ïîëó÷èâ ïðàâî íà ñàìîñòîÿòåëü-

íîå ñóùåñòâîâàíèå. Äàæå åñëè çàðÿä èñ÷åçàåò (íàïðèìåð, â ðåçóëüòàòå

àííèãèëÿöèè îòðèöàòåëüíîãî ýëåêòðîíà è ïîëîæèòåëüíîãî ïîçèòðîíà),

òî åãî ïîëå (ñèëîâîå âîçäåéñòâèå íà ïðîáíûå ÷àñòèöû) áóäåò ïðîäîëæàòü

ïåðåìåùàòüñÿ â ïðîñòðàíñòâå.
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⊲ Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî íå âñåãäà ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ðàñïðî-

ñòðàíÿåòñÿ ñ �óíäàìåíòàëüíîé ñêîðîñòüþ (ñêîðîñòüþ ñâåòà). Ýòî ïðîèñ-

õîäèò, íàïðèìåð, ïðè ðàñøèðåíèè ñ�åðè÷åñêîãî �ðîíòà ïîñëå îñòàíîâêè

çàðÿäà. Â òî æå âðåìÿ óäàë¼ííûå ñèëîâûå ëèíèè îò ��àíòîìíîãî� çàðÿ-

äà äâèæóòñÿ â ïðîñòðàíñòâå ñî ñêîðîñòüþ çàðÿäà â ïðîøëîì, êîòîðàÿ,

åñòåñòâåííî, ìåíüøå �óíäàìåíòàëüíîé.

Ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ �èí�îðìàöèÿ� îá èçìåíåíèè ñêî-

ðîñòè çàðÿäîâ. Îíà �ñòàíîâèòñÿ èçâåñòíîé� â óäàë¼ííûõ òî÷êàõ òîëü-

êî ÷åðåç âðåìÿ, ðàâíîå ðàññòîÿíèþ îò çàðÿäà ê ýòîé òî÷êå, äåë¼ííîìó

íà ñêîðîñòü ñâåòà. Ôàêòè÷åñêè ýòî òðåáîâàíèå îêàçàëîñü �çàëîæåííûì�

â óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà, î ÷¼ì ñâèäåòåëüñòâóåò íàëè÷èå ðåøåíèé, ðàñ-

ïðîñòðàíÿþùèõñÿ ñ �óíäàìåíòàëüíîé ñêîðîñòüþ. Îäíàêî ýòîãî ìîãëî

è íå ïðîèçîéòè, åñëè áû çàêîí Êóëîíà èìåë îòëè÷íîå îò 1/r2 ïîâåäå-

íèå. Â ýòîì ñëó÷àå â óðàâíåíèÿõ ýëåêòðîìàãíåòèçìà ïîÿâèëèñü áû äî-

ïîëíèòåëüíûå ñëàãàåìûå, êîòîðûå èçìåíèëè áû âîëíîâîå óðàâíåíèå. Â

ðåçóëüòàòå ñêîðîñòü ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí îêàçàëàñü áû ìåíüøå �óí-

äàìåíòàëüíîé. Òàêèì îáðàçîì, ñêîðîñòü ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû òåñíî

ñâÿçàíà ñ �îðìîé ñòàòè÷åñêîãî çàêîíà âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó äâóìÿ

çàðÿäàìè.

⊲ Åñòü åù¼ îäèí âàæíûé ìîìåíò, íà êîòîðûé ñòîèò îáðàòèòü âíè-

ìàíèå. Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà �àêòè÷åñêè áûëè âûâåäåíû äëÿ ñèñòåìû

çàðÿäîâ, äâèæóùèõñÿ ñ ïîñòîÿííûìè ñêîðîñòÿìè. Â ñèëó ïðèíöèïà ñó-

ïåðïîçèöèè ýòè ñêîðîñòè ìîãóò èìåòü ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ â ðàçëè÷íûõ

òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà. Îäíàêî îíè ïîñòîÿííû. Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëà-

ãàåòñÿ, ÷òî óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà ñïðàâåäëèâû è â òîì ñëó÷àå, êîãäà

çàðÿäû äâèæóòñÿ ñ ïåðåìåííîé ñêîðîñòüþ, Íàïðèìåð, òàêèì áûë ðåçêî

òîðìîçÿùèé çàðÿä, ðàññìîòðåííûé âûøå. Äðóãèìè ñëîâàìè, â ïðàâûõ

÷àñòÿõ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ïðèñóòñòâóþò ñêîðîñòè çàðÿäîâ, ñîçäàþ-

ùèõ ïîëå (â âåêòîðå òîêà), íî íå èõ óñêîðåíèÿ. Ýòî ïðîñòåéøàÿ �îðìà

óðàâíåíèé, è îïðàâäàòü å¼ ìîæíî òîëüêî ýêñïåðèìåíòàìè.

×àñòî, ñëåäóÿ èñòîðè÷åñêîìó ïóòè, óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà çàïèñûâà-

þò, êàê îáîáùåíèå ìíîæåñòâà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ çàêîíîâ, îòêðûòûõ â

18-19 âåêàõ. Çàòåì èç óðàâíåíèé ýëåêòðîìàãíåòèçìà �ïîëó÷àþò� òåîðèþ

îòíîñèòåëüíîñòè. Òàêîé ïóòü âïîëíå ïðèåìëåì, è ëþáàÿ ïðàâèëüíî ïî-

ñòðîåííàÿ òåîðèÿ êîíêðåòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñîäåðæèò â ñåáå è îáùèå

ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè. Îäíàêî â ýòîé êíèãå ìû èñïîëüçóåì

îáðàòíûé ïóòü, òàê êàê òåîðèþ îòíîñèòåëüíîñòè ìîæíî âûâåñòè èç äî-

ñòàòî÷íî îáùèõ è ïðîñòûõ ïîñòóëàòîâ. Ïîñëå òîãî, êàê îíà ïîñòðîåíà,

ðàññìàòðèâàþòñÿ ÷àñòíûå òåîðèè, ïîäîáíûå ýëåêòðîäèíàìèêå.
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⊲ Ïåðå÷èñëèì åù¼ ðàç èñõîäíûå ïîñòóëàòû, ëåæàùèå â îñíîâå ýëåê-

òðîäèíàìèêè:

1) Ñïðàâåäëèâ çàêîí Êóëîíà äëÿ íåïîäâèæíîãî çàðÿäà F = qQ r/r3.

2) Çàðÿä ÷àñòèöû îäèíàêîâ äëÿ âñåõ íàáëþäàòåëåé Q′ = Q.

3) Âûïîëíÿåòñÿ ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè: ñèëîâûå âîçäåéñòâèÿ íà ïðîá-

íûé çàðÿä ñî ñòîðîíû ðàçëè÷íûõ çàðÿäîâ âåêòîðíî ñóììèðóþòñÿ.

4) Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ ýëåêòðîìàãíèò-
íîãî ïîëÿ íå çàâèñÿò îò óñêîðåíèé çàðÿäîâ, ñîçäàþùèõ ýòî ïîëå.

Åñòåñòâåííî, ïðåäïîëàãàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé è òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè.

⊲ ��åàëüíû ëè ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå?�. Â ïðèíöèïå, ìîæíî îòêà-

çàòüñÿ îò ïîëåâîãî îïèñàíèÿ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö, îïåðèðóÿ òîëüêî èõ

êîîðäèíàòàìè. Îäíàêî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, êîòîðûì äîëæíû óäîâëå-

òâîðÿòü ýòè ÷àñòèöû, ñòàíîâÿòñÿ î÷åíü ñëîæíûìè. Â ÷àñòíîñòè, ÷òîáû

ïðåäñêàçàòü ïîâåäåíèå ÷àñòèö, íåîáõîäèìî çíàòü íå òîëüêî èõ íà÷àëüíûå

êîîðäèíàòû è ñêîðîñòè, à, âîîáùå ãîâîðÿ, âñþ ïðåäûäóùóþ èñòîðèþ èõ

äâèæåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîëåâîãî ïîäõîäà óñêîðåííî

äâèæóùèåñÿ ÷àñòèöû èçëó÷àþò ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû, êîòîðûå âîç-

äåéñòâóþò íà äðóãèå ÷àñòèöû. Òå, â ñâîþ î÷åðåäü, èçëó÷àþò âîëíû, êî-

òîðûå äåéñòâóþò íà èñõîäíûå ÷àñòèöû, è ò.ä. Òàêèì îáðàçîì, â äàííûé

ìîìåíò âðåìåíè â ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî ñëîæíàÿ êîí�è-

ãóðàöèÿ ïîëÿ, çàâèñÿùàÿ îò âñåé ïðåäûñòîðèè, êîòîðàÿ â ñîîòâåòñòâèè

ñ ñèëîé Ëîðåíöà äåéñòâóåò íà ÷àñòèöû. Ïîýòîìó, îòêàçàâøèñü îò ïîëåé,

ïðèéä¼òñÿ äëÿ ñèëû çàïèñàòü î÷åíü çàìûñëîâàòîå âûðàæåíèå. Âìåñòî

ýòîãî ñ÷èòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì ïðîñòîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (ñèëà Ëî-

ðåíöà). Äëÿ åãî ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî çíàòü òîëüêî íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü

è ïîëîæåíèå ÷àñòèöû. Ïëàòîé ñëóæèò íåîáõîäèìîñòü çàäàíèÿ íà÷àëü-

íîé êîí�èãóðàöèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ âî âñ¼ì ïðîñòðàíñòâå è, äëÿ

îïèñàíèÿ åãî äèíàìèêè, ðåøåíèå óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà.

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îïèñàíèå âçàèìîäåéñòâèÿ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö

óïðîñòèëîñü, íåîáõîäèìî ââåñòè íîâóþ ñóùíîñòü - ýëåêòðîìàãíèòíîå ïî-

ëå. Âñÿ �èçèêà, â êîíå÷íîì ñ÷¼òå, ñòðîèòñÿ íà îñíîâå ââåäåíèÿ ðàçëè÷-

íûõ ìîäåëüíûõ ñóùíîñòåé, ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå êîòîðûõ ïîçâîëÿåò

äåëàòü íåêîòîðûå ïðåäñêàçàíèÿ. Åñëè ââåäåíèå äàííîãî îáúåêòà ïðèâî-

äèò ê ìàòåìàòè÷åñêîìó óïðîùåíèþ òåîðèè, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòè

îáúåêòû äåéñòâèòåëüíî ñóùåñòâóþò êàê ñàìîñòîÿòåëüíûå ñóùíîñòè. Â

ýòîì ñìûñëå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå òàê æå ðåàëüíî, êàê è àòîìû, èç

êîòîðûõ ñîñòîèò äèâàí, ãäå ïèøóòñÿ ýòè ñòðîêè.
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3.3 Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ

• Çàêîí ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà (ñòð. 28) � íå åäèíñòâåííûé çàêîí ñîõðàíå-
íèÿ, êîòîðûé ñîäåðæàò â ñåáå óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà. Ââåä¼ì ñëåäóþùèå

âåëè÷èíû:

W =
E2 +B2

8π
, P =

E×B

4π
. (3.9)

Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ îò W ïî âðåìåíè, çàìåíèâ çàòåì ïðîèçâîäíûå

ïîëåé ïðè ïîìîùè óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ∂E/∂t = [∇ × B] − 4π j è

∂B/∂t = −[∇× E] :

∂W

∂t
=

1

4π

(

E
∂E

∂t
+B

∂B

∂t

)

=
E [∇×B]−B [∇×E]

4π
−Ej.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âû÷èñëÿÿ äèâåðãåíöèþ âåêòîðà P êàê ïðîèçâîäíóþ

ïðîèçâåäåíèÿ, èìååì:

4π∇P = ∇[E×B] = B [∇× E]− E [∇×B].

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè îò W , ïîëó÷àåì

óðàâíåíèå, êîòîðîå íàçûâàþò òåîðåìîé Ïîéíòèíãà:

∂W

∂t
+ Ej+∇P = 0. (3.10)

Äëÿ âûÿñíåíèÿ åãî �èçè÷åñêîãî ñìûñëà çàïèøåì èíòåãðàëüíóþ �îðìó

óðàâíåíèÿ, ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî ïðîèçâîëüíîìó îáú¼ìó V , îêðóæåííîìó
ïîâåðõíîñòüþ S:

d

dt

∫

V

W dV +

∫

V

Ej dV = −
∮

S

P dS, (3.11)

ãäå â ïðàâîé ÷àñòè ó÷òåíà òåîðåìà �àóññà. �àññìîòðèì òî÷å÷íûå çàðÿäû,

íàõîäÿùèõñÿ â òî÷êàõ r1, ..., rn âíóòðè îáú¼ìà:

j(t, r) =
n∑

k=1

uk(t) qk δ
(
r− rk(t)

)
,

ãäå uk - ñêîðîñòü çàðÿäà qk. Â ðåçóëüòàòå èíòåãðàë îò Ej:

∫

V

Ej dV =

n∑

k=1

qk uk(t)E
(
t, rk(t)

)

ñâîäèòñÿ ê ñóììå ñêîðîñòåé çàðÿäîâ, óìíîæåííûõ íà íàïðÿæ¼ííîñòü

ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â òî÷êå, ãäå îíè íàõîäÿòñÿ.
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Çàïèøåì ñèëó Ëîðåíöà, êîòîðàÿ äåéñòâóåò íà êàæäûé çàðÿä:

F = qE+ q [u×B].

Òàê êàê ìàãíèòíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñèëû ïåðïåíäèêóëÿðíà ñêîðîñòè, ïðî-

èçâåäåíèå u íà ñèëó îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì, è ïðî-

èçâîäíàÿ ýíåðãèè äâèæåíèÿ E = m/
√
1− u2

çàðÿäà ïî âðåìåíè ðàâíà:

dE

dt
= uF = q uE.

Â ðåçóëüòàòå èíòåãðàëüíàÿ âåðñèÿ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ (3.10) èìååò âèä:

d

dt

{
∫

W dV +
n∑

k=1

Ek

}

= −
∮

P dS. (3.12)

Åñëè çàðÿäû ñîñðåäîòî÷åíû â íåêîòîðîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà è ïîëÿ íà

áåñêîíå÷íîñòè ðàâíû íóëþ, òî ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî âñåìó ïðîñòðàí-

ñòâó ïðàâàÿ ÷àñòü (ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë) áóäåò ðàâíà íóëþ, è

∫
E2 +B2

8π
dV +

n∑

k=1

Ek = const. (3.13)

Ýòî óðàâíåíèå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü, êàê çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè,

â êîòîðîì ïåðâîå ñëàãàåìîå ÿâëÿåòñÿ ýíåðãèåé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ,

à âòîðîå � ñóììàðíîé ýíåðãèè äâèæåíèÿ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö. Âåëè÷èíó

W åñòåñòâåííî íàçâàòü ïëîòíîñòüþ ýíåðãèè ïîëÿ. Åñëè îáëàñòü èíòåãðè-

ðîâàíèÿ êîíå÷íà, òî ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë îò P â îáùåì ñëó÷àå îòëè-

÷åí îò íóëÿ. Àíàëîãè÷íî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà (ñòð. 28), åãî ìîæíî

ñ÷èòàòü ïîòîêîì ýíåðãèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, óõîäÿùåé èç îáú¼ìà

(èëè, íàîáîðîò, òóäà ïîïàäàþùåé). Ñîîòâåòñòâåííî, P � ýòî ïëîòíîñòü

ïîòîêà. Îíà òàêæå íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì Óìîâà-Ïîéíòèíãà èëè ïëîò-

íîñòüþ èìïóëüñà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Çàìåòèì, ÷òî äî ñèõ ïîð ìû ðàçëè÷àëè çàðÿäû, ñîçäàþùèå ïîëå è

ïðîáíûå çàðÿäû, êîòîðûå â ýòîì ïîëå äâèãàëèñü ïîä âîçäåéñòâèåì ñèëû

Ëîðåíöà. Ïðè èíòåðïðåòàöèè çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýòè äâà âèäà çàðÿäîâ

îáúåäåíåíû. Çàðÿäû, âõîäÿùèå â âèäå ρ è j â óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà, îä-

íîâðåìåííî ïîäâåðæåíû ñèëå Ëîðåíöà ñî ñòîðîíû ïîëåé, ñîçäàâàåìûõ

âñåìè çàðÿäàìè. Èíà÷å ãîâîðÿ, ïîëå, ñîçäàâàåìîå äàííûì çàðÿäîì, ìî-

æåò äåéñòâîâàòü íà ýòîò æå çàðÿä. Êàê ìû óâèäèì â ãëàâå 6, òàêîå �ñà-

ìîäåéñòâèå� ïðèâîäèò ê îïðåäåë¼ííûì òðóäíîñòÿì.
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• Íàéä¼ì åù¼ îäèí çàêîí ñîõðàíåíèÿ. Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì ÷àñòíóþ

ïðîèçâîäíóþ èìïóëüñà ïîëÿ:

∂P

∂t
=

1

4π

(
∂E

∂t
×B+ E× ∂B

∂t

)

= −B× [∇×B] + E× [∇× E]

4π
− j×B,

ãäå ñíîâà ïîäñòàâëåíû ïðîèçâîäíûå ïîëåé èç óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà. Âîñ-

ïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì òîæäåñòâîì, ïðîâåðÿåìûì ðàñêðûòèåì äâîéíîãî

âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (⋖H13):

E× [∇× E] = ∇
(
E2

2

)

−∇i(EiE) + E(∇E). (3.14)

Â ïðàâîé ÷àñòè èíäåêñîì i ïîìå÷åíî, êàêèå âåêòîðû ó÷àñòâóþò â ñêà-

ëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè (ïî i ñóììà îò 1 äî 3). Òàêîå æå âûðàæåíèå ñïðà-
âåäëèâî è äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Çàïèøåì j-þ ïðîåêöèþ óðàâíåíèÿ äëÿ

∂P/∂t è ïîäñòàâèì â íåãî òîæäåñòâî (3.14). Çàòåì, ïðè ïîìîùè ñèìâîëà

Êðîíåêåðà, çàïèøåì ∇j = ∇iδij. Â ðåçóëüòàòå, îáúåäèíåíèå ïåðâûõ äâóõ

ñëàãàåìûõ èç êàæäîãî òîæäåñòâà ïðèâåä¼ò ê âûðàæåíèþ ∇iσij, ãäå:

σij = δijW −
EiEj + BiBj

4π
(3.15)

íàçûâàåòñÿ òåíçîðîì ïîòîêà èìïóëüñà. Èñïîëüçóÿ îñòàâøèåñÿ óðàâíå-

íèÿ Ìàêñâåëëà ∇E = 4πρ è ∇B = 0, ïîëó÷àåì:

∂Pj

∂t
+∇iσij + ρEj + [j×B]j = 0. (3.16)

Ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî âñåìó îáú¼ìó ñëàãàåìîå ñ ∇iσij ïðåâðàùàåòñÿ â
ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë è îáðàùàåòñÿ â íîëü (åñëè ïîëÿ íà áåñêîíå÷íî-

ñòè íóëåâûå). Áåðÿ äëÿ ïëîòíîñòè çàðÿäà è òîêà ñóììó äåëüòà-�óíêöèé

òî÷å÷íûõ ÷àñòèö, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ (èíäåêñ k íóìåðóåò ÷àñòèöû, à

íå êîìïîíåíòû âåêòîðîâ):

d

dt

∫

V

P dV +

n∑

k=1

qk {E(t, rk) + uk ×B(t, rk)} = 0.

Ïîä çíàêîì ñóììû íàõîäèòñÿ ñèëà Ëîðåíöà. Åñëè ìû ñíîâà �ðàçðåøàåì�

ïîëÿì âîçäåéñòâîâàòü íà çàðÿäû, êîòîðûå ýòè ïîëÿ ñîçäàþò, òî âìåñòî

ñèëû Ëîðåíöà ìîæíî çàïèñàòü ïðîèçâîäíóþ èìïóëüñà êàæäîé ÷àñòèöû

ïî âðåìåíè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèé çàêîí ñîõðàíåíèÿ:

∫

V

P dV +

n∑

k=1

pk = const. (3.17)

Îí èìååò åñòåñòâåííóþ èíòåðïðåòàöèþ ñîõðàíåíèÿ ñóììàðíîãî èìïóëüñà

ïîëÿ è çàðÿäîâ, êîòîðûå â í¼ì íàõîäÿòñÿ.
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• Òðåòèé çàêîí ñâÿçàí ñ ñîõðàíåíèåì ìîìåíòà èìïóëüñà. Óìíîæèì

óðàâíåíèå (3.16) âåêòîðíî íà ðàäèóñ-âåêòîð. Â ñëàãàåìîì ∇iσij ýòîò âåê-
òîð ìîæíî âíåñòè ïîä îïåðàòîð íàáëà. Äåéñòâèòåëüíî, çàïèñûâàÿ ïðè

ïîìîùè ñèìâîëà Ëåâè-×èâèòû (ñòð.V1:310) â èíäåêñíîì âèäå âåêòîðíîå

ïðîèçâåäåíèå, èìååì:

εjpq xp∇iσiq = εjpq∇i(xpσiq)− εjpqσiq∇ixp.

Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ðàâíî íóëþ, òàê êàê ∇ixp = δip, è ñâ¼ðòêà ñ ñèì-

âîëîì Êðîíåêåðà äà¼ò εjiq σiq. Òåíçîð σiq ñèììåòðè÷åí, à εjiq � àíòèñèì-

ìåòðè÷åí. Èõ ñâ¼ðòêà áóäåò ðàâíà íóëþ (ñòð.V1:305). Òàêèì îáðàçîì,

ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèé äè��åðåíöèàëüíûé çàêîí ñîõðàíåíèÿ:

∂[r×P]j
∂t

+∇i(εjqp xq σip) + [r× (ρE+ j×B)]j = 0. (3.18)

Ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî âñåìó îáú¼ìó âòîðîå ñëàãàåìîå âûðàæàåòñÿ ÷å-

ðåç ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë îò εjqp xq σip dSi. Åñëè ïîëÿ íà áåñêîíå÷íî-

ñòè óáûâàþò áûñòðåå, ÷åì 1/r3, ýòîò èíòåãðàë ðàâåí íóëþ. Ïåðåõîäÿ ê

ñèñòåìå òî÷å÷íûõ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé çàêîí ñî-

õðàíåíèÿ

∫

V

[r×P] dV +

n∑

k=1

[rk × pk] = const. (3.19)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ÿâëÿåòñÿ ìîìåíòîì èìïóëüñà ïîëÿ, à âòîðîå � ñóììàð-

íûì ìîìåíòîì èìïóëüñà ñèñòåìû çàðÿæåííûõ ÷àñòèö.

Òàêèì îáðàçîì, ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ìîæåò ïåðåíîñèòü ýíåðãèþ,

èìïóëüñ è ìîìåíò èìïóëüñà, ìåíÿÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ìåõàíè÷åñêèå õà-

ðàêòåðèñòèêè çàðÿæåííûõ ÷àñòèö. Ïîäîáíîå âëèÿíèå ñóùåñòâóåò è â îá-

ðàòíóþ ñòîðîíó.

Âî âñåõ òð¼õ çàêîíàõ ñîõðàíåíèÿ ïðèñóòñòâóþò ïîëåâûå âêëàäû è

âêëàäû îò çàðÿäîâ. Ïî ñìûñëó ïîëó÷åíèÿ ýòèõ çàêîíîâ, çàðÿäû íå ÿâ-

ëÿþòñÿ �ïðîáíûìè�, òàê êàê ïëîòíîñòè çàðÿäà è òîêà âçÿòû èç ïðàâûõ

÷àñòåé óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà. Ýòî òå çàðÿäû, êîòîðûå ïîëÿ ñîçäàþò. Ïî-

ëåâûå ÷àñòè äàþò, íàïðèìåð, âåëè÷èíó ïîòåðè ýíåðãèè, èìïóëüñà è ìî-

ìåíòà èìïóëüñà çàðÿäîì ïðè èçëó÷åíèè èì ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû. Åñ-

ëè æå ìû õîòèì ïîëó÷èòü âîçäåéñòâèå âíåøíåãî ïîëÿ íà ïðîáíûé çàðÿä,

íåîáõîäèìî äîáàâëÿòü ê âíåøíåìó ïîëþ ïîëå ñàìîãî çàðÿäà, èíà÷å îí íå

�ïîÿâèòñÿ� â çàêîíå ñîõðàíåíèÿ. Èãíîðèðîâàíèå ýòîãî �àêòà ïðèâîäèò

ê îøèáî÷íîìó âûâîäó î ñîõðàíåíèè ýíåðãèè çàðÿäîâ â ýëåêòðîñòàòè÷å-

ñêîì ïîëå èëè îòñóòñòâèè äàâëåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû íà çàðÿä,

äâèæóùèéñÿ â ïîëå òàêîé âîëíû (ãëàâà 7).
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3.4 Ïðèìåíåíèå çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ

• �àññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ, ñòàòè÷åñêîå

ðàñïðåäåëåíèå çàðÿäîâ. �àíåå, ÷òîáû ââåñòè ïîíÿòèå ïîëÿ, ìû îòëè÷à-

ëè çàðÿä, ñîçäàþùèé ñèëó (ïîëå), îò ïðîáíîãî çàðÿäà, íà êîòîðûé ýòà

ñèëà äåéñòâóåò. Â ðåàëüíîñòè âñå çàðÿäû ðàâíîïðàâíû, è ïîäîáíûé ìå-

òîä ÿâëÿåòñÿ èäåàëèçàöèåé, ñïðàâåäëèâîé, êîãäà �ïðîáíûé� çàðÿä ìíîãî

ìåíüøå çàðÿäîâ, �ñîçäàþùèõ� ïîëå. Åñëè çàðÿäû îäíîãî ïîðÿäêà, òî îíè

ðàâíîïðàâíî âçàèìîäåéñòâóþò äðóã ñ äðóãîì ïðè ïîìîùè ñèëû Êóëî-

íà. Íàïðèìåð, ÷òîáû ñáëèçèòü äâà ïîëîæèòåëüíûõ çàðÿäà, íåîáõîäèìî

ïðèëîæèòü óñèëèå (çàòðàòèòü ýíåðãèþ). Ýòà ýíåðãèÿ îêàæåòñÿ �çàïàñ¼í-

íîé� â ýòîé ñèñòåìå. Åñëè çàðÿäû �îòïóñòèòü�, îíè ðàçëåòÿòñÿ, è ýíåðãèÿ

ïåðåéä¼ò â ýíåðãèþ èõ äâèæåíèÿ.

Çà�èêñèðóåì âñå çàðÿäû, êðîìå îäíîãî (�k-òîãî�). Òîãäà åãî äâèæå-

íèå âî âíåøíåì ïîëå õàðàêòåðèçóåòñÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé Qkϕ(rk)

(ñòð. 17), ãäå rk � ïîëîæåíèå çàðÿäà, à ϕ(r) � ïîòåíöèàë, ñîçäàâàåìûé

îñòàëüíûìè çàðÿäàìè. Ýòî òà ýíåðãèÿ, êîòîðóþ íåîáõîäèìî çàòðàòèòü,

÷òîáû ïåðåìåñòèòü çàðÿä èç áåñêîíå÷íîñòè â òî÷êó rk. Ïóñòü â ïðîñòðàí-

ñòâå íàõîäèòñÿ çàðÿä Q1. Ïðèáëèçèì ê íåìó Q2 è �çà�èêñèðóåì� îáà

çàðÿäà. Çàòåì ê íèì äîáàâèì Q3, è ò.ä. Ýíåðãèÿ, çàòðà÷èâàåìàÿ íà �îð-

ìèðîâàíèå âñåé ñèñòåìû çàðÿäîâ, áóäåò ðàâíà:

U = Q2
Q1

r12
+Q3

(Q1

r13
+
Q2

r23

)

+ ... =
1

2

∑

i 6=j

QiQj

rij
,

ãäå rij = |ri − rj|. Â ñóììå ïî i, j ïåðåáèðàþòñÿ ïî îäíîìó ðàçó âñå

âîçìîæíûå ïàðû çàðÿäîâ: (1,2); (1, 3); (2, 3), è ò.ä. Ýòî â êîìïàêòíîì

âèäå çàïèñàíî â âèäå ñèìâîëà i 6= j. Îí îçíà÷àåò, ÷òî ñóììèðîâàíèå

âåä¼òñÿ ïî äâóì èíäåêñàì i, j çà èñêëþ÷åíèåì èõ ñîâïàäàþùèõ çíà÷åíèé.

Â òàêîé ñóììå ïàðû áóäóò äóáëèðîâàòüñÿ [ò.å. âñòðå÷àåòñÿ (1,2) è (2,1)℄,

ïîýòîìó ïîñòàâëåí ìíîæèòåëü 1/2.

Íàéä¼ì ýòó æå ýíåðãèþ, èíòåãðèðóÿ âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè (3.3).

Òàê êàê ìàãíèòíîãî ïîëÿ íåò, â ñòàòè÷åñêîì ñëó÷àå E = −∇ϕ, ïîýòîìó
ñóììàðíàÿ ýíåðãèÿ ïîëÿ ðàâíà:

U =

∫
E2

8π
dV = −

∫
E∇ϕ
8π

dV =

∫
ϕ∇E
8π

dV =
1

2

∫

ϕρ dV,

ãäå âûïîëíåíî èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì ∇(ϕE) = E∇ϕ+ϕ∇E (â ïðåä-

ïîëîæåíèè, ÷òî ïîëÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ïî òåîðåìå �àóññà äîñòàòî÷íî

áûñòðî óáûâàþò è èíòåãðàë îò ∇(ϕE) ðàâåí íóëþ) è ïîäñòàâëåíî óðàâ-

íåíèå Ìàêñâåëëà ∇E = 4πρ.
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Çàïèñûâàÿ äëÿ òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ ïëîòíîñòü ρ(r) =
∑
Qkδ(r − rk),

ïîëó÷èì:

U =
1

2

∑

k

Qk ϕ(rk) 7→
1

2

∑

i 6=j

QiQj

rij
.

Çàìåòèì, ÷òî íà ñàìîì äåëå ñóììèðîâàíèå äîëæíî ïðîèçâîäèòüñÿ ïî

âñåì i, j, à íå òîëüêî êîãäà i 6= j. Äåéñòâèòåëüíî, â âûðàæåíèå äëÿ

ϕ(rk) âõîäèò îáùèé ïîòåíöèàë, ñîçäàâàåìûé âñåìè çàðÿäàìè, â ò.÷. è

k-òûì çàðÿäîì. Ïîýòîìó âûøå ïîñòàâëåí íå çíàê ðàâåíñòâà, à ñòðåëî÷-

êà. Â ðåçóëüòàòå òàêîãî ïåðåõîäà îòáðîøåíû áåñêîíå÷íûå (íî ïîñòîÿí-

íûå, ò.å. íå çàâèñÿùèå îò ïîëîæåíèÿ çàðÿäîâ) ÷ëåíû ñàìîäåéñòâèÿ òèïà

Q1Q1/|r1 − r1|, ò.ê. ýíåðãèÿ âñåãäà îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàí-

òû. Òåì íå ìåíåå, íå î÷åíü õîðîøî, ÷òî ýòà êîíñòàíòà ïîëó÷èëàñü áåñ-

êîíå÷íîé. Ïðîáëåìà ñàìîäåéñòâèÿ è ïîäîáíûõ áåñêîíå÷íîñòåé ïîäðîáíî

ðàññìàòðèâàåòñÿ â ãëàâå 6.

⊲ Àíàëîãè÷íî ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé ýíåðãèè ìîæíî âû÷èñëèòü ýíåðãèþ

ïîñòîÿííûõ òîêîâ â ìàãíèòîñòàòèêå:

U =

∫
B2

8π
dV =

∫
B[∇×A]

8π
dV =

∫
A[∇×B]

8π
dV =

1

2

∫

Aj dV,

(3.20)

ãäå èñïîëüçîâàíî òîæäåñòâî ∇(A×B) = B[∇×A]−A[∇×B] (äèâåðãåí-

öèÿ ∇(A×B) äà¼ò ïî òåîðåìå �àóññà ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë, ðàâíûé

íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè äëÿ óáûâàþùèõ ïîëåé). Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå

ïîäñòàâëåíî óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà ∇ × B = 4πj ìàãíèòîñòàòèêè. Ó÷è-
òûâàÿ ðåøåíèå äëÿ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà (2.8), ñòð. 38, ýíåðãèþ ìîæíî

ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

U =
1

2

∫
j(r1)j(r2)

|r1 − r2|
d3r1 d

3r2. (3.21)

Åñëè ïîñòîÿííûå òîêè òåêóò â íàáîðå èç n òîíêèõ çàìêíóòûõ ïðîâîä-

íèêîâ (j dV 7→ Idr), òî ýíåðãèþ ìîæíî òàêæå ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì

âèäå:

U =
1

2

n∑

k=1

Ik

∫

Lk

Adr =
1

2

n∑

k=1

Ik

∫

Sk

[∇×A]dS =
1

2

n∑

k=1

IkΦk,

ãäå ïðèìåíåíà òåîðåìà Ñòîêñà è Φk � ïîòîê ìàãíèòíîãî ïîëÿ ÷åðåç ïî-

âåðõíîñòü, íàòÿíóòóþ íà k-é çàìêíóòûé ïðîâîäíèê ñ òîêîì. Â ÷àñòíîñòè,

ýíåðãèÿ îäíîãî çàìêíóòîãî ïðîâîäíèêà ðàâíà U = IΦ/2.
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• �àññìîòðèì òåïåðü ïëîñêóþ ýëåêòðîìàãíèòíóþ âîëíó (ñòð. 60), ðàñ-

ïðîñòðàíÿþùóþñÿ âäîëü åäèíè÷íîãî âåêòîðà n:

B = n×E, nE = 0, E(t, r) = E(t− nr).

Ïëîòíîñòü ýíåðãèè è èìïóëüñà òàêîé âîëíû ðàâíû:

W =
E2 +B2

8π
=

E2

4π
, P =

E×B

4π
= n

E2

4π
,

ãäå ïîäñòàâëåíî B è ó÷òåíî, ÷òî nE = 0. Çàìåòèì, ÷òî ìåæäó ïëîòíî-
ñòÿìè ýíåðãèè è èìïóëüñà âîëíû âûïîëíÿåòñÿ ñòàíäàðòíàÿ ñâÿçü äëÿ

ýíåðãèè è èìïóëüñà ÷àñòèöû, äâèæóùåéñÿ ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà:

P = nW.

Åñëè âîëíà ïàäàåò íà ïîâåðõíîñòü, òî ýòà ïîâåðõíîñòü èñïûòûâàåò ñâå-

òîâîå äàâëåíèå, âîçíèêàþùåå â ðåçóëüòàòå ïîãëîùåíèÿ (èëè îòðàæåíèÿ)

ïîâåðõíîñòüþ èìïóëüñà ïîëÿ. Ýêñïåðèìåíòàëüíî ñâåòîâîå äàâëåíèå áûëî

âïåðâûå èçìåðåíî Ï.Í.Ëåáåäåâûì â 1899 ã. Îíî î÷åíü ìàëåíüêîå. Òàê,

èíòåíñèâíîñòü ñîëíå÷íîãî ñâåòà íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè ñîñòàâëÿåò îêîëî

J =1000 Âò/ì2
. Ñèëà F ðàâíà îòíîøåíèþ èçìåíåíèÿ èìïóëüñà çà âðåìÿ

∆t, ïîýòîìó ñâåòîâîå äàâëåíèå íà çåðêàëî (ïîëíîå îòðàæåíèå) ïëîùàäüþ
S ñîñòàâëÿåò (âîññòàíîâëåíà ñêîðîñòü ñâåòà c):

P =
F

S
=

∆p

S∆t
=

2p

S∆t
=

2E/c

S∆t
=

2J

c
≈ 2 · 103Âò/ì2

3 · 108 ì/ñ ≈ 7 · 10−6 Í
ì

2
.

Òàêîå æå äàâëåíèå îêàæåò ñòàëüíàÿ ãèðüêà ìàññîé 7 ìèëëèãðàììîâ, åñëè

å¼ óäàñòñÿ �ðàñêàòàòü� â ïëàñòèíó ðàçìåðîì ìåòð íà ìåòð.

Ìîìåíò èìïóëüñà âîëíû (íåçàâèñèìî îò å¼ ïîëÿðèçàöèè) íå íàïðàâëåí

âäîëü âîëíîâîãî âåêòîðà. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê âåêòîð P ïàðàëëåëåí

n, âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå r×P áóäåò ïåðïåíäèêóëÿðíî n. Ïëîòíîñòü ìî-

ìåíòà èìïóëüñà öèðêóëèðóåò ïî îêðóæíîñòÿì â ïëîñêîñòÿõ, ïåðïåíäèêó-

ëÿðíûõ n. Åñëè âû÷èñëèòü ïîëíûé ìîìåíò, ïðîèíòåãðèðîâàâ ïëîòíîñòü

ïî öèëèíäðó ñ îñüþ âäîëü n, òî ïîëó÷èòñÿ íîëü. Ýòîò �àêò íàçûâàþò

ïðîáëåìîé ìîìåíòà èìïóëüñà ïëîñêîé âîëíû. Ïðîáëåìà ñîñòîèò â òîì,

÷òî äëÿ ïîëÿðèçîâàííîé ïî êðóãó âîëíû îáû÷íî îæèäàþò ïîëó÷èòü îò-

ëè÷íûé îò íóëÿ ìîìåíò èìïóëüñà. Íàïðèìåð, íà êâàíòîâîì óðîâíå òàêàÿ

âîëíà ÿâëÿåòñÿ ïîòîêîì ïîëÿðèçîâàííûõ �îòîíîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ

íåñ¼ò ñïèí ~. Îäíî èç âîçìîæíûõ ðåøåíèé ïðîáëåìû ñîñòîèò â ïåðåõîäå

îò ïëîñêîé âîëíû ê áîëåå ðåàëèñòè÷íûì îãðàíè÷åííûì ïó÷êàì, èíòåí-

ñèâíîñòü ïîëÿ êîòîðûõ ïîñòåïåííî ñíèæàåòñÿ ïðè óäàëåíèè îò ëèíèè

ðàñïðîñòðàíåíèÿ. Ïðèìåð ðàñ÷¼òà ìîìåíòà èìïóëüñà ïîëÿ òàêîãî ïó÷êà

áóäåò äàí íåñêîëüêî â ãëàâå 7.



ÝËÅÊÒ�ÎÌÀ�ÍÈÒÍÛÅ ÂÎËÍÛ 75

• Â ñâÿçè ñ çàêîíàìè ñîõðàíåíèÿ ñäåëàåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé. Ïðî-

ñòåéøèé ïîäõîä ê ðåøåíèþ ýëåêòðîäèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ âûãëÿäèò ñëåäó-

þùèì îáðàçîì. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî åñòü íåêîòîðûå çàäàííûå çàðÿäû è

òîêè, êîòîðûå ñîçäàþò ïîëå (åãî íàõîäÿò, ðåøàÿ óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà).

Êðîìå ýòîãî, ñóùåñòâóþò ïðîáíûå çàðÿäû, êîòîðûå â ýòîì ïîëå äâèæóò-

ñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì ñèëû Ëîðåíöà. Èõ äâèæåíèå íå èçìåíÿåò âíåøíåãî

ïîëÿ, à ñàìè çàðÿäû íå èçëó÷àþò. Íåñìîòðÿ íà èñêóññòâåííîñòü ïîäîáíî-

ãî àëãîðèòìà, îí ïîçâîëÿåò òî÷íî ðåøèòü ìíîãèå çàäà÷è è îêàçûâàåòñÿ

íåïëîõèì ïåðâûì ïðèáëèæåíèåì ê ðåàëüíîñòè.

Ïðè ïîëó÷åíèè çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ áûë ðàññìîòðåí íåñêîëüêî áîëåå

îáùèé ïîäõîä, â êîòîðîì çàðÿäû îäíîâðåìåííî ñîçäàâàëè ïîëå è áûëè

ïîäâåðæåíû åãî âîçäåéñòâèþ. Â ñîâìåñòíûõ çàêîíàõ ñîõðàíåíèÿ ïîëÿ è

çàðÿäîâ ÷àñòü ýíåðãèè (èìïóëüñà èëè ìîìåíòà èìïóëüñà) ïîëÿ ïåðåäà¼ò-

ñÿ çàðÿäàì. Ñàìî ïîëå ïðè ýòîì äîëæíî òåðÿòü ýíåðãèþ. Ïðè ðåøåíèè

çàäà÷è î ïîâåäåíèè ïðîáíîãî çàðÿäà, íàïðèìåð, â ïîëå ýëåêòðîìàãíèò-

íîé âîëíû ýòîãî íå ïðîèñõîäèò. Âíåøíåå äëÿ íåãî ïîëå îñòà¼òñÿ áåç èç-

ìåíåíèé è íå òåðÿåò ýíåðãèþ, êîòîðàÿ �ïåðåäà¼òñÿ� çàðÿäó. Ïîýòîìó íà

ïðîáíûé çàðÿä ñâåòîâàÿ âîëíà íå îêàçûâàåò äàâëåíèÿ, òî÷íåå, çàêîí ñî-

õðàíåíèÿ èìïóëüñà ïîëÿ + çàðÿäà â ýòîì ñëó÷àå íåïðèìåíèì.

Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ìîæíî ïðèìåíÿòü, êîãäà íåò ðàçäåëåíèÿ íà ïðîá-

íûå çàðÿäû è âíåøíåå ïîëå. Ïóñòü ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà ïîãëîùàåòñÿ

ïëàñòèíêîé èç íåêîòîðîãî ìàòåðèàëà. Êàê è �ïîëîæåíî� äëÿ çàêîíîâ ñî-

õðàíåíèÿ, ìîæíî íå ðàññìàòðèâàòü äåòàëè âçàèìîäåéñòâèÿ âîëíû è ïëà-

ñòèíêè, ïîäñ÷èòàâ âåëè÷èíû, âõîäÿùèå â (3.12), (3.19), (3.17) äî è ïîñëå

âçàèìîäåéñòâèÿ. Íà ìèêðîóðîâíå ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîé

âîëíû ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî çàðÿäû ïëàñòèíêè èñïûòûâàþò âîçäåéñòâèå ñî

ñòîðîíû âîëíû è íà÷èíàþò èçëó÷àòü. Ýòî èçëó÷åíèå �ãàñèò� èñõîäíóþ

âîëíó, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïðîèñõîäèò å¼ ïîãëîùåíèå. Â ýòîì ñëó÷àå â çà-

êîíå ñîõðàíåíèÿ �ïîñëå âçàèìîäåéñòâèÿ� äîëæíû ñòîÿòü íàïðÿæ¼ííîñòè

íå ïàäàþùåé âîëíû, à ñóììàðíîãî ïîëÿ, âîçíèêàþùåãî â ðåçóëüòàòå ñëî-

æåíèÿ ïîëÿ èñõîäíîé âîëíû è âòîðè÷íûõ âîëí îò çàðÿäîâ ïëàñòèíû.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â êàæäîì çàêîíå ñîõðàíåíèÿ ïðèñóòñòâóþò ïî-

âåðõíîñòíûå ÷ëåíû èëè äèâåðãåíöèè â äè��åðåíöèàëüíîé �îðìå. Ñî-

õðàíÿþùóþ âåëè÷èíó ìû ïîëó÷àåì, êîãäà îòáðàñûâàåì ýòè ÷ëåíû ïðè

èíòåãðèðîâàíèè ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó. Îäíàêî ïîäîáíîå äåéñòâèå íå äà-

¼ò íàì îòâåòà íà âîïðîñ, êàê ïî ïðîñòðàíñòâó ðàñïðåäåëåíà, íàïðèìåð,

ýíåðãèÿ ïîëÿ. Ñ ýòèì âîïðîñîì òåñíî ñâÿçàíà ïðîáëåìà íåîäíîçíà÷íî-

ñòè âûáîðà ïëîòíîñòåé ñîõðàíÿþùèõñÿ âåëè÷èí, êîòîðóþ ìû îáñóäèì

ïîçäíåå.
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3.5 �åøåíèå âîëíîâûõ óðàâíåíèé äëÿ ïîòåíöèàëîâ

• Íàéä¼ì ðåøåíèå óðàâíåíèé (2.33), ñòð. 47 êîãäà èçâåñòíû ïëîòíîñòè

çàðÿäà è òîêà. Ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë â êàëèáðîâêå Ëîðåíöà óäîâëåòâî-

ðÿåò óðàâíåíèþ Ä'Àëàìáåðà:

∂2ϕ

∂t2
−∆ϕ = 4πρ, (3.22)

ãäå ρ = ρ(t, x) � çàäàííàÿ �óíêöèÿ, à ϕ = ϕ(t, x) � íåèçâåñòíàÿ �óíê-

öèÿ, êîòîðóþ íåîáõîäèìî íàéòè.

Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòî ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå äè��å-

ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà. Ëè-

íåéíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî åñëè íàì èçâåñòíû äâà åãî ðåøåíèÿ ϕ1 è ϕ2, òî

èõ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ C1ϕ1+C2ϕ2, ãäå Ci � ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû,

òàêæå áóäåò ðåøåíèåì. Îäíîðîäíûì ýòî óðàâíåíèå ñòàíåò, êîãäà ρ = 0,
è òîãäà åãî íàçûâàþò âîëíîâûì óðàâíåíèåì.

Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ íåîáõîäèìî çàäàòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ. Òàê

êàê â í¼ì åñòü ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè âòîðîãî ïîðÿäêà, ïîòðåáóåòñÿ

äâå �óíêöèè êîîðäèíàò: ñîáñòâåííî ϕ(0, x) è çíà÷åíèå å¼ ïðîèçâîäíîé

ïî âðåìåíè ∂ϕ(0, x)/∂t â íà÷àëüíûé ìîìåíò t = 0. Îáùåå ðåøåíèå óðàâ-

íåíèÿ Ä'Àëàìáåðà ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ϕ = ϕ0(t, x) + ϕ1(t, x),

ãäå ϕ0(t, x) � îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (ρ = 0), à ϕ1(t, x)
� ëþáîå ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (ρ 6= 0). Îáùåå ðå-

øåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå ïðîèçâîëüíûõ

íà÷àëüíûõ óñëîâèé, à ÷àñòíîå ðåøåíèå � âûïîëíåíèå ñàìîãî óðàâíåíèÿ.

Ïîïðîáóåì óãàäàòü ÷àñòíîå ðåøåíèå, à çàòåì ïðîâåðèì åãî ïîäñòàíîâ-

êîé â óðàâíåíèå (3.22). Åñëè áû ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè íå áûëî, âìåñòî

óðàâíåíèÿ Ä'Àëàìáåðà ïîëó÷èëîñü áû óðàâíåíèå Ïóàññîíà:

∆ϕ = −4π ρ. (3.23)

Åãî ðåøåíèå â ýëåêòðîñòàòèêå çàïèñûâàëîñü â âèäå ñóììû (èíòåãðàëà)

ïî ýëåìåíòàðíûì çàðÿäàì, ñîçäàþùèì êóëîíîâñêèé ïîòåíöèàë:

ϕ(x) =

∫
ρ(r)

|x− r| d
3r

ãäå d3r = dV � ýëåìåíòàðíûé îáú¼ì, ñîîòâåòñòâóþùèé ïåðåìåííîé èí-

òåãðèðîâàíèÿ r. Èíòåãðèðîâàíèå âåä¼òñÿ ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó.
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Åñëè çàäà÷à íåñòàöèîíàðíà è çàðÿäû äâèæóòñÿ, òî èõ ïëîòíîñòü â

äàííîì ýëåìåíòàðíîì îáú¼ìå âñ¼ âðåìÿ èçìåíÿåòñÿ. Îäíàêî èí�îðìà-

öèÿ îá ýòîì èçìåíåíèè äîñòèãàåò òî÷êè íàáëþäåíèÿ ïîëÿ òîëüêî ÷åðåç

âðåìÿ, ðàâíîå ðàññòîÿíèþ |x−r| (åäèíè÷íàÿ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ).
Ïîýòîìó ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïóàñññîíîâñêèé èíòåãðàë îñòà¼òñÿ â ñèëå, îä-

íàêî ïëîòíîñòü çàðÿäà â í¼ì íåîáõîäèìî áðàòü ñ ó÷¼òîì çàïàçäûâàíèÿ â

ïðåäøåñòâóþùèé ìîìåíò âðåìåíè t− |x− r|:

ϕ(t, x) = ϕ0(t, x) +

∫
ρ(t− |x− r|, r)

|x− r| d3r. (3.24)

Ýòî ïðåäïîëîæåíèå îêàçûâàåòñÿ âåðíûì. Óáåäèìñÿ â ýòîì ïðÿìûìè âû-

÷èñëåíèÿìè. Îáîçíà÷èì ðàññòîÿíèå (=âðåìÿ) çàïàçäûâàíèÿ ÷åðåç R =
|x − r|, à R = x − r. Âîçüì¼ì ëàïëàñèàí îò ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæå-

íèÿ ïî ïåðåìåííîé x (èëè ýêâèâàëåíòíî ïî R) êàê âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ

ïðîèçâåäåíèÿ �óíêöèé:

∇∇
( ρ

R

)

= ∇
(∇ρ
R

+ ρ∇ 1

R

)

=
∆ρ

R
− 2 (∇ρ) R

R3
+ ρ∆

1

R
. (3.25)

Âî âòîðîì ñëàãàåìîì ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ó÷òåíî çíà÷åíèå ãðàäèåíòà

∇(1/R) = −R/R3
. �ðàäèåíò è ëàïëàñèàí îò ïëîòíîñòè ðàâíû:

∇ρ = −∂ρ
∂t

∂R

∂x
= −∂ρ

∂t

R

R
, ∆ρ =

∂2ρ

∂t2

(
R

R

)2

− ∂ρ
∂t
∇R

R
=
∂2ρ

∂t2
− ∂ρ
∂t

2

R
.

Ïîäñòàâëÿÿ âñ¼ ýòî â (3.25), ïîëó÷àåì, ÷òî âñå ñëàãàåìûå, êðîìå ρ∆(1/R),

ñîêðàùàþòñÿ. Äëÿ ëàïëàñèàíà îò 1/R ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå:

∆
1

R
= −4π δ(R). (3.26)

Îíî ñëåäóåò èç çàêîíà �àóññà äëÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà ∇E = 4π δ(R) è

ñâÿçè E = −∇ϕ. Ïîýòîìó îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:
∂2ϕ

∂t2
−∆ϕ = 4π

∫

ρ(t− |x− r|, r) δ(x− r) d3r = 4π ρ(t, x).

Ïðè èíòåãðèðîâàíèè ñ äåëüòà-�óíêöèåé èíòåãðàë îïóñêàåòñÿ, à ïåðåìåí-

íàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé r = x.

Òàêîå æå ðåøåíèå ìîæíî çàïèñàòü è äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû âåêòîð-

íîãî ïîòåíöèàëà:

A(t, x) = A0(t, x) +

∫
j(t− |x− r|, r)
|x− r| d3r. (3.27)

Çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëîâ ñ èíäåêñîì �0� ïî îïðåäåëåíèþ óäîâëåòâîðÿþò

îäíîðîäíûì (âîëíîâûì) óðàâíåíèÿì. Îíè îïèñûâàþò îáùèå ðåøåíèÿ â

îòñóòñòâèå çàðÿäîâ.
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3.6 Äèïîëüíîå èçëó÷åíèå

Â ðàçäåëàõ �1.3, �2.3 áûëè ïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî

è ìàãíèòíîãî ïîëåé íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò çàðÿäîâ è òîêîâ â ñòà-

òè÷åñêîì ñëó÷àå. Ïðîâåä¼ì àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ â ñèòóàöèè, êîãäà

òîêè, ïîëîæåíèå çàðÿäîâ, à ñëåäîâàòåëüíî, è íàïðÿæ¼ííîñòü ýëåêòðîìàã-

íèòíîãî ïîëÿ ìåíÿþòñÿ ñî âðåìåíåì. Ïîäîáíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèé

óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà, â òîì ÷èñëå, îïèñûâàåò èçëó÷åíèå ýëåêòðîìàãíèò-

íûõ âîëí (åñëè çàðÿäû äâèãàþòñÿ ñ ïåðåìåííîé ñêîðîñòüþ).

Ïóñòü ðàññòîÿíèå îò òî÷êè íàáëþäåíèÿ ïîëåé äî êîìïàêòíîé ñèñòå-

ìû çàðÿäîâ ðàâíî |x|. Òîãäà ëþáûå èçìåíåíèÿ, ïðîèñõîäÿùèå ñ ýòèìè

çàðÿäàìè, áóäóò íàáëþäàòüñÿ â ïðîøëîì, îòäàë¼ííîì îò òåêóùåãî ìî-

ìåíòà íà âðåìÿ |x|/c, ãäå c = 1 � �óíäàìåíòàëüíàÿ ñêîðîñòü. Íà ñàìîì

äåëå, âñ¼ â ýòîì ìèðå ìû íàáëþäàåì â ïðîøëîì. Ëþáûå ñèãíàëû ðàñïðî-

ñòðàíÿþòñÿ ñî ñêîðîñòüþ, ðàâíîé èëè ìåíüøåé �óíäàìåíòàëüíîé. ×åì

äàëüøå îò íàñ îáúåêò, òåì áîëåå îòäàë¼ííîå åãî ïðîøëîå ìû âèäèì. Òî,

÷òî ïðîèñõîäèò ñ Ñîëíöåì, ìû óçíà¼ì òîëüêî ÷åðåç 8 ìèíóò, à ñîñåäíþþ

ãàëàêòèêó Àíäðîìåäû ìû âèäèì òàêîé, êàêîé îíà áûëà 2.5 ìèëëèîíà

ëåò íàçàä.

Çàïèøåì, ïîëó÷åííûå âûøå, ðåøåíèå óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà äëÿ ñêà-

ëÿðíîãî ïîòåíöèàëà (3.24):

ϕ(t, x) =

∫
ρ(t− |x− r|, r)

|x− r| d3r,

îïóñòèâ ÷àñòü ðåøåíèÿ ϕ0(t, x) ñâîáîäíûõ óðàâíåíèé. �àçëîæèì â ðÿä

ðàññòîÿíèå îò ýëåìåíòàðíîãî îáú¼ìà d3r äî òî÷êè íàáëþäåíèÿ (ñòð. 18):

|x− r| ≈ |x| − nr,

ãäå n = x/|x|. �àçëîæèì òàêæå ïëîòíîñòü çàðÿäà â ðÿä Òåéëîðà ïî nr:

ρ(t− |x− r|, r) ≈ ρ(T + nr, r) ≈ ρ(T, r) + ρ̇(T, r) (nr) + ...,

ãäå T = t − |x| � âðåìÿ â ïðîøëîì îò òåêóùåãî ìîìåíòà t, â êîòîðîì

íàáëþäàòåëü, ðàñïîëîæåííûé â x, �âèäèò� ñèñòåìó çàðÿäîâ. Òî÷êà íàä ρ
� ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè. Àíàëîãè÷íî ðàçëîæèì â ðÿä çíàìå-

íàòåëü ïîä èíòåãðàëîì:

1

|x− r| ≈
1

|x|(1− nr/|x|) ≈
1

|x| +
nr

|x|2 ,

îãðàíè÷èâøèñü ïîðÿäêîì ìàëîñòè nr/|x|.
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Ïåðåìíîæàÿ ýòè äâà ðÿäà ñ òî÷íîñòüþ äî nr, ïîëó÷àåì:

ϕ(t, x) ≈ Q

|x| +
nd

|x|2 +
nḋ

|x| , (3.28)

ãäå ââåäåíû ñóììàðíûé çàðÿä è äèïîëüíûé ìîìåíò ñèñòåìû çàðÿäîâ:

Q =

∫

ρ(T, r) d3r, d =

∫

r ρ(T, r) d3r, T = t− |x|. (3.29)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ÿâëÿåòñÿ êóëîíîâñêèì ïîòåíöèàëîì. Äëÿ çàìêíóòîé

ñèñòåìû çàðÿäîâ ïîëíûé çàðÿä ïîñòîÿíåí. Êóëîíîâñêèé ÷ëåí íå çàâè-

ñèò îò âðåìåíè è ý��åêòà çàïàçäûâàíèÿ T . Äàëüøå äëÿ ïðîñòîòû áóäåì

ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé Q = 0. Âòîðîå è òðåòüå ñëàãàåìûå â ðàçëîæåíèè

ïîòåíöèàëà îïðåäåëÿþòñÿ äèïîëüíûì ìîìåíòîì è ñêîðîñòüþ åãî èçìåíå-

íèÿ. Ïðè ýòîì âòîðîå ñëàãàåìîå ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì, ïîëó÷åííûì â

ýëåêòðîñòàòèêå �1.3 (çà èñêëþ÷åíèåì ý��åêòà çàïàçäûâàíèÿ). Äèïîëü-

íûé ìîìåíò äàæå çàìêíóòîé ñèñòåìû çàðÿäîâ (â îòëè÷èå îò ïîëíîãî çà-

ðÿäà) ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé âðåìåíè. Íà ðàññòîÿíèè |x| îí äîëæåí áðàòüñÿ
â ìîìåíò âðåìåíè T = t− |x|. Òðåòüå ñëàãàåìîå â (3.28) íà áîëüøèõ ðàñ-
ñòîÿíèÿõ óáûâàåò ñóùåñòâåííî ìåäëåííåå, ÷åì âòîðîå. Ïîýòîìó èìåííî

îíî îïèñûâàåò èçëó÷àåìóþ ýëåêòðîìàãíèòíóþ âîëíó. Òàêîå èçëó÷åíèå

íàçûâàåòñÿ äèïîëüíûì èçëó÷åíèåì.

⊲ Â ñèëó óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè (1.53), ñòð. 28, ïðîèçâîäíóþ ïî

âðåìåíè îò äèïîëüíîãî ìîìåíòà ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ḋ =
d

dT

∫

r ρ(T, r) d3r = −
∫

r (∇j) d3r =
∫

j d3r,

ãäå ∇ äåéñòâóåò íà r è ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå èí-

òåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì. Äåéñòâèòåëüíî, çàïèøåì i-þ êîìïîíåíòó ïðî-

èçâîäíîé äèïîëüíîãî ìîìåíòà:

ḋi = −
∫

ri (∇j) d3r = −
∫

∇(ri j) d3r+
∫

(j∇)ri d3r =
∫

ji d
3r.

(èíòåãðàë îò ïîëíîé äèâåðãåíöèè ðàâåí íóëþ â ñèëó òåîðåìû �àóññà, ò.ê.

íà ïîâåðõíîñòè îáú¼ìà, óäàë¼ííîé îò çàðÿäîâ, òîêîâ íåò).

Â ìàãíèòîñòàòèêå ñ÷èòàëîñü, ÷òî ïðîñòðàíñòâåííûé èíòåãðàë îò ïëîò-

íîñòè òîêà j ðàâåí íóëþ (â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå îãðàíè÷åííûé òîê äîë-

æåí áûòü çàìêíóòûì). Åñëè òîêè çàâèñÿò îò âðåìåíè, ýòî íå òàê. Íàïðè-

ìåð, ïîëå ìîæåò ñîçäàâàòü îäèíî÷íûé çàðÿä, äâèæóùèéñÿ ñ ïåðåìåííîé

ñêîðîñòüþ. Â ýòîì ñëó÷àå j(t, r) = Qδ(r− r(T))v(T ) è èíòåãðàë îò òîêà

ðàâåí Qv(T ).
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⊲ Àíàëîãè÷íî çàïèñûâàåòñÿ ðàçëîæåíèå èíòåãðàëà (3.27) äëÿ âåêòîð-

íîãî ïîòåíöèàëà. Â âåäóùåì ïðèáëèæåíèè:

A(t, x) ≈ 1

|x|

∫

j(T, r) d3r =
ḋ(T )

|x| . (3.30)

Êàê è â ñëó÷àå ñ òðåòüèì ñëàãàåìûì â ðàçëîæåíèè ñêàëÿðíîãî ïîòåíöè-

àëà (3.28), ýòî âûðàæåíèå íàçûâàåòñÿ äèïîëüíûì èçëó÷åíèåì.

Íàéä¼ì ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ, âçÿâ äëÿ ñêà-

ëÿðíîãî ïîòåíöèàëà òðåòüå ñëàãàåìîå (Q = 0, |x|2 ≫ |x|):

ϕ(t, x) ≈ nḋ(T )

|x| , A(t, x) ≈ ḋ(T )

|x| , T = t− |x|. (3.31)

Áóäåì ïðåíåáðåãàòü ÷ëåíàìè ïîðÿäêà 1/|x|2 ïî ñðàâíåíèþ ñ ëèíåéíî óáû-

âàþùèìè ïî |x|. Ïîýòîìó ïðè âçÿòèè ðîòîðà îò A ìîæíî 1/|x| âûíåñòè
çà çíàê íàáëû, òàê êàê å¼ äåéñòâèå íà ýòîò ìíîæèòåëü äàñò âêëàä ïîðÿä-

êà 1/|x|2. Ïðè äè��åðåíöèðîâàíèè ïî êîîðäèíàòàì äèïîëüíîãî ìîìåíòà

íåîáõîäèìî ó÷åñòü, ÷òî d = d(t− |x|), ïîýòîìó:
∂ḋ

∂xi
= −d̈ ∂|x|

∂xi
= −d̈ xi

|x| = −d̈ni,

ãäå, êàê è ðàíüøå, n = x/|x| � åäèíè÷íûé âåêòîð â íàïðàâëåíèè òî÷êè

íàáëþäåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìàãíèòíîå ïîëå ðàâíî:

B = ∇×A =
1

|x| [d̈×∇]|x| =
d̈× n

|x| .

Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿåòñÿ ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå:

E = −∇ϕ− ∂A

∂t
=

(nd̈)n− d̈

|x| =
n× [n× d̈]

|x| .

Òàêèì îáðàçîì, â ïðèáëèæåíèè ýëåêòðè÷åñêîãî äèïîëüíîãî èçëó÷åíèÿ:

E(t, x) = B×n, B(t, x) = n×E =
d̈(T )× n

|x| , n =
x

|x| . (3.32)

Çàìåòèì, ÷òî ýëåêòðè÷åñêîå è ìàãíèòíîå ïîëÿ îêàçàëèñü ïåðïåíäèêóëÿð-

íûìè. Äàëüíåéøèå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà ïðèâîäÿò

ê ïîïðàâêàì ê ýòèì âûðàæåíèÿì, íàçûâàåìûì êâàäðóïîëüíûì (è äàëåå

ìóëüòèïîëüíûì) èçëó÷åíèåì. Ñëåäóþùèå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ âåêòîðíîãî

ïîòåíöèàëà äàþò ò.í. ìàãíèòíî-äèïîëüíîå èçëó÷åíèå, çàâèñÿùåå îò âòî-

ðûõ ïðîèçâîäíûõ ìàãíèòíîãî ìîìåíòà m̈. Ïîäîáíûé ðÿä ìîæíî ñòðîèòü

ñêîëü óãîäíî äëèííûì, ïîëó÷àÿ âñ¼ áîëåå òî÷íîå ïðèáëèæåíèå ê èíòå-

ãðàëüíîìó ïðåäñòàâëåíèþ çàïàçäûâàþùèõ ïîòåíöèàëîâ.
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⊲ Ïëîòíîñòü èìïóëüñà ïîëÿ äèïîëüíîãî èçëó÷åíèÿ ðàâíà:

P =
E×B

4π
=

[B× n]×B

4π
= n

B2

4π
= n

[d̈× n]2

4π x2
,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî nB = 0. Â ñèëó çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîé

ýíåðãèè (3.10), óáûâàíèå ýíåðãèè â îáú¼ìå ñâÿçàíî ñ å¼ ïîòîêîì P ÷åðåç

ïîâåðõíîñòü. Èíòåãðàë îò P ïî ýòîé ïîâåðõíîñòè ðàâåí �óõîäó� ýíåðãèè

çà åäèíèöó âðåìåíè.

Èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ dI â íàïðàâëåíèè òåëåñíîãî óãëà dΩ îïðå-

äåëÿåòñÿ, êàê ïîòîê ýíåðãèè, ïðîõîäÿùèé â åäèíèöó âðåìåíè ÷åðåç ýëå-

ìåíò ïîâåðõíîñòè dS = x2 dΩ ñ�åðû ðàäèóñà |x|:

dI

dΩ
= x2 (nP) =

[d̈× n]2

4π
. (3.33)

Ââåäÿ óãîë θ ìåæäó d̈ è åäèíè÷íûì âåêòîðîì n, èíòåíñèâíîñòü â òåëåñ-

íîì óãëå dΩ ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

dI

dΩ
=

d̈2

4π
sin2 θ. (3.34)

Èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ ìàêñèìàëüíà â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿð-

íîì âòîðîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè îò äèïîëüíîãî ìîìåíòà (θ = π/2).

Ïðîèíòåãðèðóåì èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ ïî âñåìó òåëåñíîìó óãëó

(dΩ = dφ sin θ dθ):

I =
d̈2

4π

2π∫

0

dφ

π∫

0

sin3 θ dθ =
d̈2

2

1∫

−1

(1− z2) dz.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ïîëíàÿ èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ (ñóììàðíàÿ

ýíåðãèÿ, òåðÿåìàÿ ñèñòåìîé çàðÿäîâ â åäèíèöó âðåìåíè):

I =
2

3
d̈2. (3.35)

Íàëè÷èå âòîðîé ïðîèçâîäíîé ó äèïîëüíîãî ìîìåíòà îçíà÷àåò, ÷òî èç-

ëó÷åíèå âîçíèêàåò, êîãäà çàðÿäû äâèæóòñÿ óñêîðåííî. Íàïðèìåð, äëÿ

îäèíî÷íîãî çàðÿäà d = Q r è d̈ = Q a, ãäå a � óñêîðåíèå çàðÿäà â ìîìåíò

âðåìåíè T .

Âûøå ðàçëîæåíèå çàïàçäûâàþùèõ ïîòåíöèàëîâ ïðîèçâîäèëîñü â ïðåä-

ïîëîæåíèè nr≪ |x|. Îäíàêî ïðè âû÷èñëåíèè íàïðÿæ¼ííîñòåé ïîëÿ âîç-
íèêàþò ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè. Ïîýòîìó ïîäîáíîå ðàçëîæåíèå òàêæå

ïðåäïîëàãàåò îòíîñèòåëüíóþ ìàëîñòü ñêîðîñòåé è óñêîðåíèé çàðÿäîâ.
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3.7 Ïðèìåðû äèïîëüíîãî èçëó÷åíèÿ

⊲ Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì äèïîëü, êîòîðûé ïåðèîäè÷åñêè èç-

ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì ñ ÷àñòîòîé ω:

d = d0 sinωt. (3.36)

Òàêèì äèïîëåì ìîæåò âûñòóïàòü çàðÿæåííàÿ ÷àñòèöà, èñïûòûâàþùàÿ

ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ âäîëü ïîñòîÿííîãî âåêòîðà d0. Âòîðóþ ïðî-

èçâîäíóþ äèïîëüíîãî ìîìåíòà íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü ïðè T = t − |x|.
Ïîýòîìó:

d̈ = −d0 ω
2 sin

(
ω(t− |x|)

)
.

Ñîîòâåòñòâåííî, ýëåêòðè÷åñêîå è ìàãíèòíîå ïîëÿ (3.32) ðàâíû:

E(t, x) =
d0 − n (nd0)

|x| ω2 sin
(
ω(t− |x|)

)
,

B(t, x) =
n× d0

|x| ω2 sin
(
ω(t− |x|)

)
.

Åñëè ïîëÿ íàáëþäàþòñÿ íà ëèíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé âåêòîðó d0, òî

nd0 = 0 è ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ïàðàëëåëüíî d0. Íàïðàâëåíèÿ ïîëåé ïðè-

âåäåíû íèæå íà ðèñóíêå:

Â îêðåñòíîñòè ðàññìàòðèâàåìîé ëèíèè ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ïîõîæå

íà ïëîñêóþ âîëíó, àìïëèòóäà êîòîðîé ïîñòåïåííî óáûâàåò ñ óäàëåíèåì

îò å¼ èñòî÷íèêà.

Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ èçëó÷åíèÿ ÷åðåç ñ�åðó ðàäèóñà |x| ðàâíÿåòñÿ:

I =
2

3
d20 ω

4 sin2
(
ω(t− |x|)

)
,

ãäå d0 � äëèíà äèïîëÿ (àìïëèòóäà êîëåáàíèÿ çàðÿäà). Ýòà ýíåðãèÿ ïå-

ðèîäè÷åñêè èçìåíÿåòñÿ ñ ÷àñòîòîé ω. Å¼ ñðåäíåå çíà÷åíèå ïî ïåðèîäó

èçìåíåíèÿ ðàâíî:

〈I〉 = ω

2π

2π/ω∫

0

I dt =
d20 ω

4

3
.

Ýíåðãèÿ èçëó÷åíèÿ áûñòðî ðàñò¼ò ñ ðîñòîì ÷àñòîòû êîëåáàíèé äèïîëÿ.

Îäíàêî íåîáõîäèìî ïîìíèòü, ÷òî äèïîëüíîå ïðèáëèæåíèå ñïðàâåäëèâî

òîëüêî ïðè ìàëûõ ñêîðîñòÿõ çàðÿäîâ. Ïîýòîìó ïðèâåäåííûå âûøå ñîîò-

íîøåíèÿ ñïðàâåäëèâû ïîêà v ∼ d0ω ≪ 1.
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⊲ Â êà÷åñòâå âòîðîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì ýëåêòðîí, äâèæóùèéñÿ âî-

êðóã ïðîòîíà ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñà r (íåêâàíòîâàÿ ìîäåëü àòîìà). Çà-
ðÿä ýëåêòðîíà îòðèöàòåëüíûé −e < 0, à ó ïðîòîíà � ïîëîæèòåëüíûé

e > 0. Ñâÿæåì íà÷àëî ñèñòåìû îòñ÷¼òà ñ ïðîòîíîì. Òàê êàê åãî ìàññà

â 1836 ðàç áîëüøå, ÷åì ó ýëåêòðîíà, áóäåì ñ÷èòàòü åãî íåïîäâèæíûì.

Äèïîëüíûé ìîìåíò ðàâåí d = −er è íàïðàâëåí îò ýëåêòðîíà ê ïðîòî-

íó. Ïóñòü ñêîðîñòü äâèæåíèÿ íåâåëèêà, òàê ÷òî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ

íåðåëÿòèâèñòñêîé äèíàìèêîé. Çàïèøåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è ýíåðãèþ

ýëåêòðîíà (áåç ó÷¼òà ýíåðãèè ïîêîÿ m):

mr̈ = −e
2

r3
r, E =

mv2

2
− e2

r
.

Åñëè äâèæåíèå ïðîèñõîäèò ïî îêðóæíîñòè, òî óñêîðåíèå ïî ìîäóëþ ðàâ-

íî a = v2/r è íàïðàâëåíî ê öåíòðó (ê ïðîòîíó). Ïîýòîìó:

mv2

r
=

e2

r2
=> v2 =

e2

mr
, E = − e

2

2r
.

Ïîëíîå èçëó÷åíèå ýíåðãèè â åäèíèöó âðåìåíè ðàâíî:

I =
2

3
(ea)2 =

2

3

e6

m2r4
. (3.37)

Ýòà âåëè÷èíà ðàâíà I = −∆E/∆t (ïîòåðÿ ýíåðãèè ýëåêòðîíà çà âðåìÿ

∆t). Îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå ýíåðãèè áóäåò ðàâíî:

∆E
E = − IE ∆t =

4

3

e4

m2 r3
∆t 7→ 4

3

e4

m2 r3 c4
c∆t,

ãäå â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè âîññòàíîâëåíà ñêîðîñòü ñâåòà â ðåçóëüòàòå

ïîäñòàíîâîê e 7→ e/c, t 7→ ct. Ââåä¼ì ò.í. êëàññè÷åñêèé ðàäèóñ ýëåêòðîíà

re è âîçüì¼ì òèïè÷íûé ðàäèóñ àòîìà (áîðîâñêèé ðàäèóñ)

re =
e2

mc2
= 2.817 940 · 10−15 ì, r =

re
α2

= 0.529 177 · 10−10 ì,

ãäå α = e2/(~c) ≈ 1/137 � áåçðàçìåðíàÿ ïîñòîÿííàÿ òîíêîé ñòðóêòóðû.

Òîãäà îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå ýíåðãèè ýëåêòðîíà èìååò âèä:

∆E
E =

4

3

r2e
r3
c∆t.

Ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà óìåíüøèòñÿ â äâà ðàçà âñåãî çà 2 · 10−11 ñåêóíäû.

Ïîòðåáîâàëîñü ñîçäàòü êâàíòîâóþ òåîðèþ, ÷òîáû, â òîì ÷èñëå, îáúÿñ-

íèòü óñòîé÷èâîñòü àòîìîâ. Çàìåòèì, ÷òî îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü ýëåê-

òðîíà ðàâíà ïîñòîÿííîé òîíêîé ñòðóêòóðû v/c =
√

re/r = α. Ïîýòîìó
çà 2 · 10−11 ñåêóíäû ýëåêòðîí ñîâåðøèò ïðèìåðíî n ∼ 1/α3 = 2.5 · 106
îáîðîòîâ âîêðóã ïðîòîíà.
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3.8 Ïðîèçâîëüíî äâèæóùèéñÿ çàðÿä

∗

Ïóñòü çàðÿä äâèæåòñÿ ñ ïåðåìåííîé ñêîðîñòüþ v = v(t). Íàéä¼ì ýëåê-

òðîìàãíèòíîå ïîëå, ñîçäàâàåìîå çàðÿäîì â ìîìåíò âðåìåíè t â òî÷êå

ïðîñòðàíñòâà x = {x, y, z}. �àññìîòðèì ìîìåíò âðåìåíè T = t − R â

ïðîøëîì, êîãäà çàðÿä íàõîäèëñÿ íà ðàññòîÿíèè R îò òî÷êè íàáëþäå-

íèÿ è èìåë ñêîðîñòü V = v(T ). Âûäåëåííîñòü ýòîãî ìîìåíòà ñîñòîèò

â òîì, ÷òî èí�îðìàöèÿ îá èçìåíåíèè ñêîðîñòè çàðÿäà, ðàñïðîñòðàíÿÿñü

ñ �óíäàìåíòàëüíîé åäèíè÷íîé ñêîðîñòüþ, ê òåêóùåìó ìîìåíòó âðåìå-

íè êàê ðàç ïðîõîäèò ðàññòîÿíèå R = t− T . Âñå âåëè÷èíû, îòíîñÿùèåñÿ
ê ïðîøëîìó, áóäåì îáîçíà÷àòü çàãëàâíûìè áóêâàìè. Òàê, N = R/R �

åäèíè÷íûé âåêòîð îò çàðÿäà â òî÷êó íàáëþäåíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè T .

Èç ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äëÿ ïîòåíöèàëîâ (3.24), (3.27) ñëåäóåò, ÷òî èõ

çíà÷åíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè t îïðåäåëÿþòñÿ ïîëîæåíèåì çàðÿäà è åãî ñêî-

ðîñòüþ â ìîìåíò âðåìåíè T è íå çàâèñÿò îò óñêîðåíèÿ çàðÿäà. Ïîýòîìó

çàðÿä, äâèæóùèéñÿ ñ ïåðåìåííîé ñêîðîñòüþ v(t), â ìîìåíò âðåìåíè t
íåîòëè÷èì îò ñîâïàäàþùåãî ñ íèì â ïðîøëîì (âðåìÿ T ) çàðÿäà, äâèæó-

ùåãîñÿ äàëåå ðàâíîìåðíî è ïðÿìîëèíåéíî ñî ñêîðîñòüþ V = v(T ). Òàêîå
äâèæåíèå áóäåì íàçûâàòü ��àíòîìíûì�. Íèæå íà ðèñóíêå îíî ïðåäñòàâ-

ëåíî â âèäå ïóíêòèðíîé ïðÿìîé ëèíèè. Ñàì çàðÿä äâèæåòñÿ ïî, âîîáùå

ãîâîðÿ, èñêðèâë¼ííîé òðàåêòîðèè ñ ïåðåìåííîé ñêîðîñòüþ. Îäíàêî, òàê

êàê îò óñêîðåíèÿ çàðÿäà â ìîìåíò âðåìåíè T ïîòåíöèàëû íå çàâèñÿò,

óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî â ýòîò ìîìåíò îò çàðÿäà �îòðûâàåòñÿ� åãî äâîéíèê-

�àíòîì, êîòîðûé äâèæåòñÿ ðàâíîìåðíî è ïðÿìîëèíåéíî, ïðîõîäÿ çà âðå-

ìÿ R = t − T ðàññòîÿíèå VR. Îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ, ñëåäóþùèå èç

ãåîìåòðèè ââåäåííûõ âåëè÷èí, ïðèâåäåíû ñïðàâà îò ðèñóíêà:

R = t− T =
√

(x− x0(T ))2, (3.38)

r = R−VR,

√

r2 + γ2(Vr)2 = γ (R−VR), (3.39)

ãäå n = r/r. Ïîñëåäíÿÿ �îðìóëà ïðîâåðÿåòñÿ âîçâåäåíèåì â êâàäðàò è

ïîäñòàíîâêîé R−VR âìåñòî r.

Âðåìÿ çàïàçäûâàíèÿ T = T (t, x) � �óíêöèÿ òåêóùåãî âðåìåíè t è
òî÷êè íàáëþäåíèÿ x. Îíî îïðåäåëÿåòñÿ òðàåêòîðèåé x0(t) çàðÿäà è ïîëó-

÷àåòñÿ èç ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.38). Ïðè ýòîì R = R(t, x) = t−T (t, x).
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Ñâÿæåì ñ �àíòîìíûì çàðÿäîì â ìîìåíò âðåìåíè t èíåðöèàëüíóþ ñè-

ñòåìó îòñ÷¼òà S ′. Òàê êàê â íåé îí ïîêîèòñÿ, äëÿ ïîòåíöèàëîâ ïîëÿ ñïðà-
âåäëèâû êóëîíîâñêèå âûðàæåíèÿ:

ϕ′ =
Q

r′
, A′ = 0. (3.40)

Ïîäñòàâèì èõ â îáðàòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà äëÿ ïîòåíöèàëîâ [â

(2.50) ïåðåñòàâèì ìåñòàìè øòðèõîâàííûå è íåøòðèõîâàííûå âåëè÷èíû

è ñäåëàåì çàìåíó v 7→ −v℄:

ϕ = γ
Q

r′
=

Qγ
√

r2 + γ2(Vr)2
, A = γVϕ′ = Vϕ, (3.41)

ãäå äëÿ ðàññòîÿíèÿ îò �àíòîìíîãî çàðÿäà â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 äî òî÷-

êè íàáëþäåíèÿ èñïîëüçîâàíî ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ ìîäóëÿ ðàäèóñ-âåêòîðà

(ñì. ñòð. 21). Ïðè ïîìîùè (3.39) ïîòåíöèàëû ìîæíî òàêæå ïåðåïèñàòü

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ϕ(t, x) =
Q

R −VR
, A(t, x) =

QV

R −VR
. (3.42)

Ýòè ïîòåíöèàëû äëÿ ïðîèçâîëüíî äâèæóùåãîñÿ çàðÿäà íàçûâàþò ïîòåí-

öèàëàìè Ëèåíàðà-Âèõåðòà. Â êà÷åñòâå ïîëåçíîãî óïðàæíåíèÿ ïî ðàáîòå

ñ äåëüòà-�óíêöèåé ñòîèò âûâåñòè ýòè æå ñîîòíîøåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî

èç îáùåãî ðåøåíèÿ (3.24), (3.27). Íàïðèìåð, äëÿ ïëîòíîñòè çàðÿäà íåîá-

õîäèìî çàïèñàòü âûðàæåíèå ρ(t, x) = Qδ
(
x− x0(t)

)
.

⊲ Îòìåòèì îäèí ìîìåíò. Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà áûëè ïîëó÷åíû äëÿ

ñèñòåìû ðàâíîìåðíî äâèæóùèõñÿ çàðÿäîâ. Çàòåì ïîñòóëèðîâàëîñü, ÷òî

îíè ñïðàâåäëèâû è äëÿ óñêîðåííîãî äâèæåíèÿ çàðÿäîâ. Õîòÿ óðàâíåíèÿ

Ìàêñâåëëà ÿâíî íå çàâèñÿò îò óñêîðåíèé, ýòî íå îçíà÷àåò, ÷òî îò óñêîðå-

íèé íå çàâèñÿò íàïðÿæ¼ííîñòè ïîëÿ. Äåëî â òîì, ÷òî óðàâíåíèÿ Ìàêñâåë-

ëà â èñõîäíîé çàïèñè ÿâëÿþòñÿ ñèñòåìîé äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ïåðâîãî ïîðÿäêà. Èç ýòîé ñèñòåìû ìîæíî èñêëþ÷èòü, íàïðèìåð, ìàãíèò-

íîå ïîëå, ïîëó÷èâ äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà:

∂2E

∂t2
−∆E = −4π ∂j

∂t
− 4π∇ρ. (3.43)

Îíî èìååò �îðìó óðàâíåíèÿ Ä'Àëàìáåðà, îäíàêî èñòî÷íèêè, ñòîÿùèå â

ïðàâîé ÷àñòè, ñîäåðæàò ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè îò òîêà. Èìåííî ýòî è

ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî íàïðÿæ¼ííîñòè îêàæóòñÿ çàâèñÿùèìè îò óñêîðåíèÿ

çàðÿäà (â òî âðåìÿ êàê ïîòåíöèàëû - íåò).
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• Íàéä¼ì íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé

E = −∇ϕ− ∂A

∂t
, B = ∇×A.

Ïðîèçâîäíûå ïîòåíöèàëîâ áåðóòñÿ ïî êîîðäèíàòàì �èêñèðîâàííîé òî÷-

êè ïðîñòðàíñòâà x = {x, y, z} è ïî òåêóùåìó ìîìåíòó âðåìåíè t, à
âûðàæåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëîâ (3.42) çàâèñÿò (â ïðàâûõ ÷àñòÿõ) îò âåëè-

÷èí â ìîìåíò âðåìåíè T . Ïîýòîìó ïîòðåáóþòñÿ îïðåäåë¼ííûå ìàòåìà-

òè÷åñêèå õèòðîñòè. Âîçüì¼ì äè��åðåíöèàë îò óñëîâèÿ çàïàçäûâàíèÿ:

t = T + R = T +
√

(x− x0(T ))2.

dt = dT +
R dx−VR dT

R
=> dT =

Rdt

R−VR
− R dx

R−VR
,

ãäå V = dx0(T )/dT � ñêîðîñòü â ìîìåíò âðåìåíè T , à R = x − x0(T ).
Ïî îïðåäåëåíèþ äè��åðåíöèàëà �óíêöèè T = T (t,x) èìååì:

∂T

∂t
=

R

R −VR
,

∂T

∂x
= − R

R −VR
.

Ïîòåíöèàëû çàâèñÿò îò x ÿâíî è íåÿâíî ÷åðåç T = T (t,x). Íàïðèìåð,
ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë (3.42) èìååò âèä:

ϕ =
Q

√

{x− x0(T )}2 −V {x− x0(T )}
.

Ïîýòîìó ãðàäèåíò è ïðîèçâîäíàÿ ïî t ðàâíû:

∇ϕ =
∂ϕ

∂x
+
∂ϕ

∂T

∂T

∂x
,

∂A

∂t
=
∂A

∂T

∂T

∂t
.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðîòîðà âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà

∇×A = ∇× (Vϕ) = ϕ∇×V −V ×∇φ
íåîáõîäèìî íàéòè òàêæå ðîòîð îò ñêîðîñòè

∇×V =
∂T

∂x

∂

∂T
×V = − R×W

R−VR
,

ãäå W = dV/dT � óñêîðåíèå ÷àñòèöû â ìîìåíò âðåìåíè T . Âû÷èñëÿÿ
âñå ïðîèçâîäíûå è ïðîâîäÿ íåñëîæíûå àëãåáðàè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ

(⋖H15), ïîëó÷èì:

E =
Q

R2

(1− V 2)(N−V)

(1−VN)3
+
Q

R

N× [(N−V)×W]

(1−VN)3
, (3.44)

B = N× E, (3.45)

ãäåN = R/R. Ìàãíèòíîå ïîëå îêàçûâàåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíûì ýëåêòðè-

÷åñêîìó è ðàäèóñ-âåêòîðó R îò çàðÿäà â ìîìåíò âðåìåíè T = T (t, x).
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Ïðè ïîìîùè ðàäèóñ-âåêòîðà r îò �àíòîìíîãî çàðÿäà ê òî÷êå íàáëþ-

äåíèÿ ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

E = Q
γ r

(r2 + γ2 (Vr)2)3/2
+Q

γ3 [R× [r×W]]

(r2 + γ2 (Vr)2)3/2
. (3.46)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ÿâëÿåòñÿ íàïðÿæ¼ííîñòüþ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ðàâíî-

ìåðíî äâèæóùåãîñÿ ñî ñêîðîñòüþ V �àíòîìíîãî çàðÿäà. Åñëè áû çàðÿä

íå ìåíÿë ñâîþ ñêîðîñòü, îí ñîâïàäàë áû ñ ýòèì �àíòîìîì.

Íàïðÿæ¼ííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ìîæíî òàêæå ïåðåïèñàòü â ñëå-

äóþùåì èçÿùíîì âèäå, íàéäåííîì �è÷àðäîì Ôåéíìàíîì (⋖H18):

E = Q
N

R2
+QR

d

dt

(
N

R2

)

+Q
d2N

dt2
. (3.47)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî âñå ïðîèçâîäíûå âû÷èñëÿþòñÿ ïî òåêóùåìó âðå-

ìåíè t = T + R(T ), à íå ïî T , ê êîòîðîìó îòíîñÿòñÿ âåëè÷èíû R è N.

Åñëè ñêîðîñòü çàðÿäà ìàëà, òî íàïðÿæ¼ííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ

ìîæíî ïðèáëèæ¼ííî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

E ≈ Q

R2
N +

Q

R
[N× [N×W]].

Âòîðîå ñëàãàåìîå óáûâàåò, êàê 1/R. Ïåðâûé æå (�êóëîíîâñêèé�) ÷ëåí

óáûâàåò, êàê 1/R2
, ò.å. ñóùåñòâåííî áûñòðåå. Ïðåíåáðåãàÿ íà áîëüøèõ

ðàññòîÿíèÿõ ïåðâûì ñëàãàåìûì, íàéä¼ì èìïóëüñ ýëåêòðîìàãíèòíîé âîë-

íû. Òàê êàê âòîðîå ñëàãàåìîå ïåðïåíäèêóëÿðíî R, ò.å. ER = 0, èìååì:

P =
E×B

4π
=

E× [R× E]

4πR
=

E2

4π
N ≈ Q

4π

W2 − (WN)2

R2
N.

Èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ dI â íàïðàâëåíèè òåëåñíîãî óãëà dΩ îïðåäå-

ëÿåòñÿ, êàê ïîòîê ýíåðãèè, ïðîõîäÿùèé â åäèíèöó âðåìåíè ÷åðåç ýëåìåíò

ïîâåðõíîñòè dS = R2 dΩ ñ�åðû ðàäèóñà R (ñòð. 81).

dI

dΩ
= R2 (NP) ≈ Q2

4π
W 2 sin2 θ,

ãäå θ � óãîë ìåæäó óñêîðåíèåì è íàïðàâëåíèåì â òî÷êó íàáëþäåíèÿ

èç çàïàçäûâàþùåãî ïîëîæåíèÿ çàðÿäà N. Èíòåãðàë ïî âñåìó òåëåñíîìó

óãëó dΩ = dφ sin θ dθ äà¼ò ïîëíîå èçëó÷åíèå çàðÿäà (�îðìóëà Ëàðìîðà):

I ≈ 2

3
Q2W2. (3.48)

Åãî ìîæíî ñðàâíèòü ñ èçëó÷åíèåì â äèïîëüíîì ïðèáëèæåíèè (ñòð. 81).

Äëÿ îäèíî÷íîãî çàðÿäà d(T ) = Qx0(T ) è, ñîîòâåòñòâåííî, d̈ = QW.
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• Èçó÷èì òåïåðü èçëó÷åíèå çàðÿäà, íå ñ÷èòàÿ åãî ñêîðîñòü ìàëåíüêîé.

Íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò çàðÿäà íàïðÿæ¼ííîñòè ïîëÿ ðàâíû:

E =
Q

R

N× [(N−V)×W]

(1−VN)3
, B = N× E. (3.49)

Ïóñòü ñêîðîñòü V è óñêîðåíèå W ïàðàëëåëüíû, òàê ÷òî V ×W = 0. Â

ýòîì ñëó÷àå èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ ðàâíà:

dI

dΩ
= R2E

2

4π
=
Q2W 2

4π

sin2 θ

(1− V cos θ)6
. (3.50)

Äëÿ ìåäëåííîãî çàðÿäà èçëó÷åíèå ìàêñèìàëüíî â íàïðàâëåíèè, ïåðïåí-

äèêóëÿðíîì óñêîðåíèþ. ×åì áëèæå ñêîðîñòü çàðÿäà ê ñêîðîñòè ñâåòà,

òåì ñèëüíåå ìàêñèìóì èçëó÷åíèÿ ñìåùàåòñÿ â íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ

(íèæå ïåðâûå äâà ðèñóíêà). Ïîõîæèì ñâîéñòâîì îáëàäàåò äâèæóùèéñÿ

èçîòðîïíûé (â ñîáñòâåííîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà) èñòî÷íèê ñâåòà â ðåçóëüòàòå

àáåððàöèè (ñòð.V1:102).

Íàéä¼ì ñóììàðíóþ èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ. Èíòåãðàë ïî φ äàñò 2π, à
äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî θ ñäåëàåì çàìåíó z = cos θ:

I =
Q2W 2

2

1∫

−1

1− z2
(1− V z)6 dz =

2Q2W 2

15

5 + V 2

(1− V 2)4
. (3.51)

Èíòåãðàë ïî z íàõîäèòñÿ ïðè ïîìîùè äè��åðåíöèðîâàíèÿ îïðåäåë¼ííî-

ãî èíòåãðàëà ïî ïàðàìåòðó. Ýòè âû÷èñëåíèÿ íåñëîæíû, íî ñðàâíèòåëüíî

ãðîìîçäêè (⋖H17).

Íàéä¼ì ýíåðãèþ, òåðÿåìóþ çàðÿäîì ïðè èçëó÷åíèè çà åäèíèöó âðå-

ìåíè. Å¼ âåëè÷èíà äëÿ äâèæóùåãîñÿ çàðÿäà îòëè÷àåòñÿ îò I. Äåéñòâè-

òåëüíî, ïðîñëåäèì çà èçëó÷¼ííîé â ïðîøëîì ýíåðãèåé ìåæäó ìîìåíòàìè

âðåìåíè T è T+dT . Åñëè áû çàðÿä áûë íåïîäâèæåí, ê òåêóùåìó ìîìåíòó

ýòà ýíåðãèÿ áûëà áû ñêîíöåíòðèðîâàíà ìåæäó äâóìÿ ñ�åðàìè ñ ðàäèó-

ñàìè R è R − dT è ñîâïàäàþùèìè öåíòðàìè. Ïðè äâèæåíèè çàðÿäà çà

âðåìÿ dT öåíòð âíóòðåííåé ñ�åðû ñìåùàåòñÿ íà VdT , à å¼ ïîâåðõíîñòü

ïðèæèìàåòñÿ ê âíåøíåé ñ�åðå â íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ (3-é ðèñóíîê).
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Â ðåçóëüòàòå òîëùèíà çàçîðà ìåæäó ñ�åðàìè â íàïðàâëåíèèN óìåíü-

øàåòñÿ íà NVdT . Åñëè V = 0, òî òîëùèíà çàçîðà ðàâíà dT . Ïðè V 6= 0
îíà ðàâíà dT (1 − VN). Ñîîòâåòñòâåííî, â (1 − VN) ðàç èçìåíÿåòñÿ

ýëåìåíò îáú¼ìà ñ�åðè÷åñêîãî ñëîÿ â íàïðàâëåíèè N (õîòÿ ñóììàðíûé

îáú¼ì ìåæäó ñ�åðàìè, êîíå÷íî, íå ìåíÿåòñÿ). Ýíåðãèÿ, ðàñïîëîæåííàÿ

ìåæäó ñëîÿìè â òåëåñíîì óãëó dΩ, ðàâíà:

dE =
E2 +B2

8π
R2 dΩ dT (1−VN) =>

dĨ

dΩ
=

dE
dT dΩ

= R2 E
2

4π
(1−VN).

Ñòîèò ñðàâíèòü ìíîæèòåëü (1−VN) ñ ñîîòíîøåíèåì V1:(3.5), ñòð.V1:80

â ý��åêòå Äîïëåðà (ó âåêòîðîâ n è N ïðîòèâîïîëîæíûå íàïðàâëåíèÿ).

Â ðåçóëüòàòå, èíòåíñèâíîñòü òåðÿåìîé ýíåðãèè Ĩ îòëè÷àåòñÿ îò I ìíîæè-

òåëåì 1−VN. Èíòåãðèðîâàíèå ïî âñåì òåëåñíûì óãëàì äà¼ò (⋖H17):

Ĩ =
Q2W 2

2

1∫

−1

1− z2
(1− V z)5 dz =

2

3

Q2W 2

(1− V 2)3
. (3.52)

⊲ Êðîìå ëèíåéíîãî òîðìîæåíèÿ (íàïðèìåð, ðåíòãåíîâñêîå èçëó÷åíèå

ïðè óäàðå ýëåêòðîíà îá ýëåêòðîä) ñóùåñòâóåò åù¼ îäíà âàæíàÿ ðàçíîâèä-

íîñòü èçëó÷åíèÿ. Â ìàãíèòíîì ïîëå çàðÿä äâèæåòñÿ ïî îêðóæíîñòè (èëè

ñïèðàëè). Â ýòîì ñëó÷àå ñêîðîñòü è óñêîðåíèå ïåðïåíäèêóëÿðíû. Ïðè ìà-

ëîé ñêîðîñòè çàðÿäà èçëó÷åíèå íàïðàâëåíî ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòè

îðáèòû è íàçûâàåòñÿ öèêëîòðîííûì. Åñëè æå ñêîðîñòü çàðÿäà óëüòðàðå-

ëÿòèâèñòñêàÿ, òî ìàêñèìóì èçëó÷åíèÿ ñêîíöåíòðèðîâàí â íàïðàâëåíèè

òåêóùåãî (ñ ó÷¼òîì çàïàçäûâàíèÿ) ìãíîâåííîãî âåêòîðà ñêîðîñòè. Ïî-

äîáíîå èçëó÷åíèå (êàñàòåëüíîå ê îêðóæíîñòè èëè ñïèðàëè) íàçûâàþò

ñèíõðîòðîííûì. Îíî âîçíèêàåò â êðóãîâûõ óñêîðèòåëÿõ ÷àñòèö (îòñþ-

äà è ïðîèñõîäèò íàçâàíèå). Åãî æå ðåãóëÿðíî íàáëþäàþò àñòðîíîìû â

îêðåñòíîñòè ñàìûõ ðàçíîîáðàçíûõ êîñìè÷åñêèõ îáúåêòîâ.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé îðèåíòàöèè ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ òåðÿåìàÿ â åäè-

íèöó âðåìåíè ýíåðãèÿ äà¼òñÿ (⋖H16) �îðìóëîé Ëüåíàðà (1898 ã.):

Ĩ =
2

3
Q2 W

2 − [V×W]2

(1− V 2)3
. (3.53)

Ýòó �îðìóëó ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì èíâàðèàíòíîì âèäå:

Ĩ =
2

3

Q2

m2

(
dp

dτ

)2

, (3.54)

ãäå p ≡ pν = {E,p} � 4-èìïóëüñ ÷àñòèöû ìàññîé m, à dτ = dT
√
1−V2

� å¼ ñîáñòâåííîå âðåìÿ ñ ó÷¼òîì ý��åêòà çàïàçäûâàíèÿ.
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�ëàâà 4

Òåîðèÿ ïîëÿ

Â ýòîé ãëàâå ïðîäîëæàåòñÿ èçó÷åíèå ýëåêòðîäèíàìèêè è äðóãèõ òåî-

ðèé, îñíîâó êîòîðûõ ñîñòàâëÿåò ïîíÿòèå �ïîëå�. Â �îêóñå íàøåãî âíèìà-

íèÿ áóäåò êîâàðèàíòíûé �îðìàëèçì. Ñíà÷àëà, ñ åãî ïîìîùüþ ìû ñíîâà

ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà, ïîäîáíî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â

ãëàâå 1. Äëÿ ýòîãî çàêîí Êóëîíà áóäåò çàïèñàí â òåðìèíàõ 4-âåêòîðîâ.

Çàòåì ðàññìàòðèâàåòñÿ äîñòàòî÷íî îáùèé ìåòîäÆîçå�à Ëóè Ëàãðàí-

æà. Îí ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è çàêîíû ñîõðàíåíèÿ,

êîòîðûå áîëåå ïîäðîáíî èçó÷àþòñÿ â ñëåäóþùèõ äâóõ ãëàâàõ. Â îñíî-

âå ýòîãî ìåòîäà ëåæèò ïîíÿòå äåéñòâèÿ � �óíêöèîíàëà, çàâèñÿùåãî îò

êîîðäèíàò ÷àñòèö è ïîëåâûõ �óíêöèé. Åñëè îíè óäîâëåòâîðÿþò óðàâíå-

íèÿì äâèæåíèÿ, òî äåéñòâèå ïðèíèìàåò ýêñòðåìàëüíîå çíà÷åíèå. Ìîæíî

äâèãàòüñÿ â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè: çàäàâ äåéñòâèå è òðåáóÿ åãî ýêñòðå-

ìàëüíîñòè, ïîëó÷àòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ.
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4.1 Êîâàðèàíòíûé �îðìàëèçì

⊲ Ôèçè÷åñêèå ñîáûòèÿ ïðîèñõîäÿò â 4-ìåðíîì ïñåâäîåâêëèäîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå (ñòð.V1:195). Êàæäîå ñîáûòèå õàðàêòåðèçóåòñÿ ìîìåíòîì âðå-

ìåíè t è ïîëîæåíèåì x, êîòîðûå îáúåäèíÿþòñÿ â ÷åòâåðêó xµ = {t, x}
(êîîðäèíàòû òî÷êè â 4-ïðîñòðàíñòâå). Ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâà îïðåäåëÿ-

þòñÿ èíòåðâàëîì ìåæäó ñîáûòèÿìè (ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè):

ds2 = dt2 − dx2. (4.1)

Îí ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîì ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà ìåæäó äâóìÿ èíåð-

öèàëüíûìè ñèñòåìàìè îòñ÷¼òà:

x′µ = Λµ
ν x

ν. (4.2)

Ïî ïîâòîðÿþùèì èíäåêñàì ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå îò 0 äî 3,

çíàê êîòîðîãî íå ñòàâèòñÿ. Åñëè ñèñòåìà S ′ äâèæåòñÿ îòíîñèòåëüíî S ñî

ñêîðîñòüþ v, ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå (ñòð.V1:31):

t′ = γ (t− vr), r′ = r− γ v t+ Γv (vr), (4.3)

ãäå γ = 1/
√
1− v2 � �àêòîð Ëîðåíöà, Γ = (γ − 1)/v2 = γ2/(γ + 1) è v �

ýòî |v|. Âåçäå äàëåå èñïîëüçóåòñÿ ñèñòåìà åäèíèö â êîòîðîé �óíäàìåí-

òàëüíàÿ ñêîðîñòü (ñêîðîñòü ñâåòà) ðàâíà åäèíèöå: c = 1.

⊲ Êîìïîíåíòàìè 4-âåêòîðà ÿâëÿåòñÿ ÷åòâ¼ðêà âåëè÷èí Aµ = {A0, A},
êîòîðûå ïðåîáðàçóþòñÿ ïðè ïåðåõîäå â äðóãóþ ñèñòåìó îòñ÷¼òà àíàëî-

ãè÷íî êîîðäèíàòàì ñîáûòèÿ xµ = {t,x} = {x0, x}. Ñàì ïî ñåáå 4-âåêòîð

ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì (�èçè÷åñêèì) îáúåêòîì è íå çàâèñèò îò âû-

áîðà ñèñòåìû îòñ÷¼òà (áàçèñà â 4-ïðîñòðàíñòâå). Îäíàêî åãî êîìïîíåí-

òû ðàçíûå â ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ. Ïîýòîìó âåêòîðû áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ

ïðÿìûì øðè�òîì A, à èõ êîìïîíåíòû íàêëîííûì. Êðîìå êîíòðàâàðè-

àíòíûõ êîìïîíåíò ñ âåðõíèìè èíäåêñàìè Aµ
, ââîäÿòñÿ êîâàðèàíòíûå

êîìïîíåíòû ñ íèæíèìè èíäåêñàìè Aµ:

Aµ = gµν A
ν = {A0, −A}, (4.4)

ãäå gµν � ìåòðè÷åñêèé òåíçîð. Â ëîðåíöåâûõ êîîðäèíàòàõ (�èçè÷åñêîå

âðåìÿ t è äåêàðòîâû îñè x) îí äèàãîíàëåí, ïðè÷åì g00 = 1, à g11 =
g22 = g33 = −1, ÷òî îáîçíà÷àåòñÿ êàê gµν = diag{1,−1,−1,−1}. Ââîäèòñÿ
òàêæå ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ñ âåðõíèìè èíäåêñàìè:

Aµ = gµν Aν, gµα g
αν = δνµ. (4.5)

Îí îáðàòåí gµν (âòîðîå ñîîòíîøåíèå ñ ñèìâîëîì Êðîíåêåðà) è â ëîðåíöå-

âûõ êîîðäèíàòàõ èìååò òàêèå æå êîìïîíåíòû: gµν = diag{1,−1,−1,−1}.
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⊲ Êðîìå èíòåðâàëà (4.1), èíâàðèàíòîì ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà ÿâ-

ëÿåòñÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ 4-âåêòîðîâ:

A · B = AµBµ = AµB
µ = gµν A

µBν = A0B0 −AB (4.6)

(òî÷êà ìåæäó âåêòîðàìè ÷àñòî îïóñêàåòñÿ). Ñâ¼ðòêà ñ ìåòðè÷åñêèì òåí-

çîðîì ïîäíèìàåò è îïóñêàåò èíäåêñû â ëþáûõ âûðàæåíèÿõ. Íàïðèìåð,

äëÿ ëîðåíöåâñêîé ìàòðèöû:

Λµν = gµαΛ
α
ν , Λ ν

µ = gνα Λµα.

Ïðè ýòîì áóêâà Λ íå ìåíÿåòñÿ è ìû áóäåì ñëåäèòü çà ïîðÿäêîì èíäåê-

ñîâ êàê ïî âåðòèêàëè, òàê è ïî ãîðèçîíòàëè. Â ÷àñòíîñòè, ïðåîáðàçîâà-

íèÿ êîíòðàâàðèàíòíûõ è êîâàðèàíòíûõ êîìïîíåíò âåêòîðà çàïèñûâàþò-

ñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A′µ = Λµ
ν A

ν, A′µ = Λ ν
µ Aν . (4.7)

⊲ Äàííàÿ ñèñòåìà îòñ÷¼òà (ñèñòåìà êîîðäèíàò â 4-ïðîñòðàíñòâå) çàäà-

¼òñÿ ïðè ïîìîùè áàçèñà. Èì âûñòóïàþò ÷åòûðå íåçàâèñèìûõ 4-âåêòîðà

e0, e1, e2, e3, ãäå èíäåêñ � íîìåð âåêòîðà, à íå åãî êîìïîíåíòà (èñïîëü-

çóåòñÿ ïðÿìîé øðè�ò). Â îáùåì ñëó÷àå ýòè âåêòîðû íå îðòîãîíàëüíû,

ïîýòîìó äîïîëíèòåëüíî ê íèì ââîäèòñÿ âçàèìíûé áàçèñ: e0, e1, e2, e3. Ëþ-
áîé 4-âåêòîð ìîæíî ðàçëîæèòü ïî áàçèñó. Êîý��èöèåíòàìè ðàçëîæåíèÿ

ïî âåêòîðàì eµ ÿâëÿþòñÿ êîíòðàâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû 4-âåêòîðà, à ïî

áàçèñó eµ � êîâàðèàíòíûå (ñòð.V1:203):

A = Aµ eµ = Aµ e
µ. (4.8)

Ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøå-

íèÿì:

eµeν = δµν , eµeν = gµν , eµeν = gµν . (4.9)

⊲ Òåíçîðîì òèïà (n,m) íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà, èìåþùàÿ n+m èíäåê-

ñîâ, n èç êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ ââåðõó, à m � âíèçó. Ïî îïðåäåëåíèþ îíà

ïðåîáðàçóåòñÿ, êàê ïðîèçâåäåíèå n êîíòðàâàðèàíòíûõ è m êîâàðèàíò-

íûõ êîìïîíåíò. ×èñëî n+m íàçûâàåòñÿ ðàíãîì òåíçîðà. Íàïðèìåð, äëÿ

òåíçîðà T γ
αβ òèïà (1, 2):

T ′ γαβ = Λγ
σ Λ

µ
α Λ ν

β T σ
µν.

Âàæíóþ ðîëü èãðàþò ñèììåòðè÷íûå: Sαβ = Sβα è àíòèñèììåòðèíûå:

Aαβ = −Aβα òåíçîðû. Ñâ¼ðòêà ñèììåòðè÷íîãî è àíòèñèììåòðè÷íîãî òåí-

çîðà ðàâíà íóëþ: SαβA
αβ = 0 (ñòð.V1:305). Óðàâíåíèÿ �èçèêè, çàïèñàí-

íûå â òåíçîðíîì âèäå èìåþò îäèíàêîâûé âèä âî âñåõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà.

Ïðè ýòîì ãîâîðÿò, ÷òî îíè êîâàðèàíòíû.
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⊲ Ïóñòü êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè ïðèñâîåíî íåêîòîðîå

÷èñëî f . Ýòî ÷èñëî ïî îïðåäåëåíèþ íå çàâèñèò îò âûáîðà ñèñòåìû îò-

ñ÷¼òà, ò.å. ÿâëÿåòñÿ îäèíàêîâûì äëÿ âñåõ íàáëþäàòåëåé. Â ýòîì ñëó÷àå

ãîâîðÿò, ÷òî çàäàíî ñêàëÿðíîå ïîëå f(t, r). Õîòÿ çíà÷åíèÿ f(t, r) èí-

âàðèàíòíû, âèä �óíêöèè ìåíÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò ñèñòåìû îòñ÷¼òà

(ñòð.V1:213):

f ′(t′, r′) = f(t, r).

×åòûðå çíà÷åíèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ Aα(t, r) òàêæå �ïðèâÿçûâàþòñÿ� ê êîí-
êðåòíîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Îäíàêî ïðè ïåðåõîäå ê äðóãîé ñè-

ñòåìå îòñ÷¼òà ýòè çíà÷åíèÿ ìåíÿþòñÿ:

A′µ(t′, r′) = Λµ
ν A

ν(t, r).

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ òåíçîðíûå è äðóãèå ïîëÿ.

⊲ Âàæíóþ ðîëü èãðàþò ïðîèçâîäíûå ïî xµ, ÿâëÿþùèåñÿ êîâàðèàíò-

íûìè êîìïîíåíòàìè 4-âåêòîðà íàáëû:

∂α =
∂

∂xα
=

{
∂

∂t
, ∇

}

. (4.10)

Ïðè âçÿòèè òàêèõ ïðîèçâîäíûõ âîçíèêàåò ñèìâîë Êðîíåêåðà:

∂αx
β = δβα, ∂α x

2 = ∂α (gβγ x
βxγ) = gβγ δ

β
α x

γ + gβγ x
β δγα = 2 xα.

⊲ Ïðè êîâàðèàíòíîì îïèñàíèè ýëåêòðîäèíàìèêè ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ

àáñîëþòíûé àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð Ëåâè-×åâèòû εµναβ. Îí ðàâåí

åäèíèöû äëÿ ε0123 = 1. Âñå îñòàëüíûå çíà÷åíèÿ ïîëó÷àþòñÿ ïåðåñòà-

íîâêîé èíäåêñîâ. Åñëè äâà èíäåêñà ñîâïàäàþò, òî òåíçîð Ëåâè-×åâèòû

ðàâåí íóëþ:

ε1023 = −1, ε3120 = −1, ε3210 = 1, ε0012 = 0.

Ïðè ïîìîùè ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ìîæíî ïîäíÿòü èíäåêñû, ïîëó÷èâ

εµναβ. Äëÿ íåãî çíàê �áàçîâîé� êîìïîíåíòû îáðàòíûé: ε0123 = −1. Ñïðà-
âåäëèâî òîæäåñòâî ñâ¼ðòêè äâóõ òåíçîðîâ ïî îäíîìó èíäåêñó (ñòð.V1:311):

εαβγλ ε
λµνσ = δµα ε

νσ
βγ + δµγ ε

νσ
αβ + δµβ ε

νσ
γα, (4.11)

ãäå ενσβγ = δνβ δ
σ
γ − δνγ δσβ � àíòèñèììåòðè÷íûé ïî ïàðàì èíäåêñîâ òåíçîð.

Äàëüíåéøèå ñâ¼ðòêè äàþò:

εαβµλ ε
λµνσ = 2 ενσαβ, εανµλ ε

λµνσ = −6 δσα, εσνµλ ε
λµνσ = −24,

÷òî ïðåäëàãàåòñÿ ïðîâåðèòü â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.
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⊲ Ôèçè÷åñêèìè ïðèìåðàìè 4-âåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ 4-ñêîðîñòü ÷àñòèöû

U (ñòð.V1204) ñ êîìïîíåíòàìè:

Uµ =
dxµ

ds
=
{
U 0, U

}
=
{ 1√

1− u2
,

u√
1− u2

}

(4.12)

è 4-èìïóëüñ p (ñòð.V1216):

pµ = mUµ =
{
E, p

}
, (4.13)

ãäå u = dx/dt � 3-ñêîðîñòü,E = m/
√
1− u2

� ýíåðãèÿ è p = mu/
√
1− u2

� èìïóëüñ ÷àñòèöû ìàññû m. Èíòåðâàë âäîëü òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ÷à-

ñòèöû ds = dt
√
1− u2

ðàâåí ñîáñòâåííîìó âðåìåíè ÷àñîâ, ñâÿçàííûõ ñ

÷àñòèöåé. Ìàññà � èíâàðèàíò è âûðàæàåòñÿ ÷åðåç êâàäðàò 4-èìïóëüñà:

m2 = p2 = E 2 − p2. (4.14)

Ýòî ñîîòíîøåíèå, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà åäèíèöå êâàäðàòà

4-ñêîðîñòè:

U2 = 1. (4.15)

Åãî, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæíî ïðîâåðèòü ïðè ïîìîùè êîìïîíåíò (4.12)

èëè çàïèñûâàÿ ds2/ds2 = dxµdxµ/ds
2 = 1. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â

îáîçíà÷åíèÿõ Uµ = {U 0, U} êîìïîíåíò 4-âåêòîðà ñêîðîñòè, íå ñòîèò

ïóòàòü 3-âåêòîð ñêîðîñòè u ñ 3-âåêòîðîì U = u/
√
1− u2

.

⊲ Ñèëà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðîèçâîäíàÿ 3-èìïóëüñà ïî âðåìåíè: F =

dp/dt. Îíà îáðàçóåò êîìïîíåíòû 4-âåêòîðà ñèëû (ñòð.V1:141):

fµ = m
dpµ

ds
=

{
uF√
1− u2

,
F√

1− u2

}

=
{
UF, U 0F

}
, (4.16)

ãäå {U 0, U} � 4-ñêîðîñòü ÷àñòèöû, êîòîðîé 4-ñèëà îðòîãîíàëüíà: f ·U = 0.

⊲ Ïðèìåðîì àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà ñ äâóìÿ èíäåêñàìè ÿâëÿåòñÿ

ìîìåíò èìïóëüñà (ñòð.V1:232):

Lµν = xµpν − xνpµ. (4.17)

Åãî ïðîñòðàíñòâåííûå êîìïîíåíòû îïðåäåëÿþòñÿ 3-âåêòîðîì ìîìåíòà

L = x×p = {L23, L31, L12}. Ïðè ïîìîùè Lµν
äëÿ ñèñòåìû ÷àñòèö ìîæíî

ââåñòè 4-âåêòîð ñïèíà (ñòð.V1236):

Sµ =
1

2
εµαβγ L

αβ Uγ. (4.18)

Îí ðàâåí ìîìåíòó âðàùåíèÿ â ñèñòåìå, ãäå ïðîñòðàíñòâåííûå êîìïîíåí-

òû ñóììàðíîãî 4-èìïóëüñà ÷àñòèö P µ =M Uµ
íóëåâûå.
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4.2 Çàêîí Êóëîíà

⊲ Íåïîäâèæíûé çàðÿä Q äåéñòâóåò íà íåáîëüøîé (�ïðîáíûé�) çàðÿä

q, íàõîäÿùèéñÿ îò íåãî íà ðàññòîÿíèè |x|, ñèëîé Êóëîíà (ñòð. 12):

F =
dp

dt
= Qq

x

|x|3 . (4.19)

Åñëè çàïèñàòü ýòî âûðàæåíèå â ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà, òî ïîëó-

÷èòñÿ ñèëà, ñîçäàâàåìàÿ è äâèæóùèìñÿ çàðÿäîì Q. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèì
4-âåêòîð, ïðîñòðàíñòâåííûìè êîìïîíåíòàìè êîòîðîãî áóäåò 3-âåêòîð x.

Íî xµ = {t, x} äëÿ ýòîãî íå ïîäõîäèò, òàê êàê ñèëà (4.19) â ñèñòåìå ïî-

êîÿ çàðÿäà Q íå çàâèñèò îò t. Ïîýòîìó ââåä¼ì 4-âåêòîð η, èìåþùèé â

ñèñòåìå ïîêîÿ êîìïîíåíòû {0, x}. Â ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìå îí ðàâåí:

η = x− (x · V)V, (4.20)

ãäå V � 4-ñêîðîñòü çàðÿäà Q. Ýòî ìîæíî ïðîâåðèòü ïîìîùè ïðåîáðàçîâà-

íèé Ëîðåíöà (4.3), íî ïðîùå ñëåäóþùèå ðàññóæäåíèÿ. Â ñèñòåìå ïîêîÿ

V = {1, 0} è, ñëåäîâàòåëüíî, η = {0, x}. Â ñèëó êîâàðèàíòíîñòè, âûðà-

æåíèå (4.20) ìîæíî ðàñïèñàòü è â ëþáîé äðóãîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà.

Òàê êàê V2 = 1, âåêòîð η îðòîãîíàëåí 4-ñêîðîñòè, à åãî êâàäðàò ðàâåí:

η · V = 0, η2 = x2 − (x · V)2. (4.21)

Â ñèñòåìå, ãäå V = {1, 0} (çàðÿä Q íåïîäâèæåí) êâàäðàò η2 = −x2 < 0,

ò.å. ýòî ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûé âåêòîð (âî âñåõ ñèñòåìàõ η2 < 0).

Êîìïîíåíòû 4-ñèëû (4.16) äëÿ (4.19) ðàâíû:

fµ =
Qq

(−η2)3/2
{
Ux, U 0 x

}
,

ãäå U = {U 0, U} � êîìïîíåíòû 4-ñêîðîñòè ïðîáíîãî çàðÿäà è ðàññòîÿíèå

äî èñòî÷íèêà ñèëû |x| ñðàçó çàïèñàíî ïðè ïîìîùè èíâàðèàíòà x2 = −η2.
Äëÿ ïðèäàíèÿ êîìïîíåíòàì 4-âåêòîðà fµ

êîâàðèàíòíîãî âèäà, çàìåòèì,

÷òî â ñèñòåìå ïîêîÿ V = {1, 0}, η = {0, x}:

η (VU)− V (ηU) =
{
Ux, U 0 x

}
.

Ïîýòîìó â ëþáîé äðóãîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà:

f = Qq
η (VU)− V (ηU)

(−η2)3/2 . (4.22)

Ýòîò 4-âåêòîð ñèëû ÿâëÿåòñÿ êîâàðèàíòíîé çàïèñüþ çàêîíà Êóëîíà (4.19).
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⊲ Ïîíÿòèå ïîëÿ íà íà÷àëüíîì ýòàïå âîçíèêàåò, êîãäà ïðîáíûé çàðÿä q

è åãî ñêîðîñòü U îòäåëÿþòñÿ îò èñòî÷íèêà ñèëû Q. ×òîáû ýòî ñäåëàòü,

ââåä¼ì òåíçîð íàïðÿæ¼ííîñòè ïîëÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà Q, èìåþùåãî 4-

ñêîðîñòü V

F αβ = Q
ηα V β − ηβ V α

(a2 − η2)3/2 . (4.23)

Êîíñòàíòà a ðàçìåðíîñòè äëèíû ââåäåíà â çíàìåíàòåëå, ÷òîáû óñòðàíèòü

ñèíãóëÿðíîñòü ïðè η2 = 0. Òàêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ òðåáóåòñÿ ïðè âçÿòèè

ïðîèçâîäíûõ è â êîíå÷íûõ âûðàæåíèÿõ áóäåò ñíÿòà (a → 0). Ïðè ïî-

ìîùè F αβ
êîâàðèàíòíûé çàêîí Êóëîíà (4.22) ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäó-

þùèì îáðàçîì:

dpα

ds
= fα = q F αβ Uβ, (4.24)

ãäå ïî ïîâòîðÿþùåìóñÿ èíäåêñó β ïðîâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå îò 0 äî 3.

⊲ Íàéä¼ì óðàâíåíèå, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò F αβ
. Ó÷èòûâàÿ (⋖H19):

∂αη
β = δβα − VαV β, δαα = 4, ∂αη

α = 3, ∂αη
2 = 2 ηα (4.25)

è âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîäíóþ (⋖H20), ïîëó÷àåì äâà êîâàðèàíòíûõ óðàâíå-

íèÿ:

∂αF
αβ = 4π jβ, (4.26)

∂αFβγ + ∂βFγα + ∂γFαβ = 0, (4.27)

ãäå ââåäåí 4-òîê çàðÿäà Q:

jβ =
3

4π
QV β a2

(a2 − η2)5/2 . (4.28)

Ïðè ñòðåìëåíèè ïàðàìåòðà a ê íóëþ, ïëîòíîñòü òîêà ñòàíîâèòñÿ ïðîïîð-

öèîíàëüíîé ñèíãóëÿðíîé δ-�óíêöèè Äèðàêà (ñòð. 13, 314):

jβ = QV β δ(−η2).

Êàê ìû óâèäèì â ñëåäóþùåì ðàçäåëå, (4.26), (4.27) ýêâèâàëåíòíû

óðàâíåíèÿì Ìàêñâåëëà, à (4.24) � ñèëå Ëîðåíöà. Åñëè ñ÷èòàòü ñïðàâåä-

ëèâûì ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè íàïðÿæ¼ííîñòåé ïîëÿ (ñòð. 14), ýòè óðàâ-

íåíèÿ îïèñûâàþò è ñîâîêóïíîñòü ðàçëè÷íûõ çàðÿäîâ, äâèãàþùèõñÿ ñ

ïðîèçâîëüíûìè ïîñòîÿííûìè ñêîðîñòÿìè. Òàêèì îáðàçîì, çàêîí Êóëî-

íà, èíâàðèàíòíîñòü çàðÿäîâ âî âñåõ ñèñòåìàõ è ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè

ïðèâîäÿò ê óðàâíåíèÿì Ìàêñâåëëà. Â äàëüíåéøåì òàêæå ïîñòóëèðóåò-

ñÿ, ÷òî (4.26), (4.27) ñïðàâåäëèâû è äëÿ ïîëÿ ñîçäàâàåìîãî óñêîðåííûìè

çàðÿäàìè, ò.å. óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà çàâèñÿò òîëüêî îò ñêîðîñòåé, íî íå

çàâèñÿò îò óñêîðåíèé çàðÿäîâ.
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4.3 Ýëåêòðîäèíàìèêà

Íàïîìíèì (ñòð. 57), ÷òî 4-âåêòîð ïîòåíöèàëà Aα
îïðåäåë¼í òàê, ÷òî

åãî íóëåâàÿ êîìïîíåíòà ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíûì ïîòåíöèàëîì ϕ(t, x), à ïðî-
ñòðàíñòâåííûå � êîìïîíåíòàìè âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà A(t, x). Êðîìå
ýòîãî êîìïîíåíòàìè 4-âåêòîðà òîêà jα ÿâëÿþòñÿ ïëîòíîñòü çàðÿäà ρ è

ïëîòíîñòü òîêà j = ρv çàðÿäîâ, äâèæóùèõñÿ ñî ñêîðîñòüþ v:

Aα = {ϕ,A}, jα = {ρ, j}. (4.29)

Êîâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû, êàê îáû÷íî, ïîëó÷àþòñÿ ïðè ïîìîùè ìåò-

ðè÷åñêîãî òåíçîðà: Aα = gαβ A
β = {ϕ, −A}. Îïðåäåëèì àíòèñèììåò-

ðè÷íûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà, êîòîðûé áóäåì íàçûâàòü òåíçîðîì íàïðÿ-

æåííîñòåé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ:

Fαβ = ∂αAβ − ∂βAα. (4.30)

Åãî êîìïîíåíòû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ

E = −∂A/∂t−∇ϕ è ìàãíèòíîãî B = ∇×A. Òàê:

F01 = ∂0A1 − ∂1A0 =
∂A1

∂x0
− ∂A0

∂x1
= −∂Ax

∂t
− ∂ϕ

∂x
= Ex,

ãäå ìèíóñ ïîÿâèëñÿ, òàê êàê A1 = −A1 = −Ax. Çàìåòèì, ÷òî êîãäà

ïèøåòñÿ ïðîåêöèÿ 3-âåêòîðà íå ñ èíäåêñîì: A1, à ñ èìåíåì îñè: Ax, ïîä-

ðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ýòî êîíòðàâàðèàíòíàÿ êîìïîíåíòà 4-âåêòîðà: A1
.

Àíàëîãè÷íî íàõîäÿòñÿ F02 = Ey, F03 = Ez èëè E = {F01, F02, F03}.
Îñòàëüíûå êîìïîíåíòû ñâÿçàíû ñ ìàãíèòíûì ïîëåì:

F32 = ∂3A2 − ∂2A3 = −
∂Ay

∂z
+
∂Az

∂y
= [∇×A]x = Bx.

Â ðåçóëüòàòå B = {F32, F13, F21}. Ñâÿçü ìàãíèòíîãî ïîëÿ è ïðîñòðàí-

ñòâåííûõ êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæ¼ííîñòåé ìîæíî çàïèñàòü ïðè ïîìî-

ùè 3-ñèìâîëà Ëåâè-×åâèòû (ε123 = ε123 = 1):

Bi = −1
2
εijk Fjk, Fij = −εijk Bk.

Ïîäú¼ì èíäåêñîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà:

F αβ = gαµ gβν Fµν Äëÿ êîìïîíåíò ñ íóëåâûì èíäåêñîì ïðîèñõîäèò ñìåíà

çíàêà (ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ñóììà îò 0 äî 3):

F 01 = g0µ g1ν Fµν = g00 g11 F01 = −F01.

Êîìïîíåíòû áåç íóëåâîãî èíäåêñà çíàê íå ìåíÿþò:

F 12 = g1µ g2ν Fµν = g11 g22 F12 = F12

è ò.ä. äëÿ îñòàëüíûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ êîìïîíåíò.
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Òàêèì îáðàçîì, ñ ó÷¼òîì àíòèñèììåòðè÷íîñòè Fαβ = −Fβα, ïîëó÷àåì:

Fαβ =







0 Ex Ey Ez

−Ex 0 −Bz By

−Ey Bz 0 −Bx

−Ez −By Bx 0






, F αβ =







0 −Ex −Ey −Ez

Ex 0 −Bz By

Ey Bz 0 −Bx

Ez −By Bx 0






.

Â 4-ïðîñòðàíñòâå ëþáîé àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð èìååò 6 íåçàâèñèìûõ

êîìïîíåíò, êîòîðûå ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ïðîåêöèè äâóõ 3-âåêòîðîâ.

Óñëîâíî ýòî çàïèñûâàåòñÿ òàê (ñòð.V1:232):

Fαβ = (−E,−B), F αβ = (E,−B). (4.31)

⊲ Àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð Ëåâè-×èâèòû εµναβ (ñòð. 94) ïîçâîëÿåò

îïðåäåëèòü åù¼ îäèí àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà, êîòîðûé

áóäåì ïîìå÷àòü çâ¼çäî÷êîé (ýòî íå êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå!):

∗Fµν =
1

2
εµναβ F

αβ. (4.32)

�àñïèñûâàÿ ñóììó ïî α è β ìîæíî (⋖H21) íàéòè åãî êîìïîíåíòû:

∗Fαβ =







0 −Bx −By −Bz

Bx 0 −Ez Ey

By Ez 0 −Ex

Bz −Ey Ex 0






, ∗F αβ =







0 Bx By Bz

−Bx 0 −Ez Ey

−By Ez 0 −Ex

−Bz −Ey Ex 0






.

Àíàëîãè÷íî òåíçîðàì Fαβ è F
αβ

çàïèøåì:

∗Fαβ = (B,−E), ∗F αβ = (−B,−E).

Ïîëÿ ïîìåíÿëèñü ìåñòàìè, ïîýòîìó

∗Fµν íàçûâàþò äóàëüíûì ê F µν
.

⊲∗ Ââåä¼ì åäèíè÷íûé (V2 = 1) 4-âåêòîð. Ñóùåñòâóåò ñèñòåìà îòñ÷¼òà

â êîòîðîé åãî êîìïîíåíòû ðàâíû V µ = {1, 0}. Îïðåäåëèì 4-âåêòîðû

íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëÿ:

Eµ = F µνVν, Bµ = Vν
∗F νµ. (4.33)

Îíè îðòîãîíàëüíû V, ò.å. V · E = U · B = 0, à â ñèñòåìå ãäå V µ = {1, 0}
èõ êîìïîíåíòû ðàâíû Eµ = {0, E} è Bµ = {0, B}. Ïðè ïîìîùè ýòèõ

4-âåêòîðîâ ìîæíî, â ñâîþ î÷åðåäü, âûðàçèòü òåíçîð íàïðÿæåííîñòè:

Fµν = EµVν − EνVµ + εµναβ B
αV β, (4.34)

÷òî ïðîâåðÿåòñÿ ðàñïèñûâàíèåì åãî êîìïîíåíò èëè èñïîëüçóÿ (4.11).
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• Ïðè ïîìîùè ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé, 4 óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà ìîæíî

çàïèñàòü â âèäå äâóõ ÿâíî êîâàðèàíòíûõ óðàâíåíèé (èìåþùèõ îäèíàêî-

âûé âèä âî âñåõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ):

∂αF
αβ = 4πjβ, ∂ ∗α F

αβ = 0. (4.35)

�àñïèøåì â ïåðâîì óðàâíåíèè ñóììó ïî èíäåêñó α, ïîëîæèâ β = 0:

∂0F
00+∂1F

10+∂2F
20+∂3F

30 = ∂xEx+∂yEy+∂zEz = ∇E = 4πj0 = 4πρ.

Òàêæå (⋖H22) çàïèñûâàåì äëÿ β = 1 è ò.ä. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ïàðà

óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ñ èñòî÷íèêàìè:

∇E = 4πρ, ∇×B = 4π j+
∂E

∂t
. (4.36)

Àíàëîãè÷íî (⋖H23) âòîðîå êîâàðèàíòíîå óðàâíåíèå (4.35), ïðèâîäèò ê

óðàâíåíèÿì Ìàêñâåëëà áåç èñòî÷íèêîâ:

∇B = 0, ∇×E = −∂B
∂t
. (4.37)

Åñòåñòâåííî, óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà â âåêòîðíîé �îðìå òàêæå ÿâëÿþò-

ñÿ êîâàðèàíòíûìè. Òåì íå ìåíåå, óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà (4.35) íàãëÿäíåå

äåìîíñòðèðóþò òàêóþ êîâàðèàíòíîñòü, òàê êàê â ñèëó ñâîåãî òåíçîðíîãî

õàðàêòåðà, ïî îïðåäåëåíèþ, èìåþò îäèíàêîâûé âèä âî âñåõ èíåðöèàëü-

íûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà.

⊲ Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (4.35) ñëåäóåò óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè äëÿ

çàðÿäîâ. Äåéñòâèòåëüíî, âîçüì¼ì îò íåãî ïðîèçâîäíóþ ïî xβ:

∂β ∂αF
αβ = 4π ∂βj

β = 0.

Ýòî ñîîòíîøåíèå ðàâíî íóëþ, òàê êàê âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ñèììåòðè÷íà

(ïåðåñòàíîâî÷íà) ∂α∂β = ∂β∂α, à òåíçîð àíòèñèììåòðè÷åí F αβ = −F βα
,

ïîýòîìó èõ ñâ¼ðòêà ðàâíà íóëþ (ñòð. 93):

∂βj
β = ∂0j

0 + ∂ij
i =

∂ρ

∂t
+∇j = 0. (4.38)

⊲ Îòìåòèì òàêæå, êàëèáðîâî÷íóþ èíâàðèíàòíîñòü òåíçîðà íàïðÿ-

æ¼ííîñòåé Fαβ = ∂αAβ−∂βAα. Åñëè ê 4-ïîòåíöèàëó äîáàâèòü 4-ãðàäèåíò

ñêàëÿðíîé �óíêöèè (�èçìåíèòü êàëèáðîâêó� Aα), òî Fαβ íå ïîìåíÿòñÿ:

Aα 7→ Aα + ∂αf(t, x), Fαβ 7→ Fαβ. (4.39)

Ýòî ñâÿçàíî ñ ïåðåñòàíîâî÷íîñòüþ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ÷òî ïðåäëàãà-

åòñÿ ïðîâåðèòü â êà÷åñòâå íåñëîæíîãî óïðàæíåíèÿ. Êàëèáðîâî÷íûé ïðî-

èçâîë ïîçâîëÿåò íàêëàäûâàòü íà 4-ïîòåíöèàëû äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ

(êàëèáðîâî÷íûå óñëîâèÿ).
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⊲ Âòîðîå êîâàðèàíòíîå óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà (4.35) áåç èñòî÷íèêîâ

ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â ýêâèâàëåíòíîì âèäå äëÿ òåíçîðà ýëåêòðîìàã-

íèòíîãî ïîëÿ áåç çâ¼çäî÷êè:

∂αFβγ + ∂βFγα + ∂γFαβ = 0. (4.40)

Çàìåòèì, ÷òî èíäåêñû ñëàãàåìûõ â ýòîì óðàâíåíèè öèêëè÷åñêè ïåðå-

ñòàâëÿþòñÿ: αβγ 7→ βγα 7→ γαβ. Óðàâíåíèå (4.40) íåñëîæíî ïîëó÷èòü

(⋖H24) íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ òåíçîðà Fαβ = ∂αAβ − ∂βAα.

×òîáû ïîëó÷èòü (4.40) èç ∂ ∗µ F
µλ = 0 íåîáõîäèìî (⋖H25) åãî ñâåðíóòü ñ

εαβµν è âîñïîëüçîâàòüñÿ òîæäåñòâîì (4.11).

⊲ Óðàâíåíèþ äâèæåíèÿ ïðîáíîãî çàðÿäà q âî âíåøíåì ýëåêòðîìàã-

íèòíîì ïîëå F αβ
òàêæå ìîæíî ïðèäàòü ÿâíî êîâàðèàíòíûé âèä:

m
dUα

ds
= q F αβ Uβ, (4.41)

ãäå Uα = dxα/ds � 4-âåêòîð ñêîðîñòè çàðÿäà q. Äåéñòâèòåëüíî, âäîëü

òðàåêòîðèè ÷àñòèöû èíòåðâàë ðàâåí ds = dt
√
1− u2

. Ïîýòîìó äëÿ α = 0
óðàâíåíèå (4.41) èìååò âèä:

1√
1− u2

d

dt

m√
1− u2

= qF 0iUi =
qEu√
1− u2

.

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ïî

âðåìåíè. Ýòà ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ ñèëû Ëîðåí-

öà íà ñêîðîñòü ÷àñòèöû: dE/dt = Fu (ñòð.V1:139).

Àíàëîãè÷íî, åñëè α = 1, òî qF 1β Uβ = qF 10 U0 + qF 1iUi, ïîýòîìó:

1√
1− u2

d

dt

mux√
1− u2

= q
Ex +Bz uy −By uz√

1− u2
=
q (E+ u×B)x√

1− u2
,

è ò.ä., ÷òî ïðèâîäèò ê ñèëå Ëîðåíöà (ñòð.V1:??):

dp

dt
= F = qE+ q [u×B]. (4.42)

⊲ Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ (⋖H26), ïðåäëàãàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ

òî÷å÷íîãî çàðÿäà, äâèæóùåãîñÿ ñ 4-ñêîðîñòüþ V, ðåãóëÿðèçîâàííûé 4-

ïîòåíöèàë ðàâåí:

Aα =
QV α

√

a2 − η2
. (4.43)

Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü òåíçîð íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ, ïîëüçóÿñü

îïðåäåëåíèåì Fαβ = ∂αAβ − ∂βAα è ñðàâíèòü åãî ñ (4.23). Ñòîèò òàêæå

ïðîâåðèòü, ÷òî 4-ïîòåíöèàë (4.43) óäîâëåòâîðÿåò êàëèáðîâêå Ëîðåíöà:

∂A = 0.
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• Ïîñëå òîãî, êàê �èçè÷åñêèå âåëè÷èíû îïðåäåëåíû êàê 4-âåêòîðû

èëè òåíçîðû, íåñëîæíî çàïèñàòü èõ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðè ñìåíå ñèñòåìû

îòñ÷¼òà. Òàê, 4-ïîòåíöèàë Aα = {ϕ, A} è 4-òîê jα = {ρ, j} ÿâëÿþòñÿ
4-âåêòîðàìè, ïîýòîìó îíè ïðåîáðàçóþòñÿ òàê æå, êàê è êîìïîíåíòû 4-

âåêòîðà xα = {t, r}. Íàïðèìåð, äëÿ ïîòåíöèàëîâ èìååì:

ϕ′ = γ (ϕ− vA), A′ = A− γ vϕ+ Γv (vA), (4.44)

ãäå γ = 1/
√
1− v2

è Γ = (γ−1)/v2. Â ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòè ïðåîáðàçîâà-

íèé ñòîÿò �óíêöèè êîîðäèíàò è âðåìåíè, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò �ñâîåé�

ñèñòåìå îòñ÷¼òà: ϕ′ = ϕ′(t′, r′), ϕ = ϕ(t, r), è àíàëîãè÷íî äëÿ A′ è A.

Òåì íå ìåíåå {t′, r′} è {t, r} � ýòî îäíà è òà æå òî÷êà 4-ïðîñòðàíñòâà.
⊲ Êîâàðèàíòíîå âûðàæåíèå áåç èíäåêñîâ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì. Òàê,

âû÷èñëèì ñâåðòêó òåíçîðîâ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ:

FαβF
αβ = F01F

01 + F02F
02 + F03F

03 + F12F
12 + F13F

13 + F23F
23 + ...,

ãäå îïóùåíû òàêèå æå ñëàãàåìûå ñ ïåðåñòàâëåííûìè èíäåêñàìè. Òàê êàê

Fαβ è F αβ
� àíòèñèììåòðè÷íû, îäíîâðåìåííàÿ ïåðåñòàíîâêà èíäåêñîâ

íè÷åãî íå èçìåíèò. Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò, èìååì:

FαβF
αβ = 2 (B2 − E2). (4.45)

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ åù¼ îäèí èíâàðèàíò ïðè ñâ¼ðòêå òåíçîðà F αβ
ñ

äóàëüíûì ê íåìó òåíçîðîì

∗Fαβ:

∗FαβF
αβ = 4EB. (4.46)

Òàê êàê â ëþáîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà êîìïîíåíòû òåíçîðà Fαβ îäèíàêîâûì

îáðàçîì âûðàæàþòñÿ ÷åðåç âåêòîðû E è B, òî ýòè äâà èíâàðèàíòà áóäóò

èìåòü òàêîé æå âèä â ëþáîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà.

⊲ �àçíîâèäíîñòè ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé ìîæíî õàðàêòåðèçîâàòü

çíàêîì èíâàðèàíòîâ (4.45), (4.46). Â ÷àñòíîñòè, åñëè ïîëÿ ïåðïåíäèêó-

ëÿðíû â îäíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà EB = 0, òî îíè áóäóò ïåðïåíäèêóëÿðíû

è â ëþáîé äðóãîé. Â ýòîì ñëó÷àå òåíçîð Fαβ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

àíòèñèììåòðèçîâàííîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ 4-âåêòîðîâ:

F αβ = MαNβ −MβNα. (4.47)

Äåéñòâèòåëüíî, ðàñïèñûâàÿ êîìïîíåíòû ýòîãî âûðàæåíèÿ èìååì:

E = N0M−M0N, B = N×M.

ÏîäñòàâëÿÿM èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ âî âòîðîå, èìååìB = [N×E]/N0
,

îòêóäà ñëåäóåò îðòîãîíàëüíîñòü E è B.
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⊲ Ïîëó÷èì åù¼ ðàç ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ íàïðÿæ¼ííîñòåé ýëåêòðîìàã-

íèòíîãî ïîëÿ. Âåëè÷èíà F αβ
ïðåîáðàçóåòñÿ êàê òåíçîð:

F ′µν = Λµ
αΛ

ν
β F

αβ = Λµ
αF

αβΛT ν
β , (4.48)

ãäå âî âòîðîé ìàòðèöå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåñòàâëåíû èíäåêñû ïî ãîðè-

çîíòàëè è ïîñòàâëåí çíàê òðàíñïîíèðîâàíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ïîðÿäîê èí-

äåêñîâ ñòàíîâèòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì ïðàâèëó ïåðåìíîæåíèÿ ìàòðèö. Ïî-

ýòîìó, îïóñêàÿ èíäåêñû, çàïèøåì ïðåîáðàçîâàíèå òåíçîðà íàïðÿæåííî-

ñòè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â ìàòðè÷íîì âèäå: F′ = Λ·F ·ΛT . Êîãäà îñè

x è x′ âûáðàíû â íàïðàâëåíèè îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè, ìàòðèöà ïðåîá-

ðàçîâàíèé Ëîðåíöà Λµ
α âûãëÿäèò äîñòàòî÷íî ïðîñòî (ñòð.V1:207) è ÿâ-

ëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé. Ïîýòîìó â ÿâíîì ìàòðè÷íîì âèäå ïðåîáðàçîâàíèå

äëÿ òåíçîðà F µν
ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

F′ =







γ −vγ 0 0
−vγ γ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1













0 −Ex −Ey −Ez

Ex 0 −Bz By

Ey Bz 0 −Bx

Ez −By Bx 0













γ −vγ 0 0
−vγ γ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1






.

Ïåðåìíîæàÿ ìàòðèöû, ïîëó÷àåì:

E ′x = Ex, E ′y = γ (Ey − vBz), E ′z = γ (Ez + vBy),

B′x = Bx, B′y = γ (By + vEz), B′z = γ (Bz − vEy).

Ïðè ïðîèçâîëüíîì íàïðàâëåíèè ñêîðîñòè (ñòð. 53):

E′ = γ (E+ v ×B)− Γv (vE), (4.49)

B′ = γ (B− v × E)− Γv (vB), (4.50)

ãäå γ è Γ îïðåäåëåíû òàêæå, êàê è â ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëîðåíöà. Ýòè ñî-

îòíîøåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ ïðè ïîìîùè òåíçîðà Fαβ, åñëè çàïèñàòü îáùèé

âèä ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèÿ Λµ
α ïðè ïðîèçâîëüíîì íàïðàâëåíèè ñêî-

ðîñòè (4.3). Ìîæíî òàêæå âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì äëÿ äâóõ

4-âåêòîðîâ ∂α, Aα è îïðåäåëåíèåì Fαβ = ∂αAβ − ∂βAα. Îáðàòíûå ïðå-

îáðàçîâàíèÿ, êàê îáû÷íî, ïîëó÷àþòñÿ ïåðåñòàíîâêîé øòðèõîâàííûõ è

íåøòðèõîâàííûõ âåëè÷èí è çàìåíîé v 7→ −v.
Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ïðîäîëüíûå ê ñêîðîñòè êîìïîíåíòû íàïðÿæ¼í-

íîñòåé íå ìåíÿþòñÿ:

vE = vE′, vB = vB′

Åñëè â îäíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà íåò ìàãíèòíîãî ïîëÿ B′ = 0, òî â äðóãîé,

îíî âñåãäà áóäåò ïåðïåíäèêóëÿðíî ýëåêòðè÷åñêîìó: B = v ×E.
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4.4 Äâèæåíèå çàðÿäà â ïîñòîÿííûõ ïîëÿõ

∗

�àíåå (ñòð.V1:144) èçó÷àëîñü äâèæåíèå çàðÿæåííîé ÷àñòèöû ïî îò-

äåëüíîñòè â ïîñòîÿííîì ýëåêòðè÷åñêîì è ìàãíèòíîì ïîëÿõ. �åøèì òå-

ïåðü áîëåå ñëîæíóþ çàäà÷ó, êîãäà åñòü îäíîâðåìåííî è E è B, íî îíè

îðòîãîíàëüíû: EB = 0.

Ââåä¼ì â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà äâà 4-âåêòîðà N è M:

Nµ =
{
0, e

}
, Mµ =

{

|E|, e×B
}

, (4.51)

ãäå e = E/|E| � åäèíè÷íûé âåêòîð âäîëü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Â îò-

ëè÷èè îò F µν
, êîìïîíåíòû 4-âåêòîðîâ Nµ

è Mµ
çàäàíû â êîíêðåòíîé

ñèñòåìå îòñ÷¼òà. Èõ êîìïîíåíòû â äðóãîé ñèñòåìå äîëæíû ïîëó÷àòüñÿ

ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà è îíè áóäóò îòëè÷àòüñÿ îò (4.51).

Ââåäåííûå âåêòîðû îðòîãîíàëüíû, N � åäèííè÷íûé ïðîñòðàíñòâåííîïî-

äîáíûé âåêòîð, à êâàäðàò M âûðàæàåòñÿ ÷åðåç èíâàðèàíòóþ ðàçíèöó

êâàäðàòîâ ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé:

NM = 0, N2 = −1, M2 = E2 −B2.

Áëàãîäàðÿ îðòîãîíàëüíîñòè E èB, òåíçîð íàïðÿæ¼ííîñòåé ìîæíî (⋖H27)

ïðåäñòàâèòü â âèäå [ñì. òàêæå (4.47)℄:

F µν = NµMν −NνMµ. (4.52)

Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ïîçâîëÿåò çàïèñàòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ çàðÿäà

mdUµ/ds = q F µν Uν â âåêòîðíîì, à íå òåíçîðíîì âèäå:

m

q

dU

ds
= N (MU)−M(NU). (4.53)

Óìíîæàÿ åãî íà N è M, ïîëó÷àåì äâà ñâÿçàííûõ ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèÿ:

d(NU)

ds
= − q

m
(MU),

d(MU)

ds
= − q

m
M2 (NU). (4.54)

Äè��åðåíöèðóÿ èõ ïî s, ïðèõîäèì ê íåçàâèñèìûì, îäèíàêîâûì óðàâíå-

íèÿì äëÿ êàæäîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

d2(NU)

ds2
− q2

m2
M2 (NU) = 0,

d2(MU)

ds2
− q2

m2
M2 (MU) = 0. (4.55)

Èõ ðåøåíèÿ çàâèñÿò îò çíàêàM2
, ò.å. îò òîãî, íàïðÿæ¼ííîñòü êàêîãî ïîëÿ

E èëè B ïðåîáëàäàåò.
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⊲ Åñëè E2 < B2
, òî M2 < 0 è óðàâíåíèÿ (4.55) ÿâëÿþòñÿ îñöèëëÿòîð-

íûìè. Èõ îáùåå ðåøåíèå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñèíóñ è êîñèíóñ:

NU = (NU0) cos(ωs) −
q

mω
(MU0) sin(ωs), (4.56)

MU = (MU0) cos(ωs) −
q

mω
M2 (NU0) sin(ωs). (4.57)

Èíäåêñ íîëü îçíà÷àåò íà÷àëüíûå óñëîâèÿ U0 = U(0), à ÷àñòîòà ðàâíà:

ω =
q

m

√

−M2 =
q

m

√

B2 − E2. (4.58)

Ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ïðè s = 0 íàéäåíû èç óðàâíåíèé (4.54). Íàïðèìåð,

èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (4.54) ñëåäóåò, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ d(NU)/ds ïðè s = 0
ðàâíà −(q/m) (MU0), ÷òî äà¼ò êîý��èöèåíò ïðè ñèíóñå â (4.56).

�åøåíèÿ äëÿ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé, ïîçâîëÿþò òåïåðü ïðîèíòåãðè-

ðîâàòü èñõîäíîå óðàâíåíèå (4.53):

U(s) = U0 +
qC1

mω
sin(ωs) +

C2

M2

[
cos(ωs)− 1

]
, (4.59)

ãäå ââåäåíû ïîñòîÿííûå 4-âåêòîðû:

C1 = N (MU0)−M(NU0), C2 = M(MU0)−N (NU0)M
2. (4.60)

Èíòåãðèðóÿ åù¼ ðàç U = dx/ds, ïîëó÷àåì òðàåêòîðèþ çàðÿäà:

x(s) = x(0) + U0 s+
mC1

qM2

[
cos(ωs)− 1

]
+

C2

M2

[ 1

ω
sin(ωs)− s

]

. (4.61)

Âðåìåíí�àÿ êîìïîíåíòà 4-âåêòîðà x = {t, x} äà¼ò ñâÿçü ìåæäó ëàáîðà-

òîðíûì âðåìåíåì t è ñîáñòâåííûì âðåìåíåì ÷àñòèöû s (t0 = 0):

t = U 0
0 s+

m

qM2
(EU0)

[
cos(ωs)− 1

]
+
U 0
0 E

2 −U [E×B]

M2

[ 1

ω
sin(ωs)− s

]

,

ãäå U 0
0 =

√

1 +U2
0 � íóëåâàÿ êîìïîíåíòà 4-ñêîðîñòè ïðè s = 0. Íàïîì-

íèì, ÷òî 3-ñêîðîñòü u ñâÿçàíà ñ U ñëåäóþùèì îáðàçîì: U = u/
√
1− u2

.

Íåñìîòðÿ íà íàëè÷èå ïåðèîäè÷åñêèõ �óíêöèé, âðåìÿ t ìîíîòîííî ðàñò¼ò
ñ èçìåíåíèåì s. Íàïðèìåð, åñëè U0 = 0:

t =
B2

B2 − E2
s− E2

B2 −E2

sin(ωs)

ω

è dt/ds > 0 ïðè ëþáîì s. Åñëè E = 0 òî t = s (íåïîäâèæíàÿ ÷àñòèöà â

ìàãíèòíîì ïîëå íå ìåíÿåò ìîäóëÿ ñêîðîñòè).
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⊲ Åñëè E2 > B2
èëè M2 > 0, ðåøåíèå êà÷åñòâåííî ìåíÿåòñÿ. Â ïîëó-

÷åííûõ âûøå �îðìóëàõ, òðèãîíîìåòðè÷åñêèå �óíêöèè íåîáõîäèìî çà-

ìåíèòü íà ãèïåðáîëè÷åñêèå:

cos(ωs) 7→ ch(ωs),
sin(ωs)

ω
7→ sh(ωs)

ω
,

ãäå íîâàÿ ÷àñòîòà ðàâíà

ω =
q

m

√
M2 =

q

m

√

E2 −B2. (4.62)

Â ðåçóëüòàòàòå ýòèõ çàìåí 4-ñêîðîñòü çàðÿäà ïðèíèìàåò âèä:

U(s) = U0 +
qC1

mω
sh(ωs) +

C2

M2

[
ch(ωs)− 1

]
. (4.63)

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ òðàåêòîðèÿ:

x(s) = x(0) + U0 s+
mC1

qM2

[
ch(ωs)− 1

]
+

C2

M2

[ 1

ω
sh(ωs)− s

]

. (4.64)

è ñâÿçü ëàáîðàòîðíîãî è ñîáñòâåííîãî âðåìåíèÿ çàðÿäà:

t = U 0
0 s+

m

qM2
(EU0)

[
ch(ωs)− 1

]
+
U 0
0 E

2 −U [E×B]

M2

[ 1

ω
sh(ωs)− s

]

.

⊲ Îòäåëüíî íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé E2 = B2
, äëÿ êîòîðîãî

óðàâíåíèÿ (4.54) èìåþò âèä:

d(NU)

ds
= − q

m
(MU),

d(MU)

ds
= 0, (4.65)

ãäå ó÷òåíî, ÷òî ïðè ðàâåíñòâå äëèí âåêòîðîâ ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèò-

íîãî ïîëÿ, 4-âåêòîð M ÿâëÿåòñÿ ñâåòîïîäîáíûì: M2 = 0. Èíòåãðèðóÿ ýòè
óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåì:

MU = MU0, NU = NU0 −
q

m
(MU0) s.

Ñîîòâåòñòâåííî, èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèÿ (4.53) äà¼ò 4-ñêîðîñòü:

U = U0 +
q

m
C1 s+

q2

m2
M(MU0)

s2

2

èç êîòîðîé ñëåäóåò òðàåêòîðèÿ çàðÿäà:

x = x0 +U0 s+
q

m
C1

s2

2
+
q2

m2
M(MU0)

s3

6
.

Íóëåâàÿ êîìïîíåíòà ñíîâà äà¼ò ñâÿçü ëàáîðàòîðíîãî âðåìåíè t = x0 è

ñîáñòâåííîãî âðåìåíè çàðÿäà s.
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⊲ Çàïèøåì â ÿâíîì âèäå ââåäåíûå âûøå ïîñòîÿííûå 4-âåêòîðû Ci.

Âåêòîð C1 ìîæíî ñðàçó çàïèñàòü êàê êîìïîíåíòû ñèëû Ëîðåíöà èç óðàâ-

íåíèÿ (4.53):

C1 =
{
EU0, U

0
0 E+U0 ×B

}
. (4.66)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîìïîíåíò C2, âû÷èñëèì ñíà÷àëà:

M (MU) = [e×B] (U [e×B]) = [e×B] ([U× e]B),

÷òî ìîæíî çàïèñàòü êàê äâîéíîå âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå:

= [U× e]×
[
[e×B]×B

]
−B (UB) = UB2 − eB2 (eU)−B (UB),

ãäå âñ¼ âðåìÿ ó÷èòûâàåì e2 = 1 è eB = 0. Â ðåçóëüòàòå:

C2 =
{
U 0
0 E

2−U [E×B], E (EU0)+B× [B×U0] +U
0
0 [E×B]

}
. (4.67)

⊲ Ïóñòü åñòü òîëüêî ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå (B = 0). Òîãäà: ω = q |E|/m
è ïðîñòðàíñòâåííûå êîìïîíåíòû 4-ñêîðîñòè (4.63) ðàâíû:

U(s) = U0 +
q

m
E t,

÷òî òàêæå ñðàçó ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ mdU/dt = qE (ñòð.V1:144). Òðà-

åêòîðèÿ çàðÿäà îïèñûâàåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêîé �óíêöèåé:

x(s) = x(0) + U 0
0

e

ω

[
ch(ωs)− 1

]
+

e (eU0)

ω
sh(ωs) + e× [U0 × e] s,

ãäå ñâÿçü t è s èìååò âèä:

ω t = eU0

[
ch(ωs)− 1

]
+ U 0

0 sh(ωs). (4.68)

⊲ Àíàëîãè÷íî, ïðè íàëè÷èè òîëüêî ìàãíèòíîãî ïîëÿ (E = 0), òðàåê-
òîðèÿ ðàâíà (b = B/|B|, ω = q |B|/m):

x(s) = x(0)+U0 s+
[b×U0]

ω

[
cos(ωs)−1

]
− [b× [b×U0]]

[ 1

ω
sin(ωs)−s

]

è ñîáñòâåííîå âðåìÿ çàðÿäà ñâÿçàíî ñ ëàáîðàòîðíûì ïðîñòûì ñîîòíîøå-

íèåì:

t = U 0
0 s =

√

1 +U2
0 s

(ìîäóëü ñêîðîñòè â ìàãíèòíîì ïîëå íå ìåíÿåòñÿ). Ñòîèò ñðàâíèòü ýòè

ðåçóëüòàòû ñ ðàñ÷¼òàìè, ñäåëàííûìè â ïðåäûäóùåì òîìå (ñòð.V1:144).

Â äàëüíåéøåì, ïðè ðàññìîòðåíèè êâàòåðíèîíîâ, ìû ñíîâà âåðí¼ìñÿ ê

ýòîé çàäà÷å è ðàññìîòðèì áîëåå îáùèé ñëó÷àé EB 6= 0.
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4.5 Äåéñòâèå è ëàãðàíæèàí

• Íàïîìíèì, ÷òî �óíêöèîíàëîì íàçûâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèé îáúåêò,

êîòîðûé êàæäîé �óíêöèè ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðîå ÷èñëî. Ïðî-

ñòåéøèì ïðèìåðîì �óíêöèîíàëà áóäåò îïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë, íàïðè-

ìåð:

I[q(t)] =

π∫

0

{(dq(t)

dt

)2

− q2(t)
}

dt.

Ïîäñòàíîâêà èíòåãðèðóåìîé �óíêöèè q(t) äàñò îïðåäåë¼ííîå ÷èñëî. Òàê,
åñëè q(t) = sin(t), òî I = 0, à äëÿ q(t) = t sin(t) �óíêöèîíàë ðàâåí I =

π/2. Êàê è ñ îáû÷íûìè �óíêöèÿìè, ìîæíî ñòàâèòü âîïðîñ, ïðè êàêèõ

q(t) �óíêèîíàë äîñòèãàåò ìèíèìàëüíîãî èëè ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ.

⊲ Ïðè ïîñòðîåíèè êîâàðèàíòíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, êàê äëÿ ÷à-

ñòèö, òàê è äëÿ ïîëåé, óäîáåí ëàãðàíæåâ ìåòîä. Â ýòîì ìåòîäå ñíà÷à-

ëà çàäàþò äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå, îïèñûâàþùèå ñèñòåìó. Â ñëó÷àå

÷àñòèö èìè ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòû è ñêîðîñòè, à äëÿ ïîëåé � ïîëåâûå

�óíêöèè è èõ ïðîèçâîäíûå. Òàê êàê áîëüøèíñòâî âîçíèêàþùèõ â �èçè-

êå óðàâíåíèé � ýòî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà, îáû÷íî, äèíàìè÷åñêèå

ïåðåìåííûå îãðàíè÷èâàþò ïåðâûìè ïðîèçâîäíûìè.

Çàòåì çàïèñûâàåòñÿ �óíêöèîíàë îò ýòèõ äèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí, òà-

êèì îáðàçîì, ÷òî îí äîñòèãàåò ìèíèìàëüíîãî (â îáùåì ñëó÷àå ýêñòðå-

ìàëüíîãî) çíà÷åíèÿ íà �óíêöèÿõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèÿì äâèæå-

íèÿ. Òàêîé �óíêöèîíàë íàçûâàåòñÿ äåéñòâèåì. Íà ïðàêòèêå ñèòóàöèÿ

îáðàòíàÿ. Èç äîñòàòî÷íî îáùèõ ñîîáðàæåíèé çàïèñûâàåòñÿ äåéñòâèå è

èùåòñÿ åãî åêñòðåìóì. Ýòî ïðèâîäèò ê óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ, êîòîðûå

íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè Ëàãðàíæà. �àçíûå �óíêöèîíàëû �ïîðîæäà-

þò� ðàçëè÷íûå óðàâíåíèÿ. Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñ÷èòàåòñÿ îïðåäåë¼í-

íîé, åñëè çàäàíî ñîîòâåòñòâóþùåå äåéñòâèå.

Ñìûñë ïîäîáíîé äåÿòåëüíîñòè ñîñòîèò â òîì, ÷òî êîâàðèàíòíûå óðàâ-

íåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ òåíçîðíûìè. Ýòî íå îäíî óðàâíåíèå, à

öåëàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé. Â òîæå âðåìÿ, �óíêöèîíàë ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿð-

íûì îáúåêòîì (íå èìååò ñâîáîäíûõ èíäåêñîâ). Ëàãðàíæåâ ìåòîä èç îä-

íîé òàêîé ñêàëÿðíîé âåëè÷èíû ïîçâîëÿò ïîëó÷èòü íàáîð äèíàìè÷åñêèõ

óðàâíåíèé. Åñëè äåéñòâèå èíâàðèàíòíî, òî è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ àâòî-

ìàòè÷åñêè áóäóò ïîëó÷àòüñÿ êîâàðèàíòíûìè. Êðîìå ýòîãî, ñèììåòðèÿ

äåéñòâèÿ îòíîñèòåëüíî ðàçëè÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé íåïîñðåäñòâåííî ñâÿ-

çàíà ñ çàêîíàìè ñîõðàíåíèÿ, ÷òî ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå òåîðåìû Í¼òåð,

äîêàçûâàåìîé â ãëàâå 4.
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⊲ Ïóñòü çàäàíà �óíêöèÿ Ëàãðàíæà L(qk, q̇k), çàâèñÿùàÿ îò n �óíê-

öèé qk = qk(t) è èõ ïðîèçâîäíûõ q̇k = dqk/dt, ãäå k = 1, ..., n. Áóäåì

ðàññìàòðèâàòü âñå �óíêöèè èìåþùèå ïðè t = t1 çíà÷åíèÿ q
(1)
k = qk(t1),

à ïðè t = t2 � çíà÷åíèÿ q
(2)
k = qk(t2). Ôóíêöèîíàë äåéñòâèÿ:

I[q] =

t2∫

t1

L(q1, ..., qn, q̇1, ..., q̇n) dt. (4.69)

îêàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì (òî÷íåå ýêñòðåìàëüíûì), åñëè �óíêöèè qk(t)
óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì Ëàãðàíæà:

d

dt

(
∂L

∂q̇k

)

=
∂L

∂qk
. (4.70)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà, ê ýêñòðåìàëüíîé òðàåêòîðèè qk(t) äîáàâèì ïðîèç-

âîëüíûå �óíêöèè φk(t), óìíîæåííûå íà íåêîòîðîå ÷èñëî ε. Òàêèì ñïîñî-

áîì, ìû ïåðåáèðàåì âñå âîçìîæíûå �óíêöèè ñîåäèíÿþùèå íà÷àëüíóþ è

êîíå÷íóþ òî÷êè, ñ÷èòàÿ, ÷òî φk(t1) = φk(t2) = 0 (ñì. ðèñóíîê). Èíòåãðàë,

êàê �óíêöèÿ ε, èìååò ýêñòðåìóì ïðè ε = 0, ñëåäîâàòåëüíî:

d

dε

t2∫

t1

L(qk + ε φk, q̇k + ε φ̇k) dt
∣
∣
∣
ε=0

=

t2∫

t1

[
∂L

∂qk
φk +

∂L

∂q̇k
φ̇k

]

dt = 0.

Â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ, âî âòîðîì ñëàãàåìîì âûäåëèì ïðîèçâîäíóþ ïðî-

èçâåäåíèÿ ïî âðåìåíè (ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì k ñóììà îò 1 äî n):

t2∫

t1

[
∂L

∂qk
− d

dt

(
∂L

∂q̇k

)]

φk dt+

t2∫

t1

d

dt

(
∂L

∂q̇k
φk

)

dt = 0.

Â ñèëó φk(t1) = φk(t2) = 0, âòîðîé èíòåãðàë ðàâåí íóëþ (⋖H28). Ôóíêöèè

φk(t) ïðîèçâîëüíû è ïåðâûé èíòåãðàë áóäåò ðàâåí íóëþ òîëüêî, åñëè

ðàâíî íóëþ âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ, ÷òî è ïðèâîäèò ê (4.70).

Åñëè ê �óíêöèè Ëàãðàíæà äîáàâèòü ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè

L 7→ L + df(qk(t), t)/dt, òî óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà íå ïîìåíÿþòñÿ. Äåé-

ñòâèòåëüíî, ïðè òàêîé çàìåíå ê äåéñòâèþ äîáàâèòñÿ êîíñòàíòà:

I 7→
∫

L(qk, q̇k) dt+ f
(
qk(t2), t2

)
− f

(
qk(t1), t1

)
,

êîòîðàÿ íå ñêàæàåòñÿ íà âû÷èñëåíèè ýêñòðåìàëüíîãî çíà÷åíèÿ I[q], òàê

êàê âåëè÷èíû qk(t1) è qk(t2) ñ÷èòàþòñÿ çàäàííûìè.
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⊲ Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü �óíêöèîíàëû îò �óíêöèé, êîòîðûå çàâè-

ñÿò íå òîëüêî îò âðåìåíè, íî è îò êîîðäèíàò. Ïðè ýòîì äèíàìè÷åñêîé

ïåðåìåííîé ñòàíîâèòñÿ ïîëå, êîòîðîå, â îáùåì ñëó÷àå, èìååò íåñêîëü-

êî êîìïîíåíò: Ψk(t,x). Èíäåêñ k ìîæåò îòñóòñòâîâàòü èëè ïðîáåãàòü,

íàïðèìåð, ÷åòûðå çíà÷åíèÿ îò 0 äî 3. Â ïåðâîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î ñêà-

ëÿðíîì ïîëå, à âî âòîðîì î ïîëå, ÿâëÿþùèìñÿ 4-âåêòîðîì (âåêòîðíîå

ïîëå). Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òåíçîðíûå ïîëÿ ñ äâóìÿ èíäåêñàìè: Fµν.

Òîãäà ïîä k ïîäðàçóìåâàåòñÿ ïàðà èíäåêñîâ: k = {µ, ν}. Âîçìîæíû è

áîëåå ñëîæíûå ñëó÷àè, íàïðèìåð, ñïèíîðíûå ïîëÿ (ñëåäóþùèé òîì).

Íå êîíêðåòèçèðóÿ ÷èñëî êîìïîíåíò ïîëÿ, çàïèøåì �óíêöèîíàë, çàâè-

ñÿùèé îò ïîëåâûõ �óíêöèé è èõ ïðîèçâîäíûõ:

I[Ψ] =

∫

L(Ψk, ∂αΨk) d
4x. (4.71)

Ýòî 4-êðàòíûé èíòåãðàë â êîòîðîì èíòåãðèðîâàíèå âåä¼òñÿ ïî 4-ìåðíîìó

îáú¼ìó d4x = dt d3x. Îáû÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ íåîãðàíè÷åííîå 3-ïðîñ-

òðàíñòâî â êîòîðîì ïîëÿ íà áåñêîíå÷íîñòè óáûâàþò: Ψk(t,∞) = 0. Åñëè
ýòî òðåáîâàíèå íå âûïîëíÿåòñÿ, äåéñòâèå (4.71), âîîáùå ãîâîðÿ, íå îïðå-

äåëåíî (èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ).

Èíòåãðèðîâàíèå ïî âðåìåíè âåä¼òñÿ ìåæäó t1 è t2, â êîòîðûõ ïîëå

�èêñèðîâàíî:

Ψk(t1, x) = Ψ
(1)
k (x), Ψk(t2, x) = Ψ

(2)
k (x), (4.72)

ãäå Ψ
(i)
k (x) � íåêîòðûå çàäàííûå �óíêöèè êîîðäèíàò. Ïðåäïîëàãàåòñÿ,

÷òî ýâîëþöèÿ ïîëåé â ìîìåíò âðåìåíè t = t1 íà÷èíàåòñÿ ñ �óíêöèé

Ψ
(1)
k (x) è ïðè t = t2 ïåðåõîäèò â �óíêöèè Ψ

(2)
k (x). Àíàëîãè÷íî, ïðè îïè-

ñàíèè äèíàìèêè ÷àñòèö, ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî òðàåêòîðèÿ äèíàìè÷åñêèõ

ïåðåìåííûõ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè q
(1)
k = qk(t1) è q

(2)
k = qk(t2).

Âîçìîæíî áîëåå ïðèâû÷íûì ÿâëÿåòñÿ çàäàíèå íà÷àëüíûõ óñëîâèé äëÿ

äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ è èõ ïðîèçâîäíûõ ïî âðåìåíè. Â ñëó÷àå ïîëåé

íà÷àëüíûå óñëîâèÿ îïÿòü æå îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ �óíêöèÿìè:

Ψ
(1)
k (x) = Ψk(t1, x), Ψ̇

(1)
k (x) =

∂Ψk(t, x)

∂t

∣
∣
∣
t=t1

. (4.73)

Ïðè âûâîäå óðàâíåíèé Ëàãðàíæà, óäîáíåå èñïîëüçîâàòü óñëîâèÿ (4.72).

Âïðî÷åì, òàê êàê â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àþòñÿ äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíå-

íèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà, çàäàíèå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ â âèäå (4.73), â êî-

íå÷íîì ñ÷¼òå ïðèâåä¼ò ê êîíêðåòíîé �óíêöèè Ψ
(2)
k (x) â ìîìåíò âðåìåíè

t = t2, ïîýòîìó îñîáîé ðàçíèöû ìåæäó (4.72) è (4.73) íåò.
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⊲ Íàéä¼ì óðàâíåíèÿ, ðåøàíèÿ êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþò ýêñòðåìóìó

äåéñòâèÿ (4.71). Äëÿ ýòîãî, êàê è â ñëó÷àå ñ ÷àñòèöàìè, ââåä¼ì ïðîèç-

âîëüíûå �óíêöèè φk = φk(t,x) îòêëîíåíèÿ îò ïîëÿ, ìèíèìèçèðóþùåãî

(4.71) è îáðàùàþùèåñÿ â íîëü ïðè t1, t2. Óìíîæèì èõ íà ε è çàïèøåì

óñëîâèå ýêñòðåìóìà �óíêöèîíàëà ïî ïàðàìåòðó ε ïðè ε = 0:

d

dε

∫

L(Ψk+εφk, ∂αΨk+ε∂αφk) d
4x =

∫ [
∂L
∂Ψk

φk +
∂L

∂(∂αΨk)
∂αφk

]

d4x = 0.

Ñïðàâà ïî èíäåêñàì k è α ïðîâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå. Â ïîñëåäíåì ñëà-

ãàåìîì ìîæíî âûäåëèòü ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî ∂α:
∫ [

∂L
∂Ψk

− ∂α
(

∂L
∂(∂αΨk)

)]

φk d
4x +

∫

∂α

(
∂L

∂(∂αΨk)
φk

)

d4x = 0.

Âòîðîé èíòåãðàë ðàâåí íóëþ, òàê êàê îí èìååò âèä:

∫

∂αf
α d4x =

∫
∂f 0

∂t
dt d3x+

∫

∇f dt d3x = 0. (4.74)

Ñïðàâà ïåðâûé èíòåãðàë îáðàùàåòñÿ â íîëü ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî dt

òàê êàê â ìîìåíòû âðåìåíè t1 è t2 ïîëå φk ðàâíî íóëþ (f ∼ φk). Âòî-
ðîé èíòåãðàë ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî d3x, â ñèëó èíòåãðàëüíîé òåîðåìû
�àóññà, çàìåíÿåòñÿ íà èíòåãðàë ïî ïîâåðõíîñòè �îõâàòûâàþùåé âñ¼ ïðî-

ñòðàíñòâî�. Íà ýòîé ïîâåðõíîñòè (íà áåñêîíå÷íîñòè) ïîëÿΨk ðàâíû íóëþ.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àþòñÿ óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà äëÿ ïîëÿ

∂α

(
∂L

∂ (∂αΨk)

)

=
∂L
∂Ψk

, (4.75)

ðåøåíèÿ êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþò ýêñòðåìóìó �óíêöèîíàëà (4.71).

Ëàãðàíæèàí ïîëÿ, êàê è ëàãðàíæèàí ÷àñòèö, îïðåäåë¼í íåîäíîçíà÷íî.

Åñëè ê íåìó ïðèáàâèòü 4-äèâåðãåíöèþ ïðîèçâîëüíîé âåêòîðíîé �óíêöèè

ïîëåé:

L 7→ L+ ∂αF
α(Ψk), (4.76)

òî óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà íå ïîìåíÿþòñÿ. Òàêàÿ äîáàâêà ê äåéñòâèþ âû-

÷èñëÿåòñÿ êàê è (4.74). Ïåðâûé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ïðèâîäèò ðàç-

íîñòè äâóõ ÷èñåë � èíòåãðàëîâ ïî îáú¼ìó îò ãðàíè÷íûõ �óíêöèé (4.72).

Â çàêëþ÷åíèå, îòìåòèì îäíó òåðìèíîëîãè÷åñêóþ îñîáåííîñòü. Åñëè

äåéñòâèå ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ íåêîòîðîé �óíêöèè

ïî âðåìåíè dt, òî îíà íàçûâàåòñÿ �óíêèåé Ëàãðàíæà èëè ëàãðàíæèàíîì
L. Åñëè äîïîëíèòåëüíî ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî âðåìåíè, íåîáõîäèìî èíòå-

ãðèðîâàòü ïî îáú¼ìó, òî L óìåñòíî íàçûâàòü ïëîòíîñòüþ ëàãðàíæèàíà.

Âïðî÷åì, äëÿ êðàòêîñòè, ÷àñòî ñëîâî �ïëîòíîñòü� áóäåò îïóñêàòüñÿ.
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4.6 Ëàãðàíæèàí çàðÿäà âî âíåøíåì ïîëå

⊲ Çàïèñàâ ðåëÿòèâèñòñêè èíâàðèàíòíîå âûðàæåíèå äëÿ �óíêöèîíàëà

äåéñòâèÿ I (4.69), ïðè ïîìîùè óðàâíåíèé Ëàãðàíæà (4.70), ìû àâòîìàòè-

÷åñêè ïîëó÷èì êîâàðèàíòíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â òåíçîðíîé �îðìå.

Ïåðå÷èñëèòü âîçìîæíûå èíâàðèàíòû, îáû÷íî, ïðîùå, ÷åì òåíçîðíûå âû-

ðàæåíèÿ. Ïîýòîìó ïðè ïîñòðîåíèè òåîðèè ïîëÿ óäîáíåå ñòàðòîâàòü èìåí-

íî ñ äåéñòâèÿ, à íå ñ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. �àññìîòðèì ñíà÷àëà äâèæåíèå

ïðîáíîé ÷àñòèöû âî âíåøíåì ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå.

Åñëè ïîëåé íåò, ñîñòîÿíèå ÷àñòèöû ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ å¼ ñêîðî-

ñòüþ u = dr/dt. Ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííûé èíâàðèàíò ds, ðàâíûé èíòåð-
âàëó ìåæäó äâóìÿ áåñêîíå÷íî áëèçêèìè ñîáûòèÿìè. Âäîëü òðàåêòîðèè

÷àñòèöû ds =
√
dt2 − dr2 =

√
1− u2 dt îí ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âðå-

ìåíåì ÷àñòèöû. Ïîýòîìó äåéñòâèå ñâîáîäíîé ÷àñòèöû ìîæíî çàïèñàòü

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

I = −m
∫

ds = −m
∫
√

1− u2(t) dt, (4.77)

ãäå m � êîíñòàíòà, êîòîðàÿ, êàê áóäåò âèäíî èç äàëüíåéøåãî, èìååò

ñìûñë ìàññû ÷àñòèöû. Çíàê ìèíóñ âûáðàí â ñèëó òðàäèöèè, ÷òîáû â

ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïîëó÷èòü âûðàæåíèå mu2/2, ñïðàâåäëèâîå â êëàñ-

ñè÷åñêîé ìåõàíèêå.

Ïðè çàäàíèè âíåøíåãî âåêòîðíîãî ïîëÿ, äåéñòâóþùåãî íà ÷àñòèöó,

ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàê 4-ïîòåíöèàë Aµ(t, r) = {ϕ, A}, òàê è òåíçîð

íàïðÿæ¼ííîñòè Fαβ = ∂αAβ − ∂βAα. Â êîâàðèàíòíûõ îáîçíà÷åíèÿõ äè-

íàìèêó ÷àñòèöû áóäåì õàðàêòåðèçîâàòü 4-ñêîðîñòüþ U = dx/ds èëè ýê-

âèâëåíòíî ñìåùåíèåì dxα = {dt, dr} âäîëü òðàåêòîðèè. ×òîáû ïîëó÷èòü

èíâàðèàíò, 4-ñêîðîñòü íåîáõîäèìî ñâåðíóòü ñ �óíêöèÿìè, õàðàêòåðèçó-

þùèìè ïîëå. Òàê êàê òåíçîð Fαβ � àíòèñèììåòðè÷åí, ñâ¼ðòêà Fαβ U
α Uβ

áóäåò ðàâíà íóëþ. Ïðè èñïîëüçîâàíèè 4-ïîòåíöàëà, èíâàðèàíò ïîëó÷àåò-

ñÿ èç ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ AU ds = A dx, êîòîðîå îòëè÷íî îò íóëÿ.

Ïîýòîìó, óìíîæèâ íåãî íà íåêîòîðóþ êîíñòàíòó q (îíà îêàæåòñÿ çàðÿ-

äîì ÷àñòèöû) è ñëîæèâ ñ ëàãðàíæèàíîì ñîâáîäíîé ÷àñòèöû, ïîëó÷àåì

ñëåäóþùåå äåéñòâèå:

I = −m
∫

ds− q
∫

Aα dx
α. (4.78)

Ìû ðàññìîòðèì òðè ñïîñîáà ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ïðîáíîé

÷àñòèöû âî âî âíåøíåì ïîëå. Ñíà÷àëà ïðîâåä¼ì âû÷èñëåíèÿ â òð¼õìåð-

íûõ îáîçíà÷åíèÿõ. Çàòåì ýòîò æå ðåçóëüòàò áóäåò âîñïðîèçâåäåí â áîëåå

êîâàðèàíòíîì âèäå äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè.
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⊲ Ïðåîáðàçóåì äåéñòâèå (4.78), êàê èíòåãðàë ïî âðåìåíè:

I =

∫

L
(
r(t), u(t)

)
dt.

Ýòî ïðèâîäèò (⋖H29) ê ñëåäóþùåé �óíêöèè Ëàãðàíæà:

L(r, u) = −m
√

1− u2 − q ϕ+ qAu. (4.79)

Ïîêàæåì, ÷òî m � ýòî ìàññà ÷àñòèöû, â q � å¼ çàðÿä. Äëÿ ëàãðàíæè-

àíà (4.79) îáîáù¼ííûìè êîîðäèíàòàìè qk ñëóæàò êîìïîíåíòû ðàäèóñ-

âåêòîðà, îïèñûâàþùåãî ïîëîæåíèå ÷àñòèöû r = {x, y, z}. Ïðîèçâîäíàÿ
ïî âðåìåíè îáîáù¼ííûõ êîîðäèíàò q̇k � ýòî ñêîðîñòü ÷àñòèöû u. Óðàâ-

íåíèÿ Ëàãðàíæà (4.70) â âåêòîðíîé �îðìå èìåþò âèä:

d

dt

(
∂L

∂u

)

=
∂L

∂r
. (4.80)

Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ ëàãðàíæèàíà (4.79) ïî ñêîðîñòè:

∂L

∂u
= p+ qA, (4.81)

ãäå p � ýòî ðåëÿòèâèñòñêèé èìïóëüñ: p = mu/
√
1− u2

. Äëÿ âçÿòèÿ ïîë-

íîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè íåîáõîäèìî ó÷åñòü, ÷òî ïîòåíöèàëû çàâèñÿò

îò êîîðäèíàò, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëîæåíèþ ïðîáíîé ÷àñòèöû. Äðóãèìè

ñëîâàìè �óíêöèþ A(t, x) íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü êàê A
(
t, r(t)

)
, ãäå

r(t) � òðàåêòîðèÿ ÷àñòèöû. Ïîýòîìó ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà:

d

dt

(
∂L

∂u

)

=
dp

dt
+ q

∂A

∂t
+ q (u∇)A, (4.82)

ãäå âòîðîå ñëàãàåìîå � ýòî âçÿòèå ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè îò ïåðâîãî

àðãóìåíòà �óíêöèè A
(
t, r(t)

)
, à òðåòüå � îò âòîðîãî àðãóìåíòà (⋖H30).

Íàéä¼ì òåïåðü ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèé Ëàãðàíæà:

∂L

∂r
= ∇L = −q∇ϕ+ q∇(Au).

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ïðîèçâîäíûå â óðàâíåíèÿ (4.80), èìååì:

dp

dt
= q

(

−∇ϕ− ∂A

∂t

)

+ q
(

∇(Au)− (u∇)A
)

.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ñèëà Ëîðåíöà (ñòð. 22):

dp

dt
= qE+ q [u×B], (4.83)

ãäå ó÷òåíî òîæäåñòâî äëÿ äâîéíîãî âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ: u×[∇×A]

è îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî E è B ìàãíèòíîãî ïîëåé.
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⊲ ×òîáû ïîëó÷èòü ñðàçó êîâàðèàíòíûå óðàâíåíèÿ (4.41), â ëàãðàí-

æåâîì ïîäõîäå íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü íå âðåìÿ t, à íåêîòîðûé èíâà-

ðèàíò τ , êîòîðûé çàäà¼ò òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû â ïàðàìåòðè÷åñêîì âè-

äå: x = x(τ). Íàïðàøèâàåòñÿ â êà÷åñòâå òàêîãî èíâàðèàíòà âûáðàòü ñî-

ñáñòâåííîå âðåìÿ ÷àñòèöû: ds = dt
√
1− u2

. Îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå êîìïî-

íåíòû 4-ñêîðîñòè U = dx/ds íå áóäóò íåçàâèñèìûìè, òàê êàê U2 = 1. Ñè-

ñòåìû â êîòîðûõ íà äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå íàêëàäûâàþòñÿ îãðàíè÷å-

íèÿ, íàçûâàþòñÿ ñèñòåìàìè ñî ñâÿçÿìè. Äëÿ íèõ, ïðè ïîëó÷åíèè óðàâíå-

íèé äâèæåíèÿ, íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà.

Ýòî áóäåò ñäåëàíî íèæå, à ñåé÷àñ ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî τ íå ñîâïàäàåò
ñ s. Îáîçíà÷èì òî÷êîé ïðîèçâîäíóþ ïî ýòîìó ïàðàìåòðó: ẋ = dx/dτ . Òàê

êàê ds2 = dx dx, äåéñòâèå ÷àñòèöû âî âíåøíåì ïîëå ìîæíî çàïèñàòü â

ñëåäóþùåì âèäå:

I = −m
∫ √

dx2 − qA dx = −m
∫ √

ẋ2 dτ − qA ẋ dτ.

Ñîîòâåòñòâåííî, �óíêöèÿ Ëàãðàíæà ðàâíà:

L = −m
√
ẋ2 − qA ẋ. (4.84)

Âîçüì¼ì îò íå¼ ïðîèçâîäíûå:

∂L

∂ẋµ
= −m ẋµ√

ẋ2
− q Aµ,

∂L

∂xµ
= −q ∂µAν ẋν,

d

dτ

(
∂L

∂ẋµ

)

= −m ẍµ√
ẋ2

+m
ẋµ

(ẋ2)3/2
(ẋẍ)− q ∂νAµ ẋν.

Ââîäÿ òåíçîð íàïðÿæåííîñòåé ïîëÿ Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, çàïèøåì óðàâ-

íåíèÿ Ëàãðàíæà:

m
ẍµ√
ẋ2
−m ẋµ

(ẋ2)3/2
(ẋẍ) = q Fµν ẋ

ν. (4.85)

Ïîñëå ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèé, ìîæíî óæå êîíêðåòèçîâàòü ïàðàìåòð τ . Ïî-

íÿòíî, ÷òî âûäåëåííûì âûáîðîì áóäåò τ = s ïðè êîòîðîì ẋ2 = 1 èëè

äè��åðåíöèðóÿ ïî ds: ẋẍ = 0. Â ðåçóëüòàòå òàêîãî âûáîðà óðàâíåíèÿ

Ëàãðàíæà ïðèíèìàþò çíàêîìûé âèä:

m
d2xµ
ds2

= q Fµν
dxν

ds
. (4.86)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè áû ìû íå ïðîäåëàëè òðþê ñ ïðîèçâîëüíûì ïàðàìåò-

ðîì, à ñðàçó âûáðàëè τ = s, ïðàâèëüíûå óðàâíåíèÿ íå ïîëó÷èëèñü. Ïåð-
âîå ñëàãàåìîå â äåéñòâèè (èíòåãðàë îò ds) áûë áû ðàâåí êîíñòàíòå è

ëàãðàíæèàíîì îêàçàëîñü áû òîëüêî âòîðîå ñëàãàåìîå −qA ẋ.
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⊲∗ Ïîëó÷èì òåïåðü ýòîò æå ðåçóëüòàò ïðè ïîìîùè ìåòîäà ìíîæèòåëåé

Ëàãðàíæà (ñòð. 316). Áóäåì ñ÷èòàòü äèíàìè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè x(s) è
U(s), ãäå U = dx/ds. Ïðè ýòîì íà 4-ñêîðîñòü ÷àñòèöû íàëîæåíà ñâÿçü

U2 = UαU
α = 1. Ïîýòîìó çàïèøåì ëàãðàíæèàí â âèäå:

L = −qA · U− 1

2
λ (U2 − 1). (4.87)

Ôóíêöèÿ λ = λ(s) (ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà) ÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíîé äè-

íàìè÷åñêîé ïåðåìåííîé, îáåñïå÷èâàþùåé â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè âû-

ïîëíåíèÿ ñâÿçè U2 = 1. Òàê êàê ïðîèçâîäíîé ïî s îò λ(s) â ëàãðàíæèàíå

íåò, óðàâíåíèå Ëàãðàíæà ïî ýòîé ïåðåìåííîé ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîìó

ñîîòíîøåíèþ äëÿ 4-ñêîðîñòè:

∂L

∂λ
=

1

2
(U2 − 1) = 0.

Îñòàëüíûå ïðîèçâîäíûå ëàãðàíæèàíà ïî xα è Uα
ðàâíû:

∂L

∂xα
= −q ∂αAβ U

β,
d

ds

(
∂L

∂Uα

)

= −q dAα

ds
− d(λUα)

ds
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

dAα

ds
= ∂βAα

dxβ

ds
= ∂βAα U

β,

ïîëó÷àåì óðàâíåíèå:

d(λUα)

ds
= q (∂αAβ − ∂βAα)U

β = qFαβ U
β.

Òàê êàê Fαβ � àíòèñèììåòðè÷åí, ñâ¼ðòêà óðàâíåíèÿ ñ U
α
â ïðàâîé ÷àñòè

äàñò íîëü. Â ëåâîé ÷àñòè èìååì:

d(λUα)

ds
Uα =

dλ

ds
U2 + λ

dUα

ds
Uα =

dλ

ds
+
λ

2

d(U2)

ds
=
dλ

ds
= 0,

ãäå ó÷òåíà ñâÿçü U2 = 1. Òàêèì îáðàçîì, λ ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé, ðàâíîé

ìàññå ÷àñòèöû m. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå:

m
dUα

ds
= q F αβ Uβ, (4.88)

ÿâëÿþùååñÿ êîâàðèàíòíîé çàïèñüþ ñèëû Ëîðåíöà (4.83).
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4.7 Ëàãðàíæèàí ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

• Ïåðåéä¼ì ê äèíàìè÷åñêèì óðàâíåíèÿì äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Â îñíîâó ëàãðàíæåâîãî ïîäõîäà ïîëîæèì 4-ïîòåíöèàë Aα
. Óðàâíåíèÿ

êîòîðûì îí óäîâëåòâîðÿåò äîëæíû áûòü:

1) ëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè (ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè);

2) äè��åðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè âòîðîãî ïîðÿäêà.

Ýòè òðåáîâàíèÿ, áëàãîäàðÿ óðàâíåíèÿì Ëàãðàíæà, âûïîëíÿòñÿ, åñëè ëàã-

ðàíæèàí áóäåò íå áîëåå ÷åì êâàäðàòè÷åí ïî ïîëÿì. Èç 4-òîêà jα, 4-
ïîòåíöèàëà Aα

è èõ ïðîèçâîäíûõ ìîæíî ïîñòðîèòü èíâàðèàíòû:

Aαjα, (∂αAβ)(∂
αAβ), (∂αAβ)(∂

βAα),

∂αjβ A
αAβ, ∂αjβ ∂

αAβ, ∂αjβ ∂
βAα, Aαjβ ∂αAβ, jαAβ ∂αAβ, AαAα.

Óìíîæèâ èõ íà êîíñòàíòû è ñëîæèâ, ïîëó÷èì íàèáîëåå îáùèé ëàãðàíæè-

àí âåêòîðíîãî ïîëÿ, ñîîòâåòñòâóþùèé ëèíåéíûì äèíàìè÷åñêèì óðàâíå-

íèÿì. Ïîñëåäíÿÿ êîìáèíàöèÿ, êâàäðàòè÷íàÿ ïî ïîòåíöèàëó AαAα, ïðè-

âîäèò ê òåîðèè â êîòîðîé ñêîðîñòü ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí îêàçûâàåòñÿ

ìåíüøåé ñêîðîñòè ñâåòà, à çàêîí Êóëîíà íàðóøàåòñÿ. Îñòàëüíûå èíâà-

ðèàíàòà âî âòîðîé ñòðî÷êå äàäóò óðàâíåíèÿ, çàâèñÿùèå íå òîëüêî îò

ñêîðîñòåé, íî è îò óñêîðåíèÿ ÷àñòèö. Åñëè êîý��èöèåíòû ïðè ýòèõ ÷ëå-

íàõ â ëàãðàíæèàíå ìàëû, òî è âîçíèêàþùèå ý��åêòû áóäóò ìàëû. Òåì

íå ìåíåå ìû îòêàæåìñÿ è îò íèõ, îãðàíè÷èâøèñü òîëüêî ïåðâûìè òðåìÿ

èíâàðèàíòàìè:

L = −Aαjα −
a

2
(∂αAβ)(∂

αAβ) +
b

2
(∂αAβ)(∂

βAα). (4.89)

Ìíîæèòåëü ïðè ïåðâîì ÷ëåíå ëàãðàíæèàíà âûáðàí ðàâíûì −1. Ïîíÿò-
íî, ÷òî åñëè ëàãðàíæèàí óìíîæèòü íà ïðîèçâîëüíóþ êîíñòàíòó, óðàâíå-

íèÿ îò ýòîãî íå ïîìåíÿþòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî îäíó èç êîíñòàíò â ñóììå

èíâàðèàíòíûõ êîìáèíàöèé ìîæíî âûáðàòü ïðîèçâîëüíîé.

Âîçüì¼ì ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîèçâîäíûå îò ëàãðàíæèàíà (⋖H31):

∂L
∂Aβ

= −jβ, ∂L
∂(∂αAβ)

= −a ∂αAβ + b ∂βAα.

Èõ ïîäñòàíîâêà â óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà (4.75) (ñåé÷àñ k = β) ïðèâîäèò ê
ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì ïîëÿ:

a ∂2Aβ − b ∂β∂αAα = jβ, (4.90)

ãäå ∂2 = ∂α∂α = ∂2/∂t2 −∆ � îïåðàòîð Ä`Àëàìáåðà.
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Ýòè óðàâíåíèÿ ñîâïàäóò ñ óðàâíåíèÿìè Ìàêñâåëëà, åñëè a = b = 1/4π.
Äåéñòâèòåëüíî, íàïîìíèì, ÷òî óðàâíåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëîâ, ñëåäóþùèå

èç óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà èìåþò âèä (ñòð. 46):

∂2 ϕ− ∂

∂t

(∂ϕ

∂t
+∇A

)

= 4π ρ, ∂2A+∇
(∂ϕ

∂t
+∇A

)

= 4π j.

Âûðàæåíèÿ â êðóãëûõ ñêîáêàõ ÿâëÿþòñÿ íè ÷åì èíûì, êàê ñâ¼ðòêîé

∂αA
α
. Ïî îïðåäåëåíèþ, êîìïîíåíòû 4-êîâåêòîðà ∂β ðàâíû {∂0,∇}, ïîýòî-

ìó äëÿ 4-âåêòîðà ïðîèçâîäíîé ñ èíäåêñîì ââåðõó èìååì ∂β = {∂0,−∇}.
Âûáîð êîíñòàíòû a ñêàçûâàåòñÿ ëèøü íà åäèíèöàõ èçìåðåíèÿ ïîëÿ. Ñ

êîíñòàíòîé b ñèòóàöèÿ õèòðåå. Ñâîéñòâà ïîëåé ïðîÿâëÿþòñÿ ïðè èõ äåé-

ñòâèè íà ïðîáíóþ ÷àñòèöó. Ïîýòîìó â êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêå

èçìåðèìûìè ñ÷èòàþòñÿ íàïðÿæ¼ííîñòè ïîëÿ, à íå ïîòåíöèàëû. Ïîñëåä-

íèå îïðåäåëåíû íåîäíîçíà÷íî, ÷òî ïîçâîëÿåò íàëîæèòü íà íèõ êàëèáðî-

âî÷íîå óñëîâèå, íàïðèìåð â �îðìå ∂αA
α = 0 (ñòð. 47). Â ýòîì ñëó÷àå,

êîíñòàíòà b ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîé. Å¼ ìîæíî ïîëîæèòü êàê ðàâíîé íó-

ëþ, òàê è ðàâíîé b = 1/4π. Ïðè a = b = 1/4π ëàãðàíæèàí ìîæåò áûòü

çàïèñàí (⋖H33) ïðè ïîìîùè òåíçîðà F αβ
:

L = −Aαj
α − 1

16π
FαβF

αβ. (4.91)

×ëåí Aαj
α
ñîâïàäàåò ñ ââåäåííûì ðàíåå ëàãðàíæèàíîì äëÿ òî÷å÷íîé

÷àñòèöû ñ ïëîòíîñòüþ çàðÿäà ρ(t, x) = q δ
(
x − x0(t)

)
. Äåéñòâèòåëüíî,

çàïèøåì ÷àñòü äåéñòâèÿ (ñì. (2.53) ñòð. 57):

∫

Aαj
α d4x =

∫

Aα q δ
(
x− x0(t)

) dxα0 (t)

dt
dt d3x = q

∫

Aα dx
α.

Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå âçÿò èíòåãðàë ïî îáú¼ìó d3x ñ äåëüòà-�óíêöèåé.

Ïîòåíöèàë Aα = Aα
(
t, x0(t)

)
ñòàë çàâèñåòü îò òðàåêòîðèè ÷àñòèöû x0(t)

(ïîýòîìó ìû åãî è äè��åðåíöèðîâàëè ïðè âûâîäå (4.83)).

Â ðåçóëüòàòå ìîæíî çàïèñàòü åäèíîå äåéñòâèå äëÿ çàðÿäîâ è ïîëåé:

I = −
∑

∫

mds−
∑

q Aα dx
α − 1

16π

∫

FαβF
αβ d4x. (4.92)

Ñóììèðîâàíèå âåä¼òñÿ ïî âñåì òî÷å÷íûì çàðÿäàì. Ýòî äåéñòâèå ìîæíî

ìèíèìèçèðîâàòü îäíîâðåìåííî è äëÿ ÷àñòèö è ïîëåé. Â ýòîì ñëó÷àå íåò

ðàçäåëåíèÿ íà ïðîáíûå ÷àñòèöû è ÷àñòèöû ñîçäàþùèå ïîëå.

Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ, ïðåäëàãàåòñÿ äîáàâèòü ê ëàãðàíæèàíó ýëåê-

òðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ÷ëåí µ2AαA
α/8π, íàéòè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ëî-

ðåíöåâñêîé êàëèáðîâêå (b = 0) (⋖H34) è ðåøèòü èõ äëÿ ñëó÷àÿ ýëåêòðî-

ñòàòèêè (⋖H36). Çàòåì ïîëó÷èòü ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé â ñâîáîäíîì

ïðîñòðàíñòâå (âîëíîâûå óðàâíåíèÿ ñ µ 6= 0) (⋖H37).
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4.8 Âçàèìîäåéñòâèå çàðÿäîâ áåç ïîëÿ

∗

• Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå èí�îðìàöèÿ î òîì, ÷òî çàðÿä èçìåíÿåò

ñâî¼ ïîëîæåíèå ìîæåò ïîïàñòü ê äðóãèì îáúåêòàì ìãíîâåííî. Ïîýòîìó

íåò íåîáõîäèìîñòè â êîíöåïöèè ïîëÿ è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ çàðÿäîâ çà-

âèñÿò òîëüêî îò èõ ïîëîæåíèé è, âîçìîæíî, ñêîðîñòåé. Â òåîðèè îòíîñè-

òåëüíîñòè ýòî íå òàê. Òåì íå ìåíåå, åñëè ñêîðîñòè çàðÿäîâ è ðàññòîÿíèÿ

ìåæäó íèìè íåâåëèêè, ïîëå ìîæíî èñêëþ÷èòü è ïîëó÷èòü ïîïðàâêè ê

óðàâíåíèÿì êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè.

Çàïèøåì ïîòåíöèàëû, ñîçäàâàåìûå ñèñòåìîé çàðÿäîâ (ñòð. 77):

ϕ(t, x) =

∫
ρ(t−R, r)

R
d3r, A(t, x) =

∫
j(t−R, r)

R
d3r, (4.93)

ãäå x � êîîðäèíàòû òî÷êè èçìåðåíèÿ ïîëÿ è R = |x − r| � ðàññòîÿíèå

îò íå¼ äî çàðÿäà â îáúåìå d3r, íàõîäÿùåãîñÿ â r. Ñäâèã â ïðîøëîå íà

âåëè÷èíó R ðàâåí âðåìåíè çàïàçäûâàíèÿ èí�îðìàöèè îáî âñåõ èçìåíå-

íèÿõ. Åñëè ñèñòåìà çàðÿäîâ äîñòàòî÷íî êîìïàêòíà è èõ ñêîðîñòè íåâåëè-

êè, çàïàçäûâàíèåì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü R ìàëûì

è ðàçëîæèì ïî íåìó â ðÿä Òåéëîðà ïëîòíîñòè, âõîäÿùèå â èíòåãðàëû

(4.93). Òàê, äëÿ ïëîòíîñòè çàðÿäà èìååì:

ρ(t−R, r) = ρ(t, r)− ∂ρ(t, r)

∂t
R+

1

2

∂2ρ(t, r)

∂t2
R2 − ...

Ïîäñòàíîâêà â âûðàæåíèå äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà äà¼ò:

ϕ(t, x) =

∫
ρ(t, r)

R
d3r+

1

2

∂2

∂t2

∫

ρ(t, r)Rd3r− ...,

ãäå âòîðîå ñëàãàåìîå â ðàçëîæåíèè ϕ(t − R, r) ðàâíî íóëþ, òàê êàê

îíî ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè ïîëíîãî çàðÿäà ñèñòåìû, êîòîðûé

ñîõðàíÿåòñÿ. Àíàëîãè÷íîå ðàçëîæåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ âåêòîðíîãî ïî-

òåíöèàëà. Îäíàêî, òàê êàê îí ñîäåðæèò ñêîðîñòü çàðÿäîâ (â ïëîòíîñòè

òîêà), êîòîðûå ìàëû, â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî îãðàíè÷èòñÿ âåäó-

ùèì ïðèáëèæåíèåì (íå ó÷èòûâàþùåì çàïàçäûâàíèÿ):

A(t, x) =

∫
v(t) ρ(t, r)

R
d3r+ ...

Íàéäåì èíòåãðàëû äëÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà ρ(t, r) = Qδ(r− x0(t)):

ϕ(t, x) ≈ Q

R
+
Q

2

∂2R

∂t2
, A(t, x) ≈ Qv(t)

R
, (4.94)

ãäå R = |x − x0(t)| � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x â êîòîðîé âû÷èñëÿþòñÿ

ïîòåíöèàëû ê èçìåíÿþùåìóñÿ ïîëîæåíèþ çàðÿäà x0(t).
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⊲Ïðîâåäåì êàëèáðîâî÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå, ÷òîáû óáðàòü âòîðóþ ïðî-

èçâîäíóþ (óñêîðåíèå) â ñêàëÿðíîì ïîòåíöèàëå. Íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ íå

èçìåíÿòñÿ, åñëè ïåðåéòè ê íîâûì ïîòåíöèàëàì:

Aµ 7→ Aµ − ∂µf : ϕ 7→ ϕ− ∂f

∂t
, A 7→ A+∇f,

ãäå f = f(t, x) � ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ. Âûáåðåì:

f =
Q

2

∂R

∂t
. (4.95)

Òîãäà ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë ñòàíåò êóëîíîâñêèì ϕ = Q/R. Âû÷èñëèì

(⋖H38) ãðàäèåíò f , êîòîðûé äîáàâëÿåòñÿ ê âåêòîðíîìó ïîòåíöèàëó:

∇f =
Q

2

∂

∂t
∇R =

Q

2

∂

∂t

(
R

R

)

=
Q

2

{

−v

R
+

(vR)R

R3

}

,

ãäåR = x−x0(t) è ñêîðîñòü çàðÿäà ðàâíà v = dx0(t)/dt (ãðàäèåíò áåðåò-
ñÿ ïî x èëè ýêâèâàëåíòíî ïî R, à x0(t) � �óíêöèÿ âðåìåíè, êîòîðàÿ îò

êîîðäèíàò íå çàâèñèò). Îòìåòèì, ÷òî ∂R/∂t = −v è ∂R/∂t = −vR/R).
Òàêèì îáðàçîì, ïðèáëèæåííûå âûðàæåíèÿ äëÿ ñêàëÿðíîãî è âåêòîð-

íîãî ïîòåíöèàëîâ ïðèíèìàþò âèä:

ϕ(x, t) ≈ Q

R
, A(x, t) ≈ Q

2

{
v

R
+

(vR)R

R3

}

. (4.96)

⊲ Çíàÿ ïîòåíöèàëû, ìîæíî íàéòè íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ. Ìàãíèòíîå

ïîëå B = ∇×A âûãëÿäèò (⋖H39) î÷åíü ïðîñòî:

B ≈ Q
v ×R

R3
(4.97)

è ñîâïàäàåò ñ âåäóùèì ïî ñêîðîñòè âûðàæåíèåì äëÿ ðàâíîìåðíî äâèæó-

ùåãîñÿ çàðÿäà (ñòð. 22). Âûðàæåíèå äëÿ íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî

ïîëÿ E = −∇ϕ− ∂A/∂t áîëåå ñëîæíîå (⋖H40):

E ≈ Q
R

R3

(

1 +
v2

2

)

− 3Q

2

(vR)2R

R5
− Q

2

{
a

R
+

(aR)R

R3

}

(4.98)

è çàâèñèò óæå îò óñêîðåíèÿ çàðÿäà a = dv/dt. Ïðè ýòîì ïåðâûå äâà

÷ëåíà ñîâïàäàþò ñ ðàçëîæåíèåì ïî v âûðàæåíèÿ (1.36), ñòð. 22, à òðåòèé

ÿâëÿåòñÿ ñïåöè�è÷åñêèì äëÿ óñêîðåííî äâèæóùåãîñÿ çàðÿäà. Åñòåñòâåí-

íî, òàêèå æå âûðàæåíèÿ äëÿ íàïðÿæåííîñòåé ïîëó÷àþòñÿ ïðè èñïîëüçî-

âàíèè ïîòåíöèàëîâ (4.94). Îäíàêî, äëÿ ïîñòðîåíèÿ �óíêöèè Ëàãðàíæà,

çàâèñÿùåé îò ñêîðîñòåé ÷àñòèö (íî íå îò èõ óñêîðåíèé), áîëåå ïîäõîäÿ-

ùèìè ÿâëÿþòñÿ ïîòåíöèàëû (4.96).
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• Ëàãðàíæèàí çàðÿäà Qa, íàõîäÿùåãîñÿ âî âíåøíåì ïîëå äðóãîãî çà-

ðÿäà Qb, áûë çàïèñàí íà ñòðàíèöå 113:

L = −m
√

1− v2
a −Qa ϕb +QavaAb,

ãäå èíäåêñ �b� ó ïîòåíöèàëîâ îçíà÷àåò, ÷òî îíè ñîçäàþòñÿ çàðÿäîì Qb.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå � ýòî ëàãðàíæèàí ñâîáîäíîé ÷àñòèöû, à âòîðûå äâà

ñâÿçàíû ñî âçàèìîäåéñòâèåì çàðÿäà Qa ñ âíåøíèì ïîëåì. Äëÿ ïîòåíöè-

àëîâ (4.96), âû÷èñëåííûõ â òî÷êå xa, ãäå íàõîäèòñÿ çàðÿä Qa, èìååì:

−Qaϕb(xa, t) +QavaAb(xa, t) = −
QaQb

R

{

1− 1

2
[vavb + (Nva)(Nvb)]

}

,

ãäåR = xa−xb � ðàäèóñ âåêòîð â íàïðàâëåíèè îò b-òîãî çàðÿäà ê a-òîìó,
à N = R/R � åäèíè÷íûé âåêòîð â íàïðàâëåíèè R. Ýòî âûðàæåíèå ñèì-

ìåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî îáîèõ çàðÿäîâ. Ñ÷èòàÿ, ÷òî â ñèñòåìå âñå çàðÿäû

ðàâíîïðàâíû, ìîæíî çàïèñàòü îáùóþ �óíêöèþ Ëàãðàíæà â ñëåäóþùåì

âèäå:

L = −
∑

a

ma

√

1− v2
a−

a<b∑

a,b

QaQb

R

{

1− 1

2
[vavb + (Nva)(Nvb)]

}

. (4.99)

Ñóììà ñ ïîìåòêîé a < b ïðåäïîëàãàåò äâîéíîå ñóììèðîâàíèå ïî a è

b ïðè êîòîðîì ïåðâûé èíäåêñ âñå âðåìÿ îñòàåòñÿ ìåíüøå âòîðîãî. Ýòà

ñóììà ðàâíà ïîëîâèíå äâîéíîé ñóììû ïî âñåì íåðàâíûì çíà÷åíèÿì a

è b. Íàïðèìåð, åñëè âûðàæåíèå ïîä ñóììîé îáîçíà÷èòü êàê Vab, òî äëÿ
òðåõ çàðÿäîâ, ïðè Vab = Vba, èìååì:

a<b∑

a,b

Vab = V12+V13+V23 =
1

2

a 6=b
∑

a,b

Vab =
1

2
(V12+V13+V21+V23+V31+V32),

Òàêèì îáðàçîì, ñóììà â (4.99) ñîäåðæèò âñå ïàðíûå âçàèìîäåéñòâèÿ.

Êèíåòè÷åñêèé ÷ëåí â ëàãðàíæèàíå íåîáõîäèìî, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëî-

æèòü â ðÿä ïî ñêîðîñòè

√
1− v2 ≈ 1 − v2/2 − (v2)2/8, ÷òîáû îñòàâàòü-

ñÿ â òîì-æå ïðèáëèæåíèè, â êîòîðîì áûëè ïîëó÷åíû ïîòåíöèàëû (äëÿ

âîññòàíîâëåíèÿ �óíäàìåíòàëüíîé ñêîðîñòè äåëàåì çàìåíû Q 7→ Q/c,

v 7→ v/c è ïîëó÷àåì, ÷òî ÷ëåí âçàèìîäåéñòâèÿ ïðîïîðöèîíàëåí 1/c4).
Òåì íå ìåíåå, äëÿ êîìïàêòíîñòè ìû îñòàâèì åãî â ñâåðíóòîì âèäå, ïîì-

íÿ î íåîáõîäèìîñòè òàêîãî ðàçëîæåíèÿ.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ïîëó÷åííûé ëàãðàíæèàí çàâèñèò îò ïîëîæå-

íèÿ çàðÿäîâ è èõ ñêîðîñòåé, íî íå çàâèñèò îò óñêîðåíèé (óðàâíåíèÿ äâè-

æåíèÿ ÿâëÿþòñÿ äè��åðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè âòîðîãî ïîðÿäêà).

Êàëèáðîâî÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïðîäåëàííîå âûøå, è áûëî íåîáõîäèìî,

÷òîáû äîáèòüñÿ èñêëþ÷åíèÿ èç ïîòåíöèàëîâ óñêîðåíèÿ ÷àñòèö.
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⊲ Çàïèøåì ÿâíûé âèä óðàâíåíèé Ëàãðàíæà

d

dt

(
∂L

∂va

)

=
∂L

∂xa
. (4.100)

Ïðîèçâîäíàÿ ïî ñêîðîñòè a-òîé ÷àñòèöû ëàãðàíæèàíà (4.99) ðàâíà:

∂L

∂va
=

mava
√

1− v2
a

+
1

2

b 6=a
∑

b

QaQb

R

{
vb +N (Nvb)

}
. (4.101)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà (4.100), ïîñëå íåêî-

òîðûõ âû÷èñëåíèé (⋖H41), ïîëó÷àåì:

dpa

dt
=

b 6=a
∑

b

QaQb

R2

{

N

(

1 +
v2
b

2

)

− 3

2
N (Nvb)

2 + va × [vb ×N]

}

− 1

2

b 6=a
∑

b

QaQb

R

{
ab +N (Nab)

}
, (4.102)

ãäå pa � èìïóëüñ a-òîé ÷àñòèöû, êîòîðûé íàäî çàïèñàòü â ÷åòâåðòîì ïî-

ðÿäêå ìàëîñòè ïî ñêîðîñòè. Íà ñàìîì äåëå, äëÿ íàõîæäåíèÿ ýòèõ óðàâ-

íåíèé ìîæíî áûëî ñðàçó âîñïîëüçîâàòüñÿ âûðàæåíèÿìè äëÿ ýëåêòðè÷å-

ñêîãî (4.98) è ìàãíèòíîãî ïîëÿ (4.97), çàïèñàâ ñèëó Ëîðåíöà:

dpa

dt
=

b 6=a
∑

b

{
QaEb +Qa [va ×Bb]

}
. (4.103)

⊲ Íåñìîòðÿ íà ñëîæíûé âèä óðàâíåíèé (4.102), îíè äîïóñêàþò ðÿä

ïðîñòûõ òî÷íûõ ðåøåíèé. �àññìîòðèì, íàïðèìåð, äâå ÷àñòèöû ìàññîé

m ñ çàðÿäàìè Qa = −Qb = Q. Ïóñòü îíè äâèãàþòñÿ ïî îêðóæíîñòè

ðàäèóñà r = R/2 ñ îäèíàêîâûìè ïî ìîäóëþ ñêîðîñòÿìè va = −vb, íàõî-

äÿñü íà äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷êàõ îêðóæíîñòè. Ïðîâåðèì,

÷òî òàêàÿ ñèñòåìà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå

óñêîðåíèå ðàâíî |aa| = v2/r, ãäå v = |va| = const, ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ
ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå p = mv (1 + v2/2), ïîëó÷àåì (⋖H42):

dpa

dt
= ma (1 + v2/2) = −Q

2

R2
N (1− v2/2).

èëè, äåëÿ îáå ÷àñòè íà 1− v2/2 â êâàäðàòè÷íîì ïî ñêîðîñòè ïðèáëèæå-

íèè, èìååì ñëåäóþùóþ ñâÿçü ñêîðîñòè è äèàìåòðà R = 2r îêðóæíîñòè:

v2 (1 + v2) =
Q2/R

2m
. (4.104)

Ýòî âûðàæåíèå îòëè÷àåòñÿ âûðàæåíèåì â êðóãëûõ ñêîáêàõ îò àíàëîãè÷-

íîãî çíà÷åíèÿ, ñëåäóþùåãî èç êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè.
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�ëàâà 5

Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ

Ýòà ãëàâà ïîñâÿùåíà çàêîíàì ñîõðàíåíèÿ ÷àñòèö è ïîëÿ. Ñíà÷àëà ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ ýíåðãèÿ �ïðîáíîé� ÷àñòèöû âî âíåøíåì ïîëå è ââîäèòñÿ

òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà âåùåñòâà íåïðåðûâíîé ñðåäû. Çàòåì âûâîäèòñÿ

âûðàæåíèå äëÿ ñîõðàíÿþùåãîñÿ òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà ýëåêòðîìàã-

íèòíîãî ïîëÿ. Ïîñëå ýòîãî ìû îáñóäèì êîâàðèàíòíûå ñâîéñòâà èíòåãðà-

ëîâ îò ñîõðàíÿþùèõñÿ âåëè÷èí. Åù¼ îäíèì èíòåãðàëîì ÿâëÿåòñÿ ïîë-

íûé ìîìåíò èìïóëüñà ïîëÿ è ÷àñòèö. Ñ åãî ïîìîùüþ ìîæíî îïðåäåëèòü

êëàññè÷åñêèé ñïèí, êàê ìîìåíò èìïóëüñà â ñèñòåìå îòñ÷¼òà, ãäå ïîëíûé

èìïóëüñ ðàâåí íóëþ. �àññìîòðåíà ïðåöåññèÿ ñïèíà â ýëåêòðîìàãíèòíîì

ïîëå.

123
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5.1 Ýíåðãèÿ ÷àñòèöû âî âíåøíåì ïîëå

⊲ Íà çàðÿä q, äâèãàþùèéñÿ ñî ñêîðîñòüþ u âî âíåøíåì ýëåêòðîìàã-

íèòíîì ïîëå, äåéñòâóåò ñèëà Ëîðåíöà

dp

dt
= qE+ q [u×B]. (5.1)

Íàéä¼ì èçìåíåíèå ñî âðåìåíåì ýíåðãèè äâèæåíèÿ çàðÿäà E = m/
√
1− u2

.

Äè��åðåíöèðóÿ ñâÿçü ýíåðãèè è èìïóëüñà E2 = p2+m2
è ó÷èòûâàÿ, ÷òî

p = Eu, èìååì:
dE

dt
= u

dp

dt
= q uE. (5.2)

Òàêèì îáðàçîì, èçìåíåíèå ýíåðãèè äâèæåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî íà-

ïðÿæ¼ííîñòüþ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Ïóñòü ïîëÿ (è âåêòîðíûé ïîòåíöè-

àë) íå çàâèñÿò îò âðåìåíè. Òîãäà E = −∇ϕ. Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ ïî

âðåìåíè îò ϕ(x) âäîëü òðàåêòîðèè çàðÿäà x = x(t):

dϕ(x)

dt
= ∇ϕ dx

dt
= −uE.

Îáúåäèíÿÿ ïîñëåäíèå äâà ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷àåì:

E = E+ q ϕ(x),
dE
dt

= 0, (5.3)

ò.å. ñîõðàíÿåòñÿ ïîëíàÿ ýíåðãèÿ, ðàâíàÿ ñóììå ýíåðãèè äâèæåíèÿ E è

ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè q ϕ(x).

⊲ Åñëè ïîëÿ çàâèñÿò îò âðåìåíè, òî èíîãäà òàêæå ìîæíî ïîñòîðèòü

ñîõðàíÿþùóþñÿ âåëè÷èíó, ñâÿçàííóþ ñ ýíåðãèåé äâèæåíèÿ E. Íàïðèìåð,

ïóñòü ýëåêòðè÷åñêîå è ìàãíèòíîå ïîëÿ ïåðïåíäèêóëÿðíû:

B = k×E, kE = 0, (5.4)

ãäå k � ïîñòîÿííûé âåêòîð è E = E(t, x). Òîãäà:

k
dp

dt
= q k [u×B] = q k

(
k (uE)− (uk)E

)
= q k2 (uE).

Ïîäñòàâëÿÿ uE â (5.2), ïîëó÷àåì

Ẽ = E− kp

k2
,

dẼ
dt

= 0. (5.5)

Ýòà ñîõðàíÿþùàÿñÿ âåëè÷èíà íå çàâèñèò îò ÿâíîãî âèäà �óíêöèè E(t, x).
Â ÷àñòíîñòè, òàêîé çàêîí ñîõðàíåíèÿ âûïîëíÿåòñÿ â ïîëå ýëåêòðîìàãíèò-

íîé âîëíû, ãäå k2 = 1 èëè â ïîëå äâèæóùåãîñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ

v = k çàðÿäà Q.
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⊲ ×àùå çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ñâÿçûâàþò ñî ñòàöèîíàðíûìè ñè-

ñòåìàìè, ãäå âûïîëíÿåòñÿ (5.3). �àññìîòðèì âûâîä ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ

â ðàìêàõ ëàãðàíæåâîãî �îðìàëèçìà. Â ñëåäóþùåé ãëàâå ìû ïîêàæåì,

÷òî ñîõðàíåíèå ýíåðãèè ñâÿçàíî ñ ïðîèçâîëîì â âûáîðå íà÷àëà îòñ÷¼òà

âðåìåíè, ò.å. áëàãîäàðÿ èíâàðèàíòîñòè ëàãðàíæèàíà îòíîñèòåëüíî ñäâè-

ãà âðåìåííîé øêàëû: t 7→ t + t0. Ñåé÷àñ æå ïîëó÷èì ýòîò ðåçóëüòàò

íåñêîëüêî áîëåå ïðîñòûì ñïîñîáîì.

Ïóñòü ïîòåíöèàëû ïîëÿ â ëàãðàíæèàíå ÿâíûì îáðàçîì íå çàâèñÿò îò

âðåìåíè (∂L/∂t = 0). Â ýòîì ñëó÷àå âðåìÿ â íèõ âõîäèò òîëüêî ÷åðåç

òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû Aα(x) = Aα(x(t)). Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà

(4.80), ñòð. 113, çàïèøåì ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè:

dL

dt
=
∂L

∂x

dx

dt
+
∂L

∂u

du

dt
=

d

dt

(
∂L

∂u

)

u+
∂L

∂u

du

dt
.

Ïðîèçâîäíàÿ ëàãðàíæèàíà ïî x âû÷èñëÿåòñÿ îò àðãóìåíòà âåêòîðíîãî

ïîòåíöèàëà âäîëü òðàåêòîðèè çàðÿäà, à âî âòîðîì ðàâåíñòâå ïîäñòàâëåíû

óðàâíåíèÿ Ëàãðàíàæà. Ó÷èòûâàÿ �îðìóëó ïðîèçâîäíîé ïðîèçâåäåíèÿ,

èìååì:

dL

dt
=

d

dt

(
∂L

∂u
u

)

.

Ïåðåíîñÿ dL/dt â ïðàâóþ ÷àñòü, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ñîõðàíÿåòñÿ

ñëåäóþùàÿ âåëè÷èíà, íàçûâàåìàÿ ïîëíîé ýíåðãèåé

E =
∂L

∂u
u− L, dE

dt
= 0. (5.6)

Ïðîèçâîäíàÿ ëàãðàíæèàíà ïî ñêîðîñòÿì íàçûâàåòñÿ îáîáù¼ííûì èì-

ïóëüñîì. Äëÿ �óíêöèè Ëàãðàíæà ñâîáîäíîé ÷àñòèöû L = −m
√
1− u2

îáîáù¼ííûé èìïóëüñ ñîâïàäàåò ñ ðåëÿòèâèñòñêèì èìïóëüñîì p. Ïðè äâè-

æåíèè ÷àñòèöû â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå ñ ëàãðàíæèàíîì (4.79)

L = −m
√

1− u2 − q ϕ+ qAu

îáîáù¼ííûé èìïóëüñ �óäëèíÿåòñÿ� (ñòð. 113):

∂L

∂u
=

mu√
1− u2

+ qA = p+ qA. (5.7)

Ïîäñòàâëÿÿ åãî â âûðàæåíèå (5.6), ïîëó÷àåì:

E =
m√

1− u2
+ q ϕ = E + q ϕ, (5.8)

ãäå ñíîâà ïîëíàÿ (ñîõðàíÿþùàÿñÿ) ýíåðãèÿ ðàâíà ñóììå ýíåðãèè äâèæå-

íèÿ è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè.
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• Ââåä¼ì ïëîòíîñòü ìàññû òî÷å÷íîé ÷àñòèöû äâèæóùåéñÿ ïî òðàåê-

òîðèè ra(t):

µ(t,x) = ma δ
(
x− ra(t)

)
, (5.9)

Åñëè åñòü íåñêîëüêî çàðÿäîâ, íåîáõîäèìî ïðîñóììèðîâàòü ýòî âûðàæå-

íèå ïî èíäåêñó a. Êîãäà çàðÿäîâ â åäèíèöå îáú¼ìà ìíîãî, ýòî âûðàæåíèå

óñðåäíåíÿåòñÿ ïî íåáîëüøîìó îáú¼ìó, ÷òî â ðÿäå ñëó÷àåâ, äà¼ò ãëàäêóþ

�óíêöèþ µ(t,x) ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññû íåïðåðûâíîé ñðåäû. Ñèòóàöèÿ

àíàëîãè÷íà ââåäåíèþ ïëîòíîñòè çàðÿäà â ïðåäûäóùåì òîìå (ñòð.V1:??).

Íàïîìíèì, ÷òî ìàññû ÷àñòèö ma è èõ çàðÿäû qa ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè
ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà.

Êàê è äëÿ ïëîòíîñòè 4-òîêà çàðÿäà (2.53), ñòð. 57, îïðåäåëèì ïëîòíîñòü

4-òîêà ìàññû:

Jα = {µ, µu} = µ
dxα

dt
= µUα ds

dt
. (5.10)

Îí óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ íåïðåðûâíîñòè â äè��åðåíöèàëüíîé èëè

èíòåãðàëëüíîé �îðìå:

∂α J
α = 0,

d

dt

∫

V

J0 d3x = −
∫

S

J dS. (5.11)

Ýòîò çàêîí ñîõðàíåíèÿ îòðàæàåò òîò �àêò, ÷òî ñóììàðíàÿ ìàññà ÷àñòèö

âíóòðè îáú¼ìà V ìåíÿåòñÿ òîëüêî â ðåçóëüòàòå ïåðåñå÷åíèÿ ÷àñòèöàìè

ïîâåðõíîñòè S, îêðóæàþùåé îáú¼ì. Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî ðå÷ü èä¼ò èìåííî

î ñóììàðíîé ìàññå (ýíåðãèè ïîêîÿ) ÷àñòèö íå çàâèñèìî îò èõ ñêîðîñòè

(ïðåäïîëàãàåòñÿ ÷òî íåóïðóãèõ ñòîëêíîâåíèé íåò è ìàññû ÷àñòèö èçìå-

íèòüñÿ íå ìîãóò). Ñîîòâåòñòâåííî, µ(t, x) � ýòî ïëîòíîñòü òàêîé ìàññû.

⊲∗ Ïëîòíîñòü ìàññû ìîæíî çàïèñàòü ïðè ïîìîùè 4-ìåðíîé �óíêöèè

Äèðàêà: δ
(
x−xa(sa)

)
= δ
(
t−ta(sa)

)
δ
(
x−xa(sa)

)
, ãäå òðàåêòîðèÿ ÷àñòèöû

ïàðàìåòðèçèðóåòñÿ ïðè ïîìîùè èíâàðèàíòíîãî ñîáñòâåííîãî âðåìåíè sa
(ó êàæäîé ÷àñòèöû îíî ñâî¼). Òîãäà

µ(t, x) =
∑

a

ma

∫

δ
(
x− xa(sa)

)
dta =

∑

a

ma

∫

δ
(
x− xa(sa)

) dta
dsa

dsa.

Ñîîòâåñòâåííî, ïëîòíîñòü òîêà ïðèíèìàåò ÿâíî êîâàðèàíòíûé âèä:

Jα(t, x) =
∑

a

ma

∫

δ
(
x− xa(sa)

)
Uα
a (sa) dsa. (5.12)

Íàïîìíèì, ÷òî 4-�óíêöèÿ Äèðàêà δ(x) èíâàðèàíòíà, òàê êàê èíâàðèàí-

òåí 4-îáú¼ì d4x (ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà ðàâåí åäèíèöå).
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⊲Íàéä¼ì òåïåðü êîâàðèàíòíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ïëîòíîñòè ýíåðãèè-

èìïóëüñà äâèæóùèõñÿ ÷àñòèö. Óìíîæèì óðàâíåíèå äâèæåíèÿòî÷å÷íîãî

çàðÿäà (ñòð. 101):

m
dUα

ds
= q F αβUβ

ñëåâà è ñïðàâà íà äåëüòà-�óíêöèþ δ
(
x − r0(t)

)
. Ñëåâà ïîëó÷èòñÿ ïëîò-

íîñòü ìàññû µ, à ñïðàâà � ïëîòíîñòü çàðÿäà ρ, ïîýòîìó:

µ
dUα

dt
= F αβjβ. (5.13)

Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ êîâàðèàíòíîé çàïèñþ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â

ñëó÷àå íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññû è çàðÿäà.

�îâîðÿ î íåïðåðûâíîé ñðåäå â êîòîðîé ðàñïðåäåë¼í çàðÿä è ìàññà,

ïîäðàçóìåâàþò, ÷òî â êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà ìåíÿåòñÿ íå òîëüêî

èõ ïëîòíîñòü íî è ñêîðîñòü (ñêîðîñòü ñòàíîâèòñÿ �óíêöèåé êîîðäèíàò).

Ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè îò 4-ñêîðîñòè Uα = dxα/ds = {γ, γu}
ðàâíà dUα/dt = (∂βU

α) dxβ/dt. Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ çàðÿ-

æåííîé ñðåäû (5.13) ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

µ
dUα

dt
= Jβ ∂βU

α = ∂β(J
β Uα) = F αβjβ,

ãäå ó÷òåíî (5.11). Ââåä¼ì ñèììåòðè÷íûé òåíçîð ïëîòíîñòè ýíåðãèè-

èìïóëüñà âåùåñòâà:

Tαβ = JαUβ = µ
√

1− u2 UαUβ. (5.14)

Ñ åãî ïîìîùüþ óðàâíåíèå äâèæåíèÿ íåïðåðûâíîé çàðÿæåííîé ñðåäû

(5.13) ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∂βT
βα = F αβ jβ. (5.15)

Âûïèøåì â ÿâíîì âèäå êîìïîíåíòû òåíçîðà:

T00 = µγ, T0i = Ti0 = µγ ui, Tij = µγ uiuj,

ãäå γ = 1/
√
1− u2

è u = dr/dt � 3-ñêîðîñòü. Òàêèì îáðàçîì, T00
�

ýòî ïëîòíîñòü ýíåðãèè äâèæåíèÿ ÷àñòèö, à T0i
� ïëîòíîñòü èõ èìïóëüñà.

Åñëè âíåøíèõ ïîëåé íåò, òî òåíçîð ïëîòíîñòè ýíåðãèè-èìïóëüñà âåùåñòâà

ñîõðàíÿåòñÿ, óäîâëåòâîðÿÿ óðàâíåíèþ íåðåðûâíîñòè: ∂βT
βα = 0.

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåùåñòâà ïðåä-

ïîëàãàåòñÿ, ÷òî â ìàëîì îáú¼ìå âñå ÷àñòèöû äâèæóòñÿ ñ îäèíàêîâûìè

ñêîðîñòÿìè. Â ðÿäå ñèñòåì, òàêèõ êàê èäåàëüíûé ãàç, ýòî íå òàê è òåí-

çîð Tαβ
íåîáõîäèìî ìîäè�èöèðîâàòü. Äëÿ ýòîãî ââîäèòñÿ èíâàðèàíòíàÿ

�óíêöèÿ äàâëåíèÿ, �ó÷èòûâàþùàÿ� áåñïîðÿäî÷íîå äâèæåíèå ÷àñòèö. Ìû

âåðí¼ìñÿ ê ýòîìó âîïðîñó ïîçäíåå.
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5.2 Òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ïîëÿ

⊲ Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê ñîõðàíåíèþ ýíåðãèè-èìïóëüñà ýëåêòðîìàãíèòíî-

ãî ïîëÿ. Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ îò ëàãðàíæèàíà L = L(Aγ, ∂αAβ):

∂βL =
∂L
∂Aγ

∂βAγ +
∂L

∂(∂αAγ)
∂β(∂αAγ).

Â ïåðâîì ñëàãàåìîì ïîäñòàâèì óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà (4.75), ñòð. 111, âî

âòîðîì ïåðåñòàâèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂β∂α = ∂α∂β è âîñïîëüçóåìñÿ

�îðìóëîé ïðîèçâîäíîé ïðîèçâåäåíèÿ:

∂βL = ∂α

(
∂L

∂(∂αAγ)

)

∂βAγ +
∂L

∂(∂αAγ)
∂α(∂βAγ) = ∂α

(
∂L

∂(∂αAγ)
∂βAγ

)

.

Âûðàæåíèå ∂βL, ïðè ïîìîùè ñèìâîëà Êðîíåêåðà, ìîæíî ïåðåïèñàòü â

ñëåäóþùåì âèäå: ∂α(δ
α
βL). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå:

∂α T
α
β = 0, (5.16)

ãäå ââåäåí êàíîíè÷åñêèé òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ýëåêòðîìàãíèòíîãî

ïîëÿ:

T α
β =

∂L
∂(∂αAγ)

∂βAγ − δαβ L. (5.17)

Ïðè ïîìîùè ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà gαβ ìîæíî ïîäíÿòü èíäåêñ β ââåðõ,

ïåðåïèñàâ êàíîíè÷åñêèé òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà â ýêâèâàëåíòíîì âèäå:

T αβ =
∂L

∂(∂αAγ)
∂βAγ − gαβ L. (5.18)

⊲ �àçáåð¼ìñÿ ñ óðàâíåíèåì (5.16), êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò T αβ
. Ïî

ñâîåé �îðìå ýòî óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè (ñòð. 28):

∂αT
αβ =

∂T 0β

∂t
+∇i T

iβ = 0.

Äëÿ êàæäîãî èç ÷åòûðåõ çíà÷åíèé èíäåêñà β âûïîëíÿåòñÿ ñâîé çàêîí ñî-

õðàíåíèÿ, àíàëîãè÷íûé çàêîíó ñîõðàíåíèå çàðÿäà. Ïðè ýòîì èíòåãðàë îò

T 0β
� èìååò ñìûñë ÷åãî-òî ñîõðàíÿþùåãîñÿ â îáú¼ìå, åñëè ïîòîê âåëè÷èí

T iβ
÷åðåç ïîâåðõíîñòü, îêðóæàþùóþ îáú¼ì ðàâåí íóëþ.

Ââåä¼ì ïëîòíîñòü ýíåðãèè W = T 00
è ïëîòíîñòü èìïóëüñà Pi = T i0

è

çàïèøåì óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè äëÿ β = 0 â âåêòîðíîì âèäå:

∂W

∂t
+∇P = 0. (5.19)

Ýòî ñîîòíîøåíèå áûëî ïîëó÷åíî ïðè ðàññìîòðåíèè ýíåðãèè ýëåêòðîìàã-

íèòíîãî ïîëÿ (òåîðåìà Ïîéíòèíãà, ñòð. 68).
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⊲ Çàïèøåì òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà äëÿ ëàãðàíæèàíà ýëåêòðîìàã-

íèòíîãî ïîëÿ (ñòð. 117) â ïóñòîì ïðîñòðàíñòâå (jα = 0)

L = − 1

16π
FµνF

µν = − 1

8π

{

(∂µAν)(∂
µAν)− (∂µAν)(∂

νAµ)
}

.

Ïðîèçâîäíàÿ ëàãðàíæèàíà ïî ∂αAγ ðàâíà −F αγ/4π (⋖H43), ïîýòîìó:

T αβ = − 1

4π
F αγ ∂βAγ +

1

16π
gαβFµνF

µν. (5.20)

Ê òåíçîðó ýíåðãèè-èìïóëüñà ìîæíî ïðèáàâèòü ïðîèçâîäíóþ ∂γ(F
γαAβ),

òàê êàê îíà òîæäåñòâåííî óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ íåïðåðûâíîñòè (5.16).

Äåéñòâèòåëüíî, íå çàâèñèìî îò óðàâíåíèé äâèæåíèÿ

∂α∂γ(F
γαAβ) = 0,

òàê êàê òåíçîð ∂α∂γ � ñèììåòðè÷åí, à F
γα
� àíòèñèììåòðè÷åí è èõ ñâ¼ðò-

êà ðàâíà íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, åñëè T αβ
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ íåïðå-

ðûâíîñòè, òî åìó áóäåò óäîâëåòâîðÿòü òàêæå òåíçîð

T αβ 7→ T αβ − 1

4π
∂γ (F

γαAβ).

Ó÷èòûâàÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (4.35), ñòð. 100  jα = 0, íàïèøåì:

∂γ(F
γαAβ) = F γα ∂γA

β = −F αγ ∂γA
β

è ðàçäåëèâ íà 4π, âû÷òåì èç (5.20). Â ðåçóëüòàòå:

T αβ =
1

4π

(

F αγF β
γ +

1

4
gαβ FµνF

µν

)

. (5.21)

Ýòîò òåíçîð ñèììåòðè÷åí ïî α, β è èìååò íóëåâîé ñëåä: T α
α = 0 (⋖H44).

Òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà (5.20), ïîëó÷åííûé ïî �îðìóëå (5.18) íàçû-

âàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì. Îí çàâèñèò êàê îò íàïðÿæåííîñòåé ïîëÿ, òàê è îò

ïîòåíöèàëîâ. Â îòëè÷èå îò íåãî, ñèììåòðè÷íûé òåíçîð (5.21) îò ïîòåí-

öèàëîâ íå çàâèñèò. Îí ÿâëÿåòñÿ êàëèáðîâî÷íî èíâàðèàíòíûì. Äåéñòâè-

òåëüíî, åñëè ñäåëàòü ïðåîáðàçîâàíèå Aα 7→ Aα + ∂αΛ, ãäå Λ = Λ(t,x)

� ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ êîîðäèíàò è âðåìåíè, òî òåíçîð íàïðÿæåííî-

ñòåé Fαβ = ∂αAβ − ∂βAα íå èçìåíèòñÿ. Íå ïîìåíÿþòñÿ òàêæå óðàâíåíèÿ

äâèæåíèÿ è ñèììåòðè÷íûé òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà. Òàê êàê �èçè÷å-

ñêèå ðåçóëüòàòû íå äîëæíû çàâèñåòü îò ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè Λ, áîëåå

ïðåäïî÷òèòåëüíûìè ÿâëÿþòñÿ êàëèáðîâî÷íî èíâàðèàíòíûå âûðàæåíèÿ.

Òåì íå ìåíåå ïðîèçâîë â âûáîðå òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà (äîáàâëåíèå

ê íåìó âûðàæåíèÿ àâòîìàòè÷åñêè óäîâëåòâîðÿþùåãî óðàâíåíèþ íåïðå-

ðûâíîñòè) íå ñêàçûâàåòñÿ íà �èçè÷åñêèõ âûâîäàõ (ñòð. 150).
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⊲ Âûøå òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà áûë ñèììåòðèçîâàí â ïðåäïîëîæå-

íèè, ÷òî çàðÿäîâ, ñîçäàþùèõ ïîëå â ïðîñòðàíñòâå íåò (ñâîáîäíîå ýëåê-

òðîìàãíèòíîå ïîëå). Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà òîêè íå ðàâíû íóëþ, â ñè-

ëó óðàâíåíèÿ (5.15), áóäåò ñîõðàíÿòüñÿ ñóììà ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà

ýíåðãèè-èìïóëüñà ïîëÿ (5.21) è ÷àñòèö (5.14):

∂α (T
αβ + Tαβ) = 0. (5.22)

Äîêàæåì ýòî, âû÷èñëèâ 4-äèâåðãåíöèþ îò (5.21):

4π ∂αT
α
β = (∂αF

αγ)
︸ ︷︷ ︸

4πjγ

Fγβ + F αγ∂αFγβ +
1

2
F µν∂βFµν

︸ ︷︷ ︸
0

.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè, áëàãîäàðÿ êîâàðèàíòíîìó óðàâíåíèþ

Ìàêñâåëëà, ïðîïîðöèîíàëüíî 4-òîêó. Ñóììà ïîñëåäíèõ äâóõ ñëàãàåìûõ

ðàâíà íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî, âî âòîðîì ñëàãàåìîì ïåðåîáîçíà÷èì íåìûå

(ñóììàöèîííûå) èíäåêñû α 7→ µ, γ 7→ ν, à â òðåòüåì ñëàãàåìîì ïîäñòà-

âèì âòîðîå êîâàðèàíòíîå óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà (4.40) ñòð. 101:

∂βFµν = −∂µFνβ − ∂νFβµ.

Â ðåçóëüòàòå ñóììà ïîñëåäíèõ äâóõ ñëàãàåìûõ, ïîìå÷åííûõ �èãóðíîé

ñêîáêîé ðàâíà:

F µν ∂µFνβ −
1

2
F µν ∂µFνβ −

1

2
F µν ∂νFβµ =

1

2
F µν ∂µFνβ −

1

2
F µν ∂νFβµ.

Â ïîñëåäíåì ñëàãàåìîì ïåðåîáîçíà÷èì èíäåêñû µ 7→ ν, ν 7→ µ è ïîëó÷èì,

â ñèëó àíòèñèììåòðèè F µν = −F νµ
, íîëü. Òàêèì îáðàçîì:

∂αT
α
β = −Fβγj

γ. (5.23)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì (5.15) äëÿ òåíçîðà ýíåðãèè-

èìïóëüñà âåùåñòâà èìååì ∂αT
α
β = Fβγj

γ
. Ïîýòîìó 4-äèâåðãåíöèÿ ñóììû

T αβ + Tαβ
ðàâíà íóëþ.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â çàêîíå ñîõðàíåíèÿ (5.22) ïîëÿ è çàðÿäû âõî-

äÿò ðàâíîïðàâíûì îáðàçîì. Ýòîò çàêîí âûïîëíÿåòñÿ, åñëè îäíîâðåìåííî

èñïîëüçóþòñÿ óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà äëÿ ïîëåé, ñîçäàâàåìûõ çàðÿäàìè è

óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (ñèëà Ëîðåíöà) äëÿ ýòèõ-æå çàðÿäîâ â ñîçäàâàåìûõ

èìè ïîëÿõ. Äðóãèìè ñëîâàìè, íå ïðîèçâîäèòñÿ ðàçäåëåíèÿ íà èñòî÷íèêè

ïîëÿ è ïðîáíûå çàðÿäû (ñì. òàêæå ñòð. 69). Çàðÿäû �ñîçäàþò� ïîëå è ñ

íèì æå âçàèìîäåéñòâóþò. Òàêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ óðàâíåíèé ïðèâîäèò ê

íåêòîðûì ïðîáëåìàì, êîòîðûå ðàññìàòðèâàþòñÿ â ãëàâå 6.
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⊲ Â çàêëþ÷åíèå âûðàçèì êîìïîíåíòû òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà:

T αβ =
1

4π

(

gµνF
αµF νβ +

1

4
gαβ FµνF

µν

)

÷åðåç íàïðÿæ¼ííîñòè ïîëÿ. Äëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî èìååì:

gµνF
0µF ν0 = −F 0iF i0 = E2, gµνF

0µF ν1 = −F 0iF i1 = [E×B]x,

è ò.ä. Âî âòîðîì ñëàãàåìîì ñòîèò èíâàðèàíò FµνF
µν = 2 (B2 − E2),

ñòð. 102. Ïîýòîìó êîìïîíåíòû òåíçîðà ñ íóëåâûì èíäåêñîì ðàâíû ïëîò-

íîñòÿì ýíåðãèè è èìïóëüñà (ñòð.69):

T 00 =W =
E2 +B2

8π
, T 0i = T i0 = Pi =

[E×B]i

4π
. (5.24)

Àíàëîãè÷íî ðàñïèñûâàþòñÿ ïðîñòðàíñòâåííûå êîìïîíåíòû òåíçîðà. Ýòî

äà¼ò òåíçîð ïîòîêà èìïóëüñà (ñòð. 70):

T ij = Tij = σij = δijW −
EiEj +BiBj

4π
(5.25)

(íèæíèå èíäåêñû â Ei è Bi � ýòî îáû÷íûå äåêàðòîâû êîìïîíåíòû 3-

âåêòîðîâ E = {E1, E2, E3} ≡ {Ex, Ey, Ez}, à íå êîâàðèàíòíûå èíäåêñû).
Îòìåòèì òàêêæå, ÷òî êâàäðàò T αβ

èçîòðîïåí è âûðàæàåòñÿ ÷åðåç èíâà-

ðèàíòû íàïðÿæ¼ííîñòåé ýëåêòðîìàãíèòîãî ïîëÿ (⋖H45):

T µα Tαν =
δµν

(8π)2
[
(E2 −B2)2 + 4 (EB)2

]
. (5.26)

Ïîëó÷åííûå â ãëàâå 1 çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà, ñëåäó-

þò èç óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè ∂µ(T
µν+Tµν) = 0. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

çàðÿäû, íàõîäÿùèåñÿ â îáú¼ìå V , îêðóæåííîì ïîâåðõíîñòüþ S, ýòó ïî-
âåðõíîñòü íå ïåðåñåêàþò, îñòàâàÿñü, âíóòðè îáú¼ìà. Çàïèøåì äëÿ ýòîãî

ñëó÷àÿ èíòåãðàëüíóþ �îðìó óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè:

d

dt

∫

V

(T 0ν + T0ν) d3x+

∫

S

T iν dSi = 0.

Ïðè ν = 0 èíòåãðàë îò ïëîòíîñòè ýíåðãèè ñðåäû ñèñòåìû òî÷å÷íûõ çàðÿ-

äîâ ðàâåí ñóììàðíîé ýíåðãèè èõ äâèæåíèÿ. Âûðàæåíèå æå äëÿ ýíåðãèè-

èìïóëüñà ïîëÿ äàþò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè (3.12), ñòð. 69. Àíàëîãè÷íî

äëÿ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà.

Ïî÷åìó íåëüçÿ îãðàíè÷èòñÿ ïëîòíîñòÿìè ýíåðãèè è èìïóëüñà è ïðè-

õîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü òåíçîð? Äåëî â òîì, ÷òî â îòëè÷èè, íàïðèìåð, îò

ïëîòíîñòè òîêà, ÷åòâ¼ðêà âåëè÷èí {W,P} íå îáðàçóåò 4-âåêòîðà. Â ýòîì

ìîæíî óáåäèòüñÿ, ïîäñòàâèâ â íèõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà äëÿ íàïðÿ-

æ¼ííîñòåé ïîëÿ. Ïðîñòûìè òðàíñ�îðìàöèîííûìè ñâîéñòâàìè îáëàäàåò

èìåííî òåíçîð T αβ
, ÷àñòü êîìïîíåíò êîòîðîãî îïðåäåëÿþò W è P.
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5.3 Êîâàðèàíòíîñòü èíòåãðàëüíûõ âåëè÷èí

⊲ �àññìàòðèâàÿ çàêîíû ñîõðàíåíèÿ â òåîðèè ïîëÿ, ìû ñòðîèì òåí-

çîðíûå ïîëÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ íåïðåðûâíîñòè. Âî âðåìåíè

ñîõðàíÿåòñÿ èíòåãðàë ïî 3-ìåðíîìó ïðîñòðàíñòâó îò íóëåâîé êîìïîíåí-

òû òàêèõ òåíçîðîâ. Íàïðèìåð, èíòåãðàë îò íóëåâîé êîìïîíåíòû 4-òîêà

Jµ
ÿâëÿåòñÿ ñîõðàíÿþùèìñÿ çàðÿäîì Q. Îí èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî

ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà è èìååò îäèíàêîâîå çíà÷åíèå äëÿ âñåõ èíåðöè-

àëüíûõ íàáëþäàòåëåé. Àíàëîãè÷íî, äëÿ òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà T µν

âû÷èñëÿåòñÿ èíòåãðàë ïî d3x îò T 0ν
. Åãî çíà÷åíèå ÿâëÿåòñÿ ñóììàðíîé

ýíåðãèåé-èìïóëüñîì ïîëÿ P ν
, êîòîðàÿ ïðåîáðàçóåòñÿ êàê 4-âåêòîð.

Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî 4-âåêòîð Jµ
è 4-òåíçîð T µν

, ïî îïðåäåëåíèþ è ïî

ñóòè ñâîåãî ïîñòðîåíèÿ, ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî êîâàðèàíòíûìè âåëè÷èíàìè.

Íàïðèìåð, 4-òîê ïðåîáðàçóåòñÿ êàê 4-âåêòîð: J ′µ(x′) = Λµ
ν J

ν(x). Ïðè
ýòîì àðãóìåíòû âåêòîðíîãî ïîëÿ Jµ(x), èçìåðÿåìîãî â äâóõ ñèñòåìàõ

îòñ÷¼òà, îòíîñÿòñÿ ê îäíîé è òîé æå òî÷êå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Â ýòîé

òî÷êå �íàõîäÿòñÿ� äâà íàáëþäàòåëÿ èç 2-õ ñèñòåì îòñ÷¼òà, êàæäûé èç

êîòîðûõ èçìåðÿåò ñâî¼ âðåìÿ. Ïîýòîìó â ëåâîé ÷àñòè ïðåîáðàçîâàíèé

àðãóìåíòû 4-âåêòîðà èìåþò øòðèõ, à â ïðàâîé ñòîÿò áåç øòðèõà.

Êîãäà ìû ïåðåõîäèì ê èíòåãðàëüíûì âåëè÷èíàì, ñóììèðóÿ òåíçîðíîå

ïîëå ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó, âñòóïàåò â èãðó îòíîñèòåëüíîñòü îäíîâðå-

ìåííîñòè. Çàáóäåì ïîêà, ÷òî 4-òîê óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ íåïðåðûâ-

íîñòè è âû÷èñëèì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ Jµ
èíòåãðàë:

Q(t) =

∫

J0(t,x) d3x. (5.27)

Ïðè èíòåãðèðîâàíèè ñóììèðóþòñÿ çíà÷åíèÿ �óíêöèè J0(t,x), èçìåðåí-

íûå íàáëþäàòåëÿìè âî âñ¼ì ïðîñòðàíñòâå â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè t
â äàííîé �íåøòðèõîâàííîé� ñèñòåìå îòñ÷¼òà. Àíàëîãè÷íîå âûðàæåíèå ñî

øòðèõàìè ñîîòâåòñòâóåò èíòåãðàëüíîé âåëè÷èíå, èçìåðåííîé íàáëþäàòå-

ëÿìè â äðóãîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå â ìîìåíò âðåìåíè t′. Â òåîðèè îò-

íîñèòåëüíîñòè íåëüçÿ ââåñòè ñèíõðîíèçèðîâàííîå âî âñ¼ì ïðîñòðàíñòâå

âðåìÿ, îäíîâðåìåííî â äâóõ ðàçëè÷íûõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà

(ñòð.V1:70). Êîãäà â ïðåîáðàçîâàíèè J
′µ(x′) = Λµ

ν J
ν(x) ñòîÿò âðåìåíà

t è t′ ýòî íå âûçûâàåò çàòðóäíåíèÿ, ò.ê. ïîíÿòíî ê êàêèì íàáëþäàòå-

ëÿì îíè îòíîñÿòñÿ. Âðåìÿ æå â èíòåãðàëüíîì ñîîòíîøåíèè òèïà (5.27)

ñâÿçàíî ñ ñîâîêóïíîñòüþ âñåõ íàáëþäàòåëåé äàííîé ñèñòåìû. Åãî íåëü-

çÿ íåïîñðåäñòâåííî ñðàâèòü ñ àíàëîãè÷íûì �èíòåãðàëüíûì� âðåìåíåì t′

â äðóãîé ñèñòåìå. Ñðàâíèòü ìåæäó ñîáîé çàðÿäû Q(t) è Q′(t′) ìîæíî
òîëüêî, åñëè îíè ñîõðàíÿþòñÿ è îò âðåì¼í íå çàâèñÿò.
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⊲Ïðèâåä¼ì ïðîñòîé ïðèìåð. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî Ìèíêîâñêîãî 2-ìåðíî

(t, x). �àññìîòðèì òîê Jν(t, x) = xνex·x, íå óäîâëåòâîðÿþùèé óðàâíåíèþ
íåïðåðûâíîñòè. Åãî �çàðÿä� ðàâåí:

Q(t) = t

∞∫

−∞

et
2−x2

dx =
√
π t et

2

.

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà �óíêöèÿ âðåìåíè íå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì. Íà ñà-

ìîì äåëå ïðèìåíèòü ê íåé ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà è íåëüçÿ, òàê êàê

âåëè÷èíà Q íå îòíîñèòñÿ ê îäíîé òî÷êå â ïðîñòðàíñòâå, ïîýòîìó íå ÿñíî

êàêèå x′ è x èñïîëüçîâàòü â òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ.

⊲ Ñîõðàíÿþùèéñÿ æå çàðÿä îò âðåìåíè íå çàâèñèò è èíâàðèàíòåí.

Ïðèâåä¼ì ïðèìåð äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ. Ïóñòü V α
� ïîñòîÿííûé åäèíè÷íûé

âåêòîð (V2 = 1). Ââåä¼ì 4-âåêòîð η, îðòîãîíàëüíûé ê V (ñòð. 96):

η = x− (xV)V, ηV = 0, η2 = x2 − (xV)2, ∂αη
2 = 2 ηα.

Êîìïîíåíòû åäèíè÷íîãî 4-âåêòîðà ìîæíî ïðåäñòàâèòü àíàëîãè÷íî êîì-

ïîíåíòàìè 4-ñêîðîñòè: V α = {γ, γv}, γ = 1/
√
1− v2. �àññìîòðèì ñîõðà-

íÿþùèéñÿ òîê:

Jν = V νeη
2

, ∂µ J
µ = 2 (Vη) eη

2

= 0.

Ñîîòâåòñòâóþùèé åìó çàðÿä ðàâåí:

Q = γe−γ
2v2t2

∞∫

−∞

e−γ
2x2+2γ2vtxdx =

√
π.

Ýòî æå çíà÷åíèå ïîëó÷àò íàáëþäàòåëè è â �øòðèõîâàííîé� ñèñòåìå.

⊲ Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ òåíçîðíûõ óðàâíå-

íèé ∂µT
µν = 0 èëè ∂µJ

µ, αβ = 0. Ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëû

P ν =

∫

T 0ν d3x, Jαβ =

∫

J0, αβ d3x

áóäóò òåíçîðíûìè âûðàæåíèÿìè òàê êàê P ν
è Jαβ

íå çàâèñÿò îò âðåìåíè.

Åñëè æå óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè íå âûïîëíÿþòñÿ, òî òåíçîðíûå âûðà-

æåíèÿ ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ, â îáùåì ñëó÷àå, íå âîçíèêíóò. Â ÷àñòíî-

ñòè, â ýëåêòðîäèíàìèêå ñîõðàíÿåòñÿ ñóììàðíûé òåíçîð ÷àñòèö è ïîëåé:

∂γ(T
γα+T γα) = 0. Ïî-îòäåëüíîñòè ýòè òåíçîðû, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñîõðà-

íÿþòñÿ. Ïîýòîìó, ñóììàðíûé 4-èìïóëüñ òîëüêî ÷àñòèö áóäåò çàâèñåòü îò

âðåìåíè è íå ÿâëÿåòñÿ 4-âåêòîðîì (ñòð.V1:292).
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⊲∗ Äîêàæåì áîëåå ñòðîãî, ÷òî èíòåãðàë ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó îò íó-

ëåâîé êîìïîíåíòû ñîõðàíÿþùåãîñÿ 4-òîêà Jµ
, ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðîì îòíîñè-

òåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà [13℄. �àññìîòðèì, íàïðèìåð, íåêîòîðûé

òîê Jµ(x), óäîâëåòâîðÿþùèé óðàâíåíèþ íåïðåðûâíîñòè:

∂µJ
µ =

∂J0

∂t
+∇J = 0.

Ïóñòü ïîëå äîñòàòî÷íî áûñòðî óáûâàåò íà áåñêîíå÷íîñòè â 3-ìåðíîì ïðî-

ñòðàíñòâå x. Òî÷íåå, óáûâàíèå äîëæíî áûòü áûñòðåå ÷åì 1/x2
, ÷òîáû

ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë îò ïðîñòðàíñòâåííîé êîìïîíåíòû 4-òîêà J íà

áåñêîíå÷íîñòè ðàâíÿëñÿ íóëþ.

Çàïèøåì â çíà÷åíèå çàðÿäà â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè t̄. Äëÿ ýòîãî

ñíà÷àëà, ïðè ïîìîùè δ-�óíêöèè Äèðàêà, ïåðåéä¼ì îò èíòåãðèðîâàíèÿ ïî

3-ìåðíîìó ïðîñòðàíñòâó d3x, ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó-

âðåìåíè d4x = dt d3x:

Q =

∫

J0(t̄, x) d3x =

∫

J0(tx) δ(t− t̄) d4x.

Ââåä¼ì �óíêöèþ ñòóïåíüêè Õåâèñàéäà:

θ(t) =

{
1, t > 0,
0, t < 0.

(5.28)

Ïðîèçâîäíàÿ îò íå¼ ðàâíà δ-�óíêöèè: θ′(t) = δ(t), ÷òî ïðîâåðÿåòñÿ ïðîâå-

äåíèåì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ñ ïðîèçâîëüíîé �óíêöèåé (ñòð.V1:??).

Ïðè ïîìîùè �óíêöèè Õåâèñàéäà âûðàæåíèå äëÿ çàðÿäà ìîæíî ïåðåïè-

ñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

Q =

∫

J0(t, x) ∂0θ(t− t̄) d4x =

∫

Jµ(x, t) ∂µθ(t− t̄) d4x.

Ïî ïîâòîðÿþùåìóñÿ èíäåêñó µ, êàê îáû÷íî, ïðîâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå

îò 0 äî 3. Ïåðåõîä îò ïðîèçâîäíîé ïî t ê êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé ∂µ âî

âòîðîì ðàâåíñòâå âîçìîæåí, òàê êàê �óíêöèÿ Õåâèñàéäà çàâèñèò òîëüêî

îò âðåìåíè (ïðîèçâîäíûå ïî êîîðäèíàòàì áóäóò ðàâíû íóëþ). Ó÷èòûâàÿ

óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè ∂µJ
µ = 0, òîê ìîæíî âíåñòè ïîä ïðîèçâîäíóþ:

Q =

∫

∂µ
[
Jµ(x) θ(t− t̄)

]
d4x =

∫

Jµ(x) θ(t− t̄) dSµ, (5.29)

ãäå âòîðîå ðàâåíñòâî çàïèñàíî ïðè ïîìîùè èíòåãðàëüíîé òåîðåìû �àóññà

â 4-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (ïåðåõîä îò îáú¼ìíîãî èíòåãðàëà d4x, ê èíòå-

ãðàëó ïî ïîâåðõíîñòè dSµ, îêðóæàþùåé ýòîò îáú¼ì).
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Çàïèøåì òåïåðü çíà÷åíèå çàðÿäà â äðóãîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îò-

ñ÷¼òà, äâèæóùåéñÿ îòíîñèòåëüíî ïåðâîé âäîëü îñè x ñî ñêîðîñòüþ v. Â
ýòîé ñèñòåìå âñåì âåëè÷èíàì äîáàâëÿþòñÿ øòðèõè:

Q′ =

∫

∂ ′µ
[
J ′µ(x′) θ(t′ − t̄′)

]
d4x′.

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ, ñîâïàäàþùèõ ñ ïðåîáðà-

çîâàíèÿìè Ëîðåíöà: x′ = γ(x− vt), t′ = γ(t− vx). ßêîáèàí òàêîãî ïðå-

îáðàçîâàíèÿ ðàâåí åäèíèöå (⋖V1:H??

), ïîýòîìó d4x′ = d4x. Ïðîèçâîäíàÿ
∂ ′µ ïðåîáðàçóåòñÿ àíàëîãè÷íî êîâåêòîðó ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëîðåíöà.

Òàê êàê ïðè ýòîì ∂ ′µJ
′µ = ∂µJ

µ
øòðèõ ó Jµ

ìîæíî óáðàòü. Ïîýòîìó:

Q′ =

∫

∂µ
[
Jµ(x) θ

(
γ(t− vx)− t̄′

) ]
d4x. (5.30)

Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé �àóññà è âû÷òåì (5.30) è (5.29):

Q′ −Q =

∫

dSµ J
µ(x)

[
θ(γ(t− vx)− t̄′)− θ(t− t̄)

]
.

Ïðåäñòàâèì ãèïåðïîâåðõíîñòü dSµ, îõâàòûâàþùóþ âñ¼ 4-ïðîñòðàíñòâî,

êàê öèëèíäð, îñüþ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ îñü âðåìåíè t. Ïîâåðõíîñòíûé èí-
òåãðàë íà áîêîâûõ ñòîðîíàõ ýòîãî öèëèíäðà ðàâåí íóëþ, òàê êàê Jα = 0

ïðè |x| → ∞. Íà îñíîâàíèÿõ öèëèíäðà ïðè ëþáûõ êîíå÷íûõ x, t̄, t̄′ ïðè
t→ ±∞ ðàçíèöà �óíêöèé Õåâèñàéäà ðàâíà íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè

x, t̄′ è t̄ êîíñòàíòû, òî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ (5.28), èìååì:

lim
t→∞

θ
(
γ(t− vx)− t̄′

)
≈ θ(γt) = 1, lim

t→∞
θ(t− t̄) ≈ θ(t) = 1.

Îáå �óíêöèè Õåâèñàéäà òàêæå ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè t → −∞. Åñëè

æå âìåñòå ñ t ê áåñêîíå÷íîñòè ñòðåìèòñÿ x, òî íîëü âîçíèêàåò, òàê êàê

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ çíà÷åíèå 4-òîêà. Òàêèì îáðàçîì Q = Q′. Àíàëîãè÷íî
äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî, åñëè ∂µT

µν = 0, òî èíòåãðàë îò T 0ν
áóäåò 4-âåêòîðîì.

Çàìåòèì, ÷òî èíîãäà ïîëÿ â òå÷åíèè âñåãî âðåìåíè ëîêàëèçîâàíû â

êîìïàêòíîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà (ïåðåìåùàþùåéñÿ âäîëü íåêîòîðîé

òðàåêòîðèè). Â ýòîì ñëó÷àå ìîãóò ñóùåñòâîâàòü êâàçèñîõðàíÿþùèåñÿ òî-

êè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè íå âûïîëíÿåòñÿ, íî çàðÿä

ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì, åñëè ïðåíåáðå÷ü ðàçìåðàìè îáëàñòè. Íàïðèìåð,

ïóñòü â ïðåäåëå ïðè êîòîðîì ñîîòâåòñòâóþùàÿ îáëàñòü ñòðåìèòüñÿ ê íó-

ëþ, âîçíèêàåò �óíêöèÿ Äèðàêà J0(t,x) = f(t,x) δ
(
x− x0(t)

)
. Åñëè ïðè

ýòîì f
(
t, x0(t)

)
íå çàâèñèò îò âðåìåíè, òî è èíòåãðàë îò J0(t,x) áóäåò

ïîñòîÿííûì. Äðóãèìè ñëîâàìè, îòêëîíåíèÿ îò òåíçîðíîãî õàðàêòåðà èí-

òåãðàëüíûõ âåëè÷èí èíîãäà ìîãóò áûòü è íåáîëüøèìè.
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5.4 Ìîìåíò èìïóëüñà ïîëÿ

⊲ Êðîìå ýíåðãèè è èìïóëüñà ñîõðàíÿåòñÿ ïîëíûé ìîìåíò èìïóëüñà

÷àñòèö è ïîëÿ. Åñëè ñóùåñòâóåò ñèììåòðè÷íûé ñîõðàíÿþùèéñÿ òåíçîð

âòîðîãî ðàíãà T µν = T νµ
, òî àâòîìàòè÷åñêè ñîõðàíÿåòñÿ ñëåäóþùèé òåí-

çîð, àíòèñèììåòðè÷íûé ïî ïîñëåäíèì äâóì èíäåêñàì:

Jµ, αβ = xα T µβ − xβ T µα. (5.31)

Äåéñòâèòåëüíî, âû÷èñëèì åãî 4-äèâåðãåíöèþ ïî èíäåêñó µ:

∂µ J
µ, αβ = δαµ T µβ − δβµ T µα + xα ∂µT µβ − xβ ∂µT µα.

Åñëè ∂µT µα = 0 è òåíçîð T µν
ñèììåòðè÷åí, ïîëó÷àåòñÿ íîëü:

∂µ J
µ, αβ = T αβ − T βα = 0. (5.32)

Ñîîòâåòñòâåííî ñîõðàíÿåòñÿ

dJαβ

dt
= 0

àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð:

Jαβ =

∫
(
xα T 0β − xβ T 0α

)
d3x. (5.33)

⊲ Â ñëó÷àå ýëåêòðîäèíàìèêè, â êà÷åñòâå T αβ
åñòåñòâåííî âçÿòü ñóììó

òåíçîðîâ ýíåðãèè-èìïóëüñà ÷àñòèö è ïîëÿ:

T αβ = Tαβ + T αβ, (5.34)

ãäå òåíçîð ÷àñòèö ñ ïëîòíîñòüþ µ(t,x) =
∑
ma δ(x− ra(t)) ðàâåí (5.14):

Tαβ = µ
ds

dt
UαUβ,

à äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ íåîáõîäèìî âçÿòü ñèììåòðèçîâàííîå âû-

ðàæåíèå (5.21):

T αβ =
1

4π

(

F αγF β
γ +

1

4
gαβ FµνF

µν

)

.

Ïðè ïîìîùè óðàâíåíèé (5.15), (5.23):

∂βT
βα = F αβ jβ, ∂βT

βα = −F αβ jβ

ìîæíî íåçàâèñèìî ïðîâåðèòü, ÷òî ∂µJ
µ, αβ = 0. Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî Tαβ

è

T αβ
ñàìè ïî ñåáå íå ñîõðàíÿþòñÿ, ïîýòîìó â (5.31) äîëæíû âõîäèòü â

âèäå ñóììû.
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⊲ Çàïèøåì ñîõðàíÿþùèåñÿ âåëè÷èíû Jαβ
â òð¼õìåðíîì âèäå. Êàê

îáû÷íî, àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð ìîæíî ïðåäñòàâèòü ïðè ïîìîùè äâóõ

3-âåêòîðîâ J è G:

J i = {J23, J31, J12} =
1

2
εijk J jk, Gi = {J10, J20, J30} = J i0.

Îíè ðàçáèâàþòñÿ íà äâå ÷àñòè, íàïðèìåð, J = Jp + Jf (÷àñòèöû ïëþñ

ïîëå). Íàéä¼ì ñíà÷àëà ñîñòàâëÿþùóþ îò ÷àñòèö:

J i
p = εijk

∫

xj T0k d3x =
∑

a

εijk
∫

xjma δ
(
x− ra(t)

)
Uk d3x,

èëè, èíòåãðèðóÿ ñ �óíêöèåé Äèðàêà, ïîëó÷àåì ìîìåíò èìïóëüñà:

Jp =
∑

a

[ra × pa],

ãäå pa = ma ua/
√

1− u2
a � èìïóëüñ a-é ÷àñòèöû, à ra � å¼ ïîëîæåíèå.

Àíàëîãè÷íî, ïðè ïîìîùè âûðàæåíèé (5.24), çàïèñûâàåòñÿ ñîñòàâëÿþùàÿ

ìîìåíòà èìïóëüñà ïîëÿ. Â ðåçóëüòàòå, ñîõðàíÿåòñÿ ñóììàðíûé 3-ìîìåíò

èìïóëüñà:

J =
∑

a

[ra × pa] +

∫
x× [E×B]

4π
d3x. (5.35)

Â ýòîì ñîîòíîøåíèè ÷àñòèöû è ïîëÿ âûñòóïàþò ðàâíîïðàâíûì îáðàçîì

(ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ñîçäà¼òñÿ çàðÿäàìè è íà íèõ æå îíî äåéñòâóåò).

Âòîðîé 3-âåêòîð, îïðåäåëÿþùèé òåíçîð Jαβ
, ðàâåí:

G = R− tP, (5.36)

ãäå R � öåíòð ýíåðãèè ÷àñòèö è ïîëÿ:

R =
∑

a

xa
ma

√

1− u2
a

+

∫

x
E2 +B2

8π
d3x,

à P èõ ñóììàðíûé èìïóëüñ:

P =
∑

a

pa +

∫
[E×B]

4π
d3x.

ÏîñòîÿíñòâîG îçíà÷àåò, ÷òî öåíòð ýíåðãèè äâèæåòñÿ ðàâíîìåðíî è ïðÿ-

ìîëèíåéíî. Ïðè ýòîì ñèñòåìà ÷àñòèö è ïîëåé ìîæåò âðàùàòüñÿ, ñîõðàíÿÿ

ñâîé ìîìåíò èìïóëüñà J.
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5.5 Êëàññè÷åñêèé ñïèí

⊲ Ïðè äâèæåíèè ëþáîé ñèñòåìû âñåãäà ìîæíî âûäåëèòü ìîìåíò èì-

ïóëüñà å¼ äâèæåíèÿ êàê öåëîãî è ñîáñòâåííûé ìîìåíò âðàùåíèÿ. �àñ-

ñìîòðèì ñèñòåìó çàðÿæåííûõ ÷àñòèö è ïîëÿ. Ïîñòîÿííûå, èíòåãðàëüíûå

4-ìîìåíò è 4-èìïóëüñ ñèñòåìû ðàâíû:

Jαβ =

∫

J0, αβ d3x, P µ =

∫

(T 0µ + T0µ) d3x. (5.37)

Îïðåäåëèì 4-âåêòîð êëàññè÷åñêîãî ñïèíà:

Sµ =
1

2
εµαβγ J

αβ Uγ, (5.38)

ãäå Uµ = P µ/M � èíòåãðàëüíàÿ 4-ñêîðîñòü è M2 = P2
. Â ñèëó àíòèñèì-

ìåòðè÷íîñòè εµαβγ, 4-ñïèí îðòîãîíàëåí 4-ñêîðîñòè ñèñòåìû:

S ·U = 0. (5.39)

Â ñèñòåìå îòñ÷¼òà ãäå Uµ = {1, 0}, êîìïîíåíòû Sµ = {S0,S} ðàâíû
{0, J23, J31, J12} è 3-âåêòîð ñïèíà S ñîâïàäàåò ñ ïîëíûì ìîìåíòîì. Â

ïðîèçâîëüíîé æå ñèñòåìå S ïðîïîðöèîíàëåí ðàçíîñòè ïîëíîãî ìîìåíòà

(5.35) è ìîìåíòà èìïóëüñà öåíòðà ýíåðãèè (ñòð.V1:236):

S = U0 (J−R×P), (5.40)

ãäå R è P îïðåäåëåíû â (5.36). Âðåìåíí�àÿ êîìïîíåíòà ñóììàðíîé 4-

ñêîðîñòè Uµ = {U0, U} äåëàåò ýòî âûðàæåíèå ïðîñòðàíñòâåííûìè êîì-

ïîíåíòàìè 4-âåêòîðà. Ñèñòåìà ïîêîÿ ñîîòâåñòâóåò ðàâåíñòâó íóëþ ïîë-

íîãî èïóëüñà P = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî U0 = 1.

Òåíçîð Jαβ
íåèíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî òðàíñëÿöèîííûõ ïðåîáðàçî-

âàíèé xµ 7→ xµ + aµ. Åñëè ïåðåéòè â �ñäâèíóòóþ� ñèñòåìó îòñ÷åòà, òî

ïîëÿ íå ïîìåíÿþòñÿ (ëàãðàíæèàí ÿâíî îò êîîðäèíàò íå çàâèñèò), íî íà-

ëè÷èå xµ â (5.31) ïîä èíòåãðàëîì ïðèâåäåò ê òîìó, ÷òî ïîëíûé ìîìåíò

èçìåíèòñÿ:

Jµν 7→ Jµν + aµP ν − aνP µ. (5.41)

Ñïèí (5.38) ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè íå ìåíÿåòñÿ.

Â ñëåäóþùåé ãëàâå ìû ââåä¼ì ñïèíîâóþ ñîñòàâëÿþùóþ Sµ, αβ
ïîëÿ

â òåíçîðå Jµ, αβ
. Îíà â îáùåì ñëó÷àå, ñàìà ïî ñåáå íå ñîõðàíÿåòñÿ. Â

îòëè÷èè îò ýòîãî, Sµ
âñåãäà ñîõðàíÿåòñÿ, åñëè ñîõðÿíÿþòñÿ (5.37).

Íà îñíîâàíèè âñåãî ýòîãî, âåëè÷èíó Sµ
ìîæíî ñ÷èòàòü ñîáñòâåííûì

ìîìåíòîì âðàùåíèÿ ñèñòåìû (áåç ó÷åòà ïåðåìåùåíèÿ å¼ êàê öåëîãî) è

íàçûâàòü êëàññè÷åñêèì ñïèíîì.
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⊲ Ìîæíî òàêæå îïðåäåëèòü àíòèñèììåòðè÷íûé 4-òåíçîð ñïèíà:

Sαβ = εαβµν UµSν. (5.42)

Â ñèëó àíòèñèììåòðèè εαβµν , òåíçîð ñïèíà îðòîãîíàëåí 4-ñïèíó è 4-

ñêîðîñòè: SαβSβ = SαβUβ = 0. Äóàëüíûé ê Sαβ
òåíçîð ðàâåí:

1

2
εαβµν S

µν = SαUβ − SβUα. (5.43)

Ñâåðí¼ì ýòî ñîîòíîøåíèå ñ Uβ
è ó÷èò¼ì, ÷òî U2 = 1, S · U = 0:

Sν =
1

2
εναβγ S

αβUγ. (5.44)

Òàêèì îáðàçîì, 4-âåêòîð ñïèíà ñâÿçàí ñ 4-òåíçîðîì ñïèíà òàê æå êàê ñ

ïîëíûì ìîìåíòîì èìïóëüñà (5.38). Ïîäñòàâëÿÿ (5.38) â (5.42), ïîëó÷àåì:

Sαβ = Jαβ−
(
Jαγ Uβ − Jβγ Uα

)
Uγ. (5.45)

Îòìåòèì åù¼ îäíî ñîîòíîøåíèå ìåæäó ââåäåííûìè âåëè÷èíàìè, ïîëó-

÷àåìîå ñâ¼ðòêîé (5.38) èëè (5.44) ñ ñèìâîëîì Ëåâè-×èâèòû:

εαβγν S
ν = Jαβ Uγ + JγαUβ + Jβγ Uα = Sαβ Uγ +Sγα Uβ +Sβγ Uα (5.46)

(ïî èíäåêñàì α, β, γ ïðîâîäèòñÿ öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà).

⊲ Àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð ñïèíà îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ 3-âåêòîðàìè:

g = U× S, s = U 0S− S0U, (5.47)

ãäå, êàê îáû÷íî, g = {S10, S20, S30} è s = {S23, S31, S12}. Â ñèñòåìå

ãäå Uα = {1, 0}, íóëåâûå êîìïîíåíòû òåíçîðà ñïèíà ðàâíû íóëþ, à ïðî-

ñòðàíñòâåííûå: Sij = J ij
. Íàïîìíèì, ÷òî â âåêòîðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ êîì-

ïîíåíòû 4-âåêòîðà ñïèíà ðàâíû (ñòð.V1:237):

S0 = JU, S = JU 0 −G×U, (5.48)

ãäå J = {J23, J31, J12} è G = {J10, J20, J30}. Â ñèñòåìå ïîêîÿ îòëè÷íû îò

íóëÿ òîëüêî S è s.

Äåëàÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà îò S ′µ = {0, S0}, ê Sµ = {S0, S},
íåñëîæíî íàéòè ñâÿçü �ïîêîÿùåãîñÿ� S0 è �äâèæóùåãîñÿ� ñî ñêîðîñòüþ

u = U/U 0
ñïèíà S = S0 + Γu (uS0). Ïåðïåíäèêóëÿðíûé ñêîðîñòè ñïèí

íå ìåíÿåòñÿ: S = S0, à ïàðàëëåëüíûé � óâåëè÷èâàåòñÿ: S = γ S0.

Ïðîñòðàíñòâåííûå êîìïîíåíòû �òåíçîðíîãî ñïèíà� s ïðåîáðàçóþòñÿ

êàê s = γ s0 − Γv (vs0). Åãî ïîïðå÷íàÿ è ïðîäîëüíàÿ êîìïîíåíòû âåäóò

ñåáÿ ïðîòèâîïîëîæíûì îáðàçîì ïî ñðàâíåíèþ ñ âåêòîðîì S.
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•Ïðåäñòàâèì òåíçîð ñïèíà â åù¼ îäíîì âèäå. Ñîîòíîøåíèå (5.45) ìîæ-

íî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Sαβ = Jαβ − (XαP β −XβPα), (5.49)

ãäå ââåäåí 4-âåêòîð, çàâèñÿùèé îò íåêîòîðîãî ñêàëÿðà λ:

Xα = λUα +
1

M
Jαγ Uγ, (5.50)

Âòîðîå ñëàãàåìîå â Xα
íåïîñðåäñòâåííî âõîäèò â (5.45), à ïåðâîå ñëàãà-

åìîå ñîêðàùàåòñÿ ïðè ëþáîì λ. Ýòî æå ïðåäñòàâëåíèå ìîæíî çàïèñàòü

â èíòåãðàëüíîì âèäå:

Sαβ =

∫
[
(xα −Xα) T 0β − (xβ −Xβ) T 0α

]
d3x, (5.51)

ãäå T αβ = T αβ+Tαβ
� ñîõðàíÿþùèéñÿ òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ÷àñòèö è

ïîëÿ. Âåëè÷èíû Xα
íå çàâèñÿò îò êîîðäèíàò x è âûíîñÿ èõ çà èíòåãðàë,

ïîëó÷àåì (5.49). Âåêòîð Xα
ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê íåêîòîðóþ

òî÷êó â 4-ïðîñòðàíñòâå, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ ñîáñòâåí-

íûé ìîìåíò âðàùåíèÿ (òåíçîð ñïèíà). Êîìïîíåíòû âåêòîðà Xα
ðàâíû:

X0 = λU 0 +
UG

M
, X = λU+

U 0

M
G− U× J

M
.

Ïðîñòðàíñòâåííûå êîìïîíåíòû ìîæíî òàêæå ïåðåïèñàòü â âèäå:

X = λU +
G+U (UG)

P 0
− U× S

P 0
. (5.52)

Â òîæå âðåìÿ, ïîëîæåíèå ñèñòåìû õàðàêòåðèçóåòñÿ ïðè ïîìîùè öåí-

òðà å¼ ýíåðãèè:

R =
1

P 0

∫

x T 00 d3x, P 0 =

∫

T 00 d3x. (5.53)

Äëÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû Jαβ
è Pα

ñîõðàíÿþòñÿ

J i0 =

∫

(xi T 00 − t T 0i) d3x = P 0Ri − t P i = const,

ïîýòîìó öåíòð ýíåðãèè äâèæåòñÿ ðàâíîìåðíî è ïðÿìîëèíåéíî:

R =
G

P 0
+ t

P

P 0
=

G

P 0
+ sU, (5.54)

ãäå s = t/U 0 = t
√
1− u2

� �èíòåãðàëüíîå ñîáñòâåííîå âðåìÿ� ñèñòåìû,

îïðåäåëÿåìîå ÷åðåç å¼ èíòåãðàëüíóþ ñêîðîñòü u = U/U 0
.
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Òàêèì îáðàçîì, ý��åêòèâíàÿ òî÷êà íà òðàåêòðèè X, îòíîñèòåëüíî

êîòîðîé âû÷èñëÿåòñÿ òåíçîð ñïèíà ñèñòåìû (5.51), íå ñîâàïàäàåò ñ ïîëî-

æåíèåì öåíòðà ýíåðãèè R:

X = R+
[

λ− s+ UG

P 0

]

U− U× S

P 0
.

Ñâÿçü ýòèõ äâóõ 3-âåêòîðîâ çàâèñèò îò âûáîðà èíâàðèàíòà λ. Íàïðèìåð,
åñëè ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêà áûëî ðàâíî

íóëþ, òîãäà X0 = t ñîâïàäàåò ñ âðåìåíåì ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà

è ñâÿçü âåêòîðîâ ïðåîáðåòàåò âèä:

X = R− u× S

M
= R− u× s

P 0
, (5.55)

ãäå ïðîåêöèè âåêòîðà s ÿâëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâåííûìè êîìïîíåíòàìè òåí-

çîðà ñïèíà (5.47), à S � 4-âåêòîðà ñïèíà (5.38). Ñêîðîñòü u = U/U 0
�

ýòî èíòåãðàëüíàÿ 3-ñêîðîñòü ñèñòåìû. Òàêèì îáðàçîì, X ñäâèíóò îòíî-

ñèòåëüíî R òåì ñèëüíåå, ÷åì áûñòðåå äâèæåòñÿ è âðàùàåòñÿ ñèñòåìà.

Êèíåìàòè÷åñêè ýòîò ý��åêò ñâÿçàí ñî ñãóùåíèåì ïëîòíîñòè ýíåðãèè â

íèæíåé ÷àñòè ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè â êîòîðîé ëåæàò â âåê-

òîðû ñïèíà è ñêîðîñòè (ñòð.V1:296).

Âïðî÷åì, ïîäîáíîå ðàññìîòðåíèå èìååò ñìûñë òîëüêî äëÿ äîñòàòî÷íî

êîìïàêòíîé â ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû çàðÿäîâ è ïîëåé. Äëÿ ñèëüíî íåëî-

êàëüíîé ñèñòåìû, s = t/U 0 = t
√
1− u2

íå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì, òàê

êàê èíòåãðàëüíàÿ ñêîðîñòü u íå ñâÿçàíà ñ êîíêðåòíîé òî÷êîé (îíà âû-

÷èñëÿåòñÿ ÷åðåç ñóììàðíûé 4-èìïóëüñ ñèñòåìû).

Â ìèêðîìèðå ñóùåñòâóåò ìíîãî ïðèìåðîâ êîìïàêòíûõ ñèñòåì, îáëà-

äàþùèõ ñïèíîì. Íà÷èíàÿ îò �òî÷å÷íîãî� ýëåêòðîíà, çàêàí÷èâàÿ ÿäðàìè

è àòîìàìè, èìåþùèìè íåáîëüøîé, íî êîíå÷íûé ðàçìåð. Â ñëó÷àå �óí-

äàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö (ëåïòîíû, êâàðêè) èõ ñîáñòâåííûé ñïèí íå èìå-

åò êëàññè÷åñêîé àíàëîãèè. Îí âñåãäà ðàâåí �èêñèðîâàííîìó çíà÷åíèþ

(â äîëÿõ ïîñòîÿííîé Ïëàíêà). Òàêèå ÷àñòèöû íåëüçÿ ðàñêðóòèòü ñèëü-

íåå èëè îñòàíîâèòü èõ �âðàùåíèå�. Â òîæå âðåìÿ ïîëíûé ìîìåíò â ñè-

ñòåìå ïîêîÿ ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé íåñêîëüêèõ �óíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö,

âïîëíå èìååò êëàññè÷åñêóþ àíàëîãèþ ñïèíà, ðàññìîòðåííîãî âûøå.

Åñëè èçó÷àåòñÿ ñèñòåìà, äâèæóùàÿñÿ âî âíåøíåì ïîëå, òî ñóììàðíûé

ìîìåíò èìïóëüñà è ñïèí äîëæíû áûòü ðàçáèòû íà äâå ÷àñòè (÷àñòèöû

è ïîëÿ). Â ýòîì ñëó÷àå ñïèí ïîäñèñòåìû íå ñîõðàíÿåòñÿ, à äâèæåíèå

öåíòðà ýíåðãèè íå áóäåò ïðÿìîëèíåéíûì è ðàâíîìåðíûì. Òåì íå ìåíåå,

ñ÷èòàÿ ý��åêòû íåêîâàðèàíòíîñòè ìàëûìè, ìîæíî îïèñàòü äèíàìèêó

ñïèíà �ãèðîñêîïà� (ñîâîêóïíîñòè âðàùàþùèõñÿ ÷àñòèö) âî âíåøíåì ïîëå

èñõîäÿ èç äîñòàòî÷íî îáùèõ ñîîáðàæåíèé, ÷òî ìû ñåé÷àñ è ïðîäåëàåì.
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• �àññìîòðèì ÷àñòèöó (èëè êîìïàêòíóþ ñèñòåìó çàðÿäîâ), îáëàäàþ-

ùóþ ñïèíîì è ìàãíèòíûì ìîìåíòîì. Íàéäåì ðåëÿòèâèñòñêîå óðàâíåíèå

êîòîðîå îïèñûâàåò äâèæåíèå òàêîé ÷àñòèöû âî âíåøíåì ýëåêòðîìàãíèò-

íîì ïîëå. Â ñèñòåìå ïîêîÿ ÷àñòèöû, íàõîäÿùåéñÿ â ìàãíèòíîì ïîëå, ñïèí

èñïûòûâàåò ëàðìîðîâñêóþ ïðåöåññèþ (ñòð. 45):

dS

dt
=
gQ

2m
[S×B], (5.56)

ãäå Q, m � çàðÿä è ìàññà ÷àñòèöû, à g � ãèðîìàãíèòíûé �àêòîð (äëÿ

ýëåêòðîíà Q = −e, g ≈ 2).

Â êîâàðèàíòíîì óðàâíåíèè 3-âåêòîð ñïèíà äîëæåí çàìåíèòüñÿ íà 4-

ñïèí, à ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè, íà ïðîèçâîäíóþ ïî èíâàðèàíòíîìó ñîá-

ñòâåííîìó âðåìåíè ÷àñòèöû dτ = dt
√
1− u2

. Âìåñòî ìàãíèòíîãî ïîëÿ

äîëæåí ïîÿâèòüñÿ 4-òåíçîð Fµν. Òàê êàê â (5.56) ïðîèçâîäíàÿ ëèíåéíà

ïî ñïèíó è ìàãíèòíîìó ïîëþ, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî è â êîâàðèàíòíîì óðàâ-

íåíèè îíà áóäåò ëèíåéíà ïî òåíçîðó ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ F ≡ F αβ
è

ñïèíó S ≡ Sα
. Êðîìå ýòèõ äâóõ âåëè÷èí åñòü åù¼ 4-ñêîðîñòü U = {γ, uγ}

(â (5.56) å¼ íåò, òàê ýòî ñèñòåìà ïîêîÿ ÷àñòèöû). Â òàêèõ ïðåäïîëîæåíè-

ÿõ, íàèáîëåå îáùåå êîâàðèàíòíîå óðàâíåíèå èìååò âèä:

dS

dτ
= α1 S + α2U+ α3 F · S + α4 F ·U + α5 (S · F · U)U, (5.57)

ãäå αi � íåêîòîðûå êîíñòàíòû. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìàãíèòíîå ïîëå îäíî-

ðîäíî (ñòð.V1:??) è íà ÷àñòèöó äåéñòâóåò òîëüêî ñèëà Ëîðåíöà:

A =
dU

dτ
=
Q

m
F · U. (5.58)

Ïðîèçâîäíàÿ óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè 4-ñïèíà è 4-ñêîðîñòè:

U · S = 0 => U · dS
dτ

= −A · S.

ñ ó÷¼òîì óðàâíåíèé (5.57), (5.58), äà¼ò α2 = 0, α5 = α3−Q/m. Óðàâíåíèå
Ëàðìîðà (5.56) ïðè U = {1, 0} ïîçâîëÿåò íàéòè îñòàâøèåñÿ êîý��èöè-

åíòû: α1 = α4 = 0, α3 = gQ/2m. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå

Áàðãìàíà-Ìèøåëÿ-Òåëåãäè (BMT) [27℄:

dS

dτ
=
gQ

2m
F · S−

(
1− g

2

)

(A · S)U, (5.59)

ãäå 4-óñêîðåíèå A îïðåäåëÿåòñÿ ñèëîé Ëîðåíöà (5.58).
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⊲ Êîìïîíåíòû 4-âåêòîðà, ïîëó÷àþùåãîñÿ ïðè ñâåðòêå F µν
è Sν ðàâíû

F ·S = {ES, S0E+S×B}, ãäå E è B � ýëåêòðè÷åñêîå è ìàãíèòíîå ïîëå.

Ïîýòîìó â 3-ìåðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ BMT óðàâíåíèå èìååò âèä:

dS

dt
=

gQ

2mγ

(

(uS)E+ S×B
)

+
(

1− g

2

)

γ2 (aS)u. (5.60)

Åñëè ìàãíèòíûé ìîìåíò ó ÷àñòèöû ñî ñïèíîì îòñóòñòâóåò (g = 0), òî ïðå-
öåññèÿ ñïèíà èìååò êèíåìàòè÷åñêóþ ïðèðîäó, è èç (5.60) ñëåäóåò óðàâ-

íåíèå (V1:10.22), ñòð.V1:285. ×àñòèöû, ñ çàðÿäîì è ñïèíîì, íî áåç ìàã-

íèòíîãî ìîìåíòà, íåèçâåñòíû. Îäíàêî, íàïðèìåð, äëÿ ÿäðà óðàíà

235
92 U

g-�àêòîð ðàâåí g = −0.26, ÷òî â 11 ðàç ìåíüøå, ÷åì ó ïðîòîíà è â 8,

÷åì ó ýëåêòðîíà, ïðè òîì, ÷òî ñïèí â 7 ðàç áîëüøå (7~/2). Äëÿ òàêîãî

îáúåêòà êèíåìàòè÷åñêèé ý��åêò ïðåîáëàäàåò íàä äèíàìè÷åñêèì.

Ïðè äâèæåíèè â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå (E = 0, B = const) ìî-

äóëü ñêîðîñòè ÷àñòèöû ïîñòîÿíåí è 3-âåêòîð óñêîðåíèÿ ðàâåí (ñòð.V1:144):

a =
du

dt
= ω [n× u],

da

dt
= ω [n× a] = −ω2 u, (5.61)

ãäå n = B/|B| � åäèíè÷íûé âåêòîð âäîëü ìàãíèòíîãî ïîëÿ, à öèêëî-

òðîííàÿ ÷àñòîòà ω = −Q|B|/mγ, ìîæåò áûòü è îòðèöàòåëüíîé (åñëè

Q > 0). Óðàâíåíèå äëÿ ñïèíà (5.60) ïðèíèìàåò âèä:

dS

dt
=
g

2
ω [n× S] +

(
1− g

2

)
γ2 (aS)u, (5.62)

îòêóäà, èñïîëüçóÿ (5.61), íåñëîæíî ïîëó÷èòü:

d(uS)

dt
= γ2

(

1− g

2

)

(aS),
d(aS)

dt
= −ω2

(

1− g

2

)

(uS). (5.63)

Ýòè óðàâíåíèÿ ïðèâîäÿò ê óðàâíåíèÿì îñöèëëÿòîðíîãî òèïà:

d2(uS)

dt
+ ω̄2 (uS) = 0,

d2(aS)

dt
+ ω̄2 (aS) = 0, (5.64)

ãäå ω̄ = γω (1 − g/2). Ïîòîìó ïðîåêöèè ñïèíà íà ñêîðîñòü è óñêîðåíèå

ñîâåðøàþò ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé:

ωa =
2− g
2

γ ω =
2− g
2

QB

m
. (5.65)

Äëÿ ýëåêòðîíà g ≈ 2 è äèíàìè÷åñêàÿ ëàðìîðîâñêàÿ ïðåöåññèÿ ïðàêòè-

÷åñêè ïîëíîñòüþ êîìïåíñèðóåò êèíåìàòè÷åñêóþ ïðåöåññèþ. Íåáîëüøîå

èçìåíåíèå ïîëÿðèçàöèè ýëåêòðîíà uS ñâÿçàíî ñ îòêëîíåíèåì g-�àêòîðà

îò äâîéêè, ÷òî ïîçâîëÿåò èçìåðÿòü àíîìàëüíûå ìàãíèòíûå ìîìåíòû [28℄.
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5.6 Ñèììåòðèè è çàêîíû ñîõðàíåíèÿ

Èíâàðèàíòíîñòü ëàãðàíæèàíà îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäè-

íàò è ïîëåé ïðèâîäèò ê çàêîíàì ñîõðàíåíèÿ. Ýòîò çàìå÷àòåëüíûé �àêò

áûë óñòàíîâëåí Ýììè Í¼òåð â 1918 ã.

�àçëè÷àþò íåïðåðûâíûå è äèñêðåòíûå ñèììåòðèè. Ïåðâûå çàâèñÿò îò

âåùåñòâåííûõ ïàðàìåòðîâ, ðàâåíñòâî íóëþ êîòîðûõ äà¼ò òîæäåñòâåí-

íîå (åäèíè÷íîå) ïðåîáðàçîâàíèå. Ïðè èçìåíåíèè ýòèõ ïàðàìåòðîâ ìîæíî

�íåïðåðûâíûì îáðàçîì� ïîëó÷èòü ëþáîé ýëåìåíò ãðóïïû ñèììåòðèè, ñî-

îòâåòñòâóþùåé äàííîìó ïðåîáðàçîâàíèþ. Ïðè íåïðåðûâíûõ ïðåîáðàçî-

âàíèÿõ êîîðäèíàò è ïîëåé âñåãäà ìîæíî ðàññìîòðåòü áåñêîíå÷íî ìàëîå

ïðåîáðàçîâàíèå â îêðåñòíîñòè åäèíè÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ê äèñêðåò-

íûì ïðåîáðàçîâàíèÿì îòíîñÿòñÿ, íàïðèìåð, èíâåðñèè âðåìåíè è êîîðäè-

íàò: x 7→ x′ = −x. Â ýòîì ñëó÷àå áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïðåîáðàçîâàíèé íåò.

Òåîðåìà Í¼òåð �îðìóëèðóåòñÿ äëÿ íåïðåðûâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

⊲ Íàøå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ îäíîðîäíî (íåò âûäåëåííîé òî÷êè) è èçî-

òðîïíî (íåò âûäåëåííûõ íàïðàâëåíèé). Ïåðâàÿ ñèììåòðèÿ ïðèâîäèò ê

ñîõðàíåíèþ òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà, à âòîðàÿ � ê ñîõðàíåíèþ ìîìåíòà

èìïóëüñà ïîëÿ. �àññìîòðèì ñíà÷àëà îäíîðîäíîñòü ïðîñòðàíñòâà. Ñîîò-

âåòñòâóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò ÿâëÿþòñÿ òðàíñëÿöèÿìè (ñäâè-

ãàìè) ïðè êîòîðûõ �èçèêà äîëæíà îñòàâàòüñÿ íåèçìåííîé:

{
x′ = x− a
x = x′ + a

}

Ψ′k(x
′) = Ψk(x).

Äëÿ êðàòêîñòè äàëåå ìû ÷àñòî áóäåì îïóñêàòü èíäåêñ ó 4-êîîðäèíàò: x ≡
xµ = {t,x} è íà ñàìîì äåëå âûøå çàïèñàíû 4-òðàíñëÿöèè: x′µ = xµ− aµ.
Ïî îïðåäåëåíèþ, ïîëå Ψk(x) çàäàíî â êàæäîé òî÷êå 4-ïðîñòðàíñòâà.

Òî÷êè ïðîñòðàíñòâà � ýòî ãåîìåòðè÷åñêèå ñóùíîñòè, íå çàâèñÿùèå îò

ñïîñîáà èõ íóìåðàöèè, äëÿ êîòîðîé èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ñèñòåìû

êîîðäèíàò â 4-ïðîñòðàíñòâå. Â îáùåì ñëó÷àå îíè íàçûâàþòñÿ ñèñòåìàìè

îòñ÷¼òà (âïðî÷åì, ïðè òðàíñëÿöèÿõ ñèñòåìà îòñ÷¼òà íå ìåíÿåòñÿ).

Åñëè ìû ñäâèãàåì íà÷àëî îòñ÷¼òà êîîðäèíàò x′ = x − a è íà÷àëî

îòñ÷¼òà âðåìåíè t′ = t − a0, çíà÷åíèå ïîëÿ (÷èñëà Ψk) â äàííîé òî÷êå

4-ïðîñòðàíñòâà íå èçìåíÿòñÿ. Ýòî çàïèñûâàåòñÿ â âèäå Ψ′k(x
′) = Ψk(x).

Õîòÿ çíà÷åíèå ïîëÿ íå ìåíÿåòñÿ, �óíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü îò x′µ

ñòàíîâèòñÿ äðóãîé, ÷òî ïîìå÷àåòñÿ øòðèõîì ó �óíêöèè Ψ′k. Ïîä÷åðêí¼ì,
÷òî x′µ è xµ ýòî êîîðäèíàòû îäíîé è òîé æå òî÷êè ïðîñòðàíñòâà.
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⊲ Åñëè ñäâèã aµ = {a0, a} áåñêîíå÷íî ìàë, �óíêöèîíàëüíîå èçìåíåíèå
ïîëÿ òàêæå ìàëî. �àçëîæèì ïðåîáðàçîâàíèå ïîëÿ â ðÿä Òåéëîðà:

Ψ′k(x
′) = Ψk(x) = Ψk(x

′ + a) ≈ Ψk(x
′) + ∂ ′µΨk(x

′) aµ = Ψk(x
′) + δΨk(x

′),

ãäå δΨk(x
′) = aµ∂ ′µΨk(x

′). Òàêèì îáðàçîì, ïîïðàâêà ê �èñõîäíîé� �óíê-

öèè Ψk îïðåäåëÿåòñÿ å¼ ïðîèçâîäíîé, ñâ¼ðíóòîé ñ áåñêîíå÷íî ìàëûì ñìå-

ùåíèåì. Íàïðèìåð, ñêàëÿðíàÿ �óíêöèÿ ϕ(x) = x2 = xµxµ, çàäàííàÿ

òàêèì îáðàçîì â ñèñòåìå êîîðäèíàò xµ, â ñèñòåìå êîîðäèíàò x′µ áóäåò

èìåòü �óíêöèîíàëüíóþ çàâèñèìîñòü ϕ′(x′) = (x′ + a)2 ≈ x′2 + 2 x′a.

Ëàãðàíæèàí � ýòî èíâàðèàíò, íå çàâèñÿùèé ÿâíî îò êîîðäèíàò (òîëüêî

÷åðåç ïîëåâûå �óíêöèè è èõ ïðîèçâîäíûå). Ïîýòîìó:

L
(
Ψ′k(x

′), ∂ ′µΨ
′
k(x
′)
)
= L

(
Ψk(x), ∂µΨk(x)

)
, (5.66)

ãäå â ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòè ñòîèò îäíà è òà æå �óíêöèÿ L. Ýòà èíâà-
ðèàíòíîñòü è ïðèâîäèò ê çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè-èìïóëüñà.

⊲ Äåéñòâèòåëüíî, ïîäñòàâèì â (5.66) ñëåâà èçìåíåíèå �óíêöèîíàëü-

íîé çàâèñèìîñòè, à ñïðàâà ïåðåéä¼ì îò x ê x′, ÷òîáû â ðàâåíñòâå ñòîÿëè

îäèíàêîâûå �óíêöèè è ïåðåìåííûå îò êîòîðûõ îíè çàâèñÿò:

L
(
Ψk(x

′) + δΨk(x
′), ∂ ′µΨk(x

′) + ∂ ′µδΨk(x
′)
)
= L

(
Ψk(x

′+ a), ∂µΨk(x
′+ a)

)
.

Òàê êàê x′ � ýòî ïðîñòî îáîçíà÷åíèå ïåðåìåííîé, øòðèõ ìîæíî îïóñòèòü,
ïåðåîáîçíà÷èâ x′ êàê x. Âåëè÷èíû a è δΨk ∼ a áåñêîíå÷íî ìàëûå, ïîýòî-

ìó ðàçëîæèì ïî íèì â ðÿä Òåéëîðà ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà è ïåðåíåñÿ

âïðàâî íóëåâîå ïî δΨk ïðèáëèæåíèå, ïîëó÷èì:

∂L
∂Ψk

δΨk+
∂L

∂(∂µΨk)
∂µδΨk = L

(
Ψk(x+a), ∂µΨk(x+a)

)
−L
(
Ψk(x), ∂µΨk(x)

)
.

Â ïåðâîì ñëàãàåìîì ñëåâà ïîäñòàâèì óðàâíåíèå Ëàãðàíæà (4.75), ñòð. 111

è âûäåëèì ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ. Ïðàâóþ ÷àñòü ðàçëîæèì â ðÿä ïî aµ:

∂µ

( ∂L
∂(∂µΨk)

∂νΨk a
ν
)

= aν ∂νL.

Áåðÿ ïðîèçâîäíóþ ïî aν , ïîëó÷àåì (5.16) à, ñëåäîâàòåëüíî, è çàêîí ñî-

õðàíåíèÿ òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà. Òàêèì îáðàçîì, ñîõðàíåíèå ýíåðãèè

è èìïóëüñà ñâÿçàíû ñ îäíîðîäíîñòüþ âðåìåíè è 3-ïðîñòðàíñòâà.
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• �àññìîòðèì òåïåðü èíâàðèàíòíîñòü ëàãðàíæèàíà îòíîñèòåëüíî ïî-

âîðîòîâ â 4-ïðîñòðàíñòâå (ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà è 3-ìåðíûå âðàùå-

íèÿ):

x′µ = Λµ
ν x

ν, Λµ
ν = δµν + ωµ

ν + ...

Ïåðâîå ñëàãàåìîå δµν â ðàçëîæåíèè ëîðåíöåâîé ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóåò

åäèíè÷íîìó ïðåîáðàçîâàíèþ. Âòîðîå ñëàãàåìîå áóäåì ñ÷èòàòü áåñêîíå÷-

íî ìàëûì. Òàêèì îáðàçîì (îïóñêàÿ èíäåêñû âíèç), ðàññìàòðèâàåì ñëå-

äóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ:

x′µ ≈ xµ + ωµν x
ν, xµ ≈ x′µ − ωµν x

′ν. (5.67)

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå (âòîðîå ñîîòíîøåíèå) ïðîâåðÿåòñÿ ïîäñòàíîâ-

êîé â ïðÿìûå ïðåîáðàçîâàíèÿ (ïåðâîå ñîîòíîøåíèå) ñ òî÷íîñòüþ äî ïåð-

âîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî ωµν (⋖H46) Ïàðàìåòðû ωµν àíòèñèììåòðè÷íû:

ωµν = −ωνµ. (5.68)

Ýòî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç èíâàðèàíòíîñòè x2 â ïåðâîì ïîðÿäêå

ìàëîñòè ïî ωµν:

x2 = gµν (xµ + ωµαx
α) (xν + ωνβx

β) = x2 + 2ωνβ x
νxβ + ...

Ñâ¼ðòêà ωνβ x
νxβ ñ ñèììåòðè÷íûì òåíçîðîì xνxβ áóäåò ðàâíà íóëþ, åñëè

ωνβ àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð.

Äëÿ ëîðåíöåâñêîãî áóñòà (äâèæåíèÿ ñî ñêîðîñòüþ v âäîëü îñè x) è ïî-
âîðîòîâ â ïëîñêîñòè (x, y) íà óãîë φ äëÿ 1+2 ïðîñòðàíñòâà xµ = {t, x, y}
ïàðàìåòðû ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàâíû (⋖H47)

ωµν =





0 −v 0

v 0 φ
0 φ 0



 .

Â îáùåì ñëó÷àå 6 íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíòîâ àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà

ωµν îïðåäåëÿþòñÿ òðåìÿ êîìïîíåíòàìè ñêîðîñòè è òðåìÿ óãëàìè ïîâî-

ðîòà ïðîñòðàíñòâåííûõ îñåé.

Ñêàëÿðíîå ïîëå ϕ(x) ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ÷èñåë, çàäàííûõ â òî÷êàõ

4-ïðîñòðàíñòâà. Ýòà �óíêöèÿ íå ìåíÿåò ñâîèõ çíà÷åíèé ïðè ïðåîáðàçî-

âàíèÿõ Ëîðåíöà. Îäíàêî, óæå âåêòîðíîå ïîëå Aµ(x) ìåíÿåòñÿ, ïðåîáðà-
çóÿñü òàê-æå êàê è 4-êîîðäèíàòû:

ϕ′(x′) = ϕ(x), A′µ(x
′) ≈ Aµ(x) + ωµν A

ν(x). (5.69)

Âîçìîæíû è áîëåå ñëîæíûå ñëó÷àè (íàïðèìåð, ñïèíîðíîå ïîëå, ñòð. 231).
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⊲ Çàïèøåì ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ Ψk(x) â îáùåì

âèäå ïðè ïîìîùè íåêîòîðîé ìàòðèöû Uij, çàâèñÿùåé îò ïàðàìåòðîâ ïðå-

îáðàçîâàíèé Ëîðåíöà Λ:

Ψ′i(x
′) = Uij(Λ)Ψ

j(x) ≈ Ψi(x)−
ı

2
Σµν

ij ωµν Ψ
j(x), (5.70)

ãäå âî âòîðîì ðàâåíñòâå ýòà ìàòðèöà ðàçëîæåíà â ðÿä ïî ω è −ıΣµν
ij

� êîý��èöèåíòû òàêîãî ðàçëîæåíèÿ. Ñìûñë èíäåêñîâ i, j çàâèñèò îò

òðàíñ�îðìàöèîííûõ ñâîéñòâ ïîëÿ. Äëÿ âåêòîðíûõ ïîëåé � ýòî ëîðåí-

öåâû èíäåêñû, ìåíÿþùèåñÿ îò 0 äî 3. Òàê êàê ωµν = −ωνµ, ïî âåðõíèì

èíäåêñàì êîý��èöèåíòû Σµν
ij àíòèñèììåòðè÷íû (ñèììåòðè÷íûé òåíçîð

ïðè ñâ¼ðòêå ñ àíòèñèììåòðè÷íûì ðàâåí íóëþ).

Äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ êîý��èöèåíòû Σµν
ij ðàâíû íóëþ. Äëÿ âåêòîðíîãî

ïîëÿ (⋖H48):

−ıΣµν
ij = δµi δ

ν
j − δµj δνi . (5.71)

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé êîììóòàòîð

äëÿ ìàòðèö (Σαβ)ij = Σαβ
ij :

[Σαβ, Σµν] = ı (gαµΣνβ − gαν Σµβ + gβν Σµα − gβµΣνα), (5.72)

ãäå ïðîèçâåäåíèå (ΣαβΣµν)ij ðàâíî Σαβ
ik Σ

µν
kj è ìû íå ñëåäèì çà âûñîòîé

ëàòèíñêèõ èíäåêñîâ (õîòÿ äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ ïîäðàçóìåâàåì êîâàðè-

àíòíîå ñóììèðîâàíèå).

⊲∗ Êîììóòàòîð (5.72) ñïðàâåäëèâ äëÿ êîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ëþ-
áîé ìàòðèöû Uij(Λ), ñâÿçàííîé ñ ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ëîðåíöà ãðóïïîâûì

îáðàçîì òàê, ÷òî U(Λ1)U(Λ2) = U(Λ1Λ2) è U−1(Λ) = U(Λ−1). Íàìåòèì
èäåþ ñîîòâåòñòâóþùåãî äîêàçàòåëüñòâà (åãî ìîæíî ïîêà îïóñòèòü). �àñ-

ñìîòðèì äâà íåçàâèñèìûõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà Λ, Λ̄ è ñëåäóþùóþ

êîìïîçèöèþ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëåé â ìàòðè÷íîì âèäå:

U−1(Λ)U(Λ̄)U(Λ) = U(Λ−1Λ̄ Λ). (5.73)

Ïîäñòàâèì áåñêîíå÷íî ìàëîå ïðåîáðàçîâàíèå Λ̄ = 1 + ω̄, êîòîðîìó ñîîò-
âåòñòâóåò U(1 + ω̄) = 1− (ı/2)Σµνω̄µν . Â ïåðâîì ïîðÿäêå ìàëîñòè:

U−1(Λ)Σµν U(Λ) = Λµ
α Λ

ν
β Σ

αβ. (5.74)

Åù¼ ðàç ïîäñòàâèì áåñêîíå÷íî ìàëîå ïðåîáðàçîâàíèå Λ = 1 + ω:

ı

2
ωαβ [Σ

αβ, Σµν ] = ωαβ (g
µαΣβν + gναΣµβ).

Àíòèñèììåòðèçóÿ ïî α, β âûðàæåíèå â êðóãëûõ ñêîáêàõ èëè áåðÿ ïðî-

èçâîäíóþ ïî ω, ïîëó÷àåì (5.72) [ñì. òàêæå (5.79)℄.
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• Ïåðåéä¼ì òåïåðü ñîáñòâåííî ê òåîðåìå Í¼òòåð. Êàê è â ñëó÷àå ñ

òðàíñëÿöèåé, íàéä¼ì èçìåíåíèå �óíêöèîíàëüíîé �îðìû ïîëÿ â øòðè-

õîâàííîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà:

Ψ′i(x
′) ≈ Ψi(x

′
µ − ωµν x

′ν)− ı

2
Σµν

ij ωµν Ψ
j(x′),

ãäå â ïåðâîì ñëàãàåìîì âìåñòî x â (5.70) ïîäñòàâëåíû îáðàòíûå áåñ-

êîíå÷íî ìàëûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà (5.67). Âî âòîðîì ñëàãàåìîì â

àðãóìåíòå �óíêöèè ïîñòàâëåí øòðèõ, ÷òî âîçìîæíî, òàê êàê ìû óäåð-

æèâàåì ïåðâûé ïîðÿäîê ìàëîñòè ïî ω, êîòîðûå óæå ñòîèò ìíîæèòåëåì
â ýòîì ñëàãàåìîì. �àñêëàäûâàÿ â ðÿä Òåéëîðà ïî ω, èìååì:

Ψ′i(x
′) ≈ Ψi(x

′) + δΨi(x
′), (5.75)

ãäå �óíêöèîíàëüíîå èçìåíåíèå ïîëÿ ðàâíî

δΨi(x
′) = −ωµν x

′ν ∂ ′µΨi(x
′)− ı

2
Σµν

ij ωµν Ψ
j(x′). (5.76)

Ëàãðàíæèàí ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðîì îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà:

L
(
Ψ′k(x

′), ∂ ′µΨ
′
k(x
′)
)
= L

(
Ψk(x), ∂µΨk(x)

)
. (5.77)

Ïåðåõîäÿ ñëåâà ê �óíêöèÿì Ψ(x′) (5.75), à ñïðàâà ê êîîðäèíàòàì xµ =

x′µ − ωµν x
′µ
è îïóñêàÿ øòðèõè ó êîîðäèíàò, èìååì:

L
(
Ψk(x) + δΨk(x), ∂µΨk(x) + ∂µδΨk(x)

)
= L

(
Ψk(x+ δx), ∂µΨk(x+ δx)

)
,

ãäå δxµ = −ωµνx
ν
. Âåëè÷èíû δx è δΨk áåñêîíå÷íî ìàëûå, ïîýòîìó ðàç-

ëîæèì ïî íèì â ðÿä Òåéëîðà ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà è ïåðåíåñÿ âïðàâî

íóëåâîå ïî δΨk ïðèáëèæåíèå L = L
(
Ψk(x), ∂µΨk(x)

)
, ïîëó÷èì:

∂L
∂Ψk

δΨk +
∂L

∂(∂µΨk)
∂µδΨk = L

(
Ψk(x+ δx), ∂µΨk(x+ δx)

)
− L.

Ïîäñòàâèì ñëåâà â ïåðâîì ñëàãàåìîì óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà, âûäåëèâ ïîë-

íóþ ïðîèçâîäíóþ è ðàçëîæèì ïðàâóþ ÷àñòü â ðÿä ïî δx:

∂µ

( ∂L
∂(∂µΨk)

δΨk

)

= δxµ ∂
µL. (5.78)

Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå δΨk è δxµ ïåðåïèøåì ýòî óðàâíåíèå â ÿâíîì âèäå:

ωµν ∂λ

( ∂L
∂(∂λΨk)

xν∂µΨk

)

+
ı

2
Σµν

ij ωµν ∂λ

( ∂L
∂(∂λΨi)

Ψj

)

= ωµν x
ν ∂µL.

Âîçüì¼ì òåïåðü ïðîèçâîäíóþ ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ïî ωαβ.
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Â ñèëó àíòèñèììåòðè÷íîñòè òåíçîðà, ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà

∂ωµν

∂ωαβ
= δαµ δ

β
ν − δαν δβµ . (5.79)

Äåéñòâèòåëüíî, ∂ω01/∂ω01 = 1. Íî äëÿ ∂ω10/∂ω01 = −∂ω01/∂ω01 = −1,
÷òî è ó÷èòûâàåòñÿ â ñîîòíîøåíèè (5.79). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì:

∂λ

( ∂L
∂(∂λΨk)

(xα∂β−xβ∂α) Ψk

)

−∂λ
( ∂L
∂(∂λΨi)

ıΣαβ
ij Ψj

)

= (xα∂β−xβ∂α)L.

Ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå ∂λ
(

(xαδβλ − xβδαλ)L
)

.

Ââåä¼ì êàíîíè÷åñêèé òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà:

T µν =
∂L

∂(∂µΨk)
∂νΨk − gµν L. (5.80)

Ñ åãî ïîìîùüþ îïðåäåëèì òåíçîð ïîëíîãî ìîìåíòà ïîëÿ:

Jµ, αβ = xα T µβ − xβ T µα − ıΣαβ
ij

∂L
∂(∂µΨi)

Ψj, (5.81)

êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ íåïðåðûâíîñòè ïî ïåðâîìó èíäåêñó:

∂µ J
µ, αβ = 0. (5.82)

Ñëåäîâàòåëüíî, J0, αβ
ÿâëÿþòñÿ ïëîòíîñòÿìè ñîõðàíÿþùèõñÿ âåëè÷èí.

Òåíçîð Jµ, αβ
àíòèñèììåòðè÷åí ïî ïîñëåäíèì äâóì èíäåêñàì, ïîýòîìó

ñóùåñòâóåò 6 ñîõðàíÿþùèõñÿ çàðÿäîâ (ïî ÷èñëó ïàðàìåòðîâ ïðåîáðàçî-

âàíèé ωαβ). Ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ îáðàçóþò òåíçîð óãëîâîãî ìîìåíòà,

à ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå íàçûâàþò ñïèíîì ïîëÿ. Óãëîâîé ìîìåíò ÿâíûì

îáðàçîì çàâèñèò îò 4-êîîðäèíàò è ïîâîçíèêàåò â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçî-

âàíèÿ àðãóìåíòîâ ïîëåâûõ �óíêöèé. Ñïèíîâàÿ êîìïîíåíòà îò êîîðäèíàò

ÿâíûì îáðàçîì íå çàâèñèò è ñâÿçàíà ñ èçìåíåíèåì ïîëåâûõ �óíêöèé.

Äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ Σαβ
ij = 0 è ñïèíîâàÿ êîìïîíåíòà ìîìåíòà ðàâíà

íóëþ. Åñëè ïîëå Ψk âåêòîðíîå, òî −ıΣαβ
ij = δαi δ

β
j − δαj δ

β
i è:

Jµ, αβ = Lµ, αβ + Sµ, αβ, (5.83)

Lµ, αβ = xα T µβ − xβ T µα, Sµ, αβ =
∂L

∂(∂µΨα)
Ψβ − ∂L

∂(∂µΨβ)
Ψα.

Åñëè T αβ = T βα
, òî óãëîâîé Lµ, αβ

è ñïèíîâûé Sµ, αβ
ìîìåíòû ñîõðà-

íÿþòñÿ íåçàâèñèìî (ñòð. 151). Äëÿ íåñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà ýíåðãèè-

èìïóëüñà ñîõðàíÿþùåéñÿ âåëè÷èíîé ÿâëÿåòñÿ òîëüêî ïîëíûé ìîìåíò

(ñòð. 136).
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5.7 Íåîäíîçíà÷íîñòü ëîêàëüíûõ òîêîâ

⊲ Çàïèøåì åù¼ ðàç âûðàæåíèÿ äëÿ êàíîíè÷åñêîãî òåíçîðà ýíåðãèè-

èìïóëüñà (ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî òðàíñëÿöèé â 4-ïðîñòðàíñòâå):

T µν =
∂L

∂(∂µΨk)
∂νΨk − gµν L

è òåíçîðà ïîëíîãî ìîìåíòà èìïóëüñà ïîëÿ (ñòð. 149):

Jµ,αβ = Lµ,αβ + Sµ,αβ,

ãäå óãëîâàÿ è ñïèíîâàÿ êîìïîíåíòû ïîëíîãî ìîìåíòà èìïóëüñà ðàâíû:

Lµ, αβ = xα T µβ − xβ T µα, Sµ, αβ = −ıΣαβ
ij

∂L
∂(∂µΨi)

Ψj .

Ïî ïåðâîìó èíäåêñó ýíåðãèÿ-èìïóëüñ è ìîìåíò óäîâëåòâîðÿþò óðàâíå-

íèÿì íåïðåðûâíîñòè

∂µT
µν = 0, ∂µJ

µ, αβ = 0.

Òåíçîð ìîìåíòà ïî ïîñëåäíèì äâóì èíäåêñàì àíòèñèììåòðè÷åí (ò.ê. àí-

òèñèììåòðè÷íû ïàðàìåòðû ïîâîðîòà ωαβ
). Êàíîíè÷åñêèé òåíçîð ýíåðãèè-

èìïóëüñà, â îáùåì ñëó÷àå, íåñèììåòðè÷åí ïî èíäåêñàì. Åñëè æå îí

îêàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íûì T µν = T νµ
, òî óãëîâîé è ñïèíîâûé ìîìåí-

òû ñîõðàíÿþòñÿ (óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì íåïðåðûâíîñòè) íåçàâèñè-

ìî (ñòð. 136). Åñëè ñîõðàíÿåòñÿ óãëîâîé ìîìåíò Lµ, αβ
, òî, â ñèëó ñîõðà-

íåíèÿ ïîëíîãî ìîìåíòà Jµ, αβ
, áóäåò ñîõðàíÿòüñÿ è ñïèíîâàÿ êîìïîíåíòà

ìîìåíòà Sµ, αβ
. Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ (⋖H51) ñòîèò ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ

ëàãðàíæèàíà

L = − 1

8π
(∂αAβ)(∂

αAβ)

êàíîíè÷åñêèé òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ñèììåòðè÷åí, à òåíçîð ñïèíà íå

ðàâåí íóëþ è ñîõðàíÿåòñÿ ñàì ïî ñåáå.

Ê ëþáîìó ñîõðàíÿþùåìóñÿ òîêó Jµ
ìîæíî ïðèáàâèòü íåêîòîðóþ êîì-

áèíàöèþ ïîëåé, êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ íåïðå-

ðûâíîñòè. Ïîäîáíûé ìîäè�èöèðîâàííûé òîê òàêæå áóäåò ñîõðàíÿòñÿ.

Íàïðèìåð, ïóñòü Φµν
� àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð: Φµν = −Φνµ

. Òîãäà

∂µ(J
µ + ∂νΦ

µν) = 0,

òàê êàê â ñèëó ïåðåñòàíîâî÷íîñòè ïðîèçâîäíûõ ∂ν∂µ = ∂µ∂ν è àíòèñèì-

ìåòðè÷íîñòè Φµν
, èìååì ∂µ∂νΦ

µν = 0. Ïîýòîìó äîáàâëåíèå ê òîêó âåëè-

÷èíû ∂νΦ
µν
íå íàðóøèò çàêîíà ñîõðàíåíèÿ. Âîçìîæíû è áîëåå çàìûñëî-

âàòûå èçìåíåíèÿ êàíîíîíè÷åñêèõ âåëè÷èí.
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⊲∗ Ïåðåéäåì îò êàíîíè÷åñêèõ òåíçîðîâ ýíåðãèè-èìïóëüñà è ñïèíà ê

íîâûì òåíçîðàì ïðè ïîìîùè òåíçîðà Φµ,αβ
, êîòîðûé àíòèñèììåòðè÷åí

ïî ïîñëåäíèì äâóì èíäåêñàì: (Φµ, αβ = −Φµ, βα
):

T̃ µν = T µν +
1

2
∂γ (Φ

γ, µν −Φµ, γν −Φν, γµ), S̃µ, αβ = Sµ, αβ −Φµ, αβ. (5.84)

Òåíçîð T̃ µν
ïî-ïðåæíåìó óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ íåïðåðûâíîñòè:

∂µT̃
µν =

1

2
∂µ ∂γ (Φ

γ, µν − Φµ, γν)− 1

2
∂µ ∂γ Φ

ν, γµ = 0.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå (÷ëåí â êðóãëûõ ñêîáêàõ) ðàâíî íóëþ, â ñèëó ÿâíîé

àíòèñèììåòðèè ïî èíäåêñàì µ è γ. Ïîñëåäíèé ÷ëåí ðàâåí íóëþ, òàê êàê
òåíçîð Φν,γµ

àíòèñèììåòðè÷åí ïî ïîñëåäíèì äâóì èíäåêñàì.

Èñïîëüçóÿ òåíçîðû T̃ µν
è S̃µ, αβ

ìîæíî çàïèñàòü íîâûé ïîëíûé ìîìåíò:

J̃µ, αβ = xα T̃ µβ − xβ T̃ µα + S̃µ, αβ.

Îí êàê è êàíîíè÷åñêèé ìîìåíò ñîõðàíÿåòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî J̃µ,αβ
ðàâåí:

Jµ,αβ+
xα

2
∂γ (Φ

γ,µβ−Φµ,γβ−Φβ,γµ)− x
β

2
∂γ (Φ

γ,µα−Φµ,γα−Φα,γµ)−Φµ,αβ.

Áåðÿ ïðîèçâîäíûå ïî ∂µ è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ∂µJ
µ,αβ = 0, ïîëó÷àåì:

∂µJ̃
µ,αβ =

1

2
∂γ (Φ

γ,αβ−Φα,γβ−Φβ,γα)−1

2
∂γ (Φ

γ,βα−Φβ,γα−Φα,γβ)−∂µΦµ,αβ,

ãäå îïóùåíû ïðîèçâîäíûå îò êðóãëûõ ñêîáîê, ðàâíûå, êàê ìû âèäåëè ïðè

âû÷èñëåíèè ∂µT̃
µν
, íóëþ. Êðîìå ýòîãî ïðîâåäåíû ñâ¼ðòêè ñ ∂µx

α = δαµ è

∂µx
β = δβµ . Ïðèâîäÿ ïîäîáíûå ñëàãàåìûå, ïîëó÷àåì

∂µJ̃
µ, αβ = 0. (5.85)

Íåîäíîçíà÷íîñòü â îïðåäåëåíèè ñîõðàíÿþùèõñÿ âåëè÷èí ìîæíî èñ-

ïîëüçîâàòü äëÿ ïðèäàíèÿ èì òåõ èëè èíûõ ñâîéñòâ. Íàïðèìåð, åñëè âûøå

âûáðàòü Φµ, αβ = Sµ,αβ
, ãäå Sµ, αβ

� êàíîíè÷åñêèé ñïèí (ïîëó÷àåìûé èç

òåîðåìû Í¼òåð), òî íîâûé òåíçîð ñïèíà S̃µ, αβ
ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì íóëþ

(S̃µ, αβ = 0), à òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ñèììåòðè÷íûì:

J̃µ, αβ = xα T̃ µβ − xβ T̃ µα, T̃ µν = T̃ νµ. (5.86)

Ñèììåòðè÷íîñòü T̃ µν
ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî J̃µ, αβ

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíå-

íèþ íåïðåðûâíîñòè, ïîýòîìó ñïðàâåäëèâû âû÷èñëåíèÿ ïîäîáíûå (5.32).

�Óïðÿòûâàíèå� ñïèíîâîé êîìïîíåíòû ïîëíîãî ìîìåíòà èìïóëüñà ïî-

ëÿ â óãëîâîé ìîìåíò ñ îäíîâðåìåííîé ñèììåòðèçàöèåé òåíçîðà ýíåðãèè-

èìïóëüñà íàçûâàåòñÿ ïðîöåäóðîé Áåëè�àíòå. Ñòîèò ïðîâåðèòü (⋖H52),

÷òî �óãàäàííàÿ� äèâåðãåíöèÿ äëÿ ñèììåòðèçàöèè òåíçîðà ýíåðãèè è èì-

ïóëüñà íà ñòð. 129 ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ïðè ïîìîùè ýòîé ïðîöåäóðû.
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• Íåîäíîçíà÷íîñòü â âûáîðå òåíçîðîâ ýíåðãèè-èìïóëüñà è ñïèíà, åñòå-
ñòâåííî, íå ïðèâîäèò ê �èçè÷åñêîé íåîäíîçíà÷íîñòè. �àññìîòðèì, íà-

ïðèìåð, ñîõðàíåíèå ýíåðãèè â îáú¼ìå V , îêðóæåííîì ïîâåðõíîñòüþ S

(ñòð. 69):

d

dt







∫

V

W dV +

n∑

k=1

Ek






+

∮

S

P dS = 0. (5.87)

Ýòî èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç òåîðåìû Ïîéí-

òèíãà ∂W/∂t + Ej + ∇P = 0 è ñèëû Ëîðåíöà. Â êîâàðèàíòíîì âèäå

òåîðåìà Ïîéíòèíãà èìååò âèä ∂µ(T
µν + Tµν) = 0, ãäå òåíçîðû ïîëÿ T µν

è âåùåñòâà Tµν
ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè. Ïóñòü ê ñóììå ýòèõ òåíçî-

ðîâ ïðèáàâëÿþò íåêîòîðûé òåíçîð Gµν
, àâòîìàòè÷åñêè óäîâëåòâîðÿþ-

ùèé óðàâíåíèþ ∂µG
µν = 0. Åãî äîáàâëåíèå ñêàæåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-

çîì íà èíòåãðàëüíîé âåðñèè çàêîíà ñîõðàíåíèÿ:

d

dt







∫

V

(W +G00) dV +
n∑

k=1

Ek






+

∮

S

(P i +G0i) dSi = 0. (5.88)

Â ñèëó óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè ∂µG
µν = 0, íåçàâèñèìî îò (5.87) âû-

ïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå:

d

dt

∫

V

G00 dV +

∮

S

G0i dSi = 0. (5.89)

Ïóñòü ìû èíòåðåñóåìñÿ, ÷òî ïðîèñõîäèò ñ ñóììàðíîé ýíåðãèåé çàðÿäîâ

Ek ïðè èçìåíåíèè íàïðÿæåííîñòåé ïîëåé. Ïîíÿòíî, ÷òî ñîâìåñòíîå èñ-

ïîëüçîâàíèå çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ (5.88) è (5.89) ïðèâåä¼ò ê òåì æå �è-

çè÷åñêèì ñëåäñòâèÿì, ÷òî è èñïîëüçîâàíèå (5.87). Ïîýòîìó íåîäíîçíà÷-

íîñòü â âûáîðå ïëîòíîñòè ýíåðãèè è èìïóëüñà ïîëÿ (ïðîèçâîë â òåíçîðå

Gµν
) íå âëèÿåò íà îäíîçíà÷íîñòü â îïèñàíèè ïîâåäåíèÿ çàðÿäîâ.

Îïðåäåë¼ííûå ñëîæíîñòè ñ îäíîçíà÷íîñòüþ èíîãäà âîçíèêàþò ïðè

ðàññìîòðåíèè ïîòîêà ýíåðãèè ÷åðåç íåêîòîðóþ ïëîùàäêó (íåçàìêíóòóþ

ïîâåðõíîñòü). Ñ òàêèì ïîòîêîì ìû èìååì äåëî êîãäà èçìåðÿåì ýíåðãèþ

èçëó÷åíèÿ, ïðîõîäÿùóþ â åäèíèöó âðåìåíè ÷åðåç åäèíèöó ïîâåðõíîñòè.

Ýòîò ïîòîê ïðèâîäèò ê äàâëåíèþ, íàãðåâó è äðóãèì �íåïîëåâûì� ïî-

ñëåäñòâèÿì, êîòîðûå ìîæíî íåçàâèñèìî èçìåðèòü. Â òîæå âðåìÿ, âåê-

òîð ïëîòíîñòè èìïóëüñà ïîëÿ P = [E × B]/4π, õàðàêòåðèçóþùèé ýòè

ý��åêòû, ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðåìû Ïîéíòèíãà, îïðåäåë¼í íåîäíîçíà÷íî.

Íàïðèìåð, â ñèëó óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà ∇B = 0, åãî ìîæíî çàìåíèòü

íà P 7→ P+B (â êîâàðèàíòíîé �îðìóëèðîâêå ýòî ñîîòâåòñòâóåò âûáîðó

òåíçîðà Gµν = ∗F µν
). Êóäà â ýòîì ñëó÷àå íàïðàâëåíî äàâëåíèå ñâåòà?
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⊲ Íà ñàìîì äåëå, äàæå ïðè ðàññìîòðåíèè ïîòîêà ÷åðåç ïëîùàäêó, ñëå-

äóåò ïðèìåíÿòü èíòåãðàëüíûé çàêîí ñîõðàíåíèÿ äëÿ çàìêíóòîãî îáú¼ìà.

Òîãäà ïðîáëåì ñ íåîäíîçíà÷íîñòüþ íå áóäåò. Íàïðèìåð, ïóñòü òðåáóåòñÿ

âû÷èñëèòü êàêîé èìïóëüñ ïåðåäàí ïëàñòèíêå, êîòîðàÿ ïîãëîòèëà ïàäà-

þùèé íà íå¼ ñâåò. Â êîíå÷íîì ñ÷¼òå, ýòîò èìïóëüñ ïåðåäàí çàðÿäàì,

íàõîäÿùèìñÿ â ïëàñòèíêå. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü ïëàñòèí-

êó â âèäå, íàïðèìåð, ïàðàëëåëåïèïåäà, èìåþùåãî ìàëóþ, íî êîíå÷íóþ

òîëùèíó. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîãëîù¼ííîãî èìïóëüñà ïîëÿ âîçüì¼ì ñóì-

ìàðíûé çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà ïîëÿ è çàðÿäîâ (ñòð. 70):

d

dt

(∫

V

P dV +

n∑

k=1

pk

)

i
+

∫

S

σij dS
j = 0 (5.90)

Êàêîé áû òåíçîðGµν
ìû íå äîáàâèëè ê T µν+Tµν

, îí íå ìåíÿåò ýòîãî óðàâ-

íåíèÿ, ñîêðàùàÿñü â ñèëó ñîáñòâåííîãî çàêîíà ñîõðàíåíèÿ òèïà (5.89).

Âû÷èñëèì ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë îò òåíçîðà íàïðÿæåíèé σij (ñòð. 131).
�àññìîòðèì ïëîñêóþ, ëèíåéíî ïîëÿðèçîâàííóþ ýëåêòðîìàãíèòíóþ âîë-

íó, ðàñïðîñòðàíÿþùóþñÿ âäîëü îñè z ñ àìïëèòóäîé f = f(z − t):

E = {f, 0, 0}, B = {0, f, 0}, P =
E×B

4π
= {0, 0, f 2/4π},

Ïóñòü ïëîñêîñòü ïàðàëëåëåïèïåäà (ïëàñòèíêà) ïåðïåíäèêóëÿðíà îñè z.
Òîãäà σij dS

j
ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì ñ êîìïîíåíòàìè:

E2 +B2

8π
dS− E (EdS) +B (BdS)

4π
=
f 2

4π
{0, 0, dSz}.

Âåêòîð dS ïåðïåíäèêóëÿðåí ïîâåðõíîñòè, âûõîäÿ íàðóæó èç îáú¼ìà. Ïî-

ýòîìó íà âåðõíåé ñòîðîíå ïëàñòèíû dSz íàïðàâëåí âäîëü îñè z, à íà íèæ-

íåé � ïðîòèâ. Â ðåçóëüòàòå, ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë îò σij ðàâåí íóëþ.

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà (5.90) ïðè ïîãëîùåíèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî

ïîëÿ ïëàñòèíêîé ìîæíî òåïåðü çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:





∫

V

P dV +

n∑

k=1

pk





t1

=

(
n∑

k=1

pk

)

t2

, (5.91)

ãäå ëåâàÿ ÷àñòü îòíîñèòñÿ ê ñèòóàöèè äî ïîãëîùåíèÿ, à ïðàâàÿ � ïîñëå.

Èçìåíåíèå èìïóëüñà ïëàñòèíêè ðàâíî ïîëó÷åííîìó åþ èìïóëüñó ïîëÿ.

Çàìåòèì, ÷òî â íåêîòîðîì ñìûñëå ñèììåòðè÷íûé òåíçîð ýíåðãèè èì-

ïóëüñà ÿâëÿåòñÿ âûäåëåííûì, ò.ê. íå òðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ âû÷èñ-

ëåíèé ïî âûÿâëåíèþ òðèâèàëüíî ñîêðàùàþùèõñÿ ñëàãàåìûõ â çàêîíàõ

ñîõðàíåíèÿ. Òàê, åñëè P 7→ P+B, òî ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî dV â (5.91)

ìàãíèòíîå ïîëå B âêëàäà íå äàñò â ñèëó çàêîíà �àóññà ∇B = 0.
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5.8 Èíòåãðàëû ëàãðàíæèàíà áåç ïîëÿ

• Òàê êàê ëàãðàíæèàí (4.99) íå çàâèñèò îò âðåìåíè, òî äîëæíà ñîõðà-
íÿòüñÿ ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû (5.6), ñòð. 125:

E =
∑

a

∂L

∂va
va − L. (5.92)

Ó÷èòûâàÿ (4.101), ìîæíî çàïèñàòü ÿâíûé âèä ýíåðãèè:

E =
∑

a

ma√
1− v2

+
1

2

a 6=b
∑

a,b

QaQb

Rab
+
1

4

a 6=b
∑

a,b

QaQb

Rab

[
vavb+(vaN)(vbN)

]
. (5.93)

Ïåðâûå äâà ÷ëåíà â ýòîì âûðàæåíèè � ýòî ýíåðãèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèö è êó-

ëîíîâñêàÿ ýëåêòðîñòàòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ èõ âçàèìîäåéñòâèÿ (ñì.ñòð.V1:??).

Ïîñëåäíèé ÷ëåí � ñïåöè�è÷åñêàÿ ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ, çàâèñÿùàÿ îò

ñêîðîñòåé ÷àñòèö. Å¼ ïðîèñõîæäåíèå ñâÿçàíî ñ ðåëÿòèâèñòñêèìè ïîïðàâ-

êàìè, ó÷èòûâàþùèìè êîíå÷íîñòü ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âçàèìîäåé-

ñòâèÿ. Ñòîèò íàéòè ýíåðãèþ ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç äâóõ îäèíàêîâûõ

÷àñòèö, äâèæóùèõñÿ ïî îêðóæíîñòè è ñðàâíèòü å¼ ñ êëàññè÷åñêèì çíà-

÷åíèåì è ðåëÿòèâèñòñêèì, áåç ó÷åòà çàïàçäûâàíèÿ.

⊲ Åùå îäèí èíòåãðàë äâèæåíèÿ � ýòî ïîëíûé èìïóëüñ ñèñòåìû. Îí

ñâÿçàí ñ òðàíñëÿöèîííîé èíâàðèàíòíîñòüþ ëàãðàíæèàíà. Äåéñòâèòåëü-

íî, ñäâèíåì â ëàãðàíæèàíå âñå êîîðäèíàòû ÷àñòèö íà ïîñòîÿííûé âåê-

òîð c: xa 7→ xa + c. Òàê êàê êîîðäèíàòû âõîäÿò â âèäå êîìáèíàöèé

Rab = xa − xb, ëàãðàíæèàí íå èçìåíèòñÿ è ïðîèçâîäíàÿ (⋖H53) îò íåãî

ïî c ïðè c = 0 äîëæíà áûòü ðàâíà íóëþ:

0 =
∂L(va, xa + c)

∂c

∣
∣
∣
c=0

=
∑

a

∂L

∂xa
=

d

dt

{
∑

a

∂L

∂va

}

,

ãäå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå èñïîëüçîâàíû óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà (4.100).

Òàêèì îáðàçîì, äîëæåí ñîõðàíÿòñÿ ïîëíûé èìïóëüñ:

P =
∑

a

∂L

∂va
. (5.94)

Ó÷èòûâàÿ (4.101), ïîëó÷àåì:

P =
∑

a

mava
√

1− v2
a

+

b 6=a
∑

a,b

QaQb

2Rab

[
vb + (vbN)N

]
. (5.95)

Êàê è ýíåðãèÿ ñèñòåìû, ïîëíûé èìïóëüñ ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé: ñóì-

ìàðíîãî èìïóëüñà äâèæåíèÿ ÷àñòèö è �îñòàòêà� îò èìïóëüñà ïîëÿ, ïðî-

ÿâëÿþùåãîñÿ êàê ìãíîâåííîå âçàèìîäåéñòâèå, çàâèñÿùåå îò ñêîðîñòåé.
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⊲ Â ëàãðàíæèàí (4.99) âñå âåêòîðû âõîäÿò â âèäå ñêàëÿðíûõ ïðî-

èçâåäåíèé. Ïîýòîìó îí íå çàâèñèò îò îðèåíòàöèè ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Ýòà ñèììåòðèÿ ïðèâîäèò ê çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà. Êîì-

ïîíåíòû ëþáîãî âåêòîðà r ïðè áåñêîíå÷íî ìàëîì ïîâîðîòå âîêðóã îñè n

èçìåíÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: r′ = r+ r × φ, ãäå φ = nφ. Òàê ìåíÿ-

þòñÿ êàê êîîðäèíàòû ÷àñòèö, òàê è êîìïîíåíòû èõ ñêîðîñòè. Ïðè ýòîì

ëàãðàíæèàí íå èçìåíÿåòñÿ, ïîýòîìó (⋖H54):

0 =
∂L(va + va × φ, xa + xa × φ)

∂φ

∣
∣
∣
φ=0

=
∑

a

{
∂L

∂va
× va +

∂L

∂xa
× xa

}

.

Ìåíÿÿ ìåñòàìè ñîìíîæèòåëè â âåêòîðíûõ ïðîèçâåäåíèÿõ è ïîäñòàâëÿÿ

âî âòîðîì ÷ëåíå óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà, à â ïåðâîì îïðåäåëåíèå ñêîðîñòè,

ïîëó÷àåì çàêîí ñîõðàíåíèÿ â âèäå:

0 =
∑

a

{
dxa

dt
× ∂L

∂va
+ xa ×

d

dt

(
∂L

∂va

)}

=
d

dt

{
∑

a

xa ×
∂L

∂va

}

.

Òàêèì îáðàçîì ñîõðàíÿåòñÿ ïîëíûé ìîìåíò èìïóëüñà ñèñòåìû:

L =
∑

a

xa ×
∂L

∂va
. (5.96)

Ïîäñòàâëÿÿ (4.101), ïîëó÷àåì äëÿ íåãî ÿâíîå âûðàæåíèå:

L =
∑

a

ma[xa × va]
√

1− v2
a

+

b 6=a
∑

a,b

QaQb

2Rab

{

[xa × vb]− (vbN)
[xa × xb]

Rab

}

,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî N = (xa − xb)/Rab, ïîýòîìó xa ×N = −[xa × xb]/Rab.

⊲ Äëÿ äâóõ ÷àñòèö ðàâíîé ìàññû è ïðîòèâîïîëîæíûìè çàðÿäàìè, ïðè

äâèæåíèè ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñà r = R/2 ñî ñêîðîñòÿìè v, ìîìåíò èì-

ïóëüñà áóäåò ïåðïåíäèêóëÿðåí ïëîñêîñòè äâèæåíèÿ è ïî ìîäóëþ ðàâåí:

|L| = 2mrv√
1− v2

+
Q2v

2
.

Ïîëíûé ìîìåíò èìïóëüñà îòêëîíÿåòñÿ îò îáû÷íîãî ìåõàíè÷åñêîãî ìî-

ìåíòà òåì ñèëüíåå, ÷åì áîëüøå çàðÿä ÷àñòèö è èõ ñêîðîñòü. Îòíîñèòåëü-

íîå îòêëîíåíèå â âåäóùåì ïðèáëèæåíèè ïî ñêîðîñòè ðàâíî:

|∆L|
|L| ∼

Q2/R

2mc2
∼ v2

c2
, (5.97)

ãäå âîññòàíîâëåíà �óíäàìåíòàëüíàÿ ñêîðîñòü c. Îòíîøåíèå êóëîíîâñêîé
ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ê ýíåðãèè ïîêîÿ ìàññ ÷àñòèö (äå�åêò ìàññû) äëÿ

áîëüøèíñòâà ñèñòåì íåâåëèêî.
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�ëàâà 6

Ñàìîäåéñòâèå

Â ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðÿä òðóäíîñòåé ïðèñóùèõ ðàçëè÷íûì

ïîëåâûì òåîðèÿì. Ýòè òðóäíîñòè ñâÿçàíû ñ òî÷å÷íîñòüþ èñòî÷íèêîâ ïî-

ëÿ è èõ ñàìîäåéñòâèåì. Ñíà÷àëà �îðìóëèðóåòñÿ ïðîáëåìà ýëåêòðîìàã-

íèòíîé ìàññû. Å¼ ðåøåíèå íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàíî ñ íåêîâàðèàíòíîñòüþ

èíòåãðàëüíûõ âåëè÷èí äëÿ íåñîõðàíÿþùèõñÿ òîêîâ. Çàòåì ðàññìàòðèâà-

åòñÿ ëàãðàíæèàí ñèñòåìû çàðÿæåííûõ ÷àñòèö â êîòîðîì �èñêëþ÷åíî�

ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå. Êîíöåïòóàëüíî âàæíûì âîïðîñîì ÿâëÿåòñÿ ñà-

ìîäåéñòâèå ýëåêòðîíà, êîãäà îí ïðè óñêîðåííîì äâèæåíèè âçàèìîäåé-

ñòâóåò ñ ñîáñòâåííûì ïîëåì.

157
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6.1 Ýëåêòðîìàãíèòíàÿ ìàññà

Âû÷èñëèì ïîëíóþ ýíåðãèþ è èìïóëüñ ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî ðàâíîìåðíî

äâèæóùèìñÿ òî÷å÷íûì çàðÿäîì. Òàê êàê ìû ñòîëêí¼ìñÿ ñ ðàñõîäèìî-

ñòüþ èíòåãðàëîâ, ñäåëàåì ðåãóëÿðèçàöèþ âîçíèêàþùåé ñèíãóëÿðíîñòè.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ çàêîí Êóëîíà ìîäè�èöèðóåòñÿ

òàê, êàê ýòî áûëî çàïèñàíî â íà÷àëå ãëàâå 1. Êðîìå ýòîãî ïðåäïîëîæèì,

÷òî ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè a ÿâëÿåòñÿ ��óíäàìåíòàëüíîé êîíñòàíòîé�

êîòîðàÿ íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëîðåíöà. Êîãäà, äâèæóùèéñÿ

ñî ñêîðîñòüþ v çàðÿä, ïðè t = 0 íàõîäèòñÿ â íà÷àëå ñèñòåìû êîîðäè-

íàò, åãî ýëåêòðè÷åñêîå è ìàãíèòíîå ïîëÿ áóäóò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì

îáðàçîì (ñòð. 22):

E =
Qγ x

(r2 + γ2(vx)2 + a2)3/2
, B = v ×E. (6.1)

Íàñ èíòåðåñóþò ïîëíûå ýíåðãèÿ è èìïóëüñ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ:

w =

∫

Wd3x =

∫
E2 +B2

8π
d3x, p =

∫

P d3x =

∫
E×B

4π
d3x.

Ïîäñòàâëÿÿ íàïðÿæ¼ííîñòè, íàéä¼ì ïëîòíîñòè (r = |x|):

W =
Q2γ2

8π

r2 + v2 r2 − (vx)2

(r2 + γ2 (vx)2 + a2)3
, P =

Q2γ2

4π

v r2 − x (vx)

(r2 + γ2(vx)2 + a2)3
.

Íàïðàâèì îñü z âäîëü ñêîðîñòè çàðÿäà: v = {0, 0, v}. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
r2 = x2 + y2 + z2 è vx = vz, ïåðåïèøåì çíàìåíàòåëü â ñëåäóþùåì âèäå:

r2 + γ2 (vx)2 = x2 + y2 + γ2 z2.

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ z 7→ z/γ è äëÿ îáú¼ìà

d3x = dx dy dz 7→ d3x/γ. Â ðåçóëüòàòå ñêîðîñòü îñòà¼òñÿ òîëüêî â ÷èñëè-

òåëå ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè. Äëÿ ïîëíîé ýíåðãèè èìååì:

w =
Q2γ

8π

∫
(1 + v2) r2 − 2 v2z2

(r2 + a2)3
d3x.

Ââåä¼ì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå:

µ =
2

3
Q2

∞∫

0

r4 dr

(r2 + a2)3
=
π

8

Q2

a
. (6.2)

Ýòîò èíòåãðàë ìîæåò áûòü âû÷èñëåí äâîéíûì äè��åðåíöèðîâàíèåì ïî

ïàðàìåòðó α îïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà ñ �óíêöèåé 1/(αr2 + 1).
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Îêîí÷àòåëüíîå âû÷èñëåíèå ïîëíîé ýíåðãèè ïðîâåä¼ì â ñ�åðè÷åñêèõ

êîîðäèíàòàõ d3x = r2dr sin θ dθ dφ, â êîòîðûõ z = r cos θ. Èíòåãðèðîâà-
íèå ïî ïîëÿðíîìó óãëó φ (îò êîòîðîãî ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ íå çàâè-

ñèò) äàñò ìíîæèòåëü 2π. Èíòåãðèðîâàíèå ïî r2dr ïðèâîäèò ê µ. Îñòàëîñü
âû÷èñëèòü ýëåìåíòàðíûé èíòåãðàë ïî θ, ïðè ïîìîùè �âíåñåíèÿ� ñèíóñà

ïîä äè��åðåíöèàë: sin θ dθ = −d(cos θ):

w =
3µγ

8

π∫

0

(
1 + v2 − 2 v2 cos2 θ

)
sin θ dθ = µγ

3 + v2

4
.

Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿåòñÿ èíòåãðàë äëÿ èìïóëüñà ïîëÿ. Ïîñëå èíòåãðè-

ðîâàíèÿ ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó, åäèíñòâåííûé âåêòîð îò êîòîðîãî ìîæåò

çàâèñåòü âåêòîð èìïóëüñà ïîëÿ � ýòî ñêîðîñòü v. Ïîýòîìó îí ïðîïîðöè-

îíàëåí v è ïðè âûáðàííîì íàïðàâëåíèè ñêîðîñòè äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü

z-êîìïîíåíòó èìïóëüñà:

pz = v
Q2γ

4π

∫
r2 − z2

(r2 + a2)3
d3x =

3

4
µvγ

π∫

0

(1− cos2 θ) sin θ dθ = µγ v.

Òàêèì îáðàçîì, ýíåðãèÿ è èìïóëüñ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ çàðÿäà, äâè-

æóùåãîñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v, ðàâíû:

w =
µ√

1− v2
− µ

4

√

1− v2, p =
µv√
1− v2

. (6.3)

Èìïóëüñ ïîëÿ èìååò òàêóþ æå çàâèñèìîñòü îò ñêîðîñòè êàê è ó ëþáîé

ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû ñ ìàññîé µ. À âîò ó ýíåðãèè ïîÿâèëàñü íåïðè-

ÿòíàÿ äîáàâêà è çàâèñèìîñòü îò ñêîðîñòè îòëè÷àåòñÿ îò ðåëÿòèâèñòñêîé.

Ïðè v 7→ 0, èìååì w = 3µ/4, p = µv. Ñ÷èòàÿ, ÷òî �ìàññà� ïîëÿ îïðåäå-

ëÿåòñÿ ïî ýíåðãèè ïîêîÿ, ìû ïîëó÷èì íåïðàâèëüíûé ìíîæèòåëü ó ìàññû

ïðè èìïóëüñå: w = m, p = 4mv/3. Èëè íàîáîðîò, îïðåäåëÿÿ ìàññó êàê

êîý��èöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè íåðåëÿòèâèñòñêîãî èìïóëüñà è ñêîðî-

ñòè, ïîëó÷èì ýíåðãèþ ïîêîÿ, êîòîðîé íå äîñòà¼ò 1/4 ìàññû, òàê êàê îíà

ðàâíà 3/4. Ïîýòîìó ýòîò ý��åêò íàçûâàþò �ïðîáëåìîé 3/4� èëè �ïðî-

áëåìîé 4/3�, â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàê îïðåäåëÿþò ìàññó.

Íà çàðå âîçíèêíîâåíèÿ òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ñòðîèëèñü ìîäåëè, â

êîòîðûõ çàðÿä ýëåêòðîíà áûë ðàâíîìåðíî �ðàçìàçàí� ïî ïîâåðõíîñòè

ñ�åðû. Â çàâèñèìîñòè îò ïîâåäåíèÿ ýòîé ñ�åðû ïðè äâèæåíèè ýëåêòðî-

íà, ïîëó÷àëàñü òà èëè èíàÿ çàâèñèìîñòü îò ñêîðîñòè ýíåðãèè è èìïóëüñà

ïîëÿ. Ìàêñ Àáðàõàì âûñêàçàë çàìå÷àòåëüíóþ ìûñëü, ÷òî ìåõàíè÷åñêóþ

ìàññó ýëåêòðîíà ìîæíî îïðåäåëèòü, âû÷èñëÿÿ ýíåðãèþ-èìïóëüñ ñîçäà-

âàåìîãî ýëåêòðîíîì ïîëÿ.
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6.2 �åøåíèå ïðîáëåìû 3/4

Àáðàõàì (1902 ã.) ïðåäïîëàãàë, ÷òî �ñ�åðà ýëåêòðîíà� ïðè äâèæåíèè

íå äå�îðìèðóåòñÿ. Áûëà òàêæå ïîñòðîåíà ìîäåëü Àëü�ðåäà Áà÷åðåðà

(1904 ã.), â êîòîðîé ñ�åðà ñæèìàëàñü â íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ, ñîõðàíÿÿ

ñâîé îáú¼ì. Â ðàìêàõ ýëåêòðîííîé òåîðèè Õåíäðèêà Ëîðåíöà, ïðåäïîëà-

ãàëîñü, ÷òî ñ�åðà ñæèìàåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåëÿòèâèñòñêèì �àêòîðîì√
1− v2, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷àëàñü âåðíàÿ çàâèñèìîñòü èìïóëüñà ïî-

ëÿ îò ñêîðîñòè [53℄. Îäíàêî âî âñåõ ýòèõ òåîðèÿõ âîçíèêàëè íåïðèÿòíîñòè

ñ ýíåðãèåé ïîëÿ.

Àíðè Ïóàíêàðå ïðåäëîæèë ñëåäóþùåå îáúÿñíåíèå ïðîáëåìû. Çàðÿäû,

ðàñïîëîæåííûå íà ïîâåðõíîñòè ñ�åðû, îòòàëêèâàþòñÿ äðóã îò äðóãà.

Òàê êàê ýëåêòðîí ñòàáèëåí � íåêèå ñèëû îáÿçàíû óäåðæèâàòü çàðÿäû.

Èìåííî ýòè ñèëû, íàçâàííûå íàòÿæåíèÿìè Ïóàíêàðå, è äîëæíû îáåñ-

ïå÷èòü íåäîñòàþùóþ 1/4 ìàññû.

Ñ âûñîòû 100-ëåòíåãî ðàçâèòèÿ êâàíòîâîé òåîðèè ýëåìåíòàðíûõ ÷à-

ñòèö, êëàññè÷åñêèå ìîäåëè ýëåêòðîíà âûãëÿäÿò äîñòàòî÷íî íàèâíûìè.

Îäíàêî ýòî íå îçíà÷àåò îòñóòñòâèÿ ïðîáëåìû. Áåñêîíå÷íîñòè âîçíèêàþò

è â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ. Ïîýòîìó, â ëþáîì ñëó÷àå, ñ ñèëîé Êóëî-

íà íåîáõîäèìî ÷òî-òî äåëàòü, òàê êàê îíà ñèíãóëÿðíà ïðè r = 0. Èëè
ýëåêòðîí íå äîëæåí áûòü òî÷å÷íûì, èëè äîëæíà áûòü èçìåíåíà ñèëà.

Ñ�åðè÷åñêèå ìîäåëè ýëåêòðîíà øëè ïî ïåðâîìó ïóòè è ïûòàëèñü, íå ìå-

íÿÿ çàêîíà Êóëîíà, ñäåëàòü ýëåêòðîí íåòî÷å÷íûì. Ìîæíî ïîéòè âòîðûì

ïóò¼ì è ñ÷èòàòü, ÷òî íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ äîëæåí ìîäè�èöèðîâàòüñÿ

çàêîí Êóëîíà. Ïðèìåðîì ñëóæèò ââåäåíàÿ âûøå �óíäàìåíòàëüíàÿ êîí-

ñòàíòà a, óñòðàíÿþùàÿ �íå�èçè÷íóþ� áåñêîíå÷íîñòü. Ïîñëå ýòîãî ìîæíî

ïîñòðîèòü òåîðèþ ýëåêòðîìàãíåòèçìà è â ðåçóëüòàòå âñ¼ ðàâíî ïîëó÷èòñÿ

íåâåðíàÿ çàâèñèìîñòü ýíåðãèè ïîëÿ îò ñêîðîñòè, äàæå â ïðåäåëå a→ 0,

õîòÿ íè êàêèõ �íàòÿæåíèé Ïóàíêàðå� óæå íåò. Ýòî îñîáåííî îáèäíî, òàê

êàê â îñíîâå íàøèõ ïîñòðîåíèé ëåæèò òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè.

Ïî-âèäèìîìó íàèáîëåå ÿñíîå îáñóæäåíèå ïðîáëåìû ýëåêòðîìàãíèòíîé

ìàññû ïðèíàäëåæèò Äæóëèàíó Øâèíãåðó (1982) [54℄. Îñíîâíàÿ èäåÿ ñî-

ñòîèò â òîì, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè ýíåðãèè è èìïóëüñà ýëåêòðîìàãíèòíî-

ãî ïîëÿ íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü íå òîëüêî âûðàæåíèÿ äëÿ W è P íî è

÷ëåí Ej, âîçíèêøèé ïðè âûâîäå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ (òåîðåìà Ïîéíòèíãà,

ñòð. 68):

∂W

∂t
+ Ej+∇P = 0. (6.4)

Ñîõðàíÿåòñÿ ñóììàðíàÿ ýíåðãèÿ ïîëÿ è ÷àñòèöû, à íå òîëüêî ïîëÿ. Èñ-

ïîëüçîâàíèå òîëüêî ÷àñòè ïîëíîé ýíåðãèè è ïðèâîäèò ê ïðîáëåìå 3/4.
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⊲ Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòî, ïðîäåëàâ ñîîòâåòñòâóþùèå âû÷èñëåíèÿ â

êîâàðèàíòíîì âèäå. �àíåå (ñòð. 97) áûë çàïèñàí òåíçîð íàïðÿæåííîñòåé

ïîëÿ Fαβ òî÷å÷íîãî çàðÿäà:

Fαβ = Q
ηα Vβ − ηβ Vα
(a2 − η2)3/2 , (6.5)

ãäå a � ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè è ïðè ïîìîùè 4-ñêîðîñòè çàðÿäà V α =
{γ, γv} îïðåäåëåí 4-âåêòîð (ñòð. 97):

η = x− (x · V)V, V2 = 1, ηV = 0.

Åãî êâàäðàò ðàâåí η2 = x2 − (x · V)2 èëè −η2 = x2 + γ2 (xv)2 â ìîìåíò
âðåìåíè t = 0, ãäå γ � ñòàíäàðòíûé ëîðåíöåâñêèé �àêòîð è

∂αη
β = δβα − VαV β, ∂αη

2 = 2 ηα, ∂αη
α = 3. (6.6)

Çàïèøåì ñèììåòðè÷íûé òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà (5.21), ñòð. 129 äëÿ

íàïðÿæ¼ííîñòè (6.5):

T µν =
Q2/4π

(a2 − η2)3
(
1

2
gµνη2 − ηµην − V µV ν η2

)

. (6.7)

Êàê èçâåñòíî, ñîõðàíÿåòñÿ ñóììàðíûé òåíçîð ïîëÿ è ÷àñòèö. Ñàì ïî ñåáå

T µν
íå ñîõðàíÿåòñÿ:

∂µT
µν = −3Q

2

4π

ηνa2

(a2 − η2)4 . (6.8)

Èíòåãðàë îò T 0ν
íå îáëàäàåò êîâàðèàíòíûìè ñâîéñòâàìè (ñòð. 132) è

ýíåðãèÿ w ñ èìïóëüñîì p íå ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè 4-âåêòîðà pµ =

{w, p}. Â ðåçóëüòàòå äëÿ ýíåðãèè ïîëó÷àåòñÿ �íå ïðàâèëüíàÿ� çàâèñè-

ìîñòü îò ñêîðîñòè. Â ýòîì è ñîñòîèò êîðåíü ïðîáëåìû 3/4.

×òîáû ïðèäàòü äàëüíåéøèì âû÷èñëåíèÿì îáùíîñòè, çàïèøåì òåíçîð

ýíåðãèè-èìïóëüñà â ñëåäóþùåì âèäå:

T µν =
1

4π

(
1

2
gµνη2 − ηµην − V µV ν η2

)

f0. (6.9)

Äëÿ ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ ðåãóëÿðèçàöèè çàêîíà Êóëîíà áóäóò ïîëó÷àòüñÿ

ðàçëè÷íûå �óíêöèè f0, ïîýòîìó íå áóäåì å¼ êîíêðåòèçèðîâàòü (âûøå

f0 = Q2/(a2 − η2)3). Äèâåðãåíöèÿ ýòîãî âûðàæåíèÿ ðàâíà:

∂µT
µν =

ην

4π

(
η2 f ′0 − 3f0

)
, (6.10)

ãäå øòðèõ � ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè f0 = f0(a
2 − η2) ïî å¼ àðãóìåíòó.
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⊲ ×òîáû ñêîìïåíñèðîâàòü íåíóëåâóþ äèâåðãåíöèþ, íåîáõîäèìî äîáà-

âèòü òåíçîð T µν
, òàê ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè:

∂µ(T
µν + T µν) = 0. (6.11)

Ïðè ïîìîùè ηµ, V µ
, gµν ìîæíî çàïèñàòü ñèììåòðè÷íûé òåíçîð:

T µν = − 1

4π

(
1

2
gµν η2 f1 + ηµηνf2 + V µV ν η2 f3

)

, (6.12)

ãäå fi = fi(a
2− η2) � íåêîòîðûå ñêàëÿðíûå �óíêöèè. Äèâåðãåíöèÿ ýòîãî

âûðàæåíèÿ ðàâíà:

∂µT µν =
ην

4π

(
η2f ′1 − f1 + 2 η2 f ′2 − 4f2

)
.

Çàìåòèì, ÷òî f3 â ýòî âûðàæåíèå íå ïîïàëî è òåíçîð V
µV νf3 òîæäåñòâåí-

íî óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ íåïðåðûâíîñòè. Â îïðåäåëåíèå T µν
ìîæíî

áûëî áû äîáàâèòü ñèììåòðè÷íóþ êîìáèíàöèþ (ηµV ν+ηνV µ) f4. Îäíàêî,
å¼ äèâåðãåíöèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà V ν

, à íå ην. ×òîáû (6.11) áûëî ñïðà-

âåäëèâûì, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

η2 f ′0 − 3 f0 = f1 − η2f ′1 + 4f2 − 2 η2 f ′2. (6.13)

Ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà îò η2, áóäåì èñïîëüçîâàòü òîæäåñòâî (⋖H55)

∫

F (η2) d3x =
4π

γ

∞∫

0

F (−r2) r2 dr. (6.14)

Îíî, êàê è â íà÷àëå ðàçäåëà, ïîëó÷àåòñÿ ïåðåõîäîì ê öèëèíäðè÷åñêèì

êîîðäèíàòàì, çàìåíîé z 7→ z/γ è èíòåãðèðîâàíèåì â ñ�åðè÷åñêèõ êîîð-

äèíàòàõ. Êðîìå ýòîãî, îïðåäåëèì ÷åòûðå (i = 0, ..., 3) êîíñòàíòû:

mi =

∞∫

0

fi(a
2 + r2) r4 dr. (6.15)

Êîãäà f0 = Q2/(a2 + r2)3, èìååì m0 = 3πQ2/16a = 3µ/2. Áëàãîäàðÿ

(6.13), êîíñòàíòû mi ìåæäó ñîáîé ñâÿçàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

m0 = 3m1 + 2m2. (6.16)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà, íåîáõîäèìî óìíîæèòü (6.13) íà η2 è ïðîèíòåãðè-

ðóåì ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó (⋖H56). Ïðè ýòîì ñëàãàåìûå, çàâèñÿùèå

îò ïðîèçâîäíûõ f ′i èíòåãðèðóþòñÿ ïî r ïî ÷àñòÿì (⋖H57) ñ÷èòàÿ, ÷òî

fi(r
2) r5 → 0 ïðè r →∞.
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⊲ Âû÷èñëèì òåïåðü ýíåðãèþ è èìïóëüñ ïîëÿ ïðè ïîìîùè òåíçîðà T µν
.

Äëÿ ýòîãî, êðîìå (6.14) ïîíàäîáèòñÿ èíòåãðàë (⋖H58)

∫

η0
{
η0, η

}
F (η2) d3x =

4π

3
γ
{
v2, v

}
∞∫

0

F (−r2) r4 dr, (6.17)

ãäå â �èãóðíûõ ñêîáêàõ ñòîÿò êîìïîíåíòû 4-âåêòîðà ηµ, ò.å. ýòî âûðàæå-
íèå ñîäåðæèò äâà èíòåãðàëà. Èõ çíà÷åíèÿ îòëè÷àþòñÿ îáùèì ïîñòîÿí-

íûì ìíîæèòåëåì, çàâèñÿùèì îò ñêîðîñòè çàðÿäà. Íåñëîæíûå èíòåãðè-

ðîâàíèÿ ïðèâîäÿò ê:

∫

T 00 d3x =

(
1

2
+
v2

6

)

m0 γ,

∫

T 0i d3x =
2

3
m0 γ v

i.

Ïðè m0 = 3µ/2 ñíîâà ïîëó÷àþòñÿ (6.3). Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿþòñÿ ýíåð-

ãèÿ è èìïóëüñ äëÿ òåíçîðà T µν
:

∫

T 00 d3x =
m1

2γ
− γv2

3
m2 +m3 γ,

∫

T 0i d3x = m3 γ v
i − m2

3
γ vi.

Îêîí÷àòåëüíî, ó÷èòûâàÿ (6.16), äëÿ ñóììàðíîé ýíåðãèè è èìïóëüñà ïî-

ëó÷àåì:

∫

(T 00 + T 00) d3x = mγ,

∫

(T 0i + T 0i) d3x = mγ vi,

ãäå ìàññà ñèñòåìû, ðàâíà:

m = 2m1 +m2 +m3. (6.18)

Òàêèì îáðàçîì, ýíåðãèÿ è èìïóëüñ, ïîëó÷åííûå ïî òåíçîðó T µν + T µν

èìåþò ïðàâèëüíóþ çàâèñèìîñòü îò ñêîðîñòè è ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè

4-âåêòîðà. Òàê è äîëæíî áûòü äëÿ èíòåãðàëà îò òåíçîðà, êîòîðûé óäîâëå-

òâîðÿåò óðàâíåíèþ íåïðåðûâíîñòè. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â ýíåðãèþ è

èìïóëüñ îò T µν
÷ëåí ïðîïîðöèîíàëüíûé m3 ñðàçó âõîäèò ñ âåðíîé çàâè-

ñèìîñòüþ îò ñêîðîñòè. Ñâÿçàíî ýòî ñ òåì, ÷òî ÷àñòü òåíçîðà T µν
êîòîðàÿ

äàëà m3 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ íåïðåðûâíîñòè ñàìà ïî ñåáå ïðè ëþ-

áîé �óíêöèè f3:

∂µ
(
V µV ν η2 f3

)
= 2 (ηV) V ν f3 − 2 (ηV) V ν η2 f ′3 = 0,

â ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè âåêòîðà η è 4-ñêîðîñòè V.
�åçóëüòàò ïðîäåëàííûõ âû÷èñëåíèé íå çàâèñèò îò âûáîðà �óíêöèé fi.

Åäèíñòâåííûì îãðàíè÷åíèåì íà íèõ ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå (6.13), ñëåäóþ-

ùåå èç ñîõðàíåíèÿ ñóììàðíîãî òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà T µν + T µν
. Â

îðèãèíàëüíîé ðàáîòå Øâèíãåðà [54℄ áûë ðàññìîòðåí ÷àñòíûé ñëó÷àé ñ

f2 = 0 è äâà âàðèàíòà ñ f3 = 0 è f3 = −f1/2.
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6.3 Êëàññè÷åñêèé ðàäèóñ ýëåêòðîíà

⊲ Îáñóäèì �èçè÷åñêèé ñìûñë ââåäåííûõ âûøå ìàññ. Ìàññà m0 ñâÿçà-

íà ñ ïîëåì çàðÿäà è èìååò ÷èñòî ýëåêòðîìàãíèòíîå ïðîèñõîæäåíèå. Ìàñ-

ñà m3 ìîæåò áûòü ïðîèíòåðïðåòèðîâàíà êàê ìåõàíè÷åñêàÿ ìàññà çàðÿäà.

Íàïîìíèì (ñòð. 127), ÷òî òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà, ñâÿçàííûé ñ ðàñïðå-

äåëåííîé â ïðîñòðàíñòâå ìàòåðèåé èìååò âèä: T αβ = µ(t, x) (ds/dt) V αV β.

Ïîýòîìó µ(t, x) = −η2γ f3/4π (íàïîìíèì, ÷òî η � ïðîñòðàíñòâåííî-

ïîäîáíûé âåêòîð: η2 < 0). Â òåîðèè êëàññè÷åñêîãî ýëåêòðîíà, ìàññà

êîòîðîãî ïîëíîñòüþ îáóñëîâëåíà ïîëåâûìè ý��åêòàìè ïðåäïîëàãàåòñÿ,

÷òî m3 = 0.

Çàïèøåì êîìïîíåíòû òåíçîðà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ T µν
â ñèñòåìå

ïîêîÿ ýëåêòðîíà â êîòîðîé V ν = {1, 0} è ην = {0,x}:

T00 =
r2

8π
f0, Tij =

f0
8π

(
δij r

2 − 2 xixj
)
, f0 =

Q

(r2 + a2)3
.

Êîìïîíåíòû �êîìïåíñèðóþùåãî� òåíçîðà T µν
ðàâíû:

T00 =
r2

8π

(
f1 + 2f3

)
, Tij = −

1

8π

(
δij r

2f1 + 2 xixjf2
)

è T0i = T0i = 0. Ïðîñòðàíñòâåííûå êîìïîíåíòû òåíçîðîâ Tij è Tij ïðè
ñëîæåíèè äàäóò íîëü, åñëè f1 = f0 è f2 = −f0. Â ýòîì ñëó÷àå m1 = m0,

m2 = −m0 è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïîëíîé ìàññû ýëåêòðîíà èìååì:

m = m0 +m3 =
3π

16

Q2

a
+m3,

ãäå ïîäñòàâëåíî çíà÷åíèå èíòåãðàëà äëÿ m0.

Ìíîæèòåëü ïðè Q2/a çàâèñèò îò ñïîñîáà ðåãóëÿðèçàöèè (ïîâåäåíèÿ

çàêîíà Êóëîíà íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ èëè ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäà �â ýëåê-

òðîíå�). Ïîýòîìó äëÿ Q = e, µ = me, m3 = 0 â êà÷åñòâå õàðàêòåðíîãî

ðàçìåðà a ïðèíÿòî èñïîëüçîâàòü îòíîøåíèå:

a =
e2

me c2
≈ 2.817 940 32... · 10−15 ì, (6.19)

ãäå âîññòàíîâëåíà ñêîðîñòü ñâåòà (Q 7→ Q/c). Ýòà êîíñòàíòà íàçûâà-

åòñÿ êëàññè÷åñêèì ðàäèóñîì ýëåêòðîíà. Äëÿ ñðàâíåíèÿ, òèïè÷íûé ðàç-

ìåð ïðîòîíà ðàâåí 0.9 · 10−15 ì, êîìïòîíîâñêàÿ äëèíà âîëíû ýëåêòðîíà

λe = a/α = 4 · 10−13 ì, à áîðîâñêèé ðàäèóñ àòîìà âîäîðîäà rB = a/α2

ïîðÿäêà 5 · 10−11 ì, ãäå α = e2/~c ≈ 1/137 � áåçðàçìåðíàÿ ïîñòîÿííàÿ

òîíêîé ñòðóêòóðû.
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⊲ Âûøå íå ââîäèëàñü ìîäåëü ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäà ýëåêòðîíà è ïà-

ðàìåòð a ñ÷èòàëñÿ íåêîòîðûì ñïîñîáîì ðåãóëÿðèçàöèè áåñêîíå÷íîñòåé

(ìîäè�èêàöèÿ çàêîíà Êóëîíà). Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî èíòåãðàëüíûå âû-

ðàæåíèÿ äëÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà áóäóò ðåëÿòèâèñòñêè êîâàðèàíòíûìè,

åñëè îíè ñëåäóþò èç òåíçîðà, óäîâëåòâîðÿþùåãî óðàâíåíèþ íåïðåðûâ-

íîñòè. Â êîíöå ìîæíî óñòðåìèòü a ê íóëþ. Âûðàæåíèÿ îñòàíóòñÿ êîâà-

ðèàíòíûìè, õîòÿ ìàññà îêàæåòñÿ áåñêîíå÷íîé.

Ìîæíî ñòàòü íà êëàññè÷åñêóþ òî÷êó çðåíèÿ, ñ÷èòàÿ, ÷òî çàðÿä ýëåê-

òðîíà �ðàçìàçàí� â ïðîñòðàíñòâå è íàéòè ïëîòíîñòü çàðÿäà, ñîîòâåòñòâó-

þùóþ ðåãóëÿðèçîâàííûì âûðàæåíèÿì äëÿ íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ. Òàê,

èç óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà äëÿ òåíçîðà Fµν (6.5) ñëåäóåò ðåãóëÿðèçîâàí-

íîå âûðàæåíèå äëÿ òîêà (4.28), ñòð. 97. Â ñèñòåìå ïîêîÿ ýëåêòðîíà åìó

ñîîòâåòñòâóåò ðàñïðåäåëåíèå çàðÿäà:

ρ =
3Q

4π

a2

(r2 + a2)5/2
. (6.20)

×òîáû óäåðæàòü çàðÿäû äëÿ òàêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íåîáõîäèìû äîïîë-

íèòåëüíûå ñèëû íåýëåêòðîìàãíèòíîãî ïðîèñõîæäåíèÿ. Èìåííî ýòè ñèëû

(íàòÿæåíèÿ Ïóàíêàðå) ïðèâîäÿò ê äîïîëíèòåëüíîìó òåíçîðó T µν
.

Óñëîâèå T ij + T ij = 0 â ýòîì ñëó÷àå îçíà÷àåò îòñóòñòâèå ñèë, äåé-

ñòâóþùèõ íà êàæäûé ýëåìåíò ðàñïðåäåë¼ííîãî â ïðîñòðàíñòâå çàðÿäà.

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ýíåðãèè-èìïóëüñà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ñïðàâåä-

ëèâî óðàâíåíèå ∂µT
µν = −F µνjν . Â ñèñòåìå ïîêîÿ jν = {ρ, 0} è â îòñóò-

ñòâèè çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè, èíòåãðèðóÿ ýòî óðàâíåíèå ïî áåñêîíå÷íî

ìàëîìó îáú¼ìó, îêðóæàþùåìó ýëåìåíò çàðÿäà q = ρ dV , ïîëó÷àåì:
∫

∂iT
ij dV =

∫

dSi T
ij = −

∫

F 0j ρ dV = −q Ej,

ãäå âî âòîðîì ðàâåíñòâå ïî òåîðåìå �àóññà, çàïèñàí èíòåãðàë ïî ïîâåðõ-

íîñòè dSi, îêðóæàþùèé çàðÿä, à â ïîñëåäíåì, äëÿ áåñêîíå÷íî ìàëîãî

îáú¼ìà, ρ dV çàìåíåíî íà q. Íà çàðÿä q ñî ñòîðîíû îñòàëüíûõ çàðÿ-

äîâ �ðàçìàçàííîãî â ïðîñòðàíñòâå ýëåêòðîíà� äåéñòâóåò ñèëà qEj
. Åñëè

T ij + T ij = 0 � ñóììàðíàÿ ñèëà ñî ñòîðîíû ïîëÿ è óäåðæèâàþùèõ îò

ðàçëåòàíèÿ ñèë ðàâíà íóëþ è êîí�èãóðàöèÿ (6.20) ñòàáèëüíà.

Â òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ýòè ñèëû íåîáõîäèìî ðåàëèçîâûâàòü ïðè

ïîìîùè ââåäåíèÿ íîâîãî ïîëÿ. Òàêîé ñïîñîá îáúÿñíåíèÿ ïðèðîäû ìàññû

ñòàíîâèòñÿ óæå íå ñòîëü ïðèâëåêàòåëüíûì êàê èñõîäíàÿ èäåÿ Àáðàõàìà.

Õîòÿ íàëè÷èå ýëåêòðîìàãíèòíîé ñîñòàâëÿþùåé â ìàññå çàðÿæåííîé ÷à-

ñòèöû ñîìíåíèÿ íå âûçûâàåò. Ïî âñåé âèäèìîñòè, äëÿ îáúÿñíåíèÿ ïðèðî-

äû ìàññû íåîáõîäèìû äðóãèå èäåè. Ê òîìó æå îáñóæäåíèå �ñòðóêòóðû�

ýëåêòðîíà, ñêîðåå âñåãî, íå èìååò ñìûñëà áåç ó÷¼òà êâàíòîâûõ ý��åêòîâ.
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6.4 Ñàìîäåéñòâèå ýëåêòðîíà

Óñêîðåííî äâèæóùèéñÿ çàðÿä èçëó÷àåò ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû, à,

ñëåäîâàòåëüíî, òåðÿåò ýíåðãèþ. Â ðåçóëüòàòå, ÷òîáû óñêîðèòü çàðÿæåí-

íóþ ÷àñòèöó íåîáõîäèìî ïðèëîæèòü áîëüøóþ ñèëó, ÷åì äëÿ óñêîðåíèÿ

íåçàðÿæåííîé ÷àñòèöû ñ òàêîé æå ìàññîé. Ýòîò ý��åêò íàçûâàþò òîð-

ìîæåíèå èçëó÷åíèåì. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèëà, êîòîðóþ íàäî äîïîëíè-

òåëüíî ïðåîäîëåâàòü íàçûâàåòñÿ ñèëîé òðåíèÿ Ëîðåíöà.

Çàïèøåì ïîòåíöèàëû, ñîçäàâàåìûå ñèñòåìîé çàðÿäîâ (ñòð. 77):

ϕ(t, x) =

∫
ρ(t−R, r)

R
d3r, A(t, x) =

∫
j(t− R, r)

R
d3r,

Àíàëîãè÷íî ïîñòðîåíèþ ëàãðàíæèàíà ñ èñêëþ÷åííûì ýëåêòðîìàãíèò-

íûì ïîëåì (ñòð. 118), ðàçëîæèì ñêàëÿðíûé è âåêòîðíûé ïîòåíöèàëû â

áåñêîíå÷íûé ðÿä ïî âðåìåíè çàïàçäûâàíèÿ R = |x − r| è íàéäåì ýëåê-

òðè÷åñêîå ïîëå E = −∇ϕ− ∂A/∂t:

E(t, x) =
∞∑

n=0

(−1)n
n!

∂n

∂tn

{

−∇
[∫

ρRn−1d3r

]

− ∂

∂t

[∫

jRn−1d3r

]}

.

Â ïåðâîì èíòåãðàëå âîçüìåì ãðàäèåíò ∇Rn−1 = (n− 1)Rn−3R è ïîäñòà-

âèì ïëîòíîñòü çàðÿäà ρ(t, r) = Qδ(r− x0(t)) è òîêà j(t, r) = v(t)ρ(r, t)
òî÷å÷íîãî çàðÿäà Q:

E(t, x) = Q
∞∑

n=0

(−1)n+1

n!

∂n

∂tn

{

(n− 1)Rn−3R+
∂(vRn−1)

∂t

}

,

ãäå R = x−x0(t) � ðàäèóñ-âåêòîð îò çàðÿäà, äâèæóùåãîñÿ ñî ñêîðîñòüþ

v = dx0/dt ïî òðàåêòîðèè x0(t) â òî÷êó x èçìåðåíèÿ ïîëÿ. Ïåðåãðóïïè-

ðóåì ñëàãàåìûå â ñóììå òàê, ÷òîáû êàæäîìó n ñîîòâåòñòâîâàëî âûðàæå-
íèå îäíîãî ïîðÿäêà ïî ñòåïåíÿì �óíäàìåíòàëüíîé ñêîðîñòè c. Âòîðîé

÷ëåí â �èãóðíûõ ñêîáêàõ ïðîïîðöèîíàëåí 1/c2 (v 7→ v/c, t 7→ ct). Ïåð-
âîé ÷ëåí èìååò íóëåâîé ïîðÿäîê ïî c. Îáà îíè óìíîæàþòñÿ íà 1/cn, áëà-

ãîäàðÿ n-é ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè. Ïîýòîìó, â ñóììå äëÿ ïåðâîãî ÷ëåíà
â �èãóðíûõ ñêîáêàõ âûäåëèì ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ (âòîðîå ðàâíî íó-

ëþ), à äëÿ îñòàëüíîãî ðÿäà (íà÷èíàþùåãîñÿ ñ n = 2) ñäâèíåì èíäåêñ

ñóììèðîâàíèÿ n 7→ n+ 2:

E(t, x) =
Q

R3
R+Q

∞∑

n=0

(−1)n+1

n!

∂n+1

∂tn+1

{
1

n+ 2

∂(Rn−1R)

∂t
+ vRn−1

}

,

ãäå âûïîëíåíî ýëåìåíòàðíîå ðàçëîæåíèå (n+ 2)! = (n+ 2)(n+ 1)n!.
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Îñòàëîñü âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíóþ:

∂(Rn−1R)

∂t
= −Rn−1 v − (n− 1)Rn−3 (Rv)R,

ãäå çíàêè ìèíóñ ïîÿâëÿþòñÿ, òàê êàê R = x − x0(t) è ∂R/∂t = −v.
Òàêèì îáðàçîì:

E =
Q

R3
R+Q

∞∑

n=0

(−1)n+1

(n+ 2)n!

∂n+1

∂tn+1
{(n+ 1)v− (n− 1) (vN)N} Rn−1,

ãäåN = R/R è ïðîèçâîäíàÿ äåéñòâóåò íà âñ¼, ÷òî ñòîèò ñïðàâà îò íå¼. Îò

âðåìåíè çàâèñèò êàê ñêîðîñòü çàðÿäà, òàê è ðàäèóñ-âåêòîð R. Ïîýòîìó

(n+ 1)-ÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîä çíàêîì ñóììû âûãëÿäèò äîñòàòî÷íî ãðîìîçä-

êîé. Âûðàæåíèå äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ óïðîùàåòñÿ â ñîïóòñòâóþùåé

ê çàðÿäó ñèñòåìå îòñ÷åòà â êîòîðîé v = 0. Â òàêîé ñèñòåìå íåíóëåâû-

ìè îêàçûâàþòñÿ òîëüêî âåäóùèå ïðîèçâîäíûå ïî ñêîðîñòè (êîòîðûå íå

óìíîæàþòñÿ íà v). Â ðåçóëüòàòå, ïðè v = 0 èìååì:

E =
Q

R3
R+Q

∞∑

n=0

(−1)n+1

(n+ 2)n!

{

(n+ 1) a(n) − (n− 1) (a(n)N)N
}

Rn−1,

ãäå a = dv/dt � óñêîðåíèå çàðÿäà è a(n) = dna/dtn. Âûïèøåì ïåðâûå òðè

ñëàãàåìûõ, ïîëó÷èâøåãîñÿ âûðàæåíèÿ:

E ≈ Q
R

R3
− Q

2

{
a

R
+

(aR)R

R3

}

+
2

3
Q
da

dt
+ ... (6.21)

Ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ (ïðè ìàëîé íî íåíóëåâîé ñêîðîñòè v) áûëè íàé-

äåíû ðàíåå: ñì. (4.98). Òðåòüå ñëàãàåìîå íå çàâèñèò îò ðàññòîÿíèÿ, à

ñëåäóþùèå ïðîïîðöèîíàëüíû Rn
, ïîýòîìó ïîëó÷åííûé ðÿä èìååò ñìûñë

òîëüêî íà íåáîëüøèõ îò çàðÿäà ðàññòîÿíèÿõ.

Â ïðåäûäóùåì òîìå áîëüøèíñòâî çàäà÷ ýëåêòðîäèíàìèêè ñâîäèëîñü

ê äâóì êëàññàì: 1) íàõîæäåíèå íàïðÿæåííîñòåé ïîëÿ ïðè çàäàííîì ðàñ-

ïðåäåëåíèè çàðÿäîâ è òîêîâ; 2) îïðåäåëåíèå òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ïðîá-

íûõ çàðÿäîâ âî âíåøíèõ (çàäàííûõ) ïîëÿõ. Òåì íå ìåíåå, â ëàãðàíæå-

âîì �îðìàëèçìå ïîëÿ è ÷àñòèöû îïèñûâàþòñÿ åäèíûì îáðàçîì. Ïîýòî-

ìó, âàðüèðóÿ òðàåêòîðèè ÷àñòèö è ïîëÿ íåçàâèñèìûì îáðàçîì, ìû ïî-

ëó÷èì ðàâíîïðàâíûå óðàâíåíèÿ ÷àñòèö è ïîëÿ, êîòîðûå íåîáõîäèìî ðå-

øàòü ñîâìåñòíî. Íàïîìíèì, ÷òî ïðè âûâîäå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ (òåîðåìû

Ïîéíòèíãà), ñòð. 68 ïîëÿ è ÷àñòèöû òàêæå ñ÷èòàëèñü ðàâíîïðàâíûìè, â

òîì ñìûñëå, ÷òî ñóììàðíîå ïîëå, ñîçäàâàåìîå âñåìè çàðÿäàìè, â ñâîþ

î÷åðåäü, âîçäåéñòâóåò íà ýòè çàðÿäû. Ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî (6.21)

äåéñòâóåò íà ñàì èñòî÷íèê ïîëÿ.
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Íåïîñðåäñòâåííî ïðèìåíèòü ýòî âûðàæåíèå íàïðÿæåííîñòè ê òî÷å÷-

íîìó çàðÿäó íåëüçÿ. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ïîëîæèòü x = x0 èëè R = 0.
Â ðåçóëüòàòå, ïåðâûå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ îêàæóòñÿ áåñêîíå÷íûìè. Äëÿ

ïåðâîãî �êóëîíîâñêîãî� âûðàæåíèÿ ýòî íå òàê ñòðàøíî. Õîòÿ ìîäóëü ñè-

ëû â öåíòðå èñòî÷íèêà îêàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íûì, â ñèëó ñ�åðè÷åñêîé

ñèììåòðèè, ýòî íå ïðèâîäèò ê ñèëîâîìó âåêòîðó, êîòîðûé ìîã áû ïåðå-

ìåùàòü òî÷å÷íûé çàðÿä. Îäíàêî ÷ëåíû â �èãóðíûõ ñêîáêàõ, çàâèñÿùèå

îò óñêîðåíèÿ, íå ÿâëÿþòñÿ ñ�åðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûìè.

Äëÿ óñòðàíåíèÿ áåñêîíå÷íîñòåé ìîæíî ðàññìîòðåòü íåêîòîðîå êîì-

ïàêòíîå, íî íåñèíãóëÿðíîå ðàñïðåäåëåíèå çàðÿäà �â ýëåêòðîíå�. Â ýòîì

ñëó÷àå îòäåëüíûå �÷àñòè� ýëåêòðîíà, âçàèìîäåéñòâóÿ ñ äðóãèìè, ïðèâî-

äÿò ê ñóììàðíîé ñèëå, äåéñòâóþùåé íà ýëåêòðîí â öåëîì. Òàêóþ ìî-

äåëü ðàññìîòðåëè â ñâî¼ âðåìÿ Àáðàõàì (1903 ã.) è Ëîðåíö (1904 ã.). Â

èõ ìîäåëè ýëåêòðîí ñ÷èòàåòñÿ æåñòêèì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñ�åðè÷åñêè

ñèììåòðè÷íîå ðàñïðåäåëåíèå çàðÿäà ρ(r) = ρ(r) äâèæåòñÿ êàê öåëîå ïî

òðàåêòîðèè x0(t). Â ñîïóòñòâóþùåé çàðÿäó ñèñòåìå îòñ÷åòà v = 0, ïîýòî-
ìó ìàãíèòíîé ñîñòàâëÿþùåé ñèëû íåò è ñóììàðíàÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ

íà çàðÿä îïðåäåëÿåòñÿ ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì:

f =

∫

ρ(r)E(t, r) d3r, (6.22)

ãäå äëÿ E(t, r) â ñâîþ î÷åðåäü íàäî çàïèñàòü èíòåãðàë ïî âñåì çàðÿäàì,

çàìåíÿÿQ íà dQ = ρ(r′) d3r′. ×ëåí â �èãóðíûõ ñêîáêàõ â (6.21) ïðèâîäèò
ê ñèëå, çàâèñÿùåé îò óñêîðåíèÿ:

f1 = −
1

2

∫

ρ(r) ρ(r′)

{
a

R
+

(aR)R

R3

}

d3r d3r′,

ãäå R = r − r′. Ýòîò èíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì, à òàê êàê åäèíñòâåí-

íûé âåêòîð, êîòîðûé â íåãî âõîäèò � ýòî óñêîðåíèå a, òî èíòåãðàë ïðî-

ïîðöèîíàëåí a. ×òîáû íàéòè êîý��èöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè, íóæíî

óìíîæèòü f1 íà a. Ââîäÿ åäèíè÷íûé âåêòîð n = a/a, ïîëó÷èì:

f1 = −
a

2

∫
ρ(r) ρ(r′)

R

{

1 +
(nR)2

R2

}

d3r d3r′ = −2
3
a

∫
ρ(r) ρ(r′)

R
d3r d3r′.

Âòîðîå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî âñå íàïðàâëåíèÿ âåêòîðà R ÿâëÿ-

þòñÿ ðàâíîïðàâíûìè è âûðàæåíèå (nR)2/R2
ìîæíî (⋖H60) çàìåíèòü íà

1/3. Çàìå÷àÿ, ÷òî ïîëó÷èâøèéñÿ èíòåãðàë ñ êîý��èöèåíòîì 1/2 ðàâåí

ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé ýíåðãèè U ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäîâ ρ(r) (èëè ýíåðãèè

ïîëÿ, ñì. ñòð. 72), îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì: f1 = −(4/3)U a.
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Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿþòñÿ èíòåãðàëû äëÿ îñòàëüíûõ ÷ëåíîâ ðÿäà:

f =
2

3

∞∑

n=0

(−1)n+1

n!
Gn

dna

dtn
, (6.23)

ãäå �îðì-�àêòîðû Gn çàâèñÿò îò ìîäåëè ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäà:

Gn =

∫

ρ(r) ρ(r′) |r− r′|n−1 d3r d3r′. (6.24)

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî áåñêîíå÷íûé ðÿä (6.23) ìîæíî ñâåðíóòü, çàïèñàâ

ñèëó â ñëåäóþùåì èçÿùíîì âèäå:

f = −2
3

∫
ρ(r) ρ(r′)

R
a(t−R) d3r d3r′. (6.25)

Ïðè n = 1 �îðì-�àêòîð ðàâåí êâàäðàòó ñóììàðíîãî çàðÿäà: G1 = Q2
.

Ïðè n > 1, äëÿ êîìïàêòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäà ðàçìåðîì r0 èìååì
Gn ∼ Q2rn−10 . Åñëè r0 → 0, òî ýòè âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ ìàëûìè è èìè

ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Â ðåçóëüòàòå, ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ

ñèëû, äåéñòâóþùåé íà ýëåêòðîí â ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìå îòñ÷åòà:

m0 a = fext −
4

3
Ua+

2

3
Q2 da

dt
, (6.26)

ãäå fext � âíåøíÿÿ ñèëà, ñîîáùàþùàÿ çàðÿäó óñêîðåíèå. ×ëåí ïðîïîð-

öèîíàëüíûé óñêîðåíèþ ìîæíî ïåðåíåñòè â ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ, ïå-

ðåîïðåäåëèâ ìàññó m = m0 + 4U/3. Ïîýòîìó, îêîí÷àòåëüíî, óðàâíåíèå

äâèæåíèÿ, ñïðàâåäëèâîå ïðè ìàëûõ ñêîðîñòÿõ, çàðÿäà èìååò âèä:

m a = fext +
2

3
Q2 da

dt
. (6.27)

Ìàññà m ñîäåðæèò â ñåáå ìåõàíè÷åñêóþ ìàññó m0 è ìàññó ýëåêòðîìàã-

íèòíîãî ïîëÿ. Òî ÷òî îíà ðàâíà íå U , à (4/3)U ìîæíî îáúÿñíèòü íà-

ëè÷èåì íàòÿæåíèé Ïóàíêàðå (ñòð. 160). ×òîáû æåñòêèé ýëåêòðîí ñ ðàñ-

ïðåäåëåíèåì çàðÿäà ρ(r) áûë ñòàáèëåí, òðåáóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ñèëû,
óäåðæèâàþùèå åãî îò �ðàçëåòàíèÿ�. Ýíåðãèþ ýòèõ ñèë òàêæå íåîáõîäèìî

ó÷èòûâàòü â äèíàìè÷åñêîì óðàâíåíèè. Ïðè ýòîì, ñêîðåå âñåãî, óñêîðåí-

íî äâèæóùèéñÿ ýëåêòðîí íå ìîæåò áûòü æåñòêèì, è äîëæåí èñïûòûâàòü

íåêèå äå�îðìàöèè, à óäåðæèâàþùèå ñèëû, â ñâîþ î÷åðåäü, äîëæíû òå-

ðÿòü ýíåðãèþ íà èçëó÷åíèå. Ñòðóêòóðà ýëåêòðîíà íàì íåèçâåñòíà, ïîýòî-

ìó ÷òî ëèáî êîíêðåòíîå ñêàçàòü îáî âñåõ ýòèõ ý��åêòàõ ìû íå ìîæåì è

îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îíè ïðåíåáðåæèìî ìàëû. Ïî âñåé âèäèìî-

ñòè, ñòîèò ñ÷èòàòü, ÷òî óðàâíåíèå (6.27) ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì ïðèáëèæå-

íèåì, ñïðàâåäëèâûì, äî òåõ ïîð, ïîêà ñèëà òðåíèÿ Ëîðåíöà ìàëà.
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6.5 Ïðèìåðû ñàìîäåéñòâèÿ

⊲ Çàðÿä, äâèæóùèéñÿ ñ óñêîðåíèåì a, èçëó÷àåò ýëåêòðîìàãíèòíûå

âîëíû, òåðÿÿ ýíåðãèþ â ñîîòâåòñòâèè ñ �îðìóëîé Ëàðìîðà (ñòð. 87):

I =
dE
dt

=
2

3
Q2 a2. (6.28)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðîèçâîäíàÿ ýíåðãèè ïî âðåìåíè ðàâíà ïðîèçâåäå-

íèþ ñèëû íà ñêîðîñòü (ñòð. ??). Íàéäåì ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ ïðîòèâ ñèë

òðåíèÿ Ëîðåíöà çà âðåìÿ t2 − t1, âîñïîëüçîâàâøèñü óðàâíåíèåì (6.27) è

ñîîòíîøåíèåì vda/dt = d(va)/dt− a2:

t2∫

t1

fv dt =
2

3
Q2

t2∫

t1

da

dt
v dt =

2

3
Q2 (va)

∣
∣
∣

t2

t1
−2
3
Q2

t2∫

t1

a2 dt.

Âåëè÷èíà (av)
∣
∣t2
t1
áóäåò ðàâíà íóëþ â ñðåäíåì ïðè ïåðèîäè÷åñêîì äâèæå-

íèè èëè â ïðåäåëå ìàëîé ñêîðîñòè (äëÿ êîòîðîãî ïîëó÷åíà ñèëà òðåíèÿ)

è áîëüøîãî óñêîðåíèÿ. Ïðåíåáðåãàÿ ýòèì ÷ëåíîì, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

äëÿ �îðìóëû Ëàðìîðà (6.28). Òàêèì îáðàçîì, ñèëà òðåíèÿ Ëîðåíöà, äåé-

ñòâèòåëüíî, ñâÿçàíà ñ èçëó÷åíèåì ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí.

Ïðîâåäåííîå âû÷èñëåíèå íå ïðèìåíèìî ïðè ðàâíîóñêîðåííîì äâèæå-

íèè a = const. Â ýòîì ñëó÷àå ñèëà òðåíèÿ ðàâíà íóëþ, à ý��åêò èçëó-

÷åíèÿ ïðîÿâëÿåòñÿ òîëüêî â ïîÿâëåíèè ýëåêòðîìàãíèòíîé ìàññû â ëåâîé

÷àñòè óðàâíåíèÿ (6.27). Áîëåå òÿæåëûé çàðÿä òðóäíåå óñêîðèòü.

⊲ Âûÿñíèì êîãäà ý��åêò òðåíèÿ ñóùåñòâåíåí. Ïóñòü çàðÿä èç ñîñòî-

ÿíèÿ ïîêîÿ ñ óñêîðåíèåì a çà âðåìÿ T ïðèîáðåòàåò ñêîðîñòü aT . Åãî
ýíåðãèÿ (â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå) èçìåíÿåòñÿ íà ∆E = m (aT )2/2.

Ý��åêò òðåíèÿ èçëó÷åíèÿ áóäåò ñóùåñòâåíåí, åñëè ýòà ýíåðãèÿ ñðàâíèìà

ñ ïîòåðåé ýíåðãèè íà èçëó÷åíèÿ (6.28) çà ýòî æå âðåìÿ:

m
(aT )2

2
∼ 2

3
Q2 a2 T.

Îòêóäà, îïóñêàÿ ÷èñëîâûå ìíîæèòåëè è âîññòàíàâëèâàÿ �óíäàìåíòàëü-

íóþ ñêîðîñòü, ïîëó÷àåì õàðàêòåðíîå âðåìÿ:

T0 ∼
Q2

mc3
=
r0
c
= 9.3 · 10−24 sec, (6.29)

ãäå r0 = 2.8 · 10−15 ì � êëàññè÷åñêèé ðàäèóñ ýëåêòðîíà. Òàêèì îáðàçîì,

åñëè ñèëà â òå÷åíèè âðåìåíè T < T0 ñóùåñòâåííî ìåíÿåò ñêîðîñòü ÷àñòè-

öû, òî íà å¼ äèíàìèêó âëèÿþò ý��åêòû èçëó÷åíèÿ. Ïðè áîëåå ïëàâíîì

(ìåäëåííîì) óñêîðåíèè T ≫ T0, ý��åêò òðåíèÿ ìàë è ìîæåò ðàññìàòðè-

âàòüñÿ êàê ïîïðàâêà ê äèíàìè÷åñêîìó óðàâíåíèþ m a = fext.
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⊲ Èñõîäÿ èç ïðîäåëàííûõ îöåíîê è çàìå÷àíèé, ñäåëàííûõ â êîíöå

ñòðàíèöû 169, ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèå (6.27) íåîáõîäèìî ïîëó-

÷àòü ïðè ïîìîùè òåîðèè âîçìóùåíèé. Äëÿ ýòîãî òðàåêòîðèÿ ÷àñòèöû, å¼

ñêîðîñòü è óñêîðåíèå ðàñêëàäûâàþòñÿ â ðÿä:

a = a0 + a1 + a2 + ...

êîòîðûå ïîäñòàâëÿþòñÿ â (6.27): Â êà÷åñòâå íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ áå-

ðåòñÿ óðàâíåíèå áåç ñèëû òðåíèÿ:

m a0 = fext. (6.30)

Ïðè ïîìîùè åãî ðåøåíèÿ íàõîäÿòñÿ ñëåäóþùèå ïîïðàâêè:

m a1 =
2

3
Q2 da0

dt
, m a2 =

2

3
Q2 da1

dt
, (6.31)

è ò.ä. Òàêîé ìåòîä â ÷àñòíîñòè èñêëþ÷àåò ïîÿâëåíèå ñàìîóñêîðÿþùåãîñÿ

ðåøåíèÿ ïðè îòñóòñòâèè âíåøíåé ñèëû. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè fext = 0,

�îðìàëüíî óðàâíåíèå

a =
2Q2

3m

da

dt
,

êðîìå �èçè÷åñêè îñìûñëåííîãî (â îòñóòñòâèè âíåøíèõ âîçäåéñòâèé) ðå-

øåíèÿ a = 0, èìååò óñêîðÿþùååñÿ ðåøåíèå

a = a0 e
(2Q2/3m) t.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òàêèì ðåøåíèåì, ýëåêòðîí, íàïðèìåð, ïðîëåòåâ óñêî-

ðÿþùåå ïîëå â êîíäåíñàòîðå, ïîñëå âûõîäà èç íåãî (èìåÿ a(0) = a0 6= 0),
äîëæåí áûë áû ïðîäîëæàòü íåîãðàíè÷åííî óñêîðÿòüñÿ. Ïðè ðåøåíèè

óðàâíåíèÿ ïî òåîðèè âîçìóùåíèÿ òàêîãî íå�èçè÷íîãî ðåøåíèÿ íå âîç-

íèêàåò. Íàïðèìåð, ñàìîäåéñòâèÿ íå âîçíèêàåò ïðè äâèæåíèè ïîä âîç-

äåéñòâåì ïîñòîÿííîé ñèëû. Åñëè fext = const, òî a0 = const è ïåðâîå

óðàâíåíèå 6.31 ïðèâåä¼ò ê a1 = 0 è ò.ä. Ïîýòîìó óñêîðåíèå îñòà¼òñÿ

ïîñòîÿííûì.

⊲ Óðàâíåíèå (6.27) ïîçâîëÿåò ðàçîáðàòüñÿ ñ îòâåòîì íà âîïðîñ �îêàçû-

âàåò ëè âíåøíÿÿ ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà äàâëåíèå íà çàðÿä?�. Ñ îäíîé

ñòîðîíû � �êîíå÷íî � äà!� (îïûòû Ëåáåäåâà ïî ñâåòîâîìó äàâëåíèþ òîìó

ÿâíîå ïîäòâåðæäåíèå). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ

ïðîáíîé ÷àñòèöû â ïîëå ïëîñêîé âîëíû ïðèâîäèò ê ïàðàäîêñàëüíîìó çà-

êëþ÷åíèþ îá îòñóòñòâèè óñêîðåííîãî äâèæåíèÿ âäîëü âîëíîâîãî âåêòîðà

(ïî êîòîðîìó íàïðàâëåíî) äàâëåíèå. ×òîáû ïîëó÷èòü íàáëþäàåìûé íà

ýêñïåðèìåíòå ý��åêò ñâåòîâîãî äàâëåíèÿ íåîáõîäèìî ðåøèòü óðàâíåíèå

äâèæåíèÿ ñ ó÷åòîì ñàìîäåéñòâèÿ. Ïîäðîáíåå ìû ðàññìîòðèì ýòîò âîïðîñ

â ñëåäóþùåé ãëàâå.
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6.6 Êîâàðèàíòíàÿ çàïèñü ñèëû ñàìîäåéñòâèÿ

⊲ Ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà äëÿ ñèëû è óñêîðåíèÿ óðàâ-

íåíèå (6.27) ìîæíî çàïèñàòü â ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà. Âïðî÷åì,

êîâàðèàíòíîå âûðàæåíèå äëÿ ñèëû ìîæíî ïîëó÷èòü ñðàçó èç îáùèõ ñî-

îáðàæåíèé. Íàïîìíèì, ÷òî 4-óñêîðåíèå (ñòð.V1:205):

Aν =
dV ν

ds
=

{
va

(1− v2)2
,
a+ [v × [v × a]]

(1− v2)2

}

, (6.32)

îïðåäåëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè 4-ñêîðîñòè V ν = {γ, γv} è ñîáñòâåííîãî âðå-

ìåíè ds =
√
1− v2 dt, âû÷èñëåííîãî âäîëü òðàåêòîðèè ÷àñòèöû.

Â ñèñòåìå ãäå ÷àñòèöà ïîêîèòñÿ, âåêòîðíàÿ ÷àñòü ñèëû òðåíèÿ, â ñîîò-

âåòñòâèè ñ (6.27) äîëæíà ðàâíÿòüñÿ (2/3)Q2 da/dt. Åñëè v = 0 èç (6.32)
èìååì dA/ds = {0, da/dt}. Ïîýòîìó:

f
∣
∣
v=0

=
2

3
Q2 dA

ds
.

Ñèëó òðåíèÿ Ëîðåíöà ìîæíî ðàçëîæèòü ïî äâóì 4-âåêòîðàì:

f = αV+ β
dA

ds
, (6.33)

ãäå α è β � íåêîòîðûå ñêàëÿðû. Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî 4-ñêîðîñòü è

ñèëà îðòîãîíàëüíû äðóã äðóãó: èç V2 = 1 ñëåäóåò, ÷òî A · V = 0 èëè

f ·V = 0. Ýòî óñëîâèå ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ α = βA2
, ãäå ó÷òåíî òîæ-

äåñòâî, ñâÿçûâàþùåå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïðîèçâîäíîé 4-óñêîðåíèÿ

è 4-ñêîðîñòè:

A · V = 0 =>
dA

ds
· V = −A2. (6.34)

Îíî ïîëó÷àåòñÿ åù¼ îäíèì äè��åðåíöèðîâàíèåì ïî s óñëîâèÿ îðòîãî-

íàëüíîñòè. Ïðè v = 0 èìååì β = (2/3)Q2
. Â ðåçóëüòàòå, â ïðîèçâîëüíîé

ñèñòåìå îòñ÷åòà êîâàðèàíòíîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ èìååò âèä:

m
dV

ds
= fext +

2

3
Q2

{

d2V

ds2
+

(
dV

ds

)2

V

}

. (6.35)

Ñ ó÷¼òîì (6.34), ýòî óðàâíåíèå ýêâèâàëåíòíî:

m
dV

ds
= fext +

2

3
Q2

{
d2V

ds2
−
(
d2V

ds2
V

)

V

}

. (6.36)

Â í¼ì, â òåíçîðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ 4-âåêòîð óñêîðåíèÿ ñâîðà÷èâàåòñÿ ñ

òåíçîðîì gαβ − VαVβ îðòîãîíàëüíûì ê 4-ñêîðîñòè.
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⊲Ïóñòü çàðÿä óñêîðÿåò âíåøíåå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå Fµν = (E,−B).
Èñêëþ÷èì â óðàâíåíèè (6.36) ïåðâóþ è âòîðóþ ïðîèçâîäíûå ïî s, ñ÷èòàÿ

÷òî â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè îíè óäîâëåòâîðÿþò îáû÷íîé ñèëå Ëîðåíöà:

dV

ds
=
Q

m
F · V, (6.37)

ãäå â áåçèíäåêñíûõ îáîçíà÷åíèÿõ (ïðÿìîé øðè�ò) (F · V)µ = F µνVν ÿâ-
ëÿåòñÿ 4-âåêòîðîì. Ïðîäè��åðåíöèðóåì ýòî óðàâíåíèå ïî s:

d2V

ds2
=
Q

m
(V∂) F · V+

Q

m
F · dV

ds
=
Q

m
(V∂) F · V +

Q2

m2
F · (F · V)

ãäå ó÷òåíî, ÷òî âäîëü òðàåêòîðèè ÷àñòèöû dFαβ/ds = ∂γFαβ dx
γ/ds =

V γ∂γFαβ è âî âòîðîì ñëàãàåìîì ñíîâà ïîäñòàâëåíà ñèëà Ëîðåíöà. Òàêèì

îáðàçîì:

dV

ds
=
Q

m
F ·V+

2Q3

3m
(V∂) F ·V+

2Q4

3m2
F · (F ·V)+ 2Q4

3m2
(F ·V)2V. (6.38)

Ñòðîãî ãîâîðÿ â ïîñëåäíèõ òð¼õ ñëàãàåìûõ äëÿ 4-ñêîðîñòè V òàêæå íåîá-

õîäèìî ïîäñòàâèòü ðåøåíèå (6.37). Âïðî÷åì, â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ýòî

óðàâíåíèå ìîæíî ñ÷èòàòü äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì îòíîñèòåëüíî

V = V(s), ãäå âî âñåõ ñëàãàåìûõ ñòîèò îäíà è òàæå 4-ñêîðîñòü.

⊲ Â ïîñòîÿííîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå E âîçíèêàåò ðàâíîóñêîðåííîå

äâèæåíèå. Åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ÷àñòèöà ïîêîèëàñü, òî

V = {ch (ωs), e sh (ωs)}, ãäå e = E/|E|, ñì. ñòð. 107. Íåñëîæíî âèäåòü,
÷òî ðåëÿòèâèñòñêàÿ ñèëà òðåíèÿ (6.36) (êàê è íåðåëÿòèâèñòñêàÿ) â ýòîì

ñëó÷àå ðàâíà íóëþ. Ýòî æå ñïðàâåäëèâî ïðè ðàâíîóñêîðåííîì äâèæåíèè

âäîëü ïðÿìîé ñ íåíóëåâîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ (⋖H61).

Â îáùåì ñëó÷àå ðåëÿòèâèñòñêè ðàâíîóñêîðåííîå äâèæåíèå ìîæíî îïðå-

äåëèòü êàê äâèæåíèå, ïðè êîòîðîì êâàäðàò 4-óñêîðåíèÿ (èëè 4-ñèëû)

îñòà¼òñÿ ïîñòîÿííûì A2 = f2/m2 = const < 0. Äåéñòâèòåëüíî, êîìïî-

íåíòû 4-ñèëû fµ
ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì. ñòð. 95):

fµ = {γ Fv, γ F} = 1

m
{Fp, EF},

ãäå F � ïîñòîÿííàÿ (ïðè ðàâíîóñêîðåííîì äâèæåíèè) 3-ñèëà, E � ýíåðãèÿ
è p � èìïóëüñ çàðÿäà. Ïîýòîìó m2f2 = (Fp)2 − E2F2

. Äè��åðåíöèðóÿ

ïî ëàáîðàòîðíîìó âðåìåíè (èëè ñîáñòâåííîìó âðåìåíè çàðÿäà), èìååì:

d(m2f2)

dt
= 2 (Fp)F2 − 2 E (vF)F2 = 2 (Fp)F2− 2 (Fp)F2 = 0,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî dp/dt = F, dE/dt = vF è p = vE . ×òîáû óáåäèòüñÿ â

òîì, ÷òî êâàäðàò 4-óñêîðåíèÿ îòðèöàòåëåí, äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü åãî â

ñèñòåìå îòñ÷åòà, ãäå ÷àñòèöà ïîêîèòñÿ.
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6.7 Íåëèíåéíàÿ ýëåêòðîäèíàìèêà

∗

Îäíèì èç ïðèíöèïîâ, êîòîðûé èñïîëüçîâàëñÿ ïðè ïîñòðîåíèè ýëåêòðî-

äèíàìèêè, áûë ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè. Åñëè îí âûïîëíÿåòñÿ, òî óðàâíå-

íèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ äîëæíû áûòü ëèíåéíûìè, à ëàãðàíæèàí

êâàäðàòè÷åí ïî ïîëÿì. Ëèíåéíîñòü óðàâíåíèé, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðèâî-

äèò ê ñèíãóëÿðíîé êóëîíîâñêîé ñèëå äëÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà. Åñëè îòêà-

çàòüñÿ îò ëèíåéíîñòè, òî ìîæíî ïîñòðîèòü òåîðèþ ýëåêòðîìàãíåòèçìà â

êîòîðîé íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ îò çàðÿäà ñèíãóëÿðíîñòè íå áóäåò. Áûëî

ïðåäëîæåíî äîñòàòî÷íî ìíîãî ïîäîáíûõ òåîðèé. Îñíîâíûì ñòèìóëîì ê

èõ ðàçâèòèþ áûëî æåëàíèå ïîñòðîèòü òåîðèþ êîíå÷íîé ýëåêòðîìàãíèò-

íîé ìàññû ýëåêòðîíà.

Êàê òîëüêî ìû äîïóñêàåì íåëèíåéíîñòü óðàâíåíèé ïîëÿ, âîçíèêàåò

ñóùåñòâåííûé ïðîèçâîë â âûáîðå ëàãðàíæèàíà. Åäèíñòâåííûìè îãðàíè-

÷èâàþùèìè ïðèíöèïàìè îñòàþòñÿ ðåëÿòèâèñòñêàÿ è êàëèáðîâî÷íàÿ èí-

âàðèàíòíîñòü òåîðèè. Äëÿ êàëèáðîâî÷íî èíâàðèàíòíûõ íàïðÿæåííîñòåé

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, ñóùåñòâóåò äâà ñêàëÿðà îò êîòîðûõ ìîæåò çàâèñåòü

ëàãðàíæèàí: FµνF
µν = 2 (B2−E2) è ∗FµνF

µν = 4EB, ãäå ∗F � äóàëüíûé

òåíçîð ê F, ñì. (4.32), ñòð. 99. Òàê êàê òåîðèÿ Ìàêñâåëëà èìååò ìíîãî÷èñ-

ëåííûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå ïîäòâåðæäåíèÿ, íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ äîëæíà

çàâèñåòü îò íåêîòîðîé �óíäàìåíòàëüíîé êîíñòàíòû, ìàëûå çíà÷åíèÿ êî-

òîðîé ñîîòâåòñòâóþò ëèíåéíûì óðàâíåíèÿì îáû÷íîé ýëåêòðîäèíàìèêè.

⊲ Ïåðâàÿ íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ áûëà ïîñòðîåíà �óñòàâîì Ìè â 1912 ã. Å¼

ëàãðàíæèàí çàâèñåë îò ïîòåíöèàëîâ (áûë êàëèáðîâî÷íî íåèíâàðèàíòåí).

Êàëèáðîâî÷íî èíâàðèàíòíóþ òåîðèþ ïðåäëîæèë Ìàêñ Áîðí (1934 ã.):

L =
1

4πλ2

(

1−
√

1 +
λ2

2
FµνF µν

)

≈ − 1

16π
FµνF

µν, (6.39)

ãäå λ �óíäàìåíòàëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, è ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî, ñîâïà-

äàþùåå ñ ëàãðàíæèàíîì (4.91), ñòð. 117, çàïèñàíî â ïðåäåëå λ→ 0.

Íàëè÷èå â ëàãðàíæèàíå êîðíÿ îò ïîëåé âèäà

√

1− λ2 (E2 −B2) ïðè-
âîäèò ê òîìó, ÷òî, íàïðèìåð, â ñëó÷àå ýëåêòðîñòàòèêè (B = 0) ýëåêòðè-

÷åñêîå ïîëå |E| < λ, ÷òî, êàê ìû óâèäèì, ñíèìàåò ñèíãóëÿðíîñòü ïîëÿ

òî÷å÷íîãî çàðÿäà. Âîçìîæíîé ìîòèâàöèåé â âûáîðå òàêîé íåëèíåéíîñòè

ìîæåò áûòü àíàëîãèÿ ñ ëàãðàíæèàíîì ñâîáîäíîé ÷àñòèöû m
√
1− u2

,

ãäå â êà÷åñòâå ñêîðîñòè âûñòóïàåò E2−B2
. Àíàëîãè÷íîå îãðàíè÷åíèå íà

ìàãíèòíîå ïîëå âîçíèêàåò â íåëèíåéíîé òåîðèè Øð¼äèíãåðà ñ ëàãðàí-

æèàíîì L = ln(1− λ2(B2 −E2))/8πλ2.
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⊲ Åùå îäèí âàðèàíò, èñïîëüçóþùèé îáà èíâàðèàíòà, áûë ðàññìîòðåí

Áîðíîì è Èí�åëüäîì:

L =
1

4πλ2

(

1−
√

1 +
λ2

2
FµνF µν − λ4

16
(∗FµνF µν)2

)

. (6.40)

Âûáîð òàêîé êîìáèíàöèè èíâàðèàíòîâ ñâÿçàí ñî çíà÷åíèåì (⋖H

??

) îïðå-

äåëèòåëÿ ìàòðèöû gµν+λFµν, êîòîðûé íàçûâàþò �îáúåìîì� òåíçîðà Fµν:

det(gµν + λFµν) = −1− λ2 (B2 − E2) + λ4 (EB)2.

Ïîýòîìó ëàãðàíæèàí (6.40) ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì èçÿùíîì âèäå:

L =
1

4πλ2

(

1−
√

− det(g + λF)
)

. (6.41)

⊲ �àññìîòðèì ñëó÷àé ýëåêòðîñòàòèêè ñ B = 0, E = −∇ϕ ïðè íàëè÷èè

òî÷å÷íîãî çàðÿäà. Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå òîêîâ ñ ïîòåíöèà-

ëàìè îñòàåòñÿ ëèíåéíûì, òî ê ëàãðàíæèàíó íåîáõîäèìî äîáàâèòü ÷ëåí

−Aµj
µ
(ñì. ñòð. 117). Â èòîãå, äëÿ òåîðèé (6.39) è (6.40) èìååì:

L =
1

4πλ2

(

1−
√

1− λ2 (∇ϕ)2
)

− ϕQδ(r),

ãäå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïëîòíîñòü òî÷å÷íîãî çàðÿäàQ îïèñûâàåòñÿ äåëüòà-

�óíêöèåé Äèðàêà. Òàê êàê ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè ðàâíà íóëþ (ñòàòè-

êà), óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà èìåþò âèä:

∂µ

(
∂L

∂(∂µϕ)

)

= ∇
(

∂L
∂(∇ϕ)

)

=
∂L
∂φ

.

Áåðÿ ïðîèçâîäíûå ëàãðàíæèàíà, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå:

∇
[

∇ϕ
√

1− λ2 (∇ϕ)2

]

= −4πQ δ(r). (6.42)

Åñëè îáîçíà÷èòü âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ÷åðåç −D, òî ïîëó-

÷àåòñÿ óðàâíåíèå �àóññà ∇D = 4π δ(r) ñ ðåøåíèåì D = Q r/r3, ïîýòîìó:

E√
1− λ2E2

=
Q r

r3
.

Âîçâîäÿ â êâàäðàò è íàõîäÿ E2
, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

E =
Qn√
r4 + a4

, (6.43)

ãäå n = r/r � åäèíè÷íûé âåêòîð è a =
√
λQ. Ìîäóëü íàïðÿæåííîñòè

ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E îñòàåòñÿ êîíå÷íûì ïðè r = 0, à ïðè λ = 0 ïîëó-

÷àåòñÿ êóëîíîâñêîå âûðàæåíèå.
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• Òàê êàê ëàãðàíæèàí ñâîáîäíîãî ïîëÿ (6.40) îòëè÷àåòñÿ îò ëàãðàí-

æèàíà òåîðèè Ìàêñâåëëà, òî, åñòåñòâåííî, èçìåíÿòñÿ è âûðàæåíèÿ äëÿ

ïëîòíîñòè ýíåðãèè è èìïóëüñà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Íàéäåì òåíçîð

ýíåðãèè-èìïóëüñà â íåëèíåéíîé ýëåêòðîäèíàìèêå. Äëÿ ýòîãî óäîáíî [19℄,

äîïîëíèòåëüíî ê Fµν, ââåñòè åùå îäèí àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð:

Gµν = −4π ∂L
∂(∂µAν)

.

Åãî àíòèñèììåòðè÷íîñòü ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ëàãðàíæèàí L çàâèñèò îò

èíâàðèàíòîâ, ïðîèçâîäíûå îò êîòîðûõ ïî ∂µAν àíòèñèììåòðè÷íû:

1

4

∂(FαβF
αβ)

∂(∂µAν)
= F µν ,

1

4

∂(∗FαβF
αβ)

∂(∂µAν)
= ∗F µν.

Ïðè ïîìîùè òåíçîðà Gµν
óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà äëÿ L ∼ −Aµj

µ
çàïèñû-

âàþòñÿ òàêæå êàê è â ëèíåéíîé ýëåêòðîäèíàìèêå:

∂µG
µν = 4πjν ,

à êàíîíè÷åñêèé òåíçîð ýíåðãèè èìïóëüñà (5.18), ñòð. 128 èìååò âèä:

T αβ = − 1

4π
Gαγ ∂βAγ − gαβ L.

Äëÿ ýëåêòðîäèíàìèêè Ìàêñâåëëà Gµν = Fµν. Â íåëèíåéíîé òåîðèè ñâÿçü

ìåæäó òåíçîðàìè áîëåå ñëîæíàÿ. Äëÿ ñèììåòðèçàöèè òåíçîðà ýíåðãèè-

èìïóëüñà ñâîáîäíîãî ïîëÿ, èç íåãî íåîáõîäèìî âû÷åñòü ïðîèçâîäíóþ

∂γ(G
γαAβ)/4π, êîòîðàÿ òîæäåñòâåííî óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ íåïðå-

ðûâíîñòè. Ó÷èòûâàÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñ jν = 0, èìååì (ñì.ñòð. 129)

∂γ(G
γαAβ) = −Gαγ ∂γA

β
è, ñëåäîâàòåëüíî, ñèììåòðè÷íûé, êàëèáðîâî÷-

íî èíâàðèàíòíûé òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ðàâåí:

T αβ =
1

4π
Gαγ F β

γ − gαβ L. (6.44)

Â ÷àñòíîñòè, ïëîòíîñòè ýíåðãèè è èìïóëüñà ðàâíû:

T 00 =
DE

4π
−L, T 0i =

D×B

4π
,

ãäå êîìïîíåíòû òåíçîðà Gµν
îïðåäåëÿþòñÿ äâóìÿ 3-âåêòîðàìè:

D = {G10, G20, G30}, H = {G32, G13, G21},

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëÿ.
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⊲ Â ñëó÷àå ýëåêòðîñòàòèêè (B = H = 0) èìååì:

T 00 =
DE

4π
− 1

4πλ2

(

1−
√

1− λ2E2
)

.

Âûøå ìû íàøëè, ÷òî äëÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå E è âåê-

òîð D [ñì. (6.43)℄ ðàâíû:

D =
Qn

r2
, E =

Qn√
r4 + a4

. (6.45)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ â ïëîòíîñòü ýíåðãèè, ïîëó÷àåì:

T 00 =
1

4πλ2

[√

1 +
a4

r4
− 1

]

.

Èíòåãðàë ýòîãî âûðàæåíèÿ ïî âñåìó îáúåìó â ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ

dV = 4πr2dr, äàåò ïîëíóþ ýíåðãèþ ïîëÿ (ìàññó):

w = m =

∫

T 00dV =
Q2

a

∞∫

0

[√

1 + x4 − x2
]

dx =
Q2

a
I0,

ãäå ñäåëàíà çàìåíà x = r/a. Ïîëó÷èâøèéñÿ èíòåãðàë óäîáíî çàïèñàòü â

âèäå ðàçíèöû I0 = I1 − I2 äâóõ èíòåãðàëîâ:

I1 =

∞∫

0

dx√
1 + x4

, I2 =

∞∫

0

(

1− x2√
1 + x4

)

x2 dx. (6.46)

Âòîðîé èíòåãðàë ðàâåí I2 = I1/3. ×òîáû ýòî äîêàçàòü, íåîáõîäèìî I2
äâàæäû ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî ÷àñòÿì. Ïåðâûé ðàç âíîñèì x2 ïîä äè�-

�åðåíöèàë: x2dx = d(x3)/3, à âòîðîé ðàç âíîñèì 1/
√
1 + x4:

I2 =
2

3

∞∫

0

x4dx

(1 + x4)3/2
= −1

3

∞∫

0

xd

(
1√

1 + x4

)

=
1

3
I1.

Èíòåãðàë I1 âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ãàììà-�óíêöèþ è èìååò ïðèáëèæåííîå

çíà÷åíèå I1 ≈ 1.8540746773. Ñîîòâåòñòâåííî I0 = 2I1/3 ≈ 1.23605. Ïàðà-
ìåòð a =

√
λQ � ýòî õàðàêòåðíîå ðàññòîÿíèå, îïðåäåëÿþùåå ìàñøòàá íà

êîòîðîì íà÷èíàþò ñêàçûâàòüñÿ ý��åêòû òåîðèè. Íà ðàññòîÿíèÿõ r ≫ a

îò çàðÿäà ñïðàâåäëèâ çàêîí Êóëîíà è ëèíåéíàÿ òåîðèÿ Ìàêñâåëëà. Ïðè

r < a çàêîí Êóëîíà ìîäè�èöèðóåòñÿ è ñóùåñòâåííûìè ñòàíîâÿòñÿ íåëè-

íåéíûå ý��åêòû. Ýòîò æå ïàðàìåòð îïðåäåëÿåò âåëè÷èíó ýíåðãèè ïî-

ëÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà. Åñëè âñÿ ìàññà ýëåêòðîíà èìååò ýëåêòðîìàãíèòíîå

ïðîèñõîæäåíèå, òî a ñîîòâåòñòâóåò êëàññè÷åñêîìó ðàäèóñó ýëåêòðîíà (ñ
òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ 1.23605...).
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• Ñíÿòèå ñèíãóëÿðíîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî

òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ïîëÿ äâèæóùåãîñÿ çàðÿäà ñîõðàíÿåòñÿ ñàì ïî

ñåáå è, ñëåäîâàòåëüíî, â íåëèíåéíîé òåîðèè íå âîçíèêàåò �ïðîáëåìû 3/4�.

Ïðîâåäåì ñîîòâåòñòâóþùèå âû÷èñëåíèÿ.

Êîâàðèàíòíîå îáîáùåíèå ïîëó÷åííûõ âûøå òåíçîðîâ íàïðÿæåííîñòåé

ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ äëÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

Gαβ = Q
ηαvβ − ηβvα
(−η2)3/2 , Fαβ = Q

ηαvβ − ηβvα
√

−η2 (η4 + a4)
, (6.47)

ãäå îáîçíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþò ñòðàíèöå 161 è äëÿ êðàòêîñòè ïèøåì

η4 = (η ·η)2 (îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî òàê êàê η2 < 0, òî
√

η4 = −η2).
Äåéñòâèòåëüíî, òåíçîð Gαβ óäîâëåòâîðÿåò îáû÷íîìó ëèíåéíîìó óðàâíå-

íèþ Ìàêñâåëëà ∂αG
αβ = 4πjβ è ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì (6.5), â êîòî-

ðîì ðåãóëÿðèçàöèþ äåëàòü óæå íå íóæíî. Ñðàâíèâàÿ D è E èç (6.45),

íåñëîæíî ïî àíàëîãèè çàïèñàòü è âûðàæåíèå äëÿ Fαβ (ìîæíî ïðîäå-

ëàòü åãî âûâîä ñòðîãî, ïåðåõîäÿ ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà

(ñòð. 103) îò E′ = Qr′/r′
√
r′4 + a4 è B′ = 0 â �øòðèõîâàííîé� ñèñòåìå

îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ çàðÿäîì, ê ñèñòåìå â êîòîðîé çàðÿä äâèæåòñÿ ñî

ñêîðîñòüþ v).

Èíâàðèàíòû, îò êîòîðûõ çàâèñèò ëàãðàíæèàí ðàâíû:

FµνF
µν = − 2Q2

η4 + a2
, ∗FµνF

µν = 0.

Âòîðîå ñîîòíîøåíèå âîçíèêàåò â ñèëó ñâåðòêè àíòèñèììåòðè÷íîãî òåí-

çîðà εαβµν â îïðåäåëåíèè ∗F ñ ñèììåòðè÷íûìè êîìáèíàöèÿìè òèïà ηαηµ.
Ïîýòîìó äëÿ îäèíî÷íîãî çàðÿäà, äâèæóùåãîñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ

ëàãðàíæèàíû (6.39) è (6.40) ñîâïàäàþò. Òåïåðü íåñëîæíî çàïèñàòü òåí-

çîð ýíåðãèè-èìïóëüñà (6.44):

4πλ2 T µν = −gµν − gµν η2
√

η4 + a4
− a4 η

µην + η2 vµvν

η4
√

η4 + a4
.

Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (6.6), ñòð. 161, ìîæíî ïðî-

âåðèòü, ÷òî T µν
ñîõðàíÿåòñÿ:

∂µT
µν = 0

è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷åííûå ñ åãî ïîìîùüþ ýíåðãèÿ è èìïóëüñ ïîëÿ

(èíòåãðàëüíûå âåëè÷èíû) áóäóò ïðàâèëüíî çàâèñåòü îò ñêîðîñòè è ñâÿ-

çàíû îáû÷íûì ðåëÿòèâèñòñêèì ñîîòíîøåíèåì.
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⊲ Çàïèøåì ïëîòíîñòü ýíåðãèè:

W = T 00 = − 1

4πλ2

(

1 +
η2

√

η4 + a4

)

− a4

4πλ2
(η0)2 + γ2η2

η4
√

η4 + a4
.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà âûðàæåíèå â êðóãëûõ ñêîáêàõ. Ïðè èíòåãðèðîâà-

íèè êàæäîå ñëàãàåìîå â ñêîáêàõ ïî îòäåëüíîñòè ðàñõîäèòñÿ è òîëüêî èõ

ñóììà äàåò êîíå÷íûé èíòåãðàë. Ïîýòîìó, çàìåíû, ïðîèçâîäèìûå ïðè âû-

÷èñëåíèè èíòåãðàëà (6.14), äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ äëÿ âñåãî âûðàæåíèÿ â

ñêîáêàõ (ýòî äàñò îáùèé ìíîæèòåëü 1/γ). Â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ,

ïîëó÷àåì ïîëíóþ ýíåðãèþ ïîëÿ:

w =
a4γ

λ2

∞∫

0

dr√
r4 + a4

(

1− v2

3

)

− γ

λ2

∞∫

0

dr

(

r2 − r4√
r4 + a4

)
(
1− v2

)
.

Äåëàÿ çàìåíó x = r/a è ââîäÿ èíòåãðàëû (6.46), íàõîäèì ýëåêòðîìàã-

íèòíóþ ìàññó ïîëÿ:

m =
w

γ
=
Q2

a
(I1 − I2)−

Q2

a
v2
(
1

3
I1 − I2

)

.

Òàê êàê I2 = I1/3, ìàññà ïîñòîÿííà è ðàâíà m = 1.23605Q2/a. Àíàëî-
ãè÷íî, êîìïîíåíòû T 0i

äàþò âåêòîð ïëîòíîñòè èìïóëüñà:

P = − a4

4πλ2
η0η + η2 γ2v

η4
√

η4 + a4
,

èíòåãðàë îò êîòîðîé ïðèâîäèò ê ðåëÿòèâèñòñêîìó âûðàæåíèþ p = mγv.

Òàêèì îáðàçîì, íåëèíåéíàÿ ýëåêòðîäèíàìèêà ñ ëàãðàíæèàíîì Áîðíà-

Èí�åëüäà èìååò ðÿä ïðèâëåêàòåëüíûõ îñîáåííîñòåé. Â íåé àâòîìàòè÷å-

ñêè îòñóòñòâóåò ñèíãóëÿðíîñòü â çàêîíå Êóëîíà, ÷òî ïðèâîäèò ê êîíå÷íîé

ìàññå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà è âåðíûì âûðàæåíèÿì

äëÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà ïîëÿ (íåò íåîáõîäèìîñòè â êîìïåíñèðóþùåì

òåíçîðå ýíåðãèè-èìïóëüñà, êîòîðûé ðåàëèçóåò íàòÿæåíèÿ Ïóàíêàðå).

Òåì íå ìåíå, íå âñå òàê çäîðîâî. Âî-ïåðâûõ ëàãðàíæèàí âûáðàí äî-

ñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíî. Âî-âòîðûõ ðàññìîòðåííàÿ âûøå òåîðèÿ, ïî âñåé

âèäèìîñòè, ïðîòèâîðå÷èò îïûòó. Ñòîëêíîâåíèÿ ýëåêòðîíîâ ñ âûñîêîé

ýíåðãèåé ïîäòâåðæäàåò ñïðàâåäëèâîñòü çàêîíà Êóëîíà íà ðàññòîÿíèÿõ

ñóùåñòâåííî ìåíüøèõ êëàññè÷åñêîãî ðàäèóñà a. Ýòî ìîæíî áûëî áû îáú-

ÿñíèòü íàëè÷èåì îòðèöàòåëüíîé íåýëåêòðîìàãíèòíîé ñîñòàâëÿþùåé â

ìàññå ýëåêòðîíà (äëÿ óìåíüøåíèÿ ïàðàìåòðà a). Îäíàêî ýòî óæå ñëèø-
êîì áîëüøàÿ ïëàòà çà ñîõðàíåíèå òåîðèè. Êðîìå ýòîãî òî÷å÷íîñòü çàðÿäà

ýëåêòðîíà, ñîõðàíåííàÿ â òåîðèè, íå âûãëÿäèò âïîëíå �èçè÷íîé.
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6.8 Ñîëèòîíû

∗

⊲ �àññìàòðèâàÿ ýëåêòðîäèíàìèêó, ìû ðàçëè÷àëè ïîëÿ è ÷àñòèöû. ×à-

ñòèöû ìûñëèëèñü êàê íåêîòîðûå êîìïàêòíûå (âîçìîæíî òî÷å÷íûå) îá-

ðàçîâàíèÿ, êîòîðûå âçàèìîäåéñòâîâàëè ïðè ïîìîùè ýëåêòðîìàãíèòíîãî

ïîëÿ. Òàêèì îáðàçîì, îñíîâíîå ðàçëè÷èå ìåæäó ïîëåì è ÷àñòèöàìè ñî-

ñòîèò â òîì, ÷òî ýíåðãèÿ ïîñëåäíèõ ëîêàëèçîâàíà â ìàëîé îáëàñòè ïðî-

ñòðàíñòâà, òîãäà êàê ýíåðãèÿ ïîëÿ ñóùåñòâåííî áîëåå íåëîêàëüíàÿ.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ðàìêàõ íåëèíåéíûõ ïîëåâûõ òåîðèé ìîæíî ïîëó-

÷àòü ðåøåíèÿ, êîòîðûå îáëàäàþò ëîêàëèçîâàííîé ýíåðãèåé, äâèæóùåéñÿ

â ïðîñòðàíñòâå. Òàêèå ñãóñòêè ýíåðãèè ìîãóò âçàèìîäåéñòâîâàòü äðóã ñ

äðóãîì, ñîõðàíÿÿ ïîñëå âçàèìîäåéñòâèÿ ñâîþ �îðìó, îáðàçîâûâàòü ñâÿ-

çàííûå ñîñòîÿíèÿ è ò.ä. Ïîäîáíûå ðåøåíèÿ, íàçûâàåìûå ñîëèòîíàìè,

ìîãóò ñëóæèòü ïîëåâîé ìîäåëüþ ÷àñòèö.

⊲ �àññìîòðèì ïðîñòåéøèé ïðèìåð òåîðèè äåéñòâèòåëüíîãî ñêàëÿðíî-

ãî ïîëÿ ñ ëàãðàíæèàíîì:

L =
1

2
(∂φ)2 − V (φ).

Óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà (4.75), ñòð.111 ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì

äâèæåíèÿ:

∂2φ+ V ′(φ) = 0. (6.48)

Òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà íàõîäèòñÿ ïî îáùåé �îðìóëå (??), ñòð. ??, êî-

òîðàÿ â ñëó÷àå ñêàëÿðíîãî ïîëÿ èìååò âèä:

T µν =
∂L
∂µφ

∂νφ− gµνL = ∂µφ ∂νφ− gµνL.

Ñîîòâåòñòâóþùèå ïëîòíîñòü ýíåðãèè ïîëÿW = T 00
è èìïóëüñà P i = T 0i

ðàâíû:

W =
1

2
φ̇2 +

1

2
(∇φ)2 + V (φ), P = −φ̇∇φ, (6.49)

ãäå òî÷êà íàä �óíêöèåé ïîëÿ � ýòî ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè.

�åøåíèÿ óðàâíåíèÿ (6.48) áóäóò èìåòü êîíå÷íóþ ýíåðãèþ, åñëè èõ çíà-

÷åíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ñîâïàäàþò ñ íóëÿìè �ïîòåíöèàëà� ïîëÿ, à ïðî-

èçâîäíûå ðàâíû íóëþ

V
(
φ(t, ±∞)

)
= 0, φ̇(t, ±∞) = ∇φ(t, ±∞) = 0. (6.50)

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èíòåãðàë îò W íà áåñêîíå÷íîñòè áóäåò ðàñõîäèò-

ñÿ. Óñëîâèÿ (6.50) äîñòàòî÷íî æ¼ñòêèå è âûïîëíèìû íå äëÿ âñåõ òèïîâ

ëàãðàíæèàíîâ.
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⊲ Ñîëèòîííîå ðåøåíèå äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ñóùåñòâóåò, íàïðèìåð, â

îäíîìåðíîì ñëó÷àå xν = {t, x} äëÿ:

V (φ) =
λ

4

(

φ2 − m2

λ

)2

= −m
2

2
φ2 +

λ

4
φ4 +

m4

4λ
,

ãäå m è λ � íåêîòîðûå êîíñòàíòû. Òàêîé ëàãðàíæèàí íàçûâàþò ìîäåëüþ
Õèããñà. Äëÿ íåãî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (6.48) èìåþò âèä:

∂2φ

∂t2
− ∂2φ

∂x2
= m2φ− λφ3. (6.51)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî çíàê ïåðåä êâàäðàòè÷íûì ÷ëåíîì îòëè÷àåòñÿ

îò ìàññèâíîãî ëèíåéíîãî ïîëÿ, êîòîðå ðàññìàòðèâàëîñü íà ñòð. ??. Áåç

ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ïîëîæèòü m = λ = 1. Äåéñòâèòåëüíî, çàìåíàìè

xν 7→ xν/m è φ 7→ φm/
√
λ óðàâíåíèå (6.51) ìîæíî ïðèâåñòè ê �îðìå ñ

m = λ = 1. Îáðàòíûå çàìåíû � âîññòàíàâëèâàþò ýòè êîíñòàíòû.

Ïîëó÷èì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.51) â âèäå ñãóñòêà ýíåðãèè ñêàëÿðíî-

ãî ïîëÿ, êîòîðûé äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ u ïî òðàåêòîðèè

x = x0 + ut. Åñëè âìåñòå ñ íèì ñ òîé æå ñêîðîñòü áóäåò äâèãàòüñÿ íà-

áëþäàòåëü, îí óâèäèò ñòàòè÷åñêóþ êîí�èãóðàöèþ ïîëÿ, íå çàâèñÿùóþ

îò âðåìåíè. Ïîäñòàâëÿÿ φ(t, x) = f(x− ut) â (6.51), ïîëó÷àåì:

− 1

γ2
f ′′ = f − f 3,

ãäå γ = 1/
√
1− u2. Ýòî îáûêíîâåííîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòî-

ðîãî ïîðÿäêà. Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè íà f ′ è èíòåãðèðóÿ, èìååì:

−(f
′)2

2γ2
=
f 2

2
− f 4

4
− 1

4
= −1

4

(
1− f 2

)2
,

ãäå êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ âûáðàíà ðàâíîé 1/4, ÷òîáû âûïîëíèèòü

òðåáîâàíèÿ (6.50). Èçâëåêàÿ êîðåíü, ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå è èíòåãðèðóÿ

ýòî óðàâíåíèå åùå ðàç

γ√
2
(x− vt− x0) = ±

∫
df

1− f 2
= ± ath f,

ïîëó÷àåì ðåøåíèå:

φ(t, x) = ± th

{
γ√
2
(x− ut− x0)

}

, (6.52)

ãäå x0 � åùå îäíà êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ (íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå �à-

çû ñîëèòîíà ïðè t = 0). Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ðàçìåðíûõ êîíñòàíò àðãó-

ìåíò ãèïåðáîëè÷åñêîãî òàíãåíñà íóæíî óìíîæèòü íà m, à ñàì òàíãåíñ

íà m/
√
λ.
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⊲ Ïëîòíîñòü ýíåðãèè ïîëÿ (6.49) äëÿ ðåøåíèÿ (6.52) ðàâíà:

W =
γ2

2
ch−4

{
γ√
2
(x− ut− x0)

}

.

Ïëîòíîñòü èìïóëüñà ñâÿçàíà ñ ïëîòíîñòüþ ýíåðãèè îáû÷íûì îáðàçîì:

P = uW . Èíòåãðèðîâàíèå ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó äàåò ïîëíóþ ýíåðãèþ:

E =

∞∫

−∞

W (x, t) dx =
m0√
1− u2

,

ãäå êîíñòàíòó (â êîòîðîé âîññòàíîâëåíû ïàðàìåòðû m è λ)

m0 =
2
√
2

3

m3

λ
ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ìàññó ñîëèòîíà.

Òèïè÷íûé ðàçìåð îáëàñòè ñ îòëè÷íîé îò íóëÿ ýíåðãèåé ïîëÿ ïðîïîð-

öèîíàëåí m−1. ×åì áîëüøå ïàðàìåòð m, òåì êîìïàêòíåå ïîëó÷àåòñÿ ñî-

ëèòîí è òåì áîëüøå áóäåò åãî ìàññà. Ïàðàìåòð λ âëèÿåò íà âûñîòó ñî-

ëèòîíà è ÷åì îí ìåíüøå, òåì âûøå áóäåò ïëîòíîñòü ýíåðãèè.

Â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïîëó÷àåòñÿ àíàëîãè÷íîå ðåøåíèå, íî åãî ýíåð-

ãèÿ ëîêàëèçîâàíà òîëüêî â íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ. Â ïåðïåíäèêóëÿð-

íûõ íàïðàâëåíèÿõ óáûâàíèÿ ïëîòíîñòè ýíåðãèè íåò. Ñóùåñòâåííûì â

ýòîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ òàêæå íàëè÷èå íåëèíåéíîñòè. Ëèíåéíîå óðàâíå-

íèå Êëåéíà-�îðäîíà ñ V (φ) = m2φ2/2 ðåøåíèé âèäà φ = f(x − ut) 

ëîêàëèçîâàííîé â ïðîñòðàíñòâå ïëîòíîñòüþ ýíåðãèè íå èìååò.

Â îáùåì ñëó÷àå, ýíåðãèÿ ñîëèòîíà (èíòåãðàë îò (6.49)) áóäåò êîíå÷-

íîé, åñëè íà áåñêîíå÷íîñòè ïîëå ñòðåìèòñÿ ê çíà÷åíèþ φ0 äëÿ êîòîðî-

ãî V (φ0) = 0. Òàêîå çíà÷åíèå ïîëÿ íàçûâàþò êëàññè÷åñêèì âàêóóìîì.

Ëàãðàíæèàí, ðàññìîòðåííûé âûøå, èìååò äâà òàêèõ âàêóóìà: φ0 = ±1.
Îíè ñîîòâåòñòâóþò äâóì ìèíèìóìàì V (φ) (ñì. âûøå ïåðâûé ðèñóíîê).

Ñïðàâà îò ñîëèòîíà ïîëå ñòðåìèòüñÿ ê îäíîìó èç ýòèõ âàêóóìîâ, à ñëåâà

� êî âòîðîìó. Â ðåçóëüòàòå, õîòÿ ñàìî ïîëå íå óáûâàåò íà áåñêîíå÷íî-

ñòè, ïëîòíîñòü ýíåðãèè îêàçûâàåòñÿ ëîêàëèçîâàííîé â ïðîñòðàíñòâå, à

ñóììàðíàÿ ýíåðãèÿ � êîíå÷íîé.
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• Åùå îäíà ìîäåëü, äîïóñêàþùåå ñîëèòîííîå ðåøåíèå ñ íåëèíåéíîñòüþ

V (φ) = 1− cosφ

ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ ñèíóñ-�îðäîíà:

∂2φ

∂t2
− ∂2φ

∂x2
+ sinφ = 0. (6.53)

Ïîâòîðÿÿ âû÷èñëåíèÿ (⋖H

??

), àíàëîãè÷íûå ïðåäûäóùåé ìîäåëè, ïîëó-

÷àåì ðåøåíèå â âèäå äâèæóùåãîñÿ ñîëèòîíà:

φ(t, x) = 4 arctg e±γ(x−ut−x0)
(6.54)

ñ ëîêàëèçîâàííîé ïëîòíîñòüþ ýíåðãèè:

W = 4γ2 ch−2{γ (x− ut− x0)}

è èìïóëüñîì P = uW . Ìàññà òàêîãî ñîëèòîíà ðàâíà m0 = 8. Ôîðìà

íåëèíåéíîé �óíêöèè V (φ), ðåøåíèå è ïëîòíîñòü ýíåðãèè â ñèñòåìå ïîêîÿ
ñîëèòîíà (u = 0) ïðèâåäåíû íà ðèñóíêàõ íèæå:

Â îáîèõ ìîäåëÿõ ëîêàëèçîâàííîé îêàçàëàñü ïëîòíîñòü ýíåðãèè, íî íå

ïîëå. Â ìîäåëè Õèããñà ïîëå èçìåíÿåòñÿ îò −1 äî 1. Â ñèíóñ-�îðäîíå

îò 0 äî 2π. Îáà çíà÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ êëàññè÷åñêèìè âàêóóìàìè ìîäåëè.

Òàêèå ñîëèòîíû íàçûâàþòñÿ êèíêàìè (kink � èçãèá). Â ìîäåëè Õèããñà

êëàññè÷åñêèõ âàêóóìîâ òîëüêî 2 â ìîäåëè ñèíóñ-�îðäîíà èõ áåñêîíå÷íî

ìíîãî, ïðè÷åì ñóùåñòâóåò îáû÷íûé âàêóóì íóëåâîãî ïîëÿ φ0 = 0.

�åøåíèÿ ïîäîáíûå êèíêàì ÷àñòî íàçûâàþò òîïîëîãè÷åñêèìè. Ýòî íà-

çâàíèå ñâÿçàíî ñ ïåðå÷èñëåíèåì ñïîñîáîâ îòîæäåñòâëåíèÿ äâóõ ïðåäåëü-

íûõ òî÷åê x = ±∞ è êëàññè÷åñêèõ âàêóóìîâ ñèñòåìû. Òàêèå îòîæåñòâëå-

íèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ëèíèé, ñîåäèíÿþùèõ ïðåäåëüíûå òî÷êè è

âàêóóìû. Ïåðåïëåòåíèå òàêèõ ëèíèé îáëàäàåò îïðåäåëåííîé òîïîëîãèåé

(èìååò ðÿä ñâîéñòâ, íå çàâèñÿùèõ îò ðàññòîÿíèé è äðóãèõ ãåîìåòðè÷å-

ñêèõ ñâîéñòâ). Äëÿ îäíîìåðíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ òîïîëîãèÿ äîñòàòî÷íî

òðèâèàëüíà, îäíàêî â áîëåå ñëîæíûõ ìîäåëÿõ îíà ìîæåò îêàçàòüñÿ óæå

íå òàêîé ïðîñòîé.
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• Ñîëèòîíû äîñòàòî÷íî óñòîé÷èâûå îáðàçîâàíèÿ è íåáîëüøèå âíåø-

íèå âîçìóùåíèÿ èõ íå ðàçðóøàþò. �àññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùåå óñëîâèå

óñòîé÷èâîñòè [20℄. Ïóñòü ïîëå ðàâíî φ(t, x) = φ0(t, x)+ψ(t, x), ãäå φ0(t, x)

� ñîëèòîííîå ðåøåíèå, à ψ(t, x) � íåáîëüøîå âîçìóùåíèå. Ïîäñòàâèì ýòó

ñóììó â óðàâíåíèå äâèæåíèÿ è ðàçëîæèì â ðÿä ïî ψ:

∂2(φ0 + ψ) + V ′(φ0 + ψ) = ∂2(φ0 + ψ) + V ′(φ0) + V ′′(φ0)ψ + ... = 0.

Òàê êàê ñîëèòîí φ0 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ∂2φ0 + V ′(φ0) = 0, âîç-
ìóùåíèå â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ãäå ñîëèòîí íåïîäâèæåí (u = 0) äîëæíî

óäîâëåòâîðÿòü ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ:

∂2ψ + V ′′
(
φ0(x)

)
ψ = 0.

Áóäåì èñêàòü åãî ðåøåíèå â âèäå ψ(t, x) = e−ıωtψ(x). Òîãäà ψ(x) óäîâëå-
òâîðÿåò äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà:

−ψ′′(x) + U(x)ψ(x) = ω2ψ(x), (6.55)

ãäå U(x) = V ′′(φ0(x)). Ïîòðåáóåì, ÷òîáû �óíêöèÿ ψ(x) íà áåñêîíå÷íîñòè
óáûâàëà (âîçìóùåíèå òîëüêî â îêðåñòíîñòè ìàêñèìóìà ïëîòíîñòè ýíåð-

ãèè ñîëèòîíà). Ïîäîáíàÿ çàäà÷à ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ψ(±∞) = 0
íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ. Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå åé ñî-

îòâåòñòâóåò ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ñ ïîòåíöèàëîì U(x) è
ýíåðãèåé E = ω2

. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðèâîäÿò ê òîìó, ÷òî çíà÷åíèÿ

÷àñòîò ω îãðàíè÷åíû ñíèçó è ìîãóò ïðèíèìàòü äèñêðåòíûå çíà÷åíèÿ.

Åñëè ω2 > 0 (ω � äåéñòâèòåëüíî), òî âîçìóùåíèÿ íå ðàñòóò ñî âðåìå-

íåì. Åñëè æå ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî îòðèöàòåëüíîå ω2 = −E < 0, òî

ψ(t, x) = e±Etψ(x) è ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ñîëèòîííîå ðåøåíèå φ0 áóäåò
ðàçðóøàòüñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóùèì âî âðåìåíè âîçìóùåíèåì.

Äëÿ ìîäåëè Õèããñà (H) è ñèíóñ-�îðäîíà (SG), ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå

�ïîòåíöèàëû�:

UH(x) = 3 th2
(
x√
2

)

− 1, USG(x) = 1− 2 ch−2(x).

Èõ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ íåîòðèöàòåëüíû, ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþùèå ñî-

ëèòîíû óñòîé÷èâû. Çàìåòèì, ÷òî ìèíèìàëüíàÿ ÷àñòîòà â îáîèõ ñëó÷àÿõ

ðàâíà íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèñòåìå ïîêîÿ φ0 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíå-

íèþ φ′′0 = V ′(φ0). Äè��åðåíöèðóÿ åãî ïî x, ïîëó÷àåì (6.55) ñ ω = 0 è

ψ = φ′0.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì àíàëèçèðóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü â áîëåå ñëîæíûõ

ìîäåëÿõ. Ïîäîáíàÿ óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ â ìàòåìàòèêå íàçûâàåòñÿ óñòîé-

÷èâîñòüþ ïî Ëÿïóíîâó.
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⊲ Ïîëó÷åííûé êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè (ω2 > 0) ðàáîòàåò òîëüêî ïðè

ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ. Îäíàêî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ðÿäå ñëó÷àåâ ñîëèòîíû

ñîõðàíÿþò ñâîþ �îðìó è ïîñëå äîñòàòî÷íî ñèëüíûõ ïîòðÿñåíèé. Ýâîëþ-

öèþ ïðîèçâîëüíîãî ðåøåíèÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî àíàëèçèðî-

âàòü ÷èñëåííî ïðè ïîìîùè êîìïüþòåðà. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî çàäàòü íà-

÷àëüíûå óñëîâèÿ φ(0, x) è ∂φ(0, x)/∂t è çàòåì, àïïðîêñèìèðóÿ ïðîèçâîä-

íûå ïðè ïîìîùè êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé, íàõîäèòü ðåøåíèå â ïðîèçâîëüíûé

ìîìåíò âðåìåíè. Äëÿ ýòîãî íåïðåðûâíîå 2-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî (t, x) çà-

ìåíÿþò äèñêðåòíîé ñåòêîé ñ ìàëûì øàãîì ∆t ïî îñè âðåìåíè è ∆x � ïî
îñè êîîðäèíàò. Ñîîòâåòñòâåííî ïîëå φ ÿâëÿåòñÿ ìàññèâîì φi,j = φ(ti, xj).

×àñòíûå ïðîèçâîäíûå çàìåíÿþòñÿ ðàçíîñòÿìè:

∂2φ0,0
∂t2

=
φ1,0 − 2φ0,0 + φ−1,0

∆t2
,

∂2φ0,0
∂x2

=
φ0,1 − 2φ0,0 + φ0,−1

∆x2
.

Ïîäñòàâëÿÿ èõ â óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (6.48), ïîëó÷àåì:

φ1,0 = 2φ0,0 − φ−1,0 +
∆t2

∆x2
(φ0,1 − 2φ0,0 + φ0,−1)− V ′(φ0,0)∆t2.

Çàäàâ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ φ−1,j = φ(0, xj) è φ0,j = φ−1,j +∆t ∂φ(0, xj)/∂t
ïðè ïîìîùè ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ êàæäîé êîîðäèíàòû xj ïîëó÷àþòñÿ

φ1,j. Àíàëîãè÷íî, äâèãàÿñü ïî îñè t íàõîäèì ïîëå â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò

âðåìåíè. Åñòåñòâåííî, ýòî ïðîñòåéøèé ìåòîä è îí ìîæåò áûòü óëó÷øåí

ïðè ïîìîùè ñàìûõ ðàçëè÷íûõ ïðèåìîâ [23℄.

�àññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ñòîëêíîâåíèå êèíêà è àíòèêèíêà â

ìîäåëè ñèíóñ-�îðäîíà. Êèíê ñîîòâåòñòâóåò çíàêó ïëþñ â ðåøåíèè (6.54),

à àíòèêèíê � ìèíóñó. Íåñìîòðÿ íà íåëèíåéíîñòü óðàâíåíèÿ ñëîæèì ýòè

äâà ðåøåíèÿ è âîñïîëüçóåìñÿ ïîëó÷åííîé �óíêöèåé â êà÷åñòâå íà÷àëü-

íûõ óñëîâèé φ(0, x) è ∂φ(0, x)/∂t. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïðèâîäèò ê
ñëåäóþùèì ÷åòûðåì êàäðàì ñòîëêíîâåíèÿ äâóõ ñîëèòîíîâ, äâèæóùèõ-

ñÿ íàâñòðå÷ó ñî ñêîðîñòÿìè 3/4 è 1/4 (èçîáðàæåíà ïëîòíîñòü ýíåðãèè

ñèñòåìû W ):

Âèäíî, ÷òî ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ ñîëèòîíû âîññòàíàâëèâàþò ñâîþ �îðìó

è ïðîäîëæàþò äâèãàòüñÿ ñ òåìè æå ñêîðîñòÿìè, ÷òî è äî ñòîëêíîâåíèÿ.
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⊲ Âûøå ìû èñêàëè ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ ïîëåâûõ óðàâíåíèé â âèäå

φ = f(x− ut). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóþò äèíàìè÷åñêèå ñîëèòîííûå
ðåøåíèÿ, êîòîðûå â ñèñòåìå ïîêîÿ èñïûòûâàþò ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáà-

íèÿ. Òàêèå ðåøåíèÿ íàçûâàþò áðèçåðàìè (îò àíãë. breathe - äûøàòü).

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñèíóñ-�îðäîíà (6.53) â âèäå

φ(t, x) = 4 arctg

{
f(t)

g(x)

}

. (6.56)

Ïîäñòàâëÿÿ â φtt − φxx + sin(φ) = 0, ãäå èíäåêñû � ñîîòâåòñòâóþùèå

ïðîèçâîäíûå ïî t è x, ïîëó÷àåì:

g2ftt
f

+
f 2gxx
g

= (2 f 2
t − fftt + f 2) + (2 g2x − ggxx − g2). (6.57)

Â ïðàâîé ÷àñòè ïåðâûé ÷ëåí â êðóãëûõ ñêîáêàõ çàâèñèò òîëüêî îò t, à
âòîðîé � òîëüêî îò x. Ïîýòîìó áåðÿ ïðîèçâîäíóþ ïî t, à çàòåì ïî x ìû

îò íèõ èçáàâëÿåìñÿ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå:

fttt
f 2ft

− ftt
f 3

= −
(
gxxx
g2gx

− gxx
g3

)

. (6.58)

Åãî ëåâàÿ ÷àñòü çàâèñèò òîëüêî îò âðåìåíè, à ïðàâàÿ òîëüêî îò êîîðäèíà-

òû. Ýòî âîçìîæíî, åñëè îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ ðàâíû íåêîòîðîé êîíñòàíòå.

Îáîçíà÷èì å¼ ÷åðåç 4 λ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì äâà îáûêíîâåííûõ äè�-

�åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Íàïðèìåð, äëÿ f = f(t):

fttt
f 2ft

− ftt
f 3

=
(ftt/f)t
fft

= 4 λ.

Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè íà fft è èíòåãðèðóÿ, èìååì:

ftt = 2 λ f 3 + τ1 f,

ãäå τ1 � êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ. Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè íà ft è èíòåãðè-

ðóÿ åùå ðàç, èìååì (óðàâíåíèå äëÿ g âûãëÿäèò òàêæå, íî ñ çàìåíîé çíàêà

ó λ è äðóãèìè êîíñòàíòàìè èíòåãðèðîâàíèÿ σ1 è σ2):

f 2
t = λ f 4 + τ1 f

2 + τ2, g2x = −λ g4 + σ1 g
2 + σ2.

�àçäåëåíèå ïåðåìåííûõ (êîíñòàíòà λ) ïðîâåäåíî äëÿ óðàâíåíèÿ òðåòüåãî
ïîðÿäêà, òîãäà êàê èñõîäíîå óðàâíåíèå èìååò âòîðîé ïîðÿäîê. Ïîýòîìó

êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Ïîäñòàâèì íàé-

äåííûå ïðîèçâîäíûå ftt, gxx, ft, gt â èñõîäíîå óðàâíåíèå (6.57). Îíî áóäåò

âûïîëíÿòüñÿ, åñëè σ1 = 1 + τ1 è σ2 = −τ2. Ïîýòîìó:
f 2
t = λ f 4 + τ1 f

2 + τ2, g2x = −λ g4 + (1 + τ1) g
2 − τ2. (6.59)

Äàëüíåéøåå èíòåãðèðîâàíèå ïðèâîäèò ê ýëëèïòè÷åñêèì èíòåãðàëàì.
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⊲ �àññìîòðèì ÷àñòíûå ñëó÷àè. Åñëè λ = 0, τ2 = 0, τ1 = u2/(1 − u2)
èìååì f = e±γut è g = e±γ x, ÷òî ïðèâîäèò ê ðåøåíèþ â âèäå äâèæóùåãîñÿ

ñî ñêîðîñòüþ u êèíêà èëè àíòèêèíêà (6.54).

Åñëè λ = 0, τ2 = 1, τ1 = −ω2
, ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ, ïîëó÷àåì:

φ(t, x) = 4 arctg

{√
1− ω2

ω

sin
(
ωt
)

ch
(√

1− ω2 x
)

}

. (6.60)

Ýòî òèïè÷íûé áðèçåð. Åãî àìïëèòóäà ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿåòñÿ ñî âðå-

ìåíåì ñ ÷àñòîòîé ω < 1. Â îòëè÷èå îò êèíêà, ïîëå áðèçåðà óáûâàåò íà

áåñêîíå÷íîñòè â îáå ñòîðîíû îò ìàêñèìóìà. Ïðè ýòîì ìàêñèìóì íåïî-

äâèæåí, ò.å. ýòî ðåøåíèå â ñèñòåìå ïîêîÿ áðèçåðà. Òàê êàê óðàâíåíèÿ

êîâàðèàíòíû, âñåãäà ìîæíî çàñòàâèòü áðèçåð äâèãàòüñÿ, ïîäñòàâèâ â ðå-

øåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà t 7→ t0 + γ(t− ux) è x 7→ x0 + γ(x− ut).
Ïëîòíîñòü ýíåðãèè áèçåðà ðàâíà:

W =
8 f 2g2

(f 2 + g2)2

[
f 2
t

f 2
+
g2x
g2

+ 1

]

è â ñëó÷àå ðåøåíèÿ (6.60) ïðèíèìàåò âèä:

W =
8ω2 (1− ω2)

(ω2c2 + (1− ω2)s2)2
(
ω2 c2 − (1− ω2) s2 + 2(1− ω2) c2s2

)
,

ãäå c = ch(
√
1− ω2x) è s = sin(ωt). Íèæå íà ðèñóíêå ïðèâåäåíû ãðà�èêè

ïîëÿ (ñëåâà) è ïëîòíîñòè ýíåðãèè (ñïðàâà) áðèçåðà â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû

âðåìåíè ïðè ω = 0.628:

Ïëîòíîñòü ýíåðãèè ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì, îäíàêî ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñîõðà-

íÿåòñÿ, è ìàññà áðèçåðà ðàâíà:

m0 =

∞∫

−∞

W (t, x) dx = 16
√

1− ω2.

Òàêèì îáðàçîì, ÷åì ìåíüøå ÷àñòîòà êîëåáàíèé áðèçåðà, òåì áîëüøå áó-

äåò åãî ìàññà è òåì óæå è âûøå îí áóäåò.



188 �ËÀÂÀ 6.



�ëàâà 7

Ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû - 2

Â ýòîé ãëàâå èçó÷àþòñÿ ðàçëè÷íûå àñïåêòû, ñâÿçàííûå ñ ýëåêòðîìàã-

íèòíûìè âîëíàìè. Ïî-ìèìî ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà

â ïóñòîì ïðîñòðàíñòâå, îáñóæäàþòñÿ ïðèíöèïèàëüíûå âîïðîñû âçàèìî-

äåéñòâèÿ çàðÿäîâ è ïîëÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî ñâåòîâîå äàâëåíèå íà çàðÿä âîç-

íèêàåò òîëüêî ïðè ó÷¼òå ñèëû ñàìîäåéñòâèÿ, à äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìîìåíòà

èìïóëüñà ïîëÿðèçîâàííîé ïî êðóãó ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû, íåîáõîäè-

ìî ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå êðàåâûå çíà÷åíèÿ å¼ íàïðÿæ¼ííîñòè. Îáñóæ-

äàþòñÿ îñîáåííîñòè ïðèìåíåíèÿ ñîâìåñòíûõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ÷àñòèö

è ïîëÿ.

189
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7.1 Ïëîñêàÿ ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà

• Çàïèøåì óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà â ïðîñòðàíñòâå, ãäå íåò çàðÿäîâ (�ñâî-

áîäíîå� ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå):

∇E = 0, ∇B = 0, ∇×E = −∂B
∂t
, ∇×B =

∂E

∂t
. (7.1)

×àñòíûì ðåøåíèåì ýòèõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ ïëîñêàÿ ýëåêòðîìàãíèòíàÿ

âîëíà (ñòð. 190):

B = n×E, nE = 0, n2 = 1, (7.2)

ãäå n � ïîñòîÿííûé åäèíè÷íûé âåêòîð, à íàïðÿæ¼ííîñòü ýëåêòðè÷åñêî-

ãî ïîëÿ E(t, r) = E(t − nr) ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì çàâèñèò îò t − nr.

Âåêòîðû E, B âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû äðóã äðóãó è èìåþò îäèíàêî-

âóþ äëèíó. Òàê êàê EB è E2−B2
ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè, ýòî ñâîéñòâî

ïëîñêîé âîëíû âûïîëíÿåòñÿ â ëþáîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà. Òàêàÿ âîëíà ïå-

ðåìåùàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå ñ åäèíè÷íîé ñêîðîñòüþ, ðàâíîé â âûáðàííîé

ñèñòåìå åäèíèö ñêîðîñòè ñâåòà (ñòð. 62).

⊲ Åñëè íàïðÿæ¼ííîñòè ïîëÿ îêàçûâàþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè �óíêöèÿ-

ìè t − nr, òî ãîâîðÿò î ìîíîõðîìàòè÷åñêîé ïëîñêîé âîëíå. Íàïðèìåð,

ïóñòü åäèíè÷íûé âåêòîð n = {0, 0, 1} íàïðàâëåí âäîëü îñè z. Òîãäà îá-

ùåå âûðàæåíèå íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ äëÿ ïëîñêîé ìîíî-

õðîìàòè÷åñêîé âîëíû èìååò âèä (ñòð. 63):

Ex = Ex0 cos(ωt− kr+ φ0), Ey = Ey0 sin(ωt− kr+ φ0), (7.3)

ãäå k = ω n íàçûâàåòñÿ âîëíîâûì âåêòîðîì, à ω � êðóãîâîé ÷àñòîòîé

êîëåáàíèé. Äëèíà âîëíîâîãî âåêòîðà |k| = 2π/λ ñâÿçàíà ñ äëèíîé âîëíû
λ, à êðóãîâàÿ ÷àñòîòà ω = 2 π ν ñ �îáû÷íîé� ÷àñòîòîé ν. Ïðè ýòîì λν = c,

ãäå c = 1 � ñêîðîñòü ñâåòà. Ôàçà ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû (êîíñòàíòà

φ0) ìîæåò áûòü ïîëîæåíà íóëþ, ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå íà÷àëà

îòñ÷¼òà âðåìåíè.

Âåêòîðû E = {Ex, Ey, 0} è B = {−Ey, Ex, 0} ëåæàò â ïëîñêîñòè, ïåð-
ïåíäèêóëÿðíîé k = {0, 0, 0} è â äàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà r = const

îïèñûâàþò ýëëèïñ ñ ïîëóîñÿìè Ex0, Ey0 (ýëëèïòè÷åñêàÿ ïîëÿðèçàöèÿ).

Åñëè Ex0 = ±Ey0, òî ãîâîðÿò î êðóãîâîé ïîëÿðèçàöèè, à ïðè Ex0 = 0

èëè Ey0 = 0 � ëèíåéíîé ïîëÿðèçàöèè. Åñëè ìû ñìîòðèì íàâñòðå÷ó ðàñ-

ïðîñòðàíåíèÿ âîëíû è ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ïîâîðà÷èâàåòñÿ ïî ÷àñîâîé

ñòðåëêå, òî òàêàÿ âîëíà íàçûâàåòñÿ ëåâîïîëÿðèçîâàííîé, åñëè ïðîòèâ,

òî ïðàâîïîëÿðèçîâàííîé (âåêòîðû E, B �âêðó÷èâàþòñÿ� â íàïðàâëåíèè

k ïî ëåâîìó èëè ïðàâîìó âèíòó). Íàïðàâëåíèå ïîëÿðèçàöèè çàâèñèò îò

ñîîòíîøåíèÿ çíàêîâ àìïëèòóä Ex0 è Ey0.
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⊲ Åñëè âçÿòü ðîòîð ïîñëåäíèõ äâóõ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà (7.1), òî

ïîëó÷àòñÿ âîëíîâûå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà (ñòð. 191):

∂2E

∂t2
−∆E = 0,

∂2B

∂t2
−∆B = 0. (7.4)

Ôóíêöèè E = E(t−nr) è B = B(t−nr) òàêæå ÿâëÿþòñÿ èõ ðåøåíèÿìè,
îäíàêî ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü íàïðÿæ¼ííîñòåé EB = 0 è ðàâåíñòâî èõ

äëèí |E| = |B| óñòàíàâëèâàåòñÿ èç èñõîäíûõ óðàâíåíèé (7.1).

⊲ Ïîëó÷èì ðåøåíèå â âèäå ïëîñêîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû â êîâà-

ðèàíòíîé �îðìóëèðîâêå. Ïîäñòàâèì â óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà â ïóñòîòå

∂αFαβ = 0, ∂αFβγ + ∂γFαβ + ∂βFγα = 0 (7.5)

òåíçîð íàïðÿæåííîñòåé, çàâèñÿùèé îò kx, ãäå k � ïîñòîÿííûé 4-âåêòîð,

à x = {t, x} � òî÷êà â 4-ïðîñòðàíñòâå:

kα F ′αβ = 0, kα F
′
βγ + kγ F

′
αβ + kβ F

′
γα = 0,

ãäå øòðèõ � ïðîèçâîäíàÿ Fαβ(kx) ïî àðãóìåíòó k x. Ñâîðà÷èâàÿ âòîðîå

óðàâíåíèå ñ kα è ó÷èòûâàÿ ïåðâîå óðàâíåíèå, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî

4-âåêòîð k ÿâëÿåòñÿ ñâåòîïîäîáíûì: k2 = 0. Óðàâíåíèå

kαFαβ(k x) = 0, (7.6)

áóäåò âûïîëíÿòüñÿ è áåç øòðèõà, åñëè íåò ïîñòîÿííûõ ñîñòàâëÿþùèõ

ïîëåé, ò.å. êîãäà Fαβ(0) = 0. Îíî ýêâèâàëåíòíî (7.2) ñ n = k/k0.

⊲ Ïîäñòàâëÿÿ Fαβ = ∂αAβ − ∂βAα â ïåðâîå êîâàðèàíòíîå óðàâíåíèå

Ìàêñâåëëà (7.5), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ 4-ïîòåíöèàëà Aα
:

∂2Aβ − ∂β (∂A) = 0. (7.7)

Â êàëèáðîâêå Ëîðåíöà ∂A = 0 êàæäàÿ êîìïîíåíòà 4-ïîòåíöèàëà òàêæå

óäîâëåòâîðÿåò âîëíîâîìó óðàâíåíèþ: ∂2Aβ = 0.

Åñëè àðãóìåíò ïëîñêîé âîëíû çàïèñàòü â âèäåAα = Aα(kx), ãäå k2 = 0,
òî êàëèáðîâêà Ëîðåíöà ïðèâîäèò ê îðòîãîíàëüíîñòè (êîòîðóþ, êàê è

(7.6) ìîæíî çàïèñàòü áåç øòðèõà):

kαAα(kx) = 0. (7.8)

Ñîîòâåòñòâåííî, òåíçîð íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

Fαβ = kαA
′
β(kx)− kβ A′α(kx) (7.9)

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì Ìàêñâåëëà (7.5).
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7.2 Êîìïëåêñíûå îáîçíà÷åíèÿ

⊲ Ïðè ðàáîòå ñ ýëåêòðîìàãíèòíûìè âîëíàìè óäîáíî èñïîëüçîâàòü

êîìïëåêñíûå îáîçíà÷åíèÿ (ı2 = −1). Òàê êàê íàïðÿæ¼ííîñòè äåéñòâè-

òåëüíû, â êîíå÷íîì âûðàæåíèè áåð¼òñÿ äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü �óíêöèé.

Ïðîìåæóòî÷íûå æå âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ ñ êîìïëåêñíûìè âåëè÷èíà-

ìè, ÷òî ÷àñòî óïðîùàåò âûêëàäêè.

�àññìîòðèì ìîíîõðîìàòè÷åñêóþ, ýëëèïòè÷åñêè ïîëÿðèçîâàííóþ âîë-

íó, ðàñïðîñòðàíÿþùóþñÿ âäîëü îñè z. Íàïðÿæ¼ííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî

ïîëÿ ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

E = (exEx0 + ı ey Ey0) e
−ı (ωt−kz), (7.10)

ãäå ex, ey � åäèíè÷íûå îðòîãîíàëüíûå âåêòîðû âäîëü äåêàðòîâûõ îñåé è

Ex0, Ey0 � êîíñòàíòû, îïðåäåëÿþùèå àìïëèòóäó âîëíû. Â ñèëó �îðìóëû

Ýéëåðà eıφ = cosφ+ı sin φ, äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü ýòîãî âûðàæåíèÿ ðàâíà

ℜ (E) = exEx0 cos(ωt− kz) + ey Ey0 sin(ωt− kz).

Ìíèìàÿ åäèíèöà â ýéëåðîâñêîì ïðåäñòàâëåíèè ðàâíà ı = eıπ/2. Ïî-

ýòîìó óìíîæåíèå íàïðÿæ¼ííîñòè ïîëÿ â êîìïëåêñíîé çàïèñè (7.10) íà ı
ïðèâîäèò ê ñäâèãó �àçû âîëíû íà π/2. Â ÷àñòíîñòè, ýëëèïòè÷åñêè ïî-

ëÿðèçîâàííóþ âîëíó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê ñóïåðïîçèöèþ (ñóììó)

äâóõ ëèíåéíî ïîëÿðèçîâàííûõ âîëí â ïåðïåíäèêóëÿðíûõ íàïðàâëåíèÿõ.

Ïðè ýòîì îäíà èç ýòèõ âîëí äîëæíà áûòü ñäâèíóòà ïî �àçå íà π/2.

⊲ �àññìîòðèì â êîìïëåêñíûõ îáîçíà÷åíèÿõ ý��åêò ìîäóëÿöèè, êîãäà

ïðîèñõîäèò ñëîæåíèå äâóõ âîëí ñ îäèíàêîâûìè àìïëèòóäàìè è áëèçêèìè

÷àñòîòàìè ω1 è ω2. Îïðåäåëèì ñðåäíþþ ÷àñòîòó ωa = (ω1 + ω2)/2 è

ò.í. ÷àñòîòó ìîäóëÿöèè ωm = (ω2 − ω1)/2. Îïóñêàÿ äëÿ êîìïàêòíîñòè

çàâèñèìîñòü îò z è àìïëèòóäû, çàïèøåì ñóïåðïîçèöèþ (ñëîæåíèå) âîëí:

e−ı ω1t + e−ı ω2t = e−ı (ωa−ωm)t + e−ı (ωa+ωm)t =
(
eı ωmt + e−ı ωmt

)
e−ı ωat.

Âûðàæåíèå â êðóãëûõ ñêîáêàõ ïî �îðìóëå Ýéëåðà, ðàâíî óäâîåííîìó

êîñèíóñó. Ïîýòîìó ðåçóëüòàò ñóïåðïîçèöèè èìååò âèä:

2 cos(ωmt) e
−ıωat.

Äëÿ ω1 ≈ ω2 ñðåäíÿÿ ÷àñòîòà ωa ñóùåñòâåííî áîëüøå ÷àñòîòû ìîäóëè-

ðîâàíèÿ ωm. �åçóëüòèðóþùåå êîëåáàíèå âûãëÿäèò, êàê âîëíà ñ ÷àñòîòîé

ωa è ìåäëåííî èçìåíÿþùåéñÿ àìïëèòóäîé, ïðîïîðöèîíàëüíîé 2 cos(ωmt).

Òàêèå êîëåáàíèÿ íàçûâàþòñÿ ìîäóëÿöèåé.
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⊲ Èíîãäà èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò óñðåäíåíèå âî âðåìåíè �èçè÷åñêèõ

âåëè÷èí çà ïåðèîä T = 2π/ω êîëåáàíèÿ âîëíû. Ñðåäíåå çíà÷åíèå îò

ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè f(t) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåé �îðìóëå:

f =
1

T

T∫

0

f(t) dt. (7.11)

Ñðåäíåå çíà÷åíèå îò íàïðÿæ¼ííîñòè ïëîñêîé âîëíû ñ ëþáîé ïîëÿðèçà-

öèåé ðàâíî íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî, ò.ê. e±2πı = 1, èìååì:

e−ı ωt =
1

T

T∫

0

e−ı ωt dt = − 1

ı ωT
e−ı ωt

∣
∣
∣

2π/ω

0
= 0.

Îäíàêî ñðåäíåå çíà÷åíèå îò ïðîèçâåäåíèÿ (ñêàëÿðíîãî èëè âåêòîðíîãî)

íàïðÿæ¼ííîñòåé ìîæåò áûòü îòëè÷íî îò íóëÿ. Ïóñòü A = A0 e
−ıωt

è

B = B0 e
−ıωt

, ãäå A0 è B0 � êîìïëåêñíûå âåëè÷èíû, íå çàâèñÿùèå îò

âðåìåíè. Òîãäà äëÿ ñðåäíèõ ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå:

ℜ(A)ℜ(B) =
1

2
ℜ (AB∗), (7.12)

íåçàâèñÿùåå îò âðåìåíè. Äåéñòâèòåëüíî:

ℜ(A)ℜ(B) =
A +A∗

2

B+B∗

2
=

1

4
(A0e

−ıωt +A∗0e
ıωt) (B0e

−ıωt +B∗0e
ıωt).

Ïåðåìíîæàÿ ñêîáêè è ïðîâîäÿ óñðåäíåíèå (îòáðîñèâ ðàâíûå íóëþ ñðåä-

íèå îò e±2ıωt), ïîëó÷àåì:

ℜ(A)ℜ(B) =
1

4
(A0B

∗
0 +A∗0B0) =

1

2
ℜ(A0B

∗
0) =

1

2
ℜ(AB∗),

ãäå ó÷òåíî, ÷òî ïðè ðàçëîæåíèè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà íà äåéñòâèòåëüíóþ

è ìíèìóþ ÷àñòè (íèæå èíäåêñû 1 è 2) èìååì:

ℜ(AB∗) = ℜ
(
(A1 + ıA2)(B1 − ıB2)

)
= A1B1 +A2B2 = ℜ(A∗B).

Íàéä¼ì, íàïðèìåð, ñðåäíåå îò êâàäðàòà íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêî-

ãî ïîëÿ ýëëèïòè÷åñêè ïîëÿðèçîâàííîé âîëíû (7.10):

E2 =
1

2
ℜ(EE∗) =

E2
x0 + E2

y0

2
.

Åñòåñòâåííî, ýòî æå çíà÷åíèå ìîæíî ïîëó÷èòü è ïðÿìûì óñðåäíåíèåì

âûðàæåíèÿ E2
x +E2

y = E2
x0 cos

2(ωt− kz) +E2
y0 sin

2(ωt− kz), çàïèñàííîãî
â äåéñòâèòåëüíûõ îáîçíà÷åíèÿõ, íî ýòî íåñêîëüêî ñëîæíåå.
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7.3 Îáùåå ðåøåíèå âîëíîâûõ óðàâíåíèé

⊲ Ëþáóþ �óíêöèþ êîîðäèíàò ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå èíòåãðàëà:

E(t, x) =

∫

E(t, k) eıkx
d3k

(2π)3/2
, E(t, k) =

∫

E(t, x) e−ıkx
d3x

(2π)3/2
,

ãäå çàïèñàíû ïðÿìîå è îáðàòíîå �óðüå-ïðåîáðàçîâàíèÿ. Õîòÿ E(t, x) è

E(t, k) îáîçíà÷åíû îäèíàêîâûìè áóêâàìè, ýòî ðàçëè÷íûå �óíêöèè, êî-

òîðûå áóäåì îòëè÷àòü ïåðåìåííîé â àðãóìåíòå. Íàïðÿæ¼ííîñòü ýëåê-

òðè÷åñêîãî ïîëÿ E(t, x) äåéñòâèòåëüíà. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïðè

êîìïëåêñíîì ñîïðÿæåíèè E(t, k) ìåíÿåòñÿ çíàê ïðè âåêòîðå k (áåð¼ì

êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå è äåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ k 7→ −k, ⋖H63):

E∗(t, k) = E(t, −k). (7.13)

Ïîäñòàâèì �óðüå-ðàçëîæåíèå â âîëíîâîå óðàâíåíèå (7.4). Ïîä èíòåãðà-

ëîì ëàïëàñèàí äåéñòâóåò òîëüêî íà eıkx è äà¼ò ìíîæèòåëü (ık)2 = −k2
.

Â ðåçóëüòàòå âîëíîâîå óðàâíåíèå âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâåííî, åñëè ñïðà-

âåäëèâî (⋖H64) ñëåäóþùåå óðàâíåíèå äëÿ �óðüå-îáðàçà íàïðÿæ¼ííîñòè

ïîëÿ:

∂2E(t, k)

∂t2
+ ω2E(t, k) = 0,

ãäå ω2 = k2
. Ýòî óðàâíåíèå äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ñî ñëåäóþ-

ùèì ðåøåíèåì: E(t, k) = E1(k) e
−ıωt + E2(k) e

ıωt. Ïîýòîìó:

E(t, x) =

∫ [

E1(k) e
−ı(ωt−kx) +E2(k) e

ı(ωt+kx)
] d3k

(2π)3/2
.

�àçîáü¼ì èíòåãðàë íà äâà è âî âòîðîì ñäåëàåì çàìåíó k 7→ −k (⋖ H63). Â

ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì îáùåå ðåøåíèå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, â ïîêàçàòåëå

ýêñïîíåíò êîòîðîãî ñòîèò êîâàðèàíòíîå âûðàæåíèå kx = ωt − kx, ãäå

k = {ω, k} è k2 = 0:

E(t, x) =

∫
[
E(k) e−ı kx + E∗(k) e ı kx

] d3k

(2π)3/2
. (7.14)

Îíî ÿâíûì îáðàçîì äåéñòâèòåëüíî, õîòÿ è çàâèñèò îò êîìïëåêñíîé �óíê-

öèè E(k). Ïîñëåäíÿÿ ñâÿçàíà ñ �êîíñòàíòàìè� ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ îñöèë-
ëÿòîðà ñëåäóþùèì îáðàçîì: E(k) = E1(k), E

∗(k) = E2(−k). �àçëè÷íûé
âûáîð âåêòîðíîé �óíêöèè E(k) áóäåò ïðèâîäèòü ê ðàçëè÷íûì ðåøåíèÿì

âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ.
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⊲ ×òîáû ïîëíîñòüþ îïðåäåëèòü ðåøåíèå, íåîáõîäèìî çàäàòü íà÷àëü-

íîå çíà÷åíèå ïîëÿ è çíà÷åíèå åãî ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè, íàïðèìåð, â

ìîìåíò âðåìåíè t = 0:

E(0, x) =

∫
[
E(k) eıkx +E∗(k) e−ıkx

] d3k

(2π)3/2
,

∂E(0, x)

∂t
=

∫
ω

ı

[
E(k) eıkx − E∗(k) e−ıkx

] d3k

(2π)3/2
.

Åñëè ïîëå è åãî ïðîèçâîäíàÿ ïðè t = 0 çàäàíû, òî ïðè ïîìîùè îáðàòíî-
ãî �óðüå-èíòåãðèðîâàíèÿ, ìîæíî íàéòè äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè

�óíêöèè E(k). Ïîäñòàíîâêà èõ â îáùåå ðåøåíèå (7.14) äà¼ò ýëåêòðè÷å-

ñêîå ïîëå â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè. Àíàëîãè÷íî çàïèñûâàåòñÿ ðåøåíèå

äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ:

B(t, x) =

∫
[
B(k) e−ı kx +B∗(k) e ı kx

] d3k

(2π)3/2
. (7.15)

⊲ Â âîëíîâîì óðàâíåíèè (7.4) �òåðÿåòñÿ ñâÿçü� ìåæäó ýëåêòðè÷åñêèì

è ìàãíèòíûì ïîëåì. ×òîáû å¼ âîññòàíîâèòü, ïîäñòàâèì îáùèå ðåøåíèÿ

(7.14),(7.15) â óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà ∇E = 0 è ∂B/∂t = ∇×E â âàêóóìå:

kE(k) = 0, ωB(k) = k×E(k). (7.16)

Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèè E(k) è B(k) äîëæíû áûòü ïåðïåíäèêóëÿðíû

äðóã äðóãó è âåêòîðó k. Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî ω = |k|.
�åøåíèÿ (7.14), (7.15) èìåþò ñìûñë ñóììû ïëîñêèõ ìîíîõðîìàòè÷å-

ñêèõ âîëí ñ ðàçëè÷íîé ÷àñòîòîé ω è âîëíîâûì âåêòîðîì k (ðàçäåë �Êîì-

ïëåêñíûå îáîçíà÷åíèÿ�). Êîý��èöèåíòû ïðè ýòèõ âîëíàõ E(k) è B(k)

ÿâëÿþòñÿ èõ àìïëèòóäàìè. Äëÿ êàæäîãî âîëíîâîãî âåêòîðà âûïîëíÿþò-

ñÿ óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè (7.16). Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî èç îðòîãîíàëüíîñòè

E(k) èB(k), âîîáùå ãîâîðÿ íå ñëåäóåò îðòîãîíàëüíîñòü E(t, x) èB(t, x).

⊲ Îòìåòèì, ÷òî ω = |k| ëèíåéíî çàâèñèò îò âîëíîâîãî âåêòîðà k. Ýòî

ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî âîçìîæíû ðåøåíèÿ â âèäå ïàêåòà âîëí, êîòîðûé

íå �ðàñïëûâàåòñÿ� ñî âðåìåíåì, äâèãàÿñü êàê öåëîå ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà.

Äåéñòâèòåëüíî, kx−ωt = k (x−u t), ãäå ñêîðîñòü u = k/ω è u2 = 1. Âîë-

íû ñ ðàçëè÷íîé äëèíîé âîëíû λ = 2π/|k| äâèãàþòñÿ ñ îäèíàêîâîé (ïî

ìîäóëþ) ñêîðîñòüþ u. Òàêèå ðåøåíèÿ, âîçìîæíûå â ýëåêòðîäèíàìèêå,

íàçûâàþòñÿ áåçäèñïåðñèîííûìè (íåò äèñïåðèñèè, ò.å. ðàçáðîñà ñêîðîñòåé

ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ âîëí â ïàêåòå). Ïðèìåðîì áåçäèñïåðñèîííîãî ðåøå-

íèÿ ÿâëÿþòñÿ ïëîñêèå âîëíû E(t, x) = E(t − nx), ãäå n � ïîñòîÿííûé

åäèííè÷íûé âåêòîð.
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⊲ Íàéä¼ì ïîëíóþ ýíåðãèþ è èìïóëüñ ñâîáîäíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî

ïîëÿ â �óðüå-ïðåäñòàâëåíèè. Âû÷èñëèì ñíà÷àëà èíòåãðàë îò E2
ïî d3x:

∫

E2 d3x =

∫
(
Ep e

−ı px +E∗p e
ı px
) (

Ek e
−ı kx + E∗k e

ı kx
) d3p d3k d3x

(2π)3
,

ãäå äëÿ êàæäîãî E(t, x) â ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè E2
ïîäñòàâëåíî ñâî¼

�óðå-ðàçëîæåíèå (â îäíîì ñëó÷àå ïåðåìåííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ îáîçíà÷å-

íà êàê p, à âî âòîðîì � êàê k). Äëÿ óìåíüøåíèÿ ÷èñëà ñêîáîê èñïîëü-

çóåòñÿ èíäåêñíîå îáîçíà÷åíèå àðãóìåíòà �óíêöèé Ek ≡ E(k). Â ñèëó

èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ �óíêöèè Äèðàêà:

∫

e ı qx
d3x

(2π)3
=

∫

e ı (ωqt−qx) d3x

(2π)3
= δ(q) eı ωqt. (7.17)

Ïîýòîìó, ïåðåìíîæàÿ ñêîáêè è èíòåãðèðóÿ ïî x, èìååì:
∫

E2 d3x =

∫
(
EpE

∗
k e
−ı (ωp−ωk) t +E∗pEk e

ı (ωp−ωk) t
)
δ(p− k) d3p d3k

+

∫
(
EpEk e

−ı (ωp+ωk) t + E∗pE
∗
k e

ı (ωp+ωk) t
)
δ(p+ k) d3p d3k.

Åñëè òåïåðü ïðîèíòåãðèðîâàòü ñ �óíêöèåé Äèðàêà ïî p, ïîëó÷èòñÿ:
∫

E2 d3x =

∫

2 |Ek|2 d3k+

∫
(
E−kEk e

−2ı ωp t +E∗−kE
∗
k e

2ı ωk t
)
d3k,

ãäå â ïåðâîì èíòåãðàëå δ(p − k) äà¼ò p = k, à âî âòîðîì δ(p + k) äà¼ò
p = −k, ÷òî îòðàæåíî â àðãóìåíòå E−k ≡ E(−k). Òàêîå æå âûðàæåíèå
ïîëó÷àåòñÿ äëÿ èíòåãðàëà îò êâàäàðàòà ìàãíèòíîãî ïîëÿ:

∫

B2 d3x =

∫

2 |Bk|2 d3k+

∫
(
B−kBk e

−2ı ωk t +B∗−kB
∗
k e

2ı ωk t
)
d3k.

Àíàëîãè÷íî óïðîùàåòñÿ èíòåãðàë îò âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

∫

[E×B] d3x =

∫
(
Ep e

−ı px+E∗p e
ı px
)
×
(
Bk e

−ı kx+B∗k e
ı kx
) d3p d3k d3x

(2π)3
.

Ïåðåìíîæàÿ ñêîáêè è èíòåãðèðóÿ ñíà÷àëà ïðè ïîìîùè (7.17) ïî x, à

çàòåì ñ �óíêöèÿìè Äèðàêà ïî p, ïîëó÷àåì:
∫

[E×B] d3x =

∫
(
Ek×B∗k + ê.ñ.

)
d3k+

∫
(
E−k×Bk e

−2ı ωk t + ê.ñ
)
d3k,

ãäå �ê.ñ.� îçíà÷àåò, ÷òî íà åãî ìåñòå äîëæíî ñòîÿòü êîìïëåêñíîå ñîïðÿ-

æåíèå ïðåäûäóùåãî ñëàãàåìîãî.
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⊲ Èñïîëüçóÿ ñâÿçü ìåæäó �óðüå-îáðàçàìè íàïðÿæ¼ííîñòåé ýëåêòðè-

÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé (7.16), çàïèøåì:

ω2 |Bk|2 = [k× Ek] [k× E∗k] = k2 |Ek|2,
ãäå ó÷òåíà îðòîãîíàëüíîñòü kEk = 0. Àíàëîãè÷íî:

ω2B−kBk = [(−k)×E−k][k× Ek] = −k2 (E−kEk).

Òàêèì îáðàçîì, òàê êàê k2 = ω2
, èìååì:

|Bk|2 = |Ek|2, B−kBk = −E−kEk. (7.18)

Â ðåçóëüòàòå, äëÿ ïîëíîé ýíåðãèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ïîëó÷àåì ñëå-

äóþùåå âûðàæåíèå:

∫
E2 +B2

8π
d3x =

∫ |Ek|2
2π

d3k, (7.19)

ãäå, áëàãîäàðÿ âòîðîìó ñîîòíîøåíèþ (7.18), ñëàãàåìûå ïðîïîðöèîíàëü-

íûå e±2ı ωk t
ñîêðàùàþòñÿ è âûðàæåíèå ÿâíûì îáðçîì íå çàâèñèò îò âðå-

ìåíè (ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé).

⊲ Äëÿ ñóììàðíîãî èìïóëüñà ïîëÿ íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü:

Ek ×B∗k =
1

ω
Ek × [k×E∗k] =

k

ω
|Ek|2.

è

E−k ×Bk =
1

ω
E−k × [k× Ek] =

k

ω
(E−kEk),

ãäå ïðè ðàñêðûòèè äâîéíîãî âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ñíîâà ó÷òåíà îð-

òîãîíàëüíîñòü âîëíîâîãî âåêòîðà è �óðüå-îáðàçà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ.

Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ íå÷¼òíûì ïðè çàìåíå k 7→ −k, ïîýòîìó
ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ äëÿ ñëàãàåìûõ âèäà E−k × Bk e

−2ı ωk t
ÿâëÿ-

åòñÿ íå÷¼òíîé è èíòåãðàë îò íå¼ ðàâåí íóëþ. Â ðåçóëüòàòå äëÿ ïîëíîãî

èìïóëüñà ïîëÿ ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

∫
E×B

4π
d3x =

∫
k

ω

|Ek|2
2π

d3k, (7.20)

êîòîðîå òàêæå íå çàâèñèò îò âðåìåíè.

Èç âûðàæåíèé (7.19) è (7.20) ñëåäóåò, ÷òî ïîëíàÿ ýíåðãèÿ è èìïóëüñ

ïîëÿ îïðäåëåëÿåòñÿ ìîäóëåì êîìïëåêñíîé �óíêöèè Ek. ×åì áîëüøå àì-

ïëèòóäà ìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíû, òåì áîëüøèé âêëàä îíà äà¼ò â ýíåð-

ãèþ è èìïóëüñ. Ïðè ýòîì èìïóëüñ êàæäîé ìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíû

âîëíû íàïðàëåí âäîëü âîëíîâîãî âåêòîðà k. Îòíîøåíèå ïëîòíîñòè (â k

ïðîñòðàíñòâå) èìïóëüñà è ýíåðãèè ñîâïàäàåò ñî ñòàíäàðòíûì äëÿ �îòî-

íîâ ñîîòíîøåíèåì k/ω.
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7.4 Ïîòåíöèàë â êóëîíîâñêîé êàëèáðîâêå

⊲ Óðàâíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî êà-

ëèáðîâî÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ 4-ïîòåíöèëà Aµ 7→ A′µ = Aµ+∂µf. Åñëè A0

íå ðàâåí íóëþ, ðåøàÿ óðàâíåíèå ∂0f = −A0 (â äàííîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà!),

ìîæíî ñäåëàòü ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë íóëåâûì: A′0 = 0. Òîãäà óðàâíåíèå
(7.7) ñâîáîäíîãî âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà ïðèíèìàåò âèä:

∂2A

∂t2
−∇2A+∇(∇A) = 0. (7.21)

Îíî ïî-ïðåæíåìó íå ìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíå A 7→ A + ∇g(x), ãäå g � íå

çàâèñèò îò âðåìåíè. Ïðè A0 = 0 ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ðàâíî E = −∂A/∂t.
Â ñèëó óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà ∇E = 0, äèâåðãåíöèÿ ∇A íå çàâèñèò îò

âðåìåíè. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äàííîãî A, ðåøàÿ óðàâíåíèå ∇2g = −∇A,

ìîæíî ïåðåéòè ê ïîòåíöèàëó, óäîâëåòâîðÿþùåìó óñëîâèþ ∇A = 0. Ýòî

íàçûâàåòñÿ êóëîíîâñêîé êàëèáðîâêîé ïîòåíöèàëà:

∇A = 0, A0 = 0. (7.22)

Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî îäíîâðåìåííîå ñîñóùåñòâîâàíèå ïîñëåäíèõ äâóõ óñëî-

âèé (ñîãëàñóþùèõñÿ ñ êàëèáðîâêîé Ëîðåíöà ∂A = 0) âîçìîæíî òîëüêî

äëÿ ñâîáîäíîãî ïîëÿ: ∇E = 0). Â ýòîé êàëèáðîâêå 3-ïîòåíöèàë óäîâëå-

òâîðÿåò âîëíîâîìó óðàâíåíèþ:

∂2A = 0.

Åãî ðåøåíèå ñðàçó çàïèøåì ïî àíàëîãèè ñ (7.14):

A(t, x) =

∫
(
Ak e

−ı kx +A∗k e
ı kx
) d3k

(2π)3/2
, (7.23)

ãäå k = {ω, k} è ω = |k|. Êóëîíîâñêàÿ êàëèáðîâêà ∇A = 0 âûïîëíÿåòñÿ
â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè, åñëè �óðüå-êîìïîíåíòû îðòîãîíàëüíû âîëíî-

âîìó âåêòîðó:

kAk = 0. (7.24)

Òàê êàê E = −∂0A è B = ∇×A, ìîæíî íàïèñàòü:

Ek = ı ωAk, Bk = ık×Ak, (7.25)

ò.å. ñ òî÷íî÷íîñòüþ äî êîìïëåêñíîãî ìíîæèòåëÿ ı ω àìïëèòóäû �óðüå-

ðàçëîæåíèÿ Ak ñîâïàäàþò ñ àìïëèòóäàìè íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêî-

ãî ïîëÿ.
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⊲ Õîòÿ 3-âåêòîð Ak èìååò òðè êîìïîíåíòû, â ñèëó ñâÿçè kAk = 0,

òîëüêî 2 êîìïîíåíòû íåçàâèñèìû. ×òîáû èõ âûäåëèòü, âåä¼ì äâà åäè-

íè÷íûõ, îðòîãîíàëüíûõ äðóã äðóãó è âîëíîâîìó âåêòîðó âåêòîðû ïîëÿ-

ðèçàöèè: e1 è e2, ïî êîòîðûì ðàçëîæèì ïîòåíöèàë:

Ak =
∑

s

csk es = c1k e1 + c2k e2. (7.26)

Òàê êàêAk � êîìïëåêñíûå �óíêöèè, âåêòîðû es (çàâèñÿùèå îò âîëíîâîãî

âåêòîðà k) ìîãóò áûòü êàê äåéñòâèòåëüíûìè, òàê è êîìïëåêñíûìè. Â

ñèëó, ýòîãî óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ese
∗
λ = δsλ, esk = 0. (7.27)

Âûáîð áàçèñà ïðîèçâîëåí è ïåðåõîä ê íîâîìó áàçèñó ïðèâîäèò ê ïåðå-

îïðåäåëåíèþ êîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ csk. Ìîíîõðîìàòè÷åñêàÿ âîëíà

ñîîòâåòñòâóåò csk = (2π)3/2 cs δ(k− k0)/2 ıω, ÷òî ïðèâîäèò ê:

E(x) =
1

2

∑

s

(cs es e
−ık0x + c∗s e

∗
s e

ık0x), B(x) =
k0

ω
×E(x).

Ïóñòü k0 = {0, 0, ω}. Ïðîñòåéøèì âûáîðîì áàçèñà ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû

ñ êîìïîíåíòàìè:

e1 = {1, 0, 0}, e2 = {0, 1, 0}. (7.28)

Ýòîò áàçèñ íàçûâàåòñÿ áàçèñîì ëèíåéíîé ïîëÿðèçàöèè. Åñëè êîíñòàíòû

cs äåéñòâèòåëüíû, òî îíè îïðåäåëÿþò àìïëèòóäó êîëåáàíèé ïî îñÿì x, y:

E(x) = {c1, c2, 0} cos
(
ω (z − t)

)
.

Ïðèâåä¼ì òàê æå ïðèìåð êîìïëåêñíîãî âûáîðà âåêòîðîâ ïîëÿðèçàöè-

èÆ

e1 = {1, ı, 0}/
√
2, e2 = {1, −ı, 0}/

√
2. (7.29)

Ýòî ñîîòâåòñòâóåò êðóãîâîé ïîëÿðèçàöèè. Íàïðèìåð, åñëè c2k = 0:

E(x) =
|c1k|√

2
{ cos

(
ω (t− z)− α

)
, sin

(
ω (t− z)− α

)
, 0},

ãäå α � �àçà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà c1k = |c1k| eıα. Âåêòîð íàïðÿæ¼ííîñòè

ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ âðàùàåòñÿ ïî êðóãó ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω ïðîòèâ

÷àñîâîé ñòðåëêè. Åñëè c1k = 0, òî ïîëó÷àåòñÿ êðóãîâàÿ ïîëÿðèçàöèÿ ñ

âðàùåíèåì ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè ñ àìïëèòóäîé ïðîïîðöèîíàëüíîé c2k.



200 �ËÀÂÀ 7.

7.5 Çàðÿä â ïîëå ïëîñêîé âîëíû

⊲ �àññìîòðèì ïëîñêóþ âîëíó Fαβ(kx), ãäå k
2 = 0. Íàïðàâèì êîîðäè-

íàòíûå îñè òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû:

kα = {ω, 0, 0, ω}, Aα = {0, Ax(kx), Ay(kx), 0}. (7.30)

Âûáîð êîìïîíåíò 4-ïîòåíöèàëà êðîìå ëîðåíöåâñêîé êàëèáðîâêè (7.8),

óäîâëåòâîðÿåò êóëîíîâñêîé êàëèáðîâêå Aα = {0,A}, ãäå ∇A = 0 èëè

kA = 0, ÷òî âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü äëÿ ñâîáîäíîãî ïîëÿ (ñòð. 198).
Ïðè ïîìîùè ïðåäñòàâëåíèÿ (7.9) çàïèøåì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïðîá-

íîãî çàðÿäà mdUµ/ds = q F µν Uν:

dU

ds
=

q

m

[
(UA′) k− (kU)A′

]
, (7.31)

ãäå A = A(kx) è øòðèõ � ïðîèçâîäíàÿ 4-ïîòåíöèàëà ïî àðãóìåíòó kx.

Óìíîæàÿ óðàâíåíèå íà k è ó÷èòûâàÿ, ÷òî k2 = 0 è kA = 0, ïîëó÷àåì:

d(kU)

ds
= 0 => kU = kU0 = ω π0 = const, (7.32)

ãäå U0 = U(0). Òðàåêòîðèÿ çàðÿäà çàâèñèò îò åãî ñîáñòâåííîãî âðåìåíè

x = x(s) è U(s) = dx/ds, ïîýòîìó:

d(kx)

ds
= kU = ω π0 => kx = ω (π0 s− z0), (7.33)

ãäå íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = s = 0 è z0 = z(0). Â ÷àñòíîñòè

dA(kx)/ds = (kU)A′ è óðàâíåíèå äâèæåíèÿ èìååò âèä:

dU

ds
=

q

mω π0

(

U
dA

ds

)

k− q

m

dA

ds
. (7.34)

Äëÿ x è y êîìïîíåíò 4-ñêîðîñòè óðàâíåíèå ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ

Ux(s) = Ux0 −
q

m

(
Ax −Ax0

)
, Uy(s) = Uy0 −

q

m

(
Ay −Ay0

)
, (7.35)

ãäå Ax0, Ay0 � çíà÷åíèÿ Ax, Ay ïðè s = 0 (èëè kx0 = ωz0). Òåïåðü ìîæíî
çàïèñàòü çíà÷åíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

U
dA

ds
= − d

ds

[(
Ux0 +

q

m
Ax0

)
Ax+

(
Uy0 +

q

m
Ay0

)
Ay −

q

2m
(A2

x + A2
y)
]

è óðàâíåíèå (7.34) äëÿ íóëåâîé êîìïîíåíòû 4-ñêîðîñòè:

dU 0

ds
=

q

mπ0
U
dA

ds
(7.36)

ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ. Åù¼ îäíî èíòåãðèðîâàíèå U 0 = ds/dt äà¼ò ñâÿçü

ëàáîðàòîðíîãî âðåìåíè x0 = t è ñîáñòâåííîãî âðåìåíè ÷àñòèöû s.
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⊲ Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ìîíîõðîìàòè÷åñêîé ïëîñêîé âîëíû íåíóëåâûå

êîìïîíåíòû 4-ïîòåíöèàëà ìîæíî âûáðàòü â âèäå:

Ax = −
E0

ω
sin(kx), Ay =

σ E0

ω
cos(kx).

Òàê êàê kx = ω (t − z), îíè ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùèì íàïðÿæ¼ííîñòÿì

ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ:

Ex = E0 cos
(
ω(t−z)

)
, Ey = σE0 sin

(
ω(t−z)

)
, Bx = −Ey, By = Ex.

Âîëíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âäîëü îñè z. Ïðè σ = 0 � ïîëÿðèçàöèÿ ëèíåéíàÿ,

à â ñëó÷àå êðóãîâîé ïîëÿðèçàöèè σ = ±1. Ñ ó÷¼òîì (7.33), 4-ïîòåíöèàë

ìîæíî òàêæå âûðàçèòü ÷åðåç ñîáñòâåííîå âðåìÿ çàðÿäà:

Ax = −
E0

ω
sin
(
π0 ω s− ω z0

)
, Ay =

σ E0

ω
cos
(
π0 ω s− ω z0

)
. (7.37)

⊲ Â çàäà÷å åñòü áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð, ñâÿçàííûé ñ ìîùíîñòüþ ïî-

òîêà ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû (âîññòàíàâëèâàåì êîíñòàíòó c, ñòð. 22):

α =
q E0

ωm
7→ (q/c) (E0/c)

(ω c)m
= λ

(
reI0
πmc3

)1/2

∼ 3 · 10−12+n/2, (7.38)

ãäå re = q2/mc2 = 2.8 · 10−15 ì � êëàññè÷åñêèé ðàäèóñ ýëåêòðîíà, λ =
2πc/ω = 500 íì � äëèíà âîëíû è I0 = cE2

0/4π = 10n Âò/ì

2
� ìîù-

íîñòü ïîòîêà (ýíåðãèÿ, ïðîõîäÿùàÿ â åäèííèöó âðåìåíè ÷åðåç åäèíèöó

ïëîùàäè ⋖H62). Íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè I0 ∼ 103 Âò/ì2
(ò.å. n = 3). Äëÿ

ëàçåðíûõ óñòàíîâîê íà êîðîòêèõ èìïóëüñàõ I0 ∼ 1024 Âò/ì2
(n = 24).

⊲ Îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé çàâèñèò áåçðàçìåðíàÿ êîíñòàíòà π0 (7.32):

π0 = U 0
0 − Uz0 =

1− uz0
√

1− u2
0

, U 0
0 =

1
√

1− u2
0

, (7.39)

ãäå 3-ñêîðîñòü u0 îáîçíà÷åíà ìàëåíüêèì øðè�òîì, òîãäà êàê 4-ñêîðîñòü

Uα = dxα/ds � áîëüøèì. Åñëè èç (7.36) ïîëó÷åíà íóëåâàÿ êîìïîíåíòà

4-ñêîðîñòè U 0 = U 0(s), òî êîìïîíåíòó 4-ñêîðîñòè Uz âäîëü âîëíîâîãî

âåêòîðà ìîæíî íàéòè èç (7.32):

Uz(s) = U 0(s)− π0. (7.40)

Îñòàëüíûå êîìïîíåíòû ïðèâåäåíû â (7.35). Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ñêî-

ðîñòü çàðÿäà â ïîëå òàêîé âîëíû ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé �óíêöèåé è

íå óâåëè÷èâàåòñÿ ìîíîòîííî ñî âðåìåíåì. Ýòî íà ïåðâûé âçãëÿä êàæåò-

ñÿ ñòðàííûì, ò.ê. ñâåòîâîå äàâëåíèå, äåéñòâóþùåå íà çàðÿä, äîëæíî åãî

óñêîðÿòü. Îáúÿñíåíèå ýòîãî ý��åêòà áóäåò äàíî â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

Ñåé÷àñ æå ðàññìîòðèì áîëåå äåòàëüíî íåñêîëüêî ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ.
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⊲ Ïóñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = s = 0 çàðÿä íàõîäèòñÿ â

íà÷àëå êîîðäèíàò x = y = z = 0, èìåÿ îòëè÷íóþ îò íóëÿ 3-ñêîðîñòü uz0
âäîëü îñè z. Òîãäà

π0 = U 0
0 − Uz0 =

1− uz0
√

1− u2z0
, U 0

0 =
1

√

1− u2z0
è äëÿ ëèíåéíîé ïîëÿðèçàöèè (σ = 0) èç (7.36) èìååì:

U 0(s) = U 0
0 +

α2

2π0
sin2(π0 ω s). (7.41)

Ýíåðãèÿ ÷àñòèöû mU 0(s) ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿåòñÿ, èìåÿ ñðåäíåå çíà÷å-
íèå, êîòîðîå ïðåâûøàåò íà÷àëüíóþ ýíåðãèþ mU 0

0 . Òàê êàê U 0 = dt/ds,

åù¼ îäíî èíòåãðèðîâàíèå äà¼ò ñâÿçü ëàáîðàòîðíîãî âðåìåíè t = x0 è

ñîáñòâåííîãî âðåìåíè çàðÿäà s:

t =
[

U 0
0 +

α2

4 π0

]

s− α2

8 π20 ω
sin(2 π0 ω s). (7.42)

Íå ñìîòðÿ íà íàëè÷èå ñèíóñà, t ìîíîòîííî óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì s, òàê
êàê dt/ds > 0. Êîìïîíåíòû 4-ñêîðîñòè ðàâíû (7.35), (7.40):

Ux(s) = α sin(π0 ω s), Uy(s) = 0, Uz(s) = U 0(s)− π0, (7.43)

ãäå Uz íàõîäèòñÿ èç (7.32). Èíòåãðèðóÿ åù¼ ðàç, ïîëó÷àåì:

x(s) = α
[

1−cos(π0 ω s)

π0 ω

]

, z(s) =
(

Uz0+
α2

4 π0

)

s−α2 sin(2 π0 ω s)

8 π20 ω
(7.44)

è y êîîðäèíàòà çàðÿäà îñòà¼òñÿ íåèçìåííîé. Åñëè íà÷àëüíàÿ 4-ñêîðîñòü

çàðÿäà Uz0 ðàâíà −α2/4 π0 èëè

uz0 = −
1

1 + 4/α2
, (7.45)

òî îí íà÷èíàåò îïèñûâàòü âîñüì¼ðêó â ïëîñêîñòè (x, z) (ëåâûé ðèñóíîê):

Íà÷àëüíî íåïîäâèæíûé çàðÿä ïðèîáðåòàåò ïîñòîÿííóþ (â ñðåäíåì) ñêî-

ðîñòü, äâèãàÿñü âäîëü z ïî ïèëîîáðàçíîé òðàåêòîðèè (ïðàâûé ðèñóíîê).
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⊲ Äëÿ êðóãîâîé ïîëÿðèçàöèè A2
x + A2

y = E2
0/ω

2
. Ïóñòü â íà÷àëüíûé

ìîìåíò âðåìåíè ÷àñòèöà íàõîäèòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò è èìååò íóëå-

âóþ ñêîðîñòü âäîëü âîëíîâîãî âåêòîðà uz0 = 0. Â ýòîì ñëó÷àå π0 = U 0
0 .

Óðàâíåíèå (7.34) äëÿ íóëåâîé êîìïîíåíòû 4-ñêîðîñòè äà¼ò:

U 0(s) = π0 +
α

π0
Ux0 sin(π0 ω s)−

ασ

π0

(
Uy0 + α σ

) (
cos(π0 ω s)− 1

)
.

Ýíåðãèÿ çàðÿäà mU 0
áóäåò ïîñòîÿííà, åñëè

Ux0 = 0, Uy0 = −ασ.

Â ýòîì ñëó÷àå ëàáîðàòîðíîå è ñîáñòâåííîå âðåìåíà ïðîïîðöèîíàëüíû:

t = π0 s, π0 =
1√

1− α2
,

à êîìïîíåíòû 4-ñêîðîñòè â ïëîñêîñòè x, y ðàâíû:

Ux(s) = α sin(π0 ω s), Uy(s) = −ασ cos(π0 ω s).

Ñîîòâåòñòâåííî, çàðÿä äâèæåòñÿ ïî îêðóæíîñòè:

x = − α

ω π0
(cos(ωt)− 1), y = − ασ

ω π0
sin(ωt)

ðàäèóñà R = α
√
1− α2/ω, öåíòð êîòîðîé èìååò êîîðäèíàòû {R, 0, 0}.

Íàïðàâëåíèå âðàùåíèÿ ñîâïàäàåò ñ âðàùåíèåì âåêòîðîâ íàïðÿæ¼ííî-

ñòè ïîëÿ. Âïðî÷åì, ýòî íå ñòîèò ñâÿçûâàòü ñ ìîìåíòîì èìïóëüñà ïîëÿ,

òàê êàê �ïåðåäà÷à� ïîñëåäíåãî çàðÿäó, íå ïðèâîäèëà áû ê ðàâíîìåðíîìó

äâèæåíèþ åãî ïî îêðóæíîñòè. Èìïóëüñ ÷àñòèöû âäîëü îñè z òàêæå íå

óâåëè÷èâàåòñÿ è �ñâåòîâîå äàâëåíèå� íà ïðîáíûé çàðÿä íå äåéñòâóåò.

Åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè çàðÿä íàõîäèëñÿ â íà÷àëå êîîðäè-

íàò è áûë íåïîäâèæåí, òî π0 = 1 è

Ux = α sin(ωs), Uy = ασ
[
1− cos(ωs)

]
, Uz = α2

[
1− cos(ωs)

]
.

Òðàåêòîðèÿ çàðÿäà èìååò âèä:

x = α
[

1− cos(ωs)

ω

]

, y = ασ
[

s− sin(ωs)

ω

]

, z = α2
[

s− sin(ωs)

ω

]

.

Ñâÿçü ëàáîðàòîðíîãî è ñîáñòâåííîãî âðåì¼í:

t =
(
1 + α2

)
s− α2

ω
sin(ωs)

ïîëó÷àåòñÿ èç íóëåâîé êîìïîíåíòû 4-ñêîðîñòè U 0 = 1− α2 [cos(ωs)− 1].
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7.6 Ñâåòîâîå äàâëåíèå

⊲ Èç óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ñëåäóåò òåîðåìà Ïîéíòèíãà (ñòð. 69):

∂W

∂t
+∇P+ j E = 0, W =

E2 +B2

8π
, P =

E×B

4π
. (7.46)

Ñìûñë ýòîãî óðàâíåíèÿ óñòàíàâëèâàåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ïî íåêîòîðî-

ìó îáú¼ìó â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî j E ðàâíî ñóììå qk ukE(rk) ïî âñåì çà-

ðÿäàì â îáú¼ìå. Èçìåíåíèå ýíåðãèè äâèæåíèÿ çàðÿäà E = m/
√
1− u2

ðàâíî ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ ñêîðîñòè çàðÿäà u íà ñèëó Ëîðåíöà

F = q (E+ u×B), ò.å. dEk/dt = qk ukE(rk), ÷òî ïðèâîäèò ê:

d

dt

{
∫

W dV +
n∑

k=1

Ek
}

= −
∮

P dS. (7.47)

Åãî ëåâàÿ ÷àñòü èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ñóììàðíàÿ ýíåðãèÿ ïîëÿ è çàðÿ-

äîâ. Â äè��åðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè (7.46) íàõîäÿòñÿ òîêè j, ñòîÿùèå â

óðàâíåíèÿõ Ìàêñâåëëà. Ýòî òå çàðÿäû, êîòîðûå ñîçäàþò ïîëå. Ïðè ïî-

ëó÷åíèè èíòåãðàëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ (7.47) óæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà

ýòè çàðÿäû èñõîäíîå ïîëå äåéñòâóåò ñèëîé Ëîðåíöà. Äðóãèìè ñëîâàìè,

çàðÿäû íå ðàçäåëÿþòñÿ íà �áîëüøèå�, êîòîðûå ñîçäàþò ïîëå è �ìàëåíü-

êèå� (ïðîáíûå), êîòîðûå â ýòîì ïîëå äâèãàþòñÿ. Àíàëîãè÷íà ñèòóàöèÿ ñ

çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà è ìîìåíòà èìïóëüñà ïîëÿ è çàðÿäîâ.

Ïëîñêàÿ âîëíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â ïóñòîì ïðîñòðàíñòâå, ãäå ïëîò-

íîñòü òîêà j â óðàâíåíèè (7.46) ðàâíà íóëþ. Ïîýòîìó ñîâìåñòíîãî çàêîíà

ñîõðàíåíèÿ �ïîëÿ + çàðÿäû� â ìîäåëè ïðîáíîãî çàðÿäà ïðîñòî íå âîçíè-

êàåò. Â îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîé äâèæåòñÿ ïðîáíûé çàðÿä, íåò

çàðÿäîâ, ñîçäàþùèõ ïîëå ïëîñêîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû.

Ñîâìåñòíûé çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ïîëÿ è çàðÿäîâ ïðåäïîëàãàåò,

÷òî ÷àñòü ýíåðãèè (èìïóëüñà èëè ìîìåíòà èìïóëüñà) ïîëÿ ïåðåäà¼òñÿ

çàðÿäàì. Ñàìî ïîëå ïðè ýòîì äîëæíî òåðÿòü ýíåðãèþ. Îäíàêî ïðè ðå-

øåíèè çàäà÷è î ïîâåäåíèè ïðîáíîãî çàðÿäà ýòîãî íå ïðîèñõîäèò. Âíåøíåå

äëÿ íåãî ïîëå îñòà¼òñÿ áåç èçìåíåíèÿ è, åñòåñòâåííî, íå ìîæåò ïîòåðÿòü

ýíåðãèþ, êîòîðàÿ �ïåðåäà¼òñÿ� çàðÿäó. Â ðåàëüíîñòè, çàðÿäû â ïîëå âîë-

íû íà÷èíàþò èçëó÷àòü. Ýòî èçëó÷åíèå �ãàñèò� èñõîäíóþ âîëíó, â ðåçóëü-

òàòå ÷åãî ïðîèñõîäèò å¼ ïîãëîùåíèå. Â ýòîì ñëó÷àå â çàêîíå ñîõðàíåíèÿ

(7.47) �ïîñëå âçàèìîäåéñòâèÿ� äîëæíû ñòîÿòü íàïðÿæ¼ííîñòè íå ïàäà-

þùåé âîëíû, à ñóììàðíîãî ïîëÿ, âîçíèêàþùåãî â ðåçóëüòàòå ñëîæåíèÿ

ïîëÿ èñõîäíîé âîëíû è âòîðè÷íûõ âîëí îò çàðÿäîâ.

Òà æå ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî è ïðè äâèæåíèè â ýëåêòðîñòàòè÷åñêîì

ïîëå ñ íóëåâûì èìïóëüñîì. Ïðîáíûé çàðÿä â í¼ì ìåíÿåò ñâîé èìïóëüñ,

÷òî ñíîâà íå èìååò îòíîøåíèÿ ê ñîâîêóïíûì çàêîíàì ñîõðàíåíèÿ.
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⊲ Ïðîñëåäèì êàê âîçíèêàåò ñâåòîâîå äàâëåíèå, êîãäà íà÷èíàþò ó÷è-

òûâàòü èçëó÷åíèå ïðîáíîãî çàðÿäà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî åãî ñêîðîñòü íåâå-

ëèêà, è çàïèøåì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ñ ó÷¼òîì ëîðåíöåâñêîé ñèëû òîð-

ìîæåíèÿ (ñòð. 166):

mv̇ = qE+ q [v ×B] +
2

3
q2 v̈. (7.48)

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ÷òîáû èçáåæàòü ñàìîóñêîðÿþùèõñÿ ðåøåíèé, ýòî

óðàâíåíèå íåîáõîäèìî ðåøàòü ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé

x(t) = x(0)(t)+x(1)(t)+... è v(t) = v(0)(t)+v(1)(t)+..., ñ÷èòàÿ ñèëó òðåíèÿ
(ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå) ìàëûì. Â íóëåâîì ïðèëèæåíèè èìååì óðàâíåíèå

äâèæåíèÿ �ïðîáíîãî� çàðÿäà:

v̇(0) =
q

m
(E+ v(0) ×B). (7.49)

Ïðîäè��åðåíöèðîâàâ åãî ïî âðåìåíè è âûðàçèâ v̇(0)
ñ åãî æå ïîìîùüþ,

ïîëó÷èì:

v̈(0) =
q

m

(
dE

dt
+ v(0) × dB

dt

)

+
q2

m2
[v(0) ×B]×B+

q2

m2
[E×B]. (7.50)

Òàêèì îáðàçîì â (7.48) ïîÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ñèëà, îïðåäåëÿåìàÿ

âûðàæåíèåì (7.50). Êëþ÷åâûì â í¼ì ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå, ïðî-

ïîðöèîíàëüíîå èìïóëüñó ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿP = [E×B]/4π. Èìåí-
íî îíî è ïðèâîäèò ê ñâåòîâîìó äàâëåíèþ íà çàðÿä.

Äëÿ ïëîñêîé âîëíû ñ êðóãîâîé ïîëÿðèçàöèåé E × B = E2
0 n, ãäå E0

� àìïëèòóäà êîëåáàíèé ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé è n � åäè-

íè÷íûé âåêòîð â íàïðàâëåíèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû. Âîññòàíîâèì ñêî-

ðîñòü ñâåòà â âûðàæåíèè äëÿ ýòîé ñîñòàâëÿþùåé ñèëû (7.50):

Fn =
2

3
q2 · q

2

m2
[E×B]n =

2

3
· q

4E2
0

m2
7→ 2

3

q4E2
0

m2 c4
.

Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî äàâëåíèå P íà çàðÿä ðàâíî îòíîøåíèþ ñèëû Fn ê

�ïëîùàäè� ýòîãî çàðÿäà S, òî

Fn = S P, S =
8

3
π r2e, P =

E2
0

4π
, (7.51)

ãäå äëÿ P çàïèñàíî ñòàíäàðòíîå âûðàæåíèå äëÿ ñâåòîâîãî äàâëåíèÿ. Ëþ-

áîïûòíî, ÷òî îíà ïðîïîðöèîíàëüíà ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè øàðèêà ðàäè-

óñà re, ãäå re = q2/mc2 � êëàññè÷åñêèé ðàäèóñ ýëåêòðîíà. Ïðàâäà â ðàñ-

ñìàòðèâàåìîì ñëó÷àå äëèíà âîëíû ñâåòà ñóùåñòâåííî áîëüøå, ÷åì re,
ïîýòîìó íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü äè�ðàêöèþ. Âïðî÷åì è ýëåêòðîí, êîíå÷-

íî, íå ÿâëÿåòñÿ øàðèêîì ðàäèóñà re.
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7.7 Ìîìåíò èìïóëüñà

⊲ �àññìîòðèì íàïðÿæ¼ííîñòü îãðàíè÷åííîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû

(ñâåòîâîé ïó÷îê), ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ âäîëü îñè z. Ïóñòü â ïëîñêîñòè
x, y àìïëèòóäà íàïðÿæåííîñòåé ïîëÿ ïðèìåðíî ïîñòîÿííà â îêðåñòíîñòè
îñè z, à ïðè óäàëåíèè îò íå¼ óìåíüøàåòñÿ, ïàäàÿ íà áîëüøèõ ðàäèàëüíûõ

ðàññòîÿíèÿõ äî íóëÿ. Ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå äëÿ íàïðÿæ¼ííîñòåé ïî-

äîáíîé âîëíû ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì [25℄:

E =
{
(nx ± ıny)F +

nz

k
(ı∂xF ∓ ∂yF )

}
eı(kz−ωt), B = ∓ıE, (7.52)

ãäå �óíêöèÿ F = F (x, y) çàäà¼ò ïðî�èëü àìïëèòóäû âîëíû â ïëîñêî-

ñòè x, y, ∂xF = ∂F/∂x è nx,ny,nz � åäèíè÷íûå îðòîãîíàëüíûå áàçèñíûå

âåêòîðû. Äâà çíàêà (±) â (7.52) ñîîòâåòñòâóþò ïðàâîé è ëåâîé êðóãîâîé
ïîëÿðèçàöèè. Åñëè F = const, ïîëó÷àåòñÿ (7.10).
Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ∇E = 0 è ∇B = 0. Óðàâíåíèÿ äëÿ ðîòîðîâ

âûïîëíÿþòñÿ, åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî âòîðûå ïðîèçâîäíûå îò �óíêöèè F ìíî-

ãî ìåíüøå ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ è ñàìîé �óíêöèè F (ïëàâíîå èçìåíåíèå

àìïëèòóäû). Äëÿ ïðîñòîòû ïîëîæèì, ÷òî F = F (ρ), ãäå ρ =
√

x2 + y2 �

ðàññòîÿíèå îò îñè z. �ëàäêîñòü �óíêöèè F (ρ) îçíà÷àåò:

F ′′

k2
≪ F ′

k
≪ F. (7.53)

Çàïèøåì ñðåäíåå çíà÷åíèå ïëîòíîñòè ýíåðãèè:

W =
1

2

EE∗ +BB∗

8π
=
F 2(ρ)

4π
+
F ′2(ρ)

8πk2
≈ F 2(ρ)

4π
,

ãäå â ïðèáëèæåííîì ðàâåíñòâå ó÷òåíî óñëîâèå ìàëîñòè (7.53). Ýòî îçíà-

÷àåò, ÷òî â âûðàæåíèè F 2 + F ′2/k2 = F 2 (1 + (F ′/kF )2) ≈ F 2
ìû ïðåíå-

áðåãàåì âòîðûì ïîðÿäêîì ìàëîñòè ïî F ′/kF (àíàëîãè÷íî ïðåíåáðåæå-

íèþ âòîðûìè ïðîèçâîäíûìè). Ïëîòíîñòü èìïóëüñà îãðàíè÷åííîé ïëîñ-

êîé âîëíû ðàâíà:

P =
1

2

E×B∗

4π
=
F 2(ρ)

4π
nz ±

F (ρ)F ′(ρ)

4πkρ
(ynx − xny),

ãäå òàêæå ïðîâåäåíî óñðåäíåíèå ïî âðåìåíè. Ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî îáú-

¼ìó öèëèíäðà ïëîòíîñòè èìïóëüñà ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ðàâíî íóëþ, à

ïåðâîå äà¼ò ñóììàðíûé èìïóëüñ:

∫

P dV =
nz

4π

R∫

0

2π∫

0

L∫

0

F 2(ρ) ρdρ dφ dz =
nz L

2

R∫

0

F 2(ρ) ρdρ = nz

∫

WdV,

ãäå L � äëèíà öèëèíäðà ïî îñè z, à R � ðàäèóñ îñíîâàíèÿ öèëèíäðà.



ÝËÅÊÒ�ÎÌÀ�ÍÈÒÍÛÅ ÂÎËÍÛ - 2 207

⊲ Íàéä¼ì òåïåðü ïëîòíîñòü ìîìåíòà èìïóëüñà (ñòð. 137):

r×P =
F 2

4π
(ynx − xny)±

FF ′

4πk
(znρ − ρnz),

ãäå nρ = (xnx + yny)/ρ � åäèíè÷íûé âåêòîð â ðàäèàëüíîì ê îñè z íà-

ïðàâëåíèè. Ïðè èíòåãðèðîâàíèè ýòîãî âûðàæåíèÿ ïî îáú¼ìó öèëèíäðà

ðàâíû íóëþ âñå ñëàãàåìûå, çà èñêëþ÷åíèåì ïîñëåäíåãî:

∫

[r×P] dV = ∓nz
L

2k

R∫

0

FF ′ ρ2dρ = ∓nz L

2k

{F 2(ρ)ρ2

2

∣
∣
∣

R

0
−

R∫

0

F 2(ρ) ρdρ
}

,

ãäå âûïîëíåíî èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì. Òàê êàê ìû ðàññìàòðèâàåì

îãðàíè÷åííóþ ïëîñêóþ âîëíó ñ êîíå÷íîé ýíåðãèåé íà åäèíèöó äëèíû

L, òî �óíêöèÿ F (ρ) ïðè áîëüøèõ ρ äîëæíà óáûâàòü ïî êðàéíåé ìåðå,

êàê 1/ρ1+ǫ
, ǫ > 0. Ïîýòîìó ïîâåðõíîñòíûé ÷ëåí ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî

÷àñòÿì ïðè áîëüøèõ ðàäèóñàõ öèëèíäðà R ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Â ðåçóëü-

òàòå ñóììàðíûé ìîìåíò ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëåí ýíåðãèè âîëíû è îáðàòíî

ïðîïîðöèîíàëåí å¼ ÷àñòîòå:

∫

[r×P] dV = ±nz

ω

∫

WdV. (7.54)

Ïîäîáíîå ñîîòíîøåíèå âûïîëíÿåòñÿ è â êâàíòîâîé òåîðèè äëÿ �îòîíà ñî

ñïèíîì ±~ è ýíåðãèåé ~ω.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïëàñòèíêà ïîãëîùàåò ïàäàþùóþ âîëíó è èìå-

åò ðàçìåð áîëüøèé, ÷åì õàðàêòåðíàÿ øèðèíà ñâåòîâîãî ïó÷êà, òî îíà

ïîñòîÿííî ïîëó÷àåò ìîìåíò èìïóëüñà âîëíû (íèæå ëåâûé ðèñóíîê).

×óòü èíà÷å ðàñ÷¼ò âûãëÿäèò, åñëè ïëàñòèíà íàõîäèòñÿ â çîíå ïëîñêîé

âîëíû. ×òîáû íàéòè ìîìåíò èìïóëüñà ïëàñòèíû, íåîáõîäèìî íàéòè ìî-

ìåíò èìïóëüñà �èíàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íàïðÿæ¼ííîñòè â ïîëå âîëíû

(ïðàâûé ðèñóíîê âûøå). Äëÿ ýòîãî íàäî îêðóæèòü ïëàñòèíêó è ïîëå

öèëèíäðîì äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ðàäèóñà òàê, ÷òîáû åãî áîêîâàÿ ïî-

âåðõíîñòü íàõîäèëàñü â çîíå ïëîñêîé âîëíû ñ ïîñòîÿííîé àìïëèòóäîé

(F = const). Ñëåâà îò ïëàñòèíêè èíòåãðàëüíûé ìîìåíò èìïóëüñà ðàâåí

íóëþ. Ñïðàâà îí âû÷èñëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî ìîìåíòó ñâåòîâîãî ïó÷êà, îä-

íàêî ïðè ýòîì ïàäåíèå àìïëèòóäû âîëíû ïðîèñõîäèò íå ïðè óäàëåíèè

îò îñè z, à ïðè ïðèáëèæåíèè ê íåé (òåíü îò ïëàñòèíêè). Â èòîãå ñíîâà

ïîëó÷àåòñÿ (7.54).
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�ëàâà 8

Êâàòåðíèîíû

Â ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ åùé îäèí ïîäõîä ê òåîðèè îòíîñèòåëü-

íîñòè. Ïðè ïîìîùè êîìïëåêñíûõ ìàòðèö 2x2 ìû ââåä¼ì êâàòåðíèîíû,

êîòîðûå ïîëíîñòüþ ýêâèâàëåíòíû 4-âåêòîðàì. Êâàòåðíèîíû îêàçûâàþò-

ñÿ óäîáíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ îïèñàíèÿ êîìïîçèöèè ïðåîáðàçîâàíèé Ëî-

ðåíöà è ïîçâîëÿþò çàïèñàòü óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà â î÷åíü èçÿùíîì âèäå.

�àçâèòèå êâàòåðíèîííîé ìàòåìàòèêè ïðèâåä¼ò íàñ â ñëåäóþùåé ãëàâå ê

ñïèíîðàì, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ áîëåå îáùèìè ìàòåìàòè÷åñêèìè îáúåêòàìè

ïî ñðàâíåíèþ ñ �îáû÷íûìè� 4-âåêòîðàìè è òåíçîðàìè.

209
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8.1 Êâàòåðíèîíû

⊲Îñíîâíûì îáúåêòîì òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ 4-âåêòîðAν =

{A0, A1, A2, A3} ≡ {A0, A}. Ýòó ÷åòâ¼ðêó ÷èñåë äî ñèõ ïîð ìû ïðåäñòàâ-

ëÿëè â âèäå ñòîëáèêà (èëè ñòðîêè). Åù¼ îäíà âîçìîæíîñòü ðàñïîëîæèòü

÷åòûðå ÷èñëà � ýòî ìàòðèöà 2× 2, èìåþùàÿ 4 ýëåìåíòà:

A =

(
A0 + A3 A1 − ıA2

A1 + ıA2 A0 −A3

)

, (8.1)

ãäå ı � ìíèìàÿ åäèíèöà (ı2 = −1). Ïîäîáíîå ïîëîæåíèå êîìïîíåíò 4-

âåêòîðà â ýëåìåíòàõ ìàòðèöû ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî å¼ îïðåäåëèòåëü èí-

âàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà:

detA = (A0)2 −A2. (8.2)

Ïðè èçìåíåíèè ñèñòåìû îòñ÷¼òà ýëåìåíòû ìàòðèöû A èçìåíÿþòñÿ. Çà-

ïèøåì ýòî ïðåîáðàçîâàíèå â ìàòðè÷íîì âèäå ïðè ïîìîùè ìàòðèöû S

òàêæå ðàçìåðîì 2 × 2. Ìàòðèöà A ýðìèòîâà (íå ìåíÿåòñÿ ïðè òðàíñ-

ïîíèðîâàíèè è êîìïëåêñíîì ñîïðÿæåíèè: A+ = A). Ïðåîáðàçîâàííûé

4-âåêòîð â ïðåäñòàâëåíèè (8.1) ïî-ïðåæíåìó äîëæåí áûòü ýðìèòîâûì.

Ïîýòîìó (⋖H65) ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà âûáåðåì â âèäå:

A′ = SAS+, detS = 1. (8.3)

Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû S ðàâåí åäèíèöå äëÿ îáåñïå÷åíèÿ èíâàðèàíòíî-

ñòè êâàäðàòà 4-âåêòîðà detA′ = detA (îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ ðàâåí

ïðîèçâåäåíèþ îïðåäåëèòåëåé ìàòðèö).

Ìàòðèöà S èìååò 4 ýëåìåíòà, îäèí èç êîòîðûõ, ïðè ïîìîùè óðàâíåíèÿ

det S = 1, ìîæåò áûòü âûðàæåí ÷åðåç òðè îñòàëüíûõ. Ýòè òðè ýëåìåíòà,
âîîáùå ãîâîðÿ, êîìïëåêñíûå, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò 6 = 3 · 2 íåçàâèñèìûõ
äåéñòâèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ, îïðåäåëÿþùèõ ìàòðèöó ïðåîáðàçîâàíèé S.

Êàê ìû óâèäèì íèæå, ýòè ïàðàìåòðû ñâÿçàíû ñ êîìïîíåíòàìè ñêîðîñòè

ñèñòåìû îòñ÷¼òà è òðåìÿ óãëàìè, çàäàþùèìè å¼ îðèåíòàöèþ.

Êîìïîçèöèÿ äâóõ ïðåîáðàçîâàíèé (èõ ïîñëåäîâàòåëüíîå âûïîëíåíèå)

ýêâèâàëåíòíî îäíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ:

A′ = S1AS+1 , A′′ = S2A
′ S+2 , => A′′ = SAS+,

ìàòðèöà êîòîðîãî ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ìàòðèö êàæäîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ:

S = S2 S1. (8.4)

Ïðè ýòîì ïîðÿäîê ìàòðèö îáðàòíûé ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîðÿäêîì âûïîë-

íåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé.



ÊÂÀÒÅ�ÍÈÎÍÛ 211

⊲ Ìàòðèöó (8.1) ìîæíî ðàçëîæèòü ïî ÷åòûðåì ìàòðèöàì 2x2:

A = Aµσµ = A0σ0 +A1σ1 + A2σ2 + A3σ3 = A0 +Aσ, (8.5)

ãäå σ0 = I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, êîòîðàÿ ÷àñòî áóäåò îïóñêàòüñÿ, à

σ1 =

(
0 1

1 0

)

, σ2 =

(
0 −ı
ı 0

)

, σ3 =

(
1 0

0 −1

)

(8.6)

íàçûâàþòñÿ ìàòðèöàìè Ïàóëè. Îíè îáúåäèíÿþòñÿ â âåêòîð σ ñ êîìïî-

íåíòàìè {σ1, σ2, σ3}. Ïåðåìíîæåíèåì (⋖H66) ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ìàòðèöû

Ïàóëè àíòèêîììóòèðóþò, èõ êâàäðàòû ðàâíû åäèíè÷íîé ìàòðèöå:

σi σj = −σj σi, i 6= j, σ2
1 = σ2

2 = σ2
3 = I,

à ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö ñíîâà âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ìàòðèöû Ïàóëè:

σ1 σ2 = ı σ3, σ3 σ1 = ı σ2, σ2 σ3 = ı σ1.

Ïîðÿäîê èíäåêñîâ â ïîñëåäíèõ äâóõ ðàâåíñòâàõ ïîëó÷àþòñÿ öèêëè÷åñêîé

ïåðåñòàíîâêîé èç σ1 σ2 = ı σ3. Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòû îäíîìó,

çàäàþùåìó àëãåáðó ìàòðèö Ïàóëè (ïî k ñóììà îò 1 äî 3):

σi σj = δij + ı εijk σk, (8.7)

ãäå εijk � àíòèñèììåòðè÷íûé 3-òåíçîð Ëåâè-×åâèòû (ε123 = 1) è îïóùåíà
åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà â ïåðâîì ñëàãàåìîì. Ñâîðà÷èâàÿ ýòî ñîîòíîøåíèå ñ

êîìïîíåíòàìè äâóõ 3-âåêòîðîâ a è b, ïîëó÷àåì (⋖H67):

(aσ)(bσ) = ab+ ı [a× b]σ. (8.8)

⊲∗ Óìíîæàÿ àëãåáðó ìàòðèö Ïàóëè (8.7) ñïðàâà íà ìàòðèöó σk è ñíîâà
èñïîëüçóÿ ýòó æå àëãåáðó, èìååì:

σi σj σk = δij σk − δik σj + δjk σi + ı εijk. (8.9)

Ñëåä (ñóììà äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ) ìàòðèö Ïàóëè ðàâåí íóëþ, à

ñëåä åäèíè÷íîé ìàòðèöû ðàâåí 2. Ïîýòîìó èç (8.7) è (8.9) èìååì:

Trσi = 0, Tr(σi σj) = 2 δij, Tr(σi σj σk) = 2 ı εijk. (8.10)

Óìíîæàÿ (8.9) íà σl è áåðÿ ñëåä, ïîëó÷àåì:

Tr(σi σj σk σl) = 2 (δij δkl − δik δjl + δil δjk). (8.11)

Àíàëîãè÷íî ìîæíî íàõîäèòü âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ ïðîèçâîëü-

íîãî ÷èñëà ìàòðèö Ïàóëè è èõ ñëåäîâ.
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⊲ Ïðîèçâîëüíóþ ìàòðèöó 2× 2, ðàçëîæåííóþ ïî ìàòðèöàì Ïàóëè:

Q = Qµ σµ = Q0 +Qσ, (8.12)

áóäåì íàçûâàòü êâàòåðíèîíîì. Ïàðàìåòð Q0
íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíîé ÷à-

ñòüþ êâàòåðíèîíà, à Q � âåêòîðíîé. Ïðîèçâåäåíèå äâóõ êâàòåðíèîíîâ �

ñíîâà ÿâëÿåòñÿ êâàòåðíèîíîì:

AB = (a0 + aσ)(b0 + bσ) = a0b0 + ab+ (a0b+ b0a+ ı a× b)σ, (8.13)

ãäå ó÷òåíî (8.8). Óìíîæåíèå êâàòåðíèîíîâ (êàê è ëþáûõ ìàòðèö) àññî-

öèàòèâíî (AB)C = A(BC) è, â îáùåì ñëó÷àå, íåêîììóòàòèâíî:

AB = BA+ 2 ı [a× b]σ. (8.14)

Êðîìå ìàòðèö σµ ââåä¼ì ÷åòûðå ìàòðèöû, êîòîðûå ïîìåòèì ÷åðòîé

ñâåðõó. Îíè îòëè÷àþòñÿ çíàêîì ó �ïðîñòðàíñòâåííûõ� êîìïîíåíò:

σ̄µ = {1, −σ}, σµ = {1, σ}. (8.15)

Îïðåäåëèì ñîïðÿæ¼ííûé ê Q êâàòåðíèîí Q̄ (îí âñåãäà áóäåò ïîìå÷àòüñÿ

÷åðòîé ñâåðõó):

Q̄ = Qµ σ̄µ = Q0 −Qσ. (8.16)

Ïðîèçâåäåíèå êâàòåðíèîíà íà åãî êâàòåðíèîííîå ñîïðÿæåíèå êîììóòè-

ðóåò è ïðîïîðöèîíàëüíî åäèíè÷íîé ìàòðèöå (êîòîðàÿ îïóñêàåòñÿ):

Q̄Q = QQ̄ = (Q0)2 −Q2 = detQ = |Q|2. (8.17)

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà (8.3) ñ åäèíè÷íûì

îïðåäåëèòåëåì:

S̄ S = S S̄ = I. (8.18)

Â îáùåì ñëó÷àå îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû îáîçíà÷àåòñÿ |Q|2 è íàçûâàåòñÿ

íîðìîé êâàòåðíèîíà. Îáðàòíîé ìàòðèöåé ê Q ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà Q̄/|Q|2
è

|AB|2 = |A|2 |B|2, (8.19)

÷òî ñëåäóåò èç ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëÿ ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö. Â ñèëó (8.13)

ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ñîïðÿæåíèÿ (⋖H68):

AB = B̄ Ā, A = A. (8.20)

Îòìåòèì òàêæå ñîîòíîøåíèÿ:

AB̄ + BĀ

2
= a0b0 − ab,

AB̄− BĀ

2
= (b0a− a0b− ı a× b)σ, (8.21)

êîòîðûå òàêæå ñëåäóþò èç ïðàâèëà ïðîèçâåäåíèÿ êâàòåðíèîíîâ (8.13).
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⊲∗ Êâàòåðíèîíû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáîáùåíèå êîìïëåêñíûõ

÷èñåë ñ ìíèìîé åäèíèöåé ı2 = −1. Ââåäåì �îáû÷íóþ åäèíèöó� 1 òðè 3

�êîìïëåêñíûå åäèíèöû� I1,I2,I3, íàçûâàåìûå áàçèñíûìè êâàòåðíèîíàìè

ñî ñâîéñòâàìè:

I21 = I22 = I23 = −1. (8.22)

Ïóñòü óìíîæåíèå 8 îáúåêòîâ: 1, I1, I2, I3, −1, −I1, −I2, −I3 îáëàäàåò
àññîöèàòèâíîñòüþ, à ðåçóëüòàò èõ ïðîèçâåäåíèÿ ñíîâà äà¼ò îäèí èç ýòèõ

îáúåêòîâ (àññîöèàòèâíàÿ çàìêíóòàÿ àëãåáðà). Íàéäåì ÷åìó ðàâíî I1 I2.

�åçóëüòàò íå ìîæåò áûòü ðàâåí ±I1, ±I2 èëè ±1. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü,
íàïðèìåð, I1 I2 = I1. Òîãäà, óìíîæàÿ ñëåâà îáå ÷àñòè íà I1, è ó÷èòûâàÿ

(8.22), ïîëó÷èì I2 = 1. Îäíàêî, I2 è 1 � ýòî ðàçëè÷íûå îáúåêòû. Ïîýòîìó
I1 I2 ìîæåò áûòü ðàâíî òîëüêî I3 èëè −I3. Âûáåðåì ïåðâûé âàðèàíò:

I1 I2 = I3.

Âîçâåä¼ì ýòî óðàâíåíèå â êâàäðàò:

I1 I2 I1 I2 = I23 = −1
è óìíîæèì íà I2 I1. Ïîëüçóÿñü àññîöèàòèâíîñòüþ è ñâîéñòâàìè (8.22),

ïîëó÷àåì I1 I2 = −I2 I1. Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâåäåíèå êâàòåðíèîíîâ àí-

òèñèììåòðè÷íî, ò.å ïðè èõ ïåðåñòàíîâêå ïîÿâëÿåòñÿ çíàê ìèíóñ. Ýòî

ñâîéñòâî ïîçâîëÿåò íàéòè ðåçóëüòàò ïðîèçâåäåíèÿ îñòàëüíûõ ïàð áàçèñ-

íûõ êâàòåðíèîíîâ:

I3 I1 = I1 I2 I1 = −I2 I1 I1 = I2.

Îòñþäà, âîçâîäÿ I2 â êâàäðàò, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî I3 è I1 òàêæå

àíòèêîììóòèðóþò, è çàòåì íàõîäèì I2 I3 è ò.ä.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïðîèçâåäåíèé:

I1 I2 = I3, I3 I1 = I2, I2 I3 = I1 (8.23)

è ñâîéñòâî àíòèñèììåòðè÷íîñòè ïðîèçâåäåíèé ïàð ðàçëè÷íûõ êâàòåðíè-

îíîâ:

Ii Ij = −Ij Ii, i 6= j. (8.24)

Ñèìâîëû Ëåâè-×åâèòû è Êðîíåêåðà ïîçâîëÿþò ñîîòíîøåíèÿ (8.22)-(8.24)

îáúåäèíèòü â îäíî:

Ii Ij = −δij + εijk Ik, (8.25)

ãäå ïî k ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå îò 1 äî 3. Åñëè èíäåêñû i è j îäè-
íàêîâû, ñèìâîë Ëåâè-×åâèòû ðàâåí íóëþ, à ñèìâîë Êðîíåêåðà åäèíèöå.

Ïîýòîìó, ïîëó÷àþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ äëÿ êâàäðàòîâ (8.22). Ïðè ðàçëè÷íûõ

èíäåêñàõ, ñèìâîë Êðîíåêåðà ðàâåí íóëþ è ïîëó÷àþòñÿ (8.23). Íàïðèìåð:

I1 I2 = ε12k Ik = ε123 I3 = I3. Àíòèñèììåòðè÷íîñòü ñèìâîëà Ëåâè-×åâèòû

ïðèâîäèò ê ñâîéñòâó (8.24).
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8.2 Êîâàðèàíòíûå îáîçíà÷åíèÿ

∗

⊲ Ó÷èòûâàÿ çíà÷åíèÿ ñëåäîâ 3-ìåðíûõ ìàòðèö Ïàóëè (8.10) íåñëîæíî

çàïèñàòü ñëåäû äëÿ êîâàðèàíòíûõ ìàòðèö:

1

2
Trσµ = δµ0,

1

2
Tr(σµσν) = δµν,

1

2
Tr(σµσ̄ν) = gµν. (8.26)

Äëÿ ýòèõ ìàòðèö òàêæå ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ (8.20), ïîýòîìó îñòàëü-

íûå ñëåäû ïîëó÷àþòñÿ êâàòåðíèîííûì ñîïðÿæåíèåì ýòèõ òîæäåñòâ.

Áóäåì ðàçëè÷àòü âûñîòó èíäåêñà ó �êîâàðèàíòíûõ� ìàòðèö Ïàóëè. Åãî

ïîäíÿòèå ïðîâîäèòñÿ òåíçîðîì gµν = diag(1,−1,−1,−1), ìåíÿÿ çíàê ó

âåêòîðíûõ êîìïîíåíò: σµ = gµνσν. Êîý��èöèåíòû â ðàçëîæåíèè êâàòåð-

íèîíà Q = Qµ σµ ïî ìàòðèöàì Ïàóëè ìîæíî íàéòè ïðè ïîìîùè ñëåäà:

Qµ =
1

2
Tr(Q σ̄µ). (8.27)

Äëÿ êîâàðèàíòíûõ ìàòðèö Ïàóëè ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå:

σµ σ̄ν + σν σ̄µ = σ̄µ σν + σ̄ν σµ = 2 gµν (8.28)

è ïðîèçâåäåíèå êâàòåðíèîíîâ AB̄ ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

AB̄ = aµbν σµσ̄ν = a · b + aµbν σµν, (8.29)

ãäå a · b = a0b0 − ab è âî âòîðîì ðàâåíñòâå ââåäåíû 16 ìàòðèö (µν �

íîìåðà ìàòðèö, à íå èõ êîìïîíåíòû):

σµν =
1

2
(σµσ̄ν − σνσ̄µ), σµσ̄ν = gµν + σµν. (8.30)

⊲ Ïðÿìûì ïåðåìíîæåíèåì òð¼õ ïðîèçâîëüíûõ êâàòåðíèîíîâ AB̄C è

îïóñêàíèåì èõ êîìïîíåíò, ìîæíî (⋖H69) ïîëó÷èòü:

σα σ̄β σγ = gαβ σγ − gαγ σβ + gβγ σα + ı εαβγµ σ
µ. (8.31)

Óìíîæàÿ (8.31) íà σ̄ν, áåðÿ ñëåä è ó÷èòûâàÿ (8.26), èìååì:

1

2
Tr(σα σ̄β σµ σ̄ν) = gαβ gµν − gαµ gβν + gαν gβµ + ı εαβµν . (8.32)

⊲ Ïîäñòàâèì (8.27) â Q = Qµσµ è âûïèøåì ÿâíî ìàòðè÷íûå èíäåêñû:

Qij =
1

2
Qlk (σ̄

µ)kl (σµ)ij

Âûáåðåì ìàòðèöó ó êîòîðîé îòëè÷íû îò íóëÿ âñå ýëåìåíòû êðîìå îäíîãî,

ðàâíîãî åäèíèöå. Ïóñòü ýòîò ýëåìåíò èìååò èíäåêñû i = i0 è j = j0, ãäå

i0, j0 � �èêñèðîâàííûå ÷èñëà. Òîãäà Qij = δii0δjj0 è, ñëåäîâàòåëüíî:

δii0 δjj0 =
1

2
(σµ)ij (σ̄

µ)j0i0. (8.33)

Ýòî òîæäåñòâî íàçûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì ïîëíîòû (ïî µ � ñóììà!).



ÊÂÀÒÅ�ÍÈÎÍÛ 215

⊲ Êâàòåðíèîííûå îáîçíà÷åíèÿ óäîáíû òàêæå äëÿ ðàáîòû ñ àíòèñèì-

ìåòðè÷íûìè 4-òåíçîðàìè. �àññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà êâàòåðíèîí

ìîìåíòà èìïóëüñà Lµν = xµpν−xνpµ. Ââåä¼ì êâàòåðíèîíû 4-êîîðäèíàòû

X = t+rσ è 4-èìïóëüñà P = E+pσ è îïðåäåëèì ñëåäóþùèé êâàòåðíèîí

ñ íóëåâîé ñêàëÿðíîé è êîìïëåêñíîé âåêòîðíîé ÷àñòüþ:

L =
1

2
(XP̄− PX̄) = Lµν σµν =

1

2
Lµν σµσ̄ν = (G− ıL)σ, (8.34)

ãäå ïðè ïîìîùè (8.21) ââåäåíû äâà 3-âåêòîðà (ñòð.V1:232):G = E r− tp
è L = r× p. Îíè ñëóæàò êîìïîíåíòàìè àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà:

G = {L10, L20, L30}, L = {L23, L31, L12}.

Èç òåíçîðà Lµν = (−G, L) ìîæíî ïîñòðîèòü äóàëüíûé ê íåìó àíòèñèì-

ìåòðè÷íûé òåíçîð (ñòð.V1:231) ñ êîìïîíåíòàìè

∗Lµν =
1

2
εµναβ Lαβ = (L, −G).

Íà ÿçûêå êâàòåðíèîíîâ îí ïîëó÷àåòñÿ ïðîñòûì óìíîæåíèåì L íà ìíè-

ìóþ åäèíèöó:

ıL = (L+ ıG)σ =
1

2
∗Lµνσµσ̄ν =

∗Lµν σµν. (8.35)

Ñâ¼ðòêà òåíçîðà Lµν = (G, L) è ïðîèçâîëüíîãî 4-âåêòîðàAν = {A0, −A}
äà¼ò 4-âåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè: {GA, A0G + L × A }. Ïåðåìíîæåíèåì
êâàòåðíèîíîâ, ïîëó÷àåì, ÷òî òàêèå æå êîìïîíåíòû èìååò êâàòåðíèîí:

1

2
(LA+ AL+) = Lµν Aν σµ. (8.36)

Íàéä¼ì êàê ïðåîáðàçóåòñÿ êâàòåðíèîí ìîìåíòà èìïóëüñà (è, ñëåäî-

âàòåëüíî, ëþáîé àíòèñèììåòðè÷íûé 4-òåíçîð) ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëî-

ðåíöà. Òàê êàê X è P êâàòåðíèîíû, ñâÿçàííûå ñ 4-âåêòîðàìè, èìååì:

X′ P̄′ = SXS+ SPS+ = SXS+ S̄+ P̄ S̄ = S (X P̄) S̄,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî (8.18) èëè S+ S̄+ = I. Àíàëîãè÷íî äëÿ P X̄. Ïîýòîìó:

L′ = SL S̄. (8.37)

Ýòîò çàêîí îòëè÷àåòñÿ îò çàêîíà ïðåîáðàçîâàíèÿ (8.3) è ñïðàâà ñòîèò íå

ýðìèòîâî, à êâàòåðíèîííî ñîïðÿæåííûé êâàòåðíèîí S (ñ ÷åðòîé). Íîð-

ìà L̄L = L2 −G2 + 2 ıLG ïî-ïðåæíåìó ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì (⋖H72),

äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè êîòîðîãî äàþò õîðîøî èçâåñòíûå èíâà-

ðèàíòû àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà.



216 �ËÀÂÀ 8.

8.3 Âðàùåíèÿ â 3-ïðîñòðàíñòâå

• Íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ ìàòðèöû ïîâîðîòà íà óãîë φ âîêðóã ïðî-

èçâîëüíî íàïðàâëåííîãî åäèíè÷íîãî âåêòîðà n. Ïóñòü ñ òåëîì, âðàùàþ-

ùèìñÿ âîêðóã îñè n (íèæå ïåðâûé ðèñóíîê) æ¼ñòêî ñâÿçàí íåêîòîðûé

âåêòîð r. Ïðè ïîâîðîòå íà óãîë φ îí ïåðåõîäèò â âåêòîð r′, ñêîëüçÿ ïî

ïåðåâ¼ðíóòîìó êîíóñó (âòîðîé ðèñóíîê):

Îáîçíà÷èì ïðîåêöèþ r íà îñíîâàíèå êîíóñà ÷åðåç ρ, à ïðîåêöèþ r′ ÷åðåç
ρ′. Èõ äëèíû îäèíàêîâû, è âåêòîð ρ, â ðåçóëüòàòå ïîâîðîòà íà óãîë φ,
ïåðåõîäèò â ρ′. Ââåä¼ì âåêòîð n × r, ëåæàùèé â îñíîâàíèè êîíóñà ïåð-

ïåíäèêóëÿðíî ρ (ñì. �âèä ñâåðõó� íà òðåòüåì ðèñóíêå). Åãî äëèíà ðàâíà

|n× r| = r sinα = |ρ| (âòîðîé ðèñóíîê), ïîýòîìó ρ′ ìîæíî ðàçëîæèòü ïî
äâóì ïåðïåíäèêóëÿðíûì âåêòîðàì, èìåþùèì îäèíàêîâóþ äëèíó:

ρ′ = ρ cosφ+ [n× r] sinφ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âåêòîðû r è r′ ìîæíî ðàçëîæèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

r = ρ+ n (nr), r′ = ρ′ + n (nr′), (8.38)

ãäå n(nr) íàïðàâëåí âäîëü n è ðàâåí âûñîòå êîíóñà. Â ðåçóëüòàòå, ó÷è-

òûâàÿ, ÷òî r′n = rn, ïîëó÷àåì:

r′ = ρ cosφ+ [n× r] sinφ+ n (n r). (8.39)

⊲ Ïðèíÿòî ðàçëè÷àòü ïàññèâíûå è àêòèâíûå ïîâîðîòû. Â ïåðâîì ñëó-

÷àå ñðàâíèâàþòñÿ êîîðäèíàòû îäíîé è òîé æå �èêñèðîâàííîé òî÷êè ïðî-

ñòðàíñòâà â äâóõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò (x, y, z) è (x′, y′, z′), ïîâ¼ðíóòûõ îò-
íîñèòåëüíî äðóã äðóãà íà óãîë φ. Ïðè àêòèâíûõ âðàùåíèÿõ ðàññìàòðèâà-

þòñÿ êîîðäèíàòû íåêîòîðîãî âåêòîðà, ïîñëå åãî ïîâîðîòà îòíîñèòåëüíî

îäíîé è òîé æå ñèñòåìû êîîðäèíàò:

Äëÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ âðàùåíèé, êàê è ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà, áóäåò

èñïîëüçîâàòüñÿ ïàññèâíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ.
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⊲ Ïîâîðîò òåëà íà óãîë φ îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîð-

äèíàò ýêâèâàëåíòåí ïîâîðîòó ñèñòåìû êîîðäèíàò ïðè íåïîäâèæíîì òåëå

íà óãîë �−φ�. Ïîýòîìó, äåëàÿ â (8.38) çàìåíó φ 7→ −φ è ìåíÿÿ ïîðÿ-

äîê âåêòîðîâ â âåêòîðíîì ïðîèçâåäåíèè, à òàêæå âûðàæàÿ ρ ÷åðåç r ïðè

ïîìîùè ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ (8.38), îêîí÷àòåëüíî, ïîëó÷àåì:

r′ = r cosφ+ n (nr) (1− cosφ)− [n× r] sinφ. (8.40)

Ïóñòü âåêòîð n íàïðàâëåí âäîëü îñè z. Òîãäà êîìïîíåíòû åäèíè÷íîãî

âåêòîðà èìåþò çíà÷åíèÿ n = {0, 0, 1}. Çàïèñûâàÿ r = {x, y, z} è àíàëî-

ãè÷íî ñî øòðèõàìè, èç (8.40) ïîëó÷àåì ïðåîáðàçîâàíèå (ñòð.V1:194) äëÿ

âðàùåíèÿ â ïëîñêîñòè (x, y):
{
x′ = x cosφ+ y sinφ,
y′ = y cosφ− x sinφ.

⊲ Íàïîìíèì, ÷òî ïðè îïèñàíèè âðàùåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ïðàâèëî ïðà-

âîãî âèíòà (øòîïîðà). Ýòîò âèíò âêðó÷èâàåòñÿ íà óãîë φ â íàïðàâëåíèè

îñè n è åãî ïîâîðîò ïîêàçûâàåò íàïðàâëåíèå âðàùåíèÿ ñèñòåìû êîîðäè-

íàò. �àçëè÷àþò ïðàâûå è ëåâûå ñèñòåìû êîîðäèíàò:

Â êíèãå èñïîëüçóåòñÿ ïðàâàÿ ñèñòåìà. Â ýòîé ñèñòåìå îñü z ïîëó÷àåòñÿ
ïðè ïîìîùè òîãî æå ïðàâîãî âèíòà, åñëè åãî ðóêîÿòêó ïîâîðà÷èâàòü îò

îñè x ê îñè y â íàïðàâëåíèè z. Â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ëåâàÿ ñèñòåìà

êîîðäèíàò ïîëó÷àåòñÿ èç ïðàâîé â ðåçóëüòàòå èíâåðñèè (îáðàùåíèè) îä-

íîé èëè òð¼õ îñåé. Ïîñëå òàêîé îïåðàöèè, íè êàêèì ïîâîðîòîì íåëüçÿ

ñîâìåñòèòü îñè ëåâîé è ïðàâîé ñèñòåì êîîðäèíàò.

⊲ Cîîòíîøåíèå (8.40) ìîæíî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîì âèäå äëÿ ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ (ïî j ñóììà)

x′i = Rij xj, r′ = Rr

ïðè ïîìîùè ñèìâîëà Êðîíåêåðà δij è òåíçîðà Ëåâè-×èâèòû:

Rij = δij cosφ+ ninj (1− cosφ) + εijk nk sinφ (8.41)

(ïî k � ñóììà è r = {x1, x2, x3}, n = {n1, n2, n3}). Ýòà ìàòðèöà â îáùåì
ñëó÷àå íå îáëàäàåò ñèììåòðèåé, íî ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé:

RRT = 1,

÷òî ñëåäóåò èç èíâàðèàíòíîñòè äëèíû ðàäèóñ-âåêòîðà r′2 = r2.
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• Ïðèìåíèì òåïåðü äëÿ îïèñàíèÿ âðàùåíèÿ äåêàðòîâîé ñèñòåìû êî-

îðäèíàò êâàòåðíèîíû. Ïóñòü ñíîâà ïîâîðîò îñóùåñòâëÿåòñÿ âîêðóã åäè-

íè÷íîãî âåêòîðà n íà óãîë φ. Îïðåäåëèì ñëåäóþùèé êâàòåðíèîí:

R = cos

(
φ

2

)

+ ı sin

(
φ

2

)

nσ = exp
{

ı
φ

2
nσ
}

. (8.42)

Âòîðîå ðàâåíñòâî ïîëó÷àåòñÿ ðàçëîæåíèåì ýêñïîíåíòû â ðÿä Òåéëîðà. Èç

òîæäåñòâà (8.8) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ åäèíè÷íîãî âåêòîðà (nσ)2 = I, ïîýòîìó

(nσ)3 = nσ è ò.ä:

exp
{

ı
φ

2
nσ
}

= 1 + ı
φ

2
nσ − 1

2!

(φ

2

)2

− ı

3!

(φ

2

)3

nσ +
1

4!

(φ

2

)4

+ ...

Ó÷èòûâàÿ ðàçëîæåíèÿ äëÿ sin è cos, ïîëó÷àåì (8.42). Êâàòåðíèîí R èìå-

åò äåéñòâèòåëüíóþ ñêàëÿðíóþ ÷àñòü è ÷èñòî ìíèìóþ âåêòîðíóþ, ïîýòî-

ìó R̄ = R+
. Íîðìà (îïðåäåëèòåëü) ýòîãî êâàòåðíèîíà ðàâíà åäèíèöå

(8.18). Êðîìå ýòîãî îí óíèòàðåí:

RR+ = R+R = I. (8.43)

Ïðè ïîìîùè êîìïîíåíò ðàäèóñ âåêòîðà r = {x, y, z} è âðåìåíè t îïðåäå-
ëèì êâàòåðíèîí 4-êîîðäèíàò è íàéä¼ì ðåçóëüòàò åãî ïðåîáðàçîâàíèÿ:

X = t+ rσ, X′ = RXR+. (8.44)

Ïóñòü c = cos(φ/2), s = sin(φ/2). Ïðîèçâåäåíèå RXR+
âû÷èñëèì ïðè

ïîìîùè (8.14), ïåðåñòàâèâ ìåñòàìè êâàòåðíèîíû R è X, ó÷òÿ ñâîéñòâî

óíèòàðíîñòè (8.43):

X′ = (XR+ 2 ı2s [n× r]σ)R+ = X− 2 s [n× r]σ (c− ı snσ).

Ïåðåìíîæèì ñêîáêè ïðè ïîìîùè (8.8):

X′ = X− 2 sc [n× r]σ − 2 s2 [[n× r]× n]σ

è, ðàñêðûâ äâîéíîå âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå [n × r] × n = r − n(nr),
îêîí÷àòåëüíî, ïîëó÷èì:

t′ + r′σ = t+
(
(1− 2s2) r+ 2 s2 n(nr)− 2 sc [n× r]

)
σ.

Ñêàëÿðíàÿ ÷àñòü êâàòåðíèîíà X íå ìåíÿåòñÿ: t′ = t. Ýòî ïðîèñõîäèò áëà-

ãîäàðÿ óíèòàðíîñòè ìàòðèöû R, òàê êàê ñêàëÿðíàÿ ÷àñòü ïðåîáðàçîâàí-

íîãî âåêòîðà ïðîïîðöèîíàëüíà Tr(RXR+) = Tr(XR+R) = Tr(X). Èç-
ìåíåíèå âåêòîðíîé ÷àñòè (ïîñëå ïðèìåíåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ òîæ-

äåñòâ) ñîîòâåòñòâóåò ïîâîðîòó ñèñòåìû êîîðäèíàò (8.40).
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⊲ Çàïèøåì ÿâíûé âèä êâàòåðíèîíà ïîâîðîòîâ R:

R =

(
cφ/2 + ınz sφ/2 ı(nx − ıny) sφ/2
ı(nx + ıny) sφ/2 cφ/2 − ınz sφ/2

)

,

ãäå sφ/2 = sin(φ/2) è cφ/2 = cos(φ/2). Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì íåñëîæíî

ïðîâåðèòü, ÷òî îïðåäåëèòåëü ýòîé ìàòðèöû ðàâåí (ìíîæåñòâî ìàòðèö R

ïðèíàäëåæèò ê ãðóïïå SU(2) � ñïåöèàëüíûõ óíèòàðíûõ ìàòðèö 2 × 2,
ñòð. ??).

Ñòîèò ñðàâíèòü ïðåîáðàçîâàíèå X′ = RXR+
ñ ïðåîáðàçîâàíèåì (8.41),

çàïèñàííîì â ÿâíîì ìàòðè÷íîì âèäå:

R =





cφ + n2x(1− cφ) nxny(1− cφ) + nzsφ nxnz(1− cφ)− nysφ
nynx(1− cφ)− nzsφ cφ + n2y(1− cφ) nynz(1− cφ) + nxsφ
nznx(1− cφ) + nysφ nzny(1− cφ)− nxsφ cφ + n2z(1− cφ)



 ,

ãäå sφ = sinφ è cφ = cosφ. Ìàòðèöà âðàùåíèÿ 3× 3 âûãëÿäèò áîëåå ãðî-

ìîçäêîé, îäíàêî, ïðè ïðåîáðàçîâàíèè âåêòîðà òðåáóåòñÿ òîëüêî óìíîæå-

íèå ìàòðèöû íà ñòîëáåö. Êâàòåðíèîííûå ìàòðèöû âðàùåíèÿ 2×2 ïðîùå,
íî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðåîáðàçîâàííîãî êâàòåðíèîíà íåîáõîäèìî âûïîëíèòü

äâà ìàòðè÷íûõ óìíîæåíèÿ. Îòìåòèì òàêæå ðàçíèöó â àðãóìåíòàõ òðè-

ãîíîìåòðè÷åñêèõ �óíêöèé îáîèõ ìàòðèö. Åñëè â R îíè çàâèñÿò îò óãëà

ïîâîðîòà φ, òî â êâàòåðíèîíå R ñòîèò ïîëîâèííûé óãîë φ/2.

⊲ Ïðåèìóùåñòâà êâàòåðíèîííîé òåõíèêè ïðîÿâëÿþòñÿ ïðè ðàññìîòðå-

íèè êîìïîçèöèè ïðåîáðàçîâàíèé (8.4), ñòð. 210. Ïóñòü êâàòåðíèîíû ðàâ-

íû R2 = c2 + ı s2 n2σ è R1 = c1 + ı s1 n1σ, ãäå ci = cos(φi/2) è ò.ä. Èõ

ïðîèçâåäåíèå ñíîâà ÿâëÿåòñÿ ïîâîðîòîì ñ êâàòåðíèîíîì:

R = R2R1 = c1c2 − s1s2 (n1n2) + ı (s1c2 n1 + c1s2 n2 + s1s2 [n1 × n2])σ.

Çàïèñûâàÿ ðåçóëüòàò êàê R = cos(φ/2) + ı sin(φ/2)nσ, íåñëîæíî âû-

ðàçèòü èòîãîâûé óãîë ïîâîðîòà φ è îñü n ÷åðåç óãëû è îñè èñõîäíûõ

ïîâîðîòîâ. Â ÷àñòíîñòè:

cos
φ

2
= cos

φ1 + φ2
2

+ (1− n1n2) sin
φ1
2

sin
φ2
2
. (8.45)

Ñòîèò ïîëó÷èòü ýòî ñîîòíîøåíèå íåïîñðåäñòâåííî èç (8.40), ÷òîáû â ïîë-

íîé ìåðå îùóòèòü ïðåèìóùåñòâî êâàòåðíèîíîâ ïåðåä ìàòðèöàìè 3 × 3

ïðè âûïîëíåíèè êîìïîçèöèè ïðåîáðàçîâàíèé. Èç (8.45) ñëåäóåò, ÷òî óãëû

ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïîâîðîòîâ ñêëàäûâàþòñÿ òîëüêî, åñëè îñè ýòèõ ïîâî-

ðîòîâ ïàðàëëåëüíû: n1n2 = 1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîâîðîòîâ âàæíà, è

â îáùåì ñëó÷àå R1R2 6= R2R1.
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8.4 Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà

⊲ Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê ïðåîáðàçîâàíèÿì Ëîðåíöà. Èñïîëüçóÿ ãèïåðáî-

ëè÷åñêèå êîñèíóñ, ñèíóñ è åäèíè÷íûé âåêòîð m2 = 1, îïðåäåëèì êâàòåð-

íèîí ëîðåíöåâñêîãî áóñòà (ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà áåç âðàùåíèÿ):

L = ch
(α

2

)

− sh
(α

2

)

mσ = exp
{

− α

2
mσ

}

. (8.46)

Ïðåäñòàâëåíèå ýêñïîíåíòû ïðè ïîìîùè ãèïåðáîëè÷åñêèõ �óíêöèé ïðî-

âåðÿåòñÿ òàêæå êàê è äëÿ 3-âðàùåíèÿ (8.42). Êâàòåðíèîí áóñòà L, àíà-

ëîãè÷íî êâàòåðíèîíó ïîâîðîòîâ R, èìååò åäèíè÷íóþ íîðìó, òàê êàê

LL̄ = (c− smσ) (c+ smσ) = (c2 − s2) = 1

(ñåé÷àñ c = ch(α/2) è àíàëîãè÷íî s). Îòñóòñòâèå ìíèìîé åäèíèöû â

âåêòîðíîé ÷àñòè ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ìàòðèöà L íåóíèòàðíà:

LL+ = L2 = (c− smσ)2 = (c2 + s2)− 2 scmσ = ch(α)− sh(α)mσ 6= I.

Çàïèøåì ïðåîáðàçîâàíèå X′ = LXL+
äëÿ X = t+ rσ:

t′ + r′σ = (c− smσ) (t+ rσ) (c− smσ).

Ïåðåìíîæàÿ ñ ñîõðàíåíèåì ïîðÿäêà ñîìíîæèòåëåé (ìàòðèöû!) è ïîëüçó-

ÿñü òîæäåñòâîì (8.8), ïîëó÷àåì:

X′ = (c2 + s2) t− 2 sc (rm) + c2 rσ − 2 sc tmσ + s2(mσ)(rσ)(mσ).

Åù¼ ðàç äâàæäû ïðèìåíÿÿ (8.8) è ðàñêðûâàÿ äâîéíîå âåêòîðíîå ïðîèç-

âåäåíèå, ïîëó÷àåì: (mσ)(rσ)(mσ) = 2 (mr)(mσ)− rσ, ïîýòîìó:

t′+ r′σ = (c2+ s2) t− 2 sc (mr) + (c2− s2) rσ− 2cstmσ+2 s2 (mr)(mσ).

Ïðèðàâíèâàÿ ñêàëÿðíûå è âåêòîðíûå ÷àñòè è ó÷èòûâàÿ ãèïåðáîëè÷åñêèå

òîæäåñòâà äâîéíîãî óãëà (ñòð.V1:322), ïðèõîäèì ê ïðåîáðàçîâàíèÿì Ëî-

ðåíöà:

t′ = t chα− (mr) shα, r′ = r− tm shα + (chα− 1) (mr)m. (8.47)

Ïðåîáðàçîâàíèÿ (4.3), ñòð. 92 ïîëó÷àþòñÿ ïîñëå ïåðåîáîçíà÷åíèé:

m =
v

v
, chα = γ, m shα = v γ, v = thα, (8.48)

ãäå, êàê îáû÷íî, γ = 1/
√
1− v2, è α íàçûâàåòñÿ áûñòðîòîé:

α = ath v =
1

2
ln

1 + v

1− v . (8.49)

Íóëåâàÿ ñêîðîñòü v = 0 ñîîòâåòñòâóåò íóëåâîé áûñòðîòå, à åäèíè÷íàÿ

(ñêîðîñòü ñâåòà) èìååò áåñêîíå÷íóþ áûñòðîòó.
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⊲ �àññìîòðèì äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ëîðåíöåâñêèõ áóñòà L2 L1 (ñíà-

÷àëà L1, çàòåì L2), ãäå L2 = c2 − s2m2σ è L1 = c1 − s1m1σ:

S = L2L1 = c1c2 + (m1m2) s1s2− (m1 s1c2 +m2 c1s2 + ı [m1×m2] s1s2)σ

(êàê îáû÷íî c1 = ch(α1/2), è ò.ä). Âåêòîðíàÿ ÷àñòü S, ïðè m1 ×m2 6= 0
íå ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíîé. Ïîýòîìó ýòî íå ëîðåíöåâñêèé áóñò (8.46).

Òåì íå ìåíåå, åãî ìîæíî ðàçëîæèòü íà êîìïîçèöèþ áóñòà (8.46) è ïðî-

ñòðàíñòâåííîãî âðàùåíèÿ (8.42), íàïðèìåð, òàêèì îáðàçîì (ñíà÷àëà áóñò,

çàòåì ïîâîðîò):

L2 L1 = RL. (8.50)

Íàéäåì ïðîèçâåäåíèå âðàùåíèÿ R = cφ+ ı sφ nσ è áóñòà L = cα−sαmσ,

ãäå cα = ch(α/2), cφ = cos(φ/2):

S = RL = cαcφ− ınm sαsφ + (ın cαsφ−msαcφ− [m×n] sαsφ)σ. (8.51)

Ýòîò êâàòåðíèîí ñîâïàä¼ò ñ L2L1 (èìåþùåãî äåéñòâèòåëüíóþ ñêàëÿðíóþ

÷àñòü), åñëè èòîãîâàÿ ñêîðîñòü è îñü âðàùåíèÿ áóäóò ïåðïåíäèêóëÿðíû

äðóã äðóãó (nm = 0). Êðîìå ýòîãî äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèÿ:

cαcφ = c1c2 + (m1m2) s1s2, n cαsφ = −[m1 ×m2] s1s2,

m sαcφ + [m× n] sαsφ = m1 s1c2 +m2 c1s2.
(8.52)

Òåïåðü íåñëîæíî ïîëó÷èòü ñâÿçü ìåæäó ïàðàìåòðàìè èñõîäíûõ áóñòîâ

è ýêâèâàëåíòíîãî èì áóñòà è ïîâîðîòà. Äëÿ ýòîãî ââåä¼ì m shα = vγ, è
àíàëîãè÷íî ñ èíäåêñàìè äëÿ v1 è v2. Òàê êàê âåêòîðû n è m åäèíè÷íûå

è ïåðïåíäèêóëÿðíûå, òî m × n òàêæå ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì âåêòîðîì.

Âîçâîäÿ â êâàäðàò òðåòüå ñîîòíîøåíèå (8.52), ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ

γ. Åñëè óìíîæèòü òðåòüå ñîîòíîøåíèå âåêòîðíî íà n, è ñ åãî æå ïîìîùüþ
èñêëþ÷èòü m×n, òî ïîëó÷èòñÿ âûðàæåíèå äëÿ âåêòîðà m. Â ðåçóëüòàòå

ïàðàìåòðû ñóììàðíîãî áóñòà L ðàâíû (⋖H73):

γ = γ1γ2 (1 + v1v2), v
γ

γ2
= v2 + v1γ1 + v1(v1v2)

γ1 − 1

v21
. (8.53)

Èç âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ (8.52) ñëåäóåò, ÷òî ïðè sφ > 0 åäèíè÷íûé âåêòîð

âäîëü îñè âðàùåíèÿ ðàâåí n = −[v1× v2]/|v1× v2|. Ïåðåìíîæàÿ ïåðâîå
è âòîðîå ñîîòíîøåíèÿ (8.52), ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ óãëà (⋖H74):

n sinφ = −[v1 × v2]
γ1γ2 (1 + γ + γ1 + γ2)

(1 + γ)(1 + γ1)(1 + γ2)
. (8.54)

Óãîë ïîâîðîòà φ íàçûâàåòñÿ óãëîì Âèãíåðà, à �îðìóëó äëÿ íåãî â òàêîì

âèäå ïîëó÷èë Ñòàïï â 1956 ã. [46℄. Çàìåòèì, ÷òî âñåãäà φ < π/2.
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⊲ Ïðîèçâåäåíèå äâóõ áóñòîâ ìîæíî òàêæå ðàçëîæèòü è â îáðàòíóþ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ñíà÷àëà âûïîëíÿåòñÿ ïîâîðîò ñèñòåìû êîîðäèíàò,

çàòåì ïðîèñõîäèò ïåðåõîä â íîâóþ ñèñòåìó îòñ÷¼òà � áóñò):

L2 L1 = LR. (8.55)

Âûðàæåíèå äëÿ óãëà ïîâîðîòà φ è îñè âðàùåíèÿ n (8.54) â ýòîì ñëó÷àå íå

èçìåíÿòñÿ. Íå ïîìåíÿåòñÿ òàêæå ìîäóëü ñêîðîñòè èòîãîâîãî áóñòà L (èëè

ëîðåíöåâñêèé �àêòîð γ). Îäíàêî â âûðàæåíèè äëÿ âåêòîðà ñêîðîñòè

ïðîèçîéä¼ò ïåðåñòàíîâêà èíäåêñîâ 1 è 2 (⋖H75):

v
γ

γ1
= v1 + v2 γ2 + v2 (v2v1)

γ2 − 1

v22
. (8.56)

Ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóñòà è ïîâîðîòà âàæíà, è â îáùåì ñëó÷àå:

LR 6= RL, (8.57)

òàê êàê ïàðàìåòðû L ñëåâà è ñïðàâà äîëæíû áûòü ðàçëè÷íûìè. Ýòî

ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿ îòðàæåíèåì íåàáåëåâîñòè ãðóïïû Ëîðåíöà (ñòð. ??).

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ïðè ïåðåìíîæåíèè êâàòåðíèîíîâ âðàùåíèÿ

R = exp(ı φnσ/2) è áóñòà L = exp(−αmσ/2) íåëüçÿ ñêëàäûâàòü ïîêà-

çàòåëè ýêñïîíåíò (ìàòðèöû nσ è mσ â îáùåì ñëó÷àå íå êîììóòèðóþò).

⊲ Ëþáîé êâàòåðíèîí S = S0 + Sσ ñ åäèíè÷íîé íîðìîé (SS̄ = S̄S =

I) è êîìïëåêñíûìè êîý��èöèåíòàìè âñåãäà ìîæíî ðàçëîæèòü íà áóñò

è âðàùåíèå (ñ âîîáùå ãîâîðÿ íåîðòîãîíàëüíûìè îñÿìè nm 6= 0). Äëÿ
ýòîãî íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ (8.51):

S0 = cαcφ − ınm sαsφ, S = ın cαsφ −m sαcφ − [m× n] sαsφ

è âûðàçèòü åäèíè÷íûå âåêòîðû n, m è ïàðàìåòðû φ, α ÷åðåç äåéñòâè-

òåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè êâàòåðíèîíà S:

n
sφ
cφ

=
SI

S0R
, cα =

S0R

cφ
, m sα = [SR × n] sφ − SR cφ − nS0I sφ,

ãäå SR, SI � äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè âåêòîðà S, è ò.ä.

⊲Ïðè ïîìîùè ïðîèçâîëüíîãî êâàòåðíèîíà ñ åäèíè÷íîé íîðìîé ìîæíî

ïðåäñòàâèòü êâàòåðíèîí ëîðåíöåâñêîãî áóñòà â âèäå:

L =
K+K+

|I +KK̄+| , KK̄ = I.

Åãî ýðìèòîâîñòü î÷åâèäíà, à åäèíè÷íîñòü íîðìû L L̄ = I ïðîâåðÿåòñÿ

ïðÿìûì ïåðåìíîæåíèåì (⋖H76). Çàïèñàâ K = RL íåñëîæíî íàéòè êâà-

òåðíèîí R = K L̄ (⋖H77). Îäíàêî ýòî íå êâàòåðíèîí âðàùåíèÿ, ò.ê. åãî

âåêòîðíàÿ ÷àñòü, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ìíèìîé.
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⊲∗ Íàéä¼ì ñâÿçü ìàòðèöû 2×2 ïðåîáðàçîâàíèÿ (8.3) ñ ìàòðèöåé 4×4
�îáû÷íûõ� ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà äëÿ 4-âåêòîðîâ:

A′µ = Λµ
ν A

ν , Aβ = A′µΛ β
µ .

Ñâ¼ðòêà äâóõ ëîðåíöåâñêèõ ìàòðèö ïî ïåðâûì èëè ïî âòîðûì èíäåêñàì

ðàâíà ìåòðè÷åñêîìó òåíçîðó (ñâîéñòâî îðòîãîíàëüíîñòè, ñòð.V1):209):

gµν Λ
µ
αΛ

ν
β = gαβ, gαβ Λµ

α Λ
ν
β = gµν . (8.58)

Èç çàêîíà ïðåîáðàçîâàíèÿ êâàòåðíèîíà (8.3), ñâÿçàííîãî ñ êîìïîíåí-

òàìè 4-âåêòîðà (8.1) ñëåäóåò:

A′ = SAS+ => A′νσν = Λν
µA

µ σν = SAµσµ S
+.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè êîìïîíåíò 4-âåêòîðà, ïîëó÷àåì ñâÿçü êâàòåðíè-

îííîé ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèÿ S è ëîðåíöåâñêîé ìàòðèöû:

Sσµ S
+ = σν Λ

ν
µ. (8.59)

Ñâåðí¼ì ýòî âûðàæåíèå ñ Λ µ
α è óìíîæèì ñëåâà íà S̄, à ñïðàâà íà S̄+:

S̄ SΛ µ
α σµ S

+S̄+ = S̄ σν S̄
+ Λν

µΛ
µ

α .

Ó÷èòûâàÿ åäèíè÷íîñòü îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû S, ò.å. S̄S = I, ñì. (8.17)

è îðòîãîíàëüíîñòü (8.58), ïîëó÷àåì ñâÿçü ìàòðèö â åù¼ îäíîì âèäå:

S̄σα S̄
+ = Λ µ

α σµ. (8.60)

⊲∗ Çàïèøåì ÿâíóþ çàâèñèìîñòü ìàòðèöû Λα
β îò ïàðàìåòðîâ sν êâà-

òåðíèîíà ïðåîáðàçîâàíèé S = sνσµ. Äëÿ ýòîãî âîçüì¼ì êâàòåðíèîííîå

ñîïðÿæåíèå (8.60) è ó÷ò¼ì ýðìèòîâîñòü ìàòðèö σµ:

Λ µ
α σ̄µ = S+ σ̄α S = s∗µsν σµσ̄ασν.

Óìíîæèì ýòî ñîîòíîøåíèå ñïðàâà íà σ̄β è âîçüì¼ì ñëåä îò ëåâîé è ïðàâîé
÷àñòåé ðàâåíñòâà:

Λ µ
α Tr(σ̄µσ̄β) = s∗µsν Tr(σµσ̄ασνσ̄β).

Âîñïîëüçîâàâøèñü çíà÷åíèåì ñëåäîâ (8.26), (8.32), îêîí÷àòåëüíî èìååì:

Λ β
α = s∗αsβ + s∗βsα − gαβ s∗µsµ + ı εαβµν s

µs∗ν. (8.61)

Òàê êàê ñëåä ìàòðèö σ̄µσ̄β ïðîïîðöèîíàëåí δµβ, à íå gµβ ýòî ñîîòíîøåíèå
èìååò íå âïîëíå êîâàðèàíòíûé âèä. Îäíàêî åãî çíà÷åíèÿ äëÿ êîíêðåò-

íûõ èíäåêñîâ ÿâëÿåòñÿ âåðíûì. Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ (⋖H71) ïðåäëà-

ãàåòñÿ âûïèñàòü â ÿâíîì âèäå êîý��èöèåíòû Λβ
α è âûÿñíèòü, êîãäà îíè

ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè: Λβ
α = Λα

β.
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8.5 Êâàòåðíèîííàÿ ýëåêòðîäèíàìèêà

Óðàâíåíèÿ ýëåêòðîäèíàìèêè â îðèãèíàëüíûõ ðàáîòàõ Äæåéìñà Êëåð-

êà Ìàêñâåëëà èìåëè äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêèé âíåøíèé âèä, òàê êàê çàïè-

ñûâàëèñü â íå âåêòîðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ. Âìåñòî çíà÷êîâ äèâåðãåíöèè è

ðîòîðà èñïîëüçîâàëèñü ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå è êàæäîå óðàâíåíèå âûïè-

ñûâàëîñü ïîêîìïîíåíòíî. Áëàãîäàðÿ Îëèâåðó Õåâèñàéäó ýòè óðàâíåíèÿ

ïðèîáðåëè ñóùåñòâåííî áîëåå êîìïàêòíûé è ïðèâû÷íûé íàì âèä, ñîêðà-

òèâøèñü ñ âîñüìè óðàâíåíèé äî ÷åòûðåõ. Ïîñëå ïîÿâëåíèÿ òåîðèè îò-

íîñèòåëüíîñòè, �åðìàí Ìèíêîâñêèé ïðèäóìàë êàê çàïèñàòü óðàâíåíèÿ

ýëåêòðîäèíàìèêè â åù¼ áîëåå êîìïàêòíîé �îðìå, óìåíüøèâ èõ êîëè-

÷åñòâî ñ ÷åòûðåõ äî äâóõ. Êâàòåðíèîíû äàþò íàì çàìå÷àòåëüíóþ âîç-

ìîæíîñòü ñâåñòè âñå óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà òîëüêî ê îäíîìó ìàòðè÷íîìó

óðàâíåíèþ:

D̄ F = 4π J̄. (8.62)

�àçáåðåìñÿ ñ âõîäÿùèìè â íåãî âåëè÷èíàìè. Êâàòåðíèîí òîêà J è ïðî-

èçâîäíîé D îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

J = ρ+ jσ, D = ∂0 − σ∇. (8.63)

Îáðàòèì âíèìàíèå íà ðàçëè÷èå çíàêîâ â âåêòîðíîé ÷àñòè äëÿ J è D.

Òàê êàê ñ ëþáûì 4-âåêòîðîì Aν = {A0, A} ìû ñâÿçûâàåì êâàòåðíèîí

A = A0+Aσ, à ïðîñòðàíñòâåííûå êîìïîíåíòû 4-âåêòîðà ∂ν = {∂0, −∇}
ñîäåðæàò çíàê ìèíóñ, îí ïîÿâëÿåòñÿ è â âåêòîðíîé ÷àñòè êâàòåðíèîíà D.

Òðåòüÿ âåëè÷èíà, âõîäÿùàÿ â óðàâíåíèå (8.62) ÿâëÿåòñÿ êâàòåðíèîíîì

íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ:

F = (E+ ıB)σ =
1

2
F µν σµσ̄ν = F µν σµν. (8.64)

ãäå E � ýëåêòðè÷åñêîå è B � ìàãíèòíîå ïîëÿ. Ýòî êâàòåðíèîí ñîîòâåò-

ñòâóåò àíòèñèììåòðè÷íîìó òåíçîðó F µν
.

Ëþáîå ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå A0 + Aσ = 0 ýêâèâàëåíòíî A0 = 0 è

A = 0. Äåéñòâèòåëüíî, áåðÿ ñëåä óðàâíåíèÿ è ó÷èòûâàÿ, ÷òî Trσ = 0,
ïîëó÷àåìA0 = 0. Óìíîæàÿ óðàâíåíèå íà σi è áåðÿ ñëåä, ïîëó÷àåìA

i = 0.

Ïîýòîìó ïåðåìíîæàÿ êâàòåðíèîíû óðàâíåíèÿ (8.62) è ïðèðàâíèâàÿ íóëþ

ñêàëÿðíóþ è âåêòîðíûå ÷àñòè, ïîëó÷àåì

∇(E+ ıB) = 4π ρ, ∂0(E+ ıB) +∇× (ıE−B) = −4π j.

Äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè ýòèõ óðàâíåíèé ïðèâîäÿò ê ÷åòûðåì

óðàâíåíèÿì Ìàêñâåëëà.
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⊲ Èç óðàâíåíèÿ ïîëÿ (8.62) ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå:

4π Tr(D J̄) = Tr(D D̄F) = ∂2Tr(F) = 0,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî ñëåä ìàòðèö Ïàóëè ðàâåí íóëþ. Ïîýòîìó óðàâíåíèå íåïðå-

ðûâíîñòè äëÿ òîêà â êâàòåðíèîííûõ îáîçíà÷åíèÿõ èìååò âèä:

1

2
Tr(D J̄) =

∂ρ

∂t
+∇j = 0. (8.65)

Ïåðâîå ðàâåíñòâî ïîëó÷àåòñÿ (⋖H78) â ðåçóëüòàòå ïåðåìíîæåíèÿ (8.63),

ñ ïîñëåäóþùèì âçÿòèåì ñëåäà (ñëåä åäèíè÷íîé ìàòðèöû 2× 2 ðàâåí 2).

⊲ Ñêàëÿðíûé ϕ è âåêòîðíûé A ïîòåíöèàëû îïðåäåëÿþò êîìïîíåíòû

êâàòåðíèîíà ïîòåíöèàëà: A = ϕ + Aσ. Êâàòåðíèîí íàïðÿæåííîñòè

ìîæíî ñâÿçàòü ñ êâàòåðíèîíîì ïîòåíöèàëà ñëåäóþùèì îáðàçîì (⋖H79):

F =
1

2
(D Ā− D Ā) =

1

2
(D Ā− A

←
D̄), (8.66)

ãäå ñòðåëêà îçíà÷àåò, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ äåéñòâóåò ñïðàâà íàëåâî. Êàëèá-

ðîâî÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå íå ìåíÿåò òåíçîðà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ:

A 7→ A′ = A+ DΛ, F 7→ F′ = F+
1

2
(D D̄− D D̄)Λ = F,

ãäå Λ ñêàëÿðíàÿ �óíêöèÿ êîîðäèíàò. Òàê êàê D Ā+A
←
D̄ = 2 ∂·A (⋖H79), â

êàëèáðîâêå Ëîðåíöà ∂ ·A = 0 (ñòð.V1:??) ñâÿçü ïîòåíöèàëîâ è íàïðÿæåí-

íîñòåé óïðîùàåòñÿ: F = DĀ. Â ýòîì ñëó÷àå, â ñèëó óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà

(8.62), êâàòåðíèîííûé ïîòåíöèàë óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ:

∂2Ā = 4π J̄

èëè àíàëîãè÷íîìó áåç ÷åðòî÷åê ñîïðÿæåíèÿ.

⊲ Îïðåäåëåíèå êâàòåðíèîíà íàïðÿæåííîñòåé F ÷åðåç êâàòåðíèîí ïî-

òåíöèàëîâ A ïðèâîäèò ê âûïîëíåíèþ ñëåäóþùåãî óðàâíåíèÿ (⋖H80):

DF+ = F
←
D, (8.67)

êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî (⋖H81) êîâàðèàíòíîìó óðàâíåíèþ Ìàêñâåëëà áåç

òîêîâ. Çàïèøåì åùå îäíî óðàâíåíèå äëÿ êâàòåðíèîíà íàïðÿæåííîñòåé:

F
←
D = −4π J, (8.68)

êîòîðîå äà¼ò åù¼ äâà óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà ñ òîêàìè.

Òàêèì îáðàçîì, êâàòåðíèîííûå óðàâíåíèÿ ýëåêòðîäèíàìèêè ñîñòîÿò

èëè èç äâóõ óðàâíåíèé (8.67) è (8.68), èëè îäíîãî, ýêâèâàëåíòíîãî èì

óðàâíåíèÿ (8.62).
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8.6 Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

• Ïåðåéäåì òåïåðü ê óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ. Â òåíçîðíûõ îáîçíà÷å-

íèÿõ ñèëà Ëîðåíöà, äåéñòâóþùàÿ íà çàðÿä q ñ ìàññîé m, ïðèâîäèò ê

èçìåíåíèþ èìïóëüñà (èëè ñêîðîñòè) ÷àñòèöû (ñòð. 101):

m
dUα

ds
= q F αβ Uβ, (8.69)

ãäå êîìïîíåíòû 4-âåêòîðà ñêîðîñòè Uα = {U 0, U} ñâÿçàíû ñ 3-ñêîðîñòüþ

ïðè ïîìîùè ñòàíäàðòíûõ ñîîòíîøåíèé U0 = γ = 1/
√
1− u2

è U = γu.

Íàïîìíèì, ÷òî âåêòîð U îáîçíà÷àåò ïðîñòðàíñòâåííûå êîìïîíåíòû 4-

âåêòîðà, òîãäà êàê îáû÷íàÿ ñêîðîñòü dr/dt îáîçíà÷àåòñÿ âåêòîðîì u.

Òåíçîð íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ F αβ
ñ÷èòàåòñÿ çàäàí-

íûì, à çàðÿä �ïðîáíûì�, â òîì ñìûñëå, ÷òî åãî ñîáñòâåííîå ïîëå íå èñ-

êàæàåò F αβ
(ò.å. ìû íå ó÷èòûâàåì ý��åêòû ñàìîäåéñòâèÿ, ñòð. 166).

Ïðè ïîìîùè êâàòåðíèîíà òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè X = t + rσ

îïðåäåëèì êâàòåðíèîí ñêîðîñòè ñ åäèíè÷íîé íîðìîé:

U =
dX

ds
= U0 +Uσ, Ū U = U Ū = I.

Èíòåðâàë ds (îí æå ñîáñòâåííîå âðåìÿ çàðÿäà) ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì

ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà, ïîýòîìó ïðîèçâîäíàÿ ïî íåìó íå íàðóøàåò êî-

âàðèàíòíîñòè êâàòåðíèîííûõ óðàâíåíèé. Êâàòåðíèîí ñêîðîñòè ýðìèòîâ

(U+ = U), òàê êàê äåéñòâèòåëüíû åãî êîìïîíåíòû. Ïîýòîìó, ñèëà Ëîðåí-

öà, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ ïðîèçâåäåíèþ ñêîðîñòè è íàïðÿæåííîñòè, òàêæå

äîëæíà áûòü òàêæå ýðìèòîâà. Â òîæå âðåìÿ êâàòåðíèîí F íå ÿâëÿåò-

ñÿ ýðìèòîâûì: F+ = (E − ıB)σ. ×òîáû ïðàâàÿ ÷àñòü áûëà ýðìèòîâîé

ê ïðîèçâåäåíèþ FU íåîáõîäèìî äîáàâèòü åãî ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå. Â

ðåçóëüòàòå êâàòåðíèîííûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèå èìåþò âèä:

m
dU

ds
=
q

2

(
FU+ UF+

)
. (8.70)

Ìíîæèòåëü 1/2 ïðîâåðÿåòñÿ ïîâòîðåíèåì ñòàíäàðòíûõ âûêëàäîê ñ ìàò-

ðèöàìè Ïàóëè. Ñêàëÿðíàÿ ÷àñòü (8.70) ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ äëÿ èç-

ìåíåíèÿ ýíåðãèè, à âåêòîðíàÿ ê òð¼õìåðíîé ñèëå Ëîðåíöà (êâàòåðíèîí

èìïóëüñà ðàâåí P = mU = E+pσ). Êâàòåðíèîííîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ

ìîæíî òàêæå ïîëó÷èòü èç (8.69) ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèÿ (8.36).

Åñëè åñòü òîëüêî ìàãíèòíîå ïîëå F = ıBσ, òî êâàòåðíèîí íàïðÿæåí-

íîñòè àíòèýðìèòîâ: F+ = −F. Â ýòîì ñëó÷àå â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíå-

íèÿ (8.70) íàõîäèòñÿ êîììóòàòîð íàïðÿæåííîñòè è ñêîðîñòè FU − UF.

Åãî ñëåä ðàâåí íóëþ, ïîýòîìó ñêàëÿðíàÿ ÷àñòü 4-ñêîðîñòè ñîõðàíÿåòñÿ:

Tr(U) = const.
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⊲ Íàéä¼ì îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8.70). Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì êâà-

òåðíèîí ñêîðîñòè â ñëåäóþùåì âèäå:

U(s) = eG(s)U(0) eG
+(s), (8.71)

ãäå G(s) íåêîòîðûé êâàòåðíèîí, ðàâíûé íóëåâîìó ïðè s = 0 (íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ ñîäåðæàòñÿ â U(0), à ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå âî âòîðîé ýêñïîíåíòå

ïîñòàâëåíî äëÿ ñîõðàíåíèÿ ýðìèòîâîñòè ñêîðîñòè). Ïîäñòàâèì ýòî âûðà-

æåíèå â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ:

m
dU

ds
= m

dG

ds
U+mU

dG+

ds
=
q

2

(
FU+ UF+

)
.

Ýòî ñîîòíîøåíèå âûïîëíÿåòñÿ, åñëè êâàòåðíèîí G óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-

íåíèþ:

dG

ds
=

q

2m
F. (8.72)

Ïóñòü íàïðÿæ¼ííîñòè ïîëÿ çàâèñÿò îò âðåìåíè èëè ýêâèâàëåíòíî îò ñîá-

ñòâåííîãî âðåìåíè çàðÿäà s. Òîãîäà, èíòåãðèðóÿ (8.72), ïðèõîäèì ê ñëå-

äóþùåìó ïðåäñòàâëåíèþ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (8.70):

U(s) = exp




q

2m

s∫

0

F(s) ds



 U(0) exp




q

2m

s∫

0

F+(s) ds



 . (8.73)

Â ñëó÷àå, êîãäà âíåøíèå ýëåêòðè÷åñêîå è ìàãíèòíîå ïîëÿ ïîñòîÿííû

F = (E + ıB)σ = const, êâàòåðíèîí íàïðÿæåííîñòè F ìîæíî âûíåñòè

çà èíòåãðàë è ðåøåíèå èìååò ïðèíèìàåò áîëåå ïðîñòîé âèä:

U(s) = exp
( q

2m
Fs
)

U(0) exp
( q

2m
F+s

)

. (8.74)

Â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíò ñòîÿò ìàòðèöû. Ïðè íàëè÷èè òîëüêî â ïîñòî-

ÿííîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ èõ ìîæíî îïóñòèòü âíèç, àíàëîãè÷íî ïðåîá-

ðàçîâàíèÿì âðàùåíèÿ èëè Ëîðåíöà, ïðè ïîìîùè ðàçëîæåíèÿ ýêñïîíåí-

òû â ðÿä Òåéëîðà ñ ó÷¼òîì ñîîòíîøåíèé (eσ)2 = 1, (eσ)3 = eσ, ..., ãäå

e = E/|E| � åäèíè÷íûé âåêòîð â íàïðàâëåíèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Â

ðåçóëüòàòå, ââîäÿ ω = q|E|/m, ïîëó÷àåì:

exp
( q

2m
Eσs

)

= ch(ωs/2) + eσ sh(ωs/2). (8.75)

Àíàëîãè÷íî, ïðè íàëè÷èè òîëüêî ìàãíèòíîãî ïîëÿ, èìååì:

exp
(

ı
q

2m
Bσs

)

= cos(ωs/2) + ıbσ sin(ωs/2), (8.76)

ãäå ω = q|B|/m è b = B/|B|. Ïåðåìíîæàÿ ýòè êâàòåðíèîíû ñ êâàòåðíèî-

íîì íà÷àëüíîé ñêîðîñòè U(0) è èíòåãðèðóÿ åù¼ ðàç, íåñëîæíî ïîëó÷èòü

(⋖H82), (⋖H83) âûðàæåíèÿ äëÿ òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ (ñòð. ??).
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8.7 Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ

⊲ �àññìîòðèì â êâàòåðíèîííûõ îáîçíà÷åíèÿõ ñèììåòðè÷íûé òåíçîð

ýíåðãèè èìïóëüñà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ:

T αβ =
1

4π

(

gµνF
αµF νβ +

1

4
gαβ FµνF

µν
)

.

Ïåðåìíîæèì òåíçîð íàïðÿæåííîñòåé F = (E + ıB)σ è åãî ýðìèòîâîå

ñîïðÿæåíèå:

FF+ = E2 +B2 + 2 [E×B]σ.

Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèÿ äëÿ ïëîòíîñòè ýíåðãèè T 00 = W è èìïóëüñà

T 0i = T i0 = Pi
(ñòð.V1:??), èìååì ñëåäóþùèé êâàòåðíèîí:

T0 =
FF+

8π
=W +Pσ. (8.77)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òîW è P íå îáðàçóþò 4-âåêòîð, ïîýòîìó çàêîí ïðå-

îáðàçîâàíèÿ êâàòåðíèîíà T0 îòëè÷åí îò (8.3) è (8.37). Ïðîñòðàíñòâåííûå

êîìïîíåíòû 4-òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà îïðåäåëÿþòñÿ ñèììåòðè÷íûì 3-

òåíçîðîì ïîòîêà èìïóëüñà (ñòð.V1:??):

sij = sij = δijW − (EiEj + BiBj)/4π,

òàê, ÷òî T ij = Tij = sij.
Ýòîò òåíçîð âîçíèêàåò, â ñëåäóþùåé òðîéêå êâàòåðíèîíîâ:

Ti =
1

8π
F σi F+ = P i + sijσj (8.78)

(äëÿ ïðîâåðêè ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ñòîèò ñâåðíóòü åãî ñ åäèíè÷íûì âåê-

òîðîì n, âîñïîëüçîâàòüñÿ (8.8) è ó÷åñòü, ÷òî σi = −σi).
Ñîîòíîøåíèÿ (8.77) è (8.78) ìîæíî îáúåäèíèòü â îäíî:

Tµ =
1

8π
F σµ F+ = T µνσν. (8.79)

Ýòà ÷åòâ¼ðêà êâàòåðíèîíîâ ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèåì ñèììåòðè÷íîãî òåíçî-

ðà ýíåðãèè-èìïóëüñà â ìàòðè÷íîì âèäå.

Ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëîðåíöà êâàòåðíèîíû Tν
èçìåíÿþòñÿ ïîäîáíî

4-âåêòîðó, ê êîìïîíåíòàì êîòîðîãî äîïîëíèòåëüíî ïðèìåíåíî êâàòåðíè-

îííîå ïðåîáðàçîâàíèå:

T′µ = Λµ
ν ST

ν S+. (8.80)

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî

T µν =
1

2
Tr(Tµ σ̄ν), (8.81)

ãäå ó÷òåíû óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè ìàòðèö Ïàóëè (8.26).
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⊲ Ïîëó÷èì çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè-èìïóëüñà â êâàòåðíèîííîé �îð-

ìå. Äëÿ ýòîãî óìíîæèì óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà (8.62) ñëåâà íà σµF+
. Çàòåì

âîçüìåì ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå (8.62) è óìíîæèì åãî ñïðàâà íà Fσµ
:

σµ F+ D̄ F = 4π σµ F+ J̄, F+←D̄ F σµ = 4π J̄ F σµ.

Âîçüìåì ñëåä ýòèõ óðàâíåíèé è ñëîæèì èõ:

Tr(σµ F+D̄ F+ F+←D̄ F σµ) = 4π Tr(σµ F+ J̄+ J̄ F σµ).

Ïîä ñëåäîì ìàòðèöû ìîæíî öèêëè÷åñêèì îáðàçîì ïåðåñòàâëÿòü. Ïîýòî-

ìó â ëåâîé ÷àñòè ïîëó÷àåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ ïðîèçâåäåíèÿ:

Tr(D̄F F σ
µ F+ + D̄F+ F σµ F+) = Tr(D̄ (F σµ F+)),

ãäå èíäåêñû ó ïðîèçâîäíûõ óêàçûâàþò íà êàêóþ ìàòðèöó îíè äåéñòâóåò.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

Tr(D̄ Tµ) =
1

2
Tr(J̄σµ F+ + F σµ J̄). (8.82)

Ïðè µ = 0 îíî ýêâèâàëåíòíî òåîðåìå Ïîéíòèíãà, à ïðè µ = i ïîëó÷àåòñÿ

çàêîí ñîõðàíåíèÿ ïîòîêà èìïóëüñà.

⊲ Ïîäâåä¼ì ïðîìåæóòî÷íûå èòîãè. Îäíè è òå æå �èçè÷åñêèå ñóù-

íîñòè ìîæíî îïèñûâàòü ïðè ïîìîùè ðàçëè÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ �îð-

ìàëèçìîâ. Åñòåñòâåííî, åñëè âñ¼ äåëàåòñÿ ïðàâèëüíî, �èçè÷åñêèå ñëåä-

ñòâèÿ íå äîëæíû çàâèñåòü îò òîãî, êàêóþ ìàòåìàòèêó ìû èñïîëüçóåì.

Âûáîð ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà äèêòóåòñÿ åãî ý��åêòèâíîñòüþ ïðè

ðåøåíèè êîíêðåòíûõ çàäà÷. Êâàòåðíèîíû îñîáåííî óäîáíû ïðè ðàññìîò-

ðåíèè êîìïîçèöèè ðàçëè÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé è ïðè îïèñàíèè àíòèñèì-

ìåòðè÷íûõ 4-òåíçîðîâ.

Îäíàêî ýòî íå îñíîâíîå ïðåèìóùåñòâîì êâàòåðíèîííîãî ïîäõîäà. Âàæ-

íåå òî, ÷òî êâàòåðíèîíû ïîçâîëÿþò íàèáîëåå åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðèé-

òè ê ïðèíöèïèàëüíî íîâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îáúåêòàì. Ýòè îáúåêòû íà-

çûâàþòñÿ ñïèíîðàìè è îêàçûâàþòñÿ áîëåå îáùèìè ñóùíîñòÿìè ïî ñðàâ-

íåíèþ ñ �îáû÷íûìè� 4-âåêòîðàìè èëè òåíçîðàìè. Ñàìîå çàìå÷àòåëüíî,

÷òî èì ñîîòâåòñòâóþò ðåàëüíûå �èçè÷åñêèå îáúåêòû, îïèñàòü êîòîðûå

ïðè ïîìîùè äðóãîé ìàòåìàòèêè áûëî áû êðàéíå çàòðóäíèòåëüíî. Ñïè-

íîðû ëåæàò â îñíîâå �èçèêè ÷àñòèö ñ ïîëóöåëûì ñïèíîì, êîòîðûå ÿâ-

ëÿþòñÿ �óíäàìåíòîì îêðóæàþùåãî íàñ ìèðà. Íà êâàíòîâîì óðîâíå îíè

îïèñûâàþòñÿ áèñïèíîðíûìè ïîëÿìè, èçó÷åíèþ êëàññè÷åñêèõ ñâîéñòâ êî-

òîðûõ ïîñâÿùåíû ñëåäóþùèå ãëàâû.
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�ëàâà 9

Ñïèíîðû

Â ýòîé ãëàâå ðàçâèòèå êâàòåðíèîííîé ìàòåìàòèêè ïðèâåä¼ò íàñ ê ñïè-

íîðàì, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ áîëåå îáùèìè ìàòåìàòè÷åñêèìè îáúåêòàìè ïî

ñðàâíåíèþ ñ �îáû÷íûìè� 4-âåêòîðàìè è òåíçîðàìè. Ñíà÷àëà ìû ðàññìîò-

ðèì îïðåäåëåíèå ñïèíîðà è ââåä¼ì ñïèíîðíûå òåíçîðû. Òåíçîðû âòîðîãî

ðàíãà îêàæóòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè 4-âåêòîðàì, òîãäà êàê ñîáñòâåííî ñïè-

íîðû (ñïèíîðíûå òåíçîðû ïåðâîãî ðàíãà) ê íèì íå ñâîäÿòñÿ. Çàòåì, ïðè

ïîìîùè ñïèíîðíîé ìàòåìàòèêè, çàïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà.

231
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9.1 Ñïèíîðû

⊲ Çàïèøåì åù¼ ðàç ìàòðèöû êâàòåðíèîíîâ ïðîñòðàíñòâåííîãî âðàùå-

íèÿ è ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà (ñòð. 218, 220):

R = cos
φ

2
+ ınσ sin

φ

2
, L = ch

α

2
−mσ sh

α

2
, (9.1)

ãäå σ = {σ1, σ2, σ3} � ìàòðèöû Ïàóëè. Âðàùåíèå R ïðîèñõîäèò âîêðóã

åäèíè÷íîãî âåêòîðà n íà óãîë φ. Ëîðåíöåâñêèé êâàòåðíèîí L ñîäåðæèò

åäèíè÷íûé âåêòîð âäîëü ñêîðîñòè m = v/v è α = ath v. Èõ êîìïîçèöèÿ

S = RL � ýòî ìàòðèöû 2× 2 ñ êîìïëåêñíûìè êîý��èöèåíòàìè:

S = s0 + sσ = sνσν, S−1 = S̄ = s0 − sσ = sν σ̄ν, (9.2)

êîòîðûå èìåþò åäèíè÷íûé îïðåäåëèòåëü:

detS = det

(
s0 + s3 s1 − ıs2
s1 + ıs2 s0 − s3

)

= s20 − s2 = 1. (9.3)

Ëþáîé 4-âåêòîð xν = {x0, x} ìîæíî çàïèñàòü êàê êâàòåðíèîí, à ïðå-

îáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà â �êâàäðàòè÷íîì� ïî S âèäå:

X = x0 + xσ = xνσν, X′ = SXS+. (9.4)

Ýòî ñîîòíîøåíèå ïîõîæå íà ïðåîáðàçîâàíèå �îáû÷íîãî� òåíçîðà âòîðî-

ãî ðàíãà, â êîòîðîì ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèé ñòîèò äâà ðàçà. �àçáåðåì-

ñÿ êàêîé îáúåêò ïîëó÷èòñÿ, åñëè ïðè ïîäîáíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ áóäåò

ïðèñóòñòâîâàòü òîëüêî îäíà ìàòðèöà. Ïóñòü ìàòðèöû (9.3) äåéñòâóþ íà

âåêòîðû, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷àþòñÿ íîâûå âåêòîðû. Èõ ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü â âèäå ñòîëáèêà èç äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ψ1, ψ2
(ââåðõó ñòîÿò

èíäåêñû, à íå ñòåïåíü). Ýòà ïàðà ÷èñåë íàçûâàåòñÿ ñïèíîðîì:

ψ′α = Sα
β ψ

β, ψ =

(
ψ1

ψ2

)

, S =

(
S1

1 S1
2

S2
1 S2

2

)

=

(
A B

C D

)

. (9.5)

Òàêèì îáðàçîì, ñïèíîð � ýòî îáúåêò, ïðåîáðàçóþùèéñÿ êàê ψ′ = Sψ ïðè

ïîâîðîòàõ è áóñòàõ ñ ìàòðèöàìè (9.1) èëè èõ êîìïîçèöèåé (9.2).

�àâåíñòâî åäèíèöå îïðåäåëèòåëÿ ïðåîáðàçîâàíèé (9.3) ïðèâîäèò ê òî-

ìó, ÷òî äëÿ äâóõ ñïèíîðîâ ψ è χ èíâàðèàíòíà ñëåäóþùàÿ êîìáèíàöèÿ:

ψ1χ2 − ψ2χ1 = inv. (9.6)

Äåéñòâèòåëüíî, ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì íåñëîæíî ïðîâåðèòü (⋖H84), ÷òî

ψ′1χ′2 − ψ′2χ′1 = (AD − BC)(ψ1χ2 − ψ2χ1) = ψ1χ2 − ψ2χ1,

ãäå âûðàæåíèå AD − BC ðàâíî îïðåäåëèòåëþ det S = 1, ñì.(9.5).
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⊲ Ââåä¼ì êîâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû ñïèíîðà (èëè êîñïèíîð), êîòî-

ðûå áóäåì ïîìå÷àòü íèæíèì èíäåêñîì ψα:

ψ1 = ψ2, ψ2 = −ψ1. (9.7)

Ïðèäàäèì ýòîìó îïðåäåëåíèþ òåíçîðíóþ �îðìó (ïî β ñóììà îò 1 äî 2):

ψα = εαβ ψ
β, ψα = ψβ ε

βα, (9.8)

ãäå ââåäåíà îðòîãîíàëüíàÿ (εεT = 1) ìàòðèöà:

εαβ = εαβ =

(
0 1
−1 0

)

, (9.9)

ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

ε2 = −1, εT = −ε, εσε = σT . (9.10)

Êðîìå ýòîãî âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî (⋖H87):

εµν δ
α
σ + εσµ δ

α
ν + ενσ δ

α
µ = 0. (9.11)

Îáðàòèì âíèìàíèå íà îáðàòíûé ïîðÿäîê èíäåêñîâ ó εαβ âî âòîðîì ñîîò-

íîøåíèè (9.8). Îí âàæåí â ñèëó àíòèñèììåòðè÷íîñòè ìàòðèöû εαβ.

⊲ Ïðè ïîìîùè ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé, èíâàðèàíòíóþ êîìáèíàöèþ

(9.6) òåïåðü ìîæíî çàïèñàòü â òåíçîðíîì âèäå:

ψαχα = ψα εαβ χ
β = ψT εχ = ψ1χ2 − ψ2χ1 = inv.

Ïðè ðàáîòå ñî ñïèíîðíîé ìàòåìàòèêîé âàæíî ïîìíèòü, ÷òî ïåðåñòàíîâêà

ñóììàöèîííûõ èíäåêñîâ ïî âûñîòå (â îòëè÷èå îò �îáû÷íîãî� òåíçîðíîãî

àíàëèçà) ïðèâîäèò ê ñìåíå çíàêà âûðàæåíèÿ (⋖H85):

ψαχα = −ψαχ
α, (9.12)

à ñâ¼ðòêà ñïèíîðà ñ åãî êîñïèíîðíûìè êîìïîíåíòàìè äà¼ò íîëü:

ψαψα = 0. (9.13)

⊲ Èñïîëüçóÿ çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ ñïèíîðà (9.5) è îïðåäåëåíèÿ (9.7)

ìîæíî íàéòè (⋖H86) êàê ïðåîáðàçóåòñÿ êîñïèíîð:

(
ψ′1 ψ′2

)
=
(
ψ1 ψ2

)
(
D −B
−C A

)

, ψ′α = ψβ S̄
β
α, (9.14)

ãäå S̄ = S−1 � îáðàòíàÿ ê S ìàòðèöà. Çàìåòèì, ÷òî èç (9.10) ñëåäóåò

S̄T = −ε S ε (9.15)

è ïî-ïðåæíåìó äëÿ ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèé: det S̄ = 1.
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9.2 Ñïèíîðíûå òåíçîðû

⊲ Ñïèíîðíûì òåíçîðîì íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà ñ âåðõíèìè è/èëè íèæ-

íèìè èíäåêñàìè, ïðåîáðàçóþùàÿñÿ òàêæå êàê ïðîèçâåäåíèå ñïèíîðíûõ

è êîñïèíîðíûõ êîìïîíåíò. Íàïðèìåð, ñïèíîðíûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà,

ïî îïðåäåëåíèþ, ïðåîáðàçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ψ′αβ = Sα
µ ψ

µ
ν S̄

ν
β.

Òàê êàê êîìïîíåíòû ñïèíîðîâ è ìàòðèö ïðåîáðàçîâàíèÿ ýòî êîìïëåêñ-

íûå ÷èñëà, ââåä¼ì åùå äâå ñïèíîðíûå êîìïîíåíòû, êîòîðûå ïîìå÷àþòñÿ

òî÷êîé íàä èíäåêñîì. Ïî îïðåäåëåíèþ, îíè ïðåîáðàçóþòñÿ êàê êîìïëåêñ-

íîå ñîïðÿæåíèå ñïèíîðà ψα
è êîñïèíîðà ψα:

(

ψ′
•

1

ψ′
•

2

)

=

(
A∗ B∗

C∗ D∗

)(

ψ
•

1

ψ
•

2

)

,
(

ψ′•
1
ψ′•
2

)

=
(

ψ•

1
ψ•

2

)( D∗ −B∗
−C∗ A∗

)

.

Ñîîòâåòñòâåííî, ìîãóò áûòü òåíçîðû ñ âåðõíèìè èëè íèæíèìè èíäåê-

ñàìè, ñ òî÷êîé èëè áåç íèõ: ψ
α

•

β
, ψ

•

γ
αβ , ... Óòâåðæäåíèå, ÷òî ψ•

α
ïðå-

îáðàçóåòñÿ êàê ψ∗α ÷àñòî çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ψ•

α
∼ ψ∗α.

Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî èíäåêñû α è

•
α, íå ñìîòðÿ íà îäèíàêîâóþ áóêâó, � ýòî

ðàçëè÷íûå èíäåêñû.

⊲Äëÿ ïîëó÷åíèÿ èíâàðèàíòíûõ êîìáèíàöèé ìîæíî ñâîðà÷èâàòü (ñóì-

ìèðîâàòü) âåðõíèé è íèæíèé èíäåêñ îäíîãî òèïà (òî÷êè ñ òî÷êàìè, è

ò.ä.). Íî íåëüçÿ ñâîðà÷èâàòü èíäåêñû ðàçíîãî òèïà. Íàïðèìåð, óáåäèìñÿ,

÷òî ψαχ•

α
íå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì. Áóäåì èñïîëüçîâàòü áåçèíäåêñíûå

îáîçíà÷åíèÿ:

ψ ≡ ψα,
•
ψ = ψ

•

α, ψ′ = Sψ,
•
ψ′ = S∗

•
ψ.

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ψαχ•

α
ðàâíî:

ψ′T ε
•
χ ′ = ψTSTε S∗

•
χ = −ψTεε ST ε S∗

•
χ = ψT ε (S−1S∗)

•
χ 6= ψTε

•
χ,

òàê êàê S−1S∗ íå ðàâíî 1 è ó÷òåíî, ÷òî εSTε = −S̄ = −S−1, ñì. (9.15).
Òàêèì îáðàçîì, çàïèñûâàÿ èíâàðèàíòû, ìû âñåãäà áóäåì ñâîðà÷èâàòü

òîëüêî îäíîòèïíûå èíäåêñû. Ïîýòîìó íåò íåîáõîäèìîñòè ñëåäèòü çà ïî-

ðÿäêîì ÷åðåäîâàíèÿ èíäåêñîâ ðàçíîãî òèïà, è ïî îïðåäåëåíèþ:

ψ
α

•

β
= ψ•

βα
, ψ

αβ
•

γ
= ψ

α
•

γβ
= ψ•

γαβ
.

Ïîðÿäîê èíäåêñîâ îäíîãî òèïà âàæåí è â îáùåì ñëó÷àå ψαβ 6= ψβα.
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⊲ Ñ ïîìîùüþ εαβ èç íåêîòîðîãî ñïèíîðíîãî òåíçîðà ψ
αβ

ìîæíî ïîëó-

÷èòü äðóãèå òåíçîðû ñ èíûì ðàñïîëîæåíèåì èíäåêñîâ:

ψαβ =

(
a b
c d

)

, ψαβ =

(
d −c
−b a

)

, (9.16)

ψ β
α =

(
c d

−a −b

)

, ψα
β =

(
b −a
d −c

)

. (9.17)

Íàïðèìåð ψ β
α = εαγ ψ

γβ
ïîëó÷àåòñÿ ïðÿìûì óìíîæåíèåì ìàòðèöû ε íà

ψαβ
. Äëÿ ψα

β íåîáõîäèìî çàïèñàòü εβγ ψ
αγ = −ψαγεγβ, è ò.ä. Íå ñòîèò

çàáûâàòü, ÷òî äëÿ òåíçîðà ñ âåðõíèìè èíäåêñàìè εµν èñïîëüçóåòñÿ îá-

ðàòíûé ïîðÿäîê ñâåðòêè è ψαβ = ψµνε
µαενβ = −εαµψµνε

νβ
.

Åñëè b = c, òî òåíçîðû ψαβ
è ψαβ ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè. Ñèììåò-

ðè÷íûìè áóäóò è ψ α
β è ψα

β â òîì ñìûñëå, ÷òî ψ α
β = ψα

β = ψα
β . Íàïðèìåð

ψ1
2 = −a = ψ 1

2 (ïåðâûé èíäåêñ ïî ãîðèçîíòàëè � íîìåð ñòðîêè, âòîðîé �

íîìåð ñòîëáöà). Ïîýòîìó äëÿ ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà 2-ãî ðàíãà ìîæíî

ïèñàòü èíäåêñû äðóã ïîä äðóãîì (áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåðõíèé èíäåêñ �

ýòî íîìåð ñòðîêè, à íèæíèé � ñòîëáöà). Îäíàêî, ïðè ýòîì ψα
β 6= ψβ

α.

Àíòèñèììåòðè÷íîñòü òåíçîðà εαβ ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî (ïî α ñóììà):

ψα
α = −ψ α

α , è åñëè ψαβ = ψβα, òî ψα
α = 0.

⊲ Âåëè÷èíà εαβ ÿâëÿåòñÿ ñïèíîðíûì òåíçîðîì, êîìïîíåíòû êîòîðîãî

íå ìåíÿþòñÿ ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ ñ åäèíè÷íûì äåòåðìèíàíòîì:

ε′αβ = Sα
µS

β
ν ε

µν =

(
A B

C D

)(
0 1

−1 0

)(
A C

B D

)

= detS

(
0 1

−1 0

)

= εαβ.

Ïîâûøàòü è ïîíèæàòü èíäåêñû ïðè ïîìîùè εαβ ìîæíî è ó ñàìîãî ñïè-

íîðíîãî òåíçîðà εαβ. Òàê εαβ = εαµεβνε
µν = (εεεT )αβ = (−εT )αβ = εαβ.

Ñïèíîðíûì òåíçîðîì, èìåþùèì îäèíàêîâûé âèä âî âñåõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼-

òà, ÿâëÿåòñÿ òàêæå ñèìâîë Êðîíåêåðà δαβ .

⊲ �àññìîòðèì ñâ¼ðòêó äâóõ ñïèíîðîâ ñ 4-ìàòðèöåé Ïàóëè (ñòð. 214):

ψ∗α(σ̄µ) •

αβ
χβ ≡ ψ+σ̄µχ.

Ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëîðåíöà îíà èçìåíÿåòñÿ êàê 4-âåêòîð:

ψ′+σ̄µχ′ = ψ+ S+σ̄µSχ = Λµ
ν ψ

+σ̄νχ, (9.18)

ãäå ó÷òåíî ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå (8.60), ñòð. 223. Àíàëîãè÷íî 4-âåêòîðîì

ÿâëÿåòñÿ êîìáèíàöèÿ ñïèíîðîâ ñ òî÷êàìè âíèçó, ñâÿçàííûõ 4-ìàòðèöàìè

Ïàóëè áåç ÷åðòû: ψ∗•
α
(σµ)α

•

βχ•

β
.
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⊲ Ìàòðèöà ïðîñòðàíñòâåííûõ âðàùåíèé R (9.1) ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíîé

R+R = I (ïîäãðóïïà SU(2) ⊂ SL(2, C)). Îòíîñèòåëüíî ýòèõ ïðåîáðàçî-

âàíèé èíâàðèàíòà äëèíà ñïèíîðà è êîñïèíîðà:

ψ+ψ =
(
ψ∗1 ψ∗2

)
(
ψ1

ψ2

)

= |ψ1|2 + |ψ2|2,

èëè â áîëåå îáùåì ñëó÷àå χ
•

αψα
(⋖H88). Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà äëèíó

ñïèíîðà íå ñîõðàíÿþò è îíà ðàçëè÷íà â ðàçíûõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ

îòñ÷åòà.

Äëÿ óíèòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé R+ = R−1 è (ñì. (9.14) ):

R∗ = R+T
= (R−1)T =

(
D −C
−B A

)

.

Ïîýòîìó êîìïîíåíòû êîñïèíîðà {ψ1, ψ2} ïðè âðàùåíèÿõ ïðåîáðàçóþòñÿ

òàêæå êàê {ψ∗1, ψ∗2} èëè êàê {ψ
•

1, ψ
•

2}.
⊲ Êîìïîíåíòû âåêòîðîâ ïðè ïîâîðîòå íà óãîë 2π íå ìåíÿþòñÿ. Â îò-

ëè÷èå îò ýòîãî, êîìïîíåíòû ñïèíîðà (è êîñïèíîðà) ïðè ïîâîðîòå (9.1) íà

óãîë 2π ìåíÿþò ñâîé çíàê (cosπ = −1, sinπ = 0). Â èñõîäíîå çíà÷åíèå

êîìïîíåíòû ñïèíîðà âîçâðàùàþòñÿ ïîñëå ïîâîðîòà íà 4π. Ýòî ïðèíöè-
ïèàëüíî îòëè÷àåò ñïèíîð ïåðâîãî ðàíãà (ñ îäíèì èíäåêñîì) è �îáû÷íûé�

âåêòîð èëè òåíçîð. Òàêîå ñâîéñòâî ñïèíîðà î÷åíü íåîáû÷íî. Ìû ïðèâûê-

ëè ê òîìó, ÷òî ïðè ïîâîðîòå íà 360 ãðàäóñîâ ñèñòåìà êîîðäèíàò �âîçâðà-

ùàåòñÿ� â èñõîäíîå ïîëîæåíèå, ïîýòîìó âñå ãåîìåòðè÷åñêèå âåëè÷èíû íå

äîëæíû èçìåíèòüñÿ. Îäíàêî äëÿ ñïèíîðîâ ýòî íå òàê è îíè ïðè òàêîì

ïîâîðîòå ìåíÿþò çíàê. È òîëüêî äâîéíîå âðàùåíèå íà 720 ãðàäóñîâ íå

ìåíÿåò �îðèåíòàöèè� ñïèíîðà.

⊲ Äëÿ ñïèíîðîâ âòîðîãî ðàíãà ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ îêàçûâàåòñÿ â

êâàäðàòå è îíè íå ìåíÿþòñÿ ïðè ïîâîðîòå íà 2π. Ïîýòîìó ìåæäó ñïèíî-
ðàìè âòîðîãî ðàíãà è 4-âåêòîðàìè ñóùåñòâóåò íåïîñðåäñòâåííàÿ ñâÿçü.

Ïðè ïîìîùè êâàòåðíèîíîâ ìû çàïèñàëè ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðóïïû Ëîðåí-

öà X′ = SXS+ èëè â èíäåêñàõ:

X ′αβ = Sα
γX

γδ (S+) β
δ = Sα

γ (S
∗)βδX

γδ,

ãäå, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ýðìèòîâîãî ñîïðÿæåíèÿ, ïðîâåäåíî êîìïëåêñíîå

ñîïðÿæåíèå è ïåðåñòàâëåíû ìåñòàìè ñòðîêè è ñòîëáöû. Äàííîå ïðåîáðà-

çîâàíèå åñòü íè ÷òî èíîå, êàê ïðåîáðàçîâàíèå ñïèíîðà ψα
•

β
, âòîðîé èíäåêñ

êîòîðîãî âçÿò ñ òî÷êîé.



ÑÏÈÍÎ�Û 237

⊲ Êîìïîíåíòû êâàòåðíèîíà A = A0 +Aσ ïðåîáðàçóåòñÿ òàêæå êàê è

4-âåêòîð A = {A0,A}. Ïîýòîìó ïðîèçâîëüíûé ñïèíîð 2-ãî ðàíãà ñî ñìå-
øàííûìè èíäåêñàìè aα

•

µ
ýêâèâàëåíòåí 4-âåêòîðó (ïðåîáðàçóåòñÿ òàêæå):

aα
•

µ =

(
A0 + A3 A1 − ıA2

A1 + ıA2 A0 −A3

)

= A0 +Aσ ≡ A. (9.19)

Èñïîëüçóÿ �îðìóëû (9.16) ìîæíî àíàëîãè÷íî çàïèñàòü ñìåøàííûé ñïè-

íîðíûé òåíçîð ñ íèæíèìè èíäåêñàìè:

a
α

•

µ
=

(
A0 −A3 −A1 − ıA2

−A1 + ıA2 A0 + A3

)

= A0 −AσT ≡ ĀT . (9.20)

Çíàê ìèíóñ ïåðåä âåêòîðíîé ÷àñòüþ ïî îïðåäåëåíèþ äà¼ò ñîïðÿæåíèå

êâàòåðíèîíà (÷åðòà íàä íèì). Ìàòðèöó a
α

•

µ
ìîæíî ïîëó÷èòü íåïîñðåä-

ñòâåííîé ðàáîòîé ñ ìàòðèöàìè Ïàóëè:

a
α

•

µ
= εαβ ε•

µ
•

ν
aβ

•

ν = −(εAε)
α

•

µ
,

ãäå A ≡ aα
•

β
� ñïèíîðíûé òåíçîð (êâàòåðíèîí) ñ âåðõíèìè èíäåêñàìè.

Ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà ε2 = −1 è εσε = σT
, ñòð. 233 èìååì:

−εAε = −ε(A0 +Aσ)ε = A0 −Aεσε = A0 −AσT = ĀT . (9.21)

Ñâåðòêà ñïèíîðíîãî òåíçîðà ñ âåðõíèìè è íèæíèìè èíäåêñàìè ïðî-

ïîðöèîíàëüíà íîðìå ñîîòâåòñòâóþùåãî êâàòåðíèîíà:

aα
•

γ a
β
•

γ
= aα

•

γ aT•
γβ

= (AĀ)αβ = (A2
0 −A2) δαβ ,

ãäå âî âòîðîì ðàâåíñòâå ñ ó÷åòîì (9.20) òðàíñïîíèðîâàííûé òåíçîð ñ

íèæíèìè èíäåêñàìè çàìåí¼í íà ìàòðèöó ñîïðÿæåííîãî êâàòåðíèîíà. Òà-

êèì îáðàçîì:

aα
•

γ a
β
•

γ
= A2 δαβ , aγ

•

α a
γ
•

β
= A2 δ

•

α
•

β
, (9.22)

ãäå A2 = A2
0 −A2

. Àíàëîãè÷íî:

aα
•

γ b
β
•

γ
≡ AB̄ = A · B + (B0A−A0B− ıA×B)σ, (9.23)

ãäå 4-âåêòîð B = {B0, B} ñâÿçàí ñî ñïèíîðîì bα
•

β
è A ·B = A0B0 −AB.

Ïðè ïðîñòðàíñòâåííûõ âðàùåíèÿõ íà óãîë 2π ñïèíîðíûå òåíçîðû ñ

íå÷åòíûì ÷èñëîì èíäåêñîâ (íåçàâèñèìî îò èõ òèïà) ìåíÿþò ñâîé çíàê.

Ñïèíîðíûå òåíçîðû ñ ÷åòíûì ÷èñëîì èíäåêñîâ çíàêà íå ìåíÿþò (ìàòðè-

öà ïîâîðîòà â ÷åòíîé ñòåïåíè). Ýòî òðàíñ�îðìàöèîííîå ñâîéñòâî ñâÿçàíî

ñ îáùèì ïðàâèëîì � ñïèíîðíûå òåíçîðû ñ ÷åòíûì ÷èñëîì èíäåêñîâ ìî-

ãóò áûòü ñâÿçàíû ñ 4-òåíçîðàìè òîãî èëè èíîãî ðàíãà; äëÿ ñïèíîðíûõ

òåíçîðîâ ñ íå÷åòíûì ÷èñëîì èíäåêñîâ òàêîé ñâÿçè íåò.
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9.3 Ñèììåòðè÷íûé ñïèíîðíûé òåíçîð

⊲ Ñèììåòðè÷íûé ñïèíîðíûé òåíçîð ñ äâóìÿ îäíîòèïíûìè èíäåê-

ñàìè (íàïðèìåð, fαβ = fβα
) èìååò 3 íåçàâèñèìûå êîìïëåêñíûå êîìïî-

íåíòû (f 11
, f 22

è f 12 = f 21
) èëè 6 äåéñòâèòåëüíûõ. Àíòèñèììåòðè÷íûé

äåéñòâèòåëüíûé 4-òåíçîð F µν
òàêæå èìååò 6 êîìïîíåíò. Ïîñòðîèì òåí-

çîð:

fµν =
1

2
(aµ

•

σ bν •

σ
+ aν

•

σ bµ
•

σ
) (9.24)

ñî ñâåðòêîé ïî èíäåêñàì ñ òî÷êîé è ñèììåòðèçàöèåé ïî èíäåêñàì áåç òî÷-

êè. Îïóñòèì ïðè ïîìîùè ε èíäåêñ ν âíèç è çàïèøåì òåíçîð â ìàòðè÷íîì

âèäå (A ≡ aα
•

β
, B ≡ bα

•

β
):

fµ
ν =

1

2
(aµ

•

σ b
ν
•

σ
− a

ν
•

σ
bµ

•

σ) =
1

2
(AB̄− BĀ)µν = (F)µν . (9.25)

Ìèíóñ â ïåðâîì ðàâåíñòâå ïîÿâèëñÿ ïîñëå ïåðåñòàíîâêè ïî âåðòèêàëè

ñóììàöèîííîãî èíäåêñà

•
σ, ñì. (9.12). Âî âòîðîì ðàâåíñòâå ïåðåñòàâëåíû

ìåñòàìè èíäåêñû âî âòîðûõ ñîìíîæèòåëÿõ è ó÷òåíî (9.20). Êîìïîíåíòû

òåíçîðà F ïîëó÷àþòñÿ ïåðåìíîæåíèåì A è B (8.21), ñòð. 212:

F = (B0A− A0B− ıA×B)σ. (9.26)

Àíòèñèììåòðè÷íûé 4-òåíçîð F µν
ïðåîáðàçóåòñÿ êàê àíòèñèììåòðèçîâàí-

íîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ 4-âåêòîðîâ: F µν = AµBν − AνBµ
. Åãî ìîæíî âû-

ðàçèòü ÷åðåç äâà 3-âåêòîðà a = {F 10, F 20, F 30} è b = {F 23, F 31, F 12} (íå
ïóòàòü ñî ñïèíîðàìè a è b). Ïðè ïîìîùè êîìïëåêñíîãî âåêòîðà f = a−ıb
òðàíñ�îðìàöèîííàÿ ñâÿçü (9.26) çàïèñûâàåòñÿ â êîìïàêòíîì âèäå:

F = fσ, (9.27)

ãäå a = B0A − A0B è b = A × B. Òåíçîðû fµ
ν è fµν = (Fε)µν èìåþò

ñëåäóþùèå ýëåìåíòû:

fµ
ν =

(
fz fx − ıfy

fx + ıfy −fz

)

, fµν =

(
−fx + ıfy fz

fz fx + ıfy

)

.

Èíâàðèàíò ïîëó÷àåòñÿ ñâåðòêîé ïî îáîèì èíäåêñàì, ñì.(9.16). ñòð. 235:

fµνfµν = 2det fµν = −2f2 = −2(a2 − b2) + 4ıab. (9.28)

Àíàëîãè÷íî ñòðîèòñÿ ñèììåòðè÷íûé ñïèíîðíûé òåíçîð ñ òî÷êàìè:

f
•

µ
•

ν =
1

2
(aσ

•

µ b
•

ν
σ + aσ

•

ν b
•

µ
σ ) = f ∗ µν, (9.29)

ãäå âî âòîðîì ðàâåíñòâå êîìïîíåíòû òåíçîðà F µν
(âåêòîðà a è b) ñ÷è-

òàþòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè. Êàê è äîëæíî áûòü, ñïèíîðíûé òåíçîð f
•

µ
•

ν

ïðåîáðàçóþòñÿ òàêæå, êàê è êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå fµν
.
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⊲∗ Ñèììåòðè÷íûé (ïî êàæäîìó òèïó èíäåêñîâ) òåíçîð ψα1...αm
•

µ1...
•

µn

èìååò (m+1)(n+1) íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò (⋖H89). Ñâåðòêîé îäíîòèï-

íûõ èíäåêñîâ òàêèå òåíçîðû íå ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê òåíçîðàì áîëåå

íèçêîãî ðàíãà. Òàê, ψα
α = εαβψ

αβ = 0 (ñâåðòêà àíòèñèììåòðè÷íîãî è

ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà âñåãäà ðàâíà íóëþ). �îâîðÿò, ÷òî ñèììåòðè÷íûé

ñïèíîðíûé òåíçîð ðàíãà (m, n) ðåàëèçóåò íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå
ñîáñòâåííîé ãðóïïû Ëîðåíöà (ñòð. ??).

Íàéäåì ñâÿçü ñèììåòðè÷íîãî ñïèíîðíîãî òåíçîðà ðàíãà (2,2) è ïðîèç-

âîëüíîãî 4-òåíçîðà T µν
âòîðîãî ðàíãà. Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì òåíçîð

cαβ
•

µ
•

ν =
1

4

(

aα
•

µbβ
•

ν + aβ
•

µbα
•

ν + aα
•

νbβ
•

µ + aβ
•

νbα
•

µ
)

,

â êîòîðîì ïî îáîèì ïàðàì èíäåêñîâ α, β è
•
µ,
•
ν ïðîâåäåíà ñèììåòðèçàöèÿ.

�àñïèøåì, íàïðèìåð, c12
•

1
•

2
:

c12
•

1
•

2 =
1

4

(

a1
•

1b2
•

2 + a2
•

1b1
•

2 + a1
•

2b2
•

1 + a2
•

2b1
•

1

)

.

Âûðàçèì êîìïîíåíòû òåíçîðîâ aα
•

µ
è bα

•

µ
÷åðåç êîìïîíåíòû ñîîòâåòñòâó-

þùèõ 4-âåêòîðîâ (9.19):

a1
•

1 = A0 + A3, a1
•

2 = A1 − ıA2, a2
•

1 = A1 + ıA2, a2
•

2 = A0 −A3

è àíàëîãè÷íî äëÿ bα
•

µ
. Ïåðåìíîæàÿ êîìïîíåíòû ñïèíîðíûõ òåíçîðîâ è

ââîäÿ 4-òåíçîð T αβ = AαBβ
, ïîëó÷àåì èñêîìóþ ñâÿçü. Àíàëîãè÷íî ðàñ-

ïèñûâàþòñÿ îñòàëüíûå êîìïîíåíòû. Âñåãî âîçìîæíî (2 + 1)(2 + 1) = 9

ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíò. Îíè ðàâíû (òî÷íåå: �ïðåîáðàçóþòñÿ òàêæå�):

c12
•

1
•

2 = T 00 − T 33 − T
2 ,

c11
•

1
•

1 = T 00 + T 33 + T 03 + T 30,

c22
•

2
•

2 = T 00 + T 33 − T 03 − T 30,

c11
•

2
•

2 = (c22
•

1
•

1)∗ = T 11 − T 22 − ı (T 12 + T 21),

c12
•

1
•

1 = (c11
•

1
•

2)∗ = T 01 + T 10

2
+ T 13 + T 31

2
+ ı T

02 + T 20

2
+ ı T

23 + T 32

2
,

c12
•

2
•

2 = (c22
•

1
•

2)∗ = T 01 + T 10

2 − T 13 + T 31

2 − ı T
02 + T 20

2 + ı T
23 + T 32

2 ,

ãäå âûäåëåí èíâàðèàíò T = gαβT
αβ = T 00−T 11−T 22−T 33

(ñëåä òåíçîðà).

Êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå ìåíÿåò òèï èíäåêñîâ (ñ òî÷êàìè è áåç òî÷åê).

Ïåðâûå òðè êîìïîíåíòû ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ýòîé îïåðàöèè, ïî-

ýòîìó îíè äåéñòâèòåëüíû. Îñòàëüíûå 6 êîìïîíåíò èìåþò ìíèìóþ ÷àñòü

è ñâÿçàíû êîìïëåêñíûì ñîïðÿæåíèåì ñ äðóãèìè êîìïîíåíòàìè (ñ÷èòàåì

T µν
äåéñòâèòåëüíûìè). Íàïðèìåð: (c12

•

1
•

1)∗ = c
•

1
•

211 = c11
•

1
•

2
.
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9.4 Ñïèíîðû è óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà

⊲Óðàâíåíèÿ �èçèêè, êîâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé Ëî-

ðåíöà, ìîæíî çàïèñûâàòü íå òîëüêî ïðè ïîìîùè 4-òåíçîðîâ. Ýêâèâàëåíò-

íûì ìàòåìàòè÷åñêèì àïïàðàòîì ÿâëÿåòñÿ ñïèíîðíûé àíàëèç. �àíåå ìû

ïðèâåëè îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ ýëåêòðîäèíàìèêè íà ÿçûêå êâàòåðíèî-

íîâ. Çàïèøåì èõ òåïåðü ïðè ïîìîùè ñïèíîðíîãî òåíçîðíîãî àíàëèçà.

Äëÿ 4-ïîòåíöèàëà ïîëÿ A = {ϕ,A} è ïëîòíîñòè 4-òîêà j = {ρ, j}
ââåäåì ñïèíîðíûå òåíçîðû ñî ñìåøàííûìè èíäåêñàìè:

aα
•

µ ≡ A = ϕ+Aσ, jα
•

µ ≡ J = ρ+ jσ.

Îïðåäåëèì òàêæå òåíçîð ïðîèçâîäíîé. Òàê êàê ∂ν = {∂0, −∇}, íåîáõî-
äèìî ïîñòàâèòü ìèíóñ ïåðåä ïðîñòðàíñòâåííûìè êîìïîíåíòàìè:

∂α
•

µ ≡ D = ∂0 − σ∇. (9.30)

⊲ Äëÿ ëþáîãî òåíçîðà aα
•

µ = A ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå a•

µα
= Ā, ò.å.

îïóñêàíèå è ïåðåñòàíîâêà èíäåêñîâ ïðèâîäèò ê ñîïðÿæåííîìó êâàòåðíè-

îíó, ñì. (9.20). �àññìîòðèì äâà êâàòåðíèîíà A, B è ñîîòâåòñòâóþùèå èì

ñïèíîðíûå òåíçîðû âòîðîãî ðàíãà ñî ñìåøàííûìè èíäåêñàìè. Çàïèøåì

ñëåäóþùóþ ñâ¼ðòêó:

1

2
aα

•

µ b
α

•

µ
=

1

2
aα

•

µ b•

µα
=

1

2
Tr(AB̄) = aνbν = a0b0 − ab. (9.31)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî âî âòîðîì ðàâåíñòâå èíäåêñû α è

•
µ ïåðåñòàâëå-

íû ìåñòàìè. Òàê êàê ýòî ñìåøàííûå èíäåêñû, èõ ïîðÿäîê â òåíçîðíîì

âûðàæåíèè ðîëè íå èãðàåò. Îäíàêî ýòîò ïîðÿäîê âàæåí â áåçèíäåêñíîé

ìàòðè÷íîé �îðìå (òðåòüå ðàâåíñòâî). Ñâåðòêà äâóõ èíäåêñîâ

•
µ ñîîòâåò-

ñòâóåò óìíîæåíèþ ìàòðèö A è B̄, à ñâ¼ðòêà ïî èíäåêñó α � ýòî âçÿòèå

ñóììû äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ïîëó÷èâøåéñÿ ìàòðèöû (ò.å. å¼ ñëåä).

Òàê, êâàäðàò ïðîèçâîäíîé ïðîïîðöèîíàëåí îïåðàòîðó Ä'Àëàìáåðà:

1

2
∂α

•

µ ∂
α

•

µ
=

1

2
Tr(DD̄) =

∂2

∂t2
−∆.

Àíàëîãè÷íî, ñâåðòêà ñïèíîðà êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé è ñïèíîðà:

1

2
∂α

•

µj
α

•

µ
=

1

2
Tr(DJ̄) =

∂ρ

∂t
+∇j = 0 (9.32)

äàåò óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè, ñì. (9.22), ñòð. 237.
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⊲ Ïðè ïîìîùè ñïèíîðíûõ òåíçîðîâ ïîòåíöèàëîâ îïðåäåëèì òåíçîðû

íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ áåç òî÷åê è ñ òî÷êàìè:

fµν =
1

2
(∂µ

•

σ aν•
σ
+ ∂ν

•

σ aµ•
σ
), f

•

µ
•

ν =
1

2
(∂σ

•

µ a
•

ν
σ + ∂σ

•

ν a
•

µ
σ). (9.33)

Ýòè òåíçîðû ñèììåòðè÷íû, ïîýòîìó îïóñêàÿ îäèí èíäåêñ âíèç è çàïèñû-

âàÿ èõ äðóã ïîä äðóãîì (ñì. ñòð. 235), èìååì:

fµ
ν =

1

2
(∂µ

•

σ a
ν
•

σ
− ∂

ν
•

σ
aµ

•

σ) =
1

2
(DĀ− A

←
D̄)µν = (F)µν . (9.34)

Îáðàòèì âíèìàíèå íà ïîÿâèâøèéñÿ çíàê ìèíóñ ( â ñïèíîðíîì àíàëèçå

ψαξα = −ψαξ
α
). Âòîðîå ðàâåíñòâî (9.34) çàïèñàíî àíàëîãè÷íî (9.31), îä-

íàêî, äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðàâèëüíîãî ïîðÿäêà èíäåêñîâ (µ ñâåðõó íóìåðóåò

ñòðîêè, à ν ñíèçó � ñòîëáöû), ìàòðèöû D̄ è A ïåðåñòàâëåíû ìåñòàìè.

Àíàëîãè÷íî

f
•

µ
•

ν
=

1

2
(∂σ

•

µ a
σ
•

ν
− ∂

σ
•

ν
aσ

•

µ) =
1

2
(DT ĀT − AT

←
D̄ T )

•

µ
•

ν
= (F∗)

•

µ
•

ν
, (9.35)

ãäå çâåçäî÷êà îáîçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñïðÿæåíèå ýëåìåíòîâ ìàòðèöû íà-

ïðÿæåííîñòåé: F∗ = F+T
. Ýòî ñîïðÿæåíèå ïîÿâèëîñü òàê êàê òðàíñïîíè-

ðîâàíèå ïðîèçâåäåíèÿ âî âòîðîì ðàâåíñòâå ìîæíî âûíåñòè çà ñêîáêó,

ïåðåñòàâëÿÿ ìåñòàìè ñîìíîæèòåëè. Çàòåì, äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ èõ îá-

ðàòíîãî ïîðÿäêà áåð¼ì ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå è ó÷èòûâàåì, ÷òî A+ = A,

D+ = D. Êâàòåðíèîí íàïðÿæåííîñòåé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ðàâåí

F = fσ, ãäå f = E+ ıB è ïðè B 6= 0 íå ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâûì

⊲ Ñïèíîðíûé òåíçîð íàïðÿæåííîñòåé èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî êà-

ëèáðîâî÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ òåíçîðîâ ïîòåíöèàëîâ:

aµ
•

ν 7→ a′µ
•

ν = aµ
•

ν + ∂µ
•

νΛ,

ãäå Λ ïðîèçâîëüíàÿ ñêàëÿðíàÿ �óíêöèÿ êîîðäèíàò. Äåéñòâèòåëüíî, ïîä-

ñòàâëÿÿ ñâÿçü òåíçîðà fµ
ν è ïîòåíöèàëîâ (9.34), èìååì:

f ′µν = fµ
ν +

1

2
(∂µ

•

σ ∂
ν
•

σ
− ∂

ν
•

σ
∂µ

•

σ)Λ = fµ
ν . (9.36)

Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ (⋖H90) ïðåäëàãàåòñÿ óáåäèòüñÿ, ÷òî â êàëèáðîâ-

êå Ëîðåíöà ∂µ
•

ν a
µ
•

ν
= 0 ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå:

∂µ
•

σ aν•
σ
= ∂ν

•

σ aµ•
σ
,

Â òàêîé êàëèáðîâêå âûðàæåíèÿ äëÿ òåíçîðîâ íàïðÿæåííîñòè (9.33) óïðî-

ùàþòñÿ: fµν = ∂µ
•

σ aν•
σ
è f

•

µ
•

ν = ∂σ
•

µ a
•

ν
σ.
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⊲ Çàïèøåì â ñïèíîðíîé �îðìå óðàâíåíèÿ ïîëÿ. Êîâàðèàíòíîå óðàâ-

íåíèå Ìàêñâåëëà áåç èñòî÷íèêîâ èìååò âèä:

∂µ
•

αf
•

ν
•

α
− ∂α

•

νfµ

α
= 0. (9.37)

Óáåäèìñÿ, ÷òî ïðè ëþáîì ñïèíîðíîì òåíçîðå a
µ
•

ν
ýòî óðàâíåíèå òîæäå-

ñòâåííî âûïîëíÿåòñÿ. Ïîäñòàâèì îïðåäåëåíèÿ òåíçîðîâ íàïðÿæåííîñòè:

∂µ
•

α (∂σ
•

ν a
σ

•

α
− ∂

σ
•

α
aσ

•

ν)− ∂α
•

ν (∂µ
•

σ a
α

•

σ
− ∂

α
•

σ
aµ

•

σ) = 0.

�àñêðûâàÿ ñêîáêè è ïåðåñòàâëÿÿ âòîðîå è òðåòüå ñëàãàåìîå, èìååì:

∂µ
•

α ∂σ
•

ν a
σ

•

α
− ∂α

•

ν ∂µ
•

σ a
α

•

σ
− ∂µ

•

α ∂
σ

•

α
aσ

•

ν + ∂α
•

ν ∂
α

•

σ
aµ

•

σ = 0.

Ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ ñîêðàùàþòñÿ, åñëè âî âòîðîì ïåðåñòàâèòü ïðî-

èçâîäíûå è ïåðåèìåíîâàòü ñóììàöèîííûå èíäåêñû α è σ, ïåðåñòàâèâ èõ

ìåñòàìè. Äëÿ òðåòüåãî ñëàãàåìîãî, èìååì:

∂µ
•

α ∂
σ

•

α
= δµσ (∂

2
0 −∆), (9.38)

ãäå ó÷òåíî òîæäåñòâî (9.22), ñòð. 237. Àíàëîãè÷íîå âûðàæåíèå ïîëó÷à-

åòñÿ è äëÿ ÷åòâåðòîãî ñëàãàåìîãî, ïîýòîìó ïîñëåäíèå äâà ñëàãàåìûõ ñî-

êðàùàþòñÿ è ïîëó÷àåòñÿ íîëü â íå çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé êîìïîíåíò

òåíçîðà a
µ
•

ν
.

⊲ Íåñëîæíî çàïèñàòü óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà áåç èñòî÷íèêîâ (9.37) â

ìàòðè÷íîì âèäå:

∂µ
•

αf
•

ν
•

α
− ∂α

•

νfµ

α
= ∂µ

•

αf
•

ν
•

α
− fµ

α

←
∂ α

•

ν = (DF∗T − F
←
D)µ

•

ν,

ãäå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå â ïåðâîì ñëàãàåìîì ïîñòàâëåí çíà÷îê òðàíñ-

ïîíèðîâàíèÿ, ÷òîáû äîáèòüñÿ ïðàâèëüíîãî ïîðÿäêà èíäåêñîâ ïðè çàïè-

ñè óìíîæåíèÿ ìàòðèö (äëÿ íàãëÿäíîñòè íèæíèå èíäåêñû ó f ñäâèíóòû

âïðàâî, òàê êàê îíè íóìåðóþò ñòîëáöû ìàòðèö). Â ðåçóëüòàòå, ó÷èòûâàÿ

îïðåäåëåíèå ýðìèòîâîãî ñîïðÿæåíèÿ ìàòðèöû, îêîí÷àòåëüíî, èìååì:

DF+ − F
←
D = 0. (9.39)

Ñòðåëêà íàä D, êàê îáû÷íî, îçíà÷àåò, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ äåéñòâóåò ñïðàâà

íàëåâî. Ýòî óðàâíåíèå óæå áûëî çàïèñàíî ïðè ðàññìîòðåíèè êâàòåðíè-

îííîé �îðìóëèðîâêè ýëåêòðîäèíàìèêè (ñòð. 225).
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⊲ Âòîðîå êîâàðèàíòíîå óðàâíåíèå (ñ òîêàìè) èìååò ñëåäóþùèé âèä:

1

2
(∂µ

•

σf
•

ν
•

σ
+ ∂σ

•

νfµ

σ
) = −4π jµ

•

ν . (9.40)

Âîñïîëüçîâàâøèñü (9.37), åãî ìîæíî ïåðåïèñàòü òîëüêî ÷åðåç îäèí òåí-

çîð íàïðÿæåííîñòè, íàïðèìåð:

∂σ
•

νfµ
σ = −4π jµ

•

ν . (9.41)

Ïîäñòàâëÿÿ êâàòåðíèîííûå ìàòðèöû, èìååì:

F
←
D = −4π J. (9.42)

×òîáû ïîñòàâèòü ïðîèçâîäíóþ íà ïðèâû÷íîå ìåñòî ñëåâà îò F, ìîæíî

âçÿòü ñîïðÿæåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ. Ïðè ñîïðÿæåíèè ïîìåíÿåòñÿ ïîðÿäîê

ñîìíîæèòåëåé, è òàê êàê êâàòåðíèîí F = fσ íå èìååò ñêàëÿðíîé ÷àñòè

F̄ = −F. Ïîýòîìó ñîïðÿæåííîå ê (9.42) óðàâíåíèå èìååò âèä:
D̄F = 4π J̄. (9.43)

Êàê ìû âèäåëè (ñòð. 225), óðàâíåíèå (9.43) ýêâèâàëåíòíî âñåì óðàâíåíè-

ÿì Ìàêñâåëëà. Ñâÿçàíî ýòî ñ èñïîëüçîâàíèåì (9.37) ïðè çàïèñè (9.41).

Èñõîäíîå æå óðàâíåíèå (9.40) äà¼ò òîëüêî óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà ñ ïëîò-

íîñòüþ çàðÿäà è òîêà.

⊲ Ïåðåéäåì ê óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ (ñèëå Ëîðåíöà). Êâàòåðíèîí ñêî-

ðîñòè U = dX/ds ÿâëÿåòñÿ ìàòðè÷íîé çàïèñüþ ñïèíîðíîãî òåíçîðà âòî-

ðîãî ðàíãà uµ
•

ν
. Â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ Ëîðåíöà äîëæíà ñòîÿòü ïðî-

èçâîäíàÿ ñêîðîñòè ïî èíòåðâàëó, óìíîæåííàÿ íà ìàññó mduµ
•

ν/ds. Èç

ñèììåòðè÷íûõ òåíçîðîâ íàïðÿæåííîñòåé fµν
è f

•

µ
•

ν
è òåíçîðà ñêîðîñòè

uµ
•

ν
íåîáõîäèìî ñ�îðìèðîâàòü ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ñ äâóìÿ ñìåøàí-

íûìè èíäåêñàìè. Âàðèàíòîâ íåìíîãî, è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âûãëÿäÿò

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

m
duµ

•

ν

ds
=
q

2
(uµ

•

αf
•

ν
•

α
+ uα

•

νfµ
α), (9.44)

ãäå m � ìàññà ÷àñòèöû, q � å¼ çàðÿä. Íåñëîæíî óáåäèòñÿ, ÷òî ìàòðè÷íàÿ
çàïèñü ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò �îðìó (8.70), ñòð. 226:

m
dU

ds
=
q

2
(UF+ + FU). (9.45)

Òàêèì îáðàçîì, ïåðåõîä îò ìàòðè÷íîé �îðìû óðàâíåíèé ïîëÿ è äâèæå-

íèÿ ê òåíçîðíîé è îáðàòíî íå ïðåäñòàâëÿåò îñîáûõ çàòðóäíåíèé. Òåì íå

ìåíåå ìàòðè÷íàÿ çàïèñü ýëåêòðîäèíàìèêè âûãëÿäèò áîëåå êîìïàêòíîé

è â ðÿäå ñëó÷àåâ îêàçûâàåòñÿ óäîáíåå.
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• Ïðèìåíèì ëàãðàíæåâ ïîäõîä ê ñïèíîðíûì óðàâíåíèÿì. Ëàãðàíæèàí

ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â îáû÷íûõ êîâàðèàíòíûõ îáîçíà÷åíèÿõ èìååò

âèä (ñòð. 117):

L = −Aαjα −
1

16π
FαβF

αβ.

Èíâàðèàíò FαβF
αβ

ðàâåí (ñòð. 102):

FαβF
αβ = 2 (B2 − E2).

Â òîæå âðåìÿ äëÿ ñïèíîðíîãî òåíçîðà:

fµνfµν = −fµ
νf

ν
µ = −Tr(FF) = −Tr(fσ fσ) = −2 f2,

ãäå äâîéêà ðàâíà ñëåäó åäèíè÷íîé ìàòðèöû 2 × 2. Àíàëîãè÷íîå âûðà-

æåíèå ïîëó÷àåòñÿ äëÿ f
•

µ
•

νf•

µ
•

ν
= −Tr(FF)∗ = −2 f∗2. Èõ ñóììà äà¼ò

2FαβF
αβ
, òàê êàê f = E + ıB. Ïîýòîìó ëàãðàíæèàí ìîæíî çàïèñàòü

â ñïèíîðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

L = −1
2
aα

•

βj
α

•

β
− 1

32π
(fµνfµν + f

•

µ
•

νf•

µ
•

ν
). (9.46)

Î÷åâèäíî, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíûì. Êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå

ñòàâèò íàä èíäåêñàìè áåç òî÷åê òî÷êè è íàîáîðîò. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷à-

åòñÿ èñõîäíîå âûðàæåíèå.

⊲ Óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà äëÿ ëþáîãî òåíçîðíîãî ïîëÿ aα
•

β
âûâîäÿòñÿ

àáñîëþòíî àíàëîãè÷íî êîâàðèàíòíîìó �îðìàëèçìó è èìåþò âèä:

∂µ
•

ν ∂L
∂(∂µ

•

νaα
•

β)
=

∂L
∂aα

•

β
. (9.47)

Òàê êàê εαβ (àíàëîã ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà) àíòèñèììåòðè÷åí, âçÿòèå

ïðîèçâîäíîé îò ëàãðàíæèàíà òðåáóåò îïðåäåëåííîé àêêóðàòíîñòè. Íåîá-

õîäèìî, ïðè ïîìîùè òåíçîðà εαβ âñå èíäåêñû ïîäíÿòü ââåðõ è òîëüêî

ïîñëå ýòîãî âû÷èñëÿòü ïðîèçâîäíóþ. Çàïèøåì ñíà÷àëà ïðîèçâîäíóþ:

∂(∂τ
•

γaσ
•

δ)

∂(∂µ
•

νaα
•

β)
= δτµ δ

•

γ
•

ν
δσα δ

•

δ
•

β
.

Åñëè âñå èíäåêñû ïîïàðíî ñîâïàäàþò ïîëó÷àåòñÿ åäèíèöà, åñëè æå õîòÿ

áû îäíà ïàðà èíäåêñîâ (îäèí â ÷èñëèòåëå, à âòîðîé ïîä íèì â çíàìåíà-

òåëå) ðàçëè÷íû, òî ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ áóäåò ðàâíà íóëþ.
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⊲ Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ îò ñïèíîðíîãî òåíçîðà íàïðÿæåííîñòåé ïî-

ëÿ. Äëÿ ýòîãî ïîäíèìåì âñå èíäåêñû ââåðõ:

∂f τσ

∂(∂µ
•

νaα
•

β)
=

1

2

∂
(
∂τ

•

γ aσ
•

δ + ∂σ
•

γ aτ
•

δ
)

∂(∂µ
•

νaα
•

β)
ε

•

γ
•

δ
=

1

2

(
δτµ δ

•

γ
•

ν
δσα δ

•

δ
•

β
+ δσµ δ

•

γ
•

ν
δτα δ

•

δ
•

β

)
ε

•

γ
•

δ
.

Ñâîðà÷èâàÿ ñóììû ñ ñèìâîëîì Êðîíåêåðà, èìååì

∂f τσ

∂(∂µ
•

νaα
•

β)
=

1

2

(
δτµ δ

σ
α + δσµ δ

τ
α

)
ε

•

ν
•

β
.

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ïîçâîëÿåò íàéòè ïðîèçâîäíóþ îò èíâàðèàíòíîãî

êâàäðàòà òåíçîðà íàïðÿæåííîñòåé. Äëÿ ýòîãî ïîäíèìàåì âñå èíäåêñû

∂(f τσfτσ)

∂(∂µ
•

νaα
•

β)
=
∂(f τσf γδ)

∂(∂µ
•

νaα
•

β)
ετγεσδ

è áåðåì ïðîèçâîäíóþ, êàê ïðîèçâîäíóþ ïðîèçâåäåíèÿ:

∂(f τσfτσ)

∂(∂µ
•

νaα
•

β)
=

1

2

((
δτµ δ

σ
α + δσµ δ

τ
α

)
f γδ + f τσ

(
δγµ δ

δ
α + δδµ δ

γ
α

))
ετγ εσδ ε•

ν
•

β
.

Îïóñêàÿ èíäåêñû ïðè ïîìîùè ετγ, εσδ:

∂(f τσfτσ)

∂(∂µ
•

νaα
•

β)
=

1

2

((
δτµ δ

σ
α + δσµ δ

τ
α

)
fτσ + fγδ

(
δγµ δ

δ
α + δδµ δ

γ
α

))
ε

•

ν
•

β

è ñâîðà÷èâàÿ ñ ñèìâîëàìè Êðîíåêåðà, îêîí÷àòåëüíî, ïîëó÷àåì:

∂(f τσfτσ)

∂(∂µ
•

νaα
•

β)
= 2fµα ε•

ν
•

β
.

Àíàëîãè÷íî áåðóòñÿ ïðîèçâîäíûå îò òåíçîðà íàïðÿæåííîñòè ñ òî÷êàìè:

∂f
•

τ
•

σ

∂(∂µ
•

νaα
•

β)
=

1

2

(

δ
•

τ
•

ν
δ

•

σ
•

β
+ δ

•

σ
•

ν
δ

•

τ
•

β

)

εµα,
∂(f

•

τ
•

σf•

τ
•

σ
)

∂(∂µ
•

νaα
•

β)
= 2f

•

ν
•

β
εµα.

Ýòè âûðàæåíèÿ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ñðàçó, âçÿòèåì êîìïëåêñíîãî ñî-

ïðÿæåíèÿ îò ïðîèçâîäíûõ îò f τσ
. Ïîäñòàâëÿÿ âñå ïðîèçâîäíûå â óðàâ-

íåíèÿ Ëàãðàíæà (9.47), ïðèõîäèì ê óðàâíåíèÿì Ìàêñâåëëà:

1

2
(∂

•

µ

α
f

•

µ
•

β
+ ∂µ•

β
f
µα
) = −4π j

α
•

β
, (9.48)

ãäå çíàê ìèíóñ ïîÿâèëñÿ òàê êàê ∂µ
•

νfµαε•

ν
•

β
= −ε•

β
•

ν
∂µ

•

νfµα = −∂µ•
β
fµα è

àíàëîãè÷íî äëÿ f ñ òî÷êàìè.
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⊲ Âûâåäåì çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè-èìïóëüñà ïîëÿ â ñïèíîðíîé �îð-

ìå. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà (9.41) è èõ ñîïðÿæåííûé

àíàëîã:

∂α
•

µfαβ = −4π j
•

µ
β , ∂α

•

µf•

µ
•

ν
= −4π jα•

ν
.

Óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå íà f•

µ
•

ν
, ñâåðíóâ ïî èíäåêñó

•
µ, à âòîðîå íà

fαβ, ñâåðíóâ ïî α. Ïîñëå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñëîæèì:

f•

µ
•

ν
∂α

•

µfαβ + fαβ ∂
α

•

µf•

µ
•

ν
= ∂α

•

µ(fαβ f•

µ
•

ν
) = −4π (f•

µ
•

ν
j

•

µ
β + fαβ j

α
•

ν
),

ãäå âî âòîðîì ðàâåíñòâå çàïèñàíà ïðîèçâîäíàÿ ïðîèçâåäåíèÿ. Ââåäÿ ñïè-

íîðíûé òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà:

t
αβ

•

µ
•

ν
=

1

4π
fαβ f•

µ
•

ν
,

ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

∂α
•

µ t
αβ

•

µ
•

ν
= −j

•

σ
β f•

σ
•

ν
− fβσ j

σ
•

ν
.

Îíî ÿâëÿåòñÿ ñïèíîðíûì àíàëîãîì óðàâíåíèÿ (5.22), ñòð. 130.

⊲ Âûðàæàÿ êîìïîíåíòû ñïèíîðíûõ òåíçîðîâ íàïðÿæåííîñòè ÷åðåç

ýëåêòðîìàãíèòíûå ïîëÿ è èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ äëÿ 4-òåíçîðà ýíåðãèè-

èìïóëüñà T µν
ìîæíî (⋖H91) ñâÿçàòü êîìïîíåíòû ñïèíîðíîãî òåíçîðà

tαβ
•

µ
•

ν
è ñèììåòðè÷íîãî 4-òåíçîðà T µν = T νµ

. Òàê êàê ñïèíîðíûå òåíçîðû

íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ ñèììåòðè÷íû, îíè èìåþò ïî 3 êîìïîíåíòû (êîì-

ïëåêñíûå). Ñîîòâåòñòâåííî ó tαβ
•

µ
•

ν
ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíò áóäåò 9:

t12
•

1
•

2 = T 00 − T 33

t11
•

1
•

1 = T 00 + T 33 + 2T 03

t22
•

2
•

2 = T 00 + T 33 − 2T 03

t11
•

2
•

2 = (t22
•

1
•

1)∗ = T 11 − T 22 − 2ıT 12

t12
•

2
•

2 = (t22
•

1
•

2)∗ = T 01 + T 13 + ı (T 23 + T 02)

t12
•

1
•

1 = (t11
•

1
•

2)∗ = T 01 − T 13 + ı (T 23 − T 02).

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïðîèçâîëüíûé ñèììåòðè÷íûé òåíçîð T µν

èìååò 10 íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò. Òîãäà êàê ó t
αβ

•

µ
•

ν
èõ òîëüêî 9. Îäíàêî,

òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà çàâèñèò îò äâóõ 3-âåêòîðîâ E è B, à, ñëåäîâà-

òåëüíî, èìååò 9 íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò. Ýòî ïðîÿâëÿåòñÿ â ñóùåñòâî-

âàíèè äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ íà òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà � åãî ñëåä

ðàâåí íóëþ: gαβT
αβ = T 00 − T 11 − T 22 − T 33 = 0.
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⊲ Ïîëó÷èì òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà èç ëàãðàíæèàíà. Ôàêòè÷åñêè

íåîáõîäèìî ïîâòîðèòü òå-æå âûêëàäêè, ÷òî è äëÿ åãî ïîñòðîåíèÿ ïðè

ïîìîùè îáû÷íîãî 4-òåíçîðíîãî àíàëèçà (ñòð. 128). Âîçüì¼ì ñïèíîðíóþ

ïðîèçâîäíóþ îò ëàãðàíæèàíà (èíäåêñû ν è

•
ν � ýòî ðàçëè÷íûå èíäåêñû

è ïî íèì íåò ñóììû!):

∂
ν
•

ν
L =

∂L
∂aσ

•

τ
∂
ν
•

ν
aσ

•

τ +
∂L

∂(∂µ
•

µaσ
•

τ )
∂
ν
•

ν
∂µ

•

µaσ
•

τ .

Â ïðàâîé ÷àñòè â ïåðâîì ñëàãàåìîì ïîäñòàâèì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (9.47):

∂
ν
•

ν
L = ∂µ

•

µ

(

∂L
∂(∂µ

•

µaσ
•

τ )

)

∂
ν
•

ν
aσ

•

τ +
∂L

∂(∂µ
•

µaσ
•

τ )
∂
ν
•

ν
∂µ

•

µaσ
•

τ

è ñîáåð¼ì âñ¼ â ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ ïðîèçâåäåíèÿ:

∂
ν
•

ν
L = ∂µ

•

µ

(

∂L
∂(∂µ

•

µaσ
•

τ )
∂
ν
•

ν
aσ

•

τ

)

.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè ∂µ
•

µt
µν

•

µ
•

ν
= 0 äëÿ:

t
µν

•

µ
•

ν
=

∂L
∂(∂µ

•

µaσ
•

τ )
∂
ν
•

ν
aσ

•

τ − ε
µν
ε•

µ
•

ν
L, (9.49)

ãäå â îòëè÷èå îò (5.17), ñòð. 128 ìíîæèòåëåì ó ëàãðàíæèàíà ñòîèò íå

ìåòðè÷åñêèé òåíçîð, à ïðîèçâåäåíèå àíòèñèììåòðè÷íûõ òåíçîðîâ ε. Ïîä-

ñòàâëÿÿ âû÷èñëåííûå óæå ïðîèçâîäíûå, äëÿ ëàãðàíæèàíà â îòñóòñòâèè

èñòî÷íèêîâ è ïîäíèìàÿ èíäåêñû, èìååì:

tµν
•

µ
•

ν =
1

16π
(fµσ ∂ν

•

νa
•

µ
σ + f

•

µ
•

τ ∂ν
•

νaµ
•

τ
) +

1

32π
εµνε

•

µ
•

ν (fστfστ + f
•

σ
•

τf•

σ
•

τ
).

Äëÿ ñèììåòðèçàöèè ýòîãî âûðàæåíèÿ ïî êàæäîé ïàðå èíäåêñîâ íåîáõî-

äèìî ïðèáàâèòü ñïèíîðíóþ äèâåðãåíöèþ îò òåíçîðîâ:

t̃µν
•

µ
•

ν = tµν
•

µ
•

ν + ∂
γ
•

γ
(Ψγµν

•

γ
•

µ
•

ν +Φγµν
•

γ
•

µ
•

ν),

ïåðâûé èç êîòîðûõ ñèììåòðè÷åí ïî γ,µ è àíòèñèììåòðè÷åí ïî
•
γ,
•
µ, à äëÿ

âòîðîãî íàîáîðîò (⋖H92).

Òîãäà ýòà äèâåðãåíöèÿ áóäåò àâòîìàòè÷åñêè óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

íåïðåðûâíîñòè ñ ïðîèçâîäíîé ïî ∂
µ
•

µ
.

Òàêèì îáðàçîì, ñïèíîðíûé òåíçîðíûé àíàëèç ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü êî-

âàðèàíòíûå óðàâíåíèÿ òàêæå ý��åêòèâíî, êàê è îáû÷íûé àíàëèç íà îñ-

íîâå 4-òåíçîðîâ. Äëÿ ýëåêòðîäèíàìèêè ïîñëåäíèé îêàçûâàåòñÿ íåñêîëü-

êî ïðîùå è óäîáíåå. Îäíàêî, ñóùåñòâóþò ïîëÿ êîòîðûå ìîãóò áûòü îïè-

ñàíû òîëüêî ïðè ïîìîùè ñïèíîðîâ.
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9.5 Óðàâíåíèå Äèðàêà

⊲ Åñëè ñïèíîðíûé òåíçîð çàâèñèò îò êîîðäèíàò è âðåìåíè, îí ñòàíî-

âèòñÿ ïîëåì. Ñïèíîðíûå ïîëÿ ñ íå÷åòíûì ÷èñëîì èíäåêñîâ íå âûðàæà-

þòñÿ ÷åðåç 4-òåíçîðû. Ïîýòîìó èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ïîñòðîåíèå ñîîò-

âåòñòâóþùèõ ñïèíîðíûõ ïîëåâûõ òåîðèé. Ê òîìó æå ýêñïåðèìåíò ïîêà-

çûâàåò, ÷òî âñå �óíäàìåíòàëüíûå ÷àñòèöû �ìàòåðèè� (ëåïòîíû è êâàðêè)

ÿâëÿþòñÿ �åðìèîíàìè, è îïèñûâàþòñÿ ñïèíîðíûì äèðàêîâñêèì ïîëåì.

�àññìîòðèì ïðîñòåéøèé ñëó÷àé ñïèíîðà ñ îäíèì èíäåêñîì χµ
. Äëÿ íåãî

ìîæíî çàïèñàòü îáû÷íîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ìàññîâûì ÷ëåíîì:

∂2χµ +m2χµ = 0.

Äàëåå áóäåò óäîáíî èñïîëüçîâàòü îïåðàòîð ïðîèçâîäíîé, óìíîæåííûé íà

ìíèìóþ åäèíèöó p̂µ = ı∂µ = {ı∂0, −ı∇}. Øëÿïêà ñâåðõó p̂µ íàïîìèíàåò,
÷òî ýòî íå ïðîñòî 4-âåêòîð, à îïåðàòîð, êîòîðûé äîëæåí ïîäåéñòâîâàòü

íà �óíêöèþ. Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà èìååò âèä:

p̂2χµ = m2χµ. (9.50)

Ñïèíîðíûå óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü òàêæå äè��åðåíöèàëüíûìè óðàâíå-

íèÿìè ïåðâîãî ïðÿäêà. Äëÿ èõ çàïèñè íåîáõîäèìî ââåñòè ñïèíîðíûé

òåíçîð p̂
ν
•

µ
, ïîñòðîåííûé ïî êîìïîíåíòàì 4-âåêòîðà p̂µ (9.19), ñòð. 237.

Ñâåðòêà òàêîãî òåíçîðà ñ χν
ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ, èìåþùåìó èíäåêñ

ñ òî÷êîé. Åãî ìîæíî ïîñòðîèòü èëè èç êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ χν èëè,

â áîëåå îáùåì ñëó÷àå, ââåäÿ åù¼ îäíî ñïèíîðíîå ïîëå ñ ñîîòâåòñòâóþùèì

èíäåêñîì. Äëÿ íåãî íåîáõîäèìî çàïèñàòü àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèå:

p̂
ν
•

µ
χν = mξ•

µ
, p̂µ

•

ν ξ•

ν
= mχµ. (9.51)

Â îáîèõ óðàâíåíèÿõ ñòîèò îäíà è òà æå êîíñòàíòàm. Ìîæíî áûëî áû ââå-

ñòè ðàçëè÷íûå êîíñòàíòû, îäíàêî ýòî íå äîáàâèò îáùíîñòè. Óðàâíåíèÿ

ëèíåéíû, ïîýòîìó ïåðåîïðåäåëåíèåì ñïèíîðîâ (óìíîæàÿ èõ íà êîíñòàí-

òû) ýòè äâà ïàðàìåòðà âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü ðàâíûìè.

Óìíîæèì îáå ÷àñòè âòîðîãî óðàâíåíèÿ (9.51) íà m è ïîäñòàâèì mξ•

ν
èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ:

m2χµ = p̂µ
•

νmξ•

ν
= p̂µ

•

ν p̂
α

•

ν
χα = δµα p̂

2 χα = p̂2 χµ,

ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü ñîîòíîøåíèåì (9.22), ñòð. 237. Òàêèì îáðàçîì,

ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (9.51) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (9.50) è

àíàëîãè÷íîìó äëÿ ñïèíîðà ξ•

µ
. Îäíàêî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå íàîáîðîò!
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⊲ Ïðè ïîìîùè ìàòðèö Ïàóëè (ñòð. 211) ñèñòåìó (9.51) ìîæíî ïåðåïè-

ñàòü â ìàòðè÷íîì âèäå. Äëÿ ýòîãî ââåäåì äâà ñòîëáèêà ñ êîìïîíåíòàìè:

χ =

(
χ1

χ2

)

, ξ =

(

ξ•
1

ξ•
2

)

.

Ìåíÿÿ â ïåðâîì óðàâíåíèè (9.51) ïîðÿäîê èíäåêñîâ p̂
ν
•

µ
χν = (p̂T )•

µν
χν

è

ó÷èòûâàÿ (9.19),(9.20) ñòð. 237 ïîëó÷àåì ñèñòåìó ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé:

(p̂0 − σp̂)χ = mξ, (p̂0 + σp̂)ξ = mχ. (9.52)

Èõ ìîæíî îáúåäèíèòü, ïåðåéäÿ îò ìàòðèö 2x2 ê ìàòðèöå 4x4:

(
0 p̂0 + σp̂

p̂0 − σp̂ 0

)(
χ

ξ

)

= m

(
χ

ξ

)

,

áëîêè êîòîðîé � ýòî ìàòðèöû 2x2. Ââåäÿ 4-õ êîìïîíåíòíóþ âåëè÷èíó,

êîòîðóþ íàçûâàþò äèðàêîâñêèì áèñïèíîðîì:

ψ =

(
χ
ξ

)

=








χ1

χ2

ξ•
1

ξ•
2







,

ñèñòåìå (9.51) ìîæíî (⋖H93) ïðèäàòü âèä (ïî µ ñóììà îò 0 äî 3):

γµp̂µψ = mψ. (9.53)

Ýòî óðàâíåíèå íîñèò èìÿ Ïîëÿ Àíòóàíà Ìàðèè Äèðàêà. ×åòûðå ìàòðèöû

γµ = {γ0, γ1, γ2, γ3} = {γ0, γ} òàêæå íàçâàíû â ÷åñòü íåãî:

γ0 = β =

(
0 1
1 0

)

, γ =

(
0 −σ
σ 0

)

, α = γ0γ =

(
σ 0
0 −σ

)

. (9.54)

Â óðàâíåíèè Äèðàêà ìîæíî (⋖H94) ÿâíûì îáðàçîì âûäåëèòü ïðîèçâîä-

íóþ ïî âðåìåíè, óìíîæèâ åãî îáå ÷àñòè íà γ0 (ó÷èòûâàÿ, ÷òî (γ0)2 = 1):

ı
∂ψ

∂t
= (αp̂+ βm)ψ, (9.55)

ãäå α = {γ0γ1, γ0γ2, γ0γ3} � ââåäåííûå â (9.54) òðè ìàòðèöû è β = γ0.
Çàïèøåì â ÿâíîì âèäå âñå èíäåêñû â óðàâíåíèè Äèðàêà (9.53):

γµab p̂µ ψb = mψa .

Ïî èíäåêñó b ïðîâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå îò 1 äî 4, à ïî èíäåêñó µ îò 0

äî 3. ×àñòî îïóñêàþò íå òîëüêî èíäåêñû a è b, íî è èíäåêñ µ, èñïîëüçóÿ

êîâàðèàíòíûå îáîçíà÷åíèÿ 4-âåêòîðîâ: γ0p̂0 − γp̂ = γµp̂µ = γ · p̂.
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⊲ Êðîìå äèðàêîâñêîãî áèñïèíîðà ψ ââåä¼ì ñîïðÿæåííûé áèñïèíîð:

ψ̄ = ψ+γ0 =
(
χ+ ξ+

)
(
0 1

1 0

)

= (ξ+ χ+). (9.56)

Êðåñòèê � ýòî ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå, êîòîðîå ïðåâðàùàåò ñòîëáèê ψ â

ñòðîêó êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ. Ìàòðèöà γ0 óìíîæàåòñÿ íà
ýòó ñòðîêó ñïðàâà, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ñíîâà ïîëó÷àåòñÿ ñòðîêà. Îáðàòèì

âíèìàíèå, ÷òî ìàòðèöà γ0 ïåðåñòàâëÿåò ìåñòàìè áèñïèíîðû χ è ξ.

Ñîïðÿæåííûé áèñïèíîð âàæåí òåì, ÷òî åãî ñâåðòêà ñ èñõîäíûì áèñ-

ïèíîðîì äà¼ò èíâàðèàíò îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà:

ψ̄ψ = (ξ+ χ+)

(
χ

ξ

)

= ξ+χ+ χ+ξ = ξ∗•
α
χα + χ∗α ξ•

α
= inv.

Â ýòîì âûðàæåíèè ñâ¼ðíóòû ðàçíîòèïíûå èíäåêñû (ñ òî÷êîé è áåç íå¼).

Îäíàêî, òàê êàê êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûé ñïèíîð ñ òî÷êîé ïðåîáðàçóåò-

ñÿ, ïî îïðåäåëåíèþ, òàêæå êàê áåç òî÷êè, ïî ñâîèì òðàíñ�îðìàöèîííûì

ñâîéñòâàì ýòî âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì.

Ñîïðÿæåííûé áèñïèíîð ó÷àñòâóåò òàêæå â âûðàæåíèÿõ ïðåîáðàçóþ-

ùèõñÿ êàê 4-âåêòîðû èëè â áîëåå îáùåì ñëó÷àå êàê 4-òåíçîðû. Äåéñòâè-

òåëüíî, íàïîìíèì (9.18), ñòð. 235, ÷òî ñëåäóþùèå ñâ¼ðòêè ñïèíîðîâ ïðå-

îáðàçóþòñÿ êàê 4-âåêòîðû ïî èíäåêñó µ:

χ+ σ̄µ χ ≡ χ∗α (σ̄µ) •

αβ
χβ, ξ+ σµ ξ ≡ ξ∗•

α
(σµ)α

•

β ξ•

β
. (9.57)

Â òåðìèíàõ êîâàðèàíòíûõ ìàòðèö Ïàóëè, ìàòðèöû Äèðàêà ìîæíî çàïè-

ñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

γµ =

(
0 σµ

σ̄µ 0

)

. (9.58)

Ïîýòîìó:

ψ̄γµψ =
(
ξ+ χ+

)
(

0 σµ

σ̄µ 0

)(
χ
ξ

)

= χ+ σ̄µ χ + ξ+ σµ ξ

ïðåîáðàçóåòñÿ êàê 4-âåêòîð. Çàìåòèì, ÷òî, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ α = γ0γ
è (γ0)2 = 1, êîìïîíåíòàìè 4-âåêòîðà ÿâëÿþòñÿ:

{ψ+ψ, ψ+αψ}.

Ïîýòîìó, ψ+ψ � íå ñêàëÿð, à íóëåâàÿ êîìïîíåíòà 4-âåêòîðà (â îòëè÷èè

îò ñêàëÿðíîé ñâ¼ðòêè ψ̄ψ).
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⊲ Íàéäåì óðàâíåíèå êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò ñîïðÿæåííûé áèñïèíîð.

Äëÿ ýòîãî âîçüì¼ì ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå îò óðàâíåíèÿ Äèðàêà (9.53):

−p̂µψ+(γµ)+ = mψ+

(çíàê ìèíóñ ïîÿâèëñÿ îò ìíèìîé åäèíèöû p̂µ = ı∂µ). Ìàòðèöà γ0 � ýðìè-
òîâî ñàìîñîïðÿæåííàÿ. Ýðìèòîâûìè ìàòðèöàìè ÿâëÿþòñÿ òàêæå ìàòðè-

öû Ïàóëè. Ïåðåìíîæàÿ ìàòðèöû íåñëîæíî ïðîâåðèòü ñîîòíîøåíèå:

γ+ = −γ =

(
0 σ

−σ 0

)

=

(
0 1
1 0

)(
0 −σ
σ 0

)(
0 1
1 0

)

= γ0γγ0. (9.59)

Òàê êàê (γ0)2 = 1 (åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà), èìååì ñëåäóþùåå ïðàâèëî äëÿ

ýðìèòîâîãî ñîïðÿæåíèÿ ìàòðèö Äèðàêà:

(γµ)+ = γ0γµγ0. (9.60)

Â ðåçóëüòàòå:

−p̂µψ+γ0γµγ0 = mψ+,

Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ ñïðàâà íà γ0 è ââîäÿ ñîïðÿæåííûé áèñ-

ïèíîð, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå:

p̂µψ̄γ
µ = −mψ̄. (9.61)

Ïðè ïîìîùè ýòîãî óðàâíåíèÿ è èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ Äèðàêà ìîæíî

ïîëó÷èòü óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè. Äëÿ ýòîãî óìíîæèì (9.53) ñëåâà íà

ψ̄, à ñîïðÿæåííîå óðàâíåíèå (9.61) ñïðàâà íà ψ è ñëîæèì èõ:

ψ̄γµp̂µψ + (p̂µψ̄)γ
µψ = p̂µ(ψ̄γ

µψ) = 0.

Âñïîìèíàÿ, ÷òî p̂µ = ı∂µ, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ íåïðåðûâíîñòè:

∂µ(ψ̄γ
µψ) = 0.

Âûðàæåíèå â ñêîáêàõ ÿâëÿåòñÿ 4-âåêòîðîì jµ = ψ̄γµψ, ïîýòîìó ïîëó÷åí-
íîå óðàâíåíèå èíâàðèàíòíî ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëîðåíöà.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî íóëåâàÿ êîìïîíåíòà 4-ïëîòíîñòè òîêà (�ïëîò-

íîñòü çàðÿäà�) j0 = χ+χ + ξ+ξ ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé, à

3-ïëîòíîñòü òîêà � íåò. Íàïðèìåð, äëÿ jz = χ+σzχ− ξ+σzξ, èìååì:

jz = (χ∗1 χ∗2)

(
1 0
0 −1

)(
χ1

χ2

)

− (ξ∗•
1
ξ∗•
2
)

(
1 0
0 −1

)(

ξ•
1

ξ•
2

)

èëè, ïåðåìíîæàÿ ìàòðèöû:

jz = |χ1|2 − |χ2|2 − |ξ•
1
|2 + |ξ•

2
|2.

Â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ êîìïîíåíò ñïèíîðîâ ýòî âûðàæåíèå ìî-

æåò áûòü êàê ïîëîæèòåëüíûì, òàê è îòðèöàòåëüíûì.
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9.6 Àëãåáðà ìàòðèö Äèðàêà

⊲ Êðîìå ÷åòûðåõ ìàòðèö Äèðàêà γ0 è γ = {γ1, γ2, γ3} âàæíóþ ðîëü

èãðàþò èõ ïðîèçâåäåíèÿ:

α = γ0γ, γ5 = ı γ0γ1γ2γ3.

Ìàòðèöû ìîæíî çàïèñûâàòü â ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ γ̃µ = UγµU−1,
êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ëèíåéíûì êîìáèíàöèÿì áèñïèíîðà ψ̃ = Uψ. Ïðè-

âåäåì â ñïðàâî÷íûõ öåëÿõ íàèáîëåå ïîïóëÿðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ:

ñïèíîðíîå ïðåäñòàâëåíèå:

γ0 =

(
0 1

1 0

)

, γ =

(
0 −σ
σ 0

)

, α =

(
σ 0

0 −σ

)

, γ5 =

(
1 0

0 −1

)

,

ñòàíäàðòíîå ïðåäñòàâëåíèå èëè ïðåäñòàâëåíèå Äèðàêà:

γ0 =

(
1 0

0 −1

)

, γ =

(
0 σ

−σ 0

)

, α =

(
0 σ

σ 0

)

, γ5 =

(
0 1

1 0

)

,

ïðåäñòàâëåíèå Âåéëÿ:

γ0 =

(
0 1
1 0

)

, γ =

(
0 σ

−σ 0

)

, α =

(
−σ 0
0 σ

)

, γ5 =

(
−1 0
0 1

)

.

Â ñïèíîðíîì ïðåäñòàâëåíèè ìàòðèöà γ5 îïðåäåëÿåò òàê íàçûâàåìûå ïðî-
åêöèîííûå ìàòðèöû:

1

2
(1 + γ5) =

(
1 0

0 0

)

,
1

2
(1− γ5) =

(
0 0

0 1

)

,

�âûðåçàþùèå� ïðè äåéñòâèè íà áèñïèíîð âåðõíèé èëè íèæíèé ñïèíîðû.

Â âåéëåâñêîì ïðåäñòàâëåíèè ïðîåêöèîííûå ìàòðèöû ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè.

Ñòîèò íàéòè ìàòðèöó U ïåðåõîäà îò ñïèíîðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ê ïðåä-

ñòàâëåíèþ Âåéëÿ (⋖H96).

Ïðÿìûì ïåðåìíîæåíèåì ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ìàòðèö Äèðàêà

âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ àëãåáðà:

γµγν + γνγµ = 2gµν, (9.62)

ãäå gµν = diag(1,−1,−1,−1) � ìåòðè÷åñêèé òåíçîð 4-ïðîñòðàíñòâà, êî-

òîðûé óìíîæàåòñÿ íà åäèíè÷íóþ ìàòðèöó. Â ñîîòíîøåíèå (9.62) ìîæíî

âêëþ÷èòü è ìàòðèöó γ5 åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî g55 = 1. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü

ýòó àëãåáðó òîëüêî äëÿ îäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, òàê êàê îíà èíâàðèàí-

òà îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ γ̃µ = UγµU−1. Òàêèì îáðàçîì, êâàäðàò

ìàòðèö γ0 è γ5 ðàâåí 1, à êâàäðàò ìàòðèö γ1, γ2, γ3 ðàâåí −1. Åñëè èí-

äåêñû µ è ν ðàçëè÷íû, òî ìàòðèöû àíòèêîììóòèðóþò: γµγν = −γνγµ.
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⊲ Ìàòðèöû α îáëàäàþò ïîõîæåé àëãåáðîé, íî ñ ñèìâîëîì Êðîíåêåðà:

αiαj + αjαi = 2δij. (9.63)

Ìàòðèöû γ5 è α êîììóòèðóþò, à β = γ0 ñ γ5 è α � àíòèêîììóòèðóþò:

αγ5 = γ5α, βγ5 = −γ5β, βα = −αβ. (9.64)

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî (⋖H97) óæå ïðîâåðèòü íå ïåðåìíîæàÿ ìàòðèöû,

à èñïîëüçóÿ àëãåáðó (9.62) è îïðåäåëåíèå α è β.

⊲ Íàì ïîòðåáóåòñÿ òàêæå ñëåäóþùèé íàáîð èç øåñòè ìàòðèö:

σµν =
1

2
(γµγν − γνγµ) = γµγν − gµν, (9.65)

ãäå âòîðîå ðàâåíñòâî çàïèñàíî ïðè ïîìîùè àëãåáðû (9.62). Çàìåòèì,

÷òî γµγν = σµν + gµν ðàçáèâàåòñÿ íà ñóììó ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà gµν

(óìíîæåííîãî íà åäèíè÷íóþ ìàòðèöó) è àíòèñèììåòðè÷íîãî ìàòðè÷íîãî

òåíçîðà σµν
.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî èíäåêñû µ è ν ïåðå÷èñëÿþò ìàòðèöû σµν
, à íå

ÿâëÿþòñÿ íîìåðàìè èõ êîìïîíåíò. Àíòèñèììåòðè÷íûé ìàòðè÷íûé òåí-

çîð σµν = −σνµ
ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç äâà ìàòðè÷íûõ âåêòîðà. Òàê,

σ0i = γ0γi = αi
èëè α = {σ01, σ02, σ03}. Òðè íåçàâèñèìûå ïðîñòðàíñòâåí-

íûå êîìïîíåíòû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç âåêòîðíóþ ìàòðèöó:

Σ = ı {σ23, σ31, σ12} = ı {γ2γ3, γ3γ1, γ1γ2} =
(
σ 0
0 σ

)

, (9.66)

ãäå çàïèñü ÷åðåç ìàòðèöû Ïàóëè ñïðàâåäëèâà äëÿ âñåõ ïðèâåäåííûõ âû-

øå ïðåäñòàâëåíèé (íî íå äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ!). ×åðåç âåêòîðíûå ìàòðè-

öû α è Σ òåíçîðíóþ ìàòðèöó σµν
ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

σµν =







0 αx αy αz

−αx 0 −ıΣz ıΣy

−αy ıΣz 0 −ıΣx

−αz −ıΣy ıΣx 0






. (9.67)

Â îáîçíà÷åíèÿõ 3-é ãëàâû ïåðâîãî òîìà (ñòð.V1:228) σ
µν = (−α,−ıΣ).

⊲ Â ëþáîì ïðåäñòàâëåíèè ìîæíî ïðîâåðèòü (⋖H98), ÷òî

det γ0 = detγ = det γ5 = detα = detΣ = 1. (9.68)

Îïðåäåëèòåëü èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ñìåíû ïðåäñòàâëåíèÿ:

det(UΓU−1) = detU det Γ detU−1 = det Γ det(UU−1) = det Γ,

ïîýòîìó îïðåäåëèòåëè ìàòðèö áóäóò ðàâíû åäèíèöå â ëþáîì ïðåäñòàâ-

ëåíèè.
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⊲ Ââåä¼ì ìàòðèöû Äèðàêà ñ íèæíèì èíäåêñîì:

γµ = gµνγ
ν = {γ0, −γ} = (γµ)+ = γ0γµγ0, (9.69)

ãäå êðåñòèê � ýòî ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå. Ñîîòíîøåíèå (γµ)+ = γ0γµγ0

ñïðàâåäëèâî äëÿ ïðåäñòàâëåíèé, ïîëó÷àþùèõñÿ èç ñïèíîðíîãî ïðè ïî-

ìîùè óíèòàðíîé ìàòðèöû U+U = 1 (⋖H99). Â òàêèõ ïðåäñòàâëåíèÿõ

(âñå ïðèâåäåííûå âûøå) β = γ0, γ5, α è Σ ÿâëÿþòñÿ ýðìèòîâûìè ìàò-

ðèöàìè, à (⋖H100)

(σµν)+ = −γ0σµνγ0 = −σµν. (9.70)

Ïî àíàëîãèè ñ êîâàðèàíòíûì òåíçîðíûì àíàëèçîì îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðè÷-

íûé òåíçîð σµν ñ íèæíèìè èíäåêñàìè, ïðè ïîìîùè ñâåðòêè σµν
ñ äâóìÿ

ìåòðè÷åñêèìè òåíçîðàìè. Â ýòîì ñëó÷àå íóëåâûå êîìïîíåíòû ìåíÿþò

çíàê, à ïðîñòðàíñòâåííûå � íåò: σµν = (α,−ıΣ).

⊲ Âî âñåõ ïðèâåäåííûõ âûøå ïðåäñòàâëåíèÿõ ìàòðèöû γ0 è γ2 ñèì-

ìåòðè÷íû, à γ1 è γ3 � àíòèñèììåòðè÷íû:

(γ0)T = γ0, (γ2)T = γ2, (γ1)T = −γ1, (γ3)T = −γ3.
Ïîäîáíîå ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ è â äðóãèõ ïðåäñòàâëåíèÿõ, êîòîðûå ïî-

ëó÷àþòñÿ ïðè ïîìîùè îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû UTU = 1. (ò.å. íå âî âñåõ

ïðåäñòàâëåíèÿõ). Ïðè ïîìîùè ìàòðèöû γ2 ýòè ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî çà-

ïèñàòü â âèäå îäíîãî (â ïåðâîì ðàâåíñòâå èíäåêñ âíèçó!):

(γµ)T = γ2γµγ
2 = γ2γ0γµγ0γ2. (9.71)

Êðîìå ýòîãî èç (γµ)+ = (γµ)∗T = γµ ñëåäóåò, ÷òî ïðè êîìïëåêñíîì ñî-

ïðÿæåíèè ìàòðèöû ìåíÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: (γµ)∗ = γTµ = γ2γµγ2.

⊲ Ïðè ïîìîùè àëãåáðû ìàòðèö Äèðàêà (9.62) ìîæíî âû÷èñëÿòü êîì-

ìóòàòîðû (íàïîìíèì, ÷òî [A,B] = AB −BA). Íàïðèìåð (⋖H101):

[γα, γµγν] = 2 (gαµγν − gανγµ). (9.72)

Òàêîé æå ðåçóëüòàò ïîëó÷èòñÿ ïðè êîììóòèðîâàíèè γα ñ σµν
. Ñâåðòêà

êîììóòàòîðà ñ gµν â ïðàâîé ÷àñòè (9.72) äà¼ò íîëü. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî

gµνγ
µγν = γµγµ ïðîïîðöèîíàëüíà åäèíè÷íîé ìàòðèöå. Äåéñòâèòåëüíî,

ïðè ïîìîùè àëãåáðû (9.62) äîêàæåì ÷òî

γµγµ = 4. (9.73)

Ïî îïðåäåëåíèþ γµ = gµνγ
ν
è gµν = gνµ, ïîýòîìó:

γµγµ = gµνγ
µγν = gµν (−γνγµ + 2 gµν) = −γµγµ + 2 gµνg

µν .

Ïåðåíîñÿ γµγµ âëåâî è ó÷èòûâàÿ gµνg
µν = δµµ = 4, ïðèõîäèì ê (9.73).
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⊲ Ïóñòü ìåæäó ñâåðòûâàþùèìèñÿ ìàòðèöàìè Äèðàêà ñòîèò ïðîèç-

âåäåíèå ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ìàòðèö Äèðàêà: γµAγµ, ãäå A = γλ1...γλn
.

Äëÿ óïðîùåíèÿ òàêèõ âûðàæåíèé, îäíà èç ñâîðà÷èâàþùèõñÿ ìàòðèö ïðè

ïîìîùè àëãåáðû (9.62) ïåðåíîñèòñÿ êî âòîðîé, ïîñëå ÷åãî èõ ñâåðòêà óáè-

ðàåòñÿ ïî (9.73): Íàïðèìåð:

γµγνγµ = −γνγµγµ + 2gµνγµ = −4 γν + 2 γν = −2 γν. (9.74)

Ïðèâåä¼ì íåñêîëüêî òàêèõ ñâ¼ðòîê:

γµγνγµ = −2 γν,
γµγλγργµ = 4 gλρ,

γµγλγνγργµ = −2 γργνγλ,
γµγλγνγργσγµ = 2 (γλγσγργν + γνγργσγλ).

Àíàëîãè÷íî óïðîùàþòñÿ âûðàæåíèÿ ñî ñâåðòêàìè ìàòðèö Äèðàêà, ñòî-

ÿùèìè â ïðîèçâîëüíûõ ìåñòàõ. Ìàòðèöû ñ îäèíàêîâûìè èíäåêñàìè ñî-

áèðàþòñÿ âìåñòå, ïîñëå ÷åãî ïðèìåíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (9.73).

⊲ Ñëåä (ñóììà äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ) ìàòðèö Äèðàêà γµ, γ5 ðàâåí

íóëþ. Äëÿ ñëåäà ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö Äèðàêà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå

ñîîòíîøåíèÿ (èíäåêñû ðàâíû 0, ..., 5 è g00 = g55 = 1):

1

4
Tr(γµγν) = gµν , (9.75)

1

4
Tr(γλγµγνγρ) = gλµgνρ − gλνgµρ + gλρgµν . (9.76)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìî ïåðåíåñòè ïåðâóþ ìàòðèöó ïîä ñëåäîì

âïðàâî, ïðè ïîìîùè àëãåáðû (9.62), çàòåì, âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî

ïîä ñëåäîì ìîæíî äåëàòü öèêëè÷åñêóþ ïåðåñòàíîâêó, ïîëó÷èòü èñõîäíîå

âûðàæåíèå. Òàê:

Tr(γµγν) = Tr(−γνγµ + 2 gµν) = −Tr(γµγν) + 2 gµν Tr 1.

Òàê êàê Tr 1 = 4, ïîëó÷àåì (9.75) è àíàëîãè÷íî (9.76). Ñëåä íå÷åòíîãî

ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö Äèðàêà ðàâåí íóëþ (íàïðèìåð, Tr(γµγνγλ) = 0,
èíäåêñû 0...3). Ýòî ìîæíî ïîêàçàòü (⋖H102), óìíîæèâ âûðàæåíèå ïîä

ñëåäîì íà 1 = γ5γ5 (γ5 àíòèêîììóòèðóåò ñî âñåìè ìàòðèöàìè Äèðàêà).

Ñëåä γ5 ñ äâóìÿ è ÷åòûðüìÿ ìàòðèöàìè Äèðàêà ðàâåí (⋖H103):

Tr(γ5γµγν) = 0,

Tr(γ5γλγµγνγρ) = 4 ı ελµνρ,

ãäå ελµνρ � òåíçîð Ëåâè-×èâèòû (ε0123 = −1). Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöó γ5
ìîæíî òàêæå çàïèñàòü â âèäå γ5 = (ı/4!)ελµνργ

λγµγνγρ, ãäå ε0123 = 1.
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⊲ Ìàòðèöû γ5, σµν
èëè γ5, α, Σ, âìåñòå ñ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé îáðà-

çóþò çàìêíóòóþ àëãåáðó, â òîì ñìûñëå, ÷òî èõ ïðîèçâåäåíèÿ âûðàæà-

þòñÿ ñíîâà ÷åðåç ýòè æå ìàòðèöû. Òàê:

γ5α = αγ5 = Σ, γ5Σ = Σγ5 = α. (9.77)

Ýòè �îðìóëû ïðîùå âñåãî ïðîâåðèòü â ëþáîì êîíêðåòíîì ïðåäñòàâëå-

íèè. Ïîíÿòíî, ÷òî ïðè ïðåîáðàçîâàíèè Γ̃ = UΓU−1 ýòè è èì ïîäîáíûå

ñîîòíîøåíèÿ íå èçìåíÿòñÿ. Äëÿ îïèñàíèÿ àëãåáðû ìàòðèö α è Σ óäîáíî

ñêàëÿðíî óìíîæèòü èõ íà äâà ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðà a è b. Ñíîâà âû-

áèðàÿ, íàïðèìåð, ñïèíîðíîå ïðåäñòàâëåíèå è, èñïîëüçóÿ àëãåáðó ìàòðèö

Ïàóëè (ñòð. 211), ïîëó÷àåì:

(aα)(bα) = (aΣ)(bΣ) = ab + ı[a× b]Σ, (9.78)

(aα)(bΣ) = (aΣ)(bα) = ab γ5 + ı [a× b]α. (9.79)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ïðè óìíîæåíèè ìàòðèö α è Σ âîçíèêàåò ìàòðè-

öà γ5, ïîýòîìó áåç íå¼ àëãåáðà áóäåò íåçàìêíóòà. Ïðè ïîìîùè ýòèõ òîæ-
äåñòâ ìîæíî ïîëó÷àòü ðàçëè÷íûå ïðîèçâîäíûå ñîîòíîøåíèÿ. Íàïðèìåð,

îïóñêàÿ âåêòîð a (îí ïðîèçâîëüíûé!) â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå, èìååì:

Σ(bα) = b γ5 + ı [b×α], (9.80)

ãäå âåêòîð a áûë ïðåäâàðèòåëüíî âíåñåí èç âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

(ïðàâèëî âûòàëêèâàíèÿ). Àíàëîãè÷íî, òîæäåñòâî (9.79) äà¼ò çíà÷åíèå

êîììóòàòîðà:

[aΣ, bα] = 2 ı [a× b]α. (9.81)

Èç (9.78) ñëåäóþò êîììóòàòîðû äëÿ âåêòîðíûõ ìàòðèö ìåæäó ñîáîé:

[aα, bα] = [aΣ, bΣ] = 2 ı [a× b]Σ. (9.82)

Åñëè îïóñòèòü âåêòîðû a è b, òî âìåñòî âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèå íåîá-

õîäèìî áóäåò íàïèñàòü ñèìâîë Ëåâè-×èâèòû εijk Σk. Ìàòðèöà γ5 â ñîîò-

âåòñòâèè ñ (9.77) êîììóòèðóåò ñ α è Σ.

Â ïðåäñòàâëåíèÿõ â êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî ïðàâèëî òðàíñïîíèðîâàíèÿ

ìàòðèö Äèðàêà (9.71), ñòð. 254 âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ (⋖H104):

(γ5)T = γ5, αT = −γ2αγ2, ΣT = γ2Σγ2. (9.83)

Èç òîæäåñòâ (9.78) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ åäèíè÷íîãî âåêòîðà n2 = 1 èìå-

åò ìåñòî (nΣ)2 = (nα)2 = 1. Ïîýòîìó, ðàñêëàäûâàÿ ýêñïîíåíòó â ðÿä,

ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå: eφnα = chφ + nα shφ è àíà-

ëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèå äëÿ Σ. Êðîìå ýòîãî eφγ
5

= chφ+ γ5 shφ.
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⊲ Ëþáàÿ ìàòðèöà 2x2 ñ ÷åòûðüìÿ êîìïëåêñíûìè ýëåìåíòàìè ìîæåò

áûòü ðàçëîæåíà ïî áàçèñó, ñîñòîÿùåìó èç åäèíè÷íîé ìàòðèöû è òðåõ

ìàòðèö Ïàóëè σ. Àíàëîãè÷íî, ëþáàÿ ìàòðèöà 4x4 èìååò 16 ýëåìåíòîâ è

ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà ïî øåñòíàäöàòè ìàòðèöàì (µ < ν):

Γa = { 1, γ5, γµ, ı γµγ5, ı σµν }, (9.84)

êîòîðûå ñîñòàâëÿþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö 4x4. Âìåñòî 6 ìàòðèö

σµν
, µ < ν ìîæíî èñïîëüçîâàòü 2 âåêòîðíûå ìàòðèöû ıα è Σ.

Ñåìü ìàòðèö áàçèñà Γa ÿâëÿþòñÿ ýðìèòîâûìè: {1, γ5, γ0, ıγ0γ5, Σ},
îñòàëüíûå äåâÿòü: {γ, ıγγ5, ıα} � àíòèýðìèòîâûìè (ïðè ýðìèòîâîì ñî-

ïðÿæåíèè ó íèõ ïîÿâëÿåòñÿ çíàê ìèíóñ). Ìíèìûå åäèíèöû ïîñòàâëåíû

ìíîæèòåëÿìè â (9.84), ÷òîáû ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå ïðèâîäèëî ê îïóñêà-

íèþ êîâàðèàíòíûõ èíäåêñîâ µ è ν âíèç:

Γ+
a = { 1, γ5, γµ, ı γµγ

5, ı σµν }. (9.85)

Â ñïèíîðíîì ïðåäñòàâëåíèè ñëåä âñåõ ìàòðèö áàçèñà Γa, êðîìå åäè-

íè÷íîé Γ0 = 1, ðàâåí íóëþ. Ñëåä èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî óíèòàðíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ Γ̃a = UΓaU

+
, ïîýòîìó â ëþáîì òàêîì ïðåäñòàâëåíèè:

1

4
TrΓa = δ0a,

1

4
Tr(Γa Γ

+
b ) = δab, (9.86)

ãäå âòîðîå ñîîòíîøåíèå ïðîâåðÿåòñÿ ïðè ïîìîùè (9.75), (9.76). Äëÿ ïðî-

èçâîëüíîé ìàòðèöû M âñåãäà ìîæíî çàïèñàòü:

M =
16∑

a=1

caΓa, ca =
1

4
Tr(MΓ+

a ). (9.87)

ãäå ca � êîìïëåêñíûå êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ (ïðîåêöèè ìàòðèöû M

íà áàçèñíûå ìàòðè÷íûå âåêòîðû Γa), çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ïîëó÷àþòñÿ ïðè

ïîìîùè ñëåäîâ (9.86). Ïîñëåäíèå äâà ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî îáúåäèíèòü â

îäíî, âûïèñàâ â ÿâíîì âèäå ìàòðè÷íûå èíäåêñû:

Mij =
1

4

∑

a

Mlk (Γ
+
a )kl (Γa)ij.

Âîçüì¼ì ìàòðèöó Mij ó êîòîðîé ýëåìåíòû ðàâíû íóëþ, êðîìå îäíîãî ñ

èíäåêñàìè i0, j0. Òàêàÿ ìàòðèöà èìååò âèä Mij = δii0δjj0, ïîýòîìó:

δii0 δjj0 =
1

4

∑

a

(Γa)ij (Γ
+
a )j0i0.

Ýòî òîæäåñòâî íàçûâàåòñÿ óñëîâèåì ïîëíîòû.
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9.7 Ïðåîáðàçîâàíèå áèñïèíîðà

Äâóõêîìïîíåíòíûå ñïèíîðû, ïî îïðåäåëåíèþ, ïðåîáðàçóþòñÿ ïðè ïî-

ìîùè ìàòðèöû 2x2, ñ åäèíè÷íûì îïðåäåëèòåëåì (ãðóïïà SL(2, C)). Çà-
ïèøåì ýòó ìàòðèöó (ñòð. 232), âûäåëèâ äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè

â å¼ ïàðàìåòðàõ:

S = c0 + ı c1 + (a+ ıb)σ.

Òàê êàê SS̄ = 1, òî ñóùåñòâóåò ñâÿçü (c0 + ı c1)
2 − (a + ıb)2 = 1. Ìàò-

ðèöà S ïðåîáðàçóåò ñïèíîð áåç òî÷êè ñ âåðõíèì èíäåêñîì: χµ = Sµνχ
ν
.

Ïðåîáðàçîâàíèå æå ñïèíîðà ñ íèæíèì èíäåêñîì âûãëÿäèò òàê:

χ′µ = εµνχ
′ν = εµν S

ν
λ χ

λ = εµν S
ν
λ χτ ε

τλ = −(εSε) τ
µ χτ .

Ñïèíîð ñ íèæíèì èíäåêñîì è òî÷êîé, ïðåîáðàçóåòñÿ êàê êîìïëåêñíîå

ñîïðÿæåíèå ñïèíîðà áåç òî÷êè:

ξ′•
µ
= −(εS∗ε)

•

τ
•

µ
ξ•

τ

(íàïîìíèì, ÷òî ε � äåéñòâèòåëüíà). Êâàäðàò ìàòðèöû ε ðàâåí ε2 = −1 è
εσε = σT = σ∗, ïîýòîìó:

−ε S∗ε = c0 − ı c1 − (a− ıb)σ.
Çàïèøåì ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ áèñïèíîðà ψ = (χν ξ•

µ
)T ≡ (χ ξ)T :

ψ′ =

(
χ′

ξ′

)

=

(
S 0
0 −εS∗ε

)(
χ
ξ

)

= Sψ.

Ó÷èòûâàÿ ÿâíûé âèä ìàòðèö â ñïèíîðíîì ïðåäñòàâëåíèè, îêîí÷àòåëüíî,

ïîëó÷àåì:

S = c0 + ıc1γ
5 + aα+ ıbΣ. (9.88)

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå ψ′ = Sψ ñ òàêîé ìàòðèöåé ñïðà-

âåäëèâî â ëþáîì ïðåäñòàâëåíèè ψ̃ = Uψ, Γ̃ = UΓU−1, à íå òîëüêî â ñïè-
íîðíîì. Îáðàòèì âíèìàíèå íà íàëè÷èå ìàòðèöû γ5. ×àñòî å¼ èãíîðèðó-

þò, îãðàíè÷èâàÿñü òîëüêî ìàòðèöàìè α, Σ èëè èõ êîâàðèàíòíûì àíà-

ëîãîì σµν
. Â ñëó÷àå áóñòîâ èëè ïðîñòðàíñòâåííûõ âðàùåíèé ñêàëÿðíàÿ

÷àñòü êâàòåðíèîíîâ ïðåîáðàçîâàíèé äåéñòâèòåëüíà è c1 = 0. Ïîýòîìó,
â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà γ5 íå âîçíèêàåò. Îäíàêî óæå êîìïîçèöèÿ ïðîèç-
âîëüíîãî áóñòà è âðàùåíèÿ ïðèâîäèò ê γ5. Ñâÿçàíî ýòî ñ òåì �àêòîì,

÷òî σµν
èëè α, Σ íå îáðàçóþò çàìêíóòîé àëãåáðû îòíîñèòåëüíî óìíîæå-

íèÿ. Êàê áûëî ïîêàçàíî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå òàêóþ àëãåáðó, íàðÿäó

ñ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé, èìåþò ìàòðèöû α, Σ è γ5. Ïîýòîìó ïîñëåäíÿÿ

íåèçáåæíî ïîÿâëÿåòñÿ â ìàòðèöå ïðåîáðàçîâàíèÿ áèñïèíîðà îòíîñèòåëü-

íî îáùèõ ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà.
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Îáðàòíûé êâàòåðíèîí ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëó÷àåòñÿ èç èñõîäíîãî, ñî-

ïðÿæåíèåì SS̄ = 1, ò.å. ñìåíîé çíàêà ó âåêòîðíûõ êîìïîíåíò. Ïîýòîìó,

äëÿ çàïèñè îáðàòíîé ìàòðèöû S−1 íåîáõîäèìî èçìåíèòü çíàê ó âåêòî-

ðîâ a è b. Äåéñòâèòåëüíî, ïðÿìûì ïåðåìíîæåíèåì ñ ó÷åòîì òîæäåñòâ

(9.77)-(9.79) è ñîîòíîøåíèé c20− c21− a2+b2 = 1, c0c1 = ab, ñëåäóþùèõ

èç ñâÿçè êîý��èöèåíòîâ êâàòåðíèîíà, íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî:

S−1 = c0 + ı c1γ
5 − aα− ıbΣ. (9.89)

Åñëè ââåñòè àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð ωµν = 2(−a, −b), êîìïîíåí-
òû êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòüþ âåêòîðíûõ

êîìïîíåíò êâàòåðíèîíà è ìàòðèöó σµν = (−α,−ıΣ), òî ìàòðèöû ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ áèñïèíîðà ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

S = c0 + ıc1γ
5 +

1

4
ωµνσ

µν, S−1 = c0 + ı c1γ
5 − 1

4
ωµνσ

µν. (9.90)

Äëÿ ëîðåíöåâñêîãî áóñòà ñî ñêîðîñòüþ v è ïðîñòðàíñòâåííîãî âðàùå-

íèÿ íà óãîë φ âîêðóã åäèíè÷íîãî âåêòîðà n ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèÿ

áèñïèíîðà âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì.(9.1), ñòð. 232):

L = ch
(α

2

)

− sh
(α

2

)

mα, R = cos

(
φ

2

)

+ ı sin

(
φ

2

)

nΣ, (9.91)

ãäå thα = v, m = v/v (íå ïóòàòü ïàðàìåòð α ñ òðîéêîé ìàòðèö α).

Ïåðåìíîæåíèå ìàòðèö L è R ïðè ïðîèçâîëüíîì çíà÷åíèè èõ ïàðàìåòðîâ

äàñò ìàòðèöó îáùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî ïðè ýòîì äîïîë-

íèòåëüíî ê ìàòðèöàì α è Σ ïîÿâèòñÿ ìàòðèöà γ5.

Ïðè áåñêîíå÷íî ìàëîì ïðåîáðàçîâàíèè δv = αm è δφ = φn ñèíóñû

è êîñèíóñû â (9.91) ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä è ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèé

ïðèíèìàþò âèä:

L ≈ 1− 1

2
δvα, R ≈ 1 +

ı

2
δφΣ.

Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè òàêàÿ êîìïîçèöèÿ ëîðåíöåâñêîãî áóñòà è ïîâî-

ðîòà âûïîëíåííàÿ â ëþáîì ïîðÿäêå, ðàâíà:

S = LR ≈ RL ≈ 1− 1

2
δvα+

ı

2
δφΣ = 1 +

1

4
ωµνσ

µν, (9.92)

ãäå ωµν = (δv, −δφ). Â ýòîì ïðèáëèæåíèè ñêàëÿðíàÿ ÷àñòü êâàòåðíèî-

íà äåéñòâèòåëüíà, ïîýòîìó, â îòëè÷èå îò (9.90), ìàòðèöà γ5 íå âîçíèêàåò.
Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ (⋖H105) ïðåäëàãàåòñÿ óáåäèòüñÿ, ÷òî àíòèñèì-

ìåòðè÷íàÿ ìàòðèöà ωµ
ν = gµαωαν ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé áåñêîíå÷íî ìàëîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ 4-âåêòîðîâ: x′µ ≈ xµ + ωµ
νx

ν
.



260 �ËÀÂÀ 9.

⊲ Íàéä¼ì ñâÿçü ìàòðèöû S ïðåîáðàçîâàíèÿ ñïèíîðà è ìàòðèöû Λµ
ν

ïðåîáðàçîâàíèÿ 4-âåêòîðà:

ψ(x) 7→ ψ′(x′) = Sψ(x), xµ 7→ x′µ = Λµ
νx

ν, (9.93)

ãäå Λµ
ν ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ãðóïïû Ëîðåíöà (ñ÷èòàåì, ÷òî Λ0

0 > 0).
Çàïèøåì óðàâíåíèå Äèðàêà â øòðèõîâàííîé ñèñòåìå îòñ÷åòà:

ıγµ∂ ′µψ
′(x′) = mψ′(x′).

Ïðîèçâîäíàÿ ∂µ ïðåîáðàçóåòñÿ êàê è ëþáîé 4-âåêòîð â ñîîòâåòñòâèè ñî

âòîðûì ñîîòíîøåíèåì (9.93):

∂ ′µ = gµα∂
′α = gµαΛ

α
β ∂

β = gµα Λ
α
β g

βν ∂ν = Λ ν
µ ∂ν. (9.94)

Ïîýòîìó â íåøòðèõîâàííîé ñèñòåìå óðàâíåíèå Äèðàêà èìååò âèä:

ıγµΛ ν
µ ∂ν Sψ(x) = mSψ(x).

Óìíîæàÿ åãî ñëåâà íà S−1 è òðåáóÿ, ÷òîáû ïîëó÷èëîñü èñõîäíîå óðàâíå-

íèå ıγν∂νψ = mψ, èìååì:

S−1γµS Λ ν
µ = γν.

Ýòî ñîîòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåé ñâÿçè S è Λ:

S−1γµ S = Λµ
λγ

λ, (9.95)

÷òî ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ïðè ïîìîùè óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè ëîðåíöåâ-

ñêîé ìàòðèöû: Λ ν
µ Λµ

λ = δνλ, ñì. ñòð.V1:209. Â êà÷åñòâå ïîëåçíîãî óïðàæ-

íåíèÿ (⋖H106) ïðåäëàãàåòñÿ åù¼ ðàç íàéòè ìàòðèöó S ïðè áåñêîíå÷íî

ìàëîì ïðåîáðàçîâàíèè Ëîðåíöà. Äëÿ ýòîãî å¼ íåîáõîäèìî çàïèñàòü â âè-

äå S ≈ 1 + Ω, íàéäÿ ïðè ïîìîùè (9.95) ìàòðèöó Ω.

Èç èíâàðèàíòíîñòè ψ̄′ψ′ = ψ′+γ0ψ′ = ψ+S+γ0Sψ = ψ+γ0ψ ñëåäóåò,

÷òî S+γ0S = γ0 èëè

S−1 = γ0S+γ0. (9.96)

Ïðè ïîìîùè ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ, ñòîèò ïðîâåðèòü (9.89). Â ïðåäñòàâëå-

íèÿõ â êîòîðûõ ñïðàâåäëèâû ïðàâèëà òðàíñïîíèðîâàíèÿ (9.83), ñòð. 256,

èç (9.88) è ýðìèòîâîñòè ìàòðèö, âõîäÿùèõ â S íåñëîæíî ïîëó÷èòü:

S+ = −γ2STγ2. (9.97)

Îòìåòèì òàêæå, ïðåîáðàçîâàíèå ñîïðÿæåííîãî áèñïèíîðà:

ψ̄(x) 7→ ψ̄′(x′) = ψ̄(x)S−1, (9.98)

êîòîðîå íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç (9.96) è (9.93).
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⊲ Ñîîòíîøåíèå (9.95) ïîçâîëÿåò óñòàíàâëèâàòü òðàíñ�îðìàöèîííûå

ñâîéñòâà ðàçëè÷íûõ âûðàæåíèé ñîäåðæàùèõ ñïèíîðû è ìàòðèöû Äè-

ðàêà (ò.í. áèëèíåéíûå �îðìû). Äîêàæåì, íàïðèìåð, åù¼ ðàç, ÷òî ψ̄γµψ
ïðåîáðàçóåòñÿ êàê 4-âåêòîð:

ψ̄′γµψ′ = ψ̄S−1γµSψ = Λµ
ν ψ̄γ

νψ. (9.99)

Àíàëîãè÷íî, 4-òåíçîðîì áóäåò âûðàæåíèå â êîòîðîì ìåæäó ñîïðÿæåí-

íûì ñïèíîðîì è ñïèíîðîì íàõîäèòñÿ ïðîèçâåäåíèå ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà

ìàòðèö Äèðàêà. Íàïðèìåð:

ψ̄γµγνψ 7→ ψ̄S−1γµγνSψ = ψ̄S−1γµSS−1γνSψ = Λµ
αΛ

ν
β ψ̄γ

αγβψ.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì 4-òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà.

Â ÷àñòíîñòè ψ̄σµνψ ÿâëÿåòñÿ àíòèñèììåòðè÷íûì 4-òåíçîðîì. Î÷åâèäíî

òàêæå, ÷òî ψ̄ψ � ýòî ñêàëÿð (èíâàðèàíò ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà).

Ìàòðèöà S ïðåîáðàçîâàíèÿ ñïèíîðà çàâèñèò òîëüêî îò α, Σ è γ5, ñ

êîòîðûìè γ5 êîììóòèðóåò, ïîýòîìó:

Sγ5 = γ5S. (9.100)

Â ðåçóëüòàòå, 4-âåêòîðîì îêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèé ïñåâäîâåêòîð: ψ̄γµγ5ψ
(ñìûñë ïðèñòàâêè �ïñåâäî� ïðîÿñíèòñÿ íà ñòð. ??, ïðè èçó÷åíèè äèñêðåò-

íûõ ñèììåòðèé). Äåéñòâèòåëüíî:

ψ̄γµγ5ψ 7→ ψ̄S−1γµγ5Sψ = ψ̄S−1γµSγ5ψ = Λµ
ν ψ̄γ

µγ5ψ.

Êîìáèíàöèÿ ψ̄γ5ψ íàçûâàåòñÿ ïñåâäîñêàëÿðîì è, êàê ëåãêî âèäåòü, îíà

èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà.

Íàïîìíèì (ñòð. 257), ÷òî ëþáóþ ìàòðèöó 4x4 ìîæíî ðàçëîæèòü ïî áà-

çèñó èç 16 ìàòðèö Γa = { 1, γ5, γµ, γµγ5, σµν }. Êàæäàÿ èç ýòèõ

ìàòðèö â áèëèíåéíîì âûðàæåíèè ψ̄Γaψ ïðèíèìàåò ïîíÿòíûé ñìûñë îò-

íîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà. Ïîýòîìó, ëþáàÿ áèëèíåéíàÿ �îð-

ìà ñ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöåé 4x4, íàõîäÿùàÿñÿ ìåæäó ψ̄ è ψ ìîæåò áûòü

ïðåäñòàâëåíà â âèäå íåêîòîðîãî êîâàðèàíòíîãî âûðàæåíèÿ. Êîý��èöè-

åíòû ðàçëîæåíèÿ òàêîãî âûðàæåíèÿ ïî áàçèñíûì ìàòðèöàì, â ñâîþ î÷å-

ðåäü, ÿâëÿþòñÿ ñêàëÿðàìè, 4-âåêòîðàìè èëè òåíçîðàìè.

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ψ̄ = ψ+γ0 ìîæíî çàïèñûâàòü áèëèíåéíûå �îð-

ìû è â âèäå ψ+...ψ. Íàïðèìåð, òàê êàê γ0Σ = γγ5, òî âûðàæåíèÿ ψ+γ5ψ
è ψ+Σψ ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè 4-âåêòîðà.

Îòìåòèì òàêæå èíâàðèàíòíîñòü êîìáèíàöèè: ψTγ0γ2ψ = inv, êîòîðóþ
ìîæíî äîêàçàòü ïðè ïîìîùè (9.96) è (9.97) èç êîòîðûõ ñëåäóåò ïðàâèëî

òðàíñïîíèðîâàíèÿ ST = γ0γ2 S−1 γ0γ2.
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9.8 Ïðèíöèï êàëèáðîâî÷íîé èíâàðèàíòíîñòè



H: Ïîìîùü

Â ýòîé ãëàâå ïðèâåäåíû ðåøåíèÿ çàäà÷ èëè ãðîìîçäêèõ âûâîäîâ, êî-

òîðûå â îñíîâíîì òåêñòå áûëè ïîìå÷åíû ñèìâîëîì (⋖Hi).

263
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Çàêîí Êóëîíà

• H1 Ïîëå áåñêîíå÷íîé òîíêîé çàðÿæåííîé íèòè (ñòð. 15)

Îêðóæàÿ íèòü öèëèíäðîì òàê, ÷òîáû îíà ïðîõîäèëà ïî åãî îñè ñèììåò-

ðèè, èìååì: ∫

S

E dS = |E| 2π r⊥L = 4πQ,

ãäå r⊥ � ðàäèóñ öèëèíäðà, L � åãî äëèíà è 2πr⊥L � ïëîùàäü åãî ïîâåðõ-

íîñòè. Çàðÿä Q íàõîäèòñÿ íà ó÷àñòêå íèòè äëèíîé L. Ïîýòîìó

E =
2Q/L

r2⊥
r⊥ =

2µ

r2⊥
r⊥,

ãäå µ = Q/L � óäåëüíûé çàðÿä íèòè (çàðÿä íà åäèíèöó äëèíû L).

Ââåä¼ì åäèíè÷íûé âåêòîð k â íàïðàâëåíèè ëèíèè. Âåêòîð, ïåðïåí-

äèêóëÿðíûé íèòè r⊥ (ñì. ðèñóíîê íà ñòð. 15), ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç

ðàäèóñ-âåêòîð ê ïðîèçâîëüíîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà:

r⊥ = r− (rk)k = k× [r× k], r2⊥ = r2 − (rk)2 = [r× k]2,

îòêóäà ïîëó÷àåòñÿ íàïðÿæ¼ííîñòü (ñòð. 15).

• H2 �åãóëÿðèçàöèÿ ïîëÿ çàðÿæåííîé íèòè (ñòð. 15)

Âû÷èñëèì äèâåðãåíöèþ, óñòðàíÿÿ ñèíãóëÿðíîñòü â çíàìåíàòåëå:

∇E
2µ

= ∇ r− (rk)k

r2 − (rk)2 + a2
=

3− k2

r2 − (rk)2 + a2
−
(
r− (rk)k

) (
2 r− 2 (rk)k

)

(r2 − (rk)2 + a2)2
.

Ïðèâîäÿ ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ (k2 = 1), èìååì:

∇E
2µ

=
2 a2

(r2⊥ + a2)2
.

Ïðè r⊥ > 0 è a→ 0 äèâåðãåíöèÿ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Åñëè r⊥ = 0 è a = 0,

ïîëó÷àåòñÿ áåñêîíå÷íîñòü. Ïóñòü íèòü ðàñïîëîæåíà âäîëü îñè z. Âû÷èñ-
ëèì ñëåäóþùèé èíòåãðàë â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ, èíòåãðèðóÿ ïî

z âäîëü ó÷àñòêà äëèíîé L:

∞∫

0

r⊥dr⊥

2π∫

0

dφ

L∫

0

dz
a2/π

(r2⊥ + a2)2
= 2L

∞∫

0

a2 r⊥ dr⊥
(r2⊥ + a2)2

= L

∞∫

0

dχ

(χ+ 1)2
= L.

Ïîýòîìó ïðè a→ 0

∇E = 4πµ δL(r), δL(r) = lim
a→0

a2/π

(r2⊥ + a2)
,

ãäå δL(r) � �óíêöèÿ Äèðàêà ñ ëèíåéíîé ñèíãóëÿðíîñòüþ (ñì. ñòð. 314).
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• H3 Òîæäåñòâà, ñëåäóþùèå èç ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà (ñòð. 21)

Ñîîòíîøåíèå r′ = r+Γv(vr) ïîëó÷àåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî èç ïðåîáðàçî-

âàíèé Ëîðåíöà ïðè t = 0. Âîçâîäÿ åãî â êâàäðàò, èìååì:

r′2 = r2 + (2 Γ + Γ2 v2)(vr)2.

Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå �àêòîðà Γ (1.28), óïðîñòèì âûðàæåíèå â ñêîáêàõ:

2 Γ + Γ2 v2 = Γ
(

2 +
γ − 1

v2
v2
)

=
γ2

γ + 1
(γ + 1) = γ2.

Àíàëîãè÷íî, óìíîæàÿ r′ íà ñêîðîñòü v:

vr′ = vr+ Γv2 (vr) =
(

1 +
γ − 1

v2
v2
)

(vr) = γ (vr).

• H4 Ñîîòíîøåíèå äëÿ ñêîðîñòè (ñòð. 21)

Ïåðåìíîæèì u′ è r′ ïðè t = 0:

u′r′ =

(
u− γ v + Γv (vu)

)(
r+ Γv (vr)

)

γ (1− vu)
.

�àñêðûâàÿ ïðîèçâåäåíèå ñêîáîê, èìååì:

u′r′ =
ur− γ (1 + Γ v2) (vr) + (2 Γ + Γ2 v2) (vr)(vu)

γ (1− vu)

èëè, ó÷èòûâàÿ, ÷òî 1 + Γ v2 = γ è 2 Γ + Γ2 v2 = γ2:

u′r′ =
ur− γ2 (1− vu)(vr)

γ (1− vu)
=

ur

γ (1− vu)
− γ (vr).

• H5 Äèâåðãåíöèÿ E äâèæóùåãîñÿ çàðÿäà (ñòð. 24)

∇E =
Qγ∇r

(
r2 + γ2(vr)2 + a2

)3/2
+ r∇ Qγ

(
r2 + γ2(vr)2 + a2

)3/2

ó÷èòûâàÿ, ÷òî ∇r = 3, ∇r2 = 2 r, ∇(vr) = v, èìååì:

∇E =
3Qγ

(
r2 + γ2(vr)2 + a2

)3/2
− 3

2
r
Qγ (2r+ 2γ2(vr)v)
(
r2 + γ2(vr)2 + a2

)5/2
.

Ïðèâîäÿ ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ, ïîëó÷àåì:

∇E =
3Qγ a2

(
r2 + γ2(vr)2 + a2

)5/2
.
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• H6 Òîæäåñòâî (v∇)[v× r] = 0 (ñòð. 26)

Òàê êàê âåêòîð v � êîíñòàíòà, ñêàëÿðíûé îïåðàòîð (v∇) ìîæíî âíåñòè
ïîä âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå:

(v∇)[v× r] = [v × (v∇)r] = [v × v] = 0,

ãäå ó÷òåíî òîæäåñòâî (v∇)r = v, ïðîâåðÿåìîå â êîìïîíåíòàõ.

• H7 Âû÷èñëåíèå v∇ îò ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ (ñòð. 26)

Áåð¼ì, êàê ïðîèçâîäíóþ ñëîæíîé �óíêöèè, ó÷èòûâàÿ

(v∇)r2 = 2 (vr), (v∇)(vr)2 = 2 (vr)v2.

Ìàãíèòíîå ïîëå

• H8 Ïîëíûé äè��åðåíöèàë (ñòð. 39)

Èíòåãðèðóÿ ïî r1, ïðè �èêñèðîâàííîì r2 (êîíñòàíòà) èìååì:

d

(
1

|r12|

)

= ∇1

(
1

|r1 − r2|

)

dr1 = −
r1 − r2

|r1 − r2|3
dr1 = −

r12dr1
|r12|3

.

• H9 Ïðèòÿæåíèå äâóõ ïðîâîäíèêîâ (ñòð. 39)

Èíòåãðàëû ïî ïðîâîäíèêàì áåðóòñÿ îò −L/2 äî L/2, ãäå L ñòðåìèòñÿ â

áåñêîíå÷íîñòü. Èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè íåíóëåâîé áóäåò êîìïîíåíòà

ñèëû ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ïðîâîäíèêàì. Ïóñòü ïðîâîäíèêè ïàðàëëåëüíû

îñè x (dr1dr2 = dx1dx2) è x1 = 0. Òîãäà èíòåãðèðîâàíèå ïî x2 ðàâíî
∫ L/2

−L/2

R

(R2 + x22)
3/2

dx2 =
x2/R

(R2 + x22)
1/2

∣
∣
∣

L/2

−L/2
=

L/R

(R2 + L2/4)1/2
→ 2

R
,

ãäå â êîíöå L óñòðåìëåíî ê áåñêîíå÷íîñòè. Èíòåãðèðîâàíèå ïî x1 äàåò L
(êîòîðîå áåñêîíå÷íî). Ïîýòîìó ìû îòíîñèì ñèëó íà åäèíèöó äëèíû (ýòà

âåëè÷èíà áóäåò êîíå÷íà), ò.å. äåëèì F íà L. Âûáîð x1 = 0 (îïÿòü æå èç

ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè è áåñêîíå÷íîñòè ïðîâîäíèêîâ) íåñóùåñòâåíåí.

• H10 Ïðîèçâîäíàÿ ∇(rirjj) (ñòð. 42)

Êîìïîíåíòàìè îïåðàòîðà íàáëà ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå. Ïîýòî-

ìó k-òàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà ∇ ðàâíà ∇k = ∂/∂rk. Êðîìå ýòîãî,

∂ri/∂rj = δij,

ãäå δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà, ðàâíûé 1, åñëè i = j, è 0, åñëè i 6= j. Ïîýòîìó,
åñëè ∇j = ∇kjk = 0, òî

∇(rirjj) = ∇k(rirjjk) = δkirjjk + riδkjjk = rjji + rijj,

ãäå ïî ïîâòîðÿþùåìóñÿ èíäåêñó k ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå îò 1

äî 3. Â ñóììàõ âûæèâàåò òîëüêî îäíî ñëàãàåìîå, äëÿ êîòîðîãî δij 6= 0.
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• H11 Ëàðìîðîâà ïðåöåññèÿ (ñòð. 45)

Ïðîåêöèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà L íà ìàãíèòíîå ïîëå B íå ìåíÿåòñÿ ñî âðå-

ìåíåì:

d(LB0)

dt
= − Q

2m
B0 [B0 × L] = 0.

Âîçüì¼ì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ óðàâíåíèÿ (2.26):

d2L

dt2
= −

( Q

2m

)2

[B0 × [B0 × L]] =
( Q

2m

)2

B0 (B0L)−
(QB0

2m

)2

L.

Ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ê B0 ñîñòàâëÿþùàÿ L⊥, ãäå B0L⊥ = 0 óäîâëåòâîðÿåò

îñöèëëÿòîðíîìó óðàâíåíèþ d2L⊥/dt2 + ω2 L⊥ = 0, ãäå ω = QB0/2m, ò.å.
âðàùàåòñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω.

• H12 Ïðåîáðàçîâàíèÿ â êîìïîíåíòàõ (ñòð. 53)

Çàïèøåì E′ = γ (E+ v ×B)− Γv(vE) äëÿ v = {v, 0, 0}:

v×B =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

i j k

v 0 0
Bx By Bz

∣
∣
∣
∣
∣
∣

,





E ′x
E ′y
E ′z



 = γ





E ′x
E ′y − vBz

E ′z + vBy



− γ − 1

v2
(vEx)





v

0
0



 .

Ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû

• H13 Òîæäåñòâî äëÿ E× [∇× E] (ñòð. 70)

Ôîðìóëó �áàö ìèíóñ öàá� (ñòð.V1:302) çàïèøåì ñ èíäåêñîì i, ñóììà îò
1 äî 3 ïî êîòîðîìó äà¼ò ñâ¼ðòêó ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

E× [∇× E] = Ei∇Ei − (E∇)E =
1

2
∇(E2)− (E∇)E,

Âû÷èñëèì òåïåðü ïðîèçâîäíóþ ïðîèçâåäåíèÿ:

∇i(EiEj) = Ej∇iEi + Ei∇iEj = Ej(∇E) + (E∇)Ej.

Âûðàæàÿ (E∇)Ej, ïðèõîäèì ê òðåáóåìîìó òîæäåñòâó.

• H14 ßêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà (ñòð. 57)

ßêîáèàí ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëèòåëåì ìàòðèöû, ïîëó÷àåìîé äè��åðåíöèðî-

âàíèåì ñòàðûõ êîîðäèíàò ïî íîâûì. Ïðè ïåðåõîäå îò èíòåãðèðîâàíèÿ â

øòðèõîâàííîé ñèñòåìå ê íåøòðèõîâàííîé, èìååì:

d4x′ = det

(
∂x′ν

∂xµ

)

d4x = detΛ d4x = d4x,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî detΛ = 1 (ñì. ñòð.V1:209). Ýòî æå ìîæíî ïîêàçàòü áîëåå

íå�îðìàëüíî. Ïðè äâèæåíèè, â ñèëó ñîêðàùåíèÿ äëèíû, 3-îáú¼ì â γ
ñîêðàùàåòñÿ, à âðåìÿ dt â γ ðàç çàìåäëÿåòñÿ (óäëèíÿåòñÿ), ïîýòîìó èõ

ïðîèçâåäåíèå d4x = dtdV îñòà¼òñÿ íåèçìåííûì.
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• H15 Íàïðÿæ¼ííîñòè ïîëÿ äâèæóùåãîñÿ çàðÿäà x0(t) (ñòð. 86)
Ïðèâåä¼ì äåòàëè âû÷èñëåíèé. Òàê êàê R = x− x0(T ), èìååì:

dR

dT
=
dx0

dT
= −V, dR

dT
=
d
√
R2

dT
= −VR

R
.

Âûðàæåíèå äëÿ ãðàäèåíòà ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ðàâíî:

∇ϕ = − Q

(R−VR)2

(
R

R
−V

)

− QR

(R−VR)3

(
VR

R
+WR−V2

)

,

ãäå ïåðâûé ÷ëåí � ïðîèçâîäíàÿ ïî x, à âòîðîé � ïðîèçâîäíàÿ ïî T è

W = dV/dT � óñêîðåíèå çàðÿäà. Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ

ïî âðåìåíè îò âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà:

∂A

∂t
=
∂A

∂T

∂T

∂t
=

QRW

(R−VR)2
+

QRV

(R−VR)3

(
VR

R
+WR−V2

)

.

Ñîáèðàÿ âñå ïðîèçâîäíûå âìåñòå è ó÷èòûâàÿ òîæäåñòâî äëÿ äâîéíîãî

âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

[R× [(R−VR)×W]] = (R−VR)(RW)−WR(R−VR),

ïîëó÷àþùååñÿ ïî �îðìóëå �áàö-ìèíóñ-öàá�, íàõîäèì íàïðÿæ¼ííîñòü ýëåê-

òðè÷åñêîãî ïîëÿ:

E = Q
(1− V 2)(R−VR)

(R−VR)3
+Q

[R× [(R−VR)×W]]

(R−VR)3
.

�îòîð âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà:

∇×A =
QW ×R

(R−VR)2
+

QV ×R

R(R−VR)2
+

QV ×R

(R−VR)3

(
VR

R
+WR−V2

)

.

Ïðèâîäÿ ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ, èìååì:

B = ∇×A = Q
VR(1− V 2) +VR(WR) +WR(R−VR)

(R−VR)3
× R

R
.

Òàê êàê R×R = 0, íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ýòî ýêâèâàëåíòíî âûðàæåíèþ:

B =
R×E

R
,

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé íàïðÿæ¼ííîñòüþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ.
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• H16 Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ, òåðÿåìàÿ çàðÿäîì (ñòð. 89)

Çàïèøåì âòîðîå ñëàãàåìîå â (3.44), ñòð. 86, ïðè ïîìîùè åäèíè÷íîãî âåê-

òîðà N = R/R:

R

Q
E =

N× [(N−V)×W]

(1−NV)3
=

(N−V)(NW)

(1−NV)3
− W

(1−NV)2
.

Âîçâåä¼ì ýòî âûðàæåíèå â êâàäðàò:

R2

Q2
E2 =

W2

(1−NV)4
+

2(VW)(NW)

(1−NV)5
− (NW)2(1− V 2)

(1−NV)6
.

Ââåä¼ì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå:

In =
(1 + V )n − (1− V )n

nV (1− V 2)n
,

ïðè ïîìîùè êîòîðîãî çàïèøåì èíòåãðàëû, âîçíèêàþùèå ïðè èíòåãðèðî-

âàíèè ïî òåëåñíîìó óãëó (⋖H17):

∫
dΩ

(1−NV)4
= 2π I3,

∫
(NW) dΩ

(1−NV)5
= 2π

(WV)

V 2
(I4 − I3),

Òðåòèé íåîáõîäèìûé èíòåãðàë èìååò âèä:

∫
(NW)2 dΩ

(1−NV)6
=

[V ×W]2

V 2
πI5 +

(
W2

V 2
− 3(WV)2

V 4

)

π (2I4 − I3 − I5).

Ó÷èòûâàÿ èõ, ïîñëå àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì:

I =

∫

R2E
2

4π
dΩ =

2Q2

15

W2(5 + V 2)− 2[V×W]2(2 + V 2)

(1− V 2)4
.

×òîáû íàéòè ïîòåðþ çàðÿäîì ýíåðãèè, íåîáõîäèìî ó÷åñòü äîïîëíèòåëü-

íûé �àêòîð 1 −NV (ñòð. 89). Åãî ìîæíî òàêæå ïîëó÷èòü ïðè ïîìîùè

ñëåäóþùèõ ðàññóæäåíèé. Ñ�åðà ñ öåíòðîì çàïàçäûâàþùåãî ïîëîæåíèÿ

çàðÿäà, ïî êîòîðîé ïðîâåäåíî èíòåãðèðîâàíèå, äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþV.

Âíóòðè íå¼ íàõîäèòñÿ ïëîòíîñòü ýíåðãèè (E2 +B2)/8π. Ïîýòîìó ïîòîê,
òåðÿåìûé çàðÿäîì, áåç ó÷¼òà ïåðåíîñèìîãî ïîëÿ ðàâåí:

P =
E×B

4π
− E2 +B2

8π
V =

E2

4π
(1−NV)N.

Ïðè èíòåãðèðîâàíèè ýòîãî âûðàæåíèÿ âî âñåõ ïðèâåäåííûõ âûøå èíòå-

ãðàëàõ íåîáõîäèìî óìåíüøèòü íà 1 èíäåêñû (Ik 7→ Ik−1). Â ðåçóëüòàòå

÷åãî ïîëó÷àåòñÿ �îðìóëà Ëüåíàðà (3.53), ñòð. 89.
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• H17 Èíòåãðèðîâàíèå èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ (ñòð. 269,88)

Â îáùåì ñëó÷àå âîçíèêàþùèå èíòåãðàëû çàâèñÿò îò äâóõ âåêòîðîâ V

è W. Âûáåðåì ñ�åðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò òàêèì îáðàçîì, ÷òî V

íàïðàâëåí âäîëü îñè z, à W ëåæèò â ïëîñêîñòè (x, z). Êðîìå ñ�åðè÷å-

ñêèõ óãëîâ (θ, φ) ââåä¼ì óãîë α ìåæäó âåêòîðàìè V è W. Êîìïîíåíòû

âåêòîðîâ è èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíû:

N = {sθcφ, sθsφ, cθ}, W = W {sα, 0, cα}

NW =W (sα sθcφ + cαcθ),

ãäå, êàê îáû÷íî, c è s ñ èíäåêñàìè îáîçíà÷àþò êîñèíóñ è ñèíóñ ñ ñîîòâåò-
ñòâóþùèì àðãóìåíòîì. Â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè ñàìîãî ïðîñòîãî

èíòåãðàëà çàâèñèìîñòè îò φ íåò, ïîýòîìó äëÿ dΩ = dφsθdθ èìååì:

∫
dΩ

(1−NV)4
=

π∫

0

2π sθdθ

(1− V cθ)4
= 2π

1∫

−1

dz

(1− V z)4 = 2π I3,

ãäå ñäåëàíà çàìåíà z = cθ è ââåäåíî îáîçíà÷åíèå:

In =

+1∫

−1

dz

(1− V z)n+1
=

1/(V n)

(1− V z)n
∣
∣
∣

+1

−1
=

(1 + V )n − (1− V )n

nV (1− V 2)n
.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè V = 0 ïîëó÷àåòñÿ In = 2.

Âòîðîé èíòåãðàë òðåáóåò ïðåäâàðèòåëüíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïî φ:

∫
(NW) dΩ

(1−NV)5
=

π∫

0

2π∫

0

(sα sθcφ + cαcθ)dφ
Wsθdθ

(1− V cθ)5
=

π∫

0

2πcαcθW sθdθ

(1− V cθ)5
,

ãäå ëèíåéíîå ïî cφ ñëàãàåìîå ïðè èíòåãðèðîâàíèè îò 0 äî 2π ðàâíî íóëþ.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî VW = WV cα è ñíîâà äåëàÿ çàìåíó z = cθ, èìååì:

∫
(NW) dΩ

(1−NV)5
=

2π(WV)

V 2

1∫

−1

(1− 1 + V z) dz

(1− V z)5 = 2π
(WV)

V 2
(I4 − I3),

ãäå ïîä èíòåãðàëîì â ÷èñëèòåëå äîáàâëåíà è âû÷òåíà 1.
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Òðåòèé èíòåãðàë:

I =

∫
(NW)2 dΩ

(1−NV)6
=

π∫

0

2π∫

0

(sαsθcφ + cαcθ)
2dφ

W 2sθdθ

(1− V cθ)6

òàêæå ñíà÷àëà òðåáóåò èíòåãðèðîâàíèÿ ïî φ:

2π∫

0

(s2αs
2
θc

2
φ + c2αc

2
θ)dφ = πs2αs

2
θ + 2πc2αc

2
θ,

ãäå îïóùåíî ëèíåéíîå ïî cφ ñëàãàåìîå, ðàâíîå íóëþ, è ïîäñòàâëåí êîñè-

íóñ äâîéíîãî óãëà c2φ = (1 + c2φ)/2. Òåïåðü ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî
θ:

I = πW 2

1∫

−1

(s2α − (1− 3c2α)z
2) dz

(1− V z)6 = πW 2s2αI5−π
W 2

V 2
(1−3c2α)

1∫

−1

V 2z2 dz

(1− V z)6 .

Èíòåãðàë â ïîñëåäíåì ñëàãàåìîì âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1∫

−1

−V 2z2 dz

(1− V z)6 =

1∫

−1

(1− V 2z2 − 1) dz

(1− V z)6 =

1∫

−1

(1 + V z) dz

(1− V z)5 − I5 = 2I4− I3− I5.

Ïîýòîìó:

I = πW 2

1∫

−1

(s2α − (1− 3c2α)z
2) dz

(1− V z)6 = πW 2s2αI5+π
W 2

V 2
(1−3c2α)(2I4−I3−I5).

Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî ñèíóñà è êîñèíóñà îò α êâàäðàòû âåêòîðíîãî è ñêà-

ëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèé:

[V×W]2 = V 2W 2s2α, (VW)2 = V 2W 2c2α,

îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

∫
(NW)2 dΩ

(1−NV)6
=

[V ×W]2

V 2
πI5 +

(
W2

V 2
− 3(WV)2

V 4

)

π (2I4 − I3 − I5).
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• H18 Ôîðìóëà Ôåéíìàíà (ñòð. 87)

Âû÷èñëèì ïåðâóþ è âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ îò âåêòîðà N = R/R ïî âðå-

ìåíè T :

dN

dT
=

d

dT

(
R

R

)

= −V
R

+
R(RV)

R3
=

R× [R×V]

R3
.

d2N

dT 2
=

V × [V×R] +R× [R×W]

R3
+

3(RV)

R5
[R× [R×V]].

Âûðàçèì ïðîèçâîäíûå ïî T ÷åðåç ïðîèçâîäíûå ïî t = T +R(T ). Ïåðâàÿ
ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà:

dN

dT
=
dN

dt

dt

dT
=
dN

dt
(1 + Ṙ).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî Ṙ = dR/dT = −(RV)/R, èìååì:

R
d

dt

(
N

R2

)

=
d

dT

(
N

R2

)
R2

R −RV
=

3R(RV)−VR2

R3(R−RV)
.

Ñêëàäûâàÿ ñ N/R2
ïîëó÷àåì:

N

R2
+R

d

dt

(
N

R2

)

=
RR + 2R(RV)−VR2

R3(R −RV)
.

Òåïåðü òî÷íî òàêæå âû÷èñëÿåì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ

d2N

dT 2
=
d2N

dt2
(1 + Ṙ)2 +

dN

dt
R̈

èëè

d2N

dt2
=

R2

(R−RV)2
d2N

dT 2
− dN

dT

1

(R −RV)3
(R2V2 − R2(RW)− (RV)2).

Ïîäñòàâëÿÿ ïðîèçâîäíûå dN/dT è d2N/dT 2
, ïîëó÷àåì:

d2N

dt2
=

[R× [(R−VR)×W]]

(R −RV)3
+

+
V 2RV − V 2R− 2(RV)V+ (RV)2V/R+ 3(RV)2R/R2 − 2(RV)3R/R3

(R−RV)3
.

Ñêëàäûâàÿ âñå âûðàæåíèÿ, îêîí÷àòåëüíî èìååì:

N

R2
+ R

d

dt

(
N

R2

)

+
d2N

dt2
=

(1− V 2)(R−RV)

(R−RV)3
+

[R× [(R−VR)×W]]

(R−RV)3
.
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Òåîðèÿ ïîëÿ

• H19 Ïðîèçâîäíûå îò η (ñòð. 97)
Òàê êàê ∂αx

β = δβα, çàïèñûâàÿ η â êîìïîíåíòàõ, èìååì:

∂α
(
xβ − xγVγ V β

)
= δβα − δγα Vγ V β = δβα − Vα V β,

ãäå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ïðîâåäåíî ñóììèðîâàíèå ñ ñèìâîëîì Êðîíå-

êåðà. Ñâ¼ðêà ñèìâîëà Êðîíåêåðà ðàâíà δαα = δ00+δ
1
1+δ

2
2+δ

3
3 = 4, ïîýòîìó

4-äèâåðãåíöèÿ ∂αη
α = 4− V2 = 4− 1 = 3. �ðàäèåíò êâàäðàòà 4-âåêòîðà

η ðàâåí:

∂αη
2 = 2 (∂αη

β) ηβ = 2 (δβα − Vα V β) ηβ = 2 (ηα − VαVη) = 2 ηα,

ãäå ó÷òåíà îðòîãîíàëüíîñòü Vη = 0. Ýòî æå âû÷èñëåíèå ìîæíî ïðîâåñòè

è òàê:

∂αη
2 = ∂α

(
x2 − (x ·V)2

)
= 2 xα − 2 (x ·V) Vα = 2 ηα.

• H20 Òîê òî÷å÷íîãî çàðÿäà â êîâàðèàíòíûõ îáîçíà÷åíèÿõ (ñòð. 97)

Çàïèøåì ïðîèçâîäíóþ òåíçîðà F αβ
ïî xγ:

∂γF
αβ = Q

∂γη
α V β − ∂γηβ V α

(a2 − η2)3/2 +Q
3

2

ηα V β − ηβ V α

(a2 − η2)5/2 ∂γη
2.

Ïîäñòàâèì ïðîèçâîäíûå (4.25):

∂γF
αβ = Q

δαγ V
β − δβγ V α

(a2 − η2)3/2 + 3Q
ηγ (η

α V β − ηβ V α)

(a2 − η2)5/2 .

Ïîëîæèì γ = α è ïðîñóììèðóåì, ó÷èòûâàÿ: V α V α = 1, V α ηα = 0.

∂αF
αβ = Q

4 V β − V β

(a2 − η2)3/2 + 3Q
η2 V β

(a2 − η2)5/2 = Q
3 V β a2

(a2 − η2)5/2 .

×òîáû ïîëó÷èòü âòîðîå óðàâíåíèå, îïóñòèì ïðè ïîìîùè ìåòðè÷åñêîãî

òåíçîðà èíäåêñû α, β âíèç (δαγ 7→ gαγ). Â ÷èñëèòåëè êàæäîé äðîáè ∂γF
αβ

ñòîÿò âûðàæåíèÿ âèäà SγαVβ − SγβVα, ãäå Sγα � ñèììåòðè÷íûé òåíçîð

gγα èëè ηγηα. Ñóììà òàêèõ âûðàæåíèé, â êîòîðûõ öèêëè÷åñêèì îáðàçîì

ïåðåñòàâëÿþòñÿ èíäåêñû:

(SγαVβ − SγβVα) + (SβγVα − SαγVβ) + (SαβVγ − SβαVγ)

ðàâíà íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî, ãðóïïèðóÿ ñëàãàåìûå, èìååì:

(Sβγ − Sγβ) Vα + (Sγα − Sαγ) Vβ + (Sαβ − Sβα) Vγ = 0,

ò.ê. Sβγ = Sγβ è ò.ä.
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• H21 Òåíçîð
∗F αβ

(ñòð. 99)

Íàïðèìåð, ðàñïèñûâàÿ ñóììó è îïóñêàÿ îäèíàêîâûå èíäåêñû äëÿ êîòî-

ðûõ ñèìâîë Ëåâè-×èâèòû ðàâåí íóëþ, èìååì:

∗F01 =
1

2
(ε0123F

23 + ε0132F
32) = ε0123F

23 = −Bx,

∗F12 =
1

2
(ε1203F

03 + ε1230F
30) = ε1203F

03 = −Ez,

ãäå ε0132F
32 = ε0123F

23
, è ò.ä., òàê êàê ε0132 è F

32
îäíîâðåìåííî àíòè-

ñèììåòðè÷íû ïî èíäåêñàì 3, 2. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ε1203 èíäåêñ 0 â ñèìâîëå
Ëåâè-×èâèòû íåîáõîäèìî ïåðåíåñòè â íà÷àëî: ε1203 = −ε1023 = ε0123 = 1.

• H22 Óðàâíåíèå ∂αF
αβ = 4πjβ äëÿ β = 1 (ñòð. 100)

Îïóñêàÿ ñðàçó F 11 = 0, èìååì:

∂0F
01 + ∂2F

21 + ∂3F
31 = −∂tEx + ∂yBz − ∂zBy = 4πj1 = 4πjx,

èëè [∇×B]x = 4π jx + ∂Ex/∂t. Îñòàëüíûå óðàâíåíèÿ äà¼ò β = 2, 3.

• H23 ∂
∗

α F
αβ = 0 â êîìïîíåíòàõ (ñòð. 100)

Äëÿ β = 0 èìååì çàêîí �àóññà äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ:

∂ ∗α F
α0 = ∂ ∗1 F

10 + ∂ ∗2 F
20 + ∂ ∗3 F

30 = −∇B = 0.

Àíàëîãè÷íî ïðè β = 1 ïîëó÷àåì ïðîåêöèþ íà îñü x çàêîíà Ôàðàäåÿ:

∂ ∗α F
α1 = ∂ ∗0 F

01 + ∂ ∗2 F
21 + ∂ ∗3 F

31 = ∂tBx + ∂yEz − ∂zEy = 0.

• H24 Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà áåç èñòî÷íèêîâ èç Fµν (ñòð. 101)

Ïîäñòàâëÿÿ îïðåäåëåíèå Fαβ = ∂αAβ − ∂βAα â óðàâíåíèå

∂αFβγ + ∂βFγα + ∂γFαβ = 0,

ñ ó÷¼òîì ïåðåñòàíîâî÷íîñòè ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (∂α∂β = ∂β∂α), èìååì

∂α(∂βAγ − ∂γAβ) + ∂β(∂γAα − ∂αAγ) + ∂γ(∂αAβ − ∂βAα) = 0.

• H25 ∂αFβγ + ∂βFγα + ∂γFαβ = 0 (ñòð. 101)
Ñâåðí¼ì óðàâíåíèå ∂ ∗µ F

µλ
ñ ñèìâîëîì Ëåâè-×èâèòû ïî λ:

εαβγλ ∂
∗

µ F
µλ =

1

2
εαβγλ ε

µλνσ∂µ Fνσ = −1
2
εαβγλ ε

λµνσ∂µ Fνσ = 0

Ïðè èñïîëüçîâàíèè òîæäåñòâà (4.11), ñòð. 4.11, ó÷èòûâàåì, ÷òî â ñèëó

àíòèñèììåòðèè εµναβFµν = 2Fαβ.
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• H26 4-Ïîòåíöèàë òî÷å÷íîãî çàðÿäà (ñòð. 101)

Aα =
QV α

√

a2 − η2
, ∂αAβ = Q

ηα Vβ
(a2 − η2)3/2 .

Îòñþäà, ïî îïðåäåëåíèþ Fαβ = ∂αAβ−∂βAα, ñëåäóåò (4.23). 4-ïîòåíöèàë

óäîâëåòâîðÿåò êàëèáðîâêå Ëîðåíöà ∂αA
α = 0. Â ñèñòåìå ãäå çàðÿä ïî-

êîèòñÿ, ïîòåíöèàë ϕ íå çàâèñèò îò âðåìåíè, à A = 0 (çàêîí Êóëîíà) è

∂αA
α = 0. Â ñèëó ñâîåé êîâàðèàíòíîñòè ∂αA

α = 0 áóäåò èìåòü îäèíàêî-
âîå çíà÷åíèå (íîëü) è â ëþáîé äðóãîé ñèñòåìå.

Òàê êàê γ(t− rv) = x ·V è t2 − r2 = x2, òî

−η2 = γ2(t− rv)2 − (t2 − r2) = (r− vt)2 + γ2((r− vt)v)2.

Ïîýòîìó 4-ïîòåíöèàë çàðÿäà, ðàâíîìåðíî äâèæóùåãîñÿ ñî ñêîðîñòüþ v

â 3-ìåðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ ðàâåí (ñòð.V1:??):

Aα(t, r) = Q
{γ, γv}

√

(r− vt)2 + γ2((r− vt)v)2 + a2
,

• H27 Îðòîãîíàëüíûå ýëåêòðè÷åñêîå è ìàãíèòíîå ïîëÿ (ñòð. 104)

Íàïðèìåð, Bz = F 21 = N2M1 −N1M2 = −[E×M]z, ïîýòîìó:

E×M =
E× [E×B]

E2
=

E (EB)−BE2

E2
= −B.
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Ëàãðàíæåâ �îðìàëèçì

• H28 Íóëåâîé èíòåãðàë â âûâîäå óðàâíåíèé Ëàãðàíæà (ñòð. 109)

t2∫

t1

d

dt

(

∂L

∂q̇k
ϕk

)

dt =

t2∫

t1

d

(

∂L

∂q̇k
ϕk

)

=

(

∂L

∂q̇k
ϕk

)
∣
∣
∣

t2

t1
= 0,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî ϕk(t1) = 0, ϕk(t2) = 0.

• H29 Ëàãðàíæèàí â 3-ìåðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ (ñòð. 113)

Îáîçíà÷àÿ ñêîðîñòü êàê u = dr/dt, ðàñïèøåì äè��åðåíöèàë èíòåðâàëà:

ds =
√
dt2 − dr2 =

√
1− u2 dt. Àíàëîãè÷íî ðàñïèñûâàåòñÿ ñâ¼ðòêà 4-

ïîòåíöèàëà è dxα: Aαdx
α = ϕdt−A dr = (ϕ−Au) dt.

• H30 Ïîëíûé äè��åðåíöèàë âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà (ñòð. 113)

Êàæäàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé êîîðäè-

íàò è âðåìåíè. Îáîçíà÷èì ýòó �óíêöèþ êàê F . Å¼ äè��åðåíöèàë ðàâåí:

dF (t, r) =
∂F

∂t
dt+

∂F

∂xi
dxi =

∂F

∂t
dt+ (dr∇)F.

Òàê êàê íàñ èíòåðåñóþò êîîðäèíàòû âäîëü òðàåêòîðèè ÷àñòèöû, äâèæó-

ùåéñÿ ñî ñêîðîñòüþ u = dr/dt, ïîäñòàâëÿåì dr = u(t) dt.

• H31 Ïðîèçâîäíûå îò ëàãðàíæèàíà I (ñòð. 116)

Àêêóðàòíîå âû÷èñëåíèå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ìîæíî ïðîâîäèòü ïðè ïî-

ìîùè ñèìâîëà Êðîíåêåðà. Íàïðèìåð, íàéä¼ì ïðîèçâîäíóþ ïî ∂λAσ îò

L = (∂αAβ)(∂
αAβ) = gαµgβν(∂αAβ)(∂µAν).

Çàìåòèì, ÷òî â âûðàæåíèè L, ïðè ïîìîùè ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà, îïó-

ùåíû âñå èíäåêñû âíèç, à ïðîèçâîäíàÿ áåð¼òñÿ ïî òåíçîðó ñ èíäåêñàìè,

îòëè÷àþùèìèñÿ îò ñóììàöèîííûõ èíäåêñîâ â L. Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþ-
ùèì ñîîòíîøåíèåì:

∂(∂αAβ)

∂(∂λAσ)
= δλα δ

σ
β .

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè âñå èíäåêñû ñîâïàäàþò òî ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà åäè-

íèöå (àíàëîãè÷íî ∂x/∂x = 1). Åñëè õîòÿ áû îäíà ïàðà èíäåêñîâ ðàçëè÷-

íà, òî ìû èìååì ïðîèçâîäíóþ òèïà ∂x/∂y, êîòîðàÿ ðàâíà íóëþ.
Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â ëåâîé ÷àñòè èíäåêñû λ è σ íàõîäÿòñÿ âíèçó,

íî ïîä äðîáüþ. Â ðåçóëüòàòå âçÿòèÿ ïðîèçâîäíîé, îíè êàê áû ïåðåïðû-

ãèâàþò ââåðõ íàä äðîáüþ è ïîëó÷àåòñÿ òåíçîð ñ âåðõíèìè èíäåêñàìè.

Îäíàêî ýòî çàìå÷àíèå ÿâëÿåòñÿ ëèøü ìíåìîíè÷åñêèì ïðàâèëîì. Òåïåðü

ïðåäëàãàåòñÿ (⋖H32). âçÿòü ïðîèçâîäíóþ L, êàê ïðîèçâîäíóþ ïðîèçâå-

äåíèÿ.
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• H32 Ïðîèçâîäíûå îò ëàãðàíæèàíà II (ñòð. 276)

∂L
∂(∂λAσ)

= gαµgβν δλα δ
σ
β(∂µAν) + gαµgβν (∂αAβ) δ

λ
µ δ

σ
ν .

Ïðîâîäÿ ñóììèðîâàíèå ñ ñèìâîëàìè Êðîíåêåðà, ïîëó÷àåì:

∂L
∂(∂λAσ)

= gλµgσν(∂µAν) + gαλgβσ(∂αAβ) = ∂λAσ + ∂λAσ = 2∂λAσ.

Îáû÷íî òàêèå ïåäàíòè÷íûå âûêëàäêè íå äåëàþò. Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî

íå îïóñêàòü ïðè ïîìîùè gαβ èíäåêñû âíèç, âðåìåííî èãíîðèðóÿ êîâà-

ðèàíòíûé ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ (îäèí èíäåêñ âíèçó, à äðóãîé ââåðõó).

Â �èíàëüíîì âûðàæåíèè, èíäåêñû ìîæíî ðàññòàâèòü ïî ñâîèì ìåñòàì.

Ïîýòîìó, íàïðèìåð, äëÿ ïðîèçâîäíîé îò L = (∂αAβ)(∂
αAβ) ïèøóò:

∂L
∂(∂λAσ)

= δλα δ
σ
β (∂

αAβ) + (∂αAβ) δ
λ
α δ

σ
β = 2∂λAσ.

Ïîñëå íåêîòîðîãî íàâûêà, ìîæíî äàæå íå èñïîëüçîâàòü ñèìâîëû Êðîíå-

êåðà è ïðè äè��åðåíöèðîâàíèè ñðàçó ïîäñòàâëÿòü íóæíûå èíäåêñû.

• H33 Çàïèñü ëàãðàíæèàíà ÷åðåç òåíçîð F αβ
(ñòð. 117)

F αβFαβ = (∂αAβ − ∂βAα)(∂αAβ − ∂βAα).

Ïåðåìíîæàÿ ñêîáêè, ïîëó÷àåì:

F αβFαβ = ∂αAβ ∂αAβ − ∂αAβ ∂βAα − ∂βAα ∂αAβ + ∂βAα ∂βAα.

Ïåðåîáîçíà÷èì ñóììàöèîííûå èíäåêñû â ïîñëåäíåì è ïðåäïîñëåäíåì

ñëàãàåìûõ (ìåíÿÿ ìåñòàìè α è β):

1

2
F αβFαβ = (∂αAβ) (∂αAβ)− (∂αAβ) (∂βAα).

• H34 Ìàññèâíîå âåêòîðíîå ïîëå I (ñòð. 117)

�àññìîòðèì ëàãðàíæèàí ñ êîíñòàíòîé µ:

L = −Aαj
α − 1

8π
(∂αAβ)(∂

αAβ) +
µ2

8π
AαAα.

Çàïèøåì ïðîèçâîäíûå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà:

∂L
∂Aβ

= −jβ + µ2

4π
Aβ,

∂L
∂(∂αAβ)

= − 1

4π
∂αAβ,

÷òî äà¼ò óðàâíåíèå ïîëÿ: ∂2Aα+µ2Aα = 4πjα. Ñòîèò (⋖H35). òåïåðü åãî

çàïèñàòü â âåêòîðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ
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• H35 Ìàññèâíîå âåêòîðíîå ïîëå II (ñòð. 277)

Åñëè ëàãðàíæèàí ïðîáíîé ÷àñòèöû îñòà¼òñÿ íåèçìåííûì, òî íå èçìåíèò-

ñÿ è ñèëà Ëîðåíöà. Îäíàêî óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà äëÿ íàïðÿæ¼ííîñòåé

íà÷èíàþò çàâèñåòü òàêæå îò ïîòåíöèàëîâ (ïîìíèì î ∂A = 0):

∇E = 4π ρ− µ2ϕ, ∇×B = 4πj+
∂E

∂t
− µ2A.

Íàïðèìåð ∇E = ∇(−∇ϕ− ∂0A) = −∆ϕ + ∂20ϕ = ∂2ϕ. Ïàðà óðàâíåíèé

áåç èñòî÷íèêîâ îñòà¼òñÿ áåç èçìåíåíèé.

• H36 Ýëåêòðîñòàòèêà ìàññèâíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ (ñòð. 117)

Ïóñòü âñå ïîëÿ íå çàâèñÿò îò âðåìåíè è âåêòîðíûé ïîòåíöèàë ðàâåí íó-

ëþ. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà èìååì óðàâíåíèå:

∆ϕ− µ2ϕ = −4πρ.
�åøèì åãî äëÿ ïóñòîãî ïðîñòðàíñòâà ρ = 0, ïðåäïîëàãàÿ ñ�åðè÷åñêóþ

ñèììåòðèþ ϕ = ϕ(r). Òàê êàê r =
√
r2, èìååì:

∇ϕ = ϕ′
r

r
, ∆ϕ = ∇(∇ϕ) = ϕ′′ + ϕ′

2

r
=

1

r2
(
r2 ϕ′

)′
,

ãäå øòðèõ � ïðîèçâîäíàÿ ïî àðãóìåíòó �óíêöèè ϕ(r). Òàêèì îáðàçîì:

1

r2
(
r2 ϕ′

)′
= µ2ϕ => ϕ = Q

e−µr

r
,

ãäå ñäåëàíà çàìåíà ϕ = u(r)/r. Êîíñòàíòà Q ñîîòâåòñòâóåò òî÷å÷íîìó

çàðÿäó, åñëè ρ = Qδ(r).

• H37 Ìàññèâíàÿ ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà (ñòð. 117)

�àññìîòðèì ÷àñòíîå ðåøåíèå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ:

∂2ϕ

∂t2
−∆ϕ+ µ2ϕ = 0 => ϕ = φ0 e

−µ (nr−u t)/
√
1−u2

,

ãäå n � åäèíè÷íûé ïîñòîÿííûé âåêòîð, à u < 1 � ñêîðîñòü. Åñòåñòâåííî

âîëíîâîå óðàâíåíèå äîïóñêàåò è äðóãèå, áîëåå �èçè÷íûå ðåøåíèÿ. Ïðè

�óðüå-ðàçëîæåíèè ïîòåíöèàëà ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèé çàêîí äèñïåðñèè

ω =
√

k2 + µ2. Ýòî ñîîòíîøåíèå ñîáñòâåííî è äàëî íàçâàíèå �ìàññû ïî-

ëÿ� äëÿ êîíñòàíòû µ.

• H38 �ðàäèåíò â êàëèáðîâî÷íîì ïðåîáðàçîâàíèè (ñòð. 119)

∇R = ∇
√
R2 =

2R

2R
=

R

R
.

Àíàëîãè÷íî (∂R/∂t = ∂(x− x0(t))/∂t = −v):
∂R

∂t
=
∂
√
R2

∂t
=

2R(∂R/∂t)

2R
= −Rv

R
.
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• H39 Ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå äëÿ B (ñòð. 119)

∇× v

R
= −v ×∇ 1

R
= v × R

R3
, ∇× R

R3
= 0, ∇(vR) = v.

• H40 Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå (ñòð. 119)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ∂v/∂t = a, ∂R/∂t = −v è ∂R/∂t = −vR/R, èìååì:
∂

∂t

(v

R

)

=
a

R
+

(vR)v

R3
,

∂

∂t

(
(vR)R

R3

)

=
(aR)R

R3
− v2R

R3
− (vR)v

R3
+ 3

(vR)2R

R5
.

• H41 Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû çàðÿäîâ (ñòð. 121)

Ó÷èòûâàÿ çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ äëÿ R = xa − xb, N = R/R:

dR

dt
= V = va − vb,

dR

dt
= NV,

dN

dt
=

N× [V ×N]

R
,

∂R

∂xa
= N,

∂N i

∂xja
=
δij −N iN j

R
,

ãäå âåðõíèå èíäåêñû � êîìïîíåíòû âåêòîðîâ, à íèæíèå � íîìåðà ÷àñòèö:

d

dt

(
∂L

∂va

)

=
dpa

dt
+

1

2

b 6=a
∑

b

QaQb

R

{
ab +N (Nab)

}

+
1

2

b 6=a
∑

b

QaQb

R2

{
N× [va × vb] +N(Vvb)− 3N(NV)(Nvb)

}
,

Ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèé Ëàãðàíæà ðàâíà:

∂L

∂xa
=

b 6=a
∑

b

QaQb

R2

[

N+
va(Nvb) + (Nva)vb −N (vavb)− 3N (Nva)(Nvb)

2

]

Ïðèðàâíèâàÿ ýòè äâà âûðàæåíèÿ, ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ.

• H42 Äâèæåíèå çàðÿäîâ ïî îêðóæíîñòè (ñòð. 121)

Åäèíè÷íûé âåêòîð N îðòîãîíàëåí ñêîðîñòÿì Nva = Nvb = 0 è íàïðàâ-

ëåí îò çàðÿäà b ê çàðÿäó a. Ïîýòîìó â ñèëó ïîäñòàâëÿåì ñîîòíîøåíèÿ:

va × [vb ×N] = vb(vaN)−N(vavb) = Nv2, ab = N
v2

R/2
.
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Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ

• H43 Ïðîèçâîäíàÿ ëàãðàíæèàíà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ (ñòð. 129)

�àñïèøåì âçÿòèå ïðîèçâîäíîé ïîäðîáíî (⋖H31). Ïðè ïîìîùè äâóõ ìåò-

ðè÷åñêèõ òåíçîðîâ îïóñêàåì âñå èíäåêñû âíèç è áåð¼ì ïðîèçâîäíóþ

−g
µλgντ

8π

∂{(∂µAν) (∂λAτ)− (∂µAν) (∂τAλ)}
∂(∂αAγ)

êàê ïðîèçâîäíóþ ïðîèçâåäåíèÿ:

−g
µλgντ

8π
(δαµδ

γ
ν ∂λAτ + ∂µAν δ

α
λδ

γ
τ − δαµδγν ∂τAλ − ∂µAν δ

α
τ δ

γ
λ).

Ñâîðà÷èâàÿ ñ ñèìâîëàìè Êðîíåêåðà:

− 1

8π
(gαλgγτ ∂λAτ + gµαgνγ∂µAν − gαλgγτ ∂τAλ − gµγgνα ∂µAν),

à çàòåì ñ ìåòðè÷åñêèìè òåíçîðàìè, îêîí÷àòåëüíî èìååì:

− 1

8π
(∂αAγ + ∂αAγ − ∂γAα − ∂γAα) = − 1

4π
(∂αAγ − ∂γAα) = − 1

4π
F αγ.

• H44 �àâåíñòâî íóëþ ñëåäà òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà (ñòð. 129)

T α
α =

1

4π

[

F αγFγα +
1

4
δαα F

µνFµν

]

=
1

4π
[−F αγFαγ + F µνFµν] = 0.

• H45 Êâàäàðò òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà (ñòð. 131)
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Òåîðåìà Í¼òåð

• H46 Îáðàòíîå áåñêîíå÷íî ìàëîå ïðåîáðàçîâàíèå (ñòð. 146)

x′µ = xµ+ωµν x
ν = x′µ−ωµν x

′ν+ωµν (x
′ν−ωνσ x′σ) ≈ x′µ−ωµν x

′ν+ωµν x
′ν+...

• H47 ßâíûé âèä ìàòðèöû ω (ñòð. 146)

Äëÿ áóñòà ìàòðèöà ñëåäóåò èç (4.3), ò.ê. â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî ñêîðîñòè

γ = 1. Ìàòðèöà äëÿ 3-âðàùåíèé ïîëó÷àåòñÿ èç ðàçëîæåíèÿ êîñèíóñîâ è

ñèíóñîâ, ñì. ñòð.V1:194.

• H48 Òåíçîð Σαβ
ij (ñòð. 147)

1

2

(
δµαδ

ν
β − δµβδνα

)
ωµν =

1

2

(
ωαβ − ωβα

)
= ωαβ

• H49 Ôóíêöèîíàëüíîå è ïîëíîå èçìåíåíèÿ ïîòåíöèàëà (ñòð. ??)

Çàâèñèìîñòü 4-ïîòåíöèàëà îò êîîðäèíàò âõîäèò â âèäå èíâàðèàíòà a2 +
(x · u)2 − x2, ïîýòîìó δ̄Aα = 0. Ïîëíîå èçìåíåíèå δAα

ñîîòâåòñòâóåò

ïðåîáðàçîâàíèÿì Ëîðåíöà, êîòîðûå �îáåñïå÷èâàåò� 4-âåêòîð uα:

A′α(x′) = Λα
βA

β(x), u′α = Λα
βu

β.

• H50 Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ (ñòð. ??)

Âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîäíûå ëàãðàíæèàíà

∂L
∂(∂µΦ1)

= ∂µΦ1,
∂L
∂Φ1

= m2Φ1

è ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà, ïîëó÷àåì (∂2 +m2) Φ1 = 0.

• H51 Òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà è ñïèíà (ñòð. 150)

Ïðîèçâîäíàÿ îò ëàãðàíæèàíà ðàâíà:

L = − 1

8π
(∂αAβ)(∂

αAβ) =>
∂L

∂(∂µAν)
= − 1

4π
∂µAν.

Ïîýòîìó êàíîíè÷åñêèé òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà èìååò âèä:

T αβ =
∂L

∂(∂αAγ)
∂βAγ − gαβ L = − 1

4π
∂αAγ∂βAγ +

gαβ

8π
(∂µAν)

2.

Òåíçîð ñïèíà:

Sµ, αβ =
∂L

∂(∂µAα)
Aβ −

∂L
∂(∂µAβ)

Aα =
1

4π
(Aα ∂µAβ − Aβ ∂µAα) .

Ñòîèò ïðîâåðèòü, ÷òî, â ñèëó ∂2Aα = 0, âûïîëíÿåòñÿ ∂µSµ, αβ = 0.
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• H52 Ïðîöåäóðà Áåëè�àíòå (ñòð. 151)

Äëÿ ëàãðàíæèàíà:

L = − 1

16π
FµνF

µν,
∂L

∂(∂αAβ)
= −F

αβ

4π

çàïèøåì ñïèíîâóþ êîìïîíåíòó ïîëíîãî ìîìåíòà:

Sµ, αβ = − 1

4π
(F µαAβ − F µβAα) = Φµ, αβ

è âû÷èñëèì

1

2
∂γ (Φ

γ, µν − Φµ, γν − Φν, γµ)

=
∂γ
8π

(F γµAν−F γνAµ−F µγAν+F µνAγ−F νγAµ+F νµAγ) = −∂γ
4π

(F γµAν).

• H53 Ïðîèçâîäíàÿ ëàãðàíæèàíà ïî âåêòîðó c (ñòð. 154)

Çàïèñûâàÿ ïðîèçâîäíóþ ëàãðàíæèàíà ïî âåêòîðó, ìû èñïîëüçóåì áå-

çèíäåêñíûå îáîçíà÷åíèÿ. Ñòîèò èõ ïåðåïèñàòü ïðè ïîìîùè èíäåêñîâ.

Íîìåðà ïðîåêöèé âåêòîðîâ áóäåì ïèñàòü ñâåðõó, à íîìåðà ÷àñòèö, ïî-

ïðåæíåìó ñíèçó:

∂L(xa + c)

∂ck

∣
∣
∣
c=0

=
∑

a

∂L(xa + c)

∂(xa + c)j
∂(xa + c)j

∂ck

∣
∣
∣
c=0

=
∑

a

∂L(xa)

∂xj
a

δjk.

Ñâîðà÷èâàÿ ñ ñèìâîëîì Êðîíåêåðà, ïîëó÷àåì

∑
∂L/∂xa.

• H54 Ïðîèçâîäíàÿ ëàãðàíæèàíà ïî óãëó φ (ñòð. 155)

Âîçüìåì ïðîèçâîäíóþ äëÿ îäíîé ÷àñòèöû, èñïîëüçóÿ èíäåêñû:

L(r+ r× φ)

∂φi

∣
∣
∣
φ=0

=
∂L

∂rj

∂(rj + εjklrkφl)

∂φi

∣
∣
∣
φ=0

=
∂L

∂rj
εjkirk =

(
∂L

∂r
× r

)

i

.
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Ñàìîäåéñòâèå

• H55 Èíòåãðàë îò η2 (ñòð. 162)

Êîãäà çàðÿä ïðè t = 0 íàõîäèòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò −η2 = x2+γ2 (xv)2.
Íàïðàâèì îñü z âäîëü ñêîðîñòè v = {0, 0, v}. Òîãäà −η2 = x2+y2+γ2z2.

Äåëàåì çàìåíó z 7→ z/γ è ïåðåõîäèì ê ñ�åðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì:

∫

F (x2 + y2 + γ2z2) d3x =
1

γ

∫

F (r2) d3x =
4π

γ

∫

F (r2) r2 dr.

• H56 Ñâÿçü ìàññ (ñòð. 162)

Óìíîæèì (6.13) íà η2 è âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì (6.14) (η2 = −r2):

4π

γ

∫ ∞

0

[r4 f ′0 + 3 r2 f0 + r2 f1 + r4 f ′1 + 4 r2 f2 + 2 r4 f ′2] r
2 dr = 0.

Çàòåì èñïîëüçóåì òîæäåñòâî ñëåäóþùåé çàäà÷è è îïðåäåëåíèå (6.15).

• H57 Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì (ñòð. 162)

∞∫

0

f ′(a2 + r2) r6 dr = −5
2

∞∫

0

f(a2 + r2) r4 dr.

• H58 Èíòåãðàë îò η0 η F (−η2) (ñòð. 163)
∫

η0η F (−η2) d3x =

∫

γ2 (xv) [x+ v(xv)]F
(
x2 + γ2 (xv)

)
d3x = v I

Åäèíñòâåííûé âåêòîð îò êîòîðîãî çàâèñèò èíòåãðàë � ýòî ñêîðîñòü v,

ïîýòîìó ðåçóëüòàò èíòåãðèðîâàíèÿ ðàâåí v I. Óìíîæèì îáå ÷àñòè íà v:

v2 I =

∫

γ4 (xv)2 F
(
x2 + γ2 (xv)

)
d3x =

γ4

γ

v2

γ2

∫

z2F (r2) d3x,

ãäå ñäåëàíà çàìåíà z 7→ z/γ. Äàëåå ïåðåõîäèì ê ñ�åðè÷åñêèì êîîðäèíà-

òàì z = r cos θ è d3x = r2 dr sin θ dθ dφ.

• H59 Èíòåãðàëüíûå âåëè÷èíû (ñòð. 163)

Íàïðèìåð, èíòåãðàë ïî d3x îò T 00
ðàâåí:

1

4π

∫ (η2

2
− (η0)2 − γ2 η2

)

f0(−η2) d3x = −1

γ

(1

2
− γ2

)

m0 −
γv2

3
m0.
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• H60 Ôàêòîð 1/3 ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà (ñòð. 168)

Ñäåëàåì çàìåíó r′ = r−R:

∫
ρ(r)ρ(r′)

R3
(nR)2 d3r d3r′ = −

∫
ρ(r)ρ(|r−R|))

R3
(nR)2 d3r d3R.

Ïåðåéäåì â ñ�åðè÷åñêèå êîîðäèíàòû r = {r, α, φ1} è R = {R, θ, φ2}, ãäå
α � óãîë ìåæäó r è R, à θ � óãîë ìåæäó R è n. Âûðàæåíèå |r − R| =√
r2 +R2 − 2rR cosα íå çàâèñèò îò óãëà θ. Èíòåãðàë ïî α äàñò íåêîòîðóþ

�óíêöèþ îò r è R. Èíòåãðèðóÿ çàòåì ïî θ, èìååì:

π∫

0

(nR)2 sin θ dθ =

π∫

0

R2 cos2 θ sin θ dθ = R2

1∫

−1

z2 dz =
2

3
R2.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè áû ìíîæèòåëÿ (nR)2 íå áûëî, ìû áû ïîëó÷èëè

2R2
Ïîýòîìó (nR)2 ïîä èíòåãðàëîì ìîæíî çàìåíèòü íà R2/3.

•H61 Ñèëà òðåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàâíîóñêîðåííîãî äâèæåíèÿ (ñòð. 173)

Ïðè äâèæåíèè â ïîñòîÿííîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå êîìïîíåíòû 4-ñêîðîñòè,

êàê �óíêöèè ñîáñòâåííîãî âðåìåíè s, ðàâíû:

u0(s) = A ch(ωs) + B sh(ωs), u(s) = e
[
A sh(ωs) +B ch(ωs)

]
+C,

ãäå A = E0/m è B = ep0/m, mC = p0 − e(ep0). Ïîýòîìó:

u′′0 + (u′)2u0 = −ω2[A2 − B2 − 1]u0
u′′ + (u′)2u = −ω2[A2 − B2 − 1]u− ω2C.

Íîëü ïîëó÷àåòñÿ, åñëè C = 0 è A2 − B2 = 1, ò.å. òîëüêî òîãäà, êîãäà

íà÷àëüíûé èìïóëüñ p0 ïàðàëëåëåí ýëåêòðè÷åñêîìó ïîëþ e = E/|E|.
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Ýëåêòðîìàãíèíòûå âîëíû

• H62 Ìîùíîñòü ïîòîêà (ñòð. 201)

Ýíåðãèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ïëîñêîé âîëíû, ïîëÿðèçîâàííîé ïî êðó-

ãó â îáú¼ìå V ðàâíà E = V E2
0/4π. Ïóñòü îáú¼ì ðàâåí V = LS, ãäå äëèíà

L (ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîùàäè S) íàïðàâëåíà âäîëü âîëíîâîãî âåêòîðà.

Çà âðåìÿ ∆t = L/c (c = 1) ÷åðåç ïëîùàäêó S ïðîõîäèò âñÿ ýíåðãèÿ,

íàõîäÿùàÿñÿ â îáú¼ìå. Ïîýòîìó ìîùíîñòü ïîòêà ðàâíà:

I0 =
E

∆tS
=
E
V

=
E2

0

4π
.

Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ñêîðîñòè ñâåòà, íåîáõîäèìî ó÷åñòü, ÷òî I0 (ýíåðãèÿ â

åäèíèöó âðåìåíè) èìååò ðàçìåðíîñòü ïî âðåìåíè ïðîïîðöèàíàëüíóþ t−3.
Ïîýòîìó I0 7→ I0/c

3
è, êàê îáû÷íî, äëÿ íàïðÿæ¼ííîñòè ïîëÿ E0 7→ E0/c.

• H63 Óñëîâèå äåéñòâèòåëüíîñòè �óðüå-ðàçëîæåíèÿ (ñòð. 194)

Âîçüì¼ì êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå è ñäåëàåì çàìåíó k 7→ −k:

E∗(r, t) =

∫

E∗(k, t) e−ıkr d3k =

∫

E∗(−k, t) eıkr d3k.

Ýòî âûðàæåíèå äîëæíî ñîâïàñòü ñ E(r, t), ïîýòîìó E∗(−k, t) = E(k, t)

èëè E∗(k, t) = E(−k, t). Ïðè çàìåíå k 7→ −k ïîÿâëÿåòñÿ çíàê ìèíóñ

ïåðåä èíòåãðàëîì, êîòîðûé �óõîäèò� ïîñëå ïåðåñòàíîâêè ïðåäåëîâ èíòå-

ãðèðîâàíèÿ. Íàïðèìåð, ïðè îäíîêðàòíîì èíòåãðèðîâàíèè

∞∫

−∞

f(k)dk = −
−∞∫

∞

f(−k)dk =

∞∫

−∞

f(−k)dk.

• H64 Ôóðüå-ðàçëîæåíèå è âîëíîâîå óðàâíåíèå (ñòð. 194)

Ïîäåéñòâóåì îïåðàòîðîì Ä'Àëàìáåðà íà �óðüå-ðàçëîæåíèå:

(
∂2

∂t2
−∆

)∫

E(k, t) eıkr d3k =

∫ (
∂2E

∂t2
+ k2E

)

eıkr d3k = 0,

îòêóäà ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî íóëþ âûðàæåíèÿ â êðóãëûõ ñêîáêàõ.
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Êâàòåðíèîíû

• H65 Ïðåîáðàçîâàíèå SAS+ (ñòð. 210)

Ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå ïåðåñòàâëÿåò ìàòðèöû ìåñòàìè (AB)+ = B+A+
, à

äâîéíîå ñîïðÿæåíèå âîçâðàùàåò èñõîäíóþ ìàòðèöó (A+)+ = A. Ïîýòîìó:

(SAS+)+ = (S+)+A+S+ = SAS+.

• H66 Àëãåáðà ìàòðèö Ïàóëè (ñòð. 211)

σ1σ2 =

(
0 1
1 0

)(
0 −ı
ı 0

)

=

(
ı 0
0 −ı

)

= ıσ3.

Â òîæå âðåìÿ ε12kσk = ε123σ3 = σ3, ò.ê. àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð Ëåâè-

×èâèòû îòëè÷åí îò íóëÿ òîëüêî äëÿ ðàçëè÷íûõ èíäåêñîâ è ε123 = 1.

• H67 Òîæäåñòâî ñ ìàòðèöàìè Ïàóëè (ñòð. 211)

Ñâîðà÷èâàÿ (8.7) ñ ai è bj è ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå âåêòîðíîãî ïðîèçâå-

äåíèÿ [a× b]k = εijkaibj = εkijaibj, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå òîæäåñòâî.

• H68 Ñâîéñòâî ñîïðÿæåíèÿ AB = B̄ Ā (ñòð. 212)

Òàê êàê B̄ = {b0, −b}, Ā = {a0, −a}, òî:
B̄ Ā = {a0b0 + ab,−a0b− b0a+ ıb× a}.

Ïåðåñòàâëÿÿ ìåñòàìè ìíîæèòåëè â b × a, èìååì: B̄ Ā = AB, òàê êàê ó

âåêòîðíîé ÷àñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ AB ïîÿâëÿåòñÿ çíàê ìèíóñ.

• H69 Ïðîèçâåäåíèå AB̄C (ñòð. 214)

�àññìîòðèì òðè êâàòåðíèîíà

A = aµσµ = a0 + aσ, B̄ = bµσ̄µ = b0 − bσ, C = cµσµ = c0 + cσ

è ðàñïèøåì èõ ïðîèçâåäåíèå:

AB̄C =
{
a · b + (b0a− a0b)σ − ı[a× b]σ

}
(c0 + cσ),

ãäå a · b = a0b0 − ab. Ïåðåìíîæàÿ ñêîáêè, èìååì:

AB̄C = (a · b)C+ c0b0aσ − c0a0bσ + b0(ac)− a0(bc) + [[a× b]× c]σ

− ıc0[a× b]σ + ıb0[a× c]σ − ıa0[b× c]σ − ı[a× b]c.

�àñêðûâàÿ äâîéíîå âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå [a× b]× c = b(ac)− a(bc)
è äîáàâëÿÿ a0b0c0 − a0b0c0, ïîëó÷àåì:

AB̄C = (a · b)C− (a · c)B+ (b · c)A
− ıc0[a× b]σ + ıb0[a× c]σ − ıa0[b× c]σ − ı[a× b]c.

Ïîñëåäíèå ÷åòûðå ñëàãàåìûå ìîæíî (⋖H70) ñâåðíóòü â îäíî âûðàæåíèå

ïðè ïîìîùè ñèìâîëà Ëåâè-×åâèòû.
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• H70 Ïðîèçâåäåíèå AB̄C (ñòð. 286)

�àñïèøåì ñóììó ïî ïåðâîìó èíäåêñó â ñëåäóþùåé ñâ¼ðòêå:

εµνστa
µbνcσdτ = ε0νστa

0bνcσdτ + εiνστa
ibνcσdτ .

Òàê êàê â 4-ñèìâîëå Ëåâè-×åâèòû âñå èíäåêñû äîëæíû áûòü ðàçëè÷íû,

â ïåðâîì ÷ëåíå èíäåêñû ν, σ, τ íå ðàâíû 0 è èõ ìîæíî çàìåíèòü ëàòèí-

ñêèìè èíäåêñàìè, ïðèíèìàþùèìè çíà÷åíèå 1,2,3. Àíàëîãè÷íî, âûäåëèì

ïîñëåäîâàòåëüíî íóëåâîå çíà÷åíèå â 4-èíäåêñàõ âî âòîðîì ÷ëåíå:

εµνστa
µbνcσdτ = ε0ijka

0bicjdk + εi0jka
ib0cjdk + εij0ka

ibjc0dk + εijk0a
ibjckd0.

Òàê êàê ε0123 = 1 è ïî âñåì èíäåêñàì ýòîò ñèìâîë ÿâëÿåòñÿ àíòèñèì-

ìåòðè÷íûì, î÷åâèäíà ñëåäóþùàÿ ñâÿçü 4-ìåðíîãî è 3-ìåðíîãî ñèìâîëîâ

Ëåâè-×åâèòû: ε0ijk = εijk. Ïîýòîìó:

εµνστa
µbνcσdτ = a0 [b× c]d− b0 [a× c]d+ c0 [a× b]d− d0 [a× b]c.

Çàìåíÿÿ dµ íà σµ = {1,−σ} è ñðàâíèâàÿ ýòî âûðàæåíèå ñ ïîñëåäíèìè

÷åòûðüìÿ ñëàãàåìûìè â ïðîèçâåäåíèè AB̄C, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

AB̄C = (a · b)C− (a · c)B+ (b · c)A+ ıεαβγµa
αbβcγσµ.

Çàìåòèì, ÷òî òàêîé êîâàðèàíòíûé âèä âûðàæåíèÿ ïîëó÷èëñÿ áëàãîäàðÿ

íàëè÷èþ ñîïðÿæåíèÿ ó êâàòåðíèîíà B â ïðîèçâåäåíèè òð¼õ êâàòåðíèîíîâ

â ëåâîé ÷àñòè, à â ïðàâîé ÷àñòè ó B ñîïðÿæåíèÿ óæå íåò.

• H71 Ýëåìåíòû ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà (ñòð. 223)

Λ0
0 = |s0|2 + |s|2,

Λi
0 =

(
s∗0s+ s0s∗ + ı s× s∗)i, Λ0

i =
(
s∗0s+ s0s∗ − ı s× s∗

)i
,

Λi
j = s∗isj + s∗jsi + δij(|s0|2 − |s|2) + ı εijk (s

0s∗k − s∗0sk),

ãäå ïåðåñòàâëåíû èíäåêñû: Λ 0
0 = Λ0

0, Λ
i

0 = −Λ0
i, Λ

j
i = Λi

j . Ïîñëåäíåå

ñîîòíîøåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â áîëåå êîìïàêòíîì âèäå:

Λi
j = 2ℜ(s∗isj) + δijs · s∗ + 2ı εijkℑ(s0s∗k).

Ñòîèò çàïèñàòü ìàòðèöó Λ β
α äëÿ âåêòîðà sµ = {ch(α/2),−m sh(α/2)},

ãäå ch(α) = γ, m sh(α) = vγ è ñðàâíèòü å¼ ñ ìàòðèöåé íà ñòð. ??.

Ýëåìåíòû ìàòðèöû Λ0
i áóäóò ñèììåòðè÷íûìè Λ0

i = Λi
0, åñëè âåêòîð

s ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíûì, ÷èñòî ìíèìûì èëè êîãäà ℑs ïàðàëëåëåí ℜs.
Ýëåìåíòû Λi

j ñèììåòðè÷íû, åñëè ℑ(s0s∗k) = 0.
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• H72 Èíâàðèàíòíîñòü LL̄ (ñòð. 215)

L′L̄′ = SLS̄ SLS̄ = SLS̄SL̄S̄ = SLL̄S̄ = SIS̄ = detL.

• H73 �åçóëüòèðóþùèé áóñò ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ áóñòîâ (ñòð. 221)

Èç òîãî �àêòà, ÷òî nm = 0 è ñîîòíîøåíèé

cαcφ = c1c2 + (m1m2) s1s2, n cαsφ = −[m1 ×m2] s1s2,

msαcφ + [m× n] sαsφ = m1 s1c2 +m2 c1s2.

íàéä¼ì α è m. Òàê êàê n è m ïåðïåíäèêóëÿðíû, òî m × n ÿâëÿåòñÿ

åäèíè÷íûì âåêòîðîì. Âîçâîäÿ òðåòüå ñîîòíîøåíèå â êâàäðàò, èìååì:

s2αc
2
φ + s2αs

2
φ = s2α = s21c

2
2 + c21s

2
2 + 2m1m2 s1c1s2c2.

Òàê êàê sα = sh(α/2) � ãèïåðáîëè÷åñêèé ñèíóñ, òî chα = 1 + 2s2α:

chα = 1+2s21c
2
2+2c21s

2
2+4(m1m2)s1c1s2c2 = chα1 chα2+(m1m2) shα1 shα2,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî 1 + 2s21c
2
2 + 2c21s

2
2 = (c21 + s21)(c

2
2 + s22). Óìíîæàÿ òðåòüå

ñîîòíîøåíèå âåêòîðíî íà n, ó÷èòûâàÿ, ÷òî n×[m×n] = m äëÿ nm = 0 è

èñêëþ÷àÿm×n (ïðè ïîìîùè îïÿòü æå òðåòüåãî ñîîòíîøåíèÿ), íàõîäèì:

m sα = m1s1c2cφ +m2c1s2cφ + [n×m1]s1c2sφ + [n×m2]c1s2sφ.

Ïîäñòàâëÿÿ èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ cφ, à èç âòîðîãî nsφ, ïîëó÷àåì:

m shα = m1 shα1 chα2 +m2 shα2 +m1(m1m2) shα2(chα1 − 1).

• H74 Óãîë è îñü ïîâîðîòà ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ áóñòîâ (ñòð. 221)

cαcφ = c1c2 + (m1m2) s1s2, n cαsφ = −[m1 ×m2] s1s2.

Èç âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî n ∼ −m1 ×m2, à òàê êàê n åäè-

íè÷íûé âåêòîð, òî ïðè sφ > 0 (cα, s1, s2 âñåãäà áîëüøå íóëÿ) èìååì:

n = −[m1 ×m2]/|m1 ×m2|.
Ïåðåìíîæàÿ ïåðâîå è âòîðîå ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷àåì:

n c2αcφsφ = −[m1 ×m2] (s1c1s2c2 +m1m2 s
2
1s

2
2).

Óìíîæàÿ ýòî âûðàæåíèå íà 4 è ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ cα = ch(α/2) ñïðà-
âåäëèâû òîæäåñòâà 2c2α = chα + 1, 2s2α = chα− 1, íàõîäèì:

n sinφ (chα+1) = −[m1×m2] (shα1 shα2+m1m1 (chα1−1)(chα2−1)).

Ïîäñòàâëÿÿ ñêîðîñòèm shα = vγ, chα = γ è èñêëþ÷ÿÿ v1v2 ïðè ïîìîùè

�îðìóëû γ = γ1γ2(1 + v1v2), ïîëó÷àåì òðåáóåìûé ðåçóëüòàò.
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•H75 Îáðàòíîå ïðîèçâåäåíèå LR = (cα−sαmσ) (cφ+ısφ nσ) (ñòð. 222)
Ïåðåìíîæàÿ êâàòåðíèîíû, èìååì:

LR = cαcφ − ımn sαsφ,+(ın cαsφ −msαcφ + [m× n] sαsφ)σ.

Ñðàâíèâàÿ ñ L2L1 (ñòð. 221), ïîëó÷àåì, ÷òî èòîãîâàÿ ñêîðîñòü è îñü âðà-

ùåíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðíû (nm = 0) è ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:

cαcφ = c1c2 + (m1m2) s1s2, n cαsφ = −[m1 ×m2] s1s2,

msαcφ − [m× n] sαsφ = m1 s1c2 +m2 c1s2.

Îíè ñîâïàäóò ñ ñîîòíîøåíèÿìè èç çàäà÷è (⋖H73), åñëè âåêòîð n îáðà-

òèòü n 7→ −n, à èíäåêñû 1, 2 ó αi, mi ïåðåñòàâèòü ìåñòàìè. Â ðåçóëüòàòå

âûðàæåíèÿ äëÿ îñè n, óãëà ïîâîðîòà φ è áûñòðîòû α (èëè γ) íå ïîìåíÿ-
þòñÿ. Îäíàêî â âûðàæåíèè äëÿ ñêîðîñòè èòîãîâîãî áóñòà v (èëè âåêòîðà

m) íåîáõîäèìî ïîìåíÿòü ìåñòàìè ñêîðîñòè.

• H76 Âûïîëíåíèå óñëîâèÿ LL̄ = I (ñòð. 222)

Âû÷èñëèì ïðîèçâåäåíèå ÷èñëèòåëåé, ó÷èòûâàÿ, ÷òî SS̄ = S̄S = I è àíà-

ëîãè÷íî äëÿ ýðìèòîâîãî ñîïðÿæåíèÿ:

(S+ S+)(S̄+ S̄+) = 2 · I + S+S̄+ SS̄+.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû äëÿ çíàìåíàòåëÿ èìååì:

(I+ SS̄+) (I+ SS̄+) = (I+ SS̄+) (I+ S+S̄) = 2I+ S+S̄+ SS̄+ = |I+ S+S̄|2I,
÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

• H77 Êâàòåðíèîí R = SL̄ (ñòð. 222)

R = SL̄ =
S(S̄+ S̄+)

|I+ SS̄+| =
I+ SS̄+

|I+ SS̄+| .

Òî, ÷òî ýòîò êâàòåðíèîí íå èìååò ÷èñòî ìíèìîé âåêòîðíîé ÷àñòè ïðîâå-

ðÿåòñÿ ïðÿìûì ïåðåìíîæåíèåì:

SS̄+ = (S0 + Sσ)(S∗0 − S∗σ) = |S0|2 − SS∗ + (SS∗0 − S∗S0)σ − ı[S× S∗]σ

(ïîñëåäíèé ÷ëåí â ýòîì âûðàæåíèè äåéñòâèòåëåí). Êðîìå ýòîãî, î÷åâèä-

íî, ÷òî çíàìåíàòåëü â R äåéñòâèòåëåí (ñì. ⋖H76).

• H78 Óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè (ñòð. 225)

Ïåðåìíîæàÿ êâàòåðíèîíû, èìååì:

(∂0 − σ∇)(ρ− jσ) = ∂0ρ+∇j− (∂0j+∇ρ− ı∇× j)σ.

Ñëåä ýòîãî âûðàæåíèÿ âûäåëÿåò ñêàëÿðíóþ ÷àñòü, ïðèâîäÿ ê óðàâíåíèþ

íåïðåðûâíîñòè:

∂0ρ+∇j = 0.



290

• H79 Êâàòåðíèîíû F è A (ñòð. 225)

Âû÷èñëèì ìàòðè÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ:

DĀ = (∂0 − σ∇)(ϕ−Aσ) = ∂ · A+ (E+ ıB)σ,

A
←
D̄ = (ϕ+Aσ) (

←
∂0 + σ

←
∇) = ∂ · A− (E+ ıB)σ.

ãäå ∂ · A = ∂0ϕ +∇A è ó÷òåíî, ÷òî

E = −∇ϕ− ∂0A, B = ∇×A.

Âû÷èòàÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ è äåëÿ íà 2, ïîëó÷àåì F.

• H80 Ïåðâîå óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà (ñòð. 225)

Êâàòåðíèîíû D è A èìåþò äåéñòâèòåëüíûå êîý��èöèåíòû, ïîýòîìó îíè

ýðìèòîâû (D+ = D è A+ = A). Ñëåäîâàòåëüíî ïðè ëþáîì êâàòåðíèîíå

A:

DF+ − F
←
D =

1

2
D (Ā

←
D− D̄A)− 1

2
(DĀ− A

←
D̄)
←
D = 0,

òàê êàê DD̄ = I∂2 è åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà I ïåðåñòàíîâî÷íà ñ A.

• H81 Ïåðâîå óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà (ñòð. 225)

Ïîäñòàâëÿÿ â (8.67) êâàòåðíèîíû

F = fσ, D = ∂0 − σ∇,

ãäå f = E+ ıB è ó÷èòûâàÿ òîæäåñòâî (8.8), ñòð. 211, ïîëó÷àåì:

∇(f − f∗) = ∂0(f − f∗)σ + ı∇× (f + f∗)σ.

Ñêàëÿðíàÿ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ äà¼ò çàêîí �àóññà äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ

∇(f − f∗) = 2 ı∇B = 0,

à âåêòîðíàÿ � çàêîí ýëåêòðîìàãíèòíîé èíäóêöèè Ôàðàäåÿ:

∂0B +∇× E = 0.
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• H82 Äâèæåíèå â ïîñòîÿííîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå (ñòð. 227)

Ïóñòü íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ðàâíà íóëþ è U(0) = I. ÒîãäàU(s) ðàâíî (8.75)

áåç ìíîæèòåëÿ 1/2. Ñêàëÿðíàÿ è âåêòîðíûå ÷àñòè ýòîãî êâàòåðíèîíà

äàþò êîìïîíåíòû 4-ñêîðîñòè

u0(s) = ch(ωs), u(s) = e sh(ωs).

Òàê êàê uµ = {u0, u} = dxµ/ds, èíòåãðèðóÿ ïî s, ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ

äëÿ ëàáîðàòîðíîãî âðåìåíè è êîîðäèíàò çàðÿäà:

t =
1

ω
sh(ωs), r(s) = r(0) +

e

ω
(ch(ωs)− 1).

Â ïåðâîì ñëó÷àå êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ âûáðàíà ðàâíîé íóëþ, òàê

êàê ïðè s = 0 èìååì t = 0. Ïðè ïîìîùè òîæäåñòâ äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ

�óíêöèé íåñëîæíî âûðàçèòü ãèïåðáîëè÷åñêèé êîñèíóñ ÷åðåç ñèíóñ è ïå-

ðåéòè îò ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ ê ÿâíîé çàâèñèìîñòè

êîîðäèíàò ÷àñòèöû îò ëàáîðàòîðíîãî âðåìåíè (ñòð.V1:144, ??).

• H83 Äâèæåíèå â ïîñòîÿííîì ìàãíèòíîì ïîëå (ñòð. 227)

Çàïèøåì ðåøåíèå (8.74):

U(s) = {cos(ωs/2) + ıbσ sin(ωs/2)}U(0) {cos(ωs/2)− ıbσ sin(ωs/2)},

Ïîäñòàâëÿÿ êâàòåðíèîí íà÷àëüíîé ñêîðîñòè U(0) = u0+u0σ è ïåðåìíî-

æàÿ ìàòðèöû Ïàóëè, ïîëó÷àåì:

U(s) = u0 + (u0b)(bσ) + [b× [u0 × b]]σ cos(ωs) + [u0 × b]σ sin(ωs),

îòêóäà

u(s) = (u0b)b+ [b× [u0 × b]] cos(ωs) + [u0 × b] sin(ωs).

è

r(s) = r(0)+(u0b)b s+
1

ω
[b× [u0×b]] sin(ωs)− 1

ω
[u0×b] (cos(ωs)−1),

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî íà ñòð.V1:145 âåêòîð u � ýòî �îáû÷íàÿ� ñêîðîñòü,

à íå êîìïîíåíòû 4-âåêòîðà ñêîðîñòè, êàê â ýòîé ãëàâå. Òàê êàê ìîäóëü

ñêîðîñòè ïîñòîÿíåí èíòåðâàë ñâÿçàí ñ ëàáîðàòîðíûì âðåìåíåì ïðîñòûì

ñîîòíîøåíèåì: s = t/u0.
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Ñïèíîðû

• H84 Ñïèíîðíûé èíâàðèàíò (ñòð. 232)

Ïîäñòàâèì ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ñïèíîðà (9.5), ñòð. 232:

ψ′1χ′2 − ψ′2χ′1 = (Aψ1 +Bψ2)(Cχ1 +Dχ2)− (Cψ1 +Dψ2)(Aχ1 + Bχ2).

Ïåðåìíîæàÿ ñêîáêè, ïîëó÷àåì (AD − BC)(ψ1χ2 − ψ2χ1).

• H85 ψ
αχα = −ψαχ

α
(ñòð. 233)

ψαχα = εαβψ
αχβ = −εβαψαχβ = −ψβχ

β.

• H86 Ïðåîáðàçîâàíèå êîñïèíîðà (ñòð. 233)

ψ′1 = ψ′2 = Cψ1 +Dψ2 = −Cψ2 +Dψ1,

ψ′2 = −ψ′1 = −Aψ1 − Bψ2 = Aψ2 − Bψ1.

• H87 Ñâÿçü δ
α
β è εαβ (ñòð. 233)

Åñëè èíâàðèàíò ñïèíîðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé îáîçíà÷èòü ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì [ab] = aαbα = aαεαβb
β = a1b2 − a2b1, òî äëÿ ÷åòûðåõ ñïèíîðîâ

ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé ìîæíî ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü òîæäåñòâà:

[ab][cd] + [ac][db] + [ad][bc] = 0.

Áåðÿ ïðîèçâîäíóþ ïî aα, èìååì:

bα[cd] + cα[db] + dα[bc] = εβγ b
αcβdγ + εβγ c

αdβbγ + εβγ d
αbβcγ = 0.

Àíàëîãè÷íî áåðóòñÿ ïðîèçâîäíûå ïî bσ, cµ è dν, ÷òî ïðèâîäèò ê òðåáóå-

ìîìó òîæäåñòâó.

• H88 Èíâàðèàíò óíèòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ S+S = 1 (ñòð. 236)

ψ′
•

αχ′α =
•
ψ ′Tχ′ =

•
ψ TS∗TSχ =

•
ψ T (S+S)χ =

•
ψ Tχ = inv.

• H89 ×èñëî êîìïîíåíò ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà (ñòð. 239)

Â òåíçîðå ψ
α1...αm

•

µ1...
•

µn

ïåðâûåm èíäåêñîâ ñèììåòðè÷íû. Êàæäûé èíäåêñ

ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 1 èëè 2. Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë α1...αm ìîãóò

áûòü âñå äâîéêè èëè îäíà åäèíèöà (íà ëþáîì ìåñòå), èëè äâå åäèíèöû,

è ò.ä. Âñåãî ïîëó÷àåòñÿ m + 1 âîçìîæíûõ íåýêâèâàëåíòíûõ (ñ ó÷åòîì

ñèììåòðè÷íîñòè îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê) êîìáèíàöèé. Àíàëîãè÷íî,

äëÿ êàæäîé èç òàêèõ m + 1 êîìáèíàöèé âîçìîæíî n + 1 êîìáèíàöèé

äëÿ ñèììåòðè÷íûõ èíäåêñîâ

•
µ1...

•
µn. Â ðåçóëüòàòå, âñåãî âîçìîæíî (m+

1)(n+ 1) ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíò ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà.
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• H90 Â êàëèáðîâêå Ëîðåíöà ∂µ
•

σ aν•
σ
= ∂ν

•

σ aµ
•

σ
(ñòð. 241)

Äëÿ µ = ν ýòî ñîîòíîøåíèå î÷åâèäíî. Åñëè èíäåêñû ðàçëè÷íû, òî:

∂1
•

σ a2 •

σ
− ∂2

•

σ a1 •

σ
= −∂1

•

σ a
1
•

σ
− ∂2

•

σ a
2
•

σ
= −∂ν

•

σ a
ν
•

σ
= 0,

ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü îáùèì îïðåäåëåíèåì ψ1 = ψ2
è ψ2 = −ψ1

.

• H91 Êîìïîíåíòû ñïèíîðíîãî òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà (ñòð. 246)

�àñïèøåì, íàïðèìåð, t12
•

1
•

2/4π. Èñïîëüçóÿ êîìïîíåíòû òåíçîðîâ, ïðèâå-

äåííûõ íà ñòð. 238, âûðàæåííûå ÷åðåç âåêòîð f = E+ ıB, èìååì:

t12
•

1
•

2 =
1

4π
fzf

∗
z =

1

4π
|Ez + ıBz|2 =

1

4π
(E2

z +B2
z).

Àíàëîãè÷íî:

t11
•

1
•

1 =
1

4π
(−fx+ıfy)(−f ∗x−ıf ∗y ) =

1

4π
(E2

x+E
2
y+B

2
x+B

2
y+2(ExBy−EyBx)).

Ïðîâîäÿ òàêèå âû÷èñëåíèÿ äëÿ îñòàëüíûõ êîìïîíåíò, ïîëó÷àåì:

t12
•

1

•

2 =
1

4π
(E2

z
+B2

z
)

t11
•

1

•

1 =
1

4π
(E2

x
+ E2

y
+B2

x
+B2

y
+ 2[E×B]z)

t22
•

2

•

2 =
1

4π
(E2

x
+ E2

y
+B2

x
+B2

y
− 2[E×B]z)

t11
•

2

•

2 = t∗22
•

1

•

1 =
1

4π
(E2

y
− E2

x
+B2

y
− B2

x
+ 2ıExEy + 2ıBxBy)

t12
•

1

•

1 = t∗11
•

1

•

2 =
1

4π
(−ExEz −BxBz + [E×B]x + ı [E×B]y − ıEyEz − ıByBz)

t12
•

2

•

2 = t∗22
•

1

•

2 =
1

4π
( ExEz +BxBz + [E×B]x − ı [E×B]y − ıEyEz − ıByBz).

Ñâÿçü ñ òåíçîðîì T µν
ïîëó÷èòñÿ, åñëè ó÷åñòü, ÷òî:

T 00 =
E2 +B2

8π
, T 0i = T i0 =

[E×B]i
4π

, T ij = δij T
00 − EiEj +BiBj

4π
.

• H92 Ê ñèììåòðèçàöèè òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà (ñòð. 247)

Çàìåòèì, ÷òî ñëåäóþùàÿ äèâåðãåíöèÿ ïðèâîäèò ê ëàãðàíæèíàó:

1

4
∂
γ
•

γ
(a

•

γ
αf

αγεµνε
•

µ
•

ν) =
1

2
(∂

γ
•

γ
a

•

γ
α + ∂

α
•

γ
a

•

γ
γ) f

αγεµνε
•

µ
•

ν = −fαγfαγ εµνε
•

µ
•

ν ,

à íåñâ¼ðíóòîå ïðîèçâåäåíèå òåíçîðîâ íàïðÿæåííîñòè äà¼ò âûðàæåíèå

∂
γ
•

γ
((aγ

•

µε
•

γ
•

ν + aγ
•

νε
•

γ
•

µ)fµν) = −2f
•

µ
•

νfµν + aγ
•

µ∂
•

ν
γf

µν + aγ
•

ν∂
•

µ
γf

µν.

Îòìåòèì òàêæå òåíçîð àâòîìàòè÷åñêè (áåç ñèììåòðèçàöèé) óäîâëåòâî-

ðÿþøèé óðàâíåíèþ íåïðåðûâíîñòè ïî ∂
µ
•

µ
:

∂
γ
•

γ
(f γµaν

•

νε
•

γ
•

µ).
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Óðàâíåíèå Äèðàêà

• H93 Óðàâíåíèå Äèðàêà (ñòð. 249)

�àñïèøåì ñóììó ïî èíäåêñó µ â óðàâíåíèè Äèðàêà:

γµp̂µψ = (γ0p̂0 + γip̂i)ψ = (γ0p̂0 − γp̂)ψ = mψ.

Ïîäñòàâëÿÿ ìàòðèöû, èìååì:

[(
0 p̂0
p̂0 0

)

−
(

0 −p̂σ
p̂σ 0

)](
χ
ξ

)

=

(
m 0
0 m

)(
χ
ξ

)

.

• H94 Óðàâíåíèå Äèðàêà ñ âûäåëåííîé ïðîèçâîäíîé ïî t (ñòð. 249)
Óðàâíåíèå Äèðàêà: (γ0p̂0 − γp̂)ψ = mψ óìíîæèì ñïðàâà íà γ0:

(γ0γ0p̂0 − γ0γp̂)ψ = mγ0ψ.

Ïðÿìûì óìíîæåíèåì ìàòðèö óáåæäàåìñÿ, ÷òî

γ0γ0 = 1.

Ââîäÿ òðè ìàòðèöû α = γ0γ, çàïèñàííûå àíàëîãè÷íî ìàòðèöàì Ïàóëè

êàê âåêòîð, ïîëó÷àåì (9.55), ñòð. 249.

• H95 Ïðåäñòàâëåíèå Ìàéîðàíû (ñòð. ??)

γ0 =

(
0 σy
σy 0

)

, γ1 =

(
ıσz 0

0 ıσz

)

, γ2 =

(
0 −σy
σy 0

)

, γ3 =

(
−ıσx 0

0 −ıσx

)

.

Íåíóëåâûå ýëåìåíòû ìàòðèö ÷èñòî ìíèìûå è ıγµ∂µ � äåéñòâèòåëüíî.

• H96 Ïåðåõîä ê ïðåäñòàâëåíèþ Âåéëÿ (ñòð. 252)

Èç γ̃µ = UγµU−1 ñëåäóåò, ÷òî

γ̃µU = Uγµ.

Ïîýòîìó, çàïèñûâàÿ U ïðè ïîìîùè 4-õ ïðîèçâîëüíûõ ìàòðè÷íûõ áëîêîâ

2x2 è ïîäñòàâëÿÿ ÿâíûé âèä ìàòðèö γµ è γ̃µ, íåñëîæíî íàéòè çíà÷åíèÿ

ýòèõ áëîêîâ. Â ÷àñòíîñòè, ïðè ïåðåõîäå îò ñïèíîðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ê

ïðåäñòàâëåíèþ Âåéëÿ (è îáðàòíî) èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ìàòðèöà:

U = U−1 =

(
0 1
1 0

)

.

Ýòèì æå ñïîñîáîì ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî γ0 íè â êàêîì ïðåäñòàâëåíèè íå

ìîæåò áûòü ðàâíà åäèíè÷íîé ìàòðèöå.
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• H97 Àëãåáðà ìàòðèö Äèðàêà (ñòð. 253)

γ5α = γ5γ0γ = −γ0γ5γ = γ0γγ5 = αγ5,

βα = γ0γ0γ = −γ0γγ0 = −αβ,
ãäå ó÷òåíî àíòèêîììóòèðîâàíèå ìàòðèö ñ ðàçëè÷íûìè èíäåêñàìè.

• H98 Îïðåäåëèòåëü ìàòðèö Äèðàêà (ñòð. 253)

Ìàòðèöû Äèðàêà � ýòî ìàòðèöû 4x4. Ïîýòîìó â ñïèíîðíîì ïðåäñòàâëå-

íèè det γ0 6= 0 · 0− 1 · 1, à

det γ0 = det







0 0 0 1

0 0 1 0
0 1 0 0

1 0 0 0







= (−1) · (+1) · (0 · 0− 1 · 1) = 1.

• H99 Óíèòàðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ (ñòð. 254)

(γ̃µ)+ = (Uγµ
+

U)+ = U(γµ)+
+

U = Uγ0γµγ0
+

U = Uγ0
+

UUγµ
+

UUγ0U+ = γ̃0γ̃µγ̃0.

• H100 Ñîïðÿæåíèå σµν
(ñòð. 254)

(σµν)+ =
1

2
(γµγν−γνγµ)+ =

1

2
(γν+γµ+−γµ+γν+) = 1

2
γ0(γνγµ−γµγν)γ0.

• H101 Êîììóòàòîð γ
α
è γµγν (ñòð. 254)

Ïîëüçóÿñü àëãåáðîé (9.62) ñòð. 252, ïåðåñòàâèì γα è γµ:

γαγµγν = (2gαµ − γµγα)γν = 2gαµγν − γµγαγν.

Åùå ðàç ïåðåñòàâëÿÿ â ïîñëåäíåì ñëàãàåìîì γα è γν, ïîëó÷àåì:

γαγµγν − γµγνγα = 2(gαµγν − gανγµ).

• H102 Ñëåä ïðîèçâåäåíèÿ íå÷åòíîãî ÷èñëà ìàòðèö (ñòð. 255)

�àññìîòðèì ñëåä îò 3-õ ìàòðèö Äèðàêà (èíäåêñû ðàâíû 0...3)

Tr(γµγνγλ) = Tr(γµγνγλγ5γ5) = −Tr(γ5γµγνγλγ5) = −Tr(γ5γ5γµγνγλ),

ãäå âî âòîðîì ðàâåíñòâå ìû ïåðåíåñëè îäíó ìàòðèöó γ5, èñïîëüçóÿ ñâîé-
ñòâî γµγ5 = −γ5γµ, à â òðåòüåì ðàâåíñòâå, îñòàâøóþñÿ ìàòðèöó öèê-

ëè÷åñêèì îáðàçîì ïåðåñòàâèëè â íà÷àëî (ýòî âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü ïîä

ñëåäîì). Òàê êàê (γ5)2 = 1 ïîëó÷àåòñÿ èñõîäíîå âûðàæåíèå ñî çíàêîì

ìèíóñ, ÷òî âîçìîæíî òîëüêî, åñëè îíî ðàâíî íóëþ.
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• H103 Ñëåä γ
5
ñ ÷¼òíûì ÷èñëîì ìàòðèö Äèðàêà (ñòð. 255)

Ïåðâîå òîæäåñòâî ïðîâåðÿåòñÿ ïåðåáîðîì âñåõ çíà÷åíèé èíäåêñîâ µ è ν,
ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ γ5 = ı γ0γ1γ2γ3. Âî âòîðîì òîæäåñòâå âû÷èñëèì

Tr(γ5γ0γ1γ2γ3) = ıTr(γ0γ1γ2γ3γ0γ1γ2γ3) = −4ı,

ñîáèðàÿ âìåñòå îäèíàêîâûå ìàòðèöû. Çàòåì ïðîâåðÿåì, ÷òî òîæäåñòâî

ðàâíî 0 ïðè îäèíàêîâûõ èíäåêñàõ è àíòèñèììåòðè÷íî ïðè ðàçëè÷íûõ.

• H104 Òðàíñïîíèðîâàíèå γ
5
, α è Σ (ñòð. 256)

Âî âñåõ ïðåäñòàâëåíèÿõ íà ñòðàíèöå 252 ìàòðèöà γ5 ñèììåòðè÷íà, ïî-

ýòîìó (γ5)T = γ5 = γ2γ5γ2 = −γ2γ2γ5 = γ5. Òðàíñïîíèðîâàíèå α âû÷èñ-

ëÿåì ïî å¼ îïðåäåëåíèþ:

αT = (γ0γ)T = γTγ0 = −γ2γγ2γ0 = γ2γγ0γ2 = −γ2γ0γγ2 = −γ2αγ2.

Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿåì òðàíñïîíèðîâàíèå äëÿ Σ. Íàïðèìåð, äëÿ x è y

ñîñòàâëÿþùèõ ìàòðèöû èìååì:

−ıΣT
x = (γ2γ3)T = (γ3)T (γ2)T = (γ2γ3γ2)(γ2γ2γ2) = γ2(γ2γ3)γ2,

−ıΣT
y = (γ3γ1)T = (γ1)T (γ3)T = (γ2γ1γ2)(γ2γ3γ2) = γ2(γ3γ1)γ2.

• H105 Òåíçîð áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà (ñòð. 259)

Çàïèøåì â ïåðâîì ïîðÿäêå ìàëîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà (4.3), ñòð. 92:

t′ ≈ t− δv r, r′ ≈ r− δvt

è ìàëûå âðàùåíèÿ íà óãîë φ âîêðóã åäèíè÷íîé îñè n (8.40), ñòð. 217:

t′ = t, r′ ≈ r+ [r× n]φ.

Èì ñîîòâåòñòâóþò ìàòðèöû (δφ = {nxφ, nyφ, nzφ}):

L =







1 −δvx −δvy −δvz
−δvx 1 0 0

−δvy 0 1 0
−δvz 0 0 1






, R =







0 0 0 0
0 0 δφz −δφy
0 −δφz 0 δφx
0 δφy −δφx 0






.

Èõ ïðîèçâåäåíèå â ëþáîì ïîðÿäêå ðàâíî δµν + ωµ
ν èëè, îïóñêàÿ èíäåêñ

âíèç: ωµν = gµαω
α
ν, ïðèõîäèì ê ìàòðèöå:

ωµν =







0 −δvx −δvy −δvz
δvx 0 −δφz δφy
δvy δφz 0 −δφx
δvz −δφy δφx 0







= (δv, −δφ).
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• H106 Áåñêîíå÷íî ìàëîå ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ áèñïèíîðà (ñòð. 260)

Ïîäñòàâèì S ≈ 1 + Ω è Λµ
ν ≈ δµν + ωµ

ν â ñîîòíîøåíèå (9.95):

S−1γµS = (1− Ω)γµ(1 + Ω) = Λµ
λγ

λ = γµ + ωµ
νγ

ν,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè S−1 ≈ 1 − Ω,

÷òî ïðîâåðÿåòñÿ ïðÿìûì ïåðåìíîæåíèåì ñ S ≈ 1 + Ω. �àñêðîåì ñêîáêè:

γµΩ− Ωγµ = ωµνγ
ν.

Óìíîæèì ýòî óðàâíåíèå ñëåâà íà γµ, ïðîñóììèðîâàâ ïî µ:

4Ω− γµΩγµ = ωµνγ
µγν = ωµνσ

µν ,

ãäå ó÷òåíî òîæäåñòâî γµγµ = 4 (ñòð. 254) è àíòèñèììåòðè÷íîñòü ωµν.

Ìàòðèöà Ω ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà ïî áàçèñó 16 ìàòðèö Γa (ñòð. 257):

Ω = a5γ
5 + aλγ

λ + bλγ
λγ5 + cλτσ

λτ
(åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà âûäåëåíà â S).

Ïîäñòàâèì ýòî ðàçëîæåíèå è ïðîâåä¼ì ñâåðòêè γµ...γµ (ñòð. 255):

8a5γ
5 + 6aλγ

λ + 2bλγ
λγ5 + (4cλτ − ωλτ )σ

λτ = 0.

Ïîýòîìó a5 = 0, aλ = bλ = 0 è cλτ = (1/4)ωλτ .

• H107 Ëàãðàíæèàí äëÿ ñïèíîðîâ (ñòð. ??)

L = χ+(p̂0 − σp̂)χ+ ξ+(p̂0 + σp̂)ξ −m (χ+ξ + ξ+χ).

• H108 Ïîëó÷åíèå óðàâíåíèå Äèðàêà èç óðàâíåíèé Ëàãðàíæà (ñòð. ??)

Ïðîèçâîäíûå ëàãðàíæèàíà èìåþò âèä (ïîðÿäîê ñèìâîëîâ âàæåí, òàê êàê

ýòî ìàòðèöû):

∂L
∂ψ

= −mψ̄, ∂L
∂ψ̄

= (ıγν∂ν −m)ψ,
∂L

∂(∂νψ)
= ψ̄ıγν,

∂L
∂(∂νψ̄)

= 0.

Èìååò ñìûñë âîññòàíîâèòü èíäåêñû ó ψ, ψ̄ è γµ â ëàãðàíæèàíå è âçÿòü

ýòè ïðîèçâîäíûå íå â ìàòðè÷íîì, à èíäåêñíîì âèäå.

• H109 �àçíîñòü äâóõ ëàãðàíæèàíîâ (ñòð. ??)

∂µ(ψ̄γ
µψ) = (∂µψ̄)γ

µψ + ψ̄γµ(∂µψ) = ψ̄γµ(
←
∂µ + ∂µ)ψ.

• H110 Ïðîèçâîäíàÿ σ
µνωµν ïî ωµν (ñòð. ??)

σµνωµν = 2(σ01ω01 + σ02ω02 + σ03ω03) + 2(σ12ω12 + σ13ω13 + σ23ω23),

ãäå 2-êè ïîÿâèëèñü îò îñòàëüíûõ êîìáèíàöèé ïðîèçâåäåíèé äâóõ àíòè-

ñèììåòðè÷íûõ òåíçîðîâ. Ïîýòîìó ïðè âçÿòèè ïðîèçâîäíîé ïîÿâèòñÿ 2-

êà. Ñëåäîâàòåëüíî, íàïðèìåð ∂(σµνωµν)/∂ω01 = 2σ01.
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• H111 Ñîáñòâåííûå âåêòîðû è çíà÷åíèÿ ìàòðèöû nσ (ñòð. ??)

Ââåä¼ì åäèíè÷íûé âåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè, çàâèñÿùèìè îò óãëîâ ñ�åðè-

÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò:

ξ = (sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ).

Ó÷èòûâàÿ ÿâíûé âèä ìàòðèö Ïàóëè (ñòð. 211), çàïèøåì ìàòðèöó ξσ è

íàéä¼ì å¼ ñîáñòâåííûå âåêòîðà è çíà÷åíèÿ:

ξσ =

(
cos θ e−ıφ sin θ
eıφ sin θ − cos θ

)

, ξσ w(s) = sw(s). (101)

Òàê êàê (ξσ)2 = ξ2 = 1, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ðàâíû s±1. Ñîáñòâåííûå

âåêòîðû w(±)
ýðìèòîâîé ìàòðèöû îðòîãîíàëüíû è ìîãóò áûòü íîðìèðî-

âàííû íà åäèíèöó:

+
w (s)w(λ) = δsλ. (102)

Çàïèñûâàÿ èõ â âèäå w(s) = (α β)T , ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå íà ñîáñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ (101), ïîëó÷àåì:

α =
s e−ıφ sin θ

1− s cos θ β, β =
(1− s cos θ

2

)1/2

eıµs,

ãäå β íàõîäèòñÿ èç íîðìèðîâî÷íîãî óñëîâèÿ |α|2 + |β|2 = 1 è µs � ïðîèç-
âîëüíûå �àçû (âîîáùå ãîâîðÿ ðàçëè÷íûå äëÿ s = 1 è s = −1). Ïîëîæèâ
µ± = (ϕ± α)/2, ãäå α � íåêîòîðîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, ïîëó÷àåì:

w(+) = e
ıα
2

(

e−
ıφ
2 cos θ

2

e+
ıφ

2 sin θ
2

)

, w(−) = e−
ıα
2

(

−e− ıφ
2 sin θ

2

e+
ıφ

2 cos θ
2

)

. (103)

Ïðè θ = φ = α = 0 ïîëó÷àåì äâà ñòîëáèêà (1 0)T è (0 1)T .

• H112 Êîëè÷åñòâî êîý��èöèåíòîâ ó ãðàñìàíîâîé �óíêöèè (ñòð. ??)

Åñëè �óíêöèÿ çàâèñèò îò n ãðàñìàíîâûõ âåëè÷èí ψ1, ... ψn, òî â ðàçëî-

æåíèè â ðÿä Òåéëîðà îäèí êîý��èöèåíò (f0) ñîîòâåòñòâóåò îòñóòñòâèþ

âåëè÷èí, n êîý��èöèåíòîâ, åñëè åñòü îäíà âåëè÷èíà: f1ψ1 + ... + fnψn,

çàòåì (n2−n)/2 øòóê ïî 2 âåëè÷èíû: f12ψ1ψ2, f13ψ1ψ3, ...., fn−1,nψn−1ψn,

è ò.ä. Ïåðå÷èñëèòü âñå âàðèàíòû ìîæíî ïðè ïîìîùè áèíàðíîãî ÷èñëà,

ñîñòîÿùåãî èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè n íóëåé è åäèíèö (åñëè íà i-îì ìåñòå

ñòîèò 0, òî ψi îòñóòñòâóåò, à åñëè 1, òî îíà åñòü). Êîëè÷åñòâî òàêèõ ÷è-

ñåë ðàâíî 2n (2 âàðèàíòà: 0 èëè 1 íà ïåðâîì ìåñòå; äëÿ êàæäîãî èç íèõ

2 âàðèàíòà íà âòîðîì ìåñòå, è ò.ä.: 2 · 2 · ... · 2 = 2n).
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I Âåêòîðíûé àíàëèç

• �àññìîòðèì 2-ìåðíóþ ïîâåðõíîñòü, çàäàííóþ ïðè ïîìîùè �óíêöèè

ϕ(x, y). �ðà�è÷åñêè å¼ ìîæíî èçîáðàçèòü â âèäå 3-ìåðíîãî ðèñóíêà (ñëå-
âà) èëè ïðè ïîìîùè ëèíèé ïîñòîÿííîé âûñîòû, àíàëîãè÷íî ãåîãðà�è÷å-

ñêèì êàðòàì (ñïðàâà):

Äè��åðåíöèàë �óíêöèè (áåñêîíå÷íî ìàëîå èçìåíåíèå) ðàâåí:

dϕ = ϕ(x+ dx, y + dy)− ϕ(x, y) = ∂ϕ

∂x
dx+

∂ϕ

∂y
dy.

Åãî çíà÷åíèå çàâèñèò îò òîãî, â êàêîì íàïðàâëåíèè ïðîèñõîäèò ñäâèã

(dx, dy) îò íà÷àëüíîé òî÷êè (x, y). Óäîáíî ââåñòè áåñêîíå÷íî ìàëîå èç-

ìåíåíèå ðàäèóñ-âåêòîðà dr è âåêòîð ãðàäèåíòà �óíêöèè ∇ϕ:

dr = i dx + j dy, ∇ϕ = i
∂ϕ

∂x
+ j

∂ϕ

∂y
,

ãäå i è j åäèíè÷íûå ïåðïåíäèêóëÿðíûå âåêòîðû, íàïðàâëåííûå âäîëü

îñåé x è y. Òàê êàê ij = 0, äè��åðåíöèàë �óíêöèè ðàâåí ñêàëÿðíîìó

ïðîèçâåäåíèþ:

dϕ = ∇ϕ · dr.
�àññìîòðèì ëèíèþ ïîñòîÿííîé âûñîòû (çíà÷åíèå ϕ(x, y) = const). Åñëè

ñìåùåíèå dr ïðîèñõîäèò âäîëü ýòîé ëèíèè, òî dϕ = 0, è

∇ϕ · dr = 0

�àâåíñòâî íóëþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ îçíà÷àåò ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü

âåêòîðîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàäèåíò �óíêöèè âñåãäà íàïðàâëåí ïåðïåíäè-

êóëÿðíî ê ëèíèè ϕ(x, y) = const. Òàê êàê ïðîèçâîäíàÿ ðàñòóùåé �óíê-

öèè ïîëîæèòåëüíà, ãðàäèåíò óêàçûâàåò íàïðàâëåíèå âîçðàñòàíèÿ �óíê-

öèè (äâèãàÿñü âäîëü ãðàäèåíòà, ìîæíî çàáðàòüñÿ íà áëèæàéøèé ëîêàëü-

íûé ìàêñèìóì ïîâåðõíîñòè).
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⊲ Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê 3-ìåðíîìó ïðîñòðàíñòâó. Ïóñòü â êàæäîé òî÷êå

çàäàíî íåêîòîðîå ÷èñëî ϕ = ϕ(x, y, z). Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î ñêàëÿðíîé

�óíêöèè èëè ñêàëÿðíîì ïîëå. Ôèçè÷åñêèå ïðèìåðû: ïîëå òåìïåðàòóðû

(èçìåíÿþùàÿñÿ â ïðîñòðàíñòâå òåìïåðàòóðà), ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè

ìàññû èëè çàðÿäà, è ò.ä. Åñòåñòâåííî, èçîáðàçèòü 3-ìåðíîå ïîëå â âèäå

ïîâåðõíîñòè íåëüçÿ. Äëÿ ýòîãî ïîòðåáîâàëîñü áû 4-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî.

Îäíàêî ðàññóæäåíèÿ îñòàþòñÿ òåìè æå, ÷òî è äëÿ 2-ìåðíûõ ïîâåðõíî-

ñòåé. Äè��åðåíöèàë �óíêöèè âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäå-

íèå dr è ãðàäèåíòà ∇ϕ:

dϕ =
∂ϕ

∂x
dx+

∂ϕ

∂y
dy +

∂ϕ

∂z
dz = ∇ϕ · dr, (1)

ãäå

dr = i dx+ j dy + k dz, ∇ϕ = i
∂ϕ

∂x
+ j

∂ϕ

∂y
+ k

∂ϕ

∂z
,

à i, j, k � åäèíè÷íûå âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûå áàçèñíûå âåêòîðû íà-

ïðàâëåííûå âäîëü îñåé x, y è z.

Âåêòîð ãðàäèåíòà ïåðïåíäèêóëÿðåí ê ïîâåðõíîñòÿì ïîñòîÿííîãî çíà-

÷åíèÿ ïîëÿ ϕ(x, y, z) = const è íàïðàâëåí â ñòîðîíó ëîêàëüíîãî óâåëè-

÷åíèÿ ϕ.

�ðàäèåíò ∇ϕ îáîçíà÷àåòñÿ òàêæå ñëåäóþùèì îáðàçîì: gradϕ. Îäíàêî
èñïîëüçîâàíèå çíà÷êà ∇ îêàçûâàåòñÿ î÷åíü óäîáíûì äëÿ çàïîìèíàíèÿ

ìíîãèõ �îðìóë âåêòîðíîãî àíàëèçà.

×òîáû ïðîäâèíóòüñÿ äàëüøå, �îòîðâ¼ì� ∇ îò ïîëÿ ϕ è ââåä¼ì îïåðà-

òîð íàáëû:

∇ = i
∂

∂x
+ j

∂

∂y
+ k

∂

∂z
. (2)

Ýòî âûðàæåíèå âûãëÿäèò �íåçàêîí÷åííûì�, òàê êàê ïîä çíàêàìè ÷àñò-

íûõ ïðîèçâîäíûõ îáû÷íî íàõîäèòüñÿ �óíêöèÿ. Ïîýòîìó ∇ è íàçûâàþò

îïåðàòîðîì. Îí äîëæåí �ïîäåéñòâîâàòü� íà �óíêöèþ, ÷òîáû ïîëó÷èëîñü

�îáû÷íîå� âûðàæåíèå. Ñèòóàöèÿ àíàëîãè÷íà çíà÷êàì ÷àñòíîé èëè ïîë-

íîé ïðîèçâîäíûõ, äè��åðåíöèàëó è ò.ï.:

∂

∂x
,

d

dx
, d.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ âûðàæåíèÿ ñïðàâà ïîäñòàâëÿåòñÿ íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ.

Íàáëà � ýòî âåêòîðíûé äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð (â åãî îïðåäåëåíèè

êðîìå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ íàõîäÿòñÿ áàçèñíûå âåêòîðû i, j è k).
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• Êðîìå ñêàëÿðíûõ �óíêöèé, â �èçèêå ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ âåêòîðíûå
�óíêöèè, êîìïîíåíòû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè êîîðäèíàò:

A = A(r) = iAx(x, y, z) + jAy(x, y, z) + kAz(x, y, z).

Ïðåäñòàâèì, íàïðèìåð, ïîòîê âîäû. Êàæäàÿ òî÷êà èìååò îïðåäåë¼ííóþ

ñêîðîñòü, ïîýòîìó ìîæíî ãîâîðèòü î âåêòîðíîì ïîëå ñêîðîñòåé v(r). Àíà-

ëîãè÷íî, â îêðåñòíîñòè çàðÿäà èëè ìàññèâíîãî òåëà íà äðóãèå òåëà äåé-

ñòâóåò ñèëà, ìåíÿþùàÿñÿ îò òî÷êè ê òî÷êå. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ãîâî-

ðèòü î âåêòîðíîì ïîëå ñèë.

⊲ Îïåðàòîð íàáëà ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì. Ïîýòîìó îí ìîæåò ïîäåéñòâî-

âàòü íà âåêòîðíóþ �óíêöèþ ïðè ïîìîùè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Â

ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î äèâåðãåíöèè ïîëÿ (∇A ≡ divA):

∇A =
∂Ax

∂x
+
∂Ay

∂y
+
∂Az

∂z
. (3)

Äèâåðãåíöèÿ (ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå) � ýòî ñêàëÿð, òî÷íåå ñêàëÿðíîå

ïîëå.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî äèâåðãåíöèÿ ðàäèóñ-âåêòîðà r = (x, y, z)
ðàâíà 3:

∇r = ∂x

∂x
+
∂y

∂y
+
∂z

∂z
= 3. (4)

⊲ Âòîðîå äåéñòâèå ñ âåêòîðíûì îïåðàòîðîì íàáëà îñíîâàíî íà âåêòîð-

íîì ïðîèçâåäåíèè è íàçûâàåòñÿ ðîòîðîì: ∇ × A ≡ rotA. Êîìïîíåíòû

ðîòîðà ìîæíî çàïèñàòü ïðè ïîìîùè îïðåäåëèòåëÿ:

∇×A = det





i j k

∂/∂x ∂/∂y ∂/∂z
Ax Ay Az



 , (5)

èëè ðàñêðûâàÿ åãî â ÿâíîì âèäå:

∇×A = i

(
∂Az

∂y
− ∂Ay

∂z

)

+ j

(
∂Ax

∂z
− ∂Az

∂x

)

+ k

(
∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y

)

.

�îòîð � ýòî âåêòîð, à òî÷íåå âåêòîðíîå ïîëå. �îòîð ðàäèóñ-âåêòîðà ðàâåí

íóëþ:

∇× r = 0. (6)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïîäñòàâèòü â îïðåäåëåíèå ðîòîðà êîìïî-

íåíòû ðàäèóñ-âåêòîðà r = (x, y, z).
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⊲ Îïåðàòîð íàáëà, ïðåæäå ÷åì ïîäåéñòâîâàòü íà ñêàëÿðíîå èëè âåê-

òîðíîå ïîëå, ìîæåò ïðåäâàðèòåëüíî ñâåðíóòüñÿ ñ íåêîòîðûì âåêòîðîì a.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ ñêàëÿðíûé îïåðàòîð âèäà (a∇). Åãî íàçûâàþò

ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðà a. Âû÷èñëèì, íàïðèìåð:

(a∇) r =
(

ax
∂

∂x
+ ay

∂

∂y
+ az

∂

∂z

)

(ix+ j y + k z) = i ax + j ay + k az = a.

Òåðìèí �ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ� âîçíèêàåò ïî ñëåäóþùåé ïðè-

÷èíå. �àññìîòðèì ñêàëÿðíóþ �óíêöèþ f(r). ×åðåç äàííóþ òî÷êó r ìîæ-

íî ïðîâåñòè ïðÿìóþ â íàïðàâëåíèè, îïðåäåëÿåìîì âåêòîðîì a. Å¼ óðàâ-

íåíèå â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå èìååò âèä: r+a t. Íàéä¼ì ïðîèçâîäíóþ f
âäîëü ýòîé ïðÿìîé â òî÷êå r. Å¼ ìîæíî îïðåäåëèòü êàê äè��åðåíöèðî-

âàíèå ïî ïàðàìåòðó t, ïðè ïîìîùè êîòîðîãî ïðîáåãàþòñÿ òî÷êè íà ïðÿ-

ìîé âäîëü âåêòîðà a. Ïðîèçâîäíàÿ âû÷èñëÿåòñÿ êàê ïðîèçâîäíàÿ ñëîæ-

íîé �óíêöèè:

d

dt
f(x+ axt, y + ayt, z + azt) =

∂f

∂x
ax +

∂f

∂y
ay +

∂f

∂z
az.

Ïîýòîìó ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ a â äàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà r

ðàâíà:

df(r+ a t)

dt

∣
∣
∣
t=0

= (a∇)f(r). (7)

⊲ Êâàäðàò îïåðàòîðà íàáëà ðàâåí îïåðàòîðó Ëàïëàñà:

∇2 = ∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
. (8)

Òàê êàê êîìïîíåíòû âåêòîðà ∇ � ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, òî åãî êâàäðàò

ðàâåí ñóììå êâàäðàòîâ êîìïîíåíò, ò.å. âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ.

Îïåðàòîð Ëàïëàñà ìîæåò äåéñòâîâàòü êàê íà ñêàëÿðíóþ, òàê è íà âåê-

òîðíóþ �óíêöèþ. Íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå ñ îïåðàòîðîì Ëàïëàñà ÷àñòî

íàçûâàþò óðàâíåíèåì Ïóàññîíà. Íàïðèìåð, ïîòåíöèàë ýëåêòðîñòàòè÷å-

ñêîãî ïîëÿ ϕ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ:

∆ϕ = −4πρ, (9)

ãäå ρ = ρ(x, y, z) � ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè çàðÿäà.
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• Ïðè ðàáîòå ñ îïåðàòîðîì íàáëà òðåáóþòñÿ îïðåäåë¼ííûå íàâûêè.

Ëþáîå âûðàæåíèå ñ åãî ó÷àñòèåì ìîæíî âû÷èñëèòü â ÿâíîì êîìïîíåíò-

íîì âèäå. Íàéä¼ì, íàïðèìåð, ãðàäèåíò äëèíû ðàäèóñ-âåêòîðà. Âû÷èñëèì

ñíà÷àëà ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî x:

∂r

∂x
=
∂
√

x2 + y2 + z2

∂x
=
x

r
.

Äëÿ ïðîèçâîäíîé ïî y â ÷èñëèòåëå ïîÿâèòñÿ y, è àíàëîãè÷íî äëÿ z. Ó÷è-

òûâàÿ îïðåäåëåíèå âåêòîðíîãî îïåðàòîðà íàáëà (2), ïîëó÷àåì:

∇r = r

r
= n, (10)

ãäå r = ix+ j y+k z � ðàäèóñ âåêòîð, r � åãî äëèíà, à n, ñîîòâåòñòâåííî,
åäèíè÷íûé âåêòîð n2 = 1 â íàïðàâëåíèè r. Àíàëîãè÷íî:

∇f(r) = f ′(r)n, ∇(ra) = a. (11)

ãäå a � ïîñòîÿííûé âåêòîð. Â ïîñëåäíåì óðàâíåíèè ñêîáêè îáÿçàòåëüíû.

Îïåðàòîð íàáëà ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì, ïîýòîìó äîëæíî áûòü óêàçàíî, êàêèå

âåêòîðû ó÷àñòâóþò â ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè.

⊲ Ïóñòü ñêàëÿðíàÿ �óíêöèÿ f çàâèñèò îò êîîðäèíàò è ïîñòîÿííîãî

âåêòîðà a. Ñêàëÿðíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî çíà÷åíèÿ �óíêöèè íå çàâèñÿò îò

ïîâîðîòà ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ïîýòîìó �óíêöèÿ ìîæåò çàâèñåòü òîëüêî

îò äâóõ ñêàëÿðíûõ âåëè÷èí � äëèíû âåêòîðà r è ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäå-

íèÿ ra. �ðàäèåíò òàêîé �óíêöèè ðàâåí:

∇f(r, ra) = ∂f

∂r
n+

∂f

∂(ra)
a. (12)

Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿåòñÿ ãðàäèåíò è â áîëåå ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ.

⊲ Ïðè äåéñòâèè íàáëû íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ïðî-

èçâåäåíèÿ ðàâíà ñóììå ïðîèçâîäíûõ êàæäîãî ñîìíîæèòåëÿ. Äëÿ ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ ïîäîáíûõ âûðàæåíèé óäîáíî â ïðîìåæóòî÷íûõ âû÷èñëåíèÿõ

ñòàâèòü ó îïåðàòîðà èíäåêñ, ïîìå÷àþùèé �óíêöèþ, íà êîòîðóþ îí äåé-

ñòâóåò. Çàòåì ïåðåñòàâèòü ñîìíîæèòåëè òàê, ÷òî ñïðàâà îò ∇ îêàæóòñÿ

òîëüêî âåëè÷èíû íà êîòîðûå îïåðàòîð äåéñòâóåò. Ïîñëå ýòîãî èíäåêñû

óáèðàþòñÿ. Íàïðèìåð:

∇(fA) = ∇f(fA) +∇A(fA) = (A∇f) f + f ∇AA = (A∇) f + f ∇A.

Ýòî äèâåðãåíöèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ñêàëÿðíîãî f è âåêòîðíîãî A ïîëåé.
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⊲Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿåòñÿ äèâåðãåíöèÿ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ

âåêòîðíûõ ïîëåé:

∇[A×B] = ∇A[A×B] +∇B[A×B] = [∇A ×A]B− [∇B ×B]A.

Ïîñëå çàïèñè èíäåêñîâ, ñ íàáëîé ìîæíî ðàáîòàòü êàê ñ îáû÷íûì âåê-

òîðîì. Ïîýòîìó âî âòîðîì ðàâåíñòâå ïðèìåíåíî ïðàâèëî âûòàëêèâàíèÿ

(??) äëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî, à âî âòîðîì ñíà÷àëà ïåðåñòàâëåíû ñî çíàêîì

ìèíóñ ñîìíîæèòåëè â âåêòîðíîì ïðîèçâåäåíèè (??), à çàòåì ïðèìåíåíî

ïðàâèëî âûòàëêèâàíèÿ. Òåïåðü íåîáõîäèìî èçìåíèòü ïîðÿäîê â ñêàëÿð-

íîì ïðîèçâåäåíèè, ïîñëå ÷åãî èíäåêñ ó íàáëû ìîæíî îïóñòèòü:

∇[A×B] = B [∇×A]−A [∇×B]. (13)

Òî÷íî òàê æå, ïðè ïîìîùè �îðìóëû �áàö ìèíóñ öàá� (??) ìîæíî äî-

êàçàòü òîæäåñòâî:

∇× [A×B] = (B∇)A−B (∇A) +A (∇B)− (A∇)B. (14)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïîíÿòíî, íà ÷òî äåéñòâóåò îïåðàòîð íàáëà, òî ñ

íèì ìîæíî îáðàùàòüñÿ êàê ñ îáû÷íûì âåêòîðîì. Âû÷èñëèì åù¼ ðîòîð

îò âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïîñòîÿííîãî âåêòîðà a íà ðàäèóñ-âåêòîð r:

∇× [a× r] = a (∇r)− (a∇) r = 3 a− a = 2 a.

Â ïåðâîì ðàâåíñòâå ïðèìåíåíî òîæäåñòâî �áàö ìèíóñ öàá�, çàòåì ó÷òåíû

ñîîòíîøåíèÿ ∇r = 3 è (a∇)r = a, êîòîðûå áûëè ïîëó÷åíû âûøå.

⊲ Èíîãäà óäîáíî óìíîæèòü âåêòîðíîå âûðàæåíèå íà ïðîèçâîëüíûé

âåêòîð. Ïîñëå ïðîâåäåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé îí îïóñêàåòñÿ. Âû÷èñëèì, ê

ïðèìåðó [a×∇] (rb), ãäå a è b ïîñòîÿííûå âåêòîðû. Óìíîæèâ ñëåâà íà

ïîñòîÿííûé âåêòîð c, ïîëó÷àåì:

c [a×∇] (rb) = [c× a]∇(rb) = [c× a]b = c [a× b].

Â ïåðâîì ðàâåíñòâå ïðèìåíåíî ïðàâèëî âûòàëêèâàíèÿ, âî âòîðîì � âû-

÷èñëåíà äèâåðãåíöèÿ. Â êîíöå, ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà âûòàëêèâàíèÿ

ñïðàâà-íàëåâî, ïîëó÷åíî òðåòüå ðàâåíñòâî. Òåïåðü, â ñèëó ïðîèçâîëüíî-

ñòè âåêòîðà c, åãî ìîæíî îïóñòèòü, ÷òî äà¼ò ñëåäóþùåå òîæäåñòâî:

[a×∇] (rb) = a× b.

Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ, òàê ïðåäëàãàåòñÿ äîêàçàòü ñëåäóþùåå òîæäå-

ñòâî: (a∇) [r× b] = a× b.
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II Èíòåãðàëüíûå òåîðåìû

⊲ Èíòåãðàë âäîëü êîíòóðà îò âåêòîðíîãî ïîëÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì. Êîíòóð ðàçáèâàåòñÿ íà ìàëåíüêèå îòðåçêè, êàñàòåëüíûå

ê êîòîðûì îáîçíà÷àþòñÿ êàê dr. Äàëåå áåð¼òñÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

âåêòîðíîãî ïîëÿ A â äàííîé òî÷êå è ìàëîãî ñäâèãà âäîëü êîíòóðà dr.
Âñå ýòè ïðîèçâåäåíèÿ ñóììèðóþòñÿ:

r2∫

r1

A(r) dr =
∑

i

A(ri) dr

Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæíî çàäàòü, íàïðèìåð, â ïàðàìåòðè÷åñêîì âè-

äå: r(t). Åñëè íà÷àëüíàÿ è êîíå÷íàÿ òî÷êà êîíòóðà ñîâïàäàþò: r1 = r2,

òî îí çàìêíóò. Â ýòîì ñëó÷àå çíà÷îê èíòåãðàëà ïåðåñåêàåòñÿ êðóæî÷êîì.

⊲ Ïîõîæèì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ èíòåãðàë ïî ïîâåðõíîñòè. Äëÿ ýòîãî

ïîâåðõíîñòü ðàçáèâàåòñÿ íà íåáîëüøèå ó÷àñòêè, â êàæäîì èç êîòîðûõ

ââîäèòñÿ âåêòîð dS, ðàâíûé ïî ìîäóëþ ïëîùàäè ó÷àñòêà è íàïðàâëåííûé

ïåðïåíäèêóëÿðíî ó÷àñòêó. Çàòåì âû÷èñëÿåòñÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

âåêòîðíîãî ïîëÿ íà ýëåìåíò ïëîùàäè â êàæäîé òî÷êå, è ýòè ïðîèçâåäåíèÿ

ñóììèðóþòñÿ.

∫

S

A(r) dS =
∑

i

A(ri) dS.

Ïîâåðõíîñòü, ïî êîòîðîé ïðîèçâîäèòñÿ èíòåãðèðîâàíèå, ìîæåò áûòü çà-

ìêíóòîé èëè îòêðûòîé. Íàïðèìåð, ïîâåðõíîñòü ñ�åðû çàìêíóòà (ó íå¼

íåò ãðàíèö). Ëþáàÿ êîíå÷íàÿ îáëàñòü íà ïëîñêîñòè îòêðûòà, òàê êàê

èìååò ãðàíèöû. Èíòåãðèðîâàíèå ïî çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè îáîçíà÷àåò-

ñÿ êðóæêîì âîêðóã èíòåãðàëà.

⊲ Íàêîíåö, èíòåãðèðîâàíèå ïî îáú¼ìó dV ïðîâîäèòñÿ ðàçáèåíèåì îá-

ëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ íà ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ îáú¼ìîâ è ñóììèðî-

âàíèåì çíà÷åíèÿ ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè â êàæäîì òàêîì îáú¼ìå.

∫

V

A(r) dV =
∑

i

A(ri) dV.

Â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ îáú¼ì dV ðàâåí dx dy dz.
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Ñìûñë îïåðàöèé äèâåðãåíöèè è ðîòîðà ëó÷øå âñåãî äåìîíñòðèðóþò

äâå âàæíûå èíòåãðàëüíûå òåîðåìû. Ñíà÷àëà ìû èõ ñ�îðìóëèðóåì, à

çàòåì ïðèâåä¼ì íå�îðìàëüíûå äîêàçàòåëüñòâà.

⊲ Ïóñòü çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü S îêðóæàåò îáú¼ì V è â ïðîñòðàíñòâå

çàäàíî âåêòîðíîå ïîëå A. Òîãäà ñïðàâåäëèâà òåîðåìà �àóññà:

∮

S

A dS =

∫

V

∇A dV.

Ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè (êðóæîê âîêðóã èíòåãðà-

ëà) èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå ñîãëàøåíèå. Âåêòîð ýëåìåíòàðíîé ïëîùàä-

êè ïîâåðõíîñòè dS íàïðàâëåí ïåðïåíäèêóëÿðíî ïîâåðõíîñòè è íàðóæó

èç îáú¼ìà. Ñóììà ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ ïîâåðõíîñòè dS è

âåêòîðíîãî ïîëÿ â êàæäîé òî÷êå ïîâåðõíîñòè íàçûâàåòñÿ ïîòîêîì. Îí

ñòîèò â ëåâîé ÷àñòè òåîðåìû �àóññà.

Ïóñòü îáú¼ì èíòåãðèðîâàíèÿ, îêðóæàþùèé íåêîòîðóþ òî÷êó ìàë. Òî-

ãäà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äèâåðãåíöèÿ ∇A ïðèìåðíî ïîñòîÿííà. Â ñèëó

òåîðåìû �àóññà, îíà áóäåò ðàâíà îòíîøåíèþ ïîòîêà âåêòîðíîãî ïîëÿ ÷å-

ðåç ïîâåðõíîñòü, îêðóæàþùóþ ýòó òî÷êó, äåë¼ííóþ íà îáúåì âíóòðè

ïîâåðõíîñòè.

⊲ Òåîðåìà Ñòîêñà ñâÿçûâàåò ïîâåðõíîñòíûé è êîíòóðíûé èíòåãðàëû:

∫

S

[∇×A] dS =

∮

L

A dr.

Ïîâåðõíîñòü S ÿâëÿåòñÿ íåçàìêíóòîé. Å¼ ãðàíèöà � ýòî êîíòóð L, èíòå-
ãðèðîâàíèå ïî êîòîðîìó ïðîâîäèòñÿ â ïðàâîé ÷àñòè òåîðåìû. Ïîäîáíûé

êîíòóðíûé èíòåãðàë íàçûâàåòñÿ öèðêóëÿöèåé âåêòîðíîãî ïîëÿ. Ïîâåðõ-

íîñòü S â òåîðåìå Ñòîêñà ìîæåò áûòü êàê ïëîñêîé, òàê è âûãíóòîé.

Íàïðàâëåíèå âåêòîðà dS ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Åñëè ââèí÷èâàòü øòîïîð

òàê, ÷òî åãî ðó÷êà ïîâòîðÿåò íàïðàâëåíèå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî êîíòóðó,

òî âèíò áóäåò óêàçûâàòü â íàïðàâëåíèè âíåøíåé ñòîðîíû ïîâåðõíîñòè.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî êàêîâà áû íè áûëà ñòåïåíü âûãíóòîñòè ïîâåðõ-

íîñòè, ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî öèðêóëÿöèåé ïîëÿ

ïî ãðàíèöå ïîâåðõíîñòè.

Åñëè ïëîùàäü dS ìàëà, òî ðîòîð∇×A â å¼ ïðåäåëàõ ïîñòîÿíåí. Ïîýòî-

ìó ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ðîòîðà íà dS ðàâíî öèðêóëÿöèè âåêòîðíîãî

ïîëÿ âîêðóã ýòîé òî÷êè.
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• Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû �àóññà âû÷èñëèì ñíà÷àëà ïîòîê ÷å-

ðåç ïîâåðõíîñòü ìàëåíüêîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ñ ð¼áðàìè dx, dy, dz. Áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êà (x, y, z) íàõîäèòñÿ â öåíòðå ïàðàëëåëåïèïåäà (ëåâûé

ðèñóíîê):

Ïîòîê ÷åðåç áîêîâûå ãðàíè, ïåðïåíäèêóëÿðíûå îñè y, ðàâåí:

Ay

(

x, y +
dy

2
, z
)

dx dz −Ay

(

x, y − dy

2
, z
)

dx dz ≈ ∂Ay

∂y
dy dx dz.

Ïðîèçâåäåíèå dxdz � ýòî ïëîùàäü áîêîâîé ãðàíè. Êîìïîíåíòà Ay ïîÿâ-

ëÿåòñÿ èç ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ A · dS, òàê êàê âåêòîð dS ïåðïåíäè-

êóëÿðåí ê ïîâåðõíîñòè è íàïðàâëåí èç îáú¼ìà. Íà ïðàâîé ãðàíè îí èìååò

êîìïîíåíòû dS = {0, dx dz, 0}, à íà ëåâîé ãðàíè dS = {0, −dx dz, 0}.
Êðîìå ýòîãî, êàæäàÿ �óíêöèÿ Ay(x, y ± dy/2, z) ≈ Ay ± (∂Ay/∂y) dy/2
ðàçëîæåíà â ðÿä Òåéëîðà ïî dy/2.

Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿåòñÿ ïîòîê ÷åðåç îñòàâøèåñÿ äâå ïàðû ãðàíåé. Â

ðåçóëüòàòå:

∮

S

A dS ≈
(
∂Ax

∂x
+
∂Ay

∂y
+
∂Az

∂z

)

dx dy dz = (∇A) dV.

Ïðîèçâîëüíûé îáú¼ì ìîæíî ðàçáèòü íà ìíîæåñòâî ïîäîáíûõ áëîêîâ.

Òàê êàê âåêòîð dS íàïðàâëåí íàðóæó èç îáú¼ìà, òî ïîòîêè íà ïðèëå-

ãàþùèõ ãðàíÿõ äâóõ ñîñåäíèõ áëîêîâ èìåþò ðàçíûé çíàê, è èõ ñóììà

ðàâíà íóëþ (ïðàâûé ðèñóíîê âûøå). Ïîýòîìó íå êîìïåíñèðóþòñÿ òîëü-

êî ïîòîêè íà âíåøíèõ ãðàíÿõ, ïðèëåãàþùèõ ê ïîâåðõíîñòè îáú¼ìà. Â

ðåçóëüòàòå ïîòîê ÷åðåç ïîâåðõíîñòü îáú¼ìà ðàâåí ñóììå äèâåðãåíöèé â

êàæäîì ýëåìåíòàðíîì îáú¼ìå.

Ïðè âûâîäå òåîðåìû �àóññà ïðåäïîëàãàåòñÿ äè��åðåíöèðóåìîñòü âåê-

òîðíîãî ïîëÿ âî âñåõ òî÷êàõ îáú¼ìà. Â �èçè÷åñêè èíòåðåñíûõ çàäà÷àõ

îáû÷íî ñóùåñòâóþò èñòî÷íèêè èëè ñòîêè ïîëÿ. Ýòî òàêèå òî÷êè, èç êî-

òîðûõ âåêòîðû �âûõîäÿò� â ðàçíûå ñòîðîíû (èñòîê) èëè �âõîäÿò� â òî÷êó

(ñòîê). Ïðèìåðîì ñëóæèò íàïðÿæ¼ííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ òî÷å÷íî-

ãî çàðÿäà. Â òàêèõ òî÷êàõ ïðîèçâîäíàÿ ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü, è ïðè

âû÷èñëåíèè äèâåðãåíöèè íåîáõîäèìà ïðîöåäóðà ðåãóëÿðèçàöèè (ñì., íà-

ïðèìåð, ñòð. 12).
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• Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Ñòîêñà àíàëîãè÷íà òåîðåìå �àóññà.

Ââåä¼ì â íåêîòîðîé òî÷êå ïîâåðõíîñòè ñèñòåìó êîîðäèíàò, òàê ÷òî îñü z
áóäåò ïåðïåíäèêóëÿðíà ïîâåðõíîñòè. Òîãäà öèðêóëÿöèÿ A dr ïî ìàëåíü-

êîìó êîíòóðó, îãðàíè÷èâàþùåìó ýëåìåíò ïîâåðõíîñòè, ðàâíà:

Ay

(
x+

dx

2
, y
)
dy

︸ ︷︷ ︸

I

−Ax

(
x, y +

dy

2

)
dx

︸ ︷︷ ︸

II

−Ay

(
x− dx

2
, y
)
dy

︸ ︷︷ ︸

III

+Ax

(
x, y − dy

2

)
dx

︸ ︷︷ ︸

IV

,

ãäå îïóùåí àðãóìåíò z ó ïðîåêöèé âåêòîðíîé �óíêöèè íà êîíòóð. Ñêà-

ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå A dr âû÷èñëÿåòñÿ â ñåðåäèíå îòðåçêîâ êîíòóðà, è

çíàêè ìèíóñ ñîîòâåòñòâóþò äâèæåíèþ ïðîòèâ îñåé (ïåðâûé ðèñóíîê):

�àñêëàäûâàÿ �óíêöèè â ðÿä Òåéëîðà ïî dx/2, dy/2, ïîëó÷àåì:

∮

L

A dr ≈
(
∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y

)

dx dy = [∇×A]z dx dy.

Ïðîèçâåäåíèå dx dy ðàâíî ïëîùàäè ïðÿìîóãîëüíîãî êîíòóðà, à âûðàæå-

íèå â êðóãëûõ ñêîáêàõ � z-êîìïîíåíòå ðîòîðà [∇ × A]z. Ïî ïðèíÿòîìó
ñîãëàøåíèþ, âåêòîð ýëåìåíòàðíîé ïëîùàäè íàïðàâëåí ïåðïåíäèêóëÿð-

íî ê íåé (â íàøåì ñëó÷àå, âäîëü îñè z â ñòîðîíó ×èòàòåëÿ), ïîýòîìó

dS = (0, 0, dx dy). Åñòåñòâåííî, ïîâåðõíîñòü â ïðîñòðàíñòâå îðèåíòè-

ðîâàíà ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì. Îäíàêî çàïèñü ïðè ïîìîùè âåêòîðîâ íå

çàâèñèò îò âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò è ýòî ñîîòíîøåíèå áóäåò ñïðàâåä-

ëèâî è â îáùåì ñëó÷àå. Ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèå êîíòóðíîãî èíòåãðàëà

ìîæíî çàïèñàòü â âåêòîðíîì âèäå:

∮

L

A dr = [∇×A] dS.

Áîëüøóþ ïîâåðõíîñòü ìîæíî ðàçáèòü íà ìíîæåñòâî òàêèõ ïðÿìîóãîëü-

íèêîâ. Åñëè îáõîäû ïî êîíòóðó â êàæäîì èç íèõ ïðîâîäÿòñÿ â îäíîì

íàïðàâëåíèè, òî êîíòóðíûå èíòåãðàëû íà ïðèëåãàþùèõ ãðàíÿõ áóäóò

ñîêðàùàòüñÿ (âûøå âòîðîé ðèñóíîê), è íåíóëåâûì îêàæåòñÿ òîëüêî èí-

òåãðàë ïî êîíòóðó, îãðàíè÷èâàþùåìó ïîâåðõíîñòü. Â ðåçóëüòàòå äîêà-

çûâàåòñÿ òåîðåìà Ñòîêñà.
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III Êîìïëåêñíûå ÷èñëà

Â îêðóæàþùåì íàñ ìèðå íåëüçÿ óâèäåòü îòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà. Ìèíóñ

îäíî ÿáëîêî ÿâëÿåòñÿ àáñòðàêöèåé, ïðèäóìàííîé ÷åëîâåêîì. Óðàâíåíèå

x+2 = 3 èìååò ðåøåíèå x = 1, îäíàêî, óæå äëÿ x+3 = 2 â íàòóðàëüíûõ

÷èñëàõ ðåøåíèÿ íåò. Åñëè æå ê íàòóðàëüíûì äîáàâèòü íîëü è îòðèöà-

òåëüíûå ÷èñëà (−1,−2,−3...), òî òàêèå óðàâíåíèÿ áóäóò èìåòü ðåøåíèÿ,
ïðàâäà, â �íåíàñòîÿùèõ�, âûäóìàííûõ îòðèöàòåëüíûõ ÷èñëàõ.

Òî÷íî òàê æå íå âñå êâàäðàòíûå óðàâíåíèÿ èìåþò ðåøåíèÿ. Ïîýòîìó

áûëî ïðèäóìàíî ÷èñëî ı, ÿâëÿþùååñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ x2 = −1. Îíî
ïîëó÷èëî íàçâàíèå ìíèìîé åäèíèöû:

ı2 = −1. (15)

Òåðìèí �ìíèìàÿ� íå äîëæåí ââîäèòü â çàáëóæäåíèå è ı íå áîëåå �ìíèìà�,
÷åì ÷èñëî −1. Ëþáîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî z çàïèñûâàåòñÿ ïðè ïîìîùè

äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë è ìíèìîé åäèíèöû:

z = x + ı y. (16)

Ïðè ýòîì x íàçûâàþò äåéñòâèòåëüíîé, à y - ìíèìîé ÷àñòüþ êîìïëåêñíî-

ãî ÷èñëà z. Ôàêòè÷åñêè êîìïëåêñíîå ÷èñëî ýòî óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà äâóõ

âåùåñòâåííûõ ÷èñåë z = (x, y). Äëÿ òàêîé ïàðû îïðåäåëåíû îïåðàöèè

ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ ñ òàêèìè æå ñâîéñòâàìè êàê è ó äåé-

ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Ââåäåíèå ñèìâîëà ı ïîçâîëÿåò ëåãêî îñóùåñòâëÿòü

ðàçëè÷íûå îïåðàöèè ìåæäó êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè, ïîëüçóÿñü îáû÷íû-

ìè ïðàâèëàìè àëãåáðû. Íàïðèìåð, äëÿ z1 = 1 + 2ı è z2 = 3 + 4ı, èìååì:

z1 · z2 = (1 + 2ı) · (3 + 4ı) = 1 · 3 + 1 · 4ı+ 2 · 3ı+ 2 · 4ı2 = −5 + 10ı,

z1
z2

=
1 + 2ı

3 + 4ı
=

(1 + 2ı)(3− 4ı)

(3 + 4ı)(3− 4ı)
=

11 + 2ı

32 − (4ı)2
=

11 + 2ı

9 + 16
=

11

25
+

2

25
ı.

Ïðè âû÷èñëåíèè ÷àñòíîãî äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ÷èñëèòåëü è çíà-

ìåíàòåëü äîìíîæåíû íà ÷èñëî, ðàâíîå z2, íî ñ ìèíóñîì ïðè ìíèìîé ÷à-

ñòè. Òàêîå ÷èñëî íàçûâàþò êîìïëåêñíûì ñîïðÿæåíèåì ÷èñëà z è îáî-

çíà÷àþò çâ¼çäî÷êîé:

z∗ = x− ı y. (17)

Ïðîèçâåäåíèå ÷èñëà z íà åãî êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå z∗ âñåãäà äà¼ò

ïîëîæèòåëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî:

|z|2 = z · z∗ = (x+ ı y)(x− ı y) = x2 + y2, (18)

êîðåíü êîòîðîãî |z| =
√

x2 + y2 íàçûâàþò ìîäóëåì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.
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⊲ Â 1748 Ëåîíàðä Ýéëåð ïîëó÷èë çàìå÷àòåëüíóþ �îðìóëó:

eıφ = cosφ+ ı sinφ, (19)

êîòîðàÿ çàìåíÿåò ñîáîé âñþ òðèãîíîìåòðèþ, ïîçâîëÿÿ ëåãêî âûâåñòè ëþ-

áîå ñîîòíîøåíèå ñ sin è cos. Íàïðèìåð, ïðè âîçâåäåíèè �îðìóëû Ýéëåðà

â n-þ ñòåïåíü ñëåäóåò �îðìóëà Ìóàâðà:

cos(nφ) + ı sin(nφ) =
(
cosφ+ ı sinφ)n, (20)

äàþùàÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèå �óíêöèè êðàòíûõ óãëîâ. Äîêàçàòü (19) ìîæ-

íî, íàïðèìåð, ðàñêëàäûâàÿ ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòü â ðÿä Òåéëîðà.

⊲ Ïðîèçâîëüíîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî:

z = x+ ı y = |z| eiφ = |z| (cosφ+ ı sinφ)

îïðåäåëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíîé x è ìíèìîé y ÷àñòÿìè èëè ìîäóëåì |z| =
√

x2 + y2 è àðãóìåíòîì (óãëîì) φ = arctg(y/x). �àññìîòðèì äåêàðòî-

âóþ ïëîñêîñòü. Ïî îñè x îòëîæèì äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü, à ïî îñè y -

êîìïëåêñíóþ âìåñòå ñ ìíèìîé åäèíèöåé. Òîãäà ëþáîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òî÷êó íà ýòîé ïëîñêîñòè, à äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ

÷àñòè ÿâëÿþòñÿ ïðîåêöèÿìè íà êîîðäèíàòíûå îñè:

Ìíèìàÿ åäèíèöà èìååò åäèíè÷íûé ìîäóëü è àðãóìåíò, ðàâíûé π/2, à àð-

ãóìåíò �−1� ðàâåí π. Ñëîæåíèå äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ãåîìåòðè÷åñêè
ýêâèâàëåíòíî ñëîæåíèþ âåêòîðîâ (âûøå òðåòèé ðèñóíîê).

⊲ Àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà îïðåäåë¼í ñ òî÷íîñòüþ äî öåëîãî ÷èñ-

ëà ïîëíûõ îáîðîòîâ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî |z| eıφ è |z| eı (φ+2πk)
� îäíî è òîæå

÷èñëî (k = 1, 2, ...). Ïîýòîìó ïðè èçâëå÷åíèè êîðíÿ n-òîé ñòåïåíè:

n
√
z = |z|1/n exp

{

ı
φ+ 2πk

n

}

, k = 0, 1, .., n− 1, (21)

ïðè k = 0, 1, .., n− 1 ïîëó÷àþòñÿ ðàçëè÷íûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Ëþáîå

àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå n-é ñòåïåíè âñåãäà èìååò n ðåøåíèé, ÷àñòü

èç êîòîðûõ ìîæåò îêàçàòüñÿ êîìïëåêñíûìè. Ýòîò íåòðèâèàëüíûé �àêò

ÿâèëñÿ ðåçóëüòàòîì ââåäåíèÿ îáúåêòà ı, ÿâëÿþùåãîñÿ ðåøåíèåì òîëüêî

îäíîãî êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ (15).
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IV Ôóíêöèÿ Äèðàêà

Ââåä¼ì ñëåäóþùóþ ðàçðûâíóþ �óíêöèþ, ÿâëÿþùàÿñÿ íåïðåðûâíûì

àíàëîãîì ñèìâîëà Êðîíåêåðà:

δ(x) =

{
∞ ïðè x = 0,
0 ïðè x 6= 0.

(22)

Äîîïðåäåëèì áåñêîíå÷íîñòü òàê, ÷òîáû èíòåãðàë ïî ïðîèçâîëüíîìó èí-

òåðâàëó [a, b], âêëþ÷àþùåìó òî÷êó x = 0, áûë ðàâåí åäèíèöå:

b∫

a

δ(x) dx = 1. (23)

Êîíêðåòíîå çíà÷åíèå ãðàíèö a è b íå èãðàåò ðîëè, òàê êàê äåëüòà-�óíêöèÿ
ðàâíà íóëþ ïðè x 6= 0 è âíå ýòîé òî÷êè, ðàâíà íóëþ ïîäûíòåãðàëüíàÿ

�óíêöèÿ. Ïðè èíòåãðèðîâàíèè ñ ãëàäêîé �óíêöèåé ñïðàâåäëèâî ðàâåí-

ñòâî:

b∫

a

f(x) δ(x− x0) dx =

{
f(x0) ïðè x0 ∈ [a, b]
0 ïðè x0 6∈ [a, b]

. (24)

(â îêðåñòíîñòè x = x0, ãäå ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ îòëè÷íà îò íóëÿ,

ìîæíî ïîëîæèòü f(x) = f(x0) è âûíåñòè ýòó êîíñòàíòó çà èíòåãðàë).

Îòìåòèì òàêæå î÷åâèäíîå ñâîéñòâî ñèììåòðè÷íîñòè: δ(−x) = δ(x).

⊲ Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ãëàäêèõ �óíêöèé çàâèñÿùèõ îò íåêîòîðîãî

ïàðàìåòðà, êîòîðûå èìåþò ñâîèì ïðåäåëîì δ - �óíêöèþ ïðè ñòðåìëåíèè

ýòîãî ïàðàìåòðà ê íóëþ. Íàïðèìåð, �óíêöèÿ �àóññà:

1

a
√
2π

exp

[

− x2

2a2

]

→ δ(x), ïðè a→ 0.

Ïðè x = 0 îíà èìååò çíà÷åíèå 1/a
√
2π. Ïîýòîìó ïðè ìàëûõ a �óíêöèÿ

�àóññà ïðåâðàùàåòñÿ â î÷åíü âûñîêèé è óçêèé �êîëîêîë�, ñòðåìÿñü ïðè

a→ 0 ê �óíêöèè Äèðàêà. Èíòåãðàë îò �óíêöèè �àóññà ðàâåí åäèíèöå.

Àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàìè îáëàäàåò �óíêöèÿ Êîøè:

a/π

x2 + a2
→ δ(x), ïðè a→ 0.

�ëàäêèå ïðåäñòàâëåíèÿ δ-�óíêöèè ïîçâîëÿþò ðåãóëÿðèçîâûâàòü, âîçíè-

êàþùèå ïðè âû÷èñëåíèÿõ áåñêîíå÷íîñòè.
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⊲ Îïðåäåëèì ðàçðûâíóþ θ-�óíêöèþ Õåâèñàéäà (�óíêöèÿ ñòóïåíüêè):

θ(x) =

{
1 ïðè x > 0
0 ïðè x < 0.

(25)

Ïðîèçâîäíàÿ îò íå¼ ðàâíà δ-�óíêöèè:

dθ(x)

dx
= θ′(x) = δ(x). (26)

Äåéñòâèòåëüíî, âû÷èñëèì ïî ÷àñòÿì èíòåãðàë îò ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè

ïî èíòåðâàëó [a, b], ñîäåðæàùåìó òî÷êó x = 0:

b∫

a

f(x)θ′(x)dx = f(x)θ(x)
∣
∣
∣

b

a
−

b∫

a

f ′(x)θ(x)dx = f(b)−
b∫

0

f ′(x)dx = f(0).

⊲ Òð¼õìåðíàÿ �óíêöèÿ Äèðàêà îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî îäíîìåð-

íîé. Åñëè å¼ àðãóìåíò ðàâåí íóëþ, òî îíà ðàâíà áåñêîíå÷íîñòè, èíà÷å

íóëþ. Ïðè ýòîì èíòåãðàë ïî ïðîèçâîëüíîìó îáú¼ìó, îêðóæàþùåìó òî÷-

êó ñèíãóëÿðíîñòè, ðàâåí åäèíèöå. Â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ 3-ìåðíóþ

�óíêöèþ Äèðàêà ìîæíî çàïèñàòü ÷åðåç ïðîèçâåäåíèå îäíîìåðíûõ:

δ(3)(r) = δ(x) δ(y) δ(z),

∫

δ(3)(r) dV = 1. (27)

Â ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ r, θ, φ, ñ ñèíãóëÿðíîñòüþ ïðè r = 0, íåîá-
õîäèìî ó÷åñòü, ÷òî dV = 4πr2dr. Ïîýòîìó 3-ìåðíàÿ �óíêöèÿ Äèðàêà

âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îäíîìåðíóþ:

δ(3)(r) =
δ(r)

2πr2
,

R∫

0

r2dr

π∫

0

sθ dθ

2π∫

0

dφ δ(3)(r) = 2

R∫

0

δ(r) = 1.

Â äàííîì ñëó÷àå èíòåãðèðîâàíèå èä¼ò âíóòðè ñ�åðû ðàäèóñà R ïî r
îò òî÷êè ñèíãóëÿðíîñòè, à íå îêðóæàåò å¼. Òàê êàê �óíêöèÿ Äèðàêà

ñèììåòðè÷íàÿ, òàêîé èíòåãðàë ðàâåí 1/2.

⊲ Ñèíãóëÿðíîñòü ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü íå òî÷êå, à ëèíèè. Â ýòîì

ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ �ëèíåéíàÿ� �óíêöèÿ Äèðàêà, èíòåãðàë îò êîòîðîé

ðàâåí äëèíå ëèíèè ñèíãóëÿðíîñòè, ïîïàäàþùåé â îáú¼ì èíòåãðèðîâàíèÿ.

Íàïðèìåð, â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ r, φ, z òàêîé ñèíãóëÿðíîñòüþ

îáëàäàåò ïëîòíîñòü çàðÿäà áåñêîíå÷íî òîíêîé çàðÿæåííîé ëèíèè ïðè

r = 0.

δ(L)(r) =
δ(r)

πr
,

R∫

0

rdr

L∫

0

dz

2π∫

0

dφ δ(L)(r) = L,

ãäå ñíîâà èñïîëüçîâàíà ñèììåòðè÷íîñòü 1-ìåðíîé �óíêöèè Äèðàêà.
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V Ôóðüå ïðåîáðàçîâàíèÿ

• Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ öåëûõ ÷èñåë n è m ñïðàâåäëèâà ñëå-

äóþùàÿ �îðìóëà:

b∫

a

exp

[

ı
2π (n−m)

b− a t

]

dt = (b− a) δnm, (28)

ãäå δnm � ñèìâîë Êðîíåêåðà (ñòð. ??), à a < b.

�àññìîòðèì ïåðèîäè÷åñêóþ �óíêöèþ ñ ïåðèîäîì T : f(t + T ) = f(t),

ãäå T = b − a. Ïðåäñòàâèì å¼ íà îòðåçêå t = [a...b] â âèäå ñëåäóþùåãî

ðÿäà:

f(t) =

∞∑

k=−∞
ck e

ı 2πkt/T = c0 + c1 e
ı 2πt/T + c−1 e

−ı 2πt/T + ... (29)

×òîáû f(t) áûëà äåéñòâèòåëüíîé: f ∗(t) = f(t), êîý��èöèåíòû ck äîëæ-
íû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì: c∗k = c−k.

Ïðè ïîìîùè (28), äëÿ ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè f(t), ìîæíî íàéòè êî-

ý��èöèåíòû ck è òåì ñàìûì îïðåäåëèòü Ôóðüå - ðàçëîæåíèå:

b∫

a

f(t) e−ı 2πnt/T
dt

T
=

∞∑

m=−∞
cm

b∫

a

eı 2π(m−n)t/T
dt

T
=

∞∑

m=−∞
cm δmn = cn.

Åñëè çàïèñàòü ck = (ak − ibk)/2, òî äëÿ äåéñòâèòåëüíîé �óíêöèè å¼

ðàçëîæåíèå ïðåäñòàâèìî â âèäå áåñêîíå÷íîé ñóììû ñèíóñîâ è êîñèíóñîâ:

f(t) = c0 +
∞∑

k=1

[
ak cos(ωkt) + bk sin(ωkt)

]
, (30)

ãäå ÷àñòîòû ωk = 2πk/T íàçûâàþò ãàðìîíèêàìè.

�àñêëàäûâàòü â ðÿä Ôóðüå ìîæíî è íåïåðèîäè÷åñêèå �óíêöèè. Îäíà-

êî, òàêîå ðàçëîæåíèå èìååò ñìûñë òîëüêî âíóòðè èíòåðâàëà [a...b], òàê
êàê îíî àâòîìàòè÷åñêè îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïåðèîäè÷íîñòè. Ïðè ýòîì

íà ãðàíèöàõ èíòåðâàëà ìîãóò âîçíèêàòü îïðåäåë¼ííûå àðòå�àêòû â âè-

äå ñêà÷êîâ çíà÷åíèé �óíêöèè (ý��åêò �èááñà).
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• Âîçüì¼ì ñèììåòðè÷íûå ïðåäåëû ðàçëîæåíèÿ [a, b] = [−T/2, T/2] è
ââåä¼ì íîâûå êîý��èöèåíòû φk = T ·ck. Îáîçíà÷èâ tk = 2πk/T , çàïèøåì

ðÿä Ôóðüå:

f(x) =

∞∑

k=−∞
φk e

ı tkx
1

T
, φk =

T/2∫

−T/2

f(x) e−ı tkx dx. (31)

Óñòðåìèì T ê áåñêîíå÷íîñòè. Âåëè÷èíû tk ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê

íîâóþ ïåðåìåííóþ, èçìåíåíèå êîòîðîé ðàâíî ∆t = tk − tk−1 = 2π/T . Ïî

îïðåäåëåíèþ èíòåãðàëà, âûðàæåíèå äëÿ f(x) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

f(x) =
1

2π

∞∫

−∞

φ(t) eı tx dt, φ(t) =

∞∫

−∞

f(x) e−ı tx dx, (32)

ãäå φ(t) ñòàíîâèòñÿ íåïðåðûâíîé �óíêöèåé ïàðàìåòðà t = tk. Ïðåîáðà-

çîâàíèÿ (32) íàçûâàþòñÿ èíòåãðàëüíûì �óðüå-ïðåîáðàçîâàíèåì.

⊲ Ïîäñòàíîâêà îäíîãî óðàâíåíèÿ (32) â äðóãîå äîëæíî ïðèâîäèòü ê

òîæäåñòâåííîìó ðåçóëüòàòó. Ïîäñòàâèì â èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

φ(t) �óíêöèþ f(x) çàïèñàâ å¼ êàê èíòåãðàë ïî s îò φ(s):

φ(t) =

∞∫

−∞




1

2π

∞∫

−∞

φ(s) eı sx ds



 e−ı tx dx =

∞∫

−∞




1

2π

∞∫

−∞

eı x (s−t) dx



φ(s) ds.

Îáîçíà÷èì âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ âî âòîðîì ðàâåíñòâå â âèäå

ñëåäóþùåé �óíêöèè:

δ(s− t) = 1

2π

∞∫

−∞

eı x (s−t) dx. (33)

Òîãäà òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðèíèìàåò �îðìó:

φ(t) =

∞∫

−∞

φ(s) δ(s− t) ds. (34)

Ôóíêöèÿ (33) ñî ñâîéñòâîì (34) íàçûâàåòñÿ δ - �óíêöèåé Äèðàêà (ñòð. 314).
Ñîîòâåòñòâåííî, (33) ÿâëÿåòñÿ å¼ ïðåäñòàâëåíèåì â âèäå èíòåãðàëà Ôó-

ðüå.
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VI Ýêñòðåìóì è ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà

• Ýêñòðåìóì (ìèíèìóì èëè ìàêñèìóì) �óíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ

F (x1, ..., xn) íàõîäèòñÿ òàê æå, êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå. Äëÿ ýòîãî

íåîáõîäèìî âçÿòü ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî êàæäîé ïåðåìåííîé è ïðè-

ðàâíÿòü èõ ê íóëþ. �åøåíèå ïîëó÷èâøåéñÿ ñèñòåìû n óðàâíåíèé è áóäåò
ñîîòâåòñòâîâàòü ýêñòðåìóìó �óíêöèè.

×òîáû ïîíÿòü, êàê âåä¼ò ñåáÿ �óíêöèÿ â òî÷êå ýêñòðåìóìà {x̄1, ..., x̄n},
ìîæíî çàïèñàòü ðÿä Òåéëîðà â å¼ îêðåñòíîñòè:

F (x1, ..., xn) = F (x̄1, ..., x̄n) +

n∑

i,j=1

aij (xi − x̄i)(xj − x̄j) + ...

Ïåðâûå ïðîèçâîäíûå F ðàâíû íóëþ (óñëîâèå ýêñòðåìóìà), ïîýòîìó ðàç-

ëîæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàòè÷íóþ �îðìó. Çíàêè ñîáñòâåííûõ

çíà÷åíèé ìàòðèöû aij îïðåäåëÿþò õàðàêòåð ýêñòðåìóìà. Òàê êàê aij ÿâ-
ëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé, òî ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâà-

íèÿ å¼ âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü äèàãîíàëüíîé (ñòð. ??) è ïðîàíàëèçèðîâàòü

ïî êàæäîé êîîðäèíàòå, ìèíèìóì ýòî èëè ìàêñèìóì.

Íàïðèìåð, åñëè F (x, y) = x2+y2, òî ýòî ìèíèìóì, F (x, y) = −x2− y2
� ìàêñèìóì, à F (x, y) = x2 − y2 � ýòî ïîâåðõíîñòü, ïîõîæàÿ íà ñåäëî

(âäîëü îñè x �óíêöèÿ âîçðàñòàåò, à âäîëü y � óìåíüøàåòñÿ).

• Èíîãäà âîçíèêàþò çàäà÷è, â êîòîðûõ íåîáõîäèìî íàéòè ìàêñèìóì

èëè ìèíèìóì ïðè íàëè÷èè îãðàíè÷åíèé. Íàïðèìåð, íàñ èíòåðåñóåò òî÷-

êà (x1, ..., xn), ìàêñèìèçèðóþùàÿ �óíêöèþ F (x1, ..., xn) è îäíîâðåìåííî

íàõîäÿùàÿñÿ íà ïîâåðõíîñòè G(x1, ..., xn) = 0. Óñëîâèÿ îãðàíè÷åíèé íà-

çûâàþò ñâÿçÿìè.

�àññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé äâóõ ïåðåìåííûõ F (x, y) ïðè îãðàíè÷åíèè

G(x, y) = 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óðàâíåíèå ñâÿçè G(x, y) = 0 ïîçâîëÿåò

âûðàçèòü y ÷åðåç x: y = g(x). Òîãäà ìû ïîëó÷èì îáû÷íóþ îäíîìåðíóþ

çàäà÷ó îïòèìèçàöèè, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðîé íåîáõîäèìî âçÿòü ïðîèçâîä-

íóþ �óíêöèè F (x, g(x)) ïî x è ïðèðàâíÿòü å¼ ê íóëþ:

∂F

∂x
+
∂F

∂y
g′(x) = 0. (35)

�åøèâ ýòî óðàâíåíèå, ìû ïîëó÷èì òî÷êó ýêñòðåìóìà {x0, y0 = g(x0)}.
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• Íà ïðàêòèêå íå âñåãäà óäà¼òñÿ ðåøèòü óðàâíåíèå G(x, y) = 0. Â ýòîì

ñëó÷àå ìîæíî âçÿòü äè��åðåíöèàë åãî ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè è âûðàçèòü

ïðîèçâîäíóþ g(x):

dG =
∂G

∂x
dx+

∂G

∂y
dy = 0 => g′(x) =

dy

dx
= −∂G/∂x

∂G/∂y
.

Ïîäñòàâëÿÿ å¼ â (35), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå òîëüêî äëÿ �óíêöèé F è G:

∂F

∂x

∂G

∂y
=
∂F

∂y

∂G

∂x
. (36)

Ýòî æå óðàâíåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü, ìèíèìèçèðóÿ ñëåäóþùóþ �óíê-

öèþ òðåõ ïåðåìåííûõ:

L(x, y, λ) = F (x, y) + λ G(x, y). (37)

Äåéñòâèòåëüíî, âçÿâ ïðîèçâîäíûå ïî x è y è ïðèðàâíÿâ èõ ê íóëþ, ïî-

ëó÷èì óðàâíåíèÿ:

∂F

∂x
+ λ

∂G

∂x
= 0,

∂F

∂y
+ λ

∂G

∂y
= 0.

Èñêëþ÷àÿ èç íèõ λ, ìû ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ (36). Åñëè æå âçÿòü ïðî-

èçâîäíóþ L ïî λ è ïðèðàâíÿòü å¼ ê íóëþ, òî ïîëó÷èòñÿ ñâÿçüG(x, y) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå äâóõ ïåðåìåííûõ èìååòñÿòðè ñïîñîáà ïîèñêà

ýêñòðåìóìà ïðè íàëè÷èè îãðàíè÷åíèÿ. Åñëè îäíà ïåðåìåííàÿ âûðàæà-

åòñÿ ÷åðåç äðóãóþ ïðè ïîìîùè óðàâíåíèÿ ñâÿçè, òî ðåøàåòñÿ óðàâíåíèå

(35). Èíà÷å � (36) èëè îïòèìèçèðóåòñÿ �óíêöèÿ Ëàãðàíæà (37).

• Â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå îêàçûâàåòñÿ áîëåå óäîáíûì òðåòèé ñïîñîá.

Åñëè íàì íåîáõîäèìî íàéòè ýêñòðåìóì �óíêöèè F (x1, ..., xn) ïðè íàëè-

÷èè m-îãðàíè÷åíèé Gk(x1, ..., xn) = 0, òî âû÷èñëÿåòñÿ ýêñòðåìóì �óíê-

öèè Ëàãðàíæà îò n+m ïåðåìåííûõ:

L(x1, ..., xn, λ1, ..., λm) = F (x1, ..., xn) +
m∑

k=1

λk Gk(x1, ..., xn).

Ïðîèçâîäíûå ïî λi ïðèâîäÿò ê ñâÿçÿì Gk(x1, ..., xn) = 0, à ïðîèçâîä-

íûå ïî xi ìîæíî çàïèñàòü â âèäå âåêòîðíûõ óðàâíåíèé ïðè ïîìîùè ãðà-
äèåíòà ∇ = {∂/∂x1, ..., ∂/∂xn}:

∇F +

m∑

k=1

λk ∇Gk = 0.

Ïîðÿäîê äåéñòâèé îáû÷íî ñëåäóþùèé. Ñíà÷àëà ðåøàþò ýòè n óðàâíåíèé

è íàõîäÿò ïîëîæåíèå ýêñòðåìóìà, êàê �óíêöèþ λk: xi = fi(λ1, ..., λm), i =
1, ..., n. Çàòåì ïîäñòàâëÿþò èõ â óðàâíåíèÿ ñâÿçè è ïîëó÷àþò m óðàâíå-

íèé, èç êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ λk.
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