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0.1 Ââåäåíèå

Ñî âðåìåíè ñîçäàíèÿ òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ïðîøëî áîëåå ñòà ëåò.

Çà ýòî âðåìÿ îíà ïîëó÷èëà ìíîãî÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå ïîäòâåð-

æäåíèÿ è �àêòè÷åñêè ñòàëà èíæåíåðíîé íàóêîé, �îðìóëû êîòîðîé àê-

òèâíî èñïîëüçóþòñÿ â ÿäåðíîé ýíåðãåòèêå, ïðè ñòðîèòåëüñòâå óñêîðèòå-

ëåé è äàæå â GPS-íàâèãàöèè. Ñóùåñòâóåò îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà, ïîñâÿ-

ù¼ííàÿ å¼ àíàëèçó è ïðàêòè÷åñêèì ïðèëîæåíèÿì.

Çàêîíîìåðíî âîçíèêàåò âîïðîñ: �Äëÿ ÷åãî íóæíà 1001-ÿ êíèæêà ïî

òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè?� Âìåñòî îòâåòà íà íåãî ïðåäëàãàåòñÿ ïðîéòè

íåáîëüøîé òåñò, âûðàçèâ ñâî¼ ñîãëàñèå èëè íåñîãëàñèå ñî ñëåäóþùèìè

óòâåðæäåíèÿìè:

ÒÅÑÒ

äà íåò

1. Òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè îáîáùàåò êëàññè÷åñêóþ ìåõà-

íèêó, ïîýòîìó òðåáóåò áîëüøå èñõîäíûõ ïîñòóëàòîâ.

� �

2. Â å¼ îñíîâå ëåæèò àíàëèç ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâåòîâûõ ñèã-

íàëîâ è ïîñòóëàò ïîñòîÿíñòâà èõ ñêîðîñòè.

� �

3. Áûñòðî äâèãàþùèåñÿ îáúåêòû âûãëÿäÿò ñæàòûìè â íà-

ïðàâëåíèè äâèæåíèÿ.

� �

4. Îáúÿñíåíèå ïàðàäîêñà áëèçíåöîâ òðåáóåò ïðèâëå÷åíèÿ

íåèíåðöèàëüíûõ ñèñòåì îòñ÷åòà.

� �

5. Ìàññà äâèãàþùåãîñÿ òåëà òåì áîëüøå, ÷åì âûøå åãî ñêî-

ðîñòü.

� �

6. ×òîáû îáúÿñíèòü ñìåùåíèå ïåðèãåëèÿ Ìåðêóðèÿ íåîá-

õîäèìî ðàññìàòðèâàòü èñêðèâë¼ííîå ïðîñòðàíñòâî.

� �

7. Äëÿ îïèñàíèÿ íåèíåðöèàëüíûõ ñèñòåì îòñ÷¼òà íåîáõîäè-

ìà îáùàÿ òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè.

� �

8. Ñïèöû êîëåñà âåëîñèïåäà, áûñòðî äâèãàþùåãîñÿ ìèìî

íàáëþäàòåëÿ, ïðÿìûå è ðàñïîëîæåíû ðàâíîìåðíî.

� �

Çà êàæäîå �íåò� èëè �íå îáÿçàòåëüíî� íà÷èñëÿåòñÿ îäèí áàëë. Â îñòàëü-

íûõ ñëó÷àÿõ (�äà� èëè �íå çíàþ�) áàëëû íå íà÷èñëÿþòñÿ. Åñëè íàáðàíî

áîëåå 8 áàëëîâ, ýòó êíèãó äàëüøå ÷èòàòü íå ñòîèò. Åñëè æå áàëëîâ ñó-

ùåñòâåííî ìåíüøå 8, òî èä¼ì äàëüøå.

Âî ââåäåíèè áóäåò äàíî êðàòêîå îáúÿñíåíèå ïðè÷èí îòðèöàòåëüíûõ

îòâåòîâ íà ïåðâûå äâà âîïðîñà òåñòà. Â ïðîöåññå äàëüíåéøåãî àíàëèçà

èñõîäíûõ ïîëîæåíèé òåîðèè ìû ïðèâåä¼ì áîëåå ðàçâåðíóòûå àðãóìåíòû

è ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî äðóãèõ òåì.



Î�ËÀÂËÅÍÈÅ 9

⊲Ìûñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ñî ñâåòîâûìè ñèãíàëàìè àêòèâíî èñïîëü-

çóþòñÿ ïðè îáîñíîâàíèè ðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè. Íåèíâàðèàíòíîñòü óðàâ-

íåíèé Ìàêñâåëëà îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé �àëèëåÿ ïðèâåëà ê îò-

êðûòèþ ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà. Íå âûçûâàåò ñîìíåíèÿ, ÷òî óðàâíåíèÿ

ïðàâèëüíî ïîñòðîåííîé òåîðèè âçàèìîäåéñòâèÿ (íàïðèìåð, ýëåêòðîìàã-

íåòèçìà) îòðàæàþò îáùèå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè. Èíâàðèàíò-

íîñòü óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî îïðåäåë¼ííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîçâîëÿåò

óñòàíîâèòü êàê âûãëÿäèò �èçèêà â ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà. Îäíàêî

ïðè äåäóêòèâíîì ïîäõîäå ê �èçèêå ðàçóìíåå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïóòü, êîãäà

ñíà÷àëà óñòàíàâëèâàþòñÿ îáùèå ñâîéñòâà, à çàòåì íà èõ îñíîâå ñòðîèò-

ñÿ ÷àñòíàÿ òåîðèÿ. Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà ïðèìåíèìû êî âñåì âèäàì

âçàèìîäåéñòâèÿ è íå äîëæíû çàâèñåòü îò ñêîðîñòè ýëåêòðîìàãíèòíîé

âîëíû, ÿâëÿþùåéñÿ ïàðàìåòðîì êîíêðåòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

Â íàøåì ìèðå �îòîíû, ïî-âèäèìîìó, íå èìåþò ìàññû. Òåì íå ìåíåå íè

îäèí èç èçâåñòíûõ �èçè÷åñêèõ ïðèíöèïîâ íå çàïðåùàåò ìàññèâíûõ �î-

òîíîâ. Ýòî íå ïðîòèâîðå÷èò òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè. Âïîëíå âîçìîæåí

ìèð ãäå íåò áåçìàññîâûõ ÷àñòèö, à òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè ïî-ïðåæíåìó

ñïðàâåäëèâà. Ïîýòîìó ñêîðîñòü ñâåòà �c
ýë/ì� è �óíäàìåíòàëüíàÿ ñêî-

ðîñòü �c�, âõîäÿùàÿ â �îðìóëû òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, � ýòî ðàçëè÷íûå

êîíñòàíòû. Ïðè íóëåâîé ìàññå �îòîíà îíè ñîâïàäàþò ÷èñëåííî, îäíàêî

èõ �èçè÷åñêèé ñìûñë ðàçíèòñÿ. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñêîðîñòü �c� ÿâëÿåòñÿ

ïðåäåëüíîé ñêîðîñòüþ äâèæåíèÿ ëþáûõ ìàòåðèàëüíûõ îáúåêòîâ, íåçà-

âèñèìî îò èõ ïðèðîäû. Ñêîðîñòü ñâåòà �c
ýë/ì� � ýòî èñêëþ÷èòåëüíî âàæ-

íàÿ, íî âñ¼ æå ÷àñòíàÿ êîíñòàíòà îäíîãî èç âîçìîæíûõ âçàèìîäåéñòâèé,

ñâÿçàííàÿ ñî çíà÷åíèåì ìàññû �îòîíà.

⊲ Ïðè âûâîäå ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà îáû÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàñ-

ïðîñòðàíåíèå ñâåòîâîé âîëíû èëè ñâåòîâîãî èìïóëüñà. Ñëåäóÿ Ýéíøòåé-

íó, â ìíîãî÷èñëåííûõ ó÷åáíèêàõ ïî òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ýòè ïðåîáðà-

çîâàíèÿ ïîëó÷àþò ïðè ïîìîùè ïîñòóëàòà î ïîñòîÿíñòâå ñêîðîñòè ñâåòà.

Îäíàêî ñïóñòÿ òîëüêî ïÿòü ëåò ïîñëå ðàáîòû Ýéíøòåéíà, â ñòàòüÿõ Èã-

íàòîâñêîãî, à çàòåì Ôðàíêà è �îòå, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ëîðåíöà ìîæíî âûâåñòè íà îñíîâå íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà ïîñòóëà-

òîâ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè. Äðóãèìè ñëîâàìè, òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè

íå òðåáóåò äëÿ ñâîåãî îáîñíîâàíèÿ âòîðîãî ïîñòóëàòà Ýéíøòåéíà è ìî-

æåò áûòü ïîëó÷åíà òîëüêî èç ïðèíöèïà îòíîñèòåëüíîñòè, äîïîëíåííî-

ãî äîñòàòî÷íî åñòåñòâåííûìè ïðåäïîëîæåíèÿìè. Íåñìîòðÿ íà èçÿùåñòâî

ýòîãî ðåçóëüòàòà, îí âñ¼ åù¼ íå ñòàë äîñòîÿíèåì îáùåñòâåííîãî �èçè÷å-

ñêîãî ñîçíàíèÿ, õîòÿ ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî ìíîãî ìåòîäè÷åñêèõ ñòàòåé,

à òàêæå ðàçëè÷íûõ ìàòåðèàëîâ íà ýòó òåìó â èíòåðíåòå.



10 Î�ËÀÂËÅÍÈÅ

⊲ Ìîæåò âîçíèêíóòü âîïðîñ: �Êàêàÿ ðàçíèöà, êàê âûâîäèòü ïðåîáðà-

çîâàíèÿ Ëîðåíöà?�. Îòâåò íà íåãî ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé. Ïðåæäå âñåãî,

êîððåêòíîå îáîñíîâàíèå òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè íåîáõîäèìî ïî ãóìàí-

íûì ñîîáðàæåíèÿì. Íè îäíà �èçè÷åñêàÿ òåîðèÿ íå ïîäâåðãàåòñÿ òàêîìó

êîëè÷åñòâó íàïàäîê ñî ñòîðîíû å¼ îïðîâåðãàòåëåé, êàê òåîðèÿ îòíîñè-

òåëüíîñòè. Ñâÿçàíî ýòî, ñ îäíîé ñòîðîíû, ñ å¼ ìàòåìàòè÷åñêîé ïðîñòîòîé,

à ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñ ïñèõîëîãè÷åñêîé ñëîæíîñòüþ âîñïðèÿòèÿ èñõîäíî-

ãî ïîñòóëàòà î òîì, ÷òî �ñâåò äîãíàòü íåëüçÿ�. Ýòî íàñòîëüêî ïðîòèâî-

ðå÷èò îáûäåííîìó îïûòó, ÷òî áðîñàåò òåíü è íà âûâîäû òåîðèè. Áîëü-

øèíñòâî ïðèâûêàåò è íå âèäèò ïðîáëåìû, îäíàêî ÷àñòü ïîòåíöèàëüíûõ

�èçèêîâ ïðèâûêàòü íå æåëàåò è ïåðåõîäèò â ëàãåðü íåñîãëàñíûõ. Îäíà

èç çàäà÷ êíèãè � õîòÿ áû íåìíîãî óìåíüøèòü èõ ÷èñëî.

Âî-âòîðûõ, íåïîíèìàíèå ëîãè÷åñêèõ îñíîâ �èçèêè îáåäíÿåò. Â ðàìêàõ

òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ìû èìååì âåëèêîëåïíûé ïðèìåð òîãî, ÷òî äëÿ

ñîçäàíèÿ íîâîé òåîðèè íåîáõîäèìî íå óâåëè÷èòü, à óìåíüøèòü ÷èñëî

èñõîäíûõ ïîñòóëàòîâ. Ïîäîáíûé äåäóêòèâíûé ìåòîä î÷åíü çàìàí÷èâ è

ìîæåò áûòü ïðèìåíåí äëÿ ïîñòðîåíèÿ íîâûõ, åù¼ íåèçâåñòíûõ òåîðèé.

Ôèçè÷åñêèå èëè ìàòåìàòè÷åñêèå òåîðèè ñòðîÿòñÿ íà îñíîâå èñõîäíûõ

ïîñòóëàòîâ èëè àêñèîì. Ñèñòåìà àêñèîì ñ÷èòàåòñÿ ïîëíîé, åñëè ëþáîå

óòâåðæäåíèå îòíîñèòåëüíî ñóùíîñòåé, ñ êîòîðûìè îïåðèðóåò òåîðèÿ,

ìîæíî ëèáî äîêàçàòü, ëèáî îïðîâåðãíóòü. Åñëè ìû õîòèì ïîñòðîèòü áî-

ëåå îáùóþ òåîðèþ î òåõ æå ñóùíîñòÿõ, òî íåëüçÿ ïðîñòî äîáàâèòü íîâóþ

àêñèîìó. Â ïîëíîé òåîðèè ýòà àêñèîìà ëèáî îêàæåòñÿ òåîðåìîé (è àêñè-

îìû ïåðåñòàíóò áûòü íåçàâèñèìûìè), ëèáî îíà âîéä¼ò â ïðîòèâîðå÷èå ñ

óæå ñóùåñòâóþùèìè àêñèîìàìè.

Áîëüøàÿ îáùíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ñòàðàÿ òåîðèÿ âêëþ÷àåòñÿ â íîâóþ,

êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé. Â �èçèêå ýòî îòðàæàåòñÿ ïðèíöèïîì ñîîòâåò-

ñòâèÿ: â áîëåå îáùåé òåîðèè ñóùåñòâóþò �óíäàìåíòàëüíûå êîíñòàíòû,

óñòðåìëåíèå êîòîðûõ ê îïðåäåë¼ííûì ïðåäåëüíûì çíà÷åíèÿì ïðèâîäèò

ê ÷àñòíîé òåîðèè. Òàê, áîëüøèíñòâî �îðìóë ðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè ïå-

ðåõîäèò â êëàññè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ ïðè c → ∞. Àíàëîãè÷íî è â êâàí-

òîâîé ìåõàíèêå, ïðè ~ → 0. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàþò âîïðîñû: êàêîâî

ïðîèñõîæäåíèå ýòèõ �óíäàìåíòàëüíûõ êîíñòàíò? Ïî÷åìó èõ íåò â êëàñ-

ñè÷åñêîé ìåõàíèêå è êàê îíè ïîÿâëÿþòñÿ â ðåëÿòèâèñòñêîé èëè êâàíòî-

âîé? Êðàòêèé îòâåò òàêîâ: òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè òðåáóåò äëÿ ñâîåãî

îáîñíîâàíèÿ ìåíüøå àêñèîì, ÷åì êëàññè÷åñêàÿ. Óìåíüøåíèå êîëè÷åñòâà

èñõîäíîé èí�îðìàöèè è ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ïàðàìåòðîâ (êîíñòàíò),

çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ìîæíî çà�èêñèðîâàòü òîëüêî ïðè ïîìîùè ýêñïåðè-

ìåíòà. Ýòè ïàðàìåòðû è ÿâëÿþòñÿ �óíäàìåíòàëüíûìè êîíñòàíòàìè.
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0.2 Êðàòêîå ñîäåðæàíèå

Ïðèðîäà ðàçãîâàðèâàåò ñ íàìè íà ÿçûêå ìàòåìàòèêè. Îäíàêî ìàòåìà-

òèêà íå äîëæíà çàñëîíÿòü �èçè÷åñêóþ ñóòü òåîðèè. Ïîýòîìó â ïåðâûõ

ãëàâàõ êíèãè òðåáîâàíèÿ ê âëàäåíèþ ìàòåìàòèêîé äîñòàòî÷íî íèçêèå,

è ìû áóäåì îáõîäèòüñÿ ìàêñèìàëüíî ïðîñòûìè ñðåäñòâàìè. Äàëåå ñòå-

ïåíü àáñòðàêöèè ïîñòåïåííî âîçðàñòàåò. Ê ñîæàëåíèþ, ýòî íåèçáåæíî,

è áîëåå ãëóáîêîå ïîíèìàíèå óñòðîéñòâà íàøåãî ìèðà òðåáóåò âñ¼ áîëåå

èçîùð¼ííîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ÿçûêà.

×òîáû îòâëå÷åíèÿ íà ìàòåìàòè÷åñêèå ðàçúÿñíåíèÿ íå ñäåëàëè êíèãó

ñêó÷íîé äëÿ ìàòåìàòè÷åñêè ïîäãîòîâëåííîãî ×èòàòåëÿ, â �Ìàòåìàòè-

÷åñêîì ïðèëîæåíèè� ñîáðàíû îñíîâíûå ñâåäåíèÿ ïî âåêòîðíîìó è òåí-

çîðíîìó àíàëèçó, ñïåöèàëüíûì �óíêöèÿì è ñèñòåìàì êîîðäèíàò, êîòî-

ðûå ìîãóò ïîòðåáîâàòüñÿ ïðè ÷òåíèè êíèãè. Íåñìîòðÿ íà èõ êðàòêîñòü,

ýòî ÷óòü áîëüøå, ÷åì ñïðàâî÷íèê, è ïðè âíèìàòåëüíîì ïðî÷òåíèè îíè

âïîëíå ìîãóò ñëóæèòü ââåäåíèåì â òå èëè èíûå âîïðîñû. Íàñòîÿòåëü-

íî ðåêîìåíäóåòñÿ òàêæå èçó÷åíèå êíèãè �Âåêòîðû, òåíçîðû è �îðìû.

Èíñòðóêöèÿ ïî èñïîëüçîâàíèþ� [1℄ è ïðîðàáîòêà âñåõ çàäà÷, ïðèâåäåí-

íûõ â íåé. Óâåðåííàÿ ðàáîòà ñ âåêòîðàìè ïðåäïîëàãàåòñÿ îò ×èòàòåëÿ

íà ïðîòÿæåíèè âñåé êíèãè.

Êíèãà ��åëÿòèâèñòñêèé ìèð� ñîñòîèò èç òðåõ ÷àñòåé. Ïåðâàÿ ÷àñòü

ñîäåðæèò 10 ãëàâ è ïðèìåðíî ñîîòâåòñòâóåò óðîâíþ îáùèõ êóðñîâ ïî �è-

çèêå. Âòîðàÿ è òðåòüÿ ÷àñòè èñïîëüçóþò áîëåå ñëîæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé

àïïàðàò. Â íèõ ðàññìàòðèâàþòñÿ òåîðèÿ ïîëÿ, êâàòåðíèîíû, ñïèíîðû,

òåîðèÿ ãðóïï è äðóãèå âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ òåîðèåé îòíîñèòåëüíîñòè.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ïåðâîé ÷àñòè êíèãè ïî ãëàâàì ñëåäóþùåå:

Â ïåðâîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ëîãè÷åñêèå îñíîâû òåîðèè îòíîñè-

òåëüíîñòè. Ìû ïîäðîáíî îáñóäèì èçìåðèòåëüíûå ïðîöåäóðû, êîòîðûå

íåîáõîäèìî âûïîëíèòü ðàçëè÷íûì íàáëþäàòåëÿì äëÿ ñîãëàñîâàíèÿ åäè-

íèö èçìåðåíèÿ äëèíû è âðåìåíè, è ïðèâåä¼ì �ïðàâèëüíûé� âûâîä ïðå-

îáðàçîâàíèé Ëîðåíöà.

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ìåòîäè÷åñêèì âîïðîñàì, ñâÿçàííûì ñ àêñè-

îìàòèêîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè è èñòîðèåé å¼ âîçíèêíîâåíèÿ. Â ÷àñò-

íîñòè, áóäåò ñ�îðìóëèðîâàí ïðèíöèï ïàðàìåòðè÷åñêîé íåïîëíîòû, ïîç-

âîëÿþùèé, ïî êðàéíåé ìåðå â ïðèíöèïå, ñîçäàâàòü íîâûå �èçè÷åñêèå

òåîðèè. Êðàòêî ðàññìîòðåíû òàêæå êëàññè÷åñêèå ðåëÿòèâèñòñêèå ýêñïå-

ðèìåíòû.
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Â òðåòåé ãëàâå ïîäðîáíî èçó÷àþòñÿ êèíåìàòè÷åñêèå ý��åêòû. �àçî-

áðàí èçâåñòíûé ïàðàäîêñ áëèçíåöîâ, ý��åêò Äîïëåðà, àáåððàöèÿ è �î-

òîãðà�èðîâàíèå ðåëÿòèâèñòñêèõ îáúåêòîâ.

×åòâ¼ðòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà äèíàìèêå. Îñíîâûâàÿñü ëèøü íà çàêîíå

ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè-èìïóëüñà, ìîæíî ìíîãî ñêàçàòü î õàðàêòåðå âçàèìî-

äåéñòâèÿ ÷àñòèö, äàæå íå çíàÿ òî÷íîãî âèäà ýòîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

Ïÿòàÿ ãëàâà ïðîäîëæàåò ðàññìîòðåíèå äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷. Ìû îá-

ñóäèì ïîíÿòèå ñèëû è ìîìåíòà èìïóëüñà. Ïîäðîáíî ðàçáèðàþòñÿ ðàç-

ëè÷íûå ïðèìåðû ðåëÿòèâèñòñêîé äèíàìèêè.

Øåñòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà íåèíåðöèàëüíûì ñèñòåìàì îòñ÷¼òà. Âîïðå-

êè ðàñïðîñòðàí¼ííîìó ìíåíèþ, òàêèå ñèñòåìû ìîæíî ïðîàíàëèçèðîâàòü

áåç ïðèâëå÷åíèÿ òåîðèè ãðàâèòàöèè Ýéíøòåéíà. Ìû ðàññìîòðèì �èçè-

÷åñêèå ÿâëåíèÿ, ïðîèñõîäÿùèå â ðàâíîóñêîðåííîé è âðàùàþùåéñÿ ñèñòå-

ìàõ îòñ÷¼òà, à òàêæå îáñóäèì íåêîòîðûå �ïàðàäîêñû�.

Â ñåäüìîé ãëàâå èçó÷àåòñÿ êîâàðèàíòíûé �îðìàëèçì îïèñàíèÿ òåî-

ðèè îòíîñèòåëüíîñòè. Ýòîò èçÿùíûé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, ïîçâîëÿåò

ïðèäàòü ìíîãèì ñîîòíîøåíèåì î÷åíü êîìïàêòíûé âèä.

Â âîñüìîé ãëàâå êîâàðèàíòíûé �îðìàëèçì ïðèìåíÿåòñÿ ê çàäà÷àì äè-

íàìèêè. �àññìîòðåíû ðåàêöèè ñòîëêíîâåíèÿ ÷àñòèö, ìîìåíò èìïóëüñà è

êëàññè÷åñêèé ñïèí.

Äåâÿòàÿ ãëàâà ïðîäîëæàåò òåìó íåèíåðöèàëüíûõ ñèñòåì îòñ÷¼òà ñ áî-

ëåå �îðìàëüíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïîçèöèé. Áóäåò ââåäåí àïïàðàò êðèâî-

ëèíåéíûõ êîîðäèíàò è ñïîñîáû îïðåäåëåíèÿ â íèõ �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí.

Â äåñÿòîé ãëàâå ðàññìîòðåíû ñïåöè�è÷åñêèå ý��åêòû òåîðèè îòíî-

ñèòåëüíîñòè, ñâÿçàííûå ñ íåðàâíîìåðíûì äâèæåíèåì è âðàùåíèåì. Áó-

äåò ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ óñêîðåííîãî ñòðåæíÿ è âðàùàþùå-

ãîñÿ ãèðîñêîïà. Îáñóæäàþòñÿ òàêæå îñîáåííîñòè ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà

èìïóëüñà â ðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè.

Â îäèííàäöàòîé ãëàâå ââîäèòñÿ íîâûé ìàòåìàòè÷åñêèé îáúåêò - êâà-

òåðíèîí. Êâàòåðíèîíû îêàçûâàþòñÿ óäîáíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ îïèñà-

íèÿ âðàùåíèÿ è êîìïîçèöèè ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà. �àçâèòèå êâàòåð-

íèîííîé ìàòåìàòèêè, â ñëåäóþùåì òîìå, ïðèâåä¼ò íàñ ê ñïèíîðàì, êî-

òîðûå ÿâëÿþòñÿ î÷åíü îáùèìè ìàòåìàòè÷åñêèìè îáúåêòàìè.

Äâåíàäöàòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïðîñòðàíñòâàì ïîñòîÿííîé ïîëîæèòåëü-

íîé êðèâèçíû. Îáú¼ìíûé ìàòåìàòè÷åñêèé ìàòåðèàë ïðåäâàðÿåò ïðîñòîå

�èçè÷åñêîå óòâåðæäåíèå � ïðîñòðàíñòâî ñêîðîñòåé òåîðèè îòíîñèòåëü-

íîñòè îáëàäàåò ãèïåðáîëè÷åñêîé ãåîìåòðèåé.
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⊲ Ìèíèìàëüíîå çíàíèå òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè äàþò ãëàâû

1 7→ 3 7→ 4 7→ 5 7→ 6.

�ëàâó 10, ïðè ïåðâîì ÷òåíèè, ìîæíî îïóñòèòü, êàê, âïðî÷åì, è ãëàâó 9,

ïîñâÿù¼ííóþ êîâàðèàíòíîìó îïèñàíèþ íåèíåðöèàëüíûõ ñèñòåì îòñ÷¼òà.

Îïðåäåë¼ííóþ ïîëüçó îò êíèãè ìîãóò ïîëó÷èòü ÷èòàòåëè ñ ðàçëè÷íûì

óðîâíåì âëàäåíèÿ ìàòåìàòèêîé. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ðåçóëüòàò ìîã

áûòü ïîëó÷åí ýëåìåíòàðíûìè ìåòîäàìè, èìåííî îíè è èñïîëüçîâàëèñü.

Îäíàêî íåêîòîðûå âîïðîñû òðåáóþò áîëåå ñëîæíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ âû-

÷èñëåíèé. Ïîäîáíûå ðàçäåëû îòìå÷åíû çâ¼çäî÷êîé è íà ïåðâîì ýòàïå èõ

ìîæíî îïóñòèòü, âåðíóâøèñü ê íèì â äàëüíåéøåì.

Â òåêñòå êíèãè ðàçáðîñàíû íåáîëüøèå çàäà÷è, ïîìå÷åííûå ñòèëèçî-

âàííûì ãëàçîì: (⋖Hi), ãäå i � íîìåð ðåøåíèÿ â ïðèëîæåíèè �Ïîìîùü�.

Êðîìå ýòîãî, âñòðå÷àþòñÿ ññûëêè âèäà (⋖Ci), êîòîðûå èìååò ñìûñë ïðî-

ñìàòðèâàòü â òîì ñëó÷àå, åñëè ïðè ÷òåíèè âîçíèêëè âîïðîñû. Âîçìîæíî,

îòâåò áóäåò íàéäåí â ïðèëîæåíèè �Ïðèìå÷àíèÿ� ïîä íîìåðîì i.

Àâòîð áëàãîäàðèò îêðóæàþùèé åãî ìèð, â êîòîðîì åìó äîâåëîñü âñòðå-

òèòüñÿ ñ áîëüøèì ÷èñëîì çàìå÷àòåëüíûõ ëþäåé è ÷óäåñíûõ êíèã. Âñå

îíè, â òîé èëè èíîé ìåðå, îêàçàëè âëèÿíèå íà ýòîò ìàíóñêðèïò è ÿâëÿþò-

ñÿ åãî ñîàâòîðàìè. Îäíàêî âîçìîæíûå îøèáêè è íåòî÷íîñòè ïîëíîñòüþ

ëåæàò íà ñîâåñòè àâòîðà.



14 Î�ËÀÂËÅÍÈÅ

0.3 Îáîçíà÷åíèÿ

a, b, c, ... � 3-ìåðíûå âåêòîðû (æèðíûé øðè�ò);

a× b � âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå;

r � ðàäèóñ-âåêòîð ñ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè x, y, z;

n � åäèíè÷íûé âåêòîð (n2 = 1);

c � ñêîðîñòü ñâåòà; ïðèíÿòà ñèñòåìà åäèíèö c = 1 (ñì. ñòð. ??);

γ = 1/
√
1− v2

� �àêòîð Ëîðåíöà äëÿ ñêîðîñòè v;

Γ = (γ − 1)/v2 = γ2/(γ + 1) � ìîäè�èöèðîâàííûé �àêòîð Ëîðåíöà;

E, p, m � ýíåðãèÿ, èìïóëüñ è ìàññà ÷àñòèöû;

L, S � ìîìåíò èìïóëüñà è ñïèí;

sα, cα � ñîêðàùåíèÿ äëÿ ñèíóñà sinα è êîñèíóñà cosα;

sh x, chx, th x � ãèïåðáîëè÷åñêèå ñèíóñ, êîñèíóñ è òàíãåíñ;

ashx, achx, athx � îáðàòíûå ãèïåðáîëè÷åñêèå �óíêöèè;

i, j, k, ... � ëàòèíñêèå èíäåêñû, ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ îò 1 äî 3;

α, β, γ, ... � ãðå÷åñêèå èíäåêñû, ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ îò 0 äî 4;

ds2 = dt2 − dr2 � êâàäðàò èíòåðâàëà â 4-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå;

Aα
, F αβ

� 4-âåêòîðû è òåíçîðû;

A, F � 4-âåêòîðû è òåíçîðû â áåçèíäåêñíîé �îðìå;

δij, δ
α
β � 3-ìåðíûé è 4-ìåðíûé ñèìâîë Êðîíåêåðà;

gαβ � ìåòðè÷åñêèé òåíçîð, gαβ = diag{1,−1,−1,−1};
εijk, εαβγδ � 3-ìåðíûé è 4-ìåðíûé ñèìâîë Ëåâè-×èâèòû, ε0123 = 1;
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�ëàâà 1

Ëîãè÷åñêèå îñíîâû

Â ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ èñõîäíûå ïîëîæåíèÿ òåîðèè îòíîñè-

òåëüíîñòè. Ìû íà÷íåì ñ îáñóæäåíèÿ èçìåðèòåëüíûõ ïðîöåäóð, êîòîðûå

íåîáõîäèìî ïðîâåñòè, ÷òîáû ñîãëàñîâàòü åäèíèöû äëèíû è âðåìåíè, èñ-

ïîëüçóåìûå ðàçëè÷íûìè íàáëþäàòåëÿìè. Îòäåëüíî ðàññìîòðåíû íåïî-

äâèæíûå îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà íàáëþäàòåëè è íàáëþäàòåëè, íàõîäÿ-

ùèåñÿ â ðàçëè÷íûõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà.

Êëþ÷åâîé ðàçäåë ãëàâû � �Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà�. Ïðèâåäåííûé

â í¼ì âûâîä íå ÿâëÿåòñÿ îáùåèçâåñòíûì, õîòÿ îí è èçâåñòåí áîëåå 100

ëåò. Ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà áóäåò ïîëó÷åí çàêîí ñëîæåíèÿ

ñêîðîñòåé è âûÿñíåí ñìûñë �óíäàìåíòàëüíîé êîíñòàíòû c. Äëÿ ïîëíîòû
êàðòèíû ðàññìàòðèâàåòñÿ òàêæå òðàäèöèîííûé âûâîä, îñíîâàííûé íà

ïîñòóëàòå (íà ñàìîì äåëå òåîðåìå) î ïîñòîÿíñòâå ñêîðîñòè ñâåòà.

17
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1.1 Íåïîäâèæíûå íàáëþäàòåëè

• Ôèçè÷åñêèå ïðîöåññû ïðîèñõîäÿò â ïðîñòðàíñòâå è âî âðåìåíè. Äëÿ

îïðåäåëåíèÿ ýòèõ ïîíÿòèé íåîáõîäèìî çàäàòü èçìåðèòåëüíûå ïðîöåäó-

ðû, ïîçâîëÿþùèå ïåðåéòè îò îùóùåíèé ê ÷èñëàì. Ýòî íåïðîñòî è òðåáóåò

ïðèâëå÷åíèÿ ìíîæåñòâà ÿâíûõ èëè íåÿâíûõ ïðåäïîëîæåíèé. Íàì ïîñòî-

ÿííî ïðèä¼òñÿ ãîâîðèòü î íàáëþäàòåëÿõ, àêòèâíûõ �ó÷àñòíèêàõ� �èçè-

÷åñêîé òåîðèè. Õîòÿ îêðóæàþùèé ìèð ÿâëÿåòñÿ îáúåêòèâíûì, �èçèêà,

â êîíå÷íîì ñ÷¼òå, ñîçäà¼òñÿ äëÿ îáúÿñíåíèÿ è ìàêñèìàëüíîãî ñíèæåíèÿ

�ñóáúåêòèâíîñòè� ÷åëîâå÷åñêèõ îùóùåíèé. Ïîýòîìó ïîÿâëåíèå â òåîðèè

ïîäîáíûõ ðåàëèçàöèé íàøåãî �ß�, ñêîðåå âñåãî, íåèçáåæíî. Åñòåñòâåííî,

èõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü è íåêîòîðûìè ïðèáîðàìè.

⊲ Âîñïðèÿòèå âðåìåíè �îðìèðóåòñÿ áëàãîäàðÿ íàøåé ïàìÿòè, �èê-

ñèðóþùåé îêðóæàþùèå èçìåíåíèÿ. Ýòè æå èçìåíåíèÿ ñëóæàò ìåðîé èç-

ìåðåíèÿ âðåìåíè. Íàèáîëåå óäîáíû äëÿ ýòîãî ïîâòîðÿþùèåñÿ ïðîöåñ-

ñû, âðåìåííàÿ äëèòåëüíîñòü êîòîðûõ ñ÷èòàåòñÿ îäèíàêîâîé. Ïîèñê �ïðà-

âèëüíûõ� ÷àñîâ ïðîèñõîäèò íà ïðîòÿæåíèè âñåé èñòîðèè ÷åëîâå÷åñòâà.

Îäíàêî, ÷òî òàêîå ïðàâèëüíûå ÷àñû, è îòêóäà èçâåñòíî, ÷òî äëèòåëü-

íîñòü ïîâòîðÿþùèõñÿ ïðîöåññîâ îäèíàêîâà? Ïðè îòâåòå íà ýòîò íåïðî-

ñòîé âîïðîñ íàèáîëåå êîíñòðóêòèâíûì îêàçûâàåòñÿ ïðèíöèï ïðîñòîòû:

Âðåìÿ îïðåäåëåíî òàê, ÷òîáû äâèæåíèå âûãëÿäåëî ïðîñòûì. [2℄

Íàïðèìåð, îáû÷íî íå ñòðîÿò ìîäåëè, îáúÿñíÿþùèå ñëîæíîå ïîâåäåíèå

òåë èç-çà íåðàâíîìåðíîãî âðàùåíèÿ Çåìëè. Ïðîùå îáúÿâèòü ñîëíå÷íûå

÷àñû ïëîõèìè è èñêàòü äðóãîé, áîëåå ïîäõîäÿùèé, ðàâíîìåðíûé ïðîöåññ

(íàïðèìåð, â ìèêðîìèðå). Ïðèíöèï ïðîñòîòû � î÷åíü ñèëüíîå óòâåðæäå-

íèå, íåÿâíî ïðåäïîëàãàþùåå, ÷òî âðåìÿ ñàìî ïî ñåáå îáëàäàåò íåêîòîðûì

ñâîéñòâîì ðàâíîìåðíîãî òå÷åíèÿ, ïîä êîòîðîå �ïîäñòðàèâàåòñÿ� ïðîñòîòà

îïèñàíèÿ íàøåãî ìèðà.

Íàèáîëåå ïðîñòûì ÿâëÿåòñÿ äâèæåíèå ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. Â ñî-

îòâåòñòâèè ñ ïåðâûì çàêîíîì Íüþòîíà îíî ïðîèñõîäèò, êîãäà îáúåêò äî-

ñòàòî÷íî óäàë¼í îò îñòàëüíûõ è ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íà íåãî íå îêàçû-

âàåòñÿ âíåøíèõ âîçäåéñòâèé. Ýòî ðàâíîìåðíîå äâèæåíèå äîëæíî ñîãëà-

ñîâûâàòüñÿ ñ ðàâíîìåðíûì õîäîì ÷àñîâ. Êðîìå ýòîãî, ñêîðîñòü îáúåêòà

èçìåðÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî íàáëþäàòåëÿ, êîòîðûé ñàì íå äîëæåí ïîäâåð-

ãàòüñÿ âíåøíèì âîçäåéñòâèÿì. Â ýòîì ñëó÷àå åãî íàçûâàþò èíåðöèàëü-

íûì. Íåðàâíîìåðíîñòü äâèæåíèÿ ìîæåò âîçíèêàòü èç-çà �ïëîõèõ� ÷àñîâ,

íåèíåðöèàëüíîñòè íàáëþäàòåëÿ èëè âîçäåéñòâèÿ íà îáúåêò íåêèõ ñèë.

Òàêèì îáðàçîì, ÷àñû, äâèæåíèå è ñèñòåìà îòñ÷¼òà � ýòî òðè åäèíûå ñòî-

ðîíû îäíîé ìåäàëè.
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⊲ Ìû íå áóäåì êîíêðåòèçèðîâàòü óñòðîéñòâî ÷àñîâ, èñïîëüçóåìûõ

äëÿ èçìåðåíèÿ âðåìåíè. Áûëî áû óäîáíûì îáúÿâèòü èõ àòîìíûìè, ñíÿâ

âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ñîãëàñîâàíèåì åäèíèö èçìåðåíèÿ âðåìåíè ìåæ-

äó íàáëþäàòåëÿìè. Îäíàêî òîãäà íåîáõîäèìî ïðèâëå÷ü ïðèíöèï òîæ-

äåñòâåííîñòè ìèêðîîáúåêòîâ, ò.å. ïîñòóëàò èç äðóãîé òåîðèè. Òàêàÿ

�ñìåñü� òåîðèé íå î÷åíü õîðîøà ñ àêñèîìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. Ïîýòî-

ìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óñòðîéñòâî ÷àñîâ ðàçëè÷íûõ íàáëþäàòåëåé ìîæåò

îòëè÷àòüñÿ. Òåì íå ìåíåå îíè òàêîâû, ÷òî ñâîáîäíûå òåëà äâèæóòñÿ îò-

íîñèòåëüíî ñâîáîäíûõ íàáëþäàòåëåé ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ.

Â äàëüíåéøåì áóäåò èäòè ðå÷ü î ñîáûòèÿõ, ïðîèñõîäÿùèõ â äàííûé

ìîìåíò âðåìåíè â íåêîòîðîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà. Ïîýòîìó, êðîìå ðàâ-

íîìåðíîñòè õîäà, ÷àñû íàäåëÿþòñÿ ñâîéñòâîì òî÷å÷íîñòè è ñïîñîáíî-

ñòüþ áåñêîíå÷íî áûñòðî �òèêàòü�. Ýòî èäåàëèçàöèÿ è íåîáõîäèìî áûòü

ãîòîâûì ê òîìó, ÷òî íà ìèêðîóðîâíå ïîíÿòèå �ìîìåíò âðåìåíè� ïåðåñòà-

íåò ñîîòâåòñòâîâàòü ðåàëüíîñòè. Îäíàêî ýòà ïðîáëåìà äàëåå èãíîðèðóåò-

ñÿ. Íå ó÷èòûâàåòñÿ òàêæå âîçäåéñòâèå íà îáúåêòû ïðè èçìåðåíèÿõ (÷òî

îáû÷íî ïðîèñõîäèò â êâàíòîâîì ìèðå). Íàêîíåö, èãíîðèðóåòñÿ îáðàòíîå

âîçäåéñòâèå íà íàáëþäàòåëÿ â ïðîöåññå åãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ îáúåêòàìè.

Íàïðèìåð, íàáëþäàòåëè ìîãóò èçìåíÿòü ñêîðîñòè îáúåêòîâ, îñòàâàÿñü â

�òîé æå� òî÷êå ïðîñòðàíñòâà.

⊲ Ïðîñòðàíñòâåííûå îòíîøåíèÿ ìîæíî èçìåðÿòü, åñëè åñòü ýòàëîí,

êîòîðûé ïî îïðåäåëåíèþ èìååò íåèçìåííóþ äëèíó. Êàê ìû óâèäèì â

äàëüíåéøåì, æ¼ñòêèå ëèíåéêè âîçìîæíû òîëüêî â íåêîòîðîì ïðèáëè-

æåíèè. Ýòî ñîçäà¼ò èçâåñòíóþ òðóäíîñòü, îäíàêî ñåé÷àñ ìû íå áóäåì íà

ýòîì îñòàíàâëèâàòüñÿ. Ïóñòü ëèíåéêà âñåãäà íåïîäâèæíà, íåèçìåííà è

ðàñïîëîæåíà â íåïîñðåäñòâåííîé áëèçîñòè îò íàáëþäàòåëÿ.

Èìåÿ ÷àñû è ëèíåéêó, ìîæíî èçìåðÿòü ñêîðîñòü è óñêîðåíèå äâèæóùå-

ãîñÿ îáúåêòà. Äëÿ èçìåðåíèÿ ñêîðîñòè v = (x2−x1)/(t2− t1) íåîáõîäèìî

ïðîâåñòè äâà îòñ÷¼òà âðåìåíè â äâóõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà. Óñêîðåíèå

ïîòðåáóåò òðè òàêèõ èçìåðåíèÿ, è ò.ä. Ýòè èçìåðåíèÿ ìîæíî ïðîâîäèòü

è ïðè ïîìîùè îäíèõ ÷àñîâ. Íàïðèìåð, ðàñïîëîæèâ èõ ìåæäó äâóìÿ äå-

òåêòîðàìè, êîòîðûå ïîñûëàþò ê ÷àñàì ñèãíàëû ñ ðàâíîé ñêîðîñòüþ ïðè

ïðîë¼òå ìèìî íèõ îáúåêòà. Âïðî÷åì, óñòàíîâëåíèå ðàâåíñòâà ñêîðîñòåé

òðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ èçìåðèòåëüíûõ ïðîöåäóð. Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé

òî÷êè çðåíèÿ ñêîðîñòü � ýòî âåëè÷èíà, îïðåäåë¼ííàÿ â äàííîé òî÷êå ïðî-

ñòðàíñòâà è âðåìåíè, âîçíèêàþùàÿ â ðåçóëüòàòå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà.

Ýòî åù¼ îäíà èäåàëèçàöèÿ, áåç êîòîðîé ìû íå ìîæåì ñóäèòü î ðàâíî-

ìåðíîñòè äâèæåíèÿ. Â ëþáîì ñëó÷àå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íàáëþäàòåëü â

ñâîåé îêðåñòíîñòè óìååò èçìåðÿòü ñêîðîñòü ëþáîãî îáúåêòà.
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• Ïðåäñòàâèì ïðîñòðàíñòâî �çàïîëíåííîå� ìíîæåñòâîì íàáëþäàòåëåé.

Íåêîòîðûå èç íèõ íåïîäâèæíû îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà è îáðàçóþò ñè-

ñòåìó îòñ÷¼òà. Åñëè ñêîðîñòè íå ïîäâåðæåííûõ âíåøíåìó âîçäåéñòâèþ

îáúåêòîâ îòíîñèòåëüíî íàáëþäàòåëåé ïîñòîÿííû, òî òàêàÿ ñèñòåìà îòñ÷¼-

òà íàçûâàåòñÿ èíåðöèàëüíîé. Áëàãîäàðÿ íàáëþäàòåëÿì, â êàæäîé òî÷-

êå ñèñòåìû îòñ÷¼òà íàõîäÿòñÿ ÷àñû è ëèíåéêà. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ åäèíîé

êàðòèíû ïðîèñõîäÿùèõ â ïðîñòðàíñòâå ñîáûòèé íàáëþäàòåëè äîëæíû

ñîãëàñîâàòü åäèíèöû èçìåðåíèé. Íà÷í¼ì ñ åäèíèö ñêîðîñòè.

Ïóñòü êàæäûé èç íàáëþäàòåëåé ïîñëåäîâàòåëüíî îïðåäåëÿåò ñêîðîñòü

ðàâíîìåðíî äâèæóùåãîñÿ îáúåêòà, ïðîëåòàþùåãî ìèìî. Íàáëþäàòåëè

ìîãóò äîãîâîðèòüñÿ, ÷òî ýòà ñêîðîñòü ðàâíà 1 ì/. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷à-

åòñÿ îáùàÿ åäèíèöà ñêîðîñòè. Ñîîòâåòñòâåííî, íåïîäâèæíûé îáúåêò ïî

îïðåäåëåíèþ èìååò íóëåâóþ ñêîðîñòü. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîâòîðåíèå

â äàëüíåéøåì ïîäîáíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ îáúåêòàìè, èìåþùèìè äðóãèå

ñêîðîñòè, ïðèâîäèò ê ñîâïàäåíèþ ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé ðàçëè÷íûõ íà-

áëþäàòåëåé. Åñëè ýòîãî íå ïðîèñõîäèò, íåîáõîäèìî ïåðåñìîòðåòü ìåòîäû

èçìåðåíèÿ äëèíû, âðåìåíè, èëè èñêàòü ïðè÷èíó èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè.

⊲ Êàê òåïåðü ñîãëàñîâàòü ïî îòäåëüíîñòè ýòàëîíû äëèíû è âðåìåíè?

Ìîæíî ïåðåìåñòèòü èõ â ïðîñòðàíñòâå, îáìåíÿâøèñü êîïèÿìè ýòàëîíîâ.

Îäíàêî õîòåëîñü áû èçáåæàòü òàêîé ïðîöåäóðû èç-çà ïîòåíöèàëüíîé äå-

�îðìàöèè ïðèáîðîâ ïðè èçìåíåíèè èõ ñêîðîñòè, âîçíèêàþùåé ïðè �ïå-

ðåíîñêå�. Ïðîñòåéøèé ñïîñîá ñîãëàñîâàíèÿ åäèíèö âðåìåíè â ðàìêàõ ìå-

õàíèêè � ýòî ïîñûëêà îáúåêòîâ ñ îäèíàêîâûìè ñêîðîñòÿìè îò îäíîãî

íàáëþäàòåëÿ ê äðóãîìó ñ íåêîòîðîé ïåðèîäè÷íîñòüþ. Ïåðèîä ïîñûëêè

ìîæíî ïðèíÿòü çà åäèíèöó âðåìåíè (ëåâûé ðèñóíîê):

∆T∆t

u

−u

∆t

Åñëè åäèíèöû ñêîðîñòè è âðåìåíè ñîãëàñîâàíû, íàáëþäàòåëè ïîëó÷àþò

â ñâîå ðàñïîðÿæåíèå è îäèíàêîâûå åäèíèöû äëèíû. Åñòåñòâåííî, îíè

äîëæíû óáåäèòüñÿ, ÷òî íàõîäÿòñÿ â îäíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, ò.å. ÷òî ðàñ-

ñòîÿíèå ìåæäó íèìè íåèçìåííî. Äëÿ ýòîãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü �ðàäèî-

ëîêàöèîííûé ìåòîä�. Ïåðâûé íàáëþäàòåëü îòïðàâëÿåò â íàïðàâëåíèè

âòîðîãî îáúåêò ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ u (ïðàâûé ðèñóíîê âûøå). Ïî-

ëó÷èâ åãî, âòîðîé íàáëþäàòåëü îòïðàâëÿåò îáúåêò îáðàòíî ñ òîé æå

ñêîðîñòüþ (ñ îáðàòíûì çíàêîì). Ïåðâûé íàáëþäàòåëü èçìåðÿåò ïðîìå-

æóòîê âðåìåíè ∆t ìåæäó óõîäîì è âîçâðàùåíèåì îáúåêòà. Åñëè ïðè

ïîâòîðåíèè ýòîãî ýêñïåðèìåíòà ∆t íå ìåíÿåòñÿ, òî ðàññòîÿíèå ìåæäó

íàáëþäàòåëÿìè ñ÷èòàåòñÿ ïîñòîÿííûì.
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Çàìåòèì, ÷òî èçîòðîïíîñòü (îäèíàêîâîñòü âñåõ íàïðàâëåíèé) ïðî-

ñòðàíñòâà â ýòèõ ýêñïåðèìåíòàõ íå èñïîëüçóåòñÿ, õîòÿ ïîäðàçóìåâàåòñÿ

èíåðöèàëüíîñòü ñèñòåìû. Ñêîðîñòü îòïðàâëÿåìîãî îáðàòíî îáúåêòà êîí-

òðîëèðóåòñÿ êàê âòîðûì, òàê è ïåðâûì íàáëþäàòåëåì. Ïîýòîìó äîïîë-

íèòåëüíàÿ ãèïîòåçà î ðàâåíñòâå ñêîðîñòåé �òóäà� è �îáðàòíî� íå íóæíà.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ òîëüêî èõ ïîñòîÿíñòâî.

Ìîæíî ïðîâåñòè ýòîò æå ýêñïåðèìåíò â �ïåðåâåðíóòîì� âèäå, êîãäà

åãî íà÷èíàåò âòîðîé íàáëþäàòåëü, à ïåðâûé îòïðàâëÿåò îáúåêò îáðàò-

íî. Âòîðîé íàáëþäàòåëü äîëæåí ïî äîãîâîð¼ííîñòè ïîëó÷èòü òàêóþ æå

âðåìåííóþ äëèòåëüíîñòü ∆T = ∆t îò îòïðàâêè îáúåêòà äî åãî ïîëó÷å-

íèÿ. Ýòî åù¼ îäèí ñïîñîá ñîãëàñîâàíèÿ åäèíèö âðåìåíè, êîòîðûé äîëæåí

ïðèâåñòè ê òåì æå ðåçóëüòàòàì, ÷òî è ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñûëêà îáúåêòîâ.

⊲ Êðîìå åäèíèö äëèíû è âðåìåíè, íàáëþäàòåëè äîëæíû ñèíõðîíèçè-

ðîâàòü íà÷àëà îòñ÷¼òà âðåìåíè. Äëÿ ýòîãî ìîæíî ïîâòîðèòü ðàäèîëîêà-

öèîííûé ýêñïåðèìåíò, èçìåðÿÿ íå òîëüêî èíòåðâàë âðåìåíè, íî è àáñî-

ëþòíûå âðåìåííûå çíà÷åíèÿ êàæäîãî ñîáûòèÿ. Ïóñòü ïî ÷àñàì ïåðâîãî

íàáëþäàòåëÿ, îáúåêò îòïðàâëåí â ìîìåíò âðåìåíè t1. Èìåÿ ñêîðîñòü u,

îí äîñòèãàåò âòîðîãî íàáëþäàòåëÿ â ìîìåíò âðåìåíè T ïî åãî ëîêàëüíûì

÷àñàì. Îòïðàâëåííûé îáðàòíî ñ òîé æå ñêîðîñòüþ îáúåêò ïðèáûâàåò ê

ïåðâîìó íàáëþäàòåëþ â ìîìåíò t2. Ïî îïðåäåëåíèþ ñêîðîñòè è â ïðåä-

ïîëîæåíèè îòíîñèòåëüíîé íåïîäâèæíîñòè íàáëþäàòåëåé, äëèòåëüíîñòü

äâèæåíèÿ îáúåêòà â îáå ñòîðîíû äîëæíà áûòü îäèíàêîâîé, ïîýòîìó:

t1 t2

T = t1 + t2
2

t1
t2

T

Ñîîòíîøåíèå T = (t1+ t2)/2 ïîçâîëÿåò íàáëþäàòåëÿì âûáðàòü íà÷àëî

îòñ÷åòà âðåìåíè åäèíûì îáðàçîì. Îòìåòèì, ÷òî çíà÷åíèå ñêîðîñòè u îáú-
åêòà, èñïîëüçóåìîãî äëÿ ñèíõðîíèçàöèè ÷àñîâ, ðîëè íå èãðàåò. Ñëåäóÿ

Ýéíøòåéíó, äëÿ ïîäîáíîé ïðîöåäóðû îáû÷íî ðàññìàòðèâàþò ñâåòîâûå

ñèãíàëû. Îäíàêî, êîëü óæ íàáëþäàòåëè óìåþò èçìåðÿòü ñêîðîñòü, ýòî íå

îáÿçàòåëüíî. Áîëåå òîãî, âñå îïèñàííûå âûøå ïðîöåäóðû èìåþò ñìûñë,

åñëè îíè äàþò îäèíàêîâûé ðåçóëüòàò ïðè ëþáîé ñêîðîñòè îáúåêòà, à íå

òîëüêî äëÿ íåêîé âûäåëåííîé.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðîöåäóðû ñîãëàñîâàíèÿ åäèíèö äëèíû è âðåìå-

íè, à òàêæå ñèíõðîíèçàöèÿ íà÷àëà îòñ÷¼òà âðåìåíè îáëàäàþò ñâîéñòâîì

òðàíçèòèâíîñòè. Åñëè íàáëþäàòåëü A ñîãëàñîâàë ñâîè ïðèáîðû  B, à
B çàòåì ïðîâ¼ë àíàëîãè÷íîå ñîãëàñîâàíèå ñ C, òî A è C òàêæå îêàçûâà-

þòñÿ ñîãëàñîâàííûìè. Â ðåçóëüòàòå âñå íàáëþäàòåëè â äàííîé ñèñòåìå

îòñ÷åòà èìåþò åäèíîå âðåìÿ, åäèíèöû äëèíû è ñêîðîñòè.
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1.2 Ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâà

• Äëÿ èçìåðåíèÿ ñêîðîñòè îáúåêòîâ, íàáëþäàòåëÿì íåîáõîäèìà ëè-

íåéêà. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî îíà íåáîëüøàÿ (íàáëþäàòåëü â äàííîé òî÷êå

ïðîñòðàíñòâà ìûñëèòñÿ êàê òî÷å÷íûé). Äëÿ èçìåðåíèÿ áîëüøèõ ðàññòî-

ÿíèé ìîæíî èñïîëüçîâàòü �ðàäèîëîêàöèîííûé ìåòîä� ñ ïîñûëêîé è âîç-

âðàùåíèåì íåêîãî îáúåêòà ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ u. Å¼ çíà÷åíèå ðîëè
íå èãðàåò, îäíàêî äîëæíî áûòü èçâåñòíûì. Åñëè äâèæåíèå òóäà è îá-

ðàòíî äëèòñÿ âðåìÿ ∆t, òî ïðîéäåííîå ðàññòîÿíèå â îäíó ñòîðîíó ïî

îïðåäåëåíèþ ðàâíî L = u∆t/2 (åãî íåèçìåííîñòü ñâèäåòåëüñòâóåò îá

îòíîñèòåëüíîé íåïîäâèæíîñòè íàáëþäàòåëåé).

�àçëè÷íûå ïàðû íàáëþäàòåëåé ìîãóò èçìåðèòü ïîäîáíûì îáðàçîì ðàñ-

ñòîÿíèÿ äðóã ìåæäó äðóãîì. Ìíîæåñòâî ýòèõ ðàññòîÿíèé íå ïðîèçâîëü-

íî è îïðåäåëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè ïðîñòðàíñòâà. Åãî êëþ-

÷åâûì ñâîéñòâîì ÿâëÿåòñÿ ðàçìåðíîñòü. �àññìîòðèì ìíîæåñòâî òî÷åê,

ðàâíîóäàë¼ííûõ îò äàííîé. Ýòî ïîâåðõíîñòü (ñ�åðà), è ïî îïðåäåëåíèþ

å¼ ðàçìåðíîñòü íà åäèíèöó ìåíüøå, ÷åì ðàçìåðíîñòü âñåãî ïðîñòðàíñòâà.

Íà ýòîé ïîâåðõíîñòè ìîæíî âûáðàòü �èêñèðîâàííóþ òî÷êó è ðàññìîò-

ðåòü ìíîæåñòâî òî÷åê íà ïîâåðõíîñòè, ðàâíîóäàë¼ííûõ îò öåíòðàëüíîé.

Ïîëó÷èòñÿ îêðóæíîñòü, ðàçìåðíîñòü êîòîðîé íà åäèíèöó ìåíüøå, ÷åì ó

ñ�åðû. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî äàæå íà ìèêðîóðîâíå ïîäîáíàÿ ïðîöåäóðà ðàíî

èëè ïîçäíî îêàí÷èâàåòñÿ è �èíàëüíîå ìíîæåñòâî òî÷åê êîíå÷íî. ×èñëî

âûïîëíåííûõ èòåðàöèé è ðàâíÿòüñÿ ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà:

1

2

3

dim=3

A

B

D

C

Ïîñòóëèðóåòñÿ, ÷òî ïðîâåäåíèå ïîäîáíîãî èçìåðåíèÿ ðàçìåðíîñòè ïðî-

ñòðàíñòâà â ðàçëè÷íûõ åãî òî÷êàõ áóäåò ïðèâîäèòü ê îäèíàêîâûì ðå-

çóëüòàòàì. Äðóãèìè ñëîâàìè, ðàçìåðíîñòü � ãëîáàëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà

ïðîñòðàíñòâà. Êàê èçâåñòíî, íàøå ïðîñòðàíñòâî òð¼õìåðíî.

Êðîìå ñïîñîáà, îïèñàííîãî âûøå, âîçìîæíî ñîâìåñòíîå èçó÷åíèå ãåî-

ìåòðèè ïðîñòðàíñòâà è åãî ðàçìåðíîñòè. Íàïðèìåð, åñëè íà åâêëèäîâîé

ïëîñêîñòè (2-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî) åñòü 4 òî÷êè, íå ëåæàùèå íà îäíîé

ïðÿìîé, òî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè íå ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè. Âû-

øå ðàññòîÿíèå AD çàâèñèò îò îñòàëüíûõ ïÿòè ðàññòîÿíèé. Åñëè æå ýòè

òî÷êè ëåæàò íå â ïëîñêîñòè, òî ïîäîáíîé ñâÿçè óæå íå âîçíèêàåò è âñå

ðàññòîÿíèÿ îêàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè.



ËÎ�È×ÅÑÊÈÅ ÎÑÍÎÂÛ 23

Âòîðîå âàæíîå ñâîéñòâî �ïóñòîãî� ïðîñòðàíñòâà � åãî îäíîðîäíîñòü.

Ëþáûå ýêñïåðèìåíòû, ïðîâîäèìûå â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà

(ðàçëè÷íûìè íàáëþäàòåëÿìè), äîëæíû äàâàòü îäèíàêîâûå ðåçóëüòàòû.

Òðåòüå ñâîéñòâî ïðîñòðàíñòâà � èçîòðîïíîñòü. Èçìåðÿÿ ñêîðîñòü îáú-

åêòà, íàáëþäàòåëè ïîëó÷àþò íå òîëüêî å¼ âåëè÷èíó, íî è íàïðàâëåíèå

(âåêòîð). Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî �âûäåëåííûõ íàïðàâëåíèé� â ïðîñòðàí-

ñòâå íåò è âñå îíè ðàâíîïðàâíû.

Â ñèëó èçîòðîïíîñòè ïðîñòðàíñòâà, îêðóæíîñòü ìîæíî ðàçäåëèòü íà

ðàâíîå ÷èñëî �ñåêòîðîâ�, ââåäÿ ïîíÿòèå óãëà. Ïðè ýòîì ïîëíûé óãîë

îêðóæíîñòè â ðàäèàíàõ ïðèíèìàåòñÿ çà 2π. Óãëû è ðàññòîÿíèÿ ïîçâî-

ëÿþò èçó÷àòü ñâîéñòâà ãåîìåòðèè ïðîñòðàíñòâà. Íàïðèìåð, åñëè ñóììà

óãëîâ òðåóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî òðåìÿ íàáëþäàòåëÿìè, ðàâíà 2π, òî

òàêîå ïðîñòðàíñòâî åâêëèäîâî.

Íà ñàìîì äåëå îäíîðîäíîå è èçîòðîïíîå ïðîñòðàíñòâå ìîæåò îáëàäàòü

òðåìÿ âèäàìè ãåîìåòðèè, îòëè÷àþùèìèñÿ çíàêîì êðèâèçíû ïðîñòðàí-

ñòâà. Åñëè ñóììà óãëîâ â òðåóãîëüíèêå áîëüøå 2π, òî ýòî ïðîñòðàíñòâî

ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû, à åñëè ìåíüøå � îòðèöàòåëüíîé. Â ñèëó îäíî-

ðîäíîñòè è èçîòðîïíîñòè òðåóãîëüíèêè ñ îäèíàêîâûìè ñòîðîíàìè áóäóò

èìåòü îäèíàêîâîå îòêëîíåíèå îò 2π, ò.å. êðèâèçíà ïîñòîÿííà â ðàçíûõ

íàïðàâëåíèÿõ è òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà. Íàãëÿäíûé ïðèìåð îäíîðîäíîãî

èçîòðîïíîãî ïðîñòðàíñòâà ïîñòîÿííîé ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû � ýòî

2-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî íà ïîâåðõíîñòè ñ�åðû.

Â ïåðâîé êíèãå ìû áóäåì ñ÷èòàòü íàøå ïðîñòðàíñòâî 3-ìåðíûì è åâ-

êëèäîâûì. Â äàëüíåéøåì áóäåò ðàññìîòðåí áîëåå îáùèé ñëó÷àé. Â åâ-

êëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî ââåñòè ñèñòåìó êîîðäèíàò. Äëÿ ýòîãî îäèí

èç íàáëþäàòåëåé îáúÿâëÿåòñÿ íàõîäÿùèìñÿ â �íà÷àëå� ñèñòåìû îòñ÷åòà.

Ñ êàæäûì íàáëþäàòåëåì ñâÿçûâàåòñÿ òðîéêà ÷èñåë {x, y, z}, êîòîðûå
íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòàìè. Îíè çàäàþò åãî ïîëîæåíèå â ïðîñòðàíñòâå.

Ýòè òðè ÷èñëà �íóìåðóþò� íàáëþäàòåëåé (èëè �òî÷êè ïðîñòðàíñòâà�, â

êîòîðûõ îíè íàõîäÿòñÿ).

Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ïîäîáíóþ íóìåðàöèþ ìîæíî âûáðàòü òà-

êèì îáðàçîì, ÷òî êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìè ñ

êîîðäèíàòàìè {x1, y1, z1} è {x2, y2, z2} áóäåò ðàâåí:

L2 = (x2 − x1)
2 + (y2 − y1)

2 + (z2 − z1)
2.

Çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò íà÷àëà ñèñòåìû îòñ÷¼òà ïðèíèìàþòñÿ íóëåâûìè.

Äîáàâëåíèå ê êîîðäèíàòàì ìîìåíòà âðåìåíè {t, x, y, z} ïîçâîëÿåò ïîëíî-
ñòüþ èäåíòè�èöèðîâàòü ëþáîå ñîáûòèå, ïðîèñõîäÿùåå â äàííûé ìîìåíò

âðåìåíè t, â íåêîòîðîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà {x, y, z}.
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1.3 Èíåðöèàëüíûå ñèñòåìû îòñ÷¼òà

• Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê íàáëþäàòåëÿì â ðàçëè÷íûõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòå-

ìàõ îòñ÷¼òà. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ãîâîðèòü î äâóõ òàêèõ ñèñòåìàõ, îáî-

çíà÷àÿ îäíó áóêâîé S, à âòîðóþ S ′
. Íàñ èíòåðåñóåò ñâÿçü ìåæäó âðåìå-

íåì è êîîðäèíàòîé íåêîòîðîãî ñîáûòèÿ, íàáëþäàåìîãî èç êàæäîé ñèñòå-

ìû îòñ÷åòà. �àññìîòðèì îäíîìåðíûé ñëó÷àé, îáîçíà÷àÿ âðåìÿ ñîáûòèÿ

è åãî êîîðäèíàòó äëÿ íàáëþäàòåëåé â S êàê {t, x}, à äëÿ íàáëþäàòå-

ëåé â S ′
, ñîîòâåòñòâåííî, êàê {t′, x′}. Èõ ñâÿçü îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå

�óíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè:

t′ = f(t, x, v), x′ = g(t, x, v). (1.1)

Å¼ íàëè÷èå ÿâëÿåòñÿ àêñèîìîé òåîðèè. Åñëè óãîäíî � �Àêñèîìîé ïî-

çíàâàåìîñòè ìèðà�. �åçóëüòàòû íàáëþäåíèé, ïðîâåäåííûå â ðàçëè÷íûõ

ñèñòåìàõ, äîëæíû áûòü ìåæäó ñîáîé êàê-òî ñâÿçàíû. Ïðåäïîëàãàåòñÿ,

÷òî �óíêöèè f(t, x, v) è g(t, x, v) çàâèñÿò îò îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè ñè-
ñòåì v. Âîîáùå ãîâîðÿ, â ýòó ñâÿçü ìîãëà áû ïîïàñòü, íàïðèìåð, òåì-

ïåðàòóðà êàæäîãî èç íàáëþäàòåëåé. Îäíàêî â êèíåìàòèêå ìû ñ÷èòàåì,

÷òî äëÿ ïîëíîãî îïèñàíèÿ íåêîòîðîãî ñîáûòèÿ äîñòàòî÷íî èçìåðåíèÿ åãî

êîîðäèíàòû è ìîìåíòà âðåìåíè, à åäèíñòâåííûé ïàðàìåòð, îòëè÷àþùèé

èíåðöèàëüíûå ñèñòåìû, � ýòî èõ îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü.

Íàáëþäàòåëè â êàæäîé ñèñòåìå íåïîäâèæíû îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà.

Õàðàêòåðèçóÿ ñêîðîñòü ñèñòåìû S ′
îòíîñèòåëüíî S îäíèì ÷èñëîì v, ìû

ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âñå íàáëþäàòåëè S ′
äâèæóòñÿ ìèìî S ñ îäèíàêîâîé

ñêîðîñòüþ v.
×òîáû ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé èìåëî ñìûñë, íàáëþäàòåëè

â ðàçíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà, êàê è â îäíîé, äîëæíû ñîãëàñîâàòü ñâîè

åäèíèöû äëèíû è âðåìåíè.

⊲ Íà÷íåì ñíîâà ñ åäèíèö ñêîðîñòè. Ïðåäñòàâèòåëè äâóõ ñèñòåì îòñ÷å-

òà ìîãóò äîãîâîðèòüñÿ ñ÷èòàòü îäèíàêîâîé èõ îòíîñèòåëüíóþ ñêîðîñòü

v. Åñëè îñè ñèñòåì íàïðàâëåíû â îäíó ñòîðîíó, òî äëÿ íàáëþäàòåëÿ â S

(ëåâûé ðèñóíîê) ñêîðîñòü ñèñòåìû S ′
áóäåò ðàâíà v, à äëÿ íàáëþäàòåëÿ

â S ′
ñêîðîñòü S, ñîîòâåòñòâåííî, −v (ïðàâûé ðèñóíîê):

S S ′
v

x
x′

S S ′−v

x
x′

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ýòî íå ïîñòóëàò, à èìåííî ñïîñîá ñîãëàñîâàíèÿ åäèíèö

ñêîðîñòè. Õîòÿ â í¼ì çàëîæåíà èäåÿ îá ýêâèâàëåíòíîñòè èíåðöèàëüíûõ

ñèñòåì îòñ÷åòà.
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⊲ Äëÿ ñîãëàñîâàíèÿ åäèíèö äëèíû íàáëþäàòåëè ìîãóò ðàçìåñòèòü

ñâîè ëèíåéêè ïåðïåíäèêóëÿðíî äâèæåíèþ (âäîëü îñè y) è ñîâìåñòèòü

èõ äðóã ñ äðóãîì. Îáðàçíî ãîâîðÿ, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàáëþäàòåëü, íà-

ïðèìåð, ñèñòåìû S ′
, ïðîëåòàÿ ìèìî �çàáîðà�, ðàñïîëîæåííîãî â ñèñòåìå

S, ïðîâîäèò íà í¼ì äâå ëèíèè, ïàðàëëåëüíûå îñè x, âûñîòîþ â îäèí ìåòð,

îñòàâëÿÿ òåì ñàìûì èí�îðìàöèþ î ñâîåé åäèíèöå äëèíû. Âìåñòî çàáîðà

ìîæíî, êîíå÷íî, èñïîëüçîâàòü äâå ëåòÿùèå ïàðàëëåëüíî îñè x ÷àñòèöû.

Êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå ìåæäó èõ òðàåêòîðèÿìè â îáåèõ ñèñòåìàõ ïðè-

íèìàåòñÿ çà åäèíè÷íîå. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ïîäîáíàÿ ïðîöåäóðà âîç-

ìîæíà òîëüêî â ïðîñòðàíñòâå ñ ðàçìåðíîñòüþ áîëüøåé åäèíèöû. Òàêèì

îáðàçîì, ïðè âûáðàííîé îðèåíòàöèè êîîðäèíàòíûõ îñåé, ïðåîáðàçîâàíèÿ

(1.1) íåîáõîäèìî äîïîëíèòü ñîîòíîøåíèÿìè: y′ = y, z′ = z.

Ñîãëàñîâàâ ïåðïåíäèêóëÿðíûå ê äâèæåíèþ åäèíèöû äëèíû, íàáëþäà-

òåëè ìîãóò ñ÷èòàòü, ÷òî îíè ñîãëàñîâàëè è ëþáûå ëèíåéêè. Èõ óâåðåí-

íîñòü îñíîâàíà íà èçîòðîïíîñòè ïðîñòðàíñòâà â êàæäîé ñèñòåìå îòñ÷åòà

è âîçìîæíîñòè �ìåäëåííîãî� ïîâîðîòà ëèíååê áåç èõ äå�îðìàöèè.

Ñîãëàñîâàíèå åäèíèö ñêîðîñòè è äëèíû ïðèâîäèò ê ñîãëàñîâàíèþ åäè-

íèöû âðåìåíè. Íà÷àëî îòñ÷åòà âðåìåíè ìîæíî ïðèâÿçàòü ê íåêîòîðîìó

ñîáûòèþ, íàïðèìåð, ñîâïàäåíèþ íà÷àë ñèñòåì x = x′ = 0, ñ÷èòàÿ, ÷òî â

ýòîò ìîìåíò t = t′ = 0:

f(0, 0, v) = g(0, 0, v) = 0.

⊲ Ñ�îðìóëèðóåì òåïåðü âàæíîå ñâîéñòâî �óíêöèé f(t, x, v) è g(t, x, v).
Åñëè ðàçðåøèòü óðàâíåíèÿ (1.1) îòíîñèòåëüíî t è x, òî ïîëó÷èòñÿ îá-

ðàòíàÿ ñâÿçü (îò øòðèõîâàííûõ âåëè÷èí ê íåøòðèõîâàííûì). Ïðè ýòîì

�óíêöèè îêàçûâàþòñÿ òåìè æå ñàìûìè, à ñêîðîñòü � ìåíÿåò çíàê:

t = f(t′, x′,−v) x = g(t′, x′,−v). (1.2)

Ýòî äîñòàòî÷íî ñèëüíîå òðåáîâàíèå, è îíî èìååò ãëóáîêèé ñìûñë. Èñõîä-

íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ (1.1) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ñ ïîçèöèè íàáëþäà-

òåëÿ â ñèñòåìå S. Îí èçìåðÿåò êîîðäèíàòû è âðåìÿ íåêîòîðîãî ñîáûòèÿ

{t, x} è ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèé �âûÿñíÿåò�, êàêîâû çíà÷åíèÿ èç-

ìåðåíèé òîãî æå ñîáûòèÿ â ñèñòåìå S ′
, äâèæóùåéñÿ îòíîñèòåëüíî íåãî

ñî ñêîðîñòüþ v. Îáðàòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ðåøàþò ýòó æå çàäà÷ó, íî

ñ ïîçèöèè íàáëþäàòåëÿ â S ′
. Îäíàêî, â ñèëó ñîíàïðàâëåííîñòè îñåé x

è x′
, äëÿ íåãî ñêîðîñòü ñèñòåìû S áóäåò ðàâíà �−v�. Ïîýòîìó øòðèõî-

âàííûå è íåøòðèõîâàííûå âåëè÷èíû ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè è ñîâåðøàåòñÿ

çàìåíà v 7→ −v. Âî âñ¼ì îñòàëüíîì �óíêöèîíàëüíàÿ �îðìà ïðåîáðàçî-

âàíèé äîëæíà áûòü ýêâèâàëåíòíîé. Ýòî ÿâëÿåòñÿ îòðàæåíèåì ïðèíöèïà

îòíîñèòåëüíîñòè (òîæäåñòâåííîñòè âñåõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåì îòñ÷åòà).
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• Ïðèìåðîì ïðåîáðàçîâàíèé ìåæäó äâóìÿ èíåðöèàëüíûìè ñèñòåìàìè

ñëóæàò ïðåîáðàçîâàíèÿ �àëèëåÿ. Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ïðåäïîëàãà-

åòñÿ, ÷òî âðåìÿ èìååò îäèíàêîâûé òåìï õîäà äëÿ âñåõ íàáëþäàòåëåé:

t′ = t. Ïóñòü äâå ñèñòåìû îòñ÷åòà ðàñïîëîæåíû òàê, ÷òî èõ îñè x ïà-

ðàëëåëüíû äðóã äðóãó, è â ìîìåíò âðåìåíè t′ = t = 0 íà÷àëà ñèñòåì

ñîâïàäàþò. Òîãäà êîîðäèíàòû è âðåìÿ íåêîòîðîãî ñîáûòèÿ, íàáëþäàåìî-

ãî èç êàæäîé ñèñòåìû, ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

S S ′ v
Ñîáûòèå

vt x′

x

{

t′ = t,

x′ = x− v t.
(1.3)

�àëèëåé íå çàïèñûâàë ïîäîáíûõ ïðåîáðàçîâàíèé è îíè ïîÿâèëèñü çíà-

÷èòåëüíî ïîçæå. Îäíàêî åìó ïðèíàäëåæèò �îðìóëèðîâêà ïðèíöèïà îò-

íîñèòåëüíîñòè, èçëîæåííàÿ â êíèãå �Äèàëîãè î äâóõ ãëàâíåéøèõ ñèñòå-

ìàõ ìèðà � ïòîëîìååâîé è êîïåðíèêîâîé� (1632 ã.). Ìû ïðèâåäåì å¼ ñ

íåêîòîðûìè ñîêðàùåíèÿìè:

Óåäèíèòåñü ñ êåì-ëèáî èç äðóçåé â ïðîñòîðíîå ïîìåùåíèå ïîä ïàëó-

áîé êàêîãî-íèáóäü êîðàáëÿ, çàïàñèòåñü ìóõàìè, áàáî÷êàìè è äðóãè-

ìè ïîäîáíûìè ìåëêèìè ëåòàþùèìè íàñåêîìûìè; ïîäâåñüòå, äàëåå,

íàâåðõó âåäåðêî, èç êîòîðîãî âîäà áóäåò ïàäàòü êàïëÿ çà êàïëåé â

äðóãîé ñîñóä ñ óçêèì ãîðëûøêîì, ïîäñòàâëåííûé âíèçó. Ïîêà êî-

ðàáëü ñòîèò íåïîäâèæíî, íàáëþäàéòå ïðèëåæíî, êàê ìåëêèå ëåòàþ-

ùèå æèâîòíûå ñ îäíîé è òîé æå ñêîðîñòüþ äâèæóòñÿ âî âñå ñòîðîíû

ïîìåùåíèÿ; âñå ïàäàþùèå êàïëè ïîïàäóò â ïîäñòàâëåííûé ñîñóä, è

âàì, áðîñàÿ êàêîé-íèáóäü ïðåäìåò, íå ïðèäåòñÿ áðîñàòü åãî ñ áîëü-

øåé ñèëîé â îäíó ñòîðîíó, ÷åì â äðóãóþ, åñëè ðàññòîÿíèÿ áóäóò îäíè

è òå æå. Çàñòàâüòå òåïåðü êîðàáëü äâèãàòüñÿ ñ ëþáîé ñêîðîñòüþ, è

òîãäà (åñëè òîëüêî äâèæåíèå áóäåò ðàâíîìåðíûì è áåç êà÷êè â òó è

äðóãóþ ñòîðîíó) âî âñåõ íàçâàííûõ ÿâëåíèÿõ âû íå îáíàðóæèòå íè

ìàëåéøåãî èçìåíåíèÿ è íè ïî îäíîìó èç íèõ íå ñìîæåòå óñòàíîâèòü,

äâèæåòñÿ ëè êîðàáëü èëè ñòîèò íåïîäâèæíî [3℄.

×àñòî ãîâîðÿò, ÷òî ïðèíöèï îòíîñèòåëüíîñòè �àëèëåÿ ñ�îðìóëèðîâàí

òîëüêî äëÿ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì, òîãäà êàê Ýéíøòåéí ðàñïðîñòðàíèë

åãî íà âñå �èçè÷åñêèå ÿâëåíèÿ. Ýòî íå ñîâñåì âåðíî. Êàê ìû âèäèì,

�àëèëåé ñ÷èòàë, ÷òî â èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà îäèíàêîâûì îá-

ðàçîì ïðîòåêàþò âñå ÿâëåíèÿ, äàæå áèîëîãè÷åñêèå ⌣̈. Îí íå ðàçäåëÿë

�èçèêó íà ìåõàíèêó è ïðî÷èå ÿâëåíèÿ. Äëÿ íåãî, ïî âñåé âèäèìîñòè, íå

áûëî äàæå �èçèêè. Îí ïðîñòî ðàçìûøëÿë î ïðèðîäå ìèðà.
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• Ïðåîáðàçîâàíèÿ ìåæäó ñèñòåìàìè îòñ÷¼òà äîëæíû áûòü îäíîçíà÷-

íûìè, ò.å. ïðè äàííûõ t, x âñåãäà ïîëó÷àþòñÿ åäèíñòâåííûå çíà÷åíèÿ

t′, x′
. Êðîìå ýòîãî îíè îáëàäàþò ãðóïïîâûìè ñâîéñòâàìè. Ýòî îçíà÷à-

åò, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíè÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå, îáðàòíîå, è êîìïîçèöèÿ

(ïîñëåäîâàòåëüíîñòü) ïðåîáðàçîâàíèé ñíîâà ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî íà ïðèìåðå ïðåîáðàçîâàíèé �àëèëåÿ.

Åäèíè÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå ñîîòâåòñòâóåò v = 0. Â ýòîì ñëó÷àå t′ = t è

x′ = x, ò.å. äâå ñèñòåìû îòñ÷åòà ñîâïàäàþò.

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå íåñëîæíî çàïèñàòü, îáðàòèâ óðàâíåíèÿ (1.3):

{

t = t′,

x = x′ + v t′.

Â ðåçóëüòàòå, êàê è äîëæíî áûòü, ïîëó÷àþòñÿ òå æå ïðåîáðàçîâàíèÿ

�àëèëåÿ, íî ñ çàìåíîé v 7→ −v.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîìïîçèöèè ïðåîáðàçîâàíèé, ðàññìîòðèì òðè èíåð-

öèàëüíûå ñèñòåìû îòñ÷åòà S1, S2 è S3. Ïóñòü S2 äâèæåòñÿ îòíîñèòåëüíî

S1 ñî ñêîðîñòüþ v1, à S3 îòíîñèòåëüíî S2 ñî ñêîðîñòüþ v2. Íàêîíåö, òðå-

òüÿ ñèñòåìà äâèæåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïåðâîé ñ íåêîòîðîé ñêîðîñòüþ v3:

S1 S2

v1
S2 S3

v2
S1 S3

v3

Ïðåîáðàçîâàíèÿ �àëèëåÿ ìåæäó ïàðàìè ñèñòåì èìåþò âèä:

{

t2 = t1,

x2 = x1 − v1 t1,

{

t3 = t2,

x3 = x2 − v2 t2,

{

t3 = t1,

x3 = x1 − v3 t1.

Âñå ýòè ñîîòíîøåíèÿ, â ñèëó ðàâíîïðàâèÿ ñèñòåì îòñ÷åòà, îäèíàêîâû,

îòëè÷àÿñü ëèøü çíà÷åíèåì îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè.

Ïîäñòàâëÿÿ ïåðâóþ ñèñòåìó âî âòîðóþ è ñðàâíèâàÿ ñ òðåòüåé, íåñëîæ-

íî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñêîðîñòü v3 íå ïðîèçâîëüíà, à ñâÿçàíà ñ v1 è v2:

v3 = v1 + v2. (1.4)

Ýòî ïðîñòîå ïðàâèëî ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé âûòåêàåò èç ïðåîáðàçîâàíèé

�àëèëåÿ. Åãî ìîæíî òàêæå ïîëó÷èòü, ðàññìàòðèâàÿ òîëüêî äâå ñèñòåìû

è íåêîòîðûé îáúåêò, ëåòÿùèé îòíîñèòåëüíî íèõ. Âûøå â êà÷åñòâå òàêîãî

îáúåêòà âûñòóïàëà òðåòüÿ ñèñòåìà îòñ÷åòà.

�ðóïïîâûå àêñèîìû � î÷åíü ñèëüíûå òðåáîâàíèÿ è ïðè íåñêîëüêèõ

äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ïîçâîëÿþò íàéòè ÿâíûé âèä �óíêöèé

f(t, x, v) è g(t, x, v) â äîñòàòî÷íî îáùåì ñëó÷àå.
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1.4 Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà

Íàéä¼ì îáùèé âèä �óíêöèé f è g, ñâÿçûâàþùèõ ðåçóëüòàòû íàáëþ-

äåíèÿ ñîáûòèÿ â äâóõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà S è S ′
:

t′ = f(t, x, v), x′ = g(t, x, v). (1.5)

Äëÿ ýòîãî íà÷í¼ì çàäàâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àêñèîì, êîòîðûì îíè

óäîâëåòâîðÿþò. Äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî (1.5) � ýòî íåïðåðûâíûå, äè�-

�åðåíöèðóåìûå è âçàèìíî-îäíîçíà÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ýòî ìàòåìàòè-

÷åñêîå òðåáîâàíèå î÷åíü åñòåñòâåííîå. Õîòÿ îíî è ñóæàåò êëàññ âîçìîæ-

íûõ �óíêöèé, òåì íå ìåíåå, îñòàâëÿåò åãî áîëåå ÷åì øèðîêèì.

Â êà÷åñòâå ïåðâîé �èçè÷åñêîé àêñèîìû âîçüì¼ì îïðåäåëåíèå èíåðöè-

àëüíûõ ñèñòåì îòñ÷¼òà:

Àêñèîìà I. Åñëè ÷àñòèöà äâèæåòñÿ ðàâíîìåðíî è ïðÿìîëèíåéíî

â ñèñòåìå S, òî å¼ äâèæåíèå áóäåò ðàâíîìåðíûì è ïðÿìîëèíåé-

íûì è â ñèñòåìå S ′
.

Íåñìîòðÿ íà äîñòàòî÷íî îáùèé õàðàêòåð ýòîãî óòâåðæäåíèÿ, îíî ïîëíî-

ñòüþ �èêñèðóåò �óíêöèîíàëüíóþ çàâèñèìîñòü ïðåîáðàçîâàíèé îò êîîð-

äèíàò è âðåìåíè:

t′ =
A(v) t+ B(v) x

1 + a(v) t+ b(v) x
, x′ =

D(v) x+ E(v) t

1 + a(v) t+ b(v) x
. (1.6)

Òàêèå äðîáíî-ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ îäèíàêîâûì çíàìåíàòåëåì íà-

çûâàþòñÿ ïðîåêòèâíûìè. Â ãåîìåòðèè ýòî íàèáîëåå îáùèå ïðåîáðàçî-

âàíèÿ, ïåðåâîäÿùèå óðàâíåíèå ïðÿìîé x = x0 + u t ñíîâà â ïðÿìóþ

x′ = x′
0 + u′ t′ (⋖H1), ñòð. 395. Ñëåäóþùàÿ àêñèîìà

Àêñèîìà II. Åñëè ñêîðîñòè äâóõ ñâîáîäíûõ ÷àñòèö ðàâíû â ñè-

ñòåìå S, òî îíè áóäóò ðàâíû è â ñèñòåìå S ′
,

ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò è âðåìåíè äîëæíû áûòü

ëèíåéíûìè �óíêöèÿìè (⋖H2):

t′ = A(v) t+ B(v) x, x′ = D(v) x+ E(v) t, (1.7)

ãäå êîý��èöèåíòû A,B,D,E çàâèñÿò îò îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè ñèñòåì

îòñ÷¼òà v, íî íå çàâèñÿò îò t è x. Âûâîä ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

(⋖H3) ìîæíî ïîêà îïóñòèòü, ñ÷èòàÿ, ÷òî ëèíåéíîñòü (1.7), ñëåäóþùàÿ

èç ïåðâûõ äâóõ àêñèîì, �åñòåñòâåííà� ñàìà ïî ñåáå. Çàìåòèì, ÷òî â (1.6),

(1.7) çà�èêñèðîâàíî íà÷àëî îòñ÷åòà âðåìåíè òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðè

t = t′ = 0 íà÷àëà ñèñòåì ñîâïàäàëè: x = x′ = 0.
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Â ñèëó ïðîöåäóðû ñîãëàñîâàíèÿ åäèíèö ñêîðîñòè, ìû ñ÷èòàåì, ÷òî

òî÷êà x′ = 0 ñèñòåìû S ′
äâèæåòñÿ îòíîñèòåëüíî S ïî òðàåêòîðèè: x = vt.

Ïîäñòàâëÿÿ x′ = 0, x = v t âî âòîðîå óðàâíåíèå (1.7), ïîëó÷èì E = −v D.

Àíàëîãè÷íî x = 0, x′ = −v t′ äà¼ò E = −v A èëè A = D. Ïîýòîìó ââåä¼ì
äâå �óíêöèè îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè A = D = γ(v) è σ(v) = −B/A, ïðè

ïîìîùè êîòîðûõ çàïèøåì ïðåîáðàçîâàíèÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

{

t′ = γ(v)
[
t− σ(v) x

]
,

x′ = γ(v)
[
x− v t

]
.

(1.8)

Òðåòüÿ àêñèîìà âûðàæàåò ïðèíöèï îòíîñèòåëüíîñòè è ÿâëÿåòñÿ êëþ-

÷åâîé êàê â òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, òàê è â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå:

Àêñèîìà III. Èíåðöèàëüíûå ñèñòåìû îòñ÷åòà ðàâíîïðàâíû.

�àññìîòðèì òðè ñèñòåìû S1, S2 è S3. Ïóñòü S2 äâèæåòñÿ îòíîñèòåëüíî

S1 ñî ñêîðîñòüþ v1, à S3 îòíîñèòåëüíî S2 ñî ñêîðîñòüþ v2:

S1 S2

v1
S2 S3

v2
S1 S3

v3

Îáîçíà÷èì ÷åðåç t1 è x1 âðåìÿ è êîîðäèíàòó ñîáûòèÿ, íàáëþäàåìîãî â

S1, è àíàëîãè÷íî äëÿ S2 è S3. Çàïèøåì ïðåîáðàçîâàíèÿ:

{
t2 = γ1 [t1 − σ1 x1],
x2 = γ1 [x1 − v1 t1 ],

{
t3 = γ2 [t2 − σ2 x2],
x3 = γ2 [x2 − v2 t2 ],

ãäå γ1 = γ(v1), σ1 = σ(v1), è ò.ä. Ïîäñòàâèì {t2, x2} èç ïåðâîé ñèñòåìû

âî âòîðóþ:

{
t3 = γ1γ2 [(1 + v1σ2) t1 − (σ1 + σ2) x1] = γ3 [t1 − σ3 x1],
x3 = γ1γ2 [(1 + v2σ1) x1 − (v1 + v2) t1 ] = γ3 [x1 − v3 t1].

Âòîðûå ðàâåíñòâà â óðàâíåíèÿõ ÿâëÿþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì ìåæäó ñèñòå-

ìàìè S1 è S3, äâèæóùèìèñÿ ñ îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòüþ v3. Ýòè óðàâíå-

íèÿ äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ïðè ëþáûõ t1 è x1. Ïðèðàâíÿåì êîý��èöèåíòû

ïðè t1 â ïåðâîì óðàâíåíèè ñèñòåìû è ïðè x1 âî âòîðîì:

{
γ3 = (1 + v1 σ2) γ1γ2,

γ3 = (1 + v2 σ1) γ1γ2,
(1.9)

îòêóäà 1 + v1 σ2 = 1 + v2 σ1, èëè:

σ(v1)

v1
=

σ(v2)

v2
= α = const. (1.10)

Òàê êàê ñêîðîñòè v1 è v2 � ïðîèçâîëüíûå íåçàâèñèìûå âåëè÷èíû, òî α �

ýòî íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, åäèíàÿ äëÿ âñåõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåì îòñ÷åòà.
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⊲ �àâíîïðàâèå ñèñòåì ïðèâîäèò òàêæå ê òîìó, ÷òî ïåðåõîä îò S ê

S ′
(1.8) áóäåò òàêèì æå, êàê è îò S ′

ê S. Äðóãèìè ñëîâàìè, îáðàòíîå

ïðåîáðàçîâàíèå ñ òî÷íîñòüþ äî çàìåíû v 7→ −v äîëæíî ñîâïàäàòü ñ

ïðÿìûì. Íàïðèìåð, äëÿ êîîðäèíàòû [ñì. âòîðîå óðàâíåíèå (1.8)℄:

x = γ(−v)
[
x′ + v t′

]
= γ(−v) γ(v)

[
1− α v2

]
x,

ãäå âî âòîðîì ðàâåíñòâå ïîäñòàâëåíî t′, x′
èç ïðÿìîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

(1.8) è ó÷òåíî, ÷òî σ(v) = α v. Â ðåçóëüòàòå:

γ(−v) γ(v) =
1

1− α v2
. (1.11)

Äëÿ îêîí÷àòåëüíîãî îïðåäåëåíèÿ γ(v) ïîòðåáóåòñÿ åù¼ îäíà àêñèîìà:

Àêñèîìà IV. Ïðîñòðàíñòâî â èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà

èçîòðîïíî.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè îáðàùåíèè îñåé ñèñòåì, ò.å. x 7→ −x è x′ 7→ −x′
,

ïðåîáðàçîâàíèÿ (1.8) íå äîëæíû èçìåíèòü ñâîåãî âèäà. Ïðè òàêîì îáðà-

ùåíèè ñêîðîñòü ìåíÿåò çíàê, v 7→ −v, ïîýòîìó äëÿ (1.8):

−x′ = γ(−v) [−x+ v t].

Îíî ñíîâà ïåðåéä¼ò â (1.8), òîëüêî åñëè γ(v) áóäåò ÷åòíîé �óíêöèåé

ñêîðîñòè: γ(−v) = γ(v). Ýòî ïîçâîëÿåò íàéòè γ(v) = 1/
√
1− α v2. Ïî-

ëîæèòåëüíûé çíàê ïðè èçâëå÷åíèè êîðíÿ âûáðàí, ÷òîáû ïðè íóëåâîé

ñêîðîñòè ïîëó÷àëèñü òîæäåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ò.å. γ(0) = 1.

Â ãëàâå 3 áóäåò ðàññìîòðåí ý��åêò ñîêðàùåíèÿ äëèíû ñòåðæíÿ ïðè

îäíîâðåìåííîì (∆t = 0) èçìåðåíèè êîîðäèíàò åãî íà÷àëà è êîíöà. �å-

çóëüòàò ýòîãî èçìåðåíèÿ ∆x′ = γ(v)∆x íå äîëæåí çàâèñåòü îò íàïðàâ-

ëåíèÿ ñêîðîñòè, îòêóäà òàêæå ñëåäóåò ÷¼òíîñòü �óíêöèè γ(v).

×èñëîâîå çíà÷åíèå êîíñòàíòû α è å¼ çíàê áåç äîïîëíèòåëüíûõ àêñèîì

èëè ýêñïåðèìåíòîâ çà�èêñèðîâàòü íåëüçÿ. Ëîãè÷åñêè âîçìîæíû òðè òåî-

ðèè ñ α > 0, α = 0 è α < 0. Âñå îíè èìåþò ïðàâî íà ñóùåñòâîâàíèå è íå

ñîäåðæàò ïðîòèâîðå÷èé, õîòÿ ñëó÷àé α < 0 èìååò äîâîëüíî íåîáû÷íûå

�èçè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ. Ñëó÷àé α 6= 0 áîëåå îáùèé, ÷åì α = 0, òàê êàê

ñîäåðæèò ïîñëåäíèé â ïðåäåëå ìàëûõ çíà÷åíèé α.

Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèîíàëüíàÿ �îðìà ïðåîáðàçîâàíèé ìåæäó íà-

áëþäàòåëÿìè äâóõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåì îòñ÷¼òà ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿ-

åòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû α. Âûÿñíåíèå å¼ çíà÷åíèÿ è çíàêà � ýòî

óæå âîïðîñ ýêñïåðèìåíòàëüíûé. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ êîíñòàíòà α ìîãëà

îêàçàòüñÿ è íóëåâîé, îäíàêî â íàøåì ìèðå îíà áîëüøå íóëÿ.
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⊲ Óäîáíî âûðàçèòü �α� ÷åðåç êîíñòàíòó �c�, èìåþùóþ ðàçìåðíîñòü

ñêîðîñòè: α = 1/c2. Â ðåçóëüòàòå:

t′ =
t− vx/c2
√

1− v2/c2
, x′ =

x− v t
√

1− v2/c2
. (1.12)

Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ óäîâëåòâîðÿþò ñ�îðìóëèðîâàííûì âûøå ÷åòûðåì

àêñèîìàì è ïîëîæèòåëüíîìó âûáîðó êîíñòàíòû α.

Äëÿ àêñèîìàòè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèÿ êîíñòàíòû �óíäàìåí-

òàëüíîé ñêîðîñòè �c� íåîáõîäèìû äîïîëíèòåëüíûå àêñèîìû. Òàê, êëàñ-

ñè÷åñêàÿ ìåõàíèêà òàêæå îïèðàåòñÿ íà àêñèîìû (I)-(IV), îäíàêî äîáàâ-

ëÿåò ê íèì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Àêñèîìà V. Åñëè äâà ñîáûòèÿ îäíîâðåìåííû â îäíîé ñèñòåìå

îòñ÷åòà, òî îíè áóäóò îäíîâðåìåííû è â ëþáîé äðóãîé.

Îäíîâðåìåííîñòü ñîáûòèé (∆t′ = 0, ñëåäîâàòåëüíî ∆t = 0) ïðèâîäèò ê

çíà÷åíèþ c = ∞ (ïîäðîáíåå ñì. ñòð. 72) è ïðåîáðàçîâàíèÿì �àëèëåÿ:

t′ = t, x′ = x− v t.

Àêñèîìû (I)-(V) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò �óíêöèè f(t, x, v) è g(t, x, v).

Åñëè îòáðîñèòü ïÿòóþ àêñèîìó, òî êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè óìåíüøèò-

ñÿ è ìû ïîëó÷èì íåïîëíóþ òåîðèþ. Îäíàêî ýòà íåïîëíîòà çàìå÷àòåëü-

íûì îáðàçîì îãðàíè÷èâàåòñÿ òîëüêî ïîÿâëåíèåì íåîïðåäåëÿåìîé êîí-

ñòàíòû �c�, ò.å. ïðèâîäèò ê ïàðàìåòðè÷åñêè íåïîëíîé òåîðèè (ñòð. 48).

Â ýòîì ñìûñëå ïÿòàÿ àêñèîìà îáëàäàåò ìèíèìàëüíûì êîëè÷åñòâîì ñî-

äåðæàòåëüíîé èí�îðìàöèè.

⊲ Çàìåòèì, ÷òî ìû íå òîëüêî âûâåëè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà, íî

òàêæå ïðîäåìîíñòðèðîâàëè, ÷òî

òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè íåïðîòèâîðå÷èâà, åñëè íåïðîòèâîðå-

÷èâà êëàññè÷åñêàÿ ìåõàíèêà.

Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà è �àëèëåÿ îñíîâàíû íà

îäèíàêîâîì ïîäìíîæåñòâå àêñèîì. Òà èëè èíàÿ òåîðåìà òåîðèè âûâîäèò-

ñÿ èç íåêîòîðîé ãðóïïû àêñèîì (ñòð. 46). Åñëè ëþáûå ïîäîáíûå âûâîäû

â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå íå ïðèâîäÿò ê ïðîòèâîðå÷èÿì, òî îíè òåì áîëåå

íå áóäóò ïðèâîäèòü ê ïðîòèâîðå÷èÿì â òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, êîòîðàÿ

èñïîëüçóåò ìåíüøå àêñèîì. Êîãäà îäíà èç òåîðèé (êëàññè÷åñêàÿ ìåõàíè-

êà) íåïðîòèâîðå÷èâûì îáðàçîì äîáàâëÿåò íîâóþ àêñèîìó, òî ïîÿâëÿåòñÿ

âîçìîæíîñòü ïîëó÷àòü íîâûå òåîðåìû, óìåíüøàþùèå ïðîèçâîë èñõîäíîé

îãðàíè÷åííîé ñèñòåìû àêñèîì (íàïðèìåð, äîêàçàòü, ÷òî c = ∞). Ïîýòîìó

ëîãè÷åñêèõ ïðîòèâîðå÷èé òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè ñîäåðæàòü íå ìîæåò,

òàê êàê íåïðîòèâîðå÷èâû å¼ èñõîäíûå ïîñòóëàòû.
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1.5 Ñèñòåìà åäèíèö

• Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñêîðîñòü ÷èñëåííî ñîâïàäàåò ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà:

c = 299 792 458 ì/ñ.

Óäîáíî òàê îïðåäåëèòü åäèíèöû âðåìåíè, ÷òîáû c = 1. Íàïðèìåð, ìîæíî
â êà÷åñòâå �íîâîé ñåêóíäû� âûáðàòü 1/299 792 458 ÷àñòü �îáû÷íîé ñåêóí-

äû� â ñèñòåìå ÑÈ. Âñå �îðìóëû òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè â ýòîé ñèñòåìå

åäèíèö âûãëÿäÿò ïðîùå. Íàïðèìåð, ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà, â êîòî-

ðûå äîáàâëåíà íåèçìåííîñòü ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê äâèæåíèþ êîîðäèíàòû

(�ëèíèè íà çàáîðå�, ñòð. 25), èìåþò âèä:

t′ =
t− v x√
1− v2

, x′ =
x− v t√
1− v2

, y′ = y. (1.13)

Åñëè â �îðìóëå íåîáõîäèìî âîññòàíîâèòü êîíñòàíòó �c�, òî âåëè÷èíû,

èìåþùèå â ñâîåé ðàçìåðíîñòè âðåìÿ â íåêîòîðîé ñòåïåíè, óìíîæàþòñÿ

íà �c� â òîé æå ñòåïåíè. Íàïðèìåð, äëÿ âðåìåíè t, ñêîðîñòè u = dx/dt è
óñêîðåíèÿ a = d2x/dt2 ñîâåðøàþòñÿ ñëåäóþùèå çàìåíû:

t 7→ c t, u 7→ u

c
, a 7→ a

c2
. (1.14)

Äàëåå ìû áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ ñèñòåìû åäèíèö, â êîòîðîé c = 1. Äëÿ
âñåõ �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí, âîçíèêàþùèõ â òåîðèè, ñïðàâåäëèâû ïðîñòûå

ïðàâèëà, ïîäîáíûå (1.14). Çà ñ÷¼ò ïîäõîäÿùåãî âûáîðà ñèñòåìû åäèíèö

ìû ñóùåñòâåííî óïðîñòèì ìàòåìàòèêó, íå �ïîòåðÿâ� ïðè ýòîì �óíäàìåí-

òàëüíîé êîíñòàíòû c, òàê êàê å¼ ìîæíî ëåãêî âîññòàíîâèòü (⋖C

??

).

Åù¼ îäíî óïðîùåíèå ñâÿçàíî ñ ââåäåíèåì îáîçíà÷åíèé äëÿ ðåëÿòè-

âèñòñêèõ �àêòîðîâ:

γ =
1√

1− v2
, Γ =

γ − 1

v2
. (1.15)

Ïðè v = 0 �àêòîð γ ðàâåí åäèíèöå, à ïðè v → 1 ñòðåìèòñÿ ê áåñêî-

íå÷íîñòè. Äëÿ ìàëûõ ñêîðîñòåé γ è Γ ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä Òåéëîðà

(⋖C2):

γ ≈ 1 +
v2

2
+

3 v4

8
+ ..., Γ ≈ 1

2
+

3 v2

8
+

15 v4

16
+ ...

Ñ ãàììà-�àêòîðàìè ÷àñòî ïðèä¼òñÿ ñîâåðøàòü ðàçëè÷íûå àëãåáðàè÷å-

ñêèå ìàíèïóëÿöèè, ïîýòîìó ïðèâåä¼ì íåêîòîðûå òîæäåñòâà:

v2 = 1− 1

γ2
, Γ =

γ2

1 + γ
, γ − Γ =

γ

γ + 1
, (1.16)

ïðîâåðèòü êîòîðûå ïðåäëàãàåòñÿ â êà÷åñòâå íåñëîæíîãî óïðàæíåíèÿ.
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⊲∗
Îáîáùèì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî íà-

ïðàâëåíèÿ ñêîðîñòè. Ïóñòü íà÷àëî ñèñòåìû S ′
äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ v

îòíîñèòåëüíî èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû S (ïåðâûé ðèñóíîê):

vr

x

y

−v

r′

x′

y′

r

r⊥

rq

v

�èñóíîê âûïîëíåí íà ïëîñêîñòè, íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â îáùåì ñëó-

÷àå äâèæåíèå ïðîèñõîäèò â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Íàáëþäàòåëè ñî-

ãëàñîâûâàþò åäèíèöû âðåìåíè äîãîâàðèâàÿñü î ðàâåíñòâå ìîäóëÿ îò-

íîñèòåëüíîé ñêîðîñòè, à åäèíèöû äëèíû � �ñðàâíèâàÿ ëèíåéêè� â ïåð-

ïåíäèêóëÿðíîì ê ñêîðîñòè íàïðàâëåíèè. Ôèêñèðîâàíèå êîìïîíåíò v =

{vx, vy, vz} (ïðîåêöèé íà îñè) îçíà÷àåò âûáîð îðèåíòàöèè êîîðäèíàòíûõ

îñåé (ñ òî÷íîñòüþ äî âðàùåíèÿ âîêðóã v ⋖ C3). Äëÿ íàáëþäàòåëÿ â S ′

êîìïîíåíòû ñêîðîñòè íà÷àëà ñèñòåìû S èìåþò îáðàòíûé çíàê.

Íà òðåòüåì ðèñóíêå ðàäèóñ-âåêòîð r ðàçëîæåí ïî äâóì âåêòîðàì rq è

r⊥. Ïåðâûé èç íèõ íàïðàâëåí âäîëü ñêîðîñòè v, à âòîðîé åé ïåðïåíäè-

êóëÿðåí (v =
√
v2 = |v| � ìîäóëü âåêòîðà ñêîðîñòè):

r = rq + r⊥, rq =
(rv)

v2
v.

Äëèíà âåêòîðà rq ðàâíà ïðîåêöèè r íà åäèíè÷íûé âåêòîð v/v âäîëü íà-

ïðàâëåíèÿ ñêîðîñòè. Îí æå çàäà¼ò íàïðàâëåíèå rq. Òåïåðü ìîæíî çàïè-

ñàòü ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû:

t′ = γ (t− vrq), r′q = γ (rq − v t), r′⊥ = r⊥.

Äåéñòâèòåëüíî, rq íàïðàâëåí âäîëü v è èãðàåò ðîëü x â îáû÷íûõ ïðåîá-

ðàçîâàíèÿõ Ëîðåíöà. Àíàëîãè÷íî r⊥ ïåðïåíäèêóëÿðåí ñêîðîñòè è èãðàåò

ðîëü y. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî r′ = r′q+ r′⊥, çàìåíÿÿ r⊥ íà r− rq, ìîæíî çàïèñàòü

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà â âèäå:

t′ = γ (t− vr), r′ = r− γ v t+ Γv (vr). (1.17)

Îáðàòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëó÷àþòñÿ ïåðåñòàíîâêîé øòðèõîâàííûõ è

íåøòðèõîâàííûõ âåëè÷èí ìåñòàìè è çàìåíîé v 7→ −v. Åñëè v = {v, 0, 0},
òî èç (1.17) ñëåäóþò (1.13). Êàê ìû óâèäèì ïîçäíåå, ñîâïàäåíèå îòíî-

ñèòåëüíûõ ñêîðîñòåé, âîîáùå ãîâîðÿ, íå îçíà÷àåò ïàðàëëåëüíîñòè îñåé

êîîðäèíàò îáîèõ ñèñòåì. Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà â �îðìå (1.17) ëèøü

îçíà÷àþò, ÷òî íàáëþäàòåëè âûïîëíèëè îïèñàííóþ âûøå ïðîöåäóðó ñî-

ãëàñîâàíèÿ åäèíèö èçìåðåíèÿ.
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1.6 Ñëîæåíèå ñêîðîñòåé

• �àññìîòðèì èíåðöèàëüíûå ñèñòåìû îòñ÷¼òà S è S ′
. Ïóñòü èõ îñè x è

x′
íàïðàâëåíû ïàðàëëåëüíî ê îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè. Ñêîðîñòü ñèñòåìû

S ′
îòíîñèòåëüíî S ðàâíà v, à ñêîðîñòü S îòíîñèòåëüíî S ′

: �−v�:

S

y

x

v

u

ux

uy

S ′

y′

x′
−v

u′

u′
x

u′
y

Êëþ÷åâûì ïîíÿòèåì êèíåìàòèêè ÿâëÿåòñÿ ñîáûòèå. Ïðåäïîëàãàåòñÿ,

÷òî îíî èìååò ñêîëü óãîäíî ìàëóþ äëèòåëüíîñòü è ëîêàëèçàöèþ â ïðî-

ñòðàíñòâå. Ñîáûòèå õàðàêòåðèçóåòñÿ âðåìåíåì t è ïîëîæåíèåì {x, y}.
Íàáëþäàòåëè â êàæäîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ðåãèñòðèðóþò ýòî ñîáûòèå ïî

ñâîèì ïðèáîðàì, ïîëó÷àÿ çíà÷åíèÿ {t, x, y} äëÿ S è {t′, x′, y′} äëÿ S ′
.

Íàïîìíèì, ÷òî íàáëþäàòåëè ñïîñîáíû ïðîâîäèòü èçìåðåíèÿ òîëüêî â

ñâîåé íåïîñðåäñòâåííîé îêðåñòíîñòè. Ïîýòîìó êàæäóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà

ìû ïðåäñòàâëÿåì �çàïîëíåííîé� íàáëþäàòåëÿìè. Ñîáûòèå ðåãèñòðèðóþò

äâà íàáëþäàòåëÿ â S è S ′
, íàõîäÿùèõñÿ òàì, ãäå îíî ïðîèçîøëî. Áëàãî-

äàðÿ ïðîöåäóðå ñèíõðîíèçàöèè âðåìåíè, ïîëó÷åííûå èìè íàáëþäåíèÿ

áóäóò íåïðîòèâîðå÷èâî âîñïðèíÿòû è äðóãèìè ñîáðàòüÿìè èç èõ ñèñòåì

îòñ÷åòà. Ý��åêòû òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ïðîÿâëÿþòñÿ ïðè áîëüøèõ

ñêîðîñòÿõ è, äëÿ ïîëó÷åíèÿ çàìåòíûõ îòëè÷èé îò êëàññè÷åñêîé êèíåìà-

òèêè, ÷àñòî ïîòðåáóåòñÿ èçó÷àòü áîëüøèå ðàññòîÿíèÿ. Ïîýòîìó ââåäåíèå

ìíîæåñòâà íàáëþäàòåëåé îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíûì.

Àíàëîãè÷íî ñðàâíèâàþòñÿ ðåçóëüòàòû íàáëþäåíèé íåêîòîðîãî ïðîöåñ-

ñà. Ïóñòü îí ñîñòîèò èç äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñîáûòèé: íà÷àëà â ìî-

ìåíò âðåìåíè t1 (â ñèñòåìå S) è êîíöà â ìîìåíò t2. Åãî ëîêàëèçàöèÿ â

ïðîñòðàíñòâå òàêæå õàðàêòåðèçóåòñÿ äâóìÿ òî÷êàìè {x1, y1} è {x2, y2}.
Èíòåðâàë âðåìåíè ìåæäó ñîáûòèÿìè è ðàçíîñòè êîîðäèíàò ðàâíû:

∆t = t2 − t1, ∆x = x2 − x1, ∆y = y2 − y1.

Äëÿ êàæäîãî èç ñîáûòèé çàïèøåì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà è âû÷òåì

èõ. Â ñèëó ëèíåéíîñòè ïðåîáðàçîâàíèé è ïîñòîÿíñòâà ñêîðîñòè v, äëÿ
ïðèðàùåíèé ñïðàâåäëèâû ïðåîáðàçîâàíèÿ ëîðåíöåâñêîãî âèäà:

∆t′ =
∆t− v∆x√

1− v2
, ∆x′ =

∆x− v∆t√
1− v2

, ∆y′ = ∆y (1.18)

(÷àñòî ìû áóäåì îãðàíè÷èâàòüñÿ 2-ìåðíûì ïðîñòðàíñòâîì {x, y}, òàê
êàê, â ñèëó ñèììåòðèè, îñü z àíàëîãè÷íà îñè y).
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⊲ �àññìîòðèì äâèæóùèéñÿ îáúåêò. Ìîæíî èçìåðèòü åãî ïîëîæåíèå,

ò.å. êîîðäèíàòû {x1, y1} â ìîìåíò âðåìåíè t1, à çàòåì ïîëîæåíèå {x2, y2}
â ìîìåíò âðåìåíè t2. Ïî îïðåäåëåíèþ, ïðîåêöèè åãî ñêîðîñòè u = {ux, uy}
â ñèñòåìå S ðàâíû

ux =
∆x

∆t
, uy =

∆y

∆t
,

è, àíàëîãè÷íî, ñî øòðèõàìè â S ′
. Åñëè ñêîðîñòü îáúåêòà ïîñòîÿííà, òî

çíà÷åíèå∆t ðîëè íå èãðàåò. Äëÿ äâèæåíèÿ ñ ïåðåìåííîé ñêîðîñòüþ ïðåä-

ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ∆t ñêîëü óãîäíî ìàëî è ñêîðîñòü ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíîé
êîîðäèíàòû ïî âðåìåíè.

Èç ïðåîáðàçîâàíèé äëÿ ïðèðàùåíèé (1.18) íåñëîæíî íàéòè ñâÿçü ìåæ-

äó ñêîðîñòÿìè îáúåêòà äëÿ íàáëþäàòåëåé â ñèñòåìàõ S è S ′
:

u′
x =

ux − v

1− ux v
, u′

y =
uy

√
1− v2

1− ux v
. (1.19)

Îáðàòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñêîðîñòè ïîëó÷àþòñÿ ïðÿìûìè âû÷èñëåíè-

ÿìè. Âïðî÷åì, â ñèëó ýêâèâàëåíòíîñòè èíåðöèàëüíûõ ñèñòåì îòñ÷åòà,

ìîæíî ñðàçó èçìåíèòü çíàê ó ñêîðîñòè v è ïåðåñòàâèòü ìåñòàìè øòðè-

õîâàííûå è íåøòðèõîâàííûå âåëè÷èíû:

ux =
u′
x + v

1 + u′
x v

, uy =
u′
y

√
1− v2

1 + u′
x v

. (1.20)

Åñëè, íàïðèìåð, ìû ñòîèì íà ïåððîíå è u′ = {u′
x, u

′
y} � ýòî ñêîðîñòü

ìóõè îòíîñèòåëüíî ïîåçäà, êîòîðûé äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ v, òî ñêî-

ðîñòü ìóõè îòíîñèòåëüíî íàñ áóäåò ñêëàäûâàòüñÿ èç äâèæåíèÿ ïîåçäà è

äâèæåíèÿ ìóõè. Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ýòî ñëîæåíèå èìååò âèä:

ux ≈ u′
x + v, uy ≈ u′

y.

Â òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ïîäîáíûå ñîîòíîøåíèÿ � ëèøü íåêîòîðîå ïðè-

áëèæåíèå, ñïðàâåäëèâîå äî òåõ ïîð, ïîêà ñêîðîñòè ïîåçäà è ìóõè ìíîãî

ìåíüøå �óíäàìåíòàëüíîé ñêîðîñòè c = 1. ×åì áûñòðåå äâèæåòñÿ ìó-

õà èëè ïîåçä, òåì ñèëüíåå �ñëîæåíèå� èõ ñêîðîñòåé (1.20) îòëè÷àåòñÿ îò

êëàññè÷åñêîãî.

Ïîïðàêòèêóåìñÿ â âîññòàíîâëåíèè �óíäàìåíòàëüíîé êîíñòàíòû c. Äëÿ

âñåõ ñêîðîñòåé íåîáõîäèìî ñäåëàòü çàìåíó v 7→ v/c, ïîýòîìó ïðåîáðàçî-
âàíèå ñêîðîñòåé, íàïðèìåð, âäîëü îñè x ïðèíèìàåò âèä:

u′
x =

ux − v

1− ux v/c2
. (1.21)

Êëàññè÷åñêèé çàêîí ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé ïîëó÷àåòñÿ ïðè uxv ≪ c2.
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• Ïóñòü îáúåêò äâèæåòñÿ âäîëü îñè x ñ �óíäàìåíòàëüíîé ñêîðîñòüþ

ux = c. Òîãäà â äðóãîé ñèñòåìå S ′
åãî ñêîðîñòü (1.21) áóäåò ðàâíà:

c′ =
c− v

1− c v/c2
= c.

Òàêèì îáðàçîì, îáúåêò, èìåþùèé ñêîðîñòüþ �c�, â îäíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà,
áóäåò èìåòü òó æå ñêîðîñòü è â ëþáîé äðóãîé ñèñòåìå. Ïîýòîìó �c� òàêæå

íàçûâàþò èíâàðèàíòíîé ñêîðîñòüþ.

⊲ Ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèé (1.19) ìîæíî (⋖H6) ïðîâåðèòü, ÷òî

êâàäðàò äëèíû ñêîðîñòè u2 = u2
x+u2

y ïðåîáðàçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1− u′2 =

(
1− u2

) (
1− v2

)

(1− uv)2
, (1.22)

ãäå uv = ux v � ïðîåêöèÿ ñêîðîñòè îáúåêòà u íà ñêîðîñòü ñèñòåìû v.

Åñëè â îäíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà îáúåêò äâèæåòñÿ â ïðîèçâîëüíîì íàïðàâ-

ëåíèè ñ �óíäàìåíòàëüíîé ñêîðîñòüþ u2 = c2 = 1, òî è â ëþáîé äðóãîé

èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå u′2 = 1, ïîýòîìó �c� ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé ñêî-

ðîñòüþ íåçàâèñèìî îò å¼ íàïðàâëåíèÿ.

Ïîäîáíàÿ èíâàðèàíòíîñòü îáû÷íî â êà÷åñòâå ïîñòóëàòà èñïîëüçóåòñÿ

ïðè âûâîäå ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà (ñì. ðàçäåë 1.4). Îäíàêî ýòî, íà ñà-

ìîì äåëå, ñëåäñòâèå òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, ïðè÷åì îäíî èç íàèáîëåå

íåîáû÷íûõ è íåïðèâû÷íûõ äëÿ íàøåãî îáûäåííîãî îïûòà. Â ïîâñåäíåâ-

íîé æèçíè ÷åëîâåê ïðèâûêàåò ê ãàëèëååâîìó ïðàâèëó ñëîæåíèÿ ñêîðî-

ñòåé è íåâîçìîæíîñòü �äîãíàòü� ñâåò âûãëÿäèò ÷óòü ëè íå ïðîòèâîðå÷è-

åì òåîðèè. Åñòåñòâåííî, íè êàêîãî ïðîòèâîðå÷èÿ íåò. Ïðîñòî ñêëàäûâàòü

áîëüøèå ñêîðîñòè íåîáõîäèìî ñîâñåì íå òàê, êàê ýòî äåëàåòñÿ â êëàññè-

÷åñêîé ìåõàíèêå.

⊲∗
Çàïèøåì ïðè ïîìîùè âåêòîðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà (1.17),

ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ ñêîðîñòè â âåêòîðíîì âèäå. �àçäåëèâ ∆r′ íà ∆t′,
ïîëó÷àåì:

u′ =
u− γ v + Γv (vu)

γ (1− uv)
. (1.23)

Ïðè ïîìîùè äâîéíîãî âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (�áàö ìèíóñ öàá�, ñòð. 360),

ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â òàêîì âèäå (ñì. (1.15)):

u′ =
u− v + [v × [v × u]] Γ/γ

1− uv
. (1.24)

Åñëè ñêîðîñòü ñèñòåìû îòñ÷¼òà S ′
ïàðàëëåëüíà ñêîðîñòè òåëà, òî ïðî-

èçâåäåíèå v × u = 0 è (1.24) ñîâïàäàåò ñ îäíîìåðíûì ïðåîáðàçîâàíèåì

ñêîðîñòè âäîëü îñè x (1.19).
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• Ôóíäàìåíòàëüíàÿ èíâàðèàíòíàÿ ñêîðîñòü �c� ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíî

âîçìîæíîé ñêîðîñòüþ äâèæåíèÿ �ìàòåðèàëüíîãî� îáúåêòà. Â ñàìîì äåëå,

ïóñòü íàáëþäàòåëü â ñèñòåìå S ñîçäà¼ò ñâîåãî êëîíà è îòïðàâëÿåò åãî

â ïîëåò ñî ñêîðîñòüþ v (ñèñòåìà S1). Ïåðâûé êëîí ñîçäàåò âòîðîãî è

�îòïðàâëÿåò� åãî ñ òîé æå ñêîðîñòüþ îòíîñèòåëüíî ñåáÿ (ñèñòåìà S2), è

ò.ä. äî áåñêîíå÷íîñòè. Â êëàññè÷åñêîé �èçèêå n-òûé êëîí îòíîñèòåëüíî

ñèñòåìû S èìåë áû ñêîðîñòü un = n v, êîòîðàÿ ïðè n → ∞ ñòðåìèëàñü

áû ê áåñêîíå÷íîñòè. Â ðåëÿòèâèñòñêîì ìèðå ñêîðîñòü n-òîãî è (n−1)-ãî

êëîíîâ îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷åòà S ñâÿçàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

S1
S2

S3

v v v
un =

un−1 + v

1 + un−1 v
v = 1

2

0

1

0 1 2 3 4 5

Åñëè ïðîòàáóëèðîâàòü ýòî ñîîòíîøåíèå, íà÷èíàÿ ñ u0 = 0, v = 1/2,
òî ïîëó÷èòñÿ ãðà�èê, ïðèâåäåííûé íà ðèñóíêå ñïðàâà. Ñêîðîñòü un ïðè

n → ∞ ñòðåìèòñÿ ê c = 1. Õîòÿ un ïîñòîÿííî óâåëè÷èâàåòñÿ, îòíîñè-

òåëüíî íàáëþäàòåëÿ â S êàæäàÿ äîáàâêà ñòàíîâèòñÿ âñ¼ ìåíüøå. Ïðè

n → ∞ ìîæíî ïîëîæèòü un = un−1 = u∞ è ïîëó÷èòü àñèìïòîòè÷åñêîå

çíà÷åíèå, íå çàâèñÿùåå îò v: u∞ = (u∞ + v)/(1 + u∞ v), îòêóäà u∞ = 1.

⊲∗
Íàéä¼ì ÿâíóþ çàâèñèìîñòü un îò n. Èç çàêîíà ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé

(1.20) ñëåäóåò (⋖H7) ñîîòíîøåíèå:

1 + ux

1− ux
=

1 + u′
x

1− u′
x

1 + v

1− v
. (1.25)

Ââîäÿ ãèïåðáîëè÷åñêèé àðêòàíãåíñ (ñòð. 382), èìååì:

ath(ux) = ath(u′
x) + ath(v), ãäå ath(v) =

1

2
ln

1 + v

1− v
.

Ïîýòîìó ath(un) = n ath(v), èëè:

un =
1− wn

1 + wn
, w =

1− v

1 + v
< 1. (1.26)

Ïîíÿòíî, ÷òî ïðè n → ∞, un → 1. Ôîðìóëà ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé, çàïè-

ñàííàÿ ïðè ïîìîùè ãèïåðáîëè÷åñêîãî àðêòàíãåíñà, èìååò âàæíûé ãåî-

ìåòðè÷åñêèé ñìûñë, êîòîðûé ìû îáñóäèì ïðè ðàññìîòðåíèè ïðîñòðàí-

ñòâà Ëîáà÷åâñêîãî âî âòîðîé ÷àñòè êíèãè.

Êðîìå ìûñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà ñ êëîíàìè, ñóùåñòâóþò òàêæå âåñ-

êèå ýíåðãåòè÷åñêèå ïðè÷èíû ïðåäåëüíîñòè ñêîðîñòè �c�, êîòîðûå òàêæå

ðàññìàòðèâàþòñÿ ÷óòü ïîçæå.
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1.7 Èíòåðâàë

• Èç ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà (1.18) ñëåäóåò (⋖H8), ÷òî äëÿ ëþáûõ

äâóõ ñîáûòèé ñëåäóþùàÿ êîìáèíàöèÿ ïðèðàùåíèé èìååò îäèíàêîâîå çíà-

÷åíèå äëÿ âñåõ íàáëþäàòåëåé:

(∆s)2 = (∆t′)2 − (∆x′)2 − (∆y′)2 = (∆t)2 − (∆x)2 − (∆y)2.

Âåëè÷èíà ∆s íàçûâàåòñÿ èíòåðâàëîì ìåæäó ñîáûòèÿìè è ÿâëÿåòñÿ èí-

âàðèàíòîì ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà.

Åñëè â òî÷êå {x1, y1} ïðîèçîøëà âñïûøêà ñâåòà, ðàñïðîñòðàíÿþùàÿñÿ
â âèäå ñ�åðè÷åñêîé âîëíû (â ïëîñêîñòè � îêðóæíîñòü) ñî ñêîðîñòüþ c =
1, òî çà âðåìÿ ∆t å¼ ðàäèóñ R ñòàíåò ðàâíûì ∆t:

xx′

y
y′

v 1

2

R2 = (∆x)2+(∆y)2 = (∆t)2.

Ñëåäîâàòåëüíî, (∆s)2 = 0, è òàêèå èíòåðâàëû íàçûâàþòñÿ ñâåòîïîäîá-

íûìè. Ñâåòîïîäîáíûå èíòåðâàëû âîçíèêàþò ìåæäó ñîáûòèÿìè, êîòîðûå

ìîæíî ñâÿçàòü ñèãíàëîì ðàñïðîñòðàíÿþùèìñÿ ñ �óíäàìåíòàëüíîé ñêî-

ðîñòüþ. Ñâåòîïîäîáíûé èíòåðâàë ðàâåí íóëþ äëÿ âñåõ íàáëþäàòåëåé.

Ïîýòîìó ñ�åðè÷åñêàÿ ñâåòîâàÿ âîëíà áóäåò âûãëÿäåòü ñ�åðè÷åñêîé èç

ëþáîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà.

Åñëè (∆s)2 > 0, òî èíòåðâàë íàçûâàåòñÿ âðåìåíèïîäîáíûì. Â ÷àñòíî-

ñòè, ïðè ∆x = ∆y = 0 èíòåðâàë ∆s ðàâåí âðåìåíè ∆t, ïðîøåäøåìó íà
íåïîäâèæíûõ â äàííîé ñèñòåìå ÷àñàõ. Ñîáûòèÿ, ñâÿçàííûå âðåìåíèïî-

äîáíûìè èíòåðâàëàìè, ìîæíî ñîåäèíèòü ñèãíàëîì, ðàñïðîñòðàíÿþùèì-

ñÿ ñî ñêîðîñòüþ u, ìåíüøåé åäèíèöû (c = 1):

(∆s)2 = (∆t)2 − (∆x)2 − (∆y)2 = (∆t)2
(
1− u2

)
> 0,

ãäå u2
� êâàäðàò ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèÿ íà ∆x, ∆y çà âðåìÿ ∆t. Âðå-

ìåíèïîäîáíîñòü èíòåðâàëà ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ñâîéñòâîì äëÿ âñåõ

íàáëþäàòåëåé.

Íàêîíåö, åñëè (∆s)2 < 0, òî èíòåðâàë íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííî-

ïîäîáíûì. Äâà ñîáûòèÿ, äëÿ êîòîðûõ (∆s)2 < 0, íåëüçÿ ñâÿçàòü ñâåòîâû-
ìè ñèãíàëàìè èëè �îáû÷íûìè� ÷àñòèöàìè, èìåþùèìè ñêîðîñòü ìåíüøå

�óíäàìåíòàëüíîé.

Èíâàðèàíòíîñòü èíòåðâàëà èìååò ãëóáîêèé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë. Âå-

ëè÷èíà∆s ÿâëÿåòñÿ ðàññòîÿíèåì â ïñåâäîåâêëèäîâîì 4-ìåðíîì ïðîñòðàí-

ñòâå è âðåìåíè (ãëàâà 7).
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• Îáúåêò, ëåòÿùèé ñî ñêîðîñòüþ, ñêîëü óãîäíî áëèçêîé ê �óíäàìåí-

òàëüíîé ñêîðîñòè �c�, êà÷åñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò îáúåêòîâ, èìåþùèõ â

òî÷íîñòè ñêîðîñòü �c�. Íàïðèìåð, ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà ïðè v = c

îáðàùàþòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ñ îáúåêòàìè,

èìåþùèìè ñêîðîñòü �c�, íåëüçÿ ñâÿçàòü èíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà,

íàïîëíåííóþ íàáëþäàòåëÿìè, ÷àñàìè è ëèíåéêàìè.

Íàø ìèð âïîëíå ìîã áûòü óñòðîåí òàê, ÷òî â íåì îòñóòñòâîâàëè áû

îáúåêòû, äâèãàþùèåñÿ ñî ñêîðîñòüþ �c�. Íà ñàìîì äåëå, ýòî äîâîëüíî

åñòåñòâåííî. Â òàêîì ìèðå �c� ÿâëÿëàñü áû ïðåäåëüíîé, íî íåäîñòèæè-

ìîé íèêàêèì îáúåêòîì ñêîðîñòüþ. Îäíàêî, ïî-âèäèìîìó, íàø ìèð óñòðî-

åí èíà÷å, è â íåì ñóùåñòâóþò ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷íûå îò îñòàëüíûõ

îáúåêòîâ ñóùíîñòè, äâèæóùèåñÿ ñ �óíäàìåíòàëüíîé ñêîðîñòüþ. Èõ ñà-

ìûì âàæíûì ïðåäñòàâèòåëåì ÿâëÿåòñÿ ñâåò. Îí äàåò íàì âîçìîæíîñòü

èçó÷àòü óäàë¼ííûå ïðåäìåòû, à áëàãîäàðÿ ñâåòó, èñïóñêàåìîìó Ñîëíöåì,

ñóùåñòâóåò æèçíü íà íàøåé ïëàíåòå. Ïðè âûñîêîé ýíåðãèè ìû âîñïðè-

íèìàåì ñâåò, êàê ÷àñòèöû (�îòîíû), à ïðè ìàëîé � êàê âîëíû (ýëåêòðî-

ìàãíèòíîå èçëó÷åíèå).

Êðîìå ñâåòà, ìîãóò ñóùåñòâîâàòü è äðóãèå ñóùíîñòè, äâèæóùèåñÿ ñ

�óíäàìåíòàëüíîé ñêîðîñòüþ. Ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà, ïî âñåé âèäèìîñòè,

ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ãðàâèòàöèîííîå âçàèìîäåéñòâèå, è ò.ä. Âïðî÷åì, äîë-

ãîå âðåìÿ ñ÷èòàëîñü, ÷òî íåéòðèíî (ñëàáîâçàèìîäåéñòâóþùàÿ ÷àñòèöà)

ÿâëÿåòñÿ ñâåòîïîäîáíîé. Îäíàêî, ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî îáíàðóæèëîñü,

÷òî ó íå¼ åñòü ìàëàÿ, íî îòëè÷íàÿ îò íóëÿ ìàññà.

Ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå ñâåòîïîäîáíûõ îáúåêòîâ îò �îáû÷íûõ� â òîì,

÷òî, îäèí ðàç ðîäèâøèñü òàêèìè, îíè òàê è ïðîæèâàþò âñþ ñâîþ �æèçíü�.

Èõ íåëüçÿ, íå óíè÷òîæèâ, çàòîðìîçèòü è îñòàíîâèòü. Îíè íå ìåíÿþò

ñâîþ ñêîðîñòü. �å÷ü, êîíå÷íî, èäåò î äâèæåíèè â âàêóóìå. Â âåùåñòâå

ñêîðîñòü ñâåòà ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå. Îäíàêî �àêòè÷åñêè ýòà ñêîðîñòü ÿâ-

ëÿåòñÿ óñðåäíåíèåì ñêîðîñòè ðàçëè÷íûõ �îòîíîâ, ïåðåèçëó÷àåìûõ (�ñ

çàäåðæêîé�) àòîìàìè âåùåñòâà. Ìåæäó àòîìàìè �îòîí äâèæåòñÿ ñî ñêî-

ðîñòüþ c. �Íåêâàíòîâàÿ� êàðòèíà òîãî æå ïðîöåññà ñòðîèòñÿ íà îñíîâå

ñóììèðîâàíèÿ ìíîæåñòâà âòîðè÷íûõ âîëí, âîçíèêàþùèõ ïðè êîëåáàíèè

çàðÿæåííûõ ÷àñòèö âåùåñòâà ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíîé.

�àç âîçìîæíû ñâåòîïîäîáíûå îáúåêòû, êà÷åñòâåííî îòëè÷àþùèåñÿ îò

îáû÷íûõ, ìîæíî äîïóñòèòü è ñóùåñòâîâàíèå òàõèîíîâ, ñïîñîáíûõ äâè-

ãàòüñÿ áûñòðåå �óíäàìåíòàëüíîé ñêîðîñòè �c�. Êàê è ñâåò, îäèí ðàç òà-

êèì ðîäèâøèñü, òàõèîí îñòà¼òñÿ òàõèîíîì âñå âðåìÿ. Åãî ñêîðîñòü ìîæåò

ïðèáëèæàòüñÿ ê ñêîðîñòè �c� ñâåðõó, íèêîãäà å¼ íå äîñòèãàÿ. Äîïóùåíèå
ñóùåñòâîâàíèÿ òàõèîíîâ ïðèâîäèò ê î÷åíü íåîáû÷íûì ñëåäñòâèÿì.
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1.8 Àêñèîìàòèêà Ýéíøòåéíà

Îáñóæäåíèå ëîãè÷åñêèõ îñíîâ òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè áóäåò íåïîë-

íûì áåç ðàññìîòðåíèÿ òðàäèöèîííîãî ïîäõîäà, âîñõîäÿùåãî ê Ýéíøòåé-

íó. Ñàì Ýéíøòåéí â 1905 ã. â ñòàòüå �Ê ýëåêòðîäèíàìèêå äâèæóùèõñÿ

òåë� ñ�îðìóëèðîâàë ñâîè ïîñòóëàòû ñëåäóþùèì îáðàçîì [5℄:

1. Çàêîíû, ïî êîòîðûì èçìåíÿþòñÿ ñîñòîÿíèÿ �èçè÷åñêèõ ñè-

ñòåì, íå çàâèñÿò îò òîãî, ê êîòîðîé èç äâóõ êîîðäèíàòíûõ ñè-

ñòåì, äâèæóùèõñÿ îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà ðàâíîìåðíî è ïðÿ-

ìîëèíåéíî, ýòè èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ îòíîñÿòñÿ.

2. Êàæäûé ëó÷ ñâåòà äâèæåòñÿ â �ïîêîÿùåéñÿ� ñèñòåìå êîîðäè-

íàò ñ îïðåäåëåííîé ñêîðîñòüþ c íåçàâèñèìî îò òîãî, èñïóñêàåòñÿ
ëè îí ïîêîÿùèìñÿ èëè äâèæóùèìñÿ òåëîì.

Âòîðîé ïîñòóëàò ÷àñòî ïîíèìàþò íå ñîâñåì âåðíî. Ïîýòîìó ïðèâåä¼ì

ïîÿñíåíèÿ ñàìîãî Ýéíøòåéíà, êîòîðûå îí ñäåëàë â 1921 ã. â ëåêöèÿõ

�Ñóùíîñòü òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè�:

...ìîæíî ñ÷èòàòü óñòàíîâëåííûì, ÷òî ñâåò, êàê ýòî âûòåêàåò èç

óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà - Ëîðåíöà, ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â ïóñòîòå ñî

ñêîðîñòüþ c, ïî êðàéíåé ìåðå, â îïðåäåëåííîé èíåðöèàëüíîé ñè-

ñòåìå êîîðäèíàò K. Â ñîãëàñèè ñî ñïåöèàëüíûì ïðèíöèïîì îòíî-

ñèòåëüíîñòè ìû äîëæíû ñ÷èòàòü, ÷òî ýòîò ïðèíöèï ñïðàâåäëèâ

òàêæå è â ëþáîé äðóãîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå.

Ñàì ïî ñåáå âòîðîé ïîñòóëàò äîñòàòî÷íî �áåçîáèäåí�. Ý�èðíûå òåî-

ðèè êàê ðàç ïðåäïîëàãàëè íàëè÷èå òàêîé ïîêîÿùåéñÿ ñèñòåìû (ruhenden

Koordinatensystem, ïî Ýéíøòåéíó). Ïðè ýòîì ïðîâîäèëàñü àíàëîãèÿ ñ

ðàñïðîñòðàíåíèåì çâóêà â âîçäóõå. Åñëè íàáëþäàòåëü íåïîäâèæåí îòíî-

ñèòåëüíî âîçäóõà, òî ñêîðîñòü çâóêà äëÿ íåãî ïîñòîÿííà è íå çàâèñèò îò

ñêîðîñòè èñòî÷íèêà çâóêà. Ñóùåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ âûäåëåííîñòü ñèñòå-

ìû îòñ÷¼òà, ñâÿçàííîé ñî ñðåäîé. Â ëþáîé äðóãîé ñèñòåìå ñêîðîñòü çâóêà

áóäåò èíîé, çàâèñÿùåé îò íàïðàâëåíèÿ åãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ.

Ïîýòîìó ïðåäïîëàãàëîñü ñóùåñòâîâàíèå íåêîòîðîé ñðåäû (ý�èðà), â

êîòîðîé ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñâåò (ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû). Ñ÷èòàëîñü,

÷òî óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà îòíîñÿòñÿ ê ñèñòåìå îòñ÷¼òà, íåïîäâèæíîé îò-

íîñèòåëüíî ýòîé ñðåäû. Ñîîòâåòñòâåííî, çíà÷åíèå ñêîðîñòè ñâåòà, ñëå-

äîâàâøåå èç óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà, îòíîñèëîñü ê íåïîäâèæíîé ñèñòåìå

îòñ÷¼òà.



ËÎ�È×ÅÑÊÈÅ ÎÑÍÎÂÛ 41

Òàêèì îáðàçîì, êëþ÷åâûì â àêñèîìàòèêå Ýéíøòåéíà ÿâëÿåòñÿ îáú-

åäèíåíèå âòîðîãî ïîñòóëàòà è ïðèíöèïà îòíîñèòåëüíîñòè. Ýòî ïðèâîäèò

ê ñîâåðøåííî íîâîìó è î÷åíü ñèëüíîìó óòâåðæäåíèþ:

1 + 2. Ñêîðîñòü ñâåòà îäèíàêîâà âî âñåõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà.

Òî åñòü íåçàâèñèìî îò òîãî, êàêèì îáðàçîì ñâåòîâîé èìïóëüñ áûë ñîçäàí,

èçìåðåíèå åãî ñêîðîñòè ðàçëè÷íûìè íàáëþäàòåëÿìè (äâèæóùèìèñÿ îò-

íîñèòåëüíî äðóã äðóãà) áóäåò ïðèâîäèòü ê îäíîìó è òîìó æå çíà÷åíèþ.

Ýòîò ïîñòóëàò ïðîòèâîðå÷èò �êëàññè÷åñêîé èíòóèöèè�, âîñïèòàííîé íà

ãàëèëååâîì çàêîíå ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé. Òåì íå ìåíåå, îí âåðåí è, êàê

ïîêàçàíî âûøå, ñëåäóåò èç çíà÷èòåëüíî áîëåå åñòåñòâåííûõ èñõîäíûõ

ïîëîæåíèé, åñëè îòêàçàòüñÿ îò àêñèîìû àáñîëþòíîñòè âðåìåíè.

Îáúåäèíåíèå äâóõ ïîñòóëàòîâ �àêòè÷åñêè îçíà÷àëî îòêàç îò ý�èðà,

êàê íåêîé ñðåäû, â êîòîðîé ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñâåò. Äåéñòâèòåëüíî, ïðèí-

öèï îòíîñèòåëüíîñòè èìååò ñìûñë òîëüêî äëÿ �ïóñòîãî ïðîñòðàíñòâà� â

êîòîðîì íåëüçÿ óñòàíîâèòü âûäåëåííîñòü òîé èëè èíîé èíåðöèàëüíîé

ñèñòåìû îòñ÷¼òà. Ïðè äâèæåíèè â âîçäóõå èëè ý�èðå áåññìûñëåííî ãî-

âîðèòü î ðàâíîïðàâèè ñèñòåì îòñ÷¼òà. Îñîáåííî, êîãäà îñíîâíûìè îáú-

åêòàìè òåîðèè îêàçûâàþòñÿ ñâåòîâûå èìïóëüñû, ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ â

ýòîé ñðåäå.

Çàìåòèì, ÷òî â ðàìêàõ àêñèîìàòèêè Ýéíøòåéíà â ïðèíöèïå ìîæíî

ãîâîðèòü íå î ñêîðîñòè ñâåòà, à î ñóùåñòâîâàíèè ìàêñèìàëüíî âîçìîæ-

íîé ñêîðîñòè ëþáûõ îáúåêòîâ â ïðèðîäå. Åñëè ýòó ñêîðîñòü îáîçíà÷èòü

÷åðåç �c� è ñ÷èòàòü, ÷òî ýòà �óíäàìåíòàëüíàÿ êîíñòàíòà åäèíà äëÿ âñåõ
ðàâíîïðàâíûõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåì îòñ÷¼òà, òî ìû ïðèä¼ì ê �ïîñòóëàòó

ïîñòîÿíñòâà� â åãî ñèëüíîé �îðìóëèðîâêå 1 + 2.
Äî Ýéíøòåéíà è Ëîðåíö, è Ïóàíêàðå ïîëó÷àëè ïðåîáðàçîâàíèÿ ìåæäó

ñèñòåìàìè îòñ÷¼òà èç ñîîáðàæåíèé èíâàðèàíòíîñòè óðàâíåíèé Ìàêñâåë-

ëà. Èñòîðè÷åñêàÿ âàæíîñòü ðàáîòû Ýéíøòåéíà 1905 ã. ñîñòîÿëà â òîì,

÷òî îí îãðàíè÷èëñÿ òîëüêî îäíèì �àêòîì, ñëåäóþùèì èç ýëåêòðîìàãíèò-

íîé òåîðèè: ñóùåñòâóþò ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ

ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà. Â ýòîì ñìûñëå åãî ïîñòðîåíèÿ áûëè áîëåå îáùèìè.

Êîãäà ìû ãîâîðèì î �óíäàìåíòàëüíîé êîíñòàíòå ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòè

âìåñòî ñêîðîñòè ñâåòà, ïîñòðîåíèÿ ñòàíîâÿòñÿ åù¼ áîëåå îáùèìè. Ìû íå

ïðèâÿçûâàåìñÿ ê òåîðèè êîíêðåòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ èëè êîíêðåòíîìó

àãåíòó, äâèæóùåìóñÿ â òî÷íîñòè ñ �óíäàìåíòàëüíîé ñêîðîñòüþ. Õîòÿ,

êîíå÷íî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òàêîé àãåíò äîëæåí áûòü. Çàìåòèì, ÷òî â

ïðèâåäåííîì ðàíåå ñïîñîáå âûâîäà ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà òàêîé àãåíò

íå òðåáîâàëñÿ. Îí ìîã äàæå íå ñóùåñòâîâàòü â ïðèíöèïå, åñëè áû â ìèðå

íå áûëî áåçìàññîâûõ ÷àñòèö.



42 �ËÀÂÀ 1.

• �àññìîòðèì òåïåðü âûâîä ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà, îñíîâàííûé íà

ñèëüíîé âåðñèè ïîñòóëàòà î ïîñòîÿíñòâå ñêîðîñòè ñâåòà 1 + 2. Áóäåì,
ñëåäóÿ Ýéíøòåéíó, ïðåäïîëàãàòü ëèíåéíîñòü ïðåîáðàçîâàíèé, èñõîäÿ èç

�ñâîéñòâà îäíîðîäíîñòè, êîòîðîå ìû ïðèïèñûâàåì ïðîñòðàíñòâó è âðå-

ìåíè� [5℄. Ýéíøòåéí äëÿ ñîãëàñîâàíèÿ åäèíèö äëèíû ìåæäó äâóìÿ ñè-

ñòåìàìè îòñ÷¼òà ïðåäïîëàãàåò, ÷òî êîïèÿ íåïîäâèæíîé æ¼ñòêîé ëèíåé-

êè ñèñòåìû S ðàçãîíÿåòñÿ äî ñêîðîñòè v, ñòàíîâÿñü ýòàëîíîì äëèíû â

ñèñòåìå S ′
. Çàìåòèì, ÷òî àáñîëþòíî æ¼ñòêèõ ëèíååê íå áûâàåò, è ïðè

óñêîðåíèè îíè ìîãóò äå�îðìèðîâàòüñÿ. Ïðîáëåìà íåñêîëüêî óïðîùàåò-

ñÿ, åñëè ëèíåéêà ïðè ðàçãîíå ðàñïîëàãàåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíî âåêòîðó

óñêîðåíèÿ è âñå å¼ òî÷êè îäíîâðåìåííî ïîëó÷àþò îäèíàêîâîå óñêîðåíèå.

Ïîñëå äîñòèæåíèÿ íåîáõîäèìîé ñêîðîñòè óñêîðåíèå ñòàíîâèòñÿ íóëåâûì.

Â ñèëó èçîòðîïíîñòè ïðîñòðàíñòâà â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà ëè-

íåéêó ìîæíî ïîâåðíóòü âäîëü ëþáîãî íàïðàâëåíèÿ.

Òåì íå ìåíåå, Ýéíøòåéí ïðåäïîëàãàåò, ÷òî êîîðäèíàòû y′ è y îñåé,

êîòîðûå ïåðïåíäèêóëÿðíû ñêîðîñòè, ìîãóò îòëè÷àòüñÿ:

y′ = η(v) y,

ãäå η(v) � íåêîòîðàÿ ÷¼òíàÿ (â ñèëó èçîòðîïèè) �óíêöèÿ ñêîðîñòè. Òàê

êàê íàáëþäàòåëè ðàâíîïðàâíû, òàêîå æå ñîîòíîøåíèå äîëæíî áûòü ñïðà-

âåäëèâûì è äëÿ îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîýòîìó:

y = η(−v) y′ = η(−v) η(v) y ⇒ η(−v) η(v) = η2(v) = 1.

Òàê êàê ïðè v = 0 äîëæíî áûòü η(0) = 1, ñëåäîâàòåëüíî η = 1 è êîîð-

äèíàòû, ïåðïåíäèêóëÿðíûå îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè ñèñòåì îòñ÷¼òà, íå

èçìåíÿþòñÿ.

Çàïèøåì ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

t′ = γ (t− σ x), x′ = γ (x− v t), y′ = y,

ãäå γ = γ(v), σ = σ(v) � íåèçâåñòíûå �óíêöèè ñêîðîñòè. Êàê è ðàíüøå,

ñ÷èòàåì, ÷òî íà÷àëî ñèñòåìû S ′
(òî÷êà x′ = 0) äâèæåòñÿ ïî òðàåêòîðèè

x = v t, à íà÷àëî ñèñòåìû S, ñîîòâåòñòâåííî, ïî òðàåêòîðèè x′ = −v t′. Â
íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t′ = t = 0 íà÷àëà ñèñòåì îòñ÷¼òà ñîâïàäàþò.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ìîìåíò t′ = t = 0, íàïðèìåð, â òî÷êå x = x′ = 0,
y = y′ = 0 ïðîèñõîäèò âñïûøêà ñâåòà. Ñ�åðè÷åñêàÿ ñâåòîâàÿ âîëíà â

êàæäîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà áóäåò èìåòü óðàâíåíèÿ:

x2 + y2 = (ct)2, x′2 + y′2 = (ct′)2.

Â ñèëó ïîñòóëàòà ïîñòîÿíñòâà ñêîðîñòè ñâåòà, ðàäèóñû îáåèõ ñ�åð (âûøå

îêðóæíîñòåé) óâåëè÷èâàþòñÿ ñ îäèíàêîâîé ñêîðîñòüþ c.
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Ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå ñâåòîâîé ñ�åðû ñèñòåìû S ′
ëèíåéíûå ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò è âðåìåíè. Âîçâîäÿ èõ â êâàäðàò, íàõîäèì:

γ2x2 − 2 γ2 v x t+ γ2 v2 t2 + y2 = γ2 (ct)2 − 2 γ2 c2 σ x t+ γ2 σ2 c2 x2.

×òîáû ïîëó÷èëîñü óðàâíåíèå ñ�åðû â ñèñòåìå S, ïåðåêð¼ñòíûå ÷ëåíû
xt äîëæíû ñîêðàòèòüñÿ. Ïîýòîìó:

σ =
v

c2
.

Ñîáèðàÿ ñëàãàåìûå ïðè x2
, y2 è t2, èìååì:

γ2(1− v2/c2) x2 + y2 = γ2(1− v2/c2) (ct)2.

Ó÷èòûâàÿ óðàâíåíèå ñâåòîâîé ñ�åðû â ñèñòåìå S, ïðèõîäèì ê ñëåäóþ-

ùåìó ñîîòíîøåíèþ äëÿ �óíêöèè γ:

γ2 (1− v2/c2) = 1.

Òàê êàê ïðè íóëåâîé îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè γ(0) = 1, ïðè èçâëå÷åíèè

êîðíÿ íåîáõîäèìî âûáðàòü çíàê ïëþñ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àþòñÿ èñêîìûå

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà:

t′ =
t− v x/c2
√

1− v2/c2
, x′ =

x− v t
√

1− v2/c2
, y′ = y, z′ = z,

ãäå äîáàâëåíî ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ âòîðîé ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê íàïðàâ-

ëåíèþ äâèæåíèÿ îñè z. �àññóæäåíèÿ äëÿ íå¼ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íû

îñè y.

Ïðè òàêîì âûâîäå ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà ïðèíöèïèàëåí ó÷¼ò ïî

êðàéíåé ìåðå äâóõ ïðîñòðàíñòâåííûõ èçìåðåíèé. Åñëè áû âìåñòî ñâå-

òîâîé ñ�åðû (èëè, êàê âûøå, îêðóæíîñòè) áûëî ðàññìîòðåíî äâèæå-

íèå ñâåòîâîãî èìïóëüñà òîëüêî âäîëü îñè x, óäàëîñü áû íàéòè �óíê-

öèþ σ(v) = v/c2, íî íå γ(v). Åñòåñòâåííî, òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè ìî-

æåò áûòü ðàçâèòà è äëÿ îäíîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Îäíàêî â ýòîì ñëó-

÷àå ïîñòóëàòà ïîñòîÿíñòâà ñêîðîñòè ñâåòà ñàìîãî ïî ñåáå íåäîñòàòî÷íî.

Íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü, â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì îòíîñèòåëüíîñòè,

ãðóïïîâûå ñîîáðàæåíèÿ, ïîäîáíî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â ðàçäåëå

�Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà� (ñòð. 28). Â ÷àñòíîñòè, äëÿ êîîðäèíàò x, x′
çà-

ïèñûâàåòñÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå è ïîñëå ïîäñòàíîâêè â íåãî ïðÿìîãî

ïîëó÷àåòñÿ âèä �óíêöèè γ. Îäíàêî âìåñòî êîìïîçèöèè ïðåîáðàçîâàíèé

äëÿ òð¼õ ñèñòåì îòñ÷¼òà, êîòîðîå äàëî íàì â ðàçäåëå 1.3 �óíêöèþ σ,
ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïîñòóëàò ïîñòîÿíñòâà ñêîðîñòè ñâåòà âî âñåõ èíåð-

öèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà.
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�ëàâà 2

Íåìíîãî �èëîñî�èè è èñòîðèè

Â ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ îáùèå âîïðîñû àêñèîìàòè÷åñêîãî îñíî-

âàíèÿ �èçè÷åñêèõ òåîðèé è îáñóæäàåòñÿ ïðîèñõîæäåíèå �óíäàìåíòàëü-

íûõ êîíñòàíò. Áóäåò ñ�îðìóëèðîâàí ïðèíöèï ïàðàìåòðè÷åñêîé íåïîë-

íîòû, ïîçâîëÿþùèé, ïî êðàéíåé ìåðå â ïðèíöèïå, ïîëó÷àòü íîâûå �è-

çè÷åñêèå òåîðèè íà îñíîâå óæå ñóùåñòâóþùèõ.

×òîáû îùóòèòü âîçìîæíóþ îãðàíè÷åííîñòü òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè,

ñòîèò ïðî÷èòàòü ðàçäåë �Çà ãðàíèöåé èçâåñòíîãî�, õîòÿ â äàëüíåéøåì îí

íàì íå ïîíàäîáèòñÿ. Ïîñëåäíèå òðè ðàçäåëà ãëàâû íîñÿò èñòîðè÷åñêèé

õàðàêòåð.

45
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2.1 Àêñèîìàòè÷åñêîå ïîñòðîåíèå òåîðèé

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåêîòîðîãî óòâåðæäåíèÿ, íåîáõîäèìî îòòîëêíóòü-

ñÿ îò äðóãèõ óòâåðæäåíèé (ïðåäïîëîæåíèé). Óñëîâíî ïðåäñòàâèì êàæäîå

óòâåðæäåíèå â âèäå îêðóæíîñòè, à ñòðåëêàìè ïîìåòèì êàêèå óòâåðæäå-

íèÿ èñïîëüçîâàëèñü ïðè åãî äîêàçàòåëüñòâå. Òàê êàê âîçìîæíûõ óòâåð-

æäåíèé î÷åíü ìíîãî (âîîáùå ãîâîðÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî), òàêîå ñïàãåòòè

âçàèìîñâÿçåé ìîæåò îêàçàòüñÿ î÷åíü çàïóòàííûì.

Îäíàêî, çàìå÷àòåëüíûì îáðàçîì â ýòîì ïåðåïëåòåíèè, îáû÷íî, ìîæíî

íàâåñòè ïîðÿäîê. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò òîëüêî íåñêîëüêî èñõîä-

íûõ óòâåðæäåíèé (àêñèîì) èç êîòîðûõ âûâîäÿòñÿ âñå îñòàëüíûå. Äðóãè-

ìè ñëîâàìè, èç êîíå÷íîãî íàáîðà óòâåðæäåíèé óäà¼òñÿ ïîëó÷èòü áåñêî-

íå÷íîå ÷èñëî äðóãèõ óòâåðæäåíèé. Ýòî çàìå÷àòåëüíîå ñâîéñòâî ìàòåìà-

òè÷åñêèõ è �èçè÷åñêèõ òåîðèé íàçûâàåòñÿ àêñèîìàòè÷åñêèì ìåòîäîì.

�åîìåòðèÿ Åâêëèäà áûëà ïî-âèäèìîìó ïåðâîé òåîðèåé, ñ�îðìóëèðî-

âàííîé â àêñèîìàòè÷åñêîì âèäå. Ñíà÷àëà ïåðå÷èñëÿëèñü �î÷åâèäíûå�,

ïðèíèìàåìûå áåç äîêàçàòåëüñòâ óòâåðæäåíèÿ � àêñèîìû, à çàòåì, ïðè

ïîìîùè ëîãè÷åñêîãî âûâîäà, ïîëó÷àëèñü äðóãèå óòâåðæäåíèÿ � òåîðå-

ìû. Âïðî÷åì, ëîãè÷åñêèé âûâîä áûë äîñòàòî÷íî íå�îðìàëüíûé, ÷àñòî

îïèðàþùèéñÿ íà èíòóèòèâíóþ î÷åâèäíîñòü. Ïî îáðàçíîìó âûðàæåíèþ

Âëàäèìèðà Óñïåíñêîãî ýòî áûëè ïñèõîëîãè÷åñêèå äîêàçàòåëüñòâà, ò.å.

ðàññóæäåíèÿ, óáåäèòåëüíûå íà ñòîëüêî, ÷òî âû ãîòîâû äðóãèõ ëþäåé

óáåæäàòü ïðè ïîìîùè ýòèõ æå ðàññóæäåíèé.

Ñî âðåìåíåì âîçíèêëà ïîòðåáíîñòü òàê �îðìàëèçîâàòü ïîñòðîåíèå

òåîðèè è äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì, ÷òîáû íè êàêèå íåçàìåòíî ïðèâíåñ¼í-

íûå �î÷åâèäíîñòè� íå ïîðòèëè å¼ ëîãè÷åñêóþ ñòðîéíîñòü. Â ÷àñòíîñòè,

ïî-âîçìîæíîñòè íåîáõîäèìî îòêàçàòüñÿ îò åñòåñòâåííîãî ÿçûêà ñ ïðè-

ñóùåé åìó íåîäíîçíà÷íîñòüþ. Áëåñòÿùèì ïðèìåðîì ïîäîáíîãî ïîäõîäà

ÿâèëèñü �Îñíîâàíèÿ ãåîìåòðèè� è ïîñëåäóþùèå ðàáîòû Äàâèäà �èëüáåð-

òà. Ïðè ýòîì âñå îáúåêòû òåîðèè è âçàèìîñâÿçè ìåæäó íèìè îáîçíà÷à-

þòñÿ �îðìàëüíûìè ñèìâîëàìè, à ëîãè÷åñêèé âûâîä ñâîäèòñÿ ê �ïåðåñòà-

íîâêå� ýòèõ ñèìâîëîâ ïî çàðàíåå îïðåäåë¼ííûì ïðàâèëàì.
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⊲ Àêñèîìû �õîðîøåé� òåîðèè îáëàäàþò ñâîéñòâàìè íåçàâèñèìîñòè,

íåïðîòèâîðå÷èâîñòè è ïîëíîòû. Íåçàâèñèìîñòü îçíà÷àåò, ÷òî íè îäíó èç

àêñèîì íåëüçÿ âûâåñòè èç äðóãèõ. Åñëè ýòî óäà¼òñÿ ñäåëàòü, ñèñòåìà àê-

ñèîì óìåíüøàåòñÿ, ïîêà íå îñòàíóòñÿ ïîëíîñòüþ íåçàâèñèìûå óòâåðæäå-

íèÿ. Íåïðîòèâîðå÷èâîñòü � ïðåäïîëàãàåò, ÷òî â òåîðèè íåëüçÿ âûâåñòè

íåêîòîðîå óòâåðæäåíèå è îäíîâðåìåííî ñ ýòèì äîêàçàòü åãî îòðèöàíèå.

Ïðîòèâîðå÷èâàÿ òåîðèÿ ïðèíîñèò ìàëî ïîëüçû è íåîáõîäèìî èçáåãàòü

òàêèõ òåîðèé. Íàêîíåö, ïîëíîòà ñèñòåìû àêñèîì îçíà÷àåò, ÷òî ñ èõ ïî-

ìîùüþ ìîæíî äîêàçàòü èëè îïðîâåðãíóòü ëþáîå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå

�îðìóëèðóåòñÿ â ðàìêàõ äàííîé òåîðèè. Åñëè óòâåðæäåíèå (è åãî îòðè-

öàíèå) íå âûâîäèìî èç àêñèîì, åãî ìîæíî ê íèì äîáàâèòü. Â �õîðîøåé�

òåîðèè ìíîæåñòâî àêñèîì äîëæíî îñòàâàòüñÿ êîíå÷íûì.

Ïîëíóþ è íåïðîòèâîðå÷èâóþ òåîðèþ íåëüçÿ èçìåíèòü, äîáàâèâ ê óæå

ñóùåñòâóþùèì àêñèîìàì íîâóþ. Ïðè ýòîì èëè ñèñòåìà àêñèîì ïåðåñòà-

íåò áûòü íåçàâèñèìîé, èëè â òåîðèè âîçíèêíóò ïðîòèâîðå÷èÿ (åñëè äî-

áàâëåíî îòðèöàíèå âûâîäèìîãî èç èñõîäíûõ àêñèîì óòâåðæäåíèÿ).

⊲ Òåîðåìû òåîðèè ìîæíî ðàçáèòü íà êëàññû çàâèñèìîñòåé, îòáèðàÿ

â êàæäûé êëàññ òåîðåìû, âûâîäèìûå èç äàííîé ãðóïïû àêñèîì. Íàïðè-

ìåð, ïóñòü åñòü 3 àêñèîìû A1, A2, A3. Åñëè òåîðåìà T1 âûâîäèìà èç A1, A2

è íå òðåáóåò àêñèîìû A3, îíà ïîìåùàåòñÿ â êëàññ {A1, A2}. Â íåêîòîðîì

ñìûñëå àêñèîìû ñîäåðæàò â ñåáå íåêîòîðóþ �àêñèîìàòè÷åñêóþ èí�îð-

ìàöèþ�, êîòîðàÿ òðåáóåòñÿ äëÿ âûâîäà äàííîé òåîðåìû. ×åì �èí�îðìà-

òèâíåå� òåîðåìà, òåì áîëüøå àêñèîì íåîáõîäèìî çàäåéñòâîâàòü äëÿ å¼

âûâîäà. Èíîãäà ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî òåîðåìà ïðèíàäëåæèò ñðàçó äâóì

êëàññàì, íàïðèìåð {A1, A2} è {A1, A3}. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èí�îðìàöèÿ â
àêñèîìàõ A2 è A3, íåîáõîäèìàÿ äëÿ òåîðåìû, ÷àñòè÷íî ïåðåêðûâàåòñÿ.

Â ïðèíöèïå ìîæíî ïåðå÷èñëèòü ïîäìíîæåñòâî òåîðåì, êîòîðûå íå òðå-

áóþò äëÿ ñâîåãî äîêàçàòåëüñòâà íåêîòîðîé àêñèîìû. Ýòè òåîðåìû îá-

ðàçóþò, âîîáùå ãîâîðÿ, íåïîëíóþ òåîðèþ. Îäíàêî, òàêàÿ òåîðèÿ ìîæåò

îêàçàòüñÿ äîñòàòî÷íî ñîäåðæàòåëüíîé è, êàê ìû âèäåëè íà ïðèìåðå âû-

âîäà ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà, áîëåå îáùåé, ÷åì òà, êîòîðàÿ ñëåäóåò èç

ïîëíîãî íàáîðà àêñèîì. Äîáàâëåíèå íåèñïîëüçóåìîé àêñèîìû ïðèâîäèò

ê íîâûì òåîðåìàì, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ áîëåå æ¼ñòêèìè (îïðåäåë¼ííû-

ìè). Òàê, óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî âðåìÿ àáñîëþòíî, ò.å. âî âñåõ ñèñòåìàõ

îòñ÷¼òà òå÷¼ò îäèíàêîâûì îáðàçîì, ÿâëÿåòñÿ áîëåå æ¼ñòêèì, ÷åì äîïó-

ùåíèå ðàçëè÷íîãî õîäà âðåìåíè äëÿ ðàçëè÷íûõ íàáëþäàòåëåé. Áîëüøàÿ

îáùíîñòü òåîðèè êàê ðàç îçíà÷àåò, ÷òî â íåé äîïóñêàþòñÿ ÿâëåíèÿ (�îð-

ìóëèðóåìû â âèäå óòâåðæäåíèé), êîòîðûå îòâåðãàþòñÿ â ÷àñòíîé òåîðèè,

â ðåçóëüòàòå äîáàâëåíèÿ �îãðàíè÷èâàþùèõ� àêñèîì.
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2.2 Ïðèíöèï ïàðàìåòðè÷åñêîé íåïîëíîòû

Òðóäíî ïåðåîöåíèòü çíà÷åíèå �óíäàìåíòàëüíûõ êîíñòàíò c è ~ â ñî-

âðåìåííîé �èçèêå. Îíè îïðåäåëÿþò ñòðóêòóðó îñíîâíûõ �îðìóë ðåëÿ-

òèâèñòñêîé è êâàíòîâîé òåîðèé. Èõ ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ çàäàþò ìàñøòà-

áû ÿâëåíèé, íà êîòîðûõ îêàçûâàþòñÿ ñóùåñòâåííûìè ñîîòâåòñòâóþùèå

ïîïðàâêè ê êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå. Ñ �óíäàìåíòàëüíûìè êîíñòàíòàìè

ñâÿçàíî ìíîæåñòâî âîïðîñîâ, ïîëíûå îòâåòû íà êîòîðûå íåèçâåñòíû:

⊲ Ïî÷åìó ìû íå ìîæåì âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ �óíäàìåíòàëüíûõ êîí-

ñòàíò, íå îáðàùàÿñü ê ýêñïåðèìåíòó?

⊲ Ïî÷åìó �óíäàìåíòàëüíûå êîíñòàíòû ïîÿâëÿþòñÿ â áîëåå îáùèõ �è-

çè÷åñêèõ òåîðèÿõ, íî îòñóòñòâóþò â êëàññè÷åñêîé �èçèêå?

⊲ Âîçìîæíû ëè �óíäàìåíòàëüíûå êîíñòàíòû, îòëè÷íûå îò c è ~, è

ñîîòâåòñòâóþùèå èì îáîáùåíèÿ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè?

⊲ Êîíå÷åí ëè íàáîð âîçìîæíûõ �óíäàìåíòàëüíûõ êîíñòàíò?

⊲ Íå èçìåíÿþòñÿ ëè �êîíñòàíòû� ñî âðåìåíåì?

Óòî÷íèì, ÷òî ïîíèìàåòñÿ äàëåå ïîä �óíäàìåíòàëüíûìè �èçè÷åñêè-

ìè êîíñòàíòàìè. Ôèçèêà ñîñòîèò èç òðåõ òåñíî ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé

÷àñòåé:

1) Ñòðóêòóðà: ýëåêòðîí, êâàðê, àòîì,...;

2) Âçàèìîäåéñòâèå: ýëåêòðîìàãíèòíîå, ñèëüíîå,...;

3) Ìåõàíèêà: ðåëÿòèâèñòñêàÿ, êâàíòîâàÿ.

Ïîä òåðìèíîì �ìåõàíèêà� ìû ïîíèìàåì íå �ìåõàíè÷åñêèå� ÿâëåíèÿ êëàñ-

ñè÷åñêîé �èçèêè, à îáùèå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè, âëèÿíèå

èçìåðåíèÿ íà îáúåêòû è ò.ä., òî åñòü âñ¼ òî, ÷òî ëåæèò â îñíîâå âñåõ �è-

çè÷åñêèõ òåîðèé. Ìåõàíèêà çàäàåò çàêîíû, êîòîðûì ïîä÷èíÿþòñÿ ëþáûå

ñòðóêòóðíûå åäèíèöû è âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó íèìè. Îíà ñëóæèò �óí-

äàìåíòîì, íà êîòîðûé îïèðàþòñÿ äâå äðóãèå ÷àñòè �èçè÷åñêîãî çäàíèÿ.

Íàïðèìåð, ïðèíöèïû òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè îãðàíè÷èâàþò êëàññ âîç-

ìîæíûõ âçàèìîäåéñòâèé. Îäíî è òî æå âçàèìîäåéñòâèå âîçíèêàåò ìåæäó

ðàçëè÷íûìè ñòðóêòóðíûìè åäèíèöàìè, ìíîãîîáðàçèå êîòîðûõ è ñîñòàâ-

ëÿåò îñíîâó íàøåãî ìèðà.

Óñëîâèìñÿ ïîíèìàòü ïîä �óíäàìåíòàëüíûìè êîíñòàíòàìè òå ïàðàìåò-

ðû �èçèêè, êîòîðûå îïðåäåëÿþò ñòðóêòóðó �îðìóë òåîðèé, ïðèìåíèìûõ

êî âñåì �îðìàì ìàòåðèè è âèäàì âçàèìîäåéñòâèé. Ýòè êîíñòàíòû çàäà-

þò ñâîéñòâà ìåõàíèêè.
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Ñåé÷àñ èçâåñòíû òðè òàêèå êîíñòàíòû: �óíäàìåíòàëüíàÿ ñêîðîñòü c,

ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà ~, è, ïî-âèäèìîìó, êîíñòàíòà ãðàâèòàöèèG
ãðàâ

. Çàðÿä

ýëåêòðîíà, ìàññû ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö è äðóãèå âàæíåéøèå ïàðàìåòðû

íå ÿâëÿþòñÿ �óíäàìåíòàëüíûìè â óêàçàííîì âûøå ñìûñëå.

Òàê, ê ïðèìåðó, ãîâîðÿ î êîíñòàíòå �c�, îáû÷íî óïîòðåáëÿþò òåðìèí

�ñêîðîñòü ñâåòà�. Ïðè ýòîì ïîä îäíèì íàçâàíèåì îáúåäèíÿþò äâå ïðèí-

öèïèàëüíî ðàçëè÷íûå êîíñòàíòû: ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàã-

íèòíûõ âîëí â âàêóóìå �c
ýë/ì� è �óíäàìåíòàëüíóþ ñêîðîñòü �c�, îïðå-

äåëÿþùóþ ñòðóêòóðó òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè. Òî, ÷òî ñêîðîñòü ýëåê-

òðîìàãíèòíîé âîëíû �c
ýë/ì� ñîâïàäàåò ïî çíà÷åíèþ ñ �óíäàìåíòàëüíîé

ñêîðîñòüþ �c�, ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâîì îäíîãî èç ñóùåñòâóþùèõ âçàèìîäåé-

ñòâèé. Êîíñòàíòà �c� îïðåäåëÿåò ðåëÿòèâèñòñêóþ òåîðèþ, ñïðàâåäëèâóþ

äëÿ ëþáûõ �îðì ìàòåðèè. Â ÷àñòíîñòè, ÷òîáû èçìåðèòü çíà÷åíèå �óí-

äàìåíòàëüíîé ñêîðîñòè, íåò íåîáõîäèìîñòè ïðîâîäèòü ýëåêòðîäèíàìè÷å-

ñêèå ýêñïåðèìåíòû. Äîñòàòî÷íî ñðàâíèòü ðåçóëüòàòû íàáëþäåíèé â äâóõ

ñèñòåìàõ îòñ÷åòà è èç ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà îïðåäåëèòü çíà÷åíèå �c�.
Äàæå åñëè áû �îòîí èìåë îòëè÷íóþ îò íóëÿ ìàññó è íå ñóùåñòâîâàëî

äðóãèõ áåçìàññîâûõ ÷àñòèö, òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè ñ êîíñòàíòîé �c� îò
ýòîãî áû íå èçìåíèëàñü.

Ïîýòîìó ïàðàìåòð �c� íàçûâàåòñÿ �óíäàìåíòàëüíîé �èçè÷åñêîé êîí-

ñòàíòîé. Â òî æå âðåìÿ �c
ýë/ì�, ñîâïàäàÿ ñ íåé ÷èñëåííî, ÿâëÿåòñÿ ëèøü

ïàðàìåòðîì îäíîãî èç âçàèìîäåéñòâèé, ñâÿçàííûì ñ íóëåâîé ìàññîé �î-

òîíà. Â ýòîì ñìûñëå �c
ýë/ì� �óíäàìåíòàëüíîé íå ÿâëÿåòñÿ. Åñòåñòâåííî,

îïðåäåëåíèå �íå �óíäàìåíòàëüíàÿ� íå äîëæíî óìàëÿòü âàæíîñòè �c
ýë/ì�.

Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå �óíäàìåíòàëüíûå êîíñòàíòû îòñóòñòâóþò.

Òî÷íåå, èõ çíà÷åíèå òðèâèàëüíûì îáðàçîì �èêñèðîâàíî (0 èëè ∞). �ðà-

âèòàöèîííàÿ êîíñòàíòà G
ãðàâ

, êàê è ñêîðîñòü ñâåòà, ïðèñóòñòâóåò â êëàñ-

ñè÷åñêîé �èçèêå, íî ñâîé �óíäàìåíòàëüíûé ñìûñë ïðèîáðåòàåò òîëüêî

â ñîâðåìåííûõ òåîðèÿõ ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè.

Ìåõàíèêè, îáîáùàþùèå êëàññè÷åñêóþ òåîðèþ, íå îòìåíÿþò, à ëèøü

îãðàíè÷èâàþò îáëàñòü å¼ ïðèìåíèìîñòè. Åñëè �óíäàìåíòàëüíûå êîí-

ñòàíòû óñòðåìèòü ê èõ ïðåäåëüíûì çíà÷åíèÿì, òî áîëåå îáùèå òåîðèè

ïåðåõîäÿò â êëàññè÷åñêóþ �èçèêó. Â ýòîì ñîñòîèò ïðèíöèï ñîîòâåò-

ñòâèÿ. Îí, åñòåñòâåííî, íå îçíà÷àåò, ÷òî ëþáîå ÿâëåíèå èìååò ñâîé êëàñ-

ñè÷åñêèé àíàëîã. Îäíàêî ïðååìñòâåííîñòü íîâûõ òåîðèé äîñòàòî÷íî âû-

ñîêàÿ, è âñåãäà ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü óñëîâèÿ �ïëàâíîãî ïåðåõîäà� îò

íîâûõ êîíöåïöèé ê ñòàðûì. Ôîðìàëüíîå èçìåíåíèå çíà÷åíèé �óíäàìåí-

òàëüíûõ êîíñòàíò (èõ óìåíüøåíèå èëè óâåëè÷åíèå) ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì

èíñòðóìåíòîì òàêîãî ïåðåõîäà.
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•Èòàê, ïî÷åìó âîçíèêàþò �óíäàìåíòàëüíûå êîíñòàíòû è ñîîòâåòñòâó-

þùèå èì áîëåå îáùèå ìåõàíèêè? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ñâÿçàí ñ àêñèî-

ìàòè÷åñêèì àíàëèçîì îñíîâàíèé �èçè÷åñêèõ òåîðèé. Â ìàòåìàòèêå àê-

ñèîìàòè÷åñêèé ìåòîä èñïîëüçóåòñÿ ñî âðåìåí Åâêëèäà, îäíàêî âîïðîñàì

àêñèîìàòèêè ñòàëè óäåëÿòü ñåðüåçíîå âíèìàíèå òîëüêî ïîñëå ïîÿâëåíèÿ

íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèè è ïàðàäîêñîâ â òåîðèè ìíîæåñòâ.

Áîëåå äâóõ òûñÿ÷åëåòèé ïðîäîëæàëèñü ïîïûòêè äîêàçàòåëüñòâà �ïÿ-

òîé� àêñèîìû î ïàðàëëåëüíûõ â ãåîìåòðèè Åâêëèäà. Äëÿ ýòîãî âûâî-

äèëîñü ìíîæåñòâî òåîðåì, íå çàâèñÿùèõ îò ýòîé àêñèîìû, � �èäåàëüíàÿ

ãåîìåòðèÿ� ïî òåðìèíîëîãèè Áîÿè. Â ðåçóëüòàòå âîçíèêëà íîâàÿ òåîðèÿ

� íååâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ.

Â îòëè÷èå îò ãåîìåòðèè Åâêëèäà, â åå �îðìóëàõ ïîÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòà

λ � êðèâèçíà ïðîñòðàíñòâà, çíà÷åíèå êîòîðîé íåëüçÿ íàéòè èç èñõîäíûõ

àêñèîì. Ïðè λ → 0 �îðìóëû íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèè ïåðåõîäÿò â ñîîò-

âåòñòâóþùèå òåîðåìû åâêëèäîâîé òåîðèè. Áîëåå òîãî, äîáàâëåíèå ïÿòîé

àêñèîìû àâòîìàòè÷åñêè �èêñèðóåò çíà÷åíèå λ = 0.

Íååâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ îêàçàëàñü, ïî-âèäèìîìó, ïåðâîé òåîðèåé, â êî-

òîðîé �óíäàìåíòàëüíàÿ êîíñòàíòà λ, îïðåäåëÿþùàÿ å¼ ñòðóêòóðó, âîç-

íèêëà â ðåçóëüòàòå óìåíüøåíèÿ èñõîäíîé àêñèîìàòè÷åñêîé èí�îðìàöèè.

Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ è â �èçèêå.

⊲ Ñèñòåìà àêñèîì ëþáîé òåîðèè äîëæíà îáëàäàòü òðåìÿ ñâîéñòâà-

ìè: áûòü íåçàâèñèìîé, íåïðîòèâîðå÷èâîé è ïîëíîé (ñòð. 47). Ïîëíîòà

îçíà÷àåò, ÷òî ëþáîå óòâåðæäåíèå ìîæíî äîêàçàòü èëè îïðîâåðãíóòü ïðè

ïîìîùè àêñèîì. Â ýòèõ òåðìèíàõ êëàññè÷åñêàÿ �èçèêà, ïî îòíîøåíèþ ê

�óíäàìåíòàëüíûì êîíñòàíòàì, ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé, òîãäà êàê ðåëÿòèâèñò-

ñêàÿ òåîðèÿ � íåò. Äåéñòâèòåëüíî, óòâåðæäåíèÿ òèïà c=299792458 ì/ñ

èëè c = ∞ äåäóêòèâíî íåëüçÿ íè äîêàçàòü, íè îïðîâåðãíóòü (íå ñòà-

âÿ, êîíå÷íî, ñîîòâåòñòâóþùåãî ýêñïåðèìåíòà). Â òî æå âðåìÿ, â êëàñ-

ñè÷åñêîé ìåõàíèêå �òåîðåìà� c = ∞ ñëåäóåò èç àêñèîìû àáñîëþòíîñòè

âðåìåíè (ïÿòàÿ àêñèîìà èç ðàçäåëà �Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà�, ñòð. 28).

Òî, ÷òî â òåîðèè âîçíèêàåò êîíñòàíòà, çíà÷åíèå êîòîðîé íåëüçÿ âû-

âåñòè èç èñõîäíûõ àêñèîì, ìû íàçûâàåì ïàðàìåòðè÷åñêîé íåïîëíîòîé

òåîðèè. Íåïîëíîòà âîçíèêàåò ïîòîìó, ÷òî â óðåçàííîé ñèñòåìå àêñèîì

ñîäåðæèòñÿ ìåíüøå èí�îðìàöèè, ÷åì â èñõîäíîé. Óìåíüøåíèå êîëè÷å-

ñòâà èí�îðìàöèè íåèçáåæíî ïðèâîäèò ê íåïîëíîòå â âûâîäàõ òåîðèè.

Ýòà íåïîëíîòà ìîæåò áûòü ìèíèìàëüíà â òîì ñìûñëå, ÷òî âñå �óíêöè-

îíàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ òåîðèè âûâîäÿòñÿ èç àêñèîì, è ëèøü êîíå÷íûé

íàáîð êîíñòàíò îñòà¼òñÿ íåîïðåäåëÿåìûì. Áåçóñëîâíî, òåðìèí �àêñèîìà-

òè÷åñêàÿ èí�îðìàöèÿ� òðåáóåò áîëåå àêêóðàòíîãî îïðåäåëåíèÿ.
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• Êëàññè÷åñêàÿ ìåõàíèêà ïîñëå àêñèîìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ îñíîâíûõ
ïîíÿòèé (ïðîñòðàíñòâî, âðåìÿ, ìàññà, ñîñòîÿíèå, è ò.ä.) ñòàíîâèòñÿ äî-

ñòàòî÷íî �îðìàëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèåé, ñèñòåìà àêñèîì êîòîðîé

äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ ïîëíîòû.

Îñíîâûâàÿñü íà êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå, ìîæíî äåäóêòèâíûì îáðàçîì

ïîñòðîèòü íàáîð ïàðàìåòðè÷åñêè íåïîëíûõ òåîðèé. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäè-

ìî îòêàçàòüñÿ îò íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà àêñèîì êëàññè÷åñêîé �èçè-

êè. Â ýòèõ òåîðèÿõ (ìåõàíèêàõ) ðîëü �óíäàìåíòàëüíûõ �èçè÷åñêèõ êîí-

ñòàíò áóäóò èãðàòü ïàðàìåòðû, ïðîèñõîæäåíèå êîòîðûõ ñâÿçàíî ñ íåïîë-

íîòîé, âîçíèêøåé â ðåçóëüòàòå óìåíüøåíèÿ èñõîäíîé èí�îðìàöèè. Ïðè

ïðåäåëüíîì çíà÷åíèè ýòèõ êîíñòàíò ìû ñíîâà ïðèõîäèì ê êëàññè÷åñêîé

òåîðèè. Ïîëó÷àåòñÿ êàê áû ïðèíöèï ñîîòâåòñòâèÿ íàîáîðîò:

èç êëàññè÷åñêîé �èçèêè, îòêàçûâàÿñü îò íåêîòîðûõ àêñèîì,

ìîæíî âûâîäèòü íîâûå, áîëåå îáùèå òåîðèè.

Ïîäîáíûé äåäóêòèâíûé ïóòü ñîçäàíèÿ �íîâîé �èçèêè� ÿâëÿåòñÿ èñêëþ-

÷èòåëüíî çàìàí÷èâûì. Åñòåñòâåííî, íå âñå âîçìîæíûå òåîðèè äîëæíû

ðåàëèçîâûâàòüñÿ â íàøåì ìèðå. Îäíàêî ïðè ïîìîùè ïðèíöèïà ïàðàìåò-

ðè÷åñêîé íåïîëíîòû ìîæíî ñòðîèòü òåîðèè, êîòîðûå óæå ñîäåðæàòñÿ

â àêñèîìàòè÷åñêîì áàçèñå êëàññè÷åñêîé �èçèêè (ïîëó÷àþòñÿ èç íåêî-

òîðîãî ïîäìíîæåñòâà àêñèîì êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè). Íå èñêëþ÷åíî,

÷òî ïîäîáíûå �äå�îðìàöèè� èñõîäíûõ ëîãè÷åñêèõ ñòðóêòóð íåèçáåæíî

äîëæíû âîçíèêàòü â ðåàëüíîñòè è ïðè äîñòàòî÷íî òî÷íûõ èçìåðèòåëü-

íûõ âîçìîæíîñòÿõ ðàíî èëè ïîçäíî áóäóò îáíàðóæåíû. Òåîðèþ, êîòîðàÿ

óäîâëåòâîðÿåò ïðèíöèïó ñîîòâåòñòâèÿ, íåëüçÿ îïðîâåðãíóòü. Ýêñïåðè-

ìåíò ñïîñîáåí å¼ òîëüêî ïîäòâåðäèòü. Èçìåíåíèåì êîíñòàíòû, ëåæàùåé

â îñíîâå òàêîé òåîðèè, âñåãäà ìîæíî îòîäâèãàòü å¼ ý��åêòû â îáëàñòü,

íàõîäÿùóþñÿ çà ïðåäåëàìè ýêñïåðèìåíòàëüíîé òî÷íîñòè.

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ øèðîêî ðàñïðîñòðàíèëñÿ æàðãîííûé òåðìèí �Òåî-

ðèÿ Âñåãî�, ïîä êîòîðûì ïîäðàçóìåâàþò ñîçäàíèå åäèíîé òåîðèè, îõâà-

òûâàþùåé âñå èçâåñòíûå âçàèìîäåéñòâèÿ. Åñòåñòâåííî, ïàðàëëåëüíî ñ

ýòèì íåîáõîäèìî ñòðîèòü �Òåîðèþ Âñåãî� îòíîñèòåëüíî �óíäàìåíòà �è-

çè÷åñêîãî çäàíèÿ, ò.å. ìåõàíèê, îãðàíè÷èâàþùèõ ñâîéñòâà ýòèõ âçàèìî-

äåéñòâèé. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèíöèïà ïàðàìåòðè÷åñêîé íåïîëíîòû òàêàÿ

Òåîðèÿ Âñåãî áóäåò ïîñòðîåíà èç Íè÷åãî.

Ýòèì �Íè÷åãî� ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îñòàåòñÿ â àêñèîìàòèêå êëàññè÷åñêîé

�èçèêè, êîãäà âñå àêñèîìû, èìåþùèå ìèíèìàëüíóþ àêñèîìàòè÷åñêóþ

èí�îðìàöèþ, îòáðîøåíû, è âñå �óíäàìåíòàëüíûå êîíñòàíòû (â ñèëó ïà-

ðàìåòðè÷åñêîé íåïîëíîòû) âîçíèêëè â òàêîé îáîáùåííîé ìåõàíèêè.
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2.3 Çà ãðàíèöåé èçâåñòíîãî

∗

Êàðòèíà áåç ðàìêè � ëèøü êóñîê õîëñòà, ñâ¼ðíóòûé â ðóëîí. Áîëåå

ïîëíîå ïîíèìàíèå �èçè÷åñêîé òåîðèè âîçíèêàåò, êîãäà ñòàíîâÿòñÿ ÿñíû-

ìè ãðàíèöû å¼ ïðèìåíèìîñòè. Ìû èñïîëüçóåì íå�îðìàëüíûé àêñèîìà-

òè÷åñêèé ïîäõîä ê �èçè÷åñêèì òåîðèÿì. Îñíîâûâàÿñü íà í¼ì, ïîïðîáóåì

ïðèìåðèòü ê çàìå÷àòåëüíîé êàðòèíå �Òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè� ðàçëè÷-

íûå ðàìêè.

Íàáëþäàòåëè, îïèñàííûå â ïåðâûõ ðàçäåëàõ ïðåäûäóùåé ãëàâû, ÿâ-

ëÿþòñÿ �áåñòåëåñíûìè�. Îíè ïðîâîäèëè èçìåðåíèÿ, íå èçìåíÿÿ ñâîéñòâ

÷àñòèö. Íà ñàìîì äåëå, ýòî íåâîçìîæíî â ïðèíöèïå. Åñëè îáúåêòû èìåþò

î÷åíü ìàëåíüêóþ ìàññó, òî èõ ñâîéñòâà ïîä÷èíÿþòñÿ êâàíòîâûì (âîë-

íîâûì) çàêîíîìåðíîñòÿì è îïðåäåëÿþòñÿ ïîñòîÿííîé Ïëàíêà ~. Îáú-

åäèíåíèå ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé ñ ìèðîì áîëüøèõ ñêîðîñòåé ïðèâîäèò ê

êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ, ëåæàùåé â îñíîâå ñîâðåìåííûõ ìåòîäîâ àíàëè-

çà �èçèêè ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö. Â îñíîâå ýòîé òåîðèè ëåæàò ñðàçó äâå

�óíäàìåíòàëüíûå êîíñòàíòû ~ è c.

Îäíàêî äàæå â ðàìêàõ êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ, â êà÷åñòâå îñíîâíîãî

ïðèíöèïà, èñïîëüçóåòñÿ äè��åðåíöèðóåìîñòü âåëè÷èí, çàâèñÿùèõ îò x è

t. Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî è âðåìÿ � íåïðåðûâíûå è �ãëàäêèå�. Òåì

íå ìåíåå, íåîáõîäèìî â ëþáîé ìîìåíò áûòü ãîòîâûì ê îñëàáëåíèþ ýòîãî

áàçîâîãî ïðèíöèïà. Íà ìèêðîóðîâíå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè

ìîãóò ñóùåñòâåííî îòëè÷àòüñÿ îò ïðèâû÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé.

⊲ Âòîðàÿ àêñèîìà, êîòîðóþ ìû ïðèìåíèëè äëÿ âûâîäà ïðåîáðàçîâà-

íèé Ëîðåíöà, íåñìîòðÿ íà ñâîþ î÷åâèäíîñòü, âûãëÿäèò íåñêîëüêî èñêóñ-

ñòâåííîé. Îíà íåîáõîäèìà áûëà äëÿ îáîñíîâàíèÿ ëèíåéíîñòè ïðåîáðà-

çîâàíèé. Ìîæíî îòêàçàòüñÿ îò ýòîé àêñèîìû, ïîëîæèâ â îñíîâó òåîðèè

äðîáíî-ëèíåéíûå (ïðîåêòèâíûå) ïðåîáðàçîâàíèÿ:

t′ =
A(v) t+ B(v) x

1 + a(v) t+ b(v) x
, x′ =

D(v) x+ E(v) t

1 + a(v) t+ b(v) x
.

�ðóïïîâîé õàðàêòåð ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé îòìå÷àë Ñî�óñ Ëè,

à â ïðèìåíåíèè ê çàäà÷å îá èíåðöèàëüíûõ íàáëþäàòåëÿõ èõ âïåðâûå

çàïèñàëè Ôèëèïï Ôðàíê è �åðìàí �îòå â 1911 ã. [10℄. Îäíàêî ñèíãó-

ëÿðíîñòü, âîçíèêàþùàÿ ïðè îáðàùåíèè çíàìåíàòåëÿ â íîëü, âûíóäèëà

èõ îòêàçàòüñÿ îò äàëüíåéøåãî àíàëèçà ýòîé òåîðèè. Ñåé÷àñ ýâîëþöèÿ

Âñåëåííîé è ñóùåñòâîâàíèå â íåé âûäåëåííîãî ìîìåíòà âðåìåíè, êîãäà

�Âñ¼ âîçíèêëî�, ñòàëè îñíîâîé êîñìîëîãè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé. Ïîýòî-

ìó íàëè÷èå ñèíãóëÿðíîñòè ÿâëÿåòñÿ, íà ñàìîì äåëå, äîñòîèíñòâîì òàêèõ

ïðåîáðàçîâàíèé.
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⊲ Ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî [11℄,[12℄ ïðè ïîìîùè àêñèîì, àíàëîãè÷íûõ

òåì, êîòîðûå èñïîëüçîâàëèñü â ðàçäåëå 1.4, áûëè ïîëó÷åíû ÿâíûå âû-

ðàæåíèÿ äëÿ �óíêöèé ñêîðîñòè, âõîäÿùèõ â äðîáíî-ëèíåéíûå ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ, è ïðîàíàëèçèðîâàí èõ �èçè÷åñêèé ñìûñë. Ïðè ýòîì, êðîìå

�óíäàìåíòàëüíîé ñêîðîñòè c, âîçíèêëà åù¼ îäíà êîíñòàíòà λ:

t′ =
γ (t− vx/c2)

1 + γλ xv/c− (γ − 1)λ ct
, x′ =

γ (x− vt)

1 + γλ xv/c− (γ − 1)λ ct
,

ãäå γ = 1/
√

1− v2/c2. Â ÷èñëèòåëå ýòèõ ñîîòíîøåíèé íàõîäÿòñÿ ïðåîáðà-

çîâàíèÿ Ëîðåíöà, à çíàìåíàòåëü îáðàùàåòñÿ â åäèíèöó ïðè ñòðåìëåíèè λ
ê íóëþ. Ýòî æå ïðîèñõîäèò ïðè îòíîñèòåëüíî ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ è âðå-

ìåíàõ, óäàë¼ííûõ îò òî÷êè íà÷àëüíîé ñèíõðîíèçàöèè ÷àñîâ x = x′ = 0
ïðè t = t′ = 0. Îäíàêî, êîãäà ìû ïåðåõîäèì ê êîñìîëîãè÷åñêèì ìàñøòà-

áàì, çíàìåíàòåëü íà÷èíàåò èãðàòü ñóùåñòâåííóþ ðîëü.

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïîäîáíîãî îáîáùåíèÿ ñòàíäàðòíîé ðåëÿòèâèñòñêîé

òåîðèè äîñòàòî÷íî ïðîñò. Äî ñèõ ïîð ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî íàøå ïðî-

ñòðàíñòâî ïëîñêîå (åâêëèäîâî). Îäíàêî áàçîâûå ãåîìåòðè÷åñêèå ïðèí-

öèïû îäíîðîäíîñòè è èçîòðîïèè äîïóñêàþò âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ

ïðîñòðàíñòâ ñ ïîñòîÿííîé êðèâèçíîé. Åñëè â òàêîì ïðîñòðàíñòâå ïîëó-

÷èòü ïðåîáðàçîâàíèÿ ìåæäó èíåðöèàëüíûìè íàáëþäàòåëÿìè, òî îíè îêà-

æóòñÿ äðîáíî-ëèíåéíûìè, à êîíñòàíòà λ áóäåò èìåòü ñìûñë êðèâèçíû

ïðîñòðàíñòâà [13℄. Ïðè ýòîì ìåæäó äâóìÿ íàáëþäàòåëÿìè â îäíîé ñèñòå-

ìå îòñ÷¼òà ïðåîáðàçîâàíèÿ áóäóò èìåòü âèä:

X =
x−R

1− λ2Rx
, Y =

y
√

1− (λR)2

1− λ2Rx
,

1 + λc T

1 + λc t
=

√

1− (λR)2

1− λ2Rx
.

ãäå (x, y, t) � êîîðäèíàòû è âðåìÿ, èçìåðÿåìîå îäíèì íàáëþäàòåëåì, à

(X, Y, T ) � äðóãèì è R � ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè âäîëü îñè x. Ýòè ïðå-

îáðàçîâàíèÿ îáîáùàþò îáû÷íûå òðàíñëÿöèîííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ åâêëè-

äîâîãî ïðîñòðàíñòâà.

Â ïðîñòðàíñòâå ñ ïîñòîÿííîé êðèâèçíîé âðåìÿ, äàæå äëÿ íåïîäâèæ-

íûõ îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà íàáëþäàòåëåé, òå÷¼ò ðàçëè÷íûì îáðàçîì.

Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ÷àñòîòà èñïóùåííîãî ñâåòà ñòàíîâèòñÿ òåì

ìåíüøå, ÷åì äàëüøå èñòî÷íèê íàõîäèòñÿ îò íàáëþäàòåëÿ. Ó÷èòûâàÿ èç-

âåñòíûé ýìïèðè÷åñêèé çàêîí êðàñíîãî ñìåùåíèÿ Õàááëà è îïðåäåë¼ííûå

ñëîæíîñòè ñòàíäàðòíîé êîñìîëîãè÷åñêîé ìîäåëè, òàêîå ïðîñòîå ñâîéñòâî

ïðîåêòèâíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè òðåáóåò ïðèñòàëüíîãî èçó÷åíèÿ.

Ìû âåðí¼ìñÿ ê ýòèì âîïðîñàì ïðè îáñóæäåíèè êîñìîëîãèè âî âòîðîé

÷àñòè êíèãè.



54 �ËÀÂÀ 2.

• Äàæå â ðàìêàõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé âîçìîæíû ðàçëè÷íûå âà-

ðèàíòû îáîáùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà. Íàïðèìåð, îòêàçàâøèñü îò

àêñèîìû èçîòðîïíîñòè, ìîæíî ïîëó÷èòü (⋖H9), ñòð. 395 ñëåäóþùèå ñî-

îòíîøåíèÿ:

x′ =

(
c+ v

c− v

)µ
x− vt

√

1− v2/c2
, t′ =

(
c+ v

c− v

)µ
t− vx/c2
√

1− v2/c2
,

ãäå µ - íîâàÿ �óíäàìåíòàëüíàÿ áåçðàçìåðíàÿ êîíñòàíòà, õàðàêòåðèçóþ-

ùàÿ íåèçîòðîïíîñòü ïðîñòðàíñòâà. Å¼ ïðîèñõîæäåíèå òàêæå ñâÿçàíî ñ

óìåíüøåíèåì àêñèîìàòè÷åñêîé èí�îðìàöèè. Õîòÿ áîëüøèíñòâî íàáëþ-

äàòåëüíûõ �àêòîâ ñâèäåòåëüñòâóåò â ïîëüçó èçîòðîïíîñòè, èíîãäà ïîÿâ-

ëÿþòñÿ ñîîáùåíèÿ î âîçìîæíîé ñëàáîé íåèçîòðîïíîñòè íàøåé Âñåëåí-

íîé. Åñëè îíè ïîäòâåðäÿòñÿ, èìååò ñìûñë äåòàëüíåå ïðîàíàëèçèðîâàòü

ïàðàìåòðè÷åñêè íåïîëíûå îáîáùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà, âîçíèêà-

þùèå ïðè îòêàçå îò àêñèîìû èçîòðîïíîñòè. Â ÷àñòíîñòè, ýòèì ïðåîáðà-

çîâàíèÿì ìîæíî ïðèäàòü êîâàðèàíòíûé òð¼õìåðíûé âèä ñ âåêòîðîì âû-

äåëåííîãî íàïðàâëåíèÿ. Âîîáùå, ðàññìîòðåíèå 3-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà

ñóùåñòâåííî ðàñøèðÿåò âîçìîæíîñòè ïîëó÷åíèÿ áîëåå îáùèõ ïðåîáðàçî-

âàíèé Ëîðåíöà.

⊲ Îäíàêî äàæå äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ âñå âîçìîæíîñòè íå èñ÷åðïà-

íû. Íàïðèìåð, ñòîèò îáðàòèòü âíèìàíèå íà èñïîëüçóåìóþ íàìè ïðîöå-

äóðó ñîãëàñîâàíèÿ åäèíèö ñêîðîñòè. Òðåáîâàíèå v′ = −v ÿâëÿåòñÿ åñòå-
ñòâåííûì, íî íå åäèíñòâåííî âîçìîæíûì. Îòêàç îò íåãî è îò èçîòðîïíî-

ñòè ïðîñòðàíñòâà ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì ïðåîáðàçîâàíèÿì:

x′ = γ
(
x− vt

)
, t′ = γ

(
[1 + 2ε v/c] t− vx/c2

)
,

ãäå

γ =
1

√

1 + 2ε v/c− v2/c2

[

c+ (ε+
√
1 + ε2) v

c+ (ε−
√
1 + ε2) v

]µ

,

à ε � òðåòüÿ �óíäàìåíòàëüíàÿ êîíñòàíòà. Åñëè îíà îòëè÷íà îò íóëÿ, òî

ñêîðîñòü ñèñòåìû S îòíîñèòåëüíî S ′
ðàâíà:

v′ =
−v

1 + 2εv/c
.

Ýòîò ðåçóëüòàò ïîëó÷èëè óæå óïîìèíàâøèåñÿ âûøå Ôðàíê è �îòå. Â

òàêèõ îáîáù¼ííûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ âîçíèêàþò äâå âûäåëåííûå èíâàðè-

àíòíûå ñêîðîñòè c1 è c2, ðàâíûå c1,2 = c (ε±
√
1 + ε2) è ñîâïàäàþùèå ñ �c�

ïðè ε = 0. Îòêàç îò v′ = −v äåëàåò íàáëþäàòåëåé �íåñèììåòðè÷íûìè� è
äîëæåí îáÿçàòåëüíî ñîïðîâîæäàòüñÿ íîâûì îïðåäåëåíèåì ñîãëàñîâàíèÿ

åäèíèö èçìåðåíèÿ ñêîðîñòè.
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⊲ Íàø ìèð ðåëÿòèâèñòñêèé, ïîýòîìó ñ îïðåäåë¼ííîé òî÷íîñòüþ ïðå-

îáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà â í¼ì îäíîçíà÷íî âûïîëíÿþòñÿ. Â ñèëó ïðèíöèïà

ñîîòâåòñòâèÿ îíè ïåðåõîäÿò â ïðåîáðàçîâàíèÿ �àëèëåÿ ïðè ìàëûõ ñêî-

ðîñòÿõ èëè ïðè c → ∞. Îäíàêî, â ñèëó òîãî æå ïðèíöèïà ñîîòâåòñòâèÿ,

âîçìîæíû áîëåå îáùèå òåîðèè ñî ñâîèìè �óíäàìåíòàëüíûìè êîíñòàíòà-

ìè. Ïðè ñòðåìëåíèè ýòèõ êîíñòàíò ê íåêîòîðûì ïðåäåëüíûì çíà÷åíèÿì

äîëæíû âîçíèêàòü ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà. Íàðóøåíèå ïðèíöèïà ñî-

îòâåòñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì ýâðèñòè÷åñêèì ìîòèâîì îòêàçà îò íåêîòî-

ðûõ òåîðèé. Íàïðèìåð, íåò íè÷åãî íåâîçìîæíîãî â ñóùåñòâîâàíèè âûäå-

ëåííîé ñèñòåìû îòñ÷åòà � àáñîëþòíîãî ïðîñòðàíñòâà. Îäíàêî ýòà àáñî-

ëþòíîñòü äîëæíà áûòü �ìàëåíüêîé� è ïðîÿâëÿòüñÿ òîëüêî â ïðåäåëüíûõ

ñëó÷àÿõ. Ïîýòîìó âïîëíå äîïóñòèì àíàëèç ñëåäñòâèé, âîçíèêàþùèõ ïðè

îòáðàñûâàíèè èëè îñëàáëåíèè ïðèíöèïà îòíîñèòåëüíîñòè (òðåòüÿ àêñè-

îìà). �ëàâíîå, ÷òîáû â ðåçóëüòàòå âûïîëíÿëñÿ ïðèíöèï ñîîòâåòñòâèÿ è

ïðè ïðåäåëüíîì çíà÷åíèè ñîîòâåòñòâóþùåé �óíäàìåíòàëüíîé êîíñòàíòû

ïîëó÷àëèñü ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà, à çàòåì è �àëèëåÿ.

⊲ Òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè â ñâîåé áàçîâîé �îðìóëèðîâêå � ýòî òåîðèÿ

ïëîñêîãî 3-ìåðíîãî åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà è îäíîìåðíîãî ëèíåéíîãî

âðåìåíè, äîïîëíåííûõ ïðèíöèïîì îòíîñèòåëüíîñòè. Êðèâèçíà ïðîñòðàí-

ñòâà, à òî÷íåå, êðèâèçíà îáúåäèí¼ííûõ ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè ìîæåò

âîçíèêàòü ïðè âîçäåéñòâèè íà íåãî ìàññèâíûõ îáúåêòîâ. Ñâîáîäíûå ÷à-

ñòèöû â òàêîì ïðîñòðàíñòâå ïî-ïðåæíåìó äâèæóòñÿ ïî êðàò÷àéøèì ïó-

òÿì, îäíàêî òåïåðü, â ñèëó êðèâèçíû, ýòè ïóòè îêàçûâàþòñÿ �èçîãíóòû-

ìè�, ò.í. ãåîäåçè÷åñêèìè ëèíèÿìè. Ïîýòîìó �ïðîáíûå� ÷àñòèöû â îêðåñò-

íîñòè ìàññèâíîãî òåëà äâèæóòñÿ ïî òðàåêòîðèÿì, íåðåëÿòèâèñòñêèé ïðå-

äåë êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò òåîðèè ãðàâèòàöèè Íüþòîíà. Ýòà êðàñèâàÿ

òåîðèÿ, ïîñòðîåííàÿ Àëüáåðòîì Ýéíøòåéíîì è, íåçàâèñèìî îò íåãî, Äà-

âèäîì �èëüáåðòîì, ïîëó÷èëà íàçâàíèå �Îáùàÿ òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè�

(ÎÒÎ). Ïîäðîáíåå îíà ðàññìàòðèâàåòñÿ âî âòîðîé ÷àñòè êíèãè. Äî ýòîãî

ìîìåíòà íàøå ïðîñòðàíñòâî ñ÷èòàåòñÿ ïëîñêèì åâêëèäîâûì ïðîñòðàí-

ñòâîì, à âðåìÿ � îäíîìåðíûì, îäíîðîäíûì è èçîòðîïíûì.

Ìû áóäåì â äàëüíåéøåì èçáåãàòü òåðìèíà �ÎÒÎ�, íàçûâàÿ å¼ òåîðèåé

ãðàâèòàöèè Ýéíøòåéíà. Òàêæå ðåäêî íà ñòðàíèöàõ ýòîé êíèãè âñòðå-

òèòñÿ òåðìèí �Ñïåöèàëüíàÿ òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè� (ÑÒÎ), òàê êàê â

íåãî îáû÷íî âêëàäûâàþò ñëèøêîì óçêèé ñìûñë. Â ÷àñòíîñòè, èíîãäà

óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ÑÒÎ íå ìîæåò îïèñûâàòü íåèíåðöèàëüíûå ñèñòåìû

îòñ÷¼òà, è òîëüêî ÎÒÎ ïîçâîëÿåò ýòî ñäåëàòü. Ýòî çàáëóæäåíèå áóäåò

ðàçâåÿíî â ãëàâå 6.



56 �ËÀÂÀ 2.

2.4 Íåìíîãî èñòîðèè

• Èñòîðè÷åñêèå îñíîâû òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè èçëîæåíû âî ìíîæå-

ñòâå êíèã, íàïðèìåð [14℄. Ñóùåñòâóþò òàêæå ñáîðíèêè îñíîâîïîëàãàþ-

ùèõ ðàáîò ïî òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè [15℄,[5℄. Ïîýòîìó íàø èñòîðè÷åñêèé

îáçîð áóäåò î÷åíü êðàòêèì. Êðîìå îáùåèçâåñòíûõ �àêòîâ, ìû êîñíåìñÿ

âîïðîñîâ, êîòîðûå îáû÷íî íåäîñòàòî÷íî îñâåùåíû â ëèòåðàòóðå.

Âîçíèêíîâåíèå è ñòàíîâëåíèå òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè áûëî ñâÿçàíî ñ

ðàçìûøëåíèÿìè î ïðèðîäå ñâåòà. Ýòî è ïîíÿòíî, òàê êàê ñâåò ÿâëÿåò-

ñÿ ñàìîé áûñòðî ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ ñóáñòàíöèåé, äîñòóïíîé íåïîñðåä-

ñòâåííîìó âîñïðèÿòèþ. Äîëãîå âðåìÿ ñ÷èòàëîñü, ÷òî åãî ñêîðîñòü áåñ-

êîíå÷íà. Äëÿ ýòîãî áûëè âåñêèå àðãóìåíòû. Òðàåêòîðèÿ ñòðåìèòåëüíî

ëåòÿùåé ñòðåëû áîëåå �ïðÿìàÿ�, ÷åì �èçîãíóòàÿ� òðàåêòîðèÿ áðîøåííîãî

êàìíÿ. Ëó÷è ñâåòà èìåþò âèä èäåàëüíûõ ïðÿìûõ, ïîýòîìó èõ ñêîðîñòü

ìûñëèëàñü î÷åíü áîëüøîé è, âïîëíå âîçìîæíî, áåñêîíå÷íîé.

Òåì íå ìåíåå, óæå �àëèëåî �àëèëåé ïûòàëñÿ (ïðàâäà, áåçóñïåøíî) èç-

ìåðèòü ñêîðîñòü ñâåòà. Óäàëîñü ýòî òîëüêî Îëà�ó �¼ìåðó (1676 ã.) â

ðåçóëüòàòå íàáëþäåíèÿ èçìåíåíèÿ âèäèìîãî ïåðèîäà îáðàùåíèÿ ñïóò-

íèêîâ Þïèòåðà ïðè äâèæåíèè Çåìëè âîêðóã Ñîëíöà. Ôàêòè÷åñêè ýòî

áûëî ïåðâîå ïðîÿâëåíèå ý��åêòà Äîïëåðà, â êîòîðîì â êà÷åñòâå ÷àñòî-

òû ñèãíàëà âûñòóïàëî èçìåíåíèå òåìïà ïåðèîäà îáðàùåíèÿ ñïóòíèêîâ.

Àíàëîãè÷íîå çíà÷åíèå ñêîðîñòè ñâåòà ïîëó÷èë Äæåéìñ Áðýäëè (1727 ã.)

èç àíàëèçà àáåððàöèè (ñìåùåíèÿ) ïîëîæåíèÿ çâåçä â ïðîöåññå òîãî æå

äâèæåíèÿ Çåìëè. Ïîäðîáíåå îá ý��åêòå àáåððàöèè è ý��åêòå Äîïëå-

ðà áóäåò èäòè ðå÷ü â ãëàâå 3. Ïðÿìîå ëàáîðàòîðíîå èçìåðåíèå ñêîðîñòè

ñâåòà âïåðâûå áûëî ïðîâåäåíî Àðìàíîì Èïïîëèòîì Ëóè Ôèçî (1849 ã.),

óñòàíîâêà êîòîðîãî ðàññìàòðèâàåòñÿ íèæå.

Íåïðîñòî áûëî ïîíÿòü è �âíóòðåííåå óñòðîéñòâî� ñâåòîâîãî ñèãíàëà.

Äîëãîå âðåìÿ êîíêóðèðîâàëè êîðïóñêóëÿðíàÿ è âîëíîâàÿ ãèïîòåçû. Èñ-

ïóñêàíèå ñâåòÿùèìèñÿ òåëàìè �ñâåòîâûõ êîðïóñêóë�, ëåòÿùèõ ñî ñêîðî-

ñòüþ ñâåòà, îòëè÷íî óêëàäûâàëîñü â ïðèíöèïû ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè.

Ñâåòîâîé ëó÷ ìûñëèëñÿ �òðàåêòîðèåé� ìíîæåñòâà òàêèõ êîðïóñêóë. Îä-

íàêî â 1818 ã. Îãþñòåí Ôðåíåëü, îñíîâûâàÿñü íà âîëíîâîé ãèïîòåçå è

áîëåå ðàííèõ ðåçóëüòàòàõ Õðèñòèàíà �þéãåíñà (1679 ã.) è Òîìàñà Þíãà

(1800 ã.), îáúÿñíèë ÿâëåíèå äè�ðàêöèè, êîòîðîå â ðàìêàõ êîðïóñêóëÿð-

íîé òåîðèè îáúÿñíèòü áûëî ïðîáëåìàòè÷íî. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî çàêîíû

ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè òàêæå ìîæíî ïîëó÷èòü èç âîëíîâûõ ïðåäñòàâëå-

íèé.
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Ñïóñòÿ ïîëâåêà Äæåéìñ Ìàêñâåëë (1861 ã.) îáë¼ê â ìàòåìàòè÷åñêóþ

�îðìó ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ Ìàéêëà Ôàðàäåÿ (1831 ã.). Èç åãî óðàâ-

íåíèé ñëåäîâàëî, ÷òî òàêèå ðàçëè÷íûå ÿâëåíèÿ, êàê ýëåêòðèçàöèÿ ðàñ-

÷åñêè è ïðèòÿæåíèå ìåòàëëîâ ìàãíèòíîé ðóäîé, ÿâëÿþòñÿ ïðîÿâëåíèÿìè

îäíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Îêàçàëîñü òàêæå, ÷òî óðàâ-

íåíèÿ Ìàêñâåëëà äîïóñêàþò ðåøåíèÿ â âèäå ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû,

ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà. Ïîäîáíîå îáúåäèíåíèå ñòîëü

ðàçëè÷íûõ ÿâëåíèé è îáúÿñíåíèå ïðèðîäû ñâåòà ïåðèîäè÷åñêèìè êîëå-

áàíèÿìè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ áûëî ñàìûì çàìå÷àòåëüíûì òåîðåòè-

÷åñêèì äîñòèæåíèåì ñî âðåìåí ðàáîò Èñààêà Íüþòîíà ïî òåîðèè ãðàâè-

òàöèè. Âîëíîâàÿ ïðèðîäà ñâåòà ñòàëà îáùåïðèíÿòîé.

�àñïðîñòðàíåíèå âîëí íà âîäå èëè â âèäå çâóêîâûõ êîëåáàíèé â âîçäó-

õå áûëî õîðîøî èçâåñòíî è èçó÷åíî. Ñêîðîñòü âîëíîâîãî �ñèãíàëà� îòíî-

ñèòåëüíî ñðåäû (âîäà, âîçäóõ) ïîñòîÿííà è îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî �èçè÷å-

ñêèìè ñâîéñòâàìè ñðåäû. Ýòà ñêîðîñòü íå çàâèñèò îò ñêîðîñòè èñòî÷íèêà

ñèãíàëà, íî çàâèñèò îò äâèæåíèÿ íàáëþäàòåëÿ (ïðè¼ìíèêà ñèãíàëà) îò-

íîñèòåëüíî ñðåäû. Ýòî ñóùåñòâåííî îòëè÷àåò ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí â

ñðåäàõ îò êîðïóñêóëÿðíûõ ñèãíàëîâ, ñêîðîñòü êîòîðûõ çàâèñèò îò äâè-

æåíèÿ è èñòî÷íèêà, è ïðèåìíèêà.

Ýòè àíàëîãèè ïðèâåëè ê âîçíèêíîâåíèþ êîíöåïöèè ìèðîâîãî ý�èðà �

ñðåäû, â êîòîðîé ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñâåò. Àíàëîãè÷íî âåòðó ïðè äâèæå-

íèè â âîçäóõå, îæèäàëè îáíàðóæèòü ý�èðíûé âåòåð ïðè äâèæåíèè Çåì-

ëè ñêâîçü ýòó ñóáñòàíöèþ. Ìíîãî÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû, ïðîâåäåííûå

Àëüáåðòîì Ìàéêåëüñîíîì è Ýäâàðäîì Ìîðëè, ý�èðíûé âåòåð îáíàðó-

æèòü íå ñìîãëè. Ýòî áûëî ñòðàííî, òàê êàê Çåìëÿ äîñòàòî÷íî áûñòðî

äâèæåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå, ïî êðàéíåé ìåðå, îáðàùàÿñü âîêðóã Ñîëíöà.

Äëÿ îáúÿñíåíèÿ ýòèõ ðåçóëüòàòîâ áûëî ïðåäïðèíÿòî ìíîæåñòâî óñè-

ëèé. Íàïðèìåð, ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ý�èð, ïîäîáíî âîçäóõó âíóòðè ñà-

ìîëåòà, óâëåêàåòñÿ ïðè äâèæåíèè Çåìëè â ïðîñòðàíñòâå, ïîýòîìó íåïî-

äâèæåí îòíîñèòåëüíî ýêñïåðèìåíòàòîðîâ íà å¼ ïîâåðõíîñòè. Äëÿ ïðîâåð-

êè ýòîé èäåè ýêñïåðèìåíòàëüíûå óñòàíîâêè ïîäíèìàëèñü â ãîðû, îäíà-

êî äàæå ë¼ãêîãî ý�èðíîãî âåòåðêà îáíàðóæèòü íå óäàëîñü. Êîíöåïöèÿ

Ìèðîâîãî ý�èðà òåñíî ñâÿçàíà ñ ñóùåñòâîâàíèåì âûäåëåííîé ñèñòåìû

îòñ÷åòà. Íà Çåìëå, áëàãîäàðÿ âîçäóõó, ìû èìååì êðèòåðèé �àáñîëþòíî-

ãî ïîêîÿ�. Ñ ìèðîâûì ý�èðîì òàêæå ìîæíî ñâÿçàòü âûäåëåííóþ íåïî-

äâèæíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà. Ïîäîáíàÿ âûäåëåííîñòü âîçäóõà îáóñëîâëåíà

ñóùåñòâîâàíèåì ñàìîé Çåìëè, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé îí íåïîäâèæåí. Â

ñëó÷àå ñ ý�èðîì íå î÷åíü ïîíÿòíî, ÷òî îáóñëîâëèâàåò åãî âûäåëåííîñòü,

ò.å. îòíîñèòåëüíî ÷åãî è ïî÷åìó íåïîäâèæåí ý�èð (⋖C1).
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• Êðîìå ýêñïåðèìåíòîâ è ðàçìûøëåíèé �èëîñî�ñêîãî õàðàêòåðà î

ïðèðîäå ý�èðà, íà÷àëàñü ðàáîòà ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó óðàâíå-

íèé Ìàêñâåëëà. Ëþáûå óðàâíåíèÿ �èçèêè, íàïðèìåð, ýëåêòðîìàãíèòíî-

ãî âçàèìîäåéñòâèÿ, çàâèñÿò îò ñâîéñòâ ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè. Êîíå÷íî,

îñîçíàíèå ýòîãî �àêòà ïðîèñõîäèëî î÷åíü ïîñòåïåííî.

Â 1900 ã. Äæîçå�îì Ëàðìîðîì è â 1904 ã. Õåíäðèêîì Ëîðåíöåì áû-

ëè ïîëó÷åíû ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò, âðåìåíè è ýëåêòðîìàãíèòíîãî

ïîëÿ, êîòîðûå îñòàâëÿëè óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà íåèçìåííûìè (êîâàðè-

àíòíûìè). Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñ ïîäà÷è Àíðè Ïóàíêàðå, ñòàëè íàçû-

âàòü ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ëîðåíöà. Ñàì Ëîðåíö áûë ïðèâåðæåíöåì òåîðèè

ý�èðà. Íàïðèìåð, ñîêðàùåíèå äëèíû, êîòîðîå ñëåäîâàëî èç åãî òåîðèè,

îí èíòåðïðåòèðîâàë, êàê ðåàëüíîå ñæàòèå ëèíåéêè â ðåçóëüòàòå ýëåêòðî-

ìàãíèòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ å¼ àòîìîâ ñ ý�èðîì.

Ïóàíêàðå, ïî-âèäèìîìó, ïåðâûé ÷åòêî îñîçíàë �èçè÷åñêèé ñìûñë ýòèõ

ïðåîáðàçîâàíèé è ñ�îðìóëèðîâàë ïðèíöèï îòíîñèòåëüíîñòè è èíâàðè-

àíòíîñòè ñêîðîñòè ñâåòà îòíîñèòåëüíî ðàçëè÷íûõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåì

îòñ÷åòà. Êðîìå ýòîãî, îí èíòåðïðåòèðîâàë ïðåîáðàçîâàíèÿ, êàê ïîâîðîòû

â 4-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè, ïðåäâîñõèòèâ ýòî ïîíÿòèå, ââåäåííîå

ïîçäíåå �åðìàíîì Ìèíêîâñêèì (1908 ã.). Òåì íå ìåíåå, ðàáîòû Ïóàíêàðå

íîñèëè õàðàêòåð óñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîé òåîðèè Ëîðåíöà

è áûëè äîñòàòî÷íî ñëîæíûìè â ìàòåìàòè÷åñêîì ïëàíå.

Â 1905 ã. â Annalen der Physik âûøëà çíàìåíèòàÿ ðàáîòà Àëüáåðòà Ýéí-

øòåéíà �Ê ýëåêòðîäèíàìèêå äâèæóùèõñÿ òåë�. Íåñìîòðÿ íà �ýëåêòðî-

äèíàìè÷åñêîå� íàçâàíèå, â ñòàðòîâîì ðàçäåëå �Êèíåìàòè÷åñêàÿ ÷àñòü�

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà áûëè ïîëó÷åíû áåç ÿâíîé ññûëêè íà óðàâíå-

íèÿ Ìàêñâåëëà. Âûâîä áûë î÷åíü ïðîñò è èìåë �îðìó àêñèîìàòè÷åñêîãî

ïîäõîäà:

�Äàëüíåéøèå ñîîáðàæåíèÿ îïèðàþòñÿ íà ïðèíöèï îòíîñèòåëüíî-

ñòè è íà ïðèíöèï ïîñòîÿíñòâà ñêîðîñòè ñâåòà� [15℄.

Òàêàÿ ïðîñòîòà è îáùíîñòü áûëà ëåãêî âîñïðèíÿòà ìíîãèìè ñîâðåìåí-

íèêàìè è �àêòè÷åñêè îçíà÷àëà ðîæäåíèå íîâîé òåîðèè ïðîñòðàíñòâà è

âðåìåíè. �åëÿòèâèñòñêàÿ �èçèêà ÿâèëàñü ïåðâûì ïðèìåðîì îáîáùåíèÿ

ìåõàíèêè Íüþòîíà. Ñ 1905 ã., â ðàìêàõ ïàðàäèãìû, ïðåäëîæåííîé Ýéí-

øòåéíîì, òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè íà÷èíàåò áûñòðî ðàçâèâàòüñÿ. Ôóíäà-

ìåíòàëüíîñòü ñêîðîñòè ñâåòà c = 299792458ì/ ñî âðåìåíåì ñòàëà íà-

ñòîëüêî î÷åâèäíà, ÷òî ñ 1983 ãîäà å¼ çíà÷åíèå áûëî ïðèíÿòî êàê òî÷íîå.

Òåïåðü åäèíèöà äëèíû îïðåäåëÿåòñÿ, êàê ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå ðàñïðî-

ñòðàíÿåòñÿ ñâåò çà åäèíèöó âðåìåíè, ñâÿçàííóþ ñ ÷àñòîòîé èçëó÷åíèÿ â

àòîìå öåçèÿ (âñ¼ òîãî æå ñâåòà).



ÍÅÌÍÎ�Î ÔÈËÎÑÎÔÈÈ È ÈÑÒÎ�ÈÈ 59

• �àññêàæåì òåïåðü èñòîðèþ, êîòîðàÿ íå ñòîëü øèðîêî èçâåñòíà. 21

ñåíòÿáðÿ 1910 ãîäà íà ñîáðàíèè íåìåöêèõ íàòóðàëèñòîâ è âðà÷åé Âëà-

äèìèð Èãíàòîâñêèé ñîîáùàåò î âûâîäå ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà, îñíî-

âàííîì íà ãðóïïîâûõ ñîîáðàæåíèÿõ [8℄. Â ñëåäóþùåì ãîäó â Annalen der

Physik ïóáëèêóåòñÿ àíàëîãè÷íàÿ ðàáîòà Ôèëèïïà Ôðàíêà è �åðìàíà �î-

òå [10℄, îáîáùàþùàÿ ðåçóëüòàòû Èãíàòîâñêîãî. Îíè îáðàòèëè âíèìàíèå,

÷òî íàèáîëåå îáùèé âèä ïðåîáðàçîâàíèé ìåæäó äâóìÿ èíåðöèàëüíûìè

íàáëþäàòåëÿìè èìååò äðîáíî-ëèíåéíûé âèä, è ïîëó÷èëè ÿâíûé âèä îáîá-

ù¼ííûõ ïðåîáðàçîâàíèé â êëàññå ëèíåéíûõ �óíêöèé.

Ê 1910 ãîäó àâòîðèòåò Ýéíøòåéíà ñòàíîâèòñÿ î÷åíü âåëèê è ðàáîòû, â

êîòîðûõ, ïî ñóòè, ñòðîèòñÿ âåðíàÿ àêñèîìàòèêà òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè,

îñòàþòñÿ ïðàêòè÷åñêè íåçàìå÷åííûìè. Åäèíñòâåííîå óïîìèíàíèå î íèõ

â ïîïóëÿðíûõ ó÷åáíèêàõ ìîæíî íàéòè ó Âîëü�ãàíãà Ïàóëè â �Òåîðèè

îòíîñèòåëüíîñòè� [16℄. Îäíàêî îí íåñêîëüêî ñíèæàåò çíà÷èìîñòü ðàáîò

Èãíàòîâñêîãî, Ôðàíêà è �îòå è ïèøåò:

Îòíîñèòåëüíî çíàêà, âåëè÷èíû è �èçè÷åñêîãî ñìûñëà α ñêàçàòü

íà îñíîâå âûñêàçàííûõ ïîëîæåíèé íè÷åãî íåëüçÿ. Òàêèì îáðà-

çîì, èç òåîðåòèêî-ãðóïïîâûõ ñîîáðàæåíèé ìîæíî ïîëó÷èòü ëèøü

âíåøíèé âèä �îðìóë ïðåîáðàçîâàíèÿ, íî íå èõ �èçè÷åñêîå ñî-

äåðæàíèå.

Ïîíÿòíî, ÷òî ýòî íå òàê, è, íàéäÿ èç ïîëó÷åííûõ ïðåîáðàçîâàíèé çàêîí

ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé, íåñëîæíî âûÿñíèòü ñìûñë êîíñòàíòû c = 1/
√
α,

êàê ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé è èíâàðèàíòíîé ñêîðîñòè. Òî, ÷òî ýòà ñêî-

ðîñòü ÿâëÿåòñÿ ñêîðîñòüþ ñâåòà, èç ãðóïïîâûõ ñîîáðàæåíèé, êîíå÷íî, íå

ñëåäóåò, íî îíà åþ è íå ÿâëÿåòñÿ. Çíàê α è å¼ âåëè÷èíà äåéñòâèòåëüíî

ñëóæàò ïðåäìåòîì ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé. Ôàêòè÷åñêè, ñó-

ùåñòâóþò äâå �èçè÷åñêèå âîçìîæíîñòè ñ α > 0 è α < 0. Â íàøåì ìèðå

ðåàëèçîâàëàñü ïåðâàÿ âîçìîæíîñòü, õîòÿ âòîðàÿ òàêæå íå ñîäåðæèò â

ñåáå íèêàêèõ ïðîòèâîðå÷èé è âïîëíå ìîãëà áû èìåòü ìåñòî.

Èäåÿ î òîì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà ìîæíî ïîëó÷èòü òîëüêî èç

ïðèíöèïà îòíîñèòåëüíîñòè, áåç èñïîëüçîâàíèÿ âòîðîãî ïîñòóëàòà Ýéí-

øòåéíà, ìíîãîêðàòíî ïåðåîòêðûâàëàñü. Îñîáî íåîáõîäèìî îòìåòèòü êíè-

ãè [22℄,[23℄. Âîîáùå, ïîëó÷åíèå èç îáùèõ ñîîáðàæåíèé íîâûõ òåîðèé ÿâ-

ëÿåòñÿ î÷åíü óâëåêàòåëüíîé çàäà÷åé. Â 1999 ã. â ðàáîòàõ [11℄,[12℄ áûëî

íàéäåíî îáîáùåíèå ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà â ðåçóëüòàòå äàëüíåéøåãî

óìåíüøåíèÿ ÷èñëà àêñèîì è ïðîÿñí¼í èõ �èçè÷åñêèé ñìûñë. Ýòè ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò â ïðîñòðàíñòâå ïîñòîÿííîé

êðèâèçíû [13℄ è ïðèâîäÿò ê ëþáîïûòíûì êîñìîëîãè÷åñêèì ñëåäñòâèÿì.
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2.5 Òåîðèÿ è ýêñïåðèìåíò

• Ôèçè÷åñêèå òåîðèè ñîçäàþòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ ðåàëüíîãî ìèðà. Êàêîé
áû êðàñèâîé íè áûëà òåîðèÿ, áåç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ïîäòâåðæäåíèé îíà

ëèøü îñòà¼òñÿ òåîðèåé. Íà çàðå ñâîåãî âîçíèêíîâåíèÿ òåîðèÿ îòíîñèòåëü-

íîñòè ïîäòâåðæäàëàñü íåáîëüøèì ÷èñëîì ýêñïåðèìåíòîâ, ñâÿçàííûõ ñ

èçìåðåíèåì ñêîðîñòè ñâåòà â ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ. Çà èñêëþ÷åíèåì ñà-

ìîãî ðåëÿòèâèñòñêîãî îáúåêòà � ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû � ëþáûå äðó-

ãèå äîñòóïíûå ñêîðîñòè áûëè ñëèøêîì ìàëåíüêèìè, ÷òîáû ïîäòâåðäèòü

ý��åêòû íîâîé òåîðèè.

Ñåé÷àñ ñèòóàöèÿ èíàÿ. Òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè �àêòè÷åñêè ñòàëà èí-

æåíåðíîé íàóêîé. Áëàãîäàðÿ ðàçâèòèþ óñêîðèòåëüíîé òåõíèêè ïîÿâè-

ëàñü âîçìîæíîñòü ðàçãîíÿòü î÷åíü ë¼ãêèå ÷àñòèöû, òàêèå êàê ýëåêòðîí,

ïðîòîí, ÿäðà àòîìîâ äî óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèõ ñêîðîñòåé. Ýòè ýêñïåðè-

ìåíòû ÿâëÿþòñÿ ðóòèííûìè, åæåäíåâíî âûïîëíÿþùèìèñÿ íà óñêîðèòå-

ëÿõ âî ìíîãèõ íàó÷íûõ öåíòðàõ. Íè â îäíîì èç íèõ íå áûëî îáíàðóæåíî

íèêàêèõ îòêëîíåíèé îò îñíîâíûõ ñëåäñòâèé òåîðèè.

Ïðåæäå âñåãî ýòî îòíîñèòñÿ ê ðåëÿòèâèñòñêîé äèíàìèêå. Ñîîòíîøå-

íèÿ äëÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà âûïîëíÿþòñÿ ñ îãðîìíîé òî÷íîñòüþ. Ñ èõ

ïîìîùüþ ïðîèñõîäèò ðàñ÷¼ò òðåêîâ (òðàåêòîðèé) ìèêðî÷àñòèö â ýëåê-

òðîìàãíèòíûõ ïîëÿõ. Íà îñíîâå ýòèõ ðàñ÷¼òîâ îïðåäåëÿþòñÿ òåõíè÷å-

ñêèå ïàðàìåòðû óñêîðèòåëåé, ìàññû ÷àñòèö è äðóãèå èõ õàðàêòåðèñòè-

êè. �åëÿòèâèñòñêèå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ïîçâîëÿþò îáúÿñíÿòü ìíîæåñòâî

ðåàêöèé, ïðîèñõîäÿùèõ ïðè âçàèìîäåéñòâèè ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö.

Óñêîðèòåëè ÿâëÿþòñÿ òàêæå ïîëèãîíîì ïî ïðîâåðêå è ïðàêòè÷åñêî-

ìó èñïîëüçîâàíèþ íåïîñðåäñòâåííûõ ñëåäñòâèé ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåí-

öà. Âûñîêèå ñêîðîñòè, äîñòèãàåìûå â óñêîðèòåëÿõ, ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ

ïîäòâåðæäàþò òàêîå íåîáû÷íîå ñëåäñòâèå òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, êàê

çàìåäëåíèå âðåìåíè â äâèæóùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷¼òà (ñòð. 73). Ìíîãèå ÷à-

ñòèöû èìåþò î÷åíü êîðîòêîå âðåìÿ æèçíè, îäíàêî îíî óâåëè÷èâàåòñÿ â

òî÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäñêàçàíèåì òåîðèè, åñëè ÷àñòèöû áûñòðî äâè-

æóòñÿ [7℄. Çàìåäëåíèå âðåìåíè (ðåëÿòèâèñòñêîå è ãðàâèòàöèîííîå) íåîá-

õîäèìî ó÷èòûâàòü â ðàáîòå ñïóòíèêîâîé íàâèãàöèè. Ïîýòîìó ïðîâåðêà

òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, �àêòè÷åñêè, ïðîèñõîäèò êàæäûé ðàç, êîãäà ìû

âêëþ÷àåì â òåëå�îíå ñèñòåìó GPS ïîçèöèîíèðîâàíèÿ.

Íå ñòîèò çàáûâàòü è î íàó÷íîì ñèìâîëå XX-âåêà, âûðàæåííîì â �îð-

ìóëå E = mc2. Âñÿ ýíåðãåòèêà, â êîíå÷íîì ñ÷¼òå, îñíîâàíà íà ýòîì ñîîò-

íîøåíèè. Îãðîìíàÿ ýíåðãèÿ, �õðàíÿùàÿñÿ� â ìàññàõ ÷àñòèö, èìååò êàê

ìèðíóþ, òàê è âîåííóþ ðåàëèçàöèþ â �îðìå àòîìíîãî è âîäîðîäíîãî

îðóæèÿ.
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Âàæíî ïîíèìàòü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò �ãëàâíîãî�, êðèòè÷åñêîãî ýêñïå-

ðèìåíòà, ïîäòâåðæäàþùåãî òåîðèþ îòíîñèòåëüíîñòè. Òåì áîëåå òàêèìè

ýêñïåðèìåíòàìè íå ÿâëÿþòñÿ èñòîðè÷åñêè âàæíûå îïûòû êîíöà XIX-ãî,

íà÷àëà XX-ãî âåêà. Íàøà âåðà â ñïðàâåäëèâîñòü òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè

îñíîâûâàåòñÿ íà ñàìîñîãëàñîâàííîñòè îãðîìíîãî ÷èñëà ýêñïåðèìåíòîâ è

òåîðèé, êîòîðûå âîçíèêëè íà áàçå ðåëÿòèâèñòñêîé �èçèêè.

Íàïðèìåð, îáúåäèíåíèå òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, êâàíòîâîé ìåõàíèêè

è ýëåêòðîäèíàìèêè Ìàêñâåëëà ïðèâåëî ê ñîçäàíèþ êâàíòîâîé ýëåêòðî-

äèíàìèêè. Å¼ ñâîéñòâà îïðåäåëÿþòñÿ òðåìÿ �èçè÷åñêèìè êîíñòàíòàìè �

ñêîðîñòüþ ñâåòà �c�, ïîñòîÿííîé Ïëàíêà �~� è çàðÿäîì ýëåêòðîíà �e�. Èõ

áåçðàçìåðíîå îòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ ïîñòîÿííîé òîíêîé ñòðóêòóðû:

α =
e2

~c
= 1/137.035 999 679(94).

Ïðåäñêàçàíèÿ ýòîé òåîðèè ïîäòâåðæäàþòñÿ íà ýêñïåðèìåíòå ñ �àíòà-

ñòè÷åñêîé òî÷íîñòüþ. Ïðèâåä¼ì ëèøü îäèí ïðèìåð. Áîëüøèíñòâî ýëå-

ìåíòàðíûõ ÷àñòèö îáëàäàåò ñïèíîì � ñîáñòâåííûì ìîìåíòîì âðàùåíèÿ.

Åñëè ÷àñòèöà çàðÿæåíà, òî ó íå¼ âîçíèêàåò ìàãíèòíûé ìîìåíò, ò.å. îíà

ñòàíîâèòñÿ ìàëåíüêèì ìàãíèòîì. Âçàèìîäåéñòâèå ìàãíèòíîãî ìîìåíòà ñ

âíåøíèì ìàãíèòíûì ïîëåì ïîçâîëÿåò åãî èçìåðèòü. Áåç ó÷¼òà ý��åêòîâ

êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêè ìîæíî äîñòàòî÷íî ëåãêî ðàññ÷èòàòü çíà÷å-

íèå ìàãíèòíîãî ìîìåíòà. Òàêîé ðàñ÷¼ò íåìíîãî îòëè÷àåòñÿ îò èçìåðåííî-

ãî çíà÷åíèÿ, ïîýòîìó âîçíèê òåðìèí àíîìàëüíûé ìàãíèòíûé ìîìåíò.

Èñïîëüçîâàíèå êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêè ïðè ïîìîùè òåîðèè âîçìó-

ùåíèÿ ïî êîíñòàíòå α ïîçâîëÿåò óòî÷íèòü òåîðåòè÷åñêèå ðàñ÷¼òû. Ïðè

ýòîì ñîãëàñèå òåîðèè è ýêñïåðèìåíòà ïðîèñõîäèò íà óðîâíå îòíîñèòåëü-

íîé îøèáêè 10−12
. È â ýòîì, â êîíå÷íîì ñ÷¼òå, çàñëóãà ðåëÿòèâèñòñêîé

òåîðèè, ëåæàùåé â îñíîâå êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêè! Àíàëîãè÷íî, áëà-

ãîäàðÿ òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, óñïåøíî ðàçâèâàþòñÿ àñòðî�èçèêà è

êîñìîëîãèÿ.

Âñ¼ ýòî, êîíå÷íî, íå îçíà÷àåò, ÷òî òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ èñ-

òèíîé â ïîñëåäíåé èíñòàíöèè. Íàîáîðîò, êðàéíå èíòåðåñíî îáíàðóæèòü

ïðåäåëû å¼ ïðèìåíèìîñòè, çà êîòîðûìè, âîçìîæíî, ñêðûâàåòñÿ íîâàÿ,

åù¼ áîëåå íåîáû÷íàÿ �èçèêà. Îäíàêî â äîñòóïíîé ïîêà ýêñïåðèìåíòàëü-

íîé îáëàñòè òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè îòëè÷íî ðàáîòàåò, è íå ñóùåñòâóåò

äðóãîé òåîðèè, êîòîðàÿ òàê æå óñïåøíî ìîãëà áû îáúÿñíèòü âñ¼ ìíî-

æåñòâî íàêîïëåííûõ ê íàñòîÿùåìó ìîìåíòó ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàí-

íûõ. �àññìîòðèì íåñêîëüêî ýêñïåðèìåíòîâ, ñûãðàâøèõ âàæíóþ èñòîðè-

÷åñêóþ ðîëü ïðè âîçíèêíîâåíèè è ñòàíîâëåíèè òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè.
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2.6 Êëàññè÷åñêèå ðåëÿòèâèñòñêèå ýêñïåðèìåíòû

• Îäíèì èç ñàìûõ çíàìåíèòûõ îïûòîâ, ïðîâîäèìûõ íà çàðå ñîçäàíèÿ

òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, áûë ýêñïåðèìåíò Àëüáåðòà Àáðàõàìà Ìàéêåëü-

ñîíà (1881 ã). Â òî âðåìÿ ãîñïîäñòâîâàëà òåîðèÿ ý�èðà è ñòîÿëà çàäà÷à

îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè Çåìëè îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû, â êîòîðîé ý�èð ïî-

êîèëñÿ. Â îïûòå Ìàéêåëüñîíà ëó÷ ñâåòà ïðè ïîìîùè ïîëóïðîçðà÷íîãî

çåðêàëà M ðàçäåëÿåòñÿ íà äâà ëó÷à. Îíè ïðîõîäÿò ïðèìåðíî îäèíàêî-

âûå ïóòè â äâóõ ïåðïåíäèêóëÿðíûõ íàïðàâëåíèÿõ, îòðàæàÿñü îò çåðêàë,

âîçâðàùàþòñÿ îáðàòíî, ïîñëå ÷åãî ñíîâà ñêëàäûâàþòñÿ. Ïðèâåä¼ì ðàñ-

÷¼ò ýòîãî îïûòà ñ òî÷êè çðåíèÿ ñèñòåìû, ñâÿçàííîé ñ �ý�èðîì�.

Ïóñòü ñêîðîñòü ñâåòà ðàâíà c, à óñòàíîâêà (èíòåð�åðîìåòð Ìàéêåëü-

ñîíà) ëåòèò ÷åðåç ý�èð ñî ñêîðîñòüþ v â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè.

Ïî òåîðåìå Ïè�àãîðà ëó÷ ñâåòà â �âåðòèêàëüíîì� íàïðàâëåíèè (�òóäà-

îáðàòíî�) äâèæåòñÿ â òå÷åíèå âðåìåíè ty (âòîðàÿ êàðòèíêà âûøå):

(ct)2 = L2
y + (vt)2 => ty = 2t =

2Ly/c
√

1− v2/c2
.

Ïðè äâèæåíèè â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè ëó÷ ñâåòà ïî õîäó äâèæå-

íèÿ Çåìëè ïðîõîäèò áîëüøèé ïóòü (çåðêàëî îò íåãî �óáåãàåò�), à ïðîòèâ

õîäà � ìåíüøèé:

ct1 = Lx + vt1,
ct2 = Lx − vt2

=> tx = t1 + t2 =
2Lx/c

1− v2/c2
.

Çåìëÿ äâèæåòñÿ âîêðóã Ñîëíöà ñî ñêîðîñòüþ v = 30 êì/ñ. Ïîýòîìó îòíî-

øåíèå v/c ∼ 10−4
ìàëî, è çíàìåíàòåëè â âûðàæåíèÿõ äëÿ tx è ty ìîæíî

ðàçëîæèòü â ðÿä. Òàê êàê

√
1− x ≈ 1 − x/2, à 1/(1 − x) ≈ 1 + x, äëÿ

ðàçíîñòè âðåì¼í ∆t = tx − ty èìååì:

∆t ≈ 2Lx

c

(

1 +
v2

c2

)

− 2Ly

c

(

1 +
v2

2c2

)

=
2(Lx − Ly)

c
+

2Lx − Ly

c

v2

c2
.

��îðèçîíòàëüíàÿ� ÷àñòü ìàêñèìóìà ñâåòîâîé âîëíû ïðèõîäèò ê íàáëþäà-

òåëþ íà∆t ïîçæå, ÷åì �âåðòèêàëüíàÿ� ÷àñòü. Ïðè èõ ñëîæåíèè âîçíèêàåò

èíòåð�åðåíöèîííàÿ êàðòèíà.
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Åñëè óñòàíîâêó ìåäëåííî âðàùàòü, òàê, ÷òîáû âåðòèêàëüíîå è ãîðè-

çîíòàëüíîå ïëå÷î ìåíÿëèñü ìåñòàìè, äîëæíî ïðîèñõîäèòü èçìåíåíèå èí-

òåð�åðåíöèîííîé êàðòèíû, êîòîðîå ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ñêîðîñòü v.

Îäíàêî ýêñïåðèìåíò ïðèâ¼ë ê îòðèöàòåëüíûì ðåçóëüòàòàì, ò.å. ñêîðîñòü

v â ïðåäåëàõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ îøèáîê îêàçàëàñü ðàâíîé íóëþ.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ýêñïåðèìåíò îáúÿñíÿåòñÿ ñëå-

äóþùèì îáðàçîì. Êàê ìû óâèäèì â ñëåäóþùåé ãëàâå, îòíîñèòåëüíî �ý�è-

ðà� (òî÷íåå íåïîäâèæíîãî íàáëþäàòåëÿ) äëèíà ãîðèçîíòàëüíîãî (â íà-

ïðàâëåíèè äâèæåíèÿ) ïëå÷à èíòåð�åðîìåòðà ñîêðàùàåòñÿ â

√

1− v2/c2

ðàç, òîãäà êàê ïåðïåíäèêóëÿðíîå ïëå÷î íå èçìåíÿåò ñâîþ äëèíó. Åñëè

çàìåíèòü Lx 7→ Lx

√

1− v2/c2, òî çàâèñèìîñòü âðåì¼í ïðîõîæäåíèÿ ïëå÷
èíòåð�åðîìåòðà ñòàíåò îäèíàêîâî çàâèñåòü îò ñêîðîñòè è âðàùåíèå íå

èçìåíèò èíòåð�åðåíöèîííîé êàðòèíû. Â ñèñòåìå æå îòñ÷¼òà, ñâÿçàííîé

ñ èíòåð�åðîìåòðîì, ñêîðîñòü ñâåòà ïî êàæäîìó ïóòè îäèíàêîâà.

Ñæàòèå òåë â íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ ââ¼ë êàê ãèïîòåçó Ôèäæåðàëüä,

÷òîáû îáúÿñíèòü îòðèöàòåëüíûé ðåçóëüòàò îïûòà Ìàéêåëüñîíà. Â òåî-

ðèè Ëîðåíöà ýòî ñæàòèå âîçíèêàëî â ðåçóëüòàòå ýëåêòðîìàãíèòíîãî âçà-

èìîäåéñòâèÿ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö âåùåñòâà è ý�èðà. Â òåîðèè æå îò-

íîñèòåëüíîñòè ïîäîáíîå ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿ êèíåìàòè÷åñêèì ý��åêòîì,

êîòîðûé îòðàæàåò î÷åíü îáùèå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè.

Îïèñàííûé âûøå îïûò â äàëüíåéøåì ïîâòîðÿëñÿ Ìàéêåëüñîíîì è

Ìîðëè (1887 ã.), Ìîðëè è Ìèëëåðîì (1902-1904 ã) è íåèçìåííî ïðèâîäèë

ê îòðèöàòåëüíîìó ðåçóëüòàòó. Ïðàâäà, åù¼ ïîçæå (1928 ã.) Ìèëëåð îáú-

ÿâèë î ñóùåñòâîâàíèè �ý�èðíîãî âåòðà�. Îäíàêî åãî ñêîðîñòü v = 10 ì/c

íå çàâèñåëà îò ñêîðîñòè äâèæåíèÿ Çåìëè è áûëà íàïðàâëåíà ïåðïåí-

äèêóëÿðíî ê ïëîñêîñòè îðáèòû. Àíàëèç åãî óñòàíîâêè âûÿâèë íàëè÷èå

ñèñòåìàòè÷åñêèõ îøèáîê, à ïîâòîðåíèÿ ýòîãî îïûòà íà áîëåå òî÷íîé àï-

ïàðàòóðå Êåíåäè, Èîîñîì è äðóãèìè ý��åêòà íå âûÿâèëè.

Îòðèöàòåëüíûå ðåçóëüòàòû îïûòà Ìàéêåëüñîíà-Ìîðëè ìîæíî áûëî

áû îáúÿñíèòü ïðè ïîìîùè êîðïóñêóëÿðíîé (áàëëèñòè÷åñêîé) ìîäåëè ñâå-

òà, â êîòîðîé ñêîðîñòü �ñâåòîâûõ êîðïóñêóë� ñêëàäûâàåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ

óñòàíîâêè è èìååò îòíîñèòåëüíî íå¼ ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå. Îäíàêî ýòà

ìîäåëü ïðîòèâîðå÷èò íàáëþäåíèþ äâîéíûõ çâåçä (àðãóìåíò Âèëëåìà

äå-Ñèòòåðà, 1913ã.). Ïðè êëàññè÷åñêîì ñëîæåíèè ñêîðîñòåé âðàùàþùèå-

ñÿ âîêðóã îáùåãî öåíòðà çâåçäû, ïðèáëèæàÿñü, èñïóñêàþò �êîðïóñêóëû�

ñâåòà ñî ñêîðîñòüþ c + v, à óäàëÿÿñü � ñî ñêîðîñòüþ c − v. Íà áîëüøèõ
ðàññòîÿíèÿõ áîëåå ïîçäíåå, íî áûñòðîå �èçîáðàæåíèå� ìîæåò îáîãíàòü

áîëåå ðàííåå, íî ìåäëåííîå. Â ðåçóëüòàòå âèäèìîå ïîâåäåíèå äâîéíûõ

çâåçä áûëî áû î÷åíü ñòðàííûì, îäíàêî ýòîãî íå íàáëþäàåòñÿ.
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• Ïåðâûì íàáëþäåíèåì ðåëÿòèâèñòñêîãî çàêîíà ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé

ñòàë îïûò Ôèçî â 1851 ã. Íà ðèñóíêå ïðåäñòàâëåíà ñõåìà åãî îïûòà. Ëó÷

ñâåòà îò èñòî÷íèêà S ïðè ïîìîùè ïîëóïðîçðà÷íîãî çåðêàëà M ðàçäåëÿ-

åòñÿ íà äâà ëó÷à. Îäèí èç íèõ ïðîõîäèò ïóòü AB ïî òå÷åíèþ âîäû, à

âòîðîé � ïóòü CD ïðîòèâ òå÷åíèÿ. Âîäà, èìåÿ ñêîðîñòü v îêîëî 7 ì/ñ,

áåæèò ïî ñòåêëÿííîé òðóáêå:

Ñêîðîñòü ñâåòà â íåïîäâèæíîé âîäå ìåíüøå, ÷åì â âàêóóìå u′ = c/n, ãäå
n > 1 � ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ. Ïðîèñõîäèò ýòî â ðåçóëüòàòå ìíîãî-

êðàòíîãî ïåðåèçëó÷åíèÿ ñâåòà àòîìàìè âåùåñòâà. Ñêîðîñòü ñâåòà îòíî-

ñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà îïðåäåëÿåòñÿ ðåëÿòèâèñòñêèì

çàêîíîì ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé, óâåëè÷èâàÿñü ïî òå÷åíèþ è óìåíüøàÿñü

ïðîòèâ òå÷åíèÿ. Â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî v îíà ðàâíà:

u =
u′ ± v

1± u′v/c2
≈
(
u′ ± v

)(
1∓ u′v

c2
)
≈ u′ ±

(
1− u′2

c2
)
v =

c

n
±
(
1− 1

n2

)
v,

ãäå ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî ïîëó÷åíî ïîñëå ðàçëîæåíèÿ çíàìåíàòåëÿ

(1/(1+x) ≈ 1−x), òàê êàê ñêîðîñòü âîäû v/c ≈ 2 ·10−8
î÷åíü íåáîëüøàÿ.

Èìåííî òàêàÿ çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè ñâåòà îò n è v íàáëþäàëàñü íà ýêñ-

ïåðèìåíòå. Èçìåðÿëàñü, åñòåñòâåííî, íå ñàìà ñêîðîñòü. Ëþáîé ìàêñèìóì

ñâåòîâîé âîëíû äåëèòñÿ â M íà äâà. Äàëåå îíè äâèæóòñÿ ñ ðàçëè÷íûìè

ñêîðîñòÿìè. Ïðîéäÿ îäèíàêîâûé ïóòü, îäèí èç ìàêñèìóìîâ ÷óòü îòñòà-

¼ò îò äðóãîãî, ÷òî è íàáëþäàåòñÿ íà èíòåð�åðåíöèîííîé êàðòèíå ïîñëå

ñëîæåíèÿ ëó÷åé ïîëóïðîçðà÷íûì çåðêàëîì M ′
.

Ñàì Ôèçî è äðóãèå ó÷¼íûå äîëãî ñ÷èòàëè, ÷òî ýòîò îïûò ñâèäåòåëü-

ñòâóåò î ÷àñòè÷íîì óâëå÷åíèè ñâåòîâîãî ý�èðà âîäîé, è ïðè âûïîëíåíèè

êëàññè÷åñêîãî ïðàâèëà ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé ñêîðîñòü ñâåòà c/n óâåëè÷è-

âàåòñÿ íå íà v, à íà (1−1/n2)v. Ïîäîáíûå ñâîéñòâà ý�èðà, êîíå÷íî, îáú-

ÿñíÿþò îïûò Ôèçî. Îäíàêî òóò æå âñòà¼ò íîâûé âîïðîñ: êàê îáúÿñíèòü

ñàìî ñâîéñòâî òàêîãî ÷àñòè÷íîãî óâëå÷åíèÿ ý�èðà âîäîé? Çàìåòèì, ÷òî

òåîðèÿ Ôðåíåëÿ, à çàòåì ýëåêòðîííàÿ òåîðèÿ Ëîðåíöà äîñòàòî÷íî äàëåêî

ïðîäâèíóëèñü â îòâåòå íà ýòîò âîïðîñ. Ýòî âîîáùå ñòàíäàðòíàÿ ñèòóàöèÿ

ñ �îáúÿñíåíèåì� òåõ èëè èíûõ ýêñïåðèìåíòîâ áåç òåîðèè îòíîñèòåëüíî-

ñòè. Â êàæäîì ñëó÷àå ìîæíî ïðèäóìàòü òó èëè èíóþ òåîðèþ, îäíàêî

îíà ðàíî èëè ïîçäíî íà÷èíàåò ïðîòèâîðå÷èòü äðóãèì ýêñïåðèìåíòàì è

ïîñòîÿííî òðåáóåò íîâûõ �çàïëàòîê� äëÿ ñâîåãî ñîõðàíåíèÿ.



ÍÅÌÍÎ�Î ÔÈËÎÑÎÔÈÈ È ÈÑÒÎ�ÈÈ 65

• Ñ èìåíåì Ôèçî ñâÿçàíî òàêæå ïåðâîå ëàáîðàòîðíîå èçìåðåíèå ñêîðî-

ñòè ñâåòà (1849 ã.). Îí èñïîëüçîâàë áûñòðî âðàùàþùååñÿ êîëåñî ñ çóáöà-

ìè. Ëó÷ ñâåòà ïðîõîäèë ñêâîçü ïðîìåæóòîê ìåæäó çóáöàìè, îòðàæàëñÿ

îò çåðêàëà è âîçâðàùàëñÿ îáðàòíî. Åñëè çà âðåìÿ äâèæåíèÿ êîëåñî óñïå-

âàëî ïîâåðíóòüñÿ íà ïîë çóáöà, ñâåò â ïðè¼ìíèê íå ïîïàäàë.

Â îïûòå Ôèçî ðàññòîÿíèå äî çåðêàëà ñîñòàâëÿëî 8.633 êì. Êîëåñî èìåëî

720 çóáöîâ. Èñ÷åçíîâåíèå ñâåòà ïðîèçîøëî íà ñêîðîñòè 12.6 îá/. Óâåëè-

÷åíèå ñêîðîñòè âðàùåíèÿ â 2 ðàçà ñíîâà ïðèâåëî ê ïîÿâëåíèþ ñâåòà, è

ò.ä. Â ðåçóëüòàòå ñêîðîñòü ñâåòà ñîñòàâèëà

2 · 8.633 êì · 720 · 2 · 12.6/c ≈ 313000 êì/c.

Â ñîâðåìåííûõ óñòàíîâêàõ ïîäîáíîãî òèïà èñïîëüçóåòñÿ íå ìåõàíè-

÷åñêèé �ïðåðûâàòåëü� ñâåòà, à ýëåêòðè÷åñêèé � òàê íàçûâàåìàÿ ÿ÷åéêà

Êåððà. Íåêîòîðûå æèäêîñòè ïðè ïðèëîæåíèè ê íèì ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ

ïðåâðàùàþò ïëîñêî ïîëÿðèçîâàííóþ ýëåêòðîìàãíèòíóþ âîëíó, êîòîðàÿ

÷åðåç íèõ ïðîõîäèò, â ýëëèïòè÷åñêè ïîëÿðèçîâàííóþ. Åñëè æå ïîëÿ íåò,

ïîëÿðèçàöèÿ íå èçìåíÿåòñÿ. Ïóñòü íà ïóòè ñâåòà äî âõîäà â æèäêîñòü è

íà âûõîäå íàõîäÿòñÿ ïîëÿðèçàòîðû ñ ïåðïåíäèêóëÿðíûìè îñÿìè. Åñëè

âíåøíåå ïîëå îòêëþ÷åíî, òàêàÿ ñèñòåìà îêàçûâàåòñÿ íåïðîçðà÷íîé, òàê

êàê ïåðâûé ïîëÿðèçàòîð îòðåçàåò âñå âîëíû çà èñêëþ÷åíèåì, íàïðèìåð,

âåðòèêàëüíî ïîëÿðèçîâàííûõ. Âòîðîé ïðîïóñêàåò òîëüêî ãîðèçîíòàëüíî

ïîëÿðèçîâàííûå âîëíû. Êîãäà ïîëå âêëþ÷àåòñÿ, ïëîñêî ïîëÿðèçîâàííàÿ

âîëíà ïðåâðàùàåòñÿ â ýëëèïòè÷åñêè ïîëÿðèçîâàííóþ, è âòîðîé ïîëÿðè-

çàòîð å¼ ïðîïóñêàåò. ß÷åéêà Êåððà ñòàíîâèòñÿ ïðîçðà÷íîé. Òàêîé ïðå-

ðûâàòåëü ñâåòà, â îòëè÷èå îò ìåõàíè÷åñêîãî êîëåñà, ìîæåò èìåòü î÷åíü

âûñîêóþ ÷àñòîòó, äî 109 ÷ 1012 ïåðåêëþ÷åíèé â ñåêóíäó.

Åñëè îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà â îïûòå Ôèçî ñîñòàâèëà 5%, òî ñïóñòÿ

100 ëåò ïðè ïîìîùè ÿ÷åéêè Êåððà îøèáêà èçìåðåíèé óìåíüøèëàñü íà

5 ïîðÿäêîâ. Â àáñîëþòíûõ âåëè÷èíàõ îøèáêà ñîñòàâëÿåò ìåíåå 1 êì/.

Èñïîëüçîâàíèå ñîâðåìåííûõ ñòàíäàðòîâ ÷àñòîòû óìåíüøàåò îøèáêó èç-

ìåðåíèÿ ñâåòà åù¼ íà òðè ïîðÿäêà, äî 1 ì/. Òàê êàê Çåìëÿ â òå÷åíèå

ñóòîê ìåíÿåò ñâîþ îðèåíòàöèþ, �àêòè÷åñêè ýòè èçìåðåíèÿ ÿâëÿþòñÿ åù¼

îäíèì ñïîñîáîì èçìåðåíèÿ �ñêîðîñòè ý�èðíîãî âåòðà�, êîòîðóþ ïîýòîìó

ìîæíî ñ÷èòàòü ìåíüøåé 1 ì/.
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2.7 Ïðîñòðàíñòâî è Âðåìÿ Íüþòîíà

∗

Ñîâðåìåííàÿ �èçèêà îòêàçàëàñü îò êîíöåïöèè àáñîëþòíîãî ïðîñòðàí-

ñòâà è âðåìåíè êëàññè÷åñêîé �èçèêè Íüþòîíà. �åëÿòèâèñòñêàÿ òåîðèÿ

ïðîäåìîíñòðèðîâàëà, ÷òî ïðîñòðàíñòâî è âðåìÿ îòíîñèòåëüíû. Íåò, ïî-

âèäèìîìó, �ðàç, ïîâòîðÿåìûõ áîëåå ÷àñòî â ðàáîòàõ ïî èñòîðèè �èçèêè è

�èëîñî�èè. Îäíàêî âñå íå òàê ïðîñòî, è ïîäîáíûå óòâåðæäåíèÿ òðåáóþò

îïðåäåëåííûõ óòî÷íåíèé (ïðàâäà, äîñòàòî÷íî ëèíãâèñòè÷åñêîãî òîëêà).

Òåì íå ìåíåå, îáðàùåíèå ê èñòîêàì èíîãäà îêàçûâàåòñÿ î÷åíü ïîëåçíûì

äëÿ ïîíèìàíèÿ ñîâðåìåííîãî ñîñòîÿíèÿ íàóêè.

Âðåìÿ, êàê èçâåñòíî, ìîæíî èçìåðèòü ïðè ïîìîùè ðàâíîìåðíîãî ïå-

ðèîäè÷åñêîãî ïðîöåññà. Îäíàêî, íå èìåÿ âðåìåíè, îòêóäà ìû çíàåì, ÷òî

ïðîöåññû ðàâíîìåðíû? Î÷åâèäíû ëîãè÷åñêèå òðóäíîñòè â îïðåäåëåíèè

ïîäîáíûõ ïåðâè÷íûõ ïîíÿòèé. �àâíîìåðíîñòü õîäà ÷àñîâ äîëæíà ïîñòó-

ëèðîâàòüñÿ è íàçûâàòüñÿ ðàâíîìåðíûì òå÷åíèåì âðåìåíè. Íàïðèìåð,

îïðåäåëÿÿ âðåìÿ ïðè ïîìîùè ðàâíîìåðíîãî è ïðÿìîëèíåéíîãî äâèæå-

íèÿ, ìû òåì ñàìûì ïðåâðàùàåì ïåðâûé çàêîí Íüþòîíà â îïðåäåëåíèå

ðàâíîìåðíîãî õîäà âðåìåíè. ×àñû èäóò ðàâíîìåðíî, åñëè òåëî, íà êîòî-

ðîå íå äåéñòâóþò ñèëû, äâèæåòñÿ ïðÿìîëèíåéíî è ðàâíîìåðíî (ïî ýòèì

÷àñàì). Ïðè ýòîì äâèæåíèå ìûñëèòñÿ îòíîñèòåëüíî èíåðöèàëüíîé ñèñòå-

ìû îòñ÷åòà, êîòîðàÿ äëÿ ñâîåãî îïðåäåëåíèÿ òàêæå íóæäàåòñÿ â ïåðâîì

çàêîíå Íüþòîíà è ðàâíîìåðíî èäóùèõ ÷àñàõ.

Äðóãàÿ òðóäíîñòü ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî äâà îäèíàêîâî ðàâíîìåðíûõ íà

äàííîì óðîâíå òî÷íîñòè ïðîöåññà ìîãóò îêàçàòüñÿ îòíîñèòåëüíî íåðàâ-

íîìåðíûìè ïðè áîëåå òî÷íîì èçìåðåíèè. È ìû ïîñòîÿííî îêàçûâàåìñÿ

ïåðåä íåîáõîäèìîñòüþ âûáîðà âñå áîëåå íàäåæíîãî ýòàëîíà ðàâíîìåðíî-

ñòè õîäà âðåìåíè.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ïðîöåññ ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîìåðíûì è èçìåðåíèå âðå-

ìåíè ñ åãî ïîìîùüþ ïðèåìëåìûì äî òåõ ïîð, ïîêà âñå äðóãèå ÿâëåíèÿ

îïèñûâàþòñÿ ìàêñèìàëüíî ïðîñòî. Î÷åâèäíî, ÷òî òðåáóåòñÿ îïðåäåëåí-

íàÿ ñòåïåíü àáñòðàãèðîâàíèÿ ïðè ïîäîáíîì îïðåäåëåíèè âðåìåíè. Ïîñòî-

ÿííûé ïîèñê ïðàâèëüíûõ ÷àñîâ ñâÿçàí ñ íàøèì óáåæäåíèåì â íåêîòîðîì

îáúåêòèâíîì ñâîéñòâå âðåìåíè îáëàäàòü ðàâíîìåðíûì òåìïîì õîäà.

Íüþòîí îòëè÷íî ïîíèìàë ñóùåñòâîâàíèå ïîäîáíûõ òðóäíîñòåé. Áîëåå

òîãî, â ñâîèõ �Íà÷àëàõ� îí è ââåë ïîíÿòèÿ àáñîëþòíîãî è îòíîñèòåëüíîãî

âðåìåíè, ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü íåîáõîäèìîñòü àáñòðàãèðîâàíèÿ, îïðåäåëå-

íèÿ íà îñíîâå îòíîñèòåëüíîãî (îáûäåííîãî, èçìåðÿåìîãî) âðåìåíè åãî

íåêîòîðîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè � âðåìåíè àáñîëþòíîãî. È â ýòîì åãî

ïîíèìàíèå ñóùíîñòè âðåìåíè íå îòëè÷àåòñÿ îò ñîâðåìåííîãî, õîòÿ èç-çà

ðàçëè÷èÿ â òåðìèíîëîãèè âîçíèêëà îïðåäåë¼ííàÿ ïóòàíèöà.
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Îáðàòèìñÿ ê �Ìàòåìàòè÷åñêèì Íà÷àëàì Íàòóðàëüíîé Ôèëîñî�èè�

(1687 ã.) [4℄. Ñîêðàù¼ííûå �îðìóëèðîâêè îïðåäåëåíèÿ Íüþòîíîì àáñî-

ëþòíîãî è îòíîñèòåëüíîãî âðåìåíè çâó÷àò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Àáñîëþòíîå (ìàòåìàòè÷åñêîå) âðåìÿ áåç âñÿêîãî îòíîøåíèÿ ê

÷åìó-ëèáî âíåøíåìó ïðîòåêàåò ðàâíîìåðíî. Îòíîñèòåëüíîå (îáû-

äåííîå) âðåìÿ åñòü ìåðà ïðîäîëæèòåëüíîñòè, ïîñòèãàåìàÿ ÷óâ-

ñòâàìè ïðè ïîñðåäñòâå êàêîãî-ëèáî äâèæåíèÿ.

Ñîîòíîøåíèå ìåæäó ýòèìè äâóìÿ ïîíÿòèÿìè è íåîáõîäèìîñòü â íèõ ÿñíî

âèäíà èç ñëåäóþùåãî ïîÿñíåíèÿ:

Àáñîëþòíîå âðåìÿ ðàçëè÷àåòñÿ â àñòðîíîìèè îò îáûäåííîãî ñîë-

íå÷íîãî âðåìåíè óðàâíåíèåì âðåìåíè. Èáî åñòåñòâåííûå ñîëíå÷-

íûå ñóòêè, ïðèíèìàåìûå ïðè îáûäåííîì èçìåðåíèè âðåìåíè çà

ðàâíûå, íà ñàìîì äåëå ìåæäó ñîáîþ íå ðàâíû. Ýòî íåðàâåíñòâî

è èñïðàâëÿåòñÿ àñòðîíîìàìè, ÷òîáû ïðè èçìåðåíèÿõ äâèæåíèé

íåáåñíûõ ñâåòèë ïðèìåíÿòü áîëåå ïðàâèëüíîå âðåìÿ. Âîçìîæíî,

÷òî íå ñóùåñòâóåò (â ïðèðîäå) òàêîãî ðàâíîìåðíîãî äâèæåíèÿ,

êîòîðûì âðåìÿ ìîãëî áû èçìåðÿòüñÿ ñ ñîâåðøåííîþ òî÷íîñòüþ.

Âñå äâèæåíèÿ ìîãóò óñêîðÿòüñÿ èëè çàìåäëÿòüñÿ, òå÷åíèå æå àá-

ñîëþòíîãî âðåìåíè èçìåíÿòüñÿ íå ìîæåò.

Îòíîñèòåëüíîå âðåìÿ Íüþòîíà åñòü âðåìÿ èçìåðÿåìîå, òîãäà êàê âðåìÿ

àáñîëþòíîå åñòü åãî ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñî ñâîéñòâàìè, âûâîäèìûìè

èç îòíîñèòåëüíîãî âðåìåíè ïðè ïîìîùè àáñòðàãèðîâàíèÿ.

Âîîáùå, ãîâîðÿ î âðåìåíè, ïðîñòðàíñòâå è äâèæåíèè, Íüþòîí ïîñòî-

ÿííî ïîä÷åðêèâàåò, ÷òî îíè ïîñòèãàþòñÿ íàøèìè ÷óâñòâàìè è òåì ñàìûì

ÿâëÿþòñÿ îáûäåííûìè (îòíîñèòåëüíûìè):

Îòíîñèòåëüíûå êîëè÷åñòâà íå ñóòü òå ñàìûå êîëè÷åñòâà, êîèõ

èìåíà èì îáû÷íî ïðèäàþòñÿ, à ñóòü ëèøü ðåçóëüòàòû èçìåðå-

íèé ñêàçàííûõ êîëè÷åñòâ (èñòèííûå èëè ëîæíûå), ïîñòèãàåìûå

÷óâñòâàìè è ïðèíèìàåìûå îáû÷íî çà ñàìè êîëè÷åñòâà.

Íåîáõîäèìîñòü ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè ýòèõ ïîíÿòèé òðåáóåò ââåäåíèÿ ìà-

òåìàòè÷åñêèõ (àáñîëþòíûõ) îáúåêòîâ, íåêèõ èäåàëüíûõ ñóùíîñòåé, íå

çàâèñÿùèõ îò íåòî÷íîñòè ïðèáîðîâ. Óòâåðæäåíèå Íüþòîíà î òîì, ÷òî

�àáñîëþòíîå âðåìÿ ïðîòåêàåò ðàâíîìåðíî áåç âñÿêîãî îòíîøåíèÿ ê ÷åìó-

ëèáî âíåøíåìó� îáû÷íî èñòîëêîâûâàþò â ñìûñëå íåçàâèñèìîñòè âðåìåíè

îò äâèæåíèÿ. Îäíàêî, êàê âèäíî èç ïðèâåäåííûõ âûøå öèòàò, Íüþòîí

ãîâîðèò î íåîáõîäèìîñòè àáñòðàãèðîâàíèÿ îò âîçìîæíûõ íåòî÷íîñòåé

ðàâíîìåðíîãî õîäà ëþáûõ ÷àñîâ. Äëÿ íåãî àáñîëþòíîå è ìàòåìàòè÷åñêîå

âðåìÿ ÿâëÿþòñÿ ñèíîíèìàìè!
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Íüþòîí íèãäå íå îáñóæäàåò âîïðîñ î òîì, ÷òî ñêîðîñòü òå÷åíèÿ âðå-

ìåíè ìîæåò îòëè÷àòüñÿ â ðàçëè÷íûõ îòíîñèòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ (ñè-

ñòåìàõ îòñ÷åòà). Áåçóñëîâíî, êëàññè÷åñêàÿ ìåõàíèêà ïîäðàçóìåâàåò îäè-

íàêîâóþ ðàâíîìåðíîñòü õîäà âðåìåíè äëÿ âñåõ ñèñòåì îòñ÷åòà. Îäíàêî

ýòî ñâîéñòâî âðåìåíè êàæåòñÿ íàñòîëüêî î÷åâèäíûì, ÷òî Íüþòîí, î÷åíü

òî÷íûé â ñâîèõ �îðìóëèðîâêàõ, íå îáñóæäàåò åãî è íå �îðìóëèðóåò

êàê îäíî èç îïðåäåëåíèé èëè çàêîíîâ ñâîåé ìåõàíèêè. Èìåííî ýòî ñâîé-

ñòâî âðåìåíè áûëî îòáðîøåíî òåîðèåé îòíîñèòåëüíîñòè. Àáñîëþòíîå æå

âðåìÿ â ïîíèìàíèè Íüþòîíà ïî-ïðåæíåìó ïðèñóòñòâóåò â ïàðàäèãìå

ñîâðåìåííîé �èçèêè.

Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê �èçè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó Íüþòîíà. Åñëè ïîíè-

ìàòü ïîä àáñîëþòíûì ïðîñòðàíñòâîì ñóùåñòâîâàíèå íåêîòîðîé âûäåëåí-

íîé, ïðèâèëåãèðîâàííîé ñèñòåìû îòñ÷åòà, òî èçëèøíå íàïîìèíàòü, ÷òî â

êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå åãî íåò. Áëåñòÿùåå îïèñàíèå �àëèëååì íåâîçìîæ-

íîñòè îïðåäåëèòü àáñîëþòíîå äâèæåíèå êîðàáëÿ � ÿðêèé òîìó ïðèìåð.

Òàêèì îáðàçîì, ðåëÿòèâèñòñêàÿ òåîðèÿ è íå ìîãëà îòêàçàòüñÿ îò òîãî,

÷òî â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå îòñóòñòâîâàëî.

Òåì íå ìåíåå, ó Íüþòîíà âîïðîñ î ñîîòíîøåíèè àáñîëþòíîãî è îòíîñè-

òåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà íåäîñòàòî÷íî ÿñåí. Ñ îäíîé ñòîðîíû, è äëÿ âðåìå-

íè, è äëÿ ïðîñòðàíñòâà òåðìèí �îòíîñèòåëüíûé� èñïîëüçóåòñÿ â ñìûñëå

�èçìåðÿåìàÿ âåëè÷èíà� (ïîñòèãàåìàÿ íàøèìè ÷óâñòâàìè), à �àáñîëþò-

íûé� � â ñìûñëå �å¼ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü�:

Àáñîëþòíîå ïðîñòðàíñòâî ïî ñàìîé ñâîåé ñóùíîñòè, áåçîòíîñè-

òåëüíî ê ÷åìó áû òî íè áûëî âíåøíåìó, îñòàåòñÿ âñåãäà îäèíà-

êîâûì è íåïîäâèæíûì. Îòíîñèòåëüíîå åñòü åãî ìåðà èëè êàêàÿ-

ëèáî îãðàíè÷åííàÿ ïîäâèæíàÿ ÷àñòü, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ íà-

øèìè ÷óâñòâàìè ïî ïîëîæåíèþ åãî îòíîñèòåëüíî íåêîòîðûõ òåë,

è êîòîðîå â îáûäåííîé æèçíè ïðèíèìàåòñÿ çà ïðîñòðàíñòâî íåïî-

äâèæíîå.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â òåêñòå ïðèñóòñòâóþò ðàññóæäåíèÿ î ìîðÿêå íà êî-

ðàáëå, êîòîðûå ìîæíî èñòîëêîâàòü è êàê îïèñàíèå âûäåëåííîé ñèñòåìû

îòñ÷åòà:

Åñëè æå è ñàìà Çåìëÿ äâèæåòñÿ, òî èñòèííîå àáñîëþòíîå äâèæå-

íèå òåëà íàéäåòñÿ ïî èñòèííîìó äâèæåíèþ Çåìëè â íåïîäâèæ-

íîì ïðîñòðàíñòâå è ïî îòíîñèòåëüíûì äâèæåíèÿì êîðàáëÿ ïî

îòíîøåíèþ ê Çåìëå è òåëà ïî êîðàáëþ.

Òàêèì îáðàçîì, ââîäèòñÿ ïîíÿòèå àáñîëþòíîãî äâèæåíèÿ, êîòîðîå ïðî-

òèâîðå÷èò ïðèíöèïó îòíîñèòåëüíîñòè �àëèëåÿ.
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Òåì íå ìåíåå, àáñîëþòíîå ïðîñòðàíñòâî è äâèæåíèå ââîäÿòñÿ, ÷òîáû

òóò æå ïîñòàâèòü ïîä ñîìíåíèå èõ ñóùåñòâîâàíèå:

Îäíàêî ñîâåðøåííî íåâîçìîæíî íè âèäåòü, íè êàê-íèáóäü èíà÷å

ðàçëè÷àòü ïðè ïîìîùè íàøèõ ÷óâñòâ îòäåëüíûå ÷àñòè ýòîãî ïðî-

ñòðàíñòâà îäíó îò äðóãîé, è âìåñòî íèõ ïðèõîäèòñÿ îáðàùàòüñÿ ê

èçìåðåíèÿì, äîñòóïíûì ÷óâñòâàì. Ïî ïîëîæåíèÿì è ðàññòîÿíè-

ÿì ïðåäìåòîâ îò êàêîãî-ëèáî òåëà, ïðèíèìàåìîãî çà íåïîäâèæ-

íîå, îïðåäåëÿåì ìåñòà âîîáùå. Íåâîçìîæíî òàêæå îïðåäåëèòü

èñòèííûé èõ (òåë) ïîêîé ïî îòíîñèòåëüíîìó èõ äðóã äðóãó ïî-

ëîæåíèþ.

Âîçìîæíî, íåîáõîäèìîñòü ðàññìîòðåíèÿ àáñîëþòíîãî ïðîñòðàíñòâà è àá-

ñîëþòíîãî äâèæåíèÿ â íåì ñâÿçàíà ñ àíàëèçîì ñîîòíîøåíèÿ èíåðöèàëü-

íûõ è íåèíåðöèàëüíûõ ñèñòåì îòñ÷åòà. Îáñóæäàÿ îïûò ñ âðàùàþùèì-

ñÿ âåäðîì, êîòîðîå íàïîëíåíî âîäîé, Íüþòîí ïîêàçûâàåò, ÷òî äâèæåíèå

âðàùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíûì â òîì ñìûñëå, ÷òî åãî ìîæíî îïðåäå-

ëèòü, íå âûõîäÿ çà ðàìêè ñèñòåìû âåäðî-âîäà, ïî �îðìå âîãíóòîé ïî-

âåðõíîñòè âîäû. Â ýòîì îòíîøåíèè åãî òî÷êà çðåíèÿ òàêæå ñîâïàäàåò ñ

ñîâðåìåííîé.

Íåäîðàçóìåíèå, âûðàæåííîå â �ðàçàõ, ïðèâåäåííûõ â íà÷àëå ðàçäå-

ëà, âîçíèêëî èç-çà çàìåòíûõ îòëè÷èé â ñåìàíòèêå óïîòðåáëåíèÿ òåðìè-

íîâ �àáñîëþòíîå� è �îòíîñèòåëüíîå� Íüþòîíîì è ñîâðåìåííûìè �èçèêà-

ìè. Ñåé÷àñ, ãîâîðÿ îá àáñîëþòíîé ñóùíîñòè, ìû ïîäðàçóìåâàåì, ÷òî îíà

îïèñûâàåòñÿ îäèíàêîâûì îáðàçîì äëÿ ðàçëè÷íûõ íàáëþäàòåëåé. Îòíî-

ñèòåëüíûå âåùè ìîãóò âûãëÿäåòü ïî-ðàçíîìó äëÿ ðàçëè÷íûõ íàáëþäà-

òåëåé. Âìåñòî æå íüþòîíîâñêîãî �àáñîëþòíîãî ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè�

ìû ñåãîäíÿ ãîâîðèì �ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè�.

Ïîýòîìó âîèñòèíó íàñèëóþò ñìûñë ñâÿùåííîãî ïèñàíèÿ òå, êòî

ýòè ñëîâà èñòîëêîâûâàþò â íåì.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà êàê êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè, òàê è ðåëÿ-

òèâèñòñêîé òåîðèè õîðîøî èçâåñòíà. Ñâîéñòâà, êîòîðûìè íàäåëÿþò ýòè

òåîðèè ïðîñòðàíñòâî è âðåìÿ, îäíîçíà÷íî ñëåäóþò èç ýòîé ñòðóêòóðû.

Òóìàííûå æå (�èëîñî�ñêèå) ðàññóæäåíèÿ îá óñòàðåâøåé �àáñîëþòíî-

ñòè� è ðåâîëþöèîííîé �îòíîñèòåëüíîñòè� âðÿä ëè ïðèáëèæàþò íàñ ê ðàç-

ãàäêå �ëàâíîé Òàéíû.

Òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè ïî ïðàâó íîñèò ýòî íàçâàíèå, òàê êàê äåéñòâè-

òåëüíî ïðîäåìîíñòðèðîâàëà, ÷òî ìíîãèå âåùè, êàæóùèåñÿ àáñîëþòíûìè

ïðè ìàëûõ ñêîðîñòÿõ, òàêîâûìè íå ÿâëÿþòñÿ ïðè áîëüøèõ.
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�ëàâà 3

Êèíåìàòèêà

Â ýòîé ãëàâå èçó÷àþòñÿ îñíîâíûå êèíåìàòè÷åñêèå ý��åêòû òåîðèè îò-

íîñèòåëüíîñòè. Íà÷í¼ì ìû ñ îáñóæäåíèÿ îòíîñèòåëüíîñòè îäíîâðåìåí-

íîñòè è çàìåäëåíèÿ âðåìåíè. Îòäàâàÿ äàíü òðàäèöèè, áóäåò ðàññìîòðåí

ìûñëåííûé ýêñïåðèìåíò ñ äâóìÿ áëèçíåöàìè, â îïèñàíèè êîòîðîãî èíî-

ãäà óñìàòðèâàþò ïàðàäîêñ.

Íàáëþäàòåëè ìîãóò ïðîâîäèòü èçìåðåíèÿ òîëüêî â ñâîåé íåïîñðåä-

ñòâåííîé îêðåñòíîñòè. Ïîýòîìó èí�îðìàöèþ îá óäàëåííûõ ñîáûòèÿõ îíè

ïîëó÷àþò ïðè ïîìîùè ðàçëè÷íûõ ñèãíàëîâ. ×àùå âñåãî äëÿ ýòîãî èñ-

ïîëüçóåòñÿ ñâåò. Ó÷åò êîíå÷íîñòè ñêîðîñòè åãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ è ñïå-

öè�èêà äðóãèõ ý��åêòîâ òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ïîòðåáóþò íåêîòîðîé

êîððåêòèðîâêè âîñïðèíèìàåìîé íàìè èí�îðìàöèè. Îêðóæàþùàÿ Âñå-

ëåííàÿ �íà ñàìîì äåëå� âûãëÿäèò íå ñîâñåì òàê, êàê ìû å¼ âèäèì. Ïîñëå

ðàññìîòðåíèÿ ý��åêòà Äîïëåðà, èñêàæåíèÿ �îðìû äâèæóùèõñÿ îáú-

åêòîâ è àáåððàöèè, áóäóò ïîëó÷åíû ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ðàâíîóñêîðåííîãî

äâèæåíèÿ.
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3.1 Âðåìÿ

• �àññìîòðèì äâà ñîáûòèÿ (íàïðèìåð, âñïûøêè ñâåòà), îäíîâðåìåí-

íûå â ñèñòåìå S ′
. Ïóñòü îíè ïðîèñõîäÿò â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ ñèñòåìû.

Çàïèøåì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà äëÿ ïðèðàùåíèé (ñì. ñòð. 35):

∆t′ =
∆t− v∆x√

1− v2
, ∆x′ =

∆x− v∆t√
1− v2

. (3.1)

Îäíîâðåìåííîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ∆t′ = 0 (t′1 = t′2) è èç ïåðâîé �îðìóëû

èìååì: ∆t = v∆x. Åñëè ∆x = x2 − x1 > 0, òî è ∆t = t2 − t1 > 0. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî, ñ òî÷êè çðåíèÿ �íåïîäâèæíîãî� íàáëþäàòåëÿ â S, ëåâîå
ñîáûòèå ïðîèñõîäèò ðàíüøå ïðàâîãî (t2 > t1):

v

S ′

t′1 = t′2

x1 x2

S

t1

t2

Ïîíÿòèå îäíîâðåìåííîñòè ñîáûòèé îòíîñèòåëüíî è òî, ÷òî îäíîâðå-

ìåííî äëÿ îäíîãî íàáëþäàòåëÿ, íå áóäåò îäíîâðåìåííûì äëÿ äðóãîãî. Â

÷àñòíîñòè, ñ�åðè÷åñêàÿ âîëíà, ðàññìîòðåííàÿ íà ñòð. 38, ó êàæäîãî íà-

áëþäàòåëÿ áóäåò ñâîÿ, òàê êàê ñ�åðà � ýòî ìíîæåñòâî ðàâíîóäàë¼ííûõ

îò öåíòðà îäíîâðåìåííî íàáëþäàåìûõ òî÷åê.

Â ñèëó ïðèíöèïà îòíîñèòåëüíîñòè âñå èíåðöèàëüíûå ñèñòåìû îòñ÷¼-

òà ðàâíîïðàâíû. Ïîýòîìó ñîáûòèÿ, îäíîâðåìåííûå â ñèñòåìå îòñ÷¼òà S,
áóäóò òàêæå âûãëÿäåòü íåîäíîâðåìåííûìè äëÿ íàáëþäàòåëåé â ñèñòåìå

S ′
. Èç ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà ïðè ∆t = 0 ñëåäóåò, ÷òî ∆t′ = −v∆x′

.

Îòíîñèòåëüíîñòü îäíîâðåìåííîñòè ïðèâîäèò ê íåâîçìîæíîñòè ñèíõðî-

íèçàöèè ÷àñîâ â ðàçëè÷íûõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà âî âñ¼ì ïðî-

ñòðàíñòâå. Îïèñàííàÿ â ïåðâîé ãëàâå ïðîöåäóðà ñèíõðîíèçàöèè âðåìåíè

â ðàìêàõ îäíîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî âñå ÷àñû â íåé

îäíîâðåìåííî ïîêàçûâàþò îäíî è òî æå âðåìÿ. Îäíàêî ñ òî÷êè çðåíèÿ

äðóãîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû, ýòè æå ÷àñû ïîêàæóò ðàçëè÷íîå âðåìÿ

(ïî ñðàâíåíèþ ñ ÷àñàìè, ñèíõðîíèçèðîâàííûìè â ýòîé ñèñòåìå).

Íåîäíîâðåìåííîñòü òåì ñèëüíåå, ÷åì áîëüøå ñêîðîñòü ñèñòåìû S ′
è

ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîáûòèÿìè. Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ â �îðìóëå∆t = v∆x
êîíñòàíòû �c� íåîáõîäèìî ñäåëàòü ïðåäëîæåííûå ðàíåå çàìåíû (ñòð. 32):

c∆t =
v

c
∆x, èëè ∆t =

v

c2
∆x.

Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ∆t = ∆t′ = 0, ò.å. îäíîâðåìåííîñòü � ïîíÿòèå

àáñîëþòíîå, ÷òî ñðàçó âëå÷åò çà ñîáîé c = ∞.
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• Äðóãîé ëþáîïûòíûé ý��åêò ñâÿçàí ñ çàìåäëåíèåì òåìïà òå÷åíèÿ

âðåìåíè â äâèæóùåéñÿ ñèñòåìå. Ïóñòü ∆x′ = 0, ò.å. â S ′
÷àñû íåïîäâèæ-

íû è äâèæóòñÿ îòíîñèòåëüíî S: ∆x = v∆t. Â ýòîì ñëó÷àå èç (3.1) èìååì:

∆t′ =
∆t− v (v∆t)√

1− v2
= ∆t

√

1− v2

∆x

v v
t′1 t′2S

Ïðèíÿòî ïðè ïîìîùè íóëåâîãî èíäåêñà îáîçíà÷àòü èíòåðâàë âðåìåíè

τ0 = ∆t′ â ñèñòåìå S ′
, à òîò æå èíòåðâàë ñ òî÷êè çðåíèÿ �íåïîäâèæíîãî�

íàáëþäàòåëÿ � áåç èíäåêñà (τ = ∆t):

τ =
τ0√
1− v2

. (3.2)

Èíòåðâàë âðåìåíè τ0, èçìåðåííûé íåïîäâèæíûì îòíîñèòåëüíî ÷àñîâ íà-

áëþäàòåëåì, íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì âðåìåíåì ýòèõ ÷àñîâ. Òàê êàê

v < 1, òî τ > τ0, è âñå âûãëÿäèò òàê, ÷òî äâèæóùèåñÿ ÷àñû èäóò ìåä-

ëåííåå íåïîäâèæíûõ.

�àññìîòðèì, íàïðèìåð, �ñâåòîâûå ÷àñû�, â êîòîðûõ èìïóëüñ ñâåòà ïå-

ðèîäè÷åñêè îòðàæàåòñÿ îò äâóõ çåðêàë. Ïî ñîáñòâåííîìó âðåìåíè ÷àñîâ

èõ âûñîòà è âðåìÿ �òèêà� ñâÿçàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì: L = cτ0. Äëÿ
íåïîäâèæíîãî íàáëþäàòåëÿ ýòîò �òèê� ïðîèñõîäèò ïî ãèïîòåíóçå ñ òîé

æå ñêîðîñòüþ ñâåòà. Ïî òåîðåìå Ïè�àãîðà ìîæíî íàïèñàòü:

L2 = (cτ0)
2 = (cτ)2 − (vτ)2 L = cτ0 cτL

vτ

Ïðè c = 1 ïîëó÷àåì (3.2). Îäèí òèê íà äâèæóùèõñÿ ÷àñàõ τ0, ñ òî÷êè

çðåíèÿ íåïîäâèæíîãî íàáëþäàòåëÿ, áóäåò äëèòüñÿ äîëüøå, òàê êàê ñâåò

ñî ñêîðîñòüþ c ïðîõîäèò áîëåå äëèííûé ïóòü cτ . Ëþáûå ïðîöåññû â S ′

èäóò ñ îäíèì òåìïîì, ïîýòîìó âñå îíè áóäóò âûãëÿäåòü èç S ìåäëåííåå.

�åàëüíî èëè íåò ïîäîáíîå çàìåäëåíèå âðåìåíè? Îíî ðåàëüíî ðîâíî íà-

ñòîëüêî, íàñêîëüêî ðåàëüíû íàøè ñïîñîáû èçìåðåíèÿ âðåìåíè è ïðîöåäó-

ðû ñîãëàñîâàíèÿ åäèíèö èçìåðåíèÿ. Ëåòÿùèé ìèìî îáúåêò áóäåò �æèòü

äîëüøå� ñ òî÷êè çðåíèÿ íåïîäâèæíûõ íàáëþäàòåëåé. Ýòîò ý��åêò íà-

áëþäàåòñÿ äëÿ êîðîòêîæèâóùèõ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö. Åñòåñòâåííî, çà-

ìåäëåíèå âðåìåíè îòíîñèòåëüíî. Ñ òî÷êè çðåíèÿ íàáëþäàòåëåé â ñèñòåìå

S ′
âñå ÷àñû â S áóäóò èäòè ìåäëåííåå. Èíåðöèàëüíûå ñèñòåìû îòñ÷åòà

ðàâíîïðàâíû, è ëþáûå ïðîöåññû â íèõ âûãëÿäÿò ñèììåòðè÷íûì îáðàçîì.

Â òàêîì ðàçíîîáðàçèè ìíåíèé íåò íèêàêîé ñòðàííîñòè, êàê íåóäèâèòåëü-

íî èõ ðàçíîîáðàçèå ïî ïîâîäó âêóñà ñûðà ðîê�îð.
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• �àçáåðåìñÿ ïîäðîáíåå, ÷òî âèäèò íàáëþäàòåëü, ñâÿçàííûé ñ äâèæó-
ùèìèñÿ ÷àñàìè. Äëÿ íàãëÿäíîñòè ïðåäñòàâèì, ÷òî â ñèñòåìå S íà áîëü-

øîì ðàññòîÿíèè äðóã îò äðóãà âäîëü îñè x íàõîäÿòñÿ êîñìîïîðòû. Íà

íèõ âèñÿò ñèíõðîííî èäóùèå ÷àñû. �èñóíîê íèæå ïðèâåäåí äëÿ íàáëþ-

äàòåëåé â ñèñòåìå S:

v v

Êîñìè÷åñêèé êîðàáëü, ïðîëåòàÿ ìèìî ïåðâûõ ÷àñîâ â òî÷êå x = 0,

ñèíõðîíèçèðóåò ñ íèìè ñâî¼ âðåìÿ. Â ðåçóëüòàòå ÷àñû íà êîðàáëå è íà

êîñìîïîðòå ïîêàçûâàþò îäíî çíà÷åíèå, íàïðèìåð, ïîëíî÷ü (ïåðâûé ðè-

ñóíîê). Ïîêà äâèæóùèåñÿ äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà íàáëþäàòåëè íà êî-

ðàáëå è ñòàíöèè íàõîäÿòñÿ ðÿäîì, êàæäûé èç íèõ ðåãèñòðèðóåò áîëåå

ìåäëåííîå òèêàíüå �÷óæèõ� ÷àñîâ ïî ñðàâíåíèþ ñî ñâîèìè.

×òî ïðîèçîéä¼ò, êîãäà êîðàáëü äîñòèãíåò ñëåäóþùåãî êîñìîïîðòà?

Äëÿ êîñìîíàâòà çåìíûå ÷àñû ïî-ïðåæíåìó èäóò ìåäëåííåå. Òåì íå ìå-

íåå, îíè ïîêàæóò áîëåå ïîçäíåå âðåìÿ, ÷åì ÷àñû íà êîðàáëå. Ñðàâíåíèå

ïîêàçàíèÿ ÷àñîâ â îäíîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà � àáñîëþòíàÿ ïðîöåäóðà (â

îòëè÷èå îò òåìïà èõ õîäà, ò.å. èíòåðâàëà). Ïîýòîìó ñîòðóäíèêè êîñìî-

ïîðòà òîæå áóäóò íàáëþäàòü îòñòàâàíèå êîðàáåëüíûõ ÷àñîâ.

�àññìîòðèì ìàòåìàòèêó ýòîãî ý��åêòà. Â ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëîðåíöà

(1.13), ñòð. 32, ïîëîæèì êîîðäèíàòó êîðàáëÿ ðàâíîé x′ = 0. Åãî óðàâíå-
íèå äâèæåíèÿ â ñèñòåìå S èìååò âèä x = vt. Âðåìÿ, ïðîøåäøåå ïîñëå

ñîâïàäåíèÿ íà÷àë îòñ÷åòà x = x′ = 0, â ñèñòåìå S ′
ìåíüøå, ÷åì â S:

t′ =
t− v (vt)√

1− v2
= t
√

1− v2 < t. (3.3)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÷àñû, íåïîäâèæíûå â S (∆x = 0), èäóò ñ òî÷êè çðåíèÿ
êîñìîíàâòà ìåäëåííåå (ñì. (3.1)):

∆t′ =
∆t√
1− v2

> ∆t.

Òàêèì îáðàçîì, õîòÿ âñå êîíêðåòíûå ÷àñû â ñèñòåìå S èäóò ìåäëåííåå

ñ òî÷êè çðåíèÿ íàáëþäàòåëÿ â S ′
, ðàçíûå ÷àñû âäîëü åãî òðàåêòîðèè

ïîêàçûâàþò âðåìÿ, óøåäøåå âïåðåä. Åñëè êîñìîíàâò íàäóìàåò ñîéòè íà

íåêîòîðîé ñòàíöèè, ðåçêî çàòîðìîçèâ, òî ïîñëå îñòàíîâêè îí óâèäèò, ÷òî

÷àñû íà êîñìîïîðòå óæå òèêàþò ñèíõðîííî ñ åãî ñîáñòâåííûìè ÷àñà-

ìè, îäíàêî ïî-ïðåæíåìó ïîêàçûâàþò äëÿ íåãî áîëåå ïîçäíåå âðåìÿ. Â

ðåçóëüòàòå êîñìîíàâò ïîïàä¼ò â �áóäóùåå� íåïîäâèæíîé ñèñòåìû S.
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• Â ÷åì �èçè÷åñêàÿ ïðè÷èíà òàêîãî ñòðàííîãî ñ òî÷êè çðåíèÿ êîñ-

ìîíàâòà ïîâåäåíèÿ ÷àñîâ â �íåïîäâèæíîé� ñèñòåìå îòñ÷åòà? Äëÿ îòâåòà

ïîòðåáóåòñÿ ýñêàäðà êîñìè÷åñêèõ êîðàáëåé, ëåòÿùèõ âäîëü îñè x äðóã

çà äðóãîì. Ïóñòü öåíòðàëüíûé êîðàáëü x′ = 0 ñèíõðîíèçóåò ñâîè ÷àñû ñ

÷àñàìè íà êîñìîïîðòå x = 0 (ðèñóíîê ñ òî÷êè çðåíèÿ S ′
):

v vv

0

S ′

Îäíîâðåìåííî ñ ýòèì ñîáûòèåì (â ñèñòåìå S ′
) êîñìîíàâòû íà äðó-

ãèõ êîðàáëÿõ ýñêàäðû íàáëþäàþò ðàçëè÷íóþ êàðòèíó â çàâèñèìîñòè îò

òîãî, ñïåðåäè èëè ñçàäè îíè ëåòÿò îò öåíòðàëüíîãî êîðàáëÿ. Òàê êàê

âðåìÿ âíóòðè ýñêàäðû åäèíîå, ñîâïàäåíèå íà÷àë îòñ÷åòà (öåíòðàëüíûé

êîðàáëü) ïðîèñõîäèò äëÿ âñåõ êîðàáëåé â îäíî âðåìÿ t′ = 0. Èç ïðå-

îáðàçîâàíèé Ëîðåíöà èìååì t = v x, ïîýòîìó êîñìîïîðòû, íàõîäÿùèå-

ñÿ ñçàäè (x < 0), áóäóò äëÿ íàáëþäàòåëåé â S ′
âûãëÿäåòü â ïðîøëîì

(t < 0), à êîñìîïîðòû, íàõîäÿùèåñÿ ñïåðåäè ïî äâèæåíèþ, � â áóäóùåì.

Êîãäà öåíòðàëüíûé êîðàáëü äîñòèãàåò íîâûõ êîñìîïîðòîâ, âðåìÿ íà íèõ

îêàçûâàåòñÿ áóäóùåå, õîòÿ èõ ÷àñû è òèêàþò ìåäëåííåå. Çàìåäëåííûé

õîä ÷àñîâ íå óñïåâàåò êîìïåíñèðîâàòü íà÷àëüíûé �ñäâèã â áóäóùåå�, ñì.

(3.3). Íà çàìåäëåíèå âðåìåíè âñåãäà �íàêëàäûâàåòñÿ� ý��åêò îòíîñè-

òåëüíîñòè îäíîâðåìåííîñòè. Íàáëþäàòåëè â îäíîé ñèñòåìå íàõîäÿòñÿ â

èõ íàñòîÿùåì. Îäíàêî äëÿ äðóãèõ ñèñòåì îíè îäíîâðåìåííî ñóùåñòâóþò

è â ïðîøëîì, è â áóäóùåì.

⊲ Ëþáîïûòíî ïðîàíàëèçèðîâàòü, ÷òî ïðîèçîéäåò, åñëè ýñêàäðà ðåøèò

î÷åíü áûñòðî îñòàíîâèòüñÿ, íàïðèìåð, ïðè t′ = 0. Ïîíÿòíî, ÷òî â íåïî-
äâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà S òàêàÿ �îäíîâðåìåííàÿ îñòàíîâêà� íå áóäåò

âûãëÿäåòü îäíîâðåìåííîé: t = v x. Ñíà÷àëà íà÷í¼ò òîðìîçèòü ïîñëåä-

íèé êîðàáëü ýñêàäðû, çàòåì öåíòðàëüíûé, è ïîçæå âñåõ âêëþ÷èò äâè-

ãàòåëè �ëàãìàíñêèé êîðàáëü. Ïóñòü âíóòðè ýñêàäðû ðàññòîÿíèå ìåæ-

äó êîðàáëÿìè âñ¼ âðåìÿ âûäåðæèâàåòñÿ íåèçìåííûì. Êîãäà ñêîðîñòü

öåíòðàëüíîãî êîðàáëÿ îòíîñèòåëüíî S áóäåò íóëåâîé, òàêàÿ æå ñêîðîñòü

äîëæíà áûòü è äëÿ íåïîäâèæíûõ îòíîñèòåëüíî íåãî äðóãèõ êîðàáëåé.

Ïîñëå îñòàíîâêè êîðàáëè îêàçûâàþòñÿ â ñèñòåìå S è äîëæíû âîñïðè-

íèìàòü îêðóæàþùóþ äåéñòâèòåëüíîñòü òàê æå, êàê è âñå íàáëþäàòåëè

â S, äëÿ êîòîðûõ ÷àñòü êîðàáëåé óæå ñòîèò, à ÷àñòü âñ¼ åù¼ äâèæåòñÿ.

Äëÿ îáúÿñíåíèÿ òàêîãî �ïàðàäîêñà îñòàíîâêè� íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü

óñêîðåííûå ñèñòåìû îòñ÷åòà, ÷òî áóäåò ñäåëàíî â ãëàâå 6.
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3.2 Ïàðàäîêñ áëèçíåöîâ

• Ïàðàäîêñ áëèçíåöîâ îêóòàí ðîìàíòèêîé ìåæçâåçäíûõ ïåðåëåòîâ è

òóìàíîì íåâåðíûõ òîëêîâàíèé. Øèðîêóþ èçâåñòíîñòü îí ïîëó÷èë áëà-

ãîäàðÿ �îðìóëèðîâêå Ïîëÿ Ëàíæåâåíà (1911 ã.), êîòîðàÿ â ïîïóëÿðíîì

ïåðåñêàçå çâó÷èò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Îäèí áðàò-áëèçíåö îñòà¼òñÿ íà Çåìëå, à âòîðîé îòïðàâëÿåòñÿ â

êîñìè÷åñêèå ñòðàíñòâèÿ ñ îêîëîñâåòîâîé ñêîðîñòüþ. Ñ òî÷êè çðå-

íèÿ äîìîñåäà, äâèæóùèéñÿ îòíîñèòåëüíî íåãî ïóòåøåñòâåííèê

èìååò çàìåäëåííûé õîä âðåìåíè. Ïîýòîìó ïðè âîçâðàùåíèè îí

îêàæåòñÿ ìîëîæå. Îäíàêî, ñ òî÷êè çðåíèÿ êîñìîíàâòà äâèãàëàñü

Çåìëÿ è ìîëîæå äîëæåí îêàçàòüñÿ áðàò-äîìîñåä.

Ñëîâî �ïàðàäîêñ� èìååò íåñêîëüêî çíà÷åíèé. Íàïðèìåð, ïàðàäîêñàëüíû

ìíîãèå âûâîäû òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, òàê êàê îíè ïðîòèâîðå÷àò ïðè-

âû÷íûì ïðåäñòàâëåíèÿì. Â òàêîé ïàðàäîêñàëüíîñòè, êîíå÷íî, íåò íè÷å-

ãî ïëîõîãî. Ëþáàÿ íîâàÿ òåîðèÿ �íåïðèâû÷íà� è òðåáóåò ñìåíû ñòàðûõ

ïðåäñòàâëåíèé. Îäíàêî ïðè îïèñàíèè èñòîðèè ñ áëèçíåöàìè �ïàðàäîêñ�

ÿâëÿåòñÿ ñèíîíèìîì �ëîãè÷åñêîãî ïðîòèâîðå÷èÿ�. Ïðîâåäÿ ðàññóæäåíèå

îá îäíîì è òîì æå ñîáûòèè (âñòðå÷à áðàòüåâ) äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ñïî-

ñîáàìè, ìû ïîëó÷àåì ðàçíûé ðåçóëüòàò. Â íåïðîòèâîðå÷èâîé òåîðèè ïî-

äîáíîãî ïðîèñõîäèòü íå äîëæíî.

Ïàðàäîêñó áëèçíåöîâ ïîñâÿùåíà îáøèðíåéøàÿ ëèòåðàòóðà. Îáùåïðè-

íÿòîå îáúÿñíåíèå ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. ×òîáû áðàòüÿ ìîãëè íåïîñðåä-

ñòâåííî ñðàâíèòü ñâîé âîçðàñò, îäíîìó èç íèõ (ïóòåøåñòâåííèêó) íåîá-

õîäèìî âåðíóòüñÿ, à äëÿ ýòîãî èñïûòàòü ýòàïû óñêîðåííîãî äâèæåíèÿ,

ïåðåéäÿ â íåèíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà. Ïîýòîìó ïîëíîé ñèììåòðèè

ìåæäó áðàòüÿìè íåò. Âïðî÷åì, òàêîå ñíÿòèå ïàðàäîêñà íå îáúÿñíÿåò, ïî-

÷åìó èìåííî êîñìîíàâò äîëæåí ñòàòü ìîëîæå. Êðîìå ýòîãî, ñðàçó âîçíè-

êàåò ñëåäóþùåå âîçðàæåíèå: �åñëè âñ¼ äåëî â óñêîðåíèè, òî ýòàïû ðàçãîíà

è òîðìîæåíèÿ ìîæíî ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî êîðîòêèìè (äëÿ êàæäîãî íà-

áëþäàòåëÿ!) ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðîèçâîëüíî äëèííûìè è ñèììåòðè÷íûìè

ýòàïàìè ðàâíîìåðíîãî äâèæåíèÿ�.

Íà ýòî îòâå÷àþò, ÷òî ðàñ÷åò, â ðàìêàõ îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíî-

ñòè, äàåò îäèíàêîâûé äëÿ êàæäîãî áðàòà îòâåò. Êîíå÷íî, ãðàâèòàöèÿ ê

ýòîìó ðàñ÷åòó íå èìååò îòíîøåíèÿ, è äè��åðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ ñëó-

æèò ëèøü ìàòåìàòè÷åñêèì àïïàðàòîì îïèñàíèÿ íåèíåðöèàëüíûõ ñèñòåì

îòñ÷¼òà. Ïîäîáíûå ðàñ÷¼òû àáñîëþòíî âåðíû (ñì. ãëàâó 6), îäíàêî �èçè-

÷åñêèå ïðè÷èíû ïðîèçîøåäøåãî ñ áðàòüÿìè ïðè ýòîì ÷àñòî îêàçûâàþòñÿ

ñêðûòûìè.
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Àíàëèç ìû íà÷íåì ñ çàìå÷àíèÿ î òîì, ÷òî âîçâðàùàòüñÿ ïóòåøåñòâåí-

íèêó íåîáÿçàòåëüíî. Åìó äîñòàòî÷íî çàòîðìîçèòü, ïåðåéäÿ â ñèñòåìó îò-

ñ÷åòà, ñâÿçàííóþ ñ Çåìë¼é. Íàõîäÿñü äàëåêî, íî îñòàâàÿñü îòíîñèòåëü-

íî äðóã äðóãà íåïîäâèæíûìè, áðàòüÿ ìîãóò ñèíõðîíèçèðîâàòü ñâî¼ âðå-

ìÿ è âûÿñíèòü, êàê ðàçîøëèñü èõ ÷àñû (�èçè÷åñêèå è áèîëîãè÷åñêèå).

Ïðè æåëàíèè ìîæíî, êîíå÷íî, ðàññìîòðåòü íîâûé ñòàðò êîñìè÷åñêîãî

êîðàáëÿ è åãî âîçâðàùåíèå íà Çåìëþ. Îäíàêî íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ

ý��åêòîâ ïðè ýòîì íå ïðîèçîéäåò, è âñå âðåìåíà íåîáõîäèìî áóäåò ïðî-

ñòî óìíîæèòü íà äâà. Ïî áîëüøîìó ñ÷åòó, íåò äàæå íåîáõîäèìîñòè è â

óñêîðåííîì ñòàðòå ñ Çåìëè. Ìîæíî ðàññìîòðåòü îäíîâðåìåííîå ðîæäå-

íèå áðàòüåâ â äâóõ ðàçëè÷íûõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà, êîãäà

îíè ïðîëåòàëè äðóã ìèìî äðóãà. Îñòàâëÿÿ â ñòîðîíå �èçèîëîãè÷åñêèå

äåòàëè ïîäîáíîãî ðîæäåíèÿ, ïîä÷åðêíåì, ÷òî, êîãäà áðàòüÿ íàõîäÿòñÿ

â ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ, íî â îäíîé ïðîñòðàíñòâåííîé òî÷êå, îíè ëåãêî

ìîãóò ñîãëàñîâàòü íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè (�àêò èõ ðîæäåíèÿ).

Â ðåçóëüòàòå îòíîñèòåëüíîñòè îäíîâðåìåííîñòè, ÷àñòè äâèæóùåéñÿ

ñèñòåìû, ðàñïîëîæåííûå ïî õîäó å¼ äâèæåíèÿ, íàõîäÿòñÿ äëÿ íåïîäâèæ-

íîãî íàáëþäàòåëÿ �â ïðîøëîì�, à ÷àñòè, ðàñïîëîæåííûå ïðîòèâ äâè-

æåíèÿ, � â áóäóùåì. È ÷åì äàëüøå îíè îò òî÷êè ðîæäåíèÿ áðàòüåâ

x = x′ = 0, òåì ñèëüíåå ý��åêò (ñòð. 75):

v vv

t = 0, t′ = −vx′

S
−v −v−v

t′ = 0, t = vx

S ′

Êîñìîíàâò, ëåòÿùèé ìèìî ëþáûõ �íåïîäâèæíûõ� ÷àñîâ ∆x = 0, âèäèò,

÷òî îíè èäóò ìåäëåííåå, ÷åì åãî ñîáñòâåííûå ∆t′ = ∆t/
√
1− v2. Îä-

íàêî íà âñåõ òàêèõ ÷àñàõ, âñòðå÷àþùèõñÿ åìó íà ïóòè, îí íàáëþäàåò

áóäóùåå âðåìÿ: t′ = t
√
1− v2 â x′ = 0. Àíàëîãè÷íî ñîòðóäíèêè êîñìî-

ïîðòîâ, ìèìî êîòîðûõ ïðîëåòàåò êîñìîíàâò, âèäÿò åãî ìîëîæå. Ïðîëåòà-

þùèå â ýòî æå âðåìÿ ìèìî áðàòà-äîìîñåäà �ïëåìÿííèêè-îäíîãîäêè� (íà

ïîñëåäíèõ êîðàáëÿõ ýñêàäðû) âûãëÿäÿò ñòàðøå çåìëÿíèíà. Ýòè ý��åê-

òû àáñîëþòíû äëÿ íàáëþäàòåëåé ðàçíûõ ñèñòåì, íàõîäÿùèõñÿ â îäíîé

ïðîñòðàíñòâåííîé òî÷êå, ïîýòîìó íå èçìåíÿòñÿ ïðè îñòàíîâêå. Äëÿ ïî-

íèìàíèÿ ïàðàäîêñà áëèçíåöîâ, íà ñàìîì äåëå, íåò íåîáõîäèìîñòè äàæå

ðàññìàòðèâàòü íåèíåðöèàëüíûå ñèñòåìû îòñ÷åòà! Åñëè îñòàíîâèòñÿ êîñ-

ìîíàâò, òî îí �ïîïàä¼ò â áóäóùåå� çåìíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà è áóäåò òàì

ìîëîæå. Òî÷íî òàê æå, åñëè óñêîðèòñÿ çåìëÿíèí, òî îí îêàæåòñÿ â áóäó-

ùåì ñèñòåìû êîñìîíàâòà è òàì îêàæåòñÿ ìîëîæå.
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• Ñàìîå ïàðàäîêñàëüíîå â ïàðàäîêñå áëèçíåöîâ òî, ÷òî èíîãäà åãî ïðî-
ùå îáúÿñíèòü, ÷åì ñ�îðìóëèðîâàòü. ×àñòî ýòîò ïàðàäîêñ âîñïðèíèìàþò

ïîâåðõíîñòíî, ïîýòîìó ïðèâåä¼ì ñëåäóþùåå ðàññóæäåíèå:

Ëàäíî, ïóñòü áëèçíåöû íå ðàâíîïðàâíû è êîñìîíàâò ìåíÿë ñè-

ñòåìó îòñ÷¼òà. Îäíàêî ýòî âñ¼ ðàâíî íå ñíèìàåò ïàðàäîêñà â

ñëåäóþùåé �îðìóëèðîâêå. Êîñìîíàâò, ïðîëåòàÿ ìèìî âñåõ ÷à-

ñîâ, íåïîäâèæíûõ â çåìíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà, âèäèò, ÷òî îíè èäóò

ìåäëåííåå åãî ÷àñîâ. Îí �áûâøèé çåìëÿíèí� è çíàåò, ÷òî âñå ýòè

÷àñû îäèíàêîâûå. Ïîýòîìó îí äîëæåí ñäåëàòü âûâîä, ÷òî è âðå-

ìÿ åãî áðàòà-äîìîñåäà òå÷¼ò ìåäëåííåå. Èíòåðâàëû âðåìåíè, â

îòëè÷èå îò äëèí ëèíååê, íàêàïëèâàþòñÿ, è ïîýòîìó ïðè îñòàíîâ-

êå ïîêàçàíèÿ ÷àñîâ íå ìîãóò ñðàâíÿòüñÿ. Åñëè îñòàíîâêà î÷åíü

áûñòðàÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ âðåìåíåì ðàâíîìåðíîãî äâèæåíèÿ, îíà

íå ìîæåò ïðèâåñòè ê òîìó, ÷òî îòñòàâøèå ÷àñû çåìíîãî áðàòà

ñêà÷êîì îáãîíÿò ÷àñû êîñìè÷åñêîãî êîðàáëÿ. Ïîýòîìó âðåìÿ íà

Çåìëå äîëæíî (ñ òî÷êè çðåíèÿ êîñìîíàâòà) îòñòàòü è çåìíîé

áðàò îêàçàòüñÿ ìëàäøå. Îäíàêî ýòî ïðîòèâîðå÷èò àíàëîãè÷íîìó

ðàññóæäåíèþ ñ òî÷êè çðåíèÿ çåìëÿíèíà, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî

âñå ïðîöåññû äâèæóùèõñÿ îáúåêòîâ çàìåäëÿþòñÿ. À ðàç òàê, òî

ïðè âîçâðàùåíèè ïóòåøåñòâåííèêà (êîãäà ÷àñû ìîæíî ñðàâíèòü

íåïîñðåäñòâåííî) ïðîèçîéä¼ò íåïîíÿòíî ÷òî...

Â ýòîì íåâåðíîì ðàññóæäåíèè çàáûâàþò, ÷òî, êðîìå çàìåäëåíèÿ âðå-

ìåíè, åñòü åù¼ îäèí ý��åêò � îòíîñèòåëüíîñòü îäíîâðåìåííîñòè. Â êëàñ-

ñè÷åñêîé ìåõàíèêå äëÿ âñåõ íàáëþäàòåëåé, íåçàâèñèìî îò èõ äâèæåíèÿ,

ñóùåñòâóåò åäèíîå íàñòîÿùåå. Â òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ñèòóàöèÿ èíàÿ.

Òàêîå �åäèíîå íàñòîÿùåå� ñóùåñòâóåò òîëüêî äëÿ íåïîäâèæíûõ îòíîñè-

òåëüíî äðóã äðóãà íàáëþäàòåëåé. Îäíàêî äëÿ íàáëþäàòåëåé, äâèæóùèõ-

ñÿ ìèìî òàêîé ñèñòåìû, îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåïðåðûâíîå îáúåäèíå-

íèå ïðîøëîãî, íàñòîÿùåãî è áóäóùåãî. Íàõîäÿùèåñÿ äàëåêî âïåðåäè ïî

äâèæåíèþ íàáëþäàòåëè âèäÿò îòäàë¼ííîå áóäóùåå íåïîäâèæíîé ñèñòå-

ìû îòñ÷¼òà, à äâèæóùèåñÿ ñçàäè � ïðîøëîå.

Âñå ÷àñû, ìèìî êîòîðûõ ïðîëåòàþò êîñìîíàâòû, èäóò ìåäëåííåå, ÷åì

èõ ñîáñòâåííûå. Îäíàêî èç ýòîãî íå ñëåäóåò, ÷òî îíè äîëæíû ïîêàçûâàòü

ìåíüøå �íàêîïëåííîãî� âðåìåíè! Èìåÿ áîëåå ìåäëåííûé õîä, òàêèå ÷àñû

íàõîäÿòñÿ â áóäóùåì çåìíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà, è êîãäà êîñìîíàâò äî íèõ

äîáèðàåòñÿ, îíè �íå óñïåâàþò� îòñòàòü íàñòîëüêî, ÷òîáû ñêîìïåíñèðî-

âàòü ýòî áóäóùåå.

Â çàêëþ÷åíèå èñòîðèè î ïàðàäîêñå áëèçíåöîâ ðàññêàæåì ñêàçêó.
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Ñêàçêà î ñòâîëîâûõ êëåòêàõ

Â îäíîé ãàëàêòèêå æèëè-áûëè ñòâîëîâûå êëåòêè. Îäíàæäû ýòè êëåò-

êè ðàçëó÷èëè è ðàçâåçëè ïî ðàçëè÷íûì çâ¼çäíûì ñèñòåìàì. Çâ¼çäû â

ãàëàêòèêå äâèãàëèñü î÷åíü ìåäëåííî, ïîýòîìó íà âñåõ ïëàíåòàõ, ãäå æè-

ëè ðàçóìíûå ñóùåñòâà, áûëî åäèíîå ãàëàêòè÷åñêîå âðåìÿ è êóëüò ïîëèò-

êîððåêòíîñòè. Øåë 13 700 002 010 ãîä îò ñîòâîðåíèÿ ìèðà. Â ýòîò ãîä

ñòâîëîâûå êëåòêè áûëè èíèöèèðîâàíû ê äåëåíèþ è ÷åðåç 9 ìåñÿöåâ âîçëå

êàæäîé çâåçäû ãàëàêòèêè ðîäèëàñü äåâî÷êà. Ñ¼ñòðû-áëèçíÿøêè íèêîãäà

äðóã äðóãà íå âèäåëè è íå îñîáåííî ïî ýòîìó ïîâîäó ïåðåæèâàëè. Êðîìå

îäíîé. Çâàëè å¼ Þíèîíà.

Ïðèøëî âðåìÿ èñêàíèé, èÞíèîíà ðåøèëà îòïðàâèòüñÿ â ïóòåøåñòâèå,

÷òîáû óâèäåòü ñâîèõ ñåñò¼ð. Â òî âðåìÿ â ãàëàêòèêå êîñìè÷åñêèé êî-

ðàáëü ìîãëà âçÿòü ëþáàÿ, äàæå íå äîó÷èâøàÿñÿ, âòîðîêóðñíèöà. Ïîýòî-

ìó Þíèîíà ñîáðàëà ñâîè ïëàòüÿ, êîñìåòè÷êó, êîíñïåêòû ïî �èçèêå, ñåëà

â áîëüøîé êðàñíûé êîðàáëü è ðàçîãíàëà åãî äî îêîëî ñâåòîâîé ñêîðîñòè.

Ïðîëåòàÿ ìèìî ïåðâîé çâåçäû,Þíèîíà ðàäîñòíî ïðèâåòñòâîâàëà ñâîþ

ñåñòðó, êîòîðàÿ â ýòî âðåìÿ äîáðîñîâåñòíî ãîòîâèëàñü ê ýêçàìåíàì. Ñåñò-

ðû áûëè êàê äâå õðèçàíòåìû ïîõîæè äðóã íà äðóãà. Îäíàêî îòâåòíîå

ïðèâåòñòâèå ñåñòðû Þíèîíû âûãëÿäåëî î÷åíü âÿëûì. Îíà ìåäëåííî ïî-

ìàõàëà ðó÷êîé, à óïàâøèé îò íåîæèäàííîñòè ó÷åáíèê ïî �èçèêå îïóñ-

êàëñÿ íà çåìëþ òàê, ñëîâíî ñ÷èòàë ñåáÿ ñíåæèíêîé.

Òà æå èñòîðèÿ íà÷àëà ïîâòîðÿòüñÿ è ñ äðóãèìè ñ¼ñòðàìè, ìèìî êîòî-

ðûõ ïðîëåòàëà Þíèîíà. Âñå îíè æèëè â çàìåäëåííîì ðèòìå. Ñåêóíäíûå

ñòðåëêè íà èõ èçÿùíûõ ÷àñèêàõ åëå ïîëçëè ïî öè�åðáëàòó, à äâèæåíèÿ

ñåñò¼ð áûëè ìåäëåííûìè è ãðàöèîçíûìè.

Îäíàêî ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò ðîäíîé ïëàíåòûÞíèîíà íà÷àëà çàìå÷àòü,

÷òî õîòÿ å¼ ñåñòðû âñ¼ òàêæå ìåäëåííî äâèæóòñÿ, îíè ñòàíîâÿòñÿ ñòàðøå,

çàâîäÿò ñåáå äåòåé, ñîáàêó è ìóæà. Ïîëíàÿ ñèë è þíîøåñêîãî çàäîðà

ïóòåøåñòâåííèöà íà÷àëà âñòðå÷àòü ñíà÷àëà çðåëûõ, à çàòåì è ñîâñåì

çðåëûõ ñåñò¼ð. Â êîíöå êîíöîâ, ïðîëåòàÿ ìèìî îäíîé èç çâ¼çä, îíà ñ

ãðóñòüþ óâèäåëà, êàê å¼ ñåñòðó ñ ïî÷åñòÿìè, î÷åíü ìåäëåííî îòïðàâëÿþò

â ìèð èíîé. Áîëüøå Þíèîíà ñåñò¼ð íå âñòðå÷àëà.

Ñîîáðàçèâ, ÷òî å¼ ìèññèÿ âûïîëíåíà, Þíèîíà çàòîðìîçèëà âîçëå îä-

íîé ñèìïàòè÷íîé çâ¼çäíîé ñèñòåìû ñ ðîçîâûì ñïåêòðîì è ïîñòóïèëà â

ìåñòíûé óíèâåðñèòåò íà îòäåëåíèå �èçèêè. Òàì ïî ó÷åáíèêó ñâîåé ñåñò-

ðû, èçâåñòíîãî â äàë¼êîì ïðîøëîì íà ýòîé ïëàíåòå ó÷¼íîãî, îíà èçó÷èëà

òåîðèþ îòíîñèòåëüíîñòè è îêîí÷àòåëüíî ïîíÿëà, ÷òî ïàðàäîêñ áëèçíåöîâ

âîçíèêàåò òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà çàáûâàþò îá îòíîñèòåëüíîñòè îä-

íîâðåìåííîñòè.
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3.3 Ý��åêò Äîïëåðà

• Ïðè ðàññìîòðåíèè çàìåäëåíèÿ âðåìåíè, èñïîëüçîâàëèñü ÷àñû, ïðî-

ëåòàþùèå ñî ñêîðîñòüþ v íåïîñðåäñòâåííî ìèìî íàáëþäàòåëÿ â S. Àíà-
ëîãè÷íî ìîæíî èçìåðÿòü òåìï õîäà óäàë¼ííûõ ÷àñîâ, ïîëó÷àÿ îò íèõ

ïåðèîäè÷åñêèå ñèãíàëû. �àññìîòðèì ñíà÷àëà îäíîìåðíûé ñëó÷àé, êîãäà

÷àñû ïðèáëèæàþòñÿ ê �íåïîäâèæíîìó� íàáëþäàòåëþ A, íàõîäÿùåìóñÿ â

ñèñòåìå S. Ïóñòü äâèæóùèåñÿ ñî ñêîðîñòüþ v ÷àñû êàæäóþ �ñåêóíäó� ïî

ñîáñòâåííîìó âðåìåíè èñïóñêàþò íåêîòîðûé ñèãíàë ñî ñêîðîñòüþ u > v
(îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû S):

B A
u

t̄1
t̄2

t′1

t′2

t1 t2L R

v

Ñëåäóÿ òðàäèöèè, ñèãíàëû èçîáðàæåíû â âèäå ñâåòîâîé âîëíû, îäíàêî

ýòî ìîæåò áûòü ëþáîé îáúåêò, íàïðèìåð, ïåðèîäè÷åñêè âûñòðåëèâàåìûé

èç ïåéíòáîëüíîãî ðóæüÿ øàðèê ñ u < 1. Êàæäûé âûñòðåë, ñ òî÷êè çðåíèÿ

íàáëþäàòåëÿ B ñèñòåìû S, ðàñïîëîæåííîãî ðÿäîì ñ ÷àñàìè, ïðîèñõîäèò

â ìîìåíò âðåìåíè ti. Îäíàêî óäàëåííûé íàáëþäàòåëüA ïîëó÷àåò èí�îð-

ìàöèþ î âûñòðåëå (â âèäå øàðèêà ñ êðàñêîé) â áîëåå ïîçäíèå ìîìåíòû

âðåìåíè t̄i. �àññìîòðèì äâà âûñòðåëà, ïåðâûé èç êîòîðûõ ïðîèçîøåë íà

ðàññòîÿíèè R îò íåïîäâèæíîãî íàáëþäàòåëÿ A, à âòîðîé � ïîñëå òîãî,

êàê �ðóæü¼� ïðîëåòåëî ðàññòîÿíèå L:

t̄1 = t1 +
R

u
, t̄2 = t2 +

R− L

u
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ñèñòåìå S ïóòü L = v∆t, ïîëó÷àåì:

∆t̄ = t̄2 − t̄1 = ∆t− L

u
= ∆t

(

1− v

u

)

.

Äëÿ íàáëþäàòåëÿ B ñèñòåìû S, èçìåðÿþùåãî ∆t, âðåìÿ ÷àñîâ â S ′
èä¼ò

ìåäëåííåå, è ∆t′ = ∆t
√
1− v2. Ïîýòîìó ñâÿçü ìåæäó âðåìåíàìè âûñòðå-

ëîâ ïî ÷àñàì ñèñòåìû S ′
è èõ ïîëó÷åíèåì óäàë¼ííûì îò íèõ íàáëþäàòå-

ëåì â S èìååò âèä:

∆t̄ = ∆t′
1− v/u√
1− v2

. (3.4)

×èñëèòåëü â ýòîé �îðìóëå áóäåò âîçíèêàòü è â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå,

òîãäà êàê çíàìåíàòåëü èìååò ðåëÿòèâèñòñêîå ïðîèñõîæäåíèå è ñâÿçàí ñ

çàìåäëåíèåì õîäà âðåìåíè â äâèæóùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷åòà.
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• Ïóñòü íåêîòîðûé èñòî÷íèê, ëåòÿ ñî ñêîðîñòüþ v, èñïóñêàåò ñâåòî-

âóþ âîëíó ñ ÷àñòîòîé ν0 = 1/∆t′ (ïî ÷àñàì èñòî÷íèêà). Äâà âûñòðåëà èç

ðóæüÿ â äàííîì ñëó÷àå � ýòî äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ìàêñèìóìà àìïëè-

òóäû íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Óäàëåííûé íàáëþäàòåëü,

íàõîäÿùèéñÿ â S, ïîëó÷èò ýòîò ñèãíàë ñ ÷àñòîòîé ν = 1/∆t̄. Ñâåòîâàÿ

âîëíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñ �óíäàìåíòàëüíîé ñêîðîñòüþ u = c = 1.
�àññìîòðèì äâå âîçìîæíîñòè: êîãäà èñòî÷íèê óäàëÿåòñÿ îò íàáëþäà-

òåëÿ è êîãäà ïðèáëèæàåòñÿ. Â ïåðâîì ñëó÷àå ñêîðîñòü ñèãíàëà è ñêîðîñòü

èñòî÷íèêà èìåþò ïðîòèâîïîëîæíûé çíàê u = −1, à âî âòîðîì � îäèíà-

êîâûé u = 1, ïîýòîìó èç (3.4), ñîîòâåòñòâåííî, èìååì:

ν = ν0

√

1− v

1 + v

v
ν = ν0

√

1 + v

1− v
.

Ïîäîáíîå èçìåíåíèå ÷àñòîòû ñâåòà, èçëó÷àåìîãî äâèæóùèìñÿ èñòî÷-

íèêîì, íàçûâàþò ïðîäîëüíûì ý��åêòîì Äîïëåðà. ×àñòîòà èçëó÷åíèÿ

ïðèáëèæàþùåãîñÿ ê íàáëþäàòåëþ èñòî÷íèêà áîëüøå, ÷åì ñîáñòâåííîå

èçëó÷åíèå â ñèñòåìå, ñâÿçàííîé ñ èñòî÷íèêîì. Óäàëÿþùèéñÿ îò íàáëþäà-

òåëÿ èñòî÷íèê, íàîáîðîò, èìååò ìåíüøóþ ÷àñòîòó. Âîëíû êðàñíîãî ñâåòà

õàðàêòåðèçóþòñÿ îòíîñèòåëüíî ìåíüøåé ÷àñòîòîé, ÷åì ñèíåãî. Ïîýòîìó

ñïåêòð ñâå÷åíèÿ óäàëÿþùåãîñÿ èñòî÷íèêà ñìåùàåòñÿ â êðàñíóþ îáëàñòü

(êðàñíîå ñìåùåíèå), à ïðèáëèæàþùåãîñÿ � â ñèíþþ (ñèíåå ñìåùåíèå).

Íàãëÿäíî ý��åêò Äîïëåðà èçîáðàæåí íà ðèñóíêå âûøå. Èñòî÷íèê ñâå-

òà èç êàæäîãî ñâîåãî íîâîãî ïîëîæåíèÿ èñïóñêàåò ñ�åðè÷åñêóþ âîëíó. Â

íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ íîâûå âîëíû �ïðèæèìàþòñÿ� ê ñòàðûì, ïîýòîìó

èõ äëèíà λ óìåíüøàåòñÿ, à ÷àñòîòà óâåëè÷èâàåòñÿ. Äëÿ óäàëÿþùåãîñÿ

èñòî÷íèêà âñå íàîáîðîò.

Ïóñòü èñòî÷íèê, ïðîëåòàÿ �íàä íàáëþäàòåëåì�, â òå÷åíèå êîðîòêîãî

ìîìåíòà âðåìåíè íå ïðèáëèæàåòñÿ è íå óäàëÿåòñÿ îò íåãî. Òîãäà åäèí-

ñòâåííûé âêëàä â èçìåíåíèå ÷àñòîòû âíîñèò ý��åêò çàìåäëåíèÿ âðåìåíè

∆t′ = ∆t̄
√
1− v2, è ïîýòîìó:

ν = ν0
√

1− v2.

v

Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î ïîïåðå÷íîì ý��åêòå Äîïëåðà. Îí, â îòëè÷èå

îò ïðîäîëüíîãî ý��åêòà, èìååò ÷èñòî ðåëÿòèâèñòñêóþ ïðèðîäó. Â êà-

÷åñòâå óïðàæíåíèÿ (⋖H10) ïðåäëàãàåòñÿ âîññòàíîâèòü êîíñòàíòó �c� â

�îðìóëàõ äëÿ ïðîäîëüíîãî è ïîïåðå÷íîãî ý��åêòîâ Äîïëåðà.
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• Îáúåäèíèì �îðìóëû äëÿ ïðîäîëüíîãî è ïîïåðå÷íîãî ý��åêòà Äî-

ïëåðà. Ïóñòü ïåðèîä èñïóñêàåìûõ èìïóëüñîâ ìíîãî ìåíüøå âðåìåíè èõ

ïóòåøåñòâèÿ ê íàáëþäàòåëþ:

t1

t2L = v∆t

R

R+ v∆t

n

Íàïðàâèì ðàäèóñ-âåêòîð R îò íàáëþäàòåëÿ ê èñòî÷íèêó â ìîìåíò èñ-

ïóñêàíèÿ ïåðâîãî ñèãíàëà. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

√
1 + x ≈ 1 + x/2 (⋖C2), ðàç-

ëîæèì ðàññòîÿíèå îò òî÷êè èñïóñêàíèÿ âòîðîãî ñèãíàëà äî íàáëþäàòåëÿ

â ðÿä ïî ìàëûì çíà÷åíèÿì ∆t:
√

(R+ v∆t)2 ≈
√

R2 + 2Rv∆t ≈ R
(

1 +
Rv

R2
∆t
)

= R + nv∆t,

ãäå R = |R| � ðàññòîÿíèå äî èñòî÷íèêà, à n = R/R � åäèíè÷íûé âåê-

òîð â åãî íàïðàâëåíèè. Ïóñòü ñêîðîñòü ñèãíàëîâ ðàâíà �óíäàìåíòàëüíîé

ñêîðîñòè u = c = 1. Òîãäà âðåìÿ ìåæäó èõ ïðèõîäàìè äëÿ óäàëåííîãî

íàáëþäàòåëÿ ðàâíî:

∆t̄ = t̄2 − t̄1 = (t2 +R + nv∆t)− (t1 +R) = ∆t (1 + nv). (3.5)

Ó÷èòûâàÿ çàìåäëåíèå âðåìåíè ∆t = ∆t′/
√
1− v2, ïðèõîäèì ê ñâÿçè èí-

òåðâàëîâ âðåìåíè ìåæäó ñèãíàëàìè, ïîëó÷àåìûìè â íåïîäâèæíîé ñèñòå-

ìå ∆t̄ è èñïóñêàåìûìè â äâèæóùåéñÿ ∆t′ (àíàëîãè÷íî äëÿ ÷àñòîò):

∆t̄ = ∆t′
1 + nv√
1− v2

, ν = ν0

√
1− v2

1 + nv
. (3.6)

Åñëè èñòî÷íèê äâèæåòñÿ ê íàáëþäàòåëþ, òî nv = −v, åñëè óäàëÿåòñÿ,

òî nv = v. Ïðè ïîïåðå÷íîì äâèæåíèè nv = 0.
⊲ �àññìîòðèì îäíî ëþáîïûòíîå ïðîÿâëåíèå ý��åêòà Äîïëåðà. Ïóñòü

íàáëþäàòåëü çíàåò ðàññòîÿíèå L ìåæäó äâóìÿ óäàë¼ííûìè îò íåãî íà

ðàññòîÿíèå R íåïîäâèæíûìè ìàðêåðàìè. Äâèæóùèéñÿ îáúåêò èçëó÷àåò

ñâåò â ìîìåíò t1 (ïî ìåñòíûì ÷àñàì) ïðè ïðîõîæäåíèè ïåðâîãî ìàðêåðà

è â t2 ïðè ïðîõîæäåíèè âòîðîãî. Íàáëþäàòåëü ïîëó÷èò ñèãíàëû â t̄1 è t̄2.
Åñëè èñïîëüçîâàòü èõ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè îáúåêòà, òî, èç (3.5):

v̄ =
L

∆t̄
=

L

∆t (1 + nv)
=

v

1 + nv
,

Òàêèì îáðàçîì, �âèäèìàÿ� v̄ ñêîðîñòü îòëè÷àåòñÿ îò �ðåàëüíîé� ñêîðîñòè

v = L/∆t. Ñëîâî �ðåàëüíàÿ� îçíà÷àåò, ÷òî èìåííî ýòó ñêîðîñòü ðåãèñòðè-
ðóþò íàáëþäàòåëè, íàõîäÿùèåñÿ âîçëå ìàðêåðîâ. Åñëè îáúåêò äâèæåòñÿ

ê íàáëþäàòåëþ, òî ìîäóëü åãî âèäèìîé ñêîðîñòè v̄ = v/(1 − v) ìîæåò

îêàçàòüñÿ ñêîëü óãîäíî áîëüøå åäèíèöû (ñêîðîñòè ñâåòà).
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⊲∗
Âûøå íàáëþäàòåëü (ïðè¼ìíèê ñèãíàëà) áûë íåïîäâèæåí. Â ñèëó

ïðèíöèïà îòíîñèòåëüíîñòè, èìååò çíà÷åíèå òîëüêî îòíîñèòåëüíàÿ ñêî-

ðîñòü èñòî÷íèêà è ïðè¼ìíèêà. Ïîýòîìó â ïîëó÷åííûõ âûøå ñîîòíîøåíè-

ÿõ äëÿ ñâåòîâûõ ñèãíàëîâ (u = 1) ñêîðîñòü v ðàâíà èìåííî òàêîé îòíî-

ñèòåëüíîé ñêîðîñòè íåçàâèñèìî îò òîãî, �êòî ñ÷èòàåò� ñåáÿ íåïîäâèæíûì

� èñòî÷íèê ñèãíàëà èëè ïðè¼ìíèê.

×òîáû ïîä÷åðêíóòü îòëè÷èå ïîäîáíîé ñèòóàöèè îò ðàñïðîñòðàíåíèÿ

ñèãíàëà â ñðåäå â êëàññè÷åñêîé �èçèêå, íàïîìíèì âûâîä ý��åêòà Äî-

ïëåðà â àêóñòèêå. Ïóñòü ñêîðîñòü çâóêà îòíîñèòåëüíî âîçäóõà ðàâíà c.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç w ñêîðîñòü èñòî÷íèêà (íèæå òðåóãîëüíèê) îòíîñèòåëü-

íî âîçäóõà, à ÷åðåç u � ñêîðîñòü ïðè¼ìíèêà (íèæå êâàäðàò). Ïóñòü îáå

ñêîðîñòè íàïðàâëåíû âäîëü îñè x (íà ðèñóíêå äâèæóòñÿ ñëåâà íàïðàâî):

�àññìîòðèì äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ �õëîïêà�. Ïåðâûé ñîçäà¼òñÿ èñòî÷íè-

êîì â ìîìåíò âðåìåíè t1, à âòîðîé � â ìîìåíò âðåìåíè t2. Ê ïðè¼ìíèêó

ýòè ñèãíàëû ïðèõîäÿò â ìîìåíòû âðåìåíè t̄1 è t̄2. Ïîñëå ïåðâîãî õëîïêà

èñòî÷íèê óñïåâàåò ñìåñòèòüñÿ âïðàâî íà w (t2 − t1), à ê ìîìåíòó ïîëó-

÷åíèÿ âòîðîãî õëîïêà ïðè¼ìíèê ïåðåìåùàåòñÿ îò íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ

íà u (t̄2 − t1). Â ðåçóëüòàòå (ïðàâûé ðèñóíîê âûøå):

L− w (t2 − t1) + u (t̄2 − t1) = c (t̄2 − t2).

Âû÷èòàÿ àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèå L+u (t̄1−t1) = c (t̄1−t1) äëÿ ïåðâîãî

ñèãíàëà (âûøå ëåâûé ðèñóíîê), ïîëó÷àåì:

t2 − t1
t̄2 − t̄1

=
∆t

∆t̄
=

ν

ν0
=

1− u/c

1− w/c
≈ 1− u− w

c
+ ...,

ãäå ïîñëåäíåå ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî ïîëó÷åíî ïðè ðàçëîæåíèè çíà-

ìåíàòåëÿ â ðÿä (1/(1 + x) ≈ 1 − x), à ν0 � ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà èçëó÷å-

íèÿ (çàìåäëåíèå âðåìåíè íå ó÷èòûâàåì). Òàêèì îáðàçîì, åñëè ñêîðîñòè

èñòî÷íèêà è ïðè¼ìíèêà îòíîñèòåëüíî âîçäóõà ìàëû, òî, ñ òî÷íîñòüþ äî

ý��åêòîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, âàæíà òîëüêî èõ îòíîñèòåëüíàÿ ñêî-

ðîñòü v = u − w. Îäíàêî äëÿ ñêîðîñòåé, áëèçêèõ ê ñêîðîñòè çâóêà, ýòî

óæå íå òàê, è ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàåò, êòî è êàê äâèæåòñÿ îòíîñè-

òåëüíî ñðåäû (èñòî÷íèê èëè ïðè¼ìíèê). Â ýòîì ñîñòîèò ñóùåñòâåííîå

îòëè÷èå ðåëÿòèâèñòñêîãî ý��åêòà Äîïëåðà îò êëàññè÷åñêîãî ý��åêòà

ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñèãíàëà â ñðåäå.
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3.4 Ý��åêò Äîïëåðà è �ïàðàäîêñ� áëèçíåöîâ

• Ý��åêò Äîïëåðà èìååò ñàìûå ðàçëè÷íûå ïðîÿâëåíèÿ. Êðîìå èçìå-
íåíèÿ ñïåêòðà èçëó÷åíèÿ äâèæóùåãîñÿ îáúåêòà, îí ïðèâîäèò ê äå�îðìà-

öèè âîñïðèÿòèÿ äëèòåëüíîñòè ëþáûõ óäàëåííûõ ïðîöåññîâ. Íàïðèìåð,

ïåðâîå â èñòîðèè èçìåðåíèå ñêîðîñòè ñâåòà ïðè íàáëþäåíèè �¼ìåðîì

(1676 ã.) çà ïåðèîäîì îáðàùåíèÿ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà áûëî ïðîÿâëåíè-

åì ý��åêòà Äîïëåðà. Êîãäà Çåìëÿ ïðèáëèæàëàñü ê Þïèòåðó, ïåðèîä

óìåíüøàëñÿ, à êîãäà óäàëÿëàñü � óâåëè÷èâàëñÿ. Ïðè òàêèõ ñêîðîñòÿõ

ðåëÿòèâèñòñêóþ ñîñòàâëÿþùóþ èçìåðèòü ïðîáëåìàòè÷íî. Êëàññè÷åñêàÿ

æå ñîñòàâëÿþùàÿ ÿâëÿåòñÿ ý��åêòîì ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Ïðîàíàëèçèðóåì ïðè ïîìîùè ý��åêòà Äîïëåðà åù¼ ðàç �ïàðàäîêñ�

áëèçíåöîâ. Ïóñòü áðàòüÿ ñ ìîìåíòà ðàññòàâàíèÿ íà÷èíàþò òðàíñëèðî-

âàòü äðóã äðóãó ñâîè èçîáðàæåíèÿ. Ïóòåøåñòâåííèê âèäèò áðàòà, ñèäÿ-

ùåãî â êðåñëå ó êàìèíà, íàä êîòîðûì âèñÿò ÷àñû. Òîò, â ñâîþ î÷åðåäü, íà

ìîíèòîðå âèäèò êàáèíó êîñìîë¼òà ñ ýëåêòðîííûìè ÷àñàìè íàä øòóðâà-

ëîì, çà êîòîðûì ñòîèò ìóæåñòâåííûé áðàò-ïóòåøåñòâåííèê. �ÿäîì ëå-

æèò åãî áîðòîâîé æóðíàëà.

Äíåâíèê ïóòåøåñòâèÿ. Ñîâåðøèâ áûñòðûé ðàçãîí, âûõîæó íà îêî-

ëî ñâåòîâóþ ñêîðîñòü. Âðåìÿ íà÷àëà ïóòåøåñòâèÿ ïî ìîèì ÷àñàì ñîâïà-

äàåò ñî âðåìåíåì áðàòà-äîìîñåäà, îäíàêî ÷àñòîòà ïðèíèìàåìîãî ñèãíàëà

ñî ñòðåìèòåëüíî �óëåòàþùåé� Çåìëè çàìåòíî óìåíüøèëàñü. Ïî ìåðå óäà-

ëåíèÿ îò Çåìëè ñèòóàöèÿ íå ìåíÿåòñÿ. Ñåêóíäíàÿ ñòðåëêà íà êàìèííûõ

÷àñàõ áðàòà åëå ïîëç¼ò è âðåìÿ, êîòîðîå îíè ïîêàçûâàþò, ñóùåñòâåííî

îòñòà¼ò îò ìîåãî. Ýòî ðåçóëüòàò ñóììèðîâàíèÿ ý��åêòà Äîïëåðà è çà-

äåðæêè âèäåîòðàíñëÿöèè èç-çà êîíå÷íîñòè ñêîðîñòè ñâåòà. Î÷åíü ÿðêèå

çâ¼çäû ïî êóðñó ñáèëèñü â êó÷ó, òîãäà êàê ñçàäè èõ çàìåòíî ïîóáàâè-

ëîñü, è îíè ïîêðàñíåëè. �àññòîÿíèÿ ìåæäó àâòîìàòè÷åñêèìè ìàÿêàìè,

ðàññòàâëåííûìè âäîëü ìîåé òðàññû óìåíüøèëèñü 〈...〉.
Äîñòèãíóâ öåëè ïóòåøåñòâèÿ, ðåçêî òîðìîæó è äåëàþ ïàìÿòíûå �îòî-

ãðà�èè íà �îíå çâåçäû. Ïîñëå òîðìîæåíèÿ ñòðåëêà íà êàìèííûõ ÷àñàõ

áðàòà ñðàçó íà÷àëà ñâîé åñòåñòâåííûé áåã, õîòÿ îáùåå âðåìÿ, ïðîøåä-

øåå ñ íà÷àëà ïîë¼òà, íå èçìåíèëîñü è ñèëüíî îòñòà¼ò îò ìîåãî. Áîëüøå

äåëàòü ó îäèíîêîé çâåçäû íå÷åãî, ïîýòîìó ðåçêî óñêîðÿþñü â îáðàòíîì

íàïðàâëåíèè. Ïðèäÿ â ñåáÿ ïîñëå ðàçãîíà, âèæó, ÷òî ÷àñû áðàòà çàìåòíî

óñêîðèëèñü è èõ ñåêóíäíàÿ ñòðåëêà êðóòèòñÿ, êàê óãîðåëàÿ. 〈...〉
Äî Çåìëè îñòàëîñü ñîâñåì íåìíîãî. Çà âðåìÿ îáðàòíîãî ïóòåøåñòâèÿ

÷àñû áðàòà óñïåëè íàâåðñòàòü îòñòàâàíèå è, áîëåå òîãî, îáîãíàëè ìîé

õðîíîìåòð. Çàâòðà òîðìîæåíèå è íàøà äîëãîæäàííàÿ âñòðå÷à. Îäíàêî

óæå íåò íèêàêèõ ñîìíåíèé â òîì, ÷òî òåïåðü â ñåìüå ìëàäøèé áðàò � ÿ.
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⊲ Îáúÿñíèì ý��åêòû, íàáëþäàåìûå ïóòåøåñòâåííèêîì è äîìîñåäîì.

Ïóñòü áðàòüÿ ïåðåäàþò äðóã äðóãó êàæäóþ ñåêóíäó ν0 = 1 (ïî ñâîèì ÷à-

ñàì) ñèãíàëû òî÷íîãî âðåìåíè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óñêîðåííûå äâèæåíèÿ

êîñìîë¼òà î÷åíü êîðîòêèå (ñ òî÷êè çðåíèÿ îáîèõ áðàòüåâ) ïî ñðàâíåíèþ

ñî âðåìåíåì âñåãî ïóòåøåñòâèÿ. Ïîêà êîñìîë¼ò óäàëÿåòñÿ îò Çåìëè, êàæ-

äûé áðàò (â ñèëó ý��åêòà Äîïëåðà) âèäèò óìåíüøåíèå ÷àñòîòû (óâåëè-

÷åíèå ïåðèîäà) ïðèíèìàåìûõ ñèãíàëîâ. Ïîñëå òîðìîæåíèÿ ó çâåçäû ïó-

òåøåñòâåííèê ïåðåñòà¼ò �óáåãàòü� îò çåìíûõ ñèãíàëîâ, è èõ ïåðèîä ñðàçó

ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì åãî ñåêóíäå. Îäíàêî, â ñèëó çàäåðæêè ñèãíàëà, îí âè-

äèò áðàòà �â ïðîøëîì�. �àçâåðíóâøèñü è ðàçîãíàâøèñü, ïóòåøåñòâåííèê

íà÷èíàåò �íàñêàêèâàòü� íà èäóùèå åìó íàâñòðå÷ó ñèãíàëû, è èõ ÷àñòîòà

óâåëè÷èâàåòñÿ (ïåðèîä óìåíüøàåòñÿ). Âðåìÿ ïóòåøåñòâèÿ ïî åãî ÷àñàì

â îäíó ñòîðîíó ðàâíî t′1, è òàêîå æå â îáðàòíóþ. Êîëè÷åñòâî ïðèíÿòûõ

�çåìíûõ ñåêóíä� çà âðåìÿ ïóòåøåñòâèÿ t′ = 2t′1 ðàâíî èõ ÷àñòîòå ν, óìíî-
æåííîé íà âðåìÿ:

t = t′1

√

1− v

1 + v
+ t′1

√

1 + v

1− v
=

2t′1√
1− v2

.

Ïðè óäàëåíèè îò Çåìëè êîñìîíàâò ïîëó÷èë ìåíüøå ñåêóíä (ïåðâîå ñëà-

ãàåìîå), à ïðè ïðèáëèæåíèè, ñîîòâåòñòâåííî, áîëüøå (âòîðîå ñëàãàåìîå).

Ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî ñåêóíä, ïîëó÷åííûõ ñ Çåìëè, áîëüøå, ÷åì ïåðå-

äàííûõ íà íå¼, â ñîîòâåòñòâèè ñ �îðìóëîé çàìåäëåíèÿ âðåìåíè.

Íåñêîëüêî èíàÿ àðè�ìåòèêà ó çåìëÿíèíà. Ïîêà åãî áðàò óäàëÿåòñÿ,

îí òàêæå ðåãèñòðèðóåò óâåëè÷åíèå ïåðèîäîâ òî÷íîãî âðåìåíè, ïåðåäà-

âàåìûõ ñ êîñìîë¼òà. Îäíàêî, â îòëè÷èå îò áðàòà, çåìëÿíèí íàáëþäàåò

òàêîå çàìåäëåíèå äîëüøå. Âðåìÿ ïîë¼òà ê çâåçäå ñîñòàâëÿåò ïî çåìíûì

÷àñàì t1. Òîðìîæåíèå ïóòåøåñòâåííèêà ó çâåçäû çåìëÿíèí óâèäèò ñïó-

ñòÿ äîïîëíèòåëüíîå âðåìÿ t2 = L/c = L (òàê êàê c = 1), òðåáóåìîå ñâåòó

äëÿ ïðîõîæäåíèÿ ðàññòîÿíèÿ îò çâåçäû. Ïîýòîìó òîëüêî ÷åðåç t1 + t2
îò íà÷àëà ïóòåøåñòâèÿ íà ìîíèòîðå îí óâèäèò óñêîðåííóþ ðàáîòó ÷àñîâ

ïðèáëèæàþùåãîñÿ áðàòà:

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî âðåìåíà ðàâíû t2 = L = vt1 è t3 = t1 − t2, èìååì:

t′ = (t1 + t2)

√

1− v

1 + v
+ t3

√

1 + v

1− v
= 2t1

√

1− v2.

Òàêèì îáðàçîì, ý��åêò çàìåäëåíèÿ âðåìåíè áðàòà, ìåíÿâøåãî ñâîþ ñè-

ñòåìó îòñ÷åòà, àáñîëþòåí (îäèíàêîâ äëÿ îáîèõ áðàòüåâ).
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3.5 Ëîðåíöåâî ñîêðàùåíèå

• Â ïåðâîé ãëàâå ìû îïðåäåëèëè, êàê íàáëþäàòåëè â ðàçëè÷íûõ ñè-

ñòåìàõ îòñ÷¼òà ñðàâíèâàþò ñâîè åäèíèöû äëèíû. Äâå ëèíåéêè â S è S ′
,

ðàñïîëîæåííûå ïåðïåíäèêóëÿðíî îòíîñèòåëüíîìó äâèæåíèþ, ñ÷èòàþò-

ñÿ îäèíàêîâûìè. �àçáåðåìñÿ, êàê ýòè æå ëèíåéêè �âûãëÿäÿò�, åñëè èõ

ðàçâåðíóòü âäîëü äâèæåíèÿ.

�àññìîòðèì ïîêîÿùóþñÿ â ñèñòåìå S ′
ëèíåéêó. Ìèìî íàáëþäàòåëÿ â

S îíà äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ v. ×òîáû èçìåðèòü äëèíó ëèíåéêè, îí ìî-

æåò îäíîâðåìåííî (∆t = 0) çàñå÷ü êîîðäèíàòû å¼ íà÷àëà è êîíöà. Åñëè

îáîçíà÷èòü L0 = ∆x′
è L = ∆x, òî èç ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà äëÿ

ïðèðàùåíèé (3.1), ñòð. 72, èìååì:

∆x′ =
∆x− v∆t√

1− v2
=> L = L0

√

1− v2.

Ïðîëåòàþùàÿ ìèìî ëèíåéêà âûãëÿäèò êîðî÷å, ÷åì å¼ æå ýêçåìïëÿð, ïî-

â¼ðíóòûé ïåðïåíäèêóëÿðíî äâèæåíèþ.

Âïðî÷åì, íàáëþäàòåëü â S ′
áóäåò �íåäîâîëåí� ïðîâåäåííûì èçìåðåíè-

åì. �àçíèöà êîîðäèíàò íà÷àëà è êîíöà ëèíåéêè äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ

å¼ äëèíîé L0 = x′
2 − x′

1 äëÿ íàáëþäàòåëÿ â S ′
(ñîáñòâåííàÿ äëèíà ëè-

íåéêè). Àíàëîãè÷íî, â ñèëó îäíîâðåìåííîñòè çàìåðîâ, íàáëþäàòåëü â S
ìîæåò ñ÷èòàòü å¼ äëèíîé L = x2−x1. Îäíàêî ýòè çàìåðû íå áóäóò îäíî-

âðåìåííû äëÿ äâèæóùåãîñÿ íàáëþäàòåëÿ! Îí óâèäèò, ÷òî ëåâûé êîíåö

ëèíåéêè x′
1 áûë ñîâìåù¼í ñ ëèíåéêîé �íåïîäâèæíîãî� íàáëþäàòåëÿ ïîç-

æå, ÷åì ïðàâûé x′
2, òàê êàê ∆t′ = t′2 − t′1 = −v∆x′ < 0.

⊲ Âîçìîæåí åù¼ îäèí ñïîñîá èçìåðåíèÿ äëèíû. Ïóñòü íàáëþäàòåëü â

S çàìå÷àåò âðåìÿ t1 ïðîõîæäåíèÿ ìèìî íåãî ïðàâîãî êîíöà ëèíåéêè, à

çàòåì ëåâîãî t2. Çíàÿ ñêîðîñòü ëèíåéêè, îí ìîæåò îïðåäåëèòü å¼ äëèíó

êàê: L = v∆t. Âñ¼ ýòî ïðîèñõîäèò â îäíîé òî÷êå åãî ñèñòåìû îòñ÷åòà

∆x = 0 è ñíîâà ïðèâîäèò ê ñîêðàùåíèþ äëèíû:

L0 = −∆x′ =
v∆t√
1− v2

=
L√

1− v2
.

Ïðàâäà, íàáëþäàòåëü, ñâÿçàííûé ñ äâèæóùåéñÿ ëèíåéêîé, îïÿòü áóäåò

�íåäîâîëåí�, òàê êàê äëÿ íåãî ÷àñû íàáëþäàòåëÿ â S èäóò ìåäëåííåå è

îïðåäåëåíèå äëèíû L = v∆t, ñ òî÷êè çðåíèÿ S ′
, � íåêîððåêòíî.
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Òåì íå ìåíåå, ëîðåíöåâñêîå ñîêðàùåíèå òàê æå ðåàëüíî, êàê ðåàëüíî

è çàìåäëåíèå âðåìåíè â äâèæóùåéñÿ ñèñòåìå. Êîíå÷íî, ñëîâî �ðåàëüíî�

ìîæíî ïîíèìàòü â ðàçëè÷íûõ ñìûñëàõ. Äëÿ Ëîðåíöà ýòî ñîêðàùåíèå

áûëî ðåàëüíî, òàê êàê çàðÿæåííûå ÷àñòèöû, èç êîòîðûõ ñîñòîèò ëè-

íåéêà, âçàèìîäåéñòâîâàëè ñ ý�èðîì. Â ðåçóëüòàòå ëèíåéêà ñæèìàëàñü

â íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ. Â ðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè ý�èðà íåò è íåò íè-

êàêîãî �ñèëîâîãî� âîçäåéñòâèÿ íà ëèíåéêè, ðàñïîëîæåííûå â ðàçëè÷íûõ

èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà. Îäíàêî ý��åêò ñîêðàùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ

îáúåêòèâíûì è ðåãèñòðèðóåòñÿ íàáëþäàòåëåì. Â îòëè÷èè îò ÷àñîâ, åñ-

ëè ëèíåéêó ïëàâíî óñêîðèòü, à çàòåì çàòîðìîçèòü îíà (ïðè ñîáëþäåíèè

íåêîòîðûõ óñëîâèé) ìîæåò âåðíóòüñÿ â èñõîäíîå ñîñòîÿíèå. ×àñû òàê

ñåáÿ íå ïîâåäóò è îêàæóòñÿ �îòñòàâøèìè�.

Ñîêðàùàåòñÿ ëè ëèíåéêà �íà ñàìîì äåëå�? Íà ýòî ìîæíî îòâåòèòü ïðè

ïîìîùè ñëåäóþùåé àíàëîãèè. ×àñòîòà çâóêà ãóäêà ïðèáëèæàþùåãîñÿ, à

çàòåì óäàëÿþùåãîñÿ ïîåçäà ðàçëè÷íà (ý��åêò Äîïëåðà). �Íà ñàìîì äå-

ëå� ïàðîâîç ãóäèò ñ òîé ÷àñòîòîé, êîòîðóþ ñëûøèò ìàøèíèñò, ñèäÿùèé

â êàáèíå è íåïîäâèæíûé îòíîñèòåëüíî ïîåçäà. Ñòîÿùèé íà ïåððîíå íà-

áëþäàòåëü ñëûøèò èíóþ ÷àñòîòó. È, õîòÿ åãî âîñïðèÿòèå îòëè÷àåòñÿ îò

àíàëîãè÷íîãî âîñïðèÿòèÿ ìàøèíèñòà, îíî òàê æå îáúåêòèâíî è íå ÿâëÿ-

åòñÿ �êàæóùèìñÿ�. Ýòî íå �èãðû ðàçóìà�, è âñå òî æå ñàìîå áóäåò ðåãè-

ñòðèðîâàòü è ñîîòâåòñòâóþùàÿ àïïàðàòóðà. Ïîäîáíàÿ îòíîñèòåëüíîñòü

ñïëîøü è ðÿäîì âñòðå÷àåòñÿ â êëàññè÷åñêîé �èçèêå. Ïðèìåð òîìó � ý�-

�åêò Äîïëåðà, èëè îòíîñèòåëüíîñòü çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè îáúåêòà. Òàê æå

îáñòîèò ñèòóàöèÿ è ñ ðåëÿòèâèñòñêèìè ý��åêòàìè ñîêðàùåíèÿ äëèíû,

çàìåäëåíèÿ âðåìåíè, �àêòîì îäíîâðåìåííîñòè ñîáûòèé, è ò.ï.

Åñòåñòâåííî, ñëåäóþùåå èç ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà ñîêðàùåíèå ÿâëÿ-

åòñÿ îòíîñèòåëüíûì. Âñå èíåðöèàëüíûå ñèñòåìû îòñ÷åòà ýêâèâàëåíòíû.

Íàáëþäàòåëü, íàõîäÿùèéñÿ â �äâèæóùåéñÿ� ñèñòåìå S ′
, òî÷íî òàê æå

çàðåãèñòðèðóåò ñîêðàùåíèå âñåõ îðèåíòèðîâàííûõ âäîëü åãî äâèæåíèÿ

ëèíååê, êîòîðûå íåïîäâèæíû â ñèñòåìå S.

Ñîêðàùåíèå äëèíû, êàê è ëþáûå äðóãèå ý��åêòû, êîòîðûå ìû àíàëè-

çèðóåì â òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, òðåáóþò ÷åòêîãî �ñîïðîâîäèòåëüíîãî

îïèñàíèÿ� óñëîâèé ýêñïåðèìåíòà, â êîòîðûõ ýòîò ý��åêò íàáëþäàåòñÿ.

Îòðûâ ðåçóëüòàòîâ íàáëþäåíèÿ îò òàêîãî îïèñàíèÿ ñëóæèò èñòî÷íèêîì

ìíîãî÷èñëåííûõ �ïàðàäîêñîâ�. Â îïèñàííûõ âûøå äâóõ ñïîñîáàõ èçìå-

ðåíèÿ áóäåò ðåãèñòðèðîâàòüñÿ �àêò ñîêðàùåíèÿ äëèíû ëèíåéêè. Ìîæíî

òàêæå �îòîãðà�èðîâàòü îáúåêò ïðè ïîìîùè àïïàðàòóðû ñ î÷åíü êîðîò-

êîé âûäåðæêîé. Â ýòîì ñëó÷àå ðåçóëüòàòû áóäóò îòëè÷àòüñÿ è çàâèñÿò

îò ïðèíöèïîâ ðàáîòû �îòîàïïàðàòà è �îðìû îáúåêòà (ñòð. 92).
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3.6 Ñæàòèå è âðàùåíèå

∗

• Ëþáîé îáúåêò, ïîäîáíî ëèíåéêå, ñïëþñíóò â íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ,
åñëè â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè îäíîâðåìåííî �èêñèðóþòñÿ êîîðäèíàòû

òî÷åê åãî ïîâåðõíîñòè. Â ÷àñòíîñòè, êâàäðàò (â ñîáñòâåííîé ñèñòåìå îò-

ñ÷¼òà) áóäåò �âûãëÿäåòü� ïðÿìîóãîëüíèêîì, åñëè îí äâèæåòñÿ âäîëü îä-

íîé èç ñâîèõ ñòîðîí. Åñëè æå âåêòîð ñêîðîñòè íàïðàâëåí ïî äèàãîíàëè

êâàäðàòà, îí îêàæåòñÿ ñïëþñíóòûì âäîëü íå¼, �ïðåâðàòèâøèñü� â ðîìá.

Ïðè ýòîì äëèíà äèàãîíàëè ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ äâèæåíèþ, íå èçìåíèòñÿ.

Ïðåäñòàâèì, ÷òî ñòîðîíû êâàäðàòà � ýòî êîîðäèíàòíûå îñè (x′, y′) äâè-
æóùåéñÿ ñèñòåìû îòñ÷¼òà. Òîãäà ïðè ïðîèçâîëüíîì íàïðàâëåíèè å¼ ñêî-

ðîñòè ýòè îñè áóäóò íå îðòîãîíàëüíû äðóã äðóãó è ê òîìó æå ïîâåðíóòñÿ

îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà. Íèæå ïóíêòèðíûìè ëèíèÿ-

ìè èçîáðàæåíû êîîðäèíàòíûå ñåòêè �íåïîäâèæíîé� ñèñòåìû, à ñïëîøíû-

ìè � äâèæóùåéñÿ, äëÿ íàáëþäàòåëåé â S. Ìîäóëü ñêîðîñòè ðàâåí v = 0.8:

Çàäàâàÿ êîîðäèíàòû r′ òî÷åê â ñèñòåìå îòñ÷¼òà S ′
(ñâÿçàííîé ñ òåëîì),

ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà, ìîæíî ïîëó÷èòü êîîðäèíàòû òî-

÷åê r â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå S. Íàéä¼ì ìãíîâåííóþ �îðìó äâèæóùå-

ãîñÿ òåëà â ìîìåíò âðåìåíè t â ñèñòåìå S. Íåîáõîäèìî òàê ïåðåïèñàòü

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà, ÷òîáû ðàäèóñ-âåêòîð r çàâèñåë îò t è r′. Äëÿ
ýòîãî çàïèøåì îáðàòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà (v 7→ −v), ñòð. 33:

t = γ (t′ + vr′), r = r′ + γvt′ + Γv (vr′), Γ =
γ − 1

v2
=

γ2

γ + 1

è èñêëþ÷èì èç íèõ âðåìÿ t′:

r = vt+ r′ − γ

γ + 1
v (vr′). (3.7)

Ýòî ñîîòíîøåíèå ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü ïîëîæåíèå òî÷åê äâèæóùåãîñÿ

òåëà â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè t â ñèñòåìå S.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå vt â (3.7) óêàçûâàåò íà òî, ÷òî âñå òî÷êè äâèæóò-

ñÿ ïàðàëëåëüíî ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v. Êîãäà t = 0, íà÷àëà ñèñòåì
îòñ÷¼òà ñîâïàäàþò è �îðìà äâèæóùåãîñÿ òåëà îïðåäåëÿåòñÿ âòîðûì è

òðåòüèì ñëàãàåìûìè (3.7).
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⊲ Ïðè t = 0 èç (3.7) ñëåäóåò, ÷òî:

vr = vr′/γ, r2 = r′2 − (vr′)2, (3.8)

ò.å. ïðîäîëüíûå ðàçìåðû èñïûòûâàþò ëîðåíöåâñêîå ñîêðàùåíèå, à ïîïå-

ðå÷íûå (åñëè vr′ = 0) îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè. �àññìîòðèì äâå �èêñè-

ðîâàííûå òî÷êè òåëà. Äëÿ ðàäèóñ-âåêòîðîâ ê êàæäîé èç íèõ çàïèøåì

ñîîòíîøåíèå (3.7). Èõ ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ â äâóõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà

ñâÿçàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

r1r2 = r′1r
′
2 − (vr′1)(vr

′
2). (3.9)

Ïóñòü äâèæåíèå ïðîèñõîäèò â ïëîñêîñòè (x, y). Âûáåðåì îäíó òî÷êó íà

îñè x′
, à âòîðóþ � íà îñè y′:

Â ñèñòåìå S ′
èõ êîîðäèíàòû ðàâíû: r′1 = {1, 0}, r′2 = {0, 1}. Êîîðäèíàòû

ri = {xi, yi} ýòèõ æå òî÷åê â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà ïîëó÷àþòñÿ

èç óðàâíåíèÿ (3.7):

x1 = 1− γv2x
γ + 1

, y1 = −γvxvy
γ + 1

; x2 = −γvxvy
γ + 1

, y2 = 1−
γv2y
γ + 1

, (3.10)

ãäå γ = 1/
√
1− v2 = 1/

√

1− v2x − v2y. Â ðåçóëüòàòå ñèíóñ óãëà αx ìåæäó

îñÿìè x′
è x è àíàëîãè÷íî äëÿ αy ìåæäó îñÿìè y′ è y ðàâíû:

sinαx =
γ

γ + 1

vxvy
√

1− v2x
, sinαy =

γ

γ + 1

vxvy
√

1− v2y

, (3.11)

ãäå ìîäóëè r1 è r2 íàéäåíû ïðè ïîìîùè âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ (3.8).

Êîñèíóñ óãëà ìåæäó îñÿìè äâèæóùåéñÿ ñèñòåìû îòñ÷¼òà íàõîäèòñÿ èç

ñîîòíîøåíèÿ (3.9):

cosα = − vxvy
√

(1− v2x)(1− v2y)
. (3.12)

Òàêèì îáðàçîì, êîîðäèíàòíûå îñè ñèñòåìû S ′
áóäóò îðòîãîíàëüíûìè

äëÿ íàáëþäàòåëåé â S, òîëüêî åñëè îäíà èç êîìïîíåíò ñêîðîñòè ðàâíà

íóëþ. Ýòî ïðîèñõîäèò ïðè äâèæåíèè âäîëü êîîðäèíàòíîé îñè.
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• �àññìîòðèì åù¼ îäèí ëþáîïûòíûé ý��åêò. Ïóñòü îòíîñèòåëüíî �íåïî-
äâèæíîé� ñèñòåìû S âäîëü îñè x ñî ñêîðîñòüþ v äâèæåòñÿ ñèñòåìà S ′

.

Åñëè íàáëþäàòåëè â ñèñòåìå S ′
èçó÷àþò äâèæåíèå êâàäðàòà âäîëü îñè

y′, òî îí äëÿ íèõ áóäåò âûãëÿäåòü ñïëþñíóòûì â íàïðàâëåíèè äâèæå-

íèÿ (âòîðîé ðèñóíîê íèæå). Ñ ýòèì êâàäðàòîì ìîæíî ñâÿçàòü òðåòüþ

ñèñòåìó îòñ÷¼òà S ′′
. Êàê âûãëÿäèò ýòîò êâàäðàò äëÿ íàáëþäàòåëåé â

íåïîäâèæíîé ñèñòåìå S? Îí äâèæåòñÿ ïîä óãëîì ê îñè x, è, åñòåñòâåííî,
ïðåâðàòèòñÿ â ðîìá. Îäíàêî ýòîò ðîìá áóäåò èìåòü íàêëîííûìè òîëü-

êî �ãîðèçîíòàëüíûå� ñòîðîíû, òîãäà êàê âåðòèêàëüíûå îñòàíóòñÿ ïàðàë-

ëåëüíûìè îñÿì y è y′:

Ïðè äâèæåíèè â ñèñòåìå S ′
ïàðàëëåëüíî îñè y′ ïðîèñõîäèò îäíîâðåìåí-

íîå ïåðåìåùåíèå âñåõ òî÷åê êâàäðàòà ââåðõ. Â ÷àñòíîñòè, åãî íèæíèå

âåðøèíû (òî÷êè D, C) îäíîâðåìåííî ïîäíèìàþòñÿ ââåðõ (âòîðîé ðèñó-

íîê). Åñëè â ìîìåíò âðåìåíè t′ = 0 òî÷êà D íàõîäèëàñü â íà÷àëå ñèñòå-

ìû îòñ÷¼òà (x′ = y′ = 0), òî è òî÷êà C òàêæå áóäåò íàõîäèòñÿ íà îñè x′

(y′ = 0). Îäíàêî ýòà îäíîâðåìåííîñòü ñóùåñòâóåò òîëüêî â ñèñòåìå S ′
.

Â ñèñòåìå S ìåæäó ñîáûòèÿìè, îäíîâðåìåííûìè â S ′
(∆t′ = 0), ïðî-

õîäèò âðåìÿ ∆t = v∆x (ñòð. 72). Ïîýòîìó, õîòÿ â S ′
îáå âåðøèíû îäíî-

âðåìåííî ïåðåñåêàþò îñü x′
, â ñèñòåìå S ïðàâàÿ âåðøèíà C ñäåëàåò ýòî

ïîçæå, ÷åì ëåâàÿ âåðøèíà D. Òàê êàê êâàäðàò âìåñòå ñ ñèñòåìîé S ′
ïå-

ðåìåùàåòñÿ âäîëü îñè x ñî ñêîðîñòüþ v, îí îêàçûâàåòñÿ ñæàòûì ïî x â γ

ðàç. Ìîæíî ïðåäñòàâèòü äâå âåðòèêàëüíûå íàïðàâëÿþùèå â ñèñòåìå S ′

ïî êîòîðûì ñêîëüçÿò ñòîðîíû êâàäðàòà. Â ñèñòåìå S ðàññòîÿíèå ìåæäó

ýòèìè íàïðàâëÿþùèìè áóäåò L0/γ. Âåðòèêàëüíûå ëèíåéêè â ñèñòåìàõ S
è S ′

èìåþò îäèíàêîâûå äëèíû. Ïîýòîìó òàê êàê ñòîðîíà, íàïðèìåð, AD â

ñèñòåìå S ′
ïðè äâèæåíèè ñî ñêîðîñòüþ u′

ñîêðàùàåòñÿ â γ ′ = 1/
√
1− u′2

ðàç, òî è â ñèñòåìå S îíà áóäåò èìåòü òàêóþ æå äëèíó. Îäíàêî ñòîðîíà

BC áóäåò îòñòàâàòü îò AD, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷èòñÿ ðîìá, íå ñæàòûé

ïî äèàãîíàëè, à �ñêîøåííûé� âåðòèêàëüíî âíèç (⋖H11). Â ÷àñòíîñòè, åñ-

ëè íàáëþäàòåëü â ñèñòåìå S ′
ïîäíèìåò ââåðõ ãîðèçîíòàëüíûé ñòåðæåíü,

òî äëÿ íàáëþäàòåëåé â S ýòîò ñòåðæåíü ïîâåðí¼òñÿ.
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⊲∗
Âûøå â ñèñòåìå S ′

ïðîåêöèè ñêîðîñòè ñèñòåìû S ′′
ðàâíû u′

x = 0 è
u′
y = u′

. Â ñèëó ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé (1.20), ñòð. 35, ñêîðîñòü S ′′
îòíîñè-

òåëüíî S ðàâíà:

u =
{
ux, uy

}
=
{
v, u′

√

1− v2
}
, γu =

1√
1− u2

= γγ ′,

ãäå γ = 1/
√
1− v2, γ ′ = 1/

√
1− u′2

. Êàçàëîñü áû, ìåæäó ñèñòåìàìè S ′′

è S äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ îáû÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà:

t′′ = γu (t− ur), r′′ = r− γuu t+ Γu u (ur).

èëè â êîìïîíåíòàõ:







t′′ = γu (t− uxx− uyy),

x′′ = x− γuux t+ Γuux (uxx+ uyy),
y′′ = y − γuuy t+ Γuuy (uxx+ uyy).

(3.13)

Îäíàêî ýòî íå òàê! Äåéñòâèòåëüíî, çàïèøåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðåîá-

ðàçîâàíèé îò S ê S ′
è îò S ′

ê S ′′
:

t′ = γ (t− vx), x′ = γ (x− vt), y′ = y,
t′′ = γ ′ (t′ − u′y′), x′′ = x′, y′′ = γ ′ (y′ − u′t′).

Â ïðåîáðàçîâàíèÿõ îò S ′
ê S ′′

(âòîðàÿ ñòðî÷êà) ïåðåñòàâëåíû ìåñòàìè x′

è y′, òàê êàê äâèæåíèå ïðîèñõîäèò íå âäîëü îñè x′
, à âäîëü îñè y′. Åñëè

ïîäñòàâèòü t′, x′, y′ èç ïåðâîé ñòðîêè âî âòîðóþ (u′ = uyγ), òî äëÿ t′′

ïîëó÷èòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå òàêîå æå, êàê è â (3.13). À âîò x′′
è y′′ èìåþò

äðóãóþ çàâèñèìîñòü îò t, x, y:
{

x′′ = γ (x− uy t)

y′′ = γ ′y − γγu uy ( t− ux x).

Ýòî ìîæåò ïîêàçàòüñÿ ñòðàííûì, òåì áîëåå, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà

â îäíîìåðíîì ñëó÷àå áûëè ïîëó÷åíû (ñòð. 28) êàê ðàç ïðè ïîìîùè êîìïî-

çèöèè ïðåîáðàçîâàíèé. Ïî÷åìó â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíûå

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà ñíîâà ïðèâîäÿò ê ïðåîáðàçîâàíèÿì Ëîðåíöà, à

ïðè äâèæåíèè â ïëîñêîñòè � óæå íåò?

Îòâåò ñâÿçàí ñ äîñòàòî÷íî òîíêèìè âîïðîñàìè ìàòåìàòè÷åñêîé ïðè-

ðîäû òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè. Êàê ìû óâèäèì ïîçæå, ïðîñòðàíñòâî è

âðåìÿ îáðàçóþò åäèíîå 4-ìåðíîå ïñåâäîåâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Â òàêîì

ïðîñòðàíñòâå âîçìîæíû ðàçëè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò è âðåìå-

íè, îñòàâëÿþùèå èíòåðâàë ∆s2 íåèçìåííûì. Â ÷àñòíîñòè, êðîìå ÷èñòûõ

ëîðåíöåâñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé (ò.í. áóñòîâ) âîçìîæíû òàêæå îáû÷íûå

3-ìåðíûå ïîâîðîòû äåêàðòîâûõ îñåé. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå

êîìïîçèöèÿ äâóõ áóñòîâ ýêâèâàëåíòíà áóñòó è âûïîëíåíèþ ïîñëå ýòîãî

3-ìåðíîãî ïîâîðîòà îñåé x′′, y′′ íà íåêîòîðûé óãîë φ.
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3.7 Ôîòîãðà�èðîâàíèå îáúåêòîâ

∗

• Êàê âûãëÿäèò ðåëÿòèâèñòñêèé îáúåêò ïðè �îòîãðà�èðîâàíèè èëè

�âèçóàëüíîì� íàáëþäåíèè? Â ñèëó êîíå÷íîñòè ñêîðîñòè ñâåòà ìû âèäèì

åãî òî÷êè â ðàçëè÷íîì ïðîøëîì, åñëè îíè óäàëåíû îò íàñ íà ðàçëè÷-

íîå ðàññòîÿíèå. Ïðè �îòîãðà�èðîâàíèè ïðîèñõîäèò îòîáðàæåíèå íåêî-

òîðîé òî÷êè 3-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà (x, y, z) íà 2-ìåðíóþ ïîâåðõíîñòü

�îòîãðà�èè (X, Y ), êîòîðàÿ ðàñïîëîæåíà â ïëîñêîñòè x, y. �àññìîòðèì

ñíà÷àëà îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ, ïðè êîòîðîé ðåãèñòðèðóþòñÿ òîëü-

êî ëó÷è, ïàäàþùèå ïåðïåíäèêóëÿðíî ê �îòîãðà�èè. Óñòðîéñòâî òàêîãî

��îòîàïïàðàòà� ìîæíî ðåàëèçîâàòü, íàïðèìåð, ïðè ïîìîùè íàõîäÿùåé-

ñÿ ïåðåä �îòîïëåíêîé òîëñòîé ïëàñòèíû ñ ìíîæåñòâîì öèëèíäðè÷åñêèõ

îòâåðñòèé. Èõ ñòåíêè ïîãëîùàþò íàêëîííî ïàäàþùèå ëó÷è è ïðîïóñêàþò

âåðòèêàëüíûå. Ïðè îðòîãîíàëüíîì îòîáðàæåíèè èí�îðìàöèÿ î êîîðäè-

íàòå z òåðÿåòñÿ è ïðåîáðàçîâàíèå èìååò âèä: X = x è Y = y.

⊲ �àññìîòðèì ëåòÿùèé êóá ñ äëèíîé ð¼áåð L (â ñâÿçàííîé ñ íèì ñè-

ñòåìå îòñ÷åòà). Ñ�îòîãðà�èðóåì åãî ïðè ïîìîùè �îðòîãîíàëüíîãî� �î-

òîàïïàðàòà. Îí �èêñèðóåò êâàíòû ñâåòà, ïðèøåäøèå íà ïë¼íêó â äàííûé

ìîìåíò âðåìåíè (âûäåðæêà î÷åíü êîðîòêàÿ). Îäíàêî ýòè êâàíòû áûëè

èñïóùåíû â ðàçíîå âðåìÿ â ïðîøëîì. Ñèãíàëû îò òî÷åê A è B ïðîéäóò

îäèíàêîâîå ðàññòîÿíèå (âûøå ñðåäíèé ðèñóíîê). �ðàíü êóáà, îáðàù¼í-

íàÿ ê ïë¼íêå, èìååò äëèíó L
√
1− v2 è áóäåò âûãëÿäåòü ñæàòîé. Îäíàêî

îò òî÷êè C �îòîí ïóòåøåñòâóåò äîïîëíèòåëüíîå ðàññòîÿíèå âäîëü ðåáðà

(ïåðïåíäèêóëÿðíî �îòîïë¼íêå), ïîýòîìó èñïóñêàåòñÿ íà âðåìÿ t = L/c
ðàíüøå (äàëåå, êàê îáû÷íî, c = 1). Â ýòî âðåìÿ êóá áûë ëåâåå íà vt = vL.

Â íåðåëÿòèâèñòñêîì ñëó÷àå (c = ∞) ïðè îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè êóáà

íà �îòîãðà�èè ïîëó÷àåòñÿ êâàäðàò � îáðàç îäíîé ãðàíè. Äëÿ ðåëÿòè-

âèñòñêîãî îáúåêòà ýòà ãðàíü ñæàòà, íî âèäíà òàêæå è ëåâàÿ áîêîâàÿ

ãðàíü, ñæàòàÿ â v ðàç. �åçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ òàêîé æå, êàê è ïðè �î-

òîãðà�èðîâàíèè íåïîäâèæíîãî êóáà, ïîâåðíóòîãî íà óãîë α = arcsin v

(ñì. âûøå ïîñëåäíèé ðèñóíîê).
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⊲ Àíàëîãè÷íà ñèòóàöèÿ ïðè �îòîãðà�èðîâàíèè ëåòÿùåãî øàðà:

Íà �îòîãðà�èè íåïîäâèæíîé ñ�åðû âèäíû òîëüêî òî÷êè ïîëóñ�åðû, îá-

ðàù¼ííîé ê �îòîàïïàðàòó. Ëåòÿùàÿ ñ�åðà ìîæåò âûñêàëüçûâàòü âïðàâî

�èç-ïîä �îòîíà�, èñïóùåííîãî òî÷êîé B, íå çàêðûâàÿ åìó ïóòü ê ïë¼íêå.

Â ðåçóëüòàòå áóäåò âèäíà ÷àñòü å¼ çàäíåé ïîâåðõíîñòè. Òî÷êè æå, ðàñïî-

ëîæåííûå íà ïåðåäíåé ïî äâèæåíèþ ïîâåðõíîñòè äàëåå íåêîòîðîé C, íå

âèäíû, òàê êàê ñ�åðà ïðè äâèæåíèè ïîãëîòèò èñïóùåííûå èìè �îòîíû.

Çàïèøåì óðàâíåíèÿ ñ�åðû ñ öåíòðîì, óäàë¼ííûì îò ïë¼íêè íà ðàäèóñ

R, â ñèñòåìå ñ�åðû (x′, y′, z′), è â ñèñòåìå �îòîàïïàðàòà (x, y, z):

x′2 + y′2 + (z′ −R)2 = R2, γ2 (x− vt)2 + y2 + (z − R)2 = R2, (3.14)

ãäå âî âòîðîì ñëó÷àå ïîäñòàâëåíû ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà. �àññìîòðèì

ëó÷ ñâåòà ïîïàäàþùèé íà ïë¼íêó (z = 0) â òî÷êóX = x, Y = 0 ïðè t = 0.
Åãî òðàåêòîðèÿ âäîëü îñè z ðàâíà z = −t. Ïîäñòàâëÿÿ å¼ â óðàâíåíèå

äâèæóùåéñÿ ñ�åðû (3.14), íàõîäèì âðåìÿ èñïóñêàíèÿ ñâåòà:

t = v (X + vR)− R ± 1

γ

√

R2 − (X + vR)2. (3.15)

�åøåíèå ñóùåñòâóåò, åñëè äåòåðìèíàíò (ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå) áîëüøå

íóëÿ, ÷òî äà¼ò äèàïàçîí èçìåíåíèÿ êîîðäèíàò X ñ�åðû íà ïë¼íêå:

Xmin = −R (1 + v), Xmax = R (1− v). (3.16)

�àçíîñòü ýòèõ äâóõ òî÷åê ðàâíà 2R, ò.å. äèàìåòðó íåïîäâèæíîé ñ�åðû.

Âðåìåíà èñïóñêàíèÿ ñ�åðîé ëó÷à ýòèìè òî÷êàìè ðàâíû t = −R (1 + v)
è t = −R(1 − v), ÷òî, â ñèëó z = −t, äà¼ò êîîðäèíàòû íà ïîâåðõíîñòè

ñ�åðû êðàéíèõ âèäèìûõ òî÷åê: z = R (1 + v) è z = R (1− v).

Â îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè è êóá, è ñ�åðà âûãëÿäÿò ïîâ¼ðíóòûìè

áåç ëîðåíöåâñêîãî ñæàòèÿ. Ýòîò ý��åêò íàçûâàåòñÿ âðàùåíèåì Òåðåëëà-

Ïåíðîóçà è ÿâëÿåòñÿ îáû÷íûì ïðè �îðòîãîíàëüíîì� �îòîãðà�èðîâàíèè

îáú¼ìíûõ òåë. Â îòëè÷èè îò íèõ, ïëîñêàÿ ëèíåéêà, ëåòÿùàÿ ïàðàëëåëüíî

ïë¼íêå, ïî-ïðåæíåìó ïîëó÷àåòñÿ ñæàòîé, â ñîîòâåòñòâèè ñ ëîðåíöåâûì

ñîêðàùåíèåì.
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• Áîëåå òèïè÷íûì äëÿ ÷åëîâå÷åñêîãî âîñïðèÿòèÿ, ÿâëÿåòñÿ �îòîãðà-

�èðîâàíèå ïðè ïîìîùè ïðîåêòèâíîãî îòîáðàæåíèÿ. Ïóñòü â òîíêîì

ýêðàíå íàõîäèòñÿ åäèíñòâåííîå ìàëåíüêîå îòâåðñòèå (äèà�ðàãìà). Ïà-

äàþùèå ÷åðåç íå¼ íà �îòîãðà�èþ ëó÷è ñîçäàþò èçîáðàæåíèå îáúåêòà (z
îòñ÷èòûâàåòñÿ îò ýêðàíà):

Â ñèëó ïðîïîðöèé ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêîâ, ñâÿçü 2-ìåðíûõ è 3-ìåðíûõ

êîîðäèíàò èìååò âèä:

X = F
x

z
, Y = F

y

z
, (3.17)

ãäå F � �îêóñíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ýêðàíîì è �îòîïë¼íêîé. Èçîáðàæå-

íèå â ïîäîáíîé �êàìåðå Îáñêóðà� îêàçûâàåòñÿ ïåðåâåðíóòûì, ïîýòîìó íà

ðèñóíêå ïîâåðíóòà ïëîñêîñòü �îòîãðà�èè (êîîðäèíàòû X, Y ).

⊲ Ïóñòü èñòî÷íèê ñâåòà ëåòèò ïî òðàåêòîðèè x = x0 + vt, y = 0,

z = z0. Â ìîìåíò âðåìåíè t̄ â äèà�ðàãìó ïîïàäàåò ñâåò, èñïóùåííûé â

ïðîøëîì: t = t̄ −
√
x2 + z2. Ïîäñòàâèì t â òðàåêòîðèþ, íàéä¼ì x è ïðè

ïîìîùè (3.17) ïîëó÷èì çàêîí äâèæåíèÿ èñòî÷íèêà ïî �îòîïë¼íêå:

X(t̄) =
F

z0
γ2
(

x0 + vt̄− v
√

(x0 + vt̄)2 + z20/γ
2
)

. (3.18)

�àññìîòðèì ëåòÿùèé ïàðàëëåëüíî ïë¼íêå ñòåðæåíü ñ ñîáñòâåííîé äëè-

íîé L0. Îòíîñèòåëüíî �îòîàïïàðàòà îí èñïûòûâàåò ëîðåíöåâî ñîêðàùå-

íèå, èìåÿ äëèíó L = L0/γ. Ïîëîæèì äëÿ äâóõ èñòî÷íèêîâ ñâåòà (íà-

÷àëî è êîíåö ñòåðæíÿ) x01 = −L0/2γ è x02 = L0/2γ. Òîãäà åãî äëèíà

∆X = X2(t̄)−X1(t̄) íà ïë¼íêå ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì:

∆X =
F

z0
γ

[

L0 − v

√
(L0

2
+ vγ t̄

)2

+ z20 + v

√
(L0

2
− vγ t̄

)2

+ z20

]

.

Ïðè t̄ → −∞ ñòåðæåíü âûãëÿäèò óäëèí¼ííûì (F/z0)L0γ (1 + v). Ïîñòå-
ïåííî îí óêîðà÷èâàåòñÿ äî ëîðåíöåâñêîãî çíà÷åíèÿ (F/z0)L0/γ, à çàòåì

ñòàíîâèòñÿ åù¼ êîðî÷å è ïðè t̄ → ∞ åãî äëèíà ðàâíà (F/z0)L0 γ(1− v).



ÊÈÍÅÌÀÒÈÊÀ 95

⊲ �àññìîòðèì òàêæå, êàê âûãëÿäÿò íà �îòîãðà�èè îáú¼ìíûå îáúåê-

òû. Ïóñòü óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè òàêîãî òåëà â åãî ñîáñòâåííîé ñèñòåìå

îòñ÷åòà èìååò âèä f(x′, y′, z′) = 0. Ìîìåíò âðåìåíè, â êîòîðûé áûëè èñ-

ïóùåíû �îòîíû îò òî÷êè (x, y, z), îòñòîèò â ïðîøëîå îò òåêóùåãî t̄ íà
âåëè÷èíó ðàññòîÿíèÿ îò äèà�ðàãìû: t = t̄−

√

x2 + y2 + z2. Ïîäñòàâëÿÿ

â óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà, à çàòåì ïðîåêòèâíûå

ïðåîáðàçîâàíèÿ x = zX/F , y = zY/F , ïîëó÷àåì:

f
(

z γ
[X

F
+ v
√

1 + (X2 + Y 2)/F 2
]

− v γ t̄, z
Y

F
, z
)

= 0. (3.19)

Ïðîåêöèÿ íà �îòîãðà�èþ áóäåò ïîëó÷àòüñÿ â ðåçóëüòàòå áûñòðîãî îò-

êðûòèÿ è çàêðûòèÿ äèà�ðàãìû. Äëÿ êàæäîé òî÷êè �îòîãðà�èè (X, Y )
ýòî óðàâíåíèå íåîáõîäèìî ðåøèòü îòíîñèòåëüíî z. Êîãäà ðåøåíèé íåñêîëü-

êî, âûáèðàåòñÿ òî, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò ìèíèìàëüíîìó ðàññòîÿíèþ äî

äèà�ðàãìû (îñòàëüíûå òî÷êè ïîâåðõíîñòè áóäóò ïåðåêðûòû òåëîì). Çíàÿ

âðåìÿ t = t̄−z
√

1 + (X2 + Y 2)/F 2
, ìîæíî, ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèé

Ëîðåíöà, ïîëó÷èòü òî÷êó ïîâåðõíîñòè (x′, y′, z′), êîòîðàÿ îòîáðàæàåòñÿ

íà �îòîãðà�èþ (X, Y ).

Íèæå ïðèâåäåíà ïîäîáíàÿ ��îòîãðà�èÿ� êóáà (ïåðâûé ðèñóíîê � íåïî-

äâèæíûé êóá v = 0, âòîðîé � ëåòÿùèé ñî ñêîðîñòüþ v = 0.9):

=0.9=0

Çàìåòèì, ÷òî ëþáîé âåðòèêàëüíûé ñòåðæåíü, ëåòÿùèé â ãîðèçîíòàëüíîì

íàïðàâëåíèè, âûãëÿäèò èçîãíóòûì, òàê êàê èçîáðàæåíèÿ åãî öåíòðà è

êðà¼â èñïóñêàþòñÿ â ðàçëè÷íîå âðåìÿ â ïðîøëîì, è êîíöû ñòåðæíÿ áóäóò

çàãèáàòüñÿ �íàçàä�. Ëåòÿùàÿ ñ�åðà íà �îòîãðà�èè ïîâîðà÷èâàåòñÿ êàê

è â îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè.

Òàêèì îáðàçîì, âíåøíèé âèä ðåëÿòèâèñòñêîãî ìèðà ñóùåñòâåííî çàâè-

ñèò îò òîãî, êàê ìû åãî íàáëþäàåì. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåàëèñòè÷íîé ìîäåëè

�îòîãðà�èè íåîáõîäèìî, êðîìå ïðîåêòèâíûõ ìîìåíòîâ, ó÷èòûâàòü ñâîé-

ñòâà îñâåùåíèÿ, ïîäïðàâëåííûå íà ý��åêò Äîïëåðà (ñòð. 80) è àáåððà-

öèþ, êîòîðàÿ òàêæå ìåíÿåò ñâåòèìîñòü îáúåêòà (ñòð. 104). Çàìåòèì, ÷òî

ðàññìàòðèâàåìûå âûøå çàäåðæêè ñèãíàëà, ìîæíî òàêæå òðàêòîâàòü êàê

àáåððàöèþ, �èñêàæàþùóþ� ïîëîæåíèå âèäèìîãî íàìè îáúåêòà. �àññìîò-

ðèì ýòîò ý��åêò ïîäðîáíåå.
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3.8 Àáåððàöèÿ

Àáåððàöèÿ àíàëîãè÷íà ý��åêòó Äîïëåðà, îäíàêî ïðè ýòîì �èñêàæà-

åòñÿ� íå ÷àñòîòà èçëó÷åíèÿ èñòî÷íèêà, à åãî âèäèìîå ïîëîæåíèå. Êàê

è ý��åêò Äîïëåðà, àáåððàöèÿ èìååò êëàññè÷åñêóþ ñîñòàâëÿþùóþ è ïî-

ïðàâêè, ñâÿçàííûå ñ ðåëÿòèâèñòñêèìè ý��åêòàìè. Âïåðâûå àáåððàöèÿ

áûëà îáíàðóæåíà, êàê èçìåíåíèå ïîëîæåíèÿ çâ¼çä ïðè äâèæåíèè Çåìëè

ïî îðáèòå âîêðóã Ñîëíöà. Ïîýòîìó íà÷í¼ì ñ ýòîãî ïðèìåðà.

Ïóñòü íåïîäâèæíûé îòíîñèòåëüíî Ñîëíöà íàáëþäàòåëü S âèäèò â íà-

ïðàâëåíèè θ îò ïëîñêîñòè îðáèòû Çåìëè òàêæå íåïîäâèæíóþ çâåçäó

(ýòîò óãîë íàçûâàåòñÿ ñêëîíåíèåì). Äðóãîé íàáëþäàòåëü S ′
âìåñòå ñ Çåì-

ë¼é äâèæåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïåðâîãî ñî ñêîðîñòüþ v (ðèñóíîê ñëåâà). Ïîêà
áóäåì ñ÷èòàòü òàêîå äâèæåíèå ïðÿìîëèíåéíûì:

Êîãäà íàáëþäàòåëè îêàæóòñÿ â îäíîé òî÷êå, çåìëÿíèí S ′
óâèäèò çâåçäó

ïîä óãëîì θ′ (âòîðîé ðèñóíîê). Çâåçäà äâèæåòñÿ åìó íàâñòðå÷ó ñî ñêîðî-
ñòüþ v, ïîýòîìó îíà âèäíà èç ïîëîæåíèÿ A, êîòîðîå çàíèìàëà íåêîòîðîå
âðåìÿ t′ íàçàä. Ýòî âðåìÿ íåîáõîäèìî ñâåòó, ÷òîáû ïðîéòè ãèïîòåíóçó

òðåóãîëüíèêà (c = 1). �Èñòèííîå� ïîëîæåíèå çâåçäû ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå

B. Íåïîäâèæíûé îòíîñèòåëüíî çâåçäû íàáëþäàòåëü S òàêæå âèäèò å¼ â

ïðîøëîì, íî âñ¼ âðåìÿ â îäíîì íàïðàâëåíèè (ïîä óãëîì θ). �àçëîæåíèå
ãèïîòåíóçû t′ ïî êàòåòàì ïîçâîëÿåò ñâÿçàòü ìåæäó ñîáîé óãëû:

{
t′ sin θ′ = H ′

t′ cos θ′ = vt′ + L′ =>
sin θ′

cos θ′ − v
=

H ′

L′ =
H

L
√
1− v2

=
tg θ√
1− v2

,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî äëÿ íåïîäâèæíîãî îòíîñèòåëüíî çâåçäû íàáëþäàòåëÿ

tg θ = H/L è ðàññòîÿíèå ïî ãîðèçîíòàëè äî çâåçäû äëÿ çåìëÿíèíà ñî-

êðàùàåòñÿ L′ = L
√
1− v2 (ëîðåíöåâî ñîêðàùåíèå), àH ′ = H. Ó÷èòûâàÿ,

÷òî cos θ = 1/
√

1 + tg2 θ, ïîëó÷àåì:

cos θ =
cos θ′ − v

1− v cos θ′
, sin θ =

√
1− v2 sin θ′

1− v cos θ′
. (3.20)

�àññìîòðåííûå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå èñêàæåíèÿ �îòîãðà�è÷åñêîé �îð-

ìû äâèæóùèõñÿ îáúåêòîâ òàêæå ÿâëÿëèñü ïðîÿâëåíèåì àáåððàöèè.
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⊲Ôîðìóëû äëÿ àáåððàöèè ìîæíî òàêæå ïîëó÷èòü ïðè ïîìîùè çàêîíà

ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé (ñòð. 34). Â ýòîì ñëó÷àå îáúåêòîì, äâèæóùåìñÿ ñî

ñêîðîñòüþ u îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû S è  u′
îòíîñèòåëüíî S ′

, ÿâëÿåòñÿ

ñâåòîâîé ñèãíàë, ðàñïðîñòðàíÿþùèéñÿ îò èñòî÷íèêà ê íàáëþäàòåëÿì:

u′
x =

ux − v

1− uxv
, u′

y =
uy

√
1− v2

1− uxv
.

Èç ðèñóíêà ñëåäóåò, ÷òî ïðîåêöèè ñêîðîñòè ñâåòà ðàâíû ux = − cos θ è

uy = − sin θ. Àíàëîãè÷íî ñî øòðèõàìè äëÿ äâèæóùåãîñÿ íàáëþäàòåëÿ

S ′
, òàê êàê ìîäóëü ñêîðîñòè ñâåòà c = 1 â îáåèõ ñèñòåìàõ îäèíàêîâ.

Ïîäñòàíîâêà ux, uy â çàêîí ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé äà¼ò:

cos θ′ =
cos θ + v

1 + v cos θ
, sin θ′ =

√
1− v2 sin θ

1 + v cos θ
. (3.21)

Ýòè �îðìóëû îáðàòíû ê íàéäåííûì âûøå. Êàê îáû÷íî, èõ ìîæíî ïîëó-

÷èòü çàìåíîé v 7→ −v èëè ïðÿìûì îáðàùåíèåì. Ïðè ïîìîùè òîæäåñòâà

cos θ = (1− tg2 θ/2)/(1 + tg2 θ/2) ìîæíî òàêæå çàïèñàòü:

tg
θ′

2
=

√

1− v

1 + v
tg

θ

2
. (3.22)

�àçíèöà â óãëàõ íàáëþäåíèÿ èñòî÷íèêà äëÿ íåïîäâèæíîãî è äâèæó-

ùåãîñÿ íàáëþäàòåëåé âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñèíóñ ðàçíîñòè óãëîâ α = θ−θ′:

sinα = sin θ cos θ′ − cos θ sin θ′ =
v +

(
1−

√
1− v2

)
cos θ

1 + v cos θ
sin θ.

Ïðè ìàëûõ ñêîðîñòÿõ èìååì ïðèáëèæåííîå ñîîòíîøåíèå:

sinα ≈ v sin θ.

Êîãäà v ≪ 1, ìàë è óãîë: sinα ≈ α ≈ v sin θ. �àçíîñòü â íàáëþäåíèÿõ
ìàêñèìàëüíà ïðè θ = π/2 (èñòî÷íèê íàõîäèòñÿ íàä ãîëîâîé íåïîäâèæ-

íîãî íàáëþäàòåëÿ).

Â ðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè íåò ðàçíèöû, äâèæåòñÿ ïðè¼ìíèê èëè èñòî÷-

íèê ñèãíàëà. Âñå äâèæåíèÿ îòíîñèòåëüíû. Íå òàê îáñòîèò äåëî, íàïðè-

ìåð, ñ ðàñïðîñòðàíåíèåì çâóêà. Â ýòîì ñëó÷àå åñòü âûäåëåííàÿ ñèñòåìà

îòñ÷åòà, ñâÿçàííàÿ ñ âîçäóõîì. Îòíîñèòåëüíî ýòîé ñèñòåìû çâóê âñåãäà

ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ íåçàâèñèìî îò ñêîðîñòè äâè-

æåíèÿ èñòî÷íèêà. Îäíàêî ñêîðîñòü çâóêà çàâèñèò îò òîãî, ñ êàêîé ñêî-

ðîñòüþ äâèæåòñÿ îòíîñèòåëüíî âîçäóõà ïðèåìíèê. Ïîýòîìó ïîëó÷àþòñÿ

ðàçëè÷íûå ý��åêòû àáåððàöèè â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êòî äâèæåòñÿ îò-

íîñèòåëüíî ñðåäû � ïðè¼ìíèê èëè èñòî÷íèê.
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3.9 Ïàðàëëàêñ

∗

• Ïðåäñòàâèì ý��åêò àáåððàöèè â âåêòîðíîì âèäå. Äëÿ ýòîãî çàïè-

øåì ñâÿçü ñêîðîñòåé íåêîòîðîãî îáúåêòà, èçìåðåííûõ íàáëþäàòåëÿìè â

ñèñòåìàõ S è S ′
, ñì. (1.23), ñòð. 36:

u′ =
u− γv + Γv (vu)

γ(1− uv)
, Γ =

γ2

γ + 1
=

γ − 1

v2
.

Îáîçíà÷èì åäèíè÷íûìè âåêòîðàìè n è n′
íàïðàâëåíèÿ íà èñòî÷íèê ñâåòà

ñ òî÷êè çðåíèÿ êàæäîãî íàáëþäàòåëÿ. Ñîîòâåòñòâåííî, ñâåòîâîé ñèãíàë

ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ê íàáëþäàòåëÿì, ò.å. ïðîòèâ ýòèõ âåêòîðîâ: u = −n è

u′ = −n′
, ïîýòîìó:

n′ =
n+ γv + Γv (vn)

γ(1 + vn)
. (3.23)

Äëÿ óãëà θ ìåæäó íàïðàâëåíèåì íà îáúåêò è âåêòîðîì ñêîðîñòè èìååì

nv = v cos θ, è àíàëîãè÷íî äëÿ øòðèõîâàííûõ âåëè÷èí. Óìíîæàÿ ëåâóþ
è ïðàâóþ ÷àñòü (3.23) íà v, íåñëîæíî ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå äëÿ êîñèíó-

ñîâ (3.21). Ñîîòíîøåíèå äëÿ ñèíóñîâ äà¼ò âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå n′×v,

ìîäóëü êîòîðîãî ðàâåí v sin θ′.
Ïðè ìàëûõ ñêîðîñòÿõ â �îðìóëå äëÿ àáåððàöèè (3.23) ìîæíî îòáðî-

ñèòü ñëàãàåìîå v (vn) (ïîðÿäîê v2, òàê êàê Γ ≈ 1/2, γ ≈ 1, ñì. ñòð. 32).
�àñêëàäûâàÿ â ðÿä çíàìåíàòåëü (1/(1 + x) ≈ 1 − x), â ëèíåéíîì ïî v

ïðèáëèæåíèè ïîëó÷àåì:

n′ ≈ n+ v

1 + vn
≈ n+ v − n (nv) = n− n× [n× v], (3.24)

ãäå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå èñïîëüçîâàíà �îðìóëà äâîéíîãî âåêòîðíîãî

ïðîèçâåäåíèÿ (ñòð. 360). Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ èìååò ñìûñë ïðîâåðèòü,

÷òî ýòà ïðèáëèæåííàÿ �îðìóëà ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî v
ïðèâîäèò ê åäèíè÷íîé äëèíå øòðèõîâàííîãî âåêòîðà n′2 ≈ 1.

Âû÷èñëèâ âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå ìåæó íàïðàâëåíèÿìè:

n′ × n = [v × n]
1 + (vn) Γ/γ

1 + vn
, (3.25)

ìîæíî íàéòè ñèíóñ óãëà ìåæäó íèìè, ðàâíûé (äëÿ åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ)

ìîäóëþ |n′ × n|. Åñëè ñêîðîñòü ìàëà, òî ìàë è óãîë àáåððàöèè:

α ≈ |v × n| = v sin θ.

Àáåððàöèÿ îòñóòñòâóåò, êîãäà èñòî÷íèê íàõîäèòñÿ íà ïðÿìîé äâèæåíèÿ

ñèñòåìû îòñ÷¼òà, è ìàêñèìàëüíà, åñëè n è v ïåðïåíäèêóëÿðíû. Â ýòîì

ñëó÷àå óãîë α = v è íàïðàâëåí îò âåðòèêàëè ïî íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ.
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• Çåìëÿ íà ñàìîì äåëå äâèæåòñÿ íå ïî ïðÿìîé, à âðàùàåòñÿ âîêðóã

Ñîëíöà ïî ýëëèïñó. Ýêñöåíòðèñèòåò (ñïëþñíóòîñòü) å¼ îðáèòû íå âåëèê

(ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèÿ îò Ñîëíöà îòëè÷àþòñÿ äðóã îò

äðóãà âñåãî íà 3%), ïîýòîìó äëÿ óïðîùåíèÿ âû÷èñëåíèé áóäåì ñ÷èòàòü

îðáèòó Çåìëè êðóãîâîé ñ ðàäèóñîì

R = 149597870700 ì ≈ 1.496 · 108 êì = 1 a.e.

Ýòî ðàññòîÿíèå íàçûâàåòñÿ îäíîé àñòðîíîìè÷åñêîé åäèíèöåé (à.å.).

Ïîêà çàáóäåì îá àáåððàöèè. Äàæå â å¼ îòñóòñòâèå èç-çà îáðàùåíèÿ

Çåìëè âîêðóã Ñîëíöà áëèçêèå ê íàì çâ¼çäû èñïûòûâàþò âèäèìîå ïåðå-

ìåùåíèå íà íåáåñíîé ñ�åðå. Åãî íàçûâàþò ãîäîâûì ïàðàëëàêñîì. Çâåçäà,

íàõîäÿùàÿñÿ �íàä Ñîëíöåì�, ñ òî÷êè çðåíèÿ íàáëþäàòåëÿ íà Çåìëå, îïè-

ñûâàåò îêðóæíîñòü:

Ýòà îêðóæíîñòü âèäíà íà �îíå �íåïîäâèæíûõ� çâ¼çä, êîòîðûå óäàëå-

íû îò Ñîëíöà ñóùåñòâåííî äàëüøå, ÷åì çâåçäà, äëÿ êîòîðîé èçìåðÿåòñÿ

ïàðàëëàêñ. Ôàêòè÷åñêè âñå çâ¼çäû îïèñûâàþò íà íåáåñíîé ñ�åðå îêðóæ-

íîñòè (åñëè íàõîäÿòñÿ íàä Ñîëíöåì) èëè ýëëèïñû â îáùåì ñëó÷àå. Ýòè

ýëëèïñû òåì ìåíüøå, ÷åì äàëüøå çâåçäà íàõîäèòñÿ îò Ñîëíöà. �àçìåðû

ýëëèïñîâ ïîçâîëÿþò èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé íàéòè ðàññòîÿíèÿ

ê áëèæàéøèì çâ¼çäàì.

Ïàðñåê � ýòî ðàññòîÿíèå, ñ êîòîðîãî ñðåäíèé ðàäèóñ îðáèòû Çåìëè

âèäåí ïîä óãëîì â îäíó ñåêóíäó. Íà ðèñóíêå ïðîïîðöèè ñèëüíî èñêàæåíû

è íà ñàìîì äåëå r0 ≫ R, è, ñëåäîâàòåëüíî, R/r0 = tg θ ≈ θ. Îäíà óãëîâàÿ
ñåêóíäà ñîñòàâëÿåò 1/3600 ÷àñòü ãðàäóñà, ïîýòîìó:

1 ïê =
1 à.å.

1′′
=

1 à.å.

2π/(360 · 3600) = 206 265 à.å. = 3.0857 · 1013 êì.

Ñëîâî �ïàðñåê� ïðîèñõîäèò îò îáúåäèíåíèÿ ñëîâ �ïàðàëëàêñ� è �ñåêóíäà�.

�àññòîÿíèå â îäèí ïàðñåê ñâåò ïðåîäîëåâàåò â òå÷åíèå 3.26 ãîäà. Äëÿ

ñðàâíåíèÿ 1 à.å. ñîîòâåòñòâóåò 500 ñâåòîâûì ñåêóíäàì (8 ìèí. 20 ñåê.).

�àññòîÿíèå äî áëèæàéøåé çâ¼çäíîé ñèñòåìû Àëü�à-Öåíòàâðà ñîñòàâëÿ-

åò 1.3 ïê. Èçìåðåíèå ïàðàëëàêñîâ ïðè ïîìîùè îðáèòàëüíûõ òåëåñêîïîâ

ïîçâîëÿåò îõâàòèòü ðàññòîÿíèÿ äî 500 ïê. Ýòî íàèáîëåå ïðÿìîé ñïîñîá

îïðåäåëåíèÿ ðàññòîÿíèé äî îòíîñèòåëüíî áëèçêèõ ê íàì çâ¼çä.
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• Äëÿ îïèñàíèÿ ïàðàëëàêñà ââåä¼ì åäèíè÷íûé âåêòîð n0 = r0/r0 â
íàïðàâëåíèè çâåçäû, ãäå r0 � ðàäèóñ-âåêòîð îò Ñîëíöà ê çâåçäå. Äëÿ

çåìíîãî íàáëþäàòåëÿ íàïðàâëåíèå íà çâåçäó ðàâíî n = r/r. �àäèóñ-
âåêòîðû íàáëþäàòåëåé ñâÿçàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì: r = r0 −R, ãäå R

� ðàäèóñ-âåêòîð, íàïðàâëåííûé îò Ñîëíöà ê Çåìëå:

Ñ÷èòàÿ, ÷òî r0 ≫ R, àíàëîãè÷íî ý��åêòó Äîïëåðà (ñòð. 82), äëÿ ðàñ-
ñòîÿíèÿ çâåçäû îò Çåìëè çàïèøåì:

r =
√

(r0 −R)2 ≈
√

r20 − 2r0R ≈ r0 − n0R = r0 (1− n0P),

ãäå P = R/r0 � íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì ïàðàëëàêñà. Ïîýòîìó:

n =
r

r
≈ r0 −R

r0(1− n0P)
=

n0 −P

1− n0P
.

�àñêëàäûâàÿ çíàìåíàòåëü ïî ìàëûì P , ïîëó÷àåì:

n ≈ (n0 −P)(1 + n0P) ≈ n0 + n0(n0P)−P.

Ïðè ïîìîùè òîæäåñòâà �áàö ìèíóñ öàá� (ñòð. 360) ñâÿçü åäèíè÷íûõ âåê-

òîðîâ â íàïðàâëåíèè çâåçäû ñ Ñîëíöà (n0) è ñ Çåìëè (n) ìîæíî çàïèñàòü

ïðè ïîìîùè äâîéíîãî âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

n ≈ n0 + n0 × [n0 ×P]. (3.26)

Âûðàçèì êîìïîíåíòû åäèíè÷íîãî âåêòîðà n0 ÷åðåç óãëû (θ, φ) ñ�åðè÷å-
ñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (ñì. âûøå âòîðîé ðèñóíîê):

n0 = (sθcφ, sθsφ, cθ),

ãäå sθ = sin θ, cθ = cos θ. Íà ïîâåðõíîñòè ñ�åðû ìîæíî ââåñòè äâà îðòî-

ãîíàëüíûõ åäèíè÷íûõ âåêòîðà eφ ∼ ∂n0/∂φ, eθ = ∂n0/∂θ, ïåðïåíäèêó-
ëÿðíûõ ê n0 (⋖C5):

eφ = (−sφ, cφ, 0), eθ = (cθcφ, cθsφ, −sθ). (3.27)

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî eφeθ = 0 è e2θ = e2φ = 1. Êðîìå ýòîãî, âåêòî-
ðû íàïðàâëåíû â ñòîðîíó ìàëîãî èçìåíåíèÿ óãëîâûõ êîîðäèíàò. Ñòîèò

ïðîâåðèòü îðòîãîíàëüíîñòü ýòèõ âåêòîðîâ ê n0: n0eφ = n0eθ = 0.
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Çåìëÿ âðàùàåòñÿ âîêðóã Ñîëíöà ïî îêðóæíîñòè, è êîìïîíåíòû ðàäèóñ-

âåêòîðà R ðàâíû:

R = {R cos(2πt), R sin(2πt), 0},

ãäå âðåìÿ t èçìåðÿåòñÿ â ãîäàõ. Êîãäà t èçìåíÿåòñÿ îò 0 äî 1, ðàäèóñ-

âåêòîð âîçâðàùàåòñÿ â èñõîäíîå ïîëîæåíèå. Â ðåçóëüòàòå âðàùåíèÿ R

ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿþòñÿ è êîìïîíåíòû âåêòîðà ïàðàëëàêñà:

P =
R

r0
= {P cos(2πt), P sin(2πt), 0}. (3.28)

Âåêòîð n0 ïåðïåíäèêóëÿðåí áàçèñíûì âåêòîðàì eφ è eθ. Ïîýòîìó óìíî-

æàÿ (3.26) íà eφ è eθ, íàéä¼ì ïðîåêöèè âåêòîðà n íà óãëîâûå áàçèñíûå

âåêòîðû:

neφ = −Peφ = P sin(φ− 2πt), neθ = −Peθ = −P cos θ cos(φ− 2πt),

ãäå ó÷òåíû (3.27), (3.28) è �îðìóëû ðàçíîñòè óãëîâ äëÿ ñèíóñà è êîñè-

íóñà. Òàê êàê ýëëèïñ âðàùåíèÿ ìàë, â åãî îêðåñòíîñòè âåêòîðû eφ, eθ
íà ñ�åðå èãðàþò ðîëü ïåðïåíäèêóëÿðíûõ äåêàðòîâûõ îñåé (ñ�åðà â ìà-

ëûõ ìàñøòàáàõ � ïëîñêîñòü). Âåëè÷èíû neφ è neθ ÿâëÿþòñÿ ïðîåêöèÿìè

íà ýòè îñè (⋖C6). Â ðåçóëüòàòå íà ïîâåðõíîñòè íåáåñíîé ñ�åðû çâåçäà

îïèñûâàåò ýëëèïñ ñ ïîëóîñÿìè P è P cos θ:

(neφ)
2

P 2
+

(neθ)
2

P 2 cos2 θ
= 1.

Ïðè θ = 0 (çâåçäà íàä Ñîëíöåì) ïîëó÷àåòñÿ îêðóæíîñòü ñ ðàäèóñîì,

ðàâíûì ïàðàëëàêñó P .

⊲ Ó÷ò¼ì òåïåðü ý��åêò àáåððàöèè èç-çà äâèæåíèÿ Çåìëè. Ïîäñòàâëÿÿ

â (3.24) ñâÿçü (3.26) è ïðåíåáðåãàÿ ÷ëåíàìè ïîðÿäêà P v, ìîæíî çàïèñàòü:

n′ ≈ n0 + n0 × [n0 × (P− v)]. (3.29)

Ñêîðîñòü äâèæåíèÿ Çåìëè v ïî êðóãîâîé îðáèòå ïåðïåíäèêóëÿðíà R è

ñîñòàâëÿåò 30 êì/, èëè v ∼ 10−4
â äîëÿõ ñêîðîñòè ñâåòà. Åñëè âçÿòü

ïðîèçâîäíóþ ðàäèóñ-âåêòîðà R ïî âðåìåíè, òî äëÿ êîìïîíåíò ñêîðîñòè

ïîëó÷èì v = {−v sin(2πt), v cos(2πt), 0}. Ñòîèò ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè ýòîì
áîëüøàÿ ïîëóîñü ýëëèïñà ðàâíà

√
P 2 + v2.

Ïàðàëëàêñ äàæå äëÿ áëèæàéøåé çâ¼çäû ðàâåí P = R/r0 ∼ 4 ·10−6
, ò.å.

â 27 ðàç ìåíüøå áåçðàçìåðíîé ñêîðîñòè v. Ïîýòîìó äâèæåíèå çâ¼çä â òå-
÷åíèå ãîäà ïî ýëëèïñó â ðåçóëüòàòå àáåððàöèè � ý��åêò áîëåå çàìåòíûé,

÷åì ïàðàëëàêñ. Îòìåòèì, ÷òî �îðìóëà (3.29) íå ó÷èòûâàåò ðåëÿòèâèñò-

ñêèõ ý��åêòîâ, êîòîðûå èìåþò ïîðÿäîê v2.
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3.10 Çâ¼çäíîå íåáî

• Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íåêîòîðîé ñèñòåìå îòñ÷åòà çâ¼çäû â ïðîñòðàí-

ñòâå èìåþò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå. �àññìîòðèì, êàê âûãëÿäÿò ýòè

çâ¼çäû èç áûñòðî ëåòÿùåãî êîñìè÷åñêîãî êîðàáëÿ.

Íàáëþäàÿ çâ¼çäíîå íåáî èç �èêñèðîâàííîé òî÷êè, ìû âîñïðèíèìàåì

çâ¼çäû ñïðîåêòèðîâàííûìè íà �íåáåñíóþ ñ�åðó� (⋖C7). Ïðè ðàâíîìåð-

íîì ðàñïðåäåëåíèè, ïëîòíîñòü ÷èñëà çâ¼çä â ëþáîì íàïðàâëåíèè ïîñòî-

ÿííà. Ââåä¼ì ñ�åðè÷åñêèå óãëû (θ, φ) è ðàññìîòðèì íåáîëüøîé ó÷àñòîê

ñ�åðû, îãðàíè÷åííûé ìàëûìè ïðèðàùåíèÿìè (dθ, dφ):

Åñëè φ = const, èçìåíåíèå óãëà dθ îïèñûâàåò íà ñ�åðå ðàäèóñà R äó-

ãó äëèíîé Rdθ. Ïðè ïîñòîÿííîì θ èçìåíåíèå óãëà dφ îïèñûâàåò äóãó

R sin θ dφ, ãäå R sin θ � ðàññòîÿíèå îò ýòîé äóãè äî îñè z. Â ðåçóëü-

òàòå ïëîùàäü, âûðåçàåìàÿ ïðèðàùåíèÿìè (dθ, dφ), ðàâíà R2 sin θ dθ dφ.

Å¼ îòíîøåíèå ê êâàäðàòó ðàäèóñà ñ�åðû íàçûâàåòñÿ òåëåñíûì óãëîì

dΩ = sin θ dθ dφ. Ïëîùàäü ñ�åðû ðàâíà 4πR2
, ïîýòîìó èíòåãðèðîâàíèå

ïî (θ, φ) òåëåñíîãî óãëà äà¼ò 4π:

∫

dΩ =

2π∫

0

dφ

π∫

0

sin θ dθ = 2π

1∫

−1

d(cos θ) = 4π.

Òåëåñíûé óãîë dΩ ÿâëÿåòñÿ ìàëîé ïëîùàäüþ íà ïîâåðõíîñòè ñ�åðû åäè-

íè÷íîãî ðàäèóñà. Îäíàêî ïðè �èêñèðîâàííûõ dθ è dφ ýòà ïëîùàäü ðàç-

ëè÷íà ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ θ. Ïîýòîìó óäîáíî èñïîëüçîâàòü îòíî-
ñèòåëüíûå âåëè÷èíû. Îòíîøåíèå êîëè÷åñòâà çâ¼çä dN , âèäèìûõ â òå-

ëåñíîì óãëó dΩ, ê âåëè÷èíå ýòîãî óãëà íàçûâàåòñÿ ïëîòíîñòüþ óãëîâîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ n(θ, φ). Â îáùåì ñëó÷àå ýòà ïëîòíîñòü ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé

îáîèõ óãëîâ:

dN = n(θ, φ) dΩ = n(θ, φ) sin θ dθ dφ = −n(θ, φ) d(cos θ) dφ.

Äëÿ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòü ïîñòîÿííà, è åñëè îáùåå

÷èñëî âèäèìûõ çâ¼çä N , òî îíà ðàâíà n(θ, φ) = N/4π.
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⊲ Ïåðåéä¼ì òåïåðü â ñèñòåìó îòñ÷¼òà (øòðèõîâàííóþ), ñâÿçàííóþ ñ

êîñìè÷åñêèì êîðàáë¼ì. Ïóñòü åãî ñêîðîñòü v íàïðàâëåíà âäîëü îñè z.

Àáåððàöèÿ óãëà θ′ ìåæäó ñêîðîñòüþ è íàïðàâëåíèåì íà çâåçäó (3.20)

ðàâíà:

cos θ =
cos θ′ − v

1− v cos θ′
. (3.30)

Çàïèøåì sθ dθ = −dcθ = −(∂cθ/∂cθ′) dcθ′ è âîçüì¼ì ïðîèçâîäíóþ (3.30)

ïî cos θ′. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî φ′ = φ, äëÿ n(θ, φ) = N/4π ïîëó÷àåì:

dN = −N

4π

∂(cos θ)

∂(cos θ′)
d(cos θ′) dφ = −N

4π

1− v2

(1− v cos θ′)2
d(cos θ′) dφ′.

Â ðåçóëüòàòå ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ çâ¼çä íà �íåáåñíîé ñ�åðå� ñ òî÷êè

çðåíèÿ êîñìè÷åñêîãî êîðàáëÿ èìååò âèä:

n′(θ′, φ′) =
N

4π

1− v2

(1− v cos θ′)2
. (3.31)

Ýòî âûðàæåíèå äîñòèãàåò ìàêñèìóìà ïðè θ′ = 0 è ìèíèìóìà ïðè θ′ = π:

n′(0, φ′) =
N

4π

1 + v

1− v
, n′(π, φ′) =

N

4π

1− v

1 + v
.

Ñòîèò ïðîâåðèòü (⋖H12), ÷òî èíòåãðèðîâàíèå n(θ
′, φ′) ïî âñåé ïîâåðõíî-

ñòè ñ�åðû 0 6 θ′ 6 π è 0 6 φ′ < 2π, êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, äà¼ò â

òî÷íîñòè N âèäèìûõ çâ¼çä.

Íèæå íà ��îòîãðà�èÿõ� ïðèâåäåíî çâ¼çäíîå íåáî. Ïåðâàÿ �îòîãðà�èÿ

ñîîòâåòñòâóåò íåïîäâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà. Âòîðàÿ è òðåòüÿ ñäåëàíû èç

êîñìè÷åñêîãî êîðàáëÿ, ëåòÿùåãî ñî ñêîðîñòüþ v = 0.9 (âòîðàÿ �îòîãðà-

�èÿ � ïî õîäó äâèæåíèÿ, à òðåòüÿ � â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè):

Íàïîìíèì, ÷òî, â ñèëó ý��åêòà Äîïëåðà, ñïåêòð çâ¼çä ïî êóðñó êîðàáëÿ

ñäâèíåòñÿ â ñòîðîíó ñèíåãî ñïåêòðà (÷àñòîòû óâåëè÷èâàþòñÿ), à â îáðàò-

íîì íàïðàâëåíèè � â êðàñíûé (÷àñòîòû óìåíüøàþòñÿ). Îäíàêî íà ýòîì

ý��åêòû èñêàæåíèÿ çâ¼çäíîãî íåáà, ñâÿçàííûå ñ àáåððàöèåé, íå îêàí÷è-

âàþòñÿ.
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• �àññìîòðèì íåêîòîðûé èñòî÷íèê ñâåòà (çâåçäó), èçëó÷àþùèé ñâåòî-

âóþ ýíåðãèþ ðàâíîìåðíî âî âñå ñòîðîíû (â ñîáñòâåííîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà).

Èíòåíñèâíîñòüþ ïîòîêà �îòîíîâ J â äàííîì íàïðàâëåíèè íàçûâàåòñÿ

êîëè÷åñòâî �îòîíîâ dN , èñïóñêàåìûõ â åäèíèöó âðåìåíè dt â òåëåñíûé

óãîë dΩ. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâåòèìîñòü çâåçäû I ïðè ïîìîùè

ïîòîêà ýíåðãèè E, ïðèíîñèìîé ýòèìè �îòîíàìè:

J =
dN

dΩ dt
, I =

dE

dΩ dt
= hν J, (3.32)

ãäå äëÿ ïðîñòîòû ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ñïåêòð çâåçäû ñêîíöåíòðèðîâàí â îêðåñò-

íîñòè îäíîé ÷àñòîòû ν è ýíåðãèÿ ðàâíà dE = hν dN , ãäå h = 2π~ �

ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà.

Ïóñòü çâåçäà äâèæåòñÿ îòíîñèòåëüíî íàáëþäàòåëÿ ñî ñêîðîñòüþ v âäîëü

îñè x. Â êîîðäèíàòàõ, ïðèâåäåííûõ íà ðèñóíêå, �îòîíû èìåþò êîìïî-

íåíòó ñêîðîñòè ux = cos θ è ñëîæåíèå ñêîðîñòåé u′
x = (ux − v)/(1− uxv)

äà¼ò �îðìóëó àáåððàöèè:

cos θ′ =
cos θ − v

1− v cos θ

Ïîòîê â ñèñòåìå, ñâÿçàííîé ñî çâåçäîé, ðàâåí J0 = const è, â ñèëó èçî-

òðîïíîñòè èçëó÷åíèÿ, íå çàâèñèò îò θ′. Òåëåñíûé óãîë dΩ′ = −d(cos θ′) dφ′

ïðè ïîìîùè �îðìóëû äëÿ àáåððàöèè âûðàæàåòñÿ ÷åðåç dΩ íåïîäâèæ-

íîãî íàáëþäàòåëÿ. Êðîìå ýòîãî, ó÷ò¼ì, ÷òî ïåðèîä èñïóñêàíèÿ �îòî-

íîâ dt′ ñâÿçàí ñ ïåðèîäîì èõ ïîëó÷åíèÿ dt â ñîîòâåòñòâèè ñ �îðìóëîé

(3.6), ñòð. 82. Ïîâòîðèâ âû÷èñëåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ðàñïðåäåëåíèþ çâ¼çä

íà íåáå, äëÿ ïîòîêà ÷èñëà �îòîíîâ ïîëó÷àåì:

dN = J0 dΩ
′ dt′ = J0

1− v2

(1− v cos θ)2
dΩ

√
1− v2

1− v cos θ
dt̄.

Çàìåòèì, ÷òî èíîãäà ïèøóò dt′ =
√
1− v2 dt. Ýòî íåâåðíî, òàê êàê ÷èñ-

ëî �îòîíîâ èçìåðÿåòñÿ íå íàáëþäàòåëÿìè, �ðàññòàâëåííûìè âäîëü äâè-

æåíèÿ çâåçäû�, à îäíèì íàáëþäàòåëåì, ê êîòîðîìó ýòè �îòîíû ëåòÿò.

Ïîýòîìó íåîáõîäèìî ïîëüçîâàòüñÿ äîïëåðîâñêîé �îðìóëîé.

Â ðåçóëüòàòå äëÿ íåïîäâèæíîãî íàáëþäàòåëÿ èíòåíñèâíîñòü ïîòîêà

�îòîíîâ çàâèñèò îò óãëà íàáëþäåíèÿ ê ñêîðîñòè çâåçäû:

J = J0
(1− v2)3/2

(1− v cos θ)3
. (3.33)

Ýòî âûðàæåíèå äîñòèãàåò ìàêñèìóìà ïðè θ = 0 è ìèíèìóìà ïðè θ = π, â
ðåçóëüòàòå ÷åãî �ëó÷è� ëåòÿùåé çâåçäû �ñáèâàþòñÿ� âïåð¼ä è íàèáîëüøåå

÷èñëî �îòîíîâ èçëó÷àåòñÿ ïî äâèæåíèþ çâåçäû (âûøå âòîðîé ðèñóíîê).
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⊲ ×òîáû îïðåäåëèòü ñâåòîâîé ïîòîê, íåîáõîäèìî åù¼ ðàç ó÷åñòü ý�-

�åêò Äîïëåðà (3.6), ñòð. 82. Ïðîåêöèÿ åäèíè÷íîãî âåêòîðà n íà ñêîðîñòü

v îïðåäåëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè óãëà θ: nv = −v cos θ è

ν = ν0

√
1− v2

1− v cos θ
,

ãäå ν0 � ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà èçëó÷åíèÿ �îòîíîâ â ñèñòåìå îòñ÷¼òà çâ¼ç-
äû. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî I = hν J , ïîëó÷àåì:

I = I0
(1− v2)2

(1− v cos θ)4
. (3.34)

Ïåðåêîñ â ýíåðãåòè÷åñêîì ðàñïðåäåëåíèè èçëó÷åíèÿ, êðîìå àáåððàöèè,

äîïîëíèòåëüíî óñèëèâàåòñÿ ý��åêòîì Äîïëåðà, òàê êàê ëåòÿùèå ê íà-

áëþäàòåëþ �îòîíû èìåþò áîëüøóþ ÷àñòîòó (ýíåðãèþ).

Âîçâðàùàÿñü ê çâ¼çäíîìó íåáó, íàáëþäàåìîìó èç êîñìè÷åñêîãî êîðàá-

ëÿ, ìû äîëæíû ñäåëàòü âûâîä, ÷òî íå òîëüêî çâ¼çä ïî êóðñó áóäåò áîëü-

øå, íî èõ ÿðêîñòü ñòàíåò ñóùåñòâåííî âûøå. Ýòî îáóñëîâëåíî ý��åêòîì

Äîïëåðà è äâàæäû ý��åêòîì àáåððàöèè (ñìåùåíèå ïîëîæåíèÿ çâ¼çä è

ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè èõ èçëó÷åíèÿ).

⊲ Ïîëó÷åííûå �îðìóëû ïîçâîëÿþò ïðîäåìîíñòðèðîâàòü åù¼ îäèí ý�-

�åêò. Íàéä¼ì îáùóþ ýíåðãèþ, èçëó÷àåìóþ çâåçäîé äî å¼ �âûãîðàíèÿ�.

Åñëè ïîëíàÿ ñâåòîâàÿ ýíåðãèÿ â ñîáñòâåííîé ñèñòåìå çâåçäû ðàâíà E0,

òî îáùåå ÷èñëî èçëó÷¼ííûõ �îòîíîâ ðàâíî N = E0/hν0, à â åäèíèöó

òåëåñíîãî óãëà èõ èñïóñòèòñÿ dN = (N/4π) dΩ′
. Äëÿ íåïîäâèæíîãî íà-

áëþäàòåëÿ

dE = hν dN =
hν N

4π
dΩ′ =

E0

4π

ν

ν0
dΩ′ =

E0

4π

√
1− v2

1− v cos θ

1− v2

(1− v cos θ)2
dΩ.

Èíòåãðèðóÿ ïî âñåìó òåëåñíîìó óãëó, ïîëó÷àåì:

E =

∫

dE =
E0

4π

∫
(1− v2)3/2

(1− v cos θ)3
dΩ =

E0

2

1∫

−1

(1− v2)3/2

(1− vz)3
dz =

E0√
1− v2

.

Äâèæóùàÿñÿ çâåçäà â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå èìååò áîëüøóþ ýíåðãèþ E,

÷åì å¼ ñîáñòâåííàÿ ýíåðãèÿ E0. Ïîäîáíàÿ ñâÿçü ýíåðãèè è ñêîðîñòè

E =
E0√
1− v2

, (3.35)

êàê ìû óâèäèì â ñëåäóþùåé ãëàâå, íîñèò äîñòàòî÷íî îáùèé õàðàêòåð.
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3.11 Óñêîðåííîå äâèæåíèå

• Â ðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè ðàâíîóñêîðåííîå äâèæåíèå, àíàëîãè÷íîå

êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå, íåâîçìîæíî. Åñëè ñêîðîñòü òåëà âñ¼ âðåìÿ óâå-

ëè÷èâàåòñÿ u(t) = a t, òî îíà ðàíî èëè ïîçäíî ïðåâûñèò �óíäàìåíòàëü-

íóþ ñêîðîñòü c. Ýòî íåâîçìîæíî â ñèëó ýíåðãåòè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé,

êîòîðûå îáñóæäàþòñÿ â ãëàâå 4. �àññìîòðèì îäèí èç âàðèàíòîâ óñêîðåí-

íîãî äâèæåíèÿ, ïðè êîòîðîì ñêîðîñòü óâåëè÷èâàåòñÿ, îñòàâàÿñü, òåì íå

ìåíåå, âñå âðåìÿ ìåíüøå åäèíèöû (c = 1).

Ïóñòü äëÿ íàãëÿäíîñòè ìèìî íåïîäâèæíîãî íàáëþäàòåëÿ ëåòèò êîñ-

ìè÷åñêèé êîðàáëü ñî ñêîðîñòüþ u = u(t). Ïåðåéä¼ì â ñèñòåìó îòñ÷¼òà,

ñâÿçàííóþ ñ êîðàáë¼ì (ïðàâûé ðèñóíîê):

Òàê êàê çà ìàëîå âðåìÿ dt′ ñêîðîñòü êîðàáëÿ èçìåíèòñÿ íåçíà÷èòåëüíî,

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îòíîñèòåëüíî ñâîåãî ïðåäûäóùåãî ñîñòîÿíèÿ îíà

óâåëè÷èëàñü íà a dt′, ãäå a � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Ïî çàêîíó ñëîæåíèÿ

ñêîðîñòåé (1.20), ñòð. 35, íîâàÿ ñêîðîñòü, îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîãî íà-

áëþäàòåëÿ, ðàâíà (v = u(t), u′
x = a dt′):

u(t+ dt) =
a dt′ + u(t)

1 + u(t) a dt′
.

Òàê êàê dt′ ìàë, ðàçëîæèì çíàìåíàòåëü â ðÿä [1/(1 + x) ≈ 1 − x℄ è,

ñîõðàíÿÿ ïîðÿäîê ìàëîñòè ïî a dt′, ïåðåìíîæèì åãî ñ ÷èñëèòåëåì:

u(t+ dt) ≈ (u+ a dt′)(1− u a dt′) ≈ u+ (1− u2) a dt′,

ãäå u = u(t). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî âðåìÿ ïî ÷àñàì êîðàáëÿ dt′ = dt
√
1− u2

èä¼ò

ìåäëåííåå, è ââîäÿ ïðîèçâîäíóþ ñêîðîñòè du/dt = [u(t + dt) − u(t)]/dt,
ïîëó÷èì:

du

dt
= a (1− u2)3/2, èëè

d

dt

(
u√

1− u2

)

= a. (3.36)

Ýòî äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå îïèñûâàåò, êàê èçìåíÿåòñÿ ñêîðîñòü

îáúåêòà äëÿ íåïîäâèæíîãî íàáëþäàòåëÿ, åñëè ñ �òî÷êè çðåíèÿ� ñàìîãî

îáúåêòà îí �ïûòàåòñÿ� äâèãàòüñÿ ðàâíîóñêîðåííî.
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Âûáðàâ íà÷àëüíîå óñëîâèå â âèäå u0 = u(0) è ïðîèíòåãðèðîâàâ óðàâ-

íåíèå (3.36), ïîëó÷èì:

u(t)
√

1− u2(t)
= π(t) = π0 + a t, ãäå π0 =

u0
√

1− u2
0

. (3.37)

Ôóíêöèÿ π(t) = π0+at èìååò ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè è ìîæåò

áûòü ñêîëü óãîäíî áîëüøîé. Îäíàêî ðåëÿòèâèñòñêàÿ ñêîðîñòü u(t) âñåãäà

îñòà¼òñÿ ìåíüøå åäèíèöû:

u(t) =
π0 + at

√

1 + (π0 + at)2
. (3.38)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî u(t) = dx/dt, ïîñëå åù¼ îäíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ (⋖H13)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = x0, ïîëó÷àåì çàêîí äâèæåíèÿ:

x(t) = x0 +
1

a

(
√

1 + (π0 + a t)2 −
√

1 + π2
0

)

. (3.39)

Åãî ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ñêîðîñòü:

x(t) = x0 +
1

a

(

1
√

1− u2(t)
− 1
√

1− u2
0

)

≈ x0 +
u2(t)− u2

0

2a
,

ãäå ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî çàïèñàíî äëÿ ìàëûõ ñêîðîñòåé. ×òîáû âîñ-

ñòàíîâèòü â �îðìóëàõ �óíäàìåíòàëüíóþ ñêîðîñòü c, íåîáõîäèìî ñäåëàòü

çàìåíû t 7→ ct, u 7→ u/c è a 7→ a/c2 (⋖H14) (ñì. ñòð. 32). Â ýòîì ñëó÷àå

è a t, è π0 áóäóò äåëèòüñÿ íà c. Â ïðåäåëå c → ∞, ðàñêëàäûâàÿ (3.39) â

ðÿä ïî ìàëûì π0 è a t, ïîëó÷àåì êëàññè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ äâèæåíèÿ

ðàâíîóñêîðåííîãî îáúåêòà:

u(t) ≈ u0 + at+ ..., x(t) ≈ x0 + u0t+
at2

2
+ ....

Íèæå ïðèâåäåíû ãðà�èêè èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè è êîîðäèíàòû îáúåêòà,

êîòîðûé óñêîðÿåòñÿ â òå÷åíèå åäèíè÷íîãî âðåìåíè ñ åäèíè÷íûì óñêîðå-

íèåì, ïîñëå ÷åãî íà÷èíàåò òîðìîçèòü:

Âåðõíèå òîíêèå ëèíèè íà êàæäîì ãðà�èêå ñîîòâåòñòâóþò êëàññè÷åñêîé

ðàâíîóñêîðåííîé äèíàìèêå.
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•Êàê â ðàâíîìåðíî äâèæóùåìñÿ, òàê è â óñêîðÿþùåìñÿ êîðàáëå âðåìÿ
çàìåäëÿåòñÿ. �àññìîòðèì ýòîò ý��åêò ñ ïîçèöèè çåìíîãî íàáëþäàòåëÿ.

Ïóñòü êîðàáëü ðàçãîíÿåòñÿ â òå÷åíèå âðåìåíè τ1, çàòåì ðàâíîìåðíî ëåòèò

âðåìÿ τ2, ïîñëå ÷åãî íà÷èíàåò òîðìîçèòü â òå÷åíèå âðåìåíè τ1:

Âû÷èñëèì ñîáñòâåííîå âðåìÿ ïóòåøåñòâèÿ, ïðîøåäøåå íà êîðàáëå. Çà

ìàëûé èíòåðâàë âðåìåíè dt ñêîðîñòü êîðàáëÿ èçìåíÿåòñÿ íåçíà÷èòåëü-

íî. Ïîýòîìó ñ íèì ìîæíî ñâÿçàòü ëîêàëüíî èíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó îò-

ñ÷åòà. Âðåìÿ, ïðîøåäøåå íà äâèæóùèõñÿ ÷àñàõ, ñâÿçàíî ñî âðåìåíåì

íåïîäâèæíîãî íàáëþäàòåëÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì [ñì (3.2), ñòð. 73℄:

dt′ =
√

1− u2(t) dt => t′2 − t′1 =

t2∫

t1

√

1− u2(t) dt.

Â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ ñóììèðóþòñÿ ìàëûå èíòåðâàëû âðåìåíè íà

Çåìëå è íà êîðàáëå. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî óñêîðåíèå íå âëèÿåò íà

õîä âðåìåíè. Â 6-é ãëàâå ìû ïîäðîáíåå ïðîàíàëèçèðóåì ýòî äîïóùåíèå.

Êàê è ðàíüøå, áóäåì ïîìå÷àòü èíòåðâàë âðåìåíè ó êîñìîíàâòà íóëå-

âûì èíäåêñîì. Íà ïåðâîì ýòàïå ðàçãîíà êîðàáëÿ èìååì:

τ01 =

τ1∫

0

√

1− u2(t) dt =

τ1∫

0

dt
√

1 + (at)2
=

1

a
ash(a τ1), (3.40)

ãäå ash(x) � ãèïåðáîëè÷åñêèé àðêñèíóñ, ÿâëÿþùèéñÿ îáðàòíûì ê ãèïåð-

áîëè÷åñêîìó ñèíóñó (ñì. ñòð. 382):

sh(x) =
ex − e−x

2
, ash(x) = ln(x+

√

1 + x2) ≈ x− x3

6
+ ....

Çà âðåìÿ ðàçãîíà τ1 êîðàáëü äîñòèãàåò ñêîðîñòè (3.38):

u =
aτ1

√

1 + (aτ1)2
,

è äàëüøå äâèæåòñÿ ðàâíîìåðíî. Ïîýòîìó íà âòîðîì ýòàïå:

τ02 = τ2
√

1− u2 =
τ2

√

1 + (aτ1)2
,

è âðåìÿ çàìåäëÿåòñÿ íàèáîëåå ñèëüíî, òàê êàê ñêîðîñòü ìàêñèìàëüíà.
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Ôèíàëüíûé èíòåðâàë âðåìåíè ïðè òîðìîæåíèè ðàâåí

τ03 =

2τ1+τ2∫

τ1+τ2

√

1− u2(t) dt =

2τ1+τ2∫

τ1+τ2

dt
√

1 + (π0 + at)2
=

1

a
ash(a τ1).

Âïðî÷åì, èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè ìîæíî ñðàçó âçÿòü ðåçóëüòàò ðàç-

ãîíà êîðàáëÿ (3.40). Ñêëàäûâàÿ èíòåðâàëû âðåìåíè êàæäîãî ýòàïà, îêîí-

÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

τ0 =
2

a
ash(aτ1) +

τ2
√

1 + (aτ1)2
.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ìåíüøå τ1, à âòîðîå ìåíüøå τ2. Èõ ìîæíî (⋖H15) ðàç-

ëîæèòü â ðÿä Òåéëîðà:

τ0 ≈ 2τ1 + τ2 −
(τ1
3
+

τ2
2

)

(aτ1)
2.

Âðåìÿ, ïðîøåäøåå â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, ðàâíî 2τ1+τ2. Âðåìÿ

ïóòåøåñòâèÿ ïî ÷àñàì êîðàáëÿ τ0 ìåíüøå. Íà óñêîðåííûõ ýòàïàõ îíî

çàìåäëÿëîñü ìåäëåííåå, ÷åì íà ýòàïå ðàâíîìåðíîãî äâèæåíèÿ.

Ñäåëàåì îöåíêè âðåìåíè ïîë¼òà ê çâ¼çäíîé ñèñòåìå Àëü�à-Öåíòàâðà,

óäàë¼ííîé îò Çåìëè íà ðàññòîÿíèå 4.3 ñâåòîâûõ ëåò. Ñâåòîâîé ãîä � ýòî

ðàññòîÿíèå, êîòîðîå ñâåò ïðîõîäèò â òå÷åíèå ãîäà:

1 ñâ.ãîä = (299792458ì/c)·(365.25·24·3600 ñ) ≈ 0.9461·1016 ì = 0.307 ïê.

Èçìåðÿÿ ðàññòîÿíèå â ñâåòîâûõ ãîäàõ, à âðåìÿ � â îáû÷íûõ ãîäàõ, ìû

ïî-ïðåæíåìó ðàáîòàåì â ñèñòåìå c = 1. Â ýòîé ñèñòåìå åäèíè÷íîå óñêî-

ðåíèå 1 ñâ.ãîä/ãîä2 = 9.5 ì/c2 áëèçêî ê óñêîðåíèþ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ

íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè. Ïóñòü èç ñîîáðàæåíèé êîì�îðòà (èñêóññòâåííàÿ

ãðàâèòàöèÿ) êîñìè÷åñêèé êîðàáëü äâèæåòñÿ ñ óñêîðåíèåì a = 1 ïîëî-

âèíó ïóòè, à çàòåì ñðàçó íà÷èíàåò òîðìîçèòü (τ2 = 0). Ñ òî÷êè çðåíèÿ

Çåìëè [ñì.(3.39)℄ ïîëîâèíà ïóòè ê çâåçäå x = 4.3/2 ñâ. ëåò çàíèìàåò âðå-
ìÿ:

x =
1

a

[√

1 + (aτ1)2 − 1
]

=> τ1 =
1

a

√

(1 + ax)2 − 1 ≈ 3 ãîäà.

Ñîîòâåòñòâåííî, îáùåå âðåìÿ ïîë¼òà òóäà è îáðàòíî ñîñòàâèò 12 ëåò.

Ñîáñòâåííîå æå âðåìÿ êîñìîíàâòà â ìîìåíò âîçâðàùåíèÿ áóäåò ðàâíî

4 ash(aτ1)/a = 7.3 ãîäà, ò.å. íà 40% ìåíüøå. Çà 64 ãîäà ñîáñòâåííîãî âðå-

ìåíè êîñìîíàâò ìîæåò �ñëåòàòü� (âåðíóâøèñü) ê ãàëàêòèêå Àíäðîìåäû,

óäàë¼ííîé íà 2.5 ìëí. ñâ. ëåò. Íà Çåìëå ïðîéä¼ò îêîëî 5 ìëí. ëåò. Ê ñîæà-

ëåíèþ, âñ¼ íå òàê ïðîñòî, è òåõíîëîãè÷åñêàÿ ðåàëèñòè÷íîñòü ïîäîáíûõ

ïåðåë¼òîâ áóäåò ïðîàíàëèçèðîâàíà â ñëåäóþùåé ãëàâå.
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�ëàâà 4

Äèíàìèêà

Â ýòîé ãëàâå ìû ïåðåõîäèì ê îáñóæäåíèþ âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ äè-

íàìèêîé ÷àñòèö. Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà ÿâëÿþòñÿ óíè-

âåðñàëüíûì èíñòðóìåíòîì ïîëó÷åíèÿ èí�îðìàöèè î äâèæåíèè ÷àñòèö

ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ, äàæå êîãäà íåèçâåñòíû äåòàëè èõ âçàèìîäåéñòâèÿ.

Âûðàæåíèÿ äëÿ ðåëÿòèâèñòñêèõ ýíåðãèè è èìïóëüñà áóäóò ïîëó÷åíû

èç äîñòàòî÷íî îáùèõ ñîîáðàæåíèé ïðè ïîìîùè �íå�îðìàëüíîãî� àêñèî-

ìàòè÷åñêîãî ìåòîäà. Çàòåì ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàñ÷¼ò ðàçëè÷íûõ ðåàêöèé

ñòîëêíîâåíèé è ðàñïàäîâ ÷àñòèö.

Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ïîçâîëÿþò òàêæå ïðîàíàëèçèðîâàòü îñîáåííîñòè

îðãàíèçàöèè ìåæçâ¼çäíûõ ïåðåë¼òîâ è âîçìîæíûå îãðàíè÷åíèÿ, êîòîðûå

äåëàþò èõ, ê ñîæàëåíèþ, íå ñòîëü ðåàëèñòè÷íûìè.
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4.1 Èíåðòíàÿ ìàññà

• Ïîñëå ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè ìàññà � íàèáîëåå çàãàäî÷íîå ñâîéñòâî,
õàðàêòåðèçóþùåå îáúåêòû îêðóæàþùåãî ìèðà. Èñààê Íüþòîí îïðåäå-

ëèë ìàññó ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Êîëè÷åñòâî ìàòåðèè (ìàññà) åñòü ìåðà òàêîâîé, óñòàíàâëèâàåìàÿ

ïðîïîðöèîíàëüíî ïëîòíîñòè è îáú¼ìó å¼. [4℄

Â äàëüíåéøåì ýòà �îðìóëèðîâêà íåîäíîêðàòíî ïîäâåðãàëàñü êðèòèêå,

òàê êàê êàæåòñÿ áîëåå åñòåñòâåííûì îïðåäåëÿòü ïëîòíîñòü ÷åðåç ìàñ-

ñó è îáú¼ì: ρ = m/V . Òåì íå ìåíåå, äëÿ òåë îäèíàêîâîé ïëîòíîñòè,

âû÷èñëåíèå ìàññû ÷åðåç èõ ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè âûãëÿäèò

äîñòàòî÷íî ïðèâëåêàòåëüíûì. Åñëè áû ñóùåñòâîâàëè �óíäàìåíòàëüíûå

÷àñòèöû, îáëàäàþùèå îäèíàêîâîé ìàññîé, òîãäà â êëàññè÷åñêîé ìåõàíè-

êå âïîëíå ïîäîøëî áû îïðåäåëåíèå, àíàëîãè÷íîå îïðåäåëåíèþ Íüþòîíà.

Íàïðèìåð, ñ çàðÿäîì ñèòóàöèÿ îáñòîèò èìåííî òàêèì îáðàçîì. Îäíà-

êî ïîêà íå ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíûõ òåîðèé, ââîäÿùèõ êâàíòîâàíèå

ìàññ ÷àñòèö ïîäîáíî êâàíòîâàíèþ èõ çàðÿäîâ (âïðî÷åì, è ñ ïîñëåäíèìè

íå òàê âñ¼ ïðîñòî).

Ìàññà â êà÷åñòâå êîý��èöèåíòà âõîäèò â ðàçëè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ êëàñ-

ñè÷åñêîé ìåõàíèêè. Òàê, åñëè u, a � ýòî ñêîðîñòü è óñêîðåíèå ÷àñòèöû,

E, p � êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ è èìïóëüñ, à F � ñèëà, êîòîðàÿ äåéñòâóåò

íà ÷àñòèöó, òî âîçìîæíû ñëåäóþùèå �îïðåäåëåíèÿ� èíåðòíîé ìàññû:

m a = F, mu = p, m = 2E/u2.

Ñêîðîñòü è óñêîðåíèå ñâîäÿòñÿ ê êèíåìàòèêå, à ñëåäîâàòåëüíî, ê èçìåðå-

íèþ äëèíû è âðåìåíè. Ïîýòîìó â äèíàìèêå îíè ÿâëÿþòñÿ õîðîøî îïðåäå-

ë¼ííûìè âåëè÷èíàìè. Ýòîãî íåëüçÿ ñêàçàòü î ñèëå, èìïóëüñå è ýíåðãèè.

Ñêîðåå, èõ íóæíî îïðåäåëÿòü ïðè ïîìîùè ìàññû. Ìîæíî ïîïûòàòüñÿ

èñêëþ÷èòü äèíàìè÷åñêèå âåëè÷èíû èç îïðåäåëåíèÿ ìàññû. Ïóñòü ñóùå-

ñòâóåò ýòàëîííàÿ ñèëà, îäèíàêîâî äåéñòâóþùàÿ íà äâå ðàçëè÷íûå ìàññû

m1 è m2. Â êà÷åñòâå òàêîé ñèëû ìîæíî âûáðàòü ñèëó âîçäåéñòâèÿ ïåð-

âîé ÷àñòèöû íà âòîðóþ, ðàâíóþ ñ îáðàòíûì çíàêîì âîçäåéñòâèþ âòîðîé

÷àñòèöû íà ïåðâóþ (3-é çàêîí Íüþòîíà). Â ðåçóëüòàòå çàêîíû Íüþòîíà

ïðèâîäÿò ê ñîîòíîøåíèþ m1a1 = −m2a2, êîòîðîå îäíîâðåìåííî îêàçû-

âàåòñÿ çàêîíîì äèíàìèêè è îïðåäåëåíèåì ìàññû ÷àñòèöû.

Ìû ðàññìîòðèì äðóãîé ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ ìàññû, îñíîâàííûé íà çà-

äà÷å óïðóãîãî ñîóäàðåíèÿ è ñîîáðàæåíèÿõ ñèììåòðèè. Èíåðòíûå ñâîé-

ñòâà ìàññû ïðîÿâëÿþòñÿ ïðè ïîïûòêå èçìåíèòü ñêîðîñòü îáúåêòà. ×òî-

áû ýòî ïðîèçîøëî, íåîáõîäèìî íåêîòîðîå âîçäåéñòâèå ñî ñòîðîíû äðóãèõ

òåë, íàïðèìåð, â ðåçóëüòàòå èõ ñòîëêíîâåíèÿ.
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Ïóñòü äâå ðàçëè÷íûå ÷àñòèöû ñòàëêèâàþòñÿ, à çàòåì ðàçëåòàþòñÿ,

äâèãàÿñü âäîëü îäíîé ïðÿìîé. Åñëè ÷àñòèöû ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ îñòà-

ëèñü �òåìè æå�, òî òàêîå ñòîëêíîâåíèå íàçûâàåòñÿ óïðóãèì.

Àêñèîìà I. Ïðè óïðóãîì ñòîëêíîâåíèè ñóùåñòâóåò ñèñòåìà îò-

ñ÷¼òà, â êîòîðîé ñêîðîñòè ÷àñòèö ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ ìåíÿþò

ñâîé çíàê, íî íå àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó.

Ïóñòü ó ÷àñòèöû A â íåêîòîðîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà äî ñòîëêíîâåíèÿ ñêî-

ðîñòü áûëà ū1, à ïîñëå −ū2. Äâèãàÿñü îòíîñèòåëüíî ýòîé ñèñòåìû ñ ïîä-

õîäÿùåé ñêîðîñòüþ v, ìîæíî óðàâíÿòü ýòè ñêîðîñòè ïî ìîäóëþ:

Àêñèîìà I óòâåðæäàåò, ÷òî â òàêîé ñèñòåìå îêàæåòñÿ íåèçìåííûì è ìî-

äóëü ñêîðîñòè ÷àñòèöû B. Ïîäîáíîå ñâîéñòâî ñèììåòðèè óïðóãîãî ñòîëê-

íîâåíèÿ ìîæíî ñâÿçàòü ñ îáðàòèìîñòüþ âðåìåíè (åñëè ïðîêðóòèòü â îá-

ðàòíîì íàïðàâëåíèè �èëüì îá ýòîì ñîóäàðåíèè, ìû íå çàìåòèì ðàçíèöû

íè â ñêîðîñòÿõ, íè âî �âíåøíåì âèäå� ÷àñòèö).

Àêñèîìà II. Êàæäàÿ i-ÿ ÷àñòèöà õàðàêòåðèçóåòñÿ ïîëîæèòåëü-
íûì ñêàëÿðíûì ïàðàìåòðîì (ìàññîé)mi. Ýòè ïàðàìåòðû îïðåäå-

ëÿþò ñêîðîñòè u1, u2 ïðè óïðóãîì ñèììåòðè÷íîì ñòîëêíîâåíèè:

Åñëè m1 < m2, òî u1 > u2;

Åñëè m1 = m2, òî u1 = u2;
Åñëè m1 > m2, òî u1 < u2.

Ïîäîáíîå îïðåäåëåíèå íå äà¼ò èçìåðèòåëüíûõ èíñòðóêöèé äëÿ âû÷èñëå-

íèÿ àáñîëþòíîãî çíà÷åíèÿ ìàññû. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî çàäàòü íåêîòî-

ðóþ �óíêöèþ m2/m1 = F (u1, u2), ïîçâîëÿþùóþ ïîëó÷àòü îòíîøåíèå

ìàññ. Òî, ÷òî ìàññû âõîäÿò â âèäå îòíîøåíèÿ m2/m1, ìîæíî ìîòèâèðî-

âàòü (íî íå äîêàçàòü) ïðè ïîìîùè ñëåäóþùåãî ìûñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà:

Ïóñòü ÷àñòèöû ñ ïîìåòêàìè A ýêâèâàëåíòíû äðóã äðóãó è îòëè÷íû îò

÷àñòèö B (ýòè ñâîéñòâà óñòàíàâëèâàþòñÿ ïðè ïîìîùè ïðàâèë óïîðÿäî÷è-

âàíèÿ Àêñèîìû II). Ñòîëêíîâåíèå âåðõíèõ è íèæíèõ ÷àñòèö ïðîèñõîäèò

îäèíàêîâûì îáðàçîì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïàðû ÷àñòèö AA è BB ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü êàê åäèíûå îáúåêòû, èìåþùèå âäâîå áîëüøå �ìàòåðèè�.
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Ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâà

Àêñèîìà III. Ïðîïîðöèîíàëüíîå óâåëè÷åíèå ìàññ íå èçìåíÿåò

çíà÷åíèÿ ñêîðîñòåé ÷àñòèö ïðè óïðóãîì ñòîëêíîâåíèè.

Îòíîøåíèå ìàññ äâóõ ÷àñòèö äîëæíî ñîãëàñîâûâàòüñÿ ñ àíàëîãè÷íûì

îòíîøåíèåì, ïîëó÷åííûì ïðè ñòîëêíîâåíèè ñ äðóãèìè ÷àñòèöàìè. Ïî-

ýòîìó ïîòðåáóåì âûïîëíåíèå àêñèîìû òðàíçèòèâíîñòè:

Àêñèîìà IV.

Åñëè

m2

m1
= F (u1, u2), è

m3

m2
= F (u2, u3), òî

m3

m1
= F (u1, u3).

Ïåðâûå äâà ñîîòíîøåíèÿ � ýòî îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè F . Â òðåòüåì ñêî-

ðîñòü u3 òà æå, ÷òî è âî âòîðîì îòíîøåíèè m3/m2. Ýòî î÷åíü ñèëüíîå

òðåáîâàíèå (⋖C4), èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî

F (u1, u2)F (u2, u3) = F (u1, u3).

Ìàññû â ýòî ñîîòíîøåíèå íå âõîäÿò è ñêîðîñòü u3 ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëü-

íîé (åé ñîîòâåòñòâóåò ïðîèçâîëüíàÿ ìàññà m3). Îíà íå çàâèñèò îò u1, u2,

ïîýòîìó äëÿ íå¼ ìîæíî çàäàòü íåêîòîðîå �èêñèðîâàííîå çíà÷åíèå, íà-

ïðèìåð, u3 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ F (u1, u2) ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì
äâóõ îäèíàêîâûõ �óíêöèé F (u1, 0)/F (u2, 0), çàâèñÿùèõ îò u1 è u2:

m2

m1
= F (u1, u2) =

f(u1)

f(u2)
. (4.1)

Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå äëÿ îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè f(u) äîñòàòî÷-

íî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ìàññà íå çàâèñåëà îò åäèíèö èçìåðåíèÿ ñêîðî-

ñòè. Íàïðèìåð, ïðè ëþáîé ñêîðîñòè ïðîñìîòðà �èëüìà î ñîóäàðåíèè ÷à-

ñòèö, óðàâíåíèå (4.1) äîëæíî ïðèâîäèòü ê îäíîìó è òîìó æå îòíîøåíèþ

m2/m1. Ïîýòîìó, åñëè â �óíêöèè f(u) íåò íèêàêèõ äðóãèõ ïàðàìåòðîâ

ñ ðàçìåðíîñòüþ âðåìåíè (íàïðèìåð, �óíäàìåíòàëüíîé ñêîðîñòè c!), òî

ñïðàâåäëèâà:

Àêñèîìà V.

m2

m1
=

f(λu1)

f(λu2)
,

ãäå λ � ïðîèçâîëüíûé ïàðàìåòð, íå çàâèñÿùèé îò ñêîðîñòåé è ìàññ. Ýòî

óñëîâèå ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò âèä �óíêöèè f(u).
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⊲ Äëÿ íàõîæäåíèÿ �óíêöèè f(u), âîçüì¼ì ïðîèçâîäíóþ ïî λ îò óðàâ-
íåíèÿ m1 f(λu1) = m2 f(λu2) è ðàçäåëèì å¼ íà èñõîäíîå óðàâíåíèå:

f ′(λu1) u1

f(λu1)
=

f ′(λu2) u2

f(λu2)
.

Ïîëîæèì λ = 1/u2 è ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ:

x =
u1

u2
, a =

f ′(1)

f(1)
,

÷òî äàñò ñëåäóþùåå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå:

f ′(x)

f(x)
=

a

x
=> f(x) = f0 x

a,

ãäå f0 � êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî:

m2

m1
=

ua
1

ua
2

, èëè

m
1/a
2

m
1/a
1

=
u1

u2
.

Âûáîð ïàðàìåðà a ïðîèçâîëåí è ñâîäèòñÿ ê äå�îðìàöèè øêàëû ìàññ:

m 7→ ma
. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå a = 1 ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå:

m2

m1
=

u1

u2
. (4.2)

Òàêèì îáðàçîì, ñâîéñòâî òðàíçèòèâíîñòè îïåðàöèè èçìåðåíèÿ ìàññû

è å¼ íåçàâèñèìîñòü îò åäèíèö èçìåðåíèÿ ñêîðîñòè â êëàññè÷åñêîé �èçè-

êå ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò (ñ òî÷íîñòüþ äî ñòåïåííîé äå�îðìàöèè) ñâÿçü

ñêîðîñòåé ÷àñòèö è îòíîøåíèÿ èõ ìàññ. Ìîæíî çà�èêñèðîâàòü ìàññó

íåêîòîðîé ÷àñòèöû êàê ýòàëîí. Òîãäà ìàññû îñòàëüíûõ ÷àñòèö âûðàæà-

þòñÿ â äîëÿõ ýòàëîííîé ìàññû ïðè ïîìîùè ñèììåòðè÷íîãî ñòîëêíîâåíèÿ

è ñîîòíîøåíèÿ (4.2).

Òî, ÷òî ëþáàÿ ÷àñòèöà �ñîïðîòèâëÿåòñÿ� èçìåíåíèþ å¼ ñêîðîñòè, ÿâëÿ-

åòñÿ �óíäàìåíòàëüíûì ñâîéñòâîì íàøåãî ìèðà. Íà äàííîì óðîâíå ïî-

íèìàíèÿ åãî çàêîíîâ ìû ïðèíèìàåì ýòî ñâîéñòâî, êàê ýêñïåðèìåíòàëü-

íûé �àêò. Îíî ÿâëÿåòñÿ òàêèì æå îñíîâîïîëàãàþùèì, êàê è ñóùåñòâîâà-

íèå ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè. Áåç ìàññû ìåõàíèêà îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷-

íî áåäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèåé, îïèñûâàþùåé íåâçàèìîäåéñòâóþùèå

ìàòåðèàëüíûå òî÷êè.

Îïðåäåëåíèå (4.2) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ïðîÿâëåíèåì çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ,

êîòîðûå èãðàþò âàæíóþ ðîëü, êàê â êëàññè÷åñêîé, òàê è ðåëÿòèâèñòñêîé

�èçèêå. Ïðåæäå ÷åì ðàññìàòðèâàòü ðåëÿòèâèñòñêóþ äèíàìèêó, íàïîì-

íèì îñíîâíûå îñîáåííîñòè çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ êëàññè÷åñêîé ýíåðãèè è

èìïóëüñà.
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4.2 Êëàññè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ è èìïóëüñ

�àññìîòðèì ñèììåòðè÷íîå ñòîëêíîâåíèÿ äâóõ îäèíàêîâûõ ÷àñòèö:

Âîîáùå ãîâîðÿ, ñîîáðàæåíèÿ ñèììåòðèè íå çàïðåùàþò ÷àñòèöàì ïîñëå

ñòîëêíîâåíèÿ ñèíõðîííî óâåëè÷èòü ñâîè ñêîðîñòè. Êðîìå îáðàòèìîñòè

âðåìåíè (Àêñèîìà I), ñóùåñòâóåò åù¼ îäèí ñïîñîá �îáúÿñíèòü� ïî÷åìó

ýòîãî íå ïðîèñõîäèò. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêîòîðàÿ ñêàëÿðíàÿ �óíêöèÿ

ñêîðîñòè ïðè óïðóãîì ñîóäàðåíèè îñòà¼òñÿ íåèçìåííîé. Ýòà �óíêöèÿ íà

çàðå å¼ ââåäåíèÿ ïîýòè÷íî íàçûâàëàñü æèâîé ñèëîé (vis viva), îäíàêî ñî

âðåìåíåì îíà ñòàëà ïðîçàè÷íåå èìåíîâàòüñÿ ýíåðãèåé. Â ñèëó èçîòðîï-

íîñòè ïðîñòðàíñòâà, ýíåðãèÿ äîëæíà çàâèñåòü îò êâàäðàòà âåêòîðà ñêî-

ðîñòè E = E(u2). Åñëè ñóììàðíàÿ �æèâàÿ ñèëà� òåë â ïðîöåññå óïðóãîãî

ñèììåòðè÷íîãî ñòîëêíîâåíèÿ ñîõðàíÿåòñÿ, òî ìîäóëè ñêîðîñòåé �èíàëü-

íûõ ÷àñòèö íå èçìåíÿòñÿ.

Ïðèíÿâ îïðåäåëåíèåm1 u1 = m2 u2 è ïðåäïîëîæèâ, ÷òî ýíåðãèÿ ÷àñòè-

öû ïðîïîðöèîíàëüíà å¼ ìàññå E = mg(u2), ìîæíî ïîëó÷èòü ÿâíûé âèä

�óíêöèè g ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèé �àëèëåÿ è ñëåäóþùåé àêñèîìû:

Àêñèîìà VI.Ìàññà � ýòî ñîáñòâåííàÿ õàðàêòåðèñòèêà ÷àñòèöû.

Îíà îäèíàêîâàÿ äëÿ âñåõ èíåðöèàëüíûõ íàáëþäàòåëåé.

�àññìîòðèì çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè äëÿ ñèììåòðè÷íîãî óïðóãîãî ñòîëê-

íîâåíèÿ ÷àñòèö ñ ìàññàìè m1 è m2:

m1 g
(
u2
1

)
+m2 g

(
(−u2)

2
)
= m1 g

(
(−u1)

2
)
+m2 g

(
u2
2

)
.

Â ñèñòåìå, äâèæóùåéñÿ ñ ïðîèçâîëüíîé ñêîðîñòüþ v, ñêîðîñòè ÷àñòèö

èçìåíÿþòñÿ u 7→ u−v, à ìàññû � íåò. Ïîýòîìó çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè

èìååò ñëåäóþùèé âèä:

m1 g
(
(u1− v)2

)
+m2 g

(
(−u2− v)2

)
= m1 g

(
(−u1 − v)2

)
+m2 g

(
(u2 − v)2

)
.

Âîçüì¼ì ïðîèçâîäíóþ ïî v è ïîëîæèì v = 0, ó÷òÿ m1 u1 = m2 u2:

m1 g
′(u2

1) u1 = m2 g
′(u2

2) u2 => g′(u2
1) = g′(u2

2) = const.

Òàê êàê ìàññû ñîêðàòèëèñü, â ñèëó èõ ïðîèçâîëüíîñòè u1 è u2 � òàêæå

ïðîèçâîëüíûå è íåçàâèñèìûå âåëè÷èíû. Ïîýòîìó ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå

âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî, åñëè îíî ðàâíî êîíñòàíòå. Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ

g(u2) ëèíåéíà ïî êâàäðàòó ñêîðîñòè.
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⊲ Çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè íåäîñòàòî÷íî äëÿ ïîëíîãî �îáúÿñíåíèÿ�

ñèììåòðèè ñòîëêíîâåíèÿ îäèíàêîâûõ òåë. Òàê êàê E çàâèñèò îò êâàäðàòà

ñêîðîñòè, íå çàïðåùåíà ñèòóàöèÿ, êîãäà ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ îáå ÷àñòè-

öû ïîëåòÿò â îäíó ñòîðîíó. Ïîýòîìó òðåáóåòñÿ åù¼ îäíà ñîõðàíÿþùàÿ-

ñÿ âåêòîðíàÿ âåëè÷èíà � èìïóëüñ. Åãî âèä ìîæíî ïîëó÷èòü èç çàêîíà

ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèé �àëèëåÿ è èíâàðèàíò-

íîñòè ìàññû. Çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ ñóììàðíîé ýíåðãèè íåñêîëüêèõ

÷àñòèö, äâèæóùèõñÿ ñî ñêîðîñòÿìè ui:

∑

i

mi
u2
i

2
= const. (4.3)

Âûáîð ìíîæèòåëÿ ïðè mu2
â ñëó÷àå óïðóãîãî ñòîëêíîâåíèÿ ïðîèçâîëåí,

è îí ïîëîæåí ðàâíûì 1/2. Äëÿ íàáëþäàòåëÿ, äâèæóùåãîñÿ ñî ñêîðî-

ñòüþ v îòíîñèòåëüíî �íåïîäâèæíîé� ñèñòåìû îòñ÷¼òà, â êîòîðîé çàïè-

ñàíî (4.3), ñêîðîñòè âñåõ ÷àñòèö èçìåíÿòñÿ íà âåëè÷èíó v. Â ñèëó ðàâ-

íîïðàâèÿ èíåðöèàëüíûõ íàáëþäàòåëåé ýíåðãèÿ äîëæíà ñîõðàíÿòüñÿ â

ëþáîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà, ïîýòîìó:

∑

i

mi
(ui − v)2

2
=
∑

i

mi
u2
i

2
− v

∑

i

mi ui +
v2

2

∑

i

mi = const. (4.4)

Ïåðâûé ÷ëåí ïîñëå çíàêà ðàâåíñòâà ïîñòîÿíåí â ñèëó çàêîíà ñîõðàíåíèÿ

ýíåðãèè. Òàê êàê ñêîðîñòü v ïðîèçâîëüíà, äîëæíû òàêæå ñîõðàíÿòüñÿ

ñóììàðíûé èìïóëüñ è ìàññà ñèñòåìû:

∑

i

mi ui = const,
∑

i

mi = const.

Äëÿ èõ âûâîäà ìîæíî âçÿòü ïðîèçâîäíóþ ïî v îò çàêîíà ñîõðàíåíèÿ

(4.4). Ïðèðàâíèâàÿ v = 0, ìû ïîëó÷èì çàêîí ñîõðàíåíèÿ ñóììàðíîãî

èìïóëüñà. Åù¼ îäíà ïðîèçâîäíàÿ ïî v äàñò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû.

Åñëè áû ýíåðãèÿ çàâèñåëà îò êâàäðàòà ñêîðîñòè íåëèíåéíûì îáðàçîì,

òî ïðè âûïîëíèìîñòè ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé �àëèëåÿ, âîçíèêëî áû

íå òðè çàêîíà ñîõðàíåíèÿ, à áîëüøå.

Âî âñåõ çàêîíàõ ïðèñóòñòâóåò îäèí è òîò æå ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþ-

ùèé ÷àñòèöó, � å¼ ìàññà m. Â ÷àñòíîñòè, ñîõðàíåíèå èìïóëüñà ïðè ñèì-

ìåòðè÷íîì óïðóãîì ñòîëêíîâåíèè ïðèâîäèò ê ïîëó÷åííîìó âûøå îïðå-

äåëåíèþ êëàññè÷åñêîé ìàññû:

m1u1 −m2u2 = −m1u1 +m2u2 =>
m2

m1
=

u1

u2
.

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè íåçàâè-

ñèìî îò ÿâíîãî âèäà �óíêöèè E(u2).
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4.3 �åëÿòèâèñòñêàÿ ýíåðãèÿ

• Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê ðåëÿòèâèñòñêîé äèíàìèêå. Îòâåòèì ñíà÷àëà íà

âîïðîñ: �÷òî ïðîèñõîäèò, åñëè ñîóäàðåíèå íåóïðóãîå?� Íàïðèìåð, ïóñòü

äâå îäèíàêîâûå ÷àñòèöû ñ ìàññàìè m, äâèæóùèåñÿ ñî ñêîðîñòÿìè u è

−u, ñòàëêèâàþòñÿ, îáðàçóÿ ÷àñòèöó ìàññîé M :

Èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè ñëåäóåò, ÷òî ñêîðîñòü ðåçóëüòèðóþùåé ÷à-

ñòèöû M ðàâíà íóëþ. Íåò îñíîâàíèé ñ÷èòàòü, ÷òî îíà äîëæíà íà÷àòü

äâèãàòüñÿ âëåâî èëè âïðàâî. Ýòî æå ñëåäóåò èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ èì-

ïóëüñà â âèäå p = mu g(u2), ãäå g � ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè, äîëæíà òàêæå ñîõðàíÿòüñÿ

ìàññà: M = 2m. Îäíàêî, òàê êàê �èíàëüíàÿ ÷àñòèöà íåïîäâèæíà, êëàñ-

ñè÷åñêàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ íå ñîõðàíÿåòñÿ. Íà÷àëüíûå ÷àñòèöû äâè-

æóòñÿ, îáëàäàÿ �æèâîé ñèëîé�, òîãäà êàê ðåçóëüòèðóþùàÿ íåïîäâèæíà.

Ïðè ýòîì ãîâîðÿò, ÷òî ýíåðãèÿ äâèæåíèÿ íà÷àëüíûõ ÷àñòèö ïåðåøëà

âî �âíóòðåííþþ� ýíåðãèþ òåëà M . Âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ ìîæåò õàðàê-

òåðèçîâàòü ñòåïåíü íàãðåâà èëè äå�îðìàöèè âîçíèêøåãî îáúåêòà. Äëÿ

å¼ êîíêðåòèçàöèè íåîáõîäèìî ñòðîèòü îïðåäåë¼ííóþ ìîäåëü ñòðóêòóðû

�èçè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Íàïðèìåð, ñ÷èòàòü, ÷òî îíè ñîñòîÿò èç ìíîæåñòâà

ìàëåíüêèõ ÷àñòè÷åê (àòîìîâ), íàõîäÿùèõñÿ â ïîñòîÿííîì äâèæåíèè. Ïðè

ñîóäàðåíèè ñêîðîñòü ýòîãî äâèæåíèÿ âîçðàñòàåò, è íà÷àëüíàÿ �æèâàÿ ñè-

ëà� êàê áû êîíñåðâèðóåòñÿ â âèäå ïîâûøåíèÿ �æèâîé ñèëû� àòîìîâ.

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî òàêàÿ êàðòèíà äëÿ áîëüøèíñòâà îáúåêòîâ íàøå-

ãî ìèðà àáñîëþòíî âåðíà, õîòåëîñü áû, ÷òîáû ðàññóæäåíèÿ íå çàâèñåëè

îò ïîäîáíûõ äåòàëåé óñòðîéñòâà ÷àñòèö. Ìåõàíèêà è çàêîíû ñîõðàíåíèÿ

óíèâåðñàëüíû è äîëæíû áûòü ïðèìåíèìûìè è ê áåññòðóêòóðíûì îáúåê-

òàì, íàïðèìåð, òî÷å÷íûì ÷àñòèöàì. Â ýòîì ñëó÷àå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

â ðåçóëüòàòå âçàèìîäåéñòâèÿ èñõîäíûõ òî÷å÷íûõ îáúåêòîâ îíè èñ÷åçàþò,

à âìåñòî íèõ ïîÿâëÿåòñÿ íîâàÿ, òàêæå òî÷å÷íàÿ ÷àñòèöà M . Êóäà æå â

ýòîì ñëó÷àå �óõîäèò� æèâàÿ ñèëà?

Îáðàçîâàâøàÿñÿ ÷àñòèöà ñ ìàññîé M ìîæåò â äàëüíåéøåì ó÷àñòâî-

âàòü â íîâûõ ñòîëêíîâåíèÿõ, è íàêîïëåííàÿ â íåé ýíåðãèÿ èñõîäíûõ êîì-

ïîíåíò äîëæíà íåêîòîðûì îáðàçîì ïðîÿâëÿòüñÿ. Äî ñèõ ïîð ìû ñ÷èòàëè,

÷òî ýíåðãèÿ òåì áîëüøå, ÷åì áîëüøå ñêîðîñòü ÷àñòèöû è å¼ ìàññà. Âûðà-

æåíèå òèïà E = mf(u2) ïðè ìîíîòîííî ðàñòóùåé �óíêöèè f ÿâëÿåòñÿ

ìàòåìàòè÷åñêîé çàïèñüþ ýòîãî óòâåðæäåíèÿ.
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⊲ Ìàññèâíàÿ ÷àñòèöà èìååò á�îëüøóþ ýíåðãèþ. Ïî÷åìó áû �ïîòåðÿí-

íîé� æèçíåííîé ñèëå íå ïåðåõîäèòü â ìàññó òåëà? Ñåé÷àñ íåîáõîäèìî

ñäåëàòü ðåøèòåëüíûé øàã è ñïðîñèòü: �îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè íåóïðó-

ãîì ñòîëêíîâåíèè ìàññà ñîõðàíÿåòñÿ?� Íèêàêèå àðãóìåíòû îáùåãî ïëàíà

ê ýòîìó íå âåäóò. Îáðàçîâàâøóþñÿ ÷àñòèöó, î÷åâèäíî, íåëüçÿ ðàññìàò-

ðèâàòü, êàê ïðîñòîå ñëîæåíèå äâóõ íà÷àëüíûõ ÷àñòèö. Âîçíèê íîâûé

îáúåêò, è åãî ìàññà ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò ñóììû ìàññ èñõîäíûõ ÷àñòèö.

Åñëè ýòî òàê, òî óäàñòñÿ �ñïàñòè� çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ïðè íåóïðó-

ãîì ñòîëêíîâåíèè, ñ÷èòàÿ, ÷òî êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ íå èñ÷åçàåò, à ïðè-

âîäèò ê óâåëè÷åíèþ ìàññû, ÷òî ïðîÿâëÿåòñÿ â äàëüíåéøèõ ýêñïåðèìåí-

òàõ ñ íîâîé ÷àñòèöåé. Íàïîìíèì, ÷òî â �óíêöèè ýíåðãèè íåò íè÷åãî

àïðèîðíîãî. Îíà ââåäåíà äëÿ îáúÿñíåíèÿ íåèçìåííîñòè ìîäóëÿ ñêîðîñòè

ïîñëå óïðóãîãî ñèììåòðè÷íîãî ñòîëêíîâåíèÿ ÷àñòèö. Ýòà �óíêöèÿ êâàä-

ðàòà ñêîðîñòè äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíà: E = mf(u2). Â ÷àñòíîñòè, íè÷òî

íå çàïðåùàåò å¼ íåíóëåâîãî çíà÷åíèÿ ïðè u = 0. Â ýòîì ñëó÷àå, â ñèëó

ïðîèçâîëüíîñòè åäèíèö èçìåðåíèÿ ýíåðãèè è ìàññû, ìîæíî ïîëîæèòü,

íàïðèìåð, f(0) = c2. Â ñèñòåìå åäèíèö c = 1, â êîòîðîé ìû ðàáîòàåì,

ýíåðãèÿ íåïîäâèæíîé ÷àñòèöû áóäåò ðàâíà å¼ ìàññå E = m. Èìåííî â

ýòó ýíåðãèþ ïîêîÿ ïðåâðàòèëèñü �æèâûå ñèëû� èñõîäíûõ ÷àñòèö. Ôîð-

ìóëà E = mc2, ñòàëà ñèìâîëîì íàóêè äâàäöàòîãî âåêà. Å¼ ïîñëåäñòâèÿ

ãðàíäèîçíû. Âñÿ ýíåðãåòèêà (è íå òîëüêî àòîìíàÿ), â êîíå÷íîì ñ÷¼òå,

îáóñëîâëåíà ýòèì ñîîòíîøåíèåì.

Áóäåì äàëåå ñ÷èòàòü óñòðîéñòâî íàøåãî ìèðà òàêîâûì, ÷òî ìàññà ÷à-

ñòèöû, âîçíèêàþùåé ïðè íåóïðóãèõ ñòîëêíîâåíèÿõ, óâåëè÷èâàåòñÿ. Äðó-

ãèìè ñëîâàìè, ýíåðãèÿ äâèæåíèÿ íèêóäà íå èñ÷åçàåò, à ïîâûøàåò èíåðò-

íûå ñâîéñòâà íîâîãî îáúåêòà. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ýòî âûãëÿäèò áîëåå

÷åì åñòåñòâåííî. Õîòÿ ëåãêî áûòü óìíûì, êîãäà ïðàâèëüíûé îòâåò óæå

èçâåñòåí. Ñëîæíåå, åñëè åãî íèêòî íå çíàåò. Íàñòîÿùàÿ æå ñèëà ìûñëè

ïðîÿâëÿåòñÿ, êîãäà îòâåò èçâåñòåí, ÿâëÿåòñÿ îáùåïðèíÿòûì, àáñîëþòíî

ïðèâû÷íûì, è ïðè ýòîì íåâåðíûì. Âïðî÷åì, �îðìóëà E = mc2 ïðîâå-

ðåíà â ìíîãî÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ è íåñîìíåííî ÿâëÿåòñÿ âåðíîé.

Íàéä¼ì çàâèñèìîñòü E = mf(u2) ýíåðãèè ÷àñòèöû îò ñêîðîñòè ñ ïî-

çèöèè òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè. Åäèíñòâåííîå, ÷òî òðåáóåòñÿ îò �óíêöèè

f � ýòî èìåòü íåíóëåâîå çíà÷åíèå ïðè íóëåâîé ñêîðîñòè: f(0) = 1. Êðî-
ìå ýòîãî, áóäåì ñ÷èòàåì ñïðàâåäëèâûìè ðåëÿòèâèñòñêèé çàêîí ñëîæåíèÿ

ñêîðîñòåé è àêñèîìó èíâàðèàíòíîñòè ìàññû. Íàïîìíèì, ÷òî ïàðàìåòð

m ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé ÷àñòèöû è îäèíàêîâ âî âñåõ èíåðöèàëüíûõ

ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà. Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ âèäà �óíêöèè f , ïðîâåä¼ì íåñêîëü-

êî ìûñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.
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⊲ �àññìîòðèì íåóïðóãîå ñòîëêíîâåíèå îäèíàêîâûõ ÷àñòèö ñ ìàññàìè

m, äâèæóùèìèñÿ ñî ñêîðîñòÿìè u íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó. Ïóñòü ýòî äâè-

æåíèå ïðîèñõîäèò âäîëü îñè y (ïåðâûé ðèñóíîê íèæå). Ýòî æå ñòîëêíî-

âåíèå ðàññìîòðèì â ñèñòåìå îòñ÷¼òà S ′
, äâèæóùåéñÿ âëåâî ñî ñêîðîñòüþ

�−v� (âòîðîé ðèñóíîê):

Â S ′
âñå ÷àñòèöû ïðèîáðåòàþò ãîðèçîíòàëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ ñêîðîñòè

v, à âåðòèêàëüíàÿ ó èñõîäíûõ ÷àñòèö èçìåíÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâè-

ëîì ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé (1.19), ñòð. 35. Òàê êàê â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå

ux = 0, uy = ±u, òî u′
y = ±u

√
1− v2 è u′

x = v.

Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ñîõðàíÿþùàÿñÿ âåëè÷èíà, ïðîïîðöèîíàëü-

íàÿ ìàññå òåëà, óìíîæåííîé íà �óíêöèþ êâàäðàòà ñêîðîñòè:E = mf(u2).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî u2 = u2
x + u2

y, çàïèøåì çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè â äâè-

æóùåéñÿ ñèñòåìå S ′
:

2mf
(
v2 + u2(1− v2)

)
= M f(v2).

Â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå (v = 0) èìååì M = 2mf(u2). Ïîäñòàâëÿÿ ìàññó

M è îáîçíà÷àÿ x = u2
, y = v2, ïðèõîäèì ê �óíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ:

f(x+ y − xy) = f(x)f(y). (4.5)

Äëÿ åãî ðåøåíèÿ âîçüì¼ì ïðîèçâîäíóþ ïî y è ïîëîæèì y = 0. Ââåäÿ

êîíñòàíòó a = f ′(0), ïîëó÷èì äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå:

f ′(x) (1− x) = a f(x) => f(x) =
1

(1− x)a
,

ãäå äëÿ âûáîðà êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ ó÷òåíî, ÷òî f(0) = 1. Òàêèì
îáðàçîì, ýíåðãèÿ, êàê �óíêöèÿ ñêîðîñòè, èìååò âèä:

E =
m

(1− u2)a
. (4.6)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèÿ a íåîáõîäèìî åù¼ ðàç ïîêðóòèòüñÿ âîêðóã

ñòàëêèâàþùèõñÿ ÷àñòèö.
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⊲Ïóñòü ñêîðîñòè ÷àñòèö íàïðàâëåíû âäîëü îñè x, à äâèæóùàÿñÿ âëåâî

ñèñòåìà îòñ÷¼òà S ′
èìååò ñêîðîñòü v = −u:

Â S ′
ñêîðîñòü ïðàâîé ÷àñòèöû ðàâíà íóëþ. Äëÿ ëåâîé ÷àñòèöû èç �îð-

ìóëû u′
x = (u−v)/(1−uv) ñ v = −u èìååì 2u/(1+u2). Ïîýòîìó, ñ ó÷¼òîì

(4.6), çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè â ñèñòåìå S ′
ïðèíèìàåò âèä:

m

[1− 4u2/(1 + u2)2]a
+m =

M

(1− u2)a
=

2m

(1− u2)2a
,

ãäå âî âòîðîì ðàâåíñòâå äëÿ M ñíîâà ïîäñòàâëåíî âûðàæåíèå äëÿ çàêî-

íà ñîõðàíåíèÿ â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà M = 2mf(u2). Ïðîâîäÿ
ýëåìåíòàðíûå àëãåáðàè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷àåì:

(1 + u2)2a + (1− u2)2a = 2.

Ýòî âûðàæåíèå äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñêîðîñòè u âûïîëíÿåòñÿ, òîëüêî åñëè

a = 1/2 (äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü u = 1).

Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãèè èìååò âèä:

E =
m√

1− u2
. (4.7)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ïðè u = 0 ýíåðãèÿ òåëà ðàâíà åãî ìàññå. Åñ-

ëè æå ñêîðîñòü ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå (�óíäàìåíòàëüíîé ñêîðîñòè), òî

ýíåðãèÿ ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Ýòî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýíåðãåòè÷å-

ñêóþ ïðè÷èíó íåâîçìîæíîñòè äîñòèæåíèÿ �îáû÷íûìè� ÷àñòèöàìè ñêî-

ðîñòè ñâåòà. Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ýíåðãèÿ äâèæåíèÿ E = mu2/2
ïðè óâåëè÷åíèè ñêîðîñòè íåîãðàíè÷åííî ðàñò¼ò, îäíàêî âñåãäà îñòà¼òñÿ

êîíå÷íîé. �åëÿòèâèñòñêîå âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãèè, êàê è ïðåîáðàçîâà-

íèÿ Ëîðåíöà, ñèíãóëÿðíî (áåñêîíå÷íî) ïðè |u| = 1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

äëÿ ðàçãîíà ìàññèâíîé ÷àñòèöû äî �óíäàìåíòàëüíîé ñêîðîñòè ïîòðåáî-

âàëîñü áû áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ýíåðãèè.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ (4.7), íåóïðóãîå ñòîëêíîâåíèå ïðèøëîñü ðàññìàòðè-

âàòü â äâóõ ñèñòåìàõ, äâèãàþùèõñÿ âäîëü îñåé y è x. Â êà÷åñòâå óïðàæ-

íåíèÿ (⋖H16) ïðåäëàãàåòñÿ îãðàíè÷èòüñÿ ëèøü äâèæåíèåì âäîëü îñè x

è ðåøèòü �óíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå, âîçíèêàþùåå â ýòîì ñëó÷àå.
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4.4 �åëÿòèâèñòñêèé èìïóëüñ

Âîñïîëüçîâàâøèñü �îðìóëîé (1.22), ñòð. 36, çàïèøåì ýíåðãèþ â ñèñòå-

ìå îòñ÷¼òà S ′
, äâèæóùåéñÿ ñî ñêîðîñòüþ v:

E ′ =
m√

1− u′2 =
m (1− uv)√
1− u2

√
1− v2

.

Ïðè ïîìîùè îáîçíà÷åíèÿ

p =
mu√
1− u2

, (4.8)

ïåðåïèøåì ýíåðãèþ â áîëåå êîìïàêòíîì âèäå:

E ′ =
E − vp√
1− v2

. (4.9)

�àññìîòðèì ìíîæåñòâî ñòàëêèâàþùèõñÿ ÷àñòèö. Â ñèëó ïðèíöèïà îòíî-

ñèòåëüíîñòè, ýíåðãèÿ ñîõðàíÿåòñÿ â ëþáîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå:

∑

i

E ′
i =

1√
1− v2

∑

i

Ei −
v√

1− v2

∑

i

pi = const.

Äî è ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ çíà÷åíèå ýòîãî âûðàæåíèÿ íå èçìåíÿåòñÿ. Ñóì-

ìà ýíåðãèé Ei â ñèñòåìå S òàêæå ñîõðàíÿåòñÿ. ×òîáû ýòè äâà çàêîíà îä-

íîâðåìåííî âûïîëíÿëèñü, íåîáõîäèìî, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ñêîðîñòè

v, âûïîëíåíèå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà:
∑

i

pi = const. (4.10)

Òàêèì îáðàçîì, èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà

ñëåäóåò ñîõðàíåíèå èìïóëüñà (4.8).

Äëÿ óïðóãîãî ñèììåòðè÷íîãî ñòîëêíîâåíèÿ, ðàññìîòðåííîãî ðàíåå, ñî-

õðàíåíèå èìïóëüñà ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ðåëÿòèâèñòñêîìó îáîáùåíèþ

îïðåäåëåíèÿ ìàññû (4.2):

m2

m1
=

u1/
√

1− u2
1

u2/
√

1− u2
2

. (4.11)

Åù¼ ðàç ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî ìàññà ÷àñòèöû ÿâëÿåòñÿ å¼ �ëè÷íûì� ïàðàìåò-

ðîì, îäèíàêîâûì äëÿ âñåõ íàáëþäàòåëåé, íåçàâèñèìî îò èõ îòíîñèòåëü-

íîé ñêîðîñòè.

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû ïðè ñòîëêíîâåíèÿõ â ðåëÿòèâèñòñêîì ìèðå

îòñóòñòâóåò. Åãî �ïîãëîùàþò� çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è ïîíèìàíèå

ìàññû, êàê ýíåðãèè òåëà â ñèñòåìå, ãäå îíî ïîêîèòñÿ. Åñòåñòâåííî, ïî-

ïðåæíåìó âîçìîæíû óïðóãèå ñòîëêíîâåíèÿ, ïðè êîòîðûõ ìàññû ÷àñòèö

íå èçìåíÿþòñÿ. Îäíàêî ïðè íåóïðóãèõ ñòîëêíîâåíèÿõ ýíåðãèÿ ñòàëêèâà-

þùèõñÿ ÷àñòèö ìîæåò ïåðåõîäèòü â ìàññó ðåçóëüòèðóþùèõ.
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• Àíàëîãè÷íîå (4.9) ïðåîáðàçîâàíèå ìîæíî çàïèñàòü è äëÿ èìïóëüñà.
�àññìîòðèì äâèæåíèå ñèñòåìû S ′

âäîëü îñè x, òàê ÷òî v = (v, 0, 0).

Ýíåðãèÿ (4.7) è èìïóëüñ (4.8) ñâÿçàíû ïðîñòûì ñîîòíîøåíèåì p = E u.

Ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ (4.9), äëÿ ïðîåêöèè èìïóëüñà íà îñü x èìååì:

p′x = E ′ u′
x =

E − vpx√
1− v2

ux − v

1− uxv
= E

1− vux√
1− v2

ux − v

1− uxv
=

px − vE√
1− v2

,

ãäå òàêæå ó÷òåíî ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ x-êîìïîíåíòû ñêîðîñòè è çàòåì

äâàæäû �îðìóëà px = E ux. Àíàëîãè÷íî íàõîäèòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå ïðî-

åêöèè èìïóëüñà íà îñü y:

p′y = E ′ u′
y =

E − vpx√
1− v2

uy

√
1− v2

1− uxv
= E

1− vux

1− vux
uy = py.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè îòíîñèòåëüíîì äâèæåíèè ñèñòåì S è S ′
âäîëü ïà-

ðàëëåëüíûõ îñåé x è x′
, ïðåîáðàçîâàíèÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà èìåþò ñëå-

äóþùèé âèä:

E ′ =
E − vpx√
1− v2

, p′x =
px − vE√
1− v2

, p′y = py, p′z = pz. (4.12)

Ñðàâíèì èõ ñ ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ëîðåíöà:

t′ =
t− vx√
1− v2

, x′ =
x− vt√
1− v2

, y′ = y, z′ = z.

Êàê âèäíî, ñóùåñòâóåò çàìå÷àòåëüíàÿ ñèììåòðèÿ, âûðàæàþùàÿñÿ â òîì,

÷òî ÷åòâ¼ðêà {E, px, py, pz} ïðåîáðàçóåòñÿ òàê æå, êàê è {t, x, y, z}. Ýòî
ñîâïàäåíèå íå ñëó÷àéíî. Ýíåðãèÿ è èìïóëüñ ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè 4-

âåêòîðà èìïóëüñà pν = {E, p}, à ñîáûòèå îïèñûâàåòñÿ 4-âåêòîðîì xν =
{t, x}. Ïîäðîáíåå ìû ðàññìîòðèì ýòîò âîïðîñ â ãëàâàõ 7 è 8.

Ïî àíàëîãèè ñ âåêòîðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ëîðåíöà (1.17), ñòð. 33,

äëÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà ìîæíî íàïèñàòü áîëåå îáùåå ïðåîáðàçîâàíèå:

E ′ = γ (E − vp), p′ = p− γvE + Γv (vp). (4.13)

Ñ÷èòàÿ, ÷òî p = mu f(u2) è èìïóëüñ ñîõðàíÿåòñÿ, �óíêöèþ f(u2)
âîçìîæíî òàêæå ïîëó÷èòü èç ðåëÿòèâèñòñêîãî çàêîíà ñëîæåíèÿ ñêîðî-

ñòåé. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü ñòîëêíîâåíèå äâóõ îäèíàêîâûõ

÷àñòèö ñ èõ ïîñëåäóþùèì ñëèïàíèåì. Çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà çàïè-

ñûâàåòñÿ èç ñèñòåìû, äâèæóùåéñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíî ñêîðîñòÿì èñõîäíûõ

÷àñòèö ñ ïðîèçâîëüíîé ñêîðîñòüþ v (⋖H17).
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4.5 Íåêîòîðûå ïðèìåðû

• Çàïèøåì åù¼ ðàç ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà

÷àñòèöû ìàññû m, äâèæóùåéñÿ ñî ñêîðîñòüþ u:

E =
m√

1− u2
, p =

mu√
1− u2

. (4.14)

Âîçâîäÿ èõ â êâàäðàò è âû÷èòàÿ, ìîæíî èñêëþ÷èòü ñêîðîñòü:

E2 − p2 = m2. (4.15)

�àçäåëèâ èìïóëüñ íà ýíåðãèþ, ìîæíî òàêæå èñêëþ÷èòü ìàññó:

p = E u. (4.16)

Â òàêîé �îðìå ñâÿçü ýíåðãèè è èìïóëüñà ñïðàâåäëèâà è äëÿ áåçìàññîâûõ

÷àñòèö, íàïðèìåð, �îòîíîâ. Â ýòîì ñëó÷àå, òàê êàê c = 1, òî ñêîðîñòü

ìîæíî çàïèñàòü ïðè ïîìîùè åäèíè÷íîãî âåêòîðà u = n, ãäå n2 = 1.
Ó÷èòûâàÿ �îðìóëó Ïëàíêà E = hν, èìååì:

p = E n = hν n =
h

λ
n, (4.17)

ãäå λ = 1/ν � äëèíà âîëíû, ñâÿçàííàÿ ñ êâàíòîâûìè ñâîéñòâàìè �îòîíà
(òî÷íåå ñ àíñàìáëåì �îòîíîâ).

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ â �îðìóëàõ �óíäàìåíòàëüíîé ñêî-

ðîñòè �c�, íåîáõîäèìî óìíîæèòü âñå âåëè÷èíû ðàçìåðíîñòè âðåìåíè â

íåêîòîðîé ñòåïåíè, íà �c� â ýòîé æå ñòåïåíè. Ïîýòîìó äëÿ ñêîðîñòè (u),
èìïóëüñà (p), ýíåðãèè (E), ñèëû (F) è óñêîðåíèÿ (a) íåîáõîäèìû ñëåäó-

þùèå çàìåíû:

t 7→ t c, u 7→ u

c
, p 7→ p

c
, E 7→ E

c2
, F 7→ F

c2
, a 7→ a

c2
.

Ôîðìóëû (4.14) ñ êîíñòàíòîé �c� èìåþò âèä:

E =
mc2

√

1− u2/c2
, p =

mu
√

1− u2/c2
, (4.18)

à ñîîòíîøåíèÿ (4.15), (4.16) çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

E2 − p2c2 = m2c4, p =
E

c2
u.

Ìîæíî ïîëó÷èòü ðàçëîæåíèÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà (4.18) â ðÿä ïî 1/c:

E = mc2 +
mu2

2
+

3

8

mu4

c2
+ ..., p = mu+mu

u2

2c2
+ ...

Íå ñ÷èòàÿ ýíåðãèè ïîêîÿ mc2, âåäóùèå ÷ëåíû ñîîòâåòñòâóþò êëàññè÷å-

ñêèì âûðàæåíèÿì E = mu2/2 è p = mu.
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• Â àòîìíîé �èçèêå è �èçèêå ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö èñïîëüçóþò íå

ñèñòåìó åäèíèö ÑÈ, à ýíåðãåòè÷åñêèå åäèíèöû ýëåêòðîí-âîëüòû. Ýòî

ýíåðãèÿ, êîòîðóþ ïðèîáðåòàåò ýëåêòðîí ñ çàðÿäîì �e�, ïðîõîäÿ ðàçíîñòü

ïîòåíöèàëîâ â îäèí âîëüò. Ýëåêòðîí-âîëüò � î÷åíü ìàëåíüêàÿ ýíåðãèÿ ïî

ñðàâíåíèþ ñ ýíåðãèÿìè, ê êîòîðûì ïðèâûê ÷åëîâåê:

1 ýÂ = 1.602 176 53(14) · 10−19
Äæ.

Íà ñàìîì äåëå îíà ìàëà äàæå äëÿ òèïè÷íûõ çàäà÷ ìèêðîìèðà, ïîýòîìó

îáû÷íî âñòðå÷àþòñÿ å¼ ïðîèçâîäíûå ñ ïðèñòàâêîé êèëî (103), ìåãà (106),
ãèãà (109), òåðà (1012) è ò.ä. Îáðàòèì âíèìàíèå íà ÷èñëî â êðóãëûõ ñêîá-

êàõ â îïðåäåëåíèè 1 ýÂ. Ýòî ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ îøèáêà, ïîêàçûâàþùàÿ
òèïè÷íûé ðàçáðîñ ïîñëåäíèõ äâóõ çíà÷àùèõ öè�ð.

Â ñèñòåìå åäèíèö c = 1, ïðèíÿòîé â ýòîé êíèãå, ìàññà ðàâíà ýíåð-

ãèè ïîêîÿ ÷àñòèöû. Ïîýòîìó ìàññû ýëåêòðîíà è ïðîòîíà âûðàæàþòñÿ â

ýëåêòðîí-âîëüòàõ:

me ≈ 0.511 ÌýÂ, mp ≈ 938 ÌýÂ.

Êâàíòîâûå çàêîíîìåðíîñòè îïðåäåëÿþò õàðàêòåðíûå ðàçìåðû è ýíåð-

ãèè àòîìîâ � ðàäèóñ Áîðà rB è ýíåðãèþ ñâÿçè �èäáåðãà ER:

rB =
~2

mee2
≈ 0.529 · 10−10

ì, ER =
e2

2rB
≈ 13.6 ýÂ

Ýíåðãèÿ ER îïðåäåëÿåò äå�åêò ìàññû àòîìà âîäîðîäà, ò.å. ðàçíèöó ìåæ-

äó ìàññîé ýëåêòðîíà + ïðîòîíà è ìàññîé âñåãî àòîìà âîäîðîäà. Ìàññà

ïðîòîíà ñóùåñòâåííî áîëüøå ýòîé ýíåðãèè, ïîýòîìó îòíîñèòåëüíîå èçìå-

íåíèå ìàññû àòîìà çà ñ÷¼ò ýíåðãèè ñâÿçè îêàçûâàåòñÿ ïîðÿäêà 10−8
.

Îäíàêî âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, êîãäà âñÿ ìàññà ÷àñòèö ïðåâðàùàåòñÿ â

ýíåðãèþ èçëó÷åíèÿ. Íàïðèìåð, ýòî ïðîèñõîäèò ïðè àííèãèëÿöèè ýëåê-

òðîíà è àíòèýëåêòðîíà (ïîçèòðîíà) e+ + e− 7→ 2γ ñ ýíåðãèåé èçëó÷åíèÿ,

ðàâíîé 2me ≈ 1MýÂ.

Â òî æå âðåìÿ èçìåíåíèå ýíåðãèè ïðèâû÷íûõ îáúåêòîâ ïðèâîäèò ê

ñîâñåì íåáîëüøîìó èçìåíåíèþ èõ ìàññû. Åñëè ìû ðîíÿåì óòþã ìàññîém
ñ âûñîòû H â îäèí ìåòð è âñÿ åãî ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ïðåâðàùàåòñÿ

âî âíóòðåííþþ, òî îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå ìàññû óòþãà ñîñòàâèò:

∆m

m
=

mgH/c2

m
=

gH

c2
∼ 10−16.

Òîò æå óòþã, èñïîëüçóåìûé ïî íàçíà÷åíèþ, ïðè íàãðåâå íà 200 ãðàäóñîâ

ïðè óäåëüíîé òåïëî¼ìêîñòè ïîðÿäêà 500 Äæ/(êã Ê) (æåëåçî) ïîëó÷èò

íà åäèíèöó ìàññû äîïîëíèòåëüíóþ ýíåðãèþ 105 Äæ/êã. Îòíîñèòåëüíîå

èçìåíåíèå åãî ìàññû â ýòîì ñëó÷àå èìååò ïîðÿäîê 10−12
.
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• Ýíåðãèÿ, òðåáóåìàÿ äëÿ óñêîðåíèÿ ÷àñòèöû äî ñêîðîñòè u:

T = E −m =
m√

1− u2
−m,

íàçûâàåòñÿ êèíåòè÷åñêîé. Èìåííî îíà ïðèâîäèòñÿ ïðè óêàçàíèè ïàðà-

ìåòðîâ óñêîðèòåëÿ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö. Äëÿ ìàëûõ ñêîðîñòåé îíà ñòðå-

ìèòñÿ ê êëàññè÷åñêîìó âûðàæåíèþ T ≈ mu2/2. Åñëè æå T ≫ m, òî

êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ïðèìåðíî ðàâíà ïîëíîé ýíåðãèè (T ≈ E). Íà-
ïðèìåð, áîëüøîé àäðîííûé êîëëàéäåð LHC â ÖÅ�ÍÅ óñêîðÿåò ïðîòîíû

mp ≈ 0.9 �ýÂ äî êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèé T ∼ 7 ÒýÂ = 7000 �ýÂ (2016 ã.).

Áûñòðî äâèæóùèåñÿ ÷àñòèöû ìîãóò ñòîëêíóòüñÿ êàê ñ íåïîäâèæíîé

ìèøåíüþ, òàê è ñî âñòðå÷íûì ïó÷êîì óñêîðåííûõ ÷àñòèö. Â ïîñëåäíåì

ñëó÷àå ñóùåñòâóåò çàìåòíûé ýíåðãåòè÷åñêèé âûèãðûø. Ïóñòü ÷àñòèöû

îäèíàêîâûå è ïîëíàÿ ýíåðãèÿ êàæäîãî ïó÷êà ðàâíà E = m/
√
1− u2

. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî ñêîðîñòè ÷àñòèö ðàâíû u2 = 1−m2/E2
:

Ïåðåéä¼ì â ñèñòåìó îòñ÷¼òà, êîòîðàÿ äâèæåòñÿ âëåâî (âòîðîé ðèñóíîê) ñî

ñêîðîñòüþ v = −u. Â íåé ÷àñòèöû ïðàâîãî ïó÷êà áóäóò íåïîäâèæíûìè.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýíåðãèè ëåâîãî ïó÷êà âîñïîëüçóåìñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì

äëÿ ýíåðãèè (4.9), ñòð. 122, ñ v = −u è �îðìóëîé p = Eu:

E ′ =
E + up√
1− u2

=
1 + u2

√
1− u2

E.

Ïîäñòàíîâêà u2 = 1−m2/E2
äà¼ò ñâÿçü ïîëíûõ è êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèé:

E ′ =
2E2

m
−m,

T ′

m
= 2

(

1 +
T

m

)2

− 2. (4.19)

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ïîçâîëÿþò ñðàâíèòü ñòîëêíîâåíèå äâóõ ïó÷êîâ, èìåþ-

ùèõ ýíåðãèè E, T , ñ ðàññåèâàíèåì íà íåïîäâèæíîé ìèøåíè îäíîãî ïó÷êà

ñ ýíåðãèåé E ′
, T ′

. Ïðè áîëüøèõ ýíåðãèÿõ T ≫ m èìååì T ′ ≈ 2T 2/m.

Áëàãîäàðÿ êâàäðàòè÷íîé çàâèñèìîñòè, ýêâèâàëåíò ñòîëêíîâåíèÿ ñ íåïî-

äâèæíîé ìèøåíüþ ðàñò¼ò î÷åíü áûñòðî. Íàïðèìåð, äëÿ áîëüøîãî àä-

ðîííîãî êîëëàéäåðà LHC ýíåðãèÿ êàæäîãî ïó÷êà ïðîòîíîâ ðàâíà 7 ÒýÂ,

÷òî ïðèâîäèò ê òàêîìó æå ðåçóëüòàòó, êàê è ñòîëêíîâåíèå ñ ìèøåíüþ ñ

ýíåðãèåé 133 ÒýÂ. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ âûèãðûø â 19 ðàç. Ïðè

ìàëûõ ñêîðîñòÿõ (T ≪ m) êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ðàññåèâàíèÿ íà ìèøå-

íè ðàâíà T ′ ≈ 4T , ò.å. âûèãðûø ïðè ïåðåõîäå îò îäíîãî ïó÷êà ê äâóì

âñåãî ëèøü ÷åòûð¼õêðàòíûé (⋖C8).
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⊲ Ïðàêòè÷åñêè âñÿ ýíåðãåòèêà ñóùåñòâóåò áëàãîäàðÿ òåêóùåé èëè íà-

êîïëåííîé ñîëíå÷íîé ýíåðãèè. Îíà, â ñâîþ î÷åðåäü, îáóñëîâëåíà ãðàâè-

òàöèîííûìè ñèëàìè, êîòîðûå ñäàâëèâàþò è ðàçîãðåâàþò îãðîìíûé ïëàç-

ìåííûé øàð äî òàêèõ äàâëåíèé è òåìïåðàòóð, ÷òî íà÷èíàþò èäòè òåðìî-

ÿäåðíûå ðåàêöèè. Â ðåàêöèè ñèíòåçà (ñëèÿíèÿ) èç äâóõ ÿäåð âîäîðîäà

(ïðîòîíîâ) âîçíèêàåò äåéòåðèé

2D:

p + p 7→ 2D+ e+ + νe. (4.20)

Ýòà ðåàêöèÿ èä¼ò ñ �âûäåëåíèåì ýíåðãèè�. Ýòî íå î÷åíü óäà÷íûé òåðìèí,

òàê êàê ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ëþáîé ðåàêöèè ïîñòîÿííà. �å÷ü èä¼ò î ðàçíîñòè

êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèé ÷àñòèö ïîñëå è äî ñòîëêíîâåíèÿ:

∑

i

(Ti +mi) =
∑

j

(T ′
i +m′

j) => ∆T = (
∑

i

mi)− (
∑

i

m′
i).

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âûäåëèâøåéñÿ ýíåðãèè äâèæåíèÿ íåîáõîäèìî íàéòè

ðàçíèöó ìàññ ÷àñòèö äî è ïîñëå âçàèìîäåéñòâèÿ. Òàê, äëÿ ðåàêöèè (4.20),

ëåæàùåé â îñíîâå òåðìîÿäåðíîé ýíåðãèè Ñîëíöà, èìååì (mν ≈ 0):

∆T = 2mp − (mD +me) = 2 · 938.272− (1875.613 + 0.511) = 0.42 ÌýÂ

èëè ∆T/2mp = 2 · 10−4. Áàëàíñ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè âàæåí, òàê êàê

èìåííî îíà â äàëüíåéøåì ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà â äðóãèå �ïîëåçíûå�

�îðìû ýíåðãèè (íàïðèìåð, ýëåêòðè÷åñêóþ).

Ïðîòîí-ïðîòîííûé ñèíòåç èä¼ò ìåäëåííî (ìàëà åãî âåðîÿòíîñòü) è ïî-

÷òè ïîëîâèíà ýíåðãèè ðåàêöèè óíîñèòñÿ ñëàáî âçàèìîäåéñòâóþùèì ñ âå-

ùåñòâîì íåéòðèíî νe. Ïîçèòðîí e+ àííèãèëèðóåò ñ ýëåêòðîíîì e−, à äåé-
òåðèé

2D, ñëèâàÿñü ñ ïðîòîíîì p, ïîðîæäàåò ãåëèé-3 ñ óæå áîëüøèì

ýíåðãåòè÷åñêèì âûõîäîì. Ïîñëå åù¼ îäíîé ðåàêöèè ñèíòåçà âîçíèêàåò

ãåëèé-4. Â ðåçóëüòàòå ÷åòûðå ïðîòîíà è äâà ýëåêòðîíà ïðåâðàùàþòñÿ â

ÿäðî ãåëèÿ, äâà íåéòðèíî è øåñòü �îòîíîâ:

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

ÌýÂ

p+ p 7→ 2D+ e+ + ν
e

0.4

e+ + e− 7→ 2γ 1.0
2D + p 7→ 3He + γ 5.5
3He + 3He 7→ 4He + 2p 12.9

Ñóììàðíàÿ ýíåðãèÿ 26.7ÌýÂ ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàññîé ÷åòûðåõ ïðîòîíîâ

ñîñòàâëÿåò çàìåòíóþ âåëè÷èíó 0.7%. Èç-çà èçëó÷åíèÿ, Ñîëíöå åæåãîäíî

òåðÿåò ïîðÿäêà 1017 êã, èëè 5 · 10−14
ñâîåé ìàññû.
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4.6 �àñïàäû è íåóïðóãèå ñòîëêíîâåíèÿ

•Ïðåäïîëîæèì, ÷òî, â ðåçóëüòàòå íåêîòîðûõ âíóòðåííèõ ïðè÷èí, íåïî-
äâèæíàÿ ÷àñòèöà ìàññîé M ðàñïàäàåòñÿ íà äâå ÷àñòèöû ñ ìàññàìè m1 è

m2. Èõ ñêîðîñòè ðàâíû u1 è u2:

Íàéä¼ì ýíåðãèè ïðîäóêòîâ ðàñïàäà. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì çàêîíû ñîõðà-

íåíèÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà:

E = E1 + E2, p = p1 + p2. (4.21)

Ñòàíäàðòíûé ïðè¼ì ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷ ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè

ñîîòíîøåíèÿ E2 − p2 = m2
, ïðè ïîìîùè êîòîðîãî èçáàâëÿþòñÿ îò îäíîé

èç íåèçâåñòíûõ ñêîðîñòåé (ýíåðãèè è èìïóëüñà). Ïåðåíåñ¼ì E1 è p1 â

çàêîíàõ ñîõðàíåíèÿ íàëåâî, âîçâåä¼ì èõ â êâàäðàò è âû÷òåì:

(E − E1)
2 − (p− p1)

2 = E2
2 − p22 = m2

2.

�àñêðûâàÿ ñêîáêè è ñíîâà ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèå äëÿ êâàäðàòà ìàññû,

èìååì:

M2 +m2
1 − 2EE1 + 2pp1 = m2

2.

Òàê êàê íà÷àëüíàÿ ÷àñòèöà ïîêîèòñÿ, äëÿ íå¼ E = M è p = 0. Ïîýòîìó

íåñëîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãèè ïåðâîãî ïðîäóêòà ðàñïàäà

E1, à äëÿ E2 äîñòàòî÷íî ïåðåñòàâèòü ìåñòàìè èíäåêñû:

E1 =
M2 +m2

1 −m2
2

2M
, E2 =

M2 +m2
2 −m2

1

2M
. (4.22)

Òàêèì îáðàçîì, ýíåðãèè ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ ìàññîé íà÷àëüíîé ÷à-

ñòèöû è ìàññàìè ïðîäóêòîâ å¼ ðàñïàäà. Ïðè æåëàíèè, ïðè ïîìîùè �îð-

ìóëû E = m/
√
1− u2

, ìîæíî íàéòè è èõ ñêîðîñòè.

Êîãäà òàêîé ðàñïàä âîçìîæåí? Ìàññà íà÷àëüíîé ÷àñòèöû ïðåâðàùà-

åòñÿ â ýíåðãèþ ðàçëåòàþùèõñÿ ïîñëå ðàñïàäà ÷àñòèö:

M =
m1

√

1− u2
1

+
m2

√

1− u2
2

> m1 +m2.

Åñëè M < m1 + m2, òî òàêîé ñàìîïðîèçâîëüíûé ðàñïàä íåâîçìîæåí ïî

ýíåðãåòè÷åñêèì ñîîáðàæåíèÿì è òðåáóåòñÿ íåêîòîðîå âíåøíåå âîçäåé-

ñòâèå, äëÿ ðàçðóøåíèÿ ýíåðãèè ñâÿçè, ðàâíîé m1 +m2 −M .
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⊲ Òðåáîâàíèå M > m1 + m2 çàïðåùàåò èñïóñêàíèå ÷àñòèöåé äðóãîé

÷àñòèöû ïðè ñîõðàíåíèè ñâîåé èñõîäíîé ìàññû. Íàïðèìåð, ðàâíîìåðíî

äâèæóùèéñÿ ýëåêòðîí íå ìîæåò èçëó÷èòü �îòîí, îñòàâøèñü ýëåêòðîíîì.

Íà ñàìîì äåëå îí íå ìîæåò è ïðåâðàòèòüñÿ â äðóãóþ ÷àñòèöó â ïðîöåññå

òàêîãî ðàñïàäà, íî ýòî óæå äðóãàÿ èñòîðèÿ.

Ïî÷åìó ÷àñòèöû ðàñïàäàþòñÿ? Ê ýòîìó ïðèâîäÿò íåêîòîðûå ýâîëþöè-

îííûå ïðîöåññû, ïðîèñõîäÿùèå �âíóòðè� èñõîäíîé ÷àñòèöû. Ïðîñòåéøèì

ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü âçðûâ â ðåçóëüòàòå õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé. Â

êâàíòîâîì ìèðå ðàñïàäû îáû÷íî ñâÿçàíû ñ òóííåëèðîâàíèåì êâàíòîâîé

÷àñòèöû ÷åðåç ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð, íåïðåîäîëèìûé äëÿ êëàññè÷åñêîé

÷àñòèöû. Â êâàíòîâî-ðåëÿòèâèñòñêîì ìèðå ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö ñèòóà-

öèÿ åù¼ ìåíåå íàãëÿäíà. Íàïðèìåð, ñâîáîäíûé íåéòðîí â ñðåäíåì çà 15

ìèíóò ðàñïàäàåòñÿ íà ïðîòîí, ýëåêòðîí è àíòèíåéòðèíî, êîòîðûå �â í¼ì

íå íàõîäèëèñü�:

n 7→ p+ e− + ν̄e.

Ïðîäóêòû ýòîãî ðàñïàäà �âîçíèêàþò� íåïîñðåäñòâåííî â åãî ìîìåíò. Äëÿ

îïèñàíèÿ ïîäîáíîé �èçèêè èñïîëüçóåòñÿ êâàíòîâàÿ òåîðèÿ ïîëÿ.

⊲ �àñïàä îáðàòåí ðåàêöèè �ñëèïàíèÿ�, êîãäà ïðè ñòîëêíîâåíèè äâóõ

÷àñòèö âîçíèêàåò òðåòüÿ. �àññìîòðèì ëàáîðàòîðíóþ ñèñòåìó îòñ÷¼-

òà, ãäå ïåðâàÿ ÷àñòèöà ñ ìàññîé m1 èìååò ñêîðîñòü v è ýíåðãèþ E1 =
m1/

√
1− v2, à âòîðàÿ ñ ìàññîé m2 ïîêîèòñÿ. �åçóëüòàò èõ ñòîëêíîâåíèÿ

èìååò ìàññó M è äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ u:

Çàïèøåì çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà:

E1 +m2 = E, p1 = p.

Âîçâîäÿ â êâàäðàò è âû÷èòàÿ, íàõîäèì êâàäðàò ìàññû ðåçóëüòèðóþùåé

÷àñòèöû, êîòîðàÿ, åñòåñòâåííî, áîëüøå, ÷åì ñóììà èñõîäíûõ:

M2 = m2
1 +m2

2 +
2m1m2√
1− v2

= (m1 +m2)
2 + 2m1m2

(
1√

1− v2
− 1

)

.

Å¼ ñêîðîñòü ìîæíî íàéòè èç ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà p1 = p, îäíàêî áûñòðåå

� âîñïîëüçîâàòüñÿ ñâÿçüþ èìïóëüñà, ýíåðãèè è ñêîðîñòè:

u =
p

E
=

p1
E1 +m2

=
v

1 + (m2/m1)
√
1− v2

.

Åñëè v → 1, òî ê ñêîðîñòè ñâåòà ñòðåìèòñÿ è ñêîðîñòü âîçíèêøåé ÷àñòè-

öû.
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4.7 Óïðóãèå ñòîëêíîâåíèÿ

• �àññìîòðèì òåïåðü ÷àñòèöó ñ ýíåðãèåé E1 è ìàññîém1, íàëåòàþùóþ

íà íåïîäâèæíóþ ÷àñòèöó ìàññû m2. Ïóñòü ïîñëå âçàèìîäåéñòâèÿ ìàññû

÷àñòèö íå ìåíÿþòñÿ (óïðóãîå ñòîëêíîâåíèå):

Åñëè ñòîëêíîâåíèå �íå ëîáîâîå�, òî ÷àñòèöû ðàçëåòÿòñÿ ïîä íåêîòîðûìè

óãëàìè ê ñêîðîñòè u1 íàëåòàþùåé ÷àñòèöû. Îáîçíà÷èì âñå âåëè÷èíû

ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ øòðèõàìè è çàïèøåì çàêîíû ñîõðàíåíèÿ:

E1 + E2 = E ′
1 + E ′

2, p1 + p2 = p′
1 + p′

2, (4.23)

ãäå E2 = m2, p2 = 0. Èçáàâèìñÿ îò ýíåðãèè è èìïóëüñà îäíîé èç ÷àñòèö:

(E1 +m2 − E ′
1)

2 − (p1 − p′
1)

2 = m2
2,

îòêóäà:

p1p
′
1 = (E1 +m2)E

′
1 −m2

1 − E1m2.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå èìïóëüñîâ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç èõ ìîäóëè è óãîë:

p1p
′
1 = p1p

′
1 cos θ1. Ïîýòîìó óãîë âûëåòà ÷àñòèö ðàâåí:

cos θ1 =
(E1 +m2)E

′
1 −m2

1 − E1m2

p1p′1
, cos θ2 =

(E1 +m2)(E
′
2 −m2)

p1p′2
(âòîðîé óãîë ïîëó÷àåòñÿ àíàëîãè÷íî, äëÿ ÷åãî íåîáõîäèìî èçáàâèòüñÿ îò

ýíåðãèè è èìïóëüñà ïåðâîé ÷àñòèöû ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ).

Ñàì ïî ñåáå óãîë ðàññåèâàíèÿ çàâèñèò îò ïðèöåëüíîãî ðàññòîÿíèÿ è

õàðàêòåðà âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè. Îäíàêî, íåçàâèñèìî îò ïî-

ñëåäíåãî, ýíåðãèÿ ðàññåÿâøåéñÿ ÷àñòèöû, áëàãîäàðÿ çàêîíàì ñîõðàíåíèÿ,

ñâÿçàíà ñ ýòèì óãëîì. ×åì ñèëüíåå òåðÿåò ýíåðãèþ ïåðâàÿ ÷àñòèöà, òåì

íà áîëüøèé óãîë îíà ðàññåèâàåòñÿ. Òàê êàê E ′
2 > m2, E2 = m2, òî èç çà-

êîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè (4.23) ñëåäóåò, ÷òî E ′
1 < E1, ò.å. ýíåðãèÿ óìåíü-

øàåòñÿ, ïåðåõîäÿ ê ïîêîÿùåéñÿ ÷àñòèöå.

Ïîäñòàâèâ â âûðàæåíèå äëÿ cos θ1 çàâèñèìîñòü p
′ =
√

E ′2
1 −m2

1 è âçÿâ

ïðîèçâîäíóþ ïî E ′
1, ìîæíî (⋖H18) íàéòè ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå óãëà:

(sin θ1)max =
m2

m1
. (4.24)

Òàêîé ìàêñèìóì, îòëè÷íûé îò θ = π/2, ñóùåñòâóåò, åñëè ìàññà íàëåòà-

þùåé ÷àñòèöû m1 áîëüøå, ÷åì ìàññà ìèøåíè m2.
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⊲ Óïðóãîå ñòîëêíîâåíèå âûãëÿäèò ïðîùå, êîãäà íàëåòàþùàÿ ÷àñòèöà

ÿâëÿåòñÿ áåçìàññîâîé m1 = 0. Íàïðèìåð, â ý��åêòå Êîìïòîíà (1923 ã.)
�îòîí ðàññåèâàåòñÿ íà ýëåêòðîíå. Â ýòîì ñëó÷àå p1 = E1, p

′
1 = E ′

1, è

ýíåðãèÿ �îòîíà ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ ðàâíà:

m2

E ′
1

=
m2

E1
+ 1− cos θ1.

C �îòîíîì (ïî �îðìóëå Ïëàíêà) ñâÿçàíû ÷àñòîòà E = hν è äëèíà âîëíû

λ = 1/ν. Îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå ∆λ = λ′ − λ ïîñëåäíåé èìååò âèä:

∆λ

λ
=

E1

m2
(1− cos θ1).

Òàêèì îáðàçîì, ÷åì áîëüøå óãîë ðàññåèâàíèÿ, òåì ñèëüíåå óâåëè÷èâàåò-

ñÿ äëèíà âîëíû (óìåíüøàåòñÿ ýíåðãèÿ). ×òîáû îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå

äëèíû âîëíû áûëî çàìåòíûì, íåîáõîäèìû ýíåðãèè �îòîíà E1, ñðàâíè-

ìûå ñ ìàññîé ýëåêòðîíà E1 ∼ m2. Ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà â ýëåêòðîí-âîëüòàõ

ðàâíà:

~ =
h

2π
= 6.582 118 99(16) · 10−22

ÌýÂ · c.
Ïîýòîìó ÷àñòîòû �îòîíà, ñîîòâåòñòâóþùèå ìàññå ýëåêòðîíà me = 0.511

ÌýÂ, ðàâíû 1020 ãåðö. Äëèíà âîëíû ïðè ýòîì ñîñòàâëÿåò ∼ 10−12
ì.

Ýòî �îòîíû æåñòêîãî ðåíòãåíîâñêîãî èçëó÷åíèÿ, êîòîðûå òàêæå ìîæíî

ïîëó÷èòü â ðåíòãåíîâñêîé òðóáêå, ãäå óñêîðåííûå ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì

ýëåêòðîíû ïðè ðåçêîì óäàðå îá àíîä èñïóñêàþò ðåíòãåíîâñêèå ëó÷è (òîð-

ìîçíîå èçëó÷åíèå). Äîïîëíèòåëüíî îíè âûáèâàþò ýëåêòðîíû èç âíóòðåí-

íèõ ýëåêòðîííûõ îáîëî÷åê àòîìîâ. Çàìåùàþùèå èõ ýëåêòðîíû ñ âåðõíèõ

ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé òàêæå èñïóñêàþò �îòîíû ðåíòãåíîâñêîãî ñïåê-

òðà. Âåëè÷èíà h/mc = 2.4263·10−12
ì íàçûâàåòñÿ êîìïòîíîâñêîé äëèíîé

âîëíû ýëåêòðîíà. Èçìåíåíèå äëèíû âîëíû (÷àñòîòû) �îòîíà ïðè ðàññå-

èâàíèè íà ýëåêòðîíå � ýòî êâàíòîâî-ðåëÿòèâèñòñêèé ý��åêò. Â êëàññè-

÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêå ïðè ðàññåèâàíèè ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû íà

çàðÿæåííîé ÷àñòèöå ÷àñòîòà âîëíû íå èçìåíèòñÿ.

Âûøå ðàññìîòðåíî ñòîëêíîâåíèå â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà, ãäå

îäíà ÷àñòèöà ïîêîèòñÿ, à äðóãàÿ íàëåòàåò íà íå¼ ñ èìïóëüñîì p1. Òåð-

ìèí �ëàáîðàòîðíàÿ ñèñòåìà îòñ÷¼òà� âñòðå÷àëñÿ óæå íåñêîëüêî ðàç.

Îí ïðîèñõîäèò îò ýêñïåðèìåíòîâ, â êîòîðûõ îäèí âèä ÷àñòèö ðàçãîíÿþò

ïðè ïîìîùè óñêîðèòåëÿ è íàïðàâëÿþò íà íåïîäâèæíóþ ìèøåíü, ñîñòîÿ-

ùóþ èç ÷àñòèö äðóãîãî âèäà. Åñòåñòâåííî, ýòî äîñòàòî÷íî óñëîâíûé òåð-

ìèí. Â òåõ æå ëàáîðàòîðèÿõ ïðîâîäÿò è ýêñïåðèìåíòû ñî âñòðå÷íûìè

ïó÷êàìè, ðàçãîíÿÿ êàæäûé èç íèõ â óñêîðèòåëå.
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• �àññìîòðèì òåïåðü óïðóãîå ñòîëêíîâåíèå äâóõ ÷àñòèö â ñèñòåìå îò-

ñ÷¼òà, â êîòîðîé èõ ñóììàðíûé èìïóëüñ ðàâåí íóëþ.

Íà ïåðâîì ðèñóíêå èçîáðàæåíî òàêîå ñòîëêíîâåíèå â äèíàìèêå è íàðèñî-

âàíû òðàåêòîðèè ÷àñòèö. Êîãäà îíè ñáëèæàþòñÿ, íà÷èíàåò ñêàçûâàòüñÿ

ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó íèìè è òðàåêòîðèè èñêðèâëÿþòñÿ. Êîãäà

÷àñòèöû äîñòàòî÷íî óäàëèëèñü äðóã îò äðóãà, îíè ñíîâà ñòàíîâÿòñÿ ñâî-

áîäíûìè è äâèæóòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ.

Ñèñòåìà, ãäå ìîäóëè èìïóëüñîâ ñòàëêèâàþùèõñÿ ÷àñòèö ðàâíû äðóã

äðóãó, íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé öåíòðà ìàññ èëè öåíòðà èíåðöèè. Â ñèëó

çàêîíà ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà, óãîë ðàññåèâàíèÿ îáåèõ ÷àñòèö îäèíàêîâ.

Îáîçíà÷èì åãî êàê χ. Ýíåðãèè ÷àñòèö ïðè ñòîëêíîâåíèè íå èçìåíÿþòñÿ,

òàê êàê èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ïðè ðàâíûõ íà÷àëüíûõ èìïóëüñàõ, èìååì:

√

p̃2 +m2
1 +

√

p̃2 +m2
2 =

√

p̃′2 +m2
1 +

√

p̃′2 +m2
2,

îòêóäà p̃2 = p̃′2
, è, ñëåäîâàòåëüíî, Ẽi = Ẽ ′

i. Ýíåðãèÿ è èìïóëüñ â ñèñòåìå

öåíòðà ìàññ ïîìå÷åíû òèëüäîé, ÷òîáû îòëè÷àòü èõ îò ëàáîðàòîðíîé ñè-

ñòåìû. Ñêîðîñòè ïðè îäèíàêîâûõ èìïóëüñàõ ïîä÷èíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèþ:

|p̃| = Ẽ1ũ1 = Ẽ2ũ2 =>
m2

m1
=

ũ1/
√

1− ũ2
1

ũ2/
√

1− ũ2
1

,

è ïðè ðàçëè÷íûõ ìàññàõ òàêæå ðàçëè÷íû.

⊲∗
Âûðàçèì ýíåðãèè â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà ÷åðåç óãîë χ â

ñèñòåìå öåíòðà ìàññ. Äëÿ ýòîãî ïåðåéä¼ì â èíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó îò-

ñ÷¼òà, äâèæóùóþñÿ âëåâî ñî ñêîðîñòüþ v = ũ2. Â ýòîé ñèñòåìå âòîðàÿ

÷àñòèöà äî ñòîëêíîâåíèÿ ïîêîèòñÿ. Âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëîé ïðåîáðàçî-

âàíèÿ ýíåðãèè (4.9). Ýíåðãèÿ ïåðâîé ÷àñòèöû è ìîäóëü èìïóëüñà äî è

ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ íå ìåíÿþòñÿ: Ẽ1 = Ẽ ′
1 = Ẽ,

|p̃1| = |p̃′
1| = p̃. Â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå ýíåðãèè ðàâíû:

E1 =
Ẽ1 + ũ2p̃1
√

1− ũ2
2

, E ′
1 =

Ẽ1 + ũ2p̃1 cosχ
√

1− ũ2
2

, (4.25)

ãäå ó÷òåíî, ÷òî ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ ýíåðãèÿ íå èçìåíÿåòñÿ è ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå vp ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ìîäóëåé íà êîñèíóñ óãëà χ.
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Ïîýòîìó ïåðåäàííàÿ ýíåðãèÿ â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå ðàâíà:

E ′
1 − E1 = − p̃1ũ2

√

1− ũ2
2

(1− cosχ) = − p̃ 2

m2
(1− cosχ),

ãäå ũ2 âûðàæåíà ÷åðåç èñïóëüñ p̃2, ðàâíûé p̃ (â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ).

×òîáû åãî íàéòè, âîñïîëüçóåìñÿ ïåðâûì ñîîòíîøåíèåì (4.25), â êîòîðîå

ïîäñòàâèì ñâÿçü ýíåðãèè è èìïóëüñà Ẽ1 =
√

p̃ 2 +m2
1, à òàêæå èìïóëüñà

è ñêîðîñòè 1 + p̃ 2/m2
2 = 1/(1− ũ2

2):

E1 =
Ẽ1

√

1− ũ2
2

+
p̃ 2

m2
=
√

p̃ 2 +m2
1

√

1 + p̃ 2/m2
2 +

p̃ 2

m2
.

�åøàÿ ýòî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî p̃, ïîëó÷àåì:

p̃ 2

m2
= ε =

(E2
1 −m2

1)m2

m2
1 +m2

2 + 2m2E1
,

÷òî äà¼ò E ′
1, à ïðè ïîìîùè çàêîíà ñîõðàíåíèÿ è E ′

2 = E1 +m2 − E ′
1:

E ′
1 = E1 − ε (1− cosχ), E ′

2 = m2 + ε (1− cosχ).

Òàêèì îáðàçîì, ýíåðãèè ðàññåÿííûõ ÷àñòèö â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå äî-

ñòàòî÷íî ïðîñòî ñâÿçàíû ñ óãëîì χ ïîâîðîòà èìïóëüñîâ â ñèñòåìå öåíòðà

ìàññ. Âåëè÷èíà ε (1 − cosχ) ÿâëÿåòñÿ ýíåðãèåé, ïåðåäàííîé ïåðâîé ÷à-

ñòèöåé, è îíà òåì áîëüøå, ÷åì áîëüøå χ. Ïðè �ëîáîâîì� ñòîëêíîâåíèè,

êîãäà χ = π, ýòà ýíåðãèÿ ìàêñèìàëüíà è ðàâíà 2ε.

⊲ Â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì îäèí âàæíûé àñïåêò, ñâÿçàííûé ñ çàêî-

íàìè ñîõðàíåíèÿ [22℄. Åñëè ÷àñòèöû âçàèìîäåéñòâóþò, òî ñêîðîñòü êîí-

êðåòíîé ÷àñòèöû ìåíÿåòñÿ. Ïîýòîìó å¼ ýíåðãèÿ è èìïóëüñ äîëæíû âû-

÷èñëÿòüñÿ â êîíêðåòíûé ìîìåíò âðåìåíè. Ïðè çàïèñè çàêîíà ñîõðàíå-

íèÿ, íàïðèìåð èìïóëüñà, ìû ñóììèðóåì èìïóëüñû ÷àñòèö, âû÷èñëåííûå

â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè â êîíêðåòíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà. Îäíàêî, òàê

êàê ÷àñòèöû íàõîäÿòñÿ â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà, â äðóãîé ñè-

ñòåìå òàêàÿ ñóììà áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ðàçëè÷íûì ìîìåíòàì âðåìåíè

(îòíîñèòåëüíîñòü îäíîâðåìåííîñòè, ñòð. 72). Çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìååò îä-

íîçíà÷íûé ñìûñë, òîëüêî êîãäà ÷àñòèöû åù¼ íå âçàèìîäåéñòâîâàëè èëè

ïîñëå ýòîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå îíè äâèæóòñÿ ñ ïîñòîÿííûìè

ñêîðîñòÿìè (èìïóëüñàìè), è äàæå íå îäíîâðåìåííûå çíà÷åíèÿ èìïóëü-

ñîâ, äàäóò îäèíàêîâóþ ñóììó. Ïîäðîáíåå ýòîò âîïðîñ áóäåò ðàññìîòðåí

â ãëàâå 10.
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4.8 �åàêòèâíîå äâèæåíèå

Ìåæçâ¼çäíûå ðàññòîÿíèÿ îãðîìíû. ×òîáû èõ ïðåîäîëåâàòü, íåîáõîäè-

ìî äâèæåíèå ñ ðåëÿòèâèñòñêîé ñêîðîñòüþ. Â ïóñòîì ïðîñòðàíñòâå ëå-

òàòåëüíûé àïïàðàò ìîæåò óñêîðèòü ñåáÿ, òîëüêî ëèøèâøèñü ÷àñòè ñâî-

åé ìàññû. �àññìîòðèì äåòàëè ðåëÿòèâèñòñêîãî ðåàêòèâíîãî äâèæåíèÿ.

Ïóñòü ðàêåòà ìàññîé M , ëåòÿùàÿ ñî ñêîðîñòüþ v, çà ìàëûé èíòåðâàë

âðåìåíè dt èñïóñêàåò â ïðîòèâ íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ íå÷òî, îáëàäàþ-

ùåå ýíåðãèåé ε è ñêîðîñòüþ −u:

Ñêîðîñòü ðàêåòû ïðè ýòîì óâåëè÷èâàåòñÿ, à ìàññà óìåíüøàåòñÿ. Çàêîíû

ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà èìåþò âèä:

M√
1− v2

=
M ′

√
1− v′2

+ ε,
M v√
1− v2

=
M ′ v′√
1− v′2

− u ε,

ãäå M ′
è v′ � ìàññà è ñêîðîñòü ðàêåòû ïîñëå èñïóñêàíèÿ, à äëÿ èìïóëüñà

èñïóñêàåìîãî îáúåêòà ïîäñòàâëåíî ñîîòíîøåíèå p = −u ε (ñêîðîñòü u

íàïðàâëåíà ïðîòèâ v). Ñ÷èòàÿ èçìåíåíèÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà ìàëûìè,

èõ ìîæíî çàïèñàòü â äè��åðåíöèàëàõ (df = f ′ − f ):

d

(
M√
1− v2

)

= −ε, d

(
vM√
1− v2

)

= u ε

èëè, èñêëþ÷àÿ ε:

d

(
vM√
1− v2

)

= −u d

(
M√
1− v2

)

. (4.26)

Âûøå ñêîðîñòü èñòå÷åíèÿ ux = −u, êàê è ñêîðîñòü ðàêåòû, èçìåðÿëèñü

îòíîñèòåëüíî �íåïîäâèæíîé� ñèñòåìû îòñ÷¼òà. Áóäåì ñ÷èòàòü ïîñòîÿí-

íîé ñêîðîñòü èñòå÷åíèÿ îòíîñèòåëüíî ðàêåòû u′
x = −u0 = const. Òîãäà

ïî ïðàâèëó ðåëÿòèâèñòñêîãî ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé ýòà ñêîðîñòü äëÿ �íåïî-

äâèæíîãî� íàáëþäàòåëÿ ðàâíà:

ux =
u′
x + v

1 + uxv
=

−u0 + v

1− u0v
= −u.

Åñòåñòâåííî, òåêóùàÿ ñêîðîñòü u â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà çàâèñèò

îò ñêîðîñòè ðàêåòû v è ïðè å¼ óâåëè÷åíèè óìåíüøàåòñÿ (u0 < 1).
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Ìàññà ðàêåòû M = M(t) è å¼ ñêîðîñòü v = v(t) ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè
âðåìåíè. Âðåìÿ ìîæíî èñêëþ÷èòü è ñ÷èòàòü, ÷òî îñòàâøàÿñÿ ìàññà ðà-

êåòû çàâèñèò îò ïðèîáðåò¼ííîé åþ ñêîðîñòè M = M(v). �àçäåëèâ (4.26)
íà dv, ïîëó÷àåì äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå:

d(vf)

dv
=

v − u0

1− u0v

df

dv
, ãäå f = f(v) =

M(v)√
1− v2

.

�àñêðîåì ïðîèçâîäíóþ ïðîèçâåäåíèÿ è ðàçäåëèì äè��åðåíöèàëû:

df

f
=

v − 1/u0

1− v2
dv =

vdv

1− v2
− 1

2u0

(
dv

1− v
+

dv

1 + v

)

.

Ýòî óðàâíåíèå ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ (⋖H19). Âîçâðàùàÿñü îò �óíêöèè f
ê ìàññå M = f

√
1− v2, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

M

M0
=

(
1− v

1 + v

)1/(2u0)

, (4.27)

ãäå M0 = M(0) � ìàññà ðàêåòû â íà÷àëå ðàçãîíà (v0 = v(0) = 0). Âîññòà-

íàâëèâàÿ �óíäàìåíòàëüíóþ ñêîðîñòü v 7→ v/c (⋖H20), â íåðåëÿòèâèñò-

ñêîì ïðåäåëå ïðèõîäèì ê èçâåñòíîé �îðìóëå Öèîëêîâñêîãî

M = M0 e
−v/u0.

⊲ Ïðè âûâîäå �îðìóëû ðåàêòèâíîãî äâèæåíèÿ ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî

ïîòîê âûáðàñûâàåìîãî èç ðàêåòû âåùåñòâà ïîñòîÿíåí êàê ïî ñêîðîñòè,

òàê è ïî èíòåíñèâíîñòè. Íà ñàìîì äåëå ýòî äîñòàòî÷íî íåý��åêòèâíûé

ñïîñîá óñêîðåíèÿ è íà íà÷àëüíûõ ýòàïàõ ïðèõîäèòñÿ ðàçãîíÿòü êàê ïî-

ëåçíûé ãðóç, òàê è òîïëèâî. �àöèîíàëüíåå ñðàçó âûáðîñèòü êàê ìîæíî

áîëüøå âåùåñòâà, õîòÿ óñêîðåíèå, èñïûòûâàåìîå ïðè ýòîì ðàêåòîé, áóäåò

î÷åíü áîëüøèì. Òàê, åñëè âåùåñòâî èñïóñêàåòñÿ ðàêåòîé íå ïîñòåïåííî, à

�ñðàçó�, íàïðèìåð, â ðåçóëüòàòå âçðûâà, òî ñèòóàöèÿ ñ áàëàíñîì ïîëåçíîé

ìàññû ðàêåòû è èñõîäíîé M/M0 áóäåò èíîé. Çàïèøåì çàêîíû ñîõðàíå-

íèÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà, êîãäà ðàêåòà ñíà÷àëà áûëà íåïîäâèæíîé, èìåÿ

ìàññó M0. Ïóñòü îíà èñïóñêàåò ñî ñêîðîñòüþ u0 íåêîòîðóþ ìàññó m:

M0 =
M√
1− v2

+
m

√

1− u2
0

,
Mv√
1− v2

=
mu0

√

1− u2
0

.

Èñêëþ÷àÿ m, ïîëó÷àåì:

M

M0
=

√
1− v2

1 + v/u0
.

Êîãäà u0 = 1 (�óíäàìåíòàëüíàÿ ñêîðîñòü), ðåçóëüòàò ñîâïàäàåò ñ (4.27).
Îäíàêî ïðè u0 < 1 �îðìóëû ðàçëè÷àþòñÿ è, âìåñòî ñòåïåííîãî óáûâàíèÿ

ìàññû, ìû èìååì çíà÷èòåëüíî áîëåå ìÿãêóþ çàâèñèìîñòü îò u0.
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4.9 Êîñìè÷åñêèå ïîë¼òû

⊲ Èç (4.27) ñëåäóåò, ÷òî, ÷åì âûøå ñêîðîñòü èñòå÷åíèÿ u0, òåì ìåíü-

øóþ ÷àñòü èñõîäíîé ìàññû òåðÿåò ðàêåòà. Â õèìè÷åñêèõ ðàêåòíûõ äâèãà-

òåëÿõ ñêîðîñòü èñòå÷åíèÿ â äîëÿõ �óíäàìåíòàëüíîé ñêîðîñòè ñîñòàâëÿåò

ïîðÿäêà u = 10−5
(3 êì/). Ïîýòîìó ïðè ðàçãîíå äî ïîëîâèíû ñêîðîñòè

ñâåòà v = 1/2 îò ðàêåòû îñòàíåòñÿ 10−23856
÷àñòü. Ïîíÿòíî, ÷òî ïîäîáíûé

ñïîñîá ðåëÿòèâèñòñêîãî óñêîðåíèÿ àáñîëþòíî íåðåàëèñòè÷åí.

Áîëåå ýêîíîìè÷íûì áóäåò äâèãàòåëü, â êîòîðîì ñêîðîñòü èñòå÷åíèÿ

áëèçêà ê åäèíèöå u0 ∼ 1. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîëîâèíû

ñêîðîñòè ñâåòà ïîòðåáóåòñÿ ïîòðàòèòü 40% èñõîäíîé ìàññû. Ïîäîáíûå

äâèãàòåëè íàçûâàþòñÿ �îòîííûìè, îäíàêî â êà÷åñòâå ðåàêòèâíîé ñòðóè

ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ è çàðÿæåííûå ÷àñòèöû, óñêîðåííûå ïðè ïîìîùè

ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé äî ñêîðîñòåé, áëèçêèõ ê ñêîðîñòè ñâåòà.

Ïðåäñòàâèì êîðàáëü â âèäå áîëüøîãî öèêëè÷åñêîãî óñêîðèòåëÿ çàðÿ-

æåííûõ ÷àñòèö, êîòîðûå ïîñòåïåííî ðàçãîíÿþòñÿ ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì,

óäåðæèâàÿñü íà êðóãîâîé èëè ñïèðàëüíîé îðáèòå ïðè ïîìîùè ìàãíèò-

íîãî ïîëÿ. Äîñòèãíóâ îêîëîñâåòîâûõ ñêîðîñòåé, îíè âûáðàñûâàþòñÿ â

âèäå ðåàêòèâíîé ñòðóè. Äðóãîé âàðèàíò � äëèííûé ëèíåéíûé óñêîðè-

òåëü ÷àñòèö, êîòîðûìè ìîãóò áûòü è äîñòàòî÷íî òÿæ¼ëûå èîíèçèðîâàí-

íûå àòîìû. Òàêîé äâèãàòåëü ÷àñòî íàçûâàåòñÿ èîííûì. Îí èìååò î÷åíü

ìàëåíüêóþ ðåàêòèâíóþ ñèëó, îäíàêî íà ìàðøåâîì ðàçãîíå (ýòàï íàáîðà

ñêîðîñòè ïðè ñòàðòå, íàïðèìåð, ñ îðáèòû âîêðóã Çåìëè) ïîñòåïåííî è

äîñòàòî÷íî ý��åêòèâíî óâåëè÷èâàåò ñêîðîñòü ðàêåòû. Âîçìîæíû òàêæå

ãèáðèäíûå âàðèàíòû, êîãäà íåñêîëüêî ïàð ëèíåéíûõ óñêîðèòåëåé çàöèê-

ëèâàþò ðàçâîðîòíûìè êîëüöàìè ñ ìàãíèòíûì ïîëåì. Â ýòîì ñëó÷àå äâè-

ãàòåëü ìîæåò ðàáîòàòü êàê â ëèíåéíîì, òàê è â öèêëè÷åñêîì âàðèàíòå.

Â ñîëíå÷íîé ñèñòåìå, êðîìå õèìè÷åñêèõ ðàêåò è ðàêåò, èñïîëüçóþùèõ

ÿäåðíûå ðåàêöèè, âîçìîæíî äâèæåíèå ïðè ïîìîùè ñâåòîâîãî ñîëíå÷íîãî

äàâëåíèÿ, îòðàæàåìîãî áîëüøèìè çåðêàëüíûìè ïàðóñàìè. Ñòîèò òàêæå

óïîìÿíóòü èäåþ âíåøíåãî óñêîðåíèÿ êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà áåç äâèãà-

òåëÿ. Â ýòîì ñëó÷àå îí ìîæåò óäàëÿòüñÿ îò Çåìëè, ïîëó÷àÿ èìïóëüñû

(íàïðèìåð, ëàçåðíûå) îò öåïî÷êè âðàùàþùèõñÿ íà ðàçíûõ ðàññòîÿíèÿõ

âîêðóã Çåìëè óñêîðèòåëüíûõ óñòàíîâîê. Îòäà÷à îò òàêèõ èìïóëüñîâ áó-

äåò ïîñòåïåííî óâåëè÷èâàòü ñêîðîñòü è ñàìèõ óñòàíîâîê. Ïîäîáíàÿ ðàñ-

êðó÷èâàþùàÿñÿ è óâåëè÷èâàþùàÿñÿ �ïðàùà� ìîæåò ïîñòîÿííî çàïóñêàòü

ìíîæåñòâî íåáîëüøèõ àïïàðàòîâ äëÿ èññëåäîâàíèÿ Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû,

ïîëó÷àÿ ýíåðãèþ äëÿ èìïóëüñîâ îò ñîëíå÷íûõ áàòàðåé. Íå çàïðåùåíî

òàêæå è äàëüíåéøåå óñîâåðøåíñòâîâàíèå èäåè Æþëÿ Âåðíà (ýëåêòðî-

ìàãíèòíûå ïóøêè è ò.ï.).
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⊲ Äâèæåíèå ñ îêîëîñâåòîâûìè ñêîðîñòÿìè ñîïðÿæåíî ñ ìíîæåñòâîì

îïàñíîñòåé. Ïîìèìî êîñìè÷åñêèõ ïèðàòîâ íåãóìàíîèäíîãî âèäà, ãëàâ-

íûì âðàãîì çâåçäîëåòà áóäóò àòîìû âîäîðîäà. Ïî ñîâðåìåííûì îöåíêàì

â êàæäîì êóáè÷åñêîì ñàíòèìåòðå ìåæçâ¼çäíîãî ïðîñòðàíñòâà ñîäåðæèò-

ñÿ ïðèìåðíî îäèí òàêîé àòîì. Äàæå åñëè îí èìååò íåáîëüøóþ ñêîðîñòü,

ïðè ñòîëêíîâåíèè ñ îáøèâêîé áûñòðî ëåòÿùåãî êîðàáëÿ áóäåò ïîðîæ-

äàòüñÿ æ¼ñòêîå ðàäèîàêòèâíîå èçëó÷åíèå è å¼ íàãðåâ. Îäíèì èç âîçìîæ-

íûõ ðåøåíèé (òåõíè÷åñêè ïîêà íåïîíÿòíî, êàê ðåàëèçóåìûì) áûëà áû

çàùèòà îò ýòèõ ÷àñòèö ïðè ïîìîùè ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé, ñ îäíî-

âðåìåííûì çàõâàòîì èõ äëÿ ïîïîëíåíèÿ ðàñõîäóåìîãî ïðè ðåàêòèâíîì

äâèæåíèè âåùåñòâà. Åù¼ áîëüøàÿ ïðîáëåìà � ïûëü è ìèêðîìåòåîðèòû,

êîòîðûå ìîãóò áûòü ñìåðòåëüíûìè äàæå äëÿ àâòîìàòè÷åñêèõ çîíäîâ.

Âòîðàÿ ïðîáëåìà - ýíåðãåòè÷åñêàÿ. Äàæå áåç ó÷¼òà ðàñõîäà ìàññû ðà-

êåòû, â ñîîòâåòñòâèè ñ �îðìóëîé Öèîëêîâñêîãî, äëÿ óñêîðåíèÿ çîíäà

ìàññîé 100 êã. äî ñêîðîñòè, ðàâíîé ïîëîâèíå ñêîðîñòè ñâåòà, òðåáóåòñÿ

15 · (3 ·108)2 ≈ 1018 Äæ. Ïî ñîâðåìåííûì ìåðêàì ýòî ãèãàíòñêàÿ ýíåðãèÿ.

Îäíàêî îñâîåíèå òåðìîÿäåðíîãî óïðàâëÿåìîãî ñèíòåçà ñäåëàåò ïîäîáíûå

ýíåðãèè áîëåå ðåàëèñòè÷íûìè. Íå ñòîèò íà ìåñòå òàêæå è �èçèêà ýëå-

ìåíòàðíûõ ÷àñòèö. ×åì ãëóáæå ìû îïóñêàåìñÿ ïî ñòðóêòóðíîé ëåñòíèöå,

òåì áîëüøèå ýíåðãèè ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé ñòàíîâÿòñÿ äîñòóïíûìè.

⊲ Êðîìå òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîáëåì, âîçíèêàþùèõ ïðè èññëåäîâàíèè

ãëóáîêîãî êîñìîñà, ñóùåñòâóþò è ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñ öåëåñîîáðàç-

íîñòüþ òàêèõ ýêñïåäèöèé. ×åì äàëüøå ýêñïåäèöèÿ çàáèðàåòñÿ â êîñìîñ,

òåì ïîçæå ÷åëîâå÷åñòâî óçíà¼ò î ðåçóëüòàòàõ å¼ èññëåäîâàíèé. Â êàêîé-

òî ìîìåíò çàäåðæêà â ïîëó÷åíèè íîâîé èí�îðìàöèè ïîëíîñòüþ íèâåëè-

ðóåò å¼ öåííîñòü. Ñîìíèòåëüíà òàêæå ïîëüçà ïèëîòèðóåìûõ ýêñïåäèöèé,

äàæå â ïðåäåëàõ ñîëíå÷íîé ñèñòåìû. Ñòðåìèòåëüíî ðàçâèâàþùàÿñÿ êîì-

ïüþòåðíàÿ òåõíèêà óæå â áëèæàéøåì áóäóùåì áóäåò îáëàäàòü èíòåëëåê-

òîì, ñðàâíèìûì ñ ÷åëîâå÷åñêèì è ïðåâûøàþùèì åãî. Ïîýòîìó ñëàáûå

áèîëîãè÷åñêèå îðãàíèçìû, êîòîðûå íåîáõîäèìî çàùèùàòü îò ðàäèàöèè,

îáåñïå÷èâàòü âîçäóõîì è âîäîé, äåëàþò áåññìûñëåííûìè ïèëîòèðóåìûå

÷åëîâå÷åñêèìè îñîáÿìè ýêñïåäèöèè. Åäèíñòâåííàÿ ïðè÷èíà, ïî êîòîðîé

íåîáõîäèìà ðàçðàáîòêà çâåçäîëåòîâ ñ áèîëîãè÷åñêèì ýêèïàæåì, � ýòî

âîçìîæíûå ïðîáëåìû ñ íàøèì Ñîëíöåì. Ïîêà íåò îñíîâàíèé ñ÷èòàòü,

÷òî îíî âûéäåò èç ðåæèìà ñïîêîéíîãî ãîðåíèÿ, ñòàâ, íàïðèìåð, ñâåðõ-

íîâîé. Îäíàêî ìû äîñòàòî÷íî ìàëî çíàåì î åãî �èçèêå. Â ëþáîì ñëó÷àå

âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ êîâ÷åãîâ, ñïîñîáíûõ ñïàñòè ÷àñòü áèîëîãè÷å-

ñêèõ ñóùåñòâ è çíàíèé ÷åëîâå÷åñòâà, äîëæíà áûòü ïðîðàáîòàíà.
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�ëàâà 5

Ñèëà è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

Õîòÿ çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íî ìíîãî èí-

�îðìàöèè î âçàèìîäåéñòâèè ÷àñòèö, áîëåå äåòàëüíîå îïèñàíèå òðåáóåò

çíàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ.

Ìû èçó÷èì ïîíÿòèå ñèëû è îáîáùåíèå 2-ãî çàêîíà Íüþòîíà ïðè äâè-

æåíèè ÷àñòèöû ïîä âîçäåéñòâèåì âíåøíåãî ñèëîâîãî ïîëÿ. Áóäåò íàéäåí

õàðàêòåð ñèëû, äëÿ êîòîðîé ñîõðàíÿåòñÿ ïîëíàÿ ýíåðãèÿ è ìîìåíò èì-

ïóëüñà ÷àñòèöû. Â îáùåì ñëó÷àå òàêàÿ ñèëà ìîæåò çàâèñåòü îò ñêîðîñòè

÷àñòèöû.

�àññìàòðèâàåòñÿ äâèæåíèå ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû ïîä âîçäåéñòâè-

åì ïîñòîÿííîé ñèëû è â öåíòðàëüíîì, ñ�åðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîì ïîëå.

Åñëè â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ñèëà çàâèñèò îò ñêîðîñòè ïðîáíîé ÷àñòèöû,

âîçíèêàåò äîïîëíèòåëüíàÿ ïðåöåññèÿ å¼ îðáèòû, ñîâïàäàþùàÿ ñ òåîðèåé

ãðàâèòàöèè Ýéíøòåéíà.
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5.1 Îïðåäåëåíèå ñèëû

Îñíîâíàÿ çàäà÷à �èçèêè - ýòî ïðåäñêàçàíèå áóäóùåãî. Â êëàññè÷åñêîé

ìåõàíèêå äèíàìèêà äâèæåíèÿ ÷àñòèö îïðåäåëÿåòñÿ äè��åðåíöèàëüíû-

ìè óðàâíåíèÿìè âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïîýòîìó ìîæíî íàéòè êîîðäèíàòû

÷àñòèö êàê �óíêöèè âðåìåíè, åñëè èçâåñòíî èõ ïîëîæåíèå è ñêîðîñòè â

íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Â ðåëÿòèâèñòñêîé ìåõàíèêå ñèòóàöèÿ çíà-

÷èòåëüíî ñëîæíåå è äëÿ îïèñàíèÿ ñèñòåìû âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö

ïðèõîäèòñÿ ââîäèòü íîâóþ äèíàìè÷åñêóþ ñóùíîñòü � ïîëå âçàèìîäåé-

ñòâèÿ. Îäíàêî, êîãäà �íåáîëüøàÿ� ÷àñòèöà äâèæåòñÿ âî âíåøíåì ïîëå,

âïîëíå ïðèìåíèì êëàññè÷åñêèé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà äè��åðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèÿõ âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïîäîáíàÿ ÷àñòèöà, íå îêàçûâàþùàÿ

îáðàòíîãî âîçäåéñòâèÿ íà èñòî÷íèêè ñèëîâîãî ïîëÿ, íàçûâàåòñÿ ïðîáíîé.

Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå âòîðîé çàêîí Íüþòîíà â èçâåñòíîé ñòåïåíè

ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèåì ñèëû: F = ma (ìû íàçûâàåì ñèëîé íåêîòîðóþ

�óíêöèþ ïîëîæåíèÿ ÷àñòèöû è å¼ ñêîðîñòè, êîòîðàÿ ïðîïîðöèîíàëü-

íà óñêîðåíèþ ÷àñòèöû). Ýòî æå îïðåäåëåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

F = dp/dt, ãäå p = mu � íåðåëÿòèâèñòñêèé èìïóëüñ ÷àñòèöû. Â ðå-

ëÿòèâèñòñêîé òåîðèè ýòè äâà ñîîòíîøåíèÿ íå ýêâèâàëåíòíû è äëÿ ñèëû

ââîäèòñÿ ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå:

F =
dp

dt
=

m a√
1− u2

+
mu (ua)

(1− u2)3/2
, (5.1)

ãäå a = du/dt è âòîðîå ðàâåíñòâî ïîëó÷àåòñÿ ïðÿìûì äè��åðåíöèðîâà-

íèåì ðåëÿòèâèñòñêîãî èìïóëüñà p = mu/
√
1− u2

. Íàïðèìåð, ïðè äâè-

æåíèè íåáîëüøîãî çàðÿäà q â îêðåñòíîñòè íåïîäâèæíîãî çàðÿäà Q âû-

ïîëíÿåòñÿ çàêîí Êóëîíà:

dp

dt
= qQ

r

r3
. (5.2)

Ìîæíî áûëî áû îïðåäåëèòü ñèëó, êàê ma èëè ma/
√
1− u2

. Îäíàêî â

ýòîì ñëó÷àå ýìïèðè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ êóëîíîâñêîãî óðàâíåíèÿ äâè-

æåíèÿ (5.2) ïðèâåëî áû ê òîìó, ÷òî ñèëà îêàçàëàñü çàâèñÿùåé íå òîëüêî

îò ïîëîæåíèÿ ïðîáíîãî çàðÿäà, íî è îò åãî ñêîðîñòè è, ÷òî ñîâñåì íåõîðî-

øî, � îò óñêîðåíèÿ. Ïîýòîìó îïðåäåëåíèå (5.1) âûáðàíî òàê, ÷òîáû âåê-

òîð ñèëû, ïðèâîäÿùèé ê ýìïèðè÷åñêèì óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ, âûãëÿäåë

íàèáîëåå ïðîñòî. Îòäåëüíûé âîïðîñ, ïî÷åìó �ïðîñòîòà� âîçíèêàåò, åñëè

ñèëà ðàâíà ïðîèçâîäíîé èìïóëüñà? Îñòàâëÿÿ åãî áåç îòâåòà, ïðèìåì (5.1)

êàê îïðåäåëåíèå è ðàññìîòðèì íåêîòîðûå îáùèå ñâîéñòâà äèíàìèêè, íå

çàâèñÿùèå îò ÿâíîãî âèäà âçàèìîäåéñòâèÿ F.
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⊲ Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñêîðîñòè íà ñèëó ðàâíî èçìåíåíèþ ýíåðãèè

äâèæåíèÿ E = m/
√
1− u2

÷àñòèöû:

dE

dt
= uF. (5.3)

Êðîìå ïðÿìîé ïðîâåðêè, ýòó �îðìóëó ëåãêî ïîëó÷èòü äè��åðåíöèðóÿ

ñâÿçü ýíåðãèè, èìïóëüñà è ìàññû E2 = p2 + m2
è ïîäñòàâëÿÿ p = uE.

Èç (5.3) ñëåäóåò, ÷òî, åñëè ÷àñòèöà äâèæåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíî âåêòîðó

ñèëû, òî å¼ ýíåðãèÿ äâèæåíèÿ, à, ñëåäîâàòåëüíî, è ìîäóëü ñêîðîñòè íå

ìåíÿþòñÿ.

⊲ Íàéä¼ì óñêîðåíèå ïðîáíîãî òåëà:

a =
du

dt
=

d

dt

(p

E

)

=
F− u (uF)

E
. (5.4)

Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå íå ñîäåðæèò â ÿâíîì âèäå ìàññû ÷àñòèöû, ïîýòîìó

ïðèìåíèìî è äëÿ áåçìàññîâûõ îáúåêòîâ, íàïðèìåð, �îòîíîâ. Â ãðàâè-

òàöèîííîì ïîëå òðàåêòîðèÿ ñâåòà îòêëîíÿåòñÿ îò ïðÿìîé ëèíèè. Ýòî

ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî âèäèìîå ïîëîæåíèå èñòî÷íèêà ñâåòà îòëè÷àåòñÿ îò

òîãî, ãäå �íà ñàìîì äåëå� íàõîäèòñÿ ýòîò èñòî÷íèê. Â ìîìåíò çàòìåíèÿ

Ñîëíöà, âîçëå êðàÿ åãî ïîâåðõíîñòè âèäíû çâ¼çäû â ñäâèíóòîì ïîëîæå-

íèè îòíîñèòåëüíî èõ ïîëîæåíèÿ â îòñóòñòâèå Ñîëíöà:

�àñ÷¼ò ýòîãî ý��åêòà â òåîðèè ãðàâèòàöèè Ýéíøòåéíà ñòàë å¼ òðèóì-

�îì. Åñëè ñèëà ãðàâèòàöèîííîãî ïðèòÿæåíèÿ çàâèñèò íå îò ìàññû ÷àñòè-

öû m, à îò å¼ ýíåðãèè E, òàêîå èñêðèâëåíèå òðàåêòîðèè ìîæíî îïèñàòü

â ðàìêàõ ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè (ñòð. 156).

⊲ Èç (5.4) ñëåäóåò èçìåíåíèå ñî âðåìåíåì êâàäðàòà ñêîðîñòè:

du2

dt
=

2(uF)

E
(1− u2). (5.5)

Ýòî óðàâíåíèå ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïðè ïðèáëèæåíèè ñêîðîñòè u ê ñêî-

ðîñòè ñâåòà, å¼ ìîäóëü ïåðåñòà¼ò èçìåíÿòüñÿ, òàê êàê ìíîæèòåëü (1−u2)

�çàìîðàæèâàåò� äèíàìèêó. Â ÷àñòíîñòè, �ñâåòîïîäîáíûå� îáúåêòû, èìå-

þùèå èçíà÷àëüíî åäèíè÷íûé ìîäóëü ñêîðîñòè u2 = 1, íå ìåíÿþò ýòîãî
çíà÷åíèÿ. Õîòÿ, êîíå÷íî, îíè ìîãóò èçìåíèòü íàïðàâëåíèå ñêîðîñòè ïîä

âîçäåéñòâèåì ñèëû F (åñëè îíà çàâèñèò îò ýíåðãèè îáúåêòà E).
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5.2 Ñèëà â ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà

Íàéä¼ì êàê ñâÿçàíû âåêòîðû ñèëû äëÿ íàáëþäàòåëåé â äâóõ èíåðöè-

àëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà

(ñòð. 33) èíòåðâàëà âðåìåíè dt ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ïîëî-

æåíèÿìè îáúåêòà â ïðîñòðàíñòâå:

dt′ =
dt− v dr√
1− v2

=
1− v u√
1− v2

dt,

ãäå v � îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü ñèñòåì îòñ÷¼òà, à u = dr/dt � ñêîðîñòü
îáúåêòà. Èñïîëüçóÿ �îðìóëó äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ êâàäðàòîâ ñêîðîñòè

(1.22), ñòð. 36: √
1− u′2

√
1− u2

=

√
1− v2

1− vu
, (5.6)

ýòî ñîîòíîøåíèå ïåðåïèøåì â áîëåå ñèììåòðè÷íîì âèäå:

dt′
√

1− u′2 = dt
√

1− u2. (5.7)

Ñëåâà è ñïðàâà ñòîèò îäèíàêîâîå âûðàæåíèå, çàïèñàííîå ñ òî÷êè çðå-

íèÿ êàæäîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû. Ïîýòîìó åãî íàçûâàþò èíâàðèàíòîì

ïðåîáðàçîâàíèé. Â äàííîì ñëó÷àå ýòî áåñêîíå÷íî ìàëîå ñîáñòâåííîå âðå-

ìÿ îáúåêòà dt0, ðàâíîå â îáåèõ ñèñòåì îòñ÷¼òà S è S ′
. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè

÷àñû äâèæóòñÿ ñî ñêîðîñòüþ u, òî ïðîøåäøåå íà íèõ âðåìÿ îòíîñèòåëü-

íî ñèñòåìû îòñ÷¼òà S ðàâíî dt0 = dt
√
1− u2

(ñòð. 73). Ýòó æå �îðìóëó

ìîæíî çàïèñàòü è äëÿ ñèñòåìû S ′
, ïîñòàâèâ â ïðàâîé ÷àñòè øòðèõîâàí-

íóþ ñêîðîñòü è âðåìÿ. Â ëåâîé æå ÷àñòè â îáîèõ ñëó÷àÿõ ñòîèò îäíà è

òà æå âåëè÷èíà � ñîáñòâåííîå âðåìÿ ÷àñîâ.

Âîçüì¼ì äè��åðåíöèàëû ïðåîáðàçîâàíèé èìïóëüñà è ýíåðãèè (ñòð. 123),

ñ÷èòàÿ îòíîñèòåëüíóþ ñêîðîñòü ñèñòåì îòñ÷¼òà v ïîñòîÿííîé:

dE ′ =
dE − v dpx√

1− v2
, dp′x =

dpx − v dE√
1− v2

, dp′y = dpy.

�àçäåëèì ýòè ñîîòíîøåíèÿ íà äè��åðåíöèàëû âðåìåíè (5.7) è, ó÷èòû-

âàÿ, ÷òî dE/dt = uF, ïîëó÷àåì:

u′F′
√
1− u′2 =

uF− v Fx√
1− u2

√
1− v2

,
F ′
x√

1− u′2 =
Fx − v (uF)√
1− u2

√
1− v2

.

Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ñâÿçûâàþò êîìïîíåíòû ñèëû, èçìåðÿåìîé íàáëþäà-

òåëÿìè â äâóõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà S ′
è S. Äëÿ ïîïåðå÷íûõ ê

íàïðàâëåíèþ ñêîðîñòè v ïðîåêöèé ñèëû, íåèçìåííûìè îêàçûâàþòñÿ êîì-

áèíàöèè Fy/
√
1− u2

è Fz/
√
1− u2

, ÷òî ñëåäóåò èç dp′y = dpy è dp′z = dpz.
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⊲ Óæå îòìå÷àëîñü (ñòð. 123), ÷òî ÷åòâ¼ðêà âåëè÷èí, îáðàçóåìàÿ ýíåð-

ãèåé è êîìïîíåíòàìè èìïóëüñà: {E,p} ïðåîáðàçóåòñÿ òàê æå, êàê è âðåìÿ
ñ ðàäèóñ-âåêòîðîì {t, r}. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ è ñ ñèëîé. Â ýòîì ñëó÷àå

ñîîòâåòñòâóþùèìè ÷åòûðüìÿ âåëè÷èíàìè (4-âåêòîð ñèëû) ÿâëÿþòñÿ:

fα =

{
uF√
1− u2

,
F√

1− u2

}

. (5.8)

Â ïåðâîé ãëàâå ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ êîîðäèíàò è âðåìåíè áûëè çàïè-

ñàíû â âåêòîðíîì âèäå (ñòð. 33):

r′ = r− γvt+ Γv (vr), Γ =
γ − 1

v2
. (5.9)

Àíàëîãè÷íûå âåêòîðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ ñèëû:

F′
√
1− u′2 =

F− γ v (uF) + Γv (vF)√
1− u2

. (5.10)

Îòìåòèì òàêæå ñîîòíîøåíèå:

u′F′ =
(u− v)F

1− uv
, (5.11)

êîòîðîå ñëåäóåò èç ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ íóëåâûõ êîìïîíåíò 4-ñèëû è ñî-

îòíîøåíèÿ (5.6).

Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ ñèëû.

Êàê îáû÷íî, îíî ïîëó÷àåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé øòðèõîâàííûõ è íåøòðèõî-

âàííûõ âåëè÷èí ñ çàìåíîé v 7→ −v:

√
1− v2

1− vu
F = F′ + γ v (u′F′) + Γv (vF′). (5.12)

Â ýòîì ïðåîáðàçîâàíèè òàêæå èñïîëüçîâàíî ñîîòíîøåíèå (5.6).

Ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîåêöèé ñèëû ìåæäó èíåðöèàëüíûìè ñèñòåìàìè îò-

ñ÷¼òà ïîçâîëÿþò íàéòè âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó äâóìÿ äâèæóùèìèñÿ îáú-

åêòàìè, åñëè èçâåñòíà �ñòàòè÷åñêàÿ ñèëà�, êîãäà îäèí èç îáúåêòîâ íåïî-

äâèæåí. Ìû âîñïîëüçóåìñÿ ýòèì �àêòîì â ñëåäóþùåì òîìå, ÷òîáû èç

çàêîíà Êóëîíà (5.2) âûâåñòè ñèëó âîçäåéñòâèÿ ñî ñòîðîíû äâèæóùåãîñÿ

ñî ñêîðîñòüþ v çàðÿäà. Ïðè ýòîì âîçíèêàåò ñïåöè�è÷åñêàÿ êîìïîíåíòà

ñèëû, èìåþùàÿ ñìûñë ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Â êîíå÷íîì ñ÷¼òå ýòî ïðèâåä¼ò

íàñ ê óðàâíåíèÿì Ìàêñâåëëà è êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêå, â îñíîâå

êîòîðîé íà ñàìîì äåëå ëåæàò �ëèøü� çàêîí Êóëîíà è ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ëîðåíöà.
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5.3 Äâèæåíèå â ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå

• �àññìîòðèì äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû,

äâèæóùåéñÿ â ïîëå ïîñòîÿííîé ñèëû:

d

dt

mu√
1− u2

= F = const.

Â ÷àñòíîñòè, òàêàÿ ñèëà äåéñòâóåò íà çàðÿä q, ïðè åãî äâèæåíèè â ïî-

ñòîÿííîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå (òîì 2). Íåñìîòðÿ íà ïðîñòîòó óðàâíåíèÿ,

ðåëÿòèâèñòñêàÿ äèíàìèêà ïðèâîäèò ê äîâîëüíî ãðîìîçäêèì ðåøåíèÿì.

Èíòåãðèðóÿ äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå ïåðâûé ðàç, ïîëó÷àåì:

u√
1− u2

= w0 + a t, (5.13)

ãäå ââåäåí ïîñòîÿííûé âåêòîð a = F/m (ýòî íå 3-óñêîðåíèå, à ïðîñòî

êîíñòàíòà!), à w0 � ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ. Å¼ ìîæíî âûðàçèòü ÷å-

ðåç íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü îáúåêòà u0 â ìîìåíò âðåìåíè t = 0:

w0 =
u0

√

1− u2
0

.

Âîçâåä¼ì (5.13) â êâàäðàò è âûðàçèì u2
÷åðåç âðåìÿ:

u(t) =
w0 + a t

√

1 + (w0 + a t)2
. (5.14)

Ïî îïðåäåëåíèþ u(t) = dr/dt è äëÿ ïîëó÷åíèÿ çàêîíà äâèæåíèÿ ÷à-

ñòèöû, íåîáõîäèìî ïðîèíòåãðèðîâàòü �óíêöèþ u(t):

r(t) =

∫

u(t) dt =
σ

a

∫
w0 + a t

√

1 + σ2
(

t+ w0a

a2

)2
dt,

ãäå â (w0 + a t)2 = w2
0 + 2w0a t + a2 t2 âûäåëåí (⋖H21) ïîëíûé êâàäðàò

ïî t, a = |a| è ââåäåíà êîíñòàíòà

σ =
a

√

1 +
[w0 × a]2

a2

.

Ñäåëàåì çàìåíó τ = t+ (w0a)/a
2
:

r(t) =
σ

a

∫
a τ + [a× [w0 × a]]/a2√

1 + σ2τ 2
dτ,

ãäå ïðèìåíåíà �îðìóëà äâîéíîãî âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.
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Âîñïîëüçóåìñÿ òàáëè÷íûìè èíòåãðàëàìè:

∫
τ dτ√

1 + σ2τ 2
=

1

σ2

√

1 + σ2τ 2,

∫
dτ√

1 + σ2τ 2
=

1

σ
ln
(

στ +
√

1 + σ2τ 2
)

,

ïðîâåðÿåìûìè ïðÿìûì äè��åðåíöèðîâàíèåì. Â ðåçóëüòàòå:

r(t) = r0 +
a

a2

(
√

1 + (w0 + a t)2 −
√

1 +w2
0

)

+
a× [w0 × a]

a2
τ0(t),

ãäå r0 � ïîëîæåíèå òåëà â ìîìåíò âðåìåíè t = 0. Êîíñòàíòû èíòåãðèðî-

âàíèÿ âûáðàíû òàê, ÷òîáû r(0) = r0. Âåëè÷èíà

τ0(t) =
1

a
ln

√

1 + (w0 + at)2 + at+ (w0a)/a
√

1 +w2
0 + (w0a)/a

(5.15)

èìååò ñìûñë ñîáñòâåííîãî âðåìåíè îáúåêòà. Îíî ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíî:

τ0(t) =

t∫

0

√

1− u2(t) dt =

t∫

0

dt
√

1 + (w0 + a t)2
.

Åñëè ñ äâèæóùåéñÿ ÷àñòèöåé ñâÿçàòü ÷àñû, òî çà âðåìÿ äâèæåíèÿ t îíè
ïîêàæóò èíòåðâàë âðåìåíè τ0(t). Âûðàæåíèå äëÿ τ0(t), ïðè èçâåñòíûõ

íà÷àëüíîé ñêîðîñòè ÷àñòèöû è å¼ �óñêîðåíèè�, ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ïî-

êàçàíèÿ äâèæóùèõñÿ ÷àñîâ. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå u0 = w0 = 0 ñîáñòâåííîå

âðåìÿ ðàâíî (ñòð. 108):

τ0(t) =
1

a
ln
(√

1 + (at)2 + at
)

.

Åñëè ñîáñòâåííîå óñêîðåíèå a (ñòð. 106) è íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü u0 ïà-

ðàëëåëüíû äðóã äðóãó, òî âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå a × [w0 × a] ðàâíî
íóëþ è âûðàæåíèå äëÿ òðàåêòîðèè çàìåòíî óïðîùàåòñÿ. Òåëî äâèæåòñÿ

ïî ïðÿìîé ëèíèè. Êîãäà îñü x íàïðàâëåíà âäîëü ýòîé ëèíèè, ïîëó÷àåòñÿ

óæå èçâåñòíîå íàì âûðàæåíèå (3.39), ñòð. 107:

x(t) = x0 +
1

a

(
√

1 + (w0 + a t)2 −
√

1 + w2
0

)

.

Ýòà òðàåêòîðèÿ íà ïëîñêîñòè (x, t) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãèïåðáîëó. Ïîýòî-
ìó òàêîå äâèæåíèå ÷àñòî íàçûâàþò ãèïåðáîëè÷åñêèì. Â îáùåå ðåøåíèå

çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè âõîäèò ñëîæíåå, ïîýòîìó òåðìèí �ãèïåðáîëè÷å-

ñêîå äâèæåíèå� ïðèìåíèì òîëüêî äëÿ äâèæåíèÿ ïî ïðÿìîé. Â îáùåì

ñëó÷àå ëó÷øå ïðîñòî ãîâîðèòü î ðåëÿòèâèñòñêîì ðàâíîóñêîðåííîì äâè-

æåíèè.
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5.4 Äâèæåíèå â ìàãíèòíîì ïîëå

�àññìîòðèì åù¼ îäèí ïðèìåð ðåøåíèÿ ðåëÿòèâèñòñêèõ äèíàìè÷åñêèõ

óðàâíåíèé. Ïóñòü ñèëà çàâèñèò îò ñêîðîñòè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

dp

dt
= u×B, (5.16)

ãäå u � ñêîðîñòü ÷àñòèöû, à B � íåêîòîðûé ïîñòîÿííûé âåêòîð. Êàê ìû

óâèäèì â ñëåäóþùåì òîìå, ïîäîáíîå óðàâíåíèå âîçíèêàåò ïðè äâèæåíèè

åäèíè÷íîãî çàðÿäà â ïîñòîÿííîì îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå.

Ïðîèçâîäíàÿ ýíåðãèè ïî âðåìåíè ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ñêîðîñòè íà ñè-

ëó: dE/dt = uF, à ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå u[u×B] = [u×u]B = 0. Ïî-
ýòîìó ýíåðãèÿ äâèæåíèÿ E = m/

√
1− u2

â òàêîì ïîëå ñèë íå ìåíÿåòñÿ,

à ñëåäîâàòåëüíî, íå ìåíÿåòñÿ ìîäóëü ñêîðîñòè. Ýòèì ìîæíî âîñïîëüçî-

âàòüñÿ, çàïèñàâ ñâÿçü èìïóëüñà, ýíåðãèè è ñêîðîñòè: p = Eu. Ïîñòîÿííàÿ

ýíåðãèÿ âûíîñèòñÿ èç-ïîä ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè, è óðàâíåíèå äâèæå-

íèÿ ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

du

dt
= ω [u× b], (5.17)

ãäå ω = |B|/E � ïîñòîÿííûé åäèíè÷íûé âåêòîð è b = B/|B| = const.
Óìíîæàÿ ýòî óðàâíåíèå íà b, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ñîñòàâëÿþùàÿ

ñêîðîñòè â íàïðàâëåíèè âåêòîðà b íå ìåíÿåòñÿ:

d(bu)

dt
= 0. (5.18)

Âäîëü âåêòîðà b ÷àñòèöà äâèãàåòñÿ ðàâíîìåðíî. Èçìåíåíèå íàïðàâëåíèÿ

ñêîðîñòè ïðîèñõîäèò â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé b.

Óðàâíåíèå (5.17) ëåãêî ðåøèòü ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå ñèñòåìû êî-

îðäèíàò. Äëÿ ýòîãî îñü z íàïðàâëÿåòñÿ âäîëü âåêòîðà b è ïîëó÷àåò-

ñÿ ñèñòåìà òð¼õ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (⋖H22) Ìû æå ðåøèì

(5.17) â âåêòîðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ. Äëÿ ýòîãî ðàçëîæèì âåêòîð ñêîðîñòè

u = uq + u⊥:

uq = b (bu),

u⊥ = u− b (bu),

ãäå uq � ïðîäîëüíàÿ è u⊥ � ïîïåðå÷íàÿ ñîñòàâëÿþùèå ñêîðîñòè ïî îò-

íîøåíèþ ê âåêòîðó b. Äåéñòâèòåëüíî, bu � ïðîåêöèÿ ñêîðîñòè íà b.

Óìíîæàÿ å¼ íà åäèíè÷íûé âåêòîð b, ïîëó÷àåì ïðîäîëüíóþ ñîñòàâëÿþ-

ùóþ. Âû÷èòàíèå å¼ èç ñêîðîñòè äà¼ò ïîïåðå÷íóþ ñîñòàâëÿþùóþ.
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Òàê êàê b × b = 0 è bu = const, ïîïåðå÷íàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ óäîâëå-

òâîðÿåò óðàâíåíèþ (5.17):

du⊥
dt

= ω [u⊥ × b].

Âîçüì¼ì ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè ýòîãî óðàâíåíèÿ è ðàñêðîåì äâîéíîå

âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå, ó÷èòûâàÿ, ÷òî u⊥b = 0:

d2u⊥
dt2

= ω
du⊥
dt

× b = ω2 [u⊥ × b]× b = −ω2 u⊥.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ îñöèëëÿòîðíîå óðàâíåíèå:

d2u⊥
dt2

+ ω2u⊥ = 0. (5.19)

Åãî ðåøåíèå äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè èìååò âèä:

u⊥(t) = α cos(ωt) + β sin(ωt), (5.20)

ãäå α è β � äâà ïîñòîÿííûõ âåêòîðà, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ b. Îíè íàõî-

äÿòñÿ èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé:

u⊥(0) = u0 − b (bu0) = b× [u0 × b] = α,
du⊥(0)

dt
= ω [u0 × b] = ωβ,

ãäå u(0) = u0 � íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ñêîðîñòè. Â ðåçóëüòàòå:

u(t) = b (bu0) + b× [u0 × b] cos(ωt) + [u0 × b] sin(ωt). (5.21)

Ïðè çàïèñè ýòîãî ðåøåíèÿ ïîïåðå÷íàÿ ñêîðîñòü u⊥ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç

ïîëíóþ ñêîðîñòü u è ó÷òåíî, ÷òî ub = u0b = const.

Èíòåãðàë ñêîðîñòè ïî âðåìåíè, äà¼ò òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû:

r = r0 + b (bu0) t +
b× [u0 × b]

ω
sin(ωt) − u0 × b

ω

(
cos(ωt)− 1

)
,

ãäå r0 = r(0) � íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå ÷àñòèöû ïðè t = 0. Ýòî óðàâíåíèå
ñïèðàëè. ×àñòèöà ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω ïîâîðà÷èâàåòñÿ â ïëîñêîñòè,

ïåðïåíäèêóëÿðíîé b. Âåêòîðû ïðè ñèíóñå è êîñèíóñå ëåæàò â ýòîé ïëîñ-

êîñòè. Îíè ïåðïåíäèêóëÿðíû äðóã äðóãó è èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó.

Îíà îïðåäåëÿåò ðàäèóñ ñïèðàëè R, �ðàçìàòûâàþùåéñÿ� âäîëü b:

R =
|u0 × b|

ω
=

|u0|
ω

sinφ, (5.22)

ãäå φ � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè u0 è b. Åñëè φ = π/2 (íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü
ïåðïåíäèêóëÿðíà b), ðàäèóñ ìàêñèìàëåí è ïðîïîðöèîíàëåí íà÷àëüíîìó

èìïóëüñó ÷àñòèöû: R = |u0|E/|B| = |p0|/|B|.
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5.5 Îáùåå âûðàæåíèå äëÿ ñèëû

• Íàéä¼ì âûðàæåíèå äëÿ ñèëû, ñîãëàñóþùååñÿ ñ çàêîíàìè ñîõðàíåíèÿ

ýíåðãèè è ìîìåíòà èìïóëüñà. Ïóñòü âîêðóã íåïîäâèæíîãî, �òî÷å÷íîãî�

èñòî÷íèêà ñèëû ïðîñòðàíñòâî èçîòðîïíî. Â ýòîì ñëó÷àå ñèëà, äåéñòâó-

þùàÿ íà ïðîáíóþ ÷àñòèöó, ìîæåò çàâèñåòü òîëüêî îò âåêòîðà ðàññòîÿíèÿ

îò öåíòðà ïîëÿ r è ñêîðîñòè ïðîáíîé ÷àñòèöû u:

F = f1 r+ f2 u (ru) + f3 [r× u],

ãäå fi � ñêàëÿðíûå �óíêöèè. Îíè ìîãóò çàâèñåòü îò ðàññòîÿíèÿ äî èñòî÷-

íèêà ñèëû r =
√
r2, ìîäóëÿ ñêîðîñòè u =

√
u2

è ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

ru. Ìíîæèòåëü (ru) ïðè �óíêöèè f2 âûáðàí äëÿ óäîáñòâà.

Ïðè òàêîì ñèëîâîì âîçäåéñòâèè ñîõðàíÿåòñÿ (íå ìåíÿåòñÿ ñî âðåìå-

íåì) ñêàëÿðíàÿ �óíêöèÿ êîîðäèíàò è ñêîðîñòè, íàçûâàåìàÿ ïîëíîé ýíåð-

ãèåé. Ïðîñòåéøèé âàðèàíò ýòîé �óíêöèè ñîîòâåòñòâóåò ñóììå ýíåðãèè

äâèæåíèÿ E = m/
√
1− u2

è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè V (r):

E = E + V (r) = const. (5.23)

Âîçüì¼ì (⋖H23) å¼ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè ïðè ïîìîùè (5.3):

dE
dt

= uF+ V ′(r)
ru

r
= f1 (ru) + f2 (ru)u

2 + V ′(r)
(ru)

r
= 0.

Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî f1 = −f2 u
2 − V ′(r)/r, ïîýòîìó àääè-

òèâíàÿ ýíåðãèÿ (5.23) ñîõðàíÿåòñÿ, åñëè ñèëà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

F = −V ′(r)

r
r− f2(r, u, ru) [u× [r× u]] + f3(r, u, ru) [u× r], (5.24)

ãäå ó÷òåíà �îðìóëà �áàö ìèíóñ öàá�: u× [r× u] = ru2 − u(ru), ñòð.360.

Âòîðàÿ è òðåòüÿ êîìïîíåíòû ñèëû âñåãäà ïåðïåíäèêóëÿðíû ñêîðîñòè.

Ïîýòîìó îíè ìåíÿþò íàïðàâëåíèå ñêîðîñòè, íî íå àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó

(ò.å. ýíåðãèþ äâèæåíèÿ).

Åñëè ñèëà çàâèñèò îò ñêîðîñòè, òî ïîëíàÿ ýíåðãèÿ íå îáÿçàíà áûòü

ñóììîé �óíêöèé E(u) è V (r). Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ (⋖H24) ïðåäëà-

ãàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ýíåðãèÿ:

E = E eV (r) = const (5.25)

ñîõðàíÿåòñÿ, åñëè ñèëà èìååò âèä:

F = −E
V ′(r)

r
r− f2(r, u, ru) [u× [r× u]] + f3(r, u, ru) [u× r]. (5.26)

Îáðàòèì âíèìàíèå íà ïîÿâëåíèå â ïåðâîì ñëàãàåìîì ýíåðãèè äâèæåíèÿ.
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• Êðîìå ïîëíîé ýíåðãèè, ìîæåò òàêæå ñîõðàíÿòüñÿ âåêòîð ìîìåíòà

èìïóëüñà L, ïåðïåíäèêóëÿðíûé ñêîðîñòè u è ðàäèóñ-âåêòîðó r. Åñëè ýòî

ïðîèñõîäèò, òî òðàåêòîðèÿ ÷àñòèöû âñåãäà îñòà¼òñÿ â îäíîé ïëîñêîñòè,

ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ âåêòîðîâ r è u. Êëàññè÷åñêóþ

�îðìóëó L = m [r × u] â ðåëÿòèâèñòñêîì ñëó÷àå ìîæíî îáîáùèòü ðàç-

ëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Íàèáîëåå ïðîñòîå âûðàæåíèå äëÿ ìîìåíòà

L = r× p = E [r× u] (5.27)

ñîõðàíÿåòñÿ:

dL

dt
= u× p+ r× dp

dt
= r× F = f2 (ru) [r× u] + f3 (r (ru)− u r2) = 0,

åñëè f2 = f3 = 0 (âåêòîðû u, r â îáùåì ñëó÷àå èìåþò ïðîèçâîëüíîå

íàïðàâëåíèå, à r× u èì ïåðïåíäèêóëÿðåí).

Âïðî÷åì ýòî íå îçíà÷àåò, ÷òî íåëüçÿ ïîñòðîèòü âåêòîðíûé èíòåãðàë

äâèæåíèÿ ïðè f2 6= 0. Çàìåòèì, ÷òî âåêòîð u×[r×u] â âûðàæåíèÿõ (5.24),
(5.26) îñòà¼òñÿ â ïëîñêîñòè (r, u), íå âûâîäÿ èç íå¼ òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû

(â îòëè÷èå îò òðåòüåé êîìïîíåíòû ñèëû f3). Ïîýòîìó ïðè íàëè÷èè f2
ñîõðàíÿåòñÿ âåêòîð:

L = g(E) [r× p], (5.28)

ãäå g(E) � íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ ýíåðãèè äâèæåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, íà-

ïðèìåð, äëÿ (5.26)  f3 = 0 óðàâíåíèå:

dL

dt
= g′(E)(uF)[r× p] + g(E) [r× F] = 0

âûïîëíÿåòñÿ (⋖H25), åñëè

f2 = E2 g
′(E)

g(E)

V ′(r)

r
. (5.29)

Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè g(E) = E, �ìîäè�èöèðîâàí-

íûé� ìîìåíò èìïóëüñà L = E [r×p] ñîõðàíÿåòñÿ (äâèæåíèå ïðîèñõîäèò
â ïëîñêîñòè), ïðè äåéñòâèè ñèëû:

F = −E
V ′(r)

r

{
r+ u× [r× u]

}
. (5.30)

Îáùèé ìíîæèòåëü E âîçíèêàåò äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ïîëíîé ýíåðãèè

(5.25) è ïðè ñòåïåííîé çàâèñèìîñòè g(E) = Eν
. Äëÿ ãðàâèòàöèîííîãî

âçàèìîäåéñòâèÿ ïðè ìàëûõ ñêîðîñòÿõ ñèëà äîëæíà ïåðåõîäèòü â çàêîí

ãðàâèòàöèè Íüþòîíà, ïîýòîìó V (r) = −GM/r, E ≈ m, ãäå M � ìàññà

èñòî÷íèêà ïîëÿ, m � ìàññà ÷àñòèöû, G � ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Òàêàÿ ñèëà ïðèâîäèò ê ïðàâèëüíûì çíà÷åíèÿì äëÿ ñìåùåíèÿ ïåðèãåëèÿ

Ìåðêóðèÿ è îòêëîíåíèÿ ñâåòà (ñòð. 154).
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5.6 Äâèæåíèå â ïîëå V (r) = −α/r

�àññìîòðèì äâèæåíèå ÷àñòèöû ìàññîém â ïîëå ïðèòÿæåíèÿ  ñ ïîòåí-

öèàëîì V (r) = −α/r, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ñèëà F = −αr/r3, α > 0.

Â ñëó÷àå âçàèìîäåéñòâèÿ çàðÿäîâ, α ðàâíà èõ ïðîèçâåäåíèþ. Äëÿ ãðàâè-

òàöèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ýòà êîíñòàíòà ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ìàññ íà

ãðàâèòàöèîííóþ ïîñòîÿííóþ α = GmM . Òàê êàê α èìååò ðàçìåðíîñòü

ïðîèçâåäåíèÿ ýíåðãèè íà ðàññòîÿíèå, ïðè âîññòàíîâëåíèè �óíäàìåíòàëü-

íîé ñêîðîñòè íåîáõîäèìî ñäåëàòü çàìåíó α 7→ α/c2.

Ïðîñòåéøèì ÿâëÿåòñÿ äâèæåíèå ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñà r0, â öåíòðå

êîòîðîé íàõîäèòñÿ èñòî÷íèê ñèëû. Ïðè ýòîì ñêîðîñòü íå ìåíÿåò ñâîåãî

ìîäóëÿ, à èçìåíåíèå å¼ íàïðàâëåíèÿ ïðèâîäèò ê öåíòðîñòðåìèòåëüíîìó

óñêîðåíèþ a = u2/r0, íàïðàâëåííîìó ê öåíòðó îêðóæíîñòè. Âûðàæåíèå
äëÿ ñèëû (5.1) è ìîäóëÿ L ìîìåíòà èìïóëüñà L = r× p ðàâíû:

mu2/r0√
1− u2

=
α

r20
, L =

mur0√
1− u2

.

Ïåðâîå ñîîòíîøåíèå äà¼ò ñâÿçü ñêîðîñòè ÷àñòèöû è ðàäèóñà å¼ îðáèòû.

×åì áîëüøå ñêîðîñòü, òåì ìåíüøå ðàäèóñ è ïðè u → 1, r0 → 0. Îáú-
åäèíÿÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ, èìååì Lu = α è, òàê êàê u < 1, ïðèõîäèì

ê âûâîäó, ÷òî L > α. Ýòî íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì âîçìîæíîñòè

ñòàöèîíàðíîãî äâèæåíèÿ ïî îêðóæíîñòè. Îíî õàðàêòåðíî äëÿ ðåëÿòè-

âèñòñêîé äèíàìèêè, â êîòîðîé, â îòëè÷èè îò êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè, ñó-

ùåñòâóåò îãðàíè÷åíèå íà ñêîðîñòü. Åñëè L < α äâèæåíèå ïî îêðóæíîñòè

íåâîçìîæíî.

⊲ Èçó÷èì òåïåðü ñëó÷àé íåêðóãîâîãî äâèæåíèÿ. Îáîçíà÷èì, êàê è

ðàíüøå cφ = cosφ, è ò.ä. Â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ äëÿ ðàäèóñ-âåêòîðà

÷àñòèöû r è å¼ ñêîðîñòè u = dr/dt èìååì:

r = r cφ i+ r sφ j,

u = (ṙ cφ − r φ̇ sφ) i+ (ṙ sφ + r φ̇ cφ) j,

ãäå i, j � åäèíè÷íûå îðòîãîíàëüíûå âåêòîðû äåêàðòîâîãî áàçèñà, ïî êî-

òîðûì ðàçëîæåí ðàäèóñ-âåêòîð r è òî÷êà � ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè. Ïå-

ðåìíîæàÿ âåêòîðû r è u, ïîëó÷àåì:

ur = rṙ, u2 = ṙ2 + r2φ̇2, r× u = r2φ̇k, (5.31)

ãäå k = i× j � åäèíè÷íûé âåêòîð, íàïðàâëåííûé âäîëü îñè z, ïåðïåíäè-

êóëÿðíîé ïëîñêîñòè äâèæåíèÿ ÷àñòèöû.
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Ýòè ñîîòíîøåíèÿ äàþò äëèíó âåêòîðà ìîìåíòà èìïóëüñà:

L =
mr2φ̇

√

1− ṙ2 − r2φ̇2

= const. (5.32)

Êðîìå íåãî ñîõðàíÿåòñÿ àääèòèâíàÿ ïîëíàÿ ýíåðãèÿ E = E + V (r):

E =
m

√

1− ṙ2 − r2φ̇2

− α

r
= const. (5.33)

×àñòèöà ìîæåò ñîâåðøàòü êàê �èíèòíîå äâèæåíèå (â îãðàíè÷åííîé îá-

ëàñòè ïðîñòðàíñòâà), òàê è èí�èíèòíîå (ïðèëåòàòü èç áåñêîíå÷íîñòè è

òóäà æå âîçâðàùàòüñÿ). Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå α/r → 0 ïðè r → ∞ è, ñëå-

äîâàòåëüíî, E > m (ïðè îòëè÷íîé îò íóëÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ñêîðîñòè).

Åñëè æå E < m, ÷àñòèöà ñîâåðøàåò �èíèòíîå äâèæåíèå.

Êîìáèíèðóÿ ýíåðãèþ è ìîìåíò èìïóëüñà, ïîëó÷àåì óãëîâóþ ñêîðîñòü:

φ̇ =
L/r2

E + α/r
. (5.34)

Âûðàæàÿ èç (5.33) ïðîèçâîäíóþ ðàññòîÿíèÿ è ïîäñòàâëÿÿ â íå¼ φ̇, èìååì:

1− ṙ2 =
m2 + L2/r2

(E + α/r)2
. (5.35)

Ïðè ṙ = 0, ïîëó÷àåòñÿ êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî r, äëÿ òî-

÷åê �îñòàíîâêè� â êîòîðûõ ïðè äâèæåíèè ÷àñòèöû ðàññòîÿíèå ïåðåñòàåò

óâåëè÷èâàòüñÿ è íà÷èíàåò óìåíüøàòüñÿ (èëè íàîáîðîò):

L2 − α2

r2
− 2Eα

r
+m2 − E2 = 0.

Ââîäÿ òðè êîíñòàíòû:

β =
α2

L2
, r0 =

L2

αE (1− β), 1− ǫ2 =
m2 − E2

αE r0, (5.36)

ýòî óðàâíåíèå ïðè β 6= 1 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

1

r2
− 2

r0r
+

1− ǫ2

r20
= 0. (5.37)

Åñëè β < 1 è 0 < ǫ < 1 (�èíèòíîå äâèæåíèå) åãî äâà ðåøåíèÿ ðàâíû:

r1,2 =
r0

1± ǫ
.

Ïàðàìåòð ǫ íàçûâàåòñÿ ýêñöåíòðèñèòåòîì. Êðóãîâàÿ îðáèòà ðàäèóñà

r1 = r2 = r0 ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ ǫ = 0. Ïðè ǫ > 1 ïîëîæèòåëüíîå

ðåøåíèå ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíî: r1 = r0/(1+ ǫ) è ÿâëÿåòñÿ ðàññòîÿíèåì

ðàçâîðîòà òðàåêòîðèè ïðè èí�èíèòíîì äâèæåíèè.
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⊲ Òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû îïèñûâàåòñÿ �óíêöèÿìè r(t) è φ(t).
Åñëè èñêëþ÷èòü âðåìÿ, ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèå òðàåêòîðèè r = r(φ). Òàê

êàê dφ/dr = (dφ/dt)(dr/dt) = φ̇/ṙ, èç (5.34), (5.35) èìååì:

dφ

dr
= ± L/r2

√

(E + α/r)2 −m2 − L2/r2
,

ãäå ïëþñ-ìèíóñ âîçíèê ïðè ïîñëå èçâëå÷åíèÿ êâàäðàòíîãî êîðíÿ â (5.35).

Ïðè ïîìîùè ââåäåííûõ âûøå êîíñòàíò (5.36), ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæíî

ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

√

1− β dφ = ± (1/r2) dr
√

ǫ2 − 1
r20

+ 2
r0r

− 1
r2

= ± −dρ
√

ǫ2

r20
−
(

ρ− 1
r0

)2
,

ãäå âî âòîðîì ðàâåíñòâå ñäåëàíà çàìåíà r = 1/ρ è âûäåëåí ïîëíûé êâàä-
ðàò. Ïðîâåäÿ òàáëè÷íîå èíòåãðèðîâàíèå, ïîëó÷àåì:

r0
r

= 1 + ǫ cos(
√

1− β φ). (5.38)

Åñëè áû íå ìíîæèòåëü

√
1− β ïîä êîñèíóñîì, ýòî óðàâíåíèå ñîâïàëî áû

ñ òðàåêòîðèåé íåðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû â ýòîì ïîëå (ïðîâåðüòå, ÷òî

β 7→ β/c2). Â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ x = r cosφ, òðàåêòîðèÿ ïðè β = 0
èìååò âèä r0 = r + ǫ x. Òàê êàê r =

√

x2 + y2, íåñëîæíî ïîëó÷èòü:

(x

a
+ ǫ
)2

+
y2/a2

1− ǫ2
= 1, a =

r0
1− ǫ2

.

Ïðè 0 < ǫ < 1 ýòî óðàâíåíèå ýëëèïñà ñ áîëüøîé ïîëóîñüþ a = (r1+r2)/2:

Åñëè ε = 0, ýëëèïñ âûðîæäàåòñÿ â îêðóæíîñòü. Ïðè ǫ > 1, a < 0 ïî-

ëó÷àåòñÿ ãèïåðáîëà (âòîðîé ðèñóíîê). Íàêîíåö, åñëè ǫ = 1, ÷ëåí ñ x2

â r0 = r + ǫx ñîêðàùàåòñÿ, è ïîëó÷àåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ:

y2 = r20 − 2r0 x (âûøå òðåòèé ðèñóíîê). Ïàðàáîëà è ãèïåðáîëà âíåøíå

ïîõîæè, õîòÿ ïðè óäàëåíèè îò öåíòðà ãèïåðáîëà áûñòðî ñòðåìèòñÿ ê ïðÿ-

ìîé. Îáå êðèâûå ïðèõîäÿò èç áåñêîíå÷íîñòè, è òóäà æå óõîäÿò. Ïàðàáîëà

ñîîòâåòñòâóåò íåïîäâèæíîé íà áåñêîíå÷íîñòè ÷àñòèöå (E = m).
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⊲ Êîãäà β 6= 0, òðàåêòîðèÿ êà÷åñòâåííî ìåíÿåòñÿ. Ïóñòü ïðè φ = 0

÷àñòèöà íàõîäèòñÿ â òî÷êå ïåðèãåëèÿ íà ìèíèìàëüíîì ðàññòîÿíèè r1 =
r0/(1 + ǫ) îò öåíòðà (5.38). Â ñëåäóþùèé ðàç ÷àñòèöà îêàæåòñÿ â ïåðè-

ãåëèè êîãäà óãîë áóäåò ðàâåí φ = 2π + δφ. Â ýòîò ìîìåíò êîñèíóñ ðàâåí

1, à åãî àðãóìåíò 2π, ïîýòîìó:

δφ = 2π
( 1√

1− β
− 1
)

≈ πβ, (5.39)

ãäå ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî çàïèñàíî äëÿ ìàëûõ β. Íèæå íà ïåðâîì

ðèñóíêå èçîáðàæåíà òðàåêòîðèÿ ïðè èçìåíåíèè φ îò 0 äî 18π:

Áîëüøàÿ îñü ýëëèïñà ïðè êàæäîì ïîëíîì îáîðîòå ÷àñòèöû ïîâîðà÷èâà-

åòñÿ íà δφ (ýòîò ý��åêò íàçûâàþò âðàùåíèåì ïåðèãåëèÿ).

⊲ Êîãäà ǫ > 1, ÷àñòèöà ïðèëåòàåò èç áåñêîíå÷íîñòè è çàòåì òóäà æå

âîçâðàùàåòñÿ. Àñèìïòîòèêè r = ∞ ñîîòâåòñòâóþò óãëàì ±φ∞, ãäå

φ∞ =
arccos(−1/ǫ)√

1− β
. (5.40)

Ïðè áîëüøèõ φ∞ ÷àñòèöà, ïåðåä óõîäîì íà áåñêîíå÷íîñòü, ìîæåò ñîâåð-

øèòü íåñêîëüêî îáîðîòîâ âîêðóã öåíòðà ïîëÿ (ñì. âûøå âòîðîé ðèñóíîê).

⊲ Íàêîíåö, äëÿ ñëó÷àÿ β > 1, èìååì:

√

β − 1 dφ = ± (1/r2) dr
√

1− ǫ2

r20
+ 2

r0r
+ 1

r2

= ± −dρ
√(

ρ+ 1
r0

)2

− ǫ2

r20

,

ãäå r0 = L2 (β−1)/αE è 1−ǫ2 = (E2−m2) r0/αE . Ïðîâîäÿ èíòåãðèðîâàíèå
(ïðè φ = 0, ñ÷èòàåì r = r0), ïîëó÷àåì:

r0
r

= ǫ ch(
√

β − 1 φ)− 1. (5.41)

Èí�èíèòíîå äâèæåíèå âîçíèêàåò ïðè E > m (ǫ < 1), à �èíèòíîå ïðè

E < m (ǫ > 1). Ïðè ýòîì �èíèòíîå äâèæåíèå èìååò âèä ñïèðàëè, ïðèáëè-

æàþùåéñÿ ê öåíòðó ïîëÿ. Òàêîå ïîâåäåíèå ÷àñòèöû íàçûâàþò ïàäåíèåì

íà öåíòð (âûøå òðåòèé ðèñóíîê).
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5.7 Ñèëà ãðàâèòàöèè, çàâèñÿùàÿ îò ñêîðîñòè

∗

Âûøå (ñòð. 149) ïîêàçàíî, ÷òî, åñëè ñèëà ïðîïîðöèîíàëüíà ýíåðãèè

äâèæåíèÿ E è ñîõðàíÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ïîëíàÿ ýíåðãèÿ âìåñòå ñ

àíàëîãîì ìîìåíòà èìïóëüñà, òî ñèëà äîëæíà ðàâíÿòüñÿ:

F = −E
α

r3
{
r+ u× [r× u]

}
. (5.42)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè α = GM ýòî ñèëà ãðàâèòàöèè, ñîçäàâàåìàÿ ìàñ-

ñîé M è äàþùàÿ â ïðåäåëå ìàëûõ ñêîðîñòåé íüþòîíîâñêèé çàêîí ãðà-

âèòàöèè. Åñëè êîíñòàíòó α ðàçäåëèòü íà êâàäðàò ñêîðîñòè ñâåòà, òî ïî-

ëó÷èòñÿ âåëè÷èíà, èìåþùàÿ ðàçìåðíîñòü äëèíû. Å¼ óäâîåííîå çíà÷åíèå

ïðèíÿòî íàçûâàòü ãðàâèòàöèîííûì ðàäèóñîì òåëà M . Òàê, äëÿ Ñîëíöà

ãðàâèòàöèîííûé ðàäèóñ ðàâåí:

2α

c2
=

2GM

c2
= 2.953 250 077 0(2) êì, (5.43)

ãäå G = 6.6743(7) · 10−11 3 −1 −2
� ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ. Äëÿ ñðàâ-

íåíèÿ, ãðàâèòàöèîííûé ðàäèóñ Çåìëè ðàâåí 8.87 ìèëëèìåòðîâ.
Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå (5.4), óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ïîä âîç-

äåéñòâèåì ýòîé ñèëû ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

du

dt
= − α

r3
{
(1 + u2) r− 2 (ru)u

}
. (5.44)

Ïðè ýòîì ñîõðàíÿåòñÿ ïîëíàÿ ýíåðãèÿ (íàïîìíèì, ÷òî dE/dt = uF):

Ẽ = E e−α/r = const (5.45)

è ìîäè�èöèðîâàííûé ìîìåíò èìïóëüñà:

L̃ = E [r× p] = E2 [r× u]. (5.46)

Ïðè äâèæåíèè ïî îêðóæíîñòè, ñêîðîñòü è ðàäèóñ-âåêòîð ïåðïåíäèêó-

ëÿðíû. Ïîäñòàâëÿÿ â (5.44) öåíòðîñòðåìèòåëüíîå óñêîðåíèå a = u2/r,
ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå ìåæäó ñêîðîñòüþ è ðàäèóñîì îðáèòû:

r0 = α
1 + u2

u2
.

Åñëè u → 1, èìååì r0 → 2α (à íå ê íóëþ, êàê â ìîäåëè ïðåäûäóùå-

ãî ðàçäåëà). Áëèæå ãðàâèòàöèîííîãî ðàäèóñà 2α, ÷àñòèöà, âðàùàÿñü ïî
îêðóæíîñòè, ïðèáëèçèòüñÿ ê öåíòðó ïîëÿ íå ìîæåò.

Âòîðàÿ êîñìè÷åñêàÿ ñêîðîñòü ìåíüøå ñêîðîñòè ñâåòà. Åñëè ÷àñòèöà

ñòàðòóåò ñ ðàññòîÿíèÿ R > 2α ñî ñêîðîñòüþ u = (1 − e−2α/R)1/2, òî íà

áåñêîíå÷íîñòè îíà áóäåò èìåòü íóëåâóþ ñêîðîñòü, ÷òî íåñëîæíî ïîëó-

÷èòü èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ (5.45).
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⊲ Âîçâåä¼ì â êâàäðàò ìîäè�èöèðîâàííûé ìîìåíò èìïóëüñà (5.46):

L̃2 = E4
{
r2u2 − (ru)2

}
è ïîäñòàâèì â íåãî u2 = 1−m2/E2

è ru = rṙ:

ṙ2 = 1− m2

E2
− L̃2/r2

E4
. (5.47)

Íàïðàâèì îñü z ñèñòåìû êîîðäèíàò âäîëü ìîìåíòà èìïóëüñà. Â ïîëÿð-

íûõ êîîðäèíàòàõ äëÿ åãî ìîäóëÿ èìååì L̃ = E2 r2φ̇. Ïîâòîðÿÿ ðàññóæ-

äåíèÿ ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà è çàìåíÿÿ E íà Ẽ eα/r, ïîëó÷àåì:

dφ =
±(L̃/r2) dr

√

Ẽ4 e4α/r − Ẽ2m2 e2α/r − L̃2

r2

≈
(1/r2) dr /

√

1− β̃
√

ǫ̃ 2 − 1
r̃20

+ 2
r̃0r

− 1
r2

.

Âî âòîðîì ïðèáëèæåííîì ðàâåíñòâå ýêñïîíåíòû ðàçëîæåíû â ðÿä ïî

α ≪ r äî âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè: ex = 1 + x + x2/2 è ââåäåíû ïàðà-

ìåòðû:

β̃ = 2Ẽ2(4Ẽ2−m2)
α2

L̃2
, r̃0 =

L̃2 (1− β̃)

α Ẽ2 (2Ẽ2 −m2)
, 1− ǫ̃2 =

Ẽ2 (m2 − E2)

1− β̃

r̃20
L̃2

.

Îòìåòèì, ÷òî α è L̃ èìåþò îòëè÷íûå îò ïðåäûäóùåé ìîäåëè ðàçìåð-

íîñòè. Â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðèáëèæåíèè, ïðè �èíèòíîì äâèæåíèè ÷à-

ñòèöà ïî-ïðåæíåìó ïåðåìåùàåòñÿ ïî ýëëèïñó. Òàê êàê ïàðàìåòðû β̃ è r̃0
óìíîæåíû íà α, êîòîðàÿ ïðîïîðöèîíàëüíà 1/c2, â âåäóùåì ïðèáëèæåíèè

ïî α äëÿ Ẽ ìîæíî âçÿòü íåðåëÿòèâèñòñêèé ïðåäåë, ðàâíûé m. Ïîýòîìó

β̃ ≈ 6α2m4/L̃2
è r̃0 ≈ L̃2/αm4

. Ó÷èòûâàÿ (5.39), ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå

ñìåùåíèå ïåðèãåëèÿ îðáèòû:

δφ =
6πα

r0
. (5.48)

Ïàðàìåòð r0 äëÿ Ìåðêóðèÿ ðàâåí 5.546 · 107 êì, à ïåðèîä åãî îáðàùåíèÿ
âîêðóã Ñîëíöà � 88 äíåé. Ïîýòîìó ïîâîðîò ïåðèãåëèÿ Ìåðêóðèÿ ñîñòàâ-

ëÿåò 43′′ óãëîâûå ñåêóíäû â ñòîëåòèå:

3 · 2.953
5.546 · 107 ·

360 · 60 · 60
2π

· 365.24 · 100
88

= 42.96′′.

Ïåðâàÿ äðîáü � ýòî ñîîòíîøåíèå (5.48) ñ ó÷¼òîì (5.43), ðàâíàÿ èçìåíå-

íèþ ïåðèãåëèÿ â ðàäèàíàõ. Âòîðàÿ äðîáü ïåðåâîäèò ðàäèàíû â óãëîâûå

ñåêóíäû, à ïîñëåäíÿÿ � îïðåäåëÿåò âðåìÿ çà êîòîðîå ïðîèñõîäèò ïîâî-

ðîò ïåðèãåëèÿ. Ýòîò ðåçóëüòàò â øåñòü ðàç áîëüøå, ÷åì â ðàññìîòðåííîé

ðàíåå ìîäåëè ñ ñèëîé F = −mα r/r3. Ê òàêîìó æå âûðàæåíèþ ïðèâî-

äèò è òåîðèÿ ãðàâèòàöèè Ýéíøòåéíà, îäíàêî, �èçèêà ý��åêòà ïðè ýòîì

ñóùåñòâåííî ñëîæíåå.
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• �àññìîòðèì òåïåðü îòêëîíåíèå ëó÷à ñâåòà ãðàâèòàöèîííûì ïîëåì

Ñîëíöà, åñëè îí äâèæåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì (5.44) ñ u2 = 1:

du

dt
= −2α

r3
{
r− (ru)u

}
. (5.49)

Ïóñòü ñâåò ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âäîëü îñè x. Â ñèñòåìå åäèíèö c = 1 ìà-

ëûé óãîë θ îòêëîíåíèÿ ëó÷à ðàâåí y-êîâîé ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè ïîñëå

ïðîõîæäåíèÿ Ñîëíöà (îòíîøåíèå êàòåòà ê åäèíè÷íîé ãèïîòåíóçå):

θ ≈ tg θ = |uy|.

Äî ïðîõîæäåíèÿ ìèìî Ñîëíöà uy(−∞) = 0. Ïðîèíòåãðèðóåì ïðîåêöèþ

íà îñü y óðàâíåíèÿ (5.49) ïî âðåìåíè:

uy = uy(∞)− uy(−∞) = −2α

∞∫

−∞

y − (ru) uy

r3
dx

ux
,

ãäå ñäåëàíà çàìåíà dt = dx/ux. Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ïî ïàðàìåòðó α,
ñâåò ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âäîëü ïðÿìîé. �àçëîæèì òðàåêòîðèþ è ñêîðîñòü

â ðÿä ïî α. Òàê êàê èíòåãðàë óæå óìíîæàåòñÿ íà α, äëÿ âåäóùåãî ïðè-

áëèæåíèÿ ïî α â í¼ì ìîæíî çàìåíèòü âåëè÷èíû íà èõ �íåâîçìóùåííûå�

çíà÷åíèÿ äî îòêëîíåíèÿ: uy = 0, ux = 1, y = R, à êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ äî
òðàåêòîðèè ðàâåí r2 = R2 + x2

. Ïîýòîìó:

uy = −2α

∞∫

−∞

Rdx

(R2 + x2)3/2
= −4α

R
. (5.50)

Òàêèì îáðàçîì, óãîë îòêëîíåíèÿ ëó÷à ñâåòà ðàâåí 4α/R. Åñëè âèäèìîå

ïîëîæåíèå çâåçäû íàõîäèòñÿ ðÿäîì ñ ïîâåðõíîñòüþ ñîëíå÷íîãî øàðà, òî

R ïðèìåðíî ðàâíî åãî ðàäèóñó 6.955 · 105 êì. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ãðàâèòà-

öèîííûé ðàäèóñ 2α = 2.953 êì, äëÿ óãëà îòêëîíåíèÿ ïîëó÷àåì 1.75′′

óãëîâûõ ñåêóíä. Ýòîò âûâîä ïîäòâåðæäàåòñÿ ïðè íàáëþäåíèÿõ ñìåùå-

íèÿ ïîëîæåíèÿ çâ¼çä âî âðåìÿ ñîëíå÷íîãî çàòìåíèÿ.

Èç òåîðèè ãðàâèòàöèè Ýéíøòåéíà ñëåäóåò òàêîé æå ðåçóëüòàò ïðè

âû÷èñëåíèè îòêëîíåíèÿ ëó÷à ñâåòà. Îäíàêî, â ïîñëåäíåé îí ñâÿçàí ñ

êðèâèçíîé ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè â îêðåñòíîñòè ìàññèâíîãî îáúåêòà. Ýòà

êðèâèçíà è ïðèâîäèò ê èñêðèâëåíèþ òðàåêòîðèè ëþáîãî îáúåêòà.
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• Ñóùåñòâóåò åù¼ îäèí èíòåðåñíûé ý��åêò, îáû÷íî, îòíîñèìûé ê òåî-
ðèè ãðàâèòàöèè, êîòîðûé ìîæíî îïèñàòü â ýòîé ïðîñòîé ìîäåëè. �àñ-

ñìîòðèì äâå òî÷êè, ðàñïîëîæåííûå íà ðàññòîÿíèÿõ r è r0 îò öåíòðà ñè-

ëîâîãî ïîëÿ. Èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè (5.45) ñëåäóåò, ÷òî

exp

(
α

r
− α

r0

)

=
E

E0
=

ν

ν0
, (5.51)

ãäå E è E0 � ýíåðãèè äâèæåíèÿ ÷àñòèöû â ýòèõ òî÷êàõ. Ïóñòü ÷àñòèöà

ÿâëÿåòñÿ êâàíòîì ñâåòà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ êâàíòîâîé òåîðèåé, å¼ ýíåðãèÿ

ïðîïîðöèîíàëüíà ÷àñòîòå: E = hν, ãäå h � ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà. Ïîýòîìó

÷àñòîòà èçëó÷¼ííîãî ñâåòà ν0 ñ ðàññòîÿíèÿ r0 áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò ÷à-

ñòîòû ν ýòîãî æå ñâåòà, ïðèíÿòîé íà ðàññòîÿíèè r, ÷òî ó÷òåíî â òðåòüåì
ðàâåíñòâå. Åñëè èñòî÷íèê ñâåòà íàõîäèòñÿ áëèæå ê öåíòðó, ÷åì ïðè¼ìíèê

(r0 < r), òî ÷àñòîòà óìåíüøàåòñÿ ν < ν0 (êâàíò ñâåòà òåðÿåò ýíåðãèþ)

è ñïåêòð èçëó÷åíèÿ ñäâèãàåòñÿ â êðàñíóþ îáëàñòü. Åñëè ãðàâèòàöèîííîå

ïîëå ñèëüíîå, à èñòî÷íèê ðàñïîëîæåí áëèçêî îò öåíòðà, ÷àñòîòà ñâåòà

ìîæåò óìåíüøèòüñÿ òàê ñèëüíî, ÷òî èñòî÷íèê ïåðåñòàíåò áûòü âèäèì.

• Âòîðàÿ êîñìè÷åñêàÿ ñêîðîñòü u = (1− e−2α/R)1/2 ñóùåñòâóåò òîëüêî,

åñëè R > 2α. Èç ïîä ãðàâèòàöèîííîãî ðàäèóñà 2α íà áåñêîíå÷íîñòü íå

ìîæåò óéòè íè ÷àñòèöû, íè ñâåò. Ïîýòîìó îáúåêò ñ ðàäèóñîì ìåíüøèì 2α

îêàçûâàåòñÿ íåâèäèìûì. Ñâåò íå ñïîñîáåí âûéòè èç ïîä ãîðèçîíòà. Îáú-

åêòû, èìåþùèå ðàäèóñ ìåíüøèé ãðàâèòàöèîííîãî, íàçûâàþò ÷åðíûìè

äûðàìè. Íà ïðàêòèêå � îíè íàáëþäàþòñÿ êàê íåâèäèìûå ñâåðõìàññèâíûå

îáðàçîâàíèÿ. Îäèí èç òàêèõ îáúåêòîâ ñ âûñîêîé âåðîÿòíîñòüþ íàõîäèòñÿ

â öåíòðå íàøåé ãàëàêòèêè è íàçûâàåòñÿ Ñòðåëåö À. Îáëàñòü âîêðóã íåãî

èçëó÷àåò â èí�ðàêðàñíîì è ðåíòãåíîâñêîì äèàïàçîíàõ. Èñòî÷íèêîì ýòî-

ãî èçëó÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèå ÷àñòèöû, çàõâà÷åííûå íà

íèçêèå îðáèòû ÷¼ðíîé äûðîé (íî íå ïîãëîù¼ííûå åþ). Íåäàëåêî íàõî-

äÿùèåñÿ çâ¼çäû äâèæóòñÿ âîêðóã ÷¼ðíîé äûðû ïî ýëëèïòè÷åñêèì îðáè-

òàì, ïàðàìåòðû êîòîðûõ ïîçâîëèëè äîñòàòî÷íî òî÷íî îïðåäåëèòü ìàññó

÷åðíîé äûðû. Îíà ñîñòàâëÿåò îêîëî 4 ìèëëèîíîâ ñîëíå÷íûõ ìàññ, è ñî-

ñðåäîòî÷åíà â îáëàñòè íå áîëåå 6 ñâåòîâûõ ÷àñîâ, ÷òî ñðàâíèìî ñ ãðàâè-

òàöèîííûì ðàäèóñîì ýòîãî îáúåêòà 2.953 ·M/M⊙, ãäåM⊙ � ìàññà íàøåãî

Ñîëíöà.

Ïëîòíîñòü ñâåðõìàññèâíûõ ÷¼ðíûõ äûð îòíîñèòåëüíî íåâåëèêà. Ïðè

ðàäèóñå rg = 2GM/c2, ïëîòíîñòü ρ = M/(4πr3g/3) = 3c6/32πM2G3
, òåì

ìåíüøå, ÷åì áîëüøå ìàññà îáúåêòà. Äëÿ Ñòðåëüöà À îíà ñîñòàâëÿåò ïî-

ðÿäêà 106 êã/ì3
, ÷òî ñðàâíèìî ñ ïëîòíîñòüþ âåùåñòâà â öåíòðå Ñîëíöà.
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�ëàâà 6

Íåèíåðöèàëüíûå ñèñòåìû îòñ÷¼òà

Ýòà ãëàâà ïîñâÿùåíà íåèíåðöèàëüíûì ñèñòåìàì îòñ÷¼òà. Ñíà÷àëà ìû

èçó÷èì æ¼ñòêóþ ðàâíîóñêîðåííóþ ñèñòåìó è ïîêàæåì, ÷òî òåìï õîäà

âðåìåíè â íåé çàâèñèò îò îòíîñèòåëüíîãî ïîëîæåíèÿ íàáëþäàòåëåé. Çà-

òåì ðàññìîòðèì �èçèêó íà âðàùàþùåìñÿ äèñêå. Íàèáîëåå íåîáû÷íûì

ñâîéñòâîì òàêîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ íåâîçìîæíîñòü ñèíõðîíèçàöèè ÷àñîâ

âäîëü çàìêíóòîé êðèâîé, íåñìîòðÿ íà îäèíàêîâûé íà íåé õîä âðåìåíè.

Íà ïðèìåðå òðåòüåé, �íåæåñòêîé� ñèñòåìû áóäåò äàíî îáùåå îïðåäåëåíèå

ñèñòåìû îòñ÷¼òà. Â çàêëþ÷åíèå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå �ïàðàäîê-

ñû�, ñâÿçàííûå ñ íåèíåðöèàëüíûìè ñèñòåìàìè.

Â ãëàâå 9 ìû âåðí¼ìñÿ ê òåìå íåèíåðöèàëüíûõ ñèñòåì îòñ÷¼òà ñ áîëåå

îáùèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïîçèöèé.

159
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6.1 �àâíîóñêîðåííàÿ ñèñòåìà îòñ÷¼òà

• �àññìîòðèì ñèñòåìó îòñ÷¼òà S : {t, x}. Ïóñòü å¼ òî÷êà ñ êîîðäèíà-
òîé x = 0 äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííûì ñîáñòâåííûì óñêîðåíèåì a = const

îòíîñèòåëüíî èíåðöèàëüíîé (ëàáîðàòîðíîé) ñèñòåìû S0 : {T, X}. Áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî îñè x è X ïàðàëëåëüíû è íàïðàâëåíû â îäíó ñòîðîíó. Òðà-

åêòîðèÿ äâèæåíèÿ ðåëÿòèâèñòñêè ðàâíîóñêîðåííîé ÷àñòèöû (ñòð. 106),

èìååò âèä:

X(T ) =
1

a

[√

1 + (aT )2 − 1
]
. (6.1)

Â ìîìåíò âðåìåíè T = 0 ÷àñòèöà ïîêîèòñÿ, à äàëåå äâèæåòñÿ ñ óâåëè÷è-
âàþùåéñÿ ñêîðîñòüþ (íî óìåíüøàþùèìñÿ óñêîðåíèåì):

U(T ) =
dX

dT
=

aT
√

1 + (aT )2
. (6.2)

Ïóñòü íà÷àëî ñèñòåìû S (è íàáëþäàòåëü, íàõîäÿùèéñÿ â ýòîé òî÷êå)

äâèæåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì (6.1) îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû S0:

Âíóòðè íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû S ïðîñòðàíñòâî íåèçîòðîïíî. Òî÷íåå,

îíî èçîòðîïíî â ïëîñêîñòè (y, z), ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê óñêîðåíèþ, íî

íåèçîòðîïíî âäîëü îñè x. Â ÷àñòíîñòè, ñâîáîäíûå ÷àñòèöû óæå íå äâè-

æóòñÿ ðàâíîìåðíî è ïðÿìîëèíåéíî.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñîáñòâåííîå óñêîðåíèå a íåâåëèêî, õîòÿ, âîçìîæíî,

âåëèêà ñêîðîñòü U ñèñòåìû S îòíîñèòåëüíî S0. Òîãäà íàáëþäàòåëü, íà-

õîäÿùèéñÿ â íà÷àëå ñèñòåìû S, ïî êðàéíåé ìåðå ëîêàëüíî, ìîæåò ïðåíå-

áðå÷ü íåèçîòðîïíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà â îòíîøåíèè ýòàëîíîâ äëèíû. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî èãíîðèðóåòñÿ èõ äå�îðìàöèÿ èëè ââîäÿòñÿ ñîîòâåòñòâó-

þùèå ïîïðàâêè íà óïðóãîñòü ìàòåðèàëà èç êîòîðîãî ñäåëàíû ëèíåéêè.

Â ðåçóëüòàòå, èõ ìîæíî ïîâîðà÷èâàòü, ñ÷èòàÿ ÷òî îíè íå èçìåíÿþòñÿ

ïðè ïîâîðîòå èç èçîòðîïíîé ïëîñêîñòè (y, z) â íàïðàâëåíèè óñêîðåíèÿ.

Àíàëîãè÷íî ìû, íàõîäÿñü íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè è èñïûòûâàÿ óñêîðåíèå

g = 9.8 ì/c2, ïîëüçóåìñÿ �æ¼ñòêèìè� ëèíåéêàìè â ñâîåé íåïîñðåäñòâåí-

íîé îêðåñòíîñòè.
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Êðîìå ëèíååê íàáëþäàòåëþ íåîáõîäèìû ÷àñû. ×òîáû íå îáñóæäàòü

âëèÿíèå ñèë èíåðöèè íà ìåõàíèçì ÷àñîâ, ïðåäñòàâèì, ÷òî äëÿ èçìåðåíèÿ

âðåìåíè ñëóæàò ïðîöåññû, ïðîèñõîäÿùèå â èçîòðîïíîé ïëîñêîñòè (y, z).

Íàïðèìåð, ýòî ìîæåò áûòü øàðèê, êàòÿùèéñÿ áåç òðåíèÿ ïî êðóãîâîìó

æåëîáó, ðàñïîëîæåííîìó ïåðïåíäèêóëÿðíî äâèæåíèþ ⋖ C9. Ïðè ýòîì

äëÿ èçìåðåíèÿ âðåìåíè âûáèðàþòñÿ ïðîöåññû, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ âñå

îñòàëüíûå äâèæåíèÿ âûãëÿäÿò íàèáîëåå ïðîñòî (ñòð. 18). Áóäåì ñ÷èòàòü,

÷òî òåìï õîäà ïîäîáíûõ ÷àñîâ ñîâïàäàåò ñ òåìïîì õîäà ÷àñîâ â ñîïóò-

ñòâóþùåé ê íàáëþäàòåëþ èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà S ′
0 : {T ′, X ′}.

Òàêàÿ ñèñòåìà äâèæåòñÿ îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû S0 ñ òîé æå ñêîðîñòüþ,

÷òî è íà÷àëî ñèñòåìû S (â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè). �îâîðÿ î ñèñòåìàõ S
è S ′

0 ìû ïîêà ïðåäñòàâëÿåì òîëüêî äâóõ íàáëþäàòåëåé (íåèíåðöèàëüíî-

ãî è èíåðöèàëüíîãî), îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíûõ è ñîâïàäàþùèõ â ïðî-

ñòðàíñòâå â òî÷êå x = 0. Îíè èìåþò îäèíàêîâûå ÷àñû è ëèíåéêè. Òàêèì

îáðàçîì, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî:

òåìï âðåìåíè äâèæóùèõñÿ ÷àñîâ îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíûõ ÷à-

ñîâ çàâèñèò òîëüêî îò èõ ñêîðîñòè è íå çàâèñèò îò óñêîðåíèÿ.

Ïîýòîìó äëÿ ðàñ÷¼òà ïîêàçàíèé ÷àñîâ t, èìåþùèõ â ëàáîðàòîðíîé ñè-

ñòåìå ñêîðîñòü U(T ), ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíóþ �îðìóëó çà-

ìåäëåíèÿ âðåìåíè dt = dT
√
1− U 2

, ñòð. 73. Äëÿ ïåðåìåííîé ñêîðîñòè

U = U(T ) â íåé íåîáõîäèìî ïðîâåñòè èíòåãðèðîâàíèå:

t =

T∫

0

√

1− U 2(T ) dT. (6.3)

Ñîîòíîøåíèå (6.3) èìååò íàäåæíîå ýêñïåðèìåíòàëüíîå ïîäòâåðæäåíèå.

Òàê, âðåìÿ æèçíè ìþîíîâ â êîëüöåâîì óñêîðèòåëå [7℄ â ïðåäåëàõ îòíî-

ñèòåëüíîé îøèáêè 10−3
óâåëè÷èâàåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ (6.3). Äëÿ ñêîðî-

ñòè ìþîíîâ U = 0.9994 âðåìÿ çàìåäëÿåòñÿ â 29 ðàç. Íà êîëüöå ðàäèóñà
R = 7 ìåòðîâ, óñêîðåíèå î÷åíü âåëèêî (U 2/R ∼ 1015 ·g, ãäå g = 9.8ì/ñ2),

íî âðåìÿ æèçíè ÷àñòèö ïðè ýòîì çàâèñèò òîëüêî îò èõ ñêîðîñòè.

Âû÷èñëÿÿ èíòåãðàë (6.3) äëÿ ñêîðîñòè (6.2), ïîëó÷àåì ñâÿçü âðåì¼í:

t =
1

a
ash(aT ) èëè aT = sh(at) =

eat − e−at

2
. (6.4)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî t � ýòî ïîêàçàíèÿ îäíèõ äâèæóùèõñÿ ÷àñîâ (íàõî-
äÿùèõñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò S), à T � âðåìÿ íà ìíîæåñòâå íåïîäâèæíûõ,

ñèíõðîíèçèðîâàííûõ ìåæäó ñîáîé ÷àñîâ, ðàññòàâëåííûõ âäîëü òðàåêòî-

ðèè äâèæåíèÿ â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå S0 (ñì. òàêæå ñòð. 108).
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• �àññìîòðèì òåïåðü â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå S äâóõ íàáëþäàòåëåé,

êîòîðûõ äëÿ íàãëÿäíîñòè áóäåì ïðåäñòàâëÿòü â âèäå êîñìè÷åñêèõ êîðàá-

ëåé. Ïóñòü ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè äî íà÷àëà óñêîðåíèÿ ðàâíÿëîñü x0.

Ïîêà êîðàáëè ñòîÿëè â êîñìîïîðòàõ, èõ ýêèïàæè ñèíõðîíèçîâàëè ñâîè

÷àñû äðóã ñ äðóãîì è îñòàëüíûìè íàáëþäàòåëÿìè â ñèñòåìå S0. Âðåìÿ

íà ÷àñàõ ïåðâîãî êîðàáëÿ, ñòàðòîâàâøåãî èç X = 0, îáîçíà÷èì ÷åðåç t,
à âòîðîãî, ñòàðòîâàâøåãî èç X = x0, ÷åðåç t′. Â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå

îòñ÷¼òà äëÿ âñåõ íàáëþäàòåëåé ñóùåñòâóåò åäèíîå âðåìÿ, ðàâíîå T .

Êîîðäèíàòà ïåðâîãî (ëåâîãî) êîðàáëÿ, íàõîäÿùåãîñÿ â íà÷àëå ñèñòåìû S
èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì â ñîîòâåòñòâèè ñ (6.1):

X(T ) =
1

a

[√

1 + (aT )2 − 1
]
=

1

a

[
ch(at)− 1

]
, (6.5)

ãäå âî âòîðîì ðàâåíñòâå ïîäñòàâëåíî ñîáñòâåííîå âðåìÿ êîðàáëÿ (6.4).

Æ¼ñòêàÿ ñèñòåìà îòñ÷¼òà � ýòî ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ îòíîñè-

òåëüíî äðóã äðóãà íàáëþäàòåëåé. Ìû çàäàëè òðàåêòîðèþ X(T ) íà÷àëà

ñèñòåìû S. Êàê äîëæåí äâèãàòüñÿ âòîðîé êîñìè÷åñêèé êîðàáëü, ÷òîáû

ðàññòîÿíèå ìåæäó êîðàáëÿìè ýñêàäðû îñòàâàëîñü íåèçìåííûì ñ èõ òî÷-

êè çðåíèÿ? Îòâåò �òàê æå� íå ÿâëÿåòñÿ âåðíûì. Ñîáûòèÿ, îäíîâðåìåííûå

â îäíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà, áóäóò íåîäíîâðåìåííûìè â äðóãîé. Åñëè êîðàá-

ëè ñèíõðîííî óñêîðÿþòñÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ ñèñòåìû S0, òî ýòî óñêîðåíèå

íå áóäåò ñèíõðîííûì â S, è íàîáîðîò. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî íåèç-

ìåííîñòü ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè ñèñòåìû îòñ÷¼òà, âîîáùå ãîâîðÿ,

îòíîñèòåëüíîå ïîíÿòèå. Åñëè íàáëþäàòåëè â S �âûäåðæèâàþò� ñâîþ

ñèñòåìó æ¼ñòêîé, òî, êàê ìû óâèäèì, íàáëþäàòåëè â èíåðöèàëüíîé ñè-

ñòåìå S0 áóäóò ðåãèñòðèðîâàòü, å¼ ñæàòèå â íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýñêàäðà êîðàáëåé äëÿ êîíòðîëÿ íåèçìåííîñòè ðàñ-

ñòîÿíèÿ, èñïîëüçóåò ðàäèîëîêàöèîííûé ìåòîä. Îäèí êîðàáëü ïîñûëàåò

ñâåòîâîé ñèãíàë â ñòîðîíó âòîðîãî êîðàáëÿ. Ýòîò ñèãíàë îòðàæàÿñü, âîç-

âðàùàåòñÿ îáðàòíî. Âðåìÿ äâèæåíèÿ â îáå ñòîðîíû ïî ëîêàëüíûì ÷àñàì

êîðàáëÿ íå äîëæíî èçìåíÿòüñÿ. Âûÿñíèì, ïî êàêîé òðàåêòîðèè F (T )
äîëæåí äâèãàòüñÿ âòîðîé êîðàáëü îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû S0, ÷òîáû ñè-

ñòåìà îòñ÷¼òà S äëÿ å¼ íàáëþäàòåëåé áûëà æåñòêîé. �àñ÷¼òû ïðîâåä¼ì

â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå S0.
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⊲ Ïóñòü ïåðâûé êîðàáëü â ìîìåíò âðåìåíè T1 îòïðàâëÿåò âïåð¼ä ñâå-

òîâîé ñèãíàë, êîòîðûé â ìîìåíò âðåìåíè T îòðàæàåòñÿ îò âòîðîãî êîðàá-

ëÿ è âîçâðàùàåòñÿ îáðàòíî íà ïåðâûé êîðàáëü â ìîìåíò âðåìåíè T2. �àñ-

ñòîÿíèå, ïðîõîäèìîå ñèãíàëîì ðàâíî äëèòåëüíîñòè åãî äâèæåíèÿ (c = 1):

{
F (T )−X(T1) = T − T1,

F (T )−X(T2) = T2 − T.
(6.6)

Êîîðäèíàòà ïåðâîãî êîðàáëÿ ðàâíà X(T ), ñì. (6.5), âòîðîãî � F (T ). Åñëè
îò âðåìåíè T = sh(at)/a ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû S0 ïåðåéòè ê ñîáñòâåí-

íîìó âðåìåíè ïåðâîãî êîðàáëÿ t, òî èç (6.5) íåñëîæíî ïîëó÷èòü (⋖H26):

1 + aX(T )± aT = ch(at)± sh(at) = e±at.

Ïîýòîìó èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (6.6) ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ:

1 + aF (T )− aT = e−at1, 1 + aF (T ) + aT = eat2, (6.7)

ãäå âðåìåíà óõîäà t1 è âîçâðàùåíèÿ t2 ñèãíàëà óæå èçìåðÿþòñÿ ÷àñàìè

ïåðâîãî êîðàáëÿ. Åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó êîðàáëÿìè íåèçìåííî, òî âðåìÿ

äâèæåíèÿ ñèãíàëà �òóäà è îáðàòíî� τ0 = t2 − t1 ïîñòîÿííî è íå çàâèñèò

îò ìîìåíòà åãî ïîëó÷åíèÿ t2. Âû÷èòàÿ óðàâíåíèÿ (6.7), íàõîäèì:

2aT = eat2 − e−a (t2−τ0) => eat2 = aT +
√

eaτ0 + (aT )2. (6.8)

Ïîäñòàâëÿÿ eat2 âî âòîðîå óðàâíåíèå (6.7), ïîëó÷àåì òðàåêòîðèþ F (T ):

1 + aF (T ) =
√

eaτ0 + (aT )2 =
√

(1 + ax0)2 + (aT )2, (6.9)

ãäå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ó÷òåíî íà÷àëüíîå óñëîâèå F (0) = x0 èëè

eaτ0/2 = 1 + ax0. Íàçîâ¼ì ðàäèîëîêàöèîííûì ðàññòîÿíèåì l0 ïîëîâèíó

âðåìåíè τ0 äâèæåíèÿ ñèãíàëà â îáå ñòîðîíû:

l0 =
t2 − t1

2
=

τ0
2

=
1

a
ln(1 + ax0). (6.10)

Ñêîðîñòü âòîðîãî êîðàáëÿ îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé ñèñòåìû îòñ÷¼-

òà U2(T ) = dF (T )/dT ðàâíà:

U2(T ) =
a2T

√

1 + (a2T )2
, a2 =

a

1 + ax0
= a e−al0. (6.11)

Äëÿ ñîáëþäåíèÿ æåñòêîñòè ñèñòåìû S, âòîðîé êîðàáëü òàêæå äîëæåí

äâèãàòüñÿ ðàâíîóñêîðåííî, íî ñ ìåíüøèì ñîáñòâåííûì óñêîðåíèåì a2.
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6.2 Âðåìåíà è ðàññòîÿíèÿ

Ñêîðîñòè êîðàáëåé èçâåñòíû, ïîýòîìó ìîæíî çàïèñàòü ïîêàçàíèÿ ÷à-

ñîâ êàæäîãî èç íèõ â ìîìåíò âðåìåíè T ñèñòåìû S0:

T =
1

a
sh(at), T =

1

a e−al0
sh
(
a e−al0 t′

)
. (6.12)

Âûðàçèì êîîðäèíàòó âòîðîãî êîðàáëÿ (6.9) â ñèñòåìå S0 ÷åðåç åãî ñîá-

ñòâåííîå âðåìÿ:

F =
1

a e−al0
ch
(
ae−al0 t′

)
− 1

a
. (6.13)

Ïðè ïîìîùè (6.8), (6.12), (6.13) è ðàññòîÿíèÿ l0 (6.10) ìîæíî (⋖H27)

íàéòè âðåìÿ t′ ïðèõîäà ñèãíàëà íà âòîðîé êîðàáëü:

t′ = (t1 + l0) e
al0 = (t2 − l0) e

al0 =
t1 + t2

2
eal0. (6.14)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî t′ 6= (t1 + t2)/2 è íà÷àëüíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ ÷à-

ñîâ (ñòð. ??) íà êîðàáëÿõ ðàçðóøèëàñü. ×òîáû ðàçîáðàòüñÿ ïî÷åìó ýòî

ïðîèçîøëî, íàéä¼ì ñâÿçü âðåì¼í íà êîðàáëÿõ.

⊲ Â ñîîòíîøåíèÿõ (6.12) âðåìÿ t, ïðîøåäøåå íà ïåðâîì êîðàáëå ñ ìî-

ìåíòà ñòàðòà è t′ íà âòîðîì êîðàáëå ñðàâíèâàþòñÿ ñ ðàçëè÷íûìè ÷àñàìè

T , ñèíõðîíèçèðîâàííûìè â ñèñòåìå S0. Ïîýòîìó äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñâÿçè

t è t′ íåëüçÿ ïðèðàâíèâàòü T â (6.12) ò.ê. ñîáûòèÿ îäíîâðåìåííûå â S0

(îäèíàêîâîå T ) áóäóò íåîäíîâðåìåííû â S.

Ïóñòü âòîðîé êîðàáëü ïîñûëàåò �ñèãíàë òî÷íîãî âðåìåíè� íà ïåðâûé

êîðàáëü. Îí óõîäèò â ìîìåíò âðåìåíè t′ è ïðèõîäèò ê ïåðâîìó êîðàáëþ
â ìîìåíò t2. Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (6.14) èìååì:

t2 = t′ e−al0 + l0. (6.15)

Ñèãíàëû, îòïðàâëåííûå ÷åðåç ðàâíûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè ñ ÷àñòîòîé

∆ν ′ = 1/∆t′ ïî ÷àñàì âòîðîãî êîðàáëÿ, áóäóò òàêæå ïðèõîäèòü ÷åðåç

ðàâíûå ïðîìåæóòêè, îäíàêî ñ äðóãîé ÷àñòîòîé ν = 1/∆t:

ν = ν ′ eal0 ≈ ν ′ (1 + al0), (6.16)

ãäå ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî çàïèñàíî äëÿ al0 ≪ 1. ×àñòîòà ïðèíÿòîãî
ñèãíàëà ν îò óäàë¼ííîãî íàáëþäàòåëÿ òåì áîëüøå, ÷åì äàëüøå ïî õîäó

äâèæåíèÿ íàõîäèòñÿ èñòî÷íèê ñèãíàëà. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ðàññòîÿíèå

ìåæäó íàáëþäàòåëÿìè â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà îñòà¼òñÿ íåèç-

ìåííûì, òî âðåìÿ ó íèõ òå÷¼ò ðàçëè÷íûì îáðàçîì. Â ðåçóëüòàòå, ïåðâî-

íà÷àëüíî ñèíõðîíèçèðîâàííûå ÷àñû, ñî âðåìåíåì ðàññèíõðîíèçèðóþòñÿ.
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⊲ Íàáëþäàòåëè â óñêîðåííîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà ÷óâñòâóþò ñåáÿ ïîäîáíî

íàì, íàõîäÿùèìñÿ íà Çåìëå â îäíîðîäíîì ïîëå ñèëû òÿæåñòè. Ïðè ýòîì

âñå îáúåêòû, �âûïóùåííûå èç ðóê�, íåçàâèñèìî îò èõ ìàññû, ïðèîáðå-

òàþò óñêîðåíèå a.

Åñëè, ñëåäóÿ Ýéíøòåéíó, ñ÷èòàòü, ÷òî �èçèêà â ðàâíîóñêîðåííîé ñèñòå-

ìå àíàëîãè÷íà �èçèêå â îäíîðîäíîì ãðàâèòàöèîííîì ïîëå, òî ïîëó÷åí-

íàÿ �îðìóëà äëÿ ÷àñòîò (6.16) ñïðàâåäëèâà è â çåìíûõ óñëîâèÿõ. Â ÷àñò-

íîñòè, ïðè¼ìíèê, ðàñïîëîæåííûé íèæå èñòî÷íèêà ýòàëîííîãî èçëó÷åíèÿ

ν ′, äîëæåí ïîëó÷àòü ñèãíàë ñ áîëüøåé ÷àñòîòîé ν ≈ ν ′ (1 + gl0/c
2), ãäå

a = g = 9.8 ì/c2, à l0 � âûñîòà èñòî÷íèêà íàä ïðè¼ìíèêîì, è âîññòàíîâ-

ëåíà (g 7→ g/c2) êîíñòàíòà �c�. Ýòî ñîîòíîøåíèå ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ

ïîäòâåðäèëîñü â ýêñïåðèìåíòå Ïàóíäà è �åáêè (1960 ã.). Èõ óñòàíîâêà

èìåëà âûñîòó l0 = 22.5ì, ÷òî ñîîòâåòñòâîâàëî îòíîñèòåëüíîìó èçìåíå-

íèþ ÷àñòîòû gl0/c
2 = 2.5 · 10−15

. Òåïåðü ýòîò ý��åêò ó÷èòûâàåòñÿ â

ñèñòåìàõ ñïóòíèêîâîé GPS-íàâèãàöèè, ãäå l0 â 107 ðàç áîëüøå.

⊲ Ýòàëîíû äëèíû è âðåìåíè íåèíåðöèàëüíîãî íàáëþäàòåëÿ ñîâïàäà-

þò ñ àíàëîãè÷íûìè ýòàëîíàìè â ñîïóòñòâóþùåé ê íåìó èíåðöèàëüíîé

ñèñòåìå îòñ÷¼òà. Â ÷àñòíîñòè, ñêîðîñòü ñâåòà äëÿ íåãî èçîòðîïíà è îäè-

íàêîâà ïðè äâèæåíèè âäîëü è ïðîòèâ îñè x. Ïîýòîìó ïîëîâèíó âðåìåíè
τ0/2 ðàäèîëîêàöèîííîãî ýêñïåðèìåíòà îí ìîæåò ñ÷èòàòü ðàññòîÿíèåì êî

âòîðîìó êîðàáëþ l0 = ln(1 + ax0)/a. Ñ ó÷¼òîì âðåìåíè íà ïðîõîæäåíèå

ýòîãî ðàññòîÿíèÿ â (6.15), íàáëþäàòåëè ìîãóò ñðàâíèòü ïîêàçàíèÿ ñâîèõ

÷àñîâ:

t = t′ e−al0. (6.17)

Ñîáûòèå, ïðîèçîøåäøåå íà âòîðîì êîðàáëå â ìîìåíò t′, íàáëþäàòåëü
íà ïåðâîì êîðàáëå ìîæåò ñ÷èòàòü îäíîâðåìåííûì ìîìåíòó åãî ÷àñîâ

t, òàê êàê èí�îðìàöèÿ î í¼ì äîñòèãíåò ïåðâîãî êîðàáëÿ ÷åðåç âðåìÿ,

ðàâíîå ðàññòîÿíèþ l0.

Íàïîìíèì, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó êîðàáëÿìè äî ñòàðòà ðàâíÿëîñü x0.

Êàê òîëüêî ïîÿâèëîñü óñêîðåíèå, ïðîñòðàíñòâî ñòàëî íåèçîòðîïíûì è

ðàññòîÿíèå äî âòîðîãî êîðàáëÿ óìåíüøèëîñü (x0 7→ l0), è â äàëüíåé-

øåì óæå íå ìåíÿëîñü. Íà ñàìîì äåëå, ñêà÷îê ðàññòîÿíèÿ íàáëþäàòåëè

îáíàðóæàò ïîñëå ñòàðòà ñïóñòÿ íåêîòîðîå âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ ïðî-

âåäåíèÿ åãî ðàäèîëîêàöèîííîãî èçìåðåíèÿ. Â ìîìåíò îòêëþ÷åíèÿ äâè-

ãàòåëåé íåèíåðöèàëüíàÿ ñèñòåìà îòñ÷¼òà ïðåâðàùàåòñÿ â èíåðöèàëüíóþ,

è ïðîñòðàíñòâî ñíîâà ñòàíîâèòñÿ èçîòðîïíûì.
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• �àññòîÿíèå ìåæäó êîðàáëÿìè â ðàâíîóñêîðåííîé ñèñòåìå îò÷¼òà âû-
äåðæèâàåòñÿ íåèçìåííûì. Äëÿ íåïîäâèæíûõ íàáëþäàòåëåé â ñèñòåìå

S0, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîðàáëÿìè óìåíüøàåòñÿ. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ëîðåí-

öåâñêîãî ñîêðàùåíèÿ â ýòîì íåò íè ÷åãî óäèâèòåëüíîãî, òàê êàê ñêîðî-

ñòè êîðàáëåé óâåëè÷èâàþòñÿ. Ïðåäñòàâèì �ëèíåéêó�, ñîåäèíÿþùóþ äâà

êîðàáëÿ. Å¼ äëèíà â ñèñòåìå S0 ðàâíà ðàçíîñòè êîîðäèíàò êîðàáëåé:

L = F (T )−X(T ) =
1

a

√

e2al0 + (aT )2 − 1

a

√

(1 + (aT )2.

Íàáëþäàòåëü ñèñòåìû S, íàõîäÿùèéñÿ íà ïåðâîì êîðàáëå, ñ÷èòàåò, ÷òî

äëèíà ëèíåéêè (ðàññòîÿíèå ìåæäó êîðàáëÿìè) ðàâíà l0 = ln(1 + ax0)/a.

Åñëè ââåñòè ñêîðîñòü ïåðâîãî êîðàáëÿ (6.2) îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé

èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû S0 è ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîé ñêîðîñòè �àêòîð Ëî-

ðåíöà:

γ =
1

√

1− U 2(T )
=
√

1 + (aT )2,

òî âûðàæåíèå äëÿ äëèíû ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

L =

√

e2al0 + γ2 − 1− γ

a
≈ l0

γ

(

1 + (1 + U 2)
al0
2

+ ...

)

, (6.18)

ãäå ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî çàïèñàíî êàê ðÿä ïî al0 (÷òî ïðîâåðÿåòñÿ

âîçâåäåíèåì â êâàäðàò ïîñëå ïåðåíåñåíèÿ γ/a âïðàâî). Ýòî ïðèáëèæå-

íèå ñïðàâåäëèâî ïðè al0 ≪ 1 èëè, âîññòàíàâëèâàÿ �óíäàìåíòàëüíóþ

ñêîðîñòü a ≪ a0 = c2/l0. Äëÿ ìåòðîâîãî ñòåðæíÿ èìååì a0 ∼ 1016 g, ãäå

g = 9.8ì/ñ2, ÷òî ÿâëÿåòñÿ î÷åíü áîëüøèì çíà÷åíèåì. Åñëè æå ðàññòîÿ-

íèå ìåæäó êîðàáëÿìè ðàâíî îäíîìó ñâåòîâîìó ãîäó (ñòð. 109), òî a0 ∼ g
è îòêëîíåíèå îò ëîðåíöåâñêîé �îðìóëû L = l0/γ ñòàíîâèòñÿ çàìåòíûì.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïðîèçâåäåíèå ñîáñòâåííîãî óñêîðåíèÿ a íà äëèíó

ëèíåéêè l0 ìàëî, òî îòíîøåíèå äëèí ëèíåéêè, â ñèñòåìàõ S è S0 ñî-

îòâåòñòâóåò ëîðåíöåâñêîìó ñîêðàùåíèþ: L = l0
√
1− U 2

. Â îáùåì æå

ñëó÷àå, ñîêðàùåíèå �ëèíåéêè� îòëè÷àåòñÿ îò ëîðåíöåâñêîãî. Îäíàêî, êî-

ãäà êîðàáëè ïåðåñòàíóò óñêîðÿòüñÿ, òî ñîêðàùåíèå îêàæåòñÿ â òî÷íîñòè

ðàâíûì ëîðåíöåâñêîìó (ñì. �ïàðàäîêñ îñòàíîâêè�, ñòð. 186).

Áîëüøèå çíà÷åíèÿ l0 íåèíåðöèàëüíûå íàáëþäàòåëè ïîëó÷àþò â ðå-

çóëüòàòå ðàäèîëîêàöèîííîãî èçìåðåíèÿ, à íå ðåàëüíûì ïðèêëàäûâàíèåì

ëèíåéêè, ïðè ïîìîùè êîòîðîé îíè èçìåðÿþò ñêîðîñòè â ñâîåé íåïîñðåä-

ñòâåííîé îêðåñòíîñòè. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (6.10) îíî îòëè÷àåòñÿ îò íà÷àëü-

íîãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êîðàáëÿìè x0 è ðàçëè÷íî äëÿ íàáëþäàòåëÿ íà

ïåðâîì è âòîðîì êîðàáëÿõ. Âûøå, ñîáñòâåííàÿ äëèíà ëèíåéêè ðàâíà ðà-

äèîëîêàöèè, ïðîâåäåííîé íàáëþäàòåëåì íà ïåðâîì êîðàáëå.
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⊲∗
Èñïîëüçîâàòü ðàäèîëîêàöèîííûé ìåòîä äëÿ èçìåðåíèÿ ðàññòîÿíèé

ìîæåò ëþáîé íàáëþäàòåëü â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå. �àññìîòðèì òàêîé

ýêñïåðèìåíò, ïðîâîäèìûé íàáëþäàòåëåì íà âòîðîì êîðàáëå â íàïðàâ-

ëåíèè òðåòüåãî, äâèæóùåãîñÿ âïåðåäè íåãî. Åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò

âðåìåíè â ñèñòåìå S0 êîîðäèíàòû ýòèõ êîðàáëåé áûëè x0 è x1, òî â äàëü-

íåéøåì èõ òðàåêòîðèè F (T ) è G(T ) èìåþò âèä:

1+aF (T ) =
√

(1 + ax0)2 + (aT )2, 1+aG(T ) =
√

(1 + ax1)2 + (aT )2.

Ñèãíàë â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå S0 èçëó÷àåòñÿ â ìîìåíò T1, îòðàæàåòñÿ

îò òðåòüåãî êîðàáëÿ â ìîìåíò T è âîçâðàùàåòñÿ íà âòîðîé â ìîìåíò T2:

{
G(T )− F (T1) = T − T1,

G(T )− F (T2) = T2 − T.

Èç ýòèõ óðàâíåíèé ñëåäóåò:

(
1+aF (T1)−aT1

)(
1+aF (T2)+aT2

)
=
(
1+aG(T )−aT

)(
1+aG(T )+aT

)
.

Ïîäñòàâëÿÿ â ëåâîé ÷àñòè âðåìåíà aTi = (1 + ax0) sh(at
′
i/(1 + ax0)):

1 + aF (T )± aT = (1 + ax0) exp(±at′/(1 + ax0)),

à â ïðàâîé (1+aG)2− (aT )2 ÿâíûé âèä òðàåêòîðèè G = G(T ), ïîëó÷àåì:

l′1 =
t′2 − t′1

2
=

1 + ax0

a
ln

(
1 + ax1

1 + ax0

)

= eal0 (l1 − l0), (6.19)

ãäå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå çàïèñàíû ðàäèîëîêàöèîííûå ðàññòîÿíèÿ êî

âòîðîìó l0 è òðåòüåìó l1 êîðàáëÿì ñ òî÷êè çðåíèÿ íàáëþäàòåëÿ íà ïåð-

âîì êîðàáëå, íàõîäÿùåìñÿ â íà÷àëå íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà.

Åñëè ïîâòîðèòü ðàñ÷¼ò ïî ïîñûëêå ïåðèîäè÷åñêèõ ñèãíàëîâ (ñòð. 164),

íî òåïåðü îò òðåòüåãî êîðàáëÿ êî âòîðîìó, òî ïîëó÷èòñÿ ñîîòíîøåíèå:

t′2 = l′1 +
1 + ax0

1 + ax1
t′′1 = l′1 + t′′1 e

−a (l1−l0) = l′1 + t′′1 e
−a2l

′

1, (6.20)

ãäå l′1 � ðàññòîÿíèå (6.19) ìåæäó êîðàáëÿìè è a2 = a/(1 + ax0).

Â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå íåëüçÿ íå òîëüêî ãîâîðèòü î åäèíîì âðå-

ìåíè, íî è ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè ñèñòåìû èçìåðÿþòñÿ êîíêðåòíû-

ìè íàáëþäàòåëÿìè. Åñëè âðåìÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ íàáëþäàòåëåé òå÷¼ò ïî-

ðàçíîìó, òî è ðåçóëüòàòû ðàäèîëîêàöèè áóäóò ðàçëè÷íûìè. Íàïðèìåð,

ðàññòîÿíèå ê ïåðâîìó êîðàáëþ, èçìåðåííîå ñî âòîðîãî êîðàáëÿ, ðàâíî

l′0 = l0 e
al0
, ÷òî â eal0 ðàç áîëüøå, ÷åì àíàëîãè÷íîå ðàññòîÿíèå, èçìåðåí-

íîå ñ ïåðâîãî êîðàáëÿ.
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6.3 Ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò

• Çàïèøåì ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò è âðåìåíè íåêîòîðîãî ñîáûòèÿ,

íàáëþäàåìîãî â èíåðöèàëüíîé S0 : {T, X} è íåèíåðöèàëüíîé S : {t, x}
ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî {t, x} � ýòî ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé

íàáëþäàòåëÿ, íàõîäÿùåãîñÿ â òî÷êå x = 0 ñèñòåìû S (ïåðâûé êîðàáëü).

Ïóñòü ñîáûòèå ïðîèñõîäèò â óäàëåíèè îò íåãî, íàïðèìåð, âîçëå âòîðîãî

êîðàáëÿ, ðàññòîÿíèå l0 = ln(1+ ax0)/a äî êîòîðîãî èçâåñòíî èç ðàäèîëî-

êàöèîííûõ èçìåðåíèé. Ýòî ðàññòîÿíèå îí ìîæåò ïðèíÿòü çà êîîðäèíàòó

ñîáûòèÿ x = l0 â S. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî, êàê òîëüêî ïðîèçîøëî ñîáû-

òèå â ìîìåíò âðåìåíè t′ (ïî ÷àñàì âòîðîãî êîðàáëÿ), íà ïåðâûé êîðàáëü

ïîñûëàåòñÿ ñâåòîâîé ñèãíàë:

Ñ ó÷¼òîì êîððåêòèðîâêè íà âðåìÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñèãíàëà (6.17), âðåìÿ

ñîáûòèÿ ïî ÷àñàì ïåðâîãî êîðàáëÿ ðàâíî t = t′e−ax
. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

âðåìÿ t′ âòîðîãî êîðàáëÿ ñâÿçàíî ñî âðåìåíåì ñîáûòèÿ T â èíåðöèàëüíîé

ñèñòåìå îòñ÷åòà (÷àñû T â îêðåñòíîñòè ñîáûòèÿ) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

T =
1 + ax0

a
sh

(
at′

1 + ax0

)

=
eax

a
sh(at),

ãäå âî âòîðîì ðàâåíñòâå ïîäñòàâëåíî t′ = t eax è 1+ax0 = eax. Êîîðäèíàòà
X ñîáûòèÿ â ñèñòåìå S0 ñîâïàäàåò ñ êîîðäèíàòîé âòîðîãî êîðàáëÿ (6.9):

aX = F (T ) = (1 + ax0) ch

(
at′

1 + ax0

)

− 1 = ch(at) eax − 1.

Â ðåçóëüòàòå, ïðåîáðàçîâàíèÿ ìåæäó èíåðöèàëüíîé è íåèíåðöèàëüíîé

ñèñòåìàìè îòñ÷¼òà ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

aT = sh(at) eax, 1 + aX = ch(at) eax. (6.21)

Ìîæíî òàêæå èñïîëüçîâàòü [17℄ äðóãóþ ïàðàìåòðèçàöèþ êîîðäèíàòû

eax = 1 + ax̃:

aT = sh(at) (1 + ax̃), 1 + aX = ch(at) (1 + ax̃). (6.22)

Ïðè ýòîì êîîðäèíàòîé x̃ âòîðîãî êîðàáëÿ ÿâëÿåòñÿ åãî ïîëîæåíèå â ëà-

áîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà â ìîìåíò ñòàðòà.
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• Ïðåîáðàçîâàíèÿ (6.21) èìåþò íåìíîãî èíîé ñìûñë ïî ñðàâíåíèþ ñ

ïðåîáðàçîâàíèÿìè ìåæäó äâóìÿ èíåðöèàëüíûìè ñèñòåìàìè. Ó íàáëþ-

äàòåëåé â äàííîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå ñóùåñòâóåò åäèíîå ñèíõðîíèçè-

ðîâàííîå âðåìÿ è ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà îäèíàêîâû äëÿ âñåõ òàêèõ

íàáëþäàòåëåé. Â ñèëó ýòîãî, îáû÷íî, â êàæäîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå

îòñ÷¼òà ïðåäñòàâëÿþò ïî îäíîìó íàáëþäàòåëþ, êîòîðûé �ðàçìàçàí� ïî

âñåìó ïðîñòðàíñòâó. Â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå êàæäûé íàáëþäàòåëü îá-

ëàäàåò ñâîèì ñîáñòâåííûì âðåìåíåì. Îá óäàë¼ííûõ ñîáûòèÿõ îí ìîæåò

ñóäèòü òîëüêî ïîëó÷àÿ èí�îðìàöèþ îò íàáëþäàòåëÿ, êîòîðûé ðåàëüíî

ðåãèñòðèðóåò ñîáûòèå, íàõîäÿñü â òî÷êå ãäå îíî ïðîèçîøëî. Ïîýòîìó

ïðåîáðàçîâàíèÿ (6.21) îòíîñÿòñÿ ê êîíêðåòíîìó íåèíåðöèàëüíî-

ìó íàáëþäàòåëþ è ïðîèçâîëüíîìó èíåðöèàëüíîìó.

Ñîîòíîøåíèÿ (6.21) ìîæíî îáðàòèòü:

t =
1

2a
ln

[
1 + aX + aT

1 + aX − aT

]

, x =
1

2a
ln
[
(1 + aX)2 − (aT )2

]
. (6.23)

Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ (⋖H28) ñòîèò íàéòè ñêîðîñòü òî÷êè X = 0 (íà÷à-

ëî ñèñòåìû S0) â ñèñòåìå S è óáåäèòüñÿ, ÷òî îíà ñîâïàäàåò ñî ñêîðîñòüþ

òî÷êè x = 0 îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû S0.

Ïðÿìûå (6.21) è îáðàòíûå (6.23) ïðåîáðàçîâàíèÿ èìåþò ðàçëè÷íóþ

�óíêöèîíàëüíóþ �îðìó. Ýòî îòðàæàåò íåðàâíîïðàâíîñòü èíåðöèàëüíî-

ãî è íåèíåðöèàëüíîãî íàáëþäàòåëåé.

Çàïèøåì èíòåðâàë (ñòð. 38) ìåæäó ñîáûòèÿìè â êîîðäèíàòàõ íåèíåð-

öèàëüíîãî íàáëþäàòåëÿ. Ïîäñòàâëÿÿ (6.21) â ds2 = dT 2 − dX2
, èìååì:

ds2 = e2ax
(
dt2 − dx2

)
. (6.24)

�àñïðîñòðàíåíèå ñâåòà ñîîòâåòñòâóåò íóëåâîìó èíòåðâàëó: ds = 0. Åñëè
ñâåò äâèæåòñÿ âäîëü îñè x, òî åãî òðàåêòîðèÿ â êîîðäèíàòàõ (t, x) ÿâ-

ëÿåòñÿ ëèíåéíîé �óíêöèåé. Èìåííî ýòî è çàêëàäûâàëîñü â îïðåäåëåíèå

ðàäèîëîêàöèîííîãî ðàññòîÿíèÿ x = l0. Åñëè èñïîëüçîâàòü êîîðäèíàòó x̃
(6.22) òî ïîëó÷èòñÿ èíòåðâàë Ì¼ëëåðà:

ds2 = (1 + ax̃)2 dt2 − dx̃2. (6.25)

Îòëè÷èå èíòåðâàëîâ (6.24) è (6.25) ñîñòîèò â ðàçëè÷íîì ñïîñîáå �íóìå-

ðàöèè� òî÷åê íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ âðåìÿ t

ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âðåìåíåì íàáëþäàòåëÿ â íà÷àëå íåèíåðöèàëüíîé

ñèñòåìû îòñ÷¼òà. Êîîðäèíàòà x èìååò ñìûñë �èçè÷åñêîãî ðàññòîÿíèÿ îò
íà÷àëà êîîðäèíàò äî ñîáûòèÿ, â îòëè÷èè îò êîîðäèíàòû x̃, êîòîðàÿ �ìå-

íåå �èçè÷íà�, íî òàêæå îäíîçíà÷íî õàðàêòåðèçóåò ñîáûòèå.
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• Ïðåîáðàçîâàíèÿ (6.23) ìåæäó èíåðöèàëüíîé è íåèíåðöèàëüíîé ñè-

ñòåìàìè îòñ÷¼òà èìåþò ñìûñë òîëüêî ïðè

(1 + aX)2 > (aT )2. (6.26)

Ýòî íåðàâåíñòâî íå çàâèñèò îò èñïîëüçóåìîé ïàðàìåòðèçàöèè êîîðäè-

íàò ñîáûòèÿ. Íàïðèìåð, äëÿ êîîðäèíàòû Ì¼ëëåðà x̃ èç (6.22) èìååì:

(1 + ax̃)2 = (1 + aX)2 − (aT )2 > 0. Òàêèì îáðàçîì, â ïðåîáðàçîâàíèè

(6.23) ìîãóò ó÷àñòâîâàòü íå âñå ñîáûòèÿ, ðåãèñòðèðóåìûå â èíåðöèàëü-

íîé ñèñòåìå, à òîëüêî òå, êîîðäèíàòû è âðåìåíà êîòîðûõ, óäîâëåòâîðÿþò

íåðàâåíñòâó (6.26). Ïðè÷èíà ïîäîáíîãî îãðàíè÷åíèÿ èìååò ïðîñòóþ �è-

çè÷åñêóþ ïðèðîäó.

Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî èç âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ (6.23) ñëåäóåò, ÷òî

äëÿ íàáëþäàòåëÿ â x = 0 ñîáûòèÿ, ðàñïîëîæåííûå ïî õîäó äâèæåíèÿ (ñ

êîîðäèíàòàìè x > 0), ñîîòâåòñòâóþò â ñèñòåìå S0 îáëàñòè

1 + aX >
√

1 + (aT )2.

Ïîëîæèòåëüíûå êîîðäèíàòû X > 0 ñîáûòèÿ ïðè ýòîì ìîãóò áûòü ñêîëü

óãîäíî âåëèêè. Ñîáûòèÿ æå â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè (x < 0) âèäíû òîëü-

êî, åñëè X > T − 1/a. Äåéñòâèòåëüíî, ñîáûòèå áóäåò âèäèìûì, åñëè

âñïûøêà ñâåòà, ïðîèçîøåäøàÿ â {T, X}, �äîãîíèò� íàáëþäàòåëÿ íà ïåð-
âîì êîðàáëå â íåêîòîðûé êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè T1. Ýòî ïðîèñõîäèò,

êîãäà óðàâíåíèå:

1

a

(√

1 + (aT1)2 − 1
)

−X = T1 − T

èìååò ðåøåíèå îòíîñèòåëüíî âðåìåíè ïðèõîäà T1. Îñòàâëÿÿ â ëåâîé ÷àñòè

êâàäðàòíûé êîðåíü è âîçâîäÿ îáå ÷àñòè â êâàäðàò, ïîëó÷àåì:

a (T1 − T ) =
1− (1 + aX)2 + (aT )2

2 (1 + aX − aT )
=

1− eax

2 (1 + aX − aT )
,

ãäå âî âòîðîì ðàâåíñòâå ïîäñòàâëåíî (6.21). Ñîáûòèå ïðîèñõîäèò ñçà-

äè êîðàáëÿ, ïîýòîìó x < 0 è ÷èñëèòåëü ïîëîæèòåëåí. Âðåìÿ äâèæåíèÿ

ñèãíàëà T1 − T ïðè X = T − 1/a îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü êàê äëÿ

íàáëþäàòåëÿ â èíåðöèàëüíîé, òàê è â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìàõ îòñ÷¼-

òà. Ñèãíàëû îò âñåõ ñîáûòèé, íàõîäÿùèõñÿ ëåâåå êîîðäèíàòû T − 1/a

èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû íèêîãäà íå äîñòèãíóò íàáëþäàòåëÿ íà ïåðâîì êî-

ðàáëå (íà÷àëî íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà). Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî

èìåííî äëÿ ýòîãî íàáëþäàòåëÿ çàïèñàíû ïðåîáðàçîâàíèÿ (6.21), (6.23),

ñèíãóëÿðíîñòü êîòîðûõ ïðèâîäèò ê íåðàâåíñòâó (6.26).
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Òàêèì îáðàçîì, ïðè ðàâíîóñêîðåííîì äâèæåíèè íàáëþäàòåëè ìîãóò

�óáåãàòü� îò ïðîèñõîäÿùèõ ñîáûòèé, òàê êàê ïîñòîÿííî óâåëè÷èâàþò

ñâîþ ñêîðîñòü (õîòÿ îíà âñ¼ âðåìÿ îñòà¼òñÿ ìåíüøå åäèíèöû). Ïîñëå

ñòàðòà êîðàáëÿ, åãî íàáëþäàòåëü âèäèò, ÷òî ñçàäè íåãî ðàñïðîñòðàíÿ-

åòñÿ �âîëíà� ïîñòåïåííîãî ïîêðàñíåíèÿ ÷àñòîòû èçëó÷åíèÿ èñòî÷íèêîâ

ñâåòà (ñòð. 164) íà êîðàáëÿõ åãî ýñêàäðû (ïî ìåðå äîñòèæåíèÿ îò íèõ

�èçîáðàæåíèÿ� îá èõ ñòàðòå). Ýòî ïîêðàñíåíèå òåì ñèëüíåå, ÷åì äàëü-

øå îò íåãî íàõîäÿòñÿ êîðàáëè. Î ñóùåñòâîâàíèè ãðàíèöû âèäèìîñòè

X = T − 1/a íàáëþäàòåëü íèêîãäà íå óçíàåò, ò.ê. âîëíà ïîêðàñíåíèÿ

äîñòèãíåò å¼ òîëüêî ïðè t = ∞.

Îïðåäåëèì ãîðèçîíò ñîáûòèé, êàê ëèíèþ (ïîâåðõíîñòü), îãðàíè÷è-

âàþùóþ â ïðîñòðàíñòâå ñîáûòèé S0 : {T, X} îáëàñòü âèäèìûõ ñîáû-

òèé äàííûì íàáëþäàòåëåì ñèñòåìû S : {t, x}. Äëÿ îïèñàíèÿ ãîðèçîíòà
ñîáûòèé òðåáóåòñÿ äâå ñèñòåìû îòñ÷¼òà � S0, èìåþùàÿ áîëåå øèðîêîå

ìíîæåñòâî ñîáûòèé, ÷åì ñîáûòèÿ, âèäèìûå âî âòîðîé ñèñòåìå S.

Íèæå íà ëåâîì ðèñóíêå çàøòðèõîâàííàÿ îáëàñòü èçîáðàæàåò âñå âè-

äèìûå íàáëþäàòåëåì â x = 0 ñîáûòèÿ â êîîðäèíàòàõ èíåðöèàëüíîãî

íàáëþäàòåëÿ {T,X}. Ëèíèè ñ íàêëîíîì 45 ãðàäóñîâ (c = 1) � ýòî òðà-
åêòîðèè ñâåòîâûõ ñèãíàëîâ. Êîãäà îíè ïåðåñåêàþò òðàåêòîðèþ êîðàáëÿ

(æèðíàÿ èçîãíóòàÿ ëèíèÿ) � ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàáëþäàòåëü èõ ïîëó÷àåò.

ßñíî, ÷òî íå âñå ñâåòîâûå ñèãíàëû, èçëó÷åííûå ïîçàäè êîðàáëÿ ïåðåñå-

êóòñÿ ñ åãî òðàåêòîðèåé:

Íà ïëîñêîñòè {T, X} ìîæíî íàðèñîâàòü ñåòêó ëèíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ
ïîñòîÿííûì çíà÷åíèÿì t (îäíîâðåìåííûå â S ñîáûòèÿ) è ïîñòîÿííûì

çíà÷åíèÿì x (âûøå âòîðîé ðèñóíîê). Èõ óðàâíåíèÿ èìåþò âèä:

aT = th(at) (1 + aX), (1 + aX)2 − (aT )2 = e2ax. (6.27)

Èç (6.23) ñëåäóåò, ÷òî ïðåäåëüíàÿ âèäèìàÿ òî÷êà X = T − 1/a ñçàäè îò
êîðàáëÿ èìååò â ñèñòåìå S êîîðäèíàòó x = −∞. Êðèâîëèíåéíàÿ êîîð-

äèíàòíàÿ ñåòêà ïðè T < 0 íå ðèñóåòñÿ, òàê êàê íåèíåðöèàëüíàÿ ñèñòåìà

ÿâëÿåòñÿ òàêîâîé òîëüêî ïðè T > 0 (óñêîðåíèå íà÷àëîñü â T = t = 0).
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6.4 Óñêîðåíèå îò íåíóëåâîé ñêîðîñòè

∗

Íàéä¼ì ïðåîáðàçîâàíèÿ âðåìåíè è êîîðäèíàò â ñèòóàöèè, êîãäà ðàâíî-

óñêîðåííàÿ ñèñòåìà íà÷àëà óñêîðÿòüñÿ, óæå èìåÿ íåêîòîðóþ ñêîðîñòü U0.

Ââåä¼ì òðè ñèñòåìû îòñ÷¼òà: �íåïîäâèæíóþ� S0 : {T, X}, èíåðöèàëüíóþ
S ′
0 : {T ′, X ′}, äâèæóùóþñÿ ðàâíîìåðíî ñî ñêîðîñòüþ U0 îòíîñèòåëüíî

S0 è S : {t, x}, êîòîðàÿ íà÷èíàåò äâèãàòüñÿ ðàâíîóñêîðåííî îòíîñèòåëü-
íî S ′

0 ñ íóëåâîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ òàê, êàê ýòî áûëî îïèñàíî ðàíåå.

Èìååì äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò è âðåìåíè:

{
aT ′ = sh(at) eax,
aX ′ = ch(at) eax − 1,

{
T = γ0 (T

′ + U0X
′),

X = γ0 (X
′ + U0 T

′),

ãäå γ0 = 1/
√

1− U 2
0 , è â ìîìåíò âðåìåíè T = T ′ = t = 0 íà÷àëà âñåõ

ñèñòåì X = X ′ = x = 0 ñîâïàäàëè. Èñêëþ÷àÿ T ′
è X ′

, ïîëó÷àåì:

{
a T = [sh(at) ch(α0) + ch(at) sh(α0)] e

ax − shα0,
aX = [sh(at) sh(α0) + ch(at) ch(α0)] e

ax − chα0,

ãäå âìåñòî ñêîðîñòè ââåäåí ïàðàìåòð áûñòðîòû:

α0 = ath(U0), γ0 = ch(α0), U0γ0 = sh(α0). (6.28)

Èñïîëüçóÿ �îðìóëû äëÿ ñóììû óãëîâ ãèïåðáîëè÷åñêèõ �óíêöèé, ýòè

ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæíî ïåðåïèñàòü â áîëåå êîìïàêòíîì âèäå:

{
a T = sh(at+ α0) e

ax − shα0,

aX = ch(at+ α0) e
ax − chα0.

(6.29)

Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ (⋖H29 ) ñòîèò íàéòè íåðåëÿòèâèñòñêîå ïðèáëè-

æåíèå ê (6.29).

Ìîæíî òàêæå çàïèñàòü ïðåîáðàçîâàíèÿ ìåæäó íåèíåðöèàëüíûìè ñè-

ñòåìàìè îòñ÷¼òà, îäíà èõ êîòîðûõ {t, x} â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè

èìåëà íóëåâóþ ñêîðîñòü îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû, à âòîðàÿ

ñ êîîðäèíàòàìè {t′, x′} � îòëè÷íóþ îò íóëÿ ñêîðîñòü:

{
sh(at) eax = sh(at′ + α0) e

ax′ − shα0,

ch(at) eax = ch(at′ + α0) e
ax′ − chα0.

(6.30)

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè a → 0 ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåõîäÿò â

îáû÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà. Ïðè a 6= 0 îíè îáðàçóþò ãðóïïó

(ñòð. 27), ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ñ ðàçëè÷íûìè

ïàðàìåòðàìè α0 èìååò òàêóþ æå �óíêöèîíàëüíóþ çàâèñèìîñòü îò êîîð-

äèíàò è âðåìåíè, êàê è (6.30).
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⊲ Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ (6.29) ñíîâà ïðèâîäÿò ê

èíòåðâàëó (6.24). Òàêèì îáðàçîì, âñå ðàâíîóñêîðåííûå ñèñòåìû îòñ÷åòà,

íåçàâèñèìî îò èõ íà÷àëüíîé ñêîðîñòè U0, èìåþò îäèí è òîò æå èíòåðâàë.

Â îáùåì ñëó÷àå ïî îïðåäåëåíèþ (íà ñòð. 238 ìû åãî óòî÷íèì):

ñèñòåìû îòñ÷åòà ðàâíîïðàâíû, åñëè îíè èìåþò îäèíàêîâóþ �óíê-

öèîíàëüíóþ �îðìó èíòåðâàëà.

Â ýòî îïðåäåëåíèå �ðàâíîïðàâíîñòè� ïîïàäàåò è âñÿ ñîâîêóïíîñòü èíåð-

öèàëüíûõ ñèñòåì îòñ÷åòà, òàê êàê ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà îñòàâëÿþò

�îðìèíâàðèàíòíûì èíòåðâàë ds2 = dT 2 − dX2
(ò.å. íå èçìåíÿþò åãî

�óíêöèîíàëüíîé �îðìû). �àâíîóñêîðåííàÿ è èíåðöèàëüíûå ñèñòåìû íå

ðàâíîïðàâíû, òàê êàê èíòåðâàëû ìåæäó ñîáûòèÿìè â ýòèõ ñèñòåìàõ îò-

ñ÷åòà ðàçëè÷íû.

Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî â îïðåäåëåíèè �ðàâíîïðàâíîñòè� ðå÷ü èä¼ò î íåèç-

ìåííîñòè �óíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè êîý��èöèåíòîâ, îïðåäåëÿþùåãî

èíòåðâàë ds. ×èñëåííîå çíà÷åíèå ds ìåæäó äâóìÿ áåñêîíå÷íî áëèçêèìè
ñîáûòèÿìè îäèíàêîâî âî âñåõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà, íåçàâèñèìî îò òîãî ðàâ-

íîïðàâíû îíè èëè íåò.

⊲ Çàïèøåì òàêæå òðàíñëÿöèîííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ âíóòðè ðàâíîóñêî-

ðåííîé ñèñòåìû îòñ÷åòà. Â êîîðäèíàòàõ Ì¼ëëåðà (6.22) ìåæäó âòîðûì

(x̃′
) è ïåðâûì êîðàáëåì (x̃) îíè èìåþò âèä:

x̃ = x̃′ + x0, t =
t′

1 + ax0
. (6.31)

Ïîäñòàâëÿÿ èõ â èíòåðâàë (6.25), ïîëó÷àåì:

ds2 = (1 + a2x̃
′)2 dt′ − dx̃′2,

ãäå a2 = a/(1+ ax0). Ýòîò ðåçóëüòàò âïîëíå îæèäàåì. Ñîáñòâåííîå óñêî-

ðåíèå âòîðîãî êîðàáëÿ ðàâíî a2. Ïîýòîìó è èíòåðâàë íàáëþäàòåëÿ íà

âòîðîì êîðàáëå â êîîðäèíàòàõ {t′, x′} äîëæåí çàâèñåòü èìåííî îò a2,
âìåñòî a äëÿ èíòåðâàëà (6.25) â êîîðäèíàòàõ {t, x} ïåðâîãî êîðàáëÿ.
Åù¼ ðàç îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî êîãäà èä¼ò ðå÷ü î íåèíåðöèàëüíûõ

ñèñòåìàõ, ïðåîáðàçîâàíèÿ çàïèñûâàþòñÿ äëÿ êîíêðåòíûõ íàáëþäàòåëåé,

à íå â öåëîì äëÿ ñèñòåì îòñ÷¼òà. Â ÷àñòíîñòè, ïðåîáðàçîâàíèå ìåæäó

èíåðöèàëüíîé ñèñòåìîé è íàáëþäàòåëåì íà âòîðîì êîðàáëå èìåþò âèä:

a2T = sh(a2t
′) ea2x

′

, a2X = ch(a2t
′) ea2x

′ − a2
a
, (6.32)

ãäå x0 â a2 = a/(1 + ax0) � ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé, õàðàêòåðèçóþùåé ïî-
ëîæåíèå íàáëþäàòåëÿ â ìîìåíò âêëþ÷åíèÿ óñêîðåíèÿ, à {t′, x′} � âðåìÿ
è êîîðäèíàòà ðåãèñòðèðóåìîãî èì ñîáûòèÿ è ea2x

′

= 1 + a2x̃
′
.
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6.5 Âðàùàþùàÿñÿ ñèñòåìà îòñ÷¼òà

• �àññìîòðèì òåïåðü äâà êîñìè÷åñêèõ êîðàáëÿ, âðàùàþùèõñÿ ñ îäèíà-

êîâîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω ïî îðáèòå ðàäèóñà R â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå

îòñ÷åòà S0 : {T, X}. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óãëîâîå ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè

ðàâíî Φ < π. Êîðàáëè äâèãàþòñÿ ñî ñêîðîñòüþ V = ωR < 1, ïîýòîìó
îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé (èíåðöèàëüíîé) ñèñòåìû âðåìÿ íà êîðàáëÿõ

çàìåäëÿåòñÿ îäèíàêîâûì îáðàçîì è ïîêàçàíèÿ èõ ÷àñîâ ðàâíû:

t = T
√

1− V 2, t′ = τ + T
√

1− V 2, (6.33)

ãäå t � ýòî âðåìÿ ïåðâîãî êîðàáëÿ, à t′ � âòîðîãî êîðàáëÿ, íàõîäÿùåãîñÿ
ïî õîäó âðàùåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïåðâîãî. Âðåìÿ T ëàáîðàòîðíîé ñèñòå-

ìû S0 â îáîèõ �îðìóëàõ îòíîñèòñÿ ê ðàçëè÷íûì ñèíõðîíèçèðîâàííûì

÷àñàì, ðàñïîëîæåííûì âäîëü òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ êîðàáëåé. Ñèíõðî-

íèçàöèÿ ÷àñîâ íà êîðàáëÿõ òðåáóåò ïðîâåäåíèÿ îïðåäåë¼ííûõ èçìåðåíèé,

çàäàþùèõ ïàðàìåòð τ . Ïîíÿòíî, ÷òî τ = τ(Φ) ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé óãëà.

Åñëè îí îòñ÷èòûâàåòñÿ îò ïåðâîãî êîðàáëÿ, òî τ(0) = 0.

Ïóñòü íàáëþäàòåëü íà ïåðâîì êîðàáëå äëÿ èçìåðåíèÿ ðàññòîÿíèÿ êî

âòîðîìó êîðàáëþ èñïîëüçóåò ðàäèîëîêàöèþ. Áóäåì ñíà÷àëà ñ÷èòàòü, ÷òî

ñâåòîâîé ñèãíàë äâèæåòñÿ ïî îêðóæíîñòè. Òàêîå äâèæåíèå ìîæíî ðåà-

ëèçîâàòü ïðè ïîìîùè íàáîðà çåðêàë ðàññòàâëåííûõ âäîëü îêðóæíîñòè

è âðàùàþùèõñÿ ñ òîé æå óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω. Ýêâèâàëåíòíî äëÿ ýòî-

ãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü êîëüöåâîé ñâåòîâîä. Â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå S0

ñèãíàë èñïóñêàåòñÿ â ìîìåíò âðåìåíè T1 è äîñòèãàåò âòîðîãî êîðàáëÿ

â ìîìåíò âðåìåíè T . Çà âðåìÿ T − T1 ýòîò êîðàáëü ñìåùàåòñÿ âäîëü

îêðóæíîñòè íà óãîë ω (T − T1). Ïîýòîìó ñâåò ïðîõîäèò óãëîâîå ðàññòîÿ-

íèå Φ+ ω (T − T1). Çàòåì ñèãíàë îòðàæàåòñÿ è âîçâðàùàåòñÿ ê ïåðâîìó

êîðàáëþ â ìîìåíò âðåìåíè T2. Ýòîò îáðàòíûé ñèãíàë ïðîõîäèò ìåíüøåå

óãëîâîå ðàññòîÿíèå Φ− ω (T2 − T ):

{
R (Φ + ω (T − T1)) = T − T1,
R (Φ− ω (T2 − T )) = T2 − T,

T − T1 =
RΦ

1− ωR
, T2 − T =

RΦ

1 + ωR
.

Êàê è ðàíüøå, ìû ïðèðàâíèâàåì äëèíó ïóòè ñèãíàëà (â ëàáîðàòîðíîé

ñèñòåìå) êî âðåìåíè åãî äâèæåíèÿ (c = 1).
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Ñêëàäûâàÿ è âû÷èòàÿ ïîñëåäíèå äâå �îðìóëû, èìååì:

T2 − T1

2
=

RΦ

1− V 2
, T =

T1 + T2

2
+

ωR2Φ

1− V 2
. (6.34)

Àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ ïîëó÷àòñÿ, åñëè òàêîé æå ðàäèîëîêàöèîííûé

ýêñïåðèìåíò ïðîâåä¼ò íàáëþäàòåëü íà âòîðîì êîðàáëå. Îäíàêî ïðè ýòîì

âî âñåõ �îðìóëàõ íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè çàìåíó ω → −ω. Òàêàÿ æå

çàìåíà âîçíèêàåò, åñëè ïåðâûé êîðàáëü ïðîâîäèò èçìåðåíèå ðàññòîÿíèÿ

ïî áîëåå äëèííîìó ïóòè Φ 7→ 2π − Φ (ïðîòèâ âðàùåíèÿ).

Ïåðåéä¼ì êî âðåìåíè ïåðâîãî êîðàáëÿ ïðè ïîìîùè ïåðâîãî ñîîòíî-

øåíèÿ (6.33). Ýòî äà¼ò ñëåäóþùåå ðàäèîëîêàöèîííîå ðàññòîÿíèå ìåæäó

êîðàáëÿìè:

l =
t2 − t1

2
=

RΦ√
1− V 2

. (6.35)

�àññòîÿíèå l áîëüøå íà ëîðåíöåâñêèé �àêòîð 1/
√
1− V 2

(V = ωR �

ëèíåéíàÿ ñêîðîñòü êîðàáëåé), ÷åì äëèíà äóãè RΦ ìåæäó êîðàáëÿìè â

ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå. Ýòîò ðåçóëüòàò íå çàâèñèò îò òîãî, íàáëþäàòåëü

êàêîãî êîðàáëÿ ïðîâîäèò èçìåðåíèå ðàññòîÿíèÿ (îíî íå ìåíÿåòñÿ ïðè

çàìåíå ω 7→ −ω).

Ïîäñòàâëÿÿ âî âòîðîå ñîîòíîøåíèå (6.34) âðåìåíà (6.33), ïîëó÷àåì

âðåìÿ îòðàæåíèÿ ñèãíàëà (ïî ÷àñàì âòîðîãî êîðàáëÿ):

t′ =
t1 + t2

2
+ V l + τ. (6.36)

Íàéäåì òåïåðü �óíêöèþ τ = τ(Φ). Âîçìîæíû ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ñèí-

õðîíèçàöèè ÷àñîâ íà êîðàáëÿõ. �àññìîòðèì ñíà÷àëà ñëåäóþùèé âàðèàíò.

Ïóñòü â öåíòðå îðáèòû ïðîèñõîäèò âñïûøêà ñâåòà. Â ëàáîðàòîðíîé ñèñòå-

ìå îíà äîñòèãíåò êàæäîãî êîðàáëÿ îäíîâðåìåííî. Êàæåòñÿ åñòåñòâåííûì

â ýòîò ìîìåíò âûáðàòü íà÷àëî îòñ÷åòà âðåìåíè íà êîðàáëÿõ, ïîëîæèâ

τ = 0. Îäíàêî, ýòî íå òàê. Â ñèëó îòíîñèòåëüíîñòè îäíîâðåìåííîñòè, èí-

�îðìàöèÿ î âñïûøêå äîñòèãíåò êîðàáëåé íåîäíîâðåìåííî (ñ �èõ òî÷êè

çðåíèÿ�). Äåéñòâèòåëüíî, óñòðåìèì R ê áåñêîíå÷íîñòè, à ω ê íóëþ òàê,

÷òîáû ñêîðîñòü V = ωR îñòàâàëàñü ìåíüøå åäèíèöû. Â ýòîì ñëó÷àå êî-

ðàáëè áóäóò äâèãàòüñÿ ïðàêòè÷åñêè ïî ïðÿìîé. Åñëè óãëîâîå ðàññòîÿíèå

Φ ìåæäó íèìè ìàëî, ñâÿçàííàÿ ñ êîðàáëÿìè ñèñòåìà íå îòëè÷àåòñÿ îò

ñîïóòñòâóþùåé ê íèì èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà, äâèæóùåéñÿ îò-

íîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé ñî ñêîðîñòüþ V . Â ýòîé ñèñòåìå èí�îðìàöèÿ

î âñïûøêå ïîïàäåò íà âòîðîé êîðàáëü ïîçæå, ÷åì íà ïåðâûé (ñòð. 72).
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⊲ Äðóãîé, áîëåå �èçè÷íûé ñïîñîá (ñ òî÷êè çðåíèÿ ñîïóòñòâóþùåé

èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû), ñîñòîèò â òàêîì âûáîðå τ , ïðè êîòîðîì:

t′ =
t1 + t2

2
. (6.37)

Äëÿ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåì îòñ÷¼òà ýòî ïðàâèëî ÿâëÿåòñÿ âïîëíå åñòå-

ñòâåííûì (ñòð. 21). Îíî îñíîâàíî íà ðàâåíñòâå ñêîðîñòè ñâåòà âî âñåõ

íàïðàâëåíèÿõ, ÷òî ñëåäóåò èç èçîòðîïíîñòè ïðîñòðàíñòâà (íàïîìíèì,

ñòð. ??, ÷òî ñâåò äëÿ ñèíõðîíèçàöèè èñïîëüçîâàòü íå îáÿçàòåëüíî è äëÿ

ýòîãî ïîäõîäèò ÷àñòèöà äâèæóùàÿñÿ ñ ëþáîé ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ).

Ýòàëîíû äëèíû è âðåìåíè íåèíåðöèàëüíîãî íàáëþäàòåëÿ ñîâïàäàþò

ñ àíàëîãè÷íûìè ýòàëîíàìè èíåðöèàëüíîãî íàáëþäàòåëÿ èç ñîïóòñòâóþ-

ùåé ñèñòåìû îò÷¼òà. Ïîýòîìó è ñêîðîñòü ñâåòà âî âñåõ íàïðàâëåíèÿõ (â

åãî îêðåñòíîñòè) îäèíàêîâà. Ñîîòâåòñòâåííî â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå

ìîæíî ïðèíÿòü ïðàâèëî (6.37).

Èñïîëüçóÿ (6.37), èç ñîîòíîøåíèÿ (6.36) èìååì:

τ = τ(Φ) = −V l. (6.38)

Ïðè òàêîì âûáîðå τ âðåìåíà ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñèãíàëà òóäà è îáðàòíî,

èçìåðåííûå ïðè ïîìîùè äâóõ ÷àñîâ, áóäóò ðàâíû äðóã äðóãó:

t′ − t1 = t2 − t′ = l.

Òàêàÿ ý��åêòèâíàÿ ñêîðîñòü ñâåòà ðàâíà åäèíèöå è íå çàâèñèò îò íà-

ïðàâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ. Ïðèëàãàòåëüíîå �ý��åêòèâíàÿ� ïðèìåíåíî,

÷òîáû ïîä÷åðêíóòü, ÷òî äëÿ èçìåðåíèÿ ñêîðîñòè â îäíó ñòîðîíó èñïîëü-

çóþòñÿ äâîå ÷àñîâ, íàõîäÿùèåñÿ ó ðàçëè÷íûõ íàáëþäàòåëåé.

Íåçàâèñèìî îò âûáîðà �óíêöèè τ(Φ), òåìï òå÷åíèÿ âðåìåíè íà îáîèõ

êîðàáëÿõ ñîâïàäàåò. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ïåðâûé êîðàáëü ïîñûëàåò íà

âòîðîé êîðàáëü ñèãíàëû ñ ïåðèîäîì ∆t1. Èç (6.35), (6.36) ñëåäóåò, ÷òî

t′ − t1 = l (1 + V ) + τ = const. (6.39)

Ïîýòîìó èíòåðâàë âðåìåíè ìåæäó ñèãíàëàìè, ïðèíèìàåìûìè íà âòîðîì

êîðàáëå, áóäåò èìåòü òàêîå æå çíà÷åíèå∆t′ = ∆t1. Àíàëîãè÷íà ñèòóàöèÿ

ïðè ïîñûëêå ïåðèîäè÷åñêèõ ñèãíàëîâ ñî âòîðîãî êîðàáëÿ. Äëÿ èñòî÷íè-

êà ñâåòà è äàò÷èêà, ðàñïîëîæåííûõ íà âðàùàþùåìñÿ êîëüöå, íå áóäåò

ðåãèñòðèðîâàòüñÿ èçìåíåíèÿ ÷àñòîòû ñèãíàëà, òàê êàê îíè íåïîäâèæ-

íû äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà (íàïîìíèì, ÷òî â æåñòêîé ðàâíîóñêîðåííîé

ñèñòåìå ý��åêò èçìåíåíèÿ ÷àñòîòû âîçíèêàåò äàæå äëÿ îòíîñèòåëüíî

íåïîäâèæíûõ ïðèáîðîâ).
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Òàêèì îáðàçîì, â ðåçóëüòàòå âûáîðà (6.38), ïîëó÷àþòñÿ äîñòàòî÷íî

îæèäàåìûå �èçè÷åñêèå ðåçóëüòàòû. Îäíàêî, íå âñ¼ òàê ïðîñòî è íåñìîò-

ðÿ íà îäèíàêîâûé òåìï õîäà ÷àñîâ

ãëîáàëüíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ âðåìåíè âñåõ ÷àñîâ, âðàùàþùèõñÿ ïî

îêðóæíîñòè íåâîçìîæíà.

Ôóíêöèÿ τ(Φ) â (6.38) ëèíåéíî çàâèñèò îò óãëà Φ (ñì. (6.35)). Òî÷êè

Φ = 0 è Φ = 2π ñîîòâåòñòâóþò îäíîìó è òîìó æå êîðàáëþ (ïåðâîìó).

Ïîïûòêà ñèíõðîíèçèðîâàòü ÷àñû ñàìè ñ ñîáîé ïðè ïîìîùè ïîñûëêè ñèã-

íàëà âäîëü âñåé îêðóæíîñòè ïðèâåäåò ê τ 6= 0, õîòÿ íà ïåðâîì êîðàáëå,

ïî îïðåäåëåíèþ, âûáðàíî τ(0) = 0.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ïåðâûé êîðàáëü ïðîâîäèò ñèíõðîíèçàöèþ ñî âòîðûì

êîðàáë¼ì ïî áîëåå äëèííîìó ïóòè Φ 7→ 2π − Φ, òî

t′ =
t1 + t2

2
− V l + τ (6.40)

è íåîáõîäèìî âûáèðàòü äðóãîå çíà÷åíèå íà÷àëüíîãî îòñ÷åòà âðåìåíè τ .

Ïðè ýòîì ïðîöåäóðà ñèíõðîíèçàöèè ñèììåòðè÷íà è åñëè å¼ ïðîâîäèò

íàáëþäàòåëü íà âòîðîì êîðàáëå, ïîñûëàÿ ñèãíàë ïî êðàò÷àéøåìó ïóòè

ê ïåðâîìó êîðàáëþ, îí ñíîâà ïîëó÷èò (6.38), à ïî áîëåå äëèííîìó ïóòè

τ = V l.

Â ðåçóëüòàòå, íàáëþäàòåëü íà ïåðâîì êîðàáëå, ìîæåò îäíîçíà÷íûì

îáðàçîì ñèíõðîíèçîâàòü ñâîè ÷àñû ñî âñåìè êîðàáëÿìè, íàõîäÿùèìèñÿ

îò íåãî íå äàëåå ÷åì íà |Φ| < π. Òàêóþ ïðîöåäóðó ýòè êîðàáëè ìîãóò âû-

ïîëíèòü ïîñëåäîâàòåëüíî äðóã ñ äðóãîì. Îäíàêî, êîãäà òàêàÿ �öåïî÷êà

ñèíõðîíèçàöèé� äîáåðåòñÿ äî êîðàáëÿ, óäàëåííîãî áîëåå ÷åì íà π, ïðÿ-

ìàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ ñ íèì ïåðâîãî êîðàáëÿ ïî êðàò÷àéøåìó ïóòè âûÿâèò

ðàññèíõðîíèçàöèþ ÷àñîâ.

Íàïðèìåð, äëÿ äâóõ äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ ÷àñîâ (Φ = π)

ðàäèîëîêàöèîííîå ðàññòîÿíèå îäèíàêîâî è íå çàâèñèò îò òîãî, èçìåðÿåò-

ñÿ îíî ïî íàïðàâëåíèþ âðàùåíèÿ èëè ïðîòèâ. Îäíàêî, ïðîöåäóðà ñèí-

õðîíèçàöèè òàêèõ äâóõ ÷àñîâ áóäåò çàâèñåòü îò íàïðàâëåíèÿ ïîñûëêè

ñèãíàëà, ïðè ïîìîùè êîòîðîãî îíà ïðîâîäèòñÿ. �àçíèöà äâóõ çíà÷åíèé

τ ïðè ýòîì ðàâíà:

∆τ = 2V l =
2π V R√
1− V 2

.

Ïîäîáíàÿ îñîáåííîñòü âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà âûãëÿäèò î÷åíü

íåîáû÷íî. Âïðî÷åì, ýòà �íåîáû÷íîñòü� íå íàìíîãî áîëåå ñòðàííàÿ, ÷åì

îñòàëüíûå �ïðèâû÷íûå� ðåëÿòèâèñòñêèå ý��åêòû, òàêèå êàê îòíîñèòåëü-

íîñòü îäíîâðåìåííîñòè èëè çàìåäëåíèå òåìïà òå÷åíèÿ âðåìåíè.
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• Ìîæíî ïîïûòàòüñÿ ñèíõðîíèçèðîâàòü ÷àñû ïóò¼ì �ìåäëåííîãî� ïå-

ðåíîñà êîïèè ÷àñîâ äàííîãî íàáëþäàòåëÿ â äðóãèå òî÷êè ñèñòåìû îò-

ñ÷¼òà. Ïðîàíàëèçèðóåì, êàê áóäåò âûãëÿäåòü òàêàÿ ïðîöåäóðà. Ïóñòü

íàáëþäàòåëü îòïðàâëÿåò äâå êîïèè ñâîèõ ÷àñîâ ïî îêðóæíîñòè â ðàç-

ëè÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ. Îí äîëæåí òàê ïîäîáðàòü èõ ñêîðîñòè, ÷òîáû

îíè âåðíóëèñü ê íåìó îäíîâðåìåííî. �àññìîòðèì ýòî äâèæåíèå èç ëà-

áîðàòîðíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà, ãäå óãëîâàÿ ñêîðîñòü ÷àñîâ, äâèæóùèõñÿ

â íàïðàâëåíèè âðàùåíèÿ ðàâíà ω + ∆ω1, à ÷àñîâ äâèæóùèõñÿ â îáðàò-

íîì íàïðàâëåíèè: ω − ∆ω2. Òàê êàê ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ∆ωi ìàëû, ê

ìîìåíòó èõ âñòðå÷è ñ áàçîâûìè ÷àñàìè ÷åðåç âðåìÿ T , ïîñëåäíèå n ðàç

îáåðíóòüñÿ ïî îêðóæíîñòè, äîïîëíèòåëüíî ñìåñòèâøèñü íà íåêîòîðûé

óãîë Φ0:

ω T = 2πn+ Φ0. (6.41)

×àñû, äâèæóùèåñÿ ïî âðàùåíèþ äîëæíû ïðîäåëàòü îäèí äîïîëíèòåëü-

íûé îáîðîò, à âòîðûå ÷àñû, íàîáîðîò, îäèí îáîðîò ýêîíîìÿò:

(ω +∆ω1) T = 2π(n+ 1) + Φ0, (ω −∆ω2) T = 2π(n− 1) + Φ0.

Ïîäñòàâëÿÿ ωT èç (6.41) ïîëó÷àåì, ÷òî ∆ω1 = ∆ω2 = ∆ω è T = 2π/∆ω.

Ñîáñòâåííîå âðåìÿ ïåðåìåùàåìûõ ÷àñîâ τ1 è τ2 ðàâíû:

τ1,2 = T
√

1− (ω ±∆ω)2R2 ≈ T
√

1− (ωR)2 ∓ 2ω∆ωR2,

ãäå â ïðèáëèæåííîì ðàâåíñòâå ðàñêðûò êâàäðàò ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðâîãî

ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî ∆ω. Âûíîñÿ 1− (ωR)2 çà êîðåíü è ðàñêëàäûâàÿ åãî
â ðÿä, ïîëó÷àåì:

τ1,2 ≈ T
√

1− V 2 ∓ 2πV R√
1− V 2

,

ãäå âî âòîðîì ñëàãàåìîì ïîäñòàâëåíî T = 2π/∆ω. Ïåðâîå ñëàãàåìîå ÿâ-

ëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âðåìåíåì áàçîâûõ ÷àñîâ. Òàêèì îáðàçîì, ÷àñû äâè-

æóùèåñÿ ïî âðàùåíèþ îòñòàíóò îò áàçîâûõ ÷àñîâ, à ÷àñû äâèæóùèåñÿ

ñ ìåíüøåé ñêîðîñòüþ (â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå), íàîáîðîò, óéäóò âïåð¼ä.

�àçíîñòü õîäà êîïèé ÷àñîâ ðàâíà:

∆τ = τ2 − τ1 ≈
4π V R√
1− V 2

(6.42)

è íå çàâèñèò îò ∆ω. Õîòÿ â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà ëèíåéíûå

ñêîðîñòè êîïèé ÷àñîâ ðàçëè÷íû (ω ± ∆ω)R, â ñîïóòñòâóþùåé ê áàçî-

âûì ÷àñàì èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà èõ ñêîðîñòè ïî ìîäóëþ îäè-

íàêîâû (â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî ∆ωR), ÷òî åñòåñòâåííî, äëÿ íàáëþäàòåëÿ,
ñâÿçàííîãî ñ áàçîâûìè ÷àñàìè, åñëè îí, îòïðàâëÿÿ êîïèè, ïëàíèðóåò èõ

îäíîâðåìåííîå âîçâðàùåíèå.
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Â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà â ìîìåíò âðåìåíè T = π/∆ω ÷àñû

âñòðåòÿòñÿ ïåðâûé ðàç â òî÷êå íà îêðóæíîñòè äèàìåòðàëüíî ïðîòèâî-

ïîëîæíîé ê áàçîâûì ÷àñàì. Â ýòîò ìîìåíò âðåìåíè èõ ïîêàçàíèÿ òàê-

æå áóäóò ðàçëè÷íûìè. Ïðîâåñòè îäíîçíà÷íóþ ñèíõðîíèçàöèþ ïðè ïîìî-

ùè ìåäëåííîãî ïåðåíîñà ÷àñîâ âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷¼òà òàêæå

íåâîçìîæíî. Òàêàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ âîçìîæíà òîëüêî ìåæäó ÷àñàìè, ðàñ-

ïîëîæåííûìè íà ëþáîé íåçàìêíóòîé äóãå îêðóæíîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå

ìåäëåííûé ïåðåíîñ êîïèè áàçîâûõ ÷àñîâ ïðèâåä¼ò ê òàêîìó æå ðåçóëüòà-

òó, êàê è ïîñûëêà ñâåòîâîãî ñèãíàëà ñ ïîñëåäóþùèì ïåðåñ÷åòîì âðåìåíè

ïî �îðìóëå (6.37).

⊲ Â ñâÿçè ñ ïðîáëåìîé ñèíõðîíèçàöèè, ðàññìîòðèì ýêñïåðèìåíò, â

êîòîðîì íàáëþäàòåëü íà êîðàáëå ïîñûëàåò äâà ñâåòîâûõ ñèãíàëà, ðàñ-

ïðîñòðàíÿþùèõñÿ âäîëü îêðóæíîñòè â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ.

Íàéäåì âðåìåíà ðàñïðîñòðàíåíèÿ êàæäîãî ñèãíàëà â ëàáîðàòîðíîé ñè-

ñòåìå îòñ÷åòà S0. Ñèãíàë, äâèæóùèéñÿ â íàïðàâëåíèè âðàùåíèÿ êîðàáëÿ

âîçâðàùàåòñÿ ê êîðàáëþ ÷åðåç âðåìÿ T2. Îí ïðîõîäèò ðàññòîÿíèå 2πR,
óâåëè÷åííîå íà äóãó Rω T2, âäîëü êîòîðîé ñìåñòèëñÿ êîðàáëü â òå÷åíèè

âðåìåíè T2. Âòîðîé ñâåòîâîé ñèãíàë, äâèæóùèéñÿ íà âñòðå÷ó êîðàáëþ

ïðîõîäèò çà âðåìÿ T1 ìåíüøåå ðàññòîÿíèå:

{
R (2π + ω T2) = T2,

R (2π − ω T1) = T1,

∆T = T2 − T1 =
4π V R

1− V 2
.

�àçíîñòü ýòèõ âðåìåí ïî ÷àñàì êîðàáëÿ ∆t = ∆T
√
1− V 2

ðàâíà:

∆t =
4π V R√
1− V 2

, (6.43)

÷òî ñîâïàäàåò ñ (6.42). Ýòîò ý��åêò îáíàðóæèë â 1913Æîðæ Ñàíüÿê ïðè

ïîìîùè âðàùàþùåãîñÿ êîëüöåâîãî èíòåð�åðîìåòðà. Ïðè ýòîì èçìåðÿ-

ëàñü íå ðàçíèöà âðåìåí, à èíòåð�åðåíöèÿ ñèãíàëîâ, ñâÿçàííàÿ ñ îòíîñè-

òåëüíûì ñäâèãîì �àç ñâåòîâûõ âîëí. Òî÷íîñòü ýêñïåðèìåíòà ïîçâîëèëà

èçìåðèòü òîëüêî âåäóùåå ïðèáëèæåíèå ∆t ≈ ∆T ≈ 4Sω ê (6.43), ãäå

S = πR2
� ïëîùàäü, îãðàíè÷åííàÿ òðàåêòîðèåé ñèãíàëîâ â ëàáîðàòîð-

íîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà. Íàïîìíèì, ÷òî êîðåíü â çíàìåíàòåëå (6.43) ñâÿçàí

ñ ý��åêòîì çàìåäëåíèÿ âðåìåíè ïðè äâèæåíèè ÷àñîâ ñî ñêîðîñòüþ ωR.

Ýòî çàìåäëåíèå èìååò âòîðîé ïîðÿäîê ìàëîñòè ïî ñêîðîñòè.
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6.6 Âðàùåíèÿ ñ ðàçëè÷íûìè ðàäèóñàìè

Äî ñèõ ïîð ðàññìàòðèâàëèñü òî÷êè âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìû îòñ÷¼òà ðàâ-

íîóäàëåííûå îò öåíòðà. Ïóñòü òåïåðü äâà êîñìè÷åñêèõ êîðàáëÿ â ëàáî-

ðàòîðíîé ñèñòåìå âðàùàþòñÿ ñ îäèíàêîâîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω, íî ïðè
ýòîì íàõîäÿòñÿ íà ðàçëè÷íûõ ðàññòîÿíèÿõ R1 è R2 îò öåíòðà. Èõ ñêî-

ðîñòè ðàâíû V1 = ωR1 è V2 = ωR2, ïîýòîìó ñâÿçü êîðàáåëüíûõ ÷àñîâ ñ

÷àñàìè ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû èìååò âèä:

t = T
√

1− (ωR1)2, t′ = τ + T
√

1− (ωR2)2. (6.44)

Ïðîàíàëèçèðóåì ðàäèîëîêàöèîííûé ýêñïåðèìåíò, êîòîðûé ïðîâîäèò íà-

áëþäàòåëü íà ïåðâîì êîðàáëå ñ ðàäèóñîì îðáèòû R1. Òåïåðü áóäåì ðàñ-

ñìàòðèâàòü ïðÿìîëèíåéíîå (â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå) ðàñïðîñòðàíåíèå

ñâåòîâîãî ñèãíàëà.

Çà âðåìÿ T − T1 äâèæåíèÿ ñèãíàëà â îäíó ñòîðîíó, âòîðîé êîðàáëü ñìå-

ùàåòñÿ íà óãëîâîå ðàññòîÿíèå ω (T − T1). Ïîýòîìó äëèíà ïóòè ñèãíàëà

íàõîäèòñÿ ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ ñ óãëîì Φ+ω (T−T1), ãäåΦ � óãîë ìåæäó

ïðÿìûìè, ïðîâåäåííûìè èç öåíòðà ïî íàïðàâëåíèþ ê êîðàáëÿì. Ïîñëå

îòðàæåíèÿ ñèãíàëà, îí äâèæåòñÿ íà âñòðå÷ó ïåðâîìó êîðàáëþ. Äëÿ âû-

÷èñëåíèÿ äëèíû òðàåêòîðèè âîçâðàùåíèÿ ñèãíàëà çà âðåìÿ T2 − T , â
òåîðåìå êîñèíóñîâ íåîáõîäèìî âçÿòü óãîë Φ − ω (T2 − T ). Â ðåçóëüòàòå

êâàäðàòû ðàññòîÿíèé, ïðîéäåííûå ñâåòîì, ñâÿçàíû ñ êâàäðàòàìè âðåì¼í

åãî äâèæåíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

{
R2

1 + R2
2 − 2R1R2 cos [Φ + ω (T − T1)] = (T − T1)

2,

R2
1 + R2

2 − 2R1R2 cos [Φ− ω (T2 − T )] = (T2 − T )2.
(6.45)

Çàïèøåì ðåøåíèÿ ýòèõ òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî âðå-

ì¼í â ñëåäóþùåì âèäå:

T − T1 = g(ω), T2 − T = g(−ω),

ãäå g(ω) � �óíêöèÿ óãëîâîé ñêîðîñòè ω, à òàêæå ðàäèóñîâ R1, R2 è óãëà

Φ, çàâèñèìîñòü îò êîòîðûõ áóäåì îïóñêàòü.
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Èñêëþ÷àÿ T è ïåðåõîäÿ êî âðåìåíè ïåðâîãî êîðàáëÿ (6.44), èìååì:

l =
t2 − t1

2
=

1

2

√

1− (ωR1)2 [g(ω) + g(−ω)]. (6.46)

Ïðàâàÿ ÷àñòü íå çàâèñèò îò âðåìåíè. Ïîýòîìó ðàäèîëîêàöèîííûé ýêñïå-

ðèìåíò ïðèâåäåò íàáëþäàòåëÿ ê âûâîäó, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó êîðàá-

ëÿìè íåèçìåííî. Òàêèì îáðàçîì, ñîâîêóïíîñòü íàáëþäàòåëåé, âðàùàþ-

ùèõñÿ âîêðóã öåíòðà ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω îòíîñèòåëüíî S0

îáðàçóþò æåñòêóþ íåèíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà S.
Ôîðìóëà ðàäèîëîêàöèîííîãî ðàññòîÿíèÿ (6.46) óïðîùàåòñÿ äëÿ íàõî-

äÿùèõñÿ ðÿäîì êîðàáëåé. Çàìåíèì óãîë Φ íà áåñêîíå÷íî ìàëûé dΦ è

ïîëîæèì R1 = R, R2 = R + dR. �àñêëàäûâàÿ â (6.45) êîñèíóñ cos(α) ≈
1− α2/2 è ðåøàÿ êâàäðàòíîå óðàâíåíèå, íåñëîæíî ïîëó÷èòü:

T − T1 =
R2ω dΦ +

√

[1− (ωR)2] dR2 + R2dΦ2

1− (ωR)2
.

Âûðàæåíèå äëÿ T2−T àíàëîãè÷íî çà èñêëþ÷åíèåì çàìåíû ω íà −ω. Ïî-

ýòîìó êâàäðàò ðàäèîëîêàöèîííîãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ áåñêîíå÷íî

áëèçêèìè òî÷êàìè âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà ðàâåí:

dl2 =

(
t2 − t1

2

)2

= dR2 +
R2dΦ2

1− (ωR)2
. (6.47)

Ýòî âûðàæåíèå îòëè÷àåòñÿ çíàìåíàòåëåì âî âòîðîì ñëàãàåìîì îò åâ-

êëèäîâîãî ðàññòîÿíèÿ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ dR2 + R2 dΦ2
. Ïîýòîìó

ãåîìåòðèÿ òð¼õìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, îñíîâàííàÿ íà ðàäèîëîêàöèîííîì

îïðåäåëåíèè äëèíû, îòëè÷àåòñÿ îò åâêëèäîâîé. Òàê, äëèíà îêðóæíîñòè

ðàäèóñà R ñ öåíòðîì íà îñè âðàùåíèÿ (dR = 0, 0 6 Φ < 2π) ðàâíÿåòñÿ
2πR/

√
1− ω2R2

, ÷òî áîëüøå, ÷åì åâêëèäîâî çíà÷åíèå 2πR.

Ïðè ðàçëè÷íîì ðàññòîÿíèè îò öåíòðà, êîðàáëè èñïûòûâàþò ðàçëè÷-

íîå çàìåäëåíèå ñâîèõ ÷àñîâ. Åñëè âòîðîé êîðàáëü øëåò ñèãíàë â ìîìåíò

âðåìåíè t′1, òî íà ïåðâîì îí áóäåò ïîëó÷åí â ìîìåíò t2:

t2
√

1− (ωR1)2
=

t′1 − τ
√

1− (ωR2)2
+ g(−ω).

Åñëè ýòè ñèãíàëû ïîñûëàþòñÿ ñ ïåðèîäîì ∆t′1, òî ïðèíèìàþòñÿ îíè íà

ïåðâîì êîðàáëå ñ ïåðèîäîì:

∆t2 = ∆t′1

√

1− (ωR1)2

1− (ωR2)2
.

Íàáëþäàòåëè ìîãóò ïðîâåñòè ñèíõðîíèçàöèþ ÷àñîâ, îäíàêî â äàëüíåé-

øåì ñîîòíîøåíèå t′ = (t1 + t2)/2 íàðóøèòñÿ.
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6.7 Íåæ¼ñòêàÿ ðàâíîóñêîðåííàÿ ñèñòåìà îòñ÷¼òà

∗

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî â îáû÷íîì 3-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå

ìû äîëæíû ðàçëè÷àòü ãåîìåòðè÷åñêèå è êîîðäèíàòíûå âåëè÷èíû. Òî÷êè

ïðîñòðàíñòâà � ýòî ãåîìåòðè÷åñêèå ñóùíîñòè, êîòîðûå ìîæíî �íóìåðî-

âàòü� ïðè ïîìîùè ðàçëè÷íûõ êîîðäèíàò (äåêàðòîâîé: {x, y, z}, ïîëÿðíîé
{r, φ, z}, è ò.ä.). Ê ãåîìåòðè÷åñêèì îáúåêòàì îòíîñÿòñÿ òàêæå ðàññòîÿ-

íèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè è óãîë ìåæäó ïðÿìûìè. Îò âûáîðà ñèñòåìû

êîîðäèíàò ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû íå çàâèñÿò.

Ïðè îïèñàíèè �èçèêè â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè (ñòð. 192) ñèòóàöèÿ ïîë-

íîñòüþ àíàëîãè÷íà. Òî÷êè ýòîãî ïðîñòðàíñòâà (ñîáûòèÿ) íóìåðóþòñÿ

ïðè ïîìîùè ïðîèçâîëüíî âûáðàííîé ÷åòâåðêè ÷èñåë {x0, x1, x2, x3}, â
êîòîðîé ÷èñëî x0

íåîáÿçàòåëüíî èìååò ñìûñë �èçè÷åñêîãî âðåìåíè ñî-

áûòèÿ â äàííîé ñèñòåìå îòñ÷åòà.

Â ýòîé ãëàâå íàñ èíòåðåñóþò íåèíåðöèàëüíûå ñèñòåìû îòñ÷åòà è èõ

ñâÿçü ñ èíåðöèàëüíûìè. Äëÿ íóìåðàöèè ñîáûòèé â èíåðöèàëüíîé ñèñòå-

ìå ïî-ïðåæíåìó áóäåì èñïîëüçîâàòü �èçè÷åñêîå âðåìÿ T è äåêàðòîâû

êîîðäèíàòû X, Y, Z. ×åòâ¼ðêó ÷èñåë {T, X, Y, Z} íàçîâ¼ì ëîðåíöåâûìè

êîîðäèíàòàìè. Èíòåðâàë ìåæäó äâóìÿ áåñêîíå÷íî áëèçêèìè ñîáûòèÿìè

â ýòèõ êîîðäèíàòàõ ðàâåí:

ds2 = dT 2 − dX2 − dY 2 − dZ2. (6.48)

Â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà (ÍÈÑÎ) ýòè æå ñîáûòèÿ íóìåðó-

þòñÿ ïðè ïîìîùè ÷åòûðåõ ÷èñåë {x0, x1, x2, x3}. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

{x1, x2, x3} � ýòî íîìåð �èêñèðîâàííîé òî÷êè â 3-ïðîñòðàíñòâå íåèíåð-

öèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà. Ôèêñèðîâàííîñòü íå îçíà÷àåò æåñòêîñòè ñè-

ñòåìû îòñ÷åòà. Òàê, òó÷à ï÷¼ë, ðàçëåòàþùèõñÿ ïî ñâîèì äåëàì îò óëüÿ

îáðàçóåò ñèñòåìó îòñ÷¼òà. Ñ ëþáîé ï÷åëîé ñâÿçàí íîìåð, ñîñòîÿùèé èç

òðåõ ÷èñåë {x1, x2, x3}. Ñàìè ïî ñåáå ýòè ÷èñëà ìîãóò è íå èìåòü ïðî-

ñòîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî ñìûñëà. Íî ãëàâíîå, ÷òî îíè çàäàþò íåèçìåííûé

íîìåð â ñèñòåìå ï÷åë è îäíîçíà÷íî õàðàêòåðèçóþò äàííóþ ï÷åëó (òî÷êó

3-ïðîñòðàíñòâà íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà). Â ïðîñòðàíñòâå ìîæåò

áûòü ìíîæåñòâî íàáëþäàòåëåé, äâèæóùèõñÿ ñ ðàçëè÷íûìè ñêîðîñòÿìè

îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà. Ëþáîå èõ ïîäìíîæåñòâî ìîæíî íàçâàòü ñèñòå-

ìîé îòñ÷¼òà. Ïðè òàêîé îáùåé òî÷êè çðåíèÿ íà ñèñòåìû îòñ÷¼òà, âûáîð

íàáëþäàòåëåé, ñâÿçàííûõ ñ äàííîé ñèñòåìîé äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëåí. Òà-

êèì îáðàçîì:

ñèñòåìà îòñ÷åòà � ýòî ìíîæåñòâî íàáëþäàòåëåé íåïðåðûâíî

çàïîëíÿþùèõ ïðîñòðàíñòâî, óìåþùèõ èçìåðÿòü âðåìÿ è ðàññòî-

ÿíèå â ñâîåé íåïîñðåäñòâåííîé îêðåñòíîñòè.
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⊲ Óäîáíî îïðåäåëÿòü íåèíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà, çàäàâàÿ òðà-

åêòîðèè äâèæåíèÿ âñåõ å¼ òî÷åê îòíîñèòåëüíî èíåðöèàëüíîé (ëàáîðà-

òîðíîé) ñèñòåìû. �àññìîòðèì, íàïðèìåð, íåæåñòêóþ ðàâíîóñêîðåííóþ

ñèñòåìó îòñ÷åòà, êîòîðàÿ èìååò îäèíàêîâûå òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ êàæ-

äîé ñâîåé òî÷êè îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû. Ñîîòâåòñòâóþùåå

êîîðäèíàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

X = x+
1

a

[√

1 + (aT )2 − 1
]

, (6.49)

ãäå x � êîîðäèíàòà (íîìåð) �èêñèðîâàííîé òî÷êè ÍÈÑÎ, à {T,X} �

âðåìÿ è êîîðäèíàòà ýòîé æå òî÷êè â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå. Îáðàòèì

âíèìàíèå, ÷òî â (6.49) ïàðàìåòð x ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé, êîòîðàÿ íàõî-

äèòñÿ èç íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ X(0) = x. Çíà÷åíèå êîíñòàíòû îïðåäåëÿåò

�èêñèðîâàííóþ òî÷êó ÍÈÑÎ. �àññìàòðèâàÿ âñå òî÷êè ÍÈÑÎ, ìû óæå

ñ÷èòàåì x ïåðåìåííîé âåëè÷èíîé, à (6.49) ñòàíîâèòñÿ êîîðäèíàòíûì ïðå-

îáðàçîâàíèåì ìåæäó äâóìÿ ñèñòåìàìè îòñ÷åòà. Âåëè÷èíû {T,X} èìåþò
ÿñíûé �èçè÷åñêèé ñìûñë, òîãäà êàê ñìûñë êîîðäèíàòû x åù¼ íåîáõî-

äèìî óñòàíîâèòü. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëî x òðåáóåòñÿ ñâÿçàòü ñ

îïðåäåë¼ííûìè èçìåðèòåëüíûìè ïðîöåäóðàìè, ïðîâîäèìûìè êîíêðåò-

íûì íàáëþäàòåëåì. Ýòîò íàáëþäàòåëü, íàïðèìåð, ìîæåò íàõîäèòüñÿ â

íà÷àëå ÍÈÑÎ, èìåÿ êîîðäèíàòó x = 0. Âàæíî ïîìíèòü, ÷òî òàêîé íà-

áëþäàòåëü íå �ðàçìàçàí� ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó, à íàõîäèòñÿ â �èêñèðî-

âàííîé òî÷êå ÍÈÑÎ. Îí èçìåðÿåò âðåìÿ, ðàññòîÿíèå è ñêîðîñòü â ñâî-

åé íåïîñðåäñòâåííîé îêðåñòíîñòè. Èí�îðìàöèþ îá óäàëåííîì ñîáûòèè,

ïðîèçîøåäøåì â òî÷êå ñ êîîðäèíàòîé x 6= 0 îí ìîæåò ïîëó÷àòü òîëüêî

ïðè ïîìîùè íåêîòîðûõ ñèãíàëîâ (íàïðèìåð, ñâåòîâûõ).

Äëÿ äàëüíåéøèõ ïîñòðîåíèé íàì íåîáõîäèìî èìåòü ÿâíûé âèä èí-

òåðâàëà â êîîðäèíàòàõ íåèíåðöèàëüíîãî íàáëþäàòåëÿ. Äëÿ ýòîãî, êðîìå

êîîðäèíàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (6.49), ïîòðåáóåòñÿ ñâÿçü âðåìåí ñîáû-

òèé. Àíàëîãè÷íî ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì, äëÿ íóìåðàöèè âðå-

ìåíè ñîáûòèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà t.
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îíè óïîðÿäî÷åíû òàê, ÷òî ìåíüøèì çíà÷åíèÿì

t ñîîòâåòñòâóþò áîëåå ðàííèå ñîáûòèÿ. Â êà÷åñòâå òàêîãî âðåìåíè ìîæíî

âûáðàòü, íàïðèìåð, ñîáñòâåííîå âðåìÿ t ÷àñîâ, äâèæóùèõñÿ ïî òðàåêòî-
ðèè (6.49) è îêàçàâøèõñÿ â ìîìåíò âðåìåíè t â îêðåñòíîñòè ñîáûòèÿ:

aT = sh(at). (6.50)

Ýòî ñîîòíîøåíèå ñâÿçûâàåò âðåìÿ t, ïðîøåäøåå ó íàáëþäàòåëÿ ïîñëå íà-
÷àëà åãî óñêîðåíèÿ (ñòð. 161). Îíî ñðàâíèâàåòñÿ ñ âðåìåíåì T , êîòîðîå
ïîêàçûâàþò ñèíõðîíèçèðîâàííûå ÷àñû, ðàññòàâëåííûå âäîëü òðàåêòî-

ðèè äâèæåíèÿ â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà.
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⊲ Òàêèì îáðàçîì, ïðåîáðàçîâàíèÿ îò ëîðåíöåâûõ êîîðäèíàò èíåðöè-

àëüíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà {T,X, Y, Z} ê êîîðäèíàòàì íåæ¼ñòêîé ðàâíî-

óñêîðåííîé ñèñòåìû îòñ÷åòà {t, x, y, z}, èìåþò âèä:

T =
1

a
sh(at), X = x+

1

a
[ch(at)− 1] , Y = y, Z = z. (6.51)

Ïîäñòàâëÿÿ èõ â èíòåðâàë (6.48), ïîëó÷àåì [19℄:

ds2 = dt2 − 2 sh(at) dtdx− dx2 − dy2 − dz2. (6.52)

Â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà èíòåðâàë �èçè÷åñêîãî âðåìåíè dT ,
èçìåðÿåìûé îäíèìè ÷àñàìè ðàâåí èíòåðâàëó ds ìåæäó ñîáûòèÿìè, ïðî-

èñõîäÿùèìè â îäíîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà ñèñòåìû dX = dY = dZ = 0.
Àíàëîãè÷íî, â ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ñîáñòâåííûì �èçè÷åñêèì

âðåìåíåì dτ0 äàííîé òî÷êè ñèñòåìû íàçîâåì èíòåðâàë ds ìåæäó ñîáûòè-
ÿìè, ïðîèñõîäÿùèìè â ýòîé òî÷êå dx = dy = dz = 0. Äëÿ ìåòðèêè (6.52)

�èçè÷åñêîå âðåìÿ dτ0 ñîâïàäàåò ñ êîîðäèíàòíûì dt, òàê êàê â (6.51) â

êà÷åñòâå t âûáðàíî ñîáñòâåííîå âðåìÿ íàáëþäàòåëÿ t (6.50).
Ïîä÷åðêíåì, ÷òî dτ0 ýòî �òèê� íà ÷àñàõ, ðàñïîëîæåííûõ â �èêñèðî-

âàííîé òî÷êå (x, y, z). Ýòè ÷àñû íàõîäÿòñÿ ó íàáëþäàòåëÿ â ýòîé òî÷êå

è èìåííî îí íåïîñðåäñòâåííî èçìåðÿåò ýòîò òèê. Êàê ìîæåò óçíàòü âðå-

ìÿ íà ýòèõ ÷àñàõ (à, ñëåäîâàòåëüíî, âðåìÿ ñîáûòèÿ â èõ îêðåñòíîñòè)

íàáëþäàòåëü, íàõîäÿùèéñÿ, íàïðèìåð, â íà÷àëå êîîðäèíàò? Òîëüêî ïðè

ïîìîùè ïîëó÷åíèÿ ñâåòîâîãî (èëè èíîãî) ñèãíàëà îò óäàëåííûõ ÷àñîâ

ñ ïîñëåäóþùåé êîððåêòèðîâêîé íà âðåìÿ åãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ. Êàê â

èíåðöèàëüíûõ, òàê è â íåèíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà, ñîáûòèÿ, ñâÿ-

çàííûå ñ ðàñïðîñòðàíåíèåì ñâåòà, èìåþò íóëåâîé èíòåðâàë ds = 0 ⋖ C10.

Ýòî óñëîâèå äëÿ ìåòðèêè (6.52) ïðèâîäèò ê äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâ-

íåíèþ, îïðåäåëÿþùåìó òðàåêòîðèþ ñâåòîâîãî èìïóëüñà, ðàñïðîñòðàíÿ-

þùåãîñÿ ïàðàëëåëüíî îñè x (ìèìî íàáëþäàòåëåé ÍÈÑÎ ñ y, z = const):
(
dx

dt

)2

+ 2 sh(at)
dx

dt
− 1 = 0.

Âûäåëÿÿ ïîëíûé êâàäðàò, íåñëîæíî ïîëó÷èòü:

dx

dt
= ± ch(at)− sh(at) = ±e∓at. (6.53)

�åøåíèå ýòîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä:

x(t) = const− e∓at

a
, (6.54)

ãäå const � êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ, à çíàêè ñîîòâåòñòâóþò íàïðàâ-

ëåíèþ äâèæåíèÿ èìïóëüñà (ìèíóñ � êîîðäèíàòà x óâåëè÷èâàåòñÿ ïðè

äâèæåíèè (dx/dt > 0), à ïëþñ � óìåíüøàåòñÿ).
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⊲ �àññìîòðèì â êîîðäèíàòàõ {t, x} ðàäèîëîêàöèîííûé ýêñïåðèìåíò,

ïðîâîäèìûé íàáëþäàòåëåì, íàõîäÿùèìñÿ â òî÷êå ñ êîîðäèíàòîé x = 0.

Â ìîìåíò âðåìåíè t1 îí îòïðàâëÿåò ñâåòîâîé èìïóëüñ, êîòîðûé äîñòè-

ãàåò â ìîìåíò âðåìåíè t òî÷êó ñ êîîðäèíàòîé x > 0, ãäå îòðàæàåòñÿ è

âîçâðàùàåòñÿ îáðàòíî â ìîìåíò âðåìåíè t2. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîíñòàíòû
â òðàåêòîðèè (6.54) ïðè äâèæåíèè èìïóëüñà îò íàáëþäàòåëÿ ìû âûáå-

ðåì íà÷àëüíîå óñëîâèå x(t1) = 0, à ïðè äâèæåíèè â îáðàòíóþ ñòîðîíó

x(t2) = 0:

x+(t) =
1

a

(
e−at1 − e−at

)
,

x−(t) =
1

a

(
e+at2 − e+at

)
.

Â òî÷êå îòðàæåíèÿ x+(t) = x−(t) = x, ïîýòîìó:

e−at1 − e−at = ax, eat2 − eat = ax, (6.55)

Èñêëþ÷àÿ t, íàõîäèì ðàäèîëîêàöèîííîå ðàññòîÿíèå:

l =
t2 − t1

2
=

1

2a
ln

[

1 + ax
2 ch(at1)− ax

1− ax eat1

]

≈ x ch(at1), (6.56)

ãäå ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî çàïèñàíî äëÿ ìàëûõ ax ≪ 1. Çíàÿ t1 è

t2, íàáëþäàòåëü â íà÷àëå ñèñòåìû ìîæåò îïðåäåëèòü êîîðäèíàòó òî÷êè

îòðàæåíèÿ ñèãíàëà x. Èç (6.56) ñëåäóåò, ÷òî ðàäèîëîêàöèîííîå ðàññòîÿ-
íèå ê �èêñèðîâàííîé òî÷êå òàêîé ðàâíîóñêîðåííîé ñèñòåìû ìåíÿåòñÿ ñî

âðåìåíåì (çàâèñèò îò t1). Ïîýòîìó ñèñòåìà (6.52) íàçûâàåòñÿ íåæåñòêîé

ðàâíîóñêîðåííîé ñèñòåìîé. Ôèçèêà â ýòîé ñèñòåìå îòëè÷àåòñÿ îò �èçèêè

â æåñòêîé ðàâíîóñêîðåííîé ñèñòåìå, ðàññìîòðåííîé â ïåðâîì ðàçäåëå.

Àíàëîãè÷íî íàõîäèòñÿ ÷àñòîòà ñèãíàëà, ïîëó÷àåìîãî îò óäàëåííîãî èñ-

òî÷íèêà. Äè��åðåíöèðóÿ âòîðîå óðàâíåíèå (6.55) è èñêëþ÷àÿ eat, èìååì:

dt2 = dt (1− ax e−at2).

Âðåìåíà dt è dt2 � ýòî ïåðèîäû èçëó÷åíèÿ è ïðèåìà ñèãíàëîâ ïî ðàçëè÷-

íûì ÷àñàì íàáëþäàòåëåé, íàõîäÿùèõñÿ â òî÷êàõ x > 0 è x = 0. Îòíî-

øåíèå ýòèõ ïåðèîäîâ çàâèñèò îò êîîðäèíàòû x è ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì

ïðè¼ìà ñèãíàëà t2.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî �óíêöèÿ x(t) â (6.54) ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî âäîëü
òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ñâåòîâîãî èìïóëüñà íàõîäÿòñÿ íàáëþäàòåëè ÍÈ-

ÑÎ. Ó êàæäîãî èç íèõ åñòü ÷àñû, èçìåðÿþùèå ñîáñòâåííîå âðåìÿ t 
íóëåâûì îòñ÷åòîì â ìîìåíò íà÷àëà óñêîðåíèÿ. Îäíàêî êîîðäèíàòà x,
âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ �èçè÷åñêèì ðàññòîÿíèåì, ïîýòîìó êîîðäè-

íàòíàÿ ñêîðîñòü ñâåòà (6.53) îòëè÷íà îò åäèíèöû.
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6.8 Ïàðàäîêñû îñòàíîâêè è áëèçíåöîâ

• �Ïàðàäîêñ îñòàíîâêè.� Â òðåòåé ãëàâå (ñòð. 75) ðàññìàòðèâàëàñü

ýñêàäðà êîñìè÷åñêèõ êîðàáëåé S ′
0, äâèæóùèõñÿ ñî ñêîðîñòüþ U0 îòíî-

ñèòåëüíî èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû S0 : {T, X}. Â ñèëó îòíîñèòåëüíîñòè

îäíîâðåìåííîñòè, íàáëþäàòåëè êàæäîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà ðåãèñòðèðóþò

ðàçëè÷íîå âðåìÿ íà äâèæóùèõñÿ îòíîñèòåëüíî íèõ ÷àñàõ:

Åñëè ýñêàäðà ïðèíèìàåò ðåøåíèå îñòàíîâèòüñÿ, òî äëÿ íàáëþäàòåëåé â

S0 îäíîâðåìåííîå òîðìîæåíèå êîðàáëåé (ïðîèñõîäÿùåå â S ′
0) íå áóäåò

âûãëÿäåòü îäíîâðåìåííûì. Ïóñòü ïðè òîðìîæåíèè êîðàáëè âûäåðæè-

âàþò íåèçìåííûì ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè. Êîãäà îòíîñèòåëüíî S0 ñêî-

ðîñòü, íàïðèìåð, öåíòðàëüíîãî êîðàáëÿ áóäåò íóëåâîé, òàêàÿ æå ñêîðîñòü

äîëæíà áûòü äëÿ íåïîäâèæíûõ îòíîñèòåëüíî íåãî äðóãèõ êîðàáëåé. Â

ðåçóëüòàòå, íåîäíîâðåìåííîå (â S0) òîðìîæåíèå ñòðàííûì îáðàçîì îêàí-

÷èâàåòñÿ îäíîâðåìåííîé îñòàíîâêîé äëÿ âñåõ, òåïåðü íåïîäâèæíûõ íà-

áëþäàòåëåé êàê â ñèñòåìå S, òàê è â ñèñòåìå S0.

Ïðîâåä¼ì ðàñ÷¼ò òîðìîæåíèÿ äëÿ äâóõ êîðàáëåé. Ïóñòü â ìîìåíò âðå-

ìåíè T ′ = 0 ïî ÷àñàì ñèñòåìû S ′
0 : {T ′, X ′} îíè íà÷èíàþò îäíîâðåìåííî

òîðìîçèòü. Ïåðâûé (çàäíèé) êîðàáëü èìååò â S ′
0 êîîðäèíàòó X ′ = 0, à

âòîðîé (ïåðåäíèé) � X ′ = X ′
0. Çàïèøåì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà:

T = γ0 (T
′ + U0X

′), X = γ0 (X
′ + U0T

′).

Ïîëîæèâ T ′ = 0, X ′ = X ′
0, ïîëó÷àåì, ÷òî âòîðîé êîðàáëü â ñèñòåìå S0

íà÷í¼ò òîðìîæåíèå â ìîìåíò T = U0 γ0X
′
0, èìåÿ êîîðäèíàòó X = γ0X

′
0

(íèæå âòîðîé ðèñóíîê). Ïðè T = 0 (êîãäà â S0 íà÷àë òîðìîçèòü ïåðâûé

êîðàáëü) âòîðîé êîðàáëü èìååò êîîðäèíàòó X = X ′
0/γ0:

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîðàáëè ýñêàäðû îáðàçóþò æåñòêóþ ðàâíîóñêîðåí-

íóþ (ñåé÷àñ ðàâíîçàìåäëåííóþ) ñèñòåìó îòñ÷¼òà S : {t, x} ñ íà÷àëîì

íà ïåðâîì êîðàáëå. Äî òîðìîæåíèÿ ðàäèîëîêàöèîííîå ðàññòîÿíèå ìåæ-

äó êîðàáëÿìè ðàâíÿëîñü X ′
0. Êàê òîëüêî ïîÿâèëîñü óñêîðåíèå îíî ñòàëî

x0 = − ln(1− aX ′
0)/a, ñòð.163 (óñêîðåíèå íàïðàâëåíî ïðîòèâ îñè x).
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Çàïèøåì ïðåîáðàçîâàíèÿ ìåæäó èíåðöèàëüíûì è íåèíåðöèàëüíûì íà-

áëþäàòåëÿìè (6.29). Ïðè òîðìîæåíèè, çàìåíÿåì a 7→ −a:
{

aX = − ch(α0 − at) e−ax + γ0,
a T = − sh(α0 − at) e−ax + γ0U0,

(6.57)

ãäå α0 = ath(U0). Äî ìîìåíòà âðåìåíè T = U0γ0X
′
0 òî÷êà (êîðàáëü)

äâèæåòñÿ ðàâíîìåðíî: X = U0T +X ′
0/γ0. Ïîñëå ýòîãî íà÷èíàåòñÿ òîðìî-

æåíèå. Èñêëþ÷àÿ èç (6.57) âðåìÿ t, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ òðàåêòîðèè

�èêñèðîâàííîé òî÷êè ñ êîîðäèíàòîé x = x0 = − ln(1− aX ′
0)/a:

aX = γ0 −
√

(1− aX ′
0)

2 +
(
U0γ0 − a T

)2
, T > U0γ0X

′
0. (6.58)

Ñêîðîñòü ýòîé òî÷êè ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

U =
dX

dT
= (U0γ0 − aT )

[
(1− aX ′

0)
2 +
(
U0γ0 − a T

)2]−1/2
. (6.59)

Ìû âèäèì, ÷òî íåçàâèñèìî îò ïîëîæåíèÿ òî÷êèX ′
0, å¼ ñêîðîñòü îêàæåòñÿ

íóëåâîé â ìîìåíò âðåìåíè T = U0γ0/a (ïðè ýòîì òîðìîæåíèå ïðîèñõîäèò

ïðè U0γ0 aX
′
0 < aT < U0γ0, ïîýòîìó â (6.58) áûë âûáðàí çíàê ìèíóñ).

Íà÷àâ íåîäíîâðåìåííîå òîðìîæåíèå ñ òî÷êè çðåíèÿ ñèñòåìû S0, êîðàá-

ëè ýñêàäðû áóäóò äâèãàòüñÿ ñ ðàçëè÷íîé ñêîðîñòüþ è â ðåçóëüòàòå èõ

îñòàíîâêà ïðîèçîéä¼ò îäíîâðåìåííî. Îòíîñèòåëüíîñòü ïîíÿòèÿ æåñòêî-

ñòè ñèñòåìû îòñ÷åòà è ëåæèò â îñíîâå �ïàðàäîêñà îñòàíîâêè�.

Ïðè T = U0γ0/a êîîðäèíàòû ïåðâîãî (X ′
0 = 0) è âòîðîãî (X ′

0 > 0)
êîðàáëåé (êîòîðûå îñòàíîâèëèñü) â ñèñòåìå S0 áóäóò ðàâíû:

X(I) =
γ0 − 1

a
, X(II) = X ′

0 +
γ0 − 1

a
. (6.60)

Ïîýòîìó ðàññòîÿíèå X(II) −X(I)
ìåæäó êîðàáëÿìè â ìîìåíò îñòàíîâêè

áóäåò â òî÷íîñòè ðàâíî èõ ðàññòîÿíèþ X ′
0 â ñèñòåìå S ′

0 ïåðåä íà÷àëîì

òîðìîæåíèÿ. Ëèíåéêà, íà÷àëî è êîíåö êîòîðîé îáðàçóþò êîðàáëè, ïå-

ðåä íà÷àëîì òîðìîæåíèÿ äëÿ íàáëþäàòåëåé â S0 âûãëÿäåëà ñæàòîé â

íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ (ëîðåíöåâî ñîêðàùåíèå). Ïðè òîðìîæåíèè îíà

ïîñòåïåííî óäëèíÿåòñÿ è â ìîìåíò îñòàíîâêè äëÿ íàáëþäàòåëåé â S0 ëî-

ðåíöåâî ñîêðàùåíèå äëèíû ëèíåéêè îêîí÷àòåëüíî èñ÷åçàåò. Àíàëîãè÷íî

âûãëÿäèò ñèòóàöèÿ ïðè óñêîðåíèè êîðàáëåé, êîãäà �æ¼ñòêàÿ� (â ñìûñëå

ñîáñòâåííîé äëèíû) ëèíåéêà îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû ïîñòå-

ïåííî ñæèìàåòñÿ (äîñòàòî÷íî ñëîæíûì îáðàçîì: ñòð. 166). Ïîñëå îòêëþ-

÷åíèÿ äâèãàòåëåé, îíà îêàçûâàåòñÿ ñæàòîé â γ ðàç, â òî÷íîì ñîîòâåòñòâèè
ñ �îðìóëîé Ëîðåíöà. Ïîñëå îñòàíîâêè ëèíåéêè â ðåçóëüòàòå æåñòêîãî

òîðìîæåíèÿ, ýòî ñæàòèå ñíîâà èñ÷åçàåò.
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• Ïàðàäîêñ áëèçíåöîâ áûë ðàññìîòðåí â òðåòåé ãëàâå (ñòð. 76). è, êàê

ìû âèäåëè, íè÷åãî ïàðàäîêñàëüíîãî â í¼ì íåò. Áîëåå òîãî, äëÿ ïîíè-

ìàíèÿ ïðè÷èíû êàæóùåãîñÿ ïàðàäîêñà äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü òîëüêî

èíåðöèàëüíûå ñèñòåìû. Êëþ÷îì ê ïîíèìàíèþ ïðîáëåìû ñëóæèò ý��åêò

îòíîñèòåëüíîñòè îäíîâðåìåííîñòè, êîòîðûé íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü âìå-

ñòå ñ ý��åêòîì çàìåäëåíèÿ âðåìåíè. Äâèæóùèéñÿ ïóòåøåñòâåííèê ðå-

ãèñòðèðóåò çàìåäëåíèå õîäà âñåõ ÷àñîâ â ñèñòåìå îòñ÷¼òà ñâîåãî áðàòà

- äîìîñåäà. Îäíàêî, îòíîñèòåëüíîñòü îäíîâðåìåííîñòè ïðèâîäèò ê òîìó,

÷òî âðåìÿ íà ýòèõ ÷àñàõ, íàõîäÿùèõñÿ âäîëü åãî òðàåêòîðèè, �ñäâèíóòî�

â áóäóùåå. Ïîýòîìó, õîòÿ ÷àñû ñèñòåìû äîìîñåäà èäóò ìåäëåííåå, îíè

âñ¼ ñèëüíåå îïåðåæàþò ÷àñû ïóòåøåñòâåííèêà.

Íåèíåðöèàëüíûå ñèñòåìû ïîçâîëÿþò ïðîâåñòè ðàñ÷¼òû ñ òî÷êè çðåíèÿ

êàæäîãî áðàòà íà ýòàïàõ óñêîðåííîãî äâèæåíèÿ. Â îáùåì ñëó÷àå â ëàáî-

ðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ÷àñû, äâèæóùèåñÿ ñî ñêîðîñòüþ U(T ), èìåþò

ñëåäóþùåå íàêîïëåííîå âðåìÿ:

τ =

T0∫

0

ds =

T0∫

0

√

1−U2(T ) dT. (6.61)

Åãî ïîêàçûâàþò ÷àñû ïóòåøåñòâåííèêà êîãäà ñ òî÷êè çðåíèÿ äîìîñåäà

ïðîõîäèò âðåìÿ T0.

×òîáû ïîëó÷èòü âðåìÿ íà ÷àñàõ äîìîñåäà â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå

îòñ÷¼òà, íåîáõîäèìî íàéòè êàê èçìåíÿåòñÿ êîîðäèíàòà x(t) äîìîñåäà â

ýòîé ñèñòåìå. Çíàÿ �óíêöèþ x(t), ìîæíî âû÷èñëèòü ñîáñòâåííîå âðåìÿ
÷àñîâ äîìîñåäà:

τ0 =

t0∫

0

ds =

t0∫

0

ds(t)

dt
dt. (6.62)

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî �îðìóëû (6.61) è (6.62) äàþò ñîáñòâåííîå âðåìÿ ðàç-

ëè÷íûõ ÷àñîâ (ïóòåøåñòâåííèêà è äîìîñåäà, ñîîòâåòñòâåííî). Ïîíÿòíî,

÷òî ïîñëå âû÷èñëåíèÿ τ è τ0, íåîáõîäèìî òàêæå çàïèñàòü ñâÿçü êîîðäè-

íàòíûõ âðåìåí T0 è t0.

⊲ Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåä¼ì âû÷èñëåíèÿ äëÿ æ¼ñòêîé ðàâíîóñêî-

ðåííîé ñèñòåìû îòñ÷åòà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïóòåøåñòâåííèê, ïðîëåòàÿ

ìèìî äîìîñåäà ñî ñêîðîñòüþ U0, ñèíõðîíèçèðóåò ñ íèì íà÷àëüíûé îòñ÷¼ò

âðåìåíè T = t = 0. Çàòåì îí íà÷èíàåò òîðìîæåíèå äî ïîëíîé îñòàíîâêè

â ñèñòåìå äîìîñåäà S0. Íàõîäÿñü â äàëüíåéøåì â îäíîé èíåðöèàëüíîé ñè-

ñòåìå îòñ÷¼òà, áðàòüÿ îäíîçíà÷íî ìîãóò ñðàâíèòü ïîêàçàíèÿ ñâîèõ ÷àñîâ

è âûÿñíèòü ó êîãî îíè îòñòàëè.
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Ïîäñòàâëÿÿ ñêîðîñòü (6.59) â ñîîòíîøåíèå (6.61), äëÿ ïóòåøåñòâåííèêà

ñ êîîðäèíàòîé x = x0 = X ′
0 = 0, èìååì:

τ =

T0∫

0

dT
√

1 + (U0γ0 − aT )2
=

1

a
[ash(U0γ0)− ash(U0γ0 − aT0)] .

Îñòàíîâêà ïóòåøåñòâåííèêà U(T0) = 0 ïðîèñõîäèò ïî ÷àñàì äîìîñåäà

ïðè T0 = U0γ0/a (ñì. �ïàðàäîêñ îñòàíîâêè�). Ê ýòîìó ìîìåíòó ÷àñû ïó-

òåøåñòâåííèêà ïîêàçûâàþò âðåìÿ τ :

aτ = ash(U0γ0) =>
1

a
sh(aτ) =

U0γ0
a

= T0. (6.63)

Åñòåñòâåííî, ýòîò ðåçóëüòàò ñîâïàäàåò ñ âû÷èñëåíèåì âðåìåíè ÷àñîâ,

óñêîðÿþùèõñÿ èç ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ äî ñêîðîñòè U0 (ñì. ñòð. 108).

⊲ Íàéä¼ì òåïåðü ñîáñòâåííîå âðåìÿ äîìîñåäà â íåèíåðöèàëüíîé ñè-

ñòåìå. Åãî òðàåêòîðèÿ ïîëó÷àåòñÿ èç (6.57) ïðè X = 0:

γ0 e
ax = ch(α0 − at),

dx

dt
= − th(α0 − at).

Ïîýòîìó èíòåðâàë ñîáñòâåííîãî âðåìåíè äîìîñåäà ðàâåí:

dτ0 =
√

e−2ax (dt2 − dx2) =
γ0 dt

ch2(α0 − at)
.

Èíòåãðèðóÿ åãî îò íóëÿ äî t0, ïîëó÷àåì:

τ0 =
γ0
a

[th(α0)− th(α0 − at0)] .

Äîìîñåä îñòàíàâëèâàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïóòåøåñòâåííèêà, êîãäà åãî ñêî-

ðîñòü dx/dt ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé íóëþ. Ýòî ïðîèñõîäèò ïðè t0 = α0/a. Â
ýòîò ìîìåíò:

τ0 =
γ0 th(α0)

a
=

U0γ0
a

= T0. (6.64)

Åñòåñòâåííî, ñíîâà ïîëó÷àåòñÿ çíà÷åíèå T0, ðàâíîå âðåìåíè äî ìîìåíòà

îòíîñèòåëüíîé íåïîäâèæíîñòè äîìîñåäà è ïóòåøåñòâåííèêà â ñèñòåìå

îòñ÷¼òà S0.

Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèå (6.63) ñïðàâåäëèâî ñ òî÷êè çðåíèÿ ëþáî-

ãî íàáëþäàòåëÿ è äà¼ò àáñîëþòíûé ý��åêò çàìåäëåíèÿ âðåìåíè íà äâè-

æóùèõñÿ ñ ïåðåìåííîé ñêîðîñòüþ ÷àñàõ ïî ñðàâíåíèþ ñ íåïîäâèæíûìè

÷àñàìè. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ðàññìîòðåòü è êëàññè÷åñêèé âàðèàíò ïîë¼òà

(óñêîðåíèå èç ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ, ðàâíîìåðíîå äâèæåíèå è òîðìîæåíèå, à

çàòåì âîçâðàùåíèå â òîé-æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè). Îäíàêî íè÷åãî íîâîãî

ñîîòâåòñòâóþùèå âû÷èñëåíèÿ â ý��åêò íå äîáàâëÿþò.
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�ëàâà 7

Êîâàðèàíòíûé �îðìàëèçì

Ýòà ãëàâà ïîñâÿùåíà êîâàðèàíòíîìó �îðìàëèçìó îïèñàíèÿ �èçè÷å-

ñêèõ âåëè÷èí. Åãî îñíîâîé ñëóæèò ïîíÿòèå ÷åòûð¼õìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà-

âðåìåíè. Ëþáîå ñîáûòèå ñ êîîðäèíàòàìè {t, x, y, z} ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé òà-

êîãî ïðîñòðàíñòâà, à â êà÷åñòâå ðàññòîÿíèÿ âûñòóïàåò èíâàðèàíòíûé èí-

òåðâàë (ñòð. 38). Ìû ââåä¼ì ïîíÿòèÿ 4-âåêòîðà è 4-òåíçîðà, ïðè ïîìîùè

êîòîðûõ ìíîãèå ñîîòíîøåíèÿ òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ïîëó÷àþò î÷åíü

èçÿùíîå è ïðîñòîå âûðàæåíèå. Äëÿ ýòîãî, âïðî÷åì, ïîòðåáóåòñÿ íàó÷èòü-

ñÿ óâåðåííî îáðàùàòüñÿ ñ âûðàæåíèÿìè, ñîäåðæàùèìè èíîãäà äîâîëüíî

ìíîãî èíäåêñîâ. Ñäåëàòü ýòî íåñëîæíî è äîñòàòî÷íî ëèøü âíèìàòåëüíî

ðàññìîòðåòü êàæäóþ �îðìóëó, ïðè íåîáõîäèìîñòè ïåðåïèñàâ å¼ íåñêîëü-

êî ðàç êèñòî÷êîé èç âåðáëþæüåé øåðñòè íà êóñêå ïåðãàìåíòà.
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7.1 ×åòûð¼õìåðíîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ

• �àññìîòðèì ïîâîðîò äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòíûõ îñåé (x, y) íà óãîë φ.

Êîîðäèíàòû îäíîé è òîé æå òî÷êè â èñõîäíîé è ïîâ¼ðíóòîé äåêàðòîâûõ

ñèñòåìàõ ñâÿçàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

{
x′ = x cosφ+ y sinφ

y′ = y cosφ− x sinφ.
(7.1)

Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëó÷àþòñÿ èç ýëåìåíòàðíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîá-

ðàæåíèé. Çàøòðèõîâàííûå íà ðèñóíêå óãëû äâóõ ïîäîáíûõ ïðÿìîóãîëü-

íûõ òðåóãîëüíèêîâ ðàâíû φ. Ïîýòîìó âåðòèêàëüíàÿ ëèíèÿ, îïóùåííàÿ

èç òî÷êè P , äëèííîé y, ñîñòîèò èç äâóõ îòðåçêîâ: ãèïîòåíóçû y′/ cosφ
âåðõíåãî òðåóãîëüíèêà è êàòåòà x tgφ íèæíåãî. Èõ ñóììà äà¼ò âòîðîå

óðàâíåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ (7.1). Àíàëîãè÷íî x′
(ïðîåêöèÿ òî÷êè P íà

îñü x′
) ñîñòîèò èç êàòåòà y′ tg φ è ãèïîòåíóçû x/ cosφ, îòêóäà ïîëó÷à-

åòñÿ ïåðâîå óðàâíåíèå. Ïîâîðîò îñåé îñòàâëÿåò íåèçìåííûì ðàññòîÿíèå,

íàïðèìåð, îò íà÷àëà êîîðäèíàò: x′2 + y′2 = x2 + y2.

⊲ Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà èìåþò ïîõîæèé ëèíåéíûé âèä:

{
x′ = x γ − t vγ = x chα− t shα
t′ = t γ − x vγ = t chα− x shα,

ãäå ââåäåíû ãèïåðáîëè÷åñêèå êîñèíóñ chα = γ = 1/
√
1− v2 è ñèíóñ

shα = vγ òàê, ÷òî v = thα. Â ñèëó èõ ñâîéñòâ (ñòð. 382):

γ2 − (vγ)2 = ch2 α− sh2 α = 1.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ı sh(α) = sin(ıα), ch(α) = cos(ı α), ïðè ïîìîùè ìíèìîé

åäèíèöû ı, ïðåîáðàçîâàíèÿì Ëîðåíöà ìîæíî ïðèäàòü âèä, �îðìàëüíî

ñîâïàäàþùèé ñ ïîâîðîòîì â îáû÷íîì ïðîñòðàíñòâå:

{
x′ = x cos(ıα) + ıt sin(ıα)
ıt′ = ıt cos(ıα)− x sin(ıα).

Åñëè ñ÷èòàòü äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè (x, ıt), òî ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ

ÿâëÿþòñÿ ïîâîðîòàìè êîîðäèíàòíûõ îñåé íà ìíèìûé óãîë φ = ıα. Ïðè

ýòîì íåèçìåííûì îñòà¼òñÿ êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ îò íà÷àëà êîîðäèíàò:

(x)2 + (ıt)2 = x2 − t2,

êîòîðûé ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà ñîâïàäàåò ñ èíòåðâàëîì ìåæäó äâóìÿ

ñîáûòèÿìè â òî÷êå (0, 0) è (x, t) (ñòð. 38). Ïðîñòðàíñòâî ñ ïîäîáíûìè

íåîáû÷íûìè ñâîéñòâàìè íàçûâàþò ïñåâäîåâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì.
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• Îáùèé ïîäõîä ê ïîíÿòèþ �ïðîñòðàíñòâî� ñîñòîèò â ðàññìîòðåíèè àá-

ñòðàêòíîãî ìíîæåñòâà òî÷åê. Äëÿ èõ �íóìåðàöèè� ìîæíî èñïîëüçîâàòü

íàáîðû n ÷èñåë x1, ..., xn, íàçûâàåìûõ êîîðäèíàòàìè. ×èñëî n íàçûâà-

åòñÿ ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà. Ïîêà ðàññìàòðèâàåòñÿ àáñòðàêòíàÿ

ñîâîêóïíîñòü òî÷åê, íå ñóùåñòâóåò ïîíÿòèÿ áëèçîñòè äâóõ òî÷åê. Íàëè-

÷èå êîîðäèíàò ñàìî ïî ñåáå òàêîé ìåðû áëèçîñòè íå äà¼ò, òàê êàê íó-

ìåðàöèÿ òî÷åê ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíîé. Ïîýòîìó ïåðâûé

øàã ïî ïðåâðàùåíèþ ìíîæåñòâà òî÷åê â ïðîñòðàíñòâî ñîâåðøàåòñÿ, êî-

ãäà çàäàþò ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ áåñêîíå÷íî áëèçêèìè òî÷êàìè. Â

3-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå òàêîå ðàññòîÿíèå èìååò âèä:

dl2 = dx2
1 + dx2

2 + dx2
3.

Îíî èìååò ïðèâû÷íóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ â âèäå òåîðåìû

Ïè�àãîðà, ñâÿçûâàþùåé äèàãîíàëü ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà

ñìåùåíèÿõ ïî êàæäîé êîîðäèíàòå dx1, dx2, dx3. Åñëè ðàññòîÿíèå ðàâíî

íóëþ dl2 = 0, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êè ñîâïàäàþò. Èñïîëüçîâàíèå áåñêî-

íå÷íî áëèçêèõ òî÷åê äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ óäîáíî ïðè ïåðåõîäå ê

ïðîñòðàíñòâàì, îáëàäàþùèì ïåðåìåííîé êðèâèçíîé. Ïåðåä êâàäðàòàìè

äè��åðåíöèàëîâ êîîðäèíàò â åâêëèäîâîì ðàññòîÿíèè ñòîÿò çíàêè ïëþñ.

�îâîðÿò, ÷òî îíî èìååò ñèãíàòóðó (+,+,+).

Åñëè ðàññòîÿíèå çàäàíî äðóãèì ñïîñîáîì, òî ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ èíîå

ïðîñòðàíñòâî ñî ñâîéñòâàìè, îòëè÷àþùèìèñÿ îò åâêëèäîâîãî. �àññìîò-

ðèì 4-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, òî÷êè êîòîðîãî áóäåì íàçûâàòü ñîáûòèÿìè

è íóìåðîâàòü êîîðäèíàòàìè t, x, y, z. Îáîçíà÷èì áåñêîíå÷íî ìàëîå ðàñ-

ñòîÿíèå êàê ds, è îïðåäåëèì åãî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ds2 = dt2 − dx2 − dy2 − dz2 = dt2 − dr2. (7.2)

Îíî èìååò ñèãíàòóðó (+,−,−,−). Çà èñêëþ÷åíèåì ýòîãî îíî ïîõîæå íà

åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ, ïîýòîìó åãî íàçûâàþò

ïñåâäîåâêëèäîâûì. Áëèçîñòü äâóõ òî÷åê â òàêîì ïðîñòðàíñòâå îêàçûâà-

åòñÿ äîñòàòî÷íî ñâîåîáðàçíîé. Íàïðèìåð, íóëåâîå ðàññòîÿíèå ds = 0 íå

îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êè ñîâïàäàþò (ñì. ñòð. 38). Êðîìå ýòîãî, íåñìîòðÿ íà

�îðìàëüíîå íàëè÷èå êâàäðàòà, ds2 ìîæåò áûòü è îòðèöàòåëüíûì.

Â ñòàðûõ êíèãàõ ïî òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè àêòèâíî èñïîëüçîâàëàñü

ìíèìàÿ åäèíèöà äëÿ ïðèäàíèÿ ïñåâäîåâêëèäîâîìó ðàññòîÿíèþ âèäà åâ-

êëèäîâîãî: −ds2 = (ıt)2 + (dr)2. Òàêîå �çàìåòàíèå ïîä êîâ¼ð� ïñåâäîåâ-

êëèäîâîñòè íå ÿâëÿåòñÿ ðàçóìíûì è ñåé÷àñ ðåäêî èñïîëüçóåòñÿ.
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7.2 Ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ íà áóìàãå

• Êîîðäèíàòíûå îñè è äðóãèå ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû 2-ìåðíîãî åâ-

êëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà ëåãêî èçîáðàæàòü íà ïëîñêîñòè, òàê êàê îíà ÿâ-

ëÿåòñÿ �èçè÷åñêèì âîïëîùåíèåì òàêîãî ïðîñòðàíñòâà. Ñ ïñåâäîåâêëè-

äîâûì ïðîñòðàíñòâîì äàæå â äâóõ èçìåðåíèÿõ {t, x} âñ¼ íå òàê ïðîñòî.

Òåì íå ìåíåå, íàðèñóåì äâå ïåðïåíäèêóëÿðíûå îñè. Ïî âåðòèêàëüíîé

îòëîæèì âðåìÿ ñîáûòèÿ t, à ïî ãîðèçîíòàëüíîé � åãî êîîðäèíàòó x. �àâ-

íîìåðíîå è ïðÿìîëèíåéíîå äâèæåíèå x = ut ñî ñêîðîñòüþ u áóäåì èçîá-

ðàæàòü â âèäå ïðÿìîé (ïåðâûé ðèñóíîê):

Ìåäèàíà (ñðåäíÿÿ ëèíèÿ x = t) ìåæäó êîîðäèíàòíûìè îñÿìè ñîîòâåò-

ñòâóåò ðàñïðîñòðàíåíèþ ñâåòîâîãî ñèãíàëà. Âñå îñòàëüíûå òðàåêòîðèè,

âûõîäÿùèå èç x = 0, t = 0, ñèëüíåå ïðèæàòû ê êîîðäèíàòíîé îñè t
ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåäèàíîé, òàê êàê �èçè÷åñêèå ñêîðîñòè âñåãäà ìåíüøå

åäèíèöû (�óíäàìåíòàëüíàÿ ñêîðîñòü c = 1).
Êîîðäèíàòà è âðåìÿ íåêîòîðîãî ñîáûòèÿ (òî÷êà íà âòîðîì ðèñóíêå)

îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî åâêëèäîâûì äåêàðòîâûì êîîðäèíàòàì ïðè ïî-

ìîùè êîîðäèíàòíîé ñåòêè. Îíà ïðîâîäèòñÿ â âèäå ëèíèé (ïóíêòèðû),

ïàðàëëåëüíûõ êàæäîé êîîðäèíàòíîé îñè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îñü x èìååò

óðàâíåíèå t = 0, à îñü t, ñîîòâåòñòâåííî, x = 0. Ñåòêà �îðìèðóåòñÿ ïðè
ïîìîùè ãîðèçîíòàëüíûõ t = const è âåðòèêàëüíûõ x = const ïðÿìûõ.

Èçîáðàçèì íà ýòîé æå ïëîñêîñòè îñè t′, x′
ñèñòåìû îòñ÷¼òà S ′

, äâèæó-

ùåéñÿ îòíîñèòåëüíî S ñî ñêîðîñòüþ v. Åñëè â ìîìåíò t′ = t = 0 íà÷àëà

ñèñòåì ñîâïàäàëè (x′ = x = 0), òî òðàåêòîðèÿ ÷àñîâ, ðàñïîëîæåííûõ â

íà÷àëå êîîðäèíàò (x′ = 0) ñèñòåìû S ′
, èìååò âèä ïðÿìîé x = vt. Îíà

ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàòíîé îñüþ t′. Àíàëîãè÷íî ëèíèÿ t′ = γ(t − vx) = 0
ñîîòâåòñòâóåò êîîðäèíàòíîé îñè x′

è èìååò óðàâíåíèå t = vx. Îíà íà-

êëîíåíà ê îñè x íà òàêîé æå óãîë, êàê îñü t′ ê t (òðåòèé ðèñóíîê).

Ïðîñòðàíñòâåííàÿ x′
è âðåìåííàÿ t′ îñè ñèñòåìû S ′

, èçîáðàæ¼ííûå íà

ïëîñêîñòè (t, x) ñèñòåìû S, âûãëÿäÿò ñïëþñíóòûìè âîêðóã ìåäèàíû t =

x (òðàåêòîðèÿ ñâåòîâîãî ñèãíàëà). Ýòà æå òðàåêòîðèÿ áóäåò ìåäèàíîé

è â ñèñòåìå S ′
. Êîîðäèíàòíàÿ ñåòêà ñèñòåìû S ′

òàêæå ñïëþñíóòà. Å¼

âðåìåííûå ëèíèè, ïàðàëëåëüíûå îñè x′
, èìåþò óðàâíåíèÿ t′ = const èëè

t = vx+t′/γ. Àíàëîãè÷íî äëÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ ëèíèé ñåòêè x′ = const.



ÊÎÂÀ�ÈÀÍÒÍÛÉ ÔÎ�ÌÀËÈÇÌ 195

Âàæíî ïîìíèòü, ÷òî ñîáûòèå (òî÷êà â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè) ñóùå-

ñòâóåò ñàìî ïî ñåáå è íå çàâèñèò îò âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò (òî÷íåå,

ñèñòåìû îòñ÷¼òà). Åãî æå îïèñàíèå (êîîðäèíàòû) áóäóò ðàçíûìè â ðàç-

íûõ ñèñòåìàõ. Òî÷íî òàê æå ïðè ïîâîðîòå åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè êîîð-

äèíàòû (x, y) ìåíÿþòñÿ, íî òî÷êà ïðîñòðàíñòâà îñòà¼òñÿ íåèçìåííîé.
Íàëè÷èå êîîðäèíàòíîé ñåòêè ðàçëè÷íûõ ñèñòåì îòñ÷¼òà ïîçâîëÿåò ëåã-

êî ïîëó÷àòü êîîðäèíàòû ñîáûòèÿ. Íàïðèìåð, äâà ñîáûòèÿ, îäíîâðåìåí-

íûå â ñèñòåìå S, äîëæíû íàõîäèòüñÿ íà ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé t =
const. Ñîáûòèÿ, îäíîâðåìåííûå â S ′

, íàõîäÿòñÿ íà ïðÿìûõ t′ = const,

êîòîðûå íàêëîíåíû ê ïðÿìûì t = const. Ýòî ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîé

èëëþñòðàöèåé îòíîñèòåëüíîñòè îäíîâðåìåííîñòè.

×òîáû ââåñòè íà ïëîñêîñòè (t, x) ãåîìåòðèþ, çàäàäèì ðàññòîÿíèå ìåæ-

äó äâóìÿ òî÷êàìè s2 = (t2 − t1)
2 − (x2 − x1)

2
, ðàâíîå èíòåðâàëó ìåæäó

ñîáûòèÿìè (ñòð. 38). Äëÿ �åâêëèäîâîé èíòóèöèè� ýòî î÷åíü íåîáû÷íîå

ðàññòîÿíèå. Íàðèñóåì, íàïðèìåð, åâêëèäîâó è ïñåâäîåâêëèäîâó åäèíè÷-

íûå îêðóæíîñòè, êàê ìíîæåñòâî òî÷åê, ðàâíîóäàë¼ííûõ îò öåíòðà (íèæå

� íà÷àëî êîîðäèíàò):

Â ïñåâäîåâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü s = 1 � ýòî

ãèïåðáîëà t2 − x2 = 1. Íà áîëüøîì ðàññòîÿíèè îò íà÷àëà êîîðäèíàò

ãèïåðáîëà ñòðåìèòñÿ ê òðàåêòîðèÿì ñâåòîâîãî ñèãíàëà t = ±x, èñïóùåí-

íîãî èç òî÷êè t = x = 0 â îáå ñòîðîíû ïàðàëëåëüíî îñè x.
Îáû÷íàÿ îêðóæíîñòü íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè îïðåäåëÿåò òðèãîíî-

ìåòðè÷åñêèå �óíêöèè ñèíóñà è êîñèíóñà. Àíàëîãè÷íî îêðóæíîñòü â ïñåâ-

äîåâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå (�ïñåâäîîêðóæíîñòü�) îïðåäåëÿåò ãèïåðáî-

ëè÷åñêèå ñèíóñ shα è êîñèíóñ chα, êàê ïðîåêöèè òî÷êè ïñåâäîîêðóæíî-

ñòè íà îñè x è t. Ïðè ýòîì ïðîåêòèðóåìàÿ íà îñè ãèïîòåíóçà ïðÿìîóãîëü-

íîãî òðåóãîëüíèêà èìååò ìåíüøóþ äëèíó

√
t2 − x2

, ÷åì êàòåò t. Âìåñòî

åâêëèäîâîé òåîðåìû Ïè�àãîðà a2 + b2 = c2 ìû èìååì ïñåâäîåâêëèäîâó

òåîðåìó a2 − b2 = c2.

Âîîáùå, èçîáðàæåíèå íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè ïñåâäîåâêëèäîâîãî ïðî-

ñòðàíñòâà âûãëÿäèò íåñêîëüêî íåóêëþæå, è íàèëó÷øåé �èçè÷åñêîé ìî-

äåëüþ ïñåâäîåâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ íå ëèñò áóìàãè, à ñàìî

ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ.
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• Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè 2-ìåðíîå ïñåâäîåâêëèäîâî ïðîñòðàí-

ñòâî. Â ðåàëüíîñòè îíî 4-ìåðíî, îäíàêî íà ëèñòå áóìàãè ìîæíî èçîáðà-

çèòü íå áîëåå òð¼õ èçìåðåíèé (t, x, y). Â ýòîì ñëó÷àå ñâåòîâûå ñèãíàëû

t2 = x2+y2 ÿâëÿþòñÿ ñâåòîâûì êîíóñîì, à ïñåâäîîêðóæíîñòü ñòàíîâèòñÿ

ïñåâäîñ�åðîé, èëè, â òåðìèíàõ åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà, � ãèïåðáîëîè-

äîì (ïåðâûé ðèñóíîê):

Åñëè â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ âñåãäà ïîëîæèòå-

ëåí, òî â ïñåâäîåâêëèäîâîì îí ìîæåò áûòü è îòðèöàòåëüíûì. Ïîýòîìó

ñóùåñòâóþò äâå åäèíè÷íûå ñ�åðû t2 − x2 − y2 = 1 è t2 − x2 − y2 = −1.
Ïñåâäîñ�åðà ìíèìîãî ðàäèóñà s2 = −1 ÿâëÿåòñÿ îäíîñâÿçíîé è òàêæå

àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìèòñÿ ê ñâåòîâîìó êîíóñó (âòîðîé ðèñóíîê).

Òàê êàê ëþáàÿ ÷àñòèöà èìååò ñêîðîñòü ìåíüøå ñêîðîñòè ñâåòà, ñîáû-

òèÿ, ïðè÷èííî ñâÿçàííûå ñ ñîáûòèåì â òî÷êå t = x = y = 0, íàõîäÿòñÿ
âíóòðè ñâåòîâîãî êîíóñà. Ïðè÷èííîñòü îçíà÷àåò, ÷òî âîçìîæíî âëèÿíèå

îäíîãî ñîáûòèÿ íà âòîðîå ïðè ïîìîùè äâèæåíèÿ ìåæäó íèìè íåêîòîðîãî

àãåíòà ñî ñêîðîñòüþ, íå ïðåâûøàþùåé �óíäàìåíòàëüíîé.

Òðàåêòîðèÿ x(t) ÷àñòèöû, ïðîëåòåâøåé â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 òî÷êó

x = y = 0, âñ¼ âðåìÿ íàõîäèòñÿ âíóòðè ñâåòîâîãî êîíóñà. Ïðè ýòîì êàñà-

òåëüíàÿ ê ýòîé òðàåêòîðèè âñåãäà íàõîäèòñÿ âíóòðè ëîêàëüíûõ êîíóñîâ,

ïîñòðîåííûõ ê ïðîèçâîëüíîé òî÷êå òðàåêòîðèè (òðåòèé ðèñóíîê).

Â ñèëó ñâîéñòâ ïñåâäîåâêëèäîâîãî ðàññòîÿíèÿ äëèíà ýëåìåíòà òðà-

åêòîðèè dτ =
√

dt2 − dx2 − dy2 = dt
√
1− u2 < dt áóäåò ìåíüøå äëè-

íû òðàåêòîðèè ÷àñòèöû, îñòàâàâøåéñÿ íåïîäâèæíîé â òî÷êå x = y =
0 (îñü t). Õîòÿ íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè ýòî ðàññòîÿíèå è âûãëÿäèò

äëèííåå. Ïîýòîìó ïåðåíîñèòü åâêëèäîâó èíòóèöèþ íà ïñåâäîåâêëèäîâûå

ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûå äèàãðàììû íåîáõîäèìî î÷åíü îñòîðîæíî.

Âåðõíþþ âíóòðåííþþ ÷àñòü êîíóñà íàçûâàþò ìíîæåñòâîì àáñîëþòíî

áóäóùèõ ñîáûòèé îòíîñèòåëüíî t = x = y = 0, à íèæíþþ � ìíîæåñòâîì

àáñîëþòíî ïðîøëûõ ñîáûòèé. Ïðîñòðàíñòâî âíå êîíóñà íàçûâàåòñÿ ìíî-

æåñòâîì àáñîëþòíî óäàë¼ííûõ ñîáûòèé. Ñëîâà �àáñîëþòíûå� îçíà÷àþò,

÷òî ýòè ñâîéñòâà íåëüçÿ èçìåíèòü ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà.

Íàïðèìåð, åñëè t > 0 è t2 − x2 > 0, òî è â ëþáîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà t′ > 0.
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• �àññìîòðèì ãåîìåòðè÷åñêèå èíòåðïðåòàöèè íåêîòîðûõ êèíåìàòè-

÷åñêèõ ý��åêòîâ. Íåñìîòðÿ íà îïðåäåë¼ííûå ñëîæíîñòè â âîñïðèÿòèè

ïñåâäîåâêëèäîâîé ïëîñêîñòè, ïîäîáíûé ãåîìåòðè÷åñêèé àíàëèç òåîðèè

îòíîñèòåëüíîñòè îáëàäàåò èçâåñòíîé íàãëÿäíîñòüþ.

⊲ Ïóñòü íàáëþäàþòñÿ äâà �òèêà� ÷àñîâ, íåïîäâèæíûõ â ñèñòåìå S ′

â òî÷êå x′ = 0. Ïåðâîå ñîáûòèå A ïðîèñõîäèò â íà÷àëå êîîðäèíàò t′ =
x′ = 0, à âòîðîå B ðàñïîëîæåíî íà îñè t′ (âûøå ïåðâûé ðèñóíîê). Åñëè

âòîðîé �òèê� ïðîèñõîäèò â ìîìåíò âðåìåíè t′ = 1, òî ýòî æå ñîáûòèå èìå-
åò êîîðäèíàòó t = t′ chα (ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ). Ïî îïðåäåëåíèþ

chα = 1/
√
1− v2 è ïîëó÷àåòñÿ ðåëÿòèâèñòñêîå çàìåäëåíèå âðåìåíè. Òî,

÷òî t′ < t, ìîæíî óâèäåòü, ïðîâåäÿ ïñåâäîñ�åðó, îòñåêàþùóþ íà îñÿõ t′

è t îäèíàêîâûå åäèíèöû âðåìåíè (îòðåçêè åäèíè÷íîé äëèíû). Íà ðèñóí-

êå âèäíî, ÷òî 1 íà îñè t ëåæèò íà ðèñóíêå íèæå, ÷åì ïðîåêöèÿ ñîáûòèÿ

t′ = 1, x′ = 0 (òî÷êà B íà ðèñóíêå).

⊲ Àíàëîãè÷íî àíàëèçèðóåòñÿ ñîêðàùåíèå äëèíû (âûøå âòîðîé ðèñó-

íîê). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñòåðæåíü åäèíè÷íîé äëèíû íåïîäâèæåí â ñè-

ñòåìå S ′
(îòðåçîê OB). Åãî ëåâûé êîíåö íàõîäèòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò

è èìååò òðàåêòîðèþ, ñîâïàäàþùóþ ñ îñüþ t′. Òðàåêòîðèÿ ïðàâîãî êîíöà
ñòåðæíÿ åé ïàðàëëåëüíà (ïóíêòèð). Èçìåðåíèå äëèíû ñòðåæíÿ ïðîèçâî-

äèòñÿ â ñèñòåìå S ïóò¼ì îäíîâðåìåííîé �èêñàöèè êîîðäèíàò åãî íà÷àëà

è êîíöà. Îäíîâðåìåííûå ñîáûòèÿ A è B èìåþò îäèíàêîâîå âðåìÿ â ñè-

ñòåìå S, íî ðàçëè÷íîå â S ′
. Ïðîåêöèÿ òî÷åê A è B íà îñü x áóäåò ðàâíà

äëèíå ñòåðæíÿ â ñèñòåìå S. Âèäíî, ÷òî ýòà ïðîåêöèÿ êîðî÷å, ÷åì åäèíèöà

äëèíû, îòñåêàåìàÿ ïñåâäîîêðóæíîñòüþ (ñåé÷àñ å¼ ðàäèóñ ðàâåí −1).

⊲ Íà òðåòüåì ðèñóíêå èëëþñòðèðóåòñÿ ý��åêò Äîïëåðà. Èñòî÷íèê

ñâåòà, íàõîäÿùèéñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò S ′
, èñïóñêàåò ñâåòîâûå ñèãíàëû.

Ïåðâûé â t′ = t = 0, à âòîðîé � ñïóñòÿ âðåìÿ t′ = 1. Â íà÷àëî îòñ÷¼òà

x = 0 ñèñòåìû S îí ïîïàä¼ò, êîãäà òðàåêòîðèÿ ñâåòà (òîíêàÿ ëèíèÿ BB2)

ïåðåñå÷¼ò îñü t. Ýòî âðåìÿ îêàçûâàåòñÿ áîëüøå êàê åäèíèöû äëèíû íà

îñè t = 1, îòñåêàåìîé åäèíè÷íîé ïñåâäîñ�åðîé, òàê è ïðîåêöèè ñîáûòèÿ

B èñïóñêàíèÿ ñèãíàëà (ïóíêòèð).
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7.3 4-âåêòîðû

Ìíîãèå ñîîòíîøåíèÿ òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ìîæíî çàïèñàòü â ýëå-

ãàíòíîì êîâàðèàíòíîì âèäå. Ïóñòü Aα = {A0, A1, A2, A3} � ÷åòâ¼ðêà ÷è-
ñåë, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ êîìïîíåíòàìè 4-âåêòîðà (÷åòûð¼õìåðíîãî âåê-

òîðà). Äëÿ íóìåðàöèè ýòèõ êîìïîíåíò èñïîëüçóþòñÿ âåðõíèå èíäåêñû, è

èõ íå ñòîèò ïóòàòü ñ ïîêàçàòåëåì ñòåïåíè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ íà-

áëþäàòåëåé â äâóõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà S è S ′
êîìïîíåíòû

âåêòîðà Aα
è A′α

ñâÿçàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A′0 =
A0 − vA1

√
1− v2

, A′1 =
A1 − vA0

√
1− v2

, A′2 = A2, A′3 = A3. (7.3)

Íóëåâàÿ êîìïîíåíòà 4-âåêòîðà íàçûâàåòñÿ âðåìåííîé, à îñòàëüíûå êîì-

ïîíåíòû � ïðîñòðàíñòâåííûìè. Èõ áóäåì îáîçíà÷àòü, êàê îáû÷íûå 3-

ìåðíûå âåêòîðû (3-âåêòîðû): A = {A1, A2, A3}. Èíîãäà èõ îáîçíà÷àþò,

êàê äåêàðòîâû ïðîåêöèè {Ax, Ay, Az}, íî ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ýòî òîæå
êîìïîíåíòû ñ âåðõíèìè èíäåêñàìè.

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî âðåìÿ è êîîðäèíàòû îáðàçóþò 4-âåêòîð, êîòî-

ðûé îáîçíà÷àåòñÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì êîìïîíåíòàì:

xα = {t, r} = {t, x, y, z},

à (7.3) ÿâëÿþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ëîðåíöà (1.13), ñòð. 32. Ïîäîáíûå

4-âåêòîðû ìîæíî îïðåäåëèòü äëÿ ñàìûõ ðàçíîîáðàçíûõ �èçè÷åñêèõ âå-

ëè÷èí.

Ïî àíàëîãèè ñ âåêòîðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ëîðåíöà (1.17), ñòð. 33,

ââîäÿ γ = 1/
√
1− v2

è Γ = (γ − 1)/v2
, ìîæíî çàïèñàòü áîëåå îáùåå

ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ 4-âåêòîðà:

A′0 = γ (A0 − vA), A′ = A− γvA0 + Γv (vA). (7.4)

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé v 7→ −v.

Êðîìå êîìïîíåíò 4-âåêòîðîâ, îïðåäåëèì òàêæå ÷åòâ¼ðêè âåëè÷èí ñ

íèæíèìè èíäåêñàìè Aα = {A0, A1, A2, A3}, êîòîðûå íàçîâ¼ì êîâåêòîð-

íûìè êîìïîíåíòàìè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíè ñâÿçàíû ñ âåêòîðíûìè êîì-

ïîíåíòàìè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Aα = {A0, A1, A2, A3} = {A0,−A1,−A2,−A3} = {A0,−A}.

Äðóãèìè ñëîâàìè, âðåìåííûå êîìïîíåíòû 4-âåêòîðîâ è 4-êîâåêòîðîâ ñîâ-

ïàäàþò, à ïðîñòðàíñòâåííûå èìåþò îáðàòíûé çíàê. Êîìïîíåíòû 4-âåêòîðà

ñ âåðõíèìè èíäåêñàìè òàêæå íàçûâàþòñÿ êîíòðàâàðèàíòíûìè, à ñ íèæ-

íèìè � êîâàðèàíòíûìè.
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Êîâåêòîðíûå êîìïîíåíòû ââîäÿòñÿ, ÷òîáû îïðåäåëèòü ÷èñëî, èíâàðè-

àíòíîå (îäèíàêîâîå) â ðàçëè÷íûõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà:

A2 = AαA
α = A0A

0+A1A
1+A2A

2+A3A
3 = (A0)2−A2 = inv. (7.5)

Ýòîò èíâàðèàíò ìû îáîçíà÷èëè, êàê A2
, ãäå äâîéêà ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ

(êâàäðàòîì), à íå èíäåêñîì. ×òîáû íå ïóòàòüñÿ ñ èíäåêñàìè êîìïîíåíò

âåêòîðà, ñàì 4-âåêòîð áóäåò çàïèñûâàòüñÿ â ïðÿìîì, à íå íàêëîííîì

øðè�òå (ïîäîáíûì îáðàçîì äëÿ 3-âåêòîðîâ èñïîëüçóåòñÿ æèðíûé øðè�ò).

Ïî ïîâòîðÿþùåìóñÿ âåðõíåìó è íèæíåìó èíäåêñó α ïîäðàçóìåâàåòñÿ

ñóììèðîâàíèå îò 0 äî 3, è çíàê ñóììû íå ñòàâèòñÿ.

Ïðîâåðèì èíâàðèàíòíîñòü âåëè÷èíû A2
. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì å¼ â ñè-

ñòåìå S ′
äëÿ øòðèõîâàííûõ âåëè÷èí è, ïîäñòàâèâ ïðåîáðàçîâàíèå (7.3),

íàéä¼ì çíà÷åíèå â ñèñòåìå S. Îïóñêàÿ êîìïîíåíòû A2
, A3

, êîòîðûå îñòà-

þòñÿ íåèçìåííûìè, ïîëó÷àåì:

A2 = (A′0)2 − (A′1)2 =
(A0 − vA1)2

1− v2
− (A1 − vA0)2

1− v2
= (A0)2 − (A1)2.

Äëÿ 4-âåêòîðà xα = {t, r} èíâàðèàíòîì ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèå: x2 = t2−r2.

Óðàâíåíèå x2 = 0 îïèñûâàåò ðàñïðîñòðàíåíèå ñ�åðè÷åñêîé âîëíû â ðå-

çóëüòàòå âñïûøêè ñâåòà â íà÷àëå ñèñòåì êîîðäèíàò. Ýòîò ñâåòîâîé �ðîíò

èìååò ñ�åðè÷åñêóþ �îðìó ñ òî÷êè çðåíèÿ êàæäîãî èç íàáëþäàòåëåé.

Îïðåäåëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ 4-âåêòîðîâ A è B:

A · B = AαB
α = AαBα = A0B0 −AB = inv. (7.6)

Òî÷êà ïðîèçâåäåíèÿ ìîæåò íå ñòàâèòüñÿ, ò.å. A · B ≡ AB. Íåñëîæíî
ïðîâåðèòü, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå òàêæå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì:

A ·B = inv. Èíâàðèàíò A2 = A ·A áóäåì íàçûâàòü êâàäðàòîì 4-âåêòîðà.

Êâàäðàò 3-âåêòîðà è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ 3-âåêòîðîâ íå çàâè-

ñÿò îò îðèåíòàöèè ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ïîýòîìó îíè ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàí-

òàìè îòíîñèòåëüíî ïîâîðîòîâ äåêàðòîâîé ñèñòåìû â 3-ìåðíîì ïðîñòðàí-

ñòâå. Êàê ìû âèäåëè âûøå, ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà (7.3) ìîæíî èíòåð-

ïðåòèðîâàòü, êàê ïîâîðîòû â ïñåâäîåâêëèäîâîì 4-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-

âðåìåíè, ðàññòîÿíèåì â êîòîðîì ñëóæèò èíòåðâàë:

ds2 = (dt)2 − (dr)2.

×åòûðå-âåêòîð, åãî êâàäðàò, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è ðàññòîÿíèå ds2

ÿâëÿþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèìè îáúåêòàìè 4-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, êîòî-

ðûå íå çàâèñÿò îò îðèåíòàöèè îñåé êîîðäèíàò (ñèñòåìû îòñ÷¼òà).



200 �ËÀÂÀ 7.

7.4 Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð è áàçèñ

• Îïðåäåëèì ìàòðèöó ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà, êîòîðóþ áóäåì çàïèñû-

âàòü ïðè ïîìîùè äâóõ íèæíèõ èëè äâóõ âåðõíèõ èíäåêñîâ:

gαβ = gαβ =







1 0 0 0

0 −1 0 0
0 0 −1 0

0 0 0 −1







‘ ≡ diag(1,−1,−1,−1). (7.7)

Òàê êàê îòëè÷íûå îò íóëÿ ýëåìåíòû ñòîÿò òîëüêî íà äèàãîíàëè, âîçìîæ-

íî âòîðîå îáîçíà÷åíèå, êîòîðîå ñòîèò ñðàâíèòü ñ ïîíÿòèåì �ñèãíàòóðà�.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìåòðè÷åñêèé òåíçîð âûãëÿäèò îäèíàêîâûì îáðà-

çîì âî âñåõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà, â êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ

äåêàðòîâû êîîðäèíàòû {x, y, z}. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî:
Aα = gαβA

β, Aα = gαβAβ.

Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ðàñïèñàòü â ÿâíîì âèäå ñóììàöèîííîå ïðàâèëî

äëÿ ïîâòîðÿþùèõ èíäåêñîâ (îäèí âíèçó, äðóãîé ââåðõó). Íàïðèìåð:

A1 = g1βA
β = g10A

0 + g11A
1 + g12A

2 + g13A
3 = g11A

1 = −A1,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ðàâíû

íóëþ, à g11 = −1.
Íàçâàíèå �ìåòðè÷åñêèé òåíçîð� ïðîèñõîäèò îò òîãî, ÷òî ïðè ïîìîùè

gαβ ìîæíî çàïèñàòü êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ (ìåòðèêó) â 4-ìåðíîì ïñåâäî-

åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå:

ds2 = gαβ dx
αdxβ = (dx0)2 − (dx1)2 − (dx2)2 − (dx3)2 = dt2 − dr2.

Àíàëîãè÷íî îí îïðåäåëÿåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ 4-âåêòîðîâ:

A · B = gαβ A
αBβ = gαβ AαBβ = A0B0 −AB.

Ñâ¼ðòêà òåíçîðîâ gαβ è gαβ äà¼ò ñèìâîë Êðîíåêåðà:

gαγgγβ = δαβ =

{
1, α = β,
0, α 6= β

, (7.8)

êîòîðûé ðàâåí íóëþ, åñëè èíäåêñû α è β ðàçëè÷íû, è åäèíèöå, åñëè

îíè ñîâïàäàþò. Ýòî æå âûðàæåíèå ìîæíî çàïèñàòü, êàê óìíîæåíèå äâóõ

ìàòðèö (7.7), â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî ïîëó÷àåòñÿ åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.

Ââåäåíèå ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ìîæåò ïîêàçàòüñÿ èçáûòî÷íûì, îäíà-

êî â ïðîèçâîëüíûõ êðèâîëèíåéíûõ (íåäåêàðòîâûõ) êîîðäèíàòàõ êîý�-

�èöèåíòû gαβ çàâèñÿò îò êîîðäèíàò è ìîãóò áûòü íåäèàãîíàëüíûìè. Â

ýòîì ñëó÷àå ìåòðè÷åñêèé òåíçîð îêàçûâàåòñÿ êëþ÷åâûì îáúåêòîì ïðè

îïèñàíèè ãåîìåòðèè ïðîñòðàíñòâà.
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• Ïî àíàëîãèè ñ îáû÷íûì âåêòîðíûì àíàëèçîì, â 4-ìåðíîì ïðîñòðàí-

ñòâå ìîæíî ââåñòè áàçèñ ïðè ïîìîùè ÷åòûð¼õ 4-âåêòîðîâ e0, e1, e2, e3.
Èíäåêñû � ýòî íîìåðà âåêòîðîâ, à íå èõ êîìïîíåíòû (ïðÿìîé øðè�ò).

Êðîìå ýòîãî, ââåä¼ì åù¼ ÷åòûðå âåêòîðà e0, e1, e2, e3, êîòîðûå íàçî-

â¼ì âçàèìíûì áàçèñîì. Ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ 4-âåêòîðîâ

ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíû:

eα · eβ = δαβ , eα · eβ = gαβ, eα · eβ = gαβ . (7.9)

4-âåêòîð ìîæíî ðàçëîæèòü ïî èñõîäíîìó èëè âçàèìíîìó ê íåìó áàçèñó:

A = Aα eα = Aα e
α.

Â ïåðâîì ñëó÷àå êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè 4-

âåêòîðà (êîíòðàâàðèàíòíûìè êîìïîíåíòàìè), à âî âòîðîì - êîìïîíåí-

òàìè êîâåêòîðà (êîâàðèàíòíûìè êîìïîíåíòàìè). Òî÷íåå ãîâîðèòü, ÷òî

îäèí è òîò æå 4-âåêòîð ìîæíî ðàçëîæèòü ïî äâóì ðàçëè÷íûì áàçèñàì

(�èñõîäíîìó� eα è âçàèìíîìó ê íåìó eα), â ðåçóëüòàòå ÷åãî è âîçíèêàþò

êîìïîíåíòû ñ âåðõíèìè è íèæíèìè èíäåêñàìè (ñòð. 374).

Íàïîìíèì, ÷òî è â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå âåêòîð ìîæíî ðàçëîæèòü

ïî òð¼ì áàçèñíûì âåêòîðàì a = ax i+ ay j+ az k. Ïðè ýòîì âàæíî ïîíè-

ìàòü, ÷òî âåêòîð a � ýòî ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò (�íàïðàâëåííàÿ ñòðåë-

êà�). Îí íå çàâèñèò îò âûáîðà êîîðäèíàòíûõ îñåé, õîòÿ åãî êîìïîíåíòû

{ax, ay, az} (ïðîåêöèè) íà äåêàðòîâû îñè, åñòåñòâåííî, ìåíÿþòñÿ ïðè ïî-

âîðîòå ñèñòåìû êîîðäèíàò (èçìåíåíèè áàçèñà).

Òàêàÿ æå ñèòóàöèÿ è â 4-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè. Ëþáîé 4-âåêòîð

ÿâëÿåòñÿ �èçè÷åñêèì îáúåêòîì. Íàïðèìåð, �x� � ýòî îäíî è òî æå ñî-

áûòèå, íàáëþäàåìîå èç ëþáîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà. Ýòîò 4-

âåêòîð ìîæíî ðàçëîæèòü ïî ðàçëè÷íûì áàçèñàì. Áàçèñû ìîãóò ñîîòâåò-

ñòâîâàòü ðàçëè÷íûì èíåðöèàëüíûì ñèñòåìàì îòñ÷¼òà. Êîý��èöèåíòû

ðàçëîæåíèé � ýòî îáû÷íûå ÷èñëà ñ âåðõíèìè èëè íèæíèìè èíäåêñàìè,

ñî øòðèõàìè èëè áåç.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 4-âåêòîðîâ ñ ó÷¼òîì (7.9) ìîæíî ðàñïèñàòü

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A · B = (Aαeα) · (Bβeβ) = (eα · eβ)AαBβ = gαβ A
αBβ.

Àíàëîãè÷íî çàïèñûâàþòñÿ ïðîèçâåäåíèÿ äðóãèõ ðàçëîæåíèé âåêòîðîâ

ïî áàçèñó. Íàïðèìåð:

A · B = (Aαe
α) · (Bβeβ) = (eα · eβ)AαB

β = δαβ AαB
β = AαB

α.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â ïåðâîì ðàâåíñòâå äëÿ ñóìì ðàçëîæåíèÿ âåêòî-

ðîâ A è B èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå èíäåêñû α è β, òàê êàê ýòî ðàçëè÷íûå

ñóììû.
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7.5 Ïðèìåðû 4-âåêòîðîâ

�àññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ 4-âåêòîðîâ. Ïóñòü ÷àñòèöà èìååò ñêî-

ðîñòü u = dr/dt. Èíòåðâàë ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ïîëîæåíè-
ÿìè ÷àñòèöû ÷åðåç áåñêîíå÷íî áëèçêèé ïðîìåæóòîê âðåìåíè dt ðàâåí:

ds2 = dt2 − dr2 = dt2 (1− u2).

Êâàäðàòíûé êîðåíü èç ýòîãî âûðàæåíèÿ íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì âðå-

ìåíåì ÷àñòèöû:

ds = dt
√

1− u2. (7.10)

Ñîáñòâåííîå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà. Äëÿ

êàæäîãî íàáëþäàòåëÿ ïðîìåæóòîê âðåìåíè dt è ñêîðîñòü ÷àñòèöû u áó-

äóò ðàçíûìè, íî èõ êîìáèíàöèÿ ds îêàæåòñÿ îäèíàêîâîé.
Òàê êàê 4-êîîðäèíàòû xα = {t, r} ïðåîáðàçóþòñÿ, êàê 4-âåêòîð, à ñîá-

ñòâåííîå âðåìÿ ds (èíòåðâàë âäîëü òðàåêòîðèè)� èíâàðèàíò, òî ìîæíî

îïðåäåëèòü ñëåäóþùèé 4-âåêòîð ñêîðîñòè:

Uα =
dxα

ds
=
{
U 0, U

}
=

{
1√

1− u2
,

u√
1− u2

}

. (7.11)

Êîìïîíåíòû {U 0, U} 4-âåêòîðà ñêîðîñòè ïðåîáðàçóþòñÿ, êàê è êîìïî-

íåíòû ëþáîãî 4-âåêòîðà (7.3). Òàê, äëÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ êîìïîíåíò

èìååì:

u′
x√

1− u′2 =
ux − v√

1− v2
√
1− u2

,
u′
y√

1− u′2 =
uy√
1− u2

.

è äëÿ u′
z àíàëîãè÷íî u′

y. Ïðåîáðàçîâàíèå íóëåâûõ êîìïîíåíò èìååò âèä:

1√
1− u′2 =

1− vux√
1− v2

√
1− u2

.

Èñêëþ÷àÿ ïðè ïîìîùè ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ

√
1− u′2

â ïðåîáðàçîâàíèÿõ

äëÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ êîìïîíåíò ñêîðîñòè, ïðèõîäèì ê çàêîíó ïðåîáðà-

çîâàíèÿ ñêîðîñòè (1.19), ñòð. 35 îòíîñèòåëüíî äâóõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåì

îòñ÷¼òà:

u′
x =

ux − v

1− vux
, u′

y =
uy

√
1− v2

1− vux
.

Îòìåòèì, ÷òî êâàäðàò 4-âåêòîðà ñêîðîñòè ðàâåí åäèíèöå:

U2 = UαU
α = (U 0)2 −U2 =

1

1− u2
− u2

1− u2
= 1.

Ýòî òàêæå íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ 4-âåêòîðà ñêîðîñòè

è èíòåðâàëà: U2 = dxα dx
α/ds2 = 1.
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⊲ Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëèì 4-âåêòîð óñêîðåíèÿ, êàê ïðîèç-

âîäíóþ îò 4-ñêîðîñòè:

Aα =
dUα

ds
=

1√
1− u2

d

dt

{ 1√
1− u2

,
u√

1− u2

}

.

Ââîäÿ îáû÷íîå 3-ìåðíîå óñêîðåíèå a = du/dt è áåðÿ ïîêîìïîíåíòíî

ïðîèçâîäíóþ, ïîëó÷àåì:

Aα =
dUα

ds
=

{
ua

(1− u2)2
,
a+ [u× [u× a]]

(1− u2)2

}

. (7.12)

Ïðè ïîìîùè (7.4) ìîæíî çàïèñàòü çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ óñêîðåíèÿ, õî-

òÿ ýòî ïðîùå ñäåëàòü ïðÿìûì äè��åðåíöèðîâàíèåì âåêòîðíîãî ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ äëÿ ñêîðîñòè. Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

4-ñêîðîñòè è 4-óñêîðåíèÿ ðàâíî íóëþ: U ·A = 0. Ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæíî

òàêæå ïîëó÷èòü äè��åðåíöèðîâàíèåì U2 = 1 ïî s:

dU 2

ds
=

d(UαUα)

ds
=

dUα

ds
Uα + Uα dUα

ds
= AαUα + UαAα = 2AαUα = 0,

ãäå âçÿòà ïðîèçâîäíàÿ ïðîèçâåäåíèÿ è ó÷òåíî (7.6), ÷òî AαUα = AαU
α
.

• Ïðè ïîìîùè êîâàðèàíòíûõ îáîçíà÷åíèé ìîæíî åäèíûì îáðàçîì çà-

ïèñàòü ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ý��åêòîâ Äîïëåðà è àáåððàöèè. Äëÿ ýòîãî îïðå-

äåëèì âîëíîâîé 4-âåêòîð:

kα =
{
ω,k

}
=
{
ω, ω n

}
, (7.13)

ãäå ω = 2πν � êðóãîâàÿ ÷àñòîòà (ν � îáû÷íàÿ ÷àñòîòà), k � âîëíîâîé

âåêòîð â íàïðàâëåíèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû è ðàâíûé |k| = 2π/λ, ãäå

λ � äëèíà âîëíû. Òàê êàê νλ = c = 1, âî âòîðîì ðàâåíñòâå ââåäåí

åäèíè÷íûé âåêòîð n2 = 1 è λ âûðàæåíà ÷åðåç ν. Çàìåòèì, ÷òî:

k2 = kαk
α = ω2(1− n2) = 0.

Ïðåîáðàçîâàíèå (7.4) íóëåâûõ êîìïîíåíò äà¼ò ý��åêò Äîïëåðà (ñòð. 80):

ω

ω′ =

√
1− v2

1− vn
.

Ýòî âûðàæåíèå îòëè÷àåòñÿ îò (3.6), ñòð. 82, çíàêîì ìèíóñ â çíàìåíàòåëå.

Ñâÿçàíî ýòî ñ ðàçëè÷íûì ñìûñëîì åäèíè÷íîãî âåêòîðà n. Â (3.6) ýòî áû-

ëî íàïðàâëåíèå íà èñòî÷íèê (îò íàáëþäàòåëÿ), òîãäà êàê â çàïèñàííîì

âûøå ïðåîáðàçîâàíèè n � ýòî íàïðàâëåíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâåòîâîãî

ñèãíàëà ê íàáëþäàòåëþ. Îòñþäà è ïðîòèâîïîëîæíûå çíàêè. Ïðåîáðàçî-

âàíèÿ äëÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ êîìïîíåíò kα ïðèâîäÿò ê ý��åêòó àáåððà-

öèè (ñòð. 98).
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7.6 Ìàòðè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

• �àññìîòðèì òðè èíåðöèàëüíûå ñèñòåìû îòñ÷¼òà S, S ′
è S ′′

, íàáëþ-

äàòåëè â êîòîðûõ èçìåðÿþò êîîðäèíàòû è âðåìÿ íåêîòîðîãî ñîáûòèÿ

{t, x, y}, {t′, x′, y′} è {t′′, x′′, y′′} ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü, êàê îáû÷íî, S ′

äâèæåòñÿ îòíîñèòåëüíî S ñî ñêîðîñòüþ v âïðàâî âäîëü îñè x è êîîðäè-

íàòíûå îñè ýòèõ äâóõ ñèñòåì ïàðàëëåëüíû. Ñèñòåìà S ′′
ïóñòü äâèæåòñÿ

îòíîñèòåëüíî S ′
ñî ñêîðîñòüþ v′ ââåðõ âäîëü îñè y′. Ìåæäó ïàðàìè ñè-

ñòåì îòñ÷¼òà ìîæíî çàïèñàòü ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà:







t′ = γ t− vγ x
x′ = γ x− vγ t

y′ = y,







t′′ = γ ′ t′ − v′γ ′ y′

x′′ = x′

y′′ = γ ′ y′ − v′γ ′ t′.

Ïîäñòàâêà ïåðâîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ âî âòîðîå, äà¼ò ñâÿçü êîîðäèíàò è

âðåìåíè äëÿ íàáëþäàòåëåé â S è S ′′
(ñòð. 91). Òàêóþ ïîäñòàíîâêó ìîæíî

âûïîëíèòü â ìàòðè÷íîì âèäå, çàïèñàâ ïðåîáðàçîâàíèÿ òàêèì îáðàçîì:





t′

x′

y′



 =





γ −vγ 0

−vγ γ 0
0 0 1



·





t

x
y



 ,





t′′

x′′

y′′



 =





γ ′ 0 −v′γ ′

0 1 0
−v′γ 0 γ ′



·





t′

x′

y′



 .

Êîìïîçèöèÿ ïðåîáðàçîâàíèé òåïåðü ñâîäèòñÿ ê ïåðåìíîæåíèþ ìàòðèö:





t′′

x′′

y′′



 =





γ ′ 0 −v′γ ′

0 1 0
−v′γ ′ 0 γ ′



 ·





γ −vγ 0
−vγ γ 0
0 0 1



 ·





t
x
y



 .

Óìíîæåíèå ìàòðèö àññîöèàòèâíî, ïîýòîìó ìîæíî ñíà÷àëà ïåðåìíîæèòü

êâàäðàòíûå ìàòðèöû êàæäîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, à çàòåì ðåçóëüòèðóþùóþ

ìàòðèöó óìíîæèòü íà ñòîëáèê êîîðäèíàò è âðåìåíè:





t′′

x′′

y′′



 =





γγ ′ −vγγ ′ −v′γ ′

−vγ γ 0
−v′γ ′γ vv′γγ ′ γ ′



 ·





t
x
y



 .

�åçóëüòèðóþùàÿ ìàòðèöà, ïðèâåäåííàÿ âûøå, ïîëó÷àåòñÿ ïî ïðàâèëó

�ëîìà� (ñòð. 362), ãäå ñóììà ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ ñòðî÷êè (ëîì) ïåð-

âîé ìàòðèöû íà ýëåìåíòû ñòîëáèêà (�ñòåíêà�) âòîðîé çàïèñûâàåòñÿ íà

ìåñòå �ïðîáèòîé� ëîìîì äûðêè. Íàïðèìåð, äëÿ âåðõíåãî ëåâîãî ýëåìåí-

òà ìàòðèöû, èìååì:

γ ′ · γ + 0 · (−vγ) + (−v′γ ′) · 0 = γγ ′,

è àíàëîãè÷íî äëÿ îñòàëüíûõ.



ÊÎÂÀ�ÈÀÍÒÍÛÉ ÔÎ�ÌÀËÈÇÌ 205

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî õîòÿ îáå èñõîäíûå ìàòðèöû áûëè ñèììåòðè÷-

íûìè (îòíîñèòåëüíî äèàãîíàëè), ìàòðèöà ðåçóëüòèðóþùåãî ïðåîáðàçî-

âàíèÿ îêàçûâàåòñÿ íåñèììåòðè÷íîé.

Âûøå êîìïîíåíòû âåêòîðà â 4-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëåíû êàê

÷åòâ¼ðêà âåëè÷èí Aα = (A0, A1, A2, A3), èçìåíÿþùèõñÿ ïðè ñìåíå ñèñòå-

ìû îòñ÷¼òà â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ëîðåíöà. Â îáùåì ñëó÷àå

ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A′α = Λα
β A

β = Λα
0A

0 + Λα
1A

1 + Λα
2A

2 + Λα
3A

3. (7.14)

Åñëè îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü ñèñòåì îòñ÷¼òà èìååò ïðîèçâîëüíîå íàïðàâ-

ëåíèå, òî èç âåêòîðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (7.4) ñëåäóåò òàêàÿ ìàòðèöà:

Λα
β =







Λ0
0 Λ0

1 Λ0
2 Λ0

3

Λ1
0 Λ1

1 Λ1
2 Λ1

3

Λ2
0 Λ2

1 Λ2
2 Λ2

3

Λ3
0 Λ3

1 Λ3
2 Λ3

3







=







γ −vxγ −vyγ −vzγ
−vxγ 1 + Γv2x Γvxvy Γvxvz
−vyγ Γvyvx 1 + Γv2y Γvyvz
−vzγ Γvzvx Γvzvy 1 + Γv2z







.

Åñëè êîîðäèíàòíûå îñè ñèñòåì îòñ÷¼òà äîïîëíèòåëüíî ïîâ¼ðíóòû äðóã

îòíîñèòåëüíî äðóãà, ìàòðèöà áóäåò âûãëÿäåòü åù¼ ñëîæíåå. Çàìåòèì,

÷òî èíäåêñû α è β â ìàòðèöå Λα
β íàõîäÿòñÿ íå òîëüêî íà ðàçíîé âûñî-

òå, íî è ñäâèíóòû äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà ïî ãîðèçîíòàëè. Ïåðâûé èí-

äåêñ α íóìåðóåò ñòðî÷êè ìàòðèöû, à âòîðîé β � ñòîëáöû. Àíàëîãè÷íàÿ

ñèòóàöèÿ ñ èíäåêñàìè è äëÿ îáû÷íûõ ìàòðèö, îäíàêî òàì îíè íàõîäÿò-

ñÿ íà îäíîì óðîâíå (îáû÷íî îáà âíèçó). Äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

âåêòîðîâ AαBα ìû èñïîëüçóåì êîâàðèàíòíîå ïðàâèëî ñóììèðîâàíèÿ ïî

ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ íà ðàçëè÷íîì óðîâíå. Ýòî

æå ïðàâèëî áóäåì èñïîëüçîâàòü è äëÿ ìàòðèö. Ïîýòîìó â Λα
β ïîðÿäîê

ðàñïîëîæåíèÿ èíäåêñîâ âàæåí â îáîèõ íàïðàâëåíèÿõ.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äâóõ ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà ñ ðàçëè÷íûìè ìàò-

ðèöàìè:

A′′α = Λ′α
µA

′µ, A′µ = Λµ
βA

β, A′′α = Λ′′α
β A

β

ìîæíî ïîäñòàâèòü äðóã â äðóãà òàê, ÷òî:

Λ′′α
β = Λ′α

µΛ
µ
β, Λ′′ = Λ′Λ.

Ñëåâà ïåðåìíîæåíèå ìàòðèö çàïèñàíî â ÿâíîì èíäåêñíîì âèäå. Ñóì-

ìèðîâàíèå ïî µ ðåàëèçóåò ïðàâèëî �ëîìà�, òàê êàê ó ïåðâîé ìàòðèöû

íèæíèé ïðàâûé èíäåêñ µ ïðîáåãàåò ýëåìåíòû ñòðîêè ïîä íîìåðîì α, à ó
âòîðîé ìàòðèöû âåðõíèé ëåâûé èíäåêñ µ ïðîáåãàåò âñå ýëåìåíòû ñòîëá-

öà ïîä íîìåðîì β. Ñïðàâà ýòî æå âûðàæåíèå çàïèñàíî â áåçûíäåêñíîì,

ìàòðè÷íîì âèäå.
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7.7 Ñâîéñòâà ëîðåíöåâñêîé ìàòðèöû

• Îïðåäåëèì åù¼ îäíó ìàòðèöó ëîðåíöåâñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, èçìå-

íèâ �âûñîòó èíäåêñîâ� ïðè ïîìîùè ñâ¼ðòêè ñ ìåòðè÷åñêèìè òåíçîðàìè:

Λ β
α = gαµ Λ

µ
ν g

νβ. (7.15)

Â ìàòðèöå Λ β
α íèæíèé èíäåêñ α ñòîèò ëåâåå è îí íóìåðóåò ñòðîêè ìàò-

ðèöû, à èíäåêñ β � ñòîëáöû. Íåñìîòðÿ íà îäèíàêîâóþ áóêâó Λ, ìàòðèöû
Λ β
α è Λµ

ν ðàçëè÷íû, ïîýòîìó íåîáõîäèìî ñëåäèòü çà ïîðÿäêîì è âûñî-

òîé èíäåêñîâ. Äàëåå, â ìàòðè÷íûõ (áåçûíäåêñíûõ) âûðàæåíèÿõ áóäåì

îáîçíà÷àòü ìàòðèöó Λµ
ν êàê Λ, à ìàòðèöó Λ ν

µ ïîìå÷àòü òèëüäîé: Λ̃.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÿâíîãî âèäà ìàòðèöû Λ̃ íåîáõîäèìî Λ ñëåâà è ñïðàâà

óìíîæèòü íà ìàòðèöû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà g, ò.å. Λ̃ = gΛg. Òàê, äëÿ

äâèæåíèÿ âäîëü îñè x â äâóõ èçìåðåíèÿõ èìååì:

Λ̃ =





1 0 0
0 −1 0

0 0 −1









γ −vγ 0
−vγ γ 0

0 0 1









1 0 0
0 −1 0

0 0 −1



 =





γ vγ 0
vγ γ 0

0 0 1



 .

Â èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà ñ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè ìåòðè-

÷åñêèå òåíçîðû ñ íèæíèìè è âåðõíèìè èíäåêñàì äèàãîíàëüíû è îäèíà-

êîâû. Êàê è äëÿ ëþáûõ ìàòðèö, èõ ïåðâûé èíäåêñ íóìåðóåò ñòðîêè, à

âòîðîé � ñòîëáöû. Â îòëè÷èå îò ìàòðèö Λ̃ è Λ ó ìàòðèöû ìåòðè÷åñêîãî

òåíçîðà g îáà èíäåêñà íàõîäÿòñÿ íà îäíîé âûñîòå (ââåðõó èëè âíèçó).

Ïðè ïîìîùè ìàòðèöû Λ̃ ìîæíî çàïèñàòü ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà äëÿ

êîâåêòîðà:

A′
α = gαµA

′µ = gαµ Λ
µ
ν A

ν = gαµΛ
µ
ν g

νβ Aβ,

ïîýòîìó:

A′
α = Λ β

α Aβ. (7.16)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ñóììàöèîííûé èíäåêñ β �ïðèæèìàåòñÿ� ê 4-

âåêòîðó Aβ, ÿâëÿÿñü íîìåðîì êîëîíêè ìàòðèöû Λ̃. Îáû÷íî ðåäêî ïðîâî-

äÿò òàêèå ïîäðîáíûå âû÷èñëåíèÿ ñ ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì. ×àùå ïðîñòî

ó äâóõ ñóììàöèîííûõ èíäåêñîâ ìåíÿþò èõ îòíîñèòåëüíóþ âûñîòó:

AαB
α = AαBα, gαβ A

αBβ = gαβ AαBβ.

Äàæå, åñëè èíäåêñ â ðàâåíñòâå íå ñóììàöèîííûé, åãî ìîæíî îäíîâðå-

ìåííî ïîäíÿòü èëè îïóñòèòü â ïðàâîé èëè ëåâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ:

gαβ A
β = Aα ⇔ gαβ Aβ = Aα,

A′α = Λα
β A

β ⇔ A′
α = Λ β

α Aβ,

÷òî ñóùåñòâåííî óñêîðÿåò âûâîä ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîîòíîøåíèé.



ÊÎÂÀ�ÈÀÍÒÍÛÉ ÔÎ�ÌÀËÈÇÌ 207

• Óñòàíîâèì îäíî âàæíîå ñâîéñòâî ìàòðèö ëîðåíöåâñêîãî ïðåîáðàçîâà-
íèÿ. Ïî îïðåäåëåíèþ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ 4-âåêòîðîâ îäèíàêîâî

âî âñåõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà:

A · B = gαβ A
′αB′β = gαβ Λ

α
µ Λ

β
ν A

µBν = gµν A
µBν = inv.

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ, åñëè ëîðåíöåâñêàÿ ìàòðèöà óäîâëåòâî-

ðÿåò (â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âåêòîðîâ) óðàâíåíèþ:

gαβ Λ
α
µΛ

β
ν = gµν, (7.17)

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ óñëîâèåì îðòîãîíàëüíîñòè. Ñâåðíóâ ïî èíäåêñó µ
ýòî ñîîòíîøåíèå ñ òåíçîðîì gγµ,  ó÷¼òîì (7.8), èìååì:

gγµ gαβ Λ
α
µΛ

β
ν = Λ γ

β Λβ
ν = (Λ̃T )γβ Λ

β
ν = δγν . (7.18)

Ñëîâî �ñâ¼ðòêà� îçíà÷àåò óìíîæåíèå îäíîãî èíäåêñíîãî âûðàæåíèÿ

íà âòîðîå è ñóììèðîâàíèå ýòîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïî íåêîòîðûì èíäåêñàì. Â

ïåðâîì ðàâåíñòâå (7.18) ñâ¼ðòêà ñ ìåòðè÷åñêèìè òåíçîðàìè äà¼ò ìàòðèöó

Λ̃, à âî âòîðîì ðàâåíñòâå ââåäåíà òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà, ïîìå÷åí-

íàÿ áóêâîé

T
: (Λ̃T )γβ = Λ̃ γ

β . Îíà ïîëó÷àåòñÿ èç èñõîäíîé ìàòðèöû Λ̃ γ
β

ïåðåñòàíîâêîé ñòðîê è ñòîëáöîâ. Ñäåëàíî ýòî, ÷òîáû ïîëó÷èëîñü ìàòðè÷-

íîå ïðîèçâåäåíèå, ðåàëèçóåìîå ñóììîé ïî èíäåêñó β. Îáîçíà÷èì ñèìâîë

Êðîíåêåðà δγν ïðè ïîìîùè åäèíè÷íîé ìàòðèöû 1. Òîãäà óñëîâèå îðòîãî-

íàëüíîñòè (7.18) ìîæíî çàïèñàòü áåç èíäåêñîâ:

Λ̃TΛ = 1.

Îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ îïðåäåëèòåëåé.

Êðîìå ýòîãî, òðàíñïîíèðîâàíèå îïðåäåëèòåëÿ íå ìåíÿåò. Ïîýòîìó:

det(Λ̃TΛ) = det(gTΛTgTΛ) = (detg)2 (detΛ)2 = 1

Èç îïðåäåëåíèÿ (7.7) ñëåäóåò, ÷òî det g = −1, ïîýòîìó (detΛ)2 = 1. Ïðÿ-
ìûì âû÷èñëåíèåì îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèö Λ èç íà÷àëà ðàçäåëà ïîëó÷àåì,

÷òî ïðè èçâëå÷åíèè êîðíÿ íàäî âûáðàòü çíàê ïëþñ:

detΛ = det Λ̃ = 1.

Îïðåäåëèòåëü äëÿ Λ̃ ïîëó÷àåòñÿ èç îïðåäåëåíèÿ Λ̃ = gΛg. Òàêèì îá-

ðàçîì, ëîðåíöåâñêèå ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèÿ êàê âåêòîðîâ (Λ), òàê è

êîâåêòîðîâ (Λ̃) èìåþò åäèíè÷íûå îïðåäåëèòåëè è îðòîãîíàëüíû.
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• Òàê êàê âûñîòó èíäåêñîâ ìîæíî ñèíõðîííî èçìåíÿòü, óñëîâèå îðòî-
ãîíàëüíîñòè (7.17) ìîæíî òàêæå ïåðåïèñàòü â ýêâèâàëåíòíûõ âèäàõ:

Λα
µΛαν = gµν, Λα

µΛ
ν

α = δνµ.

Îáðàòèì âíèìàíèå åù¼ ðàç, ÷òî äëÿ ðàçëè÷íûõ ìàòðèö Λα
β, Λαβ, Λ

β
α èñ-

ïîëüçóåòñÿ îäíà è òà æå áóêâà, ò.ê. îíè ïîëó÷àþòñÿ èç èñõîäíîé Λα
β â ðå-

çóëüòàòå �èêñèðîâàííîé ïðîöåäóðû (ñâ¼ðòêè ñ ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì).

Ñèìâîë Êðîíåêåðà δαβ â ñîîòâåòñòâèè ñ òàêèì ñîãëàøåíèåì ìîæíî òàêæå

îáîçíà÷àòü êàê gαβ , òàê êàê óñëîâèå (7.8), ñòð. 200 ýêâèâàëåíòíî ïîäíÿòèþ
èëè îïóñêàíèþ èíäåêñà ó îäíîãî èç ìåòðè÷åñêèõ òåíçîðîâ. Ïðè ýòîì, â

ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè ñèìâîëà Êðîíåêåðà, íåò íåîáõîäèìîñòè ñëåäèòü çà

ïîðÿäêîì èíäåêñîâ ïî ãîðèçîíòàëè:

δαβ = δ α
β = δαβ .

Èíîãäà, äàæå â íå ñèììåòðè÷íîé ëîðåíöåâñêîé ìàòðèöå, íå ñäâèãàþò

èíäåêñû ïî ãîðèçîíòàëè, çàïèñûâàÿ èõ îäèí ïîä îäíèì Λα
β . Ïðè ýòîì

ïðåäïîëàãàþò, ÷òî âåðõíèé èíäåêñ íóìåðóåò ñòðîêè, à íèæíèé ñòîëáöû.

Ìû òàê ïîñòóïàòü íå áóäåì è â íåñèììåòðè÷íûõ ìàòðèöàõ áóäåì ñëåäèòü

çà ïîðÿäêîì èíäåêñîâ ïî ãîðèçîíòàëè.

⊲ Â óñëîâèè îðòîãîíàëüíîñòè (7.17) ëîðåíöåâñêèå ìàòðèöû ñâîðà÷è-

âàþòñÿ ïî ïåðâîìó èíäåêñó. Õîòÿ ýòè ìàòðèöû â îáùåì ñëó÷àå íå ñèì-

ìåòðè÷íû, ñïðàâåäëèâî àíàëîãè÷íîå óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè â êîòîðîì

èä¼ò ñâ¼ðòêà âòîðûõ èíäåêñîâ. Äåéñòâèòåëüíî, ñâåðí¼ì ïðåîáðàçîâàíèå

Ëîðåíöà A′µ = Λµ
αA

α
ñ ìàòðèöåé Λ β

µ . Ïðè ïîìîùè (7.17) íåñëîæíî

ïîëó÷èòü, âûðàæåíèå äëÿ îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ:

Aβ = A′µΛ β
µ . (7.19)

Ýòî æå óñëîâèå ìîæíî çàïèñàòü è äëÿ êîâåêòîðíûõ êîìïîíåíò, ïðîñòî

ñèíõðîííî ïîìåíÿâ âûñîòó èíäåêñîâ:

Aβ = A′
µΛ

µ
β. (7.20)

Ïîäñòàâèì òåïåðü (7.19) â gαβ A
αBβ = gµν A

′µB′ν
âìåñòî íåøòðèõîâàí-

íûõ âåëè÷èí. Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ ïðèâåäøèå ê (7.17), ïîëó÷àåì äðó-

ãóþ �îðìó óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè:

gαβ Λ
α

µ Λ β
ν = gµν, (7.21)

â êîòîðîì óæå ñâîðà÷èâàþòñÿ âòîðûå èíäåêñû ëîðåíöåâñêèõ ìàòðèö.
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• Ïðè âðàùåíèè 3-ìåðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ïîâîðà÷èâàþòñÿ (èçìå-

íÿþòñÿ) áàçèñíûå âåêòîðû, íàïðàâëåííûå âäîëü îñåé. Òî÷íî òàê æå èç-

ìåíÿþòñÿ áàçèñíûå âåêòîðû 4-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ïðè ñìåíå ñèñòåìû

îòñ÷¼òà (ïîâîðîòå â 4-ïðîñòðàíñòâå). Äëÿ òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñïðà-

âåäëèâî �îáðàòíîå� ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå (ñòðîêà íà ìàòðèöó):

eα = e′β Λ
β
α, eα = e′β Λ α

β , (7.22)

ãäå îïóùåí çíà÷îê òèëüäû ó ìàòðèöû Λ α
β . Íàïîìíèì, ÷òî èíäåêñ ó áà-

çèñíîãî âåêòîðà � ýòî åãî íîìåð, à íå êîìïîíåíòà, ïîýòîìó â ëåâîé ÷àñòè

ïðåîáðàçîâàíèÿ è â ïðàâîé (ñëåâà îò ìàòðèöû) ñòîÿò 4-âåêòîðû òèïà

e0, e1, e2, e3. ×òîáû ïîëó÷èòü ïðåîáðàçîâàíèÿ (7.22), íåîáõîäèìî ðàç-

ëîæèòü âåêòîð ïî äâóì áàçèñàì, ñîîòâåòñòâóþùèì äâóì èíåðöèàëüíûì

ñèñòåìàì îòñ÷¼òà

A = Aαeα = A′αe′α,

è âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðà A′α = Λα
βA

β
.

Ïðîäåëàòü ýòî ïðåäëàãàåòñÿ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî 4-

âåêòîð � ýòî �èçè÷åñêèé îáúåêò, èìåþùèé ðàçëè÷íûå ïðîåêöèè íà ðàç-

ëè÷íûå áàçèñû.

Ñâîðà÷èâàÿ (7.22) ñ ëîðåíöåâûìè ìàòðèöàìè, ñ ó÷¼òîì óñëîâèé îðòî-

ãîíàëüíîñòè, ìîæíî ïîëó÷èòü è ïðÿìûå ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ áàçèñíûõ

âåêòîðîâ:

e′α = Λ β
α eβ, e′α = Λα

β e
β. (7.23)

Íàïðèìåð, äëÿ âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ (7.22), èìååì:

eαΛµ
α = e′β Λ α

β Λµ
α = e′β δµβ = e′µ.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî áàçèñíûå âåêòîðû eα â (7.23) ïðåîáðàçóþòñÿ ïî-

äîáíî êîâàðèàíòíûì êîìïîíåíòàì Aα, à âåêòîðû âçàèìíîãî áàçèñà eα,
êàê êîíòðàâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû Aα

.

Îòìåòèì òàêæå ñîîòíîøåíèå

e′β · eα = Λβ
α,

êîòîðîå íåñëîæíî ïîëó÷èòü èç (7.22), óìíîæåíèåì åãî íà ñîîòâåòñòâó-

þùèé áàçèñíûé âåêòîð, ñ ó÷¼òîì óñëîâèé (7.9). Òàêèì îáðàçîì, ìàòðè-

öó Ëîðåíöà, ñâÿçûâàþùóþ äâå èíåðöèàëüíûå ñèñòåìû îòñ÷¼òà, ìîæíî

ïîëó÷èòü, çíàÿ áàçèñíûå 4-âåêòîðû â êàæäîé èç ýòèõ ñèñòåì. Ýêâèâà-

ëåíòíî, íàáîð èç ÷åòûð¼õ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ 4-âåêòîðîâ îïðåäåëÿåò

íåêîòîðóþ ñèñòåìó îòñ÷¼òà.
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7.8 4-òåíçîðû

• Ïóñòü åñòü äâà 4-âåêòîðà A è B. Èç èõ êîìïîíåíò ìîæíî ñîñòàâèòü 4

ðàçëè÷íûõ ïðîèçâåäåíèÿ ñ äâóìÿ èíäåêñàìè: AαBβ
, AαBβ, A

αBβ, AαB
β
.

Ýòè ïðîèçâåäåíèÿ áóäóò ïðåîáðàçîâûâàòüñÿ ïðè ïîìîùè äâóõ ëîðåíöåâ-

ñêèõ ìàòðèö (7.14), (7.16):

A′αB′β = Λα
µΛ

β
ν A

µBν , A′
αB

′
β = Λ µ

α Λ ν
β AµBν,

è ò.ä. (ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ñóììà). Íàçîâ¼ì òåíçîðîì òèïà

(n,m) âåëè÷èíó, èìåþùóþ n+m èíäåêñîâ, n èç êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ ââåð-
õó, à m � âíèçó, åñëè îíà ïðåîáðàçóåòñÿ, êàê ïðîèçâåäåíèå n âåêòîðíûõ

è m êîâåêòîðíûõ êîìïîíåíò. ×èñëî n + m íàçûâàåòñÿ ðàíãîì òåíçîðà.

Íàïðèìåð, äëÿ òåíçîðà T γ
αβ òèïà (1, 2):

T ′ γ
αβ = Λγ

σ Λ
µ

α Λ ν
β T σ

µν .

Òàê êàê äëÿ ëîðåíöåâñêèõ ìàòðèö âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå îðòîãîíàëüíî-

ñòè, òî ìåòðè÷åñêèå êîý��èöèåíòû gαβ, g
αβ

ÿâëÿþòñÿ òåíçîðàìè:

g′αβ = Λα
µΛ

β
ν g

µν = gαβ.

Çàìåòèì, ÷òî êîìïîíåíòû gαβ èëè gαβ íå èçìåíÿþòñÿ òîëüêî â äåêàð-

òîâûõ êîîðäèíàòàõ ïëîñêîãî ïðîñòðàíñòâà (ñì. ãëàâó 9). Àíàëîãè÷íî, â

ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè, òåíçîðîì ÿâëÿåòñÿ ñèìâîë Êðîíåêåðà δαβ :

δ′αβ = Λα
µΛ

ν
β δµν = Λα

µΛ
µ

β = δαβ .

Äëÿ ëþáîãî òåíçîðà ïðè ïîìîùè gαβ èëè gαβ ìîæíî îïðåäåëèòü íîâûé
òåíçîð, ïîäíèìàÿ èëè îïóñêàÿ èíäåêñû. Õîòÿ ïîëó÷èâøèéñÿ ïðè ýòîì

òåíçîð áóäåò äðóãèì, åãî ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü òîé æå áóêâîé. Â ýòîì

ñëó÷àå íåîáõîäèìî ñëåäèòü çà ïîðÿäêîì èíäåêñîâ ïî ãîðèçîíòàëè:

Tαβγ = gγµ T
µ

αβ , T β
α γ = gβµ Tαµγ.

Âñå èíåðöèàëüíûå ñèñòåìû ðàâíîïðàâíû. Ïîýòîìó óðàâíåíèÿ, îïèñû-

âàþùèå òîò èëè èíîé �èçè÷åñêèé çàêîí, äîëæíû èìåòü îäèíàêîâóþ �îð-

ìó âî âñåõ ñèñòåìàõ. Äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ çàïèñûâàþòñÿ â òåíçîðíûõ

îáîçíà÷åíèÿõ. Íàïðèìåð, êàê ìû óâèäèì â ñëåäóþùåì òîìå, äâèæåíèå

÷àñòèöû â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì:

m
dUα

ds
= q F αβ Uβ,

ãäå m, q � èíâàðèàíòíûå ìàññà è çàðÿä ÷àñòèöû, ds � òàêæå èíâàðè-

àíòíûé èíòåðâàë. Â óðàâíåíèå âõîäÿò òåíçîðíûå âåëè÷èíû � 4-âåêòîð

ñêîðîñòè ÷àñòèöû Uα
è òåíçîð ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ F αβ

. Òàê êàê

îíè ïðåîáðàçóþòñÿ ïðè ïîìîùè îäíîé è òîé æå ìàòðèöû, ýòî óðàâíåíèå

áóäåò âûãëÿäåòü òî÷íî òàê æå â ëþáîé äðóãîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà.
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⊲ Ó âåêòîðà 4 êîìïîíåíòû, ó òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà (ñ äâóìÿ èíäåê-

ñàìè) èõ 16. Ñ ðîñòîì ÷èñëà èíäåêñîâ ó òåíçîðà ÷èñëî åãî êîìïîíåíò

ñòðåìèòåëüíî ðàñò¼ò. Åñëè èíäåêñîâ ó òåíçîðà n, òî îí èìååò 4n êîìïî-
íåíò. Ïîýòîìó îñîáóþ ðîëü èãðàþò òåíçîðû, îáëàäàþùèå òåì èëè èíûì

ñâîéñòâîì ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè èíäåêñîâ. Òàê, òåíçîðû

òèïà (0, 2) ìîãóò áûòü ñèììåòðè÷íûìè èëè àíòèñèììåòðè÷íûìè:

Sαβ = Sβα, Aαβ = −Aβα.

Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð gαβ ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì. Â êà÷åñòâå óïðàæíå-

íèÿ (⋖H30) ïðåäëàãàåòñÿ íàéòè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà äëÿ ïðîèçâîëü-

íîãî òåíçîðà T αβ
è â òîì ñëó÷àå, êîãäà îí îáëàäàåò àíòèñèììåòðèåé.

Ñâ¼ðòêà ñèììåòðè÷íîãî è àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà ðàâíà íóëþ:

Sαβ A
αβ = −SβαA

βα = −Sαβ A
αβ = 0.

Â ïåðâîì ðàâåíñòâå èíäåêñû ïåðåñòàâëåíû ñ ó÷¼òîì ñâîéñòâ ñèììåòðèè,

à âî âòîðîì ïåðåèìåíîâàíû (α 7→ β, β 7→ α), òàê êàê îíè ñóììàöèîííûå.
Âûðàæåíèå, ðàâíîå ñåáå ñ îáðàòíûì çíàêîì, ìîæåò áûòü òîëüêî íóë¼ì.

Âàæíóþ ðîëü â ðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè èãðàþò àáñîëþòíî àíòèñèì-

ìåòðè÷íûå òåíçîðû. Ñëîâî �àáñîëþòíûå� îçíà÷àåò, ÷òî îíè èçìåíÿþò

ñâîé çíàê ïðè ïåðåñòàíîâêå ëþáûõ äâóõ èíäåêñîâ. Ïîäðîáíåå èõ ñâîé-

ñòâà ðàññìîòðåíû â ñëåäóþùåé ãëàâå.

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ òåíçîðà, êîìïîíåíòû 4-âåêòîðà ñ âåðõíèìè èíäåê-

ñàìè Aα
ÿâëÿþòñÿ òåíçîðîì òèïà (1,0), à êîâåêòîð (êîìïîíåíòû âåêòîðà

ñ íèæíèìè èíäåêñàìè Aα) � òåíçîðîì òèïà (0, 1).

Âåëè÷èíà, èìåþùàÿ îäèíàêîâîå çíà÷åíèå âî âñåõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà,

íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðîì è ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì íóëåâîãî ðàíãà. Çàìåòèì, ÷òî

îäèíàêîâîñòü çíà÷åíèÿ íå îçíà÷àåò îäèíàêîâîñòè �óíêöèîíàëüíîé �îð-

ìû. Òàê, ïóñòü îïðåäåëåíà ñêàëÿðíàÿ �óíêöèÿ ϕ(t, r). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè ïðèñâîåíî íåêîòîðîå ÷èñëî ϕ. Ýòî

÷èñëî �ïðèâÿçàíî� ê òî÷êå è ïî îïðåäåëåíèþ íå çàâèñèò îò âûáîðà ñèñòå-

ìû îòñ÷¼òà, ò.å. ÿâëÿåòñÿ îäèíàêîâûì äëÿ âñåõ íàáëþäàòåëåé. Òåì íå

ìåíåå, âèä �óíêöèè äëÿ íèõ ðàçëè÷íûé. Íàïðèìåð, åñëè ϕ = t + x â

îäíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà, òî â äðóãîé å¼ âèä ϕ′ = γ(1+v)(t′+x′). Íî çíà÷å-
íèÿ �óíêöèé äëÿ äàííîãî ñîáûòèÿ (òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè) áóäóò

îäèíàêîâûìè ϕ′ = ϕ. Ïîýòîìó øòðèõ ó ñêàëÿðíîé �óíêöèè îáû÷íî íå

ñòàâèòñÿ. Âåêòîðíàÿ �óíêöèÿ Aα(t, r) èëè òåíçîðíàÿ �óíêöèÿ T αβ(t, r)
òàêæå �ïðèâÿçûâàþòñÿ� ê êîíêðåòíîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Îä-

íàêî ïðè ïåðåõîäå ê äðóãîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà èõ çíà÷åíèÿ èçìåíÿþòñÿ,

òàê êàê îíè óìíîæàþòñÿ íà ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòðèöû Λ.
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�ëàâà 8

Äèíàìèêà â êîâàðèàíòíûõ

îáîçíà÷åíèÿõ

Ýòà ãëàâà ïðîäîëæàåò ðàçâèòèå êîâàðèàíòíîãî �îðìàëèçìà. Òåïåðü

îí ïðèìåíÿåòñÿ ê äèíàìè÷åñêèì çàäà÷àì. Ýíåðãèÿ è èìïóëüñ ÿâëÿþòñÿ

êîìïîíåíòàìè 4-âåêòîðà èìïóëüñà, èíâàðèàíòíûé êâàäðàò êîòîðîãî ðà-

âåí ìàññå ÷àñòèöû. Àíàëîãè÷íî â êîâàðèàíòíûõ îáîçíà÷åíèÿõ çàïèñûâà-

åòñÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà íåáîëüøóþ (�ïðîáíóþ�) ÷àñòèöó. Èñïîëüçîâà-

íèå êîâàðèàíòíûõ îáîçíà÷åíèé ñóùåñòâåííî óïðîùàåò èçó÷åíèå çàêîíîâ

ñîõðàíåíèÿ ïðè îïèñàíèè ñòîëêíîâåíèé è ðàñïàäîâ ÷àñòèö. Áóäóò ââåäå-

íû s, t, u � èíâàðèàíòû, øèðîêî èñïîëüçóåìûå â �èçèêå ýëåìåíòàðíûõ

÷àñòèö, à òàêæå ãðà�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ýíåðãåòè÷åñêè ðàçðåø¼ííûõ

îáëàñòåé ðàçëè÷íûõ ÷åòûð¼õ÷àñòè÷íûõ ðåàêöèé. Äàëåå ðàññìîòðåíû àí-

òèñèììåòðè÷íûå òåíçîðû è êîâàðèàíòíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ìîìåíòà

èìïóëüñà è êëàññè÷åñêîãî ñïèíà.
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8.1 Èìïóëüñ è ñèëà

•Ëþáûå �èçè÷åñêèå âåëè÷èíû ìîæíî âûðàçèòü â òåðìèíàõ 4-âåêòîðîâ.

Êàê òîëüêî ïîäîáíûé 4-âåêòîð çàïèñàí, ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèé (7.4),

ñòð. 198, íå ñîñòàâëÿåò òðóäà íàéòè çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ �èçè÷åñêîé

âåëè÷èíû ìåæäó äâóìÿ èíåðöèàëüíûìè ñèñòåìàìè îòñ÷¼òà.

Òàê, óìíîæåíèå 4-âåêòîðà ñêîðîñòè (7.11), ñòð. 202, íà ìàññó äà¼ò 4-

âåêòîð ýíåðãèè èìïóëüñà ÷àñòèöû (èëè ïðîñòî 4-èìïóëüñà):

pα = mUα = m
dxα

ds
=

{
m√

1− u2
,

mu√
1− u2

}

=
{
E, p

}
, (8.1)

ãäå ó÷òåíî, ÷òî èíâàðèàíòíûé èíòåðâàë âäîëü òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ÷à-

ñòèöû ðàâåí ds = dt
√
1− u2

, à dxα = {dt, dr}. Ìàññà ÷àñòèöû ÿâëÿåòñÿ

èíâàðèàíòîì. Å¼ êâàäðàò ñîâïàäàåò ñ êâàäðàòîì 4-èìïóëüñà:

p2 = pαpα = E2 − p2 = m2.

Ýòî æå âûðàæåíèå ñðàçó ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ äëÿ 4-ñêîðîñòè U2 = 1.
Â 4-ìåðíîì èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå ñ îñÿìè E, px, py, pz óðàâíåíèå

p2 = m2
ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëîèäîì. Äëÿ �îáû÷íûõ� ÷àñòèö m2 > 0, E > 0,

ïîýòîìó ýíåðãèÿ è èìïóëüñ íàõîäÿòñÿ íà âåðõíåé ÷àøå ãèïåðáîëîèäà,

êîòîðóþ íàçûâàþò ìàññîâîé ïîâåðõíîñòüþ. ×àñòèöû ñ íóëåâîé ìàññîé

�ëåæàò� íà êîíóñå.

⊲ Äëÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà ìîæíî çàïèñàòü âåêòîðíîå ïðåîáðàçîâàíèå

ìåæäó äâóìÿ ñèñòåìàìè îòñ÷¼òà (ñì. òàêæå ñòð. 123):

E ′ = γ (E − vp), p′ = p− γvE + Γv (vp). (8.2)

Ìàññà �îòîíà ðàâíà íóëþ, è â ñîîòâåòñòâèè ñ �îðìóëîé Ïëàíêà, ìîæíî

ââåñòè âîëíîâîé 4-âåêòîð:

pα = ~ kα, kα =
{
ω, k

}
=
{
ω, ω n

}
, (8.3)

ãäå n � åäèíè÷íûé âåêòîð â íàïðàâëåíèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ �îòîíà, à

ω = 2πν � åãî êðóãîâàÿ ÷àñòîòà. Ïðè ïîìîùè ýòèõ ñîîòíîøåíèé è ïðå-

îáðàçîâàíèé 4-èìïóëüñà (8.2), ìîæíî ñíîâà çàïèñàòü ñîîòíîøåíèÿ äëÿ

ý��åêòà Äîïëåðà è àáåððàöèè (ñòð. 203).
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• Äëÿ ïîëó÷åíèÿ 4-âåêòîðà ñèëû íåîáõîäèìî ïðîäè��åðåíöèðîâàòü

4-èìïóëüñ ïî èíâàðèàíòíîìó èíòåðâàëó:

fα =
dpα

ds
. (8.4)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî èíòåðâàë s (ñîáñòâåííîå âðåìÿ, ñòð. 202) âäîëü òðàåêòî-

ðèè ÷àñòèöû ðàâåí ds =
√
1− u2 dt, ïîëó÷àåì:

fα =
dpα/dt√
1− u2

=

{
uF√
1− u2

,
F√

1− u2

}

,

ãäå ïîäñòàâëåíû âûðàæåíèÿ dE/dt = uF, dp/dt = F (ñòð. 141). Âåëè÷è-

íû fα
ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè 4-âåêòîðà (ïðåîáðàçóåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè

ñ ñîîòíîøåíèÿìè (7.4), ñòð. 198), òàê êàê 4-âåêòîðîì ÿâëÿåòñÿ pα, à ds �

èíâàðèàíò ïðåîáðàçîâàíèé.

⊲ Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 4-èìïóëüñà è 4-ñèëû ðàâíî íóëþ:

p · f = pαf
α = p0f 0 − pf =

E (uF)− pF√
1− u2

= 0,

ãäå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå íåîáõîäèìî ïîäñòàâèòü p = uE. Ýòî ñîîò-

íîøåíèå ìîæíî òàêæå äîêàçàòü, ïðîäè��åðåíöèðîâàâ ìàññó, êîòîðàÿ

ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé:

0 =
dm2

ds
=

d(pαpα)

ds
=

dpα

ds
pα + pα

dpα
ds

= 2 pα
dpα

ds
= 2 pαf

α.

Ïðîèçâîäíàÿ êâàäðàòà pαpα âû÷èñëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó ïðîèçâîäíîé ïðîèç-
âåäåíèÿ. Çàòåì ó÷èòûâàåòñÿ ñâîéñòâî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ëþáûõ

äâóõ âåêòîðîâ: AαBα = AαB
α
(ñòð. 199). Íàïîìíèì, ÷òî àíàëîãè÷íûå

ðàññóæäåíèÿ áûëè ïðîäåëàíû ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñîîòíîøåíèÿ U·A = 0.

⊲ Êâàäðàò 4-ñèëû èíâàðèàíòåí, ïîýòîìó ñëåäóþùàÿ êîìáèíàöèÿ

f2 =
(uF)2 − F2

1− u2
= inv

èìååò îäíî è òî æå çíà÷åíèå äëÿ âñåõ èíåðöèàëüíûõ íàáëþäàòåëåé.

⊲ Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå 4-óñêîðåíèÿ Aα = dUα/ds (ñòð. 203), âûðà-
æåíèå äëÿ 4-ñèëû ìîæíî íàïèñàòü â êâàçèíüþòîíîâñêîì âèäå

fα = mAα. (8.5)

Åñòåñòâåííî, ýòî ñîîòíîøåíèå çàïèñàíî äëÿ 4-âåêòîðîâ è íå ýêâèâàëåíòíî

íüþòîíîâñêîìó çàêîíó F = ma äëÿ îáû÷íûõ 3-âåêòîðîâ.



216 �ËÀÂÀ 8.

8.2 Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ

• Â êîâàðèàíòíûõ îáîçíà÷åíèÿõ îïèñàíèå ðåàêöèé âçàèìîäåéñòâèÿ ÷à-

ñòèö ñòàíîâèòñÿ î÷åíü ëàêîíè÷íûì. Äëÿ äâóõ ÷àñòèö ñ 4-èìïóëüñàìè

p1 = {E1, p1} è p2 = {E2, p2}, èìåþùèõ ìàññû m1 è m2, ñïðàâåäëèâû

ñîîòíîøåíèÿ:

p21 = m2
1, p22 = m2

2, p1 p2 = E1E2 − p1p2. (8.6)

Âñåãäà, êîãäà âñòðå÷àåòñÿ êâàäðàò 4-èìïóëüñà, åãî ìîæíî ñðàçó çàìå-

íèòü íà êâàäðàò ìàññû ÷àñòèöû. Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ îáùèì

îïðåäåëåíèåì ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ 4-âåêòîðîâ (ñòð. 199). Êâàäðàòû

4-âåêòîðîâ èëè èõ ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ èíâàðèàíòíû, ïîýòîìó ìîãóò

áûòü ðàñïèñàíû â ëþáîé ñèñòåìå îò÷¼òà. Ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå ÷èñëåííî

ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì ýòîãî èíâàðèàíòà â ëþáîé äðóãîé ñèñòåìå. Åñëè

ïîñòðîåíî ðàâåíñòâî, ñâÿçûâàþùåå äâà èíâàðèàíòà, ìîæíî çàïèñàòü åãî

ëåâóþ ÷àñòü â îäíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, à ïðàâóþ � â äðóãîé. Â ðåçóëü-

òàòå ïîëó÷èòñÿ ñâÿçü ìåæäó âåëè÷èíàìè, èçìåðÿåìûìè íàáëþäàòåëÿìè

â ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà.

⊲ �àññìîòðèì åù¼ ðàç ðåàêöèþ, â êîòîðîé ÷àñòèöà ñ 4-èìïóëüñîì p

ðàñïàäàåòñÿ íà äâå ÷àñòèöû ñ 4-èìïóëüñàìè p1 è p2 (ñòð. 128). Çàêîí

ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä:

p = p1 + p2. (8.7)

Äëÿ íóëåâûõ êîìïîíåíò 4-âåêòîðîâ ýòî óðàâíåíèå äà¼ò çàêîí ñîõðàíåíèÿ

ýíåðãèè, à äëÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ � çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà.

Ïåðåíîñÿ 4-èìïóëüñ p1 âëåâî è âîçâîäÿ â êâàäðàò, ïîëó÷àåì:

(p− p1)
2 = m2 +m2

1 − 2 p p1 = p22 = m2
2,

ãäå êâàäðàò ðàñêðûâàåòñÿ ïî îáû÷íîé àëãåáðàè÷åñêîé �îðìóëå.

Òåïåðü ìîæíî ðàñïèñàòü ýòî âûðàæåíèå â êîíêðåòíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà.

Ïóñòü èñõîäíàÿ ÷àñòèöà ïîêîèòñÿ p = {m, 0}. Â ýòîì ñëó÷àå ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå ðàâíî p p1 = mE1 − 0p1 = mE1 è:

m2 +m2
1 − 2mE1 = m2

2.

Â ðåçóëüòàòå ýíåðãèÿ E1 çàâèñèò îò ìàññ ÷àñòèö:

E1 =
m2 +m2

1 −m2
2

2m
. (8.8)

Àíàëîãè÷íî íàõîäèòñÿ E2. Äëÿ ýòîãî â çàêîíå ñîõðàíåíèÿ íåîáõîäèìî

ïåðåíåñòè 4-èìïóëüñ p2 âëåâî (èëè ïîìåíÿòü ìåñòàìè èíäåêñû).
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⊲ �àññìîòðèì òåïåðü ðåàêöèþ óïðóãîãî ñòîëêíîâåíèÿ äâóõ ÷àñòèö

ñ 4-èìïóëüñàìè p1 è p2. Ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ èõ ìàññû íå èçìåíÿþòñÿ,

à 4-èìïóëüñû ñòàíîâÿòñÿ ðàâíûìè p′1 è p′2. Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè-

èìïóëüñà â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä:

p1 + p2 = p′1 + p′2. (8.9)

Èçáàâèìñÿ îò 4-èìïóëüñà îäíîé èç êîíå÷íûõ ÷àñòèö. Äëÿ ýòîãî p′1 ïåðå-
íåñ¼ì âëåâî è âñ¼ âûðàæåíèå âîçâåä¼ì â êâàäðàò:

(p1 + p2 − p′1)
2 = p′22 = m2

2.

Ïðîâåäÿ ñòàíäàðòíûå àëãåáðàè÷åñêèå äåéñòâèÿ, èìååì:

m2
1 +m2

2 +m2
1 + 2p1 p2 − 2 p1 p

′
1 − 2 p2 p

′
1 = m2

2.

Âûáåðåì ëàáîðàòîðíóþ ñèñòåìó îòñ÷¼òà, â êîòîðîé âòîðàÿ ÷àñòèöà íåïî-

äâèæíà p2 = {m2, 0}:

m2
1 = p1 p

′
1 + p2 (p

′
1 − p1) = E1E

′
1 − p1p

′
1 +m2 (E

′
1 − E1).

Òåïåðü ìîæíî âûðàçèòü óãîë ðàññåÿíèÿ p1p
′
1 = p1p

′
1 cos θ ÷åðåç ýíåðãèþ

íàëåòàþùåé ÷àñòèöû E1 =
√

p21 +m2
1 è å¼ æå ýíåðãèþ ïîñëå ñòîëêíîâå-

íèÿ E ′
1 =

√

p′21 +m2
1.

⊲ Íàéä¼ì ñâÿçü èìïóëüñà |p̃1| = |p̃2| = p̃, óãëà ðàññåÿíèÿ χ â ñèñòåìå

öåíòðà ìàññ ñ ýíåðãèé ÷àñòèö â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå. Çàïèøåì çàêîí

ñîõðàíåíèÿ â âèäå p′1 − p1 = p2 − p′2 è óìíîæèì åãî íà p2.

p2 (p
′
1 − p1) = p2 (p2 − p′2).

Ýòî ðàâåíñòâî èíâàðèàíòíî. �àñïèøåì ëåâóþ åãî ÷àñòü â ëàáîðàòîðíîé

ñèñòåìå p2 = {m2, 0}, à ïðàâóþ � â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ p2 = {Ẽ2, p̃2}:

m2 (E
′
1 − E1) = m2

2 − (Ẽ2Ẽ
′
2 − p̃2p̃

′
2).

Â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ ýíåðãèè ÷àñòèö è ìîäóëè èìïóëüñîâ íå ìåíÿþòñÿ

(ñòð. 130):

Ẽ2 = Ẽ ′
2, |p̃1| = |p̃2| = p̃.

Ïîýòîìó ó÷èòûâàÿ, ÷òî Ẽ 2
2 − p̃2

2 = m2
2, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå:

E ′
1 − E1 = − p̃ 2

m2
(1− cosχ), (8.10)

íàéäåííîå ðàíåå ïðè ïîìîùè çàêîíà ïðåîáðàçîâàíèÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà

ìåæäó äâóìÿ ñèñòåìàìè îòñ÷¼òà (ñòð. 133).
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8.3 Èíâàðèàíòû s, t è u

• Åñëè ïðè ñòîëêíîâåíèè äâóõ ÷àñòèö ìåíÿþòñÿ íå òîëüêî èõ ñêîðî-

ñòè, íî è ìàññû, òàêàÿ ðåàêöèÿ íàçûâàåòñÿ äâóõ÷àñòè÷íûì íåóïðóãèì

ñòîëêíîâåíèåì. Íàïðèìåð:

p + γ 7→ p + π0,
π+ + π− 7→ p̄ + p,

ãäå p, p̄ � ïðîòîí è àíòèïðîòîí, γ � �îòîí, π0
, π±

� íåéòðàëüíûé è

çàðÿæåííûå ïè-ìåçîíû. Ñ äâóõ÷àñòè÷íûìè íåóïðóãèìè ñòîëêíîâåíèÿìè

ñâÿçàíû ðåàêöèè ðàñïàäîâ ÷àñòèöû íà òðè äðóãèå ÷àñòèöû. Íàïðèìåð:

µ− 7→ e− + ν̄e + νµ,
K− 7→ π0 + e− + ν̄e,

ãäå µ � ìþîí, K−
� êàîí, νe, νµ � ýëåêòðîííîå è ìþîííîå íåéòðèíî.

⊲ Ïðèâåäåííûå âûøå ðåàêöèè ðàññåÿíèÿ è ðàñïàäà îáúåäèíÿåò òî,

÷òî â íèõ ó÷àñòâóþò 4 ÷àñòèöû. Äëÿ åäèíñòâà èçîáðàçèì ýòî â âèäå

÷åòûðåõõâîñòîé äèàãðàììû (ïåðâûé ðèñóíîê íèæå), â êîòîðîé âñå 4-

èìïóëüñà íàïðàâëåíû ê öåíòðy. Â ðåàêöèè ðàññåÿíèÿ 1 + 2 7→ 3 + 4
íåîáõîäèìî èçìåíèòü çíàê ó 4-èìïóëüñîâ ÷àñòèö 3 è 4: p3 7→ −p3, p4 7→
−p4. Äëÿ ðåàêöèè ðàñïàäà 1 7→ 2+3+4 èçìåíÿþòñÿ çíàêè ó 4-èìïóëüñîâ
÷àñòèö 2, 3 è 4. Ìîæíî òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ íà÷àëüíûõ ÷àñòèö p =

{E, p}, à äëÿ �èíàëüíûõ, ñîîòâåòñòâåííî: p = {−E, −p}.

Ïðè òàêîì ñîãëàøåíèè è äëÿ ðàññåÿíèÿ, è äëÿ ðàñïàäà çàêîí ñîõðàíåíèÿ

áóäåò èìåòü åäèíóþ �îðìó:

p1 + p2 + p3 + p4 = 0. (8.11)

⊲ Äëÿ îïèñàíèÿ òàêèõ ðåàêöèé ââîäÿòñÿ ñëåäóþùèå èíâàðèàíòû:

s = (p1 + p2)
2 = (p3 + p4)

2,

t = (p1 + p3)
2 = (p2 + p4)

2,
u = (p1 + p4)

2 = (p2 + p3)
2.

(8.12)

Ýòî îáùåïðèíÿòûå îáîçíà÷åíèÿ, è íå ñòîèò ïóòàòü s ñ èíòåðâàëîì, à t
� ñî âðåìåíåì. Âî âòîðûõ ðàâåíñòâàõ êàæäîãî îïðåäåëåíèÿ ó÷ò¼í çàêîí

ñîõðàíåíèÿ 4-èìïóëüñà (8.11).
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⊲ Ñóììà òð¼õ èíâàðèàíòîâ ðàâíà ñóììå êâàäðàòîâ ìàññ ÷àñòèö:

s+ t+ u = m2
1 +m2

2 +m2
3 +m2

4. (8.13)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óìíîæèì çàêîí ñîõðàíåíèÿ íà p1:

p1 (p1 + p2 + p3 + p4) = m2
1 + p1 p2 + p1 p3 + p1 p4 = 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàñêðûâàÿ êâàäðàòû â îïðåäåëåíèè s, t, u, èìååì:

s+ t+ u = (m2
1+m2

2+2p1 p2) + (m2
1+m2

3+2p1 p3) + (m2
1+m2

4+2p1 p4).

Ñ ó÷¼òîì ýòèõ äâóõ ñîîòíîøåíèé íåñëîæíî ïîëó÷èòü (8.13). Ïîýòîìó

ââåäåííûå èíâàðèàíòû íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Íàïðèìåð, òàêîâûìè

ìîæíî ñ÷èòàòü s è t, à èíâàðèàíò u âûðàæàòü ÷åðåç íèõ.

⊲ �àññìîòðèì ïîäðîáíåå äâóõ÷àñòè÷íîå ðàññåÿíèå. Îáû÷íî åãî èçó-

÷àþò â äâóõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà � ñèñòåìå öåíòðà ìàññ (öåíòðà èíåðöèè)

èëè ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïðîèçâîäèòñÿ âñòðå÷íîå

ñòîëêíîâåíèå ÷àñòèö òàê, ÷òî ñóììàðíûé 3-èìïóëüñ ÷àñòèö äî è ïîñëå

âçàèìîäåéñòâèÿ ðàâåí íóëþ. Â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà ïðîèçâî-

äèòñÿ ñòîëêíîâåíèå ÷àñòèö, íàïðèìåð, ïåðâîãî ñîðòà ñ íåïîäâèæíûìè

÷àñòèöàìè âòîðîãî ñîðòà, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ìèøåíüþ.

Âåëè÷èíû, îòíîñÿùèåñÿ ê ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå, áóäåì ïîìå÷àòü øòðè-

õàìè, à â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ îíè áóäóò áåç øòðèõîâ.

Â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ p1 + p2 = p3 + p4 = 0 è óäîáíî ââåñòè äâà èì-

ïóëüñà p = p1 = −p2, q = p3 = −p4. Òàê êàê ìàññà ÷àñòèö èçìåíÿåòñÿ,

òî èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè:

√

p2 +m2
1 +

√

p2 +m2
2 =

√

q2 +m2
3 +

√

q2 +m2
4

óæå íå ñëåäóåò ðàâåíñòâî ìîäóëåé èìïóëüñîâ äî è ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ, è

â îáùåì ñëó÷àå |p| 6= |q|. Ñîîòâåòñòâåííî èçìåíÿþòñÿ è ýíåðãèè ÷àñòèö.
Åñëè æå m3 = m1 è m4 = m2, òî |p| = |q|.
Ïîäîáíàÿ ðåàêöèÿ ìîæåò ïðîèñõîäèòü òîëüêî, åñëè ñóììàðíàÿ ýíåð-

ãèÿ èñõîäíûõ ÷àñòèö â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ áîëüøå ñóììû ìàññ êîíå÷-

íûõ ÷àñòèö E1 + E2 > m3 + m4. Ïîäîáíîå ýíåðãåòè÷åñêîå íåðàâåíñòâî

íàçûâàåòñÿ ïîðîãîì ðåàêöèè.
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• Èíâàðèàíò s èìååò ñìûñë êâàäðàòà ïîëíîé ýíåðãèè â ñèñòåìå öåíòðà
ìàññ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè p1 + p2 = 0, òî s = (E1 + E2)

2 = (E3 + E4)
2
.

Ïðè ïîìîùè s ìîæíî âûðàçèòü ýíåðãèè ÷àñòèö â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ

äî è ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ. Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì ñëåäóþùèé èíâàðèàíò:

p1 (p1 + p2) = E1(E1 + E2) = E1

√
s.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàñêðûâ ñêîáêè: p1 (p1 + p2) = m2
1 + p1 p2 = E1

√
s è

âûðàçèâ p1 p2, ìîæíî åãî ïîäñòàâèòü â îïðåäåëåíèå èíâàðèàíòà:

s = (p1 + p2)
2 = m2

1 +m2
2 + 2p1 p2 = m2

2 −m2
1 + 2E1

√
s.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ýíåðãèÿ E1 (è àíàëîãè÷íî E2):

E1 =
s+m2

1 −m2
2

2
√
s

, E2 =
s+m2

2 −m2
1

2
√
s

. (8.14)

×òîáû íàéòè ýíåðãèè ÷àñòèö ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ, íåîáõîäèìî âî âñåõ

ñîîòíîøåíèÿõ ïðîèçâåñòè çàìåíó èíäåêñîâ 1 7→ 3, 2 7→ 4. Â ðåçóëüòàòå:

E3 =
s+m2

3 −m2
4

2
√
s

, E4 =
s+m2

4 −m2
3

2
√
s

. (8.15)

⊲ Êâàäðàòû èìïóëüñîâ äî è ïîñëå ðåàêöèè ìîæíî íàéòè èç ñòàíäàðò-

íîé ñâÿçè p2 = E2
1 −m2

1 è q2 = E2
3 −m2

3, îòêóäà:

p2 =
λ(s, m2

1, m
2
2)

4 s
, q2 =

λ(s, m2
3, m

2
4)

4 s
, (8.16)

ãäå ââåäåíà ò.í. �óíêöèÿ òðåóãîëüíèêà:

λ(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 2 xy − 2 xz − 2 yz. (8.17)

⊲ Èíâàðèàíò t ñâÿçàí ñ óãëîì ðàññåÿíèÿ â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ. Òàê

êàê ÷àñòèöà 3 ÿâëÿåòñÿ �èíàëüíîé, íåîáõîäèìî çàìåíèòü p3 7→ −p3:

t = (p1 − p3)
2 = m2

1 +m2
3 − 2 p1 p3 = m2

1 +m2
3 − 2E1E3 + 2 |p||q| cosχ.

Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå âûøå ñîîòíîøåíèÿ, èìååì (⋖H31):

cosχ =
s (t− u) + (m2

1 −m2
2) (m

2
3 −m2

4)
√

λ(s,m2
1, m

2
2) λ(s, m

2
3, m

2
4)

, (8.18)

ãäå ó÷òåíî (8.13).
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• Àíàëîãè÷íî ÷åðåç èíâàðèàíòû âûðàæàþòñÿ âåëè÷èíû â ëàáîðàòîð-

íîé ñèñòåìå, ãäå áóäåì ñ÷èòàòü âòîðóþ ÷àñòèöó íåïîäâèæíîé: p2 =
{m2, 0}. Âîçâîäÿ â êâàäðàò îïðåäåëåíèÿ èíâàðèàíòîâ, ñîäåðæàùèå p2:

s = (p1 + p2)
2
, t = (p2 − p4)

2
è u = (p2 − p3)

2
, ïîëó÷àåì:

E ′
1 =

s−m2
1 −m2

2

2m2
, E ′

3 =
m2

2 +m2
3 − u

2m2
, E ′

4 =
m2

2 +m2
4 − t

2m2
.

Íàïîìíèì, ÷òî u ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç s, t è ñóììó êâàäðàòîâ ìàññ

÷àñòèö (8.13).

⊲ Êâàäðàòû èìïóëüñîâ â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå íàéä¼ì èç ñâÿçè ýíåð-

ãèè, èìïóëüñà è ìàññû p′2
1 = E ′2

1 −m2
1, è ò.ä.:

p′2
1 =

λ(s, m2
1, m

2
2)

4m2
2

, p′2
3 =

λ(u, m2
3, m

2
2)

4m2
2

, p′2
4 =

λ(t, m2
4, m

2
2)

4m2
2

.

⊲ Óãîë âûëåòà òðåòåé ÷àñòèöû îòíîñèòåëüíî èìïóëüñà ïåðâîé âûðà-

æàåòñÿ ÷åðåç èíâàðèàíò t:

t = (p1 − p3)
2 = m2

1 +m2
3 − 2 p1 p3 = m2

1 +m2
3 − 2E ′

1E
′
3 + 2 |p′

1||p′
3| cos θ.

Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ ýíåðãèé è êâàäðàòîâ èìïóëüñîâ, èìååì (⋖H32):

cos θ =
(s−m2

1 −m2
2) (m

2
2 +m2

3 − u) + 2m2
2 (t−m2

1 −m2
3)

√

λ(s, m2
1, m

2
2) λ(u, m

2
2, m

2
3)

. (8.19)

⊲ Òàê êàê âåëè÷èíû s è t èíâàðèàíòíû (îäèíàêîâû â ëàáîðàòîðíîé ñè-

ñòåìå è ñèñòåìå öåíòðà ìàññ), îíè ïîçâîëÿþò ñâÿçàòü ýíåðãèè, èìïóëüñû

è óãëû â ýòèõ äâóõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî, íàïðèìåð,

s âûðàçèòü ÷åðåç ýíåðãèþ E ′
1:

s = m2
1 +m2

2 + 2p1 p2 = m2
1 +m2

2 + 2m2E
′
1.

Òàê êàê ïåðåìåííàÿ s = (E1+E2)
2
ïîëîæèòåëüíà â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ,

îíà, åñòåñòâåííî, áóäåò ïîëîæèòåëüíîé è â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷¼-

òà. Çàïèøåì, íàïðèìåð, ñâÿçü ýíåðãèè ïåðâîé ÷àñòèöû â äâóõ ñèñòåìàõ

îòñ÷¼òà:

E1 =
m2

1 +m2E
′
1

√

m2
1 +m2

2 + 2m2E
′
1

.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî âûðàçèòü t ÷åðåç óãîë θ ðàññåÿíèÿ òðåòüåé ÷àñòèöû.
Ïîñëå ýòîãî íåñëîæíî íàéòè ñâÿçü óãëîâ θ è χ ðàññåÿíèÿ â äâóõ ñèñòåìàõ

îòñ÷¼òà.
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8.4 Äèàãðàììû Äàëèöà

∗

• �àññìîòðèì ðåàêöèþ àííèãèëÿöèè ïè-ìåçîíîâ, ïðè êîòîðîé ðîæäà-

þòñÿ ïðîòîí è àíòèïðîòîí

π+ + π− 7→ p+ p̄.

Ýòî ðåàêöèÿ íåóïðóãîãî ðàññåÿíèÿ, òàê êàê èñõîäíûå ÷àñòèöû (ïè-ìåçîíû)

èçìåíÿþò íå òîëüêî ñâîè èìïóëüñû, íî è �âèä�, ïðåâðàùàÿñü â ïðîòîíû.

Â ýòîì ñëó÷àå èñõîäíûå ìàññû ðàâíû m1 = m2 = m = 135 ÌýÂ è îò-

ëè÷àþòñÿ îò ìàññ êîíå÷íûõ ÷àñòèö m3 = m4 = M = 938 ÌýÂ. Ïîýòîìó

êîñèíóñ óãëà ðàññåÿíèÿ â ñèñòåìå öåíòðà (8.18) ìàññ ðàâåí:

cosχ =
s+ 2 (t−m2 −M2)
√

(s− 4m2) (s− 4M2)
. (8.20)

Ïîðîã ðåàêöèè s > (m3 +m4)
2 = 4M2

. Îäíàêî ñóùåñòâóåò äîïîëíèòåëü-

íîå îãðàíè÷åíèå, ñâÿçàííîå ñ òåì, ÷òî cos2 χ 6 1. Ýòî íåðàâåíñòâî èìååò

ñëåäóþùèé âèä:

t
(
t+ s− 2 (M2 +m2)

)
+ (M2 −m2)2 6 0. (8.21)

Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò ýíåðãåòè÷åñêè ðàçðåø¼ííàÿ îáëàñòü íà ïëîñ-

êîñòè (s, t), êîòîðóþ íàçûâàþò äèàãðàììîé Äàëèöà:

Íà ýòîé äèàãðàììå äâà íåçàâèñèìûõ èíâàðèàíòà s è t îòêëàäûâàþòñÿ
íà ïåðïåíäèêóëÿðíûõ äåêàðòîâûõ îñÿõ, à ýíåðãåòè÷åñêè ðàçðåø¼ííàÿ

îáëàñòü îòìå÷àåòñÿ ñåðûì öâåòîì. Ïîðîã ðåàêöèè s > 4M2
ïðîâåäåí â

âèäå òîíêîé âåðòèêàëüíîé ëèíèè, ñïðàâà îò êîòîðîé äîëæíà íàõîäèòüñÿ

ðàçðåø¼ííàÿ îáëàñòü. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî t < 0. �ðàíèöà ðàçðå-

ø¼ííîé îáëàñòè ïîëó÷àåòñÿ, êîãäà â ñîîòíîøåíèè (8.21) âûáèðàåòñÿ çíàê

ðàâåíñòâà:

t+ s− 2 (M2 +m2) +
(M2 −m2)2

t
= 0.

Ïðè t → ∞ ýòî óðàâíåíèå ñòðåìèòñÿ ê ïðÿìîé t = 2 (M2 + m2) − s.

Âòîðàÿ àñèìïòîòèêà ñîîòâåòñòâóåò ïðåäåëó s → ∞, t → 0.
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• �àññìîòðèì òåïåðü ðåàêöèþ óïðóãîãî ðàññåÿíèÿ ïè-ìåçîíà íà ïðî-

òîíå:

π+ + p 7→ π+ + p.

Â ýòîì ñëó÷àå íîâûå ÷àñòèöû íå ðîæäàþòñÿ è ïðîèñõîäèò ïðîñòî èçìå-

íåíèå èìïóëüñîâ èñõîäíûõ ÷àñòèö. Ïîýòîìó ýòà ðåàêöèÿ è íàçûâàåòñÿ

óïðóãîé. Ìàññû ÷àñòèö ðàâíû m1 = m3 = m, m2 = m4 = M , à ïîðîãîì

ðåàêöèè áóäåò s > (M +m)2. Êîñèíóñ óãëà ðàññåÿíèÿ ðàâåí:

cosχ =
s2 + 2 s (t−m2 −M2) + (M2 −m2)2
(
s− (M +m)2

) (
s− (M −m)2

) .

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýíåðãåòè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé ïðîùå ðàñïèñàòü äâà íåðà-

âåíñòâà cosχ 6 1 è cosχ > −1. Ïåðâîå äà¼ò

s t 6 0,

è, òàê êàê s > 0, èìååì t 6 0. Âòîðîå íåðàâåíñòâî ïðèâîäèò ê ñîîòíîøå-

íèþ, ïîõîæåìó íà (8.21), íî ñ ïåðåñòàâëåííûìè s è t:

s
(
s+ t− 2 (M2 +m2)

)
+
(
M2 −m2

)2
> 0. (8.22)

Íàðèñóåì ýíåðãåòè÷åñêè ðàçðåø¼ííóþ îáëàñòü íà äèàãðàììå Äàëèöà:

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ýòà ãðàíè÷íàÿ ýíåðãåòè÷åñêàÿ ëèíèÿ ïîëó÷à-

åòñÿ èç ëèíèè ðåàêöèè π+ + π− 7→ p̄ + p ïåðåñòàíîâêîé ìåñòàìè s è t

èíâàðèàíòîâ. Ýòî ïðîèñõîäèò ïîòîìó, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå äâå ðåàêöèè

ÿâëÿþòñÿ �àêòè÷åñêè îäíîé ÷åòûð¼õõâîñòêîé. Åñëè â π+ + π− 7→ p̄ + p

ïîìåíÿòü ìåñòàìè 2-þ è 3-þ ÷àñòèöû, ïîëó÷èòñÿ ðåàêöèÿ π++p 7→ π++p
(ìàññû ïðîòîíà è àíòèïðîòîíà îäèíàêîâûå). Ïîíÿòíî, ÷òî èíâàðèàíòû

s = (p1 + p2) è t = (p1 + p3) ïîìåíÿþòñÿ ìåñòàìè. �îâîðÿò, ÷òî ýòè ðå-

àêöèè ïðîèñõîäÿò â ðàçëè÷íûõ êàíàëàõ îäíîé è òîé æå ÷åòûð¼õõâîñòêè.

Ïåðâàÿ ðåàêöèÿ ïðîèñõîäèò â s êàíàëå, à âòîðàÿ � â t. Ñîîòâåòñòâåííî,

ëèíèÿ ãðàíè÷íîé îáëàñòè ïîëó÷àåòñÿ ïîâîðîòîì ðèñóíêà íà 90 ãðàäóñîâ.
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8.5 Äèàãðàììû Ìàíäåëüñòàìà

∗

• Êðîìå äèàãðàìì Äàëèöà èñïîëüçóþòñÿ òàêæå äèàãðàììû Ìàíäåëü-

ñòàìà, íà êîòîðûõ îäíîâðåìåííî èçîáðàæàþòñÿ òðè èíâàðèàíòà (s, t, u).
Òàêàÿ äèàãðàììà ÿâëÿåòñÿ êîñîóãîëüíîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò, â êîòîðîé

îñè s è t ïðîâåäåíû ïîä óãëîì 60 ãðàäóñîâ. Îäíàêî ðèñóþòñÿ íå ñàìè

îñè, à óðîâíè s = 1, s = 2, ...., ïàðàëëåëüíûå îñè s = 0 è îòñòîÿùèå îò

íå¼ íà 1, 2, ... Àíàëîãè÷íî äëÿ óðîâíåé t, u. Ëèíèè s = 0, t = 0 è u = 0

îáðàçóþò ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê ABC, âûñîòà êîòîðîãî ðàâíà

h = s+ t+ u = m2
1 +m2

2 +m2
3 +m2

4.

Ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ èíâàðèàíòîâ îòêëàäûâàþòñÿ îò íóëåâîé ëèíèè

â ñòîðîíó òðåóãîëüíèêà, à îòðèöàòåëüíûå � â îáðàòíóþ:

Íà ïåðâîì ðèñóíêå æèðíûìè ëèíèÿìè îòìå÷åíû íóëåâûå óðîâíè, à òîí-

êèìè � óðîâíè s = h, t = h, u = h. Â òî÷êå A çíà÷åíèå èíâàðèàíòîâ

ðàâíî s = h, t = u = 0. Èõ ñóììà ðàâíà h. Ýòî ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ

äëÿ ëþáîé òî÷êè ïëîñêîñòè (âòîðîé ðèñóíîê). Äåéñòâèòåëüíî, ïëîùàäè

òðåóãîëüíèêîâ, îáðàçîâàííûõ òî÷êàìè P , A, B, C, ñâÿçàíû:

SABC = SBCP + SACP − SABP .

Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ðàâíà ïîëîâèíå ïðîèçâåäåíèÿ âûñîòû íà îñíîâà-

íèå. Îñíîâàíèÿ âñåõ òðåóãîëüíèêîâ îäèíàêîâûå, à âûñîòû ðàâíû h, s, t

è −u, ïîýòîìó h = s+ t+ u.
Ìîæíî ïåðåéòè ê ïðÿìîóãîëüíûì äåêàðòîâûì êîîðäèíàòàì, ïðîâåäÿ

âåðòèêàëüíóþ îñü s âäîëü âûñîòû h ïåðïåíäèêóëÿðíî ëèíèè s = 0, êî-

òîðàÿ áóäåò ãîðèçîíòàëüíîé îñüþ z (ïåðâûé ðèñóíîê). Ïðÿìîóãîëüíûå

êîîðäèíàòû (z, s) ñâÿçàíû ñ èíâàðèàíòîì t ñëåäóþùèì îáðàçîì:

t =
h+

√
3 z − s

2
. (8.23)

Òðåòèé èíâàðèàíò ðàâåí

u =
h−

√
3 z − s

2
, (8.24)

â ðåçóëüòàòå ÷åãî ñóììà âñåõ èíâàðèàíòîâ ðàâíÿåòñÿ h.
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⊲ �àññìîòðèì ñíîâà ðåàêöèþ àííèãèëÿöèè äâóõ ïè-ìåçîíîâ ñ ðîæäå-

íèåì ïðîòîí-àíòèïðîòîííîé ïàðû:

π+ + π− 7→ p̄+ p.

�àçðåø¼ííàÿ îáëàñòü äëÿ ýòîé ðåàêöèè îïðåäåëÿåòñÿ íåðàâåíñòâîì ïî-

ðîãà s 6 4M2
è ñîîòíîøåíèåì (8.21). Âûðàçèì â ïîñëåäíåì t ÷åðåç ïå-

ðåìåííûå z è s:

3 z2 − (s− h)2 + 4 (M2 −m2)2 6 0, (8.25)

ãäå h = 2 (M2 +m2). Ýòà îáëàñòü èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå íèæå:

è ñîîòâåòñòâóåò ïàðàáîëå â âåðõíåé ÷àñòè ðèñóíêà ñ àñèìïòîòè÷åñêèìè

ëèíèÿìè u = 0 è t = 0. �åàêöèþ

π+ + p 7→ π+ + p,

è àíàëîãè÷íî äëÿ àíòè÷àñòèö, ìîæíî èçîáðàçèòü íà ýòîì æå ðèñóíêå,

åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî â íåé, êàê è â ïðåäûäóùåé ðåàêöèè, ïè-ìåçîíû èìåþò

íîìåðà 1 è 2, à ïðîòîíû � 3 è 4. Òîãäà â íåðàâåíñòâàõ (8.22), t 6 0,
s > (M + m)2 íåîáõîäèìî ïîìåíÿòü s, t ìåñòàìè, è ïîëó÷èòñÿ (8.25)

ñ îáðàòíûì çíàêîì íåðàâåíñòâà è s 6 0, t > (M + m)2. Ýòà îáëàñòü

èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå â ïðàâîì íèæíåì óãëó. Òðåòèé âîçìîæíûé êàíàë

èçîáðàæåí â ëåâîì óãëó ðèñóíêà è ñîîòâåòñòâóåò ðåàêöèè íåóïðóãîãî

ðàññåÿíèÿ íåéòðàëüíîãî ïè-ìåçîíà íà íåéòðîíå ñ îáðàçîâàíèåì ïðîòîíà

è çàðÿæåííîãî ïè-ìåçîíà:

π0 + n 7→ π− + p.

Íà ñàìîì äåëå ýòà ðåàêöèÿ íå ïîëíîñòüþ ñèììåòðè÷íà äâóì ïðåäûäó-

ùèì, òàê êàê ìàññû ÷àñòèö ðàçëè÷àþòñÿ. Îäíàêî ýòî îòëè÷èå íåâåëèêî.

Òàê, íåéòðîí òÿæåëåå ïðîòîíà ïðèìåðíî íà 0.1% èëè 1% îò ìàññû ïè-

ìåçîíà. Àíàëîãè÷íî íåéòðàëüíûé ïè-ìåçîí π0
âñåãî íà 1% ëåã÷å, ÷åì åãî

çàðÿæåííûå ñîáðàòüÿ π±
.

Òàêèì îáðàçîì, âñå òðè ðåàêöèè ïîëó÷àþòñÿ ïåðåñòàíîâêîé ÷àñòèö â

ðåàêöèè è ïåðåîáîçíà÷åíèåì èíâàðèàíòíûõ ïåðåìåííûõ s, t è u.
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8.6 Àíòèñèììåòðè÷íûå òåíçîðû

• Â ðåëÿòèâèñòñêîé �èçèêå âàæíóþ ðîëü èãðàþò àíòèñèììåòðè÷íûå

òåíçîðû. Àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà Aαβ
èìååò 6 íåçàâè-

ñèìûõ íåíóëåâûõ êîìïîíåíò. Åñëè äâà èíäåêñà ó íåãî ñîâïàäàþò, òî îí (â

ñèëó àíòèñèììåòðèè) ðàâåí íóëþ. Íåíóëåâûìè êîìïîíåíòàìè áóäóò A01
,

A02
, A03

, A12
, A13

è A23
. Âñå îñòàëüíûå êîìïîíåíòû ïîëó÷àþòñÿ ïåðåñòà-

íîâêîé èíäåêñîâ. Íàïðèìåð, A10 = −A01
, è ò.ä. Äâà 3-ìåðíûõ âåêòîðà

a = {ax, ay, az} è b = {bx, by, bz} èìåþò 6 êîìïîíåíò, ïîýòîìó ñ èõ ïî-

ìîùüþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà â

âèäå ñëåäóþùåé òàáëèöû:

Aαβ =







0 −ax −ay −az
ax 0 bz −by
ay −bz 0 bx
az by −bx 0







. (8.26)

Ñîêðàù¼ííî ýòà òàáëèöà çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:Aαβ = (a,b).
Àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð ñ íèæíèìè èíäåêñàìè ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïîìî-

ùè ñâ¼ðòêè ñ ìåòðè÷åñêèìè òåíçîðàìè: Aαβ = gαµ gβν A
µν
. Â ðåçóëüòàòå:

Aαβ =







0 ax ay az
−ax 0 bz −by
−ay −bz 0 bx
−az by −bx 0







. (8.27)

Íàïðèìåð, òàê êàê ìåòðè÷åñêèé òåíçîð gµν = diag(1,−1,−1,−1) äèàãî-

íàëåí, èìååì:

A01 = g0µ g1ν A
µν = g00 g11A

01 = −A01,
A12 = g1µ g2ν A

µν = g11 g22A
12 = +A12.

Òàêèì îáðàçîì, êîìïîíåíòû, èìåþùèå íóëåâîé èíäåêñ, ìåíÿþò ñâîé çíàê,

à êîìïîíåíòû áåç íóëåâîãî èíäåêñà íå ìåíÿþòñÿ. Ýòî ìîæíî çàïèñàòü ñ

ñëåäóþùåì âèäå: Aαβ = (−a,b).
Àíàëîãè÷íî îïóñêàåòñÿ èëè ïîäíèìàåòñÿ òîëüêî îäèí èíäåêñ. Çàïèøåì

òàêîé òåíçîð Aαµ gµβ = Aα
β ïðè ïîìîùè óìíîæåíèÿ ìàòðèö:







0 −ax −ay −az
ax 0 bz −by
ay −bz 0 bx
az by −bx 0













1 0 0 0

0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1







=







0 ax ay az
ax 0 −bz by
ay bz 0 −bx
az −by bx 0







.

Ïðè ýòîì òàáëèöà ïåðåñòà¼ò áûòü àíòèñèììåòðè÷íîé Aα
β 6= −Aβ

α.
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⊲ Ñâÿçü êîìïîíåíò àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà, èçìåðåííûõ â äâóõ

èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà, ìîæíî ïîëó÷èòü ïî îáùåìó ïðàâèëó

ïðåîáðàçîâàíèÿ òåíçîðîâ:

A′αβ = Λα
µΛ

β
ν A

µν = Λα
µA

µν(ΛT ) β
ν = (ΛAΛT )αβ,

ãäå ââåäåíà òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà ëîðåíöåâñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

(ΛT ) β
ν = Λβ

ν. Äëÿ ñèììåòðè÷íîé Λβ
ν ïðè ïîëó÷åíèè êîìïîíåíò A′αβ

â

ñèñòåìå S ′
, íåîáõîäèìî Aαβ

ñëåâà è ñïðàâà óìíîæèòü íà ìàòðèöó Λ:







γ −γv 0 0

−γv γ 0 0
0 0 1 0

0 0 0 1







·







0 −ax −ay −az
ax 0 bz −by
ay −bz 0 bx
az by −bx 0







·







γ −γv 0 0

−γv γ 0 0
0 0 1 0

0 0 0 1







.

Ïåðåìíîæàÿ ìàòðèöû, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùèì ïðåîáðàçîâàíèÿì:

a′x = ax, a′y = γ (ay + v bz), a′z = γ (az − v by),

b′x = bx, b′y = γ (by − v az), b′z = γ (bz + v ay).
(8.28)

⊲ Ïðè ïîìîùè ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñëåäóþùèå

êîìáèíàöèè âåêòîðîâ:

a2 − b2 = inv, ab = inv (8.29)

èíâàðèàíòíû (èìåþò îäèíàêîâîå çíà÷åíèå âî âñåõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòå-

ìàõ). Â ÷àñòíîñòè, åñëè âåêòîðû a è b îðòîãîíàëüíû â îäíîé ñèñòåìå

îòñ÷¼òà, òî îíè áóäóò îðòîãîíàëüíûìè è â ëþáîé äðóãîé.

⊲ Àáñîëþòíûì àíòèñèììåòðè÷íûì òåíçîðîì íàçûâàåòñÿ òåíçîð

ëþáîãî ðàíãà (ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì èíäåêñîâ), èçìåíÿþùèé çíàê ïðè

ïåðåñòàíîâêå ëþáûõ äâóõ èíäåêñîâ. Àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð âòîðîãî

ðàíãà, åñòåñòâåííî, ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî àíòèñèììåòðè÷íûì òåíçîðîì.

Äëÿ òàêîãî òåíçîðà Aαβγ
ðàíãà 3 åñòü òîëüêî 4 íåçàâèñèìûå íåíóëåâûå

êîìïîíåíòû: A012
, A013

, A023
, A123

. Îñòàëüíûå ïîëó÷àþòñÿ ïåðåñòàíîâêîé

èíäåêñîâ: A120 = −A102 = A012 = −A021
. Ïîýòîìó, êàê ìû óâèäèì íèæå,

Aαβγ
ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ÷åòûðå êîìïîíåíòû 4-âåêòîðà.

Àáñîëþòíûé àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð Aαβγδ
ðàíãà 4 èìååò òîëüêî

îäíó íåòðèâèàëüíóþ êîìïîíåíòó A0123
. Àáñîëþòíûå àíòèñèììåòðè÷íûå

òåíçîðû áîëåå âûñîêîãî ðàíãà â 4-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ðàâíû

íóëþ. Ó íèõ âñåãäà õîòÿ áû îäíà ïàðà èíäåêñîâ áóäåò èìåòü îäèíàêîâûå

çíà÷åíèÿ.
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• Âàæíóþ ðîëü â èíäåêñíîé ìàòåìàòèêå èãðàåò àáñîëþòíî àíòèñèì-

ìåòðè÷íûé ñèìâîë Ëåâè-×èâèòû. Â 2-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå òàêîé ñèì-

âîë ââîäèòñÿ ñ äâóìÿ èíäåêñàìè εαβ, òàê, ÷òî ε12 = 1, à ïðè ïåðåñòàíîâêå

èíäåêñîâ îí ìåíÿåò ñâîé çíàê. Â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñèìâîë Ëåâè-

×èâèòû èìååò òðè èíäåêñà è çíà÷åíèå ε123 = 1. Ñ åãî ïîìîùüþ ìîæíî

çàïèñàòü âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå [a× b]i = εijk ajbk (ñòð. 368):

[a× b]3 = ε312 a1 b2 + ε321 a2 b1 + ... = a1b2 − a2b1,

è ò.ä. Ñëàãàåìûå, îáîçíà÷åííûå ìíîãîòî÷èåì, ðàâíû íóëþ, òàê êàê ðàâåí

íóëþ ñèìâîë Ëåâè-×èâèòû ñ îäèíàêîâûìè èíäåêñàìè.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ 4-ìåðíûé ñèìâîë Ëåâè-×èâèòû εαβγδ. Åãî
êîìïîíåíòû ïîëó÷àþòñÿ èç çíà÷åíèÿ ε0123 = 1. Íàïðèìåð:

ε2103 = −ε1203 = ε1023 = −ε0123 = −1, ε0103 = ε1111 = 0.

Åñëè èíäåêñû îäèíàêîâû, òî ñèìâîë ðàâåí íóëþ, à ïðè ïåðåñòàíîâêå

ëþáûõ äâóõ èíäåêñîâ îí ìåíÿåò çíàê. Íàïîìíèì, ÷òî èíäåêñû êîîðäèíàò

ñîáûòèÿ â 4-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïðèíÿòî íóìåðîâàòü ñ íóëÿ.

⊲ Ïðè ïîìîùè ñèìâîëîâ Ëåâè-×èâèòû ìîæíî çàïèñûâàòü îïðåäåëè-

òåëè ìàòðèö. Íàïðèìåð, äëÿ ìàòðèöû 2x2

det |aij| = εij a1i a2j = ε12 a11 a22 + ε21 a12 a21 = a11 a22 − a12 a21.

Àíàëîãè÷íî äëÿ îïðåäåëèòåëåé ìàòðèö 3x3 è 4x4:

det |aij| = εijk a1i a2j a3k, det |aαβ| = εµνστ a
0µ a1ν a2σ a3τ ,

ãäå ñòîèò ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ ìàòðèö ñ �èêñèðîâàííûìè çíà÷åíè-

ÿìè ïåðâîãî èíäåêñà, óïîðÿäî÷åííûìè ïî âîçðàñòàíèþ. Ïî âòîðûì èí-

äåêñàì ïðîâîäèòñÿ ñâ¼ðòêà ñ ñèìâîëîì Ëåâè-×èâèòû.

⊲ Äîêàæåì, ÷òî 4-ìåðíûé ñèìâîë Ëåâè-×èâèòû ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì

îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà. Çàïèøåì, íàïðèìåð, ïðåîáðàçî-

âàíèå äëÿ:

ε′0123 = Λ̃ α
0 Λ̃ β

1 Λ̃ γ
2 Λ̃ δ

3 εαβγδ = det Λ̃ = 1,

ãäå ñíà÷àëà ó÷òåíî îïðåäåëåíèå îïðåäåëèòåëÿ, à çàòåì îðòîãîíàëüíîñòü

ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà (ñòð. 207). Òàêèì îáðàçîì, åñëè â îäíîé èíåðöè-

àëüíîé ñèñòåìå ε0123 = 1, òî è â äðóãîé îí ðàâåí åäèíèöå. Ïåðåñòàíîâêà

èíäåêñîâ ýòîãî ðåçóëüòàòà íå ìåíÿåò. Åñëè ïàðà ëþáûõ èíäåêñîâ ñîâïà-

äàåò, íàïðèìåð, ε′0023, òî ðåçóëüòàò ñâåðòêè ñ ëîðåíöåâñêèìè ìàòðèöàìè

áóäåò ðàâåí íóëþ, òàê êàê èä¼ò ñâ¼ðòêà ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà Λ̃ α
0 Λ̃ β

0

è àíòèñèììåòðè÷íîãî εαβγδ ïî èíäåêñàì α è β.
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⊲ Ïðè ïîìîùè ñèìâîëà Ëåâè-×èâèòû ìîæíî ñîçäàâàòü íîâûå òåíçî-

ðû. Îïðåäåëèì, íàïðèìåð, ñëåäóþùèé àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð:

∗Aαβ =
1

2
εαβµν A

µν . (8.30)

Òåíçîðû ñî çâ¼çäî÷êîé

∗A íàçûâàþòñÿ äóàëüíûìè (èëè ñîïðÿæ¼ííûìè)

ê òåíçîðó, ñâîðà÷èâàåìîìó ñ εαβµν . Íàéä¼ì êîìïîíåíòû äóàëüíîãî òåí-

çîðà. �àñïèñûâàÿ ÿâíûì îáðàçîì ñóììó ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì è

îïóñêàÿ îäèíàêîâûå èíäåêñû, äëÿ êîòîðûõ ñèìâîë Ëåâè-×èâèòû ðàâåí

íóëþ, ïîëó÷àåì:

∗A01 =
1

2
(ε0123A

23 + ε0132A
32) = ε0123A

23 = A23 = bx,

∗A12 =
1

2
(ε1203A

03 + ε1230A
30) = ε0123A

03 = A03 = −az,

ãäå ε0132A
32 = ε0123A

23
, òàê êàê îáå âåëè÷èíû îäíîâðåìåííî àíòèñèììåò-

ðè÷íû. Âî âòîðîì ñëó÷àå èíäåêñ 0 â ñèìâîëå Ëåâè-×èâèòû íåîáõîäèìî

ïåðåíåñòè â íà÷àëî: ε1203 = −ε1023 = ε0123. Çàìåòèì, ÷òî êîý��èöèåíò

1/2 â îïðåäåëåíèè äóàëüíîãî òåíçîðà ñâÿçàí ñ ÷èñëîì âîçìîæíûõ ïå-

ðåñòàíîâîê äâóõ èíäåêñîâ (2! = 2). �àñïèñûâàÿ òàêæå âñå êîìïîíåíòû,

ïîëó÷àåì:

∗Aαβ =







0 bx by bz
−bx 0 −az ay
−by az 0 −ax
−bz −ay ax 0







, ∗Aαβ =







0 −bx −by −bz
bx 0 −az ay
by az 0 −ax
bz −ay ax 0







.

Âåêòîðû a è b â äóàëüíîì òåíçîðå ïî ñðàâíåíèþ ñ èñõîäíûì ìåíÿþòñÿ

ìåñòàìè. Ñîêðàù¼ííî òàáëèöû ñîïðÿæåííûõ òåíçîðîâ ìîæíî çàïèñàòü

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∗Aαβ = (−b,−a), ∗Aαβ = (b,−a).

⊲ Ïîëó÷åííûå âûøå èíâàðèàíòû ìîæíî çàïèñàòü â ÿâíî êîâàðèàíò-

íîì âèäå:

Aαβ A
αβ = 2 (b2 − a2), ∗Aαβ A

αβ = −4 ab. (8.31)

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ äóàëüíûå òåíçîðû ê òåíçîðàì òðåòüåãî è

ïåðâîãî ðàíãà:

∗Aα =
1

6
εµνσαA

µνσ, ∗Aαβγ = εµαβγ A
µ.

Îáû÷íî ïðè äóàëèçàöèè, ñ òåíçîðîì ñâîðà÷èâàþòñÿ ïåðâûå èíäåêñû ñèì-

âîëà Ëåâè-×èâèòû. Äëÿ òåíçîðà ñ äâóìÿ èíäåêñàìè

∗Aαβ ýòî íå ïðèí-

öèïèàëüíî, ò.ê. εαβµν = εµναβ (⋖H33).
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8.7 Ìîìåíò èìïóëüñà

• Õîðîøèì �èçè÷åñêèì ïðèìåðîì àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà ÿâëÿ-

åòñÿ òåíçîð 4-ìîìåíòà èìïóëüñà:

Lαβ = xα pβ − xβ pα, (8.32)

ãäå xα = {t, r} � ïîëîæåíèå ÷àñòèöû â ìîìåíò âðåìåíè t è pα = {E,p}
� å¼ ýíåðãèÿ è èìïóëüñ. �àñïèøåì â ÿâíîì âèäå êîìïîíåíòû Lαβ

. Ïî

îïðåäåëåíèþ:

Lαβ = −Lβα.

Åãî äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû íóëþ: L00 = L11 = L22 = L33 = 0.
Äëÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ êîìïîíåíò èìååì:

L23 = x2 p3 − x3 p2 = y pz − z py = Lx,

L31 = x3 p1 − x1 p3 = z px − x pz = Ly,
L12 = x1 p2 − x2 p1 = x py − y px = Lz.

Ýòî êîìïîíåíòû 3-âåêòîðà ìîìåíòà èìïóëüñà, ðàâíîãî âåêòîðíîìó ïðî-

èçâåäåíèþ ðàäèóñ-âåêòîðà íà èìïóëüñ:

L = r× p =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

i j k

x y z
px py pz

∣
∣
∣
∣
∣
∣

. (8.33)

Àíàëîãè÷íî ðàñïèñûâàþòñÿ êîìïîíåíòû òåíçîðà ìîìåíòà èìïóëüñà êî-

ãäà îäèí èç èíäåêñîâ ðàâåí íóëþ:

L10 = x1 p0 − x0 p1 = xE − t px = Gx,

L20 = x2 p0 − x0 p2 = y E − t py = Gy,
L30 = x3 p0 − x0 p3 = z E − t pz = Gz.

Ýòè êîìïîíåíòû òàêæå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå 3-âåêòîðà (p = uE):

G = E r− tp = (r− u t)E. (8.34)

Ñ ó÷¼òîì ñâîéñòâà àíòèñèììåòðè÷íîñòè, 4-òåíçîð ìîìåíòà èìïóëüñà ìîæ-

íî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîé �îðìå:

Lαβ =







0 −Gx −Gy −Gz

Gx 0 Lz −Ly

Gy −Lz 0 Lx

Gz Ly −Lx 0







. (8.35)

Êàê è ðàíåå (ñòð. 226), îáîçíà÷èì ýòî ñëåäóþùèì îáðàçîì: Lαβ = (G, L).
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⊲ Ñâÿçü êîìïîíåíò ìîìåíòà èìïóëüñà, èçìåðåííûå â äâóõ èíåðöèàëü-

íûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà, ìîæíî ïîëó÷èòü ïî �îðìóëàì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà (8.28) ñ a = G è b = L:

G′
x = Gx, G′

y = γ (Gy + v Lz), G′
z = γ (Gz − v Ly),

L′
x = Lx, L′

y = γ (Ly − v Gz), L′
z = γ (Lz + v Gy).

(8.36)

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü è ïðåîáðàçîâàíèÿ â âåêòîðíîì âèäå. Â

ýòîì ñëó÷àå ïðîùå ñðàçó ïîäñòàâèòü â L = r × p âåêòîðíûå ïðåîáðàçî-

âàíèÿ Ëîðåíöà äëÿ êîîðäèíàò (1.17), ñòð. 33, è èìïóëüñà (4.13), ñòð. 123:

L′ = r′ × p′ =
{
r− γ v t+ Γv (vr)

}
×
{
p− γ vE + Γv (vp)

}
.

Ïåðåìíîæàÿ ñêîáêè è èñêëþ÷àÿ âðåìÿ tp = E r−G, ïîëó÷àåì:

L′ = L+ γ [v ×G] + Γ
{

(rv)[v× p] + (pv)[r× v]
}

.

Óìíîæèì âûðàæåíèå â �èãóðíûõ ñêîáêàõ íà ïðîèçâîëüíûé âåêòîð a,

êîòîðûé çàòåì �ñîêðàòèì� (ò.å. ïîëîæèì a = {1, 0, 0}, è ò.ä.):
a {...} = [a× v] [(rv)p− (pv) r] = −[a× v] [v× L] = −a [v × [v× L]].

Îïóñêàÿ a è ðàñêðûâàÿ äâîéíîå âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå, ïîëó÷àåì:

L′ = γ (L+ v ×G)− Γv (vL), (8.37)

G′ = γ (G− v × L)− Γv (vG), (8.38)

ãäå ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ âåêòîðà G íàõîäÿòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Åñ-

ëè v íàïðàâëåíî âäîëü îñè x, ñíîâà ïîëó÷àþòñÿ (8.36).

⊲ Çàìåòèì, ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ âåêòîðîâ ñëåäóåò, ÷òî GL = 0. Åñòå-

ñòâåííî, ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà ñîõðàíÿþò ýòó îðòîãîíàëüíîñòü. Åù¼

îäèí èíâàðèàíò a2 − b2
, ñïðàâåäëèâûé äëÿ ëþáîãî àíòèñèììåòðè÷íî-

ãî òåíçîðà ïðè ïðîèçâîëüíîì íàïðàâëåíèè îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè v

(⋖H34), ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ:

G2 − L2 = (p2 −E2) (t2 − r2) + (E t− rp)2.

Ýòî âûðàæåíèå ìîæíî çàïèñàòü â ÿâíîì êîâàðèàíòíîì âèäå ïðè ïîìîùè

4-âåêòîðîâ:

G2 − L2 = −p2 x2 + (p x)2 = (p x)2 −m2 x2,

ãäå ïðÿìûì øðè�òîì çàïèñàíû 4-âåêòîðû èìïóëüñà �p� è òî÷êè â ïðîñ-
òðàíñòâå-âðåìåíè �x�, à m2 = p2 � êâàäðàò ìàññû ÷àñòèöû. Â ñèëó èí-

âàðèàíòíîñòè 4-ïðîèçâåäåíèÿ, èíâàðèàíòíîé áóäåò è ðàçíèöà êâàäðàòîâ

âåêòîðîâ G è L.



232 �ËÀÂÀ 8.

• ×òîáû êîìïîíåíòû òåíçîðà Lαβ
ñîõðàíÿëèñü, ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà

÷àñòèöó, äîëæíà èìåòü îïðåäåë¼ííûé âèä. Óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ñîõðà-

íÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ ÷àñòü òåíçîðà L = r× p, èçó÷àëèñü â ðàçäåëå,

ïîñâÿù¼ííîì ïîíÿòèþ ñèëû (ñòð. 149). Âûÿñíèì òåïåðü êîãäà èíòåãðà-

ëîì äâèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âåêòîð G. Âîçüì¼ì åãî ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè

è ïðèðàâíÿåì å¼ íóëþ:

dG

dt
=

d(E r− tp)

dt
= (uF) r+ E u− p− tF = (uF) r− tF = 0,

ãäå çàïèñàíà ñèëà F = dp/dt è ó÷òåíî, ÷òî dE/dt = uF è p = Eu. Òàê

êàê r � êîîðäèíàòà ÷àñòèöû, à t � íåçàâèñèìîå îò íå¼ òåêóùåå âðåìÿ, òî
ýòî âûðàæåíèå áóäåò ðàâíî íóëþ, òîëüêî åñëè ÷àñòèöà ñâîáîäíà F = 0. Â
ýòîì ñëó÷àå îíà äâèæåòñÿ ïî òðàåêòîðèè r = r0+u t, ãäå r0 � ïîñòîÿííûé

âåêòîð è G = E r0 ñîõðàíÿåòñÿ, òàê êàê ñîõðàíÿåòñÿ ýíåðãèÿ ñâîáîäíîé

÷àñòèöû.

⊲ �àññìîòðèì ìíîæåñòâî âçàèìîäåéñòâóþùèõ ìåæäó ñîáîé ÷àñòèö,

ñ÷èòàÿ, ÷òî G ðàâåí ñóììå Ei ri− tpi ïî êàæäîé ÷àñòèöå. Â ýòîì ñëó÷àå

G îêàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ, åñëè ñèëà Fi, äåéñòâóþùàÿ íà i-þ
÷àñòèöó ñî ñòîðîíû îñòàëüíûõ ÷àñòèö, óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì:

∑

i

Fi = 0,
∑

i

(uiFi) ri = 0. (8.39)

Ïåðâîå ñîîòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ 3-ì çàêîíîì Íüþòîíà è âûïîëíÿåòñÿ, íà-

ïðèìåð, åñëè ñèëà ðàâíà ïàðíîìó âçàèìîäåéñòâèþ íà i-þ ÷àñòèöó ñî ñòî-

ðîíû âñåõ îñòàëüíûõ ÷àñòèö, ïðîïîðöèîíàëüíîìó ðàññòîÿíèþ ìåæäó ÷à-

ñòèöàìè. Ñëîæíåå óäîâëåòâîðèòü âòîðîìó óñëîâèþ.

Âîîáùå, â òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè äîñòàòî÷íî ïðîñòî îïèñûâàåòñÿ äè-

íàìèêà �ïðîáíîé ÷àñòèöû�, íàõîäÿùåéñÿ âî âíåøíåì ñòàöèîíàðíîì (íåèç-

ìåííîì) ïîëå ñèë. Åñëè æå íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü âçàèìîäåéñòâèå �ðàâ-

íîïðàâíûõ� ÷àñòèö, òî ïðîñòîå ïîíÿòèå ñèëû, çàâèñÿùåé îò ïîëîæåíèé

(è, âîçìîæíî, ñêîðîñòåé) âñåõ ÷àñòèö ïåðåñòà¼ò ðàáîòàòü. Ïóñòü, íàïðè-

ìåð, âçàèìîäåéñòâóþò äâå áûñòðî äâèæóùèåñÿ ÷àñòèöû. Òàê êàê ëþ-

áîå âîçäåéñòâèå íå ìîæåò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ áûñòðåå �óíäàìåíòàëüíîé

ñêîðîñòè, âñåãäà áóäåò ïðèñóòñòâîâàòü çàäåðæêà. Êàæäàÿ ÷àñòèöà �÷óâ-

ñòâóåò� äðóãóþ íå òàì, ãäå îíà �íà ñàìîì äåëå� íàõîäèòñÿ. Â ðåçóëüòàòå

äèíàìè÷åñêàÿ çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ î÷åíü ñëîæíîé. Îïðåäåë¼ííîå óïðîùå-

íèå âîçíèêàåò ïðè ââåäåíèè êîíöåïöèè ïîëÿ ñèë, ïîä÷èíÿþùåãîñÿ íåêî-

òîðûì óðàâíåíèÿì è ÿâëÿþùåãîñÿ â èçâåñòíîé ìåðå ñàìîñòîÿòåëüíîé

ñóùíîñòüþ. Ïîäðîáíåå ýòè âîïðîñû èçó÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì òîìå, ïî-

ñâÿùåííîì ýëåêòðîìàãíèòíîìó âçàèìîäåéñòâèþ.
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⊲ �àññìîòðèì �èçè÷åñêèé ñìûñë âåêòîðà G, ïðåäïîëîæèâ, ÷òî îí

ñîõðàíÿåòñÿ. Òàê êàê ïîëíàÿ ýíåðãèÿ òàêæå ñîõðàíÿåòñÿ:

∑
E = const

(ñóììà ïî âñåì ÷àñòèöàì), òî ñîõðàíÿåòñÿ è:

G
∑

E
=

∑
E r

∑
E

−
∑

p
∑

E
t = R−V t = const,

ãäå ââåäåíû ðàäèóñ-âåêòîð ïîëîæåíèÿ öåíòðà ýíåðãèè ñèñòåìû R è åãî

�ñóììàðíàÿ ñêîðîñòü� V:

R =

∑
E r

∑
E

≈
∑

m r
∑

m
, V =

∑
p

∑
E

≈
∑

mu
∑

m
. (8.40)

Ïðèáëèæåííûå ðàâåíñòâà çàïèñàíû â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå, â êî-

òîðîì öåíòð ýíåðãèè èìååò ñìûñë öåíòðà ìàññ. Ïîñòîÿíñòâî âåêòîðà

G ïðèâîäèò ê ðàâíîìåðíîìó äâèæåíèþ öåíòðà ýíåðãèè ñèñòåìû ÷àñòèö

âäîëü ïðÿìîé: R = V t+ const.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿR èñïîëüçóþòñÿ ýíåðãèè äâè-

æåíèÿ E = m/
√
1− u2

, à íå ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèöû ñ ó÷¼òîì å¼ âçàè-

ìîäåéñòâèÿ. Ïîýòîìó òî÷íåå íàçâàòü R öåíòðîì ýíåðãèè äâèæåíèÿ.

⊲ Â ñèñòåìå îòñ÷¼òà S ′
, ñâÿçàííîé ñ ÷àñòèöåé, å¼ ýíåðãèÿ ðàâíà ìàññå,

à èìïóëüñ íóëþ (÷àñòèöà íåïîäâèæíà). Ïîýòîìó G′ = m r′, L′ = 0. Çà-
ïèøåì îáðàòíûå ê (8.37) ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîìåíÿâ øòðèõîâàííûå è íå

øòðèõîâàííûå âåëè÷èíû (v 7→ −v):

L = γ L′ − Γv (vL′)− γ [v ×G′] = −mγ [v × r′] = mγ [r× v].

Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ïðîèçîøëà çàìåíà r′ íà r, òàê êàê â âåêòîðíûõ

ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëîðåíöà îíè îòëè÷àþòñÿ ñëàãàåìûìè, ïðîïîðöèîíàëü-

íûìè âåêòîðó îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè v. Îíè ðàâíû íóëþ áëàãîäàðÿ

âåêòîðíîìó ïðîèçâåäåíèþ. Òàê êàê mγ v � ýòî èìïóëüñ ÷àñòèöû, ñíîâà

ïîëó÷àåòñÿ ìîìåíò èìïóëüñà L = r× p.

⊲ Â ðàçäåëå, ïîñâÿù¼ííîì ñèëå (ñòð. 149), ðàññìàòðèâàëñÿ ìîäè�è-

öèðîâàííûé ìîìåíò èìïóëüñà L = E [r × p], êîòîðûé ñîõðàíÿåòñÿ, åñ-

ëè ñèëà îïðåäåë¼ííûì îáðàçîì çàâèñèò îò ñêîðîñòè ÷àñòèöû. Ïîäîáíûé

ìîìåíò èìïóëüñà òàêæå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â êîâàðèàíòíîì òåíçîðíîì

âèäå. Îäíàêî äëÿ ýòîãî óæå ïîòðåáóåòñÿ òåíçîð òðåòüåãî ðàíãà:

Lαβγ = (xαpβ − xβpα) pγ. (8.41)

Òàê êàê p0 = E, ïðîñòðàíñòâåííûå êîìïîíåíòû Lαβ0
äàäóò ìîäè�èöè-

ðîâàííûé ìîìåíò èìïóëüñà.
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8.8 Ñïèí

⊲ Åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ íå òî÷å÷íàÿ ÷àñòèöà, à ñèñòåìà ÷àñòèö (íà-

ïðèìåð, âðàùàþùèéñÿ ãèðîñêîï), òî, êðîìå òåíçîðà ìîìåíòà èìïóëüñà,

óäîáíî ââåñòè 4-âåêòîð ñïèíà. Îí èìååò ñìûñë ñîáñòâåííîãî ìîìåíòà

èìïóëüñà â ñèñòåìå, ãäå öåíòð ýíåðãèè ñèñòåìû ïîêîèòñÿ.

Çàïèøåì ñóììàðíûå âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùèå ñèñòåìó ÷àñòèö:

E =
∑

E, P =
∑

p, L =
∑

[r× p], R =

∑
E r

∑
E

,

ãäå îïóùåíû èíäåêñû, íóìåðóþùèå ÷àñòèöû. Òàêèì îáðàçîì, E � ýòî

ïîëíàÿ ýíåðãèÿ äâèæåíèÿ, P � ïîëíûé èìïóëüñ, L � ñóììàðíûé ìîìåíò

èìïóëüñà è R � öåíòð ýíåðãèè ñèñòåìû. Îïðåäåëèì 4-âåêòîð ñïèíà:

Sν =
1

2
εναβγ L

αβ Uγ, (8.42)

ãäå εναβγ � ñèìâîë Ëåâè-×èâèòû, à Uα
� ñóììàðíàÿ 4-ñêîðîñòü ñèñòåìû

÷àñòèö, îïðåäåëÿåìàÿ ïðè ïîìîùè ñóììàðíîãî 4-èìïóëüñà Pα = {E ,P}:

Uα =
Pα

M
= {U 0,U} =

{1,u}√
1− u2

,

ãäå u � 3-ìåðíûé âåêòîð �ñóììàðíîé ñêîðîñòè�, àM =
√
E2 −P2

� ìàññà

ñèñòåìû ÷àñòèö (áåç ó÷¼òà ýíåðãèè èõ âçàèìîäåéñòâèÿ).

⊲ Ôèçè÷åñêèé ñìûñë êëàññè÷åñêîãî ñïèíà ñòàíîâèòñÿ ÿñíûì, åñëè åãî

îïðåäåëåíèå (8.42) çàïèñàòü â 3-ìåðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ Sα = {S0, S}.

S0 = ε0231L
23U 1 + ε0312L

31U 2 + ε0123L
12U 3 = L1U 1 + L2U 2 + L3U 3,

ãäå ïðèâåäåíû òîëüêî ñëàãàåìûå ñ ðàçëè÷íûìè èíäåêñàìè (äëÿ îñòàëü-

íûõ ñèìâîë Ëåâè-×èâèòû ðàâåí íóëþ). Êîý��èöèåíò 1/2 ñîêðàùàåòñÿ,

òàê êàê â ñóììàõ ñ Lαβ
âñòðå÷àþòñÿ ïî äâà ñëàãàåìûõ ñ ïåðåñòàâëåííûìè

èíäåêñàìè: ε0231L
23 + ε0321L

32 = 2 ε0231L
23
(â ñèëó àíòèñèìåòðè÷íîñòè

îáîèõ òåíçîðîâ). Çíà÷åíèÿ ñèìâîëîâ Ëåâè-×èâèòû âû÷èñëÿþòñÿ ïðèâå-

äåíèåì èõ ê áàçîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíäåêñîâ ε0123 = 1 â ðåçóëüòàòå

ïàðíîé ïåðåñòàíîâêè èíäåêñîâ: ε0231 = −ε0213 = ε0123 = 1, è ò.ä. Òàê-

æå ðàñïèñûâàþòñÿ ñóììû äëÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ êîìïîíåíò 4-âåêòîðà.

Íàïðèìåð:

S1 = ε1023L
02U 3 + ε1032L

03U 2 + ε1230L
23U 0 = G2 U 3 −G3 U 2 − L1U 0.

Ïðîñòðàíñòâåííûå êîìïîíåíòû 4-ñïèíà Sα
ñ âåðõíèìè èíäåêñàìè îáðà-

çóþò 3-âåêòîð S = {S1, S2, S3} = {S1, −S2, −S3}.
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Â ðåçóëüòàòå, âðåìåííàÿ è ïðîñòðàíñòâåííûå êîìïîíåíòû 4-âåêòîðà

ñïèíà ðàâíû:

S0 = LU, S = LU 0 −G×U. (8.43)

Âûðàçèì ñóììàðíûé (ïî âñåì ÷àñòèöàì) âåêòîð G ÷åðåç ýíåðãèþ è èì-

ïóëüñ: G = E R− tP (8.34) èëè 4-ñêîðîñòü: Uα = {U 0,U} = {E ,P}/M :

S0 =
LP

M
=

SP

E = uS, S =
E
M

(L−R×P). (8.44)

Òàêèì îáðàçîì, 3-âåêòîð ñïèíà S ïðîïîðöèîíàëåí ðàçíèöå ïîëíîãî ìî-

ìåíòà èìïóëüñà L è ìîìåíòà èìïóëüñà äâèæåíèÿ ñèñòåìû êàê öåëîãî

R × P. Ýòà ðàçíèöà èìååò ñìûñë ñîáñòâåííîãî ìîìåíòà èìïóëüñà (èç

ïîëíîãî ìîìåíòà âû÷ëè ìîìåíò äâèæåíèÿ ñèñòåìû êàê öåëîãî). Êîý�-

�èöèåíò E/M äåëàåò åãî ïðîñòðàíñòâåííîé êîìïîíåíòîé 4-âåêòîðà. Íó-

ëåâàÿ êîìïîíåíòà 4-ñïèíà ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ 3-âåêòîðîì ñïèíà è

�èíòåãðàëüíîé ñêîðîñòüþ� ñèñòåìû u = P/E .
⊲ Â ñèëó àíòèñèììåòðè÷íîñòè ñèìâîëà Ëåâè-×èâèòû ïðîèçâåäåíèå

4-ñïèíà íà 4-ñêîðîñòü â ëþáîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà ðàâíî íóëþ:

SU = SαU
α = 0. (8.45)

Ïîýòîìó â ñèñòåìå ïîêîÿ Uα = {1, 0} (èëè P = 0) ñïèí îáëàäàåò òîëüêî

âåêòîðíûìè êîìïîíåíòàìè Sα = {0,S}. Â ýòîé ñèñòåìå 3-ìåðíûé âåêòîð

ñïèíà ñîâïàäàåò ñ ìîìåíòîì èìïóëüñà ñèñòåìû S = L. Äëÿ òî÷å÷íîé

÷àñòèöû L = R × P, ïîýòîìó å¼ êëàññè÷åñêèé ñïèí âñåãäà íóëåâîé. Â

ñëó÷àå ñèñòåìû ÷àñòèö, ñïèí, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ðàâåí íóëþ.

⊲ Ïîíÿòèå ñïèíà âîçíèêëî â êâàíòîâîé ìåõàíèêå, êàê äèíàìè÷åñêàÿ

ïåðåìåííàÿ, îïèñûâàþùàÿ òî÷å÷íûé ýëåêòðîí (äîïîëíèòåëüíî ê åãî êî-

îðäèíàòàì è èìïóëüñó). Ïîýòîìó èíîãäà ñ÷èòàþò, ÷òî ñïèí � ýòî ÷èñòî

êâàíòîâàÿ �èçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà. Îäíàêî ýòî íå òàê. Â òîé æå êâàíòîâîé

ìåõàíèêå ìîæíî ãîâîðèòü, íàïðèìåð, î ñïèíå ïðîòîíà èëè ÿäðà, êîòî-

ðûå çàâåäîìî íå ÿâëÿþòñÿ òî÷å÷íûìè îáúåêòàìè. Â ýòîì ñëó÷àå ó ñïè-

íà äîëæåí áûòü ñîîòâåòñòâóþùèé êëàññè÷åñêèé ïðîòîòèï. Àíàëîãè÷íà

ñèòóàöèÿ ñ êâàíòîâûìè ýíåðãèåé, èìïóëüñîì èëè ìîìåíòîì èìïóëüñà.

Åñòåñòâåííî, ÷òîáû ââåñòè íåêâàíòîâûé ñïèí äëÿ òî÷å÷íîé ÷àñòèöû,

òðåáóåòñÿ îïðåäåë¼ííàÿ èçîáðåòàòåëüíîñòü. Íî äëÿ íåòî÷å÷íûõ îáúåê-

òîâ, íàïðèìåð, âðàùàþùåãîñÿ ãèðîñêîïà, ïîíÿòèå íåêâàíòîâîãî ñïèíà

îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî óäîáíîé õàðàêòåðèñòèêîé �èçè÷åñêîé ñèñòåìû.

Ìû âåðí¼ìñÿ ê îïèñàíèþ êëàññè÷åñêîãî ñïèíà â ãëàâå 10 è, ñ áîëåå îáùèõ

ïîçèöèé, â ñëåäóþùåì òîìå.
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�ëàâà 9

Êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû

∗

Â ýòîé ãëàâå ìû ïðîäîëæèì èçó÷åíèå íåèíåðöèàëüíûõ ñèñòåì îòñ÷¼òà,

íà÷àòîå â ãëàâå 6. Òåïåðü áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ áîëåå �îðìàëüíûé êî-

âàðèàíòíûé àïïàðàò êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò. Ñ åãî ïîìîùüþ ìîæíî

îïèñûâàòü ïðîèçâîëüíûå ñèñòåìû îòñ÷¼òà, êàæäàÿ òî÷êà êîòîðîé äâè-

æåòñÿ ïî îïðåäåë¼ííîé òðàåêòîðèè îòíîñèòåëüíî èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû.

Áóäåò ïîêàçàíî êàêèì îáðàçîì â òàêèõ ïðîèçâîëüíûõ êîîðäèíàòàõ ïî-

ëó÷àòü âûðàæåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí. Çàòåì ìû îñòà-

íîâèìñÿ íà ïîíÿòèè æåñòêîñòè ñèñòåìû îòñ÷¼òà â òåîðèè îòíîñèòåëüíî-

ñòè è âîïðîñàõ äèíàìèêè.

237
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9.1 Ïðîèçâîëüíûå ñèñòåìû îòñ÷¼òà

Ñèñòåìó îòñ÷¼òà S : {t, x, y, z} ìîæíî îïðåäåëÿòü, çàäàâàÿ çàêîíû

äâèæåíèÿ êàæäîé å¼ òî÷êè îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé (èíåðöèàëüíîé)

ñèñòåìû S0 : {T, X, Y, Z}. Ïóñòü êîîðäèíàòû xi = {x, y, z} îäíîçíà÷íî
�èêñèðóþò äàííóþ òî÷êó ñèñòåìû S è îíà (òî÷êà) äâèæåòñÿ îòíîñèòåëü-

íî ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû S0 ïî òðàåêòîðèè:

X i(T ) = F i(T, x, y, z). (9.1)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî F i(T, x, y, z) � ýòî ãëàäêèå (äè��åðåíöèðóåìûå ïî
êàæäîìó àðãóìåíòó) �óíêöèè è X i = {X, Y, Z}.
Âðåìÿ t íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû, ìîæíî îïðåäåëèòü ëþáûì óäîá-

íûì ñïîñîáîì, ïðè ïîìîùè �óíêöèè T = T (t, x, y, z). Áóäåì ñ÷èòàòü

ëèøü, ÷òî áîëåå ðàííèå ñîáûòèÿ â S ñîîòâåòñòâóþò ìåíüøèì çíà÷åíèÿì

t, ÷åì áîëåå ïîçäíèå. Òàêîå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàòíûì è, âîîáùå ãî-

âîðÿ, íå ñîâïàäàåò ñ �èçè÷åñêèì âðåìåíåì ÷àñîâ, ñâÿçàííûõ ñ òî÷êîé xi
.

Íà ïåðâûé âçãëÿä, ïîäîáíûé ïðîèçâîë â îïðåäåëåíèè âðåìåíè âûãëÿäèò

ñòðàííûì. Îäíàêî äàëåå ìû óâèäèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî âûáîðà �óíêöèè

T (t, x, y, z) ìîæíî óêàçàòü ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ �èçè÷åñêîãî âðåìåíè è
�èçè÷åñêîé äëèíû â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà.

Çàìåíèâ â òðàåêòîðèè (9.1) âðåìÿ T íà �óíêöèþ T (t, x, y, z), ìû ïî-

ëó÷èì ïðåîáðàçîâàíèÿ îò ñèñòåìû S ê ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå S0:

T = T (t, x, y, z), X i = X i(t, x, y, z).

Èõ ïîäñòàíîâêà â ds2 = dT 2 − dX2 − dY 2 − dZ2
äà¼ò èíòåðâàë ìåæäó

ñîáûòèÿìè â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà:

ds2 = gαβ dx
αdxβ.

Ìåòðè÷åñêèå êîý��èöèåíòû gαβ òåïåðü îêàçûâàþòñÿ �óíêöèÿìè âðåìå-

íè è êîîðäèíàò ñîáûòèÿ xi = {t, x1, x2, x3} è ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò

ñâîéñòâà ñèñòåìû îòñ÷¼òà.

Â äàííîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà (íå ìåíÿÿ å¼) ìîæíî ïåðåéòè ê äðóãîìó

ñïîñîáó íóìåðàöèè ñîáûòèé:

t′ = t′(t, x, y, z), x′i = x′i(x, y, z). (9.2)

Ïåðâîå ïðåîáðàçîâàíèå îïðåäåëÿåò íîâîå êîîðäèíàòíîå âðåìÿ, à îñòàâ-

øèåñÿ � äðóãîé ñïîñîá íóìåðàöèè ïðîñòðàíñòâåííûõ òî÷åê ñèñòåìû. Âàæ-

íî, ÷òî ïîñëåäíèå íå çàâèñÿò îò âðåìåíè t (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû áû

ïîëó÷èëè äðóãóþ ñèñòåìó îòñ÷¼òà). �àññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.
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• Ïóñòü òî÷êè íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû äâèæóòñÿ ïî òðàåêòîðèè:

X =
1

a

[√

(1 + ax)2 + (aT )2 − 1
]

, Y = y, Z = z.

Â ýòèõ �óíêöèÿõ x, y è z � ýòî �èêñèðîâàííûå ÷èñëà, õàðàêòåðèçóþùèå
äàííóþ òî÷êó. Îíè ñîîòâåòñòâóþò å¼ ïîëîæåíèþ â ëàáîðàòîðíîé ñèñòå-

ìå ïðè T = 0. Ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ âðåìåíè âûáåðåì â ñëåäóþùåì âèäå:

aT = (1+ax) sh(at). Òàêîé âûáîð äèêòóåòñÿ òîëüêî ñîîáðàæåíèÿìè ïðî-

ñòîòû. Ïîäñòàíîâêà aT â òðàåêòîðèþ òî÷êè äà¼ò ïðåîáðàçîâàíèÿ ìåæäó

ñèñòåìàìè îòñ÷¼òà (ñòð. 168):

aT = (1+ax) sh(at), aX = (1+ax) ch(at)−1, Y = y, Z = z. (9.3)

Äè��åðåíöèàëû ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé ðàâíû:

dT = (1+ ax) ch(at) dt+sh(at) dx, dX = (1+ ax) sh(at) dt+ch(at) dx

è dY = dy, dZ = dz. Ïîäñòàâëÿÿ èõ â èíòåðâàë ìåæäó ñîáûòèÿìè ëàáî-

ðàòîðíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà ds2 = dT 2 − dX2 − dY 2 − dZ2
, ïîëó÷àåì ýòîò

æå èíòåðâàë â æåñòêîé ðàâíîóñêîðåííîé íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå:

ds2 = (1 + ax)2 dt2 − dx2 − dy2 − dz2, (9.4)

â êîòîðîé íåíóëåâûå ìåòðè÷åñêèå êîý��èöèåíòû ðàâíû g00 = (1+ax)2 è
g11 = g22 = g33 = −1. Äëÿ �èêñèðîâàííîé òî÷êè (dx = dy = dz = 0) èí-

òåðâàë ðàâåí å¼ ñîáñòâåííîìó âðåìåíè: ds = dτ0 = (1+ ax) dt. Çàïèøåì
ñâÿçü dT è dt èç ïðåîáðàçîâàíèé ìåæäó ñèñòåìàìè (ïðè �èêñèðîâàííûõ

êîîðäèíàòàõ x = const):

dT = (1 + ax) ch(at) dt = ch(at) dτ0 =
dτ0√
1− U 2

,

ãäå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå U � ýòî ñêîðîñòü òî÷êè â ëàáîðàòîðíîé ñèñòå-

ìå, ðàâíàÿ U = dX/dT = th(at), ÷òî ñíîâà ïîëó÷àåòñÿ èç âûðàæåíèé äëÿ

äè��åðåíöèàëîâ. Òàêèì îáðàçîì, ñîáñòâåííîå âðåìÿ ÷àñîâ íåèíåðöèàëü-

íîé ñèñòåìû ñâÿçàíî ñî âðåìåíåì ëàáîðàòîðíîé ïðè ïîìîùè ñòàíäàðòíîé

ðåëÿòèâèñòñêîé �îðìóëû (3.2), ñòð. 73.

Ìîæíî èçìåíèòü ñïîñîá íóìåðàöèè òî÷åê íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû

ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò:

t = t′, 1 + ax = eax
′

, y = y′, z = z′,

÷òî ïðèâîäèò ê èíòåðâàëó

ds2 = e2ax
′

(dt′2 − dx′2)− dy′2 − dz′2. (9.5)

Åñòåñòâåííî, ñèñòåìà îòñ÷¼òà ïðè ýòîì íå ìåíÿåòñÿ.
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• Â ñëó÷àå âðàùåíèÿ, èíòåðâàë ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû çàïèøåì â öè-

ëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ X = R cosΦ, Y = R sinΦ:

ds2 = dT 2 − dR2 −R2 dΦ2 − dZ2, (9.6)

ãäå Φ � ïîëÿðíûé óãîë, à R � ðàññòîÿíèå îò îñè âðàùåíèÿ.

Áóäåì íóìåðîâàòü òî÷êè âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìû ïðè ïîìîùè òð¼õ ÷è-

ñåë (r, φ, z). Ïðåäñòàâèì äèñê, âðàùàþùèéñÿ ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêî-

ðîñòüþ ω â ïëîñêîñòè Z = 0. Òðàåêòîðèþ ëþáîé åãî òî÷êè (r, φ) ìîæíî
çàäàòü ñëåäóþùèìè óðàâíåíèÿìè:

R = r, Φ = φ+ ωT.

Ïðè äàííûõ φ è r óãëîâàÿ êîîðäèíàòà òî÷êè Φ ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì

T ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω. Ïðåîáðàçîâàíèå âðåìåíè âûáåðåì
íàèáîëåå ïðîñòûì ñïîñîáîì: T = t. Â ðåçóëüòàòå, ïðåîáðàçîâàíèÿ ìåæäó

âðàùàþùåéñÿ è ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìàìè îòñ÷¼òà èìåþò âèä:

T = t, R = r, Φ = φ+ ωt, Z = z, (9.7)

ãäå êîîðäèíàòû (t, r, φ, z) íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòàìè Áîðíà. Ïîäñòàâëÿÿ

äè��åðåíöèàëû ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé

dT = dt, dR = dr, dΦ = dφ+ ωdt, dZ = dz

â èíòåðâàë (9.6), ïîëó÷àåì:

ds2 = (1− ω2r2) dt2 − 2ω r2 dt dφ− dr2 − r2 dφ2 − dz2. (9.8)

Ñîáñòâåííîå âðåìÿ dτ0 = ds �èêñèðîâàííîé òî÷êè (dr = dφ = dz = 0)
ðàâíî:

dτ0 = dt
√

1− ω2r2 = dT
√

1− ω2r2.

Òàê êàê ωr � ýòî ëèíåéíàÿ ñêîðîñòü òî÷êè â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îò-

ñ÷¼òà, ìû ñíîâà èìååì ñòàíäàðòíóþ �îðìóëó çàìåäëåíèÿ âðåìåíè.

�àâåíñòâî íóëþ èíòåðâàëà (ds2 = 0) ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ äëÿ òðà-

åêòîðèè ñâåòîâîãî èìïóëüñà. Íàïðèìåð, åñëè ïðè ïîìîùè çåðêàë èëè

ñâåòîâîäà îðãàíèçîâàíî åãî äâèæåíèå ïî îêðóæíîñòè r = const, òî ýòî

óðàâíåíèå èìååò âèä:

dφ

dt
= ±1

r
− ω.

Èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî óãëîâàÿ êîîðäèíàòà ñâåòîâîãî èìïóëüñà ëèíåéíî

çàâèñèò îò êîîðäèíàòíîãî âðåìåíè t.
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• Â îáùåì ñëó÷àå ïðåîáðàçîâàíèå îò íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà

xµ = (t, x, y, z) ê èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå Xµ = (T, X, Y, Z) èìååò âèä:

Xµ = Xµ(x0, x1, x2, x3), (9.9)

ãäå µ = 0, ..., 3. �àñïèøåì äè��åðåíöèàë dXµ = ∂νX
µ dxν

:

dT = ∂0X
0 dt+ ∂iX

0 dxi, dXk = ∂0X
k dt+ ∂iX

k dxi, (9.10)

ãäå ∂i = ∂/∂xi
è ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïðîâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå.

Ïîäñòàâëÿÿ dT , dXk
â èíòåðâàë ds2 = dT 2 − dXk dXk

, ïîëó÷àåì:

ds2 = gµν dx
µdxν, (9.11)

ãäå êîý��èöèåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ðàâíû (ïî k ñóììà îò 1 äî 3):

g00 = ∂0X
0 ∂0X

0 − ∂0X
k ∂0X

k,

g0i = ∂0X
0 ∂iX

0 − ∂0X
k ∂iX

k,

gij = ∂iX
0 ∂jX

0 − ∂iX
k ∂jX

k.

(9.12)

Èç (9.10) ñëåäóåò, ÷òî êîìïîíåíòû ñêîðîñòè �èêñèðîâàííîé òî÷êè íåèíåð-

öèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà (dxk = 0) ðàâíû:

Uk =
dXk

dT
=

∂0X
k

∂0X0
. (9.13)

Ïîýòîìó êîý��èöèåíò g00 ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

g00 = (∂0X
0)2 (1−U2), (9.14)

ãäå U2 = (U 1)2 + (U 2)2 + (U 3)2. Îïðåäåëÿÿ ñîáñòâåííîå âðåìÿ ÷àñîâ ïðè
ïîìîùè èíòåðâàëà ds â êîòîðîì dxi = 0, èìååì:

dτ0 =
√
g00 dt =

√

1−U2 ∂0X
0 dt =

√

1−U2 dT,

ãäå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ïîäñòàâëåíî dT (9.10) ïðè dxi = 0. Òàêèì
îáðàçîì ñíîâà ïîëó÷àåòñÿ ðåëÿòèâèñòñêîå çàìåäëåíèå âðåìåíè.

Èíîãäà óäîáíåå èñïîëüçîâàòü ÷àñòíûé ñëó÷àé ïðåîáðàçîâàíèé:

T = t, X = R(t, x1, x2, x3), (9.15)

ãäå �óíêöèÿR(t, xi) çàäàåò òðàåêòîðèþX(T ) = R(T, xi) äâèæåíèÿ äàí-
íîé òî÷êè (xi = const) íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî ëàáîðà-

òîðíîé. Ñîîòâåòñòâóþùèé èì èíòåðâàë ðàâåí:

ds2 = (1−U2) dt2 − 2(U ∂iR) dt dxi − (∂iR ∂jR) dxi dxj, (9.16)

ãäå U = ∂0R = ∂R/∂t = ∂R/∂T � ñêîðîñòü òî÷êè íåèíåðöèàëüíîé

ñèñòåìû îòñ÷¼òà â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå.
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9.2 Ëèíåéíî óñêîðåííûå ñèñòåìû

∗

�àññìîòðèì åù¼ îäèí êëàññ íåèíåðöèàëüíûõ ñèñòåì îòñ÷¼òà (ÍÈÑÎ),

â êîòîðûõ èíòåðâàë ìåæäó ñîáûòèÿìè èìååò ïðîñòîé âèä. Ïóñòü íà÷à-

ëî ÍÈÑÎ äâèæåòñÿ âäîëü îñè X ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû  ïåðåìåííîé

ñêîðîñòüþ. Çàïèøåì ëèíåéíûå ïî êîîðäèíàòå x ïðåîáðàçîâàíèÿ [17℄:

T = γ(t) v(t) x+

t∫

0

γ(τ) dτ, X = γ(t) x+

t∫

0

γ(τ) v(τ) dτ, (9.17)

ãäå v = v(t) ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ âðåìåíè, γ = γ(t) = 1/
√
1− v2 è

Y = y, Z = z. Åñëè ñêîðîñòü v ïîñòîÿííà, òî (9.17) ïðèâîäÿò ê ïðåîáðà-

çîâàíèÿì Ëîðåíöà. Â îáùåì æå ñëó÷àå èìååì:

dT = γ (dt+ v dx) + γ3 v̇ x dt, dX = γ (dx+ v dt) + γ3 vv̇ x dt,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî

dγ

dt
= γ3vv̇,

d(γv)

dt
= γ3 v̇

è òî÷êà � ïðîèçâîäíàÿ ïî t. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè äè��åðåíöèàëû â èíòåðâàë

ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû ds2 = dT 2 − dX2 − dY 2 − dZ2
, ïîëó÷àåì:

ds2 = (1 + γ2v̇ x)2 dt2 − dx2 − dy2 − dz2. (9.18)

Â òàêîé ñèñòåìå íåòðèâèàëüíîå çíà÷åíèå èìååò òîëüêî g00. Ïðè γ2 v̇ =
a = const èíòåðâàë ñîîòâåòñòâóåò æåñòêîé ðàâíîóñêîðåííîé ñèñòåìå îò-

ñ÷åòà (9.3), äëÿ êîòîðîé:

v(t) = th(at), γ(t) = ch(at). (9.19)

Â îáùåì ñëó÷àå ïðîèçâîëüíàÿ �èêñèðîâàííàÿ (dx = 0) òî÷êà ñèñòåìû
ñ êîîðäèíàòîé x äâèæåòñÿ îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà

ñî ñêîðîñòüþ:

U(T ) =
dX

dT
= v(t),

ãäå â �óíêöèè v(t) íåîáõîäèìî ïåðåéòè îò êîîðäèíàòíîãî âðåìåíè t ê
ëîðåíöåâîìó âðåìåíè T ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû, êîòîðîå íàõîäèòñÿ èç

ïåðâîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (9.17) è, âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñèò îò x.
Æåñòêàÿ ðàâíîóñêîðåííàÿ ñèñòåìà (9.3) èç âñåãî êëàññà ëèíåéíî óñêî-

ðåííûõ ÍÈÑÎ (9.17) âûäåëÿåòñÿ òåì, ÷òî îíà èìååò íå òîëüêî åâêëè-

äîâûé âèä ó ïðîñòðàíñòâåííîé ÷àñòè èíòåðâàëà dx2 + dy2 + dz2, íî è

ïîñòîÿííîå ñîáñòâåííîå âðåìÿ (g00 çàâèñèò îò êîîðäèíàòû x, íî íå çàâè-

ñèò îò âðåìåíè t).



Ê�ÈÂÎËÈÍÅÉÍÛÅ ÊÎÎ�ÄÈÍÀÒÛ

∗
243

⊲ Ê ïðåîáðàçîâàíèÿì (9.17) ìîæíî ïðèéòè ðàññìàòðèâàÿ ñîïóòñòâó-

þùóþ ê ÍÈÑÎ èíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà (ÈÑÎ). Òàêàÿ ñèñòåìà â

äàííûé ìîìåíò âðåìåíè èìååò òàêóþ æå ñêîðîñòü îòíîñèòåëüíî ëàáîðà-

òîðíîé ñèñòåìû êàê è ñêîðîñòü íàáëþäàòåëÿ ðàñïîëîæåííîãî â íà÷àëå

ÍÈÑÎ. Äâà îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíûõ íàáëþäàòåëÿ â ÍÈÑÎ è ÈÑÎ

íàõîäÿùèåñÿ ðÿäîì èìåþò îäèíàêîâûå ýòàëîíû âðåìåíè è äëèíû.

Ïóñòü íà÷àëî ÍÈÑÎ â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà S0 : (T, X) èìå-
åò ñêîðîñòü U(T ). Ê ìîìåíòó âðåìåíè T0 åãî êîîðäèíàòà ðàâíà

X0 =

T0∫

0

U(T ) dT =

τ∫

0

γ(τ)U(τ) dτ,

ãäå âî âòîðîì ðàâåíñòâå ñîâåðøåí ïåðåõîä ê ñîáñòâåííîìó âðåìåíè íà÷à-

ëà dτ =
√

1− U 2(T ) dT èëè dT = γ(τ) dτ è, êàê îáû÷íî, γ = 1/
√
1− U 2

.

Ìîìåíò âðåìåíè T0 òàêæå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç èíòåãðàë ïî ñîáñòâåííîìó

âðåìåíè:

T0 =

T0∫

0

dT =

τ∫

0

γ(τ) dτ.

Åñëè â T0 ÷àñû ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìû îòñ÷¼òà S ′
0 : {T ′, X ′} â òî÷êå

X ′ = 0 ïîêàçûâàþò âðåìÿ T ′ = 0, òî ïðåîáðàçîâàíèÿ ìåæäó S ′
0 è S0

ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

T = T0 + γ (T ′ + UX ′),

X = X0 + γ (X ′ + UT ′).
XX ′xU

U(T )S0 S ′
0

S

Ïðåîáðàçîâàíèÿ (9.17) ïîëó÷àþòñÿ, åñëè ïðè T ′ = 0 êîîðäèíàòû òî÷åê

ÍÈÑÎ ñîâïàäàþò ñ êîîðäèíàòàìè ñîïóòñòâóþùåé ÈÑÎ, à êîîðäèíàòíîå

âðåìÿ ÍÈÑÎ ðàâíî ñîáñòâåííîìó âðåìåíè: T ′ = 0, X ′ = x, t = τ .

Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî äâèæåíèÿ v(t) íà÷àëà íåèíåðöèàëüíîé ñèñòå-
ìû â ïðîñòðàíñòâå ìîæíî íàïèñàòü áîëåå îáùåå ïðåîáðàçîâàíèå:

T = γ vr+

t∫

0

γ(τ) dτ, X = r+
γ − 1

v2
(vr)v+

t∫

0

γ(τ)v(τ) dτ, (9.20)

èíòåðâàë êîòîðîãî â êîîðäèíàòàõ (t, r) ïðåäëàãàåòñÿ íàéòè â êà÷åñòâå

óïðàæíåíèÿ (⋖H35).
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9.3 Êðèâîëèíåéíûé áàçèñ

Â èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà äëÿ íóìåðàöèè ñîáûòèé óäîáíî èñ-

ïîëüçîâàòü ëîðåíöåâû êîîðäèíàòû Xα = {T, R} = {T, X, Y, Z}, ãäå T
� �èçè÷åñêîå âðåìÿ, à R = {X, Y Z} � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû ñîáûòèÿ.

Â ëîðåíöåâûõ êîîðäèíàòàõ èíòåðâàë ìåæäó äâóìÿ áåñêîíå÷íî áëèçêèìè

ñîáûòèÿìè ðàâåí

ds2 = dT 2 − dR2 = ηαβ dX
αdXβ,

ãäå ηαβ = diag(1,−1,−1,−1) � äèàãîíàëüíûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð. Â

íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà êîîðäèíàòû-âðåìÿ ýòîãî æå ñîáûòèÿ

îáîçíà÷èì ìàëåíüêèì øðè�òîì xα
è íàçîâ¼ì êðèâîëèíåéíûìè êîîðäè-

íàòàìè. Èíòåðâàë ìåæäó ñîáûòèÿìè â ýòèõ êîîðäèíàòàõ âûðàæàåòñÿ â

îáùåì ñëó÷àå ÷åðåç íåäèàãîíàëüíûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð gαβ:

ds2 = gαβ dx
αdxβ.

Íàïîìíèì, ÷òî 4-âåêòîð A (ïðÿìîé øðè�ò) � ýòî �èçè÷åñêèé îáúåêò.

Îí íå çàâèñèò îò ñèñòåìû êîîðäèíàò (�ñòðåëêà� â 4-ïðîñòðàíñòâå). Îäíà-

êî, åãî êîìïîíåíòû Aα
çàâèñÿò îò êîíêðåòíîãî êîîðäèíàòíîãî îïèñàíèÿ

ïðîñòðàíñòâà (ñèñòåìû îòñ÷åòà). Ïóñòü 4-ïðîñòðàíñòâî íóìåðóåòñÿ ëî-

ðåíöåâûìè êîîðäèíàòàìè. Ââåäåì â êàæäîé åãî òî÷êå ÷åòûðå 4-âåêòîðà:

n0, n1, n2, n3 (èíäåêñ � ýòî íîìåð âåêòîðà), êîòîðûå íàçîâåì áàçèñîì.

Ïðîèçâåäåíèå ýòèõ âåêòîðîâ ðàâíî ìåòðè÷åñêîìó òåíçîðó ηαβ è ïî íèì

ìîæíî ðàçëîæèòü ëþáîé 4-âåêòîð (ñòð. 201):

nα · nβ = ηαβ, A = Aα nα, Aα = ηαβ A
β = A · nα.

Â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ ââåä¼ì êðèâîëèíåéíûé áàçèñ:

eα · eβ = gαβ, A = aα eα, aα = gαβ a
β = A · eα.

Òàêèì îáðàçîì, 4-âåêòîð A â ëîðåíöåâîì áàçèñå èìååò êîìïîíåíòû (ïðî-

åêöèè íà áàçèñ) ðàâíûå Aα
. Â êðèâîëèíåéíîì áàçèñå ýòîò æå âåê-

òîð èìååò óæå äðóãèå êîìïîíåíòû aα. Ñèòóàöèÿ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íà

îáû÷íîìó òð¼õìåðíîìó ïðîñòðàíñòâó [1℄.

Â îáùåì ñëó÷àå âåêòîðû eα íåîðòîãîíàëüíû. Ïîýòîìó óäîáíî ââåñòè

åù¼ îäíó ÷åòâåðêó âåêòîðîâ e0, e1, e2, e3 êîòîðûå áóäóò èì îðòîãîíàëüíû:

eα · eβ = δαβ , eα · eβ = gαβ, eα = gαβ eβ, A = aαe
α.

Ýòè âåêòîðû îáðàçóþò âçàèìíûé áàçèñ, êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ aα
ïî êîòîðîìó ÿâëÿþòñÿ êîâàðèàíòíûìè êîìïîíåíòàìè 4-âåêòîðà A.
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⊲ �àññìîòðèì 4-âåêòîð dX áåñêîíå÷íî ìàëîãî ñìåùåíèÿ â ïðîñòðàí-

ñòâå ñîáûòèé, ñâÿçûâàþùèé äâà áëèçêèõ ñîáûòèÿ. Åãî ìîæíî ðàçëîæèòü

ïî ëþáîìó áàçèñó è åãî êîìïîíåíòàìè áóäóò äè��åðåíöèàëû êîîðäèíàò:

dX = nβ dX
β = eα dx

α. (9.21)

Êâàäðàò ýòîãî âåêòîðà ðàâåí èíòåðâàëó ìåæäó ñîáûòèÿìè:

ds2 = dX · dX = (eα · eβ) dxαdxβ = gαβ dx
αdxβ.

Ôèêñèðóÿ â (9.21) âñå êîîðäèíàòû xα
êðîìå îäíîé, ïîëó÷àåì ñâÿçü:

eα =
∂Xβ

∂xα
nβ ≡ ∂αX

β nβ.

Òàê, äëÿ æåñòêîé ðàâíîóñêîðåííîé ñèñòåìû îòñ÷åòà: aT = sh(at) eax,
aX = ch(at) eax − 1, èìååì:

{

et ≡ e0 =
∂T
∂t n0 +

∂X
∂t n1 =

[
n0 ch(at) + n1 sh(at)

]
eax,

ex ≡ e1 =
∂T
∂x

n0 +
∂X
∂x

n1 =
[
n0 sh(at) + n1 ch(at)

]
eax.

(9.22)

Èç n20 = −n21 = 1 è n0 · n1 = 0 ñëåäóåò: e2t = −e2x = e2ax, et · ex = 0, ÷òî
äà¼ò èíòåðâàë â ýòîé ñèñòåìå: ds2 = e2ax (dt2 − dx2).

Âåêòîðàì áàçèñà ìîæíî ïðèäàòü íàãëÿäíûé ñìûñë íà ïñåâäîåâêëèäî-

âîé ïëîñêîñòè. Äëÿ ýòîãî ââåäåì íà íåé êîîðäèíàòíûå ñåòêè, íà ëèíèÿõ

êîòîðûõ äàííàÿ êîîðäèíàòà ïîñòîÿííà (ñòð. 171). Â ëîðåíöåâûõ êîîðäè-

íàòàõ {T, X} ýòà ñåòêà ïðÿìîóãîëüíà. Íà ýòèõ æå îñÿõ {T, X} ñåòêà

t = const è x = const áóäåò èçîáðàæàòüñÿ êðèâûìè ëèíèÿìè:

T

X

T = const

X = const

n0

n1

T

X
x = const

t = const
e1

e0

Áàçèñíûå âåêòîðû êàñàòåëüíû ê ñîîòâåòñòâóþùèì êîîðäèíàòíûì ëèíè-

ÿì, ÷òî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ dX = eα dx
α
(e0 ïðîïîðöèîíàëåí dX ïðè

èçìåíåíèè x0
, è ò.ä.). Îíè çàâèñÿò îò òî÷êè â 4-ïðîñòðàíñòâå è èìåþò ðàç-

ëè÷íóþ îðèåíòàöèþ è äëèíó äëÿ ðàçëè÷íûõ òî÷åê (â îòëè÷èå îò n0, n1).

Âèçóàëüíàÿ íåîðòîãîíàëüíîñòü e0 è e1 ñâÿçàíà ñî ñëîæíîñòüþ îòîáðà-

æåíèÿ ïñåâäîåâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà íà åâêëèäîâîé áóìàãå (ñòð. 195).

Êîìïîíåíòû äâóõ îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ a ·b = 0 ñâÿçàíû ñëåäóþùèì

îáðàçîì: a0b0 = a1b1. Ïîýòîìó ìåäèàíà, ïðîâåäåííàÿ ìåæäó îðòîãîíàëü-
íûìè âåêòîðàìè îáðàçóåò ñ îñüþ T óãîë 45o, ò.å ÿâëÿåòñÿ òðàåêòîðèåé

ñâåòîâîãî ñèãíàëà (ïóíêòèð íà ðèñóíêàõ).
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• �àçáåðåìñÿ òåïåðü ñ çàêîíàìè ïðåîáðàçîâàíèé ðàçëè÷íûõ âåëè÷èí

ïðè èçìåíåíèè ñèñòåìû êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò. �àññìîòðèì äâå ñè-

ñòåìû îòñ÷¼òà è ðàçëîæèì âåêòîð ñìåùåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ñîáûòèé ïî

áàçèñàì êàæäîé èç íèõ:

dX = eα dx
α = e′α dx

′α.

Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò ñëåäóþùàÿ ñâÿçü ìåæäó áàçèñàìè:

e′α =
∂xβ

∂x′α eβ, eα =
∂x′β

∂xα
e′β. (9.23)

Ïî ïðàâèëó âû÷èñëåíèÿ ñëîæíîé ïðîèçâîäíîé èìååì:

∂x′α

∂x′β = δαβ =
∂x′α

∂xγ

∂xγ

∂x′β ,
∂xα

∂xβ
= δαβ =

∂xα

∂x′γ
∂x′γ

∂xβ
, (9.24)

ãäå δαβ � ñèìâîëû Êðîíåêåðà, à ïî èíäåêñó γ ïðîâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå.

Ïîýòîìó ∂xα/∂x′β
� ìàòðèöà, îáðàòíàÿ ê ∂x′α/∂xβ

.

Ïðåîáðàçîâàíèÿ âåêòîðîâ âçàèìíîãî áàçèñà èìåþò âèä:

e′α =
∂x′α

∂xβ
eβ, eα =

∂xα

∂x′β e′β. (9.25)

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò îïðåäåëåíèþ eα · eβ = δαβ è óñëîâèÿì

(9.24) íà ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèé. Óìíîæàÿ èõ íà eγ è e′γ, ñîîòâåòñòâåí-
íî, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ìàòðèö ïðåîáðàçîâàíèÿ:

e′α · eβ =
∂x′α

∂xβ
, eα · e′β =

∂xα

∂x′β . (9.26)

Ïðîèçâîëüíûé 4-âåêòîð A ÿâëÿåòñÿ �èçè÷åñêèì îáúåêòîì è ìîæåò

áûòü ðàçëîæåí ïî êàæäîìó áàçèñó:

A = eαA
α = e′αA

′α.

Óìíîæèì îáå ÷àñòè íà e′β èëè eβ. Ïðè ïîìîùè (9.26) ïîëó÷àåòñÿ çàêîí

ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòðàâàðèàíòíûõ êîìïîíåíò âåêòîðà:

A′α =
∂x′α

∂xβ
Aβ, Aα =

∂xα

∂x′β A′β. (9.27)

Àíàëîãè÷íî íàõîäÿòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ êîâàðèàíòíûõ êîìïîíåíò:

A′
α =

∂xβ

∂x′α Aβ, Aα =
∂x′β

∂xα
A′

β. (9.28)

Â íèõ ñòîÿò îáðàòíûå ìàòðèöû, ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåîáðàçîâàíèÿìè êîí-

òðàâàðèàíòíûõ êîìïîíåíò.
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Äëÿ çàïîìèíàíèÿ âûðàæåíèé (9.27), (9.28) îòìåòèì, ÷òî êîíòðàâàðè-

àíòíûå êîìïîíåíòû âåêòîðà Aα
ïðåîáðàçóþòñÿ òàêæå êàê äè��åðåíöè-

àëû êîîðäèíàò dxα
, à êîâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû Aα, êàê ÷àñòíàÿ ïðî-

èçâîäíàÿ ∂α. Ñîîòíîøåíèÿ (9.23) èìåþò ñìûñë ëèíåéíîãî ðàçëîæåíèÿ

âåêòîðà áàçèñà ïî âåêòîðàì äðóãîãî áàçèñà. Ïîõîæèå íà íèõ ñîîòíîøå-

íèÿ (9.27), (9.28) � ýòî ðàçëîæåíèå íå âåêòîðîâ, à èõ êîìïîíåíò.

Êàê è äîëæíî áûòü, ïðîèçâåäåíèå äâóõ 4-âåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ èíâàðè-

àíòîì ïðåîáðàçîâàíèé (9.27):

A · B = A′αB′
α =

∂x′α

∂xβ

∂xγ

∂x′α AβBγ = δγβ A
βBγ = AβBβ.

Åñòåñòâåííî, âñå ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ ëîðåí-

öåâûõ êîîðäèíàò â ðàçëè÷íûõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà. Ýòè ñè-

ñòåìû ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ëîðåíöà:

x′α = Λα
β x

β,

ãäå êîý��èöèåíòû Λα
β çàâèñÿò îò îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè è óãëîâ ïîâî-

ðîòà äåêàðòîâûõ îñåé (ñòð. 205), íî íå çàâèñÿò îò êîîðäèíàò. Ïîýòîìó:

∂x′α

∂xβ
= Λα

β. (9.29)

Àíàëîãè÷íî êîìïîíåíòàì 4-âåêòîðîâ, îïðåäåëÿþòñÿ çàêîíû ïðåîáðà-

çîâàíèÿ òåíçîðîâ ïðè ïåðåõîäå â äðóãóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà. Òåíçîð ìî-

æåò èìåòü ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî âåðõíèõ è íèæíèõ èíäåêñîâ (ñòð. 210).

Ïî êàæäîìó èç íèõ îí ïðåîáðàçóåòñÿ êàê êîìïîíåíòû êîíòðàâàðèàíòíî-

ãî èëè êîâàðèàíòíîãî âåêòîðà. Íàïðèìåð:

F ′µν =
∂x′µ

∂xα

∂x′ν

∂xβ
F αβ.

Òàêæå çàïèñûâàþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ Fµν ∼ AµBν, F
µ
ν ∼ AµBν (òåí-

çîðû âòîðîãî ðàíãà) è òåíçîðîâ áîëåå âûñîêîãî ðàíãà, ãäå òèëüäà îçíà÷à-

åò �ðàçó �ïðåîáðàçóþòñÿ êàê�. Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ÿâëÿåòñÿ òåíçîðíîé

âåëè÷èíîé (A · B = gαβA
αBβ

� èíâàðèàíò). Íàïðèìåð, ïðåîáðàçîâàíèÿ

îò ëîðåíöåâûõ êîîðäèíàò Xα
ê êðèâîëèíåéíûì xα

èìåþò âèä:

gαβ =
∂Xµ

∂xα

∂Xν

∂xβ
ηµν. (9.30)

Ýòî æå ñîîòíîøåíèå â êîìïîíåíòàõ áûëî ïîëó÷åíî íà ñòð. 241.
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9.4 Ôèçè÷åñêèå äëèíà è âðåìÿ

Ïðè ïîìîùè ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà gαβ çàïèøåì îáùåå âûðàæåíèå äëÿ

áåñêîíå÷íî ìàëîãî ðàññòîÿíèÿ â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè:

ds2 = gαβ dx
αdxβ = g00 dt

2 + 2g0i dt dx
i + gij dx

idxj,

ãäå ãðå÷åñêèå èíäåêñû α, β èçìåíÿþòñÿ îò 0 äî 3, à ëàòèíñêèå i, j îò 1
äî 3, dxα = {dt, dxi} è ó÷òåíî, ÷òî g0i = gi0. Âûäåëèì â ýòîì âûðàæåíèè

ïîëíûé êâàäðàò äëÿ ÷ëåíîâ, çàâèñÿùèõ îò äè��åðåíöèàëà ïî êîîðäè-

íàòíîìó âðåìåíè:

ds2 =

(√
g00 dt+

g0i√
g00

dxi

)2

−
(
g0ig0j
g00

− gij

)

dxidxj. (9.31)

Ýòîò èíòåðâàë �îðìàëüíî èìååò âèä ðàññòîÿíèÿ â ïñåâäîåâêëèäîâîì

ïðîñòðàíñòâå â ëîðåíöåâûõ êîîðäèíàòàõ:

ds2 = δτ 2 − δl2,

ãäå áåñêîíå÷íî ìàëûå âåëè÷èíû

δτ =
√
g00 dt+

g0i√
g00

dxi, δl2 =

(
g0i g0j
g00

− gij

)

dxidxj
(9.32)

íàçîâ¼ì �èçè÷åñêèì âðåìåíåì è êâàäðàòîì �èçè÷åñêîãî ðàññòîÿíèÿ.

Äëÿ çàïèñè ïîñëåäíåãî óäîáíî ââåñòè òð¼õìåðíûé òåíçîð

γij =
g0i g0j
g00

− gij, δl2 = γij dx
idxj. (9.33)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî äëÿ îáîçíà÷åíèÿ áåñêîíå÷íî ìàëûõ èñïîëüçóåòñÿ

çíà÷îê �δ�, à íå �d�. Äåëî â òîì, ÷òî, êàê ìû óâèäèì íèæå, âåëè÷èíû δτ
è δl â îáùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿþòñÿ äè��åðåíöèàëàìè.

Êðîìå δτ è δl ââåäåì ñîáñòâåííîå âðåìÿ δτ0 ÷àñîâ, íàõîäÿùèõñÿ â �èê-

ñèðîâàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà ñèñòåìû îòñ÷¼òà. Îíî ðàâíî èíòåðâàëó

ds ìåæäó ñîáûòèÿìè äëÿ êîòîðûõ dx1 = dx2 = dx3 = 0 èëè δl = 0:

δτ0 =
√
g00 dt. (9.34)

Ïîíÿòíî, ÷òî δτ = δτ0 ïðè dxk = 0. Êàê è ðàíüøå, áóäåì ñ÷èòàòü ñîá-

ñòâåííîå âðåìÿ �èçè÷åñêèì âðåìåíåì äàííûõ ÷àñîâ íåèíåðöèàëüíîé ñè-

ñòåìû îòñ÷åòà. Ýòè ÷àñû äâèæóòñÿ îòíîñèòåëüíî èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû

ñ ïåðåìåííîé ñêîðîñòüþ è âðåìÿ íà íèõ çàìåäëÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñî

ñòàíäàðòíîé ðåëÿòèâèñòñêîé �îðìóëîé.
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⊲ Äëÿ âûÿñíåíèÿ ñìûñëà δl, ðàññìîòðèì èçìåðåíèå ðàäèîëîêàöèîí-

íîãî ðàññòîÿíèÿ, ïðîâîäèìîãî íàáëþäàòåëåì â òî÷êå A : (x1, x2, x3). Îí
èçìåðÿåò ðàññòîÿíèå ê áëèçêîé òî÷êå B : (x1 + dx1, x2 + dx2, x3 + dx3).

Èíòåðâàë ìåæäó ñîáûòèÿìè ïðè äâèæåíèè ñâåòîâîãî èìïóëüñà ðàâåí íó-

ëþ ds = 0. Ïîýòîìó èç (9.31) èìååì:

√
g00 dt± = − g0i√

g00
dxi ±

√
δl2. (9.35)

Çíà÷åíèå dt+ > 0 ñîîòâåòñòâóåò äâèæåíèþ èìïóëüñà â ñòîðîíó óâåëè÷å-

íèÿ êîîðäèíàò, à dt− < 0 � â ïðîòèâîïîëîæíóþ. Êîîðäèíàòíàÿ ñêîðîñòü

ñâåòà, íàïðèìåð, âäîëü êîîðäèíàòû x1
ðàâíà (dx1 > 0, dx2 = dx3 = 0):

dx1

dt
=

g00

±
√

g201 − g00g11 − g01
. (9.36)

Îíà ïîëîæèòåëüíà äëÿ âåðõíåãî çíàêà è îòðèöàòåëüíà äëÿ íèæíåãî (ïðî-

âåðüòå ýòî íà ïðèìåðå âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà, ñòð. 240).

Ïóñòü ñèãíàë îòðàæàåòñÿ îò òî÷êè B â ìîìåíò âðåìåíè t (ïî ÷àñàì

íàáëþäàòåëÿ â A). Òîãäà îí îïðàâëÿåòñÿ èç A â t1 = t − dt+ < t è âîç-

âðàùàåòñÿ îáðàòíî â t2 = t− dt− > t. Ïîëîâèíà èíòåðâàëà ñîáñòâåííîãî

âðåìåíè

√
g00 (t2 − t1)/2 ìåæäó ýòèìè ñîáûòèÿìè ðàâíà:

t−dt+

t−dt−
t

A B

xi + dxixi

√
g00 (dt+ − dt−)

2
=

√
δl2.

Òàêèì îáðàçîì, �èçè÷åñêîå ðàññòîÿíèå δl � ýòî ðàäèîëîêàöèîííîå ðàñ-

ñòîÿíèå, ïîëó÷àåìîå íàáëþäàòåëåì â òî÷êå (x1, x2, x3).

⊲ Ñìûñë δl ìîæíî ïðîÿñíèòü è ïðè ïîìîùè ñëåäóþùèõ ðàññóæäå-

íèé. Ïóñòü â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè â îêðåñòíîñòè �èêñèðîâàííîé òî÷-

êè ÍÈÑÎ íàõîäèòñÿ ñîïóòñòâóþùàÿ ê íåé ÈÑÎ. Îòíîñèòåëüíî íå¼ ýòà

òî÷êà ÍÈÑÎ èìååò íóëåâóþ ñêîðîñòü Uk = 0 è èç (9.13) ñëåäóåò, ÷òî

∂0X
k = 0. Ýòà ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà íóëþ ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ {t, xi},

äëÿ êîòîðûõ èìååì ñëåäóþùèé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð (9.12):

g00 = (∂0X
0)2, g0i = ∂0X

0 ∂iX
0, gij = ∂iX

0 ∂jX
0 − ∂iX

k ∂jX
k,

îòêóäà: γij = ∂iX
k ∂jX

k. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàññòîÿíèå â ÈÑÎ ðàâíî

δl2 = dX2 + dY 2 + dZ2 = dXk dXk = ∂iX
k ∂jX

k dxidxj = γij dx
idxj.

Èñïîëüçîâàíèå îäèíàêîâûõ ëèíååê äàííûì íàáëþäàòåëåì â ÍÈÑÎ è â

ñîïóòñòâóþùåé åìó ÈÑÎ ïðèâîäèò ê îäèíàêîâîìó ðàññòîÿíèþ.
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•Ôèçè÷åñêîå âðåìÿ δτ ïðè dxi 6= 0 ñîîòâåòñòâóåò ðàçíèöå ñîáñòâåííûõ

âðåìåí ìåæäó äâóìÿ áåñêîíå÷íî áëèçêèìè, íî ðàçëè÷íûìè ñèíõðîíè-

çîâàííûìè ÷àñàìè. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíóþ ïðîöåäóðó

ñèíõðîíèçàöèè. Ïóñòü ñèãíàë îòïðàâëÿåòñÿ â ìîìåíò âðåìåíè t1 = t−dt+
èç òî÷êè A = (x1, x2, x3), â òî÷êó B = (x1 + dx1, x2 + dx2, x3 + dx3). Å¼

îí äîñòèãàåò â ìîìåíò âðåìåíè t è âîçâðàùàåòñÿ îáðàòíî ê A â ìîìåíò

t2 = t − dt−. Âñå ýòè âðåìåíà ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòíûìè. Îíè ñâÿçàíû ñ

ñîáñòâåííûì âðåìåíåì ÷àñîâ τA è τB, íàõîäÿùèõñÿ â òî÷êàõ A è B. Ïî
îïðåäåëåíèþ, ÷àñû èäóò ñèíõðîííî, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå:

τB(t) =
τA(t1) + τA(t2)

2
. (9.37)

Ïðè áåñêîíå÷íî ìàëîì èçìåíåíèè êîîðäèíàòíîãî âðåìåíè, äëÿ �èçè÷å-

ñêîãî ñîáñòâåííîãî âðåìåíè ÷àñîâ, íàõîäÿùèõñÿ â òî÷êå A, â ñîîòâåò-

ñòâèè ñ (9.34), èìååì:

τA(t+ dt) = τA(t) + δτA = τA(t) +
√
g00 dt.

Ó÷èòûâàÿ çíà÷åíèÿ dt±, íàéäåííûå ïðè ïðîâåäåíèè ðàäèîëîêàöèîííîãî
èçìåðåíèÿ (9.35), èç (9.37) ïîëó÷àåì τA(t)−

√
g00 (dt+ + dt0)/2, èëè:

τB(t) = τA(t) +
g0i dx

i

√
g00

. (9.38)

Ýòî ñîîòíîøåíèå óñòàíàâëèâàåò ïðàâèëî ñèíõðîíèçàöèè îòñ÷åòà âðåìåíè

ìåæäó äâóìÿ áåñêîíå÷íî áëèçêèìè ÷àñàìè, êàê �óíêöèþ êîîðäèíàòíîãî

âðåìåíè t íàáëþäàòåëÿ â òî÷êå A.
Êîãäà ÷àñû ñèíõðîíèçèðîâàíû? ìîæíî ãîâîðèòü î ðàçíîñòè âðåìåíè

ìåæäó ñîáûòèÿìè, ïðîèçîøåäøèìè â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ. Ïóñòü èç òî÷êè

A â ìîìåíò êîîðäèíàòíîãî âðåìåíè t ïîñûëàåòñÿ ñâåòîâîé ñèãíàë â òî÷êó

B, êîòîðûé òóäà ïðèõîäèò â ìîìåíò t+ dt. �àçíèöà ñîáñòâåííûõ âðåìåí
÷àñîâ â òî÷êàõ B è A áóäåò ðàâíà �èçè÷åñêîìó âðåìåíè èç (9.32):

A B

t+ dt

x+ dx

t

x

δτ = τB(t+dt)−τA(t) =
√
g00 dt+

g0i√
g00

dxi.

Ñ ïîìîùüþ äâóõ ñèíõðîíèçèðîâàííûõ ÷àñîâ ìîæíî îïðåäåëèòü ñêîðîñòü

ñâåòà ïðè åãî ðàñïðîñòðàíåíèè îò A ê B. Îíà ðàâíà δl/δτ = 1, ãäå ó÷òå-
íî, ÷òî äëÿ ñâåòà ds2 = δτ 2 − δl2 = 0. Òàêèì îáðàçîì îïðåäåëåííàÿ

�èçè÷åñêàÿ ñêîðîñòü ñâåòà âñåãäà ðàâíà åäèíèöå (èëè �c� ïðè âîññòàíîâ-
ëåíèè �óíäàìåíòàëüíîé êîíñòàíòû ñêîðîñòè). Ïðè ýòîì êîîðäèíàòíàÿ

ñêîðîñòü dxi/dt ñâåòîâîãî èìïóëüñà (9.36), âîîáùå ãîâîðÿ, îòëè÷àåòñÿ îò

åäèíèöû è ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî áîëüøîé.
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⊲ Ïðè ïîìîùè ïðîöåäóðû (9.38) ìîæíî ââåñòè �óíêöèþ τ(t, xk), ïîç-

âîëÿþùóþ ïî êîîðäèíàòàì ñîáûòèÿ èçìåðåííûõ äàííûì íàáëþäàòåëåì

A îïðåäåëèòü òåêóùåå çíà÷åíèå ñîáñòâåííîãî âðåìåíè äðóãîãî íàáëþäà-

òåëÿ, íàõîäÿùåãîñÿ ðÿäîì ñ ñîáûòèåì. Òàê, âûøå â (9.38) τA(t) = τ(t, xi)
è τB(t) = τ(t, xi + dxi). Êîãäà ââåäåíèå òàêîé �óíêöèè âîçìîæíî?

Äè��åðåíöèàë �óíêöèè τ = τ(t, xi) íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ ðàâåí:

dτ =
∂τ

∂t
dt+

∂τ

∂xi
dxi.

Ïîýòîìó δτ (9.32) áóäåò äè��åðåíöèàëîì, åñëè:

∂τ

∂t
=

√
g00,

∂τ

∂xi
=

g0i√
g00

. (9.39)

×àñòíûå ïðîèçâîäíûå äîëæíû áûòü ïåðåñòàíîâî÷íû. Âîçüìåì â (9.39)

ïðîèçâîäíóþ îò ∂τ/∂t ïî xi
, à îò ∂τ/∂xi

ïî t è ïðèðàâíÿåì èõ. Àíàëî-

ãè÷íî ñ ïðîèçâîäíûìè ïî xi
è xj

:

∂
√
g00

∂xi
=

∂

∂t

g0i√
g00

,
∂

∂xi

g0j√
g00

=
∂

∂xj

g0i√
g00

. (9.40)

Åñëè (9.40) íå âûïîëíÿþòñÿ, òî �èçè÷åñêîå âðåìÿ δτ íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì
äè��åðåíöèàëîì. Â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðàë ìåæäó äâóìÿ ñîáûòèÿìè P1

è P2 â 4-ïðîñòðàíñòâå

τ =

P2∫

P1

δτ =

P2∫

P1

[√
g00 dt+

g0i√
g00

dxi
]

çàâèñèò îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ. Òàê, â æåñòêîé ðàâíîóñêîðåííîé ñèñòå-

ìå îòñ÷åòà (9.4), ñòð. 239 èìååì ñëåäóþùèé êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë:

x

t

A

P1

P2

B
τ =

P2∫

P1

[
eax dt+ 0 · dx

]
.

Åñëè åãî âû÷èñëèòü ìåæäó P1 = (0, 0) è P2 = (t, x) ñíà÷àëà ïî ëèíèè

P1AP2, òî ïîëó÷èòñÿ τ = t. Èíòåãðàë æå ïî ïóòè P1B P2 äà¼ò äðóãîå

çíà÷åíèå τ = eax t. Ïîýòîìó ÷àñû ñ ðàçëè÷íûìè êîîðäèíàòàìè x ñèíõðî-

íèçèðîâàíû áûòü íå ìîãóò. Ôèçè÷åñêè ýòî ñâÿçàíî ñ ðàçëè÷íûì õîäîì

âðåìåíè â ðàâíîóñêîðåííîé ñèñòåìå. Íà÷àëüíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ ÷àñîâ,

ñòîÿùèõ â êîñìîïîðòàõ êîðàáëåé ñî âðåìåíåì �ðàçðóøàåòñÿ� è ñîîòíî-

øåíèå (9.38) íå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ âñ¼ âðåìÿ.
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• Óñëîâèÿ ïåðèîäè÷íîñòè äëÿ êîîðäèíàò xi
ìîãóò íàêëàäûâàòü äîïîë-

íèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà âîçìîæíîñòü ñèíõðîíèçàöèè ÷àñîâ. Çàïèøåì

�èçè÷åñêîå âðåìÿ âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷åòà (9.8):

δτ =
√

1− (ωr)2 dt− ωr2dφ
√

1− (ωr)2
.

Äëÿ ÷àñîâ (íàáëþäàòåëåé), íàõîäÿùèõñÿ íà îäèíàêîâîì ðàññòîÿíèè îò

öåíòðà (r = const), ýòî âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ äè��åðåíöèàëîì:

τ =
√

1− (ωr)2 t− ωr2φ
√

1− (ωr)2
.

Òàêîå âûðàæåíèå äëÿ �èçè÷åñêîãî âðåìåíè ìû ïîëó÷èëè ïðè âûáîðå

óñëîâèÿ ñèíõðîíèçàöèè ÷àñîâ â �îðìå (6.38), ñòð. 176 (òàì �èçè÷åñêîå

âðåìÿ îáîçíà÷àëîñü êàê t, à T � áûëî âðåìåíåì èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû

îòñ÷åòà, êîòîðîå â êîîðäèíàòàõ Áîðíà ñîâïàäàåò ñ êîîðäèíàòíûì âðåìå-

íåì t ýòîãî ðàçäåëà).
Õîòÿ δτ � ïîëíûé äè��åðåíöèàë, �óíêöèÿ τ = τ(t, φ) íå îäíîçíà÷-

íà â ñèëó ýêâèâàëåíòíîñòè òî÷åê φ = 0 è φ = 2π. Ïîýòîìó ïðîâåñòè

ñèíõðîíèçàöèþ âñåõ ÷àñîâ, âðàùàþùèõñÿ ïî îêðóæíîñòè, íå ïðåäñòàâ-

ëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Åñëè r íå ñ÷èòàòü êîíñòàíòîé, òî δτ íå áóäåò ïîëíûì
äè��åðåíöèàëîì. Ïðè÷èíà àíàëîãè÷íà ñèòóàöèè â æåñòêîé ðàâíîóñêî-

ðåííîé ñèñòåìå: òå÷åíèå ñîáñòâåííîãî âðåìåíè òî÷åê, íàõîäÿùèõñÿ íà

ðàçíîì ðàññòîÿíèè îò öåíòðà, ðàçëè÷íî.

Ôèçè÷åñêàÿ äëèíà äëÿ âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìû èìååò âèä:

δl2 =
ω2r4 dφ2

1− ω2r2
+ dr2 + r2 dφ2 + dz2 = dr2 +

r2 dφ2

1− ω2r2
+ dz2. (9.41)

Ýòîò ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí íà ñòð. 181 ïðè ðàññìîòðåíèè ðàäèîëîêà-

öèîííîãî ýêñïåðèìåíòà, ïðîâîäèìîãî íàáëþäàòåëÿìè íà âðàùàþùèõñÿ

âîêðóã îáùåãî öåíòðà êîðàáëÿõ.

Ôèçè÷åñêàÿ äëèíà (9.41) íå çàâèñèò îò âðåìåíè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

íàáëþäàòåëü â òî÷êå (r, φ, z), èçìåðÿÿ ðàäèîëîêàöèîííîå ðàññòîÿíèå

â ñîñåäíþþ ñ íèì òî÷êó, áóäåò ïîëó÷àòü íåèçìåííîå çíà÷åíèå. Òàêàÿ

ñèñòåìà îòñ÷¼òà ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî æåñòêîé. Â îáùåì ñëó÷àå ñèñòå-

ìà îòñ÷åòà, ïîëó÷àþùàÿñÿ èç èíåðöèàëüíîé ïðåîáðàçîâàíèÿìè T = t,
X = R(t, x1, x2, x3), V = ∂0R, áóäåò ëîêàëüíî æåñòêîé, åñëè òåíçîð

γij =
(V∂iR) (V∂jR)

1−V2
+ ∂iR ∂jR, (9.42)

íå çàâèñèò îò âðåìåíè. Ïîñòóïàòåëüíî óñêîðåííûå ñèñòåìû (9.17) ïðè

ëþáîé �óíêöèè v(t) ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî æåñòêèìè.
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• Íåâîçìîæíîñòü ñèíõðîíèçàöèè ÷àñîâ òèïè÷íà äëÿ íåèíåðöèàëüíûõ

ñèñòåì îòñ÷¼òà. Ýòà ïðîáëåìà, êàê ìû çíàåì, îòñóòñòâóåò â èíåðöèàëü-

íûõ ñèñòåìàõ. �àññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà âûâîä ïðåîáðàçîâàíèé

Ëîðåíöà ïðè ïîìîùè êîîðäèíàòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé �àëèëåÿ [19℄:

T = t, X = x+ vt. (9.43)

Âåëè÷èíû T è X áóäåì ñ÷èòàòü �èçè÷åñêèì âðåìåíåì è êîîðäèíàòîé

ñîáûòèÿ â ñèñòåìå S0 : {T, X}. Òî÷êè ñèñòåìû S : {t, x} äâèæóòñÿ

îòíîñèòåëüíî S0 ñî ñêîðîñòüþ v. Ýòî ó÷òåíî â ïðåîáðàçîâàíèè X = x+
vt, èç êîòîðîãî (â ñèëó t = T ) ñëåäóåò, ÷òî â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå S0

òðàåêòîðèÿ òî÷êè ñ êîîðäèíàòîé x èìååò âèä X = x + vT . Ïîäîáíîå

ïðåîáðàçîâàíèå ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì îáùåãî ñëó÷àÿ (9.15).

Ïðåîáðàçîâàíèÿ (9.43) äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíû, ïîýòîìó ÷èñëà {t, x}
� ýòî êîîðäèíàòíûå âåëè÷èíû. ×òîáû óñòàíîâèòü èõ ñâÿçü ñ �èçè÷åñêèìè

âåëè÷èíàìè, çàïèøåì èíòåðâàë ds2 = dT 2 − dX2
â íîâûõ êîîðäèíàòàõ:

ds2 = (1− v2) dt2 − 2v dt dx− dx2, (9.44)

îòêóäà, èñïîëüçóÿ îáùèå �îðìóëû èëè ñðàçó âûäåëÿÿ ïîëíûé êâàäðàò

ïî dt, èìååì:

δτ =
√

1− v2 dt− v dx√
1− v2

, δl =
dx√
1− v2

.

Êîý��èöèåíòû ó äè��åðåíöèàëîâ dt è dx â δτ ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè,

ïîýòîìó óñëîâèÿ âîçìîæíîñòè ñèíõðîíèçàöèè ÷àñîâ (9.40) âûïîëíÿþòñÿ

è δτ , δl ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü:

τ = t
√

1− v2 − vx√
1− v2

, l =
x√

1− v2
.

Âûðàæàÿ {t, x} ÷åðåç {τ, l} è ïîäñòàâëÿÿ èõ â (9.43), ïîëó÷àåì ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà:

T =
τ + vl√
1− v2

, X =
x+ vτ√
1− v2

,

ñâÿçûâàþùèå óæå íå êîîðäèíàòíûå âåëè÷èíû, à �èçè÷åñêèå. Êîîðäè-

íàòíàÿ ñêîðîñòü ñâåòà ïîëó÷àåòñÿ èç óñëîâèÿ ds = 0:

dx

dt
= ±1− v.

Òàêàÿ ñêîðîñòü ïðè äâèæåíèè ïðîòèâ îñè x (çíàê ìèíóñ) ïî ìîäóëþ

áîëüøå åäèíèöû. Ïðè ýòîì, êîíå÷íî, �èçè÷åñêàÿ ñêîðîñòü ñâåòà δl/δτ

ïî-ïðåæíåìó ðàâíà åäèíèöå.
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9.5 Èíâàðèàíòíîñòü �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí

∗

• Ïåðåõîä ê íîâîìó êîîðäèíàòíîìó âðåìåíè è äðóãîìó ñïîñîáó íóìå-
ðàöèè òî÷åê 3-ïðîñòðàíñòâà

x′0 = x′0(x0, x1, x2, x3), x′i = x′i(x1, x2, x3) (9.45)

íå ìåíÿåò ñèñòåìû îòñ÷åòà. Ïîýòîìó �èçè÷åñêèå âðåìÿ è äëèíà íå äîëæ-

íû èçìåíèòüñÿ. Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòî. Ïðåæäå âñåãî çàïèøåì èíòåðâàë

�èçè÷åñêîãî âðåìåíè (9.32) â ñëåäóþùåì âèäå:

δτ =
dx · e0
|e0|

. (9.46)

Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê dx = dxα eα è eαeβ = gαβ, èìååì:

dx · e0 = dxα eα · e0 = g0α dx
α = g00 dt+ g0i dx

i.

�àçäåëèâ íà |e0| =
√
e0 · e0 =

√
g00, ïîëó÷àåì dτ .

Ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ (9.45), áàçèñíûé âåêòîð e0 íå ìåíÿåò ñâîåé îðè-
åíòàöèè, òàê êàê èç (9.23) ñëåäóåò, ÷òî:

e0 =
∂x′β

∂x0
e′β =

∂x′0

∂x0
e′0.

Â äðóãèõ êîîðäèíàòàõ áàçèñíûå âåêòîðû èçìåíÿþòñÿ. Îäíàêî, åñëè ïðå-

îáðàçîâàíèÿ íå ìåíÿþò ñèñòåìû îòñ÷¼òà, íå ìåíÿåòñÿ è åäèíè÷íûé âåê-

òîð e0/|e0|. Ïîýòîìó ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ (9.45) íå ìåíÿåòñÿ è δτ (9.46).
Ñîîòâåòñòâåííî, â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè èíòåðâàëà ds2 = δτ 2 − δl2, íå

ìåíÿåòñÿ è �èçè÷åñêàÿ äëèíà δl. Ïðè ýòîì îïðåäåëÿþùèé å¼ òåíçîð γij,
èçìåíÿåòñÿ. Çàïèñûâàÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà

gµν = ∂µx
′α∂νx

′β g′αβ

è âûäåëÿÿ â í¼ì âðåìåííîé è ïðîñòðàíñòâåííûå èíäåêñû (îòáðàñûâàÿ

÷ëåíû ñ ∂0x
′i = 0), íåñëîæíî (⋖H36) ïîëó÷èòü:

γij = ∂ix
′p∂jx

′q γ ′
pq, (9.47)

ãäå γ ′
ij âûðàæàåòñÿ ÷åðåç g

′
µν òàê æå, êàê è γij ÷åðåç gµν . Òàêèì îáðàçîì,

γij � òåíçîð îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé (9.45).
Åäèíè÷íûé âåêòîð e0/|e0| èìååò ñìûñë 4-âåêòîðà ñêîðîñòè äàííîé òî÷-

êè íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà. Äåéñòâèòåëüíî, çàïèñûâàÿ ïðåîá-

ðàçîâàíèå èç ëîðåíöåâûõ êîîðäèíàò â êðèâîëèíåéíûå (ñòð. 245), èìååì:

u =
e0
|e0|

=
∂0X

β nβ√
e0e0

=
∂0X

0n0 + ∂0X
ini√

g00
=

n0√
1−U2

+
U ini√
1−U2

,

ãäå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ó÷òåíû ñîîòíîøåíèÿ (9.13), (9.14), ñòð. 241.
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• �àññìîòðèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà âåëè÷èí γij (9.33), îïðåäåëÿþùèõ
�èçè÷åñêóþ äëèíó δl â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà.

⊲ Ìàòðèöà γij ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ê ïðîñòðàíñòâåííûì êîìïîíåíòàì

ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ñ âåðõíèìè èíäåêñàìè gij:

γjk γ
ki = δij, γij = −gij. (9.48)

Äåéñòâèòåëüíî, ðàñïèøåì óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè ìåòðè÷åñêèõ òåíçî-

ðîâ ñ âåðõíèìè è íèæíèìè èíäåêñàìè gαγ gγβ = δαβ äëÿ α = i, β = 0:

gi0 g00 + gik gk0 = 0 => gi0 = −gik gk0
g00

. (9.49)

Åñëè æå α = i, β = j òî, ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ gi0, ïîëó÷àåì:

δij = gi0 g0j + gik gkj = −gik
(
gk0g0j
g00

− gkj

)

= −gikγkj.

⊲ Èíîãäà óäîáíî ââîäèòü 3-âåêòîð γ, êîìïîíåíòû êîòîðîãî ñ âåðõíèìè

è íèæíèìè èíäåêñàìè îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

γi = −g0i
g00

, γi = −g0i. (9.50)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (9.49) è (9.48) ýòè êîìïîíåíòû ñâÿçàíû äðóã ñ äðó-

ãîì ïðè ïîìîùè 3-ìåðíîé ìåòðèêè γij òàê, ÷òî γi = γijγ
j
è γi = γijγj.

Â ðàìêàõ äàííîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà êîîðäèíàòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ âèäà

x′0 = x0
, x′i = x′i(x1, x2, x3) íå ìåíÿþò èõ ñâ¼ðòêó:

γ2 = γiγ
i = γij γ

iγj = γij γiγj =
1

g00
− g00, (9.51)

ãäå ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî äîêàçûâàåòñÿ ðàñïèñûâàíèåì óñëîâèÿ îðòîãî-

íàëüíîñòè gαγ gγβ = δαβ äëÿ α = β = 0.

⊲ Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì îïðåäåëèòåëåé ìîæíî òàêæå ïðîâåðèòü ñëå-

äóþùåå ñîîòíîøåíèå:

g = −g00 γ, (9.52)

ãäå g = det(gαβ) è γ = det(γij), ò.å. ñëåâà ñòîèò îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû
4x4, ñîñòàâëåííîé èç êîý��èöèåíòîâ gαβ, à ñïðàâà îïðåäåëèòåëü ìàòðè-
öû 3x3 èç êîý��èöèåíòîâ γij. Èõ îòíîøåíèå ðàâíî −g00.

⊲ Îòìåòèì òðåáîâàíèå äîïóñòèìîñòè êîîðäèíàò g00 > 0, ñâÿçàííîå

ñ ïîëîæèòåëüíîñòüþ ïîäêîðåííîãî âûðàæåíèÿ

√
g00 â ñîáñòâåííîì âðå-

ìåíè (9.34). �àññòîÿíèå òàêæå äîëæíî áûòü ïîëîæèòåëüíûì, ïîýòîìó

ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà �îðìà: γij dx
idxj > 0 è γ = det(γij) > 0, à, â

ñèëó (9.52), g = det(gαβ) < 0.
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9.6 Æ¼ñòêèå ñèñòåìû îòñ÷¼òà

Æåñòêîñòü (êàê áû ìû å¼ íå îïðåäåëÿëè), êàê è ìíîãèå äðóãèå ý�-

�åêòû ðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè � ïîíÿòèå îòíîñèòåëüíîå. Íåæ¼ñòêàÿ ðàâ-

íîóñêîðåííàÿ ñèñòåìà (ñòð. 183) ÿâëÿåòñÿ ýòîìó õîðîøåé èëëþñòðàöèåé.

Îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû å¼ òî÷êè äâèæóòñÿ ïî òðàåêòîðè-

ÿì:

X = x+
1

a

[√

1 + (aT )2 − 1
]

. (9.53)

Ïðè ýòîì òî÷êè ñ ðàçëè÷íîé êîîðäèíàòîé x èìåþò îäèíàêîâîå ñîáñòâåí-

íîå óñêîðåíèå. �àññòîÿíèå ìåæäó íèìè â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà

îñòà¼òñÿ íåèçìåííûì (∆X = ∆x íå çàâèñèò îò âðåìåíè T ). Îäíàêî, ðà-
äèîëîêàöèîííîå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì

(ñòð. 185). Ïîýòîìó íàáëþäàòåëè, ñâÿçàííûå ñ òàêîé ñèñòåìîé îòñ÷¼òà, íå

ñ÷èòàþò å¼ æåñòêîé.

È íàîáîðîò, â æåñòêîé ðàâíîóñêîðåííîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà (ñòð. 160),

ðàññòîÿíèå ìåæäó íàáëþäàòåëÿìè íåèçìåííî. Îäíàêî â ëàáîðàòîðíîé

ñèñòåìå ýòè íàáëþäàòåëè äâèæóòñÿ ñ ðàçëè÷íûìè ñêîðîñòÿìè ïî òðàåê-

òîðèÿì

X =
1

a

[√

(1 + ax)2 + (aT )2 − 1
]

. (9.54)

Äëÿ íåïîäâèæíûõ íàáëþäàòåëåé òàêàÿ �æåñòêàÿ� ðàâíîóñêîðåííàÿ ñè-

ñòåìà îòñ÷¼òà íå âûãëÿäèò æåñòêîé (∆X óáûâàåò ñî âðåìåíåì è ðàññòî-

ÿíèå ìåæäó òî÷êàìè íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà óìåíüøàåòñÿ).

Îáñóæäàÿ äàëåå æåñòêîñòü ñèñòåìû îòñ÷¼òà, ìû áóäåì ïîäðàçóìåâàòü,

÷òî îíà âûïîëíÿåòñÿ äëÿ íàáëþäàòåëåé, ñâÿçàííûõ ñ ýòîé ñèñòåìîé. Àíà-

ëîãè÷íî ñîáñòâåííîìó âðåìåíè, áóäåì íàçûâàòü å¼ ñîáñòâåííîé æåñò-

êîñòüþ ñèñòåìû îòñ÷¼òà.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî âñåãäà ïîäðàçóìåâàåòñÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ æåñò-

êîñòü ñèñòåìû îòñ÷¼òà è ñâÿçàííûõ ñ íåé òåë. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ý��åê-

òû äå�îðìàöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèë, äåéñòâóþùèõ âíóòðè �òâ¼ðäîãî

òåëà� âûõîäÿò çà ðàìêè íàøåãî ðàññìîòðåíèÿ. Æ¼ñòêàÿ ñèñòåìà îòñ÷¼-

òà, ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ñîâîêóïíîñòü òî÷åê, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè

ïðè äâèæåíèè ñèñòåìû â òîì èëè èíîì ñìûñëå îñòà¼òñÿ íåèçìåííûì. Ñ

êàæäîé òî÷êîé ìûñëåííî ñâÿçàí íàáëþäàòåëü, èìåþùèé ÷àñû è ëèíåé-

êó. �àâíûå èì ýòàëîíû âðåìåíè è äëèíû íàõîäÿòñÿ ó ñîïóòñòâóþùåãî ê

íåìó íàáëþäàòåëÿ â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå. Â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ íåèíåð-

öèàëüíîé ñèñòåìû â îáùåì ñëó÷àå íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü ðàçëè÷íûå

ñîïóòñòâóþùèå èíåðöèàëüíûå ñèñòåìû îòñ÷¼òà.
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Âîçìîæíî òðè îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííîé æåñòêîñòè:

I. Ñîïóòñòâóþùàÿ æåñòêîñòü: âñå òî÷êè ñèñòåìû îòñ÷¼òà èìå-

þò íóëåâóþ ñêîðîñòü â ñîïóòñòâóþùåé ê îäíîé èç òî÷åê èíåðöè-

àëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà.

II. Ëîêàëüíàÿ æåñòêîñòü: òåíçîð γij = −gij + g0ig0j/g00, îïðå-
äåëÿþùèé ýëåìåíò áåñêîíå÷íî ìàëîé �èçè÷åñêîé äëèíû, íå çà-

âèñèò îò âðåìåíè.

III. �ëîáàëüíàÿ æåñòêîñòü: ðàäèîëîêàöèîííîå ðàññòîÿíèå ìåæ-

äó ëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìè ñèñòåìû îòñ÷¼òà ïîñòîÿííî.

Ýòè òðè îïðåäåëåíèÿ íå ýêâèâàëåíòíû äðóã äðóãó. Îñîáåííî íåîæèäàí-

íûì ýòî ìîæåò ïîêàçàòüñÿ ïî îòíîøåíèþ ê ïîñëåäíèì äâóì îïðåäåëå-

íèÿì. Â îñíîâå ïðîöåäóðû, äàþùåé γij ëåæèò ðàäèîëîêàöèîííîå ðàññòî-
ÿíèå ìåæäó äâóìÿ áåñêîíå÷íî áëèçêèìè òî÷êàìè. Òåì íå ìåíåå, îêàçû-

âàåòñÿ, ÷òî èç åãî ïîñòîÿíñòâà, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñëåäóåò ãëîáàëüíîé

æåñòêîñòè ñèñòåìû îòñ÷¼òà. Òî åñòü, áåñêîíå÷íî ìàëûå ðàäèîëîêàöèîí-

íûå ðàññòîÿíèÿ ìîãóò áûòü ïîñòîÿííûìè, è ïðè ýòîì ðàññòîÿíèå ìåæäó

óäàë¼ííûìè òî÷êàìè ñèñòåìû îòñ÷¼òà èçìåíÿòüñÿ ñî âðåìåíåì. Ìû ïðî-

äåìîíñòðèðóåì ýòî íèæå íà ïðèìåðå íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû, äâèæó-

ùåéñÿ ïîñòóïàòåëüíî ñ ïðîèçâîëüíîé ñêîðîñòüþ.

Â æåñòêîé ðàâíîóñêîðåííîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà âñå òðè êðèòåðèÿ âûïîë-

íÿþòñÿ. Ïîñòîÿíñòâî ðàäèîëîêàöèîííîãî ðàññòîÿíèÿ â ãëàâå 6 áûëî èñ-

ïîëüçîâàíî äëÿ îïðåäåëåíèÿ òðàåêòîðèé äâèæåíèÿ òàêîé ñèñòåìû. Å¼

ìåòðèêà â êîîðäèíàòàõ Ì¼ëëåðà

ds2 = (1 + ax)2 dt2 − dx2 − dy2

ïðèâîäèò ê åâêëèäîâîé �èçè÷åñêîé äëèíå

δl2 = dx2 + dy2,

íå çàâèñÿùåé îò âðåìåíè. Ïîýòîìó êðèòåðèé ëîêàëüíîé æåñòêîñòè òàê-

æå âûïîëíÿåòñÿ. Íèæå ìû óâèäèì, ÷òî ýòà ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ æåñòêîé

è â ñîïóòñòâóþùåì ñìûñëå. Â ýòîì îòíîøåíèè îíà âûäåëÿåòñÿ èç âñåãî

ðàçíîîáðàçèÿ íåèíåðöèàëüíûõ ñèñòåì îòñ÷¼òà.

Âðàùàþùàÿñÿ ñèñòåìà æåñòêà è â ëîêàëüíîì (9.41) è â ãëîáàëüíîì

ñìûñëàõ (ñòð. 181). Îäíàêî, äëÿ íå¼ íå âûïîëíÿåòñÿ êðèòåðèé ñîïóòñòâó-

þùåé æåñòêîñòè. Â äâèæóùåéñÿ ñ ïîäõîäÿùåé ñêîðîñòüþ èíåðöèàëüíîé

ñèñòåìå, íóëåâóþ ñêîðîñòü áóäåò èìåòü òîëüêî îäíà òî÷êà âðàùàþùåãîñÿ

äèñêà. Ýòî, î÷åâèäíî, ñïðàâåäëèâî êàê â òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, òàê è

â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå.
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• Ïîëó÷èì ïðè ïîìîùè êðèòåðèÿ ñîïóòñòâóþùåé æåñòêîñòè çàêîí

äâèæåíèÿ òî÷åê æåñòêîé ðàâíîóñêîðåííîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà. Ïóñòü ïðî-

èçâîëüíàÿ òî÷êà x ñèñòåìû äâèæåòñÿ ïî òðàåêòîðèè:

X = x+
1

ax

[√

1 + (axT )2 − 1
]

, (9.55)

ãäå ax � êîíñòàíòû, çàâèñÿùèå îò íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ òî÷êè x = X(0).

Èçáàâèìñÿ â òðàåêòîðèè îò êîðíÿ, ïåðåïèñàâ å¼ â ñëåäóþùåì âèäå:

(1− axx)
2 + 2ax (1− axx)X = 1 + a2x (T

2 −X2). (9.56)

Ïîäñòàâèì â ýòî óðàâíåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà ìåæäó ëàáîðàòîð-

íîé ñèñòåìîé S0 è èíåðöèàëüíîé ñèñòåìîé S ′
0 : {T ′, X ′}, äâèæóùåéñÿ

îòíîñèòåëüíî S0 ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ U0:

{
T = γ0 (T

′ + U0X
′)

X = γ0 (X
′ + U0T

′),

ãäå γ0 = 1/
√

1− U 2
0 . Â ïðàâîé ÷àñòè (9.56) ñòîèò èíâàðèàíò, ïîýòîìó:

(1− axx)
2 + 2ax (1− axx) γ0 (X

′ + U0T
′) = 1 + a2x (T

′2 −X ′2).

Äëÿ äàííîé òî÷êè (x = const) âîçüì¼ì ïðîèçâîäíóþ ëåâîé è ïðàâîé

÷àñòè ïî T ′
, ïîëîæèâ

U ′ =
dX ′

dT ′ = 0

(â ñîïóòñòâóþùåé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå ñêîðîñòü òî÷êè x ðàâíà íóëþ).

Â ðåçóëüòàòå, ïîëó÷àåì:

T ′ =
1− axx

ax
γ0U0. (9.57)

Òàêîå âðåìÿ äîëæíî áûòü îäèíàêîâûì äëÿ ëþáûõ êîîðäèíàò x (âñå òî÷-

êè S â S ′
0 íåïîäâèæíû). Ýòî âîçìîæíî, åñëè â (9.57) ìíîæèòåëü ïðè γ0U0

íå çàâèñèò îò x:

ax =
a

1 + ax
, (9.58)

ãäå a = const � ñîáñòâåííîå óñêîðåíèå òî÷êè x = 0. Ïîäñòàâëÿÿ ax â

(9.55), ïîëó÷àåì (9.54) Òàêàÿ ñèñòåìà òî÷åê îáëàäàåò ñîïóòñòâóþùåé

æåñòêîñòüþ è îáðàçóåò æåñòêóþ ðàâíîóñêîðåííóþ ñèñòåìó (ñòð. 163).
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• �àññìîòðèì òåïåðü ñèñòåìó, äâèæóùóþñÿ ñ ïðîèçâîëüíîé ñêîðîñòüþ

âäîëü îñè X (ñòð. 242). Å¼ èíòåðâàë â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè èìååò âèä

ds2 = [1 + w(t) x]2 dt2−dx2
è ïðèâîäèò ê åâêëèäîâîé �èçè÷åñêîé äëèíå.

Ñëåäîâàòåëüíî, òàêàÿ ñèñòåìà îòñ÷¼òà ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî æ¼ñòêîé. �àç-

áåð¼ìñÿ, îäíàêî, âûïîëíÿåòñÿ ëè äëÿ íå¼ êðèòåðèé ãëîáàëüíîé æåñòêî-

ñòè. �àâåíñòâî íóëþ èíòåðâàëà ds2 = 0 äà¼ò ñëåäóþùåå äè��åðåíöè-

àëüíîå óðàâíåíèå:

dx

dt
= ±(1 + w x). (9.59)

Ïóñòü ñâåòîâîé ñèãíàë îòïðàâëÿåòñÿ â ìîìåíò âðåìåíè t1 èç íà÷àëà ñè-

ñòåìû îòñ÷¼òà x = 0. Â ìîìåíò âðåìåíè t2 îí òóäà âîçâðàùàåòñÿ, îòðà-

çèâøèñü îò òî÷êè ñ êîîðäèíàòîé x > 0. �àññìîòðèì äâèæåíèå â ñòîðîíó

âîçðàñòàíèÿ êîîðäèíàòû (çíàê ïëþñ). Òàê êàê x(t1) = 0, èç (9.59) ñëåäó-
åò, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè t = t1:

dx

dt

∣
∣
∣
t=t1

= 1,
d2x

dt2

∣
∣
∣
t=t1

=
(dw

dt
x+

dx

dt
w
)

t=t1
= w(t1),

ãäå âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîëó÷åíà äè��åðåíöèðîâàíèåì (9.59). Ïîýòîìó

òðàåêòîðèÿ óäàëÿþùåãîñÿ ñèãíàëà èìååò âèä:

x+(t) ≈ (t− t1) + w(t1)
(t− t1)

2

2
+ ...

Àíàëîãè÷íî íàõîäèòñÿ òðàåêòîðèÿ ïðèáëèæàþùåãîñÿ ê íà÷àëó îòñ÷¼òà

ñèãíàëà x(t2) = 0, ñîîòâåòñòâóþùàÿ â (9.59) çíàêó ìèíóñ:

x−(t) ≈ (t2 − t) + w(t2)
(t2 − t)2

2
+ ...

Ïðè îòðàæåíèè ýòè äâå òðàåêòîðèè ñîâïàäàþò: x+(t) = x−(t) = x. �åøàÿ

êâàäðàòíûå óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî t− t1 > 0 è t2 − t > 0 è ñêëàäûâàÿ
ðåøåíèÿ, ïîëó÷àåì:

t2 − t1 ≈
√
1 + 2w1 x− 1

w1
+

√
1 + 2w2 x− 1

w2
,

ãäå w1 = w(t1) è w2 = w(t2). Ïðè ìàëîì èíòåðâàëå âðåìåíè t2− t1, êîîð-

äèíàòà òî÷êè îòðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíîé òîãî æå ïîðÿäêà ìàëîñòè.

Ïîýòîìó ðàçëîæèì êîðåíü äî ìàëûõ x2
âêëþ÷èòåëüíî:

l =
t2 − t1

2
≈ x− w(t1)

2
x2, (9.60)

ãäå ÷ëåí (w1 + w2) x
2
ñ òî÷íîñòüþ äî âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè çàìåíåí

íà 2w1 x
2
. Òàê êàê äëÿ íàáëþäàòåëÿ â íà÷àëå ñèñòåìû îòñ÷¼òà x = 0

ñîáñòâåííîå âðåìÿ ñîâïàäàåò ñ êîîðäèíàòíûì, ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå

ÿâëÿåòñÿ ðàäèîëîêàöèîííûì ðàññòîÿíèåì ê òî÷êå ñ êîîðäèíàòîé x.
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Â ïåðâîì ïîðÿäêå ìàëîñòè ýòî ðàññòîÿíèå ïîñòîÿííî, ÷òî îòðàæåíî â

ïîñòîÿíñòâå �èçè÷åñêîé äëèíû δl2 = dx2 + dy2. Îäíàêî óæå ñëåäóþùåå
ïðèáëèæåíèå ïî x îêàçûâàåòñÿ çàâèñÿùèì îò âðåìåíè ïîñûëêè ñèãíàëà,

åñëè òîëüêî âåëè÷èíà w(t) íå ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé. Ïîýòîìó ïîñòîÿí-

ñòâî áåñêîíå÷íî ìàëîãî ðàäèîëîêàöèîííîãî ðàññòîÿíèÿ δl2 = γij dx
idxj

,

âîîáùå ãîâîðÿ, íå ãàðàíòèðóåò, ÷òî êîíå÷íîå ðàäèîëîêàöèîííîå ðàññòî-

ÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè áóäåò ïîñòîÿííûì (ëîêàëüíàÿ æ¼ñòêîñòü íå

âëå÷¼ò çà ñîáîé ãëîáàëüíîé æ¼ñòêîñòè). Ýòî ñâîéñòâî íåèíåðöèàëüíûõ

ñèñòåì îòñ÷¼òà òåñíî ñâÿçàíî ñ äðóãîé îñîáåííîñòüþ. Â æåñòêîé ðàâíî-

óñêîðåííîé ñèñòåìå â êîîðäèíàòàõ Ì¼ëëåðà ðàäèîëîêàöèîííîå ðàññòîÿ-

íèå ðàâíî l = ln(1+ax)/a. Â òî æå âðåìÿ δl2 = dx2+dy2 è ïðè äâèæåíèè
âäîëü îñè x ìû, íà ïåðâûé âçãëÿä, äîëæíû áûëè áû èìåòü l = x.

Ïðè÷èíà ýòèõ ðàñõîæäåíèé êðîåòñÿ â èçìåðèòåëüíîì ñìûñëå �èçè÷å-

ñêîé äëèíû δl2 = γij dx
idxj

. Å¼ ïîëó÷àåò íàáëþäàòåëü, èçìåðÿÿ âðåìÿ

ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâåòîâîãî ñèãíàëà â îáå ñòîðîíû ê áåñêîíå÷íî áëèç-

êîé ê íåìó òî÷êå. Ñóììèðîâàíèå ìàëûõ ýëåìåíòîâ δl âäîëü íåêîòîðîé

êðèâîé, ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî âäîëü ýòîé êðèâîé ðàñïîëîæåíî ìíîæåñòâî

òàêèõ íàáëþäàòåëåé, êàæäûé èç êîòîðûõ ïîëó÷àåò ñâî¼ çíà÷åíèå δl. Îä-

íàêî, âðåìÿ äëÿ ðàçíûõ íàáëþäàòåëåé â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà

â îáùåì ñëó÷àå òå÷¼ò ðàçëè÷íûì îáðàçîì. Ïîýòîìó ñóììà èçìåðåíèé ðà-

äèîëîêàöèîííûõ ðàññòîÿíèé â êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ ÷àñû, ðàñïîëîæåí-

íûå â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ, îòëè÷àåòñÿ îò åäèíñòâåííîãî èçìåðåíèÿ òàêîãî

æå ðàññòîÿíèÿ, ïðîâåäåííîãî îäíèì íàáëþäàòåëåì ïî îäíèì ÷àñàì.

⊲ Õîðîøåé èëëþñòðàöèåé ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âðàùàþùàÿñÿ

ñèñòåìà îòñ÷¼òà. Äëèíó ìîæíî èçìåðÿòü âäîëü ëþáîé ëèíèè ïî êîòîðîé

ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñâåò. Äëÿ íàáëþäàòåëåé, íàõîäÿùèõñÿ íà îäèíàêîâîì

ðàññòîÿíèè îò öåíòðà, òåìï õîäà ÷àñîâ îäèíàêîâ. Ïóñòü ñèãíàë äâèæåòñÿ

ïî îêðóæíîñòè (r = const) îò òî÷êè φ = 0, äî òî÷êè φ > 0 è îáðàòíî.

�àâåíñòâî íóëþ èíòåðâàëà (9.8) ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ:

dφ

dt
= ±1

r
− ω.

Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ íà ïðåäûäóùåé ñòðàíèöå, èìååì:

l =
√
g00

t2 − t1
2

=
rφ

√

1− (ωr)2
,

ãäå ìíîæèòåëü

√
g00 ââåäåí, ÷òîáû ïîëó÷èëîñü �èçè÷åñêîå âðåìÿ. Òà-

êîå æå ðàññòîÿíèå ìû ïîëó÷èì, èíòåãðèðóÿ âûðàæåíèå äëÿ �èçè÷åñêîé

äëèíû (9.41), ñòð. 252 âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå ïðè r = const.
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Èíàÿ ñèòóàöèÿ áóäåò ïðè äâèæåíèè ñâåòîâîãî ñèãíàëà âäîëü ðàäèóñà

(φ = const). Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå åãî äâèæåíèÿ

dr

dt
= ±

√

1− (ωr)2

ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ðàäèîëîêàöèîííîìó ðàññòîÿíèþ äëÿ íàáëþäà-

òåëÿ, ðàñïîëîæåííîãî â öåíòðå âðàùåíèÿ:

l =
1

ω
arcsin(ωr).

Ýòî âûðàæåíèå óæå îòëè÷àåòñÿ îò l = r, êîòîðîå ñëåäóåò ïðè èíòåãðèðî-

âàíèè (9.41) âäîëü ëèíèè φ = const. Íàïîìíèì, ÷òî òî÷êè âðàùàþùåéñÿ
ñèñòåìû îòñ÷¼òà, íàõîäÿùèåñÿ íà ðàçíîì ðàññòîÿíèè r îò îñè âðàùåíèÿ,
èìåþò ðàçëè÷íóþ ñêîðîñòü ωr è ðàçëè÷íîå çàìåäëåíèå ñîáñòâåííîãî âðå-

ìåíè.

⊲ Òàêèì îáðàçîì, îäèíàêîâûé òåìï òå÷åíèÿ âðåìåíè âäîëü òðàåêòî-

ðèè ñâåòîâîãî ñèãíàëà ïðèâîäèò ê ñîâïàäåíèþ ðåçóëüòàòà åäèíè÷íîãî

ðàäèîëîêàöèîííîãî èçìåðåíèÿ ðàññòîÿíèÿ è ñóììû èçìåðåíèé áåñêîíå÷-

íî ìàëûõ ðàññòîÿíèé. Åñëè æå òåìï òå÷åíèÿ âðåìåíè âäîëü òðàåêòîðèè

ðàçëè÷åí, òî ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé áóäóò îòëè÷àòüñÿ.

Â ñâÿçè ñ ýòèì îòìåòèì åù¼ îäèí ìîìåíò. Îòêëîíåíèå �èçè÷åñêîé äëè-

íû δl2 = γij dx
idxj

îò åâêëèäîâîãî âûðàæåíèÿ, îáû÷íî èíòåðïðåòèðóåòñÿ

êàê íååâêëèäîâîñòü 3-ïðîñòðàíñòâà â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà.

Ñòîèò èìåòü ââèäó, ÷òî ïîäîáíàÿ íååâêëèäîâîñòü ñóùåñòâåííî îòëè÷àåò-

ñÿ îò íååâêëèäîâîñòè îáû÷íûõ èñêðèâë¼ííûõ ïðîñòðàíñòâ. Â ãåîìåòðèè

íåò âðåìåíè. Äëèíà ëèíèè ðàâíà ñóììå äëèí å¼ áåñêîíå÷íî ìàëûõ ýëå-

ìåíòîâ. Îäíàêî îáà ýòè óòâåðæäåíèÿ íå âûïîëíÿþòñÿ â íåèíåðöèàëüíûõ

ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà. Ïîýòîìó ðàññìîòðåíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïðî-

ñòðàíñòâà, íàïðèìåð, ñ ìåòðèêîé (9.41), íåñêîëüêî �îðìàëüíî. Ê ïðè-

ìåðó, �èçè÷åñêàÿ äëèíà â æåñòêîé ðàâíîóñêîðåííîé ñèñòåìå åâêëèäîâà:

δl2 = dx2+ dy2. Ýòà äëèíà ïîëó÷åíà â ðåçóëüòàòå àíàëèçà ðàñïðîñòðàíå-

íèÿ ñâåòà íà áåñêîíå÷íî ìàëîå ðàññòîÿíèå. Îäíàêî, â òàêîì åâêëèäîâîì

ïðîñòðàíñòâå òîò æå ñâåò, ðàñïðîñòðàíÿñü íà êîíå÷íûå ðàññòîÿíèÿ, äâè-

æåòñÿ íå ïî ïðÿìûì, à ïî èñêðèâë¼ííûì ëèíèÿì.

Çà ãåîìåòðè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè ìåòðèêè γij íåîáõîäèìî âèäåòü ìíî-
æåñòâî íàáëþäàòåëåé, èñïîëüçóþùèõ ðàçëè÷íûå ÷àñû äëÿ èçìåðåíèÿ

ðàäèîëîêàöèîííûõ ðàññòîÿíèé â ñâîèõ íåïîñðåäñòâåííûõ îêðåñòíîñòÿõ.

�åîìåòðèÿ 3-ïðîñòðàíñòâà íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû, îñíîâàííàÿ íà γij,
ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðèåé, îáúåäèíÿþùåé òàêèå áåñêîíå÷íî ìàëûå ëîêàëüíûå

èçìåðåíèÿ.
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9.7 Æ¼ñòêîñòü ïî Áîðíó

∗

• Èñòîðè÷åñêè ïåðâûì ïîíÿòèå æ¼ñòêîñòè â òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè

ââ¼ë â 1909ã. Ìàêñ Áîðí [6℄. Îí ðàññìàòðèâàë íåêîòîðîå òåëî, êàæäàÿ

òî÷êà êîòîðîãî îäíîçíà÷íî õàðàêòåðèçóåòñÿ (íóìåðóåòñÿ) òðåìÿ êîîð-

äèíàòàìè xi = {x, y, z} è â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà äâèæåòñÿ ïî

òðàåêòîðèè Xα = Xα(τ, xi), ãäå τ � ñîáñòâåííîå âðåìÿ ÷àñîâ, ñâÿçàííûõ

ñ òî÷êîé. Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå òåëî ñ÷èòàåòñÿ æåñòêèì, åñëè ðàññòî-

ÿíèå ìåæäó äâóìÿ åãî òî÷êàìè, èçìåðåííîå â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè, â

äàëüíåéøåì íå ìåíÿåòñÿ (íèæå ïåðâûé ðèñóíîê). Òàêîå îïðåäåëåíèå íå

ÿâëÿåòñÿ ðåëÿòèâèñòñêè èíâàðèàíòíûì è â ëþáîé äðóãîé ñèñòåìå îòñ÷¼-

òà áóäåò íàðóøåíî (îäíîâðåìåííîñòü îòíîñèòåëüíà). Ïîýòîìó Áîðí ïî-

òðåáîâàë äëÿ æåñòêîãî òåëà íåèçìåííîñòè áåñêîíå÷íî ìàëîãî ðàññòîÿíèÿ

â 4-ïðîñòðàíñòâå â ãèïåðïëîñêîñòè, îðòîãîíàëüíîé òðàåêòîðèÿì äâóõ ñî-

ñåäíèõ òî÷åê (íèæå âòîðîé ðèñóíîê):

T

T = const
êëàññè÷åñêàÿ

ìåõàíèêà

T
ðåëÿòèâèñòñêàÿ

òåîðèÿ

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî îðòîãîíàëüíîñòü 4-âåêòîðîâ (a0b0 = a1b1) íà åâ-

êëèäîâîé ïëîñêîñòè èçîáðàæàåòñÿ íåïåðïåíäèêóëÿðíûìè ëèíèÿìè.

Âìåñòî æ¼ñòêîé íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû, ñëåäóÿ Áîðíó, áóäåì ãîâî-

ðèòü î æ¼ñòêîì òåëå. Çàïèøåì òðàåêòîðèþ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè òàêîãî

òåëà îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû S0 : {T, X, Y, Z}:
Xα = Xα(τ, x1, x2, x3). (9.61)

Ïðè ýòîì xi
� ýòî êîîðäèíàòû, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþùèå �èêñèðîâàí-

íóþ òî÷êó òåëà, à τ � å¼ ñîáñòâåííîå âðåìÿ è, êàê îáû÷íî, Xα = {T, X}.
Íèæå ìû èñïîëüçóåì áåçûíäåêñíóþ çàïèñü â êîòîðîé ïðÿìûì øðè�òîì

îáîçíà÷àþòñÿ 4-âåêòîðû (A · B = AαBα è ò.ä.).

Èíòåðâàë âäîëü òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ òî÷êè ñîâïàäàåò ñ èçìåíåíèåì

å¼ ñîáñòâåííîãî âðåìåíè:

dτ 2 = dXαdXα = (∂0X
α)(∂0Xα) dτ

2 ≡ (∂0X)
2 dτ 2,

ãäå ïîäñòàâëåíû äè��åðåíöèàëû dXα = ∂0X
α dτ , çàïèñàííûå ïðè ïî-

ñòîÿíñòâå êîîðäèíàò xi
è ∂0 = ∂/∂τ . Òàêèì îáðàçîì:

(∂0X)
2 = 1. (9.62)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî òàêîå ëàêîíè÷íîå óðàâíåíèå íà ñàìîì äåëå ÿâ-

ëÿåòñÿ êðàòêîé çàïèñüþ óðàâíåíèÿ (∂0T )
2 − (∂0X)2 = 1.
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�àññìîòðèì äâå ñîñåäíèå òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè xi
è xi + dxi

. Ïîëî-

æåíèå ïåðâîé òî÷êè ñîîòâåòñòâóåò ìîìåíòó ñîáñòâåííîãî âðåìåíè τ , à
âòîðîé: τ + dτ . �àññòîÿíèå ìåæäó ýòèìè òî÷êàìè â ïðîñòðàíñòâå Ìèí-

êîâñêîãî îïðåäåëÿåòñÿ 4-âåêòîðîì:

dX = ∂0X dτ + ∂iX dxi, (9.63)

ãäå ∂i = ∂/∂xi
. Ýòî îáû÷íûé äè��åðåíöèàë �óíêöèè 4-õ ïåðåìåííûõ

τ , x1
, x2

, x3
. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèÿ dτ , ïîòðåáóåì, ÷òîáû âåêòîð

dX áûë îðòîãîíàëåí ê 4-âåêòîðó ∂0X, êàñàòåëüíîìó ê òðàåêòîðèè ïðè

èçìåíåíèè ñîáñòâåííîãî âðåìåíè:

xi + dxi xi

τ + dτ
τ

dX

∂0X

dX · ∂0X = 0. (9.64)

Ïðè òàêîì âûáîðå òåëî, ïî îïðåäåëåíèþ Áîðíà, ñ÷èòàåòñÿ æ¼ñòêèì,

åñëè äëèíà âåêòîðà dX íå ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì:

(dX)2 = const. (9.65)

Èç ñîîòíîøåíèÿ îðòîãîíàëüíîñòè è (9.63), (9.62) ïîëó÷àåì

dτ = −(∂0X · ∂iX) dxi.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî çíà÷åíèå â êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ (9.63) ìåæäó òî÷êàìè

(dX)2 = dτ 2 + 2(∂0X · ∂iX) dτdxi + (∂iX · ∂jX) dxidxj,

èìååì:

(dX)2 =
{
∂iX · ∂jX− (∂0X · ∂iX)(∂0X · ∂jX)

}
dxidxj.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â �èãóðíûõ ñêîáêàõ � ýòî gij, à âòîðîå � ïðîèçâåäåíèå

g0ig0j. Äåéñòâèòåëüíî, èíòåðâàë ðàâåí:

ds2 = (dX)2 = (∂αX · ∂βX) dxαdxβ = gαβ dx
αdxβ,

ïîýòîìó ìåòðè÷åñêèå êîý��èöèåíòû gαβ íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû, ñâÿ-

çàííîé ñ òåëîì ðàâíû ∂αX · ∂βX. Ïðè ýòîì, òàê êàê â ïðåîáðàçîâàíèÿõ

(9.61) τ � ñîáñòâåííîå âðåìÿ, òî g00 = (∂0X)
2 = 1, ñì. òàê æå ñòð. 241.

Òàêèì îáðàçîì, êðèòåðèé æ¼ñòêîñòè Áîðíà ýêâèâàëåíòåí ïîñòîÿíñòâó

òåíçîðà γij, îïðåäåëÿþùåãî �èçè÷åñêóþ äëèíó. Çàìåòèì, ÷òî Áîðí ñ�îð-

ìóëèðîâàë ñâîé êðèòåðèé æåñòêîñòè äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ïðåîáðàçîâà-

íèé â êîòîðûõ êîîðäèíàòíîå âðåìÿ t ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âðåìåíåì τ
òî÷êè íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà. Åñëè ìû îòêàæåìñÿ îò óñëîâèÿ

(9.62), òî ïîëó÷èòñÿ îáùåå âûðàæåíèå (9.33).
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9.8 Äâèæåíèå ÷àñòèö è ñâåòà

Ïðîñòðàíñòâî â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà íå ÿâëÿåòñÿ îäíîâðå-

ìåííî èçîòðîïíûì è îäíîðîäíûì, êàê ýòî áûëî â èíåðöèàëüíûõ ñèñòå-

ìàõ. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ñâîáîäíûå ÷àñòèöû óæå íå äâèæóòñÿ ðàâ-

íîìåðíî è ïðÿìîëèíåéíî. Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ãîâîðèòñÿ, ÷òî íà

÷àñòèöû äåéñòâóþò ñèëû èíåðöèè, êîòîðûå èñêðèâëÿþò èõ òðàåêòîðèè.

Çíàÿ ìåòðè÷åñêèå êîý��èöèåíòû gαβ, ìîæíî çàïèñàòü äè��åðåíöèàëü-
íîå óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêîé [1℄. Åãî ðåøåíèåì áóäåò òðàåêòîðèÿ äâè-

æåíèÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà. Âïðî÷åì,

òðàåêòîðèè ìîæíî íàéòè è ïðè ïîìîùè îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòàðíûõ ìå-

òîäîâ.

Çàïèøåì òðàåêòîðèþ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû â ëîðåíöåâûõ êîîðäèíàòàõ â

ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà â ïëîñêîñòè (X, Y ):

X = X0 + V0xT, Y = Y0 + V0yT,

ãäå (V0x, V0y) � ïîñòîÿííûå êîìïîíåíòû ñêîðîñòè, à (X0, Y0) � íà÷àëü-

íîå ïîëîæåíèå ÷àñòèöû. ×òîáû íàéòè ýòó æå òðàåêòîðèþ, íàïðèìåð, â

æ¼ñòêîé ðàâíîóñêîðåííîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà, íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ

ïðåîáðàçîâàíèÿìè (9.3):

aT = (1 + ax) sh(at), 1 + aX = (1 + ax) ch(at), Y = y.

Ïîäñòàâëÿÿ èõ â òðàåêòîðèþ, èìååì:

1 + ax =
1 + aX0

ch(at)− V0x sh(at)
, a (y − Y0) = V0y

(1 + aX0) sh(at)

ch(at)− V0x sh(at)
.

Îñòàëîñü âûðàçèòü êîíñòàíòû X0, Y0 è V0x, V0y ÷åðåç íà÷àëüíûå óñëîâèÿ.

Ïîëàãàÿ t = 0, èìååì x0 = X0 è y0 = Y0. Áåðÿ ïðîèçâîäíóþ ëåâîé è

ïðàâîé ÷àñòè ïî âðåìåíè ïðè t = 0, ïîëó÷àåì:

V0x =
v0x

1 + ax0
, V0y =

v0y
1 + ax0

,

ãäå (v0x, v0y) � íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèöû â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå.

Ïîäñòàíîâêà ýòèõ êîíñòàíò â òðàåêòîðèþ, ïðèâîäèò ê:

1 + ax =
(1 + ax0)

2

(1 + ax0) ch(at)− v0x sh(at)
, (9.66)

a (y − y0) =
v0y (1 + ax0) sh(at)

(1 + ax0) ch(at)− v0x sh(at)
, (9.67)

÷òî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.
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Ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ÷àñòèöà íàõîäèëàñü â íà÷àëå ñèñòåìû

îòñ÷åòà x0 = y0 = 0 è èìåëà ñîñòàâëÿþùóþ ñêîðîñòè v0y âäîëü îñè y, à
v0x = 0. Â ýòîì ñëó÷àå âûðàæåíèÿ äëÿ òðàåêòîðèè óïðîùàþòñÿ:

x(t) =
1

a

[
1

ch(a t)
− 1

]

, y(t) =
v0y
a

th(at). (9.68)

Áåðÿ ïðîèçâîäíûå ïî t, ïîëó÷àåì êîîðäèíàòíûå ñêîðîñòè:

vx(t) = − sh(at)

ch2(at)
, vy(t) =

v0y

ch2(at)
. (9.69)

Ôèçè÷åñêîå âðåìÿ íàáëþäàòåëÿ ÍÈÑÎ ñ êîîðäèíàòîé x äëÿ èíòåðâàëà

(9.4) ðàâíî dτ0 = (1 + ax) dt, à �èçè÷åñêàÿ äëèíà dl2 = dx2 + dy2. Ïî-
ýòîìó êîìïîíåíòû �èçè÷åñêîé ñêîðîñòè dl/dτ0 ðàâíû vi/(1+ax). Âäîëü
îñè y �èçè÷åñêàÿ ñêîðîñòü íåëèíåéíî çàâèñèò îò âðåìåíè, ÷òî ñâÿçàíî

ñ ðàçëè÷íûì õîäîì ÷àñîâ. Ôèçè÷åñêàÿ ñêîðîñòü âäîëü îñè x ñòðåìèòü-

ñÿ ïî ìîäóëþ ê åäèíèöå: vx/(1 + ax) = − th(at). Ïðè v0y = 1 êâàäðàò

�èçè÷åñêîé ñêîðîñòè (v2x + v2y)/(1 + ax)2 âñ¼ âðåìÿ ðàâåí åäèíèöå (�óí-
äàìåíòàëüíîé ñêîðîñòè �c�). Ñîáñòâåííîå âðåìÿ ÷àñòèöû ðàâíî:

τ =

t∫

0

ds =

t∫

0

√

( 1 + ax(t) )2 − v2x(t)− v2y(t) dt =

√

1− v20y

a
th(a t).

Çà áåñêîíå÷íîå êîîðäèíàòíîå âðåìÿ t = ∞ ÷àñòèöà óõîäèò çà ãîðèçîíò

ñîáûòèé x0 = −1/a (ñòð. 171) íàáëþäàòåëÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ïðè ýòîì
ñîáñòâåííîå âðåìÿ ñàìîé ÷àñòèöû ê ýòîìó �ìîìåíòó� îñòàåòñÿ êîíå÷íûì.

Íàêîíåö, ìîæíî â òðàåêòîðèè èñêëþ÷èòü âðåìÿ :

y =
v0y
a

√

1− (1 + ax)2.

Ïðè ìàëûõ ax ýòî ïàðàáîëà (òàê â ðàâíîóñêîðåííîé ñèñòåìå âûãëÿäèò

äâèæåíèå ñâîáîäíîé ÷àñòèöû â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå).

Âûøå íà ðèñóíêå ïðèâåäåíî íåñêîëüêî ïðèìåðîâ òðàåêòîðèé íà÷èíàþ-

ùèõñÿ èç òî÷êè x0 = y0 = 0. �ÿäîì ñ ëèíèÿìè â ñêîáêàõ ïðèâåäåíû

çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò íà÷àëüíîé ñêîðîñòè (v0x, v0y).
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• Â êà÷åñòâå åùå îäíîãî ïðèìåðà, íàéä¼ì òðàåêòîðèþ ñâîáîäíîé ÷à-

ñòèöû âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷åòà (ñòð. 240). Â ëàáîðàòîðíîé ñè-

ñòåìå å¼ òðàåêòîðèÿ, ïðîõîäÿùàÿ â ìîìåíò âðåìåíè T = 0 ÷åðåç òî÷êó ñ

äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè (X0, Y0), èìååò âèä:

X = X0 + V0 cos(α) T, Y = Y0 + V0 sin(α) T,

ãäå α � óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèåì äâèæåíèÿ è îñüþ X. Ìîäóëü âåêòîðà

ñêîðîñòè V0 < 1 è ðàâåí åäèíèöå äëÿ èìïóëüñà ñâåòà (V0 = c = 1). Çà-
ïèøåì òðàåêòîðèþ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ X = R cosΦ, Y = R sinΦ è

ïåðåéäåì ê êðèâîëèíåéíûì êîîðäèíàòàì âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà

(ñòð. 240) â ïëîñêîñòè Z = z = 0:

T = t, R = r, Φ = φ+ ωt.

Ïîñëå íåñëîæíûõ âûêëàäîê (⋖H37) ïîëó÷àåì:

{

x = r0 cos(φ0 − ωt) + V0t cos(α− ωt)

y = r0 sin(φ0 − ωt) + V0t sin(α− ωt),
(9.70)

ãäå r0, φ0 � íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå ÷àñòèöû â êîîðäèíàòàõ íåèíåðöèàëü-

íîé ñèñòåìû è x = r cosφ, y = r sinφ. Îòìåòèì òàêæå âûðàæåíèå äëÿ

èçìåíåíèÿ ðàññòîÿíèÿ îò öåíòðà âðàùåíèÿ ñî âðåìåíåì:

r2 = r20 + 2r0 V0 t cos(φ0 − α) + V 2
0 t

2
(9.71)

è ïîñòîÿííûå �óíêöèè ñêîðîñòåé (òî÷êà � ïðîèçâîäíàÿ ïî t):

ṙ2 + r2(φ̇+ ω)2 = V 2
0 , r2 (φ̇+ ω) = V0r0 sin(α− φ0). (9.72)

Íèæå íà ðèñóíêàõ èçîáðàæåíû íåêîòîðûå òðàåêòîðèè ñâåòà (V0 = 1) âî

âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷åòà:

Íà ïåðâîì ðèñóíêå ëó÷è ñâåòà âûõîäÿò èç òî÷êè r0 = 1/(2ω) â ðàçëè÷íûå

ñòîðîíû. Íà âòîðîì, íàîáîðîò, ëó÷è ñõîäÿòñÿ â ýòîé òî÷êå. Íàêîíåö, íà

òðåòüåì ðèñóíêå èçîáðàæåíû òðàåêòîðèè îáìåíà ñâåòîâûìè ñèãíàëàìè

ìåæäó íàáëþäàòåëÿìè, ðàñïîëîæåííûìè â æèðíûõ òî÷êàõ ñ íàáëþäà-

òåëåì, íàõîäÿùèìñÿ íà îñè âðàùåíèÿ.
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⊲ Êà÷åñòâåííî ïîâåäåíèå èçãèáà ñâåòîâûõ òðàåêòîðèé ìîæíî ïîíÿòü,

åñëè âñïîìíèòü ñâîéñòâî ñèëû èíåðöèè Êîðèîëèñà êëàññè÷åñêîé ìåõàíè-

êè. Âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷åòà ýòà ñèëà çàâèñèò îò ñêîðîñòè òåëà

è íà âðàùàþùåìñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêå äèñêå íàïðàâëåíà ïåðïåíäè-

êóëÿðíî ñêîðîñòè, âïðàâî îò íå¼ (â âåêòîðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ óñêîðåíèå

èìååò âèä 2[v×ω]). Àíàëîãè÷íî, ïðè äâèæåíèè èìïóëüñà ñâåòà åãî òðà-
åêòîðèÿ âñ¼ âðåìÿ èçãèáàåòñÿ âïðàâî îò âåêòîðà ñêîðîñòè.

Ýòà êëþ÷åâàÿ îñîáåííîñòü âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà ïðèâîäèò ê

òîìó, ÷òî ïðè ðàäèîëîêàöèîííîì èçìåðåíèè ðàññòîÿíèÿ ñèãíàë ìåæäó

íàáëþäàòåëÿìè ïðîõîäèò ïî ðàçëè÷íûì ïóòÿì, â çàâèñèìîñòè îò òîãî

ê êàêîìó èç íàáëþäàòåëåé îí äâèæåòñÿ. Âûøå íà òðåòüåì ðèñóíêå öâå-

òîê ñâåòîâûõ ëó÷åé èëëþñòðèðóåò ïîäîáíîå íåñîâïàäåíèå òðàåêòîðèé.

Ñòðåëêàìè ïîìå÷åíî íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ èìïóëüñîâ.

Â îòëè÷èå îò âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìû, â æåñòêîé ðàâíîóñêîðåííîé ñè-

ñòåìå îòñ÷åòà òðàåêòîðèÿ ñâåòà â ðàäèîëîêàöèîííîì ýêñïåðèìåíòå îäíà

è òà æå ïðè äâèæåíèè ñâåòà �òóäà è îáðàòíî�. Àíàëîãè÷íî ìÿ÷ â ïî-

ëå ñèëû òÿæåñòè ïðè èãðå â âîëåéáîë äâèæåòñÿ ïî îäíîé ïàðàáîëå, íå

çàâèñèìî îò òîãî, èãðîêè êàêîé êîìàíäû åãî îòïðàâèëè â ýòîò ïîëåò.

Òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ òàêîãî ñâåòîâîãî èìïóëüñà íàõîäèòñÿ èç óðàâíå-

íèé (9.66), (9.67) â êîòîðûõ íåîáõîäèìî ïîëîæèòü v0x = (1 + ax0) cosα
è v0y = (1 + ax0) sinα.

Èñêðèâëåíèå ëó÷åé ñâåòà ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî îêðóæàþùèé ìèð â

íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà âûãëÿäèò ñîâñåì íå òàê êàê â èíåðöè-

àëüíîé. Íàáëþäàòåëü âèäèò îáúåêò â íàïðàâëåíèè ïîä êîòîðûì ê íåìó

ïðèøåë �ëó÷� ñâåòà, èçëó÷åííûé ýòèì îáúåêòîì. Åñëè �ëó÷� äâèæåòñÿ

ïî èñêðèâëåííîé òðàåêòîðèè, òî è ïðåäìåò áóäåò âèäåí íå òàì, ãäå îí

íàõîäèòñÿ �íà ñàìîì äåëå�. Âûøå íà âòîðîì ðèñóíêå êàæäàÿ ëèíèÿ ïî-

êàçûâàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê, êîòîðûå íàáëþäàòåëü âèäèò íàõî-

äÿùèìèñÿ íà îäíîé ïðÿìîé.

Â ðàâíîóñêîðåííîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà òàêæå ïðîèñõîäèò âèçóàëüíîå èñ-

êàæåíèå îêðóæàþùåãî ìèðà. Íàïðèìåð, íàáëþäàòåëü â íà÷àëå êîîðäè-

íàò âèäèò ñâîèõ êîëëåã ïî ñèñòåìå, íàõîäÿùèõñÿ íà îñè y íå ââåðõó è

âíèçó, à âïåðåäè ñåáÿ. ×åì äàëüøå òàêîé íàáëþäàòåëü îò íåãî íàõîäèò-

ñÿ, òåì ïîä áîëüøèì óãëîì ê îñè y îí áóäåò âèçóàëüíî íàáëþäàòüñÿ.

Êà÷åñòâåííî ýòî ëåãêî ïðåäñòàâèòü íàðèñîâàâ ïàðàáîëó ìåæäó äâóìÿ

òî÷êàìè íà îñè y. Ýòà îñü èãðàåò äëÿ ðàâíîóñêîðåííîé âäîëü îñè x ñè-

ñòåìû ðîëü ïîâåðõíîñòè Çåìëè. Áðîøåííûé èç îäíîé òî÷êè â äðóãóþ

êàìåíü ïîëåòèò ïî ïàðàáîëå, íà÷èíàÿ è îêàí÷èâàÿ äâèæåíèå ïîä óãëîì

ê ïîâåðõíîñòè. Àíàëîãè÷íî âåäóò ñåáÿ è ëó÷è ñâåòà.
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9.9 Äèíàìèêà â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå

Âåðí¼ìñÿ ê îáùåìó ðåøåíèþ äëÿ òðàåêòîðèè ñâîáîäíîé ÷àñòèöû â

æ¼ñòêîé ðàâíîóñêîðåííîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà (9.66), (9.67). Äè��åðåíöèðóÿ

ýòè âûðàæåíèÿ ïî âðåìåíè, íåñëîæíî íàéòè êîìïîíåíòû êîîðäèíàòíîé

ñêîðîñòè ÷àñòèöû:

vx =
(1 + ax)2

(1 + ax0)2
[
v0x ch(at)− (1 + ax0) sh(at)

]
, vy = v0y

(1 + ax)2

(1 + ax0)2
.

Âîçâîäÿ â êâàäðàò è çàìåíÿÿ ch2(at) íà 1+sh2(at) è sh2(at) íà ch2(at)−1,
ïîëó÷àåì êâàäðàò �èçè÷åñêîé ñêîðîñòè:

δl2

δτ 20
=

v2x + v2y
(1 + ax)2

= 1− (1 + ax)2

(1 + ax0)4
[
(1 + ax0)

2 − v20x − v20y
]
.

Ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

1 + ax
√

1− v2/(1 + ax)2
=

1 + ax0
√

1− v2
0/(1 + ax0)2

,

ãäå v2 = v2x + v2y è àíàëîãè÷íî äëÿ íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ ñ èíäåêñîì 0. Â

ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ñòîèò êîíñòàíòà. Ïîýòîìó, ïðè äâèæåíèè ÷àñòè-

öû ñîõðàíÿåòñÿ (ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ) ñëåäóþùàÿ âåëè÷èíà:

E = m
1 + ax

√

1− v2/(1 + ax)2
= const, (9.73)

êîòîðóþ ìû íàçîâ¼ì ýíåðãèåé ÷àñòèöû ñ ìàññîé m.

Â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå ìàëûõ ñêîðîñòåé ðàçëîæèì êîðåíü â ðÿä

Òåéëîðà:

E ≈ m (1 + ax) +
mv2/2

1 + ax
≈ m+

mv2

2
+max,

ãäå âî âòîðîì ïðèáëèæåííîì ðàâåíñòâå ìû ïðåíåáðåãëè â çíàìåíàòåëå

óñêîðåíèåì, ñ÷èòàÿ v2ax ≪ 1. �àâíîóñêîðåííàÿ íåèíåðöèàëüíàÿ ñèñòåìà
îòñ÷¼òà â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ýêâèâàëåíòà îäíîðîäíîìó ïîëþ òÿæå-

ñòè ñ g = a (íàïðàâëåííîìó ïðîòèâ îñè x). Ïîýòîìó ÷ëåí max ñîîò-

âåòñòâóåò ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, à âûðàæåíèå äëÿ E ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé

ýíåðãèåé ÷àñòèöû (êèíåòè÷åñêàÿ ïëþñ ïîòåíöèàëüíàÿ), âêëþ÷àÿ ýíåð-

ãèþ ïîêîÿ E0 = m.

Òàêèì îáðàçîì, ñîõðàíÿþùàÿñÿ âåëè÷èíà (9.73) ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ýíåð-

ãèåé ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà. Ýòà

ýíåðãèÿ ý��åêòèâíî ó÷èòûâàåò ñèëó èíåðöèè êîòîðàÿ äåéñòâóåò íà ÷à-

ñòèöó, ïîýòîìó çàâèñèò íå òîëüêî îò å¼ ñêîðîñòè, íî è îò ïîëîæåíèÿ.
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Óìíîæèì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü â âûðàæåíèè äëÿ ýíåðãèè íà 1+ax:

E =
m (1 + ax)2

√

(1 + ax)2 − v2
.

Òàê êàê â æåñòêîé ðàâíîóñêîðåííîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà èíòåðâàë âäîëü òðà-

åêòîðèè äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ðàâåí:

ds2 = (1 + ax)2 dt− dx2 − dy2 =
[
(1 + ax)2 − v2

]
dt2

è g00 = (1 + ax)2, ýíåðãèþ ìîæíî ïåðåïèñàòü âèäå:

E = mg00
dt

ds
. (9.74)

Ââîäÿ 4-âåêòîð dxα = {dt, dx}, àíàëîãè÷íî èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå

îòñ÷¼òà, îïðåäåëèì 4-ñêîðîñòü è 4-èìïóëüñ ÷àñòèöû:

uα =
dxα

ds
, pα = muα. (9.75)

Ïðè ïîìîùè ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà îïóñòèì èíäåêñ âíèç, îïðåäåëèâ:

pα = gαβ p
β. (9.76)

Òàê êàê ds2 = gαβ dx
αdxβ

, òî êâàäðàò 4-âåêòîðà ñêîðîñòè ðàâåí åäèíèöå,

à êâàäðàò 4-èìïóëüñà, êàê îáû÷íî, ðàâåí êâàäðàòó èíâàðèàíòíîé ìàññû

÷àñòèöû:

m2 = pαp
α = gαβ p

αpβ. (9.77)

Äëÿ æåñòêîé ðàâíîóñêîðåííîé ñèñòåìû g0i = 0 è gij = −δij, ïîýòîìó
ñîõðàíÿþùàÿñÿ ïîëíàÿ ýíåðãèÿ E ñîâïàäàåò ñ íóëåâîé êîìïîíåíòîé p0
êîíòðàâàðèàíòíîãî 4-âåêòîðà pα:

p0 = g0α p
α = g00m

dt

ds
+ g0im

dxi

ds
= mg00

dt

ds
.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â íåèíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà, â îòëè÷èå

îò èíåðöèàëüíûõ â ëîðåíöåâûõ êîîðäèíàòàõ, êîý��èöèåíòû ìåòðè÷å-

ñêîãî òåíçîðà çàâèñÿò îò êîîðäèíàò. Ïîýòîìó pα ÿâëÿåòñÿ îòëè÷íîé îò

pα �óíêöèåé êîîðäèíàò è â æåñòêîé íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà

ñîõðàíÿåòñÿ èìåííî p0 = E, à íå p0.

Òàê êàê ñêîðîñòü ÷àñòèöû ïîä âîçäåéñòâèåì ñèë èíåðöèè, â îáùåì

ñëó÷àå ìåíÿåò ñâî¼ íàïðàâëåíèå, òð¼õìåðíûé èìïóëüñ íå ñîõðàíÿåòñÿ.

Ýòî îòíîñèòñÿ êàê ê pi, òàê è ê pi. Ñîõðàíÿåòñÿ òîëüêî ïîëíàÿ ýíåðãèÿ.
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• Ïðîâåä¼ì íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ. Îïðåäåëèì êâàäðàò �èçè÷åñêîé

ñêîðîñòè ÷àñòèöû:

ṽ2 =
δl2

δτ 2
=

γij dx
idxj

(√
g00 dt+ g0i dxi/

√
g00
)2 , (9.78)

ãäå δl � �èçè÷åñêàÿ äëèíà è δτ � �èçè÷åñêîå âðåìÿ. Äåëÿ ÷èñëèòåëü è

çíàìåíàòåëü íà dt2, ïîëó÷àåì ñâÿçü êâàäðàòà �èçè÷åñêîé ñêîðîñòè (ïî-

ìå÷åíà òèëüäîé) ñ êîìïîíåíòàìè vi = dxi/dt êîîðäèíàòíîé ñêîðîñòè:

ṽ2 =
γij v

ivj

g00 (1− γi vi)2
, (9.79)

ãäå ââåäåíî ñîêðàùåíèå

γi = −g0i
g00

.

Ñîîòâåòñòâåííî êîìïîíåíòàìè �èçè÷åñêîé ñêîðîñòè (ñíîâà òèëüäà) íà-

çîâ¼ì:

ṽi =
vi/

√
g00

1− γi vi
, (9.80)

òàê, ÷òî

ṽ2 = γij ṽ
iṽj = ṽiṽ

i, ṽi = γij ṽ
j.

Îòìåòèì òàêæå ñîîòíîøåíèå:

1

1− γivi
= 1 + γiṽ

i√g00,

êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå ñâ¼ðòêè îïðåäåëåíèÿ (9.80) ñ γi.

Ñîáñòâåííîå âðåìÿ ÷àñòèöû (èíòåðâàë âäîëü å¼ òðàåêòîðèè) ìîæíî

çàïèñàòü â âèäå:

ds =
[
δτ 2 − δl2

]1/2
=
√

1− ṽ2 δτ

èëè, ïîäñòàâëÿÿ èíòåðâàë �èçè÷åñêîãî âðåìåíè, êàê:

ds =
√

1− ṽ2 (
√
g00 dt+ g0i dx

i/
√
g00) =

√

1− ṽ2 (1− γiv
i)
√
g00 dt.

Ïîýòîìó êîìïîíåíòû âåêòîðà êîîðäèíàòíîé 4-ñêîðîñòè uα = dxα/ds ðàâ-
íû:

u0 =
γiṽ

i + 1/
√
g00√

1− ṽ2
, ui =

ṽi√
1− ṽ2

. (9.81)

Ïîä÷åðêí¼ì åùå ðàç, ÷òî ṽ � ýòî �èçè÷åñêàÿ, à íå êîîðäèíàòíàÿ ñêî-

ðîñòü.
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⊲ Òåïåðü ìîæíî îïðåäåëèòü ïîëíóþ ýíåðãèþ ÷àñòèöû:

E = mg0αu
α = mg00 (u

0 − γiu
i).

Ïîäñòàâëÿÿ êîìïîíåíòû 4-ñêîðîñòè (9.81), îêîí÷àòåëüíî èìååì

E =
m

√
g00√

1− ṽ2
. (9.82)

Â ãëàâå ñëåäóþùåì òîìå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ìåòðè÷åñêèå êîý��è-

öèåíòû gαβ â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà íå çàâèñÿò îò âðåìåíè, òî
âûðàæåíèå (9.82) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè â

ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèöû âñåãäà ñîõðàíÿåòñÿ.

⊲ Òàê, ðàâíîìåðíî âðàùàþùàÿñÿ ñèñòåìà îòñ÷¼òà ÿâëÿåòñÿ ñòàöèî-

íàðíîé. Ïðîäåìîíñòðèðóåì, ÷òî ýíåðãèÿ ÷àñòèöû (9.82) â ýòîé ñèñòåìå

ïîñòîÿííà. Äëÿ èíòåðâàëà (ñòð. 240)

ds2 = (1− ω2r2) dt2 − 2ω r2 dt dφ− dr2 − r2 dφ2 − dz2

�èçè÷åñêîå âðåìÿ è êâàäðàò �èçè÷åñêîé äëèíû ðàâíû:

δτ =
√

1− (ωr)2 dt− ωr2 dφ
√

1− (ωr)2
, δl2 = dr2 +

r2 dφ2

1− (ωr)2
.

Ïîýòîìó êâàäðàò �èçè÷åñêîé ñêîðîñòè (9.78) ðàâåí:

ṽ2 =
(1− ω2r2) ṙ2 + r2φ̇2

(1− ω2r2 − ωr2φ̇)2
,

ãäå òî÷êà � ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè t. Ñîîòâåòñòâåííî, ýíåðãèÿ ÷àñòèöû

ðàâíà:

E = m
1− ωr2 (ω + φ̇)

√

1− ṙ2 − r2 (ω + φ̇)2
. (9.83)

Áëàãîäàðÿ ñîîòíîøåíèÿì (9.72), ñòð. 266 ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü â âû-

ðàæåíèè äëÿ ýíåðãèè ïîñòîÿíåí.

Îòìåòèì ïðîñòîå ÷àñòíîå ðåøåíèå ïðèâîäÿùåå ê ïîñòîÿíñòâó ýíåðãèè:

φ̇ = −ω, ṙ = const.

Â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà òàêàÿ òðàåêòîðèÿ ÷àñòèöû ñîîòâåòñòâó-

åò äâèæåíèþ ïî ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð âðàùåíèÿ. Â êîîðäè-

íàòíûõ âåëè÷èíàõ íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà ýòî äâèæåíèå âû-

ãëÿäèò êàê ðàñêðó÷èâàþùàÿ ñïèðàëü.



272 �ËÀÂÀ 9.

9.10 Ïàðàäîêñû Áåëëà è Ýðåí�åñòà

• Ïàðàäîêñ Áåëëà ñâÿçàí ñ íåæåñòêîé ðàâíîóñêîðåííîé ñèñòåìîé îò-

ñ÷¼òà (ñòð. 185). Ïóñòü ìåæäó äâóìÿ êîðàáëÿìè íàòÿíóòà ñòðóíà. Ýòè

êîðàáëè íà÷èíàþò ðàâíîóñêîðåííî äâèãàòüñÿ ñ îäèíàêîâîé ñêîðîñòüþ îò-

íîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé (ëàáîðàòîðíîé) ñèñòåìû S0. Äëèíà L ñòðóíû â

ýòîé ñèñòåìå íåèçìåííà. Â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå, ñâÿçàííîé ñ êîðàá-

ëÿìè, èíòåðâàë ìåæäó äâóìÿ ñîáûòèÿìè èìååò âèä (ñòð. 184):

ds2 = dt2 − 2 sh(at) dt dx− dx2 − dy2.

Ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ýëåìåíò �èçè÷åñêîé äëèíû çàâèñèò îò âðåìåíè:

δl2 = ch2(at) dx2 − dy2.

Åñëè ó íàáëþäàòåëÿ â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå åñòü �æåñòêàÿ� ëèíåéêà,

ðàñïîëîæåííàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíî óñêîðåíèþ, òî å¼ äëèíà íå èçìåíÿåòñÿ

δl = dy. Àíàëîãè÷íàÿ ëèíåéêà, îðèåíòèðîâàííàÿ âäîëü óñêîðåíèÿ, áó-

äåò ðàñòÿãèâàòüñÿ ñî âðåìåíåì δl = ch(at) dx. Ïîâåðíóâ ïåðâóþ ëèíåéêó

âäîëü óñêîðåíèÿ íåèíåðöèàëüíûé íàáëþäàòåëü çàðåãèñòðèðóåò ðàñõîæ-

äåíèå èõ äëèí. Àíàëîãè÷íî, èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì êîíå÷íîå ðàäèîëî-

êàöèîííîå ðàññòîÿíèå (6.56).

Òàêèì îáðàçîì, â îäíîé ñèñòåìå îò÷¼òà ñòðóíà èìååò íåèçìåííóþ äëè-

íó, à â äðóãîé ýòà äëèíà óâåëè÷èâàåòñÿ. Âîçíèêàåò çàêîíîìåðíûé âîïðîñ

� ïîðâ¼òñÿ ëè ñî âðåìåíåì ñòðóíà? ×òîáû óñèëèòü íåîáû÷íîñòü ñèòóà-

öèè, ïðåäñòàâèì, ÷òî òðàåêòîðèÿ êàæäîé òî÷êè ñòðóíû êîíòðîëèðóåòñÿ

èç ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû, òàê, ÷òî îíà �áåðåæíî� óñêîðÿåòñÿ áåç êàêèõ

ëèáî ðûâêîâ è íàòÿæåíèé (ñ òî÷êè çðåíèÿ ëàáîðàòîðíûõ íàáëþäàòåëåé).

Ïðè ýòîì, ïðàâäà, â ëþáîé äðóãîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà òàêîå

îäíîâðåìåííîå óñêîðåíèå òî÷åê ñòðóíû óæå íå áóäåò âûãëÿäåòü òàêèì

æå �áåðåæíûì� è îäíîâðåìåííûì.

Âîîáùå ãîâîðÿ, âîïðîñ î ðàçðûâå ñòðóíû âûõîäèò çà ðàìêè êèíåìàòè-

êè è ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì ïîäõîäå òðåáóåò ïîñòðîåíèÿ å¼ ìîäåëè. Åñëè

ñòðóíà ïðèêðåïëåíà òîëüêî ê êîðàáëÿì, èçìåíåíèÿ ñêîðîñòåé å¼ êîíöîâ

(êîðàáëåé) îïðåäåëåííûì îáðàçîì äîëæíû ïåðåäàâàòüñÿ ïî ñòðóíå, âû-

çûâàÿ â íåé íåêîòîðûå íàïðÿæåíèÿ.

Â ðàìêàõ êèíåìàòèêè îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ ÷òî, åñëè ðàäèîëîêàöè-

îííîå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè íåèçìåííî, òî è äîïîëíèòåëüíî-

ãî íàòÿæåíèÿ ñòðóíû, íàòÿíóòîé ìåæäó íèìè, âîçíèêàòü íå äîëæíî (ïðè

ýòîì èãíîðèðóåòñÿ ý��åêò äåéñòâèÿ ñèë èíåðöèè, êîòîðûå ïðè íåáîëü-

øèõ óñêîðåíèÿõ íåâåëèêè).
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Åñëè æå ðàäèîëîêàöèîííîå ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè ðàñò¼ò, òî ìåæ-

äó íèìè äîëæíî âîçíèêàòü ìåõàíè÷åñêîå íàïðÿæåíèå. Ñ ýòîé òî÷êè çðå-

íèÿ, â ìûñëåííîì ýêñïåðèìåíòå Áåëëà ñòðóíà, íàõîäÿùàÿñÿ â íåæåñòêîé

ñèñòåìå îòñ÷åòà, äîëæíà ïîðâàòüñÿ.

Ïðè ýòîì íå ñòîèò çàáûâàòü, ÷òî ëîðåíöåâî ñæàòèå â èíåðöèàëüíûõ

ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà � ýòî ÷èñòî êèíåìàòè÷åñêèé ý��åêò. Êîãäà èçìåðÿ-

åòñÿ äëèíà ñòåðæíÿ ïðè åãî ðàâíîìåðíîì äâèæåíèè, íàáëþäàòåëü, ñâÿ-

çàííûé ñî ñòåðæíåì, �íå ñîãëàñåí� ñ èçìåðèòåëüíîé ïðîöåäóðîé íåïî-

äâèæíîãî íàáëþäàòåëÿ (ñòð. 86). Ïîýòîìó ãîâîðèòü î òîì, ÷òî ñòåðæåíü

èñïûòûâàåò ìåõàíè÷åñêîå ñæàòèå íåâåðíî. Íàïðèìåð, ïóñòü îòíîñèòåëü-

íî íåïîäâèæíûõ íàáëþäàòåëåé ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ äâèæåòñÿ ñòåð-

æåíü îðèåíòèðîâàííûé ïåðïåíäèêóëÿðíî ê íàïðàâëåíèþ ñêîðîñòè. Åñëè

òåïåðü ýòîò ñòåðæåíü ìåäëåííî ïîâåðí¼òñÿ, ðàñïîëîæèâøèñü âäîëü âåê-

òîðà ñêîðîñòè, òî íåïîäâèæíûå íàáëþäàòåëè çàðåãèñòðèðóþò åãî ñæà-

òèå. Îäíàêî, åñòåñòâåííî, ñòåðæåíü, îñòàâàÿñü â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå

(ïðîñòðàíñòâî â êîòîðîé èçîòðîïíî), íå èñïûòûâàåò íè êàêèõ ñèë íàòÿ-

æåíèÿ ïðè òàêîì ñæàòèè. Ýòî ý��åêò îòíîñèòåëüíîñòè èçìåðèòåëüíûõ

ïðîöåäóð â äâóõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà.

Íåñêîëüêî èíàÿ ñèòóàöèÿ â íåèíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà. Ïðè èç-

ìåðåíèè ðàäèîëîêàöèîííîãî ðàññòîÿíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ñâåò. Ýòî æå ýëåê-

òðîìàãíèòíîå ïîëå ëåæèò â îñíîâå âíóòðåííåãî óñòðîéñòâà ìàòåðèàëü-

íûõ òåë (ñòåðæíåé, ñòðóí). Ïîýòîìó, åñëè ðàäèîëîêàöèîííîå ðàññòîÿíèå

óâåëè÷èâàåòñÿ, òî ýòî äîëæíî ñêàçûâàòüñÿ è íà ñèëàõ äåéñòâóþùèõ âíóò-

ðè âåùåñòâà.

Â ñâÿçè ñ ýòèì �ïàðàäîêñîì� èìååò ñìûñë íàïîìíèòü, ÷òî àáñîëþòíî

òâ¼ðäîå (�æåñòêîå�) òåëî ïðîòèâîðå÷èò ïðèíöèïàì òåîðèè îòíîñèòåëüíî-

ñòè. Æåñòêîñòü ïîíÿòèå îòíîñèòåëüíîå è òåë ñ íåèçìåííûìè ðàçìåðàìè

äëÿ íàáëþäàòåëåé â ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà ñóùåñòâîâàòü íå ìî-

æåò. Îäíà èç ïðè÷èí ýòîãî â òîì, ÷òî ëþáîå �èçè÷åñêîå ïåðåìåùåíèå

â ïðîñòðàíñòâå èìååò ñêîðîñòü âñåãäà ìåíüøóþ, ÷åì �óíäàìåíòàëüíàÿ

ñêîðîñòü (ðàâíàÿ ñêîðîñòè ñâåòà). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò, íàïðè-

ìåð, àáñîëþòíî òâ¼ðäûé ñòåðæåíü. Òîãäà, òîëêíóâ åãî çà îäèí êîíåö,

ìû äîëæíû áûëè áû ïîëó÷èòü ìãíîâåííóþ ðåàêöèþ è âòîðîãî êîíöà,

ðàñïîëîæåííîãî íà íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè îò ïåðâîãî. Ïîäîáíîå âîçìó-

ùåíèå îò òîë÷êà äîëæíî ïåðåäàâàòüñÿ ïî ñòåðæíþ ñ áåñêîíå÷íîé ñêîðî-

ñòüþ. Ñâåðõñâåòîâûå ñêîðîñòè �ïëîõè�, ò.ê. ïðèâîäÿò ê ìíèìîìó �àêòîðó

γ = 1/
√
1− v2 â ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëîðåíöà. Êðîìå ýòîãî âîçíèêàþò ñå-

ðüåçíûå ïðîáëåìû ñ ïðè÷èííîñòüþ (ñòð. 280).
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• Ïàðàäîêñ Ýðåí�åñòà ñâÿçàí ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè ý��åêòàìè âî âðà-

ùàþùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷¼òà. Êàê è ìíîãèå äðóãèå �ïàðàäîêñû�, îí îáó-

ñëîâëåí íåïðèâû÷íîñòüþ äëÿ íàñ �èçèêè áîëüøèõ ñêîðîñòåé, à íå ñ ïðî-

òèâîðå÷èâîñòüþ òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè.

Ïóñòü â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà íàõîäèòñÿ íåïîäâèæíûé êðó-

ãîâîé æåëîá, âíóòðè êîòîðîãî ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω áûñòðî âðàùàåòñÿ

êîëüöî ðàäèóñà R. Íàáëþäàòåëü ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû, íåïîäâèæíûé

îòíîñèòåëüíî æåëîáà, ìîæåò èçìåðèòü äëèíó ∆L ñåãìåíòà âðàùàþùå-

ãîñÿ êîëüöà, ïóò¼ì îäíîâðåìåííîé (ïî åãî ÷àñàì) �èêñàöèè ïîëîæåíèé

íà÷àëà è êîíöà ñåãìåíòà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ý��åêòîì ñîêðàùåíèÿ äëèíû

(ñòð. 86), ∆L áóäåò ìåíüøå, ÷åì ñîáñòâåííàÿ äëèíà ñåãìåíòà ∆l:

∆L = ∆l
√

1− V 2,

ãäå V = ωR � ýòî ëèíåéíàÿ ñêîðîñòü òî÷êè êîëüöà. Ñóììà äëèí ∆L âñåõ

ñåãìåíòîâ êîëüöà ñîâïàäàåò ñ äëèíîé íåïîäâèæíîãî æåëîáà è ðàâíÿåòñÿ

2πR. Òàêèì îáðàçîì, �ñîáñòâåííàÿ äëèíà� êîëüöà l (ðàâíàÿ ñóììå âñåõ

èçìåðåíèé ∆l) îêàçûâàåòñÿ áîëüøå, ÷åì 2πR:

l =
2πR√
1− V 2

.

Ýòîò æå ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ïðîèíòåãðèðîâàòü �èçè÷åñêóþ äëè-

íó (9.41) ïî óãëó Φ îò 0 äî 2π. Ýòà äëèíà ðàâíà ñóììå ðàäèîëîêàöè-

îííûõ èçìåðåíèé, ïðîâåäåííûõ ðàçëè÷íûìè íåèíåðöèàëüíûìè íàáëþ-

äàòåëÿìè. Äëèíó îêðóæíîñòè ìîæåò èçìåðèòü è îäèí íåèíåðöèàëüíûé

íàáëþäàòåëü, âû÷èñëèâ âðåìÿ äâèæåíèÿ ñâåòîâîãî ñèãíàëà ïî îêðóæíî-

ñòè. Â ýòîì ñëó÷àå îí ïîëó÷èò ðàçëè÷íûå ðàññòîÿíèÿ â çàâèñèìîñòè îò

íàïðàâëåíèÿ åãî äâèæåíèÿ (ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå è ïðîòèâ):

l− = 2πR

√

1− V

1 + V
, l+ = 2πR

√

1 + V

1− V
,

à èõ ñðåäíåå çíà÷åíèå áóäåò ðàâíî l = (l+ + l−)/2 (ñì. ý��åêò Ñàíüÿêà,
ñòð. 179). Âñ¼ ýòî âûãëÿäèò íåîáû÷íûì ñ òî÷êè çðåíèÿ êëàññè÷åñêîé �è-

çèêè. Îäíàêî íè÷åãî ïàðàäîêñàëüíîãî (=ïðîòèâîðå÷èâîãî) â ýòîì íåò.

Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ëèøü íàøåé èíòóèöèè, âîñïèòàííîé íà êëàññè÷åñêîé

ìåõàíèêå.
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⊲ Èíîãäà óòâåðæäàþò, ÷òî âðàùàþùååñÿ êîëüöî (èëè äèñê) äîëæíî

êàê-òî âûãèáàòüñÿ, ÷òîáû ñîãëàñîâàòü òàêîå íåîáû÷íîå ñâîéñòâî ñâîåé

äëèíû ñ åâêëèäîâîé ãåîìåòðèåé. Êîíå÷íî ýòî íå òàê. Òðàåêòîðèè äâè-

æåíèÿ êàæäîé òî÷êè âðàùàþùåãîñÿ êîëüöà çàäàþòñÿ â ëàáîðàòîðíîé

ñèñòåìå. Â ýòîé ñèñòåìå åãî äëèíà ðàâíà 2πR è íå î êàêèõ èçãèáàõ ðå-

÷è èäòè íå ìîæåò. À âîò òî, ÷òî ñîáñòâåííàÿ äëèíà êîëüöà îòëè÷àåòñÿ

îò 2πR, äà åù¼ çàâèñèò îò ñïîñîáà å¼ èçìåðåíèÿ, ñâÿçàíî ñ íåîáû÷íûìè
ñâîéñòâàìè èçìåðèòåëüíûõ ïðîöåäóð â íåèíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼-

òà. Êàê ìû âèäåëè, òð¼õìåðíîå ïðîñòðàíñòâî â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòå-

ìå, ïîíèìàåìîå êàê ñîâîêóïíîñòü áåñêîíå÷íî ìàëûõ ðàäèîëîêàöèîííûõ

ðàññòîÿíèé, ìîæåò èìåòü íååâêëèäîâó ãåîìåòðèþ. Òàêîå ïðîñòðàíñòâî

âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷¼òà îáëàäàåò îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíîé.

Îäíàêî ïîäîáíàÿ íååâêëèäîâîñòü îáóñëîâëåíà ðàçëè÷íûì õîäîì ÷àñîâ

â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå, ïîýòîìó èìååò â íåêîòîðîì ñìûñëå �èçè÷å-

ñêóþ, à íå ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðèðîäó (ñòð. 261).

⊲Íåñêîëüêî ñëîæíåå ðàçîáðàòüñÿ ñ �èçèêîé âðàùàþùåãîñÿ äèñêà èëè

êîëüöà íà ýòàïå èõ ðàñêðóòêè, â ðåçóëüòàòå êîòîðîé îíè äîñòèãàþò óã-

ëîâîé ñêîðîñòè ω. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî îïèñàíèÿ òàêèõ �èçè÷åñêèõ

ñèñòåì, êàê è äëÿ ñòðóíû â ïàðàäîêñå Áåëëà, ìû äîëæíû ïîñòðîèòü ñî-

îòâåòñòâóþùóþ ìåõàíè÷åñêóþ ìîäåëü âåùåñòâà èç êîòîðîãî ñäåëàíà ñè-

ñòåìà. Â ëþáîì ñëó÷àå, ïîñòåïåííî ðàñêðó÷èâàþùèéñÿ äèñê, íå ÿâëÿåòñÿ

æåñòêèì. Ñâÿçàííóþ ñ íèì íåèíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó ìîæíî ïîëó÷èòü,

íàïðèìåð, çàïèñàâ ñëåäóþùåå êîîðäèíàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå:

T = t, R = r, Φ = φ+ f(t) t,

ãäå f(t) �óíêöèÿ, îïðåäåëÿþùàÿ èçìåíåíèå óãëîâîé ñêîðîñòè. Ïîäñòàâ-
ëÿÿ ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ â ds2 = dT 2 − dR2 −R2 dΦ2

, ïîëó÷àåì ìåòðèêó:

ds2 = [1− ω2(t) r2] dt2 − 2r2 ω(t) dt dφ− dr2 − r2 dφ2,

ãäå ω(t) = f + t df/dt. Ýëåìåíò �èçè÷åñêîé äëèíû (ñòð. 248) â òàêîé

íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà ðàâåí:

δl2 = dr2 +
r2 dφ2

1− ω2(t) r2
.

Åñëè dω/dt 6= 0, òî ðàäèîëîêàöèîííîå ðàññòîÿíèå âäîëü ëþáîé îêðóæíî-
ñòè ðàñò¼ò. Òàêèì îáðàçîì, âî âðàùàþùåìñÿ  óñêîðåíèåì äèñêå ìîãóò

âîçíèêàòü íå òîëüêî íàòÿæåíèÿ çà ñ÷¼ò ñèë èíåðöèè âäîëü ðàäèóñà, íî

è â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè. Ïîýòîìó, åñëè âåðíû ðàññóæäåíèÿ, ïðèâå-

äåííûå ïðè îáñóæäåíèè ïàðàäîêñà Áåëëà, íà äèñêå äîëæíû áóäóò ïðè-

ñóòñòâîâàòü ðàçðûâíûå ñèëû, äåéñòâóþùèå âäîëü îêðóæíîñòåé.
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�ëàâà 10

Äâèæåíèå ñòåðæíåé è ãèðîñêîïîâ

∗

Â ýòîé ãëàâå èçó÷àåòñÿ äâèæåíèå ïðîòÿæ¼ííûõ îáúåêòîâ, òàêèõ êàê

ñòåðæíè è âðàùàþùèåñÿ ãèðîñêîïû. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â ñîïóòñòâóþ-

ùåé ê íèì èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà èõ ñîáñòâåííîå óñêîðåíèå íåâå-

ëèêî. Ïîýòîìó ýòè îáúåêòû ìîæíî óñëîâíî ñ÷èòàòü æ¼ñòêèìè è ðàññìàò-

ðèâàòü ïîäîáíî îáúåêòàì êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè. Åñëè îíè äâèæóòñÿ ñ

áîëüøîé ñêîðîñòüþ îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà, ðåëÿ-

òèâèñòñêàÿ êèíåìàòèêà ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî èõ ïîâåäåíèå ñóùåñòâåííî

îòëè÷àåòñÿ îò êëàññè÷åñêîãî. Îòíîñèòåëüíîñòü îäíîâðåìåííîñòè òðåáóåò

íåêîòîðûõ óòî÷íåíèé îòíîñèòåëüíî ñóììàðíûõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ñè-

ñòåìû ÷àñòèö. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî âðàùàþùèéñÿ ðåëÿòèâèñòñêèé

îáúåêò, ïî-ìèìî ëîðåíöåâîãî ñîêðàùåíèÿ, èñïûòûâàåò äîïîëíèòåëüíûå

�êèíåìàòè÷åñêèå äå�îðìàöèè�.
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10.1 Æåñòêèå òåëà â òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè

• Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ñóùåñòâóåò ïîíÿòèå àáñîëþòíî æåñòêîãî

(èëè òâåðäîãî) òåëà. Ýòî ïðèáëèæåíèå ïðè êîòîðîì ïðåíåáðåãàþò ñâîé-

ñòâàìè óïðóãîñòè è äå�îðìàöèè ðåàëüíûõ òåë. Äëÿ ìíîãèõ ìàòåðèà-

ëîâ è îòíîñèòåëüíî ñëàáûõ âîçäåéñòâèé íà íèõ, ýòî ïðèáëèæåíèå âïîëíå

óìåñòíî. Îäíàêî, êîíöåïöèÿ àáñîëþòíî æåñòêîãî òåëà ïðèíöèïèàëüíî

ïðîòèâîðå÷èò îñíîâíûì ïðèíöèïàì òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè. Äåéñòâè-

òåëüíî, ïðè òîë÷êå æåñòêîé ëèíåéêè çà îäèí åå êîíåö, âòîðîé äîëæåí

îòðåàãèðîâàòü ìãíîâåííî. Ìû çíàåì, ÷òî âñå ìàññèâíûå òåëà äâèæóòñÿ

ñî ñêîðîñòüþ ìåíüøåé �óíäàìåíòàëüíîé c = 1. Êðîìå ýòîãî, ðåàëüíàÿ

ëèíåéêà, â êîíå÷íîì ñ÷åòå, ñîñòîèò èç àòîìîâ, ñâÿçàííûõ ýëåêòðîìàã-

íèòíûìè ñèëàìè. Ñêîðîñòü ýëåêòðîìàãíèòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ òàêæå íå

ïðåâûøàåò �óíäàìåíòàëüíîé ñêîðîñòè. Ïîýòîìó âîëíà âîçìóùåíèÿ ïî-

ñëå òîë÷êà ëèíåéêè ñ îäíîãî êîíöà äîëæíà ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ ïî ëèíåéêå

ñî ñêîðîñòüþ ìåíüøåé �óíäàìåíòàëüíîé.

⊲ Ñóùåñòâóåò åùå îäèí ñèëüíûé àðãóìåíò, çàïðåùàþùèé â òåîðèè

îòíîñèòåëüíîñòè äâèæåíèÿ ñî ñêîðîñòÿìè áîëüøèìè �óíäàìåíòàëüíîé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âîçìóùåíèå ïî ëèíåéêå ïåðåìåùàåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ

u > 1 è äëèíà ëèíåéêè, ðàñïîëîæåííîé âäîëü îñè x â ñèñòåìå S, ðàâíà

l. Òîãäà, åñëè â ìîìåíò âðåìåíè t1 åå òîëêíóëè çà ëåâûé êîíåö âïðàâî,

ïðàâûé êîíåö ëèíåéêè ñäâèíåòñÿ ÷åðåç âðåìÿ t2 = t1 + l/u. Ïîíÿòíî,

÷òî â ñèñòåìå S âñåãäà t2 > t1, ÷òî ÿâëÿåòñÿ îòðàæåíèåì ïðè÷èííîñòè.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè÷èíà (òîë÷îê ëèíåéêè) ïðåäøåñòâóåò ñëåäñòâèþ

(ñäâèã åå ïðàâîãî êîíöà). �àññìîòðèì òîò æå ïðîöåññ â ñèñòåìå îòñ÷åòà

S ′
, äâèæóùåéñÿ îòíîñèòåëüíî S ñî ñêîðîñòüþ v âäîëü ñòåðæíÿ. Â ñîîò-

âåòñòâèè ñ ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ëîðåíöà, ñîáûòèÿ òîë÷êà è îòêëèêà ïðà-

âîãî êîíöà â ñèñòåìå S ′
ïðîèçîéäóò â ìîìåíòû âðåìåíè t′1 = γ (t1 − vx1)

è t′2 = γ (t2 − vx2). Âû÷èòàÿ ýòè äâà ñîîòíîøåíèÿ, ââîäÿ ñîáñòâåííóþ

äëèíó ñòåðæíÿ l = x2 − x1 è ïîäñòàâëÿÿ t2 = t1 + l/u, èìååì:

t′2 − t′1 = γl (1− vu)/u. (10.1)

Ïðè ñêîðîñòè u > 1, ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî âûðàæåíèå â ñêîáêàõ áóäåò

îòðèöàòåëüíûì è t′2 < t′1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ñèñòåìå S
′
ñëåäñòâèå ïðî-

èñõîäèò ðàíüøå ïðè÷èíû. Ñíà÷àëà äåðãàåòñÿ ïðàâûé êîíåö ëèíåéêè, à

çàòåì íåêòî òîëêàåò åå â ëåâûé êîíåö. Ýòî î÷åíü íåîáû÷íî. Ïîýòîìó ñ÷è-

òàåòñÿ, ÷òî ïðè÷èííîñòü äîëæíà âûïîëíÿòüñÿ äëÿ âñåõ íàáëþäàòåëåé.

Èíâàðèàíòíîñòü ïðè÷èííîñòè ïðèâîäèò ê �çàïðåòó� æ¼ñòêèõ ëèíååê.
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⊲ Îçíà÷àåò ëè ýòî, ÷òî â òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè íåëüçÿ â ïðèíöèïå

ðàññìàòðèâàòü æåñòêèå òåëà? Íåò, íå îçíà÷àåò. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü â

íåêîòîðîé ñèñòåìå S ′
íàõîäèòñÿ ñòåðæåíü, äâèæóùèéñÿ ñ ìàëåíüêîé ñêî-

ðîñòüþ è óñêîðåíèåì îòíîñèòåëüíî ýòîé ñèñòåìû. Ïðè ìàëûõ ñêîðîñòÿõ

è óñêîðåíèÿõ äîëæíà âûïîëíÿòüñÿ êëàññè÷åñêàÿ ìåõàíèêà â êîòîðîé àá-

ñòðàêöèÿ æåñòêîãî òåëà ÿâëÿåòñÿ âïîëíå àäåêâàòíîé. Â ýòîì ñëó÷àå, ìû

èìååì äåëî ñ ðåàëüíûì, äîñòàòî÷íî æåñòêèì ñòåðæíåì èç íàøåãî ïîâñå-

äíåâíîãî îïûòà. �åëÿòèâèñòñêèå ý��åêòû ïðîÿâëÿþòñÿ, êîãäà çà ýòèì

ñòåðæíåì íàáëþäàþò èç äðóãîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû S, äâèæóùåéñÿ
îòíîñèòåëüíî S ′

ñ áîëüøîé ñêîðîñòüþ. Ïîÿñíèì, êàê ïðè ýòîì ñî÷åòàåòñÿ

ïîíÿòèå èç êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè è òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè.

Â ñèñòåìå S ′
ñòåðæåíü äâèæåòñÿ ñ íåðåëÿòèâèñòñêèìè ñêîðîñòüþ u′

è óñêîðåíèåì a′ òàê, ÷òî ïðèìåíèìà êëàññè÷åñêàÿ ìåõàíèêà. Ýòî îçíà-

÷àåò, ÷òî íåêîòîðóþ âåëè÷èíó f ′
, õàðàêòåðèçóþùóþ ñòåðæåíü (äëèíà,

ñòåïåíü èçãèáà è ò.ï.) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðÿäà, êîòîðûé óñëîâíî

çàïèøåì òàê: f ′ = f ′
0 + λ f ′

1 + ..., ãäå λ � ìàëûé ïàðàìåòð, çàâèñÿùèé

îò ñêîðîñòè ñòåðæíÿ, óñêîðåíèÿ è åãî äëèíû. Âåäóùåå ïðèáëèæåíèå f ′
0

- ýòî è åñòü êëàññè÷åñêàÿ ìåõàíèêà. Îñòàëüíûìè ñëàãàåìûìè ïðè λ → 0
íàáëþäàòåëè â S ′

ïðåíåáðåãàþò. �àññìîòðèì ýòî æå äâèæåíèå ñòåðæ-

íÿ èç ñèñòåìû S, èìåþùåé îòíîñèòåëüíî S ′
ðåëÿòèâèñòñêóþ ñêîðîñòü

v ∼ c. Â ýòîì ñëó÷àå âîçíèêàþò íåêîòîðûå ðåëÿòèâèñòñêèå �àêòîðû,

êîòîðûå ìû óñëîâíî ó÷ò¼ì ïðè ïîìîùè áîëüøîãî, íî êîíå÷íîãî ìíîæè-

òåëÿ g(v). Â ñèñòåìå S ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåëè÷èíà áóäåò ðàâíà, íàïðè-

ìåð, f = (f ′
0+λ f ′

1+ ...)g(v). Åñëè íåêîòîðûå ý��åêòû (èçãèá ëèíåéêè è

ò.ï.) áûëè áåñêîíå÷íî ìàëûìè â ñèñòåìå S ′
, òî îíè îñòàíóòñÿ òàêèìè æå

(λ g(v) → 0) è â ñèñòåìå S.

Ýòè �îðìóëû ÿâëÿþòñÿ ëèøü èëëþñòðàöèåé. Äëÿ áîëåå ïîñëåäîâà-

òåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ íåîáõîäèìî ñòðîèòü íåêîòîðóþ äèíàìè÷åñêóþ

ìîäåëü �âíóòðåííåãî óñòðîéñòâà� ñòåðæíÿ. Íî îáùàÿ èäåÿ ñîñòîèò â òîì,

÷òî ïîêà óñêîðåíèå ìàëî, òî â ëþáîé ñèñòåìå îò÷¼òà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü

�èçè÷åñêîé äå�îðìàöèåé ñòåðæíÿ.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñèñòåìà S ÿâëÿåòñÿ ëàáîðàòîðíîé (â íåé ïðîâîäÿò-

ñÿ íàáëþäåíèÿ). Îòíîñèòåëüíî íåå äâèæåòñÿ ñòåðæåíü ñ áîëüøîé ñêîðî-

ñòüþ v, íî ìàëûì óñêîðåíèåì a. Òàêîé ñòåðæåíü ìû áóäåì íàçûâàòü

óñëîâíî æåñòêèì ñòåðæíåì. Çàìåòèì, ÷òî ñêîðîñòü v ïðè ýòîì íå

ïðåäïîëàãàåòñÿ ìàëîé (â îòëè÷èå îò óñêîðåíèÿ) è ìîæåò áûòü ñêîëü óãîä-

íî áëèçêà ê �óíäàìåíòàëüíîé ñêîðîñòè. Îïèøåì â ñèñòåìå S ÷àñòíûé

ñëó÷àé äâèæåíèÿ ñòåðæíÿ, ïðè êîòîðîì â ñèñòåìå S ′
îí ïåðåìåùàåòñÿ

ïîñòóïàòåëüíî (áåç âðàùåíèÿ).
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10.2 Ïîâåäåíèå óñêîðåííîãî ñòåðæíÿ

Ïóñòü íà óñëîâíî æ¼ñòêèé ñòåðæåíü äåéñòâóåò ñèëà, ïðèëîæåííàÿ ê

åãî öåíòðó ìàññ è íåò ìîìåíòà ñèë. Ñ òî÷êè çðåíèÿ êëàññè÷åñêîé ìåõà-

íèêè â ëþáîé ñèñòåìå îòñ÷åòà îí äîëæåí ïåðåìåùàòüñÿ â ïðîñòðàíñòâå

íå ìåíÿÿ ñâîåé îðèåíòàöèè. Â òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ýòî íå òàê.

Ïóñòü îäèí êîíåö ñòåðæíÿ íàõîäèòñÿ â íà÷àëå ñèñòåìû S ′
(òî÷êà A

äàëåå íà ðèñóíêå). È ïóñòü äðóãîé, �òî÷íî òàêîé æå� ñòåðæåíü äâèæåòñÿ

îòíîñèòåëüíî ïåðâîãî ñ íåáîëüøîé ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ u′
òàê, ÷òî â

ìîìåíò âðåìåíè t′ = 0 îáà ñòåðæíÿ ñîâïàäàþò. Ýêâèâàëåíòíî Ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò îäèí ñòåðæåíü, âñå òî÷êè êîòîðîãî â ìîìåíò

âðåìåíè t′ = 0 îäíîâðåìåííî ïðèîáðåòàþò îäèíàêîâóþ ñêîðîñòü u′
. Òà-

êîé ñòåðæåíü óñêîðÿåòñÿ, ïåðåìåùàÿñü ïàðàëëåëüíî îòíîñèòåëüíî ñâîåãî

ïðåäûäóùåãî ïîëîæåíèÿ. Â ñèñòåìå S â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 êîíöû

ñòåðæíåé â òî÷êå A è íà÷àëà ñèñòåì îòñ÷¼òà ñîâïàäàþò. Îäíàêî, â ñèëó

îòíîñèòåëüíîñòè îäíîâðåìåííîñòè (ñòð. 90), âòîðûå êîíöû ñòåðæíåé ñîâ-

ïàäàòü íå áóäóò. Äëÿ íåïîäâèæíûõ íàáëþäàòåëåé îíè ïîâîðà÷èâàþòñÿ

âîêðóã òî÷êè A. Òàê æå áóäåò âûãëÿäåòü èçìåíåíèå ñòåðæíÿ, êîòîðûé

ïðèîáðåòàåò äîïîëíèòåëüíóþ ñêîðîñòü u′
, ñäâèãàÿñü ïàðàëëåëüíî ñåáå (ñ

ñîáñòâåííîé òî÷êè çðåíèÿ).

Òðàåêòîðèè ïðîèçâîëüíîé òî÷êè, äâèæóùåéñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ

â ñèñòåìàõ S ′
è S, èìåþò âèä:

r′ = r′0 + u′t′, r = r0 + ut.

Ïîäñòàâèì èõ â îáðàòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà (1.17), ñòð. 33:

t = γ (t′ + vr′0 + (vu′)t′) (10.2)

r0 + ut = r′0 + u′t′ + vγt′ + Γv(vr′0) + Γv(vu′)t′. (10.3)

Â ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (10.3) ïîäñòàâèì âðåìÿ t èç (10.2):

r0 − r′0 + γu (vr′0)− Γv(vr′0) =
[
u′ + γv+ Γv(vu′)− γu (1 + vu′)

]
t′,

ãäå ñãðóïïèðîâàíû ñëàãàåìûå ïðè t′.
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Ýòî ñîîòíîøåíèå âûïîëíÿåòñÿ ïðè ëþáîì t′, åñëè åãî ëåâàÿ è ïðà-

âàÿ ÷àñòè ðàâíû íóëþ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ñâÿçü ñêîðîñòåé (1.23),

ñòð. 36 (ðåëÿòèâèñòñêèé çàêîí ñëîæåíèÿ), è íà÷àëüíûõ ïîëîæåíèé:

r0 = r′0 − γ u (vr′0) + Γv (vr′0). (10.4)

Â ìîìåíò âðåìåíè t = t′ = 0 òî÷êè A ïåðâîãî è âòîðîãî ñòåðæíÿ ñîâïàäà-

þò è íàõîäÿòñÿ â íà÷àëàõ ñèñòåì îòñ÷¼òà (r0 = r′0 = 0). Òî÷êà B ïåðâîãî

ñòåðæíÿ èìååò ñêîðîñòü u = v è u′ = 0. Ïîýòîìó èç (10.4) ñëåäóåò, ÷òî

â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 â ñèñòåìå S îíà èìååò êîîðäèíàòû:

r01 = r′0 −
γ

γ + 1
v (vr′0), (10.5)

Ýòî ñîîòíîøåíèå ñîâïàäàåò ñ (3.7), ñòð. 88, ïðè t = 0. Òî÷êà B âòîðîãî

ñòåðæíÿ èìååò ñêîðîñòè u = v + dv è u′ = dv′
. Èç (10.4) ïîëó÷àåì å¼

ïîëîæåíèå â ìîìåíò t = 0 â ñèñòåìå S:

r02 = r′0 −
γ

γ + 1
v (vr′0)− γ (vr′0) dv. (10.6)

Âû÷èòàÿ èç (10.6) óðàâíåíèå (10.5), ìû ïîëó÷èì èçìåíåíèå ïîëîæåíèÿ

òî÷êè B îòíîñèòåëüíî òî÷êè A (ñìåùåíèå êîíöà B âòîðîãî ñòåðæíÿ îò-

íîñèòåëüíî ïåðâîãî) äëÿ íàáëþäàòåëåé â ñèñòåìå S.

Ââåä¼ì âåêòîð s, ñîåäèíÿþùèé êîíöû ñòåðæíÿ A è B. Òàê êàê ðàäèóñ-

âåêòîð òî÷êè A íóëåâîé, èìååì s = r01. Ïîñëå èçìåíåíèÿ ñòåðæíåì ñêî-

ðîñòè â (10.6) r02 = s+ ds. Ïîýòîìó:

ds = −γ (vs′) dv = −γ2 (vs) dv, (10.7)

ãäå s′ = r′01 = r′02 � ïîëîæåíèå òî÷êè B ñòåðæíåé â ñèñòåìå S ′
. Âî âòî-

ðîì ðàâåíñòâå,  ó÷¼òîì (3.8), ñòð. 89, ïîäñòàâëåíî vs′ = γ vs (ñîêðàùå-

íèå äëèíû). Ââîäÿ âåêòîð 3-ìåðíîãî óñêîðåíèÿ a = dv/dt, îêîí÷àòåëüíî
ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ [27℄:

s(t)

v(t)

a(t)

ds

dt
= −γ2 (vs) a. (10.8)

Òàê êàê òî÷êè A îáîèõ ñòåðæíåé ñîâïàäàëè, â óðàâíåíèè (10.8) ïðîèç-

âîäíàÿ ïî âðåìåíè îò s èìååò ñìûñë ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ îðèåíòàöèè è

äëèíû ñòåðæíÿ (èçìåíåíèå ïîëîæåíèÿ òî÷êè B îòíîñèòåëüíî A). Ñàìà
æå òî÷êà A íåçàâèñèìî äâèæåòñÿ ñ ïåðåìåííîé ñêîðîñòüþ v(t). Íåñëîæ-

íî (⋖H38) âîññòàíîâèòü â (10.8) è �óíäàìåíòàëüíóþ êîíñòàíòó �c�.
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• �àññìîòðèì íåñêîëüêî ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ óñêîðåííîãî äâèæåíèÿ. Íè-

æå íà ðèñóíêå ïðåäñòàâëåíû ðàçëè÷íûå îðèåíòàöèè ñòåðæíÿ, ñêîðîñòè

è óñêîðåíèÿ. Â ïåðâûõ äâóõ ñëó÷àÿõ ïîâîðîòà ñòåðæíÿ íå ïðîèñõîäèò.

Íàïðèìåð, åñëè ñòåðæåíü ïåðïåíäèêóëÿðåí ñêîðîñòè (vs = 0), òî ïðè

èçìåíåíèè å¼ âåëè÷èíû (íî íå íàïðàâëåíèÿ) ñòåðæåíü íå èçìåíèò íè

îðèåíòàöèè, íè äëèíû. Â ýòîì ñëó÷àå âñå òî÷êè ñòåðæíÿ îäíîâðåìåííî

èçìåíÿþò ñâîþ ñêîðîñòü êàê â ñèñòåìå S, òàê è â ñèñòåìå S ′
, à ïîïåðå÷-

íûå ê ñêîðîñòè ðàññòîÿíèÿ íåèçìåííû. Ïîýòîìó, åñëè íàáëþäàòåëè â S ′

íà÷èíàþò ñäâèãàòü (óñêîðÿòü) âåðòèêàëüíûé ñòåðæåíü â ãîðèçîíòàëüíîì

íàïðàâëåíèè, òî â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îí ïîâîðà÷èâàòüñÿ íå áóäåò. Åñ-

ëè â äâèæóùåéñÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè ñèñòåìå îòñ÷¼òà ââåðõ

ïîäíèìàþò âåðòèêàëüíûé ñòåðæåíü (âòîðîé ðèñóíîê), òî îí òàêæå íå

äîëæåí ïîâåðíóòüñÿ (îáà åãî êîíöà èìåþò ñîâïàäàþùèå êîîðäèíàòû x).
Îäíàêî, åñëè â ñèñòåìå S ′

îáà êîíöà ãîðèçîíòàëüíîãî ñòåðæíÿ ïîäíè-

ìàþò ââåðõ (òðåòèé ðèñóíîê), òî â ñèñòåìå S êîíöû ïîäíèìóòñÿ íåîä-

íîâðåìåííî è âîçíèêíåò ïîâîðîò (10.8). Åãî óãîë ìîæíî (⋖H39) òàêæå

ïîëó÷èòü èç ñîîáðàæåíèé îòíîñèòåëüíîñòè îäíîâðåìåííîñòè.

Ïîâîðîò óñêîðåííîãî ñòåðæíÿ òåñíî ñâÿçàí ñ òàê íàçûâàåìîé òîìà-

ñîâñêîé ïðåöåññèåé. Â 1926 ã. Ëþýëèí Õèëëåò Òîìàñ [24℄ äëÿ îáúÿñíåíèÿ

ðàñùåïëåíèÿ ëèíèé â ñïåêòðàõ àòîìîâ ðàññìîòðåë äâèæåíèå ïî êðèâî-

ëèíåéíîé òðàåêòîðèè âðàùàþùåãîñÿ øàðèêà. Òàêîé øàðèê ïðåäñòàâëÿë

ñîáîé êëàññè÷åñêóþ ìîäåëü ýëåêòðîíà. Òîìàñ ó÷¼ë ðåëÿòèâèñòñêèé êè-

íåìàòè÷åñêèé ý��åêò ïîâîðîòà ñèñòåìû êîîðäèíàò, âîçíèêàþùèé ïðè

êîìïîçèöèè ëîðåíöåâñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé, è ïîëó÷èë ïðàâèëüíûå êîý�-

�èöèåíòû â ãàìèëüòîíèàíå âçàèìîäåéñòâèÿ ñïèíà ýëåêòðîíà ñ ýëåêòðî-

ìàãíèòíûì ïîëåì. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ êëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü ýëåêòðîíà

èìååò òîëüêî èñòîðè÷åñêîå çíà÷åíèå, à ïðàâèëüíûé ãàìèëüòîíèàí ïîëó-

÷àåòñÿ â êâàíòîâîé òåîðèè èç óðàâíåíèÿ Äèðàêà. Òåì íå ìåíåå, ý��åêò

ïîâîðîòà ñòåðæíÿ, äâèæóùåãîñÿ ñ óñêîðåíèåì, èëè ïîâîðîò ñîáñòâåííîãî

ìîìåíòà âðàùåíèÿ (ñïèíà) ãèðîñêîïà ïðåäñòàâëÿåò îïðåäåë¼ííûé èíòå-

ðåñ. ×óòü ïîçæå ìû ðàññìîòðèì äâèæåíèå ïî ïðîèçâîëüíîé òðàåêòîðèè

ãèðîñêîïà. Ïðè ýòîì äèíàìèêà âðàùåíèÿ ãèðîñêîïà è ñòðåæíÿ îêàæóòñÿ

ðàçëè÷íûìè. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî âåêòîð ñïèíà è ìãíîâåííàÿ �îðìà

ñòåðæíÿ èìåþò ðàçëè÷íóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ïðèðîäó.
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•Óðàâíåíèå (10.8) ñïðàâåäëèâî òîëüêî ïðè íåáîëüøîì óñêîðåíèè ñòåðæ-
íÿ, êîãäà åãî ìîæíî ñ÷èòàòü æ¼ñòêèì. Â ýòîì ñëó÷àå â êàæäûé ìîìåíò

âðåìåíè ñî ñòåðæíåì ñâÿçûâàåòñÿ �ìãíîâåííî èíåðöèàëüíàÿ� (ñîïóò-

ñòâóþùàÿ) ñèñòåìà îòñ÷¼òà. Èìåííî â ðàìêàõ òàêîãî ïðåäïîëîæåíèÿ

è ïîëó÷åíî óðàâíåíèå (10.8).

�àññìîòðèì ðàâíîóñêîðåííîå äâèæåíèå ñòåðæíÿ, êîãäà ñêîðîñòü è óñêî-

ðåíèå íàïðàâëåíû âäîëü ñòåðæíÿ. Ïóñòü îäèí èç êîíöîâ ñòåðæíÿ äâè-

æåòñÿ ñî ñëåäóþùèìè ñêîðîñòüþ è óñêîðåíèåì (ñì. (3.38), ñòð. 107):

v =
wt

√

1 + (wt)2
, γ =

√

1 + (wt)2, a =
w

γ3
,

ãäå w � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà (ñîáñòâåííîå óñêîðåíèå). Äëèíà ñòåðæíÿ

l =
√
s2 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ:

dl

dt
=

s(ds/dt)

l
= −γ2(sv)(sa)

l
= −γ2v(t)a(t)l(t) = − w2t

1 + (wt)2
.

Èíòåãðèðóÿ åãî ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì l(0) = l0, ïîëó÷àåì:

l(t) =
l0

√

1 + (wt)2
= l0

√

1− v2(t). (10.9)

Ýòî âûðàæåíèå ñîâïàäàåò ñ ìãíîâåííûì ëîðåíöåâñêèì ñîêðàùåíèåì äâè-

æóùåãîñÿ ñî ñêîðîñòüþ v(t) ñòåðæíÿ.
Êàê ìû âèäåëè â 6-é ãëàâå, ïîñâÿù¼ííîé íåèíåðöèàëüíûì ñèñòåìàì

îòñ÷¼òà, �èçèêà â óñêîðåííîé ñèñòåìå âûãëÿäèò �õèòðåå�, ÷åì �èçèêà â

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîïóòñòâóþùèõ ê íåé èíåðöèàëüíûõ ñèñòåì. Â ÷àñò-

íîñòè, åñëè óñêîðåííî äâèæóùèåñÿ íàáëþäàòåëè �âûäåðæèâàþò� îäèíà-

êîâîå ðàññòîÿíèå äðóã ìåæäó äðóãîì, âðåìÿ ó íèõ áóäåò èäòè ïî-ðàçíîìó.

Ñòåðæåíü, ñâÿçàííûé ñ òàêîé ñèñòåìîé, îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíûõ íà-

áëþäàòåëåé èçìåíÿåò ñâîþ äëèíó ñëåäóþùèì îáðàçîì:

l(t) =

√

γ2 + 2wl0 + (wl0)2 − γ

w
≈ l0

γ

(

1 +
v2

2
wl0 + ...

)

,

ãäå ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî çàïèñàíî äëÿ ìàëûõ w. Âèäíî, ÷òî ýòî ñîîò-

íîøåíèå ñòðåìèòñÿ ê ìãíîâåííîìó ëîðåíöåâñêîìó ñæàòèþ (10.9) òîëüêî

ïðè v2wl0 = v2γ3al0 ≪ 1. Ýòî ïðèáëèæåíèå áóäåò ñïðàâåäëèâûì ïðè

îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîì óñêîðåíèè (òî÷íåå, ïðè a ≪ a0 = c4/(v2γ3l0),
ãäå âîññòàíîâëåíà ñêîðîñòü ñâåòà c). Òàêàÿ êîìáèíàöèÿ äëèíû ñòåðæíÿ,

ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ äîëæíà áûòü ìàëà, ÷òîáû ìîæíî áûëî íå ó÷è-

òûâàòü �ý��åêòû íåèíåðöèàëüíîñòè� è ïîëüçîâàòüñÿ óðàâíåíèåì (10.8).

Âïðî÷åì, äëÿ ìåòðîâîãî ñòåðæíÿ, äâèæóùåãîñÿ ñî ñêîðîñòüþ v = 0.8 c,

èìååì äîñòàòî÷íî áîëüøîå çíà÷åíèå a0 = 3 · 1016 ì/ñ2.
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10.3 Äâèæåíèå ñòåðæíÿ ïî îêðóæíîñòè

∗

�àññìîòðèì äâèæåíèå íà÷àëà ñèñòåìû îòñ÷¼òà S ′
ïî îêðóæíîñòè ðà-

äèóñà R ñ ïîñòîÿííîé ïî ìîäóëþ ñêîðîñòüþ v. Ïðè ïåðèîäå îáðàùåíèÿ

T ñêîðîñòü ðàâíà v = 2πR/T = ωR, ãäå ω � êðóãîâàÿ ÷àñòîòà. Ìîäóëü

óñêîðåíèÿ ðàâåí a = v2/R = ωv.

Âåêòîð óñêîðåíèÿ âñåãäà ïåðïåíäèêóëÿðåí âåêòîðó ñêîðîñòè av = 0. Åñ-
ëè n � ïîñòîÿííûé åäèíè÷íûé âåêòîð, íîðìàëüíûé ê ïëîñêîñòè îðáèòû,

òî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

a = ω [n× v],
da

dt
= ω [n× a] = −ω2 v. (10.10)

Çàïèøåì óðàâíåíèå (10.8) è óìíîæèì åãî íà v:

ds

dt
= −γ2 (vs) a ⇒ d(vs)

dt
= as. (10.11)

Äè��åðåíöèðóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå ïî âðåìåíè:

d2(vs)

dt2
= a

ds

dt
+ s

da

dt
= −(γ2a2 + ω2) (vs)

è ïîäñòàâëÿÿ a = ωv, ïîëó÷àåì îñöèëëÿòîðíîå óðàâíåíèå:

d2(vs)

dt2
+ ω2γ2 (vs) = 0

ñî ñëåäóþùèì ðåøåíèåì:

vs = (vs)0 cos(ωγt) +
(as)0
ωγ

sin(ωγt), (10.12)

ãäå íóëåâîé èíäåêñ ïîìå÷àåò íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäå-

íèÿ, à çíà÷åíèå d(vs)/dt äëÿ t = 0 çàïèñàíî ïðè ïîìîùè (10.11).

Óìíîæèì òåïåðü (10.11) íà óñêîðåíèå a è ó÷ò¼ì (10.10):

d(as)

dt
= s

da

dt
− γ2a2 (vs) = −ω2γ2(vs).

Ïðàâàÿ ÷àñòü èçâåñòíà (10.12), ïîýòîìó óðàâíåíèå ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ:

as = (as)0 cos(ωγt)− (vs)0 ωγ sin(ωγt). (10.13)

Òàêèì îáðàçîì, îòíîñèòåëüíî ïîäâèæíîãî áàçèñà, ïîñòðîåííîãî íà âåê-

òîðàõ v, a, êîíåö ñòåðæíÿ âðàùàåòñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ωγ.
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Íàéä¼ì çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò êîíöà ñòåðæíÿ s = {sx, sy} îòíîñè-

òåëüíî åãî íà÷àëà â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà. Ïóñòü ñòåðæåíü äâè-

æåòñÿ ïî îêðóæíîñòè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè r(t) = R {cos(ωt), sin(ωt)}.
Òîãäà êîìïîíåíòû ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ ðàâíû:

v = Rω {− sin(ωt), cos(ωt)}, a = −Rω2 {cos(ωt), sin(ωt)}.

Â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 èìååì v = Rω {0, 1}, a = −Rω2 {1, 0}, ïîýòîìó
(vs)0 = Rωsy0, (as)0 = −Rω2sx0 è ðåøåíèÿ (10.12), (10.13) ïðèâîäÿò ê

ñèñòåìå:

{
sx cos(ωt) + sy sin(ωt) = sx0 cos(ωγt) + sy0 γ sin(ωγt),

−sx sin(ωt) + sy cos(ωt) = sy0 cos(ωγt)− (sx0/γ) sin(ωγt).

Èç ýòîãî ðåøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî äëèíà ñòåðæíÿ âîññòàíàâëèâàåòñÿ â ìî-

ìåíòû âðåìåíè ωt = πk/γ, ãäå k = 1, 2, .... (⋖H40). Åñëè γ � ðàöèîíàëü-

íîå ÷èñëî, òî êîíåö ñòåðæíÿ áóäåò îïèñûâàòü ïðàâèëüíûé n-óãîëüíèê.

Ïðè ýòîì (γ − 1)/γ ðàâíî íåñîêðàòèìîé äðîáè 2k/n. Ïðè ìàëûõ ñêîðî-
ñòÿõ ïîñëå êàæäîãî îáîðîòà ïî îêðóæíîñòè ñòåðæåíü ïîâîðà÷èâàåòñÿ íà

ìàëûé óãîë πv2 [27℄.

Íèæå èçîáðàæåíû òðàåêòîðèè êîíöà ñòåðæíÿ îòíîñèòåëüíî åãî íà÷àëà

ïðè ðàçëè÷íîé ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ïî îêðóæíîñòè è íà÷àëüíîé îðèåíòà-

öèè. Â ñîáñòâåííîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà ñòåðæåíü èìååò åäèíè÷íóþ äëèíó.

Ëåâàÿ êàðòèíêà ñîîòâåòñòâóåò îäíîìó îáîðîòó ïî îêðóæíîñòè è 24 òî÷êè

èäóò ñ ðàâíûì øàãîì ïî âðåìåíè. Ïðàâàÿ êàðòèíêà � ýòî ðåçóëüòàò 10

îáîðîòîâ ïî îêðóæíîñòè. Äâèæåíèå íà÷àëà ñòåðæíÿ íà÷èíàåòñÿ èç ïîëî-

æåíèÿ ÷àñîâîé ñòðåëêè íà 3 ÷àñà. Âðàùåíèå ñòåðæíÿ âñåãäà ïðîèñõîäèò

â ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó îò íàïðàâëåíèÿ âðàùåíèÿ ïî îêðóæíîñòè.
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10.4 Óñêîðåííîå äâèæåíèå ãèðîñêîïà

Âûøå ðàññìîòðåíî óñêîðåííîå äâèæåíèå ñòåðæíÿ, êîòîðûé ïðè èçìå-

íåíèè ñâîåé ñêîðîñòè ïåðåìåùàåòñÿ ïàðàëëåëüíî ñâîåìó ïðåäûäóùåìó

ïîëîæåíèþ ñ òî÷êè çðåíèÿ íàáëþäàòåëåé â ìãíîâåííî ñîïóòñòâóþùåé

èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà. Â ðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè òàêîé ñòåðæåíü

ïðè äâèæåíèè ïîâîðà÷èâàåòñÿ îòíîñèòåëüíî íàáëþäàòåëåé â íåïîäâèæ-

íîé (ëàáîðàòîðíîé) ñèñòåìå îòñ÷¼òà.

Àíàëîãè÷íûé ý��åêò âîçíèêàåò è ñî ñïèíîì (ñòð. 234) âðàùàþùåéñÿ

ñèñòåìû. Ïóñòü íà ãèðîñêîï äåéñòâóåò ñèëà, èçìåíÿþùàÿ åãî ñêîðîñòü,

íî ïðè ýòîì îòñóòñòâóåò ìîìåíò ñèëû. Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ñîá-

ñòâåííûé ìîìåíò âðàùåíèÿ íå ìåíÿåòñÿ (õîòÿ ìîæåò èçìåíèòüñÿ ïîëíûé

ìîìåíò çà ñ÷¼ò �îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ�). Â òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè â

òàêèõ óñëîâèÿõ ñîáñòâåííûé ìîìåíò âðàùåíèÿ (ñïèí) â îáùåì ñëó÷àå

èçìåíÿåòñÿ (ïðåöåññèðóåò).

Ââåä¼ì òðè ñèñòåìû îòñ÷¼òà K, K ′
è K ′′

. Ïóñòü ñêîðîñòü ñèñòåìû K ′

îòíîñèòåëüíî K ðàâíà v, à ñêîðîñòü ñèñòåìû K ′′
îòíîñèòåëüíî K ′

ðàâíà

dv′
. Ñîîòâåòñòâåííî, ñêîðîñòü K ′′

îòíîñèòåëüíî K ðàâíà v + dv. Ýòè
ñêîðîñòè ñâÿçàíû ïðè ïîìîùè çàêîíà ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé (1.23), ñòð. 36:

dv′ =
(v + dv)− γv + Γv (v(v+ dv))

γ (1− v(v + dv))
≈ γdv +

γ3v(vdv)

γ + 1
, (10.14)

ãäå ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî çàïèñàíî ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðâîãî ïîðÿäêà

ìàëîñòè ïî dv.

Ïîñëåäóþùèå ðàññóæäåíèÿ áóäóò ñïðàâåäëèâû äëÿ ëþáîãî 4-âåêòîðà

Sα
, îðòîãîíàëüíîãî â 4-ïðîñòðàíñòâå ê 4-ñêîðîñòè Uα = {γu, uγu}:

U · S = U 0S0 −US = 0. (10.15)

Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî S0 = uS. Çàïèøåì ïðåîáðàçîâàíèÿ

äëÿ 3-âåêòîðà ñïèíà (çàìåíÿÿ â (1.17) t 7→ uS è r 7→ S):

S′ = S− γv(uS) + Γv(vS). (10.16)

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé ñêîðîñòè v 7→ −v:

S = S′ + γv(u′S′) + Γv(vS′), (10.17)

òàê êàê â ëþáîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà S0 = uS.
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Åñëè ãèðîñêîï íåïîäâèæåí (u′ = 0) îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû K ′
, òî:

S = S′ + Γv(vS′). (10.18)

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïîëó÷àåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ (10.16) ïîñëå ïîä-

ñòàíîâêè u = v:

S′ = S− γ

γ + 1
v(vS). (10.19)

Ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå (10.18) ìåæäó ñèñòåìàìè K ′
è K ′′

. Ïóñòü

â ñèñòåìå K ′′
íàõîäèòñÿ íåïîäâèæíûé (íî âðàùàþùèéñÿ) ãèðîñêîï ñî

ñïèíîì S′′
. Â ýòîì ñëó÷àå â ïðåîáðàçîâàíèè (10.18) íåîáõîäèìî äîáàâèòü

âñåì âåëè÷èíàì øòðèõ è çàìåíèòü v 7→ dv′
. Â ðåçóëüòàòå, â ïåðâîì

ïðèáëèæåíèè ïî dv′
, ñïèí îñòà¼òñÿ â ñèñòåìå K ′

áåç èçìåíåíèé: S′ = S′′.
�àññìîòðèì òåïåðü �òî÷íî òàêîé æå� ãèðîñêîï, íåïîäâèæíûé â ñè-

ñòåìå K ′
ñî ñïèíîì S′

(ñì. âûøå ðèñóíîê). Êîãäà íà÷àëà ñèñòåì K ′
è

K ′′
ñîâïàäàþò, àíàëîãè÷íî ñòåðæíÿì (ñòð. 280) �ñîâïàäàþò� è ãèðîñêî-

ïû. Ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ãèðîñêîï ñèñòåìû K ′′
ïîëó÷àåòñÿ ïðè

èçìåíåíèè íà dv′
ñêîðîñòè ãèðîñêîïà ñèñòåìû K ′

. Ñïèí ãèðîñêîïà K ′′
â

ñîîòâåòñòâèè ñ (10.17) îòíîñèòåëüíî K ðàâåí:

S = S′ + γv(S′dv′) + Γv(vS′). (10.20)

Ýòî âûðàæåíèå äà¼ò çíà÷åíèå ñïèíà ãèðîñêîïà â ìîìåíò âðåìåíè t+ dt

ïîñëå èçìåíåíèÿ èì ñêîðîñòè íà dv′
îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû K ′

. Âû÷èòàÿ

èç íåãî çíà÷åíèå ñïèíà (10.18) â ìîìåíò âðåìåíè t, ïîëó÷àåì:

dS = γ v (S′dv′) = γ2 v (Sdv), (10.21)

ãäå âî âòîðîì ðàâåíñòâå dv′
âûðàæåíî ÷åðåç dv ïðè ïîìîùè (10.14), à

âìåñòî S′
ïîäñòàâëåíî âûðàæåíèå (10.19).

Ââîäÿ âåêòîð 3-ìåðíîãî óñêîðåíèÿ a = dv/dt, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

S(t)

v(t)

a(t)
dS

dt
= γ2 (aS)v. (10.22)

Åñëè óñêîðåíèå a îñòà¼òñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíûì âåêòîðó ñïèíà (aS = 0), òî

ñïèí ïðè òàêîì äâèæåíèè íå èçìåíÿåòñÿ. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ïðè óñêî-

ðåííîì äâèæåíèè ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå ñïèíà. Ýòî èçìåíåíèå ïðèâîäèò

êàê ê ïîâîðîòó ñïèíà (ïðåöåññèè), òàê è ê èçìåíåíèþ ìîäóëÿ âåêòîðà S.

Óðàâíåíèå (10.22) îòëè÷àåòñÿ îò óðàâíåíèÿ (10.8), îïèñûâàþùåãî ïî-

âîðîò �æ¼ñòêîãî� ñòåðæíÿ ïðè êðèâîëèíåéíîì äâèæåíèè. Ïîýòîìó äèíà-

ìèêà ïîâîðîòîâ ñòåðæíÿ è ñïèíà áóäåò ðàçëè÷íà.
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• Óðàâíåíèþ (10.22) ìîæíî ïðèäàòü êîâàðèàíòíóþ �îðìó:

dSα

dτ
= −V αAβSβ, (10.23)

ãäå V α = {γ,vγ} � 4-ñêîðîñòü, à Aα
� 4-óñêîðåíèå (ñòð. 203):

Aα =
dV α

dτ
= γ

d

dt
{γ, vγ} = {γ4 (va), γ2 a+ γ4 v (va)} (10.24)

è dτ =
√
1− v2 dt � ñîáñòâåííîå âðåìÿ ñèñòåìû K ′

. Äåéñòâèòåëüíî,

ñâ¼ðòêà 4-óñêîðåíèÿ è 4-ñïèíà ðàâíà:

AβSβ = A0S0 −AS = γ4 (va) (vS)− γ2 (aS)− γ4 (vS) (va) = −γ2 (aS).

Äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (10.23) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ïåðåíî-

ñà Ôåðìè. Åãî ìîæíî ïîëó÷èòü èç ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé. Ïóñòü èçìå-

íåíèå ñïèíà â êîâàðèàíòíîé �îðìå ìîæåò çàâèñåòü òîëüêî îò 4-ñêîðîñòè,

4-óñêîðåíèÿ è 4-ñïèíà. Òîãäà èç ñîîáðàæåíèé êîâàðèàíòíîñòè:

dS

dτ
= λV+ σA + κ S, (10.25)

ãäå λ, σ κ, � íåêîòîðûå êîý��èöèåíòû. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ìãíîâåííî

ñîïóòñòâóþùåé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå, ãäå ÷àñòèöà ïîêîèòñÿ (V = {1, 0},
A = {0, a}, S = {0,S}) èçìåíåíèå ñïèíà íóëåâîå (dS/dt = 0), ò.å. ñïèí ïå-
ðåíîñèòñÿ ïàðàëëåëüíî ñâîåìó ïðåäûäóùåìó ïîëîæåíèþ. Â ýòîì ñëó÷àå

íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî σ = κ = 0. Ïðîäè��åðåíöèðóåì óñëîâèå îðòîãî-

íàëüíîñòè 4-ñïèíà è 4-ñêîðîñòè S ·V = 0:

d(S · V)
dτ

=
dS

dτ
· V+ S · dV

dτ
= λ+ S · dV

dτ
= 0,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî êâàäðàò 4-ñêîðîñòè ðàâåí åäèíèöå (V2 = 1). Ïîäñòàâëÿÿ

λ â (10.25), ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ (10.23).

Ïðè ïåðåíîñå Ôåðìè, â ñèëó V ·S = 0, îñòà¼òñÿ áåç èçìåíåíèé êâàäðàò
4-âåêòîðà ñïèíà: S2 = const, õîòÿ êâàäðàò 3-âåêòîðà ñïèíà S2

èçìåíÿåò-

ñÿ, åñëè ñïèí íå îðòîãîíàëåí ñêîðîñòè èëè óñêîðåíèþ.

Îòìåòèì òàêæå óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå èçìåíåíèå ìîäè�èöèðîâàí-

íîãî ñïèíà S̃ = SM/E = S/γ îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû:

dS̃

dt
= γ2 [a× [v × S̃]. (10.26)

Ìîäè�èöèðîâàííûé ñïèí ðàâåí ÷èñòîé ðàçíîñòè ïîëíîãî ìîìåíòà èì-

ïóëüñà è ìîìåíòà èìïóëüñà öåíòðà ýíåðãèè (ñòð. 233): S̃ = L−R×P.
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⊲ Ïðè ðàâíîóñêîðåííîì äâèæåíèè (ñòð. 283) èç ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ èí-

òåãðèðîâàíèå óðàâíåíèÿ ïðåöåññèè (10.22) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé çàâè-

ñèìîñòè ïðîäîëüíîé ê ñêîðîñòè êîìïîíåíòû ñïèíà îò âðåìåíè:

Sx(t) =
Sx0

√

1− v2(t)
, Sy(t) = Sy0, (10.27)

ãäå Sx0 = Sx(0) � íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ñïèíà â ñèñòåìå, â êîòîðîé åãî

ñóììàðíûé èìïóëüñ áûë ðàâåí íóëþ. Ýòî æå ñîîòíîøåíèå ñëåäóåò òàê-

æå èç ïðåîáðàçîâàíèÿ (10.18). Òàêèì îáðàçîì, ïðîäîëüíàÿ êîìïîíåíòà

ñïèíà óâåëè÷èâàåòñÿ ïðè óñêîðåíèè ãèðîñêîïà, à ïîïåðå÷íàÿ êîìïîíåíòà

îñòà¼òñÿ áåç èçìåíåíèé. Íà ñàìîì äåëå çàâèñèìîñòü (10.27) ïîëó÷àåòñÿ

íå òîëüêî ïðè ðàâíîóñêîðåííîì äâèæåíèè, íî è ïðè ëþáîì äâèæåíèè

âäîëü ïðÿìîé, äëÿ êîòîðîãî óðàâíåíèå (10.22) èìååò âèä:

dSx

Sx
=

va dt

1− v2(t)
= −1

2
d
[
ln(1− v2(t))

]
.

Åãî èíòåãðèðîâàíèå ïðèâîäèò ê (10.27).

Ìîæíî ðàññìîòðåòü ðàâíîìåðíîå äâèæåíèå öåíòðà ýíåðãèè ãèðîñêîïà

ïî îêðóæíîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå ïîâîðîò ñòåðæíÿ è ïðåöåññèÿ ñïèíà âåäóò

ñåáÿ ñõîæèì îáðàçîì. Ïðè ìàëûõ ñêîðîñòÿõ v ïðè êàæäîì îáîðîòå ïî

îêðóæíîñòè ñïèí, êàê è ñòåðæåíü, ïîâîðà÷èâàåòñÿ íà íåáîëüøîé óãîë,

ðàâíûé πv2 [27℄.

Àíàëîãè÷íî ñïèíó ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå èçìåíåíèå ïîë-

íîãî ìîìåíòà èìïóëüñà L ãèðîñêîïà, çàïèñàííîå îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæ-

íîé (ëàáîðàòîðíîé) ñèñòåìû îòñ÷¼òà. Òàê êàê ïðîåêöèè âåêòîðà L ÿâ-

ëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè 4-òåíçîðà, åãî òðàíñ�îðìàöèîííûå ñâîéñòâà îò-

ëè÷àþòñÿ îò ñâîéñòâ ñïèíà. Ïîýòîìó ðåçóëüòèðóþùåå óðàâíåíèå òàêæå

îòëè÷àåòñÿ îò (10.22) è èìååò âèä:

dL

dt
= γ2 v × [L× a].

Åñëè óñêîðåííîå äâèæåíèå ïðîèñõîäèò âäîëü ïðÿìîé (âåêòîðû v è a

ïàðàëëåëüíû), èçìåíåíèå êîìïîíåíò ìîìåíòà èìïóëüñà ñîâïàäàåò ñ ñî-

îòâåòñòâóþùèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ëîðåíöà äëÿ ìãíîâåííî ñîïóòñòâó-

þùåé ãèðîñêîïó èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà.

Îòìåòèì, ÷òî èñõîäíàÿ �îðìóëà Òîìàñà äëÿ ïðåöåññèè ñïèíà îòëè÷à-

ëàñü îò óðàâíåíèÿ (10.22). Ýòî áûëî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî Òîìàñ ó÷¼ë òîëüêî

âèãíåðîâñêîå âðàùåíèå, ê ðàññìîòðåíèþ êîòîðîãî ìû ñåé÷àñ ïåðåéä¼ì.
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10.5 Âèãíåðîâñêîå âðàùåíèå è ïðåöåññèÿ Òîìàñà

• Ïóñòü åñòü òðè èíåðöèàëüíûå ñèñòåìû îòñ÷¼òà S, S1 è S2. Ñèñòåìà

S1 äâèæåòñÿ îòíîñèòåëüíî S ñî ñêîðîñòüþ v1, à S2 îòíîñèòåëüíî S1 ñî

ñêîðîñòüþ v2. Ïåðåõîä îò îäíîé ñèñòåìû ê äðóãîé îïðåäåëÿåòñÿ ëîðåí-

öåâñêèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè (áóñòàìè) Λ1 = Λ(v1) è Λ2 = Λ(v2):

Âûøå íà ðèñóíêå îñè âñåõ ñèñòåì îòñ÷¼òà íàðèñîâàíû ïàðàëëåëüíûìè

äðóã äðóãó, òàê êàê ðèñóíîê íå �ïðèâÿçàí� ê êîíêðåòíîìó íàáëþäàòåëþ.

Íàïîìíèì (ñòð. 33), ÷òî íàáëþäàòåëè äëÿ ñîãëàñîâàíèÿ åäèíèö èçìåðå-

íèÿ �èêñèðóþò çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðà îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè v.

Ýòî ïîçâîëÿåò êàæäîìó èç íèõ ïðîâåñòè â ñâîåé ñèñòåìå îòñ÷¼òà îðòîãî-

íàëüíûå êîîðäèíàòíûå îñè, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ êîìïîíåíòû ñêîðîñòè

ðàâíû v = {vx, vy, vz} äëÿ îäíîãî íàáëþäàòåëÿ è ñ îáðàòíûì çíàêîì äëÿ

äðóãîãî. Â òîæå âðåìÿ, åñëè íàáëþäàòåëü îäíîâðåìåííî â ñâîé ñèñòåìå

îòñ÷¼òà çà�èêñèðóåò ïîëîæåíèå �÷óæèõ� êîîðäèíàòíûõ îñåé (ñòð. 88), òî

îí îáíàðóæèò, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå îíè íå ïàðàëëåëüíû åãî êîîðäèíàòíîé

ñèñòåìå è íå ïåðïåíäèêóëÿðíû äðóã äðóãó.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðåîáðàçîâàíèé Λ2 Λ1 â ýòó êàðòèíó äîáàâëÿåò

íîâûå íþàíñû. Êîìïîçèöèÿ áóñòîâ íå ÿâëÿåòñÿ áóñòîì. Ýòî îçíà÷àåò

íàðóøåíèå òðàíçèòèâíîñòè ïðîöåäóðû ñîãëàñîâàíèÿ íàïðàâëåíèÿ êîîð-

äèíàòíûõ îñåé. Åñëè ýòó ïðîöåäóðó ïðîäåëàëè íàáëþäàòåëè â S è S1 (çà-

�èêñèðîâàâ çíà÷åíèå v1), à çàòåì àíàëîãè÷íîå ñîãëàñîâàíèå ïðè ïîìîùè

âåêòîðà v2 ñäåëàëè íàáëþäàòåëè â S1 è S2 òî îòíîñèòåëüíûå ñêîðîñòè S
è S2 óæå íå áóäóò ðàâíû ñ îáðàòíûì çíàêîì.

Â ðàçäåëå 11.4, ïðè ïîìîùè êâàòåðíèîíîâ áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü ïðåîáðàçîâàíèé Λ1 è Λ2 ýêâèâàëåíòíà ÷èñòîìó áóñòó Λ ïî-

ñëå êîòîðîãî ïðîèçîøåë ïðîñòðàíñòâåííûé ïîâîðîò êîîðäèíàòíûõ îñåé

R. Åñëè äâå ñèñòåìû ñâÿçàíû áóñòîì, òî èõ îòíîñèòåëüíûå ñêîðîñòè ñ

òî÷íîñòüþ äî çíàêà ñîâïàäàþò. Êîãäà �äâèæóùàÿñÿ� ñèñòåìà ïîâîðà÷è-

âàåò êîîðäèíàòíûå îñè, å¼ ñêîðîñòü îòíîñèòåëüíî �íåïîäâèæíîé� íå èç-

ìåíèòñÿ. À âîò ñêîðîñòü íåïîäâèæíîé ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî äâèæóùåé-

ñÿ ìåíÿåòñÿ òàê êàê ïðè ïîâîðîòå ïîëó÷àþòñÿ äðóãèå ïðîåêöèè âåêòîðà

ñêîðîñòè íà êîîðäèíàòíûå îñè. Ýòè ñîîáðàæåíèÿ ïîçâîëÿþò åù¼ îäíèì

ñïîñîáîì ïîëó÷èòü óãîë ïîâîðîòà, êîòîðûé íàçûâàþò âèãíåðîâñêèì âðà-

ùåíèåì.
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⊲ Ñêîðîñòü ñèñòåìû S2 îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû S ðàâíà (ñòð. 36):

v20 =
v2 + γ1 v1 + Γ1 v1 (v1v2)

γ1 (1 + v1v2)
, (10.28)

ãäå, êàê îáû÷íî, Γ1 = (γ1 − 1) /v21 è γ1 = 1/
√

1− v21. Àíàëîãè÷íûì îá-

ðàçîì çàïèñûâàåòñÿ ñêîðîñòü S îòíîñèòåëüíî S2:

v02 = −v1 + γ2 v2 + Γ2 v2 (v2v1)

γ2 (1 + v1v2)
. (10.29)

Îíà ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé v1 7→ −v2, v2 7→ −v1. Â îáùåì ñëó÷àå v20 è

v02 íå ïàðàëëåëüíû: v20 6= −v02. Ýòî ñóùåñòâåííî îòëè÷àåò ïðîñòðàí-

ñòâî ñêîðîñòåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè îò êëàññè÷åñêîãî v20 = v1 + v2,

êîòîðîå ñèììåòðè÷íî ïî ñêîðîñòÿì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

�àëëèëåÿ.

Íåñìîòðÿ íà íåïàðàëëåëüíîñòü îòíîñèòåëüíûõ ñêîðîñòåé, èõ äëèíû

îäèíàêîâû. Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî

v2 = v2
20 = v2

02 =
(v1 + v2)

2 − [v1 × v2]
2

(1 + v1v2)2
. (10.30)

Â ÷àñòíîñòè: γ = γ1γ2 (1+v1v2). Ïåðåìíîæàÿ (10.28) è (10.29) âåêòîðíûì

îáðàçîì:

n sinφ =
[v20 × v02]

v2
,

ïîëó÷àåì ñèíóñ óãëà ìåæäó îòíîñèòåëüíûìè ñêîðîñòÿìè è åäèíè÷íûé

âåêòîð íîðìàëè n ê ïëîñêîñòè ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ýòè âåêòîðû:

n sinφ = −[v1 × v2]
γ1γ2 − 1 + v1v2 (γ1Γ2 + γ2Γ1) + (v1v2)

2Γ1Γ2

(γ2 − 1)/(γ1γ2)
.

Åñëè âûðàçèòü v1v2 = (γ − γ1γ2)/(γ1γ2), òî ìîæíî óïðîñòèòü ýòî âûðà-

æåíèå:

n sinφ = −[v1 × v2]
γ1γ2 (1 + γ + γ1 + γ2)

(1 + γ)(1 + γ1)(1 + γ2)
, (10.31)

÷òî ÿâëÿåòñÿ ñ óãëîì âèãíåðîâñêîãî ïîâîðîòà, âîçíèêàþùåãî ïðè êîìïî-

çèöèè ÷èñòûõ ëîðåíöåâñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé (áóñòîâ): ñêîðîñòü v02 ïîâî-

ðà÷èâàåòñÿ îòíîñèòåëüíî v20 íà óãîë φ.
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⊲ Ïóñòü ñ îáúåêòîì, äâèãàþùèìñÿ ñ ïåðåìåííîé ñêîðîñòüþ, ñâÿçàí 3-

âåêòîð. Åñëè ïðè èçìåíåíèè ñêîðîñòè îòíîñèòåëüíî ñîïóòñòâóþùåé èíåð-

öèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà, îí ïåðåíîñèòñÿ �ïàðàëëåëüíûì�îáðàçîì, òî

îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû ýòîò âåêòîð áóäåò ïîâîðà÷èâàòüñÿ.

Óãîë òàêîãî ïîâîðîòà ÷àñòî àññîöèèðóþò ñ âèãíåðîâñêèì óãëîì (10.31).

Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, �âðàùàòåëüíàÿ äèíàìèêà� 3-âåêòîðà, ñâÿçàí-

íîãî ñî ñòåðæíåì è ãèðîñêîïîì ðàçëè÷íà, òàê êàê ðàçëè÷íû òðàíñ�îð-

ìàöèîííûå ñâîéñòâà òàêèõ âåêòîðîâ. Ïîýòîìó, âèãíåðîâñêîå âðàùåíèå

ñâÿçàíî ñ ïðåöåññèåé Òîìàñà, íî åãî ñàìîãî ïî ñåáå íå äîñòàòî÷íî äëÿ å¼

îïèñàíèÿ.

Òåì íå ìåíåå, ðàññìîòðèì â åäèíûõ îáîçíà÷åíèÿõ îïèñàíèå ïðåöåññèè

Òîìàñà, ïðèâåäåííîå â êíèãàõ Äæåêñîíà [21℄ è Ì¼ëëåðà [17℄. Ïóñòü åñòü

òðè ñèñòåìû îòñ÷¼òà: S, S1 è S2. Ïðè ýòîì S � ëàáîðàòîðíàÿ ñèñòåìà, à

S1 è S2 � ñîïóòñòâóþùèå ê îáúåêòó èíåðöèàëüíûå ñèñòåìû îòñ÷¼òà â äâà

ïîñëåäîâàòåëüíûõ ìîìåíòà âðåìåíè.

Â [21℄ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî S1 è S2 ñâÿçàíû ñ S áóñòàìè:

X1 = Λ(v) X, X2 = Λ(v + dv) X, (10.32)

ãäå, äëÿ êðàòêîñòè, èñïîëüçóåòñÿ �îáû÷íàÿ� ìàòðè÷íàÿ çàïèñü äëÿ 4-

âåêòîðîâ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî Λ−1(v) = Λ(−v), ïîëó÷àåì:

X2 = Λ(v + dv)Λ(−v) X1. (10.33)

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (10.31) ñ v1 = −v, v2 = v+dv, çàïèøåì â ïåðâîì
ïðèáëèæåíèè ïî dv áåñêîíå÷íî ìàëûé óãîë ïîâîðîòà (⋖H41):

n dφ =
γ2

γ + 1
[v × dv]. (10.34)

Ïðåîáðàçîâàíèå ìåæäó S1 è S2 èìååò âèä:

t2 = t1 − r1∆v, r2 = r1 − dφ [n× r1]− t1∆v, (10.35)

ãäå ∆v = γ
(
dv+Γ (vdv)v

)
. Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïî dv ñêîðîñòè v20

è −v02 ñîâïàäàþò è ðàâíû ∆v.

Ïîëó÷åííîå 3-ìåðíîå âðàùåíèå −dφ [n×r1] â (10.35), âîçíèêàåò ìåæäó
ñîïóòñòâóþùèìè ñèñòåìàìè S1 è S2. Ïîýòîìó â ïîäõîäå Äæåêñîíà, îñ-

íîâàííîì íà (10.32), ðàññìàòðèâàåòñÿ âðàùåíèå ñîïóòñòâóþùèõ ñèñòåì,

à íå âðàùåíèå îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà. Ïðè ýòîì

ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñîïóòñòâóþùèå ñèñòåìû ïîëó÷àþòñÿ èç ëàáîðàòîð-

íîé ïðè ïîìîùè áóñòîâ è èõ îñè �ïàðàëëåëüíû� S, à íå äðóã äðóãó.
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⊲Èäåîëîãèè ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà îñåé ñîïóòñòâóþùèõ ñèñòåì áîëü-

øå ñîîòâåòñòâóåò âûâîä Ì¼ëëåðà [17℄, êîòîðûé ðàññìàòðèâàåò ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü ïðåîáðàçîâàíèé:

X1 = Λ(v) X, X2 = Λ(dv21) X1, (10.36)

îòêóäà

X2 = Λ(dv21)Λ(v) X. (10.37)

Ïîäñòàâëÿÿ v1 = v, v2 = dv21 â ñîîòíîøåíèå (10.31), â ïåðâîì ïðèáëè-

æåíèè ïî dv21 èìååì:

n dφ = − γ

γ + 1
[v× dv21]. (10.38)

Èòîãîâàÿ ñêîðîñòü (10.28) â ïåðâîì ïîðÿäêå ìàëîñòè ïî dv21 ðàâíà:

v20 ≈ v +
dv21

γ
− v (vdv21)

γ + 1
, (10.39)

Âåëè÷èíà dv21 ÿâëÿåòñÿ ñêîðîñòüþ S2 îòíîñèòåëüíî S1 è èìååò ñìûñë

èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè îáúåêòà îòíîñèòåëüíî ñâîåãî ïðåäûäóùåãî ìãíîâåí-

íîãî ïîëîæåíèÿ S1. Ñêîðîñòü v20 èìååò ñìûñë ñêîðîñòè ñèñòåìû S2 îò-

íîñèòåëüíî S. Ïîýòîìó Ì¼ëëåð ââîäèò èçìåíåíèå ñêîðîñòè îáúåêòà îò-

íîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû: dv = v20 − v. Óìíîæàÿ å¼ âåêòîðíî

íà v, íåñëîæíî ïåðåïèñàòü (10.38) â âèäå:

n dφ = − γ2

γ + 1
[v × dv], (10.40)

÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì (10.34), îäíàêî èìå-

åò äðóãîé ñìûñë, òàê êàê îïðåäåëÿåò ïîâîðîò ñèñòåìû, ïîëó÷åííîé èç

ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû S â ðåçóëüòàòå ëîðåíöåâñêîãî áóñòà. Ôàêòè÷åñêè,

â ñîîòíîøåíèè Λ(dv21) Λ(v) = R(n, dφ) Λ(v + dv) ó÷àñòâóåò ÷åòûðå ñè-

ñòåìû. Â ëåâîé ÷àñòè çàïèñàí ïîñëåäîâàòåëüíûé ïåðåõîä îò S ê S1, à

çàòåì ê S2. Â ïðàâîé ÷àñòè ëîðåíöåâñêîå ïðåîáðàçîâàíèå Λ(v+ dv) îñó-
ùåñòâëÿåò ïåðåõîä îò S ê ñèñòåìå S̃2, èç êîòîðîé (â ðåçóëüòàòå ïîâîðîòà)

ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà S2. Ïîýòîìó 3-ìåðíîå âðàùåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ íå

îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû S, à îòíîñèòåëüíî S̃2.

Îøèáêà îòîæäåñòâëåíèÿ âèãíåðîâñêîãî ïîâîðîòà ñ ïðåöåññèåé Òîìà-

ñà, ñâÿçàíà ñ èãíîðèðîâàíèåì îòíîñèòåëüíîñòè îäíîâðåìåííîñòè. Ìîìåíò

âðàùåíèÿ ìàëåíüêîãî ãèðîñêîïà ïðèâÿçàí ê îäíîé òî÷êå. Â òîæå âðåìÿ

3-âåêòîð, ñâÿçàííûé ñî ñòåðæíåì, ñîåäèíÿåò äâå òî÷êè â íåèíåðöèàëü-

íîé ñèñòåìå (íà÷àëî è êîíåö ñòåðæíÿ). Èìåííî ïîýòîìó åãî ïðåöåññèÿ

îòëè÷àåòñÿ îò ïðåöåññèè ìîìåíòà ãèðîñêîïà. Â îáùåì ñëó÷àå, ðàçëè÷íûå

äâèæóùèåñÿ 3-âåêòîðû â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå áóäóò èìåòü ðàçëè÷íóþ

ïðåöåññèþ, êàêèì áû ñïîñîáîì íå îïðåäåëÿëñÿ âèãíåðîâñêèé ïîâîðîò.
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10.6 Íåëîêàëüíîñòü çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ

Äëÿ ñîñòàâíûõ ñèñòåì ïðåîáðàçîâàíèÿ (8.37), ñòð. 231 äëÿ ìîìåíòà èì-

ïóëüñà L = r× p è âåêòîðà G = E r− tp:

L = γ (L′ − v ×G′)− Γv (vL′), (10.41)

ÿâëÿþòñÿ ëèøü ïåðâûì ïðèáëèæåíèåì [22℄. Äåéñòâèòåëüíî, ñóììàðíûé

ìîìåíò èìïóëüñà â äàííîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà âûðàæàåòñÿ â òåðìèíàõ ñèí-

õðîíèçèðîâàííûõ âî âñ¼ì ïðîñòðàíñòâå ÷àñîâ. Äëÿ ñèñòåìû ÷àñòèö, íà-

õîäÿùèõñÿ â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà, îäíîâðåìåííûå ñîáûòèÿ

â îäíîé ñèñòåìå áóäóò íåîäíîâðåìåííûìè â äðóãîé. ×òîáû ïîëó÷èòü

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà äëÿ ìîìåíòà èìïóëüñà ñîâîêóïíîñòè ÷àñòèö,

íåîáõîäèìî ïðîñóììèðîâàòü ïðåîáðàçîâàíèÿ (10.41) ïî âñåì ÷àñòèöàì.

Âåëè÷èíû, íàõîäÿùèåñÿ â ïðàâîé ÷àñòè, ñîîòâåòñòâóþò âðåìåíè t′. Èõ
ñóììà äàñò ìîìåíò èìïóëüñà è öåíòð ýíåðãèè â ìîìåíò âðåìåíè t′. Îä-
íàêî, åñëè t′ �èêñèðîâàíî, â ëåâîé ÷àñòè ñóììèðóåìûå âåëè÷èíû L è G

îòíîñÿòñÿ ê ðàçëè÷íûì ìîìåíòàì âðåìåíè. Äëÿ k-òîé ÷àñòèöû â ñèëó

ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà (1.17), ñòð. 33, èìååì:

tk = vrk +
t′

γ
.

Òàê êàê ïîëîæåíèÿ ÷àñòèö rk âðàùàþùåãîñÿ òåëà ðàçëè÷íû, òî ðàçëè÷-

íûìè áóäóò è âðåìåíà tk. Ïîýòîìó òàêàÿ ñóììà íå ðàâíà ñóììàðíîìó

ìîìåíòó èìïóëüñà â ìîìåíò âðåìåíè t:
∑

Lk(vrk + t′/γ) =
∑

γ (L′(t′)− v ×G′(t′))− Γv (vL′(t′)).

Àíàëîãè÷íî ìîæíî çà�èêñèðîâàòü âðåìÿ t â ëåâîé ÷àñòè ñóììàðíûõ ïðå-

îáðàçîâàíèé. Òîãäà ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè áóäóò îòíîñèòüñÿ ê ðàç-

ëè÷íûì ìîìåíòàì âðåìåíè. Â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ñóììàð-

íûõ âåëè÷èí âûãëÿäÿò ñóùåñòâåííî áîëåå ñëîæíûìè, ÷åì ñîîòíîøåíèå

(10.41). Ïîñëåäíåå ñïðàâåäëèâî äëÿ îäèíî÷íîé ÷àñòèöû èëè êàê ïåðâîå

ïðèáëèæåíèå ïî óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ.

Áîëåå òîãî, â îáùåì ñëó÷àå îêàçûâàåòñÿ, ÷òî, õîòÿ L′
è G′

ïîñòîÿí-

íû â ñèñòåìå S ′
, îíè áóäóò èçìåíÿòüñÿ ñî âðåìåíåì â ñèñòåìå S. È ýòî

îòíîñèòñÿ íå òîëüêî ê ìîìåíòó èìïóëüñà. Âî èçáåæàíèå íåäîðàçóìåíèé,

ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî ðå÷ü èä¼ò î ìåõàíè÷åñêîì ìîìåíòå, îïðåäåë¼ííîì êàê

L =
∑

r× p. Åãî íåñîõðàíåíèå íå îçíà÷àåò, ÷òî íåëüçÿ ïîñòðîèòü íåêî-

òîðóþ âåëè÷èíó (âêëþ÷àþùóþ â ñåáÿ L), êîòîðàÿ áóäåò ïîñòîÿííà âî

âñåõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà.
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⊲ �àññìîòðèì äâà ìàññèâíûõ øàðèêà, ñîåäèí¼ííûõ ë¼ãêèì ñòåðæíåì.

Ïóñòü â ñèñòåìå S ′
òàêàÿ ãàíòåëüêà âðàùàåòñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω0 â

ïëîñêîñòè (x′, y′). Öåíòð âðàùåíèÿ ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì ìàññ è íà÷àëîì

ñèñòåìû îòñ÷¼òà. Òðàåêòîðèÿ îäíîãî øàðèêà ðàâíà

x′ = r0 cos(φ+ ω0t
′), y′ = r0 sin(φ+ ω0t

′), (10.42)

ãäå φ, ω0, r0 � êîíñòàíòû. Âòîðîé øàðèê ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé φ 7→ φ+ π

èëè r0 7→ −r0. Ìîäóëè ñêîðîñòè øàðèêîâ îäèíàêîâû è ðàâíû ω0r0. Ìî-

ìåíò èìïóëüñà ãàíòåëüêè, ïåðïåíäèêóëÿðíûé ïëîñêîñòè (x′, y′), ðàâåí:

L0 =
µω0r

2
0

√

1− (ω0r0)2
, (10.43)

ãäå µ = 2m � ñóììàðíàÿ ìàññà øàðèêîâ.

Íàéä¼ì, êàê âûãëÿäèò ýòà æå ãàíòåëüêà äëÿ íåïîäâèæíûõ íàáëþäàòå-

ëåé â ñèñòåìå S, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé S ′
äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ v âäîëü

îñè x. Ïîäñòàâèì â òðàåêòîðèþ (10.42) ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà:

γ [x−vt] = r0 cos
(
φ+ω0γ [t−vx]

)
, y = r0 sin

(
φ+ω0γ [t−vx]

)
. (10.44)

Ââåä¼ì êîîðäèíàòó x̃ = x− vt îòíîñèòåëüíî íà÷àëà ñèñòåìû îòñ÷¼òà S ′
:

γ x̃ = r0 cos(φ+ ωt− ω0v γx̃), y = r0 sin(φ+ ωt− ω0v γx̃), (10.45)

ãäå ω = ω0/γ � êðóãîâàÿ ÷àñòîòà â ñèñòåìå S. Ïåðâîå òðàíñöåíäåíòíîå
óðàâíåíèå ïîçâîëÿåò íàéòè x̃. Âòîðîå óðàâíåíèå äà¼ò y.

Íèæå íà ðèñóíêå èçîáðàæåíû ïîëîæåíèÿ øàðèêîâ è ñòåðæíÿ â ðàç-

ëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè. Ïðè âðàùåíèè ñòåðæåíü èçãèáàåòñÿ, ÷òî ñâÿ-

çàíî ñ îòíîñèòåëüíîñòüþ îäíîâðåìåííîñòè.

Êîãäà â ñèñòåìå S ′
ñòåðæåíü ðàñïîëîæåí âåðòèêàëüíî, òî îáà øàðèêà

íàõîäÿòñÿ íà îñè y′. Ýòè äâà ñîáûòèÿ èìåþò îäèíàêîâûå êîîðäèíàòû

x′
, ïîýòîìó îäíîâðåìåííû è äëÿ íàáëþäàòåëåé â S. Â ýòîò ìîìåíò âèä

ñòåðæíÿ â îáîèõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà ñîâïàäàåò. Èíà÷å âûãëÿäèò ñèòóàöèÿ,

êîãäà â ñèñòåìå S ′
ñòåðæåíü çàíèìàåò ãîðèçîíòàëüíîå ïîëîæåíèå è øà-

ðèêè ïåðåñåêàþò îñü x′
. Ýòè ñîáûòèÿ áóäóò íåîäíîâðåìåííû â ñèñòåìå

S, ãäå ïðàâûé øàðèê îñü x åù¼ íå ïåðåñ¼ê, à ëåâûé ýòî óæå ñäåëàë.
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⊲ Äè��åðåíöèðóÿ (10.44), ïîëó÷àåì ñêîðîñòü u = {ux, uy} øàðèêà:

ux =
v − ω0y

1− vω0y
, uy =

ω0 x̃

1− vω0y
,

äëÿ êîòîðîé �àêòîð Ëîðåíöà ðàâåí:

γu =
1

√

1− u2
x − u2

y

=
γ (1− vω0y)
√

1− (r0ω0)2
,

ãäå γ = 1/
√
1− v2. Ïðè ïîìîùè âåêòîðà r̃ = r − vt = {x̃, y} ìîæíî â

ñóììàðíîì ìîìåíòå èìïóëüñà îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò ñèñòåìû S
âûäåëèòü ìîìåíò îòíîñèòåëüíî ìãíîâåííîãî ïîëîæåíèÿ íà÷àëà ñèñòåìû

S ′
, êîòîðûé ìû áóäåì ïîìå÷àòü òèëüäîé:

L =
∑

mγu [r× u] = L̃+ [v ×P] t, (10.46)

ãäå �ìãíîâåííûé� ìîìåíò è ñóììàðíûé èìïóëüñ ðàâíû:

L̃ =
∑

mγu [r̃× u], P =
∑

p.

Âåêòîð L̃ íàïðàâëåí âäîëü îñè z è èìååò äëèíó:

L̃ = γL0 −
∑ mγ (ω0v

2 γ2x̃2 + v y)
√

1− (r0ω0)2
, (10.47)

ãäå L0 � ìîìåíò âðàùåíèÿ (10.43) â ñèñòåìå S ′
. Ñëàãàåìîå γL0 ñîîòâåò-

ñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèþ ìîìåíòà â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèåì (8.37),

íå ó÷èòûâàþùèì îòíîñèòåëüíîñòü îäíîâðåìåííîñòè äëÿ ðàñïðåäåë¼ííîé

ñèñòåìû. Àíàëîãè÷íî ïðè ïîìîùè r̃ ìîæíî çàïèñàòü âåêòîð G:

G =
∑

(Er− pt) = (vE −P) t+
∑

E r̃, (10.48)

ãäå E =
∑

E � ñóììàðíàÿ ýíåðãèÿ äâèæåíèÿ. Ïîñëåäíèé ÷ëåí áóäåì

ïîìå÷àòü òèëüäîé. Åãî îòíîøåíèå ê E äà¼ò ðàäèóñ-âåêòîð öåíòðà ýíåðãèè

(ñòð. 233) îòíîñèòåëüíî ìãíîâåííîãî ïîëîæåíèÿ ñèñòåìû S ′
. Êîìïîíåíòû

ñóììàðíîãî âåêòîðà G̃ èìåþò âèä:

G̃ =
∑

E r̃ =
∑mγ{x̃− vω0 yx̃, y − vω0 y

2}
√

1− (r0ω0)2
. (10.49)

Çàïèøåì òàêæå âûðàæåíèÿ äëÿ ñóììàðíîé ýíåðãèè è èìïóëüñà:

E =
∑mγ(1− vω0 y)

√

1− (r0ω0)2
, P =

∑mγ{v − ω0y, ω0x̃}
√

1− (r0ω0)2
. (10.50)

Â ñëó÷àå ãàíòåëüêè â ýòèõ ñîîòíîøåíèÿõ ñóììû ñîäåðæàò ïî äâà ñëàãà-

åìûõ äëÿ êàæäîãî èç øàðèêîâ.
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Íèæå íà ðèñóíêå ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè ìãíîâåííîãî

ìîìåíòà èìïóëüñà L̃ è òðàåêòîðèÿ íà ïëîñêîñòè x, y ìãíîâåííîãî öåíòðà
ýíåðãèè G̃/E îòíîñèòåëüíî íà÷àëà ñèñòåìû S ′

è ñóììàðíîãî èìïóëüñà.

Ïðè ýòîì v = 0.8, w0 = 0.6, m = r0 = 1. Âðåìÿ èçìåíÿåòñÿ îò 0 äî π/ω.

Êîëåáàíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà ñâÿçàíû

ñ áûñòðûì âðàùåíèåì øàðèêîâ â ñèñòåìå S ′
. �àñêëàäûâàÿ êîñèíóñ â

óðàâíåíèè (10.45) â ðÿä ïî ω0vγx̃, à çàòåì x̃ â ðÿä ïî ω0, èìååì:

γx̃ ≈ r0 c+ r20ω0v s c+ O(ω2r30), y ≈ r0 s− r20 ω0v c
2 + O(ω2r30).

ãäå c = cos(φ+ωt), s = sin(φ+ωt). Ïðè ñóììèðîâàíèè â (10.47) íå÷¼òíûå

ñòåïåíè r0 ñîêðàùàþòñÿ, òàê êàê äëÿ îäíîãî øàðèêà áóäåò �r0�, à äëÿ

âòîðîãî � �−r0�. Ïîýòîìó ìîìåíò â ýòîì ïðèáëèæåíèè ïîñòîÿíåí:

L̃ ≈ γL0 +O(ω2
0r

3
0).

Ïîïðàâêà ê ðåçóëüòàòó ïðåîáðàçîâàíèÿ (8.37) ñîâåðøàåò îñöèëëÿòîðíûå

êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé 2ω. Öåíòð ýíåðãèè îòíîñèòåëüíî íà÷àëà ñèñòåìû S ′

â âåäóùåì ïðèáëèæåíèè ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì ïðåîáðàçîâàíèÿ (8.38):

G̃

E ≈ r20γω0

{
0, −v

}
.

Ñóììàðíàÿ ýíåðãèÿ äâèæåíèÿ â ñèñòåìå S çàâèñèò îò âðåìåíè ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì:

E
µγ

≈ 1 +
r20ω

2
0

2
+ r20ω

2
0v

2 cos2(ωt) + ...,

à ñóììàðíûé èìïóëüñ íå ðàâåí vE :
P

E ≈ v +
ω2
0r

2
0v

2γ2

{

1 + cos(2ωt), γ2 sin(2ωt)
}

+ ...,

÷òî ïðèâîäèò íå òîëüêî ê êîëåáàíèÿì âåêòîðà G âñëåä çà öåíòðîì ýíåð-

ãèè, íî è ê óâåëè÷åíèþ åãî äëèíû ñî âðåìåíåì (10.48). Âñå ýòè ý��åêòû

ïðîÿâëÿþòñÿ òîëüêî ïðè áûñòðîì âðàùåíèè, êîãäà ïàðàìåòð ω0 âåëèê.

Ïðè ìàëûõ ω0 ñïðàâåäëèâî ïðåîáðàçîâàíèå (10.41).
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10.7 Êàê âûãëÿäèò âðàùàþùèéñÿ äèñê?

Ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ãàíòåëüêè ïîçâîëÿþò íàéòè ñóììàðíûå

âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùèå âðàùàþùååñÿ êîëüöî èëè äèñê. Ïóñòü êîëü-

öî ñîñòîèò èç ìíîæåñòâà �ãàíòåëåê�, ðàâíîìåðíî çàïîëíÿþùèõ ïëîñêîñòü

êîëüöà â ñèñòåìå S ′
. Â ñèñòåìå S âíåøíèé âèä ýòîãî äèñêà â ëþáîé ìî-

ìåíò âðåìåíè èçîáðàæ¼í íà ðèñóíêå:

Âíåøíèé âèä êîëüöà íå ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì, è âñåãäà íàáëþäàåòñÿ

ñãóùåíèå ìàññ â íèæíåé ÷àñòè êîëüöà â íàïðàâëåíèè âåêòîðíîãî ïðîèç-

âåäåíèÿ v × L, ãäå ìîìåíò èìïóëüñà L ïåðïåíäèêóëÿðåí ðèñóíêó.

Óðàâíåíèÿ (10.45) äëÿ îïðåäåëåíèÿ x̃ è y òðàíñöåíäåíòíû:

γx̃

r0
= cos

(
φ+ ωt− α

γx̃

r0

)
,

y

r0
= sin

(
φ+ ωt− α

γx̃

r0

)
,

ãäå α = ω0vr0. Ïðè ñóììèðîâàíèè âêëàäà êàæäîãî øàðèêà íåîáõîäèìî

ïåðåéòè ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî óãëó φ (�óñðåäíåíèþ�):

〈f〉 = 1

2π

2π∫

0

f(φ) dφ. (10.51)

Ìîæíî ïîêàçàòü (⋖H42), ÷òî äëÿ íå÷¼òíûõ ñòåïåíåé x̃ ñðåäíèå ðàâíû

íóëþ:

〈x̃〉 = 〈x̃y〉 = 0,

à íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ èìåþò âèä:

〈y〉 = −ω0vr
2
0

2
,

〈
x̃2
〉
=

r20
2γ2

,
〈
y2
〉
=

r20
2
.

Ïðè ïîìîùè ýòèõ ñîîòíîøåíèé íåñëîæíî íàéòè ìîìåíò èìïóëüñà è öåíòð

ýíåðãèè ëåòÿùåãî â ñèñòåìå S âðàùàþùåãîñÿ êîëüöà. Âñå ñóììû â ñîîò-

íîøåíèÿõ (10.47), (10.49), (10.50) çàìåíÿþòñÿ íà èíòåãðàë ïî óãëó φ.
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Ñóììàðíàÿ ìàññà êîëüöà äîëæíà ðàâíÿòüñÿ µ, òàê ÷òî:

∑

m 7→ 1

2π

2π∫

0

µdφ = µ.

Ñóììàðíàÿ ýíåðãèÿ è èìïóëüñ êîëüöà ðàâíû:

E =
µγ

√

1− (ω0r0)2
+

γL0v
2ω0

2
, P = vE + v

L0ω0

2γ
.

Â îòëè÷èå îò ãàíòåëüêè, îíè íå çàâèñÿò îò âðåìåíè. Îäíàêî ðåëÿòèâèñò-

ñêàÿ ñâÿçü P = vE äëÿ ñóììàðíûõ âåëè÷èí íå âûïîëíÿåòñÿ.

Óñðåäíÿÿ (10.47), ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ñóììàðíûé ìîìåíò èìïóëü-

ñà ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì ïðåîáðàçîâàíèé (8.37):

L = L̃ = γL0.

Ìîìåíò âðàùåíèÿ ñèììåòðè÷íîãî êîëüöà áóäåò ïîñòîÿííûì â îáåèõ ñè-

ñòåìàõ îòñ÷¼òà. Ýòî æå áóäåò ñïðàâåäëèâî è äëÿ äèñêà, îñü âðàùåíèÿ

êîòîðîãî ïåðïåíäèêóëÿðíà îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè. Çàìåòèì, ÷òî ýòîò

ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ, òîëüêî êîãäà óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ïåðïåí-

äèêóëÿðíà ñêîðîñòè v. Â îáùåì æå ñëó÷àå ìîìåíò èìïóëüñà ëèíåéíî

óâåëè÷èâàåòñÿ ñî âðåìåíåì. Ïðè ýòîì ÷ëåí, çàâèñÿùèé îò âðåìåíè, èìå-

åò âòîðîé ïîðÿäîê ìàëîñòè ïî óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ êîëüöà.

Âåêòîð G̃ ñîîòâåòñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèþ (8.38), à èñõîäíûé âåêòîð G

áåç òèëüäû ëèíåéíî ðàñò¼ò ñî âðåìåíåì:

G̃ = L0γ v
{
0,−1

}
, G = L0γv

{
−ω0t

2γ2
,−1

}
,

Èçìåíåíèå âåêòîðà G ñî âðåìåíåì ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ñóììàðíûé èì-

ïóëüñ íå ðàâåí ñóììàðíîé ýíåðãèè, óìíîæåííîé íà ñêîðîñòü: P 6= vE . Â
ðåçóëüòàòå, õîòÿ öåíòð ýíåðãèè îòíîñèòåëüíî íà÷àëà ñèñòåìû S ′

ïîñòîÿ-

íåí, âåêòîð G, â ñèëó (10.48), áóäåò ëèíåéíî óâåëè÷èâàòüñÿ ñî âðåìåíåì.

Òåì íå ìåíåå ïðè ìàëûõ óãëîâûõ ñêîðîñòÿõ ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðâî-

ãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî ω0 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âåêòîðû G è L èìåþò

ïîñòîÿííûå êîìïîíåíòû. Â ýòîì ïðèáëèæåíèè ý��åêò îòíîñèòåëüíîñòè

îäíîâðåìåííîñòè ìîæíî íå ó÷èòûâàòü è ïîëüçîâàòüñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿìè

(8.37), (8.38) è äëÿ ñóììàðíûõ âåëè÷èí. Â ðàìêàõ ýòîãî ïðèáëèæåíèÿ âû-

øå áûëî íàéäåíî óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå èçìåíåíèå ìîìåíòà èìïóëüñà

âðàùàþùåãîñÿ ãèðîñêîïà îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà.
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�ëàâà 11

Êâàòåðíèîíû

Â ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ åù¼ îäèí ïîäõîä ê òåîðèè îòíîñèòåëü-

íîñòè. Ïðè ïîìîùè êîìïëåêñíûõ ìàòðèö 2 × 2 ìû ââåä¼ì êâàòåðíèî-

íû, êîòîðûå ïîëíîñòüþ ýêâèâàëåíòíû 4-âåêòîðàì. Êâàòåðíèîíû îêàçû-

âàþòñÿ óäîáíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ îïèñàíèÿ âðàùåíèÿ è êîìïîçèöèè

ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà. Â ñëåäóþùåì òîìå ïðè ïîìîùè êâàòåðíèîíîâ

óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà áóäóò çàïèñàíû â î÷åíü èçÿùíîì âèäå. �àçâèòèå

êâàòåðíèîííîé ìàòåìàòèêè, â êîíå÷íîì ñ÷åòå, ïðèâåä¼ò íàñ ê ñïèíîðàì,

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ áîëåå îáùèìè ìàòåìàòè÷åñêèìè îáúåêòàìè ïî ñðàâ-

íåíèþ ñ �îáû÷íûìè� 4-âåêòîðàìè è òåíçîðàìè. Îíè æå ëåæàò â îñíîâå

îïèñàíèÿ �óíäàìåíòàëüíûõ ïîëåé ìàòåðèè.

301
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11.1 Êâàòåðíèîíû

⊲ Îñíîâíûì ìàòåìàòè÷åñêèì îáúåêòîì òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ÿâ-

ëÿåòñÿ 4-âåêòîð Aν = {A0, A1, A2, A3} ≡ {A0, A}. Ýòà ÷åòâ¼ðêà ÷èñåë

äî ñèõ ïîð ïðåäñòàâëÿëàñü â âèäå ñòîëáèêà (èëè ñòðîêè). Åù¼ îäíà âîç-

ìîæíîñòü ðàñïîëîæèòü ÷åòûðå ÷èñëà � ýòî ìàòðèöà 2 × 2, èìåþùàÿ 4

ýëåìåíòà. Ýëåìåíòàìè ìàòðèöû ìîãóò áûòü êàê äåéñòâèòåëüíûå, òàê è

êîìïëåêñíûå âåëè÷èíû. �àññìîòðèì ñëåäóþùóþ ýðìèòîâó ìàòðèöó:

A =

(
A0 + A3 A1 − ıA2

A1 + ıA2 A0 −A3

)

, (11.1)

ãäå ı � ìíèìàÿ åäèíèöà (ı2 = −1), à Aν
� ÷åòûðå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñ-

ëà. Ýðìèòîâîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöà íå ìåíÿåòñÿ ïðè êîìïëåêñíîì

ñîïðÿæåíèè ýëåìåíòîâ, ñ ïîñëåäóþùèì å¼ òðàíñïîíèðîâàíèåì (ñòð. 363):

A+ = (A∗)T = A.

Äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû A0 ± A3
äåéñòâèòåëüíû è ïðè òðàíñïîíèðîâà-

íèè îñòàþòñÿ íà ñâîèõ ìåñòàõ. Åù¼ 2 ýëåìåíòà ïðè òðàíñïîíèðîâàíèè

ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè, íî êîìïëåêñíîå ñïðÿæåíèå (ı∗ = −ı) âîññòàíàâëè-

âàåò èñõîäíóþ ìàòðèöó. Êîìïîíåíòû ìàòðèöû âûáðàíû òàê, ÷òîáû å¼

îïðåäåëèòåëü áûë èíâàðèàíòîì ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà:

detA = (A0)2 −A2. (11.2)

Ïðè èçìåíåíèè ñèñòåìû îòñ÷¼òà êîìïîíåíòû 4-âåêòîðà ìåíÿþòñÿ. Ìå-

íÿþòñÿ è ýëåìåíòû ìàòðèöû A. Çàïèøåì ýòî ïðåîáðàçîâàíèå â ìàòðè÷-

íîì âèäå ïðè ïîìîùè ìàòðèöû S òàêæå ðàçìåðîì 2×2. Ïðè òàêîì ïðåîá-

ðàçîâàíèè íîâàÿ ìàòðèöà A′
ïî-ïðåæíåìó äîëæíà îñòàâàòüñÿ ýðìèòîâîé.

Ïîýòîìó (⋖H43) ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà âûáåðåì â âèäå:

A′ = SAS+, detS = 1. (11.3)

Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû S ðàâåí åäèíèöå äëÿ îáåñïå÷åíèÿ èíâàðèàíòíî-

ñòè êâàäðàòà 4-âåêòîðà: detA′ = detS detA det S∗ = | det S|2 detA.

Ìàòðèöà S èìååò 4 ýëåìåíòà, îäèí èç êîòîðûõ, ïðè ïîìîùè óðàâíåíèÿ

det S = 1, ìîæåò áûòü âûðàæåí ÷åðåç òðè îñòàëüíûõ. Ýòè òðè ýëåìåíòà,

âîîáùå ãîâîðÿ, êîìïëåêñíûå, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò 6 = 3 · 2 íåçàâèñèìûõ
äåéñòâèòåëüíûõ ïàðàìåòðà, îïðåäåëÿþùèõ ìàòðèöó ïðåîáðàçîâàíèé S.

Êàê ìû óâèäèì íèæå, ýòè ïàðàìåòðû ñâÿçàíû ñ êîìïîíåíòàìè ñêîðîñòè

ñèñòåìû îòñ÷¼òà è òðåìÿ óãëàìè, çàäàþùèìè å¼ îðèåíòàöèþ.
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⊲ Êîìïîçèöèÿ äâóõ ïðåîáðàçîâàíèé (èõ ïîñëåäîâàòåëüíîå âûïîëíå-

íèå) ýêâèâàëåíòíî îäíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ:

A′ = S1AS+1 , A′′ = S2A
′ S+2 , ⇒ A′′ = SAS+,

ìàòðèöà êîòîðîãî ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ìàòðèö êàæäîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ:

S = S2 S1. (11.4)

Ïðè ýòîì ïîðÿäîê ìàòðèö îáðàòíûé ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîðÿäêîì âûïîë-

íåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

⊲ Ýðìèòîâó ìàòðèöó (11.1) ìîæíî ðàçëîæèòü ïî ÷åòûðåì òàêæå ýð-

ìèòîâûì ìàòðèöàì 2× 2:

A = Aµσµ = A0σ0 + A1σ1 + A2σ2 +A3σ3 = A0 +Aσ, (11.5)

ãäå σ0 = 1 � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, êîòîðàÿ ÷àñòî áóäåò îïóñêàòüñÿ, à

σ1 =

(
0 1

1 0

)

, σ2 =

(
0 −ı

ı 0

)

, σ3 =

(
1 0

0 −1

)

(11.6)

íàçûâàþòñÿ ìàòðèöàìè Ïàóëè. Îíè îáúåäèíÿþòñÿ â âåêòîð σ ñ êîì-

ïîíåíòàìè {σ1, σ2, σ3}. Ïðÿìûì ïåðåìíîæåíèåì (⋖H44) íåñëîæíî ïðî-

âåðèòü, ÷òî êâàäðàòû ìàòðèö Ïàóëè ðàâíû åäèíè÷íîé ìàòðèöå, à èõ

ïðîèçâåäåíèå � ìíèìîé åäèíèöå. Ê òîìó-æå îíè àíòèêîììóòèðóþò:

σ2
1 = σ2

2 = σ2
3 = 1, σ1σ2σ3 = ı, σi σj = −σj σi, i 6= j.

Ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö ñíîâà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ìàòðèöû Ïàóëè:

σ1 σ2 = ı σ3, σ3 σ1 = ı σ2, σ2 σ3 = ı σ1.

Ïîðÿäîê èíäåêñîâ â ïîñëåäíèõ äâóõ ðàâåíñòâàõ ïîëó÷àåòñÿ öèêëè÷åñêîé

ïåðåñòàíîâêîé èç σ1 σ2 = ı σ3. Âñå ýòè ñîîòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòû îäíîìó,

çàäàþùåìó àëãåáðó ìàòðèö Ïàóëè (ïî k ñóììà îò 1 äî 3):

σi σj = δij + ı εijk σk, (11.7)

ãäå εijk � àíòèñèììåòðè÷íûé 3-òåíçîð Ëåâè-×èâèòû (ε123 = 1) è îïó-

ùåíà åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà â ïåðâîì ñëàãàåìîì ïðè ñèìâîëå Êðîíåêåðà

δij. Ñâîðà÷èâàÿ ýòî ñîîòíîøåíèå ñ êîìïîíåíòàìè äâóõ 3-âåêòîðîâ a è b,

ïîëó÷àåì (⋖H45):

(aσ)(bσ) = ab+ ı [a× b]σ. (11.8)

Ýòî òîæäåñòâî â äàëüíåéøåì áóäåò ÷àñòî èñïîëüçîâàòüñÿ.
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• Êâàòåðíèîíîì äàëåå áóäåì íàçûâàòü ïðîèçâîëüíóþ ìàòðèöó 2× 2,

ðàçëîæåííóþ ïî ìàòðèöàì Ïàóëè:

Q = Qµ σµ = Q0 +Qσ, . (11.9)

Q0
� ýòî ñêàëÿðíàÿ ÷àñòü êâàòåðíèîíà, à Q � âåêòîðíàÿ. Òàêèì îáðàçîì,

êâàòåðíèîí îïðåäåëÿåòñÿ ÷åòûðüìÿ ÷èñëàìè

Q = {Q0,Q} = {Q0, Q1, Q2, Q3}.
Â îáùåì ñëó÷àå ýòè ÷èñëà êîìïëåêñíûå (õîòÿ äëÿ 4-âåêòîðà (11.1) îíè

äåéñòâèòåëüíû). Èíîãäà êâàòåðíèîíû ñ êîìïëåêñíûìè êîý��èöèåíòàìè

íàçûâàþò áèêâàòåðíèîíàìè (biquaternion). Ìû íå áóäåì äåëàòü òàêîãî

òåðìèíîëîãè÷åñêîãî ðàçëè÷èÿ.

Ïðîèçâåäåíèå äâóõ êâàòåðíèîíîâ (ìàòðèö) � ñíîâà êâàòåðíèîí (ìàò-

ðèöà). Ïóñòü êâàòåðíèîí A îïðåäåëÿåòñÿ êîý��èöèåíòàìè {a0, a}, à êâà-
òåðíèîí B êîý��èöèåíòàìè {b0,b}. Òîãäà:

AB = (a0 + aσ)(b0 + bσ) = a0b0 + a0 bσ + b0 aσ + (aσ)(bσ).

Ó÷èòûâàÿ (11.8), ïîëó÷àåì ïðàâèëî ïåðåìíîæåíèÿ êâàòåðíèîíîâ:

AB = a0b0 + ab+ (a0b+ b0a+ ı a× b)σ. (11.10)

Óìíîæåíèå êâàòåðíèîíîâ (êàê è ëþáûõ ìàòðèö) àññîöèàòèâíî

(AB)C = A(BC)

è, â îáùåì ñëó÷àå, íåêîììóòàòèâíî:

[A, B] = AB− BA = 2 ı [a× b]σ. (11.11)

Ñëåä ìàòðèö Ïàóëè (ñóììà äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ) ðàâåí íóëþ: Trσk =
0. Ñëåä åäèíè÷íîé ìàòðèöû 2×2 ðàâåí Tr 1 = 2. Ïîýòîìó äëÿ ïîëó÷åíèÿ
ñêàëÿðíîé ÷àñòè êâàòåðíèîíà íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü åãî ñëåä:

Q0 =
1

2
TrQ, Tr(AB) = Tr(BA), (11.12)

ãäå âòîðîå ñîîòíîøåíèå ñëåäóåò èç (11.10). Â îáùåì ñëó÷àå ïîä ñëåäîì

ìîæíî äåëàòü öèêëè÷åñêóþ ïåðåñòàíîâêó êâàòåðíèîíîâ. Íàïðèìåð:

Tr(ABC) = Tr(CBA) = Tr(ACB).

Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê AB � ýòî íåêîòîðûé êâàòåðíèîí, òî èç (11.12)

ñëåäóåò, ÷òî Tr
(
(AB)C

)
= Tr

(
C(AB)

)
, ïîñëå ÷åãî (â ñèëó àññîöèàòèâíî-

ñòè ïðîèçâåäåíèÿ) ñêîáêè ìîæíî îïóñòèòü.

Åäèíè÷íûé êâàòåðíèîí � ýòî åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà 2 × 2, êîòîðàÿ îáî-

çíà÷àåòñÿ êàê 1 èëè I (åñëè íàäî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ýòî íå ÷èñëî).
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⊲ Êðîìå ìàòðèö σµ ââåä¼ì ÷åòûðå ìàòðèöû σµ, êîòîðûå ïîìåòèì ÷åð-

òîé ñâåðõó. Îíè îòëè÷àþòñÿ çíàêîì ó �ïðîñòðàíñòâåííûõ� êîìïîíåíò:

σ̄µ = {1, −σ}, σµ = {1, σ}. (11.13)

Ñîïðÿæ¼ííûé ê Q êâàòåðíèîí Q̄ òàêæå ïîìåòèì ÷åðòîé ñâåðõó:

Q̄ = Qµ σ̄µ = Q0 −Qσ. (11.14)

Ó íåãî îáðàòíûé çíàê âåêòîðíîé ÷àñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ èñõîäíûì êâà-

òåðíèîíîì. Ïðîèçâåäåíèå êâàòåðíèîíà íà åãî êâàòåðíèîííîå ñîïðÿæåíèå

êîììóòèðóåò è ïðîïîðöèîíàëüíî åäèíè÷íîé ìàòðèöå I, êîòîðàÿ îïóñêà-

åòñÿ:

Q̄Q = QQ̄ = (Q0)2 −Q2 = detQ = |Q|2. (11.15)

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà (11.3):

S̄ S = S S̄ = 1. (11.16)

Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû îáîçíà÷àåòñÿ êàê |Q|2 è íàçûâàåòñÿ íîðìîé êâà-

òåðíèîíà. Îáðàòíîé ìàòðèöåé ê Q áóäåò ìàòðèöà Q−1
:

Q−1 =
Q̄

|Q|2 , QQ−1 = Q−1Q = 1.

Íîðìà ïðîèçâåäåíèÿ ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ íîðì êâàòåðíèîíîâ:

|AB|2 = |A|2 |B|2 (11.17)

(ýòî ñëåäóåò èç ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëÿ ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö). Â ñèëó

(11.10) ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ñîïðÿæåíèÿ (⋖H46):

AB = B̄ Ā, A = A. (11.18)

Îòìåòèì òàêæå ñîîòíîøåíèÿ:

AB̄ + BĀ

2
= a0b0 − ab, (11.19)

AB̄− BĀ

2
= (b0a− a0b− ı a× b)σ. (11.20)

Ïåðâîå äà¼ò êîâàðèàíòíóþ ñâ¼ðòêó äâóõ 4-âåêòîðîâ è íå èìååò âåêòîðíîé

÷àñòè. Âòîðîå ïðèâîäèò ê êâàòåðíèîíó áåç ñêàëÿðíîé ÷àñòè.

Ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå êâàòåðíèîíà Q = {Q0,Q} ïîëó÷àåòñÿ âçÿòèåì
êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ åãî êîìïîíåíò:

Q+ = {Q∗
0,Q

∗} = Q∗
0 +Q∗σ

(ìàòðèöû Ïàóëè ýðìèòîâû: σ+ = σ). Êàê îáû÷íî (AB)+ = B+A+
.
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11.2 Àëãåáðàè÷åñêèé ïîäõîä

∗

Êîìïëåêñíûå ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ ìîùíûì èíñòðóìåíòîì, êîòîðûé èñ-

ïîëüçóåòñÿ â ðàçëè÷íûõ �èçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ. Îñíîâíûì îáúåêòîì

êîìïëåêñíîãî àíàëèçà ñëóæèò ìíèìàÿ åäèíèöà ı2 = −1. Ëþáîå êîì-

ïëåêñíîå ÷èñëî z = x + ıy îïðåäåëÿåòñÿ ïàðîé äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë,

ãäå x � íàçûâàåòñÿ äåéñòâèòåëüíîé, à y � ìíèìîé ÷àñòüþ. Ïðîèçâåäå-

íèå êîìïëåêñíûõ ÷èñëå àññîöèàòèâíî: z1(z2z3) = (z1z2)z3, êîììóòàòèâíî
z1z2 = z2z1 è ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ ïî îáû÷íûì àëãåáðàè÷åñêèì ïðàâèëàì,

ñ ó÷¼òîì ı2 = −1 (ñòð. 380).

Ñîïðÿæåíèåì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíîå ÷èñëî

z̄ ≡ z∗ = x− ıy ñ îòðèöàòåëüíîé ìíèìîé ÷àñòüþ. Ñîîòâåòñòâåííî, ñîïðÿ-
æåíèå ìíèìîé åäèíèöû ìåíÿåò å¼ çíàê: ı∗ = −ı. Íîðìîé êîìïëåêñíîãî

÷èñëà íàçûâàåòñÿ äåéñòâèòåëüíîå, íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî:

|z|2 = zz̄ = (x+ iy)(x− iy) = x2 + y2.

Ëþáîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî ìîæíî çàïèñàòü â òðèãîíîìåòðè÷åñêîì âèäå:

z = |z| (cosφ+ ı sinφ) = |z| eıφ.
ıy

x

z = x+ ıy

φ

Òðèãîíîìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ïîçâîëÿåò â èçÿùíîì âèäå âûðà-

çèòü ïðåîáðàçîâàíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðà ïðè âðàùåíèè ñèñòåìû êîîðäè-

íàò â ïëîñêîñòè (x, y). Ïóñòü êîìïîíåíòû âåêòîðà ðàâíû äåéñòâèòåëüíîé

è ìíèìîé ÷àñòÿìè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = x+ ıy. Çàïèøåì:

z′ = e−ıφ z = (cφ − ısφ)(x+ ıy) = (x cφ + y sφ) + ı(y cφ − x sφ).

Ïðèðàâíèâàÿ äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè z′ = x′ + ıy′ è e−ıφ z,
íàõîäèì êîìïîíåíòû âåêòîðà {x′, y′} ïîñëå âðàùåíèÿ (ñòð. 192).
×òîáû ïîëó÷èòü èíñòðóìåíò äëÿ îïèñàíèÿ âðàùåíèÿ â 3-ìåðíîì ïðî-

ñòðàíñòâå, íåîáõîäèìî îáîáùèòü ïîíÿòèå êîìïëåêñíîãî ÷èñëà, �äîáàâèâ

åìó ðàçìåðíîñòåé�. Â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå âîçìîæíû âðàùåíèÿ âîêðóã

òð¼õ êîîðäèíàòíûõ îñåé. Ïîýòîìó ââåä¼ì òðè �ìíèìûå åäèíèöû� I1,I2,I3,

êîòîðûå íàçîâ¼ì áàçèñíûìè êâàòåðíèîíàìè. Ïî àíàëîãèè ñ îáû÷íîé

ìíèìîé åäèíèöåé ïîòðåáóåì, ÷òîáû:

I21 = I22 = I23 = −1. (11.21)

Ïóñòü óìíîæåíèå 8 îáúåêòîâ: 1, I1, I2, I3, −1, −I1, −I2, −I3 îáëàäàåò

àññîöèàòèâíîñòüþ, à ðåçóëüòàò èõ ïðîèçâåäåíèÿ ñíîâà äà¼ò îäèí èç ýòèõ

îáúåêòîâ (àññîöèàòèâíàÿ çàìêíóòàÿ àëãåáðà).
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Íàéäåì ÷åìó ðàâíî I1 I2. �åçóëüòàò íå ìîæåò áûòü ðàâåí ±I1, ±I2 èëè

±1. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü, íàïðèìåð, I1 I2 = I1. Òîãäà, óìíîæàÿ ñëåâà

îáå ÷àñòè íà I1, è ó÷èòûâàÿ (11.21), ïîëó÷èì I2 = 1. Îäíàêî, I2 è 1 � ýòî

ðàçëè÷íûå îáúåêòû. Ïîýòîìó I1 I2 ìîæåò áûòü ðàâíî òîëüêî I3 èëè −I3.

Âûáåðåì ïåðâûé âàðèàíò:

I1 I2 = I3.

Âîçâåä¼ì ýòî óðàâíåíèå â êâàäðàò:

I1 I2 I1 I2 = I23 = −1

è óìíîæèì íà I2 I1. Ïîëüçóÿñü àññîöèàòèâíîñòüþ è ñâîéñòâàìè (11.21),

ïîëó÷àåì I1 I2 = −I2 I1. Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâåäåíèå êâàòåðíèîíîâ àí-

òèñèììåòðè÷íî. Ýòî ñâîéñòâî ïîçâîëÿåò íàéòè ðåçóëüòàò ïðîèçâåäåíèÿ

îñòàëüíûõ ïàð áàçèñíûõ êâàòåðíèîíîâ:

I3 I1 = (I1 I2) I1 = −I2 I1 I1 = I2.

Îòñþäà, âîçâîäÿ I2 â êâàäðàò, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî I3 è I1 òàêæå

àíòèêîììóòèðóþò. Çàòåì íàõîäèì I2 I3 è ò.ä.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïðîèçâåäåíèé:

I1 I2 = I3, I3 I1 = I2, I2 I3 = I1 (11.22)

èëè I1I2I3 = −1. Êðîìå ýòîãî:

Ii Ij = −Ij Ii, i 6= j. (11.23)

Ñèìâîëû Ëåâè-×èâèòû è Êðîíåêåðà îáúåäèíÿþò ýòè ñîîòíîøåíèÿ:

Ii Ij = −δij + εijk Ik, (11.24)

ãäå ïî k âåä¼òñÿ ñóììèðîâàíèå îò 1 äî 3. Åñëè èíäåêñû i è j îäèíàêîâû,
ñèìâîë Ëåâè-×èâèòû ðàâåí íóëþ, à ñèìâîë Êðîíåêåðà åäèíèöå. Ïîýòîìó,

ïîëó÷àþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ äëÿ êâàäðàòîâ (11.21). Ïðè ðàçëè÷íûõ èíäåê-

ñàõ ñèìâîë Êðîíåêåðà ðàâåí íóëþ, ÷òî äà¼ò (11.22).

Ïîêà ìû ðàññìàòðèâàëè áàçèñíûå êâàòåðíèîíû êàê àáñòðàêòíûå îáú-

åêòû îáëàäàþùèå çàìêíóòîé àëãåáðîé. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî èõ ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå ìàòðèö Ïàóëè:

Ik = −ı σk.

Ìàòðèöû Ïàóëè øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â �èçèêå (îñîáåííî â êâàíòîâîé

òåîðèè). Ïîýòîìó, â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàáîòàòü ñ êâàòåðíèîíàìè

èìåííî â ìàòðè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè, à íå â òåðìèíàõ àáñòðàêòíûõ îáú-

åêòîâ àëãåáðû Ik.
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11.3 Âðàùåíèÿ â 3-ïðîñòðàíñòâå

• Îïèøåì âðàùåíèå íà óãîë φ âîêðóã åäèíè÷íîãî âåêòîðà n. Ïóñòü ñ

òåëîì, âðàùàþùèìñÿ âîêðóã îñè n (íèæå ïåðâûé ðèñóíîê) æ¼ñòêî ñâÿçàí

íåêîòîðûé âåêòîð r. Ïðè ïîâîðîòå îí ïåðåõîäèò â âåêòîð r′, ñêîëüçÿ ïî
ïåðåâ¼ðíóòîìó êîíóñó (âòîðîé ðèñóíîê):

x

z

y

n

r

n2 = 1 r′n

r

α

ρ
φ

φ

n× r

n ρ

ρ′

Îáîçíà÷èì ïðîåêöèþ r íà îñíîâàíèå êîíóñà ÷åðåç ρ, à ïðîåêöèþ r′

÷åðåç ρ′
. Èõ äëèíû îäèíàêîâû è âåêòîð ρ, â ðåçóëüòàòå ïîâîðîòà íà óãîë

φ, ïåðåõîäèò â ρ′
. Ââåä¼ì âåêòîð n × r, òàêæå ëåæàùèé â îñíîâàíèè

êîíóñà ïåðïåíäèêóëÿðíî ρ (ñì. �âèä ñâåðõó� íà òðåòüåì ðèñóíêå). Åãî

äëèíà ðàâíà |n × r| = r sinα = |ρ| (âòîðîé ðèñóíîê), ïîýòîìó ρ′
ìîæíî

ðàçëîæèòü ïî äâóì ïåðïåíäèêóëÿðíûì âåêòîðàì, èìåþùèì îäèíàêîâóþ

äëèíó:

ρ′ = ρ cosφ+ [n× r] sinφ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âåêòîðû r è r′ ìîæíî ðàçëîæèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

r = ρ+ n (nr), r′ = ρ′ + n (nr′), (11.25)

ãäå n(nr) íàïðàâëåí âäîëü n è ðàâåí âûñîòå êîíóñà. Â ðåçóëüòàòå, ó÷è-

òûâàÿ, ÷òî r′n = rn, ïîëó÷àåì:

r′ = ρ cosφ+ [n× r] sinφ+ n (n r). (11.26)

⊲ Ïðèíÿòî ðàçëè÷àòü ïàññèâíûå è àêòèâíûå ïîâîðîòû. Â ïåðâîì ñëó-

÷àå ñðàâíèâàþòñÿ êîîðäèíàòû îäíîé è òîé æå �èêñèðîâàííîé òî÷êè ïðî-

ñòðàíñòâà â äâóõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò (x, y, z) è (x′, y′, z′), ïîâ¼ðíóòûõ îò-
íîñèòåëüíî äðóã äðóãà íà óãîë φ. Ïðè àêòèâíûõ âðàùåíèÿõ ðàññìàòðèâà-
þòñÿ êîîðäèíàòû íåêîòîðîãî âåêòîðà, ïîñëå åãî ïîâîðîòà îòíîñèòåëüíî

îäíîé è òîé æå ñèñòåìû êîîðäèíàò:

ïàññèâíîå

âðàùåíèå

x

y
x′y′

φ

àêòèâíîå

âðàùåíèå

x

y

r
r′

φ

Äëÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ âðàùåíèé è ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà ìû áóäåì

èñïîëüçîâàòü ïàññèâíóþ èíòåðïðåòàöèþ.
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⊲ Ïîâîðîò òåëà íà óãîë φ îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîð-

äèíàò ýêâèâàëåíòåí ïîâîðîòó ñèñòåìû êîîðäèíàò ïðè íåïîäâèæíîì òåëå

íà óãîë �−φ�. Ïîýòîìó, äåëàÿ â (11.26) çàìåíó φ 7→ −φ è ìåíÿÿ ïîðÿ-

äîê âåêòîðîâ â âåêòîðíîì ïðîèçâåäåíèè, à òàêæå âûðàæàÿ ρ ÷åðåç r ïðè

ïîìîùè ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ (11.25), îêîí÷àòåëüíî, ïîëó÷àåì:

r′ = r cosφ+ n (nr) (1− cosφ)− [n× r] sinφ. (11.27)

Ïóñòü âåêòîð n = {0, 0, 1} íàïðàâëåí âäîëü îñè z. Çàïèñûâàÿ r = {x, y, z}
è àíàëîãè÷íî ñî øòðèõàìè, èç (11.27) ïîëó÷àåì ïðåîáðàçîâàíèå (ñòð. 192)

äëÿ âðàùåíèÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò â ïëîñêîñòè (x, y):
{

x′ = x cosφ+ y sinφ,

y′ = y cosφ− x sinφ.

⊲ Ïðè îïèñàíèè âðàùåíèÿ óäîáíî ïðàâèëî ïðàâîãî âèíòà (øòîïîðà).

Ýòîò âèíò âêðó÷èâàåòñÿ íà óãîë φ â íàïðàâëåíèè îñè n è åãî ïîâîðîò ïî-

êàçûâàåò íàïðàâëåíèå âðàùåíèÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò. �àçëè÷àþò ïðàâûå

è ëåâûå ñèñòåìû êîîðäèíàò:

z

y

x

ïðàâàÿ

ñèñòåìà

z

y

x
ëåâàÿ

ñèñòåìà

Â êíèãå èñïîëüçóåòñÿ ïðàâàÿ ñèñòåìà. Â ýòîé ñèñòåìå îñü z íàïðàâëåíà

ïî ïðàâîìó âèíòó, åñëè åãî ðóêîÿòêó ïîâîðà÷èâàòü îò îñè x ê îñè y. Â
3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ëåâàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò ïîëó÷àåòñÿ èç ïðàâîé

èíâåðñèåé (îáðàùåíèåì) îäíîé èëè òð¼õ îñåé. Ïîñëå òàêîé îïåðàöèè, íè

êàêèì ïîâîðîòîì íåëüçÿ ñîâìåñòèòü îñè ëåâîé è ïðàâîé ñèñòåì êîîðäè-

íàò.

⊲ Ñîîòíîøåíèå (11.27) ìîæíî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîì âèäå:

x′
i = Rij xj, r′ = Rr

(ïî j ñóììà) èëè ïðè ïîìîùè ñèìâîëà Êðîíåêåðà δij è òåíçîðà Ëåâè-

×èâèòû:

Rij = δij cosφ+ ninj (1− cosφ) + εijk nk sinφ (11.28)

(ïî k � ñóììà è r = {x1, x2, x3}, n = {n1, n2, n3}). Ýòà ìàòðèöà â îáùåì
ñëó÷àå íå îáëàäàåò ñèììåòðèåé, íî îðòîãîíàëüíà:

RRT = 1,

÷òî ñëåäóåò èç èíâàðèàíòíîñòè äëèíû ðàäèóñ-âåêòîðà r′2 = r2.
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11.4 Âðàùåíèå è êâàòåðíèîíû

⊲ Ïðèìåíèì êâàòåðíèîíû äëÿ îïèñàíèÿ âðàùåíèÿ äåêàðòîâîé ñèñòå-

ìû êîîðäèíàò. Ïðè ïîìîùè êîìïîíåíò ðàäèóñ âåêòîðà r = {x, y, z} è

âðåìåíè t îïðåäåëèì êâàòåðíèîí 4-êîîðäèíàò:

X = t+ rσ. (11.29)

Íàéä¼ì ðåçóëüòàò åãî ïðåîáðàçîâàíèÿ:

X′ = RXR+, detR = 1, (11.30)

ãäå R � êâàòåðíèîí âðàùåíèÿ (÷àñòíûé ñëó÷àé ìàòðèöû S èç ïåðâîãî

ðàçäåëà). Ïðè 3-âðàùåíèè äëèíà âåêòîðà x2 = x2+y2+z2 íå ìåíÿåòñÿ. Íå
ìåíÿåòñÿ òàêæå âðåìÿ t′ = t (ñêàëÿðíàÿ ÷àñòü êâàòåðíèîíà X). Ó÷èòûâàÿ

ñâîéñòâà ñëåäà (ñòð. 304), èìååì:

t′ =
1

2
Tr(RXR+) =

1

2
Tr(XR+R) =

1

2
Tr(X) = t,

÷òî ñïðàâåäëèâî êîãäà êâàòåðíèîí âðàùåíèÿ óíèòàðíûé:

R+R = RR+ = 1. (11.31)

Åñëè åãî îïðåäåëèòåëü ðàâåí 1, òî â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè detX = t2−x2

(ñòð. 302), áóäåò èíâàðèàíòíîé è äëèíà 3-âåêòîðà x.

⊲ �àññìîòðèì ïîâîðîò âîêðóã åäèíè÷íîãî âåêòîðà n íà óãîë φ. Îïðå-
äåëèì ñëåäóþùèé óíèòàðíûé êâàòåðíèîí:

R = cos

(
φ

2

)

+ ı sin

(
φ

2

)

nσ = exp
{

ı
φ

2
nσ
}

. (11.32)

Åãî óíèòàðíîñòü ïðîâåðÿåòñÿ ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì. Âòîðîå ðàâåíñòâî

ïîëó÷àåòñÿ ðàçëîæåíèåì ýêñïîíåíòû â ðÿä Òåéëîðà. Òàê, èç (11.8) ñëå-

äóåò, ÷òî äëÿ åäèíè÷íîãî âåêòîðà (nσ)2 = 1. Ïîýòîìó (nσ)3 = nσ è ò.ä.

Â ðåçóëüòàòå:

exp
{

ı
φ

2
nσ
}

= 1 + ı
φ

2
nσ − 1

2!

(φ

2

)2

− ı

3!

(φ

2

)3

nσ +
1

4!

(φ

2

)4

+ ...

Ó÷èòûâàÿ ðàçëîæåíèÿ äëÿ sin è cos, ïîëó÷àåì (11.32).

Êâàòåðíèîí R èìååò äåéñòâèòåëüíóþ ñêàëÿðíóþ ÷àñòü è ÷èñòî ìíè-

ìóþ âåêòîðíóþ:

R̄ = R+.

Ïîýòîìó, â ñèëó (11.31), íîðìà (îïðåäåëèòåëü) ýòîãî êâàòåðíèîíà ðàâíà

åäèíèöå (11.16).
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⊲ Ïîêàæåì ÿâíûì âû÷èñëåíèåì, ÷òî (11.30) ñ (11.32) ïðèâîäèò ê �îð-

ìóëå (11.27). Ïóñòü c = cos(φ/2), s = sin(φ/2). Â ïðîèçâåäåíèè RXR+

ïåðåñòàâèì ìåñòàìè R è X ïðè ïîìîùè �îðìóëû (11.11):

X′ = (XR+ 2 ı2s [n× r]σ)R+.

�àñêðîåì ñêîáêè è ó÷ò¼ì ñâîéñòâî óíèòàðíîñòè (11.31):

X′ = X− 2 s [n× r]σ (c− ı snσ).

Ïåðåìíîæàÿ ñâ¼ðòêè ìàòðèö Ïàóëè ïðè ïîìîùè òîæäåñòâà (11.8), èìååì:

X′ = X− 2 sc [n× r]σ − 2 s2 [[n× r]× n]σ.

�àñêðûâ äâîéíîå âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå [n× r]× n = r− n(nr), îêîí-

÷àòåëüíî, ïîëó÷èì:

t′ + r′σ = t+
(
(1− 2s2) r+ 2 s2 n(nr)− 2 sc [n× r]

)
σ.

Èçìåíåíèå âåêòîðíîé ÷àñòè (ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ñòàíäàðòíûõ òðèãîíîìåò-

ðè÷åñêèõ òîæäåñòâ) ñîîòâåòñòâóåò ïîâîðîòó ñèñòåìû êîîðäèíàò (11.27).

⊲ Çàïèøåì ÿâíûé âèä êâàòåðíèîíà ïîâîðîòîâ R:

R =

(
cφ/2 + ınz sφ/2 ı(nx − ıny) sφ/2
ı(nx + ıny) sφ/2 cφ/2 − ınz sφ/2

)

,

ãäå sφ/2 = sin(φ/2) è cφ/2 = cos(φ/2). Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì íåñëîæíî

ïðîâåðèòü, ÷òî îïðåäåëèòåëü ýòîé ìàòðèöû ðàâåí åäèíèöå (ìàòðèöû R

ïðèíàäëåæàò ê ãðóïïå SU(2) � ñïåöèàëüíûõ óíèòàðíûõ ìàòðèö 2× 2).

Ñòîèò ñðàâíèòü ïðåîáðàçîâàíèåX′ = RXR+
ñ ïðåîáðàçîâàíèåì (11.28),

çàïèñàííîì â ÿâíîì ìàòðè÷íîì âèäå:

R =





cφ + n2
x(1− cφ) nxny(1− cφ) + nzsφ nxnz(1− cφ)− nysφ

nynx(1− cφ)− nzsφ cφ + n2
y(1− cφ) nynz(1− cφ) + nxsφ

nznx(1− cφ) + nysφ nzny(1− cφ)− nxsφ cφ + n2
z(1− cφ)



 ,

ãäå sφ = sinφ è cφ = cosφ. Ìàòðèöà âðàùåíèÿ 3 × 3 áîëåå ãðîìîçä-

êàÿ, îäíàêî, ïðè ïðåîáðàçîâàíèè âåêòîðà òðåáóåòñÿ òîëüêî óìíîæåíèå

ìàòðèöû íà ñòîëáåö. Êâàòåðíèîííûå ìàòðèöû âðàùåíèÿ 2 × 2 ïðîùå,

íî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðåîáðàçîâàííîãî êâàòåðíèîíà íåîáõîäèìî âûïîëíèòü

äâà ìàòðè÷íûõ óìíîæåíèÿ. Îòìåòèì òàêæå ðàçíèöó â àðãóìåíòàõ òðè-

ãîíîìåòðè÷åñêèõ �óíêöèé îáîèõ ìàòðèö. Åñëè â R îíè çàâèñÿò îò óãëà

ïîâîðîòà φ, òî â êâàòåðíèîíå R ñòîèò ïîëîâèííûé óãîë φ/2.
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⊲ Ïðåèìóùåñòâà êâàòåðíèîííîé òåõíèêè ïðîÿâëÿþòñÿ ïðè ðàññìîò-

ðåíèè êîìïîçèöèè ïðåîáðàçîâàíèé (11.4). Ïóñòü êâàòåðíèîíû ðàâíû

R2 = c2 + ı s2 n2σ, R1 = c1 + ı s1 n1σ,

ãäå ci = cos(φi/2) è ò.ä. Èõ ïðîèçâåäåíèå (êîìïîçèöèÿ âðàùåíèé) èìååò
âèä:

R = R2R1 = c1c2 − s1s2 (n1n2) + ı (s1c2 n1 + c1s2 n2 + s1s2 [n1 × n2])σ.

Ó êâàòåðíèîíà R ñêàëÿðíàÿ ÷àñòü äåéñòâèòåëüíà, à âåêòîðíàÿ � ÷èñòî

ìíèìàÿ. Êðîìå ýòîãî îí óíèòàðåí:

RR+ = (R2R1) (R2R1)
+ = R2R1R

+
1 R

+
2 = R2R

+
2 = 1.

Ïîýòîìó ýòîò êâàòåðíèîí ñíîâà îïèñûâàåò íåêîòîðûé ïîâîðîò.

Çàïèñûâàÿ ðåçóëüòàò êàê R = cos(φ/2) + ı sin(φ/2)nσ, íåñëîæíî âû-
ðàçèòü èòîãîâûé óãîë ïîâîðîòà φ è îñü n ÷åðåç óãëû è îñè èñõîäíûõ

ïîâîðîòîâ. Â ÷àñòíîñòè:

cos
φ

2
= cos

φ1 + φ2

2
+ (1− n1n2) sin

φ1

2
sin

φ2

2
. (11.33)

Ñòîèò ïîëó÷èòü ýòî ñîîòíîøåíèå íåïîñðåäñòâåííî èç (11.27), ÷òîáû â

ïîëíîé ìåðå îùóòèòü ïðåèìóùåñòâî êâàòåðíèîíîâ ïåðåä ìàòðèöàìè 3×3

ïðè âûïîëíåíèè êîìïîçèöèè ïðåîáðàçîâàíèé.

Èç (11.33) ñëåäóåò, ÷òî óãëû ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïîâîðîòîâ ñêëàäûâà-

þòñÿ òîëüêî, åñëè îñè ýòèõ ïîâîðîòîâ ïàðàëëåëüíû: n1n2 = 1. Â îáùåì

ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîâîðîòîâ âàæíà, è

R1R2 6= R2R1.

Êîý��èöèåíòû ïðè âåêòîðíîé ÷àñòè êâàòåðíèîíà äàþò èòîãîâóþ îñü

âðàùåíèÿ n:

n sin
φ

2
= n1 sin

φ1

2
cos

φ2

2
+ n2 cos

φ1

2
sin

φ2

2
+ [n1 × n2] sin

φ1

2
sin

φ2

2
,

ãäå óãîë âðàùåíèÿ φ íàõîäèòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ (11.33).

Êâàòåðíèîíû óäîáíû ïðè âû÷èñëåíèè êîìïîçèöèè áîëüøîãî ÷èñëà ïî-

ñëåäîâàòåëüíûõ ïîâîðîòîâ:

R = RnRn−1...R1, X′ = RXR+.

Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî ïåðåìíîæàòü ìàòðèöû 2×2, à íå 3×3 êàê ïðè �òðà-
äèöèîííîì� ïîäõîäå. Âïðî÷åì, ïëàòîé çà ýòî âûñòóïàåò áîëåå ñëîæíîå

âû÷èñëåíèå èòîãîâîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (ïåðåìíîæåíèå òð¼õ ìàòðèö).
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⊲∗
Êâàòåðíèîíû âðàùåíèÿ ìîæíî ïîêîìïîíåíòíî óìíîæàòü íà ÷èñ-

ëà è ñêëàäûâàòü. �åçóëüòèðóþùèé êâàòåðíèîí â îáùåì ñëó÷àå íå áóäåò

êâàòåðíèîíîì âðàùåíèÿ. Âûÿñíèì êîãäà ýòî âñ¼ æå ïðîèñõîäèò. Ïóñòü:

R = αR1 + βR2, (11.34)

ãäå α è β � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Åñëè R1 è R2 èìåþò äåéñòâèòåëüíûå

ñêàëÿðíûå è ÷èñòî ìíèìûå âåêòîðíûå ÷àñòè, òî òàêèì æå áóäåò è R.

Îäíàêî, ýòîãî íåäîñòàòî÷íî è ó R äîëæíà áûòü åäèíè÷íàÿ íîðìà:

RR̄ = (αR1 + βR2)(α R̄1 + β R̄2) = (α2 + β2) + αβ (R1R̄2 + R2R̄1) = 1.

Âûðàæåíèå R1R̄2 + R2R̄1, â ñîîòâåòñòâèè ñ òîæäåñòâîì (11.19), ïðîïîð-

öèîíàëüíî åäèíè÷íîé ìàòðèöå. Êîý��èöèåíò ïðè ýòîé ìàòðèöå ðàâåí

óäâîåííîé ñêàëÿðíîé ÷àñòè ïðîèçâåäåíèÿ êâàòåðíèîíîâ R1R̄2:

1

2
Tr(R1R̄2) =

1

2
Tr(R2R̄1) = c1c2 + s1s2 (n1n2).

Ïîýòîìó R áóäåò êâàòåðíèîíîì âðàùåíèÿ, åñëè:

α2 + β2 + Tr(R1R̄2)αβ = 1. (11.35)

⊲∗
Ïóñòü èç X ïðè ïîìîùè êâàòåðíèîíîâ R0 è R1 ïîëó÷åíû îðèåíòà-

öèè X0 = R0 XR+
0 è X1 = R1 XR+

1 (ýòî íå ïîñëåäîâàòåëüíûå ïîâîðîòû, à

ðàçëè÷íûå ïîâîðîòû X). Îáðàòèì ïåðâîå ïðåîáðàçîâàíèå: R+
0 X0 R0 = X.

Ñëåäîâàòåëüíî X1 è X0 ñâÿçàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

X1 = Q1 X0 Q+
1 , Q1 = R1 R

+
0 .

Íàéä¼ì êâàòåðíèîí Qt, çàâèñÿùèé îò ïàðàìåòðà t = [0...1] è äàþùèé

îðèåíòàöèþ Xt = QtX0Q
+
t , êîòîðàÿ ïðè t = 0 ñîîòâåòñòâóåò X0, à ïðè

t = 1: X1. Ïóñòü ïðè ýòîì óãîë ïîâîðîòà ðàâíîìåðíî èçìåíÿåòñÿ:

Qt = cos(ωt) + ı sin(ωt)nσ = cos(ωt) +
sin(ωt)

sinω
(R1 R

+
0 − cosω),

ãäå îñü ïîâîðîòà n âûðàæåíà ÷åðåç R1 R
+
0 òàê, ÷òî Q0 = 1 è Q1 = R1 R

+
0 .

Èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî 2 cosω = Tr(Q1) = Tr(R1 R
+
0 ). Îò êâà-

òåðíèîíà Qt ìîæíî ïåðåéòè ê âðàùåíèþ Rt, ñòàðòóþùåìó ñ îðèåíòàöèè

X: Xt = Rt XR+
t . Òàê êàê Rt = Qt R0, èìååì:

Rt =
sin(ω(1− t))

sinω
R0 +

sin(ωt)

sinω
R1. (11.36)

Ýòî ñîîòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ ñ�åðè÷åñêîé ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèåé ìåæ-

äó îðèåíòàöèÿìè X0 è X1. Å¼ êîý��èöèåíòû óäîâëåòâîðÿþò (11.35).
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11.5 Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà è êâàòåðíèîíû

⊲ Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê ïðåîáðàçîâàíèÿì Ëîðåíöà. Èñïîëüçóÿ ãèïåðáî-

ëè÷åñêèå êîñèíóñ, ñèíóñ îò ñêàëÿðíîãî ïàðàìåòðà α è åäèíè÷íûé âåêòîð

m2 = 1, îïðåäåëèì êâàòåðíèîí ëîðåíöåâñêîãî áóñòà (ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ëîðåíöà áåç âðàùåíèÿ):

L = ch
(α

2

)

− sh
(α

2

)

mσ = exp
{

− α

2
mσ

}

. (11.37)

Ïðåäñòàâëåíèå ýêñïîíåíòû ïðè ïîìîùè ãèïåðáîëè÷åñêèõ �óíêöèé ïðî-

âåðÿåòñÿ òàêæå êàê è äëÿ 3-âðàùåíèÿ (11.32).

Êâàòåðíèîí áóñòà L, àíàëîãè÷íî êâàòåðíèîíó ïîâîðîòîâ R, èìååò åäè-

íè÷íóþ íîðìó:

detL = LL̄ = (c− smσ) (c+ smσ) = (c2 − s2) = 1

(ñåé÷àñ c = ch(α/2) è àíàëîãè÷íî s). Äåéñòâèòåëüíîñòü âåêòîðíîé ÷àñòè
L ïðèâîäèò ê íåóíèòàðíîñòè êâàòåðíèîíà áóñòà:

LL+ = L2 = exp(−αmσ) = ch(α)− sh(α)mσ 6= 1.

Â ðåçóëüòàòå, ïðè ïðåîáðàçîâàíèè êâàòåðíèîíà 4-êîîðäèíàò

X′ = LXL+,

ìåíÿåòñÿ è ñêàëÿðíàÿ ÷àñòü êâàòåðíèîíà X (âðåìÿ) è âåêòîðíàÿ (êîîð-

äèíàòû ñîáûòèÿ). Òåì íå ìåíåå, âåëè÷èíà detX = t2 − x2
áóäåò èíâàðè-

àíòíîé. Èìåííî ýòî è òðåáóåòñÿ îò ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà.

Â ìàòðè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè êâàòåðíèîí ëîðåíöåâîãî áóñòà èìååò âèä:

L =

(
ch(α/2)−m3 sh(α/2) −(m1 − ım2) sh(α/2)
−(m1 + ım2) sh(α/2) ch(α/2) +m3 sh(α/2)

)

.

Íåñëîæíî ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ïðîâåðèòü, ÷òî detL = 1.

Â îáùåì ñëó÷àå â ïðåîáðàçîâàíèè X′ = SXS+ îò ìàòðèöû S òðåáóåòñÿ

òîëüêî åäèíè÷íîñòü îïðåäåëèòåëÿ: detS = 1. Òàêèå ìàòðèöû îáðàçóþò

ñïåöèàëüíûå (S), ëèíåéíûå (L) ãðóïïû SL(2, C), ãäå äâîéêà îçíà÷àåò

ðàçìåðíîñòü ìàòðèöû, à C � òîò �àêò, ÷òî êîý��èöèåíòû ìàòðèöû êîì-

ïëåêñíûå ÷èñëà. Êâàòåðíèîíû âðàùåíèÿ R îáðàçóþò ïîäãðóïïó SU(2)
ãðóïïû SL(2, C) (âòîðîé òîì). À âîò ìàòðèöû L, êàê ìû óâèäèì ÷óòü

íèæå, ãðóïïû íå îáðàçóþò, ò.ê. èõ ïðîèçâåäåíèå íå ðàâíî êâàòåðíèîíó

áóñòà (çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ îäíîìåðíîãî äâèæåíèÿ).
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⊲ Çàïèøåì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà â áîëåå ïðèâû÷íîì âèäå. Äëÿ

ýòîãî ïîäñòàâèì â X′ = LXL+
ñ X = t+ rσ êâàòåðíèîí (11.37):

t′ + r′σ = (c− smσ) (t+ rσ) (c− smσ).

Ïåðåìíîæàÿ ñêîáêè ñ ñîõðàíåíèåì ïîðÿäêà ñîìíîæèòåëåé (ìàòðèöû!),

ïðè ïîìîùè (11.8), ïîëó÷àåì:

X′ = (c2 + s2) t− 2 sc (rm) + c2 rσ − 2 sc tmσ + s2(mσ)(rσ)(mσ).

Âîñïîëüçóåìñÿ òîæäåñòâîì

(aσ)(bσ)(aσ) =
(
2 (ab) a− b

)
σ, (11.38)

êîòîðîå ñëåäóåò èç (11.8) ïîñëå ðàñêðûòèÿ äâîéíîãî âåêòîðíîãî ïðîèç-

âåäåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì:

t′+ r′σ = (c2+ s2) t− 2 sc (mr) + (c2− s2) rσ− 2cstmσ+2 s2 (mr)(mσ).

Ïðèðàâíèâàÿ ñêàëÿðíûå è âåêòîðíûå ÷àñòè è ó÷èòûâàÿ ãèïåðáîëè÷åñêèå

òîæäåñòâà (ñòð. 382), ïðèõîäèì ê ïðåîáðàçîâàíèÿì Ëîðåíöà:

{

t′ = t chα− (mr) shα,

r′ = r− tm shα + (chα− 1) (mr)m.
(11.39)

Ñîîòíîøåíèÿ (1.17), ñòð. 33 ïîëó÷àþòñÿ ïîñëå ïåðåîáîçíà÷åíèé:

m =
v

v
, chα = γ, m shα = v γ, v = thα, (11.40)

ãäå γ = 1/
√
1− v2 è α íàçûâàåòñÿ áûñòðîòîé:

α = ath v =
1

2
ln

1 + v

1− v
. (11.41)

Íóëåâàÿ ñêîðîñòü v = 0 ñîîòâåòñòâóåò íóëåâîé áûñòðîòå, à åäèíè÷íàÿ

(ñêîðîñòü ñâåòà) èìååò áåñêîíå÷íóþ áûñòðîòó.

⊲ Âûïîëíèì äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ëîðåíöåâñêèõ áóñòà L2L1 (ñíà÷àëà

L1, çàòåì L2), ãäå

L2 = c2 − s2m2σ, L1 = c1 − s1m1σ

(êàê îáû÷íî c1 = ch(α1/2), è ò.ä). Ïåðåìíîæàÿ ýòè êâàòåðíèîíû, ïîëó-

÷àåì êâàòåðíèîí S = L2L1:

S = c1c2 + (m1m2) s1s2 − (m1 s1c2 +m2 c1s2 + ı [m1 ×m2] s1s2)σ.

Åãî âåêòîðíàÿ ÷àñòü ïðè m1 × m2 6= 0 êîìïëåêñíà. Ïîýòîìó ýòî íå ëî-

ðåíöåâñêèé áóñò (11.37), ò.å. ìàòðèöû L íå îáðàçóþò ãðóïïó.
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⊲ Õîòÿ êîìïîçèöèÿ äâóõ áóñòîâ L2L1 íå áóñò, å¼ ìîæíî ðàçëîæèòü íà

êîìïîçèöèþ áóñòà (11.37) è ïðîñòðàíñòâåííîãî âðàùåíèÿ (11.32), íàïðè-

ìåð, òàêèì îáðàçîì (ñíà÷àëà áóñò, çàòåì ïîâîðîò):

L2 L1 = RL. (11.42)

Çàïèøåì êâàòåðíèîí âðàùåíèÿ R è áóñòà L

R = cφ + ı sφ nσ, L = cα − sαmσ,

ãäå cα = ch(α/2), cφ = cos(φ/2). Ïåðåìíîæàÿ èõ, èìååì:

S = RL = cαcφ− ınm sαsφ+(ın cαsφ−msαcφ− [m×n] sαsφ)σ. (11.43)

Ýòîò êâàòåðíèîí ñîâïàä¼ò ñ L2L1 (èìåþùåãî äåéñòâèòåëüíóþ ñêàëÿðíóþ

÷àñòü), åñëè èòîãîâàÿ ñêîðîñòü è îñü âðàùåíèÿ áóäóò ïåðïåíäèêóëÿðíû

äðóã äðóãó (nm = 0). Êðîìå ýòîãî äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèÿ:

cαcφ = c1c2 + (m1m2) s1s2, n cαsφ = −[m1 ×m2] s1s2,

m sαcφ + [m× n] sαsφ = m1 s1c2 +m2 c1s2.
(11.44)

Òåïåðü íåñëîæíî ïîëó÷èòü ñâÿçü ìåæäó ïàðàìåòðàìè èñõîäíûõ áóñòîâ

è ýêâèâàëåíòíîãî èì áóñòà è ïîâîðîòà. Äëÿ ýòîãî ââåä¼ì

m shα = vγ

è àíàëîãè÷íî ñ èíäåêñàìè äëÿ v1 è v2. Òàê êàê âåêòîðû n èm åäèíè÷íûå

è ïåðïåíäèêóëÿðíûå, òî m × n òàêæå áóäåò åäèíè÷íûì âåêòîðîì. Âîç-

âîäÿ â êâàäðàò òðåòüå ñîîòíîøåíèå (11.44), ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ γ.
Åñëè óìíîæèòü òðåòüå ñîîòíîøåíèå âåêòîðíî íà n, è ñ åãî æå ïîìîùüþ

èñêëþ÷èòü m×n, òî ïîëó÷èòñÿ âûðàæåíèå äëÿ âåêòîðàm. Â ðåçóëüòàòå

ïàðàìåòðû ñóììàðíîãî áóñòà L ðàâíû (⋖H47):

γ = γ1γ2 (1 + v1v2), v
γ

γ2
= v2 + v1γ1 + v1(v1v2)

γ1 − 1

v21
. (11.45)

Èç âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ (11.44) ñëåäóåò, ÷òî ïðè sφ > 0 åäèíè÷íûé âåê-

òîð âäîëü îñè âðàùåíèÿ ðàâåí n = −[v1×v2]/|v1×v2|. Ïåðåìíîæàÿ ïåð-
âîå è âòîðîå ñîîòíîøåíèÿ (11.44), ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ óãëà (⋖H48):

n sinφ = −[v1 × v2]
γ1γ2 (1 + γ + γ1 + γ2)

(1 + γ)(1 + γ1)(1 + γ2)
. (11.46)

Óãîë ïîâîðîòà φ íàçûâàåòñÿ óãëîì Âèãíåðà, à �îðìóëó äëÿ íåãî â òàêîì

âèäå ïîëó÷èë Ñòàïï â 1956 ã. [25℄. Çàìåòèì, ÷òî âñåãäà φ < π/2.
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⊲ Ïðîèçâåäåíèå äâóõ áóñòîâ ìîæíî òàêæå ðàçëîæèòü â îáðàòíóþ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü (ñíà÷àëà âûïîëíÿåòñÿ ïîâîðîò ñèñòåìû êîîðäèíàò, çà-

òåì ïðîèñõîäèò ïåðåõîä â íîâóþ ñèñòåìó îòñ÷¼òà � áóñò):

L2 L1 = LR. (11.47)

Âûðàæåíèå äëÿ óãëà ïîâîðîòà φ è îñè âðàùåíèÿ n (11.46) â ýòîì ñëó÷àå

íå èçìåíÿòñÿ. Íå ïîìåíÿåòñÿ òàêæå ìîäóëü ñêîðîñòè èòîãîâîãî áóñòà L

(èëè ëîðåíöåâñêèé �àêòîð γ). Îäíàêî â âûðàæåíèè äëÿ âåêòîðà ñêîðî-

ñòè ïðîèçîéä¼ò ïåðåñòàíîâêà èíäåêñîâ 1 è 2 (⋖H49):

v
γ

γ1
= v1 + v2 γ2 + v2 (v2v1)

γ2 − 1

v22
. (11.48)

Ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóñòà è ïîâîðîòà âàæíà, è â îáùåì ñëó÷àå:

LR 6= RL, (11.49)

òàê êàê ïàðàìåòðû L ñëåâà è ñïðàâà ðàçëè÷íû. Ýòî ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿ

îòðàæåíèåì íåàáåëåâîñòè ãðóïïû Ëîðåíöà (ñì. âòîðîé òîì).

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ïðè ïåðåìíîæåíèè êâàòåðíèîíîâ âðàùåíèÿ

R = exp(ı φnσ/2) è áóñòà L = exp(−αmσ/2) íåëüçÿ ñêëàäûâàòü ïîêà-
çàòåëè ýêñïîíåíò (ìàòðèöû nσ è mσ â îáùåì ñëó÷àå íå êîììóòèðóþò).

⊲∗
Êâàòåðíèîí S = S0 + Sσ ñ åäèíè÷íîé íîðìîé (SS̄ = S̄S = 1) è

êîìïëåêñíûìè êîý��èöèåíòàìè âñåãäà ìîæíî ðàçëîæèòü íà áóñò è âðà-

ùåíèå (ñ âîîáùå ãîâîðÿ íåîðòîãîíàëüíûìè îñÿìè nm 6= 0). Äëÿ ýòîãî

íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ (11.43):

S0 = cαcφ − ınm sαsφ, S = ın cαsφ −m sαcφ − [m× n] sαsφ

è âûðàçèòü åäèíè÷íûå âåêòîðû n, m è ïàðàìåòðû φ, α ÷åðåç äåéñòâè-

òåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè êâàòåðíèîíà S:

n
sφ
cφ

=
SI

S0R
, cα =

S0R

cφ
, m sα = [SR × n] sφ − SR cφ − nS0I sφ,

ãäå SR, SI � äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè âåêòîðà S, è ò.ä.

Ïðè ïîìîùè ïðîèçâîëüíîãî êâàòåðíèîíàK ñ åäèíè÷íîé íîðìîé ìîæíî

ïðåäñòàâèòü êâàòåðíèîí ëîðåíöåâñêîãî áóñòà â âèäå:

L =
K+K+

|1 +KK̄+| , KK̄ = 1.

Åãî ýðìèòîâîñòü î÷åâèäíà, à åäèíè÷íîñòü íîðìû L L̄ = 1 ïðîâåðÿåòñÿ

ïðÿìûì ïåðåìíîæåíèåì (⋖H50). Çàïèñàâ K = RL, íåñëîæíî íàéòè êâà-

òåðíèîí R = K L̄ (⋖H51). Îäíàêî ýòî íå êâàòåðíèîí âðàùåíèÿ, ò.ê. åãî

âåêòîðíàÿ ÷àñòü, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ìíèìîé.
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11.6 Êâàòåðíèîíû è 4-âåêòîðû

•Ïî îïðåäåëåíèþ, ëþáîé 4-âåêòîð Aµ = {A0, A} ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ
Ëîðåíöà èçìåíÿåòñÿ òàêæå êàê è 4-âåêòîð ïîëîæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå-

âðåìåíè xµ = {t, r}. Ïîýòîìó ñ êîìïîíåíòàìè 4-âåêòîðà âñåãäà ìîæíî

ñâÿçàòü êâàòåðíèîí

A = A0 +Aσ,

èçìåíÿþùèéñÿ ïðè îáùèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëîðåíöà (âêëþ÷àþùèõ áóñò

è ïîâîðîò) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A′ = SAS+, SS̄ = 1. (11.50)

Íàïðèìåð, êâàòåðíèîí ñêîðîñòè ðàâåí:

U =
dX

ds
= γ + γ uσ,

ãäå ds = dt
√
1− u2 = dt/γ � ñîáñòâåííîå âðåìÿ ÷àñòèöû. Íîðìà êâàòåð-

íèîíà ñêîðîñòè (êâàäðàò 4-âåêòîðà) ðàâíà åäèíèöå:

UŪ = 1. (11.51)

Äè��åðåíöèðóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå ïî ds è ââîäÿ êâàòåðíèîí óñêîðåíèÿ

A = dU/ds, ïîëó÷àåì îðòîãîíàëüíîñòü 4-ñêîðîñòè è 4-óñêîðåíèÿ â êâà-

òåðíèîííîì âèäå:

UĀ+ AŪ = 0.

Ýòî ñîîòíîøåíèå èìååò òîëüêî ñêàëÿðíóþ ÷àñòü. Â îáùåì ñëó÷àå èíâàðè-

àíòíîé ñâ¼ðòêîé äâóõ êâàòåðíèîíîâ A è B, ïîñòðîåííûõ ïî êîìïîíåíòàì

4-âåêòîðîâ A = {A0, A} è B = {B0, B}, áóäåò ñëåäóþùàÿ êîìáèíàöèÿ

(ñì. òîæäåñòâî (11.19) íà ñòð. 305):

AB̄ + BĀ = 2A · B.

Êâàòåðíèîí èìïóëüñà (èëè ýíåðãèè-èìïóëüñà) ïðîïîðöèîíàëåí êâà-

òåðíèîíó ñêîðîñòè, ñ êîý��èöèåíòîì ðàâíûì ìàññå ÷àñòèöû:

P = mU = E + pσ.

Ïðîèçâåäåíèå êâàòåðíèîíà èìïóëüñà íà åãî ñîïðÿæåíèå, â ñîîòâåòñòâèè

ñ (11.51), ïðîïîðöèîíàëüíî êâàäðàòó ìàññû:

PP̄ = m2.

Ïîäîáíî ïîëîæåíèþ X, ñêîðîñòèU, óñêîðåíèþA è èìïóëüñó P, íåñëîæ-

íî îïðåäåëèòü è äðóãèå êâàòåðíèîííûå àíàëîãè 4-âåêòîðîâ.
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• Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê àíòèñèììåòðè÷íûì 4-òåíçîðàì. Îïðåäåëèì êâà-

òåðíèîí ìîìåíòà èìïóëüñà:

J =
1

2
(XP̄− PX̄) = (G− ıL)σ, (11.52)

ãäå ââåäåíû äâà 3-âåêòîðà G = E r − tp è L = r × p. ×åðåç íèõ âû-

ðàæàþòñÿ (ñòð. 230) øåñòü íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò àíòèñèììåòðè÷íîãî

òåíçîðà Jµν = (G, L), ãäå G = {J10, J20, J30} è L = {J23, J31, J12}.
Êâàòåðíèîí J íå èìååò ñêàëÿðíîé ÷àñòè, à âåêòîðíàÿ åãî ÷àñòü êîì-

ïëåêñíà. Ýòî îáùåå ñâîéñòâî êâàòåðíèîíîâ, ÿâëÿþùèõñÿ àíàëîãàìè àí-

òèñèììåòðè÷íûõ 4-òåíçîðîâ:

J = Jσ, J∗ 6= J.

Ïîñëå îïóñêàíèÿ ó òåíçîðà Jµν
èíäåêñîâ âíèç, ñíîâà ïîëó÷àåòñÿ àíòèñèì-

ìåòðè÷íûé òåíçîð Jµν = (−G, L). Êðîìå ýòîãî, èç òåíçîðà Jµν ìîæíî

ïîñòðîèòü äóàëüíûé ê íåìó àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð (ñòð. 229):

∗Jµν =
1

2
εµναβJαβ.

Â åãî êîìïîíåíòàõ äâà 3-âåêòîðà òåíçîðà Jµν ìåíÿþòñÿ äðóã ñ äðóãîì

ìåñòàìè:

∗Jµν = (L, −G) è ∗Jµν = (−L, −G). Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî

ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèå ïðàâèëà ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó àíòèñèììåò-

ðè÷íûìè òåíçîðàìè è êâàòåðíèîíàìè:

Jµν ↔ J, Jµν ↔ J̄+, ∗Jµν ↔ ıJ, ∗Jµν ↔ ıJ+. (11.53)

Àíàëîãè÷íûå ïðàâèëà äëÿ ñâÿçè êîíòðàâàðèàíòíûõ è êîâàðèàíòíûõ êîì-

ïîíåíò 4-âåêòîðîâ è êâàòåðíèîíîâ èìåþò âèä:

Aµ ↔ A, Aµ ↔ Ā. (11.54)

Ñâ¼ðòêà àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà Jµν = (G, L) è ïðîèçâîëüíîãî 4-

âåêòîðà Aµ = {A0, A} äà¼ò 4-âåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè:
JµνAν = {GA, A0G+ L×A }.

Ïðÿìûì ïåðåìíîæåíèåì êâàòåðíèîíîâ, ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî:

1

2
(JA+ AJ+) = JµνAν σµ. (11.55)

Òàê, 4-âåêòîð ñïèíà (ñòð. 234) â êâàòåðíèîííûõ îáîçíà÷åíèÿõ èìååò âèä:

Sµ =
1

2
εµναβ Jαβ Uν =

∗JµνUν ↔ S =
ı

2
(JU− UJ+).

Òàêèì îáðàçîì, ëþáûå ñîîòíîøåíèÿ ñ 4-âåêòîðàìè è àíòèñèììåòðè÷íû-

ìè 4-òåíçîðàìè ìîãóò áûòü âûðàæåíû íà ÿçûêå êâàòåðíèîíîâ.
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• Íàéä¼ì êàê ïðåîáðàçóåòñÿ êâàòåðíèîí ìîìåíòà èìïóëüñà (è, ñëå-

äîâàòåëüíî, ëþáîé àíòèñèììåòðè÷íûé 4-òåíçîð) ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ

Ëîðåíöà. Òàê êàê X è P êâàòåðíèîíû, ñâÿçàííûå ñ 4-âåêòîðàìè, èìååì:

X′P̄′ = SXS+ SPS+ = SXS+ S̄+P̄S̄ = S(XP̄)S̄,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî SS̄ = 1 èëè S+ S̄+ = 1. Àíàëîãè÷íî äëÿ PX̄. Ïîýòîìó:

J′ = S J S̄, SS̄ = 1. (11.56)

Ýòîò çàêîí îòëè÷àåòñÿ îò çàêîíà ïðåîáðàçîâàíèÿ (11.50) òåì, ÷òî ñïðàâà

ñòîèò íå ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå, à êâàòåðíèîíîå (ñ ÷åðòîé). Òî, ÷òî ïðå-

îáðàçîâàíèå J, îòëè÷íî îò ïðåîáðàçîâàíèÿ 4-âåêòîðà (11.50) � íåóäèâè-

òåëüíî, ò.ê. êâàòåðíèîí J ñîîòâåòñòâóåò àíòèñèììåòðè÷íîìó 4-òåíçîðó, à

íå 4-âåêòîðó. Ïðè ïðîñòðàíñòâåííûõ ïîâîðîòàõ S = R, âåêòîðíàÿ ÷àñòü

êâàòåðíèîíà R ÷èñòî êîìïëåêñíàÿ, ïîýòîìó R+ = R̄. Ñëåäîâàòåëüíî, â

ýòîì ñëó÷àå J, çàâèñÿùèé îò êîìïëåêñíîãî âåêòîðàG−ıL, ïðåîáðàçóåòñÿ
êàê è ëþáîé 3-âåêòîð. Åñëè æå S+ 6= S̄ (íàïðèìåð, äëÿ ëîðåíöåâñêèõ áó-

ñòîâ), ïðèìåíåíèå ñîîòíîøåíèé (11.50) è (11.56) áóäåò äàâàòü ðàçëè÷íûå

ðåçóëüòàòû.

⊲ Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ (11.50) è (11.56) îñòàâëÿ-

þò èíâàðèàíòíîé íîðìó êâàòåðíèîíà. Îáîçíà÷èì J = G− ıL, òîãäà

JJ̄ = −(Jσ)(Jσ) = −J2 = L2 −G2 + 2ıLG = inv

(ìèíóñ îò ñîïðÿæåíèÿ). Òàêèì îáðàçîì, èíâàðèàíòíûìè áóäóò íåçàâèñè-

ìî äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè:

L2 −G2 = inv, LG = inv.

Ýòè èíâàðèàíòû áûëè ïîëó÷åíû ðàíåå (ñòð. 227). Ëþáîïûòíî, ÷òî îíè

ýêâèâàëåíòíû îäíîìó ñîîòíîøåíèþ J2 = inv äëÿ êîìïëåêñíîãî âåêòîðà.

⊲ Óáåäèìñÿ, ÷òî ñîîòíîøåíèå (11.55) äëÿ ïåðåìíîæåíèÿ àíòèñèììåò-

ðè÷íîãî òåíçîðà è 4-âåêòîðà ïðèâîäèò ê êâàòåðíèîíó, ïðåîáðàçóþùåìóñÿ

êàê 4-âåêòîð. Ïîäñòàâèì çàêîíû ïðåîáðàçîâàíèÿ êàæäîé âåëè÷èíû:

J′A′ + A′J′+ = (SJS̄) (SAS+) + (SAS+) (SJS̄)+ = S(JA+ AJ+)S+,

ãäå ó÷òåíà åäèíè÷íîñòü íîðìû êâàòåðíèîíà ïðåîáðàçîâàíèÿ S. Òàêèì îá-

ðàçîì, ïîëó÷èëîñü èñõîäíàÿ êîìáèíàöèÿ êâàòåðíèîíîâ îêðóæåííàÿ êâà-

òåðíèîíàìè S...S+, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèþ 4-âåêòîðà. Çàìå-

òèì, ÷òî JA òàêæå 4-âåêòîð, íî êîìïëåêñíûé, òîãäà êàê ïðèâåäåííàÿ

êîìáèíàöèÿ äåéñòâèòåëüíà.
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• Ñîîòíîøåíèå (11.56), ïðèìåí¼ííîå ê J = Jσ, ãäå J = G−ıL ïîçâîëÿ-

åò íàéòè ïðåîáðàçîâàíèÿ âåêòîðîâ G è L ïðè èçìåíåíèè èíåðöèàëüíîé

ñèñòåìû îòñ÷¼òà. �àñïèøåì åãî â ÿâíîì âèäå:

J′σ = (c− smσ)Jσ (c+ smσ),

ãäå c = ch(α/2), s = sh(α/2) è ïîäñòàâëåí êâàòåðíèîí S = L ëîðåíöåâ-

ñêîãî áóñòà (11.37). Ïåðåìíîæàÿ ìàòðèöû, ïîëó÷àåì:

J′σ = c2 Jσ − s2(mσ)(Jσ)(mσ) + sc [Jσ,mσ].

Âû÷èñëÿÿ êîììóòàòîð [Jσ,mσ] ïðè ïîìîùè (11.11), à ïðîèçâåäåíèå òðåõ

ìàòðèö Ïàóëè ïðè ïîìîùè ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ òîæäåñòâà

(11.8), èìååì:

J′σ = (c2 + s2)Jσ + 2ısc [J×m]σ − 2s2(Jm)(mσ).

Ïåðåõîäÿ îò ãèïåðáîëè÷åñêèõ �óíêöèé ñ ïîëîâèííûìè �óãëàìè� α/2 ê

�óíêöèÿì, çàâèñÿùèì îò α, ïîëó÷àåì çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ êîìïëåêñ-

íîãî âåêòîðà J:

J′ = J chα− ı shα[m× J]− (chα− 1)(mJ)m.

Êàê è â ñëó÷àå ñ ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ëîðåíöà äëÿ 4-âåêòîðà, áîëåå ïðè-

âû÷íàÿ çàïèñü ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå ïåðåõîäà îò áûñòðîòû

α ê ñêîðîñòè v, γ-�àêòîðó è �àêòîðó Γ = (γ − 1)/v2, ñì. ñòð. 315:

J′ = γ (J− ıv × J)− Γv (vJ). (11.57)

Äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ äà¼ò çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ âåê-

òîðà G, à êîìïëåêñíàÿ � âåêòîðà L (ñì. ñòð. 231):

G′ = γ (G− v × L)− Γv(vG),

L′ = γ (L+ v ×G)− Γv(vL).

Êàê ìû âèäèì, ïðåîáðàçîâàíèå (11.57) äëÿ êîìïëåêñíîãî 3-âåêòîðà J,

ñëåäóþùåå èç êâàòåðíèîííîé òåõíèêè, âûãëÿäèò áîëåå êîìïàêòíûì ïî

ñðàâíåíèþ ñ ïðåîáðàçîâàíèÿìè äëÿ äâóõ âåêòîðíûõ êîìïîíåíò àíòèñèì-

ìåòðè÷íîãî òåíçîðà Jαβ = xαpβ − xβpα.

Âîîáùå, òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè, ïîñòðîåííàÿ íà ÿçûêå êâàòåðíèîíîâ,

â ðÿäå ñëó÷àåâ îêàçûâàåòñÿ áîëåå ëàêîíè÷íîé, ÷åì ïðè èñïîëüçîâàíèè

îáû÷íûõ âåêòîðíûõ îáîçíà÷åíèé èëè òåíçîðíîãî êîâàðèàíòíîãî àïïàðà-

òà. Ïëàòîé çà ýòî ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöû, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò íåêîììóòà-

òèâíóþ ïðèðîäó êâàòåðíèîíîâ.
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11.7 Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

• Êâàòåðíèîíû ïîçâîëÿþò èçÿùíûì îáðàçîì çàïèñûâàòü è ðåøàòü

óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ. Â ãëàâå 5 ìû ðàññìàòðèâàëè äâèæåíèå ÷àñòèöû

â ïîëå ïîñòîÿííîé ñèëû è ñèëû ïðîïîðöèîíàëüíîé ñêîðîñòè. Ïóñòü òà-

êèå ñèëû äåéñòâóþò îäíîâðåìåííî:

dp

dt
= F = E+ u×B,

dE

dt
= Fu = Eu. (11.58)

Â ñëåäóþùåì òîìå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ýòî ñèëà Ëîðåíöà, äåéñòâóþùàÿ

íà ÷àñòèöó åäèíè÷íîãî çàðÿäà. Ïðè ýòîì E � ýëåêòðè÷åñêîå, à B � ìàã-

íèòíîå ïîëå. Çàïèøåì óðàâíåíèå (11.58) â êâàòåðíèîííûõ îáîçíà÷åíèÿõ.

Ââåä¼ì êâàòåðíèîíû 4-êîîðäèíàòû ñîáûòèÿ è 4-ñêîðîñòè:

X = t+ rσ, U =
dX

ds
= U0 +Uσ, Ū U = U Ū = 1.

Êðîìå ýòîãî, îïðåäåëèì êâàòåðíèîí ñèëû ( = íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðî-

ìàãíèòíîãî ïîëÿ) áåç ñêàëÿðíîé ÷àñòè ñëåäóþùåãî âèäà:

F = (E+ ıB)σ. (11.59)

Îí ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîìó àíòèñèììåòðè÷íîìó òåíçîðó. Âû÷èñëèì

ïðîèçâåäåíèå:

FU+ UF+ = (Eσ + ıBσ) (U0 +Uσ) + (U0 +Uσ)(Eσ − ıBσ).

Ïåðåìíîæàÿ ñêîáêè, ïîëó÷àåì:

FU+ UF+ = 2EU+ 2(U0E+U×B)σ.

Èíòåðâàë (îí æå ñîáñòâåííîå âðåìÿ ÷àñòèöû) ðàâåí ds =
√
1− u2 dt.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî U ν = {1,u}/
√
1− u2

, ìîæíî çàïèñàòü êâàòåðíèîííîå

óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

m
dU

ds
=

1

2

(
FU+ UF+

)
. (11.60)

Ñêàëÿðíàÿ ÷àñòü (11.60) ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ äëÿ èçìåíåíèÿ ýíåðãèè,

à âåêòîðíàÿ ê òð¼õìåðíîé ñèëå Ëîðåíöà (11.58).

Åñëè åñòü òîëüêî ìàãíèòíîå ïîëå F = ıBσ, òî êâàòåðíèîí íàïðÿæåí-

íîñòè àíòèýðìèòîâ: F+ = −F. Â ýòîì ñëó÷àå â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíå-

íèÿ (11.60) íàõîäèòñÿ êîììóòàòîð íàïðÿæåííîñòè è ñêîðîñòè FU−UF.

Åãî ñëåä ðàâåí íóëþ, ïîýòîìó ñêàëÿðíàÿ ÷àñòü 4-ñêîðîñòè ñîõðàíÿåòñÿ:

Tr(U) = const.
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⊲ Íàéä¼ì îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (11.60). Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì

êâàòåðíèîí ñêîðîñòè â ñëåäóþùåì âèäå:

U(s) = eG(s)U(0) eG
+(s), (11.61)

ãäå G(s) íåêîòîðûé êâàòåðíèîí, ðàâíûé íóëåâîìó ïðè s = 0 (íà÷àëüíûå

óñëîâèÿ ñîäåðæàòñÿ â U(0), à ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå âî âòîðîé ýêñïîíåíòå
ïîñòàâëåíî äëÿ ñîõðàíåíèÿ ýðìèòîâîñòè 4-ñêîðîñòè). Ïîäñòàâèì (11.61)

â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (11.60):

m
dU

ds
= m

dG

ds
U+mU

dG+

ds
=

1

2

(
FU+ UF+

)
.

Ýòî ñîîòíîøåíèå âûïîëíÿåòñÿ, åñëè êâàòåðíèîí G óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-

íåíèþ:

dG

ds
=

1

2m
F. (11.62)

Ïóñòü íàïðÿæ¼ííîñòè ïîëÿ ìåíÿþòñÿ âäîëü òðàåêòîðèè çàðÿäà. Ýòî îçíà-

÷àåò, ÷òî îíè çàâèñÿò îò ñîáñòâåííîãî âðåìåíè s çàðÿäà. Èíòåãðèðóÿ

(11.62), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ïðåäñòàâëåíèþ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâè-

æåíèÿ (11.60):

U(s) = exp




1

2m

s∫

0

F(s) ds



 U(0) exp




1

2m

s∫

0

F+(s) ds



 . (11.63)

Â ñëó÷àå, êîãäà âíåøíèå ýëåêòðè÷åñêîå è ìàãíèòíîå ïîëÿ ïîñòîÿííû

F = (E + ıB)σ = const, êâàòåðíèîí íàïðÿæåííîñòè F ìîæíî âûíåñòè

çà èíòåãðàë è ðåøåíèå èìååò ïðèíèìàåò áîëåå ïðîñòîé âèä:

U(s) = exp

(
1

2m
Fs

)

U(0) exp

(
1

2m
F+s

)

. (11.64)

Â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíò ñòîÿò ìàòðèöû. Ïðè íàëè÷èè òîëüêî ïîñòî-

ÿííîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ èõ ìîæíî îïóñòèòü âíèç, àíàëîãè÷íî ïðå-

îáðàçîâàíèÿì âðàùåíèÿ èëè Ëîðåíöà, ðàñêëàäûâàÿ ýêñïîíåíòó â ðÿä

Òåéëîðà ñ ó÷¼òîì ñîîòíîøåíèé (eσ)2 = 1, (eσ)3 = eσ, ..., ãäå e = E/|E|
� åäèíè÷íûé âåêòîð â íàïðàâëåíèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Â ðåçóëüòàòå,

ââîäÿ ω = |E|/m, ïîëó÷àåì:

exp
( 1

2m
Eσs

)

= ch(ωs/2) + eσ sh(ωs/2). (11.65)

Àíàëîãè÷íî, ïðè íàëè÷èè òîëüêî ìàãíèòíîãî ïîëÿ, èìååì:

exp
(

ı
1

2m
Bσs

)

= cos(ωs/2) + ıbσ sin(ωs/2), (11.66)

ãäå ω = |B|/m è b = B/|B|. Ïåðåìíîæàÿ ýòè êâàòåðíèîíû ñ êâàòåðíèî-

íîì íà÷àëüíîé ñêîðîñòè U(0) è èíòåãðèðóÿ åù¼ ðàç, íåñëîæíî ïîëó÷èòü

âûðàæåíèÿ äëÿ òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ.
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• Ïóñòü çàðÿä äâèæåòñÿ â ïîñòîÿííîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå (ìàãíèòíîå

ïîëå ðàâíî íóëþ). Â ýòîì ñëó÷àå êâàòåðíèîí íàïðÿæåííîñòè ýðìèòîâ

(F+ = F). Ïðîñòîå ðåøåíèå ïîëó÷àåòñÿ, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìå-

íè çàðÿä íåïîäâèæåí è, ñëåäîâàòåëüíî, êâàòåðíèîí ñêîðîñòè ïðè s = 0

åäèíè÷íûé U(0) = 1. Òîãäà óðàâíåíèå (11.64) óïðîùàåòñÿ:

U(s) = exp
( 1

m
Fs
)

= exp
( 1

m
Eσs

)

. (11.67)

�àñêëàäûâàÿ ýêñïîíåíòó â ðÿä, ïîëó÷àåì:

U(s) = ch(ωs) + eσ sh(ωs), (11.68)

ãäå ω = |E|/m è e = E/|E| � åäèíè÷íûé âåêòîð â íàïðàâëåíèè ýëåêòðè-
÷åñêîãî ïîëÿ. Âûäåëèì â (11.68) ñêàëÿðíóþ è âåêòîðíóþ ÷àñòè êâàòåð-

íèîíà:

U0(s) = ch(ωs), U(s) = e sh(ωs). (11.69)

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî äëÿ ýòîãî ðåøåíèÿ âûïîëíÿåòñÿ îáùåå ñîîòíîøå-

íèå äëÿ êîìïîíåíò 4-ñêîðîñòè U 2
0 −U2 = 1.

Òàê êàê Uµ = {U0, U} = dxµ/ds, èíòåãðèðóÿ ïî s (11.69), ïîëó÷àåì

âûðàæåíèÿ äëÿ ëàáîðàòîðíîãî âðåìåíè è êîîðäèíàò çàðÿäà:

t =
1

ω
sh(ωs), r(s) = r(0) +

e

ω
(ch(ωs)− 1). (11.70)

Â ïåðâîì ñëó÷àå êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ âûáðàíà ðàâíîé íóëþ, òàê

êàê ïðè s = 0 èìååì t = 0. Â âûðàæåíèè äëÿ ðàäèóñ âåêòîðà êîíñòàíòà

ïîäîáðàíà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðè s = 0 âåêòîð r(s) áûë ðàâåí íà÷àëü-

íîìó ïîëîæåíèþ çàðÿäà r(0). Ïðè ïîìîùè òîæäåñòâà ch2 α − sh2 α = 1
äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ �óíêöèé ìîæíî âûðàçèòü ãèïåðáîëè÷åñêèé êîñè-

íóñ ÷åðåç ñèíóñ è òåì ñàìûì ïåðåéòè îò ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

ðåøåíèÿ (11.70) ê ÿâíîé çàâèñèìîñòè êîîðäèíàò ÷àñòèöû îò ëàáîðàòîð-

íîãî âðåìåíè (ñì. òàêæå ñòð. 146):

r(t) = r(0) +
e

ω
(
√

1 + (ωt)2 − 1).

Åñëè íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü çàðÿäà îòëè÷íà îò íóëÿ, êâàòåðíèîí U(0)

áóäåò íå åäèíè÷íûì. ×òîáû íàéòè ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå U(s) íåîá-
õîäèìî ïåðåìíîæèòü êâàòåðíèîíû:

{

ch
(ωs

2

)

+ eσ sh
(ωs

2

)}

{U0(0) +U(0)σ}
{

ch
(ωs

2

)

+ eσ sh
(ωs

2

)}

,

÷òî, êàê îáû÷íî, ïðîäåëûâàåòñÿ ïðè ïîìîùè òîæäåñòâà (11.8), ñòð. 303.
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• Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ äâèæåíèå â ïîñòîÿííîì ìàãíèòíîì ïî-

ëå, êîãäà êâàòåðíèîí íàïðÿæåííîñòè àíòèýðìèòîâ (F+ = −F). Ñ ó÷¼òîì

(11.66) ðåøåíèå (11.64) ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

U(s) = {cos(ωs/2) + ıbσ sin(ωs/2)}U(0) {cos(ωs/2)− ıbσ sin(ωs/2)},

ãäå ω = |B|/m è b = B/|B|. Ïîäñòàâëÿÿ êâàòåðíèîí íà÷àëüíîé ñêîðîñòè
U(0) = U0 +U0σ â ðåøåíèå è ïåðåìíîæàÿ ìàòðèöû Ïàóëè ïðè ïîìîùè

òîæäåñòâà (11.8), ïîëó÷àåì:

U(s) = U0 + (U0b)(bσ) + [b× [U0 × b]]σ cos(ωs) + [U0 × b]σ sin(ωs).

Åäèíñòâåííûé ÷ëåí U0, áåç ìàòðèö Ïàóëè ïîñòîÿíåí. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

íóëåâàÿ êîìïîíåíòà 4-ñêîðîñòè (èëè ýíåðãèÿ äâèæåíèÿ çàðÿäà) íå çàâè-

ñèò îò âðåìåíè. Âåêòîðíàÿ ÷àñòü U(s) äàåò ðåøåíèå (5.21), ñòð. 147:

U(s) = (U0b)b+ [b× [U0 × b]] cos(ωs) + [U0 × b] sin(ωs). (11.71)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî íà ñòð. 147 âåêòîð u � ýòî �îáû÷íàÿ� ñêîðîñòü,

à íå êîìïîíåíòû 4-âåêòîðà ñêîðîñòè, êàê â ýòîì ðàçäåëå. Îäíàêî, òàê

êàê ýíåðãèÿ ÷àñòèöû â ìàãíèòíîì ïîëå (èëè U0) ïîñòîÿííà, ðàçëè÷èå

ñâîäèòñÿ â óìíîæåíèè ðåøåíèÿ íà êîíñòàíòó. Ïî ýòîé æå ïðè÷èíå ïðè

äâèæåíèè â ìàãíèòíîì ïîëå èíòåðâàë ñâÿçàí ñ 3-ñêîðîñòüþ è ëàáîðàòîð-

íûì âðåìåíåì ïðîñòûì ñîîòíîøåíèåì:

s =

t∫

0

√

1− u2(t) dt = t
√

1− u2
0 = t/U0,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî êâàäðàò ñêîðîñòè çàðÿäà ïðè åãî äâèæåíèè îñòàåòñÿ ïî-

ñòîÿííûì u(t) = u0 è êîðåíü ìîæíî âûíåñòè çà èíòåãðàë.

Îêîí÷àòåëüíî, èíòåãðèðóÿ (11.71) ïî s, ïîëó÷àåì çàâèñèìîñòü êîîð-

äèíàò çàðÿäà îò ñîáñòâåííîãî âðåìåíè s = t/U0 (èëè ëàáîðàòîðíîãî âðå-

ìåíè t):

r(s) = r(0)+(U0b)b s+
1

ω
[b× [U0×b]] sin(ωs)− 1

ω
[U0×b] (cos(ωs)−1),

ãäå êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ ïîäîáðàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âåêòîð

r(0) ñîîòâåòñòâîâàë íà÷àëüíîìó ïîëîæåíèþ çàðÿäà. �åîìåòðè÷åñêè ýòî

ñïèðàëü, íàìîòàííàÿ íà öèëèíäð ðàäèóñà |U0 × b|/ω.
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11.8 Êîâàðèàíòíûå îáîçíà÷åíèÿ

∗

• Íàéä¼ì ñâÿçü ìàòðèöû S ðàçìåðîì 2 × 2 ïðåîáðàçîâàíèÿ (11.3) ñ

ìàòðèöåé 4× 4 �îáû÷íûõ� ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà Λµ
ν äëÿ 4-âåêòîðîâ:

A′µ = Λµ
ν A

ν , Aβ = A′µΛ β
µ .

Ñâ¼ðòêà äâóõ ëîðåíöåâñêèõ ìàòðèö ïî ïåðâûì èëè ïî âòîðûì èíäåêñàì

ðàâíà ìåòðè÷åñêîìó òåíçîðó (ñâîéñòâî îðòîãîíàëüíîñòè, ñòð. 207):

gµν Λ
µ
αΛ

ν
β = gαβ, gαβ Λµ

α Λ
ν
β = gµν . (11.72)

Èç çàêîíà ïðåîáðàçîâàíèÿ êâàòåðíèîíà (11.3), ñâÿçàííîãî ñ êîìïîíåí-

òàìè 4-âåêòîðà (11.1) ñëåäóåò:

A′ = SAS+ ⇒ A′νσν = Λν
µA

µ σν = SAµσµ S
+.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè êîìïîíåíò 4-âåêòîðà, ïîëó÷àåì ñâÿçü êâàòåðíè-

îííîé ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèÿ S è ëîðåíöåâñêîé ìàòðèöû:

Sσµ S
+ = σν Λ

ν
µ. (11.73)

Ñâåðí¼ì ýòî âûðàæåíèå ñ Λ µ
α è óìíîæèì ñëåâà íà S̄, à ñïðàâà íà S̄+:

S̄ SΛ µ
α σµ S

+S̄+ = S̄ σν S̄
+ Λν

µΛ
µ

α .

Ó÷èòûâàÿ åäèíè÷íîñòü îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû S, ò.å. S̄S = 1, ñì. (11.15)

è îðòîãîíàëüíîñòü (11.72), ïîëó÷àåì ñâÿçü ìàòðèö â åù¼ îäíîì âèäå:

S̄σα S̄
+ = Λ µ

α σµ. (11.74)

Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ (⋖H52) ïðåäëàãàåòñÿ íàéòè çàâèñèìîñòü ìàò-

ðèöû Λα
β îò ïàðàìåòðîâ sν êâàòåðíèîíà ïðåîáðàçîâàíèé S = sνσµ.

• Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåä¼ì åù¼ íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé è ïîëåçíûõ òîæ-

äåñòâ. Áóäåì ðàçëè÷àòü âûñîòó èíäåêñà ó êîâàðèàíòíûõ ìàòðèö Ïàóëè.

Åãî ïîäíÿòèå ïðîâîäèòñÿ òåíçîðîì gµν = diag(1,−1,−1,−1), ìåíÿÿ çíàê
ó âåêòîðíûõ êîìïîíåíò: σµ = gµνσν. Äëÿ êîâàðèàíòíûõ ìàòðèö Ïàóëè

ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå:

σµ σ̄ν + σν σ̄µ = σ̄µ σν + σ̄ν σµ = 2 gµν, (11.75)

÷òî ïðîâåðÿåòñÿ ðàñïèñûâàíèåì èíäåêñîâ. Êðîìå ýòîãî, îïðåäåëèì 16

ìàòðèö:

σµν =
1

2
(σµσ̄ν − σνσ̄µ), σµσ̄ν = gµν + σµν, (11.76)

ãäå µν � íîìåðà ìàòðèö, à íå èõ êîìïîíåíòû.
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⊲ Ïðîèçâåäåíèå êâàòåðíèîíîâ AB̄ ìîæíî çàïèñàòü òàê:

AB̄ = aµbν σµσ̄ν = a · b + aµbν σµν, (11.77)

ãäå a · b = a0b0 − ab.

⊲ Óìíîæèì àëãåáðó (11.7) ñïðàâà íà σk è ñíîâà ó÷ò¼ì (11.7):

σi σj σk = δij σk − δik σj + δjk σi + ı εijk. (11.78)

Ñëåä (ñóììà äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ) ìàòðèö Ïàóëè ðàâåí íóëþ, à

ñëåä åäèíè÷íîé ìàòðèöû ðàâåí 2. Ïîýòîìó èç (11.7) è (11.78) èìååì:

Trσi = 0, Tr(σi σj) = 2 δij, Tr(σi σj σk) = 2 ı εijk. (11.79)

Óìíîæàÿ (11.78) íà σl è áåðÿ ñëåä, ïîëó÷àåì:

Tr(σi σj σk σl) = 2 (δij δkl − δik δjl + δil δjk). (11.80)

Òåïåðü íåñëîæíî çàïèñàòü ñëåäû äëÿ êîâàðèàíòíûõ ìàòðèö:

1

2
Trσµ = δµ0,

1

2
Tr(σµσν) = δµν ,

1

2
Tr(σµσ̄ν) = gµν . (11.81)

⊲ Êîý��èöèåíòû â ðàçëîæåíèè êâàòåðíèîíà Q = Qµ σµ ïî ìàòðèöàì

Ïàóëè ìîæíî íàéòè ïðè ïîìîùè ñëåäà:

Qµ =
1

2
Tr(Q σ̄µ). (11.82)

⊲ Ïîäñòàâèì (11.82) âQ = Qµσµ è âûïèøåì ÿâíî ìàòðè÷íûå èíäåêñû:

Qij =
1

2
Qlk (σ̄

µ)kl (σµ)ij.

Âûáåðåì ìàòðèöó ó êîòîðîé âñå ýëåìåíòû íóëåâûå êðîìå îäíîãî, ðàâíîãî

åäèíèöå. Ïóñòü ýòîò ýëåìåíò èìååò èíäåêñû i = i0 è j = j0, ãäå i0, j0 �

�èêñèðîâàííûå ÷èñëà. Òîãäà Qij = δii0δjj0 è, ñëåäîâàòåëüíî:

δii0 δjj0 =
1

2
(σµ)ij (σ̄

µ)j0i0. (11.83)

Ýòî òîæäåñòâî íàçûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì ïîëíîòû (ïî µ � ñóììà!).

⊲ Ïðÿìûì ïåðåìíîæåíèåì òð¼õ ïðîèçâîëüíûõ êâàòåðíèîíîâ AB̄C è

îïóñêàíèåì èõ êîìïîíåíò, ìîæíî (⋖H53) ïîëó÷èòü:

σα σ̄β σγ = gαβ σγ − gαγ σβ + gβγ σα + ı εαβγµ σ
µ. (11.84)

Óìíîæàÿ (11.84) íà σ̄ν, áåðÿ ñëåä è ó÷èòûâàÿ (11.81), èìååì:

1

2
Tr(σα σ̄β σµ σ̄ν) = gαβ gµν − gαµ gβν + gαν gβµ + ı εαβµν . (11.85)

Ê òåìå êâàòåðíèîíîâ ìû âåðí¼ìñÿ â ñëåäóþùåì òîìå.
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�ëàâà 12

Ïðîñòðàíñòâî ñêîðîñòåé

Ñêîðîñòü, êàê âåêòîð ñ òðåìÿ êîìïîíåíòàìè, ìîæíî ïðåäñòàâèòü òî÷-

êîé 3-ìåðíîãî �ïðîñòðàíñòâà ñêîðîñòåé�. Èç îáùèõ ñîîáðàæåíèé òàêîå

ïðîñòðàíñòâî äîëæíî áûòü îäíîðîäíûì è èçîòðîïíûì. Â ýòîì ñëó÷àå

âîçìîæíû òîëüêî òðè ãåîìåòðèè. Îäíà èõ íèõ (åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî)

ñîîòâåòñòâóåò ãàëèëååâîìó ïðàâèëó ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé è êëàññè÷åñêîé

ìåõàíèêå. Åù¼ îäíà âîçìîæíîñòü � ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ (ãåîìåò-

ðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî-Áîéÿè) ðåàëèçóåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå ñêîðîñòåé òåîðèè

îòíîñèòåëüíîñòè.

Âíà÷àëå ìû ïîäðîáíî èçó÷èì ãåîìåòðèþ íà ñ�åðå, èç êîòîðîé ãè-

ïåðáîëè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ïðîñòîãî èçìåíåíèÿ

�óíäàìåíòàëüíîé êîíñòàíòû. Çàòåì áóäåò ðàññìîòðåíî ïñåâäîåâêëèäî-

âî ïðîñòðàíñòâî, ïñåâäîñ�åðà â êîòîðîì è ÿâëÿåòñÿ �ïëîñêîñòüþ� ïðî-

ñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî (ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà). Ïîñëå ýòîãî

èçó÷àåòñÿ ñîáñòâåííî ïðîñòðàíñòâî ñêîðîñòåé.

329
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12.1 Ìèð ïëîñêàòèêîâ

• Ïðåäñòàâèì, ÷òî íà ïîâåðõíîñòè ñ�åðû ðàäèóñà λ æèâóò ïëîñêàòè-

êè � 2-ìåðíûå ñóùåñòâà íå ñïîñîáíûå âîñïðèíèìàòü òðåòüå èçìåðåíèå.

Ìû òàêæå æèâ¼ì íà çåìíîé ïîâåðõíîñòè, íî äîñòóïíîå íàì ïðîñòðàíñòâî

3-ìåðíî. Ïðîñòðàíñòâî æå ïëîñêàòèêîâ �ïî íàñòîÿùåìó� 2-ìåðíî è äëÿ

íóìåðàöèè åãî òî÷åê íåîáõîäèìû òîëüêî äâå êîîðäèíàòû. Îòðåçêîì ïðÿ-

ìîé ïëîñêàòèêè íàçûâàþò êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êà-

ìè íà ïîâåðõíîñòè ñ�åðû. Äëÿ íàñ îíî ÿâëÿåòñÿ ñåãìåíòîì îêðóæíîñòè,

öåíòð êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì ñ�åðû (íèæå ïåðâûé ðèñóíîê):

λχ

r

Òðè òî÷êè, ñîåäèí¼ííûå ïðÿìûìè, îáðàçóþò òðåóãîëüíèê, ñóììà óãëîâ

êîòîðîãî áîëüøå π (âòîðîé ðèñóíîê).

Ñ�åðà � ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê ðàâíîóäàë¼ííûõ îò äàííîé. Â äâóìå-

ðèè ñ�åðà íàçûâàåòñÿ îêðóæíîñòüþ, à îãðàíè÷åííîå åþ ïðîñòðàíñòâî

� êðóãîì. Îêðóæíîñòü â ìèðå ïëîñêàòèêîâ ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïåðåñå÷åíèè

ñ�åðû è ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ â îáùåì ñëó÷àå íå ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð ñ�å-

ðû. Äëèíà îêðóæíîñòè íà ñ�åðå ðàâíà L = 2πλ sinχ (òðåòèé ðèñóíîê).

Ââîäÿ ðàäèóñ îêðóæíîñòè ïëîñêàòèêîâ r = λχ, èìååì:

L = 2πλ sin
( r

λ

)

< 2πr. (12.1)

Ïëîùàäü êðóãà ðàâíà ñóììå ïëîùàäåé óçêèõ êîëåö dS = L(r) dr:

S = 2πλ2
[

1− cos
(r

λ

)]

< πr2. (12.2)

Îáú¼ì ïðîñòðàíñòâà ïëîñêàòèêîâ 4πλ3/3 (ïëîùàäü ñ�åðû) êîíå÷åí. Ïî-

äîáíîå ïðîñòðàíñòâî áåçãðàíè÷íî (íå èìååò ãðàíèö), íî êîíå÷íî. Â îò-

ëè÷èå îò ýòîãî, åâêëèäîâà ïëîñêîñòü áåçãðàíè÷íà è áåñêîíå÷íà.

Ìàëûé ó÷àñòîê ñ�åðû ïðèáëèæ¼ííî îáëàäàåò åâêëèäîâûìè ñâîéñòâà-

ìè. Îäíàêî ïðè ïåðåõîäå ê áîëüøèì ðàññòîÿíèÿì, íà÷èíàåò ñêàçûâàòü-

ñÿ �óíäàìåíòàëüíàÿ êîíñòàíòà ìèðà ïëîñêàòèêîâ λ. Â äàëüíåéøåì ìû

áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî λ = 1. Äëÿ å¼ âîññòàíîâëåíèÿ â ëþáîé �îðìóëå íåîá-
õîäèìî âñå âåëè÷èíû ðàçìåðíîñòè äëèíû â íåêîòîðîé ñòåïåíè ðàçäåëèòü

íà λ â òîé æå ñòåïåíè, íàïðèìåð, r 7→ r/λ, S 7→ S/λ2
è ò.ä.
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• Ïðîâåä¼ì èç öåíòðà ñ�åðû â âåðøèíû òðåóãîëüíèêà ABC ñî ñòîðî-

íàìè a, b, c òðè åäèíè÷íûõ âåêòîðà A, B, C:

A B

C

c

ab
α β

γ C
A B

C
Ab

A
AC

A
AC

−C

Äëÿ ñ�åðû åäèíè÷íîãî ðàäèóñà óãëû ìåæäó âåêòîðàìè ê âåðøèíàì ðàâ-

íû äóãàì ìåæäó íèìè. Ïîýòîìó äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà îïðåäåëÿ-

þòñÿ èç ñîîòíîøåíèé:

cos a = BC, cos b = AC, cos c = AB.

Óãîë òðåóãîëüíèêà γ ðàâåí óãëó ìåæäó êàñàòåëüíûìè ê ñ�åðå â âåðøèíå

C âåêòîðàìè A/(AC)−C è B/(BC)−C (âûøå òðåòèé ðèñóíîê):

cos γ =
AB− (AC)(BC)

√

1− (AC)2
√

1− (BC)2
. (12.3)

Îòñþäà íåñëîæíî ïîëó÷èòü ñ�åðè÷åñêóþ òåîðåìó êîñèíóñîâ:

cos c = cos a cos b+ sin a sin b cos γ. (12.4)

⊲ Äëÿ ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà (γ = π/2) èç íå¼ ñëåäóåò ñ�åðè-
÷åñêàÿ òåîðåìà Ïè�àãîðà:

cos c = cos a cos b. (12.5)

Åñëè òðåóãîëüíèê ìàë, òî â ñèëó cosx ≈ 1 − x2/2, ïîëó÷àåòñÿ �îáû÷-

íàÿ� òåîðåìà Ïè�àãîðà: c2 ≈ a2 + b2. Çàïèñûâàÿ òåîðåìó êîñèíóñîâ äëÿ
ñòîðîíû a, ïðîòèâîïîëîæíîé óãëó α ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, è

ó÷èòûâàÿ (12.5), íåñëîæíî (⋖H56) íàéòè ïðîåêöèè ãèïîòåíóçû íà êàòå-

òû:

b

a
c

α

β
tg b = tg c cosα,

sin a = sin c sinα,

tg a = sin b tgα.

(12.6)

⊲ Íàêîíåö, ðàçáèâ ïðîèçâîëüíûé òðåóãîëüíèê íà äâà ïðÿìîóãîëüíûõ,

ìîæíî (⋖H57) äîêàçàòü ñ�åðè÷åñêóþ òåîðåìó ñèíóñîâ:

sin a

sinα
=

sin b

sin β
=

sin c

sin γ
. (12.7)

Ïðèâåä¼ì òàêæå íåñêîëüêî �îðìóë, íå èìåþùèõ ïðÿìûõ àíàëîãîâ â åâ-

êëèäîâîé ãåîìåòðèè.
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• Èç (12.6) ñëåäóåò, ÷òî ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ïîëíîñòüþ îïðå-

äåëÿåòñÿ ñâîèìè äâóìÿ óãëàìè (⋖H58):

cos c = ctgα ctg β.

Ïðè ìàëûõ c ýòî ñîîòíîøåíèå ïåðåõîäèò â 1 = ctgα ctg β, ÷òî îçíà÷àåò
åâêëèäîâó ñâÿçü óãëîâ α + β = π/2 â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå.

⊲ Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC, âñåãäà ìîæíî (⋖H59): ïî-

ñòðîèòü äóàëüíûé òðåóãîëüíèê A′B′C ′
, äëÿ êîòîðîãî

a′ = π−α, b′ = π−β, c′ = π−γ, α′ = π−a, β ′ = π−b, γ ′ = π−c.

Åãî òåîðåìà êîñèíóñîâ (12.4) äà¼ò äóàëüíóþ òåîðåìó êîñèíóñîâ äëÿ èñ-

õîäíîãî òðåóãîëüíèêà:

cos γ = − cosα cosβ + sinα sin β cos c. (12.8)

⊲ Íàêîíåö, ñïðàâåäëèâà åù¼ îäíà çàìå÷àòåëüíàÿ �îðìóëà, ñâÿçûâàþ-

ùàÿ ïëîùàäü S△ òðåóãîëüíèêà è ñóììó åãî óãëîâ. Ýòà ñóììà òåì áîëüøå

π, ÷åì áîëüøå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà:

S△ = α + β + γ − π. (12.9)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîñòðîèì äâóóãîëüíèê, îáðàçîâàííûé äâóìÿ êðó-

ãàìè, ïåðåñåêàþùèìèñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷êàõ ñ�åðû ñ óãëîì α
ìåæäó íèìè (çàêðàøåííàÿ îáëàñòü íà ïåðâîì ðèñóíêå). Îí ñîñòîèò èç

äâóõ îäèíàêîâûõ òðåóãîëüíèêîâ ñ äâóìÿ ïðÿìûìè óãëàìè â êàæäîì.

Ïëîùàäü ñ�åðû ðàâíà 4π (åäèíè÷íûé ðàäèóñ), ïîýòîìó ïëîùàäü äâóó-

ãîëüíèêà ðàâíà S = 2α:

α

S=2α C
BA

C′

A′
B′

C + B +
A

SA + SB + SC − 6S△ + 2S△ = 4π

SA = 4α, SB = 4β, SC = 4γ

Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC. Åñëè îòðàçèòü åãî âåðøèíû

÷åðåç öåíòð ñ�åðû, òî íà å¼ ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíå îêàæåòñÿ òàêîé-

æå òðåóãîëüíèê A′B′C ′
. Ïîêðîåì âñþ ñ�åðó òðåìÿ äâîéíûìè äâóóãîëü-

íèêàìè ñ âåðøèíàìè (C,C ′) è óãëîì γ, âåðøèíàìè (B,B′) è óãëîì β
è âåðøèíàìè (A,A′) è óãëîì α. Îáîçíà÷èì èõ ïëîùàäè ÷åðåç SA, SB

è SC . Îíè ïåðåñåêàþòñÿ 6 ðàç íà òðåóãîëüíèêå è åãî îòðàæåíèè (ñì.

�îðìóëû íàä òðåòèì ðèñóíêîì; çàêðàøåííûå îáëàñòè ïîêàçûâàþò êàê

êàæäûé äâîéíîé äâóóãîëüíèê ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíû òðåóãîëüíèêà).

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ �îðìóëà (12.9).
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• Ëþáàÿ òî÷êà íà ñ�åðå çàäà¼òñÿ åäèíè÷íûì 3-ìåðíûì âåêòîððì p,

ïðîâåäåííûì ê íåé èç öåíòðà. Åäèíè÷íûì âåêòîðîì n õàðàêòåðèçóåòñÿ

òàêæå è êàæäàÿ ïðÿìàÿ. Ýòîò âåêòîð íàïðàâëåí ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñ-

êîñòè îêðóæíîñòè, öåíòð êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì ñ�åðû:

n
p

p0

n×p0

l

Ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó p0, èìååò

âèä:

p(l) = p0 cos l + [n× p0] sin l. (12.10)

Ïàðàìåòð l � ýòî äëèíà îòðåçêà âäîëü ïðÿìîé îò òî÷êè p0 (äëÿ ñ�åðû

íå åäèíè÷íîãî ðàäèóñà l 7→ l/λ = φ, ãäå φ � óãîë ïîâîðîòà âåêòîðà p).

Äâå ïðÿìûå, çàäàâàåìûå âåêòîðàìè n1 è n2, ïåðåñåêàþòñÿ â äèàìåò-

ðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷àõ ±[n1 × n2]/
√

1− (n1n2)2 (ïåðïåíäèêó-

ëÿðíûõ è n1 è n2). Óãîë α ìåæäó íèìè íàõîäèòñÿ èç n1n2 = cosα.

⊲ Ïîâåðõíîñòü ñ�åðû, êàê è ïëîñêîñòü, � ýòî îäíîðîäíîå è èçîòðîï-

íîå ïðîñòðàíñòâî. Íà ïëîñêîñòè ñóùåñòâóåò òð¼õïàðàìåòðè÷åñêîå ïðå-

ðáðàçîâàíèå (ñäâèã è ïîâîðîò), êîòîðîå íå ìåíÿåò äëèí îòðåçêîâ è óãëîâ

ìåæäó íèìè. Åñëè ðàññìàòðèâàòü ïëîñêîñòü âëîæåííîé â 3-ìåðíîå åâ-

êëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, òî å¼ îðèåíòàöèÿ çàäà¼òñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíûì ê

íåé, åäèíè÷íûì âåêòîðîì k. Ïðè ýòîì ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè p, ëåæàùåé

â ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, óäîâëåòâîðÿåò óðàâíå-

íèþ kp = 0. Ïðåîáðàçîâàíèå ïîâîðîòà è ñäâèãà èìåþò âèä (k2 = 1):

p′ = a+ p cosφ+ [k× p] sinφ,

ãäå a � âåêòîð ñäâèãà â ïëîñêîñòè (ak = 0) è φ � óãîë ïîâîðîòà.

Ñ�åðà òàêæå âëîæåíà â 3-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî è èìååò

óðàâíåíèå p2 = 1. Àíàëîãîì òðàíñëÿöèé è ïîâîðîòîâ ïëîñêîñòè íà ñ�åðå

áóäåò òð¼õïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå (n2
=1):

p′ = p cosφ+ n (np) (1− cosφ)− [n× p] sinφ. (12.11)

Ëþáóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ �èãóðó ìîæíî ïîâåðíóòü âîêðóã îñè, ïðîõîäÿ-

ùåé ñêâîçü å¼ öåíòð, à çàòåì ñäâèíóòü ïî ñ�åðå òàêæå ïðè ïîìîùè ïî-

âîðîòà. Äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïîâîðîòà ýêâèàëåíòíû îäíîìó, ïðåîáðà-

çîâàíèå êîòîðîãî è çàïèñàíî âûøå (ñì. ñòð. 309).
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12.2 Êîîðäèíàòû íà ñ�åðå

• Âûáîð êîîðäèíàò �íóìåðóþùèõ� òî÷êè ñ�åðû äîñòàòî÷íî ïðîèçâî-

ëåí. �àññìîòðèì, íàïðèìåð, ñ�åðè÷åñêèå êîîðäèíàòû (r = λ = 1):

x
y

z

φ

χ







x = sinχ cosφ

y = sinχ sinφ
z = cosχ

(12.12)

x2 + y2 + z2 = 1.

Ïîëÿðíûé óãîë χ ìåíÿåòñÿ îò 0 äî π, à àçèìóòàëüíûé óãîë φ îò 0 äî 2π.

Ýòè êîîðäèíàòû îäíîçíà÷íî õàðàêòåðèçóþò âñå òî÷êè ñ�åðû. Îäíàêî íà

�ñåâåðíîì� (χ = 0) è �þæíîì� (χ = π) ïîëþñàõ óãîë φ íå îïðåäåë¼í (âñå

åãî çíà÷åíèÿ ýêâèâàëåíòíû).

�àññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ áåñêîíå÷íî áëèçêèìè òî÷êàìè íà ïîâåðõíî-

ñòè ñ�åðû ìîæíî âû÷èñëèòü ïðè ïîìîùè åâêëèäîâîãî ðàññòîÿíèÿ â 3-

ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå:

dl2 = dx2 + dy2 + dz2. (12.13)

Ïîäñòàâèì â íåãî ñâÿçü êîîðäèíàò (12.12):

dl2 = (cχcφ dχ− sχsφ dφ)
2 + (cχsφ dχ+ sχcφ dφ)

2 + (−sχ dχ)
2

(äëÿ ñîêðàùåíèÿ cχ ≡ cosχ è ò.ä.). Âîçâîäÿ â êâàäðàò è ïðîâîäÿ ýëåìåí-

òàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷àåì:

dl2 = dχ2 + sin2 χdφ2. (12.14)

Ýòîò ýëåìåíò äëèíû ìîæíî çàïèñàòü ïðè ïîìîùè ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà.

Ïóñòü qi = {χ, φ} è ïî èíäåêñàì i, j âåä¼òñÿ ñóììèðîâàíèå îò 1 äî 2.

Òîãäà:

dl2 = gij dq
i dqj , gij =

(
1 0

0 sin2 χ

)

.

Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð gij äèàãîíàëåí è åãî ýëåìåíòû ïîëîæèòåëüíû. �î-

âîðÿò, ÷òî òàêàÿ ìåòðèêà èìååò ïîëîæèòåëüíóþ ñèãíàòóðó (+,+), ãäå

êîëè÷åñòâî ïëþñîâ îçíà÷àåò ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà. Â 3-ìåðíîì åâ-

êèäîâîì ïðîñòðàíñòâå (12.13) ñèãíàòóðà ðàâíà (+,+,+).

Äëÿ χ = const ýëåìåíò äëèíû dl = sinχdφ ïðè èçìåíåíèè φ îò 0 äî

2π ïðèâîäèò ê (12.1). Ïëîùàäü îáëàñòè íà ñ�åðå ïîëó÷àåòñÿ ñóììèðî-

âàíèåì ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñîñòàâëåííûõ èç äëèí ñìåùåíèé âäîëü êàæäîé

êîîðäèíàòû (ïðè ïîñòîÿíñòâå âòîðîé). Â ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ýòè

ñìåùåíèÿ îðòîãîíàëüíû è dS = (dχ) (sinχdφ). Èíòåãðèðóÿ ýòî âûðàæå-

íèå ìîæíî (⋖H60) ñíîâà ïîëó÷èòü (12.2).
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⊲ Åñëè îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî âåðõíåé ïîëóñ�åðîé, ðàññòîÿíèå dl ìîæ-

íî âûðàçèòü ÷åðåç êîîðäèíàòû ïëîñêîñòè (x, y) íà êîòîðóþ âåðòèêàëüíî

ïðîåêòèðóåòñÿ êàæäàÿ òî÷êà ïîëóñ�åðû.

y
x

k(kp)

k p

r
dl2 = dx2 + dy2 +

(xdx+ ydy)2

1− x2 − y2
. (12.15)

Äåéñòâèòåëüíî, áåðÿ äè��åðåíöèàë îò óðàâíåíèÿ ñ�åðû x2+y2+z2 = 1,
ïîëó÷àåì xdx + ydy + zdz = 0. Èñêëþ÷àÿ ïðè ïîìîùè ýòîãî óðàâíåíèÿ

dz â åâêëèäîâîì 3-ìåðíîì ðàññòîÿíèè (12.13), ïðèõîäèì ê (12.15). Åñëè

ðàäèóñ ñ�åðû âåëèê, òî ïðè íåáîëüøèõ x è y (â îêðåñòíîñòè ñåâåðíîãî

ïîëþñà) ðàññòîÿíèå èìååò åâêëèäîâûé âèä dl2 ≈ dx2 + dy2.

Ïîëó÷èì òîò-æå ðåçóëüòàò â âåêòîðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ. Ââåä¼ì åäèíè÷-

íûé âåêòîð k = {0, 0, 1} âäîëü îñè z. Ñâÿæåì âåêòîð r ïðîåêöèè òî÷êè

ñ�åðû è åäèíè÷íûé âåêòîð p ê ýòîé òî÷êå (ñì. ðèñóíîê):

r = p− k (kp). (12.16)

Îòñþäà ñëåäóåò:

r2 = x2 + y2 = r2 = 1− (kp)2.

Ïîýòîìó, îáðàòíîå ê (12.16) ïðåîáðàçîâàíèå ðàâíî:

p = r+ k
√

1− r2. (12.17)

Êâàäðàò èçìåíåíèÿ ðàäèóñ-âåêòîðà íà ïëîñêîñòè ðàâåí (dr)2 = dx2+dy2,
à ýëåìåíò äëèíû íà ñ�åðå ýòî:

dl2 = (dp)2 =
(
dr+ k d

√

1− r2
)2
.

Ó÷èòûâàÿ dr2 = 2 (xdx+ ydy) è kdr = 0, ñíîâà ïîëó÷àåì (12.15).

Ïðè ïîìîùè (12.17) íåñëîæíî íàõîäèòü ïðîåêöèè ðàçëè÷íûõ ãåîìåò-

ðè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Íàïðèìåð, ïðÿìàÿ ïëîñêàòèêîâ � ýòî ïåðåñå÷åíèå

ñ�åðû p2 = 1 è ïëîñêîñòè np = 0, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð è ïåðïåíäè-

êóëÿðíîé åäèíè÷íîìó âåêòîðó n. Ïîäñòàâèì (12.17) â óðàâíåíèå np = 0:

nr+ nk
√

1− r2 = 0.

Ïðè nk = 0 ýòî óðàâíåíèå ïðÿìîé nx x + ny y = 0, à ïðè nk 6= 0 �

ýëëèïñà. Íàïðèìåð, åñëè ny = 0 , èìååì x2/n2
z + y2 = 1.



336 �ËÀÂÀ 12.

⊲ Êîîðäèíàòû Áåëüòðàìè � ýòî åù¼ îäèí ñïîñîá ïðîåêòèðîâàíèÿ ïî-

ëóñ�åðû íà ïëîñêîñòü. Ïóñòü ïëîñêîñòü êàñàåòñÿ ñåâåðíîãî ïîëþñà N .

Ïðîâåä¼ì èç öåíòðà ñ�åðû O ïðÿìóþ. Îíà ïåðåñåêàåò òî÷êó âåðõíåé ïî-

ëóñ�åðû è êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü. Â ðåçóëüòàòå ïðîèñõîäèò öåíòðàëü-

íîå ïðîåêòèðîâàíèå:

k

r

p

rx =
x
z

ry =
y
z

O

k p

N
p

kp

r n

1 R

p

Íà âòîðîì ðèñóíêå ñ�åðà è ïëîñêîñòü èçîáðàæåíû â ñå÷åíèè. Èç ãåî-

ìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé íåñëîæíî óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó åäèíè÷íûì

âåêòîðîì p, íàïðàâëåííûì ê òî÷êå íà ñ�åðå è âåêòîðîì r (óæå íå åäè-

íè÷íûì) å¼ ïðîåêöèè íà êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü (âûøå âòîðîé ðèñóíîê):

r =
p

kp
− k =

p− k (kp)

kp
. (12.18)

Ýòî æå ñîîòíîøåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü äðóãèì ñïîñîáîì. Ïàðàìåòðè÷å-

ñêîå óðàâíåíèå ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ïðÿìîé èìååò âèä x = p t. Ýòà
ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò ïëîñêîñòü ñ óðàâíåíèåì kx = 1, ãäå k = {0, 0, 1}.
Ïîýòîìó íà ïëîñêîñòè kp t = 1 èëè t = 1/kp. Ïîäñòàâëÿÿ t â x = p t è
ââîäÿ r = x− k, ïîëó÷àåì (12.18). Èç (12.18) ñëåäóåò:

r2 = x2 + y2 = r2 =
1

(kp)2
− 1, p =

r+ k√
1 + r2

.

Ó÷ò¼ì, ÷òî íà ïëîñêîñòè (dr)2 = dx2 + dy2, à íà ñ�åðå (dp)2 = dl2. Ýòî
äà¼ò ìåòðèêó ñ�åðû â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ Áåëüòðàìè:

dl2 =
dx2 + dy2

1 + x2 + y2
− (xdx+ ydy)2

(1 + x2 + y2)2
. (12.19)

Ïðÿìàÿ íà ñ�åðå � ýòî ëèíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ ñ�åðû è ïëîñêîñòè, ïðîõî-

äÿùåé ÷åðåç öåíòð ñ�åðû. Ïåðåñå÷åíèå ýòîé ïëîñêîñòè ñ êàñàòåëüíîé

ïëîñêîñòüþ � òàêæå ïðÿìàÿ íà êîòîðóþ è ïðîåöèðóåòñÿ ïðÿìàÿ ñ�åðû.

Ñ�åðè÷åñêèé òðåóãîëüíèê ïðîåöèðóåòñÿ â åâêëèäîâûé òðåóãîëüíèê. Îä-

íàêî óãëû ìåæäó ïðÿìûìè èñêàæàþòñÿ (åñëè ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ íå

â òî÷êå êàñàíèÿ N). Îêðóæíîñòü ðàäèóñà R íà ñ�åðå ïîëó÷àåòñÿ ïðè

ïåðåñå÷åíèè ñ�åðû ïëîñêîñòüþ np = cosR (âûøå òðåòèé ðèñóíîê), ãäå

n � åäèíè÷íûé âåêòîð, ïåðåïåíäèêóëÿðíûé ïëîñêîñòè îêðóæíîñòè. Íà

êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ýòî ýëëèïñ (⋖H61).
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⊲ Íàêîíåö, ðàññìîòðèì ñòåðåîãðà�è÷åñêîå ïðîåêòèðîâàíèå. Ïóñòü

ïëîñêîñòü ëåæèò â ïëîñêîñòè ýêâàòîðà. Ïðîâåä¼ì èç þæíîãî ïîëþñà ïðÿ-

ìóþ. Îíà ïåðåñåêàåò ïëîñêîñòü è ñ�åðó. Íà ïëîñêîñòè â êðóã åäèíè÷íîãî

ðàäèóñà ïîïàäàþò òî÷êè âåðõíåé ïîëóñ�åðû, à âíå êðóãà � òî÷êè íèæíåé

ïîëóñ�åðû. Þæíûé ïîëþñ ñîîòâåòñòâóåò áåñêîíå÷íî óäàë¼ííîé òî÷êå:

r
k

p

rx =
x

1+z

ry =
y

1+z

Ïóñòü k = {0, 0, 1}. Óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäùåé ÷åðåç þæíûé ïî-

ëþñ è òî÷êó p íà ñ�åðå èìååò âèä x = −k + (p + k) t. Ýòà ïðÿìàÿ

ïåðåñåêàåò ïëîñêîñòü ïðîåêòèðîâàíèÿ kx = 0, îòêóäà t = 1/(1 + kp).

Ñëåäîâàòåëüíî äëÿ âåêòîðà â ïëîñêîñòè r = x|z=0 = {x, y, 0}:

r =
p+ k

1 + kp
− k =

p− k (kp)

1 + kp
, kp =

1− r2

1 + r2
. (12.20)

�àññìîòðèì íà ñ�åðå êðèâóþ p(l), ãäå l � äëèíà âäîëü êðèâîé îò òî÷-

êè p(0). Ïðè ýòîì ṗ2 = (dp/dl)2 = 1 è pṗ = 0 (⋖H62). Ýòà êðèâàÿ

ïðîåêòèðóåòñÿ íà ïëîñêîñòü â êðèâóþ r(l). Äëÿ íå¼:

ṙ =
dr

dl
=

ṗ

1 + kp
− (p+ k) (kṗ)

(1 + kp)2
, ṙ2 =

1

(1 + kp)2
. (12.21)

Òàê (dr/dl)2 = (dx2 + dy2)/dl2, èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ñðàçó ïîëó-

÷àåòñÿ ìåòðèêà íà ñ�åðå â êîîðäèíàòàõ å¼ ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü:

dl2 = 4
dx2 + dy2

(1 + x2 + y2)2
. (12.22)

Ëþáûå îêðóæíîñòè íà ñ�åðå ïåðåõîäÿò â îêðóæíîñòè íà ïëîñêîñòè.

Òàê, äëÿ np = 0 óðàâíåíèå �ñ�åðè÷åñêîé ïðÿìîé� íà ïëîñêîñòè èìååò

âèä:

(

x− nx

nz

)2

+
(

x− ny

nz

)2

=
1

n2
z

. (12.23)

Óãîë ìåæäó äâóìÿ êðèâûìè p1(l) è p2(l) â òî÷êå èõ ïåðåñå÷åíèÿ íà

ñ�åðå p1(0) = p2(0) ðàâåí óãëó ìåæäó ïðîåêöèÿìè êðèâûõ íà ïëîñêîñòè

(⋖H63):

ṙ1ṙ2

|ṙ1| |ṙ2|
= ṗ1 ṗ2. (12.24)

Òàêîå ïðîåêòèðîâàíèå, ñîõðàíÿþùåå óãëû, íàçûâàåòñÿ êîí�îðìíûì.
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12.3 Òð¼õìåðíûé ñ�åðè÷åñêèé ìèð

•Äî ñèõ ïîð âñå ïîñòðîåíèÿ îòíîñèëèñü ê ìèðó ïëîñêàòèêîâ. Ïåðåéä¼ì
òåïåðü ê ñóùåñòâàì, ñïîñîáíûì âîñïðèíèìàòü òðè èçìåðåíèÿ. Çàïèøåì

ðàññòîÿíèå (12.15) â âåêòîðíîì âèäå, ââåäÿ ðàäèóñ âåêòîð íà ïëîñêîñòè

ñ êîìïîíåíòàìè r = {x, y}:

dl2 = (dr)2 +
(r dr)2

1− r2
. (12.25)

Ýòî âûðàæåíèå ëåãêî îáîáùàåòñÿ íà ïðîèçâîëüíûå ðàçìåðíîñòè, åñëè

óâåëè÷èòü ÷èñëî êîìïîíåíò âåêòîðà. Íàïðèìåð, äëÿ 3-ìåðíîãî ñ�åðè-

÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà r = {x, y, z}. Ïîýòîìó r2 = x2 + y2 + z2, rdr =
xdx+ ydy + zdz è ò.ä.
Àíàëîãè÷íî, ðàññòîÿíèå â êîîðäèíàòàõ Áåëüòðàìè (12.19) ìîæíî çà-

ïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

dl2 =
(dr)2

1 + r2
− (r dr)2

(1 + r2)2
=

(dr)2 + [r× dr]2

(1 + r2)2
, (12.26)

ãäå âî âòîðîì ðàâåíñòâå äëÿ 3-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ïðèìåíåíà �îðìó-

ëà äâîéíîãî âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. �àññòîÿíèå â ñòåðåîãðà�è÷åñêîé

ïðîåêöèè îòëè÷àåòñÿ îò åâêëèäîâîãî dl2 = dr2 òîëüêî îáùèì ìíîæèòå-

ëåì (åù¼ îäíî îïðåäåëåíèå êîí�îðìíîñòè):

dl2 =
4 (dr)2

(1 + r2)2
. (12.27)

�àññìîòðèì 4-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî x, y, z, w. Ìåòðèêè (12.25)�(12.27)

äëÿ òð¼õ èçìåðåíèé ÿâëÿþòñÿ ðàññòîÿíèÿìè �íà� âëîæåííîé â òàêîå ïðî-

ñòðàíñòâî 3-ìåðíîé ñ�åðå:

x2 + y2 + z2 + w2 = 1. (12.28)

Â 4-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå êîîðäèíàòíûå îñè ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû. Íà-

ïðèìåð, ê ïëîñêîñòè (x, y) îäíîâðåìåííî ïåðïåíäèêóëÿðíû äâå îñè z è w,

îñòàâàÿñü îðòîãîíàëüíûìè äðóã ê äðóãó. Â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå êîîð-

äèíàòíàÿ ïëîñêîñòü (x, y) (2-ìåðíûé îáúåêò) èìååò óðàâíåíèå z = const.

Â 4-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå òàêîå óðàâíåíèå îïèñûâàåò ãèïåðïëîñêîñòü

(x, y, w). Äëÿ íàñ ýòî áóäåò 3-ìåðíûé îáú¼ì. Â âåêòîðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ

ãèïåðïëîñêîñòü çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì k (x−x0) = 0, ãäå k � íîðìàëüíûé

ê íåé âåêòîð, à x0 � íåêîòîðàÿ òî÷êà, ïðèíàäëåæàùàÿ ãèïåðïëîñêîñòè.

Íåñìîòðÿ íà ñîâïàäåíèå îáîçíà÷åíèé, âåêòîð r â ïðèâåäåííûõ âûøå

ìåòðèêàõ èìååò ðàçíûé ñìûñë. Îí ëåæèò â ãèïåðïëîñêîñòè ïðîåêòèðîâà-

íèÿ. Îäíàêî ïîëîæåíèå ýòîé ãèïåðïëîñêîñòè è ñïîñîáû ïðîåêòèðîâàíèÿ

íà íå¼ òî÷åê ñ�åðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ðàçëè÷àþòñÿ.
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• Â 3-ìåðíîì ñ�åðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, êàê è â åâêëèäîâîì, ìîæíî

ââåñòè ñ�åðè÷åñêèå êîîðäèíàòû:

x = r sin θ cosφ, y = r sin θ sinφ, z = r cos θ,

òàê, ÷òî r2 = r2, rdr = rdr, (dr)2 = dr2 + r2 dθ2 + r2s2θ dφ
2
. Â ýòèõ

êîîðäèíàòàõ ìåòðèêè (12.25), (12.26) è (12.27) çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

tgχ

1

sinχ

χ

χ
2

dl2 = dχ2 + sin2 χ (dθ2 + sin2 θ dφ2). (12.29)

r = sinχ − âåðòèêàëüíàÿ ïðîåêöèÿ

r = tgχ − ïðîåêöèÿ Áåëüòðàìè

r = tg χ
2

− ñòåðåîãðà�è÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ

Â ïåðâîì ñëó÷àå îò êîîðäèíàòû r íåîáõîäèìî ïåðåéòè ê r = sinχ, âî

âòîðîì ê r = tgχ, à â òðåòüåì r = tg(χ/2) (ñì. âûøå ðèñóíîê).
Ìåòðèêó (12.29) ìîæíî òàêæå ïîëó÷èòü, åñëè â ýëåìåíòå åâêëèäîâîé

äëèíû dl2 = dx2 + dy2 + dz2 + dw2
ïåðåéòè ê êîîðäèíàòàì:

x = sinχ sin θ cosφ, y = sinχ sin θ sinφ, z = sinχ cos θ, w = cosχ.

Ýòî àíàëîã ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàò 3-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñ åäèíè÷íûì

ðàäèóñîì, êîòîðûé ïðîåêòèðóåòñÿ íà ãèïåðïëîñêîñòü (x, y, z) è îñü w,
äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ (12.28).

⊲ Åñëè êîîðäèíàòû χ è θ ïîñòîÿííû, òî äëèíà ñìåùåíèÿ ïðè èçìå-

íåíèè dφ ðàâíà dl = sχsθ dφ. Àíàëîãè÷íî, âäîëü χ è θ äëèíû ñìåùå-

íèé ðàâíû dχ è sχdθ, ñîîòâåòñòâåííî. Ýòè òðè ñìåùåíèÿ îðòîãîíàëüíû

(⋖H64) è îïðåäåëÿþò ýëåìåíò îáú¼ìà dV = (dχ)(sχdθ)(sχsθdφ). Â ÷àñò-

íîñòè, îáú¼ì 2-ìåðíîé ñ�åðû ðàäèóñà r = χ â 3-ìåðíîì ñ�åðè÷åñêîì

ïðîñòðàíñòâå ðàâåí:

V =

r∫

0

π∫

0

2π∫

0

sin2 χ sin θ dχ dθ dφ = π
{
2r − sin(2r)

}
. (12.30)

Åãî ìàêñèìóì V = 2π2
äîñòèãàåòñÿ ïðè r = π. Ýòî îáú¼ì âñåãî ñ�åðè-

÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Ýëåìåíò ïëîùàäè ñ�åðû ïðè χ = r = const ðàâåí
dS = (sχ dθ)(sχsθ dφ), à îáùàÿ ïëîùàäü:

S = 4π sin2(r). (12.31)

Äëÿ ìàëûõ r ïîëó÷àåòñÿ åâêëèäîâî çíà÷åíèå S = 4πr2 è V = 4πr3/3.
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12.4 �èïåðáîëè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ

�åîìåòðèÿ 2-ìåðíîãî ñ�åðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà îïðåäåëÿþòñÿ �óí-

äàìåíòàëüíîé êîíñòàíòîé λ. Äëÿ íàñ ýòà êîíñòàíòà èìååò ñìûñë ðàäèóñà
ñ�åðû íà êîòîðîé æèâóò ïëîñêàòèêè. Ïàðàìåòð 1/λ2

íàçûâàþò êðèâèç-

íîé ñ�åðû. Êðèâèçíà îäèíàêîâà âî âñåõ òî÷êàõ ñ�åðû. Èìåííî ïîýòîìó

ñ�åðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì è èçîòðîïíûì. ×åì λ
áîëüøå, òåì ìåíüøå ïðîÿâëÿåòñÿ êðèâèçíà ñ�åðû. Íàøè ïðåäêè áûëè

óâåðåíû â òîì, ÷òî Çåìëÿ ïëîñêàÿ òàê êàê, ÷òî äîñòóïíûå èì ðàññòîÿíèÿ

áûëè ñóùåñòâåííî ìåíüøå çåìíîãî ðàäèóñà.

�àññìîòðåâ ãåîìåòðèþ íà ñ�åðå, ìû ïåðåøëè ê 3-ìåðíîìó ñ�åðè÷å-

ñêîìó ïðîñòðàíñòâó. Íàì (3-ìåðíûì ñóùåñòâàì) íå ïðîñòî ïðåäñòàâèòü

òàêîå ïðîñòðàíñòâî êàê ñ�åðó, âëîæåííóþ â 4-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî. Òåì

íå ìåíåå, ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ïîâûøåíèå ðàçìåðíîñòè ïðî-

èñõîäèò äîñòàòî÷íî òðèâèàëüíî.

Ïðîäåëàåì åù¼ îäèí ìàòåìàòè÷åñêèé òðþê è ðàññìîòðèì ïðîñòðàí-

ñòâî ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû èëè ïðîñòðàíñòâî Ëîáà÷åâ-

ñêîãî. Äëÿ ýòîãî âî âñåõ ïðåäøåñòâóþùèõ �îðìóëàõ ñäåëàåì çàìåíû:

λ2 7→ −λ2, λ 7→ ıλ. (12.32)

Ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâà ïî-ïðåæíåìó õàðàêòåðèçóåòñÿ åäèíñòâåííîé êîí-

ñòàíòîé λ. Ìîæíî îæèäàòü, ÷òî îíî, êàê è ñ�åðè÷åñêîå, áóäåò îäíîðîä-

íûì è èçîòðîïíûì. �åîìåòðè÷åñêèå çàêîíîìåðíîñòè, óñòàíîâëåííûå â

îäíîé ÷àñòè ïðîñòðàíñòâà, áóäóò ñïðàâåäëèâûìè è â ëþáîé äðóãîé.

Â ðåçóëüòàòå çàìåíû (12.32), èç �îðìóëû (12.9) ñëåäóåò, ÷òî ñóììà

óãëîâ òðåóãîëüíèêà â ïðîñòðàíñòâå Ëîáà÷åâñêîãî ìåíüøå, ÷åì π íà âå-

ëè÷èíó ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà (ñíà÷àëà âîññòàíàâëèâàåì λ: S 7→ S/λ2
,

çàòåì äåëàåì çàìåíó λ2 7→ −λ2
):

α+ β + γ = π − S

λ2
.

Ïîýòîìó òðåóãîëüíèêè â ïðîñòðàíñòâå Ëîáà÷åâñêîãî íà åâêëèäîâîé ïëîñ-

êîñòè óñëîâíî èçîáðàæàþò ñ âîãíóòûìè âî âíóòðü ñòîðîíàìè:

b

ca
α

β
γ

b

ca

α

Åñòåñòâåííî, ýòè ñòîðîíû, íà ñàìîì äåëå, ïðÿìûå (â ñìûñëå êðàò÷àéøåãî

ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè). Ïîýòîìó òàêîå óñëîâíîå èçîáðàæåíèå

ïîä÷¼ðêèâàåò ëèøü òî, ÷òî ñóììà óëîâ ìåíüøå äâóõ ïðÿìûõ.



Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÎ ÑÊÎ�ÎÑÒÅÉ 341

Ïðè îáñóæäåíèè ñ�åðè÷åñêîé òðèãîíîìåòðèè, ðàäèóñ ñ�åðû áûë ðà-

âåí åäèíèöå (λ = 1). ×òîáû âîññòàíîâèòü åãî âî âñåõ �îðìóëàõ, äëÿ

ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, èìåþùèõ ðàçìåðíîñòü äëèíû, íåîáõîäèìî ñäåëàòü

çàìåíû a 7→ a/λ è ò.ä. Óãëû α, β, γ ïðè ýòîì íå ìåíÿþòñÿ. Ïåðåõîäÿ

ê ïðîñòðàíñòâó Ëîáà÷åâñêîãî (λ 7→ ıλ), íåîáõîäèìî ó÷åñòü ñëåäóþùóþ

ñâÿçü ãèïåðáîëè÷åñêèõ è òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ �óíêöèé:

sin(ı x) = ı sh(x), cos(ı x) = ch(x).

Â ðåçóëüòàòå, ñ�åðè÷åñêàÿ òåîðåìà êîñèíóñîâ (12.4) äëÿ åäèíè÷íîé �ñ�å-

ðû� ìíèìîãî ðàäèóñà ïðèîáðåòàåò âèä (⋖H65):

ch c = ch a ch b− sh a sh b cos γ. (12.33)

Àíàëîãè÷íî çàïèñûâàåòñÿ òåîðåìà ñèíóñîâ (12.7):

sh a

sinα
=

sh b

sinβ
=

sh c

sin γ
(12.34)

è äóàëüíàÿ òåîðåìà êîñèíóñîâ (12.8):

cos γ = − cosα cos β + sinα sin β ch c. (12.35)

Äëÿ ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà (γ = π/2) âûïîëíÿåòñÿ �òåîðåìà

Ïè�àãîðà�:

ch c = ch a ch b (12.36)

è ïðàâèëà ïðîåêòèðîâàíèÿ ãèïîòåíóçû c íà êàòåòû a è b:

th b = th c cosα, sh a = sh c sinα.

Êðîìå ýòîãî, ãèïîòåíóçà (è âåñü òðåóãîëüíèê) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ

äâóìÿ óãëàìè:

ch c = ctgα ctg β.

Äëèíà îêðóæíîñòè ðàäèóñà r è ïëîùàäü êðóãà â 2-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

Ëîáà÷åâñêîãî ðàâíû:

L = 2π sh r, S = 2π(ch r − 1).

Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè 2-ìåðíîé ñ�åðû ðàäèóñà r è å¼ îáú¼ì â 3-ìåðíîì

ïðîñòðàíñòâå Ëîáà÷åâñêîãî èìåþò âèä:

S = 4π sh2 r, V = π
(
sh(2r)− 2r

)
.

Îáú¼ì ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî, â îòëè÷èè îò ñ�åðè÷åñêîãî ïðîñòðàí-

ñòâà, áåñêîíå÷åí.
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12.5 Ïñåâäîåâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî

Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå ñ n + 1 èçìåðåíèÿìè êàæäàÿ òî÷êà õàðàêòåðè-

çóåòñÿ (�íóìåðóåòñÿ�) n + 1 êîîðäèíàòàìè {x0, x1, ..., xn}. Ïñåâäîåâêëè-
äîâûì ïðîñòðàíñòâîì òèïà (1, n) íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî â êîòîðîì çà-

äàíî ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ áåñêîíå÷íî áëèçêèìè òî÷êàìè x è x + dx:

ds2 = (dx0)2 − (dx1)2 − ...− (dxn)2. (12.37)

Ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè èìååò òèï (1, 3) ñ ñèãíàòó-

ðîé (+,−,−,−). Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêæå 3-ìåðíîå ïðî-

ñòðàíñòâî (1, 2) è 2-ìåðíîå (1, 1). Ïðè ýòîì êîîðäèíàòû òî÷êè, íàïðèìåð

â (1, 2), ÷àñòî îáîçíà÷àþòñÿ êàê {t, x, y}, õîòÿ t � íå îáÿçàòåëüíî âðåìÿ.
Â îáùåì ñëó÷àå t � ýòî ïðîñòî êîîðäèíàòà ïñåâäîåâêëèäîâîãî ïðîñòðàí-

ñòâà, ñèãíàòóðà êîòîðîé îòëè÷àåòñÿ îò ñèãíàòóðû êîîðäèíàò x, y.
Â n + 1 ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå âåêòîðû èìåþò n + 1 êîìïîíåíòó: a =

{a0, a1, ..., an} = {a0, a}. Äëÿ âðåìåííîé êîìïîíåíòû ïîëîæåíèå èíäåêñà

ðîëè íå èãðàåò: a0 = a0, à ïðîñòðàíñòâåííûå ÷àñòî áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ â
åâêëèäîâîì ñòèëå: ax = a1, ay = a2 è ò.ä. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ

âåêòîðîâ, ïî îïðåäåëåíèþ, ðàâíî:

a · b ≡ a b = a0b0 − a1b1 − ...− anbn = a0b0 − ab.

Êâàäðàò âåêòîðà a2 = aa ìîæåò áûòü ïîëîæèòåëüíûì (âðåìåíèïîäîá-

íûå âåêòîðû), îòðèöàòåëüíûì a2 < 0 (ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûå) èëè

íóëåâûì a2 = 0 (ñâåòîïîäîáíûå). Åñëè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ

âåêòîðîâ ðàâíî íóëþ: ab = 0, òî ãîâîðÿò ÷òî îíè îðòîãîíàëüíû.
Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó x0, â íàïðàâëåíèè âåêòîðà u � ýòî

ìíîæåñòâî òî÷åê

x = x0 + u s,

ãäå s � âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð (ïðè s = 0, èìååì x = x0). Åñëè u2 = 1,
òî s � äëèíà (12.37) âäîëü ïðÿìîé îò òî÷êè x0.
�èïåðïëîñêîñòü � ýòî ïðîñòðàíñòâî ñ ðàçìåðíîñòüþ íà åäèíèöó ìåíü-

øå, ÷åì èñõîäíîå ïðîñòðàíñòâî. Ïóñòü òî÷êà x0 ïðèíàäëåæèò ãèïåðïëîñ-
êîñòè, à n � âåêòîð. Òîãäà òî÷êè ãèïåðïëîñêîñòè óäîâëåòâîðÿþò óðàâíå-

íèþ:

n · (x− x0) = 0.

Åñëè ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó x0 è ëåæèò â ãèïåðïëîñêîñòè, òî

n · u = 0. Ïîýòîìó âåêòîð n íàçûâàþò íîðìàëüíûì ê ãèïåðïëîñêîñòè.

�èïåðïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâå (1, 2) � ýòî äâóìåðíàÿ ïëîñêîñòü, à â ïðî-

ñòðàíñòâå (1,1) � ïðÿìàÿ.
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Â ïñåâäîåâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå âîçìîæíû òðè ðàçíîâèäíîñòè ñ�åð

(òî÷åê, ðàâíîóäàë¼ííûõ îò äàííîé). Â ïðîñòðàíñòâå (1, 1) ñ�åðà åäèíè÷-
íîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò èìååò óðàâíåíèå t2−x2 = 1.

Àíàëîãè÷íî t2 − x2 = −1 � ýòî ñ�åðà ðàäèóñà −1, à ïðÿìûå t2 = x2
�

ñ�åðà íóëåâîãî ðàäèóñà (íèæå ïåðâûé ðèñóíîê). Â ïðîñòðàíñòâå (1, n)

ñ n > 1 ñ�åðà ïîëîæèòåëüíîãî ðàäèóñà ïî-ïðåæíåìó äâóñâÿçíà (âòîðîé
ðèñóíîê), à ñ�åðà îòðèöàòåëüíîãî ðàäèóñà îäíîñâÿçíà (òðåòèé ðèñóíîê):

t

x

t2−x2−y2=1 t2−x2−y2=−1 t2−x2−y2=0

Êîãäà ïñåâäîåâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî èçîáðàæàþò íà áóìàãå, èñïîëü-

çóåòñÿ êîîðäèíàòíûé ìåòîä. Êîîðäèíàòû òî÷êè íà ïëîñêîñòè (t, x) ñî-
îòâåòñòâóþò îáû÷íûì äåêàðòîâûì êîîðäèíàòàì. Àíàëîãè÷íî, íà îñÿõ

îòêëàäûâàþòñÿ êîìïîíåíòû âåêòîðà. Ïîýòîìó ïðè ñëîæåíèè âåêòîðîâ

ìîæíî èñïîëüçîâàòü îáû÷íîå ïðàâèëî ïàðàëëåëîãðàììà:

t

x

a0
ax

a

t

x

a

b

a + b
e0

e1

e′0

e′1

(+,−)

e0

e1

e′1
e′0

(+,+)

Îäíàêî ìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ïñåâäîåâêëèäîãî ïðîñòðàíñòâà íà �åâêëè-

äîâîé áóìàãå� íå ñîõðàíÿþòñÿ. Ââåä¼ì â ïðîñòðàíñòâå (1,1) äâà îðòîãî-

íàëüíûõ áàçèñíûõ âåêòîðà:

e20 = 1, e21 = −1, e0e1 = 0, (12.38)

îäèí èç êîòîðûõ (e0) � âðåìåíèïîäîáíûé, à âòîðîé (e1) � ïðîñòðàíñòâåí-

íîïîäîáíûé. Ëþáîé âåêòîð ìîæíî ðàçëîæèòü ïî áàçèñó: a = a0e0+ a1e1.
Â ýòîì ñëó÷àå a2 = (a0)2 − (a1)2 è ab = a0b0 − a1b1.

Âåêòîðû e′0 è e′1 íà òðåòüåì ðèñóíêå òàêæå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

(12.38), òàê êàê êàñàþòñÿ ïñåâäîñ�åð. Îäíàêî âûãëÿäÿò îíè äëèííåå âåê-

òîðîâ e0, e1 è ê òîìó æå íåîðòîãîíàëüíûìè. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî

äëÿ (12.38) (e0 + e1)
2 = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîð ñóììû îðòîãîíàëü-

íûõ, åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ ëåæèò íà ñâåòîâîì êîíóñå (ïóíêòèð íà òðåòüåì

ðèñóíêå). Íà ïîñëåäíåì ðèñóíêå íàðèñîâàí åâêëèäîâûé àíàëîã òðåòüåãî

ðèñóíêà (äâå ïàðû ïîâ¼ðíóòûõ îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ).
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• Â ïñåâäîåâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ìîäóëü ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäå-

íèÿ ìîæåò áûòü áîëüøå åäèíèöû. Ïîýòîìó ïîíÿòèå óãëà ìåæäó âåê-

òîðàìè îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî ñïåöè�è÷íûì. �àññìîòðèì â ïðîñòðàí-

ñòâå (1,1) äâà åäèíè÷íûõ âåêòîðà: âðåìåíèïîäîáíûé �a� è ïðîñòðàí-

ñòâåííîïîäîáíûé �b�. �àçëîæèì èõ ïî áàçèñó (12.38). Â ñèëó òîæäåñòâà

ch2 x− sh2 x = 1, íàïèøåì:

a = e0 chα + e1 shα, a2 = +1,

b = e0 sh β + e1 ch β, b2 = −1.

Ïàðàìåòðû α è β íàçîâ¼ì �óãëîì� (êàâû÷êè äàëåå ñòàâèòüñÿ íå áóäóò).

Óãîë α îòñ÷èòûâàåòñÿ îò áàçèñíîãî âåêòîðà e0 òàê, ÷òî a = e0 ïðè α = 0.
Àíàëîãè÷íî óãîë β îòñ÷èòûâàåòñÿ îò e1. Êîãäà α, β → ∞ åäèíè÷íûå âåê-

òîðû ñâåðõó (�a�) è ñíèçó (�b�) ïðèæèìàþòñÿ ê ñâåòîâîìó êîíóñó (ïóíê-
òèð). Íà åâêëèäîâîé áóìàãå èõ äëèíû ñòàíîâÿòñÿ áåñêîíå÷íûìè, õîòÿ

ïî-ïðåæíåìó a2 = 1 è b2 = −1.

e0

e1

b

a

α

β

b2 = −1

a2 = 1

a1
a2

b1

b2

Èñïîëüçóÿ ãèïåðáîëè÷åñêèå òîæäåñòâà, íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî

a1 · a2 = ch(α2 − α1), b1 · b2 = − ch(β2 − β1), a1 · b2 = sh(β2 − α1),

ãäå ai � âðåìåíèïîäîáíûå âåêòîðû, à bi � ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûå.
Âåêòîð ïðîèçâîëüíîé äëèíû ïîëó÷àåòñÿ óìíîæåíèåì êîìïîíåíò åäè-

íè÷íîãî âåêòîðà íà ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Ïîýòîìó â îáùåì ñëó÷àå îïðå-

äåëèì óãëû ìåæäó âåêòîðàìè ïðè ïîìîùè ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé:

a1 · a2
√

a21 a
2
2

= ch(α),
b1 · b2
√

b21 b
2
2

= − ch(β), (12.39)

ãäå ïî-ïðåæíåìó a2i = 1 è b2i = −1 è a0i > 0 (âåêòîðû ai ëåæàò âíóò-

ðè �âåðõíåãî� ñâåòîâîãî êîíóñà). Ìåæäó âåêòîðàìè ñ ðàçëè÷íûì çíàêîì

êâàäðàòà, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå çíà÷åíèå:

a · b√
−a2 b2

= sh(γ). (12.40)

Åñëè γ > 0, âåêòîð �b� áëèæå ê ñâåòîâîìó êîíóñó, ÷åì �a�. Ïðè γ < 0 �

íàîáîðîò. Ïåðïåíäèêóëÿðíûì âåêòîðàì ñîîòâåòñòâóåò γ = 0.
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⊲ Â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (1, 2) ââåä¼ì òðè áàçèñíûõ âåêòîðà:

e20 = 1, e21 = e22 = −1, e0e1 = e0e2 = e1e2 = 0.

Êîìïîíåíòû âðåìåíèïîäîáíîãî âåêòîðà a2 > 0 è ïðîñòðàíñòâåííî ïîäîá-

íîãî b2 < 0 ïàðàìåòðèçóåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

a = a {chα, na shα}, b = b {sh β, nb ch β},
ãäå na, nb � åäèíè÷íûå åâêëèäîâû 2-âåêòîðû: n2

a = n2
b = 1 è a, b � ìîäóëè

äëèí ïñåâäîåâêèëèäîâûõ âåêòîðîâ: a2 = a2, b2 = −b2. Êàê è â äâóìåðíîì
ñëó÷àå, ìåæäó äâóìÿ âðåìåíèïîäîáíûìè âåêòîðàìè, ëåæàùèìè âíóòðè

îäíîãî ñâåòîâîãî êîíóñà, ìîæíî îïðåäåëèòü óãîë ïðè ïîìîùè �îðìóëû:

a1 · a2
√

a21 a
2
2

= ch(α).

Ïóñòü íà÷àëà âåêòîðîâ a1 è a2 ñîâïàäàþò è âîêðóã ýòîé òî÷êè ïðîâåäåíà
ñ�åðà åäèíè÷íîãî ðàäèóñà. Äâå ïðÿìûå, íàïðàâëÿþùèìè êîòîðûõ ÿâëÿ-

þòñÿ ýòè âåêòîðû, ïåðåñåêàþò ñ�åðó â íåêîòîðûõ òî÷êàõ. Óãîë α èìååò

ñìûñë ðàññòîÿíèÿ íà ñ�åðå ìåæäó ýòèìè òî÷êàìè (ñòð. 347).

⊲ Â ïðîñòðàíñòâå (1, 2) ñóùåñòâóþò ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûå ïëîñ-
êîñòè. Âñå âåêòîðû, ëåæàùèå â òàêîé ïëîñêîñòè, èìåþò îòðèöàòåëüíûé

êâàäðàò. Ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîñòü (x, y), îðòîãîíàëüíàÿ îñè t. Åñëè
b1 = {0,b1} è b2 = {0,b2}, òî b21, b

2
2, (b1+b2)

2 < 0. Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ

ëþáîãî âåêòîðà b = α1e1 + βe2 èìååì b2 = −(α2 + β2) < 0.
Äëÿ äâóõ âåêòîðîâ b1 è b2, ëåæàùèõ â ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíîé ïëîñ-

êîñòè, ìîæíî äîêàçàòü íåðàâåíñòâî Êîøè. Ïóñòü s � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñ-
ëî s. Âåêòîð b1 − s b2 òàêæå ëåæèò â ýòîé ïëîñêîñòè è äëÿ íåãî

(b1 − s b2)
2 = b21 − 2 (b1b2) s+ b22 s

2 < 0. (12.41)

Òàê êàê b22 < 0, ýòî ïàðàáîëà (êàê �óíêöèÿ s), âåòâè êîòîðîé íàïðàâëåíû

âíèç. Ìàêñèìóì ïàðàáîëû ñîîòâåòñòâóåò s = b1b2/b
2
2. Ïîäñòàâëÿÿ åãî â

íåðàâåíñòâî (12.41), ïîëó÷àåì:

b21 −
(b1b2)

2

b22
< 0 ⇒ (b1b2)

2

b21 b
2
2

< 1

(ïðè äåëåíèè íà b21 < 0 çíàê ìåíüøå ìåíÿåòñÿ íà áîëüøå). Òàêèì îáðà-

çîì, äëÿ âåêòîðîâ, ëåæàùèõ â ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíîé ïëîñêîñòè (äëÿ

ïðîñòðàíñòâ (1, n) ãèïåðïëîñêîñòè) ìîæíî îïðåäåëèòü �îáû÷íûé� óãîë

ïðè ïîìîùè êîñèíóñà:

b1 · b2
√

b21 b
2
2

= − cosα. (12.42)

Çíàê ìèíóñ âûáðàí ÷òîáû äëÿ ïëîñêîñòè (x, y) óãîë α ñîâïàäàë ñ åâêëè-

äîâûì óãëîì ìåæäó ïðîñòðàíñòâåííûìè 2-âåêòîðàìè b1 è b2.
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12.6 Ïñåâäîñ�åðà â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî

⊲ �èïåðáîëè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ çàìå÷àòåëüíûì îáðàçîì ñâÿçàíà ñ ïñåâ-

äîåâêëèäîâîé ãåîìåòðèåé Ìèíêîâñêîãî. �àññìîòðèì 3-ìåðíîå ïñåâäîåâ-

êëèäîâî ïðîñòðàíñòâî (1,2) ñ ìåòðèêîé:

ds2 = dt2 − dx2 − dy2. (12.43)

Íàðèñóåì ïñåâäîñ�åðó (äàëåå ñ�åðó) åäèíè÷íîãî ðàäèóñà (íèæå ïåðâûé

ðèñóíîê):

y

t

x

χ

φ

t

è ââåä¼ì àíàëîã ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàò:







x = shχ cosφ,
y = shχ sinφ,
t = chχ.

(12.44)

Êîîðäèíàòû (χ, φ) âûáðàíû òàê, ÷òîáû óðàâíåíèå ñ�åðû åäèíè÷íîãî ðà-

äèóñà x2 = t2−x2−y2 = 1 âûïîëíÿëîñü òîæäåñòâåííî. Ïîäñòàâëÿÿ (12.44)
â ðàññòîÿíèå (12.43), ïîëó÷àåì 2-ìåðíóþ ìåòðèêó:

dl2 = −ds2 = dχ2 + sh2 χdφ2. (12.45)

Íîðìàëü ê ëþáîé òî÷êå ñ�åðû íàõîäèòñÿ âíóòðè ñâåòîâîãî êîíóñà (ýòî

ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíàÿ ïîâåðõíîñòü) è ðàññòîÿíèå (12.43) íà íåé âñå-

ãäà îòðèöàòåëüíî. Ïîýòîìó óäîáíî ââåñòè ïîëîæèòåëüíûé êâàäðàò äëè-

íû dl2 äëÿ êîòîðîãî ñèãíàòóðà ïîâåðõíîñòè èìååò âèä (+,+). Íåñëîæíî

âèäåòü, ÷òî ýòî ðàññòîÿíèå ïîëó÷àåòñÿ èç ðàññòîÿíèÿ íà ñ�åðå (12.14) â

ðåçóëüòàòå çàìåíû λ 7→ ıλ (ïðåäâàðèòåëüíî χ 7→ χ/λ, l 7→ l/λ). Òàêèì

îáðàçîì, âëîæåííàÿ â 3-ìåðíîå ïñåâäîåâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ñ�åðà ÿâ-

ëÿåòñÿ �ïëîñêîñòüþ� ãèïåðáîëè÷åñêîé ãåîìåòðèè.

Ïóñòü âðåìåíèïîäîáíàÿ ñåêóùàÿ ïëîñêîñòü nx = 0 ïðîõîäèò ÷åðåç íà-
÷àëî êîîðäèíàò (íîðìàëü ê íåé èìååò îòðèöàòåëüíûé êâàäðàò: n2 = −1).
Ëèíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ïëîñêîñòè è âåðõíåé ïîëóñ�åðû ÿâëÿåòñÿ ïðÿ-

ìîé íà ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè (âûøå âòîðîé ðèñóíîê). Â îòëè÷èè

îò ïðÿìûõ íà åâêëèäîâîé ñ�åðå, ãèïåðáîëè÷åñêèå ïðÿìûå íà ñ�åðå â

ïñåâäîåâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå íå çàìêíóòû è ÷åðåç òî÷êó íå ëåæàùóþ

íà ïðÿìîé ìîæíî ïðîâåñòè áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ïàðàëëåëüíûõ åé ïðÿìûõ.
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⊲ Íàéä¼ì óðàâíåíèå ïðÿìîé íà ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè. Ïóñòü

îðòîãîíàëüíûå áàçèñíûå âåêòîðû e0 è e1 ëåæàò â ñåêóùåé ïëîñêîñòè

è òðåòèé áàçèñíûé âåêòîð e2 íîðìàëåí ýòîé ïëîñêîñòè (êàê è ðàíüøå

e20 = 1, e21 = e22 = −1). Åäèíè÷íûé âåêòîð

p = e0 ch l + e1 sh l, p2 = 1 (12.46)

ñîåäèíÿåò íà÷àëî êîîðäèíàò è òî÷êó íà ãèïåðáîëè÷åñêîé ïðÿìîé. Åãî

ïðîèçâîäíàÿ ïî l � ýòî òàêæå åäèíè÷íûé (íî óæå ïðîñòðàíñòâåííîïîäîá-

íûé) âåêòîð, êîòîðûé îðòîãîíàëåí p (è êàñàòåëåí ñ�åðå):

ṗ =
dp

dl
= e0 sh l + e1 ch l, ṗ2 = −1, pṗ = 0.

Òàêèì îáðàçîì, âäîëü ïðÿìîé (dp)2 = −dl2 = ds2. Ïîýòîìó óãîë l ìåæäó

âåêòîðàìè p è e0 ðàâåí äëèíå ïðÿìîé (â ñìûñëå ìåòðèêè 12.45) ìåæäó

òî÷êàìè íà ñ�åðå, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò p è e0.

⊲ Ïóñòü îòðåçîê íà ãèïåðáîëè÷åñêîé ïðÿìîé îãðàíè÷åí òî÷êàìè A

è B, ãäå A2 = B2 = 1. Åãî óðàâíåíèå íåñëîæíî ïîëó÷èòü èç (12.46).

Íàïðàâèì âåêòîð e0 âäîëü A è ðàçëîæèì âåêòîð B ïî áàçèñó:

B = A ch l0 + e1 sh l0, ch l0 = A · B

ãäå l0 � äëèíà îòðåçêà. Âûðàæàÿ îò ñþäà e1 è ïîäñòàâëÿÿ â (12.46), ïî-

ëó÷àåì (l = [0...l0], p(0) = A è p(l0) = B):

pAB(l) = A
sh(l0 − l)

sh l0
+ B

sh(l)

sh l0
. (12.47)

⊲ �àññìîòðèì íà ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè òðåóãîëüíèê ABC. Ïðî-

âåä¼ì â âåðøèíå C äâà êàñàòåëüíûõ âåêòîðà â íàïðàâëåíèè ñòîðîí A è

B:

ṗCA(0) =
A− C ch b

sh b
, ṗCB(0) =

B− C ch a

sh a
,

ãäå ââåäåíû äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà:

AB = ch c, AC = ch b, BC = ch a.

Óãîë γ ìåæäó ýòèìè âåêòîðàìè ÿâëÿåòñÿ óãëîì òðåóãîëüíèêà ìåæäó

ñòîðîíàìè CA è CB. Ïîýòîìó èìååì:

cos γ = −ṗCA(0)ṗCB(0) = −ch c− ch a ch b

sh a sh b
,

÷òî ñîâïàäàåò ñ òåîðåìîé êîñèíóñîâ (12.33). Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àþòñÿ è

äðóãèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå òîæäåñòâà ãèïåðáîëè÷åñêîé ãåîìåòðèè.
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12.7 Êîîðäèíàòû â ïðîñòðàíñòâå Ëîáà÷åâñêîãî

• �àññìîòðèì àíàëîã ñòåðåîãðà�è÷åñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ òî÷åê âåðõ-

íåé ïñåâäîñ�åðû íà ïëîñêîñòü (x, y). Ââåä¼ì åäèíè÷íûé âðåìåíèïîäîá-

íûé âåêòîð k = {1, 0, 0} íàïðàâëåííûé èç íà÷àëà êîîðäèíàò â ïîëþñ

âåðõíåé ïîëóñ�åðû (âåðõíèé ãèïåðáîëîèä íà åâêëèäîâîì ðèñóíêå). Åù¼

îäèí åäèíè÷íûé âðåìåíèïîäîáíûé âåêòîð p íàïðàâèì ê ïðîèçâîëüíîé

òî÷êå ñ�åðû:

−1

p
k

r

t

−1

Ïðîâåä¼ì ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç íèæíèé ïîëþñ ñ�åðû {−1, 0, 0} è
òî÷êó p íà âåðõíåé ïîëóñ�åðå. Ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò ýòó ïîëóñ�åðó è ïëîñ-
êîñòü (x, y), îñóùåñòâëÿÿ òåì ñàìûì ñòåðåîãðà�è÷åñêîå ïðîåêòèðîâàíèå

íà ïëîñêîñòü. Çàïèøåì óðàâíåíèå ïðÿìîé: x = −k + (p + k) τ . Çíà÷åíèå
ïàðàìåòðà τ = 0 ñîîòâåòñòâóåò ïîëþñó, à τ = 1 � òî÷êå p. Íà ïëîñêîñòè

kx = 0, ïîýòîìó τ = 1/(1 + kp). Â ðåçóëüòàòå âåêòîð r = x|t=0 = {0, x, y}
ïðîåêöèè òî÷êè p ðàâåí:

r =
p + k

1 + kp
− k, 1 + r2 =

2

1 + kp
, (12.48)

ãäå âòîðîå ñîîòíîøåíèå ïîëó÷åíî âîçâåäåíèåì ïåðâîãî â êâàäðàò. Îòìå-

òèì, ÷òî r2 = −x2 − y2 = −r2, ãäå r � åâêëèäîâ âåêòîð.

�àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ êðèâóþ p(l) íà ïîâåðõíîñòè ïîëóñ�åðû,

ãäå l � ïîëîæèòåëüíàÿ äëèíà â ñìûñëå ìåòðèêè (12.45). Êàñàòåëüíûé ê

êðèâîé (è ïîëóñ�åðå) âåêòîð ṗ = dp/dl ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì ïðîñòðàí-

ñòâåííî ïîäîáíûì âåêòîðîì ṗ2 = −1 (ò.ê. (dp)2 = ds2 = −dl2). Êðîìå
ýòîãî, îí îðòîãîíàëåí p: pṗ = 0 (ò.ê. p2 = 1). Èç (12.48) ïîëó÷àåì:

ṙ =
ṗ

1 + kp
− (p + k) (kṗ)

(1 + kp)2
, ṙ2 = − 1

(1 + kp)2
. (12.49)

Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò ýëåìåíò äëèíû:

dl2 =
4 (dr)2

(1− r2)2
. (12.50)

Åãî ìîæíî ïîëó÷èòü èç (12.27) ïîñëå âîññòàíîâëåíèÿ �óíäàìåíòàëüíîé

êîíñòàíòû l 7→ l/λ, r 7→ r/λ ñ ïîñëåäóþùåé å¼ çàìåíîé λ2 7→ −λ2
.
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⊲ Ïóñòü ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûé âåêòîð n îðòîãîíàëåí ïëîñêîñòè,

ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò ñ óðàâíåíèåì np = 0, n2 = −1. Ëè-
íèÿ ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ïëîñêîñòè è âåðõíåé ïîëóñ�åðû ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé

íà ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè. Íàéä¼ì â êàêóþ êðèâóþ îíà ïåðåõîäèò

ïðè ñòåðåîãðà�è÷åñêîì ïðîåêòèðîâàíèè. Óìíîæàÿ (12.48) íà n, ïîëó÷à-

åì 2(nr) = (nk) (r2−1). Åñëè nk = 0 (âðåìåííàÿ îñü ëåæèò â ïëîñêîñòè),
òî ýòî óðàâíåíèå ïðÿìîé nxx+nyy = 0, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ñèñòåìû
êîîðäèíàò. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû èìååì óðàâíåíèå îêðóæíîñòè:

(

x− nx

n0

)2

+
(

y − ny

n0

)2

=
1

n2
0

, (12.51)

ãäå ó÷òåíî, ÷òî r = {0, x, y}, nk = n0 è n2
0 − n2

x − n2
y = −1. Òî÷êè ïîëó-

ñ�åðû îòîáðàæàþòñÿ âíóòðü �ãðàíè÷íîé îêðóæíîñòè� åäèíè÷íîãî ðàäè-

óñà (íèæå íà ïåðâîì ðèñóíêå æèðíàÿ ëèíèÿ). �èïåðáîëè÷åñêàÿ ïðÿìàÿ

îòîáðàæàåòñÿ â ñåãìåíò îêðóæíîñòè (12.51), êîòîðàÿ âñåãäà îðòîãîíàëü-

íà ãðàíè÷íîé îêðóæíîñòè (òåîðåìà Ïè�àãîðà íà ïåðâîì ðèñóíêå):

1
n0

1

√
n2
x+n2

y

n0

A

B

C
D

Ñòåðåîãðà�è÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ íàçûâàåòñÿ ìîäåëüþ êðóãà Ïóàíêàðå.

Ýòîò êðóã åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîäåëü ãèïåðáîëè÷å-

ñêîé ãåîìåòðèè íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè. Òî÷êàì ïëîñêîñòè ñîîòâåòñòâó-

þò òî÷êè âíóòðè êðóãà. Ïðÿìûå � ýòî ñåãìåíòû îêðóæíîñòåé, ïåðïåí-

äèêóëÿðíûõ ãðàíèöå êðóãà. Óãëû ìåæäó ïðÿìûìè ñîâïàäàþò ñ óãëàìè

íà ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè. Ýòîò �àêò êîí�îðìíîñòè ñòåðåîãðà�è÷å-

ñêîé ïðîåêöèè ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå êàê è â åâêëèäîâîì ñëó÷àå. �àññòîÿíèå

l ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè r1 è r2 êðóãà Ïóàíêàðå ðàâíî:

sh
l

2
=

|r1 − r2|
√

(1− r21)(1− r22)
. (12.52)

Ýòî ñîîòíîøåíèå íåñëîæíî ïîëó÷èòü èç p1p2 = ch l è ïðåîáðàçîâàíèÿ

(12.48) ìåæäó òî÷êàìè p1, p2 íà ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè è èõ ïðîåê-

öèÿìè r1, r2 íà êðóã Ïóàíêàðå.

Íà âòîðîì ðèñóíêå âûøå ïðèâåäåíà ïðÿìàÿ AB è òî÷êà ÷åðåç êîòîðóþ

ïðîõîäèò ìíîæåñòâî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ ñ íåé (ïàðàëëåëüíûõ) ïðÿìûõ

(⋖H66). Ïðåäåëüíûìè èç íèõ ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûå AC è BD.
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• �àññìîòðèì òàêæå êîîðäèíàòû Áåëüòðàìè. Ïðîâåä¼ì ïëîñêîñòü ïðî-

åêòèðîâàíèÿ êàñàòåëüíî ê ïîëþñó ïîëóñ�åðû â ïñåâäîåâêëèäîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå (1, 2). Ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. Îíà ïåðåñå-

êàåò ïëîñêîñòü è âåðõíþþ ïîëóñ�åðó (ïåðâûé ðèñóíîê íèæå ïðèâåäåí â

ñå÷åíèè):

0

k

1

p
r

A

B

C

D

�àññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû ïðåäûäóùèì. Ïîäñòàâèì óðàâíåíèå ïðÿìîé

x = p τ â óðàâíåíèå kx = 1 ïëîñêîñòè ïðîåêòèðîâàíèÿ: τ = 1/kp. Ââîäÿ

âåêòîð r = x− k, èìååì

r =
p

kp
− k, r2 = −r2 =

1

(kp)2
− 1. (12.53)

Çàïèøåì òåïåðü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè np = 0, n2 = −1, ïåðåñå÷åíèå
êîòîðîé ñ ïñåâäîïîëóñ�åðîé äà¼ò ïðÿìóþ íà ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêî-

ñòè. Íà ïëîñêîñòè ïðîåêòèðîâàíèÿ å¼ óðàâíåíèå èìååò âèä: nr = nk èëè
nx x+ny y = n0. Ýòî ïðÿìàÿ. Òàê êàê âñå òî÷êè ïñåâäîïîëóñ�åðû ïðîåê-

òèðóþòñÿ íà òî÷êè êðóãà åäèíè÷íîãî ðàäèóñà, ïðÿìûå ÿâëÿþòñÿ õîðäàìè

ýòîãî êðóãà. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìîäåëü ãèïåðáîëè÷åñêîé ãåîìåòðèè íàçû-

âàåòñÿ ìîäåëüþ Áåëüòðàìè. Ýòî îòîáðàæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ êîí�îðìíûì

è óãëû ïðè ïðîåêòèðîâàíèè íå ñîõðàíÿþòñÿ, êðîìå òî÷êè k.
Ïðè ïîìîùè (12.53) íåñëîæíî çàïèñàòü ìåòðèêó:

dl2 = −ds2 =
(dr)2

1− r2
+

(rdr)2

(1− r2)2
=

(dr)2 − [r× dr]2

(1− r2)2
, (12.54)

ãäå ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî çàïèñàíî äëÿ 3-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâ-

ñêîãî. Àíàëîãè÷íî ìåòðèêó ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäè-

íàòàõ:

dl2 = dχ2 + sh2 χ (dθ2 + sin2 θ dφ2). (12.55)

Ïðè ýòîì χ � óãîë â ñìûñëå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ kp = chχ, à θ,φ �

àçèìóòàëüíûé è ïîëÿðíûé óãëû îáû÷íîé 3-ìåðíîé ñ�åðè÷åñêîé ñèñòåìû

êîîðäèíàò. Ïåðåõîä ê îñòàëüíûì êîîðäèíàòíûì ñèñòåìàì (12.50), (12.54)

ïðîèçâîäèòñÿ ïðè ïîìîùè çàìåí çàìåí r = th(χ/2) (ñòåðåîãðà�è÷åñêîå

ïðîåêòèðîâàíèå) è r = th(χ) (ïðîåêòèðîâàíèå Áåëüòðàìè).



Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÎ ÑÊÎ�ÎÑÒÅÉ 351

•∗ Ïðîñòðàíñòâî ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû ÷àñòè÷íî ìîæ-

íî ðåàëèçîâàòü è íà ïîâåðõíîñòè â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîñòðîèì

íà ïëîñêîñòè (ρ, z) êðèâóþ ñî ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: äëèíà îòðåçêà êà-

ñàòåëüíîé AB îò òî÷êè êàñàíèÿ äî ãîðèçîíòàëüíîé îñè z ïîñòîÿííà è

ðàâíà 1, íåçàâèñèìî îò ïîëîæåíèÿ òî÷êè A (íèæå ïåðâûé ðèñóíîê).

Òàêàÿ êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ òðàêòðèñîé. Íàéä¼ì å¼ óðàâíåíèå. Òàíãåíñ

óãëà íàêëîíà êàñàòåëüíîé ðàâåí ïðîèçâîäíîé ρ′(z) = − tgφ (âûøå ñ îá-

ðàòíûì çíàêîì). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê tg φ = ρ/
√

1− ρ2, òî:

z′(ρ) = −
√

1− ρ2

ρ
.

Ïóñòü òåïåðü ïîëó÷åííàÿ êðèâàÿ âðàùàåòñÿ âîêðóã îñè z îáðàçóÿ ïîâåðõ-
íîñòü âðàùåíèÿ, ïðåäñòàâëåííóþ íà âòîðîì ðèñóíêå. Íàéä¼ì ýëåìåíò

äëèíû èñïîëüçóÿ öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû (ρ, φ, z):

dl2 = dρ2+ρ2 dφ2+dz2 = [1+z′2(ρ)] dρ2+ρ2 dφ2 =
dρ2

ρ2
+ρ2 dφ2 =

du2 + dv2

v2
,

ãäå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ñäåëàíà çàìåíà v = 1/ρ, u = φ. Ýòó ìåòðèêó
ìîæíî ïðèâåñòè ê ìåòðèêå â ñòåðåîãðà�è÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ. Ïðè ýòîì

áîëåå êîìïàêòíûìè ïîëó÷àþòñÿ âû÷èñëåíèÿ â êîìïëåêñíûõ îáîçíà÷åíè-

ÿõ, ãäå ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàìåíà èìååò äðîáíî-ëèíåéíûé âèä:

z = x+ ıy, w = u+ iv, z =
1 + ıw

1− ıw
, dz =

2ı dw

(1− ıw)2
.

Â ðåçóëüòàòå:

dl2 =
dx2 + dy2

(1− x2 − y2)2/4
=

4dz dz∗

(1− zz∗)2
=

−4 dw dw∗

(w∗ − w)2
=

du2 + dv2

v2
.

Ïîñòðîåííàÿ ïîâåðõíîñòü ïîêðûâàåò òîëüêî ÷àñòü ïðîñòðàíñòâà Ëîáà-

÷åâñêîãî ìåæäó äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè. Ýòè ïðÿìûå ïðîõîäÿò

ïî ëèíèè îñåâîãî ðàçðåçà ïîâåðõíîñòè (íà ðèñóíêå ëþáàÿ �ãîðèçîíòàëü-

íàÿ� ëèíèÿ ñ φ = const). Â ÷àñòíîñòè, ó ïîâåðõíîñòè åñòü êðàé (z = 0),
à ëþáîé òðåóãîëüíèê, ïåðåìåùàåìûé â íàïðàâëåíèè ñóæåíèÿ ðàíî èëè

ïîçäíî ïåðåñòàíåò ïîìåùàòüñÿ íà ïîâåðõíîñòè.
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12.8 Ïðîñòðàíñòâî ñêîðîñòåé

Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè àáñòðàêòíîå ïñåâäîåâêëèäîâî ïðîñòðàí-

ñòâî, ïîâåðõíîñòü (ãèïåðïîâåðõíîñòü) p2 = 1 â êîòîðîì îáëàäàåò ãèïåð-

áîëè÷åñêîé ãåîìåòðèåé. Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê ðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè.

Íàïîìíèì (ñòð. 202), ÷òî 4-âåêòîð ñêîðîñòè U = dx/ds ñ êîìïîíåíòàìè

Uα = {U 0, U} =
{ 1√

1− u2
,

u√
1− u2

}

=
{

chα,
u

|u| shα
}

(12.56)

� ýòî åäèíè÷íûé âðåìåíèïîäîáíûé âåêòîð: U2 = 1. Åñëè åãî îòêëàäû-

âàòü îò íà÷àëà êîîðäèíàò, òî îí ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîé òî÷êå íà ñ�å-

ðå â ïñåâäîåâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîæåñòâî òî÷åê

íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ñêîðîñòåé. Èç âñåãî âûøåèçëîæåííîãî ñëå-

äóåò, ÷òî ýòî ïðîñòðàíñòâî îáëàäàåò ãèïåðáîëè÷åñêîé ãåîìåòðèåé.

Uy

U 0

Ux

U{1, 0}
U2 = 1

V

US
S ′

αv

αu′

⊲ Ïóñòü íàáëþäàòåëü â ñèñòåìå îòñ÷¼òà S ñ÷èòàåò ñåáÿ íåïîäâèæíûì

è èçìåðÿåò ñêîðîñòè îñòàëüíûõ îáúåêòîâ. Ââåä¼ì âåêòîð K = {1, 0}
4-ñêîðîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèé íóëåâîé 3-ñêîðîñòè. Â äðóãîé òî÷êå ïðî-

ñòðàíñòâà ñêîðîñòåé, îïðåäåëÿåìîé åäèíè÷íûì âåêòîðîì V, íàõîäèòñÿ

äâèæóùèéñÿ íàáëþäàòåëü (ñèñòåìà S ′
). Íàêîíåö, ïóñòü åñòü íåêîòîðûé

îáúåêò, 4-ñêîðîñòü êîòîðîãî ðàâíà U.

Ïàðàìåòð α â (12.56) ýòî óãîë ìåæäó 4-âåêòîðàìè K è U. Îí æå ðàâåí
ðàññòîÿíèþ íà ñ�åðå ìåæäó òî÷êàìè, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ýòèì 4-

âåêòîðàì. Èç (12.56) ñëåäóåò, ÷òî |u| = thα. Åñëè 4-âåêòîðû K, V è U
ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè, òî αu = αv + α′

u, ãäå

KU = chαu, KV = chαv, VU = chαu′.

Ñòàíäàðòíîå ãèïåðáîëè÷åñêîå òîæäåñòâî:

th(αu) = th(αv + αu′) =
th(αv) + th(αu′)

1 + th(αv) th(αu′)
=

v + u′

1 + vu′

ïðèâîäèò ê ðåëÿòèâèñòñêîìó çàêîíó ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé.
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⊲ Ïðîäåìîíñòðèðóåì êàê ïîëó÷àåòñÿ òåîðåìà êîñèíóñîâ ãèïåðáîëè-

÷åñêîé ãåîìåòðèè èõ �îðìóëû ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé â âåêòîðíîì ñëó÷àå.

Çàïèøåì �îðìóëó äëÿ êâàäðàòà ñêîðîñòåé (1.22), ñòð. 36:

γu′ = γuγv (1− vu) ⇔ 1− u′2 =

(
1− u2

)
(1− v2)

(1− vu)2
(12.57)

è ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ (íèæå ïåðâûé ðèñóíîê):

v = th a, u = th b, u′ = th c, vu = th a th b cos γ.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 1− th2 x = 1/ ch2 x, ïîëó÷àåì:

ch2 c = ch2 a ch2 b (1− th a th b cos γ)2.

Èçâëåêàÿ êîðåíü, ïðèõîäèì ê òåîðåìå êîñèíóñîâ:

ch c = ch a ch b− sh a sh b cos γ.

Óãîë γ ìåæäó âåêòîðàìè v è u îäèíàêîâ íà ïîâåðõíîñòè ñ�åðû è íà

êàñàòåëüíîé ê ñ�åðå ïëîñêîñòè â òî÷êå êàñàíèÿ (âòîðîé ðèñóíîê):

c

ba γ
β−v

u′

v u V U

uv

⊲ �àññìîòðèì òàêæå óãîë −vu′ = th a th c cos β è ÷àñòíûé ñëó÷àé

ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà (γ = π/2 èëè uv = 0). Òîãäà, èç çàêîíà

ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé (1.23), ñòð. 36 ñëåäóåò, ÷òî (óìíîæàåì íà v):

u′ =
u

γ
− v ⇒ v2 = −vu′ = u′v cos β.

Â ãèïåðáîëè÷åñêèõ îáîçíà÷åíèÿõ ýòî äà¼ò ïðîåêöèþ ãèïîòåíóçû c íà

êàòåò a:

th a = th c cos β.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â ïðîåêöèè ñ�åðè÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà íà êàñà-

òåëüíóþ ïëîñêîñòü ñîâïàäàåò ñî ñ�åðè÷åñêèì òîëüêî óãîë γ, ïðèëåãàþ-
ùèé ê òî÷êå êàñàíèÿ. Îñòàëüíûå óãëû ïðè ïðîåêòèðîâàíèè èñêàæàþòñÿ.

Òàêæå, êàê èñêàæàåòñÿ ãèïîòåíóçà c, ðàâíàÿ athu′
òîëüêî â ñìûñëå ïðî-

åêöèè íà ïëîñêîñòü, êàñàòåëüíóþ ñèñòåìå S ′
.
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⊲ Ïîêàæåì ÿâíûì âû÷èñëåíèåì, ÷òî îáû÷íàÿ 3-ñêîðîñòü u ÿâëÿåòñÿ

âåêòîðîì 3-ìåðíîé ãèïåðïîâåðõíîñòè â êîîðäèíàòàõ Áåëüòðàìè. Ïåðå-

ïèøåì ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ êâàäðàòà ñêîðîñòè (12.57) ñëåäóþùèì îáðà-

çîì:

u′2 =
(u− v)2 − [u× v]2

(1− uv)2
. (12.58)

Åñëè ïîëîæèòü u = v + dv, òî ÷èñëèòåëü îêàçûâàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëü-

íûì dv. Òàê êàê ýòà ñêîðîñòü ìàëà, òî ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðâîãî ïîðÿäêà

ìàëîñòè â çíàìåíàòåëå ìîæíî ïðåíåáðå÷ü dv, ïîëîæèâ 1− uv ≈ 1− v2
.

Â ðåçóëüòàòå:

dl2 = u′2 =
dv2 − [v × dv]2

(1− v2)2
.

Êâàäðàò ñêîðîñòè (u′)2 = dl2 èìååò ñìûñë ðàññòîÿíèÿ â ïðîñòðàíñòâå

ñêîðîñòåé. Ñðàâíèâàÿ ýòî âûðàæåíèå ñ (12.54), ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî

ðåëÿòèâèñòñêîå ïðîñòðàíñòâî ñêîðîñòåé ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Ëîáà-

÷åâñêîãî. Åãî êðèâèçíà ðàâíà −1, èëè, ñ ó÷¼òîì ïðèíÿòîé ñèñòåìû åäè-

íèö èçìåðåíèÿ ñêîðîñòè −c2, ãäå c � ñêîðîñòü ñâåòà.

v

v + dv

u′

S
S ′

P

⊲ Âàæíî ïîíèìàòü, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ çàêîíà ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé

íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü äâå êàñàòåëüíûå ïëîñêîñòè Áåëüòðàìè, ñîîò-

âåòñòâóþùèå êàæäîìó èç íàáëþäàòåëåé (íèæå ðèñóíêè äëÿ íàãëÿäíîñòè

âûïîëíåíû â ñ�åðè÷åñêîé, à íå ãèïåðáîëè÷åñêîé ãåîìåòðèè):

P

S S′

v u

αv

αu

−v

u′

αu′

Ïðîåêöèÿ äóãè S ′P íà ïëîñêîñòü íåïîäâèæíîãî íàáëþäàòåëÿ S íå ðàâ-

íà thαu′
. Íåîáõîäèìàÿ ñâÿçü ðàññòîÿíèé íà �ñ�åðå� (αv, αu, αu′

) è êî-

îðäèíàòíûõ âåëè÷èí v = thαv, u = thαu è u′ = thαu′
(êîòîðûå îêà-

çûâàþòñÿ �èçè÷åñêèìè ñêîðîñòÿìè) âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî îòíîñèòåëüíî

òî÷êè, ñâÿçàííîé ñ äàííîé ñèñòåìîé îòñ÷¼òà.
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⊲ Ïðîñòðàíñòâî ñêîðîñòåé ïðèâîäèò íàñ ê åù¼ îäíîìó ñïîñîáó àê-

ñèîìàòè÷åñêîãî îáîñíîâàíèÿ òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè. Ïðèíöèï îòíîñè-

òåëüíîñòè óòâåðæäàåò ðàâíîïðàâèå âñåõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåì îòñ÷¼òà. Ñ

ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ñêîðîñòåé

äîëæíî áûòü îäíîðîäíûì è èçîòðîïíûì (íåò âûäåëåííûõ íàïðàâëåíèé

èëè òî÷åê). Â äè��åðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ýòîì

ñëó÷àå âîçìîæíû òðè è òîëüêî òðè îäíîðîäíûõ è èçîòîïíûõ ïðîñòðàí-

ñòâà: 1) åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî (íóëåâàÿ êðèâèçíà); 2) ïðîñòðàíñòâî

ñ ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíîé (ñ�åðè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ); 3) ïðîñòðàíñòâî

ñ îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíîé (ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ). Êà÷åñòâåííî

ýòî ïîíÿòíî. Åñëè êðèâèçíà ïðîñòðàíñòâà ìåíÿåòñÿ (íàïðèìåð, ñ�åðà ñ

âìÿòèíàìè) ïåðåìåùåíèå â òàêîì ïðîñòðàíñòâå æ¼ñòêîé �èãóðû (ñêà-

æåì, òðåóãîëüíèêà) áåç åãî èñêàæåíèÿ íåâîçìîæíî.

Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïðîñòðàíñòâ ñ êðè-

âèçíîé, êîãäà λ → ∞. Ê òîìó æå òîïîëîãè÷åñêè îíî áëèæå ê ïðîñòðàí-

ñòâó Ëîáà÷åâñêîãî, òàê êàê èìååò áåñêîíå÷íûé îáú¼ì (íå çàìêíóòî). Ñ

òî÷êè çðåíèÿ ïðèíöèïà ïàðàìåòðè÷åñêîé íåïîëíîòû (ñòð. 48), åâêëèäîâà

ãåîìåòðèÿ òðåáóåò áîëüøå àêñèîì ÷åì, íàïðèìåð, ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ãåî-

ìåòðèÿ. Ýòî âûðàæàåòñÿ â îòêàçå îò ïÿòîé àêñèîìû Åâêëèäà. Â ðåçóëü-

òàòå óìåíüøåíèÿ àêñèîìàòè÷åñêîé èí�îðìàöèè âîçíèêàåò íîâàÿ �óíäà-

ìåíòàëüíàÿ êîíñòàíòà ðàçìåðíîñòè ñêîðîñòè è òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè.
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M: Ìàòåìàòè÷åñêîå ïðèëîæåíèå

Ýòî ïðèëîæåíèå � íå ó÷åáíèê ïî ìàòåìàòèêå. Îäíàêî äëÿ òåõ êòî õî-

÷åò áûñòðî îçíàêîìèòñÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèì îáîçíà÷åíèÿìè èëè âñïîì-

íèòü âûó÷åííîå, íî çàáûòîå, ýòè ìàòåðèàëû ìîãóò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûìè.

Äëÿ áîëåå ïîëíîãî èçó÷åíèÿ ðàññìîòðåííûõ âîïðîñîâ, ñòîèò îáðàòèòüñÿ

ê êíèãå [1℄ è ðåøèòü ïðèâåäåííûå â íåé çàäà÷è.
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I Âåêòîðû

⊲ Âåêòîð â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå � ýòî íàáîð èç 3-õ âåùåñòâåííûõ

÷èñåë a = {a1, a2, a3}, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ êîìïîíåíòàìè âåêòîðà. Âåê-
òîðîì, íàïðèìåð, ÿâëÿåòñÿ ñêîðîñòü ÷àñòèöû.

Âåêòîðû ìîæíî ñêëàäûâàòü (ïîêîìïîíåíòíî) è óìíîæàòü íà ÷èñëî,

ïîëó÷àÿ íîâûé âåêòîð:

a+ b = {a1 + b1, a2 + b2, a3 + b3}, µ a = {µa1, µ a2, µ a3}.
Äëÿ äâóõ âåêòîðîâ ââîäèòñÿ îïåðàöèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ðåçóëü-

òàò êîòîðîé ðàâåí ÷èñëó:

a · b = a1 b1 + a2 b2 + a3 b3. (1)

Ñ å¼ ïîìîùüþ êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ äëèíà âåêòîðà:

|a| =
√
a · a ≡

√
a2 =

√

a21 + a22 + a23 (2)

è êîñèíóñ óãëà ìåæäó âåêòîðàìè:

cosα =
a · b
|a| |b| . (3)

Òî÷êà â ïðîèçâåäåíèè ÷àñòî îïóñêàåòñÿ: a · b ≡ ab. Åñëè êîñèíóñ ðàâåí

íóëþ (äëÿ âåêòîðîâ íå íóëåâîé äëèíû), òî ãîâîðÿò, ÷òî âåêòîðû íîð-

ìàëüíû (ïåðïåíäèêóëÿðíû). Â ýòîì ñëó÷àå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàâ-

íî íóëþ: a · b = 0.

⊲ Âåêòîð a èìååò ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë íàïðàâëåííîãî îòðåçêà ñ ïðî-

åêöèÿìè {ax, ay, az} íà îñè x, y è z äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò:

Ñ îñÿìè êîîðäèíàò óäîáíî ñâÿçàòü òðè åäèíè÷íûõ, âçàèìíî ïåðïåíäèêó-

ëÿðíûõ âåêòîðà i, j, k, íàçûâàåìûõ áàçèñîì:

i 2 = j 2 = k 2 = 1, i · j = i · k = j · k = 0. (4)

Ëþáîé âåêòîð ìîæíî ðàçëîæèòü ïî ýòîìó áàçèñó, ò.å. ïðåäñòàâèòü â âèäå

ëèíåéíîé êîìáèíàöèè:

a = ax i+ ay j+ az k, (5)

ãäå ax = a · i, ay = a · j, az = a · k � ïðîåêöèè a íà îñè x, y è z. Çàïèñàâ

âåêòîðû a è b â òàêîì âèäå, ïîëó÷àåì: a · b = axbx + ayby + azbz.
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⊲ �åîìåòðè÷åñêè ñëîæåíèå âåêòîðîâ îïèñûâàåòñÿ ïðàâèëîì ïàðàëëå-

ëîãðàììà, à óìíîæåíèå íà ÷èñëî µ âî ñòîëüêî æå ðàç óäëèíÿåò âåêòîð:

Ïðàâèëî ïàðàëëåëîãðàììà èìååò ïðîñòóþ �èçè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ.

Åñëè äâà ìûøîíêà òàùàò êóñîê ñûðà â ðàçíûå ñòîðîíû, ñ ðàçëè÷íûìè

ñèëàìè a è b, òî èõ îáùåå óñèëèå áóäåò íàïðàâëåíî ïî äèàãîíàëè a+ b.

⊲ Ñ àëãåáðàè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, âåêòîðû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îáú-

åêòû, äëÿ êîòîðûõ ââåäåíû îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî,

â ðåçóëüòàòå êîòîðûõ ñíîâà ïîëó÷àåòñÿ âåêòîð. Êðîìå ýòîãî, âåêòîðû

ìîæíî ïåðåìíîæàòü, ÷òî äà¼ò ÷èñëî. Ñâîéñòâà ýòèõ îïåðàöèé çàäàþòñÿ

ïðè ïîìîùè àêñèîì. Íàïðèìåð, ñïðàâåäëèâû àêñèîìû ñèììåòðè÷íîñòè

è äèñòðèáóòèâíîñòè ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ:

a · b = b · a, a · (b+ c) = (a · b) + (a · c).

Ñêîáêè ïîä÷¼ðêèâàþò ïîðÿäîê âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé. Äëÿ íåñêîëüêèõ

ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé âàæíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óìíîæåíèé, è â îá-

ùåì ñëó÷àå

(a · b) c 6= a (b · c).
Äåëî â òîì, ÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå âåêòîð c óìíîæàåòñÿ íà ÷èñëî (a ·b), à
âî âòîðîì � äðóãîé âåêòîð a íà ÷èñëî (b ·c). Åñëè c è a èìåþò ðàçëè÷íîå

íàïðàâëåíèå, òî óìíîæåíèåì íà ÷èñëà èõ íåëüçÿ ñäåëàòü îäèíàêîâûìè.

⊲ Â ïðîñòðàíñòâå ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì èçìåðåíèé n àíàëîãè÷íî

ìîæíî îïðåäåëèòü âåêòîð a êàê íàáîð n ÷èñåë {a1, a2, ..., an} ñ òåìè

æå ñâîéñòâàìè, ÷òî è â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðè ýòîì n âåêòîðîâ

e1 , ..., en íàçûâàþò áàçèñîì, åñëè îíè ÿâëÿþòñÿ ïîëíîé ñèñòåìîé ëè-

íåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ. Ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü îçíà÷àåò, ÷òî íè

îäèí èç âåêòîðîâ áàçèñà íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíà-

öèè îñòàëüíûõ âåêòîðîâ. Ïîëíîòà ãàðàíòèðóåò, ÷òî ïðîèçâîëüíûé âåêòîð

ìîæíî ðàçëîæèòü ïî ýòîìó áàçèñó:

a = a1 e1 + ...+ an en =

n∑

i=1

ai ei.

�àçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà n ðàâíà ÷èñëó áàçèñíûõ âåêòîðîâ. Âåêòîðû

áàçèñà â îáùåì ñëó÷àå ìîãóò áûòü íå ïåðïåíäèêóëÿðíûìè è íå èìåòü

åäèíè÷íîé äëèíû.
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• Â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ìåæäó âåêòîðàìè ìîæíî ââåñòè åù¼ îäíó

îïåðàöèþ, íàçûâàåìóþ âåêòîðíûì ïðîèçâåäåíèåì. Â îòëè÷èå îò ñêàëÿð-

íîãî ïðîèçâåäåíèÿ (êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîì), âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå

� ýòî âåêòîð, êîìïîíåíòû êîòîðîãî ðàâíû:

a× b =
{
a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1

}
= det





i j k

a1 a2 a3
b1 b2 b3



 ,

ãäå i, j,k � áàçèñíûå âåêòîðû, à det � îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû (ñòð. 366).

Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå àññîöèàòèâíî:

a× (b+ c) = [a× b] + [a× c], (6)

îäíàêî, â îòëè÷èå îò ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, àíòèñèììåòðè÷íî:

[a× b] = −[b× a]. (7)

Â ÷àñòíîñòè, âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà íà ñåáÿ äà¼ò íóëåâîé âåê-

òîð 0 = {0, 0, 0} (åãî äëèíà ðàâíà íóëþ):

a× a = 0. (8)

⊲ Äëÿ âåêòîðîâ a è b, ëåæàùèõ íà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, ñóùåñòâóåò

òàêîå ÷èñëî µ, ÷òî: b = µ a. Äëÿ íèõ âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî íóëþ:

a×b = 0. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, âåêòîð a×b ïåðïåíäèêóëÿðåí ïëîñêîñòè,

â êîòîðîé ëåæàò a è b:

a · [a× b] = a1(a2b3 − a3b2) + a2(a3b1 − a1b3) + a3(a1b2 − a2b1) = 0.

⊲ Àíàëîãè÷íî, â êîìïîíåíòíîì âèäå ïðîâåðÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñâîéñòâî

ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ (ñêàëÿðíîå íà âåêòîðíîå), êîòîðîå ìîæíî íà-

çâàòü ïðàâèëîì �âûòàëêèâàíèÿ�:

a · [b× c] = [a× b] · c. (9)

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå �âûòàëêèâàåò� îäèí âåêòîð èç âåêòîðíîãî ïðî-

èçâåäåíèÿ è âñå ñäâèãàþòñÿ âïðàâî. Ýòî ïðàâèëî äåéñòâóåò êàê ñëåâà

íàïðàâî, òàê è ñïðàâà íàëåâî (åñëè ÷èòàòü åãî â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè).

Äëÿ äâîéíîãî âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñïðàâåäëèâî ïðàâèëî �á'àö

ìèíóñ ö'àá�, êîòîðîå íóæíî ïðîèçíîñèòü ñ óäàðåíèåì íà ïåðâóþ áóêâó:

a× [b× c] = b (ac)− c (ab). (10)

Åãî òàêæå ìîæíî ïðîâåðèòü â êîìïîíåíòíîì âèäå.
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⊲ Åù¼ îäíî âàæíîå òîæäåñòâî âûðàæàåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ

âåêòîðíûõ ïðîèçâåäåíèé:

[a× b] · [c× d] = (ac) (bd)− (ad) (bc). (11)

Â åãî ïðàâîé ÷àñòè ñíà÷àëà ïåðåìíîæàþòñÿ ïåðâûå âåêòîðû èç âåêòîð-

íûõ ïðîèçâåäåíèé ñ ïåðâûìè, à âòîðûå ñî âòîðûìè. Çàòåì âû÷èòàåò-

ñÿ àíàëîãè÷íîå ïðîèçâåäåíèå �êðåñò íàêðåñò� (ïåðâûå ñî âòîðûìè). Ýòî

òîæäåñòâî íåñëîæíî ïîëó÷èòü èç ïðåäûäóùèõ òîæäåñòâ, èñïîëüçóÿ ñíà-

÷àëà ïðàâèëî �âûòàëêèâàíèÿ�, çàòåì àíòèñèììåòðè÷íîñòè, è íàêîíåö,

�áàö ìèíóñ öàá�. Êâàäðàò âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì

ñëó÷àåì ýòîãî òîæäåñòâà:

[a× b]2 = a2 b2 − (ab)2 = a2 b2 sin2 α. (12)

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî çàïèñàíî ïðè ïîìîùè óãëà α ìåæäó âåêòîðàìè,

îïðåäåëÿåìîãî ÷åðåç ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå: ab = |a| |b| cosα. Òàêèì
îáðàçîì, ìîäóëü âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ðàâåí ïëîùàäè ïàðàëëåëî-

ãðàììà, îáðàçîâàííîãî âåêòîðàìè a è b (íà ïåðâîì ðèñóíêå âûñîòà ïà-

ðàëëåëîãðàììà ðàâíà |b| sinα, îñíîâàíèå |a|):

Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå a × b ïåðïåíäèêóëÿðíî âåêòîðàì a è b, à åãî

íàïðàâëåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâèëîì �øòîïîðà�. Åñëè îò a ê b âêðó÷è-

âàòü øòîïîð (ïðàâûé âèíò), òî åãî äâèæåíèå íàïðàâëåíî â ñòîðîíó a×b.

Íàïðèìåð, ïðè îáû÷íîì âûáîðå îñåé (x, y, z) äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîð-

äèíàò, áàçèñíûå âåêòîðû îáðàçóþò ïðàâóþ òðîéêó, òàê, ÷òî:

k = i× j, j = k× i, i = j× k. (13)

Ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå [a×b] ·c ðàâíî îáú¼ìó ïàðàëëåëåïèïåäà, ïî-
ñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ a, b è c. Ýòîò îáú¼ì ïîëîæèòåëåí, åñëè âåêòîðû

(a,b, c) îáðàçóþò ïðàâóþ òðîéêó, êàê èçîáðàæåíî íà òðåòüåì ðèñóíêå

âûøå. Ïðè ïåðåñòàíîâêè ëþáûõ äâóõ âåêòîðîâ â ñìåøàííîì ïðîèçâåäå-

íèè ïðîèñõîäèò ñìåíà åãî çíàêà.
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II Ìàòðèöû

Ìàòðèöà � ýòî íàáîð ÷èñåë, óïîðÿäî÷åííûõ â âèäå ïðÿìîóãîëüíîé

òàáëèöû. Êîìïîíåíòû âåêòîðà èìåþò òîëüêî îäèí èíäåêñ ai, òîãäà êàê

ó ìàòðèöû èõ äâà: aij. �àññìîòðèì êâàäðàòíóþ ìàòðèöó A n× n:

A =








a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

an1 an2 . . . ann








.

Ïåðâûé èíäåêñ ÷èñåë aij óâåëè÷èâàåòñÿ ïðè ïåðåõîäå ê ñëåäóþùåé ñòðî-
êå, à âòîðîé � ê ñëåäóþùåìó ñòîëáöó. ×èñëà aij íàçûâàþò ýëåìåíòàìè

ìàòðèöû. Ó äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ èíäåêñû ñîâïàäàþò: a11, a22, ...
×èñëî ñòðîê (èëè ñòîëáöîâ) íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ ìàòðèöû. Ó íóëå-

âîé ìàòðèöû âñå ýëåìåíòû ðàâíû íóëþ.

⊲ Ìàòðèöû ìîæíî ïîýëåìåíòíî ñêëàäûâàòü è óìíîæàòü íà ÷èñëî. Â

ðåçóëüòàòå ñíîâà ïîëó÷àåòñÿ ìàòðèöà:

C = α A+ β B ⇒ cij = α aij + β bij.

Êðîìå ýòîãî, ââîäèòñÿ îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèö äðóã íà äðóãà, â

ðåçóëüòàòå êîòîðîé ïîëó÷àåòñÿ ìàòðèöà. Äëÿ ìàòðèö A è B ñ ýëåìåí-

òàìè aij è bij ìàòðèöà C, ðàâíàÿ èõ ïðîèçâåäåíèþ, èìååò ýëåìåíòû:

cij =

n∑

k=1

aik bkj. (14)

Â òàáëè÷íîé �îðìå óìíîæåíèå ìàòðèö ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðà-

âèëà �ëîìà�. ×òîáû ïîëó÷èòü cij, íåîáõîäèìî âçÿòü i-þ ñòðîêó ìàòðèöû

A (ëîì) è ïðîáèòü èì �äûðêó� â ñòåíêå èç j-ãî ñòîëáèêà ìàòðèöû B:

C = A ·B =








a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

an1 an2 . . . ann








·








b11 b12 . . . b1n
b21 b22 . . . b2n
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

bn1 bn2 . . . bnn








.

Ïîñëå ýòîãî íà ìåñòå äûðêè â ìàòðèöå C çàïèñûâàåòñÿ ñóììà ïðîèçâå-

äåíèé ýëåìåíòîâ ëîìà è ñòåíêè: cij = ai1b1j + ai2b2j + ... + ainbnj. Ýòà

îïåðàöèÿ ïîâòîðÿåòñÿ äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ìàòðèöû C.
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⊲ Èç îïðåäåëåíèÿ (14) ñëåäóåò, ÷òî óìíîæåíèå àññîöèàòèâíî:

(A ·B) ·C = A · (B ·C), (15)

íî íå êîììóòàòèâíî (ìàòðèöû íåëüçÿ ïåðåñòàâëÿòü ìåñòàìè):

A ·B 6= B ·A. (16)

Ò.å. âñ¼ íàîáîðîò ïî ñðàâíåíèþ ñî ñêàëÿðíûì óìíîæåíèåì âåêòîðîâ! Åñ-

ëè ðåçóëüòàò óìíîæåíèÿ ìàòðèö íå çàâèñèò îò èõ ïîðÿäêà, òî ãîâîðÿò,

÷òî ýòè ìàòðèöû êîììóòèðóþò,

⊲ Èç ìàòðèöû A ìîæíî ïîëó÷èòü íîâóþ, òðàíñïîíèðîâàííóþ ìàòðè-

öó AT
, â êîòîðîé ñòîëáöû è ñòðî÷êè ïåðåñòàâëåíû ìåñòàìè:

AT =








a11 a21 . . . an1
a12 a22 . . . an2
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

a1n a2n . . . ann








.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ýëåìåíòû ìàòðèöû A ðàâíû aij, òî â òðàíñïî-

íèðîâàííîé ìàòðèöå AT
îíè áóäóò ïîëó÷åíû ïåðåñòàíîâêîé èíäåêñîâ:

aTij = aji. Ìàòðèöà, êîòîðàÿ íå ìåíÿåòñÿ ïðè òðàíñïîíèðîâàíèè aij = aji,
íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íîé. Èíîãäà êîý��èöèåíòû ìàòðèöû òàêîâû, ÷òî

aij = −aji. Òàêèå ìàòðèöû íàçûâàþòñÿ àíòèñèììåòðè÷íûìè.

Ñâ¼ðòêà (ñóììèðîâàíèå ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ) ñèììåòðè÷íîé è àí-

òèñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû ïî äâóì èíäåêñàì ðàâíà íóëþ:

∑

i,j

sij aij =
∑

i j

sji aji = −
∑

i j

sij aij = 0, (17)

ãäå â ïåðâîì ðàâåíñòâå èíäåêñû ïåðåèìåíîâàíû (i 7→ j, j 7→ i), à âî âòî-

ðîì ïåðåñòàâëåíû ñ ó÷¼òîì ñèììåòðèè: sij = sji è aij = −aji. Âåëè÷èíà,
ðàâíàÿ ñàìà ñåáå æå ñ îáðàòíûì çíàêîì ìîæåò áûòü òîëüêî íóë¼ì.

⊲Îñîáîå çíà÷åíèå èìååò åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, â êîòîðîé âñå ýëåìåíòû

ðàâíû íóëþ, çà èñêëþ÷åíèåì äèàãîíàëüíûõ, ðàâíûõ åäèíèöå. Íàïðèìåð:

1 =





1 0 0
0 1 0
0 0 1



 .

Óìíîæåíèå åäèíè÷íîé ìàòðèöû íà ëþáóþ A íå ìåíÿåò ýòîé ìàòðèöû:

1 ·A = A · 1 = A. (18)

Åäèíè÷íóþ ìàòðèöó ïðè óìíîæåíèè ìîæíî ïåðåñòàâëÿòü ìåñòàìè ñ ëþ-

áîé ìàòðèöåé.
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⊲ Ìàòðèöà A èìååò îáðàòíóþ ìàòðèöó A−1
, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñëå-

äóþùåå óðàâíåíèå:

A−1 ·A = A ·A−1 = 1. (19)

Îáðàòíóþ ìàòðèöó A−1
ïðè ïåðåìíîæåíèè ìîæíî ïåðåñòàâèòü ìåñòàìè

ñA, (îíè êîììóòèðóþò). Äåéñòâèòåëüíî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òîA·A−1 = 1.

Äîêàæåì, ÷òî A−1 ·A = 1. Óìíîæàÿ ñëåâà íà ìàòðèöó A, èìååì:

A · (A−1 ·A) = A · 1 = A ⇒ (A ·A−1) ·A = 1 ·A = A.

Åù¼ îäíî òîæäåñòâî:

(A ·B)−1 = B−1 ·A−1, (20)

ïðîâåðÿåòñÿ óìíîæåíèåì îáîèõ ÷àñòåé íà A ·B, ñ ó÷¼òîì (19) è (15).

⊲ Ñëåäîì ìàòðèöû íàçûâàþò ñóììó å¼ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ:

TrA = a11 + a22 + ...+ ann. (21)

Ñëåä åäèíè÷íîé ìàòðèöû ðàâåí å¼ ðàçìåðíîñòè. Ñòîèò ïðîâåðèòü, ÷òî

ïîä ñëåäîì ìàòðèöû ìîæíî ïåðåñòàâëÿòü ìåñòàìè: Tr(A ·B) = Tr(B ·A).

⊲ Ôóíêöèÿ îò ìàòðèöû ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ñòåïåííîãî ðÿäà. Íàïðè-

ìåð, ýêñïîíåíòà � ýòî ñîêðàù¼ííàÿ çàïèñü áåñêîíå÷íîãî ðÿäà:

eA = 1+
A

1!
+

A2

2!
+

A3

3!
+ ...,

ãäå A2 = AA, è ò.ä. Åù¼ îäíî ðàçëîæåíèå:

(1−A)−1 = 1+A+A2 + ...

ìîæíî ïðîâåðèòü, óìíîæèâ ïðàâóþ è ëåâóþ ÷àñòè íà (1−A).

⊲ Äëÿ ýëåìåíòîâ åäèíè÷íîé ìàòðèöû ñóùåñòâóåò ñïåöèàëüíîå îáîçíà-

÷åíèå, ïðèäóìàííîå Êðîíåêåðîì:

δij =

{
1 åñëè i = j

0 åñëè i 6= j.
(22)

Ñèìâîë δij �ñúåäàåò� ñóììó, â êîòîðîé ó÷àñòâóåò, è ïîñëå ýòîãî �ãèáíåò�,

çàìåíÿÿ âåçäå ñóììàöèîííûé èíäåêñ íà ñâîé âòîðîé:

n∑

j=1

δij aj = ai. (23)

Äåéñòâèòåëüíî, â ñóììå ïî j îêàæóòñÿ ðàâíûìè íóëþ âñå ñëàãàåìûå,

çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ, êîãäà j = i. Ïîíÿòíî, ÷òî ñèìâîë Êðîíåêåðà

ñèììåòðè÷åí: δij = δji.
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⊲ Ìàòðèöû � ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé èíäåêñíûõ ñèìâîëîâ. Â îáùåì ñëó-

÷àå èíäåêñîâ ìîæåò áûòü áîëüøå, íàïðèìåð aijk. Â 3-ìåðíîì ïðîñòðàí-

ñòâå êàæäûé èç èíäåêñîâ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 1,2,3. Âåêòîð òàêæå ÿâ-

ëÿåòñÿ èíäåêñíûì îáúåêòîì. Åãî êîìïîíåíòû ai = {a1, a2, a3} ìîæíî â

òàáëè÷íîì âèäå ïðåäñòàâèòü êàê ñòðîêó èëè ñòîëáåö. Èíäåêñíûå âûðà-

æåíèÿ íàçûâàþòñÿ òàêæå òåíçîðíûìè, îäíàêî êðîìå íàëè÷èÿ èíäåêñîâ,

òåíçîðû äîëæíû îïðåäåë¼ííûì îáðàçîì ïðåîáðàçîâûâàòüñÿ ïðè ñìåíå

êîîðäèíàò (ñòð. 376).

×òîáû ïðè ðàáîòå ñ èíäåêñíûìè âûðàæåíèÿìè �îðìóëû áûëè áî-

ëåå îáîçðèìûìè, ïðèíÿòî èñïîëüçîâàòü ñîãëàøåíèå Ýéíøòåéíà, ïðè êî-

òîðîì ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå áåç

óêàçàíèÿ çíàêà ñóììû. Òàê, óìíîæåíèå ìàòðèöû íà âåêòîð çàïèñûâàåòñÿ

òðåìÿ ýêâèâàëåíòíûìè ñïîñîáàìè:

3∑

j=1

aij bj = ai1b1 + ai2b2 + ai3b3 = aij bj.

Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ñóììû íåò, íî îíà ïîäðàçóìåâàåòñÿ, òàê êàê èí-

äåêñ j â âûðàæåíèè ïîâòîðÿåòñÿ.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ a è b ñ êîìïîíåíòàìè ai = {a1, a2, a3}
è bi = {b1, b2, b3}, â èíäåêñíîì âèäå ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

a ·b = ai bi. Ïðàâèëî ñóììèðîâàíèÿ ñèìâîëà Êðîíåêåðà ñ íåêîòîðûì aijk
áóäåò âûãëÿäåòü òàê: aijk δkq = aijq.

Ñóììàöèîííûé èíäåêñ, êàê è ïåðåìåííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ, ìîæíî îáî-

çíà÷èòü ëþáîé áóêâîé, êîòîðàÿ åù¼ íå èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå èíäåêñà

â âûðàæåíèè. Çà òàêóþ �áåñïðàâíîñòü� èõ íàçûâàþò íåìûìè èíäåêñàìè.

Íàïðèìåð: aijbj = aikbk (ïåðåîáîçíà÷èëè j íà k), íî aijbj 6= aiibi (íåëüçÿ,
òàê êàê èíäåêñ i óæå åñòü â âûðàæåíèè).

⊲ Ïðè äè��åðåíöèðîâàíèè â èíäåêñíûõ îáîçíà÷åíèÿõ, óäîáíî çàïè-

ñûâàòü êîìïîíåíòû ðàäèóñ-âåêòîðà ñëåäóþùèì îáðàçîì: r = {x1, x2, x3}.
Òîãäà:

∂xj

∂xi
≡ ∂ixj = δij, ∂i ≡

∂

∂xi
. (24)

Ò.å. êîãäà èíäåêñû ñîâïàäàþò, òî ïðîèçâîäíàÿ, íàïðèìåð, ∂x1/∂x1 = 1.

Ïðè íå ñîâïàäàþùèõ èíäåêñàõ òàêàÿ ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà íóëþ. Íàïðè-

ìåð, ïóñòü ai = const, òîãäà:

∂i(xjaj) = δij aj = ai.

Â âåêòîðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ ýòî ∇(ra) = a, ãäå ∂i � êîìïîíåíòà îïåðàòîðà

íàáëà (ñì. âòîðîé òîì) è âåêòîð a èìååò êîìïîíåíòû ai.
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III Îïðåäåëèòåëü

⊲ Äëÿ êâàäðàòíîé ìàòðèöû ðàçìåðîì 2 × 2 ââåä¼ì ÷èñëî, êîòîðîå

íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëåì ìàòðèöû:

detA ≡ det

(
a11 a12
a21 a22

)

≡
∣
∣
∣
∣

a11 a12
a21 a22

∣
∣
∣
∣
= a11a22 − a12a21. (25)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ íåîáõîäèìî âçÿòü ïðîèçâåäåíèå ýëåìåí-

òîâ ìàòðèöû �êðåñò � íàêðåñò� è âû÷åñòü èõ äðóã èç äðóãà. Îïðåäåëèòåëü

ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìàòðèö ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ èõ îïðåäåëèòåëåé:

det(A ·B) = detA detB. (26)

Ýòî î÷åíü ëþáîïûòíîå ñâîéñòâî. Óìíîæåíèå ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ ñïåöè�è-

÷åñêîé ïðîöåäóðîé (ïðàâèëî �ëîìà�). Ïîýòîìó ñóùåñòâîâàíèå äëÿ êàæ-

äîé ìàòðèöû ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùåãî îáû÷íîìó àðè�ìåòè÷åñêîìó ïðà-

âèëó ïåðåìíîæåíèÿ (26), äîâîëüíî íåîæèäàííî.

Îïðåäåëèòåëü ñ òåì æå ñâîéñòâîì ìîæíî ââåñòè è äëÿ ìàòðèöû 3× 3:

detA = a11 det

(
a22 a23
a32 a33

)

− a12 det

(
a21 a23
a31 a33

)

+ a13 det

(
a21 a22
a31 a32

)

.

×òîáû åãî âû÷èñëèòü, íåîáõîäèìî âçÿòü ýëåìåíòû ïåðâîé ñòðîêè è äëÿ

êàæäîãî èç íèõ âû÷åðêíóòü èç ìàòðèöû ñòðîêó è ñòîëáåö, â êîòîðîì

ýòîò ýëåìåíò ñòîÿë. Çàòåì íàéòè îïðåäåëèòåëü ïîëó÷èâøåéñÿ ìàòðèöû

2 × 2 è óìíîæèòü åãî íà ýòîò ýëåìåíò. Âñå òàêèå ïðîèçâåäåíèÿ íåîáõî-

äèìî ñëîæèòü ñî çíàêîì ïëþñ, åñëè ñóììà íîìåðà ñòðîêè è ñòîëáèêà, â

êîòîðîì ñòîèò ýëåìåíò, ÷¼òíàÿ, è ñî çíàêîì ìèíóñ, åñëè íå÷¼òíàÿ.

Ýòî îïðåäåëåíèå ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà ìàòðèöó ïðîèçâîëüíîé ðàç-

ìåðíîñòè, âû÷èñëÿÿ å¼ îïðåäåëèòåëü ðåêóððåíòíûì îáðàçîì, ñâîäÿ åãî

ê ñóììå (ðàçíîñòè) îïðåäåëèòåëåé ìàòðèö ñ ðàçìåðíîñòüþ íà åäèíèöó

ìåíüøå. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû 2 × 2 òîæå âû÷èñëÿåòñÿ ïî ýòîìó ïðà-

âèëó, åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî îïðåäåëèòåëü �ìàòðèöû� 1×1 ðàâåí å¼ ýëåìåíòó.

Îïðåäåëèòåëü äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ýëåìåí-

òîâ:

det





a1 0 0

0 a2 0

0 0 .

.

.



 = a1 · a2 · ...

Ïðîèçâåäåíèå äâóõ äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö ñíîâà äà¼ò äèàãîíàëüíóþ. Ïî-

íÿòíî, ÷òî ïðè ýòîì òàêæå âûïîëíÿåòñÿ ïðàâèëî (26).
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⊲Îïðåäåëèòåëè îáëàäàþò ðÿäîì ïîëåçíûõ äëÿ èõ âû÷èñëåíèÿ ñâîéñòâ:

− Òðàíñïîíèðîâàíèå íå èçìåíÿåò îïðåäåëèòåëÿ detAT = detA.

− Ïåðåñòàíîâêà äâóõ ñòðîê èëè ñòîëáöîâ ìåíÿåò çíàê îïðåäåëèòåëÿ.

− Îïðåäåëèòåëü íå èçìåíèòñÿ, åñëè ê ëþáîé ñòðîêå ïîýëåìåíòíî ïðè-

áàâèòü äðóãóþ ñòðîêó, óìíîæåííóþ íà ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî λ. Òî æå è

äëÿ ñòîëáöîâ.

⊲ �àññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî n íåèçâåñò-

íûõ:








a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

an1 an2 . . . ann








·








x1

x2
.

.

.

xn








=








b1
b2
.

.

.

bn








.

Å¼ ìîæíî çàïèñàòü â ìàòðè÷íûõ îáîçíà÷åíèÿõ è âûðàçèòü ðåøåíèå ÷åðåç

îáðàòíóþ ìàòðèöó (óìíîæèâ ñëåâà íà A−1
):

A · x = b ⇒ x = A−1 · b. (27)

�åøåíèÿ ñèñòåìû ïîëó÷àþòñÿ òàêæå ïðè ïîìîùè �îðìóë Êðàììåðà:

xi =
∆i

∆
, (28)

ãäå ∆ = detA � îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A, à ∆i � îïðåäåëèòåëè ìàòðèö,

ïîëó÷åííûõ èç A â ðåçóëüòàòå çàìåíû i-ãî ñòîëáèêà íà ñòîëáèê b.

Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü ñèñòåìû óðàâíåíèé ðàâíà íóëþ: A ·x = 0, òî ðåøå-

íèå, îòëè÷íîå îò íóëÿ, ñóùåñòâóåò òîëüêî, åñëè detA = 0. Òàêàÿ ñèñòåìà
óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé.

⊲ Àëãåáðàè÷åñêèì äîïîëíåíèåì ê ýëåìåíòó aij íàçûâàþò îïðåäåëè-

òåëü ìàòðèöû, ïîëó÷åííîé âû÷¼ðêèâàíèåì i-òîé ñòðîêè è j-òîãî ñòîëáöà,
óìíîæåííûé íà (−1)i+j

. ×òîáû íàéòè îáðàòíóþ ê A ìàòðèöó A−1
, íåîá-

õîäèìî âû÷èñëèòü âñå àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ê A è ðàçäåëèòü èõ

íà detA. Èç íèõ ñîñòàâëÿåòñÿ ìàòðèöà, êîòîðàÿ çàòåì òðàíñïîíèðóåòñÿ.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ A−1
:

A =





2 1 0
6 4 2

1 0 0



 , A−1 =
1

2





0 2 −4
0 0 1

2 −4 2





T

=





0 0 1
1 0 −2

−2 1/2 1



 .

Àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ê a23 ðàâíî (−1)2+3 · (2 · 0 − 1 · 1) = 1, ê

ýëåìåíòó a31: (−1)3+1(1 · 2− 0 · 4) = 2. Îïðåäåëèòåëü ðàâåí detA = 2.
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IV Ñèìâîë Ëåâè-×èâèòû

⊲Îïðåäåëèì â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå àíòèñèììåòðè÷íûé ñèìâîë Ëåâè-

×èâèòû εijk ñ òðåìÿ èíäåêñàìè:

ε123 = 1, εijk = −εjik = −εkji = −εikj. (29)

Ïåðåñòàíîâêà ëþáûõ äâóõ èíäåêñîâ â ýòîì ñèìâîëå ïðèâîäèò ê èçìå-

íåíèþ åãî çíàêà. Ñîîòâåòñòâåííî, åñëè åñòü îäèíàêîâûå èíäåêñû, òî îí

ðàâåí íóëþ. Íàïðèìåð:

ε213 = −1, ε231 = 1, ε112 = 0, ε323 = 0.

⊲ Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå c = a × b â êîìïîíåíòíîì âèäå ìîæíî

çàïèñàòü ïðè ïîìîùè ñèìâîëà Ëåâè-×èâèòû:

ci = εijk aj bk. (30)

Íàïîìíèì, ÷òî ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì (ò.å. âûøå j è k) ïðîâîäèòñÿ

ñóììèðîâàíèå. Íàïðèìåð:

c3 = ε312 a1 b2 + ε321 a2 b1 + ... = a1 b2 − a2 b1.

Ñëàãàåìûå, îáîçíà÷åííûå ìíîãîòî÷èåì, ðàâíû íóëþ, òàê êàê ðàâåí íóëþ

òåíçîð Ëåâè-×èâèòû ñ îäèíàêîâûìè èíäåêñàìè.

⊲ Ïðè ñâ¼ðòûâàíèè ïî îäíîìó èíäåêñó (íèæå i) ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ

ñèìâîëîâ Ëåâè-×èâèòû ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå òîæäåñòâî

εijk εipq = δjp δkq − δjq δkp. (31)

Îíî ýêâèâàëåíòíî äâîéíîìó âåêòîðíîìó ïðîèçâåäåíèþ (10). Äëÿ çàïî-

ìèíàíèÿ ïîðÿäêà èíäåêñîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðàâèëî �ïðÿìî, ìèíóñ

êðåñò íà êðåñò� (ñòð. 361). Ïðîâåðèì, ÷òî ýòî òîæäåñòâî ïðèâîäèò ê òîæ-

äåñòâó ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ âåêòîðíûõ ïðîèçâåäåíèé. Çàïè-

øåì åãî â êîìïîíåíòíîì âèäå:

[a× b][c× d] = εijk ajbk εipq cpdq = (δjp δkq − δjq δkp) ajbkcpdq.

Ïðîèçâîäÿ ñóììèðîâàíèå ïî j è ïî k ñ ñèìâîëàìè Êðîíåêåðà, ïîëó÷àåì:

[a× b][c× d] = ap bq cp dq − aq bp cp dq = (ac)(bd)− (ad)(bc).

Âî âòîðîì ðàâåíñòâå äëÿ ïåðåõîäà ê âåêòîðíûì îáîçíà÷åíèÿì êîìïî-

íåíòû ïåðåñòàâëåíû ìåñòàìè, ÷òîáû ïîëó÷èëîñü, íàïðèìåð, ap cp = ac.

Â ýòîì ñîñòîèò îïðåäåë¼ííîå ïðåèìóùåñòâî èíäåêñíûõ îáîçíà÷åíèé. Âû-

ðàçèâ ñêàëÿðíîå è âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå â êîìïîíåíòíîì âèäå, ìîæíî

íå ñëåäèòü çà ïîðÿäêîì ìàòðèö, íåàññîöèàòèâíîñòüþ óìíîæåíèÿ âåêòî-

ðîâ, è ò.ä.
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⊲ Â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ 3-ìåðíîãî åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà âû-

ñîòà èíäåêñîâ ðîëè íå èãðàåò è ñèìâîë Ëåâè-×èâèòû èìååò çíà÷åíèÿ

ε123 = ε123 = 1 . Äîêàæåì, ÷òî:

εabcεijk =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

δai δbi δci
δaj δbj δcj
δak δbk δck

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=
(
abc
ijk

)
−
(
abc
jik

)
+
(
abc
kij

)
−
(
abc
ikj

)
+
(
abc
jki

)
−
(
abc
kji

)
,

ãäå

(
abc
ijk

)
= δai δ

b
jδ

c
k. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè èíäåêñû â òðîéêàõ abc è ijk

ðàçëè÷íû, òî ïðîèçâåäåíèå ðàâíî: ε123 ε123 = det1 = 1. Åñëè ëþáûå

äâà èíäåêñà ðàâíû, òî â ìàòðèöå îêàçûâàþòñÿ ðàâíûìè äâà ñòîëáöà èëè

äâå ñòðîêè. Íàïðèìåð, ïðè a = b ðàâíû ïåðâûå äâà ñòîëáöà. Â ýòîì

ñëó÷àå îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ. Ïåðåñòàíîâêà ëþáûõ äâóõ èíäåêñîâ

ïðèâîäèò äëÿ ïåðâîãî ñèìâîëà εabc ê ïåðåñòàíîâêå ìåñòàìè ñòîëáöîâ,

à äëÿ âòîðîãî εijk � ñòðîê. Ïðè ýòîì îïðåäåëèòåëü ìåíÿåò ñâîé çíàê.

�àñêðûâàÿ îïðåäåëèòåëü è ñâîðà÷èâàÿ ïî îäíîìó, äâóì è òðåì èíäåêñàì,

èìååì:

εabc εijc = δai δ
b
j − δaj δ

b
i , εabc εibc = 2 δai , εabcεabc = 6.

⊲ Ñèìâîë Ëåâè-×èâèòû â 4-ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî (ñòð. 193) èìå-

åò ðàçíûå çíà÷åíèÿ äëÿ âåðõíèõ è íèæíèõ èíäåêñîâ ε0123 = 1, ε0123 = −1
(òåíçîð ñ âåðõíèìè èíäåêñàìè ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïîìîùè ñâ¼ðòêè ñ ìåòðè-

÷åñêèì òåíçîðîì gµν = diag(1,−1,−1,−1)):

εαβγλ εµνστ = −

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

δαµ δβµ δγµ δλµ
δαν δβν δγν δλν
δασ δβσ δγσ δλσ
δατ δβτ δγτ δλτ

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

,

÷òî îòðàæàåò çíàê ìèíóñ ïåðåä îïðåäåëèòåëåì (îñòàëüíûå ðàññóæäåíèÿ

àíàëîãè÷íû 3-ìåðíîìó ñëó÷àþ). �àñêðûâàÿ îïðåäåëèòåëü, íàïðèìåð, ïî

íèæíåé ñòðîêå, ñâîðà÷èâàÿ ïî λ = τ è ó÷èòûâàÿ, ÷òî δλλ = 4, èìååì:

εαβγλεµνσλ = −
[(

αβγ
µνσ

)
−
(
αβγ
νµσ

)
+
(
αβγ
σµν

)
−
(
αβγ
µσν

)
+
(
αβγ
νσµ

)
−
(
αβγ
σνµ

)]
.

Äàëüíåéøàÿ ñâ¼ðòêà èíäåêñîâ äà¼ò:

εαβγλεµνγλ = −2
(

δαµδ
β
ν −δαν δ

β
µ

)

, εαβγλεµβγλ = −6 δαµ , εαβγλεαβγλ = −24.

Àíàëîãè÷íûå òîæäåñòâà ìîæíî ïîëó÷èòü è â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå [1℄.
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V Êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû

Ìíîãèå �èçè÷åñêèå ñèñòåìû îáëàäàþò ñèììåòðèåé. Íàïðèìåð, íàïðÿ-

æ¼ííîñòü ïîëÿ íåïîäâèæíîãî òî÷å÷íîãî çàðÿäà ñ�åðè÷åñêè ñèììåòðè÷-

íà. Â òàêèõ ñèòóàöèÿõ óäîáíåå èñïîëüçîâàòü ñïåöèàëüíûå êîîðäèíàòû,

îòðàæàþùèå ïîäîáíóþ ñèììåòðèþ.

⊲ �àññìîòðèì ñíà÷àëà 2-ìåðíûå ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû (r, φ), ãäå r �

ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà êîîðäèíàò, à φ � óãîë ìåæäó ðàäèóñ-âåêòîðîì è

îñüþ x (ïåðâûé ðèñóíîê):

Ñâÿçü äåêàðòîâûõ è ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò ëåãêî íàõîäèòñÿ èç ãåîìåòðè-

÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé (ïðîåêöèè r íà îñè x è y):
{

x = r cosφ = rcφ
y = r sinφ = rsφ

,

{
r =

√

x2 + y2

tgφ = y/x
(32)

(äëÿ ñîêðàùåíèÿ �îðìóë, èñïîëüçóåòñÿ ñèìâîë cφ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ êî-

ñèíóñà, è sφ � äëÿ ñèíóñà).

�àäèóñ-âåêòîð â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ çàïèñûâàåòñÿ ïðè ïîìîùè

îðòîãîíàëüíûõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (ij = 0, i2 = j2 = 1):

r = x i+ y j = r (cφ i+ sφ j).

Îïðåäåëèì äâà âåêòîðà, èìåþùèõ ñìûñë ìàëîãî ïåðåìåùåíèÿ ðàäèóñ-

âåêòîðà ïðè èçìåíåíèè îäíîé êîîðäèíàòû ïîëÿðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò

ïðè ïîñòîÿíñòâå âòîðîé:

er =
∂r

∂r
= cφ i+ sφ j, eφ =

∂r

∂φ
= r (−sφ i+ cφ j). (33)

Ïðÿìûì ïåðåìíîæåíèåì ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòè âåêòîðû îðòîãîíàëü-

íû, îäíàêî eφ íå ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì:

ereφ = 0, e2r = 1, e2φ = r2. (34)

Áóäåì íàçûâàòü ïàðó âåêòîðîâ (er, eφ) áàçèñîì ïîëÿðíîé ñèñòåìû êîîð-

äèíàò. Â îòëè÷èå îò áàçèñà (i, j) äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò, áàçèñ (er, eφ)

ïîëÿðíîé ñèñòåìû èìååò ðàçëè÷íîå íàïðàâëåíèå â ðàçíûõ òî÷êàõ ïðî-

ñòðàíñòâà (âûøå ïðàâûé ðèñóíîê). Âåêòîð er âñåãäà íàïðàâëåí âäîëü

ðàäèóñ-âåêòîðà, eφ � åìó ïåðïåíäèêóëÿðåí è íàïðàâëåí â ñòîðîíó óâåëè-

÷åíèÿ óãëà φ. Çàìåòèì, ÷òî r = r er.



M: ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ 371

⊲ Îïðåäåëèì ðàçëîæåíèå âåêòîðà a ïî äåêàðòîâîìó è ïîëÿðíîìó áà-

çèñó:

a = ax i+ ay j = ar er + aφ eφ.

Ïðîåêöèè íà áàçèñíûå âåêòîðû ïîìå÷åíû âåðõíèì èíäåêñîì, ïîýòîìó

ax, ar, è ò.ä. � ýòî íå ñòåïåíè à ïðîñòî îáîçíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ

ïðîåêöèé.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ, ñ ó÷¼òîì ñîîòíîøåíèé (34), ìîæíî

çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

a · b = axbx + ayby = arbr + r2aφbφ. (35)

Ïåðâîå ðàâåíñòâî � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ.

Âòîðîå � ïðîèçâåäåíèå ýòèõ æå âåêòîðîâ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ.

⊲∗
Îáðàòèì îïðåäåëåíèå ïîëÿðíîãî áàçèñà (33):

i = cφ er −
sφ
r
eφ, j = sφ er +

cφ
r
eφ. (36)

Ñêàëÿðíóþ �óíêöèþ f , çàâèñÿùóþ îò äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò f(x, y),
ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû: f(r, φ). Â ýòîì ñëó÷àå, å¼

ïðîèçâîäíàÿ áåð¼òñÿ êàê ïðîèçâîäíàÿ ñëîæíîé �óíêöèè. Â ÷àñòíîñòè,

ãðàäèåíò ðàâåí:

∇f =
∂f

∂x
i+

∂f

∂y
j =

(
∂f

∂r

∂r

∂x
+

∂f

∂φ

∂φ

∂x

)

i+

(
∂f

∂r

∂r

∂y
+

∂f

∂φ

∂φ

∂y

)

j.

Ïðîèçâîäíûå ðàäèóñà r =
√

x2 + y2 ïî x è y (32) ðàâíû:

∂r

∂x
=

x

r
= cφ,

∂r

∂y
=

y

r
= sφ.

Àíàëîãè÷íî, ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî (tgφ)′ = 1/c2φ, âû÷èñëÿþòñÿ ïðîèçâîäíûå
îò ïîëÿðíîãî óãëà:

∂φ

∂x
= − y

x2
c2φ = −sφ

r
,

∂φ

∂y
=

c2φ
x

=
cφ
r
.

Ïîäñòàâëÿÿ èõ â ãðàäèåíò, è âûðàæàÿ áàçèñ (i, j) ÷åðåç (er, eφ) ïðè ïî-

ìîùè (36), ïîëó÷àåì:

∇f =
∂f

∂x
i+

∂f

∂y
j =

∂f

∂r
er +

1

r2
∂f

∂φ
eφ. (37)

Òàêèì îáðàçîì, ∇f , êàê è ëþáîé äðóãîé âåêòîð, ìîæíî ðàçëîæèòü êàê

ïî äåêàðòîâîìó, òàê è ïî ïîëÿðíîìó áàçèñó.
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⊲ Îáîáùèì èäåþ êðèâîëèíåéíîãî áàçèñà íà ïðîèçâîëüíóþ ñèñòåìó êî-

îðäèíàò, êîòîðûå îáîçíà÷èì êàê qi. Íàïðèìåð, â 2-ìåðíûõ äåêàðòîâûõ

êîîðäèíàòàõ qi = {x, y}, â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ qi = {r, φ}, â 3-ìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå qi = {q1, q2, q3}, è ò.ä. Íàïîìíèì, ÷òî ââåðõó êîîðäèíàò ñòî-
ÿò èõ íîìåðà, à íå ïîêàçàòåëè ñòåïåíè. Ïóñòü â êàæäîé òî÷êå 3-ìåðíîãî

ïðîñòðàíñòâà çàäàíà òðîéêà íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ (e1, e2, e3), ãäå èíäåêñ
âíèçó âåêòîðà � ýòî åãî íîìåð, à íå êîìïîíåíòà. Íåçàâèñèìîñòü îçíà÷àåò,

÷òî íè îäèí èç âåêòîðîâ íå ìîæåò áûòü âûðàæåí â âèäå ëèíåéíîé êîìáè-

íàöèè äâóõ äðóãèõ (îíè íå ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè: e3 6= α1e1 + α2e2).

Âåêòîðû áàçèñà â êîîðäèíàòàõ qi îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ei =
∂r

∂qi
≡ ∂ir, (38)

ãäå r = x i+y j+z k � ðàäèóñ-âåêòîð â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ, êîòîðûå

çàâèñÿò îò êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò:

x = x(q1, q2, q3), y = y(q1, q2, q3), z = z(q1, q2, q3).

⊲ Ïðîèçâîëüíûé âåêòîð â äàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà ìîæíî ðàçëî-

æèòü ïî ýòîìó áàçèñó:

a = ai ei = a1 e1 + a2 e2 + a3 e3.

Êàê è ðàíüøå èñïîëüçóåòñÿ ñîãëàøåíèå î òîì, ÷òî ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ

èíäåêñàì (âûøå èíäåêñ i) ïðîâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå. Äàëåå ñóììàöèîí-
íûå èíäåêñû áóäóò ðàñïîëàãàòüñÿ íà ðàçëè÷íîì óðîâíå � îäèí ââåðõó,

äðóãîé � âíèçó.

⊲ Çàïèøåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ:

a · b = (aiei) · (bjej) = (ei · ej) ai bj = gij a
i bj,

ãäå äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ ââåäåíî ñïåöèàëü-

íîå îáîçíà÷åíèå, íàçûâàåìîå êîý��èöèåíòàìè ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà:

gij = ei · ej =
∂r

∂qi
∂r

∂qj
. (39)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, äëÿ

ðàçëîæåíèÿ âåêòîðîâ a è b èñïîëüçîâàëèñü ðàçëè÷íûå èíäåêñû i è j.
Ýòî äâå íåçàâèñèìûå ñóììû, ïîýòîìó è èíäåêñû äîëæíû áûòü ðàçëè÷-

íûìè. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ, ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ñèììåòðè÷åí ò.å. îí íå

èçìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåñòàíîâêå èíäåêñîâ: gij = gji.
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⊲ Ñìûñë òåðìèíà �ìåòðè÷åñêèé òåíçîð� ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. �àñ-

ñìîòðèì âåêòîð áåñêîíå÷íî ìàëîãî ñìåùåíèÿ èç äàííîé òî÷êè ïðîñòðàí-

ñòâà. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (38), êîý��èöèåíòû ðàçëî-

æåíèÿ dr ïî áàçèñó ðàâíû äè��åðåíöèàëàì êîîðäèíàò:

dr = ei dq
i, ds2 = (dr)2 = gij dq

i dqj. (40)

Êâàäðàò áåñêîíå÷íî ìàëîãî ñìåùåíèÿ (dr)2 ÿâëÿåòñÿ ðàññòîÿíèåì ìåæäó

äâóìÿ áåñêîíå÷íî áëèçêèìè òî÷êàìè. Åãî ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü êàê ds2.

Â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ðàâåí [ñì. (34)℄:

gij =

(
1 0
0 r2

)

, (41)

à â äåêàðòîâûõ � ýòî äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ åäèíè÷íûìè ýëåìåíòàìè íà

äèàãîíàëè. Ïîýòîìó ðàññòîÿíèå â äåêàðòîâûõ è ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ

èìååò âèä:

ds2 = (dx)2 + (dy)2 = (dr)2 + r2 (dφ)2. (42)

Ïåðâîå ðàâåíñòâî � õîðîøî èçâåñòíàÿ òåîðåìà Ïè�àãîðà (íèæå ëåâûé

ðèñóíîê). �àññòîÿíèå â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ òàêæå èìååò ïðîñòîé ãåî-

ìåòðè÷åñêèé ñìûñë. Äëèíà äóãè ðàäèóñà r = const ïðè èçìåíåíèè óãëà

íà dφ ðàâíà r dφ. Ïîýòîìó ðàññòîÿíèå ïî òîé æå òåîðåìå Ïè�àãîðà ðàâíî
(dr)2 + (r dφ)2 (ïðàâûé ðèñóíîê):

Ìåòðè÷åñêèå êîý��èöèåíòû gij îïðåäåëÿþò ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ

òî÷êàìè â äàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, è ãîâîðÿò, ÷òî gij çàäà¼ò ìåòðèêó.

⊲ Îáðàòèì âíèìàíèå íà îäèí ìîìåíò. Âåëè÷èíà dr = ei dq
i
íàçâàíà

âåêòîðîì áåñêîíå÷íî ìàëîãî ñìåùåíèÿ. Â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ âåê-

òîðîì ÿâëÿåòñÿ òàêæå è ðàäèóñ-âåêòîð r = ix+j y. Åãî ìîæíî ïîëó÷èòü,
ïðîèíòåãðèðîâàâ dr = i dx+ j dy (âåêòîðû i, j � ïîñòîÿííû). Â êðèâîëè-

íåéíûõ êîîðäèíàòàõ ñèòóàöèÿ õèòðåå, òàê êàê áàçèñíûå âåêòîðû çàâèñÿò

îò òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå. Òàê, â èñêðèâë¼ííûõ ïðîñòðàíñòâàõ (íàïðèìåð,

ïðè îïèñàíèè ãåîìåòðèè íà íåêîòîðîé ïîâåðõíîñòè) âåêòîðû âîîáùå ãî-

âîðÿ �ïðèâÿçàíû� ê äàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà. Ïîýòîìó â îáùåì ñëó÷àå

èìååò ñìûñë ãîâîðèòü òîëüêî î ðàçëîæåíèè âåêòîðà çàäàííîãî â äàííîé

òî÷êå ïðîñòðàíñòâà ïî áàçèñó â ýòîé æå òî÷êå. Âïðî÷åì, â åâêëèäîâîì

ïðîñòðàíñòâå ìîæíî ãîâîðèòü î ðàäèóñ-âåêòîðå è â êðèâîëèíåéíûõ êî-

îðäèíàòàõ. Íàïðèìåð, â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ îïðåäåëÿþò r = r er.
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VI Âçàèìíûé áàçèñ

⊲ Â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò áàçèñíûå âåêòîðû (er, eφ) îðòîãî-
íàëüíû äðóã äðóãó. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ñ áàçèñîì

ei = ∂ir ýòî íå òàê è ìåòðè÷åñêèé òåíçîð â îáùåì ñëó÷àå íå äèàãîíà-

ëåí. Óäîáíî äîïîëíèòåëüíî ê áàçèñó ei = (e1, e2, e3) ââåñòè åù¼ îäèí

áàçèñ, íàçûâàåìûé âçàèìíûì: ei = (e1, e2, e3), òàê, ÷òîáû îí áûë îðòî-

íîðìèðîâàííûì ê èñõîäíîìó áàçèñó:

ei · ej = δij, (43)

ãäå δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà ðàâíûé íóëþ äëÿ ðàçëè÷íûõ èíäåêñîâ è åäè-

íèöå äëÿ ñîâïàäàþùèõ. Íèæå ñëåâà íà ðèñóíêå ïðèâåäåí íåêîòîðûé êðè-

âîëèíåéíûé áàçèñ, à ñïðàâà � âçàèìíûé ê íåìó (òîíêèìè ëèíèÿìè ïî-

âòîðåíû âåêòîðû èñõîäíîãî áàçèñà):

⊲ Â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå âåêòîðû âçàèìíîãî áàçèñà ìîæíî âûðà-

çèòü ïðè ïîìîùè âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Òàê, íàïðèìåð, e1 ïåðïåíäè-

êóëÿðåí ê e2 è e3 (ñèìâîë Êðîíåêåðà), ïîýòîìó ïðîïîðöèîíàëåí e2 × e3.

Àíàëîãè÷íî äëÿ îñòàëüíûõ âåêòîðîâ áàçèñà:

e1 =
e2 × e3

V
, e2 =

e3 × e1

V
, e3 =

e1 × e2

V
. (44)

Â çíàìåíàòåëå íàõîäèòñÿ íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü V = e1 [e2 × e3],
èìåþùèé ñìûñë îáú¼ìà ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ èñõîäíîãî áàçèñà. Îí

íåîáõîäèì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü îïðåäåëåíèå (43).

⊲ �îâîðÿò, ÷òî áàçèñ (e1, e2, e3) îáðàçóåò ïðàâóþ òðîéêó, åñëè V > 0:

Ñîîòâåòñòâåííî, âûáîð ïîðÿäêà âåêòîðîâ áàçèñà ei â âåêòîðíîì ïðîèçâå-

äåíèè ñäåëàí òàê, ÷òîáû (e1, e2, e3) òàêæå ñîñòàâëÿëè ïðàâûé áàçèñ.
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⊲ Ëþáîé âåêòîð â äàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà ìîæíî ðàçëîæèòü êàê

ïî èñõîäíîìó, òàê è ïî âçàèìíîìó áàçèñó. Êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ â

îáùåì ñëó÷àå áóäóò ðàçëè÷íûìè:

a = ai ei = ai e
i. (45)

Ïðîåêöèè íà âåêòîðà èñõîäíîãî áàçèñà, îáîçíà÷åííûå âåðõíèìè èíäåê-

ñàìè ai, íàçûâàþòñÿ êîíòðàâàðèàíòíûìè êîìïîíåíòàìè âåêòîðà, à ïðî-

åêöèè ñ íèæíèìè èíäåêñàìè ai � êîâàðèàíòíûìè êîìïîíåíòàìè.

⊲ Ñìûñë ââåäåíèÿ âçàèìíîãî áàçèñà ñîñòîèò â óïðîùåíèè çàïèñè ñêà-

ëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ. Äëÿ ýòîãî îäèí èç íèõ ðàñêëàäûâàåòñÿ

ïî èñõîäíîìó, à âòîðîé � ïî âçàèìíîìó áàçèñó:

a · b = (ai ei) · (bj ej) = ai bj δ
i
j = ai bi = a1 b1 + a2 b2 + a3 b3.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ âûðàæåíèå ïîõîæåå íà ñêàëÿðíîå ïðîèçâå-

äåíèå â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ, îäíàêî êîìïîíåíòû âåêòîðîâ â ñóììå

ñòîÿò ðàçëè÷íûå. Ïîíÿòíî, ÷òî a · b = ai bi = ai b
i
.

⊲ Óìíîæàÿ ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè (45) íà ej, ïîëó÷àåì:

ai eiej = ai gij = ai e
iej = ai δ

i
j = aj .

Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ïðîâåäåíà ñâ¼ðòêà ñ ñèìâîëîì Êðîíåêåðà. Òàêèì

îáðàçîì, ïðè ïîìîùè ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ìîæíî îïóñêàòü èíäåêñû,

ïðåâðàùàÿ êîíòðàâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû â êîâàðèàíòíûå:

ai = gij a
j. (46)

Âûøå èíäåêñû ïåðåèìåíîâàíû (i 7→ j, j 7→ i) è ó÷òåíà ñèììåòðè÷íîñòü

ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà: gij = gji.

⊲ Ìîæíî ââåñòè ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ñ âåðõíèìè èíäåêñàìè êàê ñêà-

ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ âçàèìíîãî áàçèñà:

gij = ei · ej . (47)

Ñ åãî ïîìîùüþ èíäåêñû ïîäíèìàþò:

ai = gij aj . (48)

Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ñ âåðõíèìè èíäåêñàìè ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ê ìåòðè-

÷åñêîìó òåíçîðó ñ íèæíèìè èíäåêñàìè:

gik gkj = δij, (49)

÷òî ëåãêî ïðîâåðèòü, ïîäñòàâèâ ak = gkj a
j
â ai = gik ak.
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VII Ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò

Íàïîìíèì íàèáîëåå âàæíûå êðèâîëèíåéíûå ñèñòåìû êîîðäèíàò.

⊲ Öèëèíäðè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò (r, φ, z) äîáàâëÿåò òðåòüå èç-
ìåðåíèå â ïîëÿðíóþ ñèñòåìó (ñòð. 370). Êðîìå ðàññòîÿíèÿ îò öåíòðà ñè-

ñòåìû r â ïëîñêîñòè (x, y) è óãëà φ, ââîäèòñÿ òðåòüÿ êîîðäèíàòà z:






x = r cosφ,

y = r sinφ,
z = z.

Áàçèñíûå âåêòîðû öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, âûðàæåííûå ÷å-

ðåç îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ äåêàðòîâîé ñèñòåìû i, j è k èìåþò âèä:

er = cφ i+ sφ j, eφ = r (−sφ i+ cφ j), ez = k.

Ñîîòâåòñòâåííî, ìåòðè÷åñêèé òåíçîð (39) äëÿ ei = (er, eφ, ez) ðàâåí:

gij = ei ej =





1 0 0

0 r2 0
0 0 1



 . (50)

Äèàïàçîí èçìåíåíèÿ öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàò, îõâàòûâàþùèé âñå òî÷-

êè ïðîñòðàíñòâà ðàâåí: 0 6 r < ∞, 0 6 φ < 2π, −∞ < z < ∞.

⊲ Ñ�åðè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò: (r, θ, φ), ãäå r � ðàññòîÿíèå ê

íà÷àëó êîîðäèíàò, θ � óãîë ìåæäó ðàäèóñ-âåêòîðîì è îñüþ z, à φ � óãîë

ìåæäó ïðîåêöèåé ðàäèóñ-âåêòîðà íà ïëîñêîñòü (x, y) è îñüþ x:







x = r sin θ cosφ,
y = r sin θ sinφ,
z = r cos θ.

Áàçèñíûå âåêòîðû ei = (er, eθ, eφ):

er = sθcφ i+sθsφ j+cθ k, eθ = r (cθcφ i+cθsφ j−sθ k), eφ = r (−sθsφ i+sθcφ j)

ïðèâîäÿò ê ìåòðè÷åñêîìó òåíçîðó:

gij = eiej =





1 0 0
0 r2 0

0 0 r2 s2θ



 . (51)

Äèàïàçîí èçìåíåíèÿ êîîðäèíàò: 0 6 r < ∞, 0 6 θ < π, 0 6 φ < 2π.
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⊲ Áåñêîíå÷íî ìàëîå ñìåùåíèå â ïðîñòðàíñòâå dr � âåêòîð. Êðèâîëè-

íåéíûé áàçèñ � íàáîð ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ e1, e2, e3, êîìïî-

íåíòû ðàçëîæåíèÿ ïî êîòîðûì dr ðàâíû äè��åðåíöèàëàì êîîðäèíàò

êðèâîëèíåéíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (q1, q2, q3):

dr = ei dq
i. (52)

Â êàæäîé ñèñòåìå êîîðäèíàò áàçèñ ñâîé. Â îòëè÷èå îò ýòîãî, ìàëîå ñìå-

ùåíèå â ïðîñòðàíñòâå dr ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì îáúåêòîì, ñâÿçûâàþ-

ùèì äâå áåñêîíå÷íî áëèçêèå òî÷êè è íå çàâèñèò îò âûáîðà êîîðäèíàò.

�àññìîòðèì äâå ñèñòåìû êîîðäèíàò (q̃1, q̃2, q̃3) è (q1, q2, q3), êîòîðûå
ñâÿçàíû äè��åðåíöèðóåìûìè, îäíîçíà÷íûìè �óíêöèÿìè qi(q̃1, q̃2, q̃3).
Ïî ïðàâèëó âû÷èñëåíèÿ ñëîæíîé ïðîèçâîäíîé, èìååì:

∂q̃ i

∂q̃j
= δij =

∂q̃ i

∂qk
∂qk

∂q̃j
,

∂qi

∂qj
= δij =

∂qi

∂q̃k
∂q̃k

∂qj
, (53)

ãäå δij � ñèìâîëû Êðîíåêåðà, à ïî èíäåêñó k ïðîâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå.

Ïîýòîìó ìàòðèöû ∂qi/∂q̃j è ∂q̃ i/∂qj ÿâëÿþòñÿ îáðàòíûìè äðóã ê äðóãó.

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ëåãêî çàïîìèíàþòñÿ, åñëè ÷èòàòü èõ â îáðàòíîì ïî-

ðÿäêå: ñâ¼ðòêà (ñóììà) ïî äè��åðåíöèàëàì îäèíàêîâûõ êîîðäèíàò �ñî-

êðàùàåòñÿ�, è îñòàâøàÿñÿ ïðîèçâîäíàÿ äà¼ò ñèìâîë Êðîíåêåðà.

⊲ �àçëîæèì âåêòîð áåñêîíå÷íî ìàëîãî ñìåùåíèÿ ïî áàçèñàì êàæäîé

ñèñòåìû êîîðäèíàò:

dr = ẽi dq̃
i = ej dq

j = ej
∂qj

∂q̃ i
dq̃ i,

ãäå òèëüäîé ïîìå÷åíû áàçèñíûå âåêòîðû â ñèñòåìå êîîðäèíàò (q̃1, q̃2, q̃3),

è â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ïîäñòàâëåíî âûðàæåíèå äëÿ äè��åðåíöèàëà

�óíêöèé qj(q̃ i). Ñðàâíèâàÿ ïåðâîå è ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì ñâÿçü

áàçèñíûõ âåêòîðîâ â äâóõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò (íèæå ïåðâîå ñîîòíîøå-

íèå):

ẽi =
∂qj

∂q̃ i
ej , ei =

∂q̃j

∂qi
ẽj. (54)

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå (âòîðîå ñîîòíîøåíèå) ïîëó÷àåòñÿ àíàëîãè÷íî,

èëè ïðè ïîìîùè ñâîéñòâ ìàòðèö (53). Äëÿ âçàèìíîãî áàçèñà ñîîòâåòñòâó-

þùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ èìåþò âèä:

ẽi =
∂q̃ i

∂qj
ej , ei =

∂qi

∂q̃j
ẽj. (55)

Îíè ïîëó÷àþòñÿ èç îïðåäåëåíèÿ eiej = δij, è óñëîâèé (53).
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⊲ Ïðîèçâîëüíûé âåêòîð a ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì îáúåêòîì, êîòî-

ðûé ìîæíî ðàçëîæèòü ïî áàçèñó ëþáîé êðèâîëèíåéíîé ñèñòåìû:

a = ai ei = ã i ẽi.

Ïîäñòàâëÿÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ âåêòîðîâ áàçèñà, äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðîâ ñ

âåðõíèìè èíäåêñàìè (êîíòðàâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû), èìååì:

ãi =
∂q̃ i

∂qj
aj , ai =

∂qi

∂q̃j
ãj . (56)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì íàõîäÿòñÿ çàêîíû ïðåîáðàçîâàíèÿ êîìïîíåíò ñ

íèæíèìè èíäåêñàìè (êîâàðèàíòíûõ). Ìîæíî òàêæå èñïîëüçîâàòü �àêò,

÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ a è b íå çàâèñèò îò âûáîðà

ñèñòåìû êîîðäèíàò. Åãî ðàçëîæåíèå èìååò âèä:

a · b = ai b
i = ãi b̃

i.

Ïîäñòàâëÿÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ êîìïîíåíò ñ âåðõíèìè èíäåêñàìè äëÿ

bi, b̃i è ïîëüçóÿñü ïðîèçâîëüíîñòüþ âåêòîðîâ, ïîëó÷àåì:

ãi =
∂qj

∂q̃ i
aj , ai =

∂q̃j

∂qi
ãj . (57)

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðåîáðàçîâàíèÿ êîìïîíåíò ñ âåðõíèìè è íèæíèìè

èíäåêñàìè ðàññìîòðèì äè��åðåíöèàëû dqi è ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò

ñêàëÿðíîé �óíêöèè. Ïî îáùèì ïðàâèëàì àíàëèçà èìååì:

dq̃i =
∂q̃ i

∂qj
dqj,

∂f

∂q̃ i
=

∂qj

∂q̃ i

∂f

∂qj
.

Èõ ñâ¼ðòêà äà¼ò äè��åðåíöèàë �óíêöèè, ÿâëÿþùèéñÿ èíâàðèàíòîì, íå

çàâèñÿùèì îò âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò:

df =
∂f

∂qi
dqi =

∂f

∂q̃ i
dq̃ i. (58)

Òàêèì îáðàçîì, êîìïîíåíòû âåêòîðà ñ âåðõíèìè èíäåêñàì ïðåîáðàçóþò-

ñÿ òàêæå êàê äè��åðåíöèàë êîîðäèíàò dqi, à ñ íèæíèìè � êàê ÷àñòíûå

ïðîèçâîäíûå ñêàëÿðíîé �óíêöèè ∂if = ∂f/∂qi. Ýòîò �àêò ïîçâîëÿåò

ëåãêî çàïîìíèòü âèä ìàòðèö ïðåîáðàçîâàíèé.

Ïðè ñìåíå êîîðäèíàò ñêàëÿðíàÿ �óíêöèÿ èçìåíÿåò ñâîþ �óíêöèî-

íàëüíóþ �îðìó f(qi) = f(qi(q̃j)) = f̃(q̃j), îäíàêî å¼ çíà÷åíèå â äàííîé

òî÷êå ïðîñòðàíñòâà íå èçìåíÿåòñÿ, ïîýòîìó òèëüäó íàä f̃ íå ñòàâÿò.
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• Âåêòîð a â äàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïðîåêöèè

ñ âåðõíèìè ai èëè íèæíèìè ai èíäåêñàìè. Èç ïîäîáíûõ ïðîåêöèé äâóõ

âåêòîðîâ ìîæíî ñîñòàâèòü 4 êîìáèíàöèè: aibj, aibj, aib
j
, aibj, êàæäàÿ èç

êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé n2
âåëè÷èí, ãäå n�ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàí-

ñòâà. Òàê êàê êîìïîíåíòû ïðåîáðàçóþòñÿ íåçàâèñèìûì îáðàçîì, òî ïðî-

èçâåäåíèå êîìïîíåíò äâóõ âåêòîðîâ ïðè ïðåîáðàçîâàíèè êîîðäèíàò áóäåò

ïðåîáðàçîâûâàòüñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ãib̃j =
∂q̃ i

∂qα
∂q̃j

∂qβ
aαbβ, ãib̃j =

∂q̃ i

∂qα
∂qβ

∂q̃j
aαbβ,

è ò.ä. Â îáùåì ñëó÷àå òåíçîðîì ðàíãà (µ, ν) íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà ñ µ+ν

èíäåêñàìè, èç êîòîðûõ µ íàõîäÿòñÿ ââåðõó, à ν � âíèçó. Òåíçîð îò ëþáîé
äðóãîé èíäåêñíîé âåëè÷èíû îòëè÷àåò çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðè ñìåíå

ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ïî îïðåäåëåíèþ îí ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ µ ìàòðèö

ïðåîáðàçîâàíèé äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðîâ ñ âåðõíèìè èíäåêñàìè è ν ìàò-
ðèö � ñ íèæíèìè. Íàïðèìåð, äëÿ òåíçîðà ðàíãà (1,2) èìååì:

ãijk =
∂q̃ i

∂qα
∂qβ

∂q̃j
∂qγ

∂q̃k
aαβγ . (59)

⊲ Ëþáàÿ ñâ¼ðòêà (ñóììèðîâàíèå) ïî âåðõíåìó è íèæíåìó èíäåêñó

ñíîâà äà¼ò òåíçîðíîå âûðàæåíèå:

f = Ai
i, ai = Bj

ik C
k Dj, Fij = giα gjβ F

αβ.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó÷àòñÿ ñêàëÿð (÷èñëî, áåçûíäåêñíàÿ âåëè÷èíà). Âî

âòîðîì � òåíçîð (0,1), ò.å. êîìïîíåíòû âåêòîðà ñ íèæíèìè èíäåêñàìè (êî-

âàðèàíòíûå). Â òðåòüåì, ïðè ïîìîùè äâóõ ìåòðè÷åñêèõ òåíçîðîâ, ïðî-

èçâîäèòñÿ îïóñêàíèå èíäåêñîâ ó òåíçîðà ðàíãà (2,0), ïðåâðàùàÿ åãî â

òåíçîð (0,2), êîòîðûé òðàäèöèîííî îáîçíà÷àåòñÿ òåì æå ñèìâîëîì.

⊲ Ìåòðè÷åñêèå òåíçîðû gij è gij ïîä÷èíÿþòñÿ òåíçîðíîìó çàêîíó ïðå-
îáðàçîâàíèÿ, ÿâëÿÿñü òåíçîðàìè ðàíãà (0,2) è (2,0) ñîîòâåòñòâåííî. Ýòî

íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç òîãî ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ áåñêîíå÷-

íî áëèçêèìè òî÷êàìè ds2 = gij dq
i dqj íå çàâèñèò îò âûáîðà ñèñòåìû

êîîðäèíàò, à dqi ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì.

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (53), ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñèìâîë Êðîíåêåðà

δij ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì. Ïðè ýòîì îí èìååò îäèíàêîâûå êîìïîíåíòû âî âñåõ

ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Òåíçîðíîñòü ñèìâîëîâ Êðîíåêåðà òàêæå ñëåäóåò èç

ñîîòíîøåíèÿ gikgkj = δij (ñâ¼ðòêà äâóõ òåíçîðîâ ñíîâà äà¼ò òåíçîð).
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VIII Êîìïëåêñíûå ÷èñëà

Â îêðóæàþùåì íàñ ìèðå íåëüçÿ óâèäåòü îòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà. Ìèíóñ

îäíî ÿáëîêî ÿâëÿåòñÿ àáñòðàêöèåé, ïðèäóìàííîé ÷åëîâåêîì. Óðàâíåíèå

x+2 = 3 èìååò ðåøåíèå x = 1, îäíàêî, óæå äëÿ x+3 = 2 â íàòóðàëüíûõ

÷èñëàõ ðåøåíèÿ íåò. Åñëè æå ê íàòóðàëüíûì äîáàâèòü íîëü è îòðèöà-

òåëüíûå ÷èñëà: −1,−2,−3, ..., òî òàêèå óðàâíåíèÿ áóäóò èìåòü ðåøåíèÿ,

ïðàâäà, â �íåíàñòîÿùèõ�, âûäóìàííûõ îòðèöàòåëüíûõ ÷èñëàõ.

Òî÷íî òàê æå íå âñå êâàäðàòíûå óðàâíåíèÿ èìåþò ðåøåíèÿ. Ïîýòîìó

áûëî ïðèäóìàíî ÷èñëî ı, ÿâëÿþùååñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ x2 = −1. Îíî
ïîëó÷èëî íàçâàíèå ìíèìîé åäèíèöû:

ı2 = −1. (60)

Òåðìèí �ìíèìàÿ� íå äîëæåí ââîäèòü â çàáëóæäåíèå è ı íå áîëåå �ìíèìà�,
÷åì ÷èñëî −1. Ëþáîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî z çàïèñûâàåòñÿ ïðè ïîìîùè

äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë è ìíèìîé åäèíèöû:

z = x + ı y. (61)

Ïðè ýòîì x íàçûâàþò äåéñòâèòåëüíîé, à y - ìíèìîé ÷àñòüþ êîìïëåêñíî-

ãî ÷èñëà z. Ôàêòè÷åñêè êîìïëåêñíîå ÷èñëî ýòî óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà äâóõ

âåùåñòâåííûõ ÷èñåë z = (x, y). Äëÿ òàêîé ïàðû îïðåäåëåíû îïåðàöèè

ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ ñ òàêèìè æå ñâîéñòâàìè êàê è ó äåé-

ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Ââåäåíèå ñèìâîëà ı ïîçâîëÿåò ëåãêî îñóùåñòâëÿòü

ðàçëè÷íûå îïåðàöèè ìåæäó êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè, ïîëüçóÿñü îáû÷íû-

ìè ïðàâèëàìè àëãåáðû. Íàïðèìåð, äëÿ z1 = 1 + 2ı è z2 = 3 + 4ı, èìååì:

z1 · z2 = (1 + 2ı) · (3 + 4ı) = 1 · 3 + 1 · 4ı+ 2 · 3ı+ 2 · 4ı2 = −5 + 10ı,

z1
z2

=
1 + 2ı

3 + 4ı
=

(1 + 2ı)(3− 4ı)

(3 + 4ı)(3− 4ı)
=

11 + 2ı

32 − (4ı)2
=

11 + 2ı

9 + 16
=

11

25
+

2

25
ı.

Ïðè âû÷èñëåíèè ÷àñòíîãî äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ÷èñëèòåëü è çíà-

ìåíàòåëü äîìíîæåíû íà ÷èñëî, ðàâíîå z2, íî ñ ìèíóñîì ïðè ìíèìîé ÷à-

ñòè. Òàêîå ÷èñëî íàçûâàþò êîìïëåêñíûì ñîïðÿæåíèåì ÷èñëà z è îáî-

çíà÷àþò çâ¼çäî÷êîé:

z∗ = x− ı y. (62)

Ïðîèçâåäåíèå ÷èñëà z íà åãî êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå z∗ âñåãäà äà¼ò

íåîòðèöàòåëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî:

|z|2 = z · z∗ = (x+ ı y)(x− ı y) = x2 + y2, (63)

êîðåíü êîòîðîãî |z| =
√

x2 + y2 íàçûâàþò ìîäóëåì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.
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⊲ Â 1748 Ëåîíàðä Ýéëåð ïîëó÷èë çàìå÷àòåëüíóþ �îðìóëó:

eıφ = cosφ+ ı sinφ, (64)

êîòîðàÿ çàìåíÿåò ñîáîé âñþ òðèãîíîìåòðèþ, ïîçâîëÿÿ ëåãêî âûâåñòè ëþ-

áîå ñîîòíîøåíèå ñ sin è cos. Íàïðèìåð, ïðè âîçâåäåíèè �îðìóëû Ýéëåðà

â n-þ ñòåïåíü ñëåäóåò �îðìóëà Ìóàâðà:

cos(nφ) + ı sin(nφ) =
(
cosφ+ ı sinφ)n, (65)

äàþùàÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèå �óíêöèè êðàòíûõ óãëîâ. Äîêàçàòü (64) ìîæ-

íî, íàïðèìåð, ðàñêëàäûâàÿ ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòü â ðÿä Òåéëîðà.

⊲ Ïðîèçâîëüíîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî:

z = x+ ı y = |z| eiφ = |z| (cosφ+ ı sinφ)

îïðåäåëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíîé x è ìíèìîé y ÷àñòÿìè èëè ìîäóëåì |z| =
√

x2 + y2 è àðãóìåíòîì (óãëîì) φ = arctg(y/x). �àññìîòðèì äåêàðòî-

âóþ ïëîñêîñòü. Ïî îñè x îòëîæèì äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü, à ïî îñè y �

êîìïëåêñíóþ âìåñòå ñ ìíèìîé åäèíèöåé. Òîãäà ëþáîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òî÷êó íà ýòîé ïëîñêîñòè, à äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ

÷àñòè ÿâëÿþòñÿ ïðîåêöèÿìè íà êîîðäèíàòíûå îñè:

Ìíèìàÿ åäèíèöà èìååò åäèíè÷íûé ìîäóëü è àðãóìåíò, ðàâíûé π/2, à àð-
ãóìåíò �−1� ðàâåí π. Ñëîæåíèå äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ãåîìåòðè÷åñêè

ýêâèâàëåíòíî ñëîæåíèþ âåêòîðîâ (âûøå òðåòèé ðèñóíîê).

⊲ Àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà îïðåäåë¼í ñ òî÷íîñòüþ äî öåëîãî ÷èñ-

ëà ïîëíûõ îáîðîòîâ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî |z| eıφ è |z| eı (φ+2πk)
� îäíî è òîæå

÷èñëî (k = 1, 2, ...). Ïîýòîìó ïðè èçâëå÷åíèè êîðíÿ n-òîé ñòåïåíè:

n
√
z = |z|1/n exp

{

ı
φ+ 2πk

n

}

, k = 0, 1, .., n− 1, (66)

ïðè k = 0, 1, .., n− 1 ïîëó÷àþòñÿ ðàçëè÷íûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Ëþáîå

àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå n-é ñòåïåíè âñåãäà èìååò n ðåøåíèé, ÷àñòü èç

êîòîðûõ ìîæåò îêàçàòüñÿ êîìïëåêñíûìè. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå äëÿ êâàä-

ðàòíîãî óðàâíåíèÿ ñ n = 2 áóäóò ïîëó÷àòüñÿ äâà ðåøåíèÿ.
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IX �èïåðáîëè÷åñêèå �óíêöèè

⊲ Áàçîâûìè ãèïåðáîëè÷åñêèìè �óíêöèÿìè ÿâëÿþòñÿ ñèíóñ è êîñèíóñ:

sh(x) =
ex − e−x

2
, ch(x) =

ex + e−x

2
. (67)

�èïåðáîëè÷åñêèé ñèíóñ � íå÷¼òíàÿ �óíêöèÿ: sh(−x) = − sh(x), à êîñèíóñ
� ÷¼òíàÿ: ch(−x) = ch(x).

Åñëè y = sh(x), òî x = ash(y) íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì àðêñèíóñîì.

Àíàëîãè÷íî äëÿ êîñèíóñà. �åøèì óðàâíåíèå y = sh(x) îòíîñèòåëüíî ex:

ex − 1

ex
= 2 y ⇒ ex = y +

√

1 + y2,

îòêóäà äëÿ àðêñèíóñà, è, àíàëîãè÷íî, äëÿ àðêêîñèíóñà, èìååì:

ash(y) = ln(y +
√

y2 + 1), ach(y) = ln(y ±
√

y2 − 1). (68)

�èïåðáîëè÷åñêèé êîñèíóñ äëÿ äåéñòâèòåëüíûõ x âñåãäà ïîëîæèòåëåí, ïî-

ýòîìó îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ àðêêîñèíóñà |y| > 1. Êðîìå ýòîãî ch(x) �
÷¼òíàÿ �óíêöèÿ, ïîýòîìó îáðàòíàÿ ê íåé ÿâëÿåòñÿ äâóçíà÷íîé.

⊲ �èïåðáîëè÷åñêèé òàíãåíñ, ïî îïðåäåëåíèþ ðàâåí:

y = th(x) =
sh(x)

ch(x)
=

ex − e−x

ex + e−x
⇒ x = ath(y) =

1

2
ln

1 + y

1− y
.

Âûðàæåíèå äëÿ àðêòàíãåíñà ïîëó÷àåòñÿ àíàëîãè÷íî àðêñèíóñó, èç ðåøå-

íèÿ óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ex.

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ �óíêöèé ÷åðåç ýêñ-

ïîíåíòó ìîæíî ïîëó÷èòü:

ch2(x)− sh2(x) = 1, th(x+ y) =
th(x) + th(y)

1 + th(x) th(y)
,

ch2(x) + sh2(x) = ch(2x), 2 sh(x) ch(x) = sh(2x),

à òàê æå ìíîæåñòâî äðóãèõ ïîëåçíûõ òîæäåñòâ.
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⊲ Áëàãîäàðÿ �îðìóëå Ýéëåðà (64):

eıx = cos(x) + ı sin(x),

ïðè ïîìîùè ìíèìîé åäèíèöû ı, ãèïåðáîëè÷åñêèå �óíêöèè ìîæíî ñâÿ-

çàòü ñ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè:

sh(ı x) = ı sin(x), ch(ı x) = cos(x). (69)

Ïîýòîìó âñå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå òîæäåñòâà ëåãêî ïåðåïèñûâàþòñÿ äëÿ

ãèïåðáîëè÷åñêèõ �óíêöèé, è íàîáîðîò.

⊲ Èñïîëüçóÿ èçâåñòíîå ðàçëîæåíèå â ðÿä äëÿ ýêñïîíåíòû è ëîãàðè�-

ìà, ìîæíî çàïèñàòü ñòåïåííûå ðÿäû äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ �óíêöèé:

sh(x) = x+
x3

6
+

x5

120
+ ... ash(x) = x− x3

6
+

3x5

40
+ ...

ch(x) = 1 +
x2

2
+

x4

24
+ ...

th(x) = x− x3

3
+

2x5

15
+ ... ath(x) = x+

x3

3
+

x5

5
+ ...

�èïåðáîëè÷åñêèé àðêêîñèíóñ ïðè x = 0 íå îïðåäåë¼í, ïîýòîìó äëÿ íåãî

íå ñóùåñòâóåò ðàçëîæåíèÿ â îêðåñòíîñòè ìàëûõ x.

⊲ Ïðîèçâîäíàÿ ýêñïîíåíòû ðàâíà åé ñàìîé: (ex)′ = ex, ïîýòîìó íå

ñîñòàâëÿåò òðóäà íàéòè ïðîèçâîäíûå ãèïåðáîëè÷åñêèõ �óíêöèé:

(sh(x))′ = ch(x), (ch(x))′ = sh(x). (70)

Àíàëîãè÷íî áåðóòñÿ ïðîèçâîäíûå àðêñèíóñà è àðêêîñèíóñà (ñ âåðõíèì

çíàêîì ïëþñ â (68)):

(ash(x))′ =
1√

1 + x2
, (ach(x))′ =

1√
x2 − 1

. (71)

Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâû èíòåãðàëû:

∫
dx√
1 + x2

= ash(x) + const,

∫
dx√
x2 − 1

= ach(x) + const.

Ê ïîëåçíîìó èíòåãðàëó ïðèâîäèò òàêæå ïðîèçâîäíàÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî

àðêòàíãåíñà:

(ath(x))′ =
1

1− x2
,

∫
dx

1− x2
= ath(x) + const,

÷òî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ath(x) = ln[(1 + x)/(1− x)]/2.
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C: Ïðèìå÷àíèÿ

Â òåêñòå ñèìâîëîì (⋖Ci) îòìå÷åíû ïðèìå÷àíèÿ ïîä íîìåðîì i. Èõ

èìååò ñìûñë ïðîñìàòðèâàòü, òîëüêî åñëè ê ìîìåíòó ïîÿâëåíèÿ ýòîãî

ñèìâîëà âîçíèêëî íåïîíèìàíèå èëè íåñîãëàñèå ñ Àâòîðîì. Âïîëíå âîç-

ìîæíî, ÷òî ïîä ñîîòâåòñòâóþùèì íîìåðîì áóäåò íàõîäèòüñÿ îòâåò èëè

áîëåå èëè ìåíåå óáåäèòåëüíûå äîïîëíèòåëüíûå àðãóìåíòû. Åñòåñòâåííî,

÷òî îòâåòû íà ÂÑÅ âîïðîñû íåëüçÿ íàéòè äàæå â Ïðèìå÷àíèÿõ....
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• C1 Ñóùåñòâóåò ëè âûäåëåííàÿ ñèñòåìà îòñ÷¼òà? Äà, ñóùåñòâóåò.

Ïîêà ìû ìûñëèì íàøó Âñåëåííóþ ïóñòîé, íåò îñíîâàíèé ñ÷èòàòü íåêî-

òîðóþ èíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó �ëó÷øå� ëþáîé äðóãîé. Îäíàêî ñòîèò çà-

ïîëíèòü ïðîñòðàíñòâî âåùåñòâîì, êàê òàêàÿ ñèñòåìà òóò æå ïîÿâëÿåòñÿ.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäñòàâèì ñåáå �ãàç� ÷àñòèö äâèæóùèõñÿ ñ ðàçëè÷íûìè

ñêîðîñòÿìè. Âñåãäà ìîæíî âûáðàòü ñèñòåìó îòñ÷¼òà îòíîñèòåëüíî êîòî-

ðîé ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ÷àñòèö áóäåò ðàâíà íóëþ. Åñëè ÷àñòèöû ðàçëè÷íû,

áîëåå âåðíûì ãîâîðèòü î íóëåâîì ñðåäíåì èìïóëüñå. Â êà÷åñòâå ÷àñòèö

ìîãóò âûñòóïàòü, íàïðèìåð, çâ¼çäû. Åù¼ áîëåå ïîäõîäÿùèìè îáúåêòà-

ìè ÿâëÿþòñÿ �îòîíû ðåëèêòîâîãî èçëó÷åíèÿ, çàïîëíÿþùèå ïðîñòàíñòâî

â âûøåé ñòåïåíè îäíîðîäíî è èçîòðîïíî. Òåìïåðàòóðà (ñðåäíÿÿ ýíåð-

ãèÿ �îòîííîãî ãàçà) ðåëèêòîâîãî èçëó÷åíèÿ ðàâíà 2,725 Ê. Èçìåíåíèå

òåìïåðàòóðû â íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ Çåìëè ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü å¼

�àáñîëþòíóþ� ñêîðîñòü.

Íåñìîòðÿ íà âûäåëåííîñòü ïîäîáîé ñèñòåìû, ïîêà íåò îñíîâàíèé ñ÷è-

òàòü, ÷òî îíà îáëàäàåò íåêîòîðûìè îñîáûìè ñâîéñòâàìè, îòëè÷àþùèìè

å¼ îò ëþáîé äðóãîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû. Òåìïåðàòóðó �îòîííîãî ãàçà

ìîæíî èçìåðÿòü ïðè ïîìîùè ñðàâíèòåëüíî ëîêàëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Ïîýòîìó, â ïðèíöèïå, ìîæíî îïðåäåëèòü äâèæåíèå ãàëèëååâñêîãî êîðàá-

ëÿ, íàõîäÿñü â åãî òðþìå. Îäíàêî åñëè ýêðàíèðîâàòü òðþì íå òîëüêî îò

ìîðñêîãî âåòðà, íî è îò ðåëèêòîâîãî èçëó÷åíèÿ, ïî-âèäèìîìó, àáñîëþò-

íîå äâèæåíèå îáíàðóæèòü íå óäàñòñÿ.

• C2 �àçëîæåíèå â ðÿä (ñòð. 32, 82, 397).

Äëÿ ðàçëîæåíèÿ â ðÿä ïî x ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè f(x) íå èìåþùåé

îñîáîé òî÷êè â x = 0, óíèâåðñàëüíûì èíñòðóìåíòîì ñëóæèò �îðìóëà

Òåéëîðà:

f(x) = f(0) + f ′(0)
x

1!
+ f ′′(0)

x2

2!
+ ...,

ãäå øòðèõè ó �óíêöèè îáîçíà÷àþò ïðîèçâîäíóþ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïî-

ðÿäêà âû÷èñëåííóþ ïðè x = 0. Îäíàêî ÷àñòî ìîæíî íàõîäèòü ðàçëîæå-
íèÿ íå èñïîëüçóÿ �îðìóëû Òåéëîðà. Íàïðèìåð, çàïèøåì:

√
1 + x = 1 + αx+ ... => 1 + x = 1 + 2αx+ ...,

ãäå ïðàâàÿ è ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà âîçâåäåíû â êâàäðàò, è îïóùåíî ñëà-

ãàåìîå x2
, êîòîðîå ïðè x → 0 ñóùåñòâåííî ìåíüøå, ÷åì 2αx. Ïðèðàâíè-

âàÿ êîý��èöèåíòû ïðè x, ïîëó÷àåì α = 1/2. Àíàëîãè÷íî:

1

1 + x
= 1+αx+ ... => 1 = (1+x)(1+αx) = 1+ (1+α) x+ ...,

îòêóäà ïàðàìåòð α = −1.
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• C3 Îðèåíòàöèÿ îñåé êîîðäèíàò (ñòð. 33).

Ïóñòü îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü v äâóõ ñèñòåì îòñ÷¼òà íàïðàâëåíà ïðî-

èçâîëüíûì îáðàçîì. Òàê êàê ýòî âåêòîð v = {vx, vy, vz} (è ñ îáðàòíûì

çíàêîì äëÿ S ′
), òî �èêñèðîâàíèå åãî êîìïîíåíò îçíà÷àåò òàêæå âûáîð

îïðåäåë¼ííîé îðèåíòàöèè êîîðäèíàòíûõ îñåé â êàæäîé ñèñòåìå îòñ÷åòà.

Âîîáùå ãîâîðÿ, êîìïîíåíòû ñêîðîñòè íå èçìåíÿòñÿ, åñëè êîîðäèíàòíûé

áàçèñ ïîâåðíóòü âîêðóã âåêòîðà v. Ïîýòîìó äëÿ îäíîçíà÷íîé �èêñàöèè

îðèåíòàöèè îñåé, êðîìå âåêòîðà ñêîðîñòè, òðåáóåòñÿ åù¼ îäíî íàïðàâëå-

íèå. Íàïðèìåð, íàáëþäàòåëè ìîãóò ñ÷èòàòü ïàðàëëåëüíûìè äâå ëèíåé-

êè, ðàñïîëîæåííûå îðòîãîíàëüíî ê îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè (àíàëîãè÷íî,

ñ÷èòàþòñÿ ïàðàëëåëüíûìè îñè y è z ïðè äâèæåíèè âäîëü îñè x).

• C4 Òðàíçèòèâíîñòü ìàññû (ñòð. 114).

Ïðîèëëþñòðèðóåì òðàíçèòèâíîñòü ìàññû íà ýêñïåðèìåíòå, â êîòîðîì

ñíà÷àëà ñòàëêèâàþòñÿ ÷àñòèöû C è B, à çàòåì A è C:

Ïóñòü A è B äâèæóòñÿ ñ òåìè æå ñêîðîñòÿìè, ÷òî è â îòñóòñòâèå C, à

ñêîðîñòü u3 ïîäîáðàíà òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå ñèììåòðè÷íîñòè

ðàçë¼òà C è B ïîñëå èõ ñòîëêíîâåíèÿ: m3/m2 = F (u2, u3). Åñëè çàòåì,

ïðè ñòîëêíîâåíèè A è C, ýòè ÷àñòèöû ðàçâåðíóò ñâîè ñêîðîñòè, òî ÷àñòè-

öà C îêàæåòñÿ â ñâî¼ì ïåðâîíà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè, äâèãàÿñü âïðàâî ñî

ñêîðîñòüþ u3. Ôèíàëüíàÿ êàðòèíà ýêâèâàëåíòíà ñèòóàöèè, êîãäà C âîîá-

ùå íå ó÷àñòâîâàëà â ñòîëêíîâåíèè, à A è B ñòàëêèâàþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè

ñ îòíîøåíèåì èõ ìàññ.

• C5 Êàñàòåëüíûå ê ñ�åðå âåêòîðû (ñòð. 100).

Ïðè èçìåíåíèè óãëîâ ðàäèóñ-âåêòîð ïåðåìåùàåòñÿ ïî ñ�åðå íå èçìåíÿÿ

ñâîåé äëèíû. Âåêòîð ïåðåìåùåíèÿ êàñàòåëåí ê ñ�åðå è ïåðïåíäèêóëÿðåí

ê n. Ïðîèçâîäíûå (èçìåíåíèå) âåêòîðà n ïî óãëàì ïðîïîðöèîíàëüíû êà-

ñàòåëüíûì ê ñ�åðå âåêòîðàì:

nφ =
∂n

∂φ
= (−sθsφ, sθcφ, 0), nθ =

∂n

∂θ
= (cθcφ, cθsφ,−sθ).

Äëÿ íîðìèðîâêè ýòè âåêòîðû íåîáõîäèìî ðàçäåëèòü íà èõ äëèíû:

n2
φ = s2θs

2
φ + s2θc

2
φ = s2θ, n2

θ = c2θc
2
φ + c2θs

2
φ + s2θ = 1.

• C6 Ïðîåêöèè êàñàòåëüíûõ ê ñ�åðå âåêòîðîâ (ñòð. 101).

Íóæíî ïåðåéòè â êîîðäèíàòû Çåìëè (íåáåñíàÿ ñ�åðà çåìíîãî íàáëþäà-

òåëÿ). Îäíàêî, ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî ïàðàëëàêñó

ïðîåêöèè neφ = −Peφ è neθ = −Peθ äëÿ îáîèõ ñ�åð áóäåò ñîâïàäàòü.
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• C7 Êîîðäèíàòû íà íåáåñíîé ñ�åðå (ñòð. 102).

Äëÿ íàáëþäàòåëÿ, âñå íåáåñíûå ñâåòèëà ðàñïîëîæåíû íà �íåáåñíîé ñ�å-

ðå�. Â àëüò-àçèìóòàëüíîé ñèñòåìå áàçîâàÿ ïëîñêîñòü (x, y) ñîâïàäàåò
ñ îêðóæíîñòüþ ëèíèè âèäèìîãî ãîðèçîíòà. Òî÷êà ðàñïîëîæåííàÿ âåðòè-

êàëüíî ââåðõó íàä ãîëîâîé (íà îñè z) íàçûâàåòñÿ çåíèòîì:

Ïîëîæåíèå îáúåêòà çàäà¼òñÿ óãëîì h (âûñîòà), ðàâíûì óãëîâîìó ðàññòî-

ÿíèþ îò ãîðèçîíòà äî îáúåêòà âäîëü áîëüøîãî êðóãà ñ�åðû ïðîõîäÿùåãî

÷åðåç çåíèò; è a (àçèìóò), � óãëîâûì ðàññòîÿíèåì îò þãà ê çàïàäó äî

òî÷êè íà ãîðèçîíòå ëåæàùåé ïîä çâåçäîé.

Äëÿ çàäàíèÿ êîîðäèíàò �íåïîäâèæíûõ çâ¼çä� èñïîëüçóåòñÿ ýêâàòîðè-

àëüíàÿ ñèñòåìà îòñ÷¼òà, íå çàâèñÿùàÿ îò âðàùåíèÿ Çåìëè è ïîëîæåíèÿ

íà íåé íàáëþäàòåëÿ. Å¼ öåíòð ðàñïîëîæåí â öåíòðå Çåìëè, à áàçîâîé

ïëîñêîñòüþ ñëóæèò îêðóæíîñòü íàçûâàåìàÿ íåáåñíûì ýêâàòîðîì. Îíà

îêðóæàåò îáû÷íûé çåìíîé ýêâàòîð. Äâå óãëîâûå êîîðäèíàòû ñèñòåìû

íàçûâàþòñÿ ñêëîíåíèåì δ è ïðÿìûì âîñõîæäåíèåì α.

Ñêëîíåíèå δ � óãîë, àíàëîãè÷íûé âûñîòå, îòñ÷èòûâàåòñÿ îò ëèíèè

íåáåñíîãî ýêâàòîðà ê òî÷êå íà ñ�åðå âäîëü áîëüøîãî êðóãà ïðîõîäÿùåãî

÷åðåç ñåâåðíûé è þæíûé ïîëþñà ñ�åðû. Ñêëîíåíèå èçìåðÿåòñÿ â ãðàäó-

ñàõ îò -90, äî +90. Ïîëîæèòåëüíûå óãëû ñîîòâåòñòâóþò íàïðàâëåíèþ ê

ñåâåðíîìó ïîëþñó, à îòðèöàòåëüíûå ê þæíîìó.

Ïðÿìûì âîñõîæäåíèåì α íàçûâàåòñÿ óãîë îò �èêñèðîâàííîé òî÷êè

íà ýêâàòîðå (òî÷êè âåñåííåãî ðàâíîäåíñòâèÿ), â íàïðàâëåíèè íà âîñòîê

ê ïðîåêöèè çâåçäû íà íåáåñíûé ýêâàòîð è èçìåðÿåòñÿ â ÷àñàõ è ìèíóòàõ,

òàê, ÷òî 24 ÷àñà ñîîòâåòñòâóþò 360 ãðàäóñàì. Òî÷êà âåñåííåãî ðàâíîäåí-

ñòâèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê òî÷êà âåñåííåãî ïåðåñå÷åíèÿ ýêâàòîðà, òðàåê-

òîðèåé äâèæåíèÿ Ñîëíöà ïî íåáåñíîé ñ�åðå â òå÷åíèè ãîäà. Ýòà òðà-

åêòîðèÿ íàçûâàåòñÿ ýêëèïòèêîé è íàêëîíåíà ê íåáåñíîìó ýêâàòîðó ïîä

óãëîì 23.5 ãðàäóñà, òàê êàê çåìíàÿ îñü íàêëîíåíà ê ïëîñêîñòè îðáèòû.

Èñïîëüçóåòñÿ òàêæå ýêëèïòè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò. Îíà ïðèâÿ-

çàíà ê ïëîñêîñòè çåìíîé îðáèòû èëè, â ýêâàòîðèàëüíîé ñèñòåìå, ê ëè-

íèè ýêëèïòèêè. Ýêëèïòè÷åñêàÿ øèðîòà β îòìåðÿåòñÿ �ââåðõ� è �âíèç� îò

ïëîñêîñòè ýêëèïòèêè, à äîëãîòà λ ê âîñòîêó îò âåñåííåãî ðàâíîäåíñòâèÿ.
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• C8 Çà÷åì íóæíû óñêîðèòåëè ñ ìèøåííüþ (ñòð. 126).

Ìîæåò âîçíèêíóòü âîïðîñ, ïî÷åìó âîîáùå ñóùåñòâóþò óñêîðèòåëè íå íà

âñòðå÷íûõ ïó÷êàõ. Îòâåò ïðîñòîé. Áîëüøèå ýíåðãèè âàæíû äëÿ îáíàðó-

æåíèÿ íîâûõ ÷àñòèö ñ áîëüøîé ìàññîé, êîòîðûå, â ñèëó çàêîíà ñîõðàíå-

íèÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà, ïðîñòî íå ìîãóò ðîäèòüñÿ ïðè ìåíüøèõ ýíåð-

ãèÿõ. Îäíàêî ÷òîáû äåòàëüíî èçó÷èòü èõ ñâîéñòâà, íåîáõîäèìà áîëüøàÿ

ñòàòèñòèêà, ò.å. î÷åíü áîëüøîå ÷èñëî ñîáûòèé, â êîòîðûõ îíè ïîÿâëÿþò-

ñÿ. Âåðîÿòíîñòü ïîäîáíûõ ðåàêöèé êðîìå �óíäàìåíòàëüíûõ ïðè÷èí, ñâÿ-

çàííûõ ñ õàðàêòåðîì âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö, îïðåäåëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ

ñòàëêèâàþùèõñÿ ïîòîêîâ. Â ïó÷êå ÷àñòèöû çàìåòíî áîëåå ðàçðÿæåíû ïî

ñðàâíåíèþ ñ âîçìîæíîé ïëîòíîñòüþ íåïîäâèæíîé ìèøåíè. Ïîýòîìó ðàñ-

ñåèâàíèå íà ìèøåíè ÷àñòî ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ïîâûñèòü òî÷íîñòü.

Óñêîðèòåëè, êðîìå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, õàðàêòåðèçóþòñÿ ñâåòèìî-

ñòüþ. Ïîñëåäíÿÿ îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì ÷àñòèö, ïðîõîäÿùèõ çà åäèíèöó

âðåìåíè ÷åðåç åäèíèöó ïîâåðõíîñòè:

L =
N

∆t · S =
N

∆x · S
∆x

∆t
= ρ u,

ãäå ρ � ïëîòíîñòü ïó÷êà, à u � åãî ñêîðîñòü. Ñâåòèìîñòü âûðàæàåòñÿ â

ñì

−2


−1
. ×åì áîëüøå ñâåòèìîñòü, òåì âûøå âåðîÿòíîñòü ïðîèñõîäÿùèõ

ïðè ñòîëêíîâåíèÿõ ðåàêöèé. Íàïðèìåð, Áîëüøîé àäðîííûé êîëëàéäåð

èìååò ñâåòèìîñòü ïîðÿäêà 1034 ñì−2


−1
. Ïðîòîíû â í¼ì ëåòÿò íå ñïëîø-

íûì ïîòîêîì, à ðàçáèòû íà îòäåëüíûå ñãóñòêè (ò.í. áàí÷è). Ñãóñòêè èäóò

íà ðàññòîÿíèè íåñêîëüêèõ ìåòðîâ. Êàæäûé èç íèõ ñîäåðæèò ïîðÿäêà 1010

ïðîòîíîâ. �åîìåòðè÷åñêè ñãóñòîê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé �èãîëêó� äëèíîé â

äåñÿòêè ñàíòèìåòðîâ è òîëùèíîé ìåíüøå ìèëëèìåòðà.

• C9 ×àñû â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå (ñòð. 161).

Ïîíÿòíî, ÷òî ñóùåñòâóþò ðàçíîâèäíîñòè ÷àñîâ êîòîðûå îòêàæóòñÿ ðà-

áîòàòü â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå, êàê, âïðî÷åì, è íàîáîðîò. Íàïðèìåð,

ìàÿòíèêîâûå ÷àñû ñ ïîäâåñîì íà îñè x ïîä âîçäåéñòâèåì ïîñòîÿííûõ

ñèë èíåðöèè áóäóò ðàâíîìåðíî �òèêàòü�, à ïðè ïåðåõîäå â èíåðöèàëüíóþ

ñèñòåìó � ñëîìàþòñÿ, òàê êàê âîçíèêíåò �íåâåñîìîñòü�. Òåì íå ìåíåå,

ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ðàâíîóñêîðåííîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà ñóùåñòâóåò øè-

ðîêèé êëàññ ñèíõðîííî èäóùèõ ÷àñîâ â îêðåñòíîñòè äàííîé òî÷êè ïðî-

ñòðàíñòâà.

• C10 Äëÿ ñâåòîâîãî ñèãíàëà ds = 0 (ñòð. 184).
Ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ñïîñîáà ïîëó÷åíèÿ èíòåðâàëà ds â ÍÈÑÎ.

Åãî âûðàæåíèå ïîëó÷àåòñÿ ïîäñòàíîâêîé ïðåîáðàçîâàíèé â ds2 = dT 2 −
dX2 − dY 2 − dZ2

. Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå ds = 0, òî

è â ÍÈÑÎ ds ìåæäó ýòèìè æå ñîáûòèÿìè ðàâåí íóëþ.
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H: Ïîìîùü

Â ýòîé ãëàâå ïðèâåäåíû ðåøåíèÿ çàäà÷ èëè ãðîìîçäêèõ âûâîäîâ, êî-

òîðûå â îñíîâíîì òåêñòå áûëè ïîìå÷åíû ñèìâîëîì (⋖Hi).
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Ëîãè÷åñêèå îñíîâû

• H1 Ïðîåêòèâíàÿ èíâàðèàíòíîñòü óðàâíåíèÿ ïðÿìîé (ñòð. 28)

Ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå x′ = x′
0 + u′ t′ ïðåîáðàçîâàíèÿ (1.6):

Dx+ E t

1 + a t+ b x
= x′

0 + u′ A t+ B x

1 + a t+ b x
.

Óìíîæàÿ ïðàâóþ è ëåâóþ ÷àñòè íà çíàìåíàòåëü, ïîëó÷àåì:

x = x0 + u · t,
ãäå x0 = x′

0/(D − x′
0 b − u′B), u = (x′

0 a + u′A − E)/(D − x′
0 b − u′B).

Òàêèì îáðàçîì, ñíîâà ïîëó÷àåòñÿ ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü êîîðäèíàòû îò

âðåìåíè ñ íîâûìè êîíñòàíòàìè x0 è u.

• H2 Ëèíåéíîñòü ïðåîáðàçîâàíèé (ñòð. 28)

Èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è u = (x′
0 a+ u′A−E)/(D− x′

0 b− u′B). Ñêîðîñòü

íå áóäåò çàâèñåòü îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé x′
0, åñëè a = b = 0 (èíà÷å äâå

÷àñòèöû ñ îäèíàêîâûìè ñêîðîñòÿìè â S ′
, íî ðàçëè÷íûìè íà÷àëüíûìè

ïîëîæåíèÿìè x′
0 áóäóò èìåòü â S ðàçëè÷íûå ñêîðîñòè).

• H3 Âûâîä äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (ñòð. 28)

∗

Ïóñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàòû è âðåìåíè: t′ = f(t, x), x′ = g(t, x)
óäîâëåòâîðÿþò îïðåäåëåíèþ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåì:

du

dt
= 0 =>

du′

dt′
= 0.

Ñêîðîñòè â ñèñòåìàõ ðàâíû u = dx/dt è u′ = dx′/dt′, ïîýòîìó (⋖H4):

u′ =
gx u + gt
fx u + ft

,

ãäå fx = ∂f(x, t)/∂x, è ò.ä. Äè��åðåíöèðóÿ u′
ïî dt′ = (fxu + ft) dt è

ïðèðàâíèâàÿ íóëþ êîý��èöèåíòû ïðè ñòåïåíÿõ ñêîðîñòè u (â ñèëó åå

ïðîèçâîëüíîñòè), ïîëó÷àåì (⋖H5) ñèñòåìó óðàâíåíèé:

fxx gx = gxx fx, (1)

ftt gt = gtt ft, (2)

fxx gt + 2 fxt gx = gxx ft + 2 gxt fx, (3)

ftt gx + 2 fxt gt = gtt fx + 2 gxt ft. (4)

Óìíîæèì (3) íà ft, à (4) íà fx è âû÷òåì. Òîãäà ïðè ïîìîùè (1), (2)

ïîëó÷àåì äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå òîëüêî äëÿ f :

2 fxt = fxx
ft
fx

+ ftt
fx
ft

(5)

(äëÿ g àíàëîãè÷íî, â ñèëó ñèììåòðèè f 7→ g è g 7→ f ).
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Âîçüì¼ì ïðîèçâîäíûå ÿêîáèàíà ïðåîáðàçîâàíèé D = fxgt − ftgx 6= 0

ïî x, t, èñêëþ÷èâ ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå ïðè ïîìîùè (1)-(4):

2
Dx

D
= 3

fxx
fx

, 2
Dt

D
= 3

ftt
ft
.

Ýòè óðàâíåíèÿ ëåãêî èíòåãðèðóþòñÿ:

fx
A(t)

=
ft

B(x)
=

gx
Ā(t)

=
gt

B̄(x)
= D2/3, (6)

ãäå A(t), B(x), Ā(t), B̄(x) � íåêîòîðûå �óíêöèè (�êîíñòàíòû� èíòåãðèðî-

âàíèÿ) è ðàâåíñòâà äëÿ gx, gt çàïèñàíû â ñèëó óïîìÿòóé âûøå ñèììåòðèè.

Íàéä¼ì fxx è ftt èç fx = ftA(t)/B(x) è ïîäñòàâèì â (5):

Ȧ(t) = −B′(x) = α.

Òàê êàê t è x íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå, òî α � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà. Â

ñèëó ñèììåòðèè, àíàëîãè÷íûå óðàâíåíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ Ā(t), B̄(x):

A(t) = α t+ β, B(x) = −αx + γ, Ā(t) = ᾱ t+ β̄, B̄(x) = −ᾱ x+ γ̄,

ãäå α, β, γ, ᾱ, β̄, γ̄ � êîíñòàíòû. Èíòåãðèðóÿ fx Ā(t) = gxA(t) ïî x è àíà-

ëîãè÷íî ft B̄(x) = gtB(x) ïî t, èìååì:

f(x, t) Ā(t) = g(x, t)A(t) +M(t), f(x, t) B̄(x) = g(x, t)B(x) +N(x).

Âîçüì¼ì ïðîèçâîäíóþ ïî t ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ è ïî x âòîðîãî. Èñêëþ-

÷àÿ ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ïðè ïîìîùè (6), ïîëó÷àåì:

Ṁ(t) = −N ′(x) = σ,

ãäå σ � ñíîâà êîíñòàíòà â ñèëó íåçàâèñèìîñòè t, x. Ñëåäîâàòåëüíî:

M(t) = σ t+ λ, N(x) = −σ x+ µ,

÷òî ïðèâîäèò ê äðîáíî-ëèíåéíûì ïðåáðàçîâàíèÿì.

Ýòîò ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà èçìåðåíèé.

Äåéñòâèòåëüíî, ñ÷èòàÿ, ÷òî äâèæåíèå áûëî òîëüêî âäîëü îñè x ìû ïðè-

õîäèì ê âûâîäó, ÷òî êîý��èöèåíòû äðîáíî-ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

ÿâëÿþòñÿ òàêæå �óíêöèÿìè îò y. Îäíàêî, ïðè äâèæåíèè âäîëü y âåñü

âûâîä â òî÷íîñòè ïîâòîðèòñÿ è ìû ñíîâà ïðèéäåì ê äðîáíî-ëèíåéíûì

ïðåîáðàçîâàíèÿì îòíîñèòåëüíî t, y ñ êîý��èöèåíòàìè çàâèñÿùèìè îò x.

Òàê êàê x è y ðàâíîïðàâíû, äðîáíî-ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå äîëæíî âû-
ïîëíÿòüñÿ è îòíîñèòåëüíî t, x, y. Ïðè ýòîì è â ÷èñëèòåëå è â çíàìåíàòåëå,

ìîãóò áûòü ÷ëåíû âèäà xy êîòîðûå ëèíåéíû è ïî x è ïî y. Ïîäñòàíîâêà
òðàåêòîðèè xi = uit + x0i â ïðåîáðàçîâàíèÿ äà¼ò, ÷òî äëÿ ñîõðàíåíèÿ

ëèíåéíîñòè, êîý��èöèåíòû ïðè ÷ëåíàõ xy äîëæíû ðàâíÿòüñÿ íóëþ.
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• H4 Ê âûâîäó ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé 1 (ñòð. 392)

Ïî îïðåäåëåíèþ äè��åðåíöèàëîâ:

dt′ =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂t
dt = fx dx+ft dt, dx′ =

∂g

∂x
dx+

∂g

∂t
dt = gx dx+gt dt.

Èõ îòíîøåíèå äà¼ò ïðåîáðàçîâàíèå ñêîðîñòè:

dx′

dt′
=

gx dx+ gt dt

fx dx+ ft dt
=

gx u+ gt
fx u+ ft

,

ãäå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü ðàçäåëåíû íà dt.

• H5 Ê âûâîäó ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé 2 (ñòð. 392)

du′ = d
(gx u+ gt
fx u+ ft

)

=
(gxx dx+ gxt dt) u+ gtx dx+ gtt dt

fx u + ft

− gx u+ gt
(fx u+ ft)2

((fxx dx+ fxt dt) u+ ftx dx+ ftt dt).

Äàëåå äåëèì íà dt, óìíîæàåì íà (fx u+ ft)
2
è ïðèðàâíèâàåì íóëþ:

(fx u+ ft) (gxx u
2 + 2gxt u+ gtt)− (gx u+ gt) (fxx u

2 + 2fxt u+ ftt) = 0.

• H6 Ïðåîáðàçîâàíèå êâàäðàòà ñêîðîñòè (ñòð. 36)

Çàïèøåì ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ êîìïîíåíò ñêîðîñòè (1.19):

u′2 = u′2
x + u′2

y =
(ux − v)2 + (1− v2) u2

y

(1− uxv)2
,

îòêóäà:

1− u′2 =
(
1 + u2 v2 − u2 − v2

)
(1− uxv)

−2 =
(1− u2)(1− v2)

(1− uxv)2
.

• H7 Òîæäåñòâî (1.25) (ñòð. 37)

ux =
u′
x + v

1 + u′
xv

=> 1±ux =
1 + u′

xv ± (u′
x + v)

1 + u′
xv

=
(1± u′

x)(1± v)

1 + u′
xv

.

• H8 Èíâàðèàíòíîñòü èíòåðâàëà (ñòð. 38)

Èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ïðèðàùåíèé (1.18), ñòð 34, èìååì:

(∆s)2 = (∆t′)2 − (∆x′)2 − (∆y′)2 =
(∆t− v∆x)2 − (∆x− v∆t)2

1− v2
− (∆y)2.

Âîçâîäÿ â êâàäðàò ïðèõîäèì ê èíâàðèàíòíîñòè èíòåðâàëà:

(∆s)2 = (∆t)2 − (∆x)2 − (∆y)2.
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Íåìíîãî �èëîñî�èè è èñòîðèè

• H9 Íåèçîòðîïíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà (ñòð. 54)

Â (1.11), ñòð. 30 ââåä¼ì íîâóþ �óíêöèþ ñêîðîñòè:

γ(−v)γ(v) =
1

1− α v2
, γ(v) =

f(v)√
1− α v2

.

Îòêóäà, f(−v) f(v) = 1. Âîçüì¼ì ïåðâîå óðàâíåíèå â ñèñòåìå ïîñëåäîâà-

òåëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (ñòð. 29), è ïîäñòàâèì â íåãî σ(v) = α v:

x3 = γ2γ1 [(1 + α v1v2) x1 − (v1 + v2) t1 ] = γ3 [x1 − v3 t1].

Ïðèðàâíÿåì êîý��èöèåíòû ïðè x1: γ3 = (1 + αv1v2) γ1γ2 è çàïèøåì ýòî

óðàâíåíèå ïðè ïîìîùè �óíêöèè f(v):

f3
√

1− α v23
= (1 + α v1v2)

f1 f2
√

1− α v21
√

1− α v22
.

Ïîäñòàâëÿÿ v3 (1.20), (1.22) â ëåâóþ ÷àñòü, èìååì f3 = f1 f2. Â ðåçóëüòàòå:

f

(
v1 + v2

1 + α v1v2

)

= f(v1)f(v2).

Òàê êàê ñêîðîñòè v1 è v2 íåçàâèñèìûå, âîçüì¼ì ïðîèçâîäíóþ ïî v2:

f ′
(

v1 + v2
1 + α v1v2

)
1− αv21

(1 + α v1v2)2
= f(v1)f

′(v2)

è ïîëîæèì v2 = 0:

f ′(x) (1− αx2) = a f(x),

ãäå x = v1, à êîíñòàíòà a = f ′(0). �åøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ íå ïðåäñòàâ-
ëÿåò òðóäà. Ïóñòü α = 1/c2 > 0, òîãäà:

∫
df

f
=

∫
c2 a dx

c2 − x2
=

a c

2

∫ [
1

c− x
+

1

c+ x

]

dx =
a c

2
ln

c+ x

c− x
= ln

f

f0
.

Ââîäÿ êîíñòàíòó µ = a c/2, è ó÷èòûâàÿ, ÷òî γ(0) = 1 (ñèñòåìû S è S ′

ñîâïàäàþò), ïîëó÷àåì ïðåîáðàçîâàíèÿ

x′ =

(
c+ v

c− v

)µ
x− vt

√

1− v2/c2
, t′ =

(
c+ v

c− v

)µ
t− vx/c2
√

1− v2/c2
.
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Êèíåìàòèêà

• H10 Âîññòàíîâëåíèå �c� â �îðìóëàõ ý��åêòà Äîïëåðà (ñòð. 81)

ν = ν0

√
c− v

c+ v
, ν = ν0

√
c+ v

c− v
, ν = ν0

√

1− v2/c2.

• H11 Äâèæåíèå êóáà èç äâóõ ñèñòåì îòñ÷¼òà (ñòð. 90)

Ïóñòü íåêîòîðàÿ �èêñèðîâàííàÿ òî÷êà â ñèñòåìå S ′
äâèæåòñÿ ïî òðàåê-

òîðèè x′ = x′
0, y

′ = y′0+u′t′, ãäå x′
0, y

′
0 è u′

ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè. Ïîäñòà-

âèì ýòó òðàåêòîðèþ â îáðàòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà: t = γ(t′+vx′
0),

x = γ(x′
0 + vt′), y = y′0 + u′t′. Èñêëþ÷àÿ âðåìÿ t′, ïîëó÷àåì òðàåêòîðèþ

òî÷êè â ñèñòåìå S:

x =
x′
0

γ
+ vt, y = (y′0 − u′v x′

0) + u t,

ãäå u = u′/γ � ñêîðîñòü òî÷êè âäîëü îñè y â ñèñòåìå S è γ = 1/
√
1− v2.

Ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè t = t′ = 0 ëåâûé íèæíèé óãîë êâàäðàòà (òî÷êà

D, ðèñóíîê íà ñòð. 90) íàõîäèëñÿ â íà÷àëå ñèñòåì îòñ÷¼òà x′
0 = y′0 = 0,

òîãäà ïðàâûé íèæíèé óãîë (òî÷êà C) èìåë êîîðäèíàòû y′0 = 0, x′
0 = L0.

Åñëè â ñîáñòâåííîé ñèñòåìå êâàäðàò èìååò äëèíó ðåáðà L0, òî â ñèñòåìå

S ′
ïðè äâèæåíèè âäîëü îñè y′ îí âûãëÿäèò ñæàòûì è êîîðäèíàòû òî÷åê A

è B ðàâíû {0, L0/γ
′ } è {L0, L0/γ

′} ñîîòâåòñòâåííî, ãäå γ ′ = 1/
√
1− u′2

.

Â ðåçóëüòàòå êîîðäèíàòû {x, y} óãëîâ â ñèñòåìå S ðàâíû (t = 0):
{

0, 0
}

D

{L0

γ
, −u′vL0

}

C

{

0,
L0

γ ′

}

A

{L0

γ
,

L0

γ ′ − u′v L0

}

B
.

Ïðîïîðöèè íà ðèñóíêàõ ñòð. 90 ñîîòâåòñòâóþò ñêîðîñòÿì v = 4/5 = 0.8
(γ = 5/3) è u′ = 3/5 = 0.6 (γ ′ = 5/4).

• H12 Îáùåå ÷èñëî çâ¼çä íà íåáå (ñòð. 103)

Ïðîèíòåãðèðóåì ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ çâ¼çä ïî òåëåñíîìó óãëó:

N

4π

∫
1− v2

(1− v cos θ′)2
sin θ′dθ′dφ′ =

N

2

1∫

−1

1− v2

(1− vz)2
dz,

ãäå èíòåãðàë ïî dφ′
äàë 2π, è ñäåëàíà çàìåíà z = cos θ′. Òàê êàê θ′ =

[0...π], òî z = [1...−1]. Ïåðåñòàíîâêà ïðåäåëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ óñòðàíÿåò

ìèíóñ sin θ′ dθ′ = −d(cos θ′), è óïîðÿäî÷èâàåò èíòåãðèðîâàíèå ïî z:

N

2

1∫

−1

1− v2

(1− vz)2
dz =

N

2

1

v

1− v2

1− vz

∣
∣
∣

+1

−1
=

N

2v

[
(1 + v)− (1− v)

]
= N.
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• H13 Òðàåêòîðèÿ óñêîðåííîãî äâèæåíèÿ (ñòð. 107)

Ïðîèíòåãðèðóåì ñêîðîñòü òåëà:

x(t) = x(0) +

t∫

0

u(t) dt = x0 +

t∫

0

π0 + at
√

1 + (π0 + at)2
dt.

Äåëàÿ çàìåíó τ = π0 + at, dτ = a dt, ïîëó÷àåì:

x(t)− x0 =
1

a

π0+at∫

π0

τ√
1 + τ 2

dτ =
1

2a

π0+at∫

π0

d(τ 2)√
1 + τ 2

=
1

a

√

1 + τ 2
∣
∣
∣

π0+at

π0

.

• H14 Âîññòàíîâëåíèå �c� â ðàâíîóñêîðåííîì äâèæåíèè (ñòð. 107)

�àçìåðíîñòü π0 ðàâíà ðàçìåðíîñòè ñêîðñòè, ïîýòîìó π0 7→ π0/c. Äëÿ

âðåìåíè è óñêîðåíèÿ: t 7→ ct, a 7→ a/c2, ïîýòîìó:

x(t) = x0 +
c2

a

(
√

1 + (π0 + a t)2/c2 −
√

1 + π2
0/c

2

)

.

• H15 �àçëîæåíèå â ðÿä âðåìåíè ïóòåøåñòâèÿ (ñòð. 109)

Äëÿ ðàçëîæåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî àðêñèíóñà èñïîëüçóåì �îðìóëó:

ash y ≈ y − y3

6
+ ...

Å¼ ìîæíî ïîëó÷èòü ïðè ïîìîùè îáùåé �îðìóëû Òåéëîðà èëè èç ðàçëî-

æåíèÿ ýêñïîíåíòû:

ex ≈ 1 + x+
x2

2
+

x3

6
+ ... => sh x =

ex − e−x

2
≈ x+

x3

6
+ ...

Òàê êàê y = sh x, òî y3 = sh3 x ≈ x3
(óäåðæèâàåì ïîðÿäîê ìàëîñòè íå

áîëåå x3
). Ïîýòîìó

ash y = x = sh x− x3

6
= y − y3

6
.

Äëÿ ðàçëîæåíèÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî èñïîëüçóåì ðàçëîæåíèÿ (⋖C2):

√
1 + x ≈ 1 +

x

2
,

1

1 + x
≈ 1− x.



398

�åëÿòèâèñòñêàÿ äèíàìèêà

• H16 Ñîõðàíåíèå ýíåðãèè â îäíîìåðíîì ñëó÷àå (ñòð. 121)

�àññìîòðèì ñòîëêíîâåíèå äâóõ îäèíàêîâûõ ÷àñòèö ñ ìàññàìè m, äâè-

æóùèõñÿ ñî ñêîðîñòÿìè u íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó. Ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ

ïîëó÷àåòñÿ íåïîäâèæíàÿ ÷àñòèöà, ìàññà êîòîðîé ðàâíà M :

Ïóñòü E = mf(u), �óíêöèÿ f � ÷¼òíà: f(−u) = f(u), è f(0) = 1.
�àññìîòðèì äðóãóþ ñèñòåìó îòñ÷¼òà, äâèæóùóþñÿ âëåâî ñî ñêîðîñòüþ

v. Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè â ýòîé ñèñòåìå áóäåò èìåòü âèä:

mf

(
v + u

1 + uv

)

+mf

(
v − u

1− uv

)

= Mf (v) .

Ïîëîæèì v = 0, è, ó÷èòûâàÿ ñèììåòðè÷íîñòü �óíêöèè f , äëÿ �èíàëü-

íîé ÷àñòèöû èìååìM = 2mf(u). Ïîäñòàâëÿÿ ýòó ìàññó â çàêîí ñîõðàíå-
íèÿ ïðè ïðîèçâîëüíîé ñêîðîñòè v, ïîëó÷èì �óíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå:

f

(
v + u

1 + uv

)

+ f

(
v − u

1− uv

)

= 2f(u) f(v).

Äëÿ ðåøåíèÿ �óíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðåéä¼ì ê ãèïåðáîëè÷åñêèì

òàíãåíñàì v = th(x), u = th(y) è ââåä¼ì �óíêöèþ g(x) = f(th(x)):

g(x+ y) + g(x− y) = 2g(x)g(y),

Âîçüì¼ì ïðîèçâîäíóþ ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòè ïî y:

g′ (x+ y)− g′ (x− y) = 2g(x) g′ (y).

Ïðè y = 0 èìååì g′(0) = 0. Åù¼ îäíà ïðîèçâîäíàÿ äà¼ò (g′′(0) = a):

g′′(x+ y) + g′′(x+ y) = 2g(x) g′′(y).

Ñíîâà ïîëîæèâ y = 0, ïîëó÷àåì:

g′′(x) = a g(x) => g(x) = Aeax +B e−ax.

Âîñïîëüçîâàâøèñü óñëîâèÿìè g(0) = 1 è g′(0) = 0, ïîëó÷àåì: A+B = 1,
A− B = 0. Ïîýòîìó A = B = 1/2, è îêîí÷àòåëüíî:

g(x) = ch(ax) => E =
m

2

(1 + u)a + (1− u)a

(1− u2)a/2
.

Çíà÷åíèå a = 1 ïðèâîäèò ê îáû÷íîìó ðåëÿòèâèñòñêîìó âûðàæåíèþ.
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• H17 Âûâîä âûðàæåíèÿ äëÿ èìïóëüñà (ñòð. 123)

Ñ÷èòàÿ, ÷òî p = mu f(u2), è èìïóëüñ ñîõðàíÿåòñÿ, ïîëó÷èì �óíêöèþ

f(u2) èç ðåëÿòèâèñòñêîãî çàêîíà ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé. �àññìîòðèì ñòîëê-

íîâåíèå äâóõ îäèíàêîâûõ ÷àñòèö, ñ èõ ïîñëåäóþùèì ñëèïàíèåì. Â ñè-

ñòåìå öåíòðà ìàññ �èíàëüíàÿ ÷àñòèöà èìåëà íóëåâóþ ñêîðîñòü. Åñëè íà-

áëþäàòåëü ñî ñêîðîñòüþ v = −u äâèæåòñÿ âëåâî, îí óâèäèò, ÷òî âòîðàÿ

÷àñòèöà íåïîäâèæíà. Â ñèëó ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé u′
x = (ux−v)/(1−uxv),

ïåðâàÿ ÷àñòèöà íàëåòàåò íà íå¼ ñëåâà ñî ñêîðîñòüþ u′
x = w = 2u/(1+u2):

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà äëÿ ýòîãî íàáëþäàòåëÿ èìååò âèä:

mw f
(
w2
)
= Muf(u2). (7)

Ïåðåâåðí¼ì êàðòèíêó. Ïóñòü ÷àñòèöà ñî ñêîðîñòüþ w = 2u/(1+u2) âðåçà-

åòñÿ â òàêóþ æå íåïîäâèæíóþ ÷àñòèöó ñíèçó ââåðõ. �åçóëüòàò ñëèïàíèÿ,

òàêæå ïîëåòèò ââåðõ ñî ñêîðîñòüþ u. Çàïèøåì çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëü-

ñà äëÿ íàáëþäàòåëÿ â ñèñòåìå S ′
äâèæóùåéñÿ îòíîñèòåëüíî S âëåâî ñî

ñêîðîñòüþ v âäîëü îñè x:

Âñå ÷àñòèöû â S ′
èìåþò ãîðèçîíòàëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ ñêîðîñòè ðàâíóþ

v. Òàê êàê â ñèñòåìå S îíà ðàâíÿëàñü íóëþ, òî â ñèëó çàêîíà ñëîæåíèÿ

ñêîðîñòåé (1.19), ñòð. 35: u′
y = uy

√
1− v2. Çàïèøåì çàêîí ñîõðàíåíèÿ

ïðîåêöèè èìïóëüñà íà îñü x, ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî u2 = u2
x + u2

y:

mvf
(
v2 + w2 (1− v2)

)

︸ ︷︷ ︸

A

+mvf
(
v2
)

︸ ︷︷ ︸

B

= Mvf
(
v2 + u2(1− v2)

)

︸ ︷︷ ︸

C

.

Ñîêðàòèì v, çàòåì ïîëîæèì åãî ðàâíûì íóëþ v = 0 è ðàçäåëèì íà (7):

f(0)

f (w2)
=

w

u
− 1.

Âûðàæàÿ u ÷åðåç w = 2u/(1+u2), ïîëó÷àåì u = (1−
√
1− w2)/w, îòêóäà

ïðèõîäèì ê f(w2) = f(0)/
√
1− w2

.
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• H18 Ìàêñèìóì óãëà ðàññåÿíèÿ (ñòð. 130)

Îáîçíà÷èì E ′
1 = x è íàéä¼ì ìàêñèìóì âûðàæåíèÿ:

F =
(E1 +m2)x− (m2

1 + E1m2)

p1
√

x2 −m2
1

.

Áåðÿ ïðîèçâîäíóþ è ïðèðàâíèâàÿ å¼ íóëþ:

F ′ =
E1 +m2

p1
√

x2 −m2
1

− (E1 +m2)x− (m2
1 + E1m2)

p1(x2 −m2
1)

3/2
x = 0,

îòêóäà:

x =
m2

1(E1 +m2)

m2
1 + E1m2

, èëè

√

x2 −m2
1 =

p1m1

√

m2
1 −m2

2

m2
1 + E1m2

,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî E2
1 −m2

1 = p21. Ïîäñòàâëÿÿ x è

√

x2 −m2
1 â F , ïîëó÷àåì:

Fmax =

√

m2
1 −m2

2

m1
= (cos θ1)max.

Ó÷èòûâàÿ sin2 θ1 = 1−cos2 θ1, ïîëó÷àåì çíà÷åíèå ìàêñèìàëüíîãî ñèíóñà.

• H19 �åøåíèå óðàâíåíèÿ ðåàêòèâíîãî äâèæåíèÿ (ñòð. 135)

Èíòåãðèðóÿ, â ëåâîé ÷àñòè ïîëó÷àåì ln(f/f0), ãäå f0 � êîíñòàíòà èíòåãðè-
ðîâàíèÿ. Â ïðàâîé ÷àñòè, äëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî äåëàåì çàìåíó v2 = z,

2vdv = dz è ïîëó÷àåì ëîãàðè�ì. Äëÿ âòîðîãî è òðåòüåãî ñëàãàåìûõ

ëîãàðè�ì ïîëó÷àåòñÿ ñðàçó:

ln
f

f0
= −1

2
ln(1− v2)− 1

2u0

[
− ln(1− v) + ln(1 + v)

]
.

• H20 Íåðåëÿòèâèñòñêèé ïðåäåë �îðìóëû Öèîëêîâñêîãî (ñòð. 135)

Íàéä¼ì íåðåëÿòèâèñòñêèé ïðåäåë ñîîòíîøåíèÿ (4.27), ñòð. 135, â êîòîðîé

âîññòàíîâèì ñêîðîñòü ñâåòà:

M

M0
=

(
1− v/c

1 + v/c

)c/(2u0)

≈
(

1− 2v

c

)c/(2u0)

.

Ïðèáëèæ¼ííîå ðàâåíñòâî çàïèñàíî äëÿ ìàëûõ ñêîðîñòåé, äëÿ êîòîðûõ

(1+v/c)−1 ≈ 1−v/c è ïðè ïåðåìíîæåíèè ñêîáîê ñîõðàí¼í òîëüêî ïåðâûé

ïîðÿäîê ïî v/c. Âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäåëîì, âîçíèêàþùèì ïðè îïðåäåëå-

íèè ÷èñëà Ýéëåðà è ýêñïîíåíöèàëüíîé �óíêöèè: ex = (1 + αx)1/α ïðè

α → 0. Îáîçíà÷èì α = 2u0/c è x = −v/u0. Íåðåëÿòèâèñòñêèé ïðåäåë

ñîîòâåòñòâóåò c → ∞ èëè α → 0, îòêóäà ñëåäóåò: M/M0 = e−v/u0.
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Ñèëà è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

• H21 Âûäåëåíèå ïîëíîãî êâàäðàòà (ñòð. 144)

Ïðîâîäÿ ýëåìåíòàðíûå àëãåáðàè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ, èìååì:

2w0a t+ a2 t2 = a2
(

t2 + 2
w0a

a2
t
)

= a2
(

t+
w0a

a2

)2

− (w0a)
2

a2
.

Êðîìå ýòîãî: [w0 × a]2 = w2
0 a

2 − (w0a)
2
.

• H22 Óðàâíåíèÿ â êîìïîíåíòàõ (ñòð. 146)

Ïîëàãàÿ b = {0, 0, 1}, äëÿ u = {ux, uy, uz} èç (5.17), (5.18) èìååì:

dux

dt
= ω uy,

duy

dt
= −ω ux,

duz

dt
= 0.

Áåðÿ ïðîèçâîäíóþ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ è ïîäñòàâëÿÿ âòîðîå, ïîëó÷àåì äâà

îñöèëëÿòîðíûõ óðàâíåíèé ñ îäèíàêîâîé ÷àñòîòîé:

d2ux

dt2
+ ω2 ux = 0,

d2uy

dt2
+ ω2 uy = 0.

• H23 Ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè (ñòð. 148)

Ïðîèçâîäíóþ ðàäèóñ-âåêòîðà ïî âðåìåíè ìîæíî âçÿòü òàêèì îáðàçîì:

dr

dt
=

d
√

x2 + y2 + z2

dt
=

1

2
√

x2 + y2 + z2

(

2x
dx

dt
+ 2y

dy

dt
+ 2z

dz

dt

)

=
ru

r
.

• H24 Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ýíåðãèÿ (ñòð. 148)

dE
dt

=
(

uF+ E V ′ ru

r

)

eV (r) = 0.

Ïîäñòàâëÿÿ (5.26), äåéñòâèòåëüíî, ïîëó÷àåì íîëü.

• H25 Ñîîòíîøåíèå äëÿ f2 (ñòð. 149)

Òàê êàê

r× [u× [r× u]] = r× (r u2 − u (ru)) = −[r× u] (ru),

ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (5.26) äëÿ ñèëû ñ f3 = 0, èìååì

dL

dt
= −E g′(E)

V ′(r)

r
(ru) [r× p] + g(E) f2 [r× u] (ru) = 0,

îòêóäà, ó÷èòûâàÿ p = uE, ïîëó÷àåì f2.
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Íåèíåðöèàëüíûå ñèñòåìû

• H26 Òðàåêòîðèÿ âòîðîãî êîðàáëÿ (ñòð. 163)

Ïîëüçóåìñÿ òîæäåñòâàìè, ñëåäóþùèìè èç îïðåäåëåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ

�óíêöèé (ñòð. 382):

ch(α) + sh(α) = eα, ch(α)− sh(α) = e−α.

• H27 Âðåìåíà ïîñûëêè è ïîëó÷åíèÿ ñèãíàëà (ñòð. 164)

Òàê êàê l0 = τ0/2 = ln(1 + ax0)/a, èìååì:

eat2 = aT +
√

eaτ0 + (aT )2 = (1 + ax0)
[
sh
(
a e−al0 t′

)
+ ch

(
a e−al0 t′

)]
,

ãäå âðåìÿ T ïîäñòàâëåíî èç âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ (6.12). Ó÷òÿ òîæäåñòâà

ïðåäûäóùåé çàäà÷è, ïîëó÷àåì âðåìÿ âîçâðàùåíèÿ ñèãíàëà t2. Âðåìÿ îò-
ïðàâêè t1 = t2 − τ0 = t2 − 2l0

• H28 Ñêîðîñòü òî÷êè X = 0 (ñòð. 169)
Ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèé (6.21) çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ òðàåêòîðèè

òî÷êè X = 0 ñèñòåìû S0 îòíîñèòåëüíî íàáëþäàòåëÿ â x = 0:

x = −1

a
ln[ch(at)] => u = −dx

dt
= − th(at) = − aT

√

1 + (aT )2
.

Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå âìåñòî t ïîäñòàâëåíî âðåìÿ ÷àñîâ, íàõîäÿùèõñÿ
â x = 0, ðàâíîå sh(at) = aT äëÿ íàáëþäàòåëåé â S0. Èç ýòîãî ñîîòíîøå-

íèÿ ñëåäóåò, ÷òî ñêîðîñòü íàáëþäàòåëÿ â X = 0 îòíîñèòåëüíî S ðàâíà

ñêîðîñòè (ñ îáðàòíûì çíàêîì) íàáëþäàòåëÿ â x = 0 îòíîñèòåëüíî S0.

• H29 �àçëîæåíèå ïî 1/c2 íåèíåðöèàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (ñòð. 172)

Çàïèøåì ïðåîáðàçîâàíèÿ (6.29) íà ñòð. 172 â íåñâåðíóòîì âèäå è ñäåëàåì

çàìåíû T 7→ cT , t 7→ ct, a 7→ a/c2 è U0 7→ U0/c:

aX

c2
= γ0

[

ch

(
at

c

)

+
U0

c
sh

(
at

c

)]

eax/c
2 − γ0,

aT

c
= γ0

[

sh

(
at

c

)

+
U0

c
ch

(
at

c

)]

eax/c
2 − γ0

U0

c
.

Ïðè ðàçëîæåíèè â ðÿä ïî 1/c ó÷èòûâàåì, ÷òî:

ex ≈ 1 + x+ ..., ch(x) ≈ 1 +
x2

2
+ ..., sh(x) ≈ x+ ...

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ðàçëîæåíèÿ, ïîëó÷àåì:

X ≈ x+ U0t+
1

2
at2, T ≈ t.
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Êîâàðèàíòíûé �îðìàëèçì

• H30 Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà äëÿ òåíçîðà 2-ãî ðàíãà (ñòð. 211)

Íàéä¼ì â ÿâíîì âåêòîðíîì âèäå çàêîíû ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ òåíçîðà âòî-

ðîãî ðàíãà T αβ
. Òàê êàê îí ïðåîáðàçóåòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèå êîìïîíåíò

äâóõ 4-âåêòîðîâ, ìîæíî ðàññìîòðåòü ÷àñòíûé ñëó÷àé T αβ = AαBβ
. Çà-

ïèøåì äëÿ 4-âåêòîðîâ Aα
è Bβ

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà (7.4), ñòð. 198 â

êîìïîíåíòíîì âèäå

A′0 = γ · (A0 − vkA
k), A′i = Ai − γviA

0 + Γ vivjA
j,

B′0 = γ · (B0 − vkB
k), B′j = Bj − γvjB

0 + Γ vjvkB
k,

ãäå ëàòèíñêèå èíäåêñû ïðîáåãàþò çíà÷åíèÿ îò 1 äî 3, è äëÿ 3-ìåðíîé

ñêîðîñòè v ìû íå ðàçëè÷àåì âåðõíèå è íèæíèå èíäåêñû, ñ÷èòàÿ, ÷òî

vi = vi. Ïåðåìíîæàÿ ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷àåì:

T ′00 = γ2T 00 − γ2vk(T
0k + T k0) + γ2vnvmT

nm,

T ′0i = γ(T 0i − vkT
ki)− γ2vi(T

00 − vkT
k0) + γΓ vi(vk T

0k − vnvm T nm),

T ′i0 = γ(T i0 − vkT
ik)− γ2vi(T

00 − vkT
0k) + γΓ vi(vk T

k0 − vnvm T nm),

T ′ij = T ij + γ2vivjT
00 − γ(viT

0j + vjT
i0) + Γ(vjvkT

ik + vivkT
kj)

−γΓ vivj (vkT
0k + vkT

k0) + Γ2vivjvnvmT
nm.

Äëÿ àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà T αβ = −T αβ
ýòè ñîîòíîøåíèÿ óïðîùà-

þòñÿ. Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå vnvmT
nm = 0. Äåéñòâèòåëü-

íî, ïåðåèìåíîâûâàÿ èíäåêñû ñóììèðîâàíèÿ, ìîæíî çàïèñàòü

vnvmT
nm = vmvnT

mn = −vnvmT
nm.

Âî âòîðîì ðàâåíñòâå ìû âîñïîëüçîâàëèñü ñâîéñòâîì àíòèñèììåòðèè. Âû-

ðàæåíèå ðàâíîå ñàìîìó ñåáå ñ îáðàòíûì çíàêîì ìîæåò áûòü òîëüêî íó-

ë¼ì. Â ðåçóëüòàòå äëÿ íóëåâûõ êîìïîíåíò T ′00 = γ2T 00 = 0, ò.å. êîì-

ïîíåíòà T 00
àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà ðàâíàÿ íóëþ â îäíîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò, áóäåò íóëåâîé è â ëþáîé äðóãîé. Äëÿ îñòàëüíûõ êîìïîíåíò

èìååì:

T ′0i = γ(T 0i − vkT
ki)− Γ vivk T

0k,

T ′ij = T ij − γ(viT 0j − vjT 0i) + Γ(vjT ik − viT jk)vk.

Àíòèñèììåòðè÷íûé 4-òåíçîð âòîðîãî ðàíãà èìååò 6 íåíóëåâûõ êîìïî-

íåíò. Èõ ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç êîìïîíåíòû äâóõ âåêòîðîâ 3-ìåðíîãî

ïðîñòðàíñòâà. Â ãëàâå 5, ïðè ïîìîùè òàêèõ äâóõ âåêòîðîâ ýòèì ïðåîá-

ðàçîâàíèÿì áóäåò ïðèäàí åù¼ áîëåå êîìïàêòíûé âèä.
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Äèíàìèêà â êîâàðèàíòíûõ îáîçíà÷åíèÿõ

• H31 Óãîë ðàññåÿíèÿ â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ (ñòð. 220)

Çàïèøåì

cosχ =
t−m2

1 −m2
3 + 2E1E3

2 |p||q|
è ïîäñòàâëèì E1, E3, |p|, |q|:

cosχ =
2 s (t−m2

1 −m2
3) + (s+m2

1 −m2
2) (s+m2

3 −m2
4)

√

λ(s, m2
1, m

2
2) λ(s, m

2
3, m

2
4)

.

Ïåðåìíîæàÿ ñêîáêè â ÷èñëèòåëå è çàìåíÿÿm2
1+m2

2+m2
3+m2

4 íà s+t+u,
ïîëó÷àåì (8.18).

• H32 Óãîë ðàññåÿíèÿ â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå (ñòð. 221)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî �óíêöèÿ òðåóãîëüíèêà λ(x, y, z) ñèììåòðè÷íà
è λ(u, m2

3, m
2
2) = λ(u, m2

2, m
2
3).

• H33 Ïåðåñòàíîâêà èíäåêñîâ â ñèìâîëå Ëåâè-×åâèòû (ñòð. 229)

εαβµν = −εαµβν = εαµνβ = −εµανβ = εµναβ.

• H34 Èíâàðèàíòû àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà (ñòð. 231)

Ïîäñòàâèì â âûðàæåíèÿ a′2−b′2
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà äëÿ âåêòîðîâ

a è b (òàêèå æå êàê è äëÿ òåíçîðà ìîìåíòà èìïóëüñà Lαβ = (G,L)).
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

[v × a]2 = v2a2 − (va)2

è àíàëîãè÷íî äëÿ âåêòîðà b, èìååì:

γ2 (a2 + v2 b2 − (vb)2 + 2[v× b] a) + (Γ2 v2 − 2γΓ) (va)2,

−γ2 (b2 + v2 a2 − (va)2 − 2[v × a]b) + (Γ2 v2 − 2γΓ) (vb)2.

Âåêòîðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ñîêðàùàþòñÿ, òàê êàê ïî ïðàâèëó âûòàëêèâà-

íèÿ:

[v × b] a = v [b× a] = −v [a× b], [v × a]b = v [a× b].

Ïîýòîìó âûðàæåíèå a′2 − b′2
ðàâíî:

γ2(1− v2) (a2 − b2) + ((va)2 − (vb)2) (γ2 − 2 γΓ + Γ2v2) = a2 − b2,

ãäå ïîñòàâëåíî âûðàæåíèå äëÿ Γ è ñäåëàíû ïðåîáðàçîâàíèÿ:

γ2 − 2γΓ + Γ2v2 =
γ2 − 1− 2 γ (γ − 1) + (γ − 1)2

v2
= 0.
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Êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû

• H35 Èíòåðâàë ñèñòåìû Ëîðåíöà-Ì¼ëëåðà-Íåëüñîíà (ñòð. 243)

ds2 =
{
(1 +Wr)2 − [Ω× r]2

}
dt2 − 2[Ω× r] drdt− dr2,

ãäå

W = γ v̇ +
γ (γ − 1)

v2
(v̇v)v, Ω =

γ − 1

v2
[v × v̇].

• H36 Ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ γij (ñòð. 254)
Êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ïðåîáðàçóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

g00 = (∂0t
′)2 g′00, g0i = (∂0t

′) (∂it
′ g′00 + ∂ix

′p g′0p)

gij = ∂it
′∂jt

′ g′00 + (∂ix
′p∂jt

′ + ∂jx
′p∂it

′) g′p0 + ∂ix
′p∂jx

′q g′pq.

Êðîìå ýòîãî

g0ig0j
g00

=
1

g′00
(∂it

′ g′00 + ∂ix
′p g′0p)(∂jt

′ g′00 + ∂jx
′q g′0q)

= ∂it
′ ∂jt

′ g′00 + ∂it
′ ∂jx

′q g′0q + ∂ix
′p∂jt

′ g′0p + ∂ix
′p ∂jx

′q g
′
0pg

′
0q

g′00
.

Âû÷èòàÿ èõ, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ñîîòíîøåíèå.

• H37 Òðàåêòîðèÿ ÷àñòèöû âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå (ñòð. 266)

Ñèñòåìó óðàâíåíèé:

{
r cos(φ+ ωt) = r0 cosφ0 + V0t cosα

r sin(φ+ ωt) = r0 sinφ0 + V0t sinα

óäîáíî ïåðåïèñàòü â êîìïëåêñíîì âèäå ïðè ïîìîùè �îðìóëû Ýéëåðà

(óìíîæàåì âòîðîå óðàâíåíèå íà ìíèìóþ åäèíèöó è ñêëàäûâàåì ñ ïåðâûì

óðàâíåíèåì):

r eı (φ+ωt) = r0 e
ı φ0 + V0t e

ı α.

Âçÿòèå ìîäóëÿ ýòîãî âûðàæåíèÿ äàåò óðàâíåíèå äëÿ r2 (9.71), ñòð. 266
Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè íà e−ı ωt

è ñíîâà ðàñêëàäûâàÿ ýêñïîíåíòó íà êîñèíóñ

è ñèíóñ, ïðèõîäèì ê �èíàëüíîìó ðåøåíèþ (9.70). Åñëè æå âçÿòü ïðîèç-

âîäíóþ ïî âðåìåíè:

[

ṙ + ır(φ̇+ ω)
]

eı (φ+ωt) = V0 e
ı α

è å¼ êîìïëåêñíûé ìîäóëü, òî ïîëó÷èòñÿ ïåðâîå ñîîòíîøåíèå (9.72). Âòî-

ðîå ñîîòíîøåíèå (9.72) ïðîùå âñåãî ïîëó÷èòü â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå

R2Φ̇ = V0 (X sinα − Y cosα) = V0R0 sin(α − Φ0), äè��åðåíöèðîâàíèåì

ïî âðåìåíè òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ, çàïèñàííîé â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ.
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Äâèæåíèå ñòåðæíåé è ãèðîñêîïîâ

• H38 Âîññòàíîâëåíèå �c� â óðàâíåíèè äëÿ ñòåðæíÿ (ñòð. 281)

ds

dt
= −γ2

c2
(vs) a.

• H39 Ïîâîðîò è îòíîñèòåëüíîñòü îäíîâðåìåííîñòè (ñòð. 282)

Ïóñòü íàáëþäàòåëè â S ′
íà÷èíàþò ñäâèãàòü ñòåðæåíü ââåðõ ñî ñêîðîñòüþ

u′
. Òàê êàê u′v = 0, òî, â ñèëó çàêîíà ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé (1.23), ñòð. 36,

ýòà ñêîðîñòü â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà S ðàâíà:

u = v + u′/γ.

Îáîçíà÷èì âåðòèêàëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ ñêîðîñòè êàê dv = u′/γ.
Â ñèñòåìå S ′

ëåâûé è ïðàâûé êîíöû ãîðèçîíòàëüíîãî ñòåðæíÿ íà÷è-

íàþò ïîäíèìàòü ââåðõ îäíîâðåìåííî (∆t′ = 0). Òàê êàê ∆t′ = 0 äëÿ

íàáëþäàòåëåé â S ñîáûòèå íà÷àëà äâèæåíèÿ ïðàâîãî êîíöà ïðîèçîéä¼ò

ïîçæå íà âðåìÿ ∆t = v∆x è ëåâûé êîíåö íà÷í¼ò äâèãàòüñÿ ðàíüøå ïðà-

âîãî (∆x = x2 − x1 > 0, ñëåäîâàòåëüíî ∆t = t2 − t1 > 0).

Ïóñòü ëåâûé êîíåö ñòåðæíÿ â ìîìåíò t′ = t = 0 ñîâïàäàåò ñ íà÷àëàìè

ñèñòåì îòñ÷¼òà x = x′ = 0. Â ýòîò æå ìîìåíò âðåìåíè ïî ñèíõðîíè-

çèðîâàííûì ÷àñàì ñèñòåìû S ′
ïðàâûé êîíåö òàêæå íàõîäèòñÿ íà îñè x′

(ñòåðæåíü ãîðèçîíòàëåí). Â ñèëó ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà x = γ (x′+vt′),
äëÿ îäíîâðåìåííûõ â S ′

ñîáûòèé (∆t′ = 0) èìååì ∆x = γ∆x′
. Â äàííîì

ñëó÷àå ∆x′ = L0 � ñîáñòâåííàÿ äëèíà ñòåðæíÿ â ñèñòåìå S ′
. Ïîýòîìó

êîîðäèíàòà ïðàâîãî ñîáûòèÿ â S ðàâíà γL0. Çà âðåìÿ ∆t = v∆x = vγL0

ëåâûé êîíåö ñòåðæíÿ ñìåñòèòñÿ ââåðõ íà (vγL0)·dv è âïðàâî íà (vγL0)·v.
Ïîýòîìó ïðîåêöèÿ ñòåðæíÿ íà îñü x ðàâíà:

γL0 − v2γL0 = L0/γ.

Òàíãåíñ óãëà ïîâîðîòà äëÿ ìàëîé ñêîðîñòè dv ïðèìåðíî ðàâåí óãëó:

tg(dφ) ≈ dφ =
vγL0 dv

L0/γ
= γ2vdv.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàáëþäàòåëåé â S îòíîñèòåëüíîñòü îäíîâðåìåííîñòè

ïðèâîäèò ê ïîâîðîòó ñòåðæíÿ íà óãîë γ2vdv. Ê ýòîìó æå ðåçóëüòàòó

ïðèâîäèò è óðàâíåíèå (10.8), ñòð. 281.
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• H40 Äëèíà âðàùàþùåãîñÿ ïî îêðóæíîñòè ñòåðæíÿ (ñòð. 285)

Ñóììà êâàäðàòîâ óðàâíåíèé äà¼ò êâàäðàò äëèíû ñòåðæíÿ L2 = x2 + y2.

Åñëè óãîë ñ îñüþ x ïðè t = 0 ðàâåí φ0 è x0 = L̄0c0, y0 = L̄0s0, ãäå
s0 = sinφ0, c0 = cosφ0, òî:

L2

L̄2
0

= 1 + γv2 s0c0 sin(2ωγt) +
v2

2
(γ2s20 − c20)(1− cos(2ωγt)).

Ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèÿ (3.8), ñòð. 89 ìîæíî íàéòè ñâÿçü íà÷àëüíîé

äëèíû ñòåðæíÿ L̄0 â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå ñ ñîáñòâåííîé äëèííîé ñòåðæ-

íÿ L0:

L̄0 = L0/
√

1 + (γ2 − 1) sin2 φ0.

Äëèíà âîññòàíàâëèâàåòñÿ (L = L̄0) â ìîìåíòû âðåìåíè ωt = πk/γ, ãäå

k = 1, 2, .... Åñëè tg φ0 = y0/x0 � íà÷àëüíàÿ îðèåíòàöèÿ ñòåðæíÿ, òî

÷åðåç âðåìÿ ωt = π/γ åãî óãîë φ áóäåò òàêèì, ÷òî tg(φ − π/γ) = tg φ0,

èëè φ−φ0 = −πk+π/γ. Òàê êàê ñòåðæåíü âðàùàåòñÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå,
èçìåíåíèå óãëà îòðèöàòåëüíî, è íåîáõîäèìî âûáðàòü k = 1.

• H41 Ìàëûé óãîë ïîâîðîòà (ñòð. 292)

Â âåêòîðíîì ïðîèçâåäåíèè (10.31) ñòîèò ìàëàÿ âåëè÷èíà dv, ïîýòîìó â

ìíîæèòåëå ïîñëå íåãî âñå âåëè÷èíû ìîæíî âçÿòü â íóëåâîì ïîðÿäêå ïî

dv: γ1 = γ2 = γ = 1/
√
1− v2

, γw = γ2(1− v2) = 1.

• H42 Óñðåäíåíèå êîîðäèíàò (ñòð. 298)

Ïóñòü íåÿâíî çàäàíû �óíêöèè x = x(φ) è y = y(φ):

x = cos(φ− σx), y = sin(φ− σx), (8)

ãäå σ = const. Ïîíÿòíî, ÷òî x2 + y2 = 1. Ôóíêöèè x(φ) è y(φ) èìåþò

ïåðèîä 2π. Äëÿ ñðåäíèõ (10.51) îò òàêèõ �óíêöèé âûïîëíÿþòñÿ ñîîò-

íîøåíèÿ: 〈f ′〉 = 0 è 〈f g′〉 = −〈g f ′〉, ãäå øòðèõ � ïðîèçâîäíàÿ ïî φ.

Âîçüì¼ì ïðîèçâîäíûå ïî φ îò (8):

x′ = −y + σy x′, y′ = x− σx x′. (9)

Òàê êàê xx′ = (x2)′/2, óñðåäíÿÿ âòîðîå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì 〈x〉 = 0.

Óìíîæèì âòîðîå óðàâíåíèå (9) íà x è ñíîâà óñðåäíèì:

〈
x2
〉
= 〈xy′〉 .

Àíàëîãè÷íî, óñðåäíÿÿ ïåðâîå óðàâíåíèå (9), èìååì:

〈y〉 = σ 〈y x′〉 = −σ 〈x y′〉 = −σ
〈
x2
〉
.

Óìíîæèì òåïåðü ïåðâîå óðàâíåíèå (9) íà x è y:

〈xy〉 = σ 〈yx x′〉 = σ

2

〈
y (x2)′

〉
= −σ

2

〈
y (y2)′

〉
= 0.

〈
y2
〉
= σ

〈
y2x′〉−〈yx′〉 = −σ

〈
x (y2)′

〉
−〈yx′〉 = σ

〈
x (x2)′

〉
−〈yx′〉 = 〈xy′〉 ,

îòêóäà

〈
y2
〉
=
〈
x2
〉
= 1/2, 〈y〉 = −σ/2.
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Êâàòåðíèîíû

• H43 Ïðåîáðàçîâàíèå SAS+ (ñòð. 302)

Ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå ïåðåñòàâëÿåò ìàòðèöû ìåñòàìè (AB)+ = B+A+
è

(A+)+ = A. Ïîýòîìó: (SAS+)+ = (S+)+A+S+ = SAS+.

• H44 Àëãåáðà ìàòðèö Ïàóëè (ñòð. 303)

σ1σ2 =

(
0 1
1 0

)(
0 −ı
ı 0

)

=

(
ı 0
0 −ı

)

= ıσ3.

Â òîæå âðåìÿ ε12kσk = ε123σ3 = σ3, ò.ê. àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð Ëåâè-

×èâèòû îòëè÷åí îò íóëÿ òîëüêî äëÿ ðàçëè÷íûõ èíäåêñîâ è ε123 = 1.

• H45 Òîæäåñòâî ñ ìàòðèöàìè Ïàóëè (ñòð. 303)

Ñâîðà÷èâàÿ (11.7) ñ ai è bj è ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå âåêòîðíîãî ïðîèçâå-
äåíèÿ [a× b]k = εijkaibj = εkijaibj, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå òîæäåñòâî.

• H46 Ñâîéñòâî ñîïðÿæåíèÿ AB = B̄ Ā (ñòð. 305)

Òàê êàê B̄ = {b0, −b}, Ā = {a0, −a}, òî:
B̄ Ā = {a0b0 + ab,−a0b− b0a+ ıb× a}.

Ïåðåñòàâëÿÿ ìåñòàìè ìíîæèòåëè â b × a, èìååì: B̄ Ā = AB, òàê êàê ó

âåêòîðíîé ÷àñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ AB ïîÿâëÿåòñÿ çíàê ìèíóñ.

• H47 �åçóëüòèðóþùèé áóñò ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ áóñòîâ (ñòð. 316)

Èç òîãî �àêòà, ÷òî nm = 0 è ñîîòíîøåíèé

cαcφ = c1c2 + (m1m2) s1s2, n cαsφ = −[m1 ×m2] s1s2,

msαcφ + [m× n] sαsφ = m1 s1c2 +m2 c1s2.

íàéä¼ì α è m. Òàê êàê n è m ïåðïåíäèêóëÿðíû, òî m × n ÿâëÿåòñÿ

åäèíè÷íûì âåêòîðîì. Âîçâîäÿ òðåòüå ñîîòíîøåíèå â êâàäðàò, èìååì:

s2αc
2
φ + s2αs

2
φ = s2α = s21c

2
2 + c21s

2
2 + 2m1m2 s1c1s2c2.

Òàê êàê sα = sh(α/2) � ãèïåðáîëè÷åñêèé ñèíóñ, òî chα = 1 + 2s2α:

chα = 1+2s21c
2
2+2c21s

2
2+4(m1m2)s1c1s2c2 = chα1 chα2+(m1m2) shα1 shα2,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî 1 + 2s21c
2
2 + 2c21s

2
2 = (c21 + s21)(c

2
2 + s22). Óìíîæàÿ òðåòüå

ñîîòíîøåíèå âåêòîðíî íà n, ó÷èòûâàÿ, ÷òî n×[m×n] = m äëÿ nm = 0 è
èñêëþ÷àÿm×n (ïðè ïîìîùè îïÿòü æå òðåòüåãî ñîîòíîøåíèÿ), íàõîäèì:

m sα = m1s1c2cφ +m2c1s2cφ + [n×m1]s1c2sφ + [n×m2]c1s2sφ.

Ïîäñòàâëÿÿ èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ cφ, à èç âòîðîãî nsφ, ïîëó÷àåì:

m shα = m1 shα1 chα2 +m2 shα2 +m1(m1m2) shα2(chα1 − 1).
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• H48 Óãîë è îñü ïîâîðîòà ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ áóñòîâ (ñòð. 316)

cαcφ = c1c2 + (m1m2) s1s2, n cαsφ = −[m1 ×m2] s1s2.

Èç âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî n ∼ −m1 × m2, à òàê êàê n åäè-

íè÷íûé âåêòîð, òî ïðè sφ > 0 (cα, s1, s2 âñåãäà áîëüøå íóëÿ) èìååì:

n = −[m1 ×m2]/|m1 ×m2|.
Ïåðåìíîæàÿ ïåðâîå è âòîðîå ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷àåì:

n c2αcφsφ = −[m1 ×m2] (s1c1s2c2 +m1m2 s
2
1s

2
2).

Óìíîæàÿ ýòî âûðàæåíèå íà 4 è ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ cα = ch(α/2) ñïðà-

âåäëèâû òîæäåñòâà 2c2α = chα + 1, 2s2α = chα− 1, íàõîäèì:

n sinφ (chα+1) = −[m1×m2] (shα1 shα2+m1m1 (chα1−1)(chα2−1)).

Ïîäñòàâëÿÿ ñêîðîñòèm shα = vγ, chα = γ è èñêëþ÷àÿ v1v2 ïðè ïîìîùè

�îðìóëû γ = γ1γ2(1 + v1v2), ïîëó÷àåì òðåáóåìûé ðåçóëüòàò.

•H49 Îáðàòíîå ïðîèçâåäåíèå LR = (cα−sαmσ) (cφ+ısφ nσ) (ñòð. 317)
Ïåðåìíîæàÿ êâàòåðíèîíû, èìååì:

LR = cαcφ − ımn sαsφ,+(ın cαsφ −msαcφ + [m× n] sαsφ)σ.

Ñðàâíèâàÿ ñ L2L1 (ñòð. 316), ïîëó÷àåì, ÷òî èòîãîâàÿ ñêîðîñòü è îñü âðà-

ùåíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðíû (nm = 0) è ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:

cαcφ = c1c2 + (m1m2) s1s2, n cαsφ = −[m1 ×m2] s1s2,

msαcφ − [m× n] sαsφ = m1 s1c2 +m2 c1s2.

Îíè ñîâïàäóò ñ ñîîòíîøåíèÿìè èç çàäà÷è (⋖H47), åñëè âåêòîð n îáðà-

òèòü n 7→ −n, à èíäåêñû 1, 2 ó αi,mi ïåðåñòàâèòü ìåñòàìè. Â ðåçóëüòàòå

âûðàæåíèÿ äëÿ îñè n, óãëà ïîâîðîòà φ è áûñòðîòû α (èëè γ) íå ïîìåíÿ-

þòñÿ. Îäíàêî â âûðàæåíèè äëÿ ñêîðîñòè èòîãîâîãî áóñòà v (èëè âåêòîðà

m) íåîáõîäèìî ïîìåíÿòü ìåñòàìè ñêîðîñòè.

• H50 Âûïîëíåíèå óñëîâèÿ LL̄ = I (ñòð. 317)

Âû÷èñëèì ïðîèçâåäåíèå ÷èñëèòåëåé, ó÷èòûâàÿ, ÷òî SS̄ = S̄S = I è àíà-

ëîãè÷íî äëÿ ýðìèòîâîãî ñîïðÿæåíèÿ:

(S+ S+)(S̄+ S̄+) = 2 · I + S+S̄+ SS̄+.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû äëÿ çíàìåíàòåëÿ èìååì:

(I+ SS̄+) (I+ SS̄+) = (I+ SS̄+) (I+ S+S̄) = 2I+ S+S̄+ SS̄+ = |I+ S+S̄|2I,
÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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• H51 Êâàòåðíèîí R = SL̄ (ñòð. 317)

R = SL̄ =
S(S̄+ S̄+)

|I+ SS̄+| =
I+ SS̄+

|I+ SS̄+| .

Òî, ÷òî ýòîò êâàòåðíèîí íå èìååò ÷èñòî ìíèìîé âåêòîðíîé ÷àñòè ïðîâå-

ðÿåòñÿ ïðÿìûì ïåðåìíîæåíèåì:

SS̄+ = (S0 + Sσ)(S∗
0 − S∗σ) = |S0|2 − SS∗ + (SS∗

0 − S∗S0)σ − ı[S× S∗]σ

(ïîñëåäíèé ÷ëåí â ýòîì âûðàæåíèè äåéñòâèòåëåí). Êðîìå ýòîãî, î÷åâèä-

íî, ÷òî çíàìåíàòåëü â R äåéñòâèòåëåí (ñì. ⋖H50).

• H52 Λ
α
β ÷åðåç ïàðàìåòðû sν êâàòåðíèîíà (ñòð. 326)

Âîçüì¼ì ñîïðÿæåíèå (11.74) è ó÷ò¼ì ýðìèòîâîñòü ìàòðèö σµ:

Λ µ
α σ̄µ = S+ σ̄α S = s∗µsν σµσ̄ασν.

Óìíîæèì ñïðàâà íà σ̄β è âîçüì¼ì ñëåä îò ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé:

Λ µ
α Tr(σ̄µσ̄β) = s∗µsν Tr(σµσ̄ασνσ̄β).

Âîñïîëüçîâàâøèñü ñëåäàìè (11.81), (11.85), îêîí÷àòåëüíî èìååì:

Λ β
α = s∗αsβ + s∗βsα − gαβ s

∗
µs

µ + ı εαβµν s
µs∗ν. (10)

Òàê êàê ñëåä ìàòðèö σ̄µσ̄β ïðîïîðöèîíàëåí δµβ, à íå gµβ ýòî ñîîòíîøåíèå
èìååò íå âïîëíå êîâàðèàíòíûé âèä. Îäíàêî åãî çíà÷åíèÿ äëÿ êîíêðåòíûõ

èíäåêñîâ ÿâëÿåòñÿ âåðíûì. Ïðåäëàãàåòñÿ (⋖H55) âûïèñàòü êîý��èöèåí-

òû Λβ
α è âûÿñíèòü, êîãäà îíè ñèììåòðè÷íû: Λβ

α = Λα
β.

• H53 Ïðîèçâåäåíèå AB̄C (ñòð. 327)

�àññìîòðèì òðè êâàòåðíèîíà

A = aµσµ = a0 + aσ, B̄ = bµσ̄µ = b0 − bσ, C = cµσµ = c0 + cσ

è ðàñïèøåì èõ ïðîèçâåäåíèå:

AB̄C =
{
a · b + (b0a− a0b)σ − ı[a× b]σ

}
(c0 + cσ),

ãäå a · b = a0b0 − ab. Ïåðåìíîæàÿ ñêîáêè, èìååì:

AB̄C = (a · b)C+ c0b0aσ − c0a0bσ + b0(ac)− a0(bc) + [[a× b]× c]σ

− ıc0[a× b]σ + ıb0[a× c]σ − ıa0[b× c]σ − ı[a× b]c.

�àñêðûâàÿ äâîéíîå âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå [a× b]× c = b(ac)− a(bc)
è äîáàâëÿÿ a0b0c0 − a0b0c0, ïîëó÷àåì:

AB̄C = (a · b)C− (a · c)B+ (b · c)A
− ıc0[a× b]σ + ıb0[a× c]σ − ıa0[b× c]σ − ı[a× b]c.

Ïîñëåäíèå ÷åòûðå ñëàãàåìûå ìîæíî (⋖H54) ñâåðíóòü â îäíî âûðàæåíèå

ïðè ïîìîùè ñèìâîëà Ëåâè-×åâèòû.
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• H54 Ïðîèçâåäåíèå AB̄C (ñòð. 410)

�àñïèøåì ñóììó ïî ïåðâîìó èíäåêñó â ñëåäóþùåé ñâ¼ðòêå:

εµνστa
µbνcσdτ = ε0νστa

0bνcσdτ + εiνστa
ibνcσdτ .

Òàê êàê â 4-ñèìâîëå Ëåâè-×åâèòû âñå èíäåêñû äîëæíû áûòü ðàçëè÷íû,

â ïåðâîì ÷ëåíå èíäåêñû ν, σ, τ íå ðàâíû 0 è èõ ìîæíî çàìåíèòü ëàòèí-

ñêèìè èíäåêñàìè, ïðèíèìàþùèìè çíà÷åíèå 1,2,3. Àíàëîãè÷íî, âûäåëèì

ïîñëåäîâàòåëüíî íóëåâîå çíà÷åíèå â 4-èíäåêñàõ âî âòîðîì ÷ëåíå:

εµνστa
µbνcσdτ = ε0ijka

0bicjdk + εi0jka
ib0cjdk + εij0ka

ibjc0dk + εijk0a
ibjckd0.

Òàê êàê ε0123 = 1 è ïî âñåì èíäåêñàì ýòîò ñèìâîë ÿâëÿåòñÿ àíòèñèì-

ìåòðè÷íûì, î÷åâèäíà ñëåäóþùàÿ ñâÿçü 4-ìåðíîãî è 3-ìåðíîãî ñèìâîëîâ

Ëåâè-×åâèòû: ε0ijk = εijk. Ïîýòîìó:

εµνστa
µbνcσdτ = a0 [b× c]d− b0 [a× c]d+ c0 [a× b]d− d0 [a× b]c.

Çàìåíÿÿ dµ íà σµ = {1,−σ} è ñðàâíèâàÿ ýòî âûðàæåíèå ñ ïîñëåäíèìè

÷åòûðüìÿ ñëàãàåìûìè â ïðîèçâåäåíèè AB̄C, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

AB̄C = (a · b)C− (a · c)B+ (b · c)A+ ıεαβγµa
αbβcγσµ.

Çàìåòèì, ÷òî òàêîé êîâàðèàíòíûé âèä âûðàæåíèÿ ïîëó÷èëñÿ áëàãîäàðÿ

íàëè÷èþ ñîïðÿæåíèÿ ó êâàòåðíèîíà B â ïðîèçâåäåíèè òð¼õ êâàòåðíèîíîâ

â ëåâîé ÷àñòè, à â ïðàâîé ÷àñòè ó B ñîïðÿæåíèÿ óæå íåò.

• H55 Ýëåìåíòû ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà (ñòð. 410)

Λ0
0 = |s0|2 + |s|2,

Λi
0 =

(
s∗0s+ s0s∗ + ı s× s∗)i, Λ0

i =
(
s∗0s+ s0s∗ − ı s× s∗

)i
,

Λi
j = s∗isj + s∗jsi + δij(|s0|2 − |s|2) + ı εijk (s

0s∗k − s∗0sk),

ãäå ïåðåñòàâëåíû èíäåêñû: Λ 0
0 = Λ0

0, Λ
i

0 = −Λ0
i, Λ

j
i = Λi

j . Ïîñëåäíåå

ñîîòíîøåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â áîëåå êîìïàêòíîì âèäå:

Λi
j = 2ℜ(s∗isj) + δijs · s∗ + 2ı εijk ℑ(s0s∗k).

Ñòîèò çàïèñàòü ìàòðèöó Λ β
α äëÿ âåêòîðà sµ = {ch(α/2),−m sh(α/2)},

ãäå ch(α) = γ, m sh(α) = vγ è ñðàâíèòü å¼ ñ ìàòðèöåé íà ñòð. 205.

Ýëåìåíòû ìàòðèöû Λ0
i áóäóò ñèììåòðè÷íûìè Λ0

i = Λi
0, åñëè âåêòîð

s ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíûì, ÷èñòî ìíèìûì èëè êîãäà ℑs ïàðàëëåëåí ℜs.
Ýëåìåíòû Λi

j ñèììåòðè÷íû, åñëè ℑ(s0s∗k) = 0.
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Ïðîñòðàíñòâî ñêîðîñòåé

•H56 Ïðîåêöèè â ïðÿìîóãîëüíîì ñ�åðè÷åñêîì òðåóãîëüíèêå (ñòð. 331)

Ïåðåîáîçíà÷àÿ ñòîðîíû è óãëû â òåîðåìå êîñèíóñîâ, çàïèøåì:

cos a = cos c cos b+ sin c sin b cosα.

Ïîäñòàâëÿÿ èç �òåîðåìû Ïè�àãîðà� cos a = cos c/ cos b, ïîëó÷àåì:

sin c sin b cosα =
cos c(1− cos2 b)

cos b
=

cos c sin2 b

cos b
,

îòêóäà tg b = tg c cosα. Àíàëîãè÷íî äëÿ âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ.

• H57 Òåîðåìà ñèíóñîâ (ñòð. 331)

Â ïðîèçâîëüíîì òðåóãîëüíèêå ïðîâåä¼ì ïðÿìóþ CD, ïåðïåíäèêóëÿð-

íóþ ñòîðîíå AB è âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèÿìè äëÿ äâóõ ïðÿìîóãîëü-

íûõ òðåóãîëüíèêîâ CDA è CDB:

sin d = sin b sinα,

sin d = sin a sin β.

⇒ sin a

sinα
=

sin b

sin β
.

• H58 �èïîòåíóçà ñ�åðè÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà ÷åðåç äâà óãëà (ñòð. 332)

Äëÿ ïðÿìîóãîëüíîãî ñ�åðè÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà:

tgα =
sinα

cosα
=

sin a/ sin c

tg a / tg c
=

cos a

cos c
.

Ïîýòîìó:

tgα tg β =
cos a cos b

cos2 c
=

cos c

cos2 c
=

1

cos c
,

ãäå èñïîëüçîâàíà ñ�åðè÷åñêàÿ òåîðåìà Ïè�àãîðà.

• H59 Äóàëüíûé òðåóãîëüíèê (ñòð. 332)

Äëÿ äàííîé ïðÿìîé íà ñ�åðå (áîëüøîé êðóã, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç öåíòð)

ïîëþñîì íàçûâàåòñÿ òî÷êà îòñòîÿùàÿ îò òî÷åê ïðÿìîé íà π/2 (÷àñòíûé
ñëó÷àé ñåâåðíûé è þæíûé ïîëþñû è ýêâàòîð). Äëÿ äàííîãî ñ�åðè÷åñêî-

ãî òðåóãîëüíèêà âñåãäà ìîæíî ïîñòðîèòü ïîëÿðíûé òðåóãîëüíèê, âåð-

øèíû êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ïîëþñàìè áîëüøèõ êðóãîâ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç

ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà (â íàïðàâëåíèè òðåòåé âåðøèíû). Óãëû è ñòîðîíû

ñ�åðè÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà äîïîëíÿþòñÿ äî óãëà π ñòîðîíàìè è óãëàìè

ñîîòâåòñòâóþùåãî åìó ïîëÿðíîãî òðåóãîëüíèêà.
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• H60 Ïëîùàäü êðóãà íà ñ�åðå (ñòð. 334)

Ïóñòü öåíòð êðóãà íàõîäèòñÿ íà ñåâåðíîì ïîëþñå ñ�åðû. Òîãäà åãî

ïëîùàäü ðàâíà:

S =

r∫

0

2π∫

0

sχ dχdφ = −2πcχ

∣
∣
∣

r

0
= 2π (1− cos r) .

Ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî χ ñîîòâåòñòâóþò äâèæåíèþ âäîëü ðàäèóñà

îêðóæíîñòè îò 0 äî χ = r.

• H61 Îêðóæíîñòü ïðè ïðîåêòèðîâàíèè Áåëüòðàìè (ñòð. 336)

Âûáåðåì íàïðàâëåíèå îñåé, òàê ÷òîáû n = {nx, 0, nz}. Èç óðàâíåíèÿ
nr+ nk =

√
1 + r2 cosR èìååì:

(c2 − n2
x)

2

c2s2

(

x− nxnz

c2 − n2
x

)2

+
c2 − n2

x

s2
y2 = 1,

ãäå c = cosR, s = sinR è r = {x, y, 0}. Åñëè âñÿ îêðóæíîñòü ëåæèò íà

âåðõíåé ïîëóñ�åðå, òî c2 > n2
x (ñì. òðåòèé ðèñóíîê íà ñòð. 336).

• H62 Îðòîãîíàëüíîñòü (ñòð. 337)

Âîçüì¼ì ïðîèçâîäíóþ óðàâíåíèÿ ñ�åðû p2 = 1 ïî äëèíå l âäîëü ëèíèè

íà íåé: 2p dp/dl = 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âåêòîðû p è ṗ îðòîãîíàëüíû,

ò.å. ṗ êàñàòåëüíûé ê ñ�åðå. Êðîìå ýòîãî, ïî îïðåäåëåíèþ dl2 = (dp)2,

ïîýòîìó ṗ � åäèíè÷íûé âåêòîð.

• H63 Èíâàðèàíòíîñòü óãëîâ (ñòð. 337)

ṙ1ṙ2 =
( ṗ1

1 + kp
− (p+ k) (kṗ1)

(1 + kp)2

)( ṗ2

1 + kp
− (p+ k) (kṗ2)

(1 + kp)2

)

,

ãäå p = p1(0) = p2(0) � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ è ṙi = ṙi(0), ṗi =
ṗi(0). Ïåðåìíîæèì ñêîáêè:

ṙ1ṙ2 =
ṗ1ṗ2

(1 + kp)2
− 2

(kṗ1)(kṗ2)

(1 + kp)3
+

(p+ k)2

(1 + kp)4
(kṗ1) (kṗ2).

Ó÷èòûâàÿ pṗi = 0, p2 = k2 = 1, ïîëó÷àåì:

ṙ1ṙ2 =
ṗ1ṗ2

(1 + kp)2
,

Îñòàëîñü ó÷åñòü âòîðîå ñîîòíîøåíèå (12.21), ñòð. 337 äëÿ äëèí âåêòîðîâ

|ṙi| = 1/(1 + kp).
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• H64 Îðòîãîíàëüíîñòü ñìåùåíèé (ñòð. 339)

Çàïèøåì ñâÿçü 4-ìåðíûõ äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò x, y, z, w è ñ�åðè÷å-

ñêèõ χ, θ, φ, ïðè êîòîðîé òî÷êà îñòà¼òñÿ íà ïîâåðõíîñòè 3-ñ�åðû:

x = sχ sθ cφ, y = sχ sθ sφ, z = sχ cθ, w = cχ.

�àäèóñ-âåêòîð èìååò êîìïîíåíòû r = {x, y, z, w}. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå
ïî êîîðäèíàòàì � ýòî ñìåùåíèÿ âäîëü ñ�åðû, êàñàòåëüíûå ê íåé:

eχ = ∂r
∂χ

= { cχ sθ cφ, cχ sθ sφ, cχ cθ, −sχ },
eθ = ∂r

∂θ
= { sχ cθ cφ, sχ cθ sφ, −sχ sθ, 0 },

eφ = ∂r
∂φ

= {−sχ sθ sφ, sχ sθ cφ, −sχ sθ, 0 }.

Ïðÿìûì ïåðåìíîæåíèåì âåêòîðîâ ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî:

eχeθ = eχeφ = eθeφ = 0, e2φ = 1, e2φ = s2χ, e2φ = s2χs
2
θ.

Ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ ek (k � íîìåð âåêòîðà,

à íå åãî êîìïîíåíòà) îáðàçóþò êîý��èöèåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà:

dr =
∂r

∂qk
dqk = ekq

k, ⇒ dl2 = dr2 = eiejdq
idqj = gijdq

idqj,

ãäå qk = {q1, q2, q3} êîîðäèíàòû (íàïðèìåð, χ, θ, φ), è ïî k, i, j ïðîèçâî-
äèòñÿ ñóììèðîâàíèå. Åñëè ìåòðè÷åñêèé òåíçîð äèàãîíàëåí, òî êàñàòåëü-

íûå âåêòîðû îðòîãîíàëüíû è íàîáîðîò.

• H65 Òåîðåìà êîñèíóñîâ â ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî (ñòð. 341)

Âîññòàíîâèì â òåîðåìå êîñèíóñîâ (12.4), ñòð. 331 êîíñòàíòó λ:

cos(c/λ) = cos(a/λ) cos(b/λ) + sin(a/λ) sin(b/λ) cos γ.

Óãîë γ � âåëè÷èíà áåçðàçìåðíàÿ, ïîýòîìó â ïîñëåäíåì êîñèíóñå çàìåíà

íå ïðîèçâîäèòñÿ. Ïîäñòàâëÿÿ λ 7→ ıλ, ïîëó÷àåì

ch(c/λ) = ch(a/λ) ch(b/λ) + ı sh(a/λ) ı sh(b/λ) cos γ.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ı2 = −1, è ïîëàãàÿ λ = 1, ïîëó÷àåì êîíå÷íûé ðåçóëüòàò.

• H66 Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç äâå òî÷êè (ñòð. 349)

×òîáû íàðèñîâàòü ïîäîáíóþ êàðòèíêó, íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü ïàðàìåò-

ðû îêðóæíîñòè (ïðÿìîé â ñòåðåîãðà�è÷åñêîé ïðîåêöèè), ïðîõîäÿùåé ÷å-

ðåç äâå òî÷êè r1 = {x1, y1}, r2 = {x2, y2} íà ïëîñêîñòè ïðîåêòèðîâàíèÿ.

Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå (12.51), ñòð. 349, ïîëó÷àåì:

nx

n0
=

1

2

(r21 + 1) y2 − (r22 + 1) y1
x1y2 − x2y1

,
ny

n0
= −1

2

(r21 + 1) x2 − (r22 + 1) x1

x1y2 − x2y1
.

Äàëåå: R2 = (nx/n0)
2 + (ny/n0)

2
è n0 = 1/

√
R2 − 1.
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