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Èñ÷èñëåíèå âûñêàçûâàíèé

Â äàëüíåéøåì ìû ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà ïðåäìåòíûõ òåîðèÿõ è àêñèî-

ìàõ. Îáùåëîãè÷åñêèå �îðìóëû è ïðàâèëà âûâîäà áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ

âî âñåé èõ ïîëíîòå. Òåì íå ìåíåå, â ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ òîò ìè-

íèìàëüíûé íàáîð àêñèîì, èç êîòîðîãî ìîæíî ïîëó÷èòü âñå îñòàëüíûå

îáùåçíà÷èìûå �îðìóëû. Èõ âûâîä â òåðìèíàõ ÿçûêîâ è èñ÷èñëåíèé áó-

äåò ìàêñèìàëüíî �îðìàëåí è îòäåë¼í îò ñìûñëîâîé íàãðóçêè � èíòåð-

ïðåòàöèè âûâîäèìûõ �îðìóë êàê òàâòîëîãèé áèíàðíîé ëîãèêè.

Èñ÷èñëåíèå âûñêàçûâàíèé ïîçâîëÿåò îïðåäåëÿòü ðàçëè÷íûå ñïîñîáû

àêñèîìàòèçàöèè è äîñòàòî÷íî ý��åêòèâíî èçó÷àòü çàâèñèìîñòè �îðìóë

äðóã îò äðóãà â ñìûñëå èõ âûâîäèìîñòè.

Ëîãèêà, �èçèêà è èñêóññòâåííûé ðàçóì

Ñåðãåé Ñ. Ñòåïàíîâ

Ýòà êíèãà íàõîäèòñÿ â ïðîöåññå ñîçäàíèÿ. Å¼ ïîñëåäíÿÿ âåðñèÿ

è äðóãèå ìàòåðèàëû íàõîäÿòñÿ íà ñàéòå: http://synset.
om.
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2.1 Âûâîä â èñ÷èñëåíèè

Â êîíöå ïðåäûäóùåé ãëàâû áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå ÿçûêà ñ àë�àâèòîì

Σ è èñ÷èñëåíèÿ â êîòîðîì èç àêñèîì, ïî çàäàííûì ïðàâèëàì âûâîäà

ïîëó÷àþòñÿ îäíè ñëîâà èç äðóãèõ.

Ïóñòü àë�àâèò ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ ñèìâîëîâ:Σ = {¬, →, ( , ) , X}.
Ïðàâèëüíî ïîñòðîåííàÿ �îðìóëà (ñëîâî ÿçûêà) îïðåäåëÿåòñÿ èíäóêòèâ-

íûì îáðàçîì (ñòð. 43). Ïðè ýòîì, äëÿ êðàòêîñòè, (X) îáîçíà÷àåòñÿ êàê

A, (XX) � êàê B è ò.ä. Òàêèå ñëîâà ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè �îðìó-

ëàìè. Â ñîäåðæàòåëüíîé èíòåðïðåòàöèè èì ñîîòâåòñòâóþò êîíêðåòíûå

íåäåëèìûå âûñêàçûâàíèÿ. Ñâÿçêè ¬ è → áóäåì ñ÷èòàòü ïåðâè÷íûìè è

÷åðåç íèõ îïðåäåëÿòü äèçúþíêöèþ, êîíúþíêöèþ è ýêâèâàëåíòíîñòü:

A ∨ B : Ā→ B, A&B : ¬(A→ B̄), A ≡ B : (A→ B) & (B → A),

ãäå äëÿ ñèìâîëà ¬A òàêæå èñïîëüçóåòñÿ ÷åðòà ñâåðõó: Ā.
Êàêèìè áû íè áûëè �îðìóëû P , Q, R, ñëåäóþùèå äâå �îðìóëû âîçü-

ì¼ì â êà÷åñòâå àêñèîì èñ÷èñëåíèÿ:

(F1) : P → (Q→ P ),

(F2) :
(

P → (Q→ R)
)

→
(

(P → Q)→ (P → R)
)

.

Åäèíñòâåííûì áàçîâûì ïðàâèëîì âûâîäà áóäåò modus ponens (ñòð. 19):

(MP) : P, P → Q ⊢ Q.

Îíî ïîçâîëÿåò èç �îðìóë P è P → Q âûâåñòè òðåòüþ �îðìóëó Q.
Âûâîä â èñ÷èñëåíèè � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �îðìóë, êàæäàÿ èç êî-

òîðûõ ëèáî àêñèîìà, ëèáî ïîëó÷åíà èç ïðåäûäóùèõ �îðìóë ïî ïðàâèëó

modus ponens (MP).
Òàê êàê íà ìåñòå ñèìâîëîâ P , Q, R ìîãóò ñòîÿòü ëþáûå �îðìóëû, àê-

ñèîìû (F1, F2) íà ñàìîì äåëå ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íûì ìíîæåñòâîì �îð-

ìóë. Èõ åù¼ íàçûâàþò ñõåìàìè àêñèîì. Áóêâà F â íóìåðàöèè ñâÿçàíà ñ

èìåíåì Ôðèäðèõà Ôðåãå (Frege), êîòîðûé çàïèñàë èõ â 1879 ã. Äëÿ îïèñà-

íèÿ ñâîéñòâ îòðèöàíèÿ ïîòðåáóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå àêñèîìû (ñòð. 58).

Äåÿòåëüíîñòü ïî âûâîäó íîâûõ �îðìóë ÿâëÿåòñÿ ñèíòàêñè÷åñêîé è îò-

äåëåíà îò èíòåðïðåòàöèè (=ñåìàíòèêè), ò.å. îò ñîäåðæàòåëüíîãî ñìûñëà

ñëîâ ÿçûêà. Òåì íå ìåíåå, ìû ÷àñòî áóäåì îáðàùàòüñÿ ê ñåìàíòèêå áè-

íàðíîé ëîãèêè, òàê êàê â äàëüíåéøåì ïîêàæåì, ÷òî âñå �îðìóëû, âû-

âîäèìûå â èñ÷èñëåíèè, îêàçûâàþòñÿ òàâòîëîãèÿìè è íàîáîðîò � ëþáàÿ

òàâòîëîãèÿ âûâîäèìà â èñ÷èñëåíèè (òåîðåìà î ïîëíîòå).
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• Ïðè ïðèìåíåíèè ïðàâèëà (MP) íåîáõîäèìî âçÿòü óæå âûâåäåííóþ
�îðìóëó âèäà P1 → Q. Åñëè â ïðåäûäóùèõ �îðìóëàõ âûâîäà åñòü �îð-

ìóëà P1, òî ìû ñðàçó ïîëó÷àåì �îðìóëó Q. Îäíàêî, òàêîå ïðîèñõîäèò
ðåäêî. ×àùå â âûâîäå åñòü �îðìóëà P2, êîòîðóþ ìîæíî ñäåëàòü ñîâïà-

äàþùåé ñ P1 ïðè ïîìîùè çàìåí. �àññìîòðèì ïîäðîáíåå ýòó ïðîöåäóðó.

Óíè�èêàöèåé äâóõ �îðìóë íàçûâàþòñÿ ïîäñòàíîâêè, ïîñëå êîòîðûõ

�îðìóëû ñîâïàäàþò. Ïóñòü åñòü äâå �îðìóëû:

P1 → (Q1 → P1), Q2 →
(

(P2 → P2)→ Q2

)

.

Áóêâû Pi, Qi, ... áóäåì íàçûâàòü ïåðåìåííûìè. Íà÷í¼ì ñðàâíèâàòü �îð-

ìóëû ñëåâà-íàïðàâî. ×òîáû îíè ñîâïàëè, íåîáõîäèìî P1 è Q2 (ïîä÷¼ðê-

íóòû) ñäåëàòü îäèíàêîâûìè. Ïîëîæèì èõ ðàâíûìè áóêâå P , êîòîðàÿ îò-

ñóòñòâóåò â �îðìóëàõ. Òàêèå ïîäñòàíîâêè (�÷òî/êóäà�) áóäåì îáîçíà÷àòü

ñëåäóþùèì îáðàçîì: {P/P1, P/Q2}. Èõ ðåçóëüòàò èìååò âèä:

P → (Q1 → P ), P →
(

(P2 → P2)→ P
)

.

Òåïåðü èùåì ñëåäóþùåå ðàññîãëàñîâàíèå (ïîä÷¼ðêíóòûå ÷àñòè �îðìóë).

Äëÿ åãî óñòðàíåíèÿ, ïîëîæèì { (Q → Q)/Q1, Q/P2 }, ÷òî ïðèâîäèò â

îáîèõ ñëó÷àÿõ ê îäíîé è òîé æå �îðìóëå P →
(

(Q→ Q)→ P
)

.

Åñòåñòâåííî íå âñå �îðìóëû óíè�èöèðóåìû. Íàïðèìåð íåëüçÿ óíè-

�èöèðîâàòü:

P1 → (Q1 → P1), (P2 → Q2)→ P2.

Ïåðâîå ðàññîãëàñîâàíèå ïðèâîäèò ê { (P → Q)/P1, P/P2, Q/Q2 }. Äåëàÿ
ýòó ïîäñòàíîâêó, ïîëó÷àåì:

(P → Q)→
(

Q1 → (P → Q)
)

, (P → Q)→ P .

Ñëåäóþùåå ðàññîãëàñîâàíèå �îðìóë äîëæíî áûëî áû ïðèâåñòè ê ïîä-

ñòàíîâêå { (Q1 → (P → Q)) / P }. Îäíàêî, å¼ íåëüçÿ ñäåëàòü òàê êàê

ïîäñòàâëÿåìîå âûðàæåíèå çàâèñèò îò ïåðåìåííîé P â êîòîðóþ åãî íåîá-

õîäèìî ïîñòàâèòü.

Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî ïîäñòàíîâêà â �îðìóëó íå ÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûì

ê (MP) ïðàâèëîì âûâîäà. Òàê êàê ñèìâîëû P,Q,R â ñõåìàõ àêñèîì

ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè �îðìóëàìè, àêñèîìû ìîæíî ñðàçó çàïèñàòü ñ

ïîäõîäÿùåé äëÿ ïðèìåíåíèÿ (MP) ïîäñòàíîâêîé. Ìû òàê ÷àñòî è áóäåì

äåëàòü, ÷òî ìîæåò ïîêàçàòüñÿ ïðîÿâëåíèåì èçîáðåòàòåëüíîñòè. Îäíàêî

íà ñàìîì äåëå, èçîáðåòàòåëüíîñòüþ ÿâëÿåòñÿ âûáîð íåîáõîäèìîé ïàðû

�îðìóë äëÿ ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà (MP). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàìåíà çàòåì
îäíîçíà÷íî íàõîäèòñÿ ïðè ïîìîùè óíè�èêàöèè.
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• Âûâåäåì èç àêñèîì (F1, F2) �îðìóëó (òåîðåìó), îòðàæàþùóþ ïðèí-

öèï èäåíòè÷íîñòè âûñêàçûâàíèÿ:

( I ) ⊢ P → P .

⊳ P →
(

Q→ P
)

1: F1

,
(

P → (Q→ P )
)

→
(

(P → Q)→ (P → P )
)

2: F2 {P/R }

,

(P → Q)→ (P → P )

3: MP(1,2)

, P → P

4: MP(1, 3) { (Q→P )/Q3 }

. �

Ïîÿñíèì, ÷òî ïðîèçîøëî âûøå. Ïåðâûå äâå �îðìóëû âûâîäà � ýòî

àêñèîìû (F1) è (F2). Íîìåð �îðìóëû âûâîäà ñòàâèòñÿ ïîä íåé, à ïîñëå

äâîåòî÷èÿ ïîÿñíÿòüñÿ, êàê ýòà �îðìóëà áûëà ïîëó÷åíà. Äëÿ óïðîùåíèÿ

äàëüíåéøåé óíè�èêàöèè â àêñèîìå (F2) âìåñòî R ñðàçó ïîäñòàâëåíî P .

Òàêàÿ çàìåíà âîçíèêàåò â ðåçóëüòàòå óíè�èêàöèè ïîä÷¼ðêíóòûõ ÷àñòåé

�îðìóë 1 è 2. Òåïåðü ìîæíî ïî ïðàâèëó (MP) âûâåñòè 3-þ �îðìóëó. Â

ïîäïèñè MP(i, j) âñåãäà i � ýòî íîìåð �îðìóëû Pi, à j � íîìåð �îðìóëû
Pj = Pi → Q, èç êîòîðûõ âûâåäåíà �îðìóëà Q, ñòîÿùàÿ íàä êâàäðàòíîé

ñêîáêîé. ×åòâ¼ðòàÿ �îðìóëà òàêæå ïîëó÷åíà ïî (MP) ñ àêñèîìîé (F1)
(1-ÿ �îðìóëà) è ïîä÷¼ðêíóòîé ÷àñòüþ �îðìóëû 3, ãäå âìåñòî Q ïîä-

ñòàâëåíî Q→ P . ×òîáû ïîä÷åðêíóòü, ÷òî Q íàõîäèòñÿ â 3-é �îðìóëå, â

ïîäñòàíîâêå îíà ïîìå÷àåòñÿ èíäåêñîì: Q3.

Â äàëüíåéøåì òàêîãî ïîäðîáíîãî ðàçáîðà âûâîäà äåëàòüñÿ íå áóäåò,

ò.ê. ïîÿñíÿþùèõ ïîäïèñåé ïîä �îðìóëàìè, îáû÷íî, âïîëíå äîñòàòî÷íî.

⊲ Îòìåòèì îäèí òåõíè÷åñêèé ìîìåíò. Êîãäà â ñïèñêå {...} ïðèñóò-
ñòâóåò íåñêîëüêî ïîäñòàíîâîê: {F/P, H/Q }, òî ïîäðàçóìåâàåòñÿ èõ îä-
íîâðåìåííîå âûïîëíåíèå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè îáõîäå äåðåâà �îðìóëû

(ñòð. 16), êàæäûé �èíàëüíûé ëèñò P çàìåíÿåòñÿ íà F , à �èíàëüíûé ëèñò
Q íà H. Íàïðèìåð, ïîäñòàíîâêè âèäà {Q/P, P/Q}, ñäåëàííûå â àêñèîìå
P → (Q→ P ) ïðåâðàùàþò å¼ â �îðìóëó: Q→ (P → Q). �

Äîêàçàííàÿ òåîðåìà èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé ñïðàâåäëèâà äëÿ ëþ-

áîé �îðìóëû P . Ïîñòàâèì âìåñòî íå¼ P̄ . Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå äèçú-

þíêöèè, òåîðåìó P̄ → P̄ ìîæíî òàêæå çàïèñàòü â âèäå P ∨ P̄ , ÷òî â

ñîäåðæàòåëüíîé èíòåðïðåòàöèè ÿâëÿåòñÿ çàêîíîì èñêëþ÷åíèÿ òðåòüåãî.

Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî ïðè ðàáîòå ñ èñ÷èñëåíèåì íåîáõîäèìî äî ïîðû, äî âðå-

ìåíè çàáûòü áóëåâó àëãåáðó. Â ÷àñòíîñòè èç P ∨ P̄ ïîêà íå ñëåäóåò P̄ ∨P ,
ò.ê. êîììóòàòèâíîñòü äèçúþíêöèè åù¼ íå óñòàíîâëåíà. Åñëè â àêñèîìû

(F1,F2) íå ïîäñòàâëÿòü �îðìóëû ñ îòðèöàíèåì, òî èç íèõ âûâîäÿòñÿ

èìïëèêàòèâíûå �îðìóëû, ñîäåðæàùèå òîëüêî ñâÿçêó →.
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• Âûâîä ïî (MP) ïðè ïîìîùè óíè�èêàöèè, ÿâëÿåòñÿ ìåõàíè÷åñêèì è

ñðàâíèòåëüíî ëåãêî ðåàëèçóåòñÿ íà êîìïüþòåðå. Â êîðíå äåðåâà �îðìóë

(F1) è (F2) ïðèñóòñòâóåò èìïëèêàöèÿ, ïîýòîìó êàæäàÿ èç íèõ ìîæåò

âûñòóïàòü êàê P → Q â ïðàâèëå (MP). Â ÷àñòíîñòè, òîëüêî èç (F1)

ìîæíî âûâåñòè íîâóþ �îðìóëó:

⊳ P → (Q→ P )

1: F1

, P2 → (Q2 → P2)

2: F1

, Q2 →
(

P →
(

Q→ P )
)

3: MP(1,2) { (P→(Q→P ))/P2 }

. �

Ïðè ýòîì èç àêñèîìû (F1), èìåþùåé äâå ïåðåìåííûå P,Q, âûâîäèòñÿ
�îðìóëà ñ òðåìÿ ïåðåìåííûìè Q2, P, Q. Àíàëîãè÷íî ìîæíî (MP) ïðè-

ìåíèòü ê (F2,F2). Â ðåçóëüòàòå èç äâóõ àêñèîì íà ïåðâîì øàãå ìîæ-

íî âûâåñòè 4 �îðìóëû, èñïîëüçóÿ ïàðû (F1,F1), (F1,F2), (F2,F1) è

(F2,F2). Ýòî ìîæíî èçîáðàçèòü íà äèàãðàììå çàâèñèìîñòåé (ñì. òàêæå

ñòð. 39):

1 2

3 4 5 6
mp(1,1) mp(2,2)mp(1,2) mp(2,1)

Íà ñëåäóþùåì ýòàïå âûâîä ïî (MP) ïîïàðíî ïðèìåíÿåòñÿ ìåæäó �îð-

ìóëàìè (1 − 6) è (3 − 6), ÷òî ïðèâîäèò ê 24 �îðìóëàì. Âïðî÷åì, 7 èç

íèõ ïîâòîðÿþòñÿ è íà âòîðîì ýòàïå âûâîäà ìû èìååì 17 ðàçëè÷íûõ �îð-

ìóë. Ïîñëå òðåòüåãî ýòàïà �îðìóë óæå 67, ïîñëå ÷åòâ¼ðòîãî 803, à ïîñëå

ïÿòîãî � 62536.

Êîëè÷åñòâî âûâîäèìûõ �îðìóë â òàêîì àëãîðèòìå ñòðåìèòåëüíî ðàñ-

ò¼ò è òðåáóþòñÿ îïðåäåë¼ííûå ýâðèñòèêè äëÿ ñäåðæèâàíèÿ êîìáèíà-

òîðíîãî âçðûâà. Ïðîñòåéøèé ñïîñîá � èãíîðèðîâàíèå ñëèøêîì äëèííûõ

�îðìóë, íàïðèìåð, ïî ÷èñëó èìïëèêàöèé. Ïðè òàêîì îãðàíè÷åíèè åñòü

ðèñê ïîòåðÿòü �îðìóëó, ëåæàùóþ íà ïóòè ê âûâîäèìîé òåîðåìå. Îäíàêî,

ïðåäåëüíóþ äëèíó �îðìóë ìîæíî ïîñòåïåííî óâåëè÷èâàòü. Îòáðàñûâà-

þòñÿ òàêæå ÷àñòíûå ñëó÷àè. Íàïðèìåð, �îðìóëà (P → P ) → (P → P )

íå ñîõðàíÿåòñÿ â áàçå, åñëè óæå âûâåäåíà P → P . Âîçìîæíû è áîëåå

èçîùð¼ííûå ýâðèñòèêè, àíàëèçèðóþùèå ÷àñòè �îðìóë íà ïðåäìåò �ïî-

õîæåñòè� íà öåëåâóþ �îðìóëó.

Áîëüøèíñòâî ïðèâåäåííûõ â ýòîé ãëàâå âûâîäîâ íå òðåáóþò îñîáîé

èçîáðåòàòåëüíîñòè è ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íî áûñòðî ïðè ïîìî-

ùè êîìïüþòåðà.
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2.2 Ïîñûëêè è ïðàâèëà âûâîäà

Òåîðåìû, ïîäîáíûå P → P , â öåïî÷êå âûâîäà ñîäåðæàò àêñèîìû è

ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ ïðàâèë âûâîäà. Åñëè õîòÿò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî

�îðìóëà ÿâëÿåòñÿ òåîðåìîé ⊢ P → P , òî ïåðåä íåé ïèøóò çíà÷îê ⊢.
Õîòÿ ñëåâà îò ⊢ íè ÷åãî íåò, òàì ïîäðàçóìåâàåòñÿ íàëè÷èå àêñèîì. Êî-

ãäà íåîáõîäèìî ÿâíûì îáðàçîì óêàçàòü â êàêîì èñ÷èñëåíèè âûâåäåíà

�îðìóëà, òî ïîä çíàêîì âûâîäà ïðèâîäÿò ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîæåñòâî

àêñèîì: ⊢F→
P → P , ãäå F→ = {F1, F2}.

Â èñ÷èñëåíèè ìîæíî ïîëó÷àòü íå òîëüêî òåîðåìû, íî è íîâûå ïðàâèëà

âûâîäà. Âûâîä �îðìóëû P èç ïîñûëîê èëè ãèïîòåç Γ = {Γ1, ...,Γn}
çàïèñûâàåòñÿ êàê Γ ⊢ P èëè Γ ⊢F→

P .

Âûâîä íà îñíîâå ãèïîòåç Γ - ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �îðìóë, êàæ-

äàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ èëè àêñèîìîé, èëè ãèïîòåçîé, èëè ïîëó÷å-

íà èç ïðåäûäóùèõ �îðìóë ïðè ïîìîùè ïðàâèë âûâîäà.

�èïîòåçû ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè �îðìóëàìè (â áèíàðíîé ëîãèêå

íå îáÿçàòåëüíî òàâòîëîãèÿìè). Òî÷íî òàêæå â ïðàâèëå (MP) ïîñûëêè
P , P → Q èç êîòîðûõ âûâîäèòñÿ Q � ýòî ïðîèçâîëüíûå �îðìóëû.

Ïîëó÷èì ïðàâèëî òðàíçèòèâíîñòè èìïëèêàöèè, â êîòîðîì ãèïîòåçà-

ìè Γ1, Γ2 âûñòóïàþò �îðìóëû P → Q è Q→ R:

(RT) P → Q, Q→ R ⊢ P → R.

⊳ P → Q

1: Γ1

, Q→ R

2: Γ2

, (Q→ R)→
(

P → (Q→ R)
)

3: F1 { (Q→R)/P, P/Q }

, P → (Q→ R)

4: MP(2,3)

,

(

P → (Q→ R)
)

→
(

(P → Q)→ (P → R)
)

5: F2

, (P → Q)→ (P → R)

6: MP(4,5)

.

P → R
7: MP(1,6)

.�

Ïåðâûå äâå �îðìóëû âûâîäà � ýòî ãèïîòåçû. Òàê êàê îíè íå ÿâëÿþò-

ñÿ ñõåìàìè àêñèîì, âõîäÿùèå â íèõ áóêâû P,Q,R �èêñèðîâàíû è â íèõ

íåëüçÿ ïîäñòàâëÿòü �îðìóëû (îíè íå ìîãóò ìåíÿòüñÿ â ïðîöåññå âûâîäà).

Íà òðåòüåì øàãå àêñèîìà (F1) çàïèñàíà ñ ïîäñòàíîâêàìè (ïðèâåäåííûìè

ïîä �îðìóëîé), êîòîðûå íà ÷åòâ¼ðòîì øàãå ïîçâîëÿþò ê íåé è ïîñûëêå

Q → R ïðèìåíèòü ïðàâèëî âûâîäà (MP). Åñëè òåïåðü â öåïî÷êå âûâî-

äà îòáðîñèòü âñå �îðìóëû êðîìå ïåðâûõ äâóõ (ãèïîòåçû) è ïîñëåäíåé

(ñëåäñòâèå), òî ïîëó÷èòñÿ ïðàâèëî (RT).
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Ñîäåðæàòåëüíûé ñìûñë òðàíçèòèâíîñòè î÷åâèäåí: åñëè èç P ñëåäóåò

Q, à èç Q ñëåäóåò R, òî èç P ñëåäóåò R. Ïî ñóòè, ýòî âûâîä ïî ðåçîëþöèè
(ñòð. 20). Âïðî÷åì, â èñ÷èñëåíèè (RT) ÿâëÿåòñÿ ëèøü ïðàâèëîì ïîëó÷å-

íèÿ �îðìóëû P → R èç äâóõ äðóãèõ. Òàê êàê ýòî ïðàâèëî âûâîäèòñÿ èç

àêñèîì (F1, F2), åãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü íàðàâíå ñ ïðàâèëîì (MP), â

ëþáîì èñ÷èñëåíèè, ãäå åñòü ýòè àêñèîìû. Òàêèå ïðàâèëà áóäåì íàçûâàòü

ïðîèçâîäíûìè ïðàâèëàìè âûâîäà.

Áëàãîäàðÿ ïðàâèëó (MP), êàæäàÿ àêñèîìà àâòîìàòè÷åñêè ïîðîæäàåò
ïðîèçâîäíîå ïðàâèëî âûâîäà. Íàïðèìåð, èç (F2) ïî (MP) ñðàçó ñëåäóåò
ïðàâèëî �ïåðåìíîæåíèÿ� èìïëèêàöèé:

(RF2) P → (Q→ R) ⊢ (P → Q)→ (P → R).

Âûâåäåì ñ åãî ïîìîùüþ ïðàâèëî ïåðåñòàíîâêè ïîñûëîê:

(RC) P → (Q→ R) ⊢ Q→ (P → R).

⊳ P → (Q→ R)

1: Γ

, (P → Q)→ (P → R)

2: RF2(1)

, Q→ (P → Q)

3: F1 {Q/P, P/Q }

, Q→ (P → R)

4: RT(3,2)

.

Íà ïîñëåäíåì øàãå ïðèìåíåíî ïðîèçâîäíîå ïðàâèëî òðàíçèòèâíîñòè (RT).
Âìåñòî íåãî, çà ñ÷¼ò óäëèíåíèÿ âûâîäà, âñåãäà ìîæíî çàïèñàòü òîëüêî

�îðìóëû, ïîëó÷àåìûå ïðè ïîìîùè (MP). �

Ïîä÷åðêí¼ì åù¼ ðàç, ÷òî â ãèïîòåçû â âûâîäå íåëüçÿ ïîäñòàâëÿòü ïðî-

èçâîëüíûå �îðìóëû, ò.å. ïåðåìåííûå ãèïîòåç â öåïî÷êå �îðìóë âûâîäà

äîëæíû áûòü íåèçìåííûìè. Âïðî÷åì, êîãäà ïðîèçâîäíîå ïðàâèëî âûâî-

äà äîêàçàíî, â í¼ì âìåñòî P,Q,R, ... ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëþáûå �îðìó-
ëû. Òî÷íî òàêæå â ïðàâèëå (MP) P è Q � ýòî ëþáûå �îðìóëû.

Ïðàâèëà âûâîäà òåñíî ñâÿçàíû ñ òåîðåìàìè. Íàïðèìåð, â èñ÷èñëåíèè

âûâîäèìà ñëåäóþùàÿ �îðìóëà (ñòð. 57):

(T) ⊢ (P → Q)→
(

(Q→ R)→ (P → R)
)

.

Èç íå¼, ïðè ïîìîùè äâîéíîãî ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà modus ponens, ïîëó-

÷àåòñÿ ïðàâèëî òðàíçèòèâíîñòè:

⊳ P → Q

1: Γ1

, Q→ R

2: Γ2

, (P → Q)→
(

(Q→ R)→ (P → R)
)

3: T

,

(Q→ R)→ (P → R)

4: MP(1,3)

, P → R

5: MP(2,4)

.

Îäíàêî ìîæíî ïîñòóïèòü íàîáîðîò è èç (TD) âûâåñòè �îðìóëó (T).
Òî÷íåå, äîêàçàòü, ÷òî òàêîé âûâîä ñóùåñòâóåò. Äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåòñÿ

òåîðåìà äåäóêöèè.
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2.3 Òåîðåìà äåäóêöèè

Ïóñòü Γ = {Γ1, ...,Γn} � ìíîæåñòâî ïðîèçâîëüíûõ ïîñûëîê (ãèïîòåç).

È ïóñòü èç íèõ âûâîäèòñÿ íåêîòîðàÿ �îðìóëà Q. Òîãäà èç Γ ìîæíî

âûâåñòè P → Q, ãäå P � ëþáàÿ �îðìóëà:

Åñëè Γ ⊢ Q, òî Γ ⊢ P → Q.

⊳ Γ

1: Γ

, Q

2: Γ⊢Q

, Q→ (P → Q)

3: F1 {Q/P, P/Q }

, P → Q

4: MP(2,3)

. �

Êîãäà ïîñûëîê íåò, Q � ýòî íåêîòîðàÿ òåîðåìà èëè àêñèîìà: ⊢ Q. Ê

íåé, ïðè ïîìîùè èìïëèêàöèè, ìîæíî ïðèñîåäèíèòü ñëåâà ëþáóþ �îðìó-

ëó P . Òîãäà P → Q òàêæå áóäåò òåîðåìîé èñ÷èñëåíèÿ. Ó ýòîãî ðåçóëüòà-

òà åñòü àíàëîã äëÿ ñëåäîâàíèÿ â áèíàðíîé ëîãèêå. Òàâòîëîãèÿ ⇒ Q ïðè

ëþáîé èíòåðïðåòàöèè (ïðèñâîåíèè, âõîäÿùèì â �îðìóëó Q, ýëåìåíòàð-

íûì âûñêàçûâàíèÿì

O

èëè

1

) âñåãäà ðàâíà

1

. Ïî òàáëèöå èìïëèêàöèè

(ñòð. 18), P →
1

èñòèííî, ïðè ëþáîì P , ò.å. P → Q � òàâòîëîãèÿ.

Ìîæíî äîêàçàòü áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå: åñëè �îðìóëà P ñîäåð-

æèòñÿ â ïîñûëêàõ, òî å¼ îò òóäà ìîæíî èñêëþ÷èòü. Ýòî è åñòü ñîäåðæà-

íèå òåîðåìû äåäóêöèè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî P 6∈ Γ, òîãäà:

(TD) Åñëè Γ, P ⊢ Q, òî Γ ⊢ P → Q.

⊳ Ïóñòü Q1, ..., Qk, ãäå Qk = Q � ýòî âûâîä Q èç Γ è P . Ïî èíäóêöèè:

(I) k = 1: Ïóñòü Γ, P ⊢ Q1. Ïåðâàÿ �îðìóëà öåïî÷êè âûâîäà ìîæåò

áûòü òîëüêî: 1) àêñèîìîé; 2) îäíîé èç ãèïîòåç Γi; 3) �îðìóëîé P . Â

ïåðâûõ äâóõ ñëó÷àÿõ ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå Γ ⊢ P → Q1, òàê êàê

�îðìóëà P â âûâîäå Q1 íå ó÷àñòâóåò. Â òðåòüåì ñëó÷àå (Q1 = P ), â ñèëó

( I ), ñòð.52, èìååì òåîðåìó ⊢ P → P , êîòîðàÿ äëÿ âûâîäà íå òðåáóåò

ïîñûëîê. Îäíàêî, äëÿ åäèíîîáðàçèÿ, ìîæíî íàïèñàòü Γ ⊢ P → Q1.

(II) Ïóñòü, åñëè Γ, P ⊢ Qi, òî Γ ⊢ P → Qi äëÿ ëþáîãî i < k.

Äîêàæåì, ÷òî ýòî òàê è äëÿ i = k. Ñëó÷àè, êîãäà Qk � àêñèîìà, ãèïîòåçà

èëè �îðìóëà P ðàçîáðàíû âûøå. Îñòàëñÿ âàðèàíò, êîãäà Qk ïîëó÷àåòñÿ

ïî ïðàâèëó (MP) èç Qi è Qj, ãäå Qj = Qi → Qk è i, j < k:

Γ, P ⊢ ..., Qi, ..., Qi → Qk, ..., Qk.

Òàê êàê Γ ⊢ P → Qi è Γ ⊢ P → (Qi → Qk), òî, èñïîëüçóÿ ïðàâèëî (RF2)

(àêñèîìà F2) èìååì:

Γ ⊢ P → (Qi → Qk) ⊢ (P → Qi)→ (P → Qk).

Ïðèìåíÿÿ (MP) ñ P → Qi, ïîëó÷àåì Γ ⊢ P → Qk. �
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Âûøå áûë èñïîëüçîâàí ìåòîä èíäóêöèè, êîòîðûé �àêòè÷åñêè ÿâëÿ-

åòñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè (ñòð. 28) ïî ÷èñëó k �îðìóë âû-

âîäà. Ïðè ýòîì áàçîé èíäóêöèè (ïóíêò I) ñëóæèò çíà÷åíèå k = 1.

Òåîðåìà äåäóêöèè, íå ÿâëÿåòñÿ òåîðåìîé èñ÷èñëåíèÿ, ò.ê. îíà èñïîëü-

çóåò â ñâî¼ì äîêàçàòåëüñòâå ìåòîä èíäóêöèè, êîòîðîãî â èñ÷èñëåíèè íåò.

Ýòî òåîðåìà îá èñ÷èñëåíèè, óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî åñëè âûâîä Γ, P ⊢ Q
ïîñòðîåí, òî, â ïðèíöèïå, ìîæíî ïîñòðîèòü è âûâîä Γ ⊢ P → Q. Õîòÿ
òàêîå óòâåðæäåíèå âåðíî, ïðÿìîå ïîñòðîåíèå âûâîäà �îðìóëû P → Q,

â ðÿäå ñëó÷àåâ, ìîæåò îêàçàòüñÿ î÷åíü íå ïðîñòûì äåëîì.

Òåîðåìà äåäóêöèè (TD) ÷àñòî óïðîùàåò âûâîä �îðìóë (òåîðåì). Íà-

ïðèìåð, äîêàæåì àíàëîã ïðàâèëà òðàíçèòèâíîñòè (RT), ñòð. 54:

(T) ⊢ (P → Q)→
(

(Q→ R)→ (P → R)
)

.

⊳ P → Q

1: Γ1

, Q→ R

2: Γ2

, P

3: Γ3

, Q

4: MP(3,1)

, R

5: MP(4,2)

.

Òàêèì îáðàçîì:

P → Q, Q→ R, P ⊢ R.

Èñêëþ÷àÿ P èç ïîñûëîê, ïî (TD), ïîëó÷àåì ïðàâèëî (RT):

P → Q, Q→ R ⊢ P → R.

Çàòåì, ïî ýòîé æå òåîðåìå, �ïåðåíîñèì� âïðàâî Q→ R:

P → Q ⊢ (Q→ R)→ (P → R).

Ôèíàëüíûé ïåðåíîñ P → Q äîêàçûâàåò âûâîäèìîñòü(T). Ñòîèò ïîïðî-

áîâàòü (⋖H57) âûâåñòè �îðìóëó (T) íå ïðèìåíÿÿ (TD). �

Òåîðåìà äåäóêöèè ïîçâîëÿåò ëþáîå ïðàâèëî âûâîäà çàïèñàòü â �îðìå

òåîðåìû. Íàïðèìåð, äëÿ (MP): P, P → Q ⊢ Q, ïåðåíîñÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíî ïîñûëêè, ïîëó÷àåì òåîðåìó:

(T1) ⊢ P →
(

(P → Q)→ Q
)

.

Àíàëîãè÷íî, èç ïðàâèëà ïåðåñòàíîâêè ïîñûëîê (RC), ñòð. 55, ïî òåî-
ðåìå äåäóêöèè ñëåäóåò âûâîäèìîñòü �îðìóëû:

(C) ⊢
(

P → (Q→ R)
)

→
(

Q→ (P → R)
)

.

Å¼ ïðÿìîé âûâîä áåç (TD) ñðàâíèòåëüíî äëèííûé (⋖H58), ïîýòîìó Ôðåãå

â 1879 ã. âêëþ÷èë ýòó �îðìóëó íà ðÿäó ñ (F1, F2) â ñâîþ ñèñòåìó àêñèîì

(òåîðåìà äåäóêöèè áûëà äîêàçàíà ëèøü â 1930 ã.).
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2.4 Ïîëíàÿ ñèñòåìà àêñèîì

Çàïèøåì òåïåðü ïîëíóþ ñèñòåìó àêñèîì, ïðè ïîìîùè êîòîðûõ â èñ-

÷èñëåíèè ìîæíî âûâåñòè âñå òàâòîëîãèè ëîãèêè âûñêàçûâàíèé. Êàê è

ðàíüøå, áóêâàìè P,Q,R îáîçíà÷àþòñÿ ïðîèçâîëüíûå �îðìóëû. Ïåðâûé

íàáîð àêñèîì áóäåì íàçûâàòü ñèñòåìîé F, â ÷åñòü Ôðåãå (1897 ã.):

(F1) P → (Q→ P ), F

(F2)
(

P → (Q→ R)
)

→
(

(P → Q)→ (P → R)
)

,

(F3) (P → Q)→ (¬Q→ ¬P ),

(F4) ¬¬P → P,

(F5) P → ¬¬P.

ßí Ëóêàøåâè÷ ïîêàçàë, ÷òî, õîòÿ ïîñëåäíèå òðè àêñèîìû (F3 − F5) è
íåçàâèñèìû, èõ ìîæíî îáúåäèíèòü â îäíó (�ïåðåâ¼ðíóòóþ� F3):

(F1) P → (Q→ P ), L

(F2)
(

P → (Q→ R)
)

→
(

(P → Q)→ (P → R)
)

,

(L ) (¬P → ¬Q)→ (Q→ P ).

Àêñèîìû {F1,F2,L} áóäóò íàçûâàòüñÿ ñèñòåìîé L. Îíà ïðèíÿòà â áà-

çå ìàòåìàòè÷åñêèõ �îðìóë Metamath (http://metamath.org). Ëóêàøåâè÷

òàêæå èñïîëüçîâàë ñëåäóþùóþ ñèñòåìó àêñèîì L′ = {T,L2,L3}:

(T ) (P → Q)→
(

(Q→ R)→ (P → R)
)

, L′

(L2 ) P → (¬P → Q),

(L3 ) (¬P → P )→ P.

Åäèíñòâåííûì áàçîâûì ïðàâèëîì âûâîäà âî âñåõ òð¼õ ñèñòåìàõ àêñè-

îì áóäåò ïðàâèëî modus ponens:

(MP ) P, P → Q ⊢ Q.

Â F è L ïðèñóòñòâóþò �îðìóëû (F1, F2), à â ñèñòåìå L
′
èõ ìîæíî âû-

âåñòè. Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâà òåîðåìà äåäóêöèè (ñòð. 56):

(TD ) Åñëè Γ, P ⊢ Q, òî Γ ⊢ P → Q,

óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò âûâîä �îðìóëû P → Q èç ãèïîòåç Γ =

{Γ, ...,Γn}, åñëè åñòü âûâîä Q èç Γ è P .
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Ñïðàâåäëèâû òàêæå ïðîèçâîäíûå ïðàâèëà âûâîäà:

(RF1) Q ⊢ P → Q,

(RF2) P → (Q→ R) ⊢ (P → Q)→ (P → R),

(RT) P → Q, Q→ R ⊢ P → R,

(RC) P → (Q→ R) ⊢ Q→ (P → R),

(RA) P → Q, ¬P → Q ⊢ Q,

Ïðàâèëà (RF1, RF2) ñëåäóþò èç àêñèîì (F1, F2), à (RT, RC) áûëè âû-

âåäåíû ðàíåå. Ïðàâèëî (RA) áóäåò äîêàçàíî íà ñòð. 61.

Ñîáåð¼ì äëÿ ñïðàâêè íåêîòîðûå òåîðåìû, âûâîäèìûå âî âñåõ ñèñòå-

ìàõ àêñèîì. Â ïðàâîé êîëîíêå ïðèâåäåí êîä òåîðåìû â áàçå Metamath.

Ïåðâóþ �îðìóëó (I) ìû óæå âûâåëè, à äëÿ ñëåäóþùèõ òð¼õ (T1, T, C)

äîêàçàëè ñóùåñòâîâàíèå âûâîäà ïðè ïîìîùè òåîðåìû äåäóêöèè:

( I ) P → P, id

(T1) P →
(

(P → Q)→ Q
)

, pm2.27

(T) (P → Q)→
(

(Q→ R)→ (P → R)
)

,

(C)
(

P → (Q→ R)
)

→
(

Q→ (P → R)
)

,

(T2)
(

(P → Q)→ (P → R)
)

→ (P → (Q→ R)
)

, pm2.86

(P )
(

(P → Q)→ P
)

→ P,

Ïîñëåäíèå äâå �îðìóëû áóäóò äîêàçàíû ïîçäíåå. Íåêîòîðûå òåîðåìû ñ

îòðèöàíèåì ïðîäóáëèðóåì â òåðìèíàõ äèçúþíêöèè è êîíúþíêöèè:

(N1)
¯̄P → (Q→ P ),

(N2) P →
(

Q̄→ ¬(P → Q)
)

,

(N3) (P̄ → Q)→ (Q̄→ P ), P ∨Q→ Q ∨ P, con1

(N4) ¬(P → Q̄)→ P, P &Q→ P,

(N5) P →
(

Q→ ¬(P → Q̄)
)

, P → (Q→ P &Q), pm3.2im

(N6) ¬(P → Q̄)→ ¬(Q→ P̄ ), P &Q→ Q&P pm3.2im

Ôîðìóëû èñ÷èñëåíèÿ ÷àñòî ëåãêî çàïîìíèòü, çàïèñàâ èõ ïðè ïîìîùè

ñâÿçîê ∨ è &. Òàê, (L2 ) îçíà÷àåò, ÷òî èç P ñëåäóåò P ∨Q.

Ìîæíî òàêæå ïîëüçîâàòüñÿ ïðàâèëîì (MP), �ðàçáèâàÿ� �îðìóëó íà

áîëåå ïðîñòûå. Òàê, òà æå (L2) ñâÿçàíà ñ âûâîäîì: P, P̄ ⊢ Q, ÷òî îçíà-
÷àåò óòâåðæäåíèå: �èç ïðîòèâîðå÷èÿ (P è å¼ îòðèöàíèå) ìîæíî âûâåñòè

÷òî óãîäíî (ëþáóþ �îðìóëó Q)�.
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• Ïðîäåìîíñòðèðóåì âçàèìîñâÿçü ñõåì àêñèîì F è L. Äëÿ ýòîãî ñíà-

÷àëà ïîëó÷èì â ñèñòåìå Ôðåãå F àêñèîìó Ëóêàøåâè÷à: ⊢F L. Ïðèìåì

ãèïîòåçó P̄ → Q̄ è ïîñòðîèì ñëåäóþùèé âûâîä:

⊳ P̄ → Q̄

1: Γ

, (P̄ → Q̄)→ ( ¯̄Q→ ¯̄P )

2: F3 { P̄ /P, Q̄/Q }

, ¯̄Q→ ¯̄P

3: MP(1,2)

, Q→ ¯̄Q

4: F5 {P/Q }

, Q→ ¯̄P

5: RT(4,3)

, Q→ P

6: RT(5,F4)

.

Òàêèì îáðàçîì P̄ → Q̄ ⊢ Q → P , îòêóäà ïî (TD) âûâîäèìà (L). �

Â îáðàòíóþ ñòîðîíó: ⊢L F3, ⊢L F4 è ⊢L F5 ÷óòü ñëîæíåå. Ñíà÷àëà â

ñõåìå àêñèîì L âûâåäåì �îðìóëó:

(N1) ⊢L ¯̄P → (Q→ P ).

⊳ ¯̄P → ( ¯̄Q→ ¯̄P )

1: F1{ ¯̄P/P, ¯̄Q/Q }

, ( ¯̄Q→ ¯̄P )→ (P̄ → Q̄)

2: L { Q̄/P, P̄ /Q }

, ¯̄P → (P̄ → Q̄)

3: RT(1,2)

, ¯̄P → (Q→ P )

6: RT(3,L)

.

Òåïåðü óæå ëåãêî äîêàçàòü âûâîäèìîñòü (F4):
¯̄P → P è (F5):

¯̄P → P :

⊳ ¯̄P

1: Γ

, ¯̄P → ( ¯̄P → P )

2: N1{ ¯̄P/P }

, ¯̄P → P

3: MP(1,2)

, P

4: MP(1,3)

. Çàòåì ïî (TD). �

⊳
¯̄̄
P → P̄

1: F4 { P̄ /P }

, (
¯̄̄
P → P̄ )→ (P → ¯̄P )

2: L { ¯̄P/P, P/Q }

, P → ¯̄P

3: MP(1,2)

. �

Îáîñíîâàíèå �îðìóëû ⊢L F3 â ñèñòåìå àêñèîì L èìååò ñëåäóþùèé âèä:

⊳ P → Q

1: Γ

, ¯̄P → Q

2: RT(F4,1)

, ¯̄P → ¯̄Q

3: RT(2,F5)

, ( ¯̄P → ¯̄Q)→ (Q̄→ P̄ )

4: L { P̄ /P, Q̄/Q }

, Q̄→ P̄

5: MP(3,4)

.

Ñëåäîâàòåëüíî P → Q ⊢ Q̄→ P̄ , îòêóäà, ïî (TD), ïîëó÷àåì (F3). �

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìû àêñèîì Ôðåãå F = {F1 − F5} è Ëóêàøåâè÷à

L = {F1,F2,L} ïîëíîñòüþ ýêâèâàëåíòíû. Èç F ìîæíî âûâåñòè �îðìóëó

(L), à èç L � �îðìóëû (F3 − F5).

Ýòî äîâîëüíî ëþáîïûòíîå ñâîéñòâî �îðìàëüíûõ òåîðèé, â êîòîðûõ

íåêîòîðûå àêñèîìû ìîãóò áûòü �ðàñùåïëåíû� íà íåñêîëüêî äðóãèõ èëè,

íàîáîðîò, îáúåäèíåíû â îäíó. Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî âûâîäèìûõ �îðìóë

íå ìåíÿåòñÿ. Ñóùåñòâóþò ìíîãî÷èñëåííûå âçàèìîñâÿçè ìåæäó �îðìóëà-

ìè. �àçëè÷íûå, ïåðåñåêàþùèåñÿ èëè íåò ìíîæåñòâà �îðìóë ìîãóò âûâî-

äèòñÿ äðóã èç äðóãà. Âîîáùå-òî ñòîèò óäèâëÿòüñÿ òîìó, ÷òî áåñêîíå÷íîå

ìíîæåñòâî ñëîâ ÿçûêà, èìåþò ñîäåðæàòåëüíûé ñìûñë, ìîæíî âûâåñòè

èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ñõåì àêñèîì.
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• Âûâåäåì åù¼ àêñèîìû ñèñòåìû L′, èñïîëüçóÿ èñ÷èñëåíèåL. Ôîðìóëà
òðàíçèòèâíîñòè (T) óæå áûëà ïîëó÷åíà ðàíåå. Àêñèîìà (L2) âûâîäèòñÿ

ëåãêî:

(L2) ⊢L P → (P̄ → Q).

⊳ P̄ → (Q̄→ P̄ )

1: F1 { P̄ /P, Q̄/Q }

, P̄ → (P → Q)

2: RT(1,L)

, P → (P̄ → Q)

2: RC(2)

. �

Âî âòîðîé �îðìóëå âûâîäà èñïîëüçîâàíî ïðàâèëî òðàíçèòèâíîñòè ñ (L),

çàïèñàííîé ñ ïîäñòàíîâêàìè {Q/P, P/Q}.
×óòü ñëîæíåå âûâîä (L3):

(L3) ⊢L (P̄ → P )→ P .

⊳ P̄ → (P → Q̄)

1: L2 { Q̄/Q }, RC

, (P̄ → P )→
(

P̄ → Q̄)

2: RF2(1)

, (P̄ → P )→ (Q→ P
)

3: RT(2,L)

,

(

(P̄ → P )→ Q
)

→
(

(P̄ → P )→ P
)

4: RF2(3)

, P → P

5: I

, (P̄ → P )→ P

6: MP(5,4) { (P̄→P )/Q4 }

.�

Â ïåðâîé �îðìóëå ê àêñèîìå (L2) ñðàçó ïðèìåíåíî ïðàâèëî ïåðåñòàíîâêè

ïîñûëîê (RC). Â 6-é �îðìóëå ïðàâèëî (MP) ïðèìåíÿåòñÿ ê 4-é �îðìóëå
â êîòîðîé ïîëîæåíî { (P̄ → P )/Q }, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîä÷¼ðêíóòàÿ

÷àñòü ïðèíèìàåò âèä 5-é �îðìóëû P → P , ãäå P � ýòî (P̄ → P ) → Q.
Åñòåñòâåííî, ìîæíî áûëî ñ ñàìîãî íà÷àëà âûâîäà âìåñòî Q ïèñàòü P →
P . Îäíàêî ýòî áû íå äîáàâèëî áû ÿñíîñòè.

Ïðè ïîìîùè (L3) ìîæíî äîêàçàòü, ïðèâåäåííîå íà ñòð. 59 ïðàâèëî:

(RA ) P → Q, P̄ → Q ⊢ Q.

⊳ P → Q

1: Γ1

, P̄ → Q

2: Γ2

, Q̄→ P̄

3: MP(1,F3)

, Q̄→ Q

4: RT(3,2)

, (Q̄→ Q)→ Q

5: L3 {Q/P }

, Q

6: MP(4,5)

. �

Îáðàòíóþ âûâîäèìîñòü àêñèîì L èç ñèñòåìû L′ ìîæíî ïðîñëåäèòü

ïî áàçå Metamath èëè íà ñàéòå àâòîðà synset.
om. Ñîîòâåòñòâóþùèå âû-

âîäû äîñòàòî÷íî äëèííûå. Â ýòîì ñìûñëå ñèñòåìà àêñèîì L ÿâëÿåòñÿ

íàèáîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíîé, êàê ïî ÷èñëó âõîäÿùèõ â íå¼ àêñèîì, òàê è

ïî ïðîñòîòå âûâîäà äðóãèõ �îðìóë. Íà ñàéòå synset.
om ìîæíî òàêæå

íàéòè áîëüøóþ êîëëåêöèþ ïðÿìûõ âûâîäîâ �îðìóë, áåç ññûëêè íà òåî-

ðåìó äåäóêöèè, à òàêæå ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ ñèñòåì àêñèîì, êîòîðûå

ÿâëÿþòñÿ âïîëíå âçàèìîçàìåíÿåìûìè. Âñå âûâîäû ïðåäñòàâëåíû â ðàç-

ëè÷íûõ �îðìàòàõ, âêëþ÷àÿ ñòàíäàðòíûé ÿçûê Metamath, ÷òî ïîçâîëÿåò

ïðîâåðÿòü ýòè âûâîäû âíåøíèìè èíñòðóìåíòàìè.
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2.5 Íåïðîòèâîðå÷èâîñòü

Äî ñèõ ïîð èñ÷èñëåíèå âûñêàçûâàíèé, îñíîâàííîå íà ïðàâèëå (MP)

è ñõåìàõ àêñèîì F, L è L′, áûëî �îðìàëüíûì âûâîäîì ñëîâ â ÿçûêå ñ

àë�àâèòîì Σ = {¬, →, ( , ) , X}. Ññûëêè íà áèíàðíóþ ëîãèêó ñëóæè-

ëè ëèøü äëÿ íàãëÿäíîñòè. Òåïåðü æå ìû ââåä¼ì ñåìàíòèêó èñ÷èñëåíèÿ,

íàäåëèâ ýëåìåíòàðíûå âûñêàçûâàíèÿ A,B, C, ..., âõîäÿùåå â �îðìóëû

P,Q,R, ..., çíà÷åíèåì
O

èëè

1

, à èìïëèêàöèþ → è îòðèöàíèå ¬ ñòàí-

äàðòíûìè òàáëèöàìè èñòèííîñòè.

Ïîêàæåì, ÷òî ëþáàÿ âûâîäèìàÿ â èñ÷èñëåíèè �îðìóëà, â áèíàðíîé

ëîãèêå îáùåçíà÷èìà (ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé) :

Åñëè ⊢ P , òî ⇒ P (âûâîäèìàÿ �îðìóëà P îáùåçíà÷èìà).

⊳ Ïðè ïîìîùè òàáëèö èñòèííîñòè èëè ìåòîäîì îïðîâåðæåíèÿ (ñì. ⋖H7)

ïðîâåðÿåì, ÷òî àêñèîìû, íàïðèìåð, ñõåìû L ÿâëÿþòñÿ òàâòîëîãèÿìè.

Åñëè Q, Q → P òàâòîëîãèè, òî P òàêæå òàâòîëîãèÿ (

1

→
1

≡
1

).

Òåîðåìà P ìîæåò áûòü ëèáî àêñèîìîé, ëèáî ïîëó÷àòüñÿ èç äðóãèõ àêñèîì

(èëè òåîðåì) ïî ïðàâèëó (MP), ñëåäîâàòåëüíî, P � òàâòîëîãèÿ. �

Âåðíî è áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå î ñâÿçè âûâîäèìîñòè è ëîãè÷åñêîãî

ñëåäñòâèÿ. Ïóñòü Γ = {Γ1, ...,Γn} � íàáîð �îðìóë (ãèïîòåç). Òîãäà:

Åñëè Γ ⊢ P , òî Γ⇒ P .

⊳ Ñíîâà âîñïîëüçóåìñÿ èíäóêöèåé (ñòð. 57). Ïóñòü Γ ⊢ P1, ..., Pk � öåïî÷-

êà âûâîäà �îðìóëû Pk = P èç ãèïîòåç Γ.

(I) k = 1: Γ ⊢ P1. Ïåðâàÿ �îðìóëà âûâîäà ìîæåò áûòü àêñèîìîé èëè

ãèïîòåçîé. �àññìîòðèì îáà ýòèõ ñëó÷àÿ:

1) Åñëè P1 � àêñèîìà (èëè òåîðåìà), òî Γ⇒ P1 (êîãäà èñòèííî Γ, èñòèííî
è P1, òàê îíà, êàê àêñèîìà, èñòèííà âñåãäà ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå).

2) Åñëè P1 ∈ Γ, ò.å. ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ãèïîòåç, òîãäà Γ1&Γ2&... ⇒ Γi

(âñåãäà, êîãäà èñòèííû âñå Γi, èñòèííà è ëþáàÿ èç íèõ).

(II) Ïóñòü òåîðåìà ñïðàâåäëèâà äëÿ âñåõ i < k. Äîêàæåì å¼ äëÿ i = k.

Êðîìå ðàçîáðàííûõ âûøå ñëó÷àåâ, âîçìîæåí âûâîä Pk ïî (MP) èç Pi,

Pj , ãäå Pj = Pi → Pk è i, j < k. Òàê êàê Γ ⇒ Pi è Γ ⇒ Pi → Pk, òî

êîãäà èñòèííû Pi è Pi → Pk äîëæíî áûòü èñòèííûì è Pk (îïðåäåëåíèå

èìïëèêàöèè). Ïîýòîìó Γ⇒ Pk. �

Â îáùåì ñëó÷àå, åñëè ñóùåñòâóåò ìîäåëü èñ÷èñëåíèÿ (îòîáðàæåíèå

ñëîâ íà ìíîæåñòâî M, ñòð.37) ïðè êîòîðîé âñå âûâîäèìûå �îðìóëû

îòîáðàæàþòñÿ â îäèí ýëåìåíò M, òî ãîâîðÿò, ÷òî èñ÷èñëåíèå êîððåêòíî.

Âûøå òàêèì ýëåìåíòîì áûëî çíà÷åíèå

1

.
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Íà ñâÿçü áèíàðíîé ëîãèêè è èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé, â ðàçðåçå íåïðî-

òèâîðå÷èâîñòè, ìîæíî ïîñìîòðåòü ñ äðóãîé ñòîðîíû. Ââåä¼ì äâà ïîíÿ-

òèÿ: ñîâìåñòíîñòü (â ëîãèêå) è íåïðîòèâîðå÷èâîñòü (â èñ÷èñëåíèè).

Â ëîãèêå ìíîæåñòâî �îðìóë Γ = {Γ1, ...,Γn} íàçûâàåòñÿ ñîâìåñòíûì,
åñëè ñóùåñòâóåò èíòåðïðåòàöèÿ (êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ ýëåìåíòàðíûõ âû-

ñêàçûâàíèé, âõîäÿùèõ â Γi), ïðè êîòîðîé âñå Γi èñòèííû. Îòñóòñòâèå

òàêîé èíòåðïðåòàöèè îçíà÷àåò íåñîâìåñòíîñòü �îðìóë.

⋄ Íàïðèìåð {A, A∨B} ñîâìåñòíû (êîãäà A =
1

). Ôîðìóëû {A, ¬A}
� íåñîâìåñòíû. �

Â èñ÷èñëåíèè âûñêàçûâàíèé ìíîæåñòâî �îðìóë Γ = {Γ1, ...,Γn} íà-
çûâàåòñÿ íåïðîòèâîðå÷èâûì, åñëè èç íåãî íåëüçÿ îäíîâðåìåííî âûâåñòè

íåêîòîðóþ �îðìóëó P è å¼ îòðèöàíèå ¬P . Åñëè æå òàêèå �îðìóëû âû-

âîäèìû, òî èñ÷èñëåíèå íàçûâàþò ïðîòèâîðå÷èâûì.

⋄ Íàïðèìåð ìíîæåñòâî �îðìóë {P, P → ¬P} ïðîòèâîðå÷èâî, òàê

êàê èç íèõ ñëåäóåò �îðìóëà P (êàê îäíà èç ïîñûëîê) è �îðìóëà ¬P
ïî ïðàâèëó modus ponens èç P è P → ¬P . Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî â

ëîãèêå ýòî ìíîæåñòâî �îðìóë ÿâëÿåòñÿ íåñîâìåñòíûì. �

Èç ïðîòèâîðå÷èâîãî ìíîæåñòâà Γ ìîæíî âûâåñòè ëþáóþ �îðìóëó:

Åñëè Γ ⊢ P è Γ ⊢ ¬P , òî Γ ⊢ Q.

⊳ Ýòî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç (L2): P → (P̄ → Q). Äåéñòâèòåëüíî,

åñëè èç Γ âûâîäèìû P̄ è P (â ëþáîì ïîðÿäêå), òî ïî (MP) èç (L2)
ïîëó÷àåì Q. �

Ïðîòèâîðå÷èâàÿ ñèñòåìà àêñèîì èñ÷èñëåíèÿ ìàëîèíòåðåñíà, ò.ê. èç íå¼

âûâîäÿòñÿ âñå ñëîâà ÿçûêà. Â äàëüíåéøåì ìû âñåãäà áóäåì òðåáîâàòü

íåïðîòèâîðå÷èâîñòè àêñèîì ëþáîé �îðìàëüíîé òåîðèè, êàê îáùåëîãè-

÷åñêèõ, òàê è ïðåäìåòíûõ.

Íåïðîòèâîðå÷èâîñòü èñ÷èñëåíèÿ ìîæíî òàêæå âûðàçèòü ïðè ïîìîùè

òåîðåìû î êîððåêòíîñòè:

Åñëè ìíîæåñòâî �îðìóë Γ ñîâìåñòíî, òî îíî íåïðîòèâîðå÷èâî.

⊳ Îò ïðîòèâíîãî (ñòð. 21). Åñëè �îðìóëû Γ ïðîòèâîðå÷èâû, òî èç íèõ

âûâîäèòñÿ íåêîòîðàÿ P è å¼ îòðèöàíèå ¬P . Âûøå ìû ïîêàçàëè, ÷òî åñëè

Γ ⊢ P , òî Γ⇒ P . Ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ ïðîòèâîðå÷èâîãî ìíîæåñòâà Γ ìû

èìåëè áû Γ ⇒ P è Γ ⇒ ¬P . Ïîýòîìó Γ ⇒ P &¬P ⇔
O

. Îäíàêî
äëÿ ñîâìåñòíûõ �îðìóë Γ ñóùåñòâóåò èíòåðïðåòàöèÿ â êîòîðîé îíè âñå

èñòèííû. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ. �
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2.6 Ïîëíîòà

Äîêàæåì, ÷òî ëþáàÿ òàâòîëîãèÿ âûâîäèìà â èñ÷èñëåíèè âûñêàçûâà-

íèé. Ýòîò íåòðèâèàëüíûé �àêò íàçûâàåòñÿ ïîëíîòîé èñ÷èñëåíèÿ.

Ïðåæäå ðàññìîòðèì îäíó, ñàìó ïî ñåáå, ëþáîïûòíóþ òåîðåìó. Ïóñòü

åñòü íåêîòîðàÿ �îðìóëà F , çàâèñÿùàÿ îò äðóãèõ �îðìóë F (Γ1,Γ2, ...).

�àññìàòðèâàÿ èõ êàê ýëåìåíòàðíûå âûñêàçûâàíèÿ â áèíàðíîé ëîãèêå,

ìîæíî ïîñòðîèòü òàáëèöó èñòèííîñòè �îðìóëû F . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

Γ′i ðàâíî Γi, åñëè Γi ≡ 1

è Γ′i = ¬Γi, åñëè Γi ≡ O

. Àíàëîãè÷íî è äëÿ

âñåé �îðìóëû F . Òîãäà êàæäàÿ ñòðî÷êà òàáëèöû èñòèííîñòè ïðèâîäèò

ê ïðàâèëó âûâîäà: Γ′1,Γ
′
2, ... ⊢ F ′.

�àññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà �îðìóëó F (P,Q) = ¬(P → Q):

¬ (P → Q) P Q F

O O

1

O O O O

P̄ , Q̄ ⊢ ¬¬(P → Q),

O O

1 1

O

1

O

P̄ , Q ⊢ ¬¬(P → Q),

1 1

O O

1

O

1

P, Q̄ ⊢ ¬(P → Q),

O

1 1 1 1 1

O

P, Q ⊢ ¬¬(P → Q).

Ïîñòðîèì, íàïðèìåð, âûâîä ïðàâèëà â ïåðâîé ñòðîêå. Ïîñûëêà Q̄ â

í¼ì ëèøíÿÿ è â ãèïîòåçàõ äîñòàòî÷íî òîëüêî �îðìóëû P̄ :

⊳ P̄

1: Γ

, P̄ → (Q̄→ P̄ )

2: F1 { P̄ /P, Q̄/Q }

, Q̄→ P̄

3: MP(1,2)

, (Q̄→ P̄ )→ (P → Q)

4: L

, P → Q

5: MP(3,4)

,

(P → Q)→ ¬¬(P → Q)

6: F5{ (P→Q)/P }

, ¬¬(P → Q)

7: MP(5,6)

. �

Â ïðàâèëàõ âòîðîé è ÷åòâ¼ðòîé ñòðîê äîñòàòî÷íî ïîñûëêè Q. Èç íå¼

è (F1) âûâîäèòñÿ P → Q, à çàòåì ïî (MP) ñ (F5) ïîëó÷àåòñÿ �îðìóëà

¬¬(P → Q).

Äëÿ âûâîäà â òðåòåé ñòðîêå íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü �îðìóëó:

(N2 ) ⊢ P →
(

Q̄→ ¬(P → Q)
)

.

⊳ P →
(

(P → Q)→ Q
)

1: T1, ñòð. 57

,
(

(P → Q)→ Q
)

→
(

Q̄→ ¬(P → Q)
)

2: F3{ (P→Q)/P }, çàòåì RT(1,2)

. �

Èç (N2 ) äâàæäû ïî (MP) ñ ãèïîòåçàìè P è Q̄ âûâîäèòñÿ ¬(P → Q).

Àíàëîãè÷íî ñòîèò ïîýêñïåðèìåíòèðîâàòü ñ äðóãèìè �îðìóëàìè.
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Ñ�îðìóëèðóåì ïðîäåìîíñòðèðîâàííûé �àêò â âèäå òåîðåìû:

Ïóñòü øòðèõ ó �îðìóëû: F ′ � ýòî ñàìà �îðìóëà F , åñëè F ≡
1

è å¼ îòðèöàíèå ¬F , åñëè F ≡
O

. È ïóñòü F ñîñòîèò èç �îðìóë

{Γ1, ...,Γn}. Òîãäà â èñ÷èñëåíèè ñïðàâåäëèâ âûâîä Γ′1, ...,Γ
′
n ⊢ F ′.

⊳ Äîêàçàòåëüñòâî âåä¼ì ïî èíäóêöèè ÷èñëà k ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê ¬, →,

âõîäÿùèõ â �îðìóëó. Åñëè k = 0 � ýòî ïðîñòî áóêâà F è òåîðåìà óòâåð-

æäàåò, ÷òî F ⊢ F èëè ¬F ⊢ ¬F , ÷òî î÷åâèäíî. Ïóñòü òåîðåìà âåðíà äëÿ
ëþáîãî i < k. Äîêàæåì å¼ äëÿ i = k. Âîçìîæíî 2 ñëó÷àÿ:

1. F = ¬G è Γ′ ⊢ G′ (â G íà îäíó ñâÿçêó ìåíüøå, ÷åì â F ).

◦ Åñëè G ≡
1

, òî F ≡
O

è èç Γ′ ⊢ G íàäî ïîëó÷èòü Γ′ ⊢ ¬F .
Ïî àêñèîìå (F5) èç Γ

′ ⊢ G èìååì Γ′ ⊢ ¬¬G èëè Γ′ ⊢ ¬F (ò.å. F ′).

◦ Åñëè G ≡
O

, òî F ≡
1

è èç Γ′ ⊢ ¬G ñëåäóåò Γ′ ⊢ F , ò.ê. F = ¬G.
2. F = G→ H è Γ′ ⊢ G′, H ′ (â G,H ìåíüøå ñâÿçîê ÷åì â F ).

◦ Åñëè G ≡
O

, òî F ≡
1

è èç Γ′ ⊢ ¬G íàäî ïîëó÷èòü Γ′ ⊢ F .
Â ñèëó (L2) è ïðàâèëà (RC) èìååì ¬G→ (G→ H), îòêóäà ïî (MP).

◦ Åñëè H ≡
1

, òî F ≡
1

è èç Γ′ ⊢ H íàäî ïîëó÷èòü Γ′ ⊢ F .
Ïî àêñèîìå (F1): H → (G→ H) è (MP) ñ H èìååì Γ′ ⊢ G→ H, ò.å. F .

◦ Åñëè G ≡
1

, H ≡
O

, òî F ≡
O

è èç Γ′ ⊢ G,¬H íàäî ïîëó÷èòü Γ′ ⊢ ¬F .
Ýòî òàê ïî (MP) èç òåîðåìû (N2): G→

(

¬H → ¬(G→ H)
)

. �

Òåïåðü ìîæíî äîêàçàòü òåîðåìó ïîëíîòû:

Åñëè ⇒ F , òî ⊢ F (òàâòîëîãèÿ âûâîäèìà â èñ÷èñëåíèè).

⊳ Äëÿ òàâòîëîãèè (F ′ = F ), ïî äîêàçàííîé òåîðåìå, Γ′1, ...,Γ
′
n ⊢ F , ãäå

Γi � áóêâû (âûñêàçûâàíèÿ), âõîäÿùèå â F . Âûñêàçûâàíèå Γn (â îòëè÷èå

îò ïðîèçâîëüíîé �îðìóëû) ïðèíèìàåò äâà çíà÷åíèÿ:

O

è

1

. Ïîýòîìó:

Γ′1, ...,Γ
′
n−1,Γn ⊢ F è Γ′1, ...,Γ

′
n−1, ¬Γn ⊢ F.

Ïî òåîðåìå äåäóêöèè (TD), ýòî îçíà÷àåò, ÷òî:

Γ′1, ...,Γ
′
n−1 ⊢ Γn → F, ¬Γn → F.

Ïî ïðàâèëó (RA), ñòð. 61 èìååì âûâîä Γ′1, ...,Γ
′
n−1 ⊢ F . Àíàëîãè÷íî

èñêëþ÷àþòñÿ âñå Γ′i è ïîëó÷àåòñÿ óòâåðæäåíèå î âûâîäèìîñòè ⊢ F . �

Òàêèì îáðàçîì, �Èãðà â ñëîâà�, îñíîâàííàÿ íà íåñêîëüêèõ ñõåìàõ àê-

ñèîì è îäíîì ïðàâèëå âûâîäà, ñïîñîáíà ïîðîäèòü âñå òàâòîëîãèè ëîãèêè

âûñêàçûâàíèé.
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2.7 Íåçàâèñèìîñòü àêñèîì

Äîêàæåì íåçàâèñèìîñòü äðóã îò äðóãà àêñèîì â ñèñòåìàõ F,L èL′. Íà-
ïîìíèì (ñòð. 37), ÷òî ìîäåëü èñ÷èñëåíèÿ � ýòî îòîáðàæåíèå ñëîâ ÿçûêà

íà ýëåìåíòû çàäàííîãî ìíîæåñòâà M. Ïðè òàêîì îòîáðàæåíèè âñå âû-

âîäèìûå �îðìóëû ðàçáèâàþòñÿ íà êëàññû ñîîòâåòñòâèÿ òîìó èëè èíîìó

ýëåìåíòó, ïðèíàäëåæàùåìó M. Ìîæíî ïîñòðîèòü òàêóþ ìîäåëü, ÷òîáû

ïðàâèëî âûâîäà (MP), ïðèìåí¼ííîå ê �îðìóëàì äàííîãî êëàññà, ïîðîæ-

äàëî �îðìóëû òîëüêî èç ýòîãî æå êëàññà.

�àññìîòðèì ýòó èäåþ íà ïðèìåðå ñèñòåìû L èç òð¼õ ñõåì àêñèîì

{F1, F2, L}. Ïóñòü ìíîæåñòâî ìîäåëè M = {0, 1} ñîñòîèò èç äâóõ ýëå-

ìåíòîâ. Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî ýòî íå ëîæü è èñòèíà, à äâà ïðîèçâîëüíûõ ýëå-

ìåíòà, ïðîíóìåðîâàííûõ äëÿ óäîáñòâà íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè. ×òîáû

îòîáðàçèòü êàæäîå ñëîâî ÿçûêà íà M, íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü �çíà÷å-

íèÿ� ýëåìåíòàðíûõ âûñêàçûâàíèé A,B, ..., êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñëîâàìè

(X), (XX), ... è çàäàòü ïðàâèëà îòîáðàæåíèÿ ïðîèçâîëüíûõ �îðìóë,

îïðåäåëèâ ¬P è P → Q. Äëÿ èìïëèêàöèè ýòî ñäåëàåì òàêæå, êàê è â

áèíàðíîé ëîãèêå: 0→ 0 = 1, 1→ 0 = 0 è ò.ä. À âîò îòðèöàíèå ¬P îïðå-

äåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì: ¬0 = 0, ¬1 = 1 (ò.å. ñâÿçêà ¬P íå ìåíÿåò

çíà÷åíèÿ �îðìóëû P ):

→ 0 1

0 1 1

1 0 1

¬ A

0 0

1 1

(ñëåâà ïî âåðòèêàëè ïîäïèñàíû çíà÷åíèÿ ïîñûëêè èìïëèêàöèè, à ñâåðõó

ïî ãîðèçîíòàëè � ñëåäñòâèÿ; íà ïåðåñå÷åíèè � å¼ çíà÷åíèå). Â ðåçóëüòàòå

ýòèõ îïðåäåëåíèé, êàæäîå ñëîâî ÿçûêà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0 èëè 1.

Âûäåëåííûìè íàçîâ¼ì �îðìóëû, âñåãäà ðàâíûå 1. Òàê êàê 1→ 1 = 1,
à 1 → 0 = 0, òî èç P è P → Q, ðàâíûõ 1, ïî ïðàâèëó (MP) ìîæåò

ïîëó÷èòüñÿ òîëüêî âûäåëåííàÿ �îðìóëà Q.
Àêñèîìû (F1,F2), íå ñîäåðæàùèå îòðèöàíèÿ, â áèíàðíîé ëîãèêå ÿâëÿ-

þòñÿ òàâòîëîãèÿìè, ïîýòîìó â ìîäåëè M îíè áóäóò âûäåëåííûìè. Ñëå-

äîâàòåëüíî, èç íèõ ïî (MP) âûâîäÿòñÿ òîëüêî âûäåëåííûå �îðìóëû. À
âîò àêñèîìà (L) : (P̄ → Q̄)→ (Q→ P ) óæå íå âûäåëåíà. Äåéñòâèòåëü-

íî, ïðè P = 0, Q = 1 èìååì:

((0̄→ 1̄)→ (1→ 0)) = ((0→ 1)→ (1→ 0)) = (1→ 0) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, â ýòîé ìîäåëè àêñèîìà (L) íå ìîæåò áûòü âûâåäåíà èç

�îðìóë (F1,F2). À çíà÷èò ýòî íåëüçÿ ñäåëàòü â ïðèíöèïå.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåçàâèñèìîñòè (F1) îò (F2, L) íåîáõîäèìà óæå

ìîäåëü ñ òð¼õýëåìåíòíûì ìíîæåñòâîì M = {0, 1, 2}. Îïðåäåëèì îòîáðà-

æåíèå äëÿ îòðèöàíèÿ ïî �îðìóëå ¬A = 2−A. Äëÿ èìïëèêàöèè ïîñòðîèì
ñîîòâåòñòâèå, âû÷èñëÿåìîå ïî ïåðâîé òàáëèöå, ïðèâåäåííîé íèæå:

F1:

→ 0 1 2

0 2 2 2

1 0 2 2

2 0 0 2

F2:

→ 0 1 2

0 2 2 2

1 1 2 2

2 1 1 2

¬ A

2 0

1 1

0 2

Áóäåì íàçûâàòü âûäåëåííîé �îðìóëó, ðàâíóþ 2 ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ

âõîäÿùèõ â íå¼ âûñêàçûâàíèé. Ïðàâèëî (MP) ñîõðàíÿåò âûäåëåííîñòü,
òàê êàê 2 → 2 = 2, à 2 → 0 è 2 → 1 íå ðàâíû 2. Ïîñëåäíåå âàæíî, òàê

êàê åñëè áû, íàïðèìåð, 2→ 0 = 2, òî ïî ïðàâèëó (MP) èç âûäåëåííûõ
�îðìóë P = 2 è P → Q = 2 âûâîäèëàñü áû íåâûäåëåííàÿ �îðìóëà

Q = 0. Òàêèì îáðàçîì, âûäåëåííîñòü ïðè (MP) ñîõðàíÿåòñÿ, åñëè â

íèæíåé ñòðîêå òàáëèöû (F1) äâîéêà ñòîèò òîëüêî â ïîñëåäíåé ÿ÷åéêå.

Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîé ìîäåëè (F2, L) âûäåëåíû, à (F1) � íåò. Äëÿ (F1)

ïðèâåä¼ì ïðèìåð, êîãäà îíà ðàâíà 0:

P → ( Q → P ).
1 0 2 0 1

Âûäåëåííîñòü îñòàëüíûõ àêñèîì ïðîâåðÿåòñÿ ìåòîäîì îïðîâåðæåíèÿ (ñì.

⋖H7). Òàê, äëÿ (L) ñòàâèì â êîðåíü 0. Ïîñûëêà èìïëèêàöèè ïî òàáëè-

öå F1 ìîæåò áûòü ðàâíà 1 èëè 2. Îäíàêî, ïîñûëêîé ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàò

èìïëèêàöèè, êîòîðûé íå ìîæåò áûòü ðàâíûì 1. Ïîýòîìó âàðèàíò îäèí,

ïîìå÷åííûé æèðíûì øðè�òîì ïîä ñâÿçêàìè �îðìóëû:

( P̄ → Q̄ ) → ( Q → P ).
[2
2

1

2?
[1

0
0

[1

2
0

[0
0

1

øàã: 3 1 3 1 2 1 2

Íà âòîðîì øàãå (èõ íîìåðà ñòîÿò ïîä ÷åðòîé), çàïèñûâàåì âîçìîæíûå

âàðèàíòû äëÿ ïîñûëêè è ñëåäñòâèÿ èìïëèêàöèè, ðàâíîé 0. Íà òðåòüåì

øàãå äóáëèðóåì óæå èçâåñòíûå çíà÷åíèÿ Q è P , áåðÿ ñðàçó èõ îòðèöàíèÿ
(0̄ = 2, 1̄ = 1 è ò.ä.). Ïåðâàÿ ñòðîêà (ïîä P̄ è Q̄) ïðèâîäèò ê ïðîòèâî-

ðå÷èþ, òàê êàê 2 → 1 äîëæíî ðàâíÿòüñÿ 0, à íå 2, êàê áûëî çàêëþ÷åíî

ðàíåå (æèðíàÿ 2). Òàêèì îáðàçîì, íàì íå óäàëîñü ïîäîáðàòü çíà÷åíèÿ

âûñêàçûâàíèé ïðè êîòîðûõ �îðìóëà ðàâíà 0. Òàê êàê èìïëèêàöèÿ ïî

òàáëèöå F1 ðàâíà èëè 0 èëè 2, çíà÷èò îíà âñåãäà ðàâíà 2, ò.å. ÿâëÿåòñÿ

âûäåëåííîé. Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ (⋖H51) ïðåäëàãàåòñÿ òàê æå ïðîâå-

ðèòü âûäåëåííîñòü �îðìóëû (F2).
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Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñòðîÿòñÿ ìîäåëè äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåçàâèñè-

ìîñòè àêñèîì Ôðåãå F = {F1 − F5}. Íåçàâèñèìîñòü (F1) è (F2) ïðî-
âåðÿåòñÿ â ìîäåëè ñ òðåìÿ çíà÷åíèÿìè è òàáëèöàìè, ïðèâåäåííûìè íà

ïðåäûäóùåé ñòðàíèöå.

Äëÿ îñòàëüíûõ àêñèîì äîñòàòî÷íî áèíàðíîé ìîäåëè ñ îáû÷íîé èì-

ïëèêàöèåé, íî ïî ðàçëè÷íîìó îïðåäåë¼ííûì îòðèöàíèåì. Òàê, äëÿ (F3)
íåîáõîäèìî âçÿòü îòðèöàíèå íå ìåíÿþùåå âûñêàçûâàíèÿ: ¬0 = 0, ¬1 = 1.
Àêñèîìà (F4) áóäåò íåçàâèñèìîé îò îñòàëüíûõ ÷åòûð¼õ àêñèîì, åñëè

¬0 = ¬1 = 1. Íàêîíåö íåçàâèñèìîñòü (F5) áóäåò äîêàçàíà, åñëè ïî-

ëîæèòü ¬0 = ¬1 = 0.

Ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé â íåêîòîðîì ñìûñëå àíàëîãè÷åí ïîñòðîå-

íèþ èíòåðïðåòàöèé äëÿ ïðåäìåòíûõ àêñèîì. Îäíàêî, â ðàçëè÷íûõ èíòåð-

ïðåòàöèÿõ âñåãäà ïðåäïîëàãàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü áèíàðíîé ëîãèêè. Ïðè

ïîñòðîåíèè æå ìîäåëåé èñ÷èñëåíèÿ, ìû îòõîäèì îò ñòàíäàðòíûõ òàá-

ëèö èñòèííîñòè. Òåì íå ìåíåå, íàõîæäåíèå ìîäåëè â êîòîðîé íåêîòîðûå

�îðìóëû âûäåëåíû, à íåêîòîðûå íåò, ïîçâîëÿåò äîêàçàòü íåâîçìîæíîñòü

âûâîäà �îðìóë âòîðîé ãðóïïû èç �îðìóë ïåðâîé.

Àíàëîãè÷íî, åñëè âñåãäà (â ëþáîé ìîäåëè), êîãäà �îðìóëû A1, A2 âû-

äåëåíû, âûäåëåíà è �îðìóëà T , òî ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñóùåñòâó-

åò âûâîä A1, A2 ⊢ T . Â ýòîì âûâîäå �îðìóëû A1, A2 âûñòóïàþò àêñèî-

ìàìè äëÿ T è äðóãèõ àêñèîì íå òðåáóåòñÿ. Âïðî÷åì, òàê êàê ïåðåáðàòü

âñå ìîäåëè íåâîçìîæíî, ïîäîáíûå çàâèñèìîñòè ÿâëÿþòñÿ ëèøü âîçìîæ-

íûìè è ïðè èõ îáíàðóæåíèè âñ¼ ðàâíî íåîáõîäèìî ñòðîèòü ñîîòâåòñòâó-

þùèé âûâîä. Â îòëè÷èè îò ýòîãî, ìåòîä óñòàíîâëåíèÿ íåçàâèñèìîñòè

ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâîì íåâîçìîæíîñòè âûâîäà.

�àçëè÷íûå �îðìóëû îêàçûâàþòñÿ âûäåëåííûìè â ðàçëè÷íûõ ìîäå-

ëÿõ. Ïðèâåä¼ì ÷èñëî ìîäåëåé â êîòîðûõ âûïîëíèìà òà èëè èíàÿ �îðìó-

ëà äëÿ äâóõ (N = 2) è òð¼õ (N = 3) ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà M:

N = 2 N = 3

F1 4 540

F2 4 513

F3 6 1250

F4 5 3672

F5 6 4860

N = 2 N = 3

L 3 416

T 8 1296

L2 2 336

L3 3 1700

I 8 8748

Ïðîñòûå �îðìóëû (I) : P → P , (F4) : ¬¬P → P è (F5) : P → ¬¬P ,
çàâèñÿùèå îò îäíîãî âûñêàçûâàíèÿ, èìåþò íàèáîëüøåå ÷èñëî ìîäåëåé,

ãäå îíè ðàâíû 2. Îáðàòèì âíèìàíèå òàêæå íà �îðìóëó òðàíçèòèâíîñòè

(T), êîòîðàÿ, íå ñìîòðÿ íà íàëè÷èå â íåé òð¼õ ïðîèçâîëüíûõ âûñêàçû-

âàíèé (�îðìóë), âûäåëåíà íà äîñòàòî÷íî áîëüøîì ÷èñëå ìîäåëåé.
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• Ñðåäè âñåõ ìîäåëåé ñ òðåìÿ ýëåìåíòàìè: M = {0, 1, 2}, ñóùåñòâóåò
îäíà, èãðàþùàÿ îñîáóþ ðîëü â êîìïüþòåðíûõ íàóêàõ. Â íåé îòðèöàíèå,

äèçúþíêöèÿ è êîíúþíêöèÿ îïðåäåëÿòñÿ ñëåäóþùèìè �îðìóëàìè:

¬A = 2− A, A ∨B = max(A,B), A&B = min(A,B).

Èìïëèêàöèÿ, êàê îáû÷íî, ðàâíà A → B = ¬A ∨ B, à ýêâèâàëåíòíîñòü

A ≡ B : (A → B) & (B → A) ðàâíà 2, åñëè çíà÷åíèÿ âûñêàçûâàíèé

ñîâïàäàþò è 0 � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ñîîòâåòñòâóþùèå òàáëèöû èìåþò

âèä:

¬ A

2 0

1 1

0 2

∨ 0 1 2

0 0 1 2

1 1 1 2

2 2 2 2

& 0 1 2

0 0 0 0

1 0 1 1

2 0 1 2

→ 0 1 2

0 2 2 2

1 1 1 2

2 0 1 2

.

Ýòà ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñåìåéñòâà íå÷¼òêèõ ëîãèê. Â íåé

çíà÷åíèå 0 èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ëîæü, 2 � êàê èñòèíà, à 1 çàíèìàåò ïðî-

ìåæóòî÷íîå çíà÷åíèå, îòðàæàþùåå ñòåïåíü íåóâåðåííîñòè èëè íåçíàíèÿ.

Äðóãèìè ñëîâàìè â ýòîé ëîãèêå åñòü �äà�, �íåò� è �âîçìîæíî�.

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî îïðåäåëåíèÿ äëÿ áàçîâûõ ñâÿçîê ÷åðåç ðàçíîñòü

è �óíêöèè min, max, ñïðàâåäëèâû è â áèíàðíîé ëîãèêå ïî îñíîâàíèþ 1

(¬A = 1 − A), à òàêæå ìîãóò áûòü îáîáùåíû íà ëîãèêó ñ ïðîèçâîëü-

íûì îñíîâàíèåì è äàæå íà íåïðåðûâíûé ñëó÷àé. Â ïîñëåäíåì, ìîäåëüþ

âûñòóïàåò îòðåçîê âåùåñòâåííûõ ÷èñåë [0...1] íà êîòîðîì ñòåïåíü èñòèí-

íîñòè íåïðåðûâíî ìåíÿåòñÿ îò �àáñîëþòíîé ëæè� (äëÿ 0) äî �àáñîëþòíîé

èñòèíû� (äëÿ 1).

Íå÷¼òêóþ ëîãèêó ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîçäíåå, à ñåé÷àñ îòìåòèì,

÷òî íè îäíà èç àêñèîì ñèñòåì F, L èëè L′ â òàêîé ìîäåëè íå ÿâëÿåòñÿ âû-
äåëåííîé (âñåãäà ðàâíîé 2). Îäíàêî âûäåëåííûìè ÿâëÿþòñÿ òîæäåñòâà

áóëåâîé àëãåáðû, êðîìå çàêîíà èñêëþ÷åíèÿ òðåòüåãî è ñâÿçàííûõ ñ íèì

�îðìóë. Òàê, íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî òàáëèöû äëÿ äèçúþíêöèè è êîíú-

þíêöèè ñèììåòðè÷íû, ïîýòîìó, íàïðèìåð, A ∨ B ≡ B ∨ A. Ïîñòðîåíè-
åì �òàáëèö èñòèííîñòè�, ìîæíî ïðîâåðèòü âûïîëíèìîñòü àññîöèàòèâíîãî

è äèñòðèáóòèâíîãî çàêîíîâ, à òàêæå ïðàâèë äå-Ìîðãàíà è ïîãëîùåíèÿ

(ñòð. 17).

Â îòëè÷èè îò ýòèõ òîæäåñòâ, �îðìóëà A&¬A íå ðàâíà âñåãäà 0, à

�îðìóëà A ∨ ¬A íå ðàâíà 2. Òàêæå, â îòëè÷èå îò áóëåâîé àëãåáðû, íå

ÿâëÿþòñÿ òåïåðü òîæäåñòâàìè �îðìóëû:

A&(¬A ∨B) ≡ A&B, A ∨ (¬A&B) ≡ A ∨B,

êîòîðûå íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàíû ñ çàêîíîì èñêëþ÷åíèÿ òðåòüåãî.



70 �ËÀÂÀ 2.

2.8 Èìïëèêàòèâíîå èñ÷èñëåíèå

Îïðåäåë¼ííûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò èñ÷èñëåíèå, èñïîëüçóþùåå òîëü-

êî èìïëèêàöèþ. Òàê êàê îòðèöàíèÿ íåò, âûâåñòè â í¼ì âñå òàâòîëîãèè

íåëüçÿ. Îäíàêî, ìîæíî ïîñòàâèòü çàäà÷ó ïîèñêà àêñèîì èç êîòîðûõ ñëå-

äóþò âñå òîæäåñòâåííî èñòèííûå (â áèíàðíîé ëîãèêå) èìïëèêàòèâíûå

�îðìóëû (ñîäåðæàùèå òîëüêî ñâÿçêó →).

Â ñèñòåìàõ F è L, ñòð. 58 áûëè äâå èìïëèêàòèâíûå àêñèîìû (F1) è

(F2). Ëþáîïûòíî, ÷òî èõ íå äîñòàòî÷íî äëÿ âûâîäà âñåõ èìïëèêàòèâíûõ
òàâòîëîãèé è ïîëíàÿ ñèñòåìà èìïëèêàòèâíûõ àêñèîì âûãëÿäèò ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì:

(F1) : P → (Q→ P ),

(F2) :
(

P → (Q→ R)
)

→
(

(P → Q)→ (P → R)
)

(P ) :
(

(P → Q)→ P
)

→ P.

Äîêàæåì íåçàâèñèìîñòü �çàêîíà Ïèðñà� (P) îò àêñèîì (F1) è (F2), ðàñ-
ñìîòðåâ ñëåäóþùóþ ìîäåëü:

→ 0 1 2

0 2 2 2

1 0 2 2

2 0 1 2

(

( P → Q ) → P
)

→ P.

1 0 0 2 1 1 1

Ïðè ïîìîùè ìåòîäà îïðîâåðæåíèÿ, ñòîèò ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè òàêîì îïðå-

äåëåíèè èìïëèêàöèè, �îðìóëû (F1), (F2) ÿâëÿþòñÿ âûäåëåííûìè, à

ïðèìåð íå âûäåëåííîñòè �îðìóëû (P) ïðèâåäåí ñïðàâà îò òàáëèöû.

Õîòÿ �îðìóëà (P) íå ñîäåðæèò îòðèöàíèÿ, âûâîä, íàïðèìåð â ñèñòåìå
L, òðåáóåò òðåòåé àêñèîìû (L). Äëÿ äåìîíñòðàöèè ýòîãî ïîòðåáóåòñÿ

ïðàâèëî, óñòðàíÿþùåå îòðèöàíèå â ïîñûëêå èìïëèêàöèè: (RN) : ¬P →
Q ⊢ (P → Q) → Q. Îíî ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ ïî òåîðåìå äåäóêöèè è

ïðàâèëó (RA), ñòð. 61:

⊳ ¬P → (P → Q)

1: L2, RC

,
(

¬P → (P → Q)
)

→
(

¬(P → Q)→ P
)

2: N3 { (P→Q)/Q }, ⋖H63

,

¬(P → Q)→ P

3: MP(1,2)

,
(

(P → Q)→ P
)

→ P

4: RN(3)

. �

Òî, ÷òî â âûâîäå èìïëèêàòèâíîé �îðìóëû (P) ó÷àñòâóþò �îðìóëû,

ñîäåðæàùèå îòðèöàíèå, íå ÿâëÿåòñÿ èñêëþ÷åíèåì. Íàïðèìåð, â ñèñòåìå

Ëóêàøåâè÷àL′ äëÿ âûâîäà èìïëèêàòèâíîé �îðìóëû P → P íåîáõîäèìû

âñå òðè àêñèîìû (( I ) ñëåäóåò èç (L2) è (L3) ïî òðàíçèòèâíîñòè).



ÈÑ×ÈÑËÅÍÈÅ ÂÛÑÊÀÇÛÂÀÍÈÉ 71

Ôîðìóëà (F2) âûâîäèòñÿ èç (T) è (P), ïîýòîìó â êà÷åñòâå àêñèîì

ìîæíî òàêæå âûáðàòü ñèñòåìó Áåðíàéñà-Òàðñêîãî:

(F1) : P → (Q→ P ),

(T ) : (P → Q)→
(

(Q→ R)→ (P → R)
)

,

(P ) :
(

(P → Q)→ P
)

→ P.

Òðàíçèòèâíîñòü è óäëèí¼ííàÿ âåðñèÿ çàêîíà Ïèðñà îáðàçóþò ïîëíóþ

ñèñòåìó èç äâóõ àêñèîì:

(T ) : (P → Q)→
(

(Q→ R)→ (P → R)
)

,

(PP) : P →
(

(Q→ R)→ Q
)

→ Q.

Èç íå¼ âñå îñòàëüíûå �îðìóëû ñèñòåì àêñèîì èìïëèêàòèâíîãî èñ÷èñëå-

íèÿ ïîëó÷àþòñÿ äîñòàòî÷íî áûñòðî (ñì. synset.
om). Êàê ïîêàçàë â 1948

ã. Ëóêàøåâè÷, âîçìîæíà òàêæå ñèñòåìà èç îäíîé �îðìóëû:

(L1) :
(

(P → Q)→ R
)

→
(

(R→ P )→ (S → P )
)

,

ïðàâäà âûâîä ñ å¼ ïîìîùüþ ñòàíîâèòñÿ äîñòàòî÷íî íåòðèâèàëüíîé çàäà-

÷åé. Ïðèâåä¼ì åù¼ ñèñòåìó èç ÷åòûð¼õ íåçàâèñèìûõ àêñèîì:

( I ) : P → P,

(T ) : (P → Q)→
(

(Q→ R)→ (P → R)
)

,

(C ) :
(

P → (Q→ R)
)

→
(

Q→ (P → R)
)

,

( A1) : (P → Q)→
(

((P → R)→ Q)→ Q
)

.

Íèæå íàðèñîâàíû ãðà�û âûâîäèìîñòè àêñèîì èìïëèêàòèâíîãî èñ÷èñ-

ëåíèÿ:

I

F1 F2

C T P

PP A1

P F2

I A1 T C

F1

Äðóãèå ñèñòåìû èìïëèêàòèâíûõ àêñèîì ìîæíî íàéòè íà synset.
om.
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• Ñèñòåìà àêñèîì {F1,F2,P} (êàê è îñòàëüíûå) ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé, ò.å.
èç íå¼ ìîæíî âûâåñòè âñå èìïëèêàòèâíûå òàâòîëîãèè. Äëÿ äîêàçàòåëü-

ñòâà íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùåå ïðàâèëî âûâîäà:

(RQ) P → Q ⊢ ((P → R)→ Q)→ Q.

⊳ P → Q

1: Γ1

, Q→ R

2: Γ2

, (P → R)→ Q

3: Γ3

, P → R

4: RT(1,2)

, Q.

5: MP(4,3)

Òàêèì îáðàçîì ïî (TD) èìååì P → Q, (P → R)→ Q ⊢ (Q→ R)→ Q.

Ñ ó÷¼òîì (P) ýòî äà¼ò P → Q, (P → R) → Q ⊢ Q, îòêóäà ñíîâà ïî

(TD) ñëåäóåò ïðàâèëî (RQ). �

Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ ïîõîæè íà äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïîëíî-

òû èñ÷èñëåíèÿ ñî ñâÿçêàìè {→,¬}. Ñíà÷àëà äîêàæåì òåîðåìó, ñïðàâåä-

ëèâóþ äëÿ ëþáîé �îðìóëû F è ëþáîé, íî �èêñèðîâàííîé Q:

Ïóñòü øòðèõ ó �îðìóëû: F ′ � ýòî (F → Q) → Q, åñëè F ≡
1

è

F → Q, åñëè F ≡
O

. È ïóñòü F ñîñòîèò èç �îðìóë {Γ1, ...,Γn}.
Òîãäà â èñ÷èñëåíèè ñïðàâåäëèâ âûâîä Γ′1, ...,Γ

′
n ⊢ F ′.

⊳ Äîêàçàòåëüñòâî âåä¼ì ïî èíäóêöèè ÷èñëà k èìïëèêàöèé â �îðìóëå.

Ñëó÷àé k = 0 : F ′ ⊢ F ′ òðèâèàëåí. Ïóñòü òåîðåìà âåðíà äëÿ âñåõ i < k.
Äîêàæåì å¼ äëÿ i = k, êîãäà F = G→ H è â G, H èìïëèêàöèé ìåíüøå.

◦ Åñëè G ≡
O

, òî F ≡
1

è èç Γ′ ⊢ G→ Q âûâåäåì Γ′ ⊢ (F → Q)→ Q.
Òàê êàê F = G → H, òî �îðìóëà ((G → H) → Q) → Q âûâîäèòñÿ èç

G→ Q ïî ïðàâèëó (RQ).

◦ Åñëè G ≡
1

, H ≡
O

, òî F ≡
O

è èç Γ′ ⊢ (G → Q) → Q, H → Q
âûâåäåì Γ′ ⊢ (G→ H)→ Q, ñíà÷àëà ïî (RT), à çàòåì ïî (MP):

G→ H, H → Q, (G→ Q)→ Q ⊢ G→ Q, (G→ Q)→ Q ⊢ Q.

Ïîýòîìó ïåðåíîñÿ ïî òåîðåìå äåäóêöèè (TD) ïåðâóþ ïîñûëêó G → H,

ïîëó÷àåì: H → Q, (G→ Q)→ Q ⊢ (G→ H)→ Q.

◦ Åñëè H ≡
1

, òî F ≡
1

è èç Γ′ ⊢ (H → Q) → Q íåîáõîäèìî âûâåñòè

Γ′ ⊢ ((G→ H)→ Q)→ Q. Çàïèøåì ïî (TD) ïðàâèëî òðàíçèòèâíîñòè

(TR) êàê P → R ⊢ (R → Q) → (P → Q) è äâàæäû ïðèìåíèì åãî ê

àêñèîìå (F1) â âèäå H → (G→ H):

H → (G→ H) ⊢ ((G→ H)→ Q)→ (H → Q),
((H → Q)→ Q)→ (((G→ H)→ Q)→ Q).

Èç ïîñëåäíåé �îðìóëû ïî (MP) ñëåäóåò èñêîìàÿ �îðìóëà. �
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Ïðè ïîìîùè ýòîé òåîðåìû, ëåãêî ïîëó÷àòü ñàìûå ðàçíîîáðàçíûå ïðà-

âèëà âûâîäà. Íàïðèìåð, èç P → Q ñëåäóþò òàêèå ïðàâèëà:

P → R, Q→ R ⊢
(

(P → Q)→ R
)

→ R,

(P → R)→ R, Q→ R ⊢ (P → Q)→ R.

Îòìåòèì íåñêîëüêî ìîìåíòîâ. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïîëíîòû èñ÷èñëå-

íèÿ ñ {¬,→}, øòðèõ F ′ ñîîòâåòñòâîâàë ¬F (ïðè F ≡
O

) è F (ïðè F ≡
1

).

Â èìïëèêàòèâíûõ �îðìóëàõ ñèìâîëà îòðèöàíèÿ íåò. Îäíàêî, íåñëîæíî

âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáîé �îðìóëû Q, åñëè F ≡
O

, òî (F → Q) ≡
1

è åñëè

F ≡
1

, òî ((F → Q) → Q) ≡
1

. Ïðè ýòîì âàðèàíò òåîðåìû ñ F ′ = F ,

êîãäà F ≡
1

áóäåò îøèáî÷íûì. Íàïðèìåð, äëÿ �îðìóëû G → H ïðè

çíà÷åíèÿõ

O

→
O

≡
1

, ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè øòðèõà, ñëåäîâàë áû

ëîæíûé âûâîä G→ Q, H → Q ⊢ G→ H. Ïîýòîìó ïðèõîäèòñÿ èñïîëü-

çîâàòü áîëåå çàòåéëèâîå ïðåîáðàçîâàíèå �îðìóëû, â ñëó÷àå, êîãäà îíà

ðàâíà

1

.

Òåïåðü âñ¼ ãîòîâî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ïîëíîòû èìïëèêà-

òèâíîãî èñ÷èñëåíèÿ:

Èç (F1,F2,P) âûâîäèìû âñå èìïëèêàòèâíûå òàâòîëîãèè.

⊳ Ïóñòü òàâòîëîãèÿ F çàâèñèò îò âûñêàçûâàíèé Γ = {Γ1, ...,Γn}. Ïî
ïðåäûäóùåé òåîðåìå Γ′ ⊢ (F → Q) → Q. Âûñêàçûâàíèå Γn ìîæåò

èìåòü äâà çíà÷åíèÿ, ïîýòîìó ñïðàâåäëèâû äâà âûâîäà:

Γ′1, ...,Γ
′
n−1,Γn → Q ⊢ (F → Q)→ Q,

Γ′1, ...,Γ
′
n−1, (Γn → Q)→ Q ⊢ (F → Q)→ Q.

Ïåðåíåñ¼ì ïî òåîðåìå äåäóêöèè (TD) ïîñëåäíèå ïîñûëêè â îáîèõ âûâî-

äàõ âïðàâî:

Γ′1, ...,Γ
′
n−1 ⊢ (Γn → Q)→ ((F → Q)→ Q),

Γ′1, ...,Γ
′
n−1 ⊢ ((Γn → Q)→ Q)→ ((F → Q)→ Q).

Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî (RQ), ñòð. 72 â �îðìå P → Q, (P → R)→ Q ⊢ Q,

ïîëó÷àåì Γ′1, ...,Γ
′
n−1 ⊢ F ′. Àíàëîãè÷íî, èñêëþ÷àÿ îñòàëüíûå ïîñûëêè,

ïîëó÷àåì âûâîäèìîñòü ⊢ F ′. Òàê êàê F � òàâòîëîãèÿ, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

âûâîäèìà �îðìóëà ⊢ (F → Q) → Q. Ôîðìóëà Q ïðîèçâîëüíà, ïîýòî-

ìó ïîëîæèì Q = F . Â ñèëó òåîðåìû F → F èç âûâåäåííîé �îðìóëû

ïîëó÷àåì F . �

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû î ïîëíîòå èñïîëüçîâàëèñü òîëüêî �îð-

ìóëû, ñëåäóþùèå èç àêñèîì (F1,F2,P). Ïîýòîìó ëþáàÿ íåçàâèñèìàÿ ñè-
ñòåìà àêñèîì èç êîòîðûõ ìîæíî âûâåñòè (F1,F2,P) òàêæå áóäåò ïîëíîé.
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2.9 Ìîäåëè èñ÷èñëåíèÿ è âçàèìîñâÿçè �îðìóë

Ïðè ïîìîùè ìíîæåñòâà ìîäåëåé èñ÷èñëåíèÿ, ìîæíî èçó÷àòü ðàçëè÷-

íûå âçàèìîñâÿçè ìåæäó �îðìóëàìè. Â ýòîì ðàçäåëå àêñèîì íå áóäåò.

Ìû áóäåì ïî ïðàâèëó (MP) ïðîñòî èç îäíèõ �îðìóë ïîëó÷àòü äðóãèå.

�àññìîòðèì ñíà÷àëà ñëåäóþùèé íàáîð �îðìóë:

(F1) : P → (Q→ P ), (I1) : Q→ (P → P ), (I′1) : P → (P → P ).

Ïåðåáåð¼ì âñå ñî÷åòàþùèåñÿ ñ ïðàâèëîì (MP) òàáëèöû èìïëèêàöèè äëÿ

ìîäåëåé ñ òð¼õýëåìåíòíûì ìíîæåñòâîìM = {0, 1, 2}, ñòð. 67. Áóäåì ïîä-

ñ÷èòûâàòü ÷èñëî êîìáèíàöèé âûäåëåííûõ �îðìóë (âñåãäà ðàâíûõ 2). �å-

çóëüòàò ïðåäñòàâëåí íèæå â òàáëèöå è â âèäå ìíîæåñòâ âûäåëåííîñòè íà

ðèñóíêå ñïðàâà:

F1 I1 I′1 13

I1 I′1 23

F1 I′1 7

I′1 101

I′1I1F1 137 23

101

Òàê, äëÿ 101 ìîäåëè âûäåëåííîé áûëà òîëüêî �îðìóëà I′1, îñòàëüíûå äâå
� íåò. Â 23 ìîäåëÿõ âûäåëåííûìè áûëè I1 è I′1, à F1 � áûëà íå âûäåëåíà

è ò.ä. Ýòè ðåçóëüòàòû ñâèäåòåëüñòâóþò, ÷òî ìîãóò ñóùåñòâîâàòü âûâîäû

I1 ⊢ I′1 è F1 ⊢ I′1 . Íàãëÿäíî òàêàÿ âîçìîæíîñòü âèäíà íà ðèñóíêå,

ãäå îáëàñòè âûäåëåííîñòè (F1) è (I1) ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâîì îáëàñòè

âûäåëåííîñòè (I′1).
Ïîäîáíûå íàáëþäåíèÿ àíàëîãè÷íû ìíîæåñòâó èíòåðïðåòàöèé (ñòð.38)

äëÿ ëîãè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ. Â îáùåì ñëó÷àå, â èñ÷èñëåíèè èç �îðìóë

P1, P2, ... ìîæíî âûâåñòè �îðìóëó Q, åñëè ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ âûäå-

ëåííîñòè P1, P2, ... ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà âûäåëåííîñòè Q
â ìíîæåñòâå âñåõ âîçìîæíûõ ìîäåëåé.

Ïðèâåäåííûå âûøå îáëàñòè âûäåëåííîñòè ïîñòðîåíû äëÿ ìîäåëåé ñ

òðåìÿ ýëåìåíòàìè è ïîëó÷åííûå âçàèìîñâÿçè ìîãóò íàðóøàòüñÿ äëÿ ìî-

äåëåé ñ áîëüøèì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ. Íàïðèìåð, ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî îá-

ëàñòè âûäåëåííîñòè (F1) è (I1) ïåðåñòàíóò áûòü ïîäìíîæåñòâàìè (I′1).
Âïðî÷åì, â äàííîì ïðèìåðå ýòîãî íå ïðîèçîéä¼ò, òàê êàê �îðìóëà (I′1)
âûâîäèòñÿ èç (F1) è (I1) â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè {P/Q }.
Òîëüêî èç �îðìóëû (F1) âûâåñòè (I1) íåëüçÿ (êàê è â îáðàòíóþ ñòî-

ðîíó). Â îòëè÷èè îò ïðåäûäóùèõ âçàèìîñâÿçåé, ìîäåëè {0, 1, 2} ñòðîãî
äîêàçûâàþò íåâîçìîæíîñòü âûâîäà, ò.ê. ïðåäîñòàâëÿþò ïðèìåðû ìîäå-

ëåé íåçàâèñèìîñòè (F1) è (I1) â îáëàñòÿõ, ïîìå÷åííûõ öè�ðàìè 7 è 23.
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�àññìîòðèì ÷óòü ìåíåå òðèâèàëüíûé ïðèìåð ñ �îðìóëàìè, âõîäÿùè-

ìè â ñèñòåìû àêñèîì èìïëèêàòèâíîãî èñ÷èñëåíèÿ äëÿ ìîäåëåé ñ òðåìÿ

(N = 3) è ÷åòûðüìÿ (N = 4) ýëåìåíòàìè:

N = 3 N = 4

F1 F2 P T PP 5 79

F1 F2 T 2 78

F1 P PP - 72

F2 P T - 12

F2 P PP - 18

F2 P - 24

F1 T 6 618

F2 T 8 1212

P PP - 177

F1 7 9353

F2 4 1886

P 2 1359

T 27 8695

Ïåðâàÿ ñòðîêà äîêàçûâàåò íåïðîòèâîðå÷èâîñòü �îðìóë (âïðî÷åì äëÿ

ýòîãî äîñòàòî÷íî áèíàðíîé èíòåðïðåòàöèè). Âòîðàÿ ñòðîêà ïðåäîñòàâëÿ-

åò ïðèìåðû íåçàâèñèìîñòè (P) è (PP) îò (F1), (F2) è (T).

Òàáëèöû ñî÷åòàíèÿ âûäåëåííîñòè �îðìóë ïîçâîëÿþò èñêàòü âîçìîæ-

íûå ñèñòåìû ïîëíûõ è íåçàâèñèìûõ ñèñòåì àêñèîì. Òàêèìè ñèñòåìàìè

ÿâëÿþòñÿ íàáîðû �îðìóë (T,PP), (F1,F2,P), (F1,F2,PP) è (F1,P,T).
Íàïðèìåð, ïåðåñå÷åíèå (T,PP), êîãäà îíè îáå îäíîâðåìåííî âûäåëåíû,

âñòðå÷àåòñÿ òîëüêî â ïåðâîé ñòðîêå, ãäå åñòü è âñå îñòàëüíûå �îðìóëû.

Åñëè áû áûëà ñòðîêà, ãäå ïðèñóòñòâóþò (T) è (PP), íî íåò êàêîé ëèáî

äðóãîé �îðìóëû, äîêàçûâàëî áû íåçàâèñèìîñòü òàêîé �îðìóëû îò (T) è

(PP). Äîëæíû áûòü òàêæå ñòðîêè, ãäå åñòü (T), à (PP) � íåò è íàîáîðîò.
Òàêèå ñòðîêè äîêàçûâàþò íåçàâèñèìîñòü àêñèîì (T) è (PP).

Ïîä÷åðêí¼ì åùå ðàç, ÷òî ïîäîáíûå íàáëþäåíèÿ ëèøü ñâèäåòåëüñòâó-

þò î âîçìîæíîñòè òîãî, ÷òî äàííûé íàáîð �îðìóë ìîæåò áûòü ñè-

ñòåìîé àêñèîì. Òî, ÷òî ýòî òàê, òðåáóåò ïîñòðîåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ

âûâîäîâ. Äëÿ èìïëèêàòèâíîãî èñ÷èñëåíèÿ ïðè ýòîì äîñòàòî÷íî âûâå-

ñòè (F1,F2,P) èç êîòîðûõ ñëåäóåò ïîëíîòà èìïëèêàòèâíîãî èñ÷èñëåíèÿ

(ñòð. 72). Íà ñàéòå synset.
om ìîæíî íàéòè âûâîäû èç âñåõ ýòèõ ñèñòåì

àêñèîì è ìíîæåñòâî äðóãèõ ïðèìåðîâ.

Îòìåòèì òàêæå, ñëåäóþùèå èç òàáëèöû âîçìîæíûå âûâîäû (PP ⊢ P),
(F1,F2 ⊢ T), (F1,P ⊢ PP), (P,T ⊢ F2), (T,PP ⊢ F2) (T,PP ⊢ F1).

Îíè òàêæå ÿâëÿþòñÿ âåðíûìè, ÷òî ïðîâåðÿåòñÿ ïðÿìûì èõ ïîñòðîåíèåì.
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2.10 Äðóãèå ñèñòåìû àêñèîì

Âåäåííûå ñèñòåìû àêñèîìû F, L, L′ è ïðàâèëî âûâîäà (MP) íå åäèí-

ñòâåííûå ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé. Ìîæíî èçìå-

íÿòü êàê ÷èñëî àêñèîì è ïðàâèë âûâîäà, òàê è áàçîâûå ëîãè÷åñêèå ñâÿç-

êè, êîòîðûå êëàäóòñÿ â îñíîâó ÿçûêà. �àññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.

• Â àêñèîìàòèêå �èëüáåðòà-Àêêåðìàíà [1℄ (è ðàíåå Óàéòõåäà è �àññå-

ëà) èñõîäíûìè ëîãè÷åñêèìè ñâÿçêàìè ñëóæàò îòðèöàíèå ¬P è äèçúþíê-

öèÿ P∨Q. Îñòàëüíûå ñâÿçêè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç íèõ P &Q : ¬(¬P∨¬Q),
P → Q : ¬P ∨Q, è ò.ä. Â ñèñòåìå A ÷åòûðå àêñèîìû:

(A1) : (P ∨ P )→ P, (A3) : (P ∨Q)→ (Q ∨ P ),

(A2) : P → (P ∨Q), (A4) : (P → Q)→
(

(R ∨ P )→ (R ∨Q)
)

,

ãäå P,Q,R � ïðîèçâîëüíûå �îðìóëû. Èìïëèêàöèÿ � ýòî ñîêðàùåíèå,

ïîýòîìó, íàïðèìåð, àêñèîìà (A1), îòðàæàþùàÿ ïðàâèëî ïîãëîùåíèÿ, íà

ñàìîì äåëå èìååò âèä ¬(P ∨ P ) ∨ P è ò.ä. Êàê è ðàíüøå, åäèíñòâåííûì

ïðàâèëîì âûâîäà ÿâëÿåòñÿ modus ponens (MP): P, ¬P ∨Q ⊢ Q.

Â ýòîé ñèñòåìå ñïðàâåäëèâî ïðîèçâîäíîå ïðàâèëî òðàíçèòèâíîñòè èì-

ïëèêàöèè, êîòîðîå âûâîäèòñÿ èç àêñèîìû (A4) (ñ ó÷¼òîì îïðåäåëåíèÿ

èìïëèêàöèè), ïîñëå äâîéíîãî ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà (MP):

(RT): P → Q, Q→ R ⊢ P → R.

⊳ P → Q

1: Γ1

, Q→ R

2: Γ2

, (Q→ R)→
(

(P → Q)→ (P → R)
)

3: A4 {Q/P, R/Q, P̄ /R }

, P → R

4: 2×MP

.�

Ïîñòðîèì åù¼ âûâîä çàêîíà �èñêëþ÷åíèÿ òðåòüåãî�:

( I ) : ¬P ∨ P èëè P → P.

⊳ P → (P ∨ P )

1: A2 {P/Q }

, (P ∨ P )→ P

2: A1

, P → P

3: RT(1,2)

. �

Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèé (⋖H68 ), (⋖H69 ), ïðåäëàãàåòñÿ â ñèñòåìå A

âûâåñòè çàêîíû äâîéíîãî îòðèöàíèÿ P → ¬¬P è ¬¬P → P . Â ïåðâîì

ñëó÷àå, ñíà÷àëà èç (A3) íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü ïðàâèëî êîììóòèðîâàíèÿ

äèçúþíêöèè, è çàòåì äâà ðàçà ó÷åñòü äîêàçàííóþ �îðìóëó ¬P ∨ P . Âî

âòîðîì, àêñèîìà (A4) çàïèñûâàåòñÿ ïîäñòàíîâêàìè {P̄ /P,
¯̄̄
P/Q, P/R}

è ó÷èòûâàåòñÿ �îðìóëà ¬P → ¬¬¬P.
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• Ìîæíî ðàñøèðèòü ÷èñëî ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê, ñ÷èòàÿ èõ íåçàâèñèìû-

ìè. Òîãäà äëÿ êàæäîé ñâÿçêè ïîòðåáóåòñÿ ñâîÿ ãðóïïà àêñèîì. Ïðèìå-

ðîì ÿâëÿåòñÿ àêñèîìàòèêà Êëèíè [4℄ è ïîõîæàÿ àêñèîìàòèêà �èëüáåðòà-

Áåðíàéñà [2℄ äëÿ èñ÷èñëåíèÿ ñ àë�àâèòîì Σ = {¬, →, &, ∨, (, ), X}:

(F1) : P → (Q→ P ),

(F2) :
(

P → (Q→ R)
)

→
(

(P → Q)→ (P → R)
)

,

(K&
1 ) : (P &Q)→ P,

(K&
2 ) : (P &Q)→ Q,

(K&
3 ) : P →

(

Q→ (P &Q)
)

,

(K∨1) : P → (P ∨Q),

(K∨2) : Q→ (P ∨Q),

(K∨3) : (P → R)→
(

(Q→ R)→ ((P ∨Q)→ R
)

,

(K¬1) : (P → Q)→
(

(P → ¬Q)→ ¬P
)

,

(F4) : ¬¬P → P.

Êðîìå ñâÿçîê è ýëåìåíòàðíûõ âûñêàçûâàíèé, â àë�àâèò ÿçûêà ìîæ-

íî äîáàâëÿòü êîíñòàíòíûå ñèìâîëû. Íàïðèìåð

O

,

1

. Äëÿ çàäàíèÿ èõ

ñâîéñòâ íåîáõîäèìû àêñèîìû:

1

→ P , P →
O

.

• Âîçìîæíû è ñèñòåìû, ñîñòîÿùèå èç îäíîé àêñèîìû. Òàê, Ìåðåäèò

[5℄ ïîêàçàë, ÷òî â ÿçûêå ñî ñâÿçêàìè ¬,→ è ïðàâèëîì (MP), äëÿ âûâîäà

âñåõ òàâòîëîãèé äîñòàòî÷íî òîëüêî îäíîé àêñèîìû:

[ ((

(P → Q)→ (R̄→ S̄)
)

→ R
)

→ T
]

→
[

(T → P )→ (S → P )
]

Âïðî÷åì, âûâîä â òàêîé ñõåìå àêñèîì ñòàíîâèòñÿ äîñòàòî÷íî íåòðèâè-

àëüíîé çàäà÷åé (ñì. Metamath).

Âîîáùå, óìåíüøåíèå ÷èñëà àêñèîì îïðàâäàíî, òîëüêî êîãäà âûÿñíÿ-

åòñÿ, ÷òî êàêàÿ-òî àêñèîìà âûâîäèìà èç îñòàëüíûõ. Õîðîøàÿ ñèñòåìà

àêñèîì äîëæíà áûòü, êîíå÷íî, íåçàâèñèìîé. À âîò ìèíèìèçàöèÿ ÷èñëà

íåçàâèñèìûõ àêñèîì íå âñåãäà ïîëåçíà. Ñêîðåå íàîáîðîò, ïðåäñòàâëÿåò

èíòåðåñ ïîèñê òàêîãî ìàêñèìàëüíîãî ÷èñëà �îðìóë, êîòîðûå íåçàâèñè-

ìû äðóã îò äðóãà è îáðàçóþò ïîëíóþ ñèñòåìó. Òàêàÿ ñèñòåìà ìîæåò

îêàçàòüñÿ áîëåå óäîáíîé ïðè âûâîäå �îðìóë è äëÿ îáîáùåíèÿ íà äðóãèå

òåîðèè, ïóò¼ì ìîäè�èêàöèè òîé èëè èíîé àêñèîìû. Ìû áóäåì åù¼ íå

ðàç âîçâðàùàòüñÿ ê ýòîìó òåçèñó.
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s

2.11 Çàäà÷è

◦ Âûâåñòè ïðàâèëà �âíåäðåíèÿ� ïðîèçâîëüíîé �îðìóëû:

◦ ⋖H49 P → Q ⊢ P → (R→ Q).

◦ ⋖H50 P → Q ⊢ (R→ P )→ (R→ Q).

◦ (⋖H52) Âûâåñòè â L �îðìóëó (( I ), ñòð. 52 è Rev):

⊢L P →
(

(P → Q)→ Q
)

.

◦ (⋖H53) Âûâåñòè ïðàâèëî RC ïî òåîðåìå äåäóêöèè TD:

P → (Q→ R) ⊢L Q→ (P → R) .

◦ (⋖H54) Âûâåñòè ïðàâèëî (ïðèìåíèòü òåîðåìó äåäóêöèè TD):

P → (Q→ (R→ S)) ⊢ P → (R→ (Q→ S)).

◦ (⋖H55) Âûâåñòè ïðàâèëî (ïî (RC) è (RT)):

P → Q, R→ (Q→ S) ⊢ R→ (P → S).

◦ (⋖H56) Íå èñïîëüçóÿ (TD), äîêàçàòü (F2, I, ñòð. 52):

P → (P → Q) ⊢L P → Q.

◦ (⋖H57) Íå èñïîëüçóÿ (TD), âûâåñòè (T) èç (F1, F2):

⊢F→
(P → Q)→

(

(Q→ R))→ (P → R)
)

.

◦ (⋖H58) Íå èñïîëüçóÿ (TD), âûâåñòè (C) èç (F1, F2):

⊢F→
(P → (Q→ R))→ (Q→ (P → R)).

◦ (⋖H59) Âûâåñòè â L ïðàâèëî (ïî MP ñî âòîðîé ïîñûëêîé è (F2)):

P → Q, P → (Q→ R) ⊢L P → R.

◦ (⋖H60) Âûâåñòè ïðàâèëî (F1){R/P} è ïðèìåíèòü ïðàâèëî èç ⋖H55):

P →
(

(Q→ R)→ (Q→ S)
)

⊢ P →
(

Q→ (R→ S)
)

.

◦ (⋖H61) Âûâåñòè èç (F1), (F2) (( I ) 

(

(P → Q)→ (P → R)
)

/P è ïðàâèëî èç ⋖H60):

⊢
(

(P → Q)→ (P → R)
)

→ (P → (Q→ R)
)

.
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◦ (⋖H62) Äîêàçàòü ïðàâèëî ( I ), ñòð. 52, çàòåì ïî MP 
 F2):

(P → Q)→ P ⊢ (P → Q)→ Q.

◦ (⋖H63) Âûâåñòè �îðìóëó (N3) (òåîðåìà äåäóêöèè):

⊢L (P̄ → Q)→ (Q̄→ P ).

◦ (⋖H64) Âûâåñòè �îðìóëó (òåîðåìà äåäóêöèè):

⊢F,L (P̄ → Q̄)→
(

(P̄ → Q)→ P
)

.

◦ (⋖H65) Àêñèîìó (L) â ñèñòåìå L ìîæíî çàìåíèòü íà �îðìóëó èç

ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Äîêàçàòü ýòî, äîáàâèâ ê íåé àêñèîìû (F1, F2) è

âûâåñòè (L).

◦ Âûâåñòè èç àêñèîì �èëüáåðòà-Àêêåðìàíà (ñòð. 76) ñëåäóþùèå �îð-

ìóëû:

◦ ⋖H66 (P → Q)→
(

(R→ P )→ (R→ Q)
)

.

◦ ⋖H67 ¬P ∨ P .

◦ ⋖H68 P → ¬¬P .
◦ ⋖H69 ¬¬P → P .

◦ ⋖H70 ¬(P &Q) → ¬P ∨ ¬Q
◦ ⋖H71 Ìåòîäîì îïðîâåðæåíèÿ äîêàçàòü âûäåëåííîñòü �îðìóë (F1),

(F2) â ìîäåëè íà ñòð. 70
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Èñ÷èñëåíèå âûñêàçûâàíèé

• H49 P → Q ⊢ P → (R→ Q). (ñòð. 78)

P → Q

1: Γ

, Q→ (R→ Q)

2: F1 {Q/P, R/Q}

, P → (R→ Q)

3: RT(1,2)

. �

• H50 P → Q ⊢ (R→ P )→ (R→ Q). (ñòð. 78)

P → Q

1: Γ

, P → (R→ Q)

2: ⋖H49(1)

, R→ (P → Q)

3: RC(2)

, (R→ P )→ (R→ Q)

4: MP(2, F2{R/P, P/Q, P/R})

.

• H51 (P → (Q→ R))→ ((P → Q)→ (P → R)) (ñòð. 67)

Âûäåëåííîñòü äîêàçûâàåì ìåòîäîì îïðîâåðæåíèÿ, ïîñòàâèâ ïîä êîðíå-

âîé èìïëèêàöèåé 1:

( P → ( Q → R )) → (( P → Q ) → ( P → R ))
[1

2
2?

[1
2

2
0

[0
0
1

0
[1

2
2

[1
2

2
0

[1

2
0

[0
0
1

øàã: 4 1 6 7 4 1 4 2 5 1 3 2 3

Ïîñëå 9-ãî øàãà ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ (âîïðîñèòåëüíûé çíàê íàä

çíà÷åíèåì 2), òàê êàê 1→ 0, 2→ 0 íå ðàâíû 2.

• H52 ⊢L P →
(

(P → Q)→ Q
)

(ñòð. 78)

(P → Q)→ (P → Q)

1: T1{(P→Q)/P}

, P → ((P → Q)→ Q)

2: RC(1)

.

• H53 P → (Q→ R) ⊢ Q→ (P → R) (ñòð. 78)

P

1: Γ1

, P → (Q→ R)

2: Γ2

, Q

3: Γ3

, Q→ R

4: MP(1,2)

, R

5: MP(3,4)

.

Òåïåðü äâàæäû ïî (TD) ïåðåíîñèì ñíà÷àëà P , çàòåì Q.

• H54 P → (Q→ (R→ S)) ⊢ P → (R→ (Q→ S)) (ñòð. 78)

P → (Q→ (R→ S))

1: Γ1

, P

2: Γ2

, Q

3: Γ3

, R

4: Γ4

, Q→ (R→ S)

5: MP(2,1)

,

R→ S

6: MP(3,5)

, S

7: MP(4,6)

. Òàêèì îáðàçîì Γ1, P, Q,R ⊢ S. Äàëåå ïî (TD).

• H55 P → Q, R→ (Q→ S) ⊢ R→ (P → S) (ñòð. 78)

Q→ (R→ R)

3: RC(Γ2)

, P → (R→ R)

4: RT(Γ1,3)

, R→ (P → R)

4: RC(4)

.
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• H56 P → (P → Q) ⊢L P → Q (ñòð. 78)

P → (P → Q)

1: Γ1

, P → (P → Q)→ ((P → P )→ (P → Q))

2: F2

,

(P → P )→ (P → Q)

3: MP(1,2)

, P → P

4: T1

, P → Q

5: MP(4,3)

.

• H57 (P → Q)→
(

(Q→ R))→ (P → R)
)

(ñòð. 78)

Âûâîä ýòîé �îðìóëû, êîòîðûé ñäåëàë êîìïüþòåð:

0 ax-1 P->(Q->P)

1 ax-2 (P->(Q->R))->((P->Q)->(P->R))

2 mp(0,0) P->(Q->(R->Q))

3 mp(1,0) P->((Q->(R->S))->((Q->R)->(Q->S)))

4 mp(1,1) ((P->(Q->R))->(P->Q))->((P->(Q->R))->(P->R))

5 mp(2,1) (P->Q)->(P->(R->Q))

6 mp(3,1) (P->(Q->(R->S)))->(P->((Q->R)->(Q->S)))

7 mp(2,4) (P->((Q->P)->R))->(P->R)

8 mp(0,6) (P->Q)->((R->P)->(R->Q))

9 mp(1,5) (P->(Q->R))->(S->((P->Q)->(P->R)))

10 mp(8,9) P->(((Q->R)->(S->Q))->((Q->R)->(S->R)))

11 mp(10,7) (P->Q)->((Q->R)->(P->R))

Óêîðî÷åííàÿ çàïèñü âûâîäà ñ ïîÿñíåíèÿìè:

(Q→ R)→
(

(P → (Q→ R))→ ((P → Q)→ (P → R))
)

1: F2 ⊢ (Q→R)→F2

,

((Q→R)→(P→(Q→R)))→((Q→R)→((P→Q)→(P→R)))

2: RF2(1)

,

(Q→ R)→ ((P → Q)→ (P → R))

3: MP(F1, 2), 4: RC(3)

,

• H58 (P → (Q→ R))→ (Q→ (P → R)) (ñòð. 78)

Âûâîä ýòîé �îðìóëû, êîòîðûé ñäåëàë êîìïüþòåð:

0 ax-1 P->(Q->P)

1 ax-2 (P->(Q->R))->((P->Q)->(P->R))

2 mp(0,0) P->(Q->(R->Q))

3 mp(1,0) P->((Q->(R->S))->((Q->R)->(Q->S)))

4 mp(2,1) (P->Q)->(P->(R->Q))

5 mp(3,1) (P->(Q->(R->S)))->(P->((Q->R)->(Q->S)))

6 mp(1,4) (P->(Q->R))->(S->((P->Q)->(P->R)))

7 mp(5,5) (P->(Q->(R->S)))->((P->(Q->R))->(P->(Q->S)))

8 mp(6,7) ((P->(Q->R))->(S->(P->Q)))->((P->(Q->R))->(S->(P->R)))

9 mp(2,8) (P->(Q->R))->(Q->(P->R))

• H59 P → Q, P → (Q→ R) ⊢L P → R (ñòð. 78)

P → Q

1: Γ1

, P → (Q→ R)

2: Γ2

, (P → Q)→ (P → R)

3: MP(2,F2)

, P → R

4: MP(1,3)

.
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• H60 P →
(

(Q→ R)→ (Q→ S)
)

⊢ P →
(

Q→ (R→ S)
)

(ñòð. 78)

P →
(

(Q→ R)→ (Q→ S)
)

1: Γ1

, R→
(

Q→ R
)

2: F1

,

P →
(

R→ (Q→ S)
)

3: (⋖H55)(2,1)

, P →
(

Q→ (R→ S)
)

3: (⋖H54)(2,1)

.

• H61

(

(P → Q)→ (P → R)
)

→ (P → (Q→ R)
)

(ñòð. 78)

(

(P → Q)→ (P → R)
)

→
(

(P → Q)→ (P → R)
)

1: I

,

(

(P → Q)→ (P → R)
)

→
(

P → (Q→ R)
)

1: (⋖H60)

.

• H62 (P → Q)→ P ⊢ (P → Q)→ Q (ñòð. 79)

(P → Q)→ P

1: Γ

, (P → Q)→ (P → Q)

2: I {(P→Q)/P}

,

((P → Q)→ (P → Q))→ ((P → Q)→ P )→ ((P → Q)→ Q)

3: F2{(P→Q)/P, Q→P, Q/R}

,

((P → Q)→ P )→ ((P → Q)→ Q)

4: MP(2,3)

, (P → Q)→ Q

5: MP(1,4)

.

• H63 ⊢L (P̄ → Q)→ (Q̄→ P ) (ñòð. 79)

0. ax F1 P->(Q->P)

1. ax F2 (P->(Q->R))->((P->Q)->(P->R))

2. ax L (!P->!Q)->(Q->P)

3. mp 0,0 S2 P->(Q->(R->Q))

4. mp 1,0 P->((Q->(R->S))->((Q->R)->(Q->S)))

5. mp 2,0 P->((!Q->!R)->(R->Q))

6. mp 3,1 I2 (P->Q)->(P->(R->Q))

7. mp 4,1 (P->(Q->(R->S)))->(P->((Q->R)->(Q->S)))

8. mp 5,1 (P->(!Q->!R))->(P->(R->Q))

9. mp 0,8 L2C !P->(P->Q)

10.mp 6,1 ((P->Q)->P)->((P->Q)->(R->Q))

11.mp 8,7 (P->(!Q->!R))->((P->R)->(P->Q))

12.mp 3,10 ((P->(Q->P))->R)->(S->R)

13.mp 9,11 (!!P->Q)->(!!P->P)

14.mp 13,12 P->(!!Q->Q)

15.mp 14,11 (P->Q)->(P->!!Q)

16.mp 15,8 N3 (!P->Q)->(!Q->P)

• H64 (P̄ → Q̄)→
(

(P̄ → Q)→ P
)

(ñòð. 79)

P̄ → Q̄

1: Γ1

, P̄ → Q

2: Γ2

, Q→ P

3: MP(1,L)

, P̄ → P

4: RT(2,3)

, P

4: MP(4,L3)

.

Òàêèì îáðàçîì P̄ → Q̄, P̄ → Q ⊢ P , îòêóäà ïî (TD) ïîëó÷àåì (M).
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• H65 (P̄ → Q̄)→ (Q→ P ) (ñòð. 79)

P̄ → Q̄

1: Γ1

, Q

2: Γ2

, (P̄ → Q)→ P

3: MP(1,M)

, Q→ (P̄ → Q)

4: F1{Q/P, P̄/Q}

, P̄ → Q

5: MP(2,4)

.

Ïðèìåíÿÿ åù¼ ðàç MP(2, 5), ïîëó÷àåì P .

Òàêèì îáðàçîì, P̄ → Q̄, Q ⊢ P , îòêóäà ïî (TD) ïðèõîäèì ê (L).

• H66 ⊢A (P → Q)→
(

(R→ P )→ (R→ Q)
)

(ñòð. 79)

Ñëåäóåò ïî (MP) èç àêñèîìû (A4), åñëè çàìåíèòü {¬R/R }
• H67 ⊢A ¬P ∨ P (ñòð. 79)

(A2): P → (P ∨ P ), (A1): (P ∨ P ) → P , çàòåì ïî ïðàâèëó (RT), ñëåäó-
þùåìó èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è.

• H68 ⊢A P → ¬¬P (ñòð. 79)

Ýòî ñîêðàùåíèè äëÿ �îðìóëû ¬P∨¬¬P . Ïî ïðåäûäóùåé çàäà÷åQ∨¬Q,
îòêóäà ïî (A3) ¬Q ∨Q è ïîäñòàâëÿåì {¬P/Q }.
• H69 ⊢A ¬¬P → P (ñòð. 79)

Èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è ¬P → ¬¬¬P . Îòêóäà ïî (A4): (P ∨ ¬P ) →
(P ∨¬¬¬P ). Çàòåì ïî (MP) P ∨¬¬¬P . Àêñèîìà (A3) äà¼ò ¬¬¬P ∨ P .
• H70 ⊢A ¬(P &Q) → ¬P ∨ ¬Q (ñòð. 79)

Ñäåëàåì ïîäñòàíîâêó â ¬¬P → P , ïîëó÷èâ ¬¬(¬P ∨¬Q)→ (¬P ∨¬Q).
Îïðåäåëåíèå êîíúþíêöèè P &Q : ¬(¬P ∨ ¬Q) äà¼ò èñêîìîå.

• H71 Âûäåëåííîñòü (F1), (F2) (ñòð. 79)

Âûäåëåííîñòü (F1) îêàçûâàåì ìåòîäîì îïðîâåðæåíèÿ, ïîñòàâèâ ïîä êîð-

íåâîé èìïëèêàöèåé 1:

( P̄ → Q̄ ) → ( Q → P )
[2
2
1

2?
[1

0
0

[1

2
0

[0
0
1

øàã: 3 1 3 1 2 1 2

Âûäåëåííîñòü (F2) äîêàçûâàåì ìåòîäîì îïðîâåðæåíèÿ, ïîñòàâèâ ïîä

êîðíåâîé èìïëèêàöèåé 1:

( P → ( Q → R )) → (( P → Q ) → ( P → R ))
[1

2
2?

[1

2

2
0

[0
0

1

0
[1

2
2

[1

2

2
0

[1

2
0

[0
0

1

øàã: 4 1 6 7 4 1 4 2 5 1 3 2 3

Ïîñëå 9-ãî øàãà ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ (âîïðîñèòåëüíûé çíàê íàä

çíà÷åíèåì 2), òàê êàê 1→ 0, 2→ 0 íå ðàâíû 2.


