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Ýòè ìàòåðèàëû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàñøèðåííûé êîíñïåêò êóðñà ëåê-
öèé äëÿ ñîòðóäíèêîâ êîìïàíèè �Altus Assets Activities�, îðãàíèçîâàííîãî
Öåíòðîì Ôóíäàìåíòàëüíûõ Èññëåäîâàíèé. Ïðè èõ ïîäãîòîâêå ñòàâèëàñü
çàäà÷à äàòü áûñòðîå è ïðîñòîå ââåäåíèå â ñòîõàñòè÷åñêèå äèôôåðåíöè-
àëüíûå óðàâíåíèÿ, íå òåðÿÿ ïðè ýòîì �óáåäèòåëüíîñòè� àðãóìåíòîâ.
Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû ïðîèñõîäÿò â ñàìûõ ðàçíîîáðàçíûõ ôèíàíñîâûõ,

áèîëîãè÷åñêèõ è ôèçè÷åñêèõ ñèñòåìàõ. Ñîîòâåòñòâóþùèé ìàòåìàòè÷å-
ñêèé àïïàðàò, õîòÿ è îïåðèðóåò íåòðèâèàëüíûìè êîíñòðóêöèÿìè, íà ñà-
ìîì äåëå âåñüìà ïðîñò. Ìû èñõîäèì èç òîãî, ÷òî äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðè-
ëîæåíèé íåôîðìàëüíîå ïîíèìàíèå ìåòîäîâ íà íà÷àëüíîì ýòàïå âàæíåå,
÷åì èõ ñòðîãî àêñèîìàòè÷åñêîå èçó÷åíèå. Â îòëè÷èå îò îáùåïðèíÿòîãî
ïîäõîäà, ìû áóäåì ðåäêî èñïîëüçîâàòü ñòîõàñòè÷åñêîå èíòåãðèðîâàíèå.
Ýòî ñóùåñòâåííî óïðîñòèò èçëîæåíèå è ïîçâîëèò ñðàçó ïåðåéòè ê ïðàê-
òè÷åñêèì ïðèëîæåíèÿì.
Ðåêîìåíäóåìîå ïðîõîæäåíèå ìàòåðèàëà ïî ãëàâàì óñëîâíî ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü â âèäå ñëåäóþùåé äèàãðàììû:

Áàçîâûìè ÿâëÿþòñÿ ïåðâûå øåñòü ãëàâ, êîòîðûå ñîäåðæàò îñíîâû ñòîõà-
ñòè÷åñêîé ìàòåìàòèêè. Ñåäüìàÿ è âîñüìàÿ ãëàâû ïîñâÿùåíû ïðèëîæåíè-
ÿì è ìîãóò áûòü ïðî÷èòàíû â ëþáîì ïîðÿäêå. Ýòî îòíîñèòñÿ íå òîëüêî ê
ãëàâàì, íî è ê ïàðàãðàôàì âíóòðè íèõ. Â äåâÿòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ
÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ íà êîìïüþòåðå, è äëÿ å¼
÷òåíèÿ æåëàòåëüíî çíàêîìñòâî ñ ëþáûì ÿçûêîì ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
Â òåêñòå ðàçáðîñàíû íåáîëüøèå çàäà÷è, ïîìå÷åííûå ñèìâîëîì (l Hi),

ãäå i � íîìåð ðåøåíèÿ â ïðèëîæåíèè �Ïîìîùü�. Êðîìå ýòîãî, âñòðå÷à-
þòñÿ ññûëêè (l Ci), êîòîðûå èìååò ñìûñë ïðîñìàòðèâàòü òîëüêî â òîì
ñëó÷àå, åñëè â ïðîöåññå ÷òåíèÿ âîçíèêëè âîïðîñû. Âîçìîæíî, îòâåò áóäåò
íàéäåí â ïðèëîæåíèè �Ïðèìå÷àíèÿ� ïîä íîìåðîì i. Çâ¼çäî÷êîé îòìå÷å-
íû òå ðàçäåëû, êîòîðûå íà ïåðâîì ýòàïå ìîæíî ïðîïóñòèòü.
Êðîìå ïðèëîæåíèé �Ïîìîùü� è �Ïðèìå÷àíèÿ� â êíèãå ïðèñóòñòâó-

þò �Ìàòåìàòè÷åñêîå ïðèëîæåíèå� è �Ñòîõàñòè÷åñêèé ñïðàâî÷íèê�. Â
ïåðâîì ïðèâåäåíû àêòèâíî èñïîëüçóåìûå ôàêòû òåîðèè âåðîÿòíîñòè, ìà-
òåìàòè÷åñêîãî è òåíçîðíîãî àíàëèçà. Âî âòîðîì ñîáðàíû ðàçëè÷íûå ôîð-
ìóëû ñòîõàñòè÷åñêîé ìàòåìàòèêè.
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Ñïðàâî÷íèê ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûì è äëÿ ×èòàòåëÿ, çíàêîìîãî ñî
ñòîõàñòè÷åñêèìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè. Îäíàêî, ïåðåä åãî
÷òåíèåì íàñòîÿòåëüíî ðåêîìåíäóåòñÿ ïðî÷èòàòü ñòðàíèöó 51 è ïðîñìîò-
ðåòü ðàçäåëû §2.6, ñòð. 64, è §5.1, ñòð. 124.
Ïîñëåäíÿÿ âåðñèÿ ëåêöèé íà ðóññêîì è àíãëèéñêîì ÿçûêàõ íàõîäèòñÿ

â Èíòåðíåòå ïî àäðåñó synset.com/. Àâòîð áóäåò ïðèçíàòåëåí çà ñîîáùå-
íèÿ îá îøèáêàõ, íåòî÷íîñòÿõ è íåÿñíîñòÿõ, óñòðàíåíèå êîòîðûõ áóäåò
ñäåëàíî â ïîñëåäóþùèõ ðåäàêöèÿõ ýòîé êíèãè.

http://synset.com
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Ãëàâà 1

Ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ

Àáñîëþòíî äåòåðìèíèðîâàííûõ ñîáûòèé è ïðîöåññîâ íå áûâàåò. Âñå-
ëåííàÿ ðàçãîâàðèâàåò ñ íàìè íà ÿçûêå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Ïðåäïîëàãà-
åòñÿ, ÷òî ×èòàòåëü õîðîøî çíàêîì ñ íåé, ïîýòîìó íàïîìèíàþòñÿ òîëüêî
ôàêòû, íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ ïðåäìåòà.
Ïåðâûé ðàçäåë ÿâëÿåòñÿ ââîäíûì, îí ïîäâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè èñ-

ïîëüçîâàíèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðè èññëå-
äîâàíèè ðàçëè÷íûõ ñèñòåì. Çàòåì îáñóæäàåòñÿ ïîíÿòèå ïëîòíîñòè âå-
ðîÿòíîñòåé, ïîçâîëÿþùåé âû÷èñëÿòü íàáëþäàåìûå â ñðåäíåì âåëè÷èíû.
Ãàóññîâà âåðîÿòíîñòü ëåæèò â îñíîâå øóìà, âîçäåéñòâóþùåãî íà äåòåð-
ìèíèðîâàííóþ äèíàìèêó. Ñòîõàñòè÷åñêàÿ ñâÿçü ìåæäó ñëó÷àéíûìè âå-
ëè÷èíàìè è, íàîáîðîò, èõ íåçàâèñèìîñòü âàæíû ïðè îáíàðóæåíèè çà-
êîíîìåðíîñòåé ìåæäó ðàçëè÷íûìè îáúåêòàìè è èõ õàðàêòåðèñòèêàìè.
Êëþ÷åâûì ðàçäåëîì ãëàâû ÿâëÿåòñÿ �Ìîäåëü àääèòèâíîãî áëóæäàíèÿ�.
Èìåííî îáîáùåíèå ýòîé ïðîñòîé ìîäåëè ïðèâåä¼ò íàñ â ñëåäóþùåé ãëà-
âå ê ñòîõàñòè÷åñêèì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì. Ïîñëåäíèé ðàçäåë
�Ìàðòèíãàëû è áåñïëàòíûé ñûð� ñîäåðæèò ðÿä ôîðìàëüíûõ îïðåäåëå-
íèé, êîòîðûå ïðè æåëàíèè ìîæíî îïóñòèòü. Ïåðåä ÷òåíèåì ãëàâû öåëå-
ñîîáðàçíî ïðîñìîòðåòü êðàòêîå îïèñàíèå îñíîâ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé â
ìàòåìàòè÷åñêîì ïðèëîæåíèè íà ñòð. 296.
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1.1 Ñòîõàñòè÷åñêèé ìèð

• Áëàãîäàðÿ òðóäàì Íüþòîíà è Ëåéáíèöà èññëåäîâàòåëè ïîëó÷èëè â
ñâî¼ ðàñïîðÿæåíèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Åñëè íåêîòîðûå âåëè-
÷èíû èçìåíÿþòñÿ âî âðåìåíè, òî îáû÷íî ñóùåñòâóåò ñèñòåìà óðàâíåíèé,
îïèñûâàþùèõ ýòó äèíàìèêó.

Ïðîñòåéøèé ïðèìåð � ÷àñòî âñòðå÷àþùèéñÿ çàêîí ïðîïîðöèîíàëüíî-
ñòè ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ âåëè÷èíû åé ñàìîé:

dx

dt
= αx => x(t) = x0 e

αt. (1.1)

Ôóíêöèÿ x(t) > 0 ìîæåò îïèñûâàòü êîëè÷åñòâî êðîëèêîâ, ñêîðîñòü ðàç-
ìíîæåíèÿ êîòîðûõ òåì áîëüøå, ÷åì áîëüøå èõ óæå ðîäèëîñü. Áîëåå ýêî-
íîìè÷åñêèé ïðèìåð � äèíàìèêà ðîñòà ñðåäñòâ ïðîèçâîäñòâà, óâåëè÷åíèå
êîòîðûõ òåì áîëüøå, ÷åì áîëüøå èõ íàêîïëåíî ê äàííîìó ìîìåíòó âðå-
ìåíè, èëè ðîñò ÷èñëåííîñòè ÷åëîâå÷åñòâà ïî Ìàëüòóñó. Åñëè α > 0, òî
ýòî óðàâíåíèå íàçûâàþò óðàâíåíèåì ðîñòà, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � óðàâ-
íåíèåì ðàñïàäà. Â ðåøåíèè ïðèñóòñòâóåò ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà x0,
äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîòîðîé íåîáõîäèìî çàäàòü, íàïðèìåð, íà÷àëüíîå êîëè-
÷åñòâî êðîëèêîâ x0 = x(0) > 0 â ìîìåíò âðåìåíè t0 = 0.

Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàñò¼ò î÷åíü áûñòðî. Åñëè áû êðîëèêè
ðàçìíîæàëèñü âñ¼ âðåìÿ òîëüêî â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì óðàâíåíèåì, Çåìëÿ
áûñòðî ñòàëà áû áåëîé è ïóøèñòîé. Íà ïðàêòèêå îíè íå òîëüêî ðàçìíîæà-
þòñÿ, íî è óìèðàþò. Îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè
dx/x = Adt â îáùåì ñëó÷àå ìîæåò áûòü ôóíêöèåé x. Ðàçëîæèì å¼ â ðÿä
A(x) = α−β x+ ..., îãðàíè÷èâøèñü ëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ. Âòîðîå ñëà-
ãàåìîå èìååò ñìûñë óìåíüøåíèÿ îòíîñèòåëüíîãî ïðèðîñòà â ðåçóëüòàòå
óíè÷òîæåíèÿ ïðèðîäíûõ ðåñóðñîâ (èç-çà íåõâàòêè òðàâû). Ýòî ïðîèñõî-
äèò òåì èíòåíñèâíåå, ÷åì áîëüøå ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè. Â ðåçóëüòàòå
áîëåå ðåàëèñòè÷íîå óðàâíåíèå ïðèâîäèò ê ëîãèñòè÷åñêîé ôóíêöèè, êî-
òîðàÿ ñî âðåìåíåì âûõîäèò íà ñòàöèîíàðíîå çíà÷åíèå α/β (ïðè α > 0):

dx

dt
= αx− βx2 => x(t) =

α

β − (β − α/x0) e−αt
. (1.2)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.2) ïîëó÷àåòñÿ (l H1) ïîñëå çàìåíû x(t) = 1/y(t).
Àñèìïòîòè÷åñêè (t → ∞) ðàâíîâåñíîå çíà÷åíèå x∞ = α/β ëåãêî íàéòè
èç óðàâíåíèÿ, â êîòîðîì dx/dt = 0 (l C1). Ñòîèò íàïîìíèòü, ÷òî (1.2)
ïðèìåíèìî è ê ïðèìàòàì, ñ÷èòàþùèì ñåáÿ ðàçóìíûìè è æèâóùèì íà
ïëàíåòå ñ îãðàíè÷åííûìè ðåñóðñàìè, õîòÿ ñàìî ïî ñåáå ëîãèñòè÷åñêîå
óðàâíåíèå íîñèò îòòåíîê êàííèáàëèçìà (l C2).
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• Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ âïåðâûå ïîÿâèëèñü â êëàññè÷åñêîé
ìåõàíèêå. Äåéñòâóþùàÿ ñèëà F (x) èçìåíÿåò èìïóëüñ p = mẋ ÷àñòèöû:

{
ṗ = F (x)
ẋ = p/m,

(1.3)

ãäå òî÷êà ñâåðõó îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè ẋ = dx/dt, à m �
ìàññó ÷àñòèöû. Ê ïðèìåðó, åñëè ñèëà ëèíåéíà F (x) = −kx, òî êîîðäè-
íàòà ÷àñòèöû ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ x(t) = x0 cos(wt) + (p0/ωm) sin(wt)
ñ ÷àñòîòîé w =

√
k/m (l H2). Òàê êàê óðàâíåíèé äâà, âîçíèêàþò äâå

êîíñòàíòû. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî çàäàòü äâà íà÷àëüíûõ óñëîâèÿ äëÿ êî-
îðäèíàòû x0 = x(0) è èìïóëüñà p0 = p(0).

Áîëüøèíñòâî ýêîíîìè÷åñêèõ, áèîëîãè÷åñêèõ è ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì ìî-
æåò áûòü îïèñàíî ïðè ïîìîùè ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

dx = a(x, t) dt, (1.4)

ãäå x(t) = {x1(t), ..., xn(t)} � âåêòîð ïåðåìåííûõ, îïèñûâàþùèõ ñîñòîÿ-
íèå ñèñòåìû. Âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ a(x, t) îïðåäåëÿåò å¼ äèíàìèêó. Ëþ-
áûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùèå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî è
áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ, ìîæíî ñâåñòè ê ñèñòåìå (1.4) ââåäåíèåì íîâûõ
äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ. Ïðèìåðîì ýòîãî ñëóæàò óðàâíåíèÿ ìåõàíèêè
â ôîðìå Ãàìèëüòîíà (1.3).

Ìû çàïèñàëè (1.4) â âèäå èçìåíåíèÿ âåêòîðà x(t) çà áåñêîíå÷íî ìà-
ëûé èíòåðâàë âðåìåíè dt. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå äà¼ò ïðîñòîé àëãîðèòì
÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé (1.4) â ñèòóàöèè, êîãäà àíàëèòè-
÷åñêîå ðåøåíèå ïîëó÷èòü íå óäà¼òñÿ. Äëÿ ýòîãî áåñêîíå÷íî ìàëûå èçìå-
íåíèÿ çàìåíÿþò íà ìàëûå, íî êîíå÷íûå ∆x = xk+1 − xk, ∆t = tk+1 − tk.
Â ðåçóëüòàòå (1.4) ñîîòâåòñòâóåò äèñêðåòíîé èòåðàöèîííîé ñõåìå:

xk+1 = xk + a(xk, tk) ∆t. (1.5)

Çàäàâ íà÷àëüíûé âåêòîð x0, ìû ïîëó÷àåì åãî íîâîå çíà÷åíèå x1 ÷åðåç
èíòåðâàë ∆t. Çàòåì x1 ïîäñòàâëÿåì âìåñòî x0 è íàõîäèì x2. Ïîâòîðÿÿ
ýòó ïðîöåäóðó, ìû ïðèõîäèì ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çíà÷åíèé âåêòîðà x(t)
â äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè t0, t1 = t0 + ∆t, t2 = t0 + 2∆t, è ò.ä. ×åì
ìåíüøå èíòåðâàë âðåìåíè ∆t, òåì áëèæå ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ ñõåìû (1.5)
áóäóò ïðèáëèæàòüñÿ ê �èñòèííîìó� ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (1.4).
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• Óñïåõè åñòåñòâåííûõ íàóê, èñïîëüçóþùèõ äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâ-
íåíèÿ, çà ïîñëåäíèå 300 ëåò âïå÷àòëÿþò. Îäíàêî áîëåå àêêóðàòíîå ñðàâ-
íåíèå òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè ïîêà-
çûâàåò, ÷òî îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ � òîëüêî ÷àñòü
ïðàâäû.

Â áîëüøèíñòâå ñèòóàöèé èçó÷àåìàÿ ñèñòåìà ïîäâåðæåíà íåïðåäñêàçó-
åìûì âíåøíèì âîçäåéñòâèÿì, êîòîðûå äåëàþò äèíàìèêó íå òàêîé ãëàä-
êîé. Ëåòÿùèé ïî ïàðàáîëå êàìåíü ëèøü â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ñëåäóåò
ìàòåìàòè÷åñêîé êðèâîé. Åãî íåèçáåæíûé êîíòàêò ñ âîçäóõîì ïðèâîäèò
ê íåêîòîðûì ôëóêòóàöèÿì âîçëå ýòîé òðàåêòîðèè. Åù¼ áîëüøàÿ íåðåãó-
ëÿðíîñòü îáíàðóæèâàåòñÿ ïðè ïåðåõîäå ê íåáîëüøèì îáúåêòàì, êîòîðûå,
ïîäîáíî áðîóíîâñêîé ïûëüöå, èñïûòûâàþò íåðåãóëÿðíûå óäàðû ìîëåêóë
è èìåþò ñîâñåì èçëîìàííóþ òðàåêòîðèþ. Ñòåïåíü èçëîìàííîñòè êîîðäè-
íàò x(t) ïûëüöû â ýòîì ñëó÷àå íàñòîëüêî âåëèêà, ÷òî å¼ ïðîèçâîäíóþ ïî
âðåìåíè óæå íåëüçÿ îïðåäåëèòü.

Ïî ìåðå ñòðóêòóðíîãî óñëîæíåíèÿ ïðèðîäíûõ ñèñòåì ðîëü ñòîõàñòè-
÷åñêèõ (ñëó÷àéíûõ) ïðîöåññîâ âîçðàñòàåò. Êðîëèêè ðàçìíîæàþòñÿ â ñî-
îòâåòñòâèè ñ ëîãèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì òîëüêî â î÷åíü ãðóáîì ïðèáëè-
æåíèè. Ôëóêòóàöèè ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè çà ñ÷¼ò ñëó÷àéíûõ âíóòðåí-
íèõ è âíåøíèõ ôàêòîðîâ, íå ó÷èòûâàåìûõ ïðîñòîé ìîäåëüþ (1.2), íà
ñàìîì äåëå î÷åíü âåëèêè. Àíàëîãè÷íî è ðîñò ýêîíîìèêè èìååò ýêñïî-
íåíöèàëüíûé õàðàêòåð òîëüêî â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè. Ôóíêöèÿ x0e

αt â
ðåàëüíîñòè ñèëüíî èñêàæàåòñÿ ýêîíîìè÷åñêèìè ïîäú¼ìàìè è ñïàäàìè,
èìåþùèìè ñòîõàñòè÷åñêèé, ñëîæíî ïðåäñêàçóåìûé õàðàêòåð. Íàêîíåö,
â ôèíàíñîâîì ìèðå ñëó÷àéíîñòü ÿâëÿåòñÿ äîìèíàíòîé, êîòîðàÿ îïðåäå-
ëÿåò ñàìó ñóùíîñòü ðûíêîâ. Ñòîõàñòèêà â ýòîì ñëó÷àå, êàê è â áðîóíîâ-
ñêîì äâèæåíèè, ÿâëÿåòñÿ íå ìàëîé ïîïðàâêîé, à ãëàâíûì ïðèáëèæåíèåì
ê ðåàëüíîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, íàø ìèð íå ÿâëÿåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûì. Åãî èñòèí-
íîå ëèöî � âåðîÿòíîñòíîå:

Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ � ýòî ëèøü ïåðâîå
ïðèáëèæåíèå ê ðåàëüíîñòè. Áîëåå àäåêâàòíûì èíñòðóìåíòîì
èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ (l C3).

Â íàøèõ ëåêöèÿõ áóäåò îáñóæäàòüñÿ ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, ïîçâîëÿ-
þùèé ñîâìåñòèòü â îäíîé óïðÿæêå äâå ñòîëü íå ïîõîæèå äðóã íà äðóãà
ñóùíîñòè: äåòåðìèíèðîâàííóþ, ãëàäêóþ äèíàìèêó è ñêà÷êîîáðàçíûå, èç-
ëîìàííûå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû.



Ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ 13

Ãîâîðÿ î âíåøíåì øóìå, íàðóøàþùåì ãëàäêóþ äèíàìèêó, ìû ïîäðà-
çóìåâàåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñëåäóþùåãî âèäà:

dx = a(x, t) dt+ Noise(x, t, dt). (1.6)

Îíî îïèñûâàåò äåòåðìèíèðîâàííîå (ïåðâîå ñëàãàåìîå) è ñëó÷àéíîå (âòî-
ðîå) èçìåíåíèå ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû x. Òàê êàê dx ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ ìàëûì, ñîîòâåòñòâåííî, îïðåäåë¼ííûì îáðàçîì ïðè óìåíüøåíèè
èíòåðâàëà âðåìåíè dt äîëæåí óìåíüøàòüñÿ è øóì. Íàøè ðàññóæäåíèÿ
áóäóò ïîñâÿùåíû êîððåêòíîìó ââåäåíèþ â äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíå-
íèÿ øóìà Noise(x, t, dt), îáëàäàþùåãî òåìè èëè èíûìè ñâîéñòâàìè.

Ðåøåíèåì ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ x(t),
êîòîðàÿ çà÷àñòóþ ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò �äîáðîïîðÿäî÷íîé� ôóíê-
öèè ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Åñëè ïîä �óâåëè÷åíèåì� ðàññìîòðåòü ñèëü-
íî èçãèáàþùóþñÿ îáû÷íóþ ôóíêöèþ, ìû óâèäèì, ÷òî îíà ãëàäêàÿ â
ìàëûõ ìàñøòàáàõ. Ñòîõàñòè÷åñêàÿ, ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ ïðè ëþáîì óâå-
ëè÷åíèè ìîæåò îñòàâàòüñÿ èçëîìàííîé:

x(t) x(t)

tt

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ x(t) ïðåäïîëàãàåòñÿ íåïðåðûâ-
íîé, îáû÷íî ýòî íåäèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïðîèç-
âîäíàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòíîøåíèå [x(t+ ∆t)− x(t)]/∆t ïðè ∆t→ 0.
Ñêîëü ìàëûé èíòåðâàë âðåìåíè ìû íè âçÿëè áû, çà ñ÷¼ò ñëó÷àéíûõ ôàê-
òîðîâ íàïðàâëåíèå èçìåíåíèÿôóíêöèè ìîæåò èìåòü íåïðåäñêàçóåìî ðàç-
ëè÷íûé çíàê. Â ðåçóëüòàòå ìû íå ïîëó÷àåì ñõîäèìîñòè ê îïðåäåë¼ííîìó
ïðåäåëó. Ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ òàêîãî dx ìíîãèå ôàêòû ìàòåìàòè÷åñêîãî
àíàëèçà äîëæíû áûòü ñóùåñòâåííûì îáðàçîì ïåðåñìîòðåíû.

Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ìåòîäû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé, ïîäîáíûõ (1.6).
Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà òî÷íîå ðåøåíèå ïîëó÷èòü íå óäàñòñÿ, ìû áóäåì
èñïîëüçîâàòü ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå èëè ïðèáëèæåííûå àíàëèòè÷å-
ñêèå ñîîòíîøåíèÿ. Èçëèøíå íàïîìèíàòü, ÷òî ëþáîé ìàòåìàòè÷åñêèé àï-
ïàðàò â êîíå÷íîì ñ÷¼òå ðàçðàáàòûâàåòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü áîëåå
ìîùíûå ñðåäñòâà èññëåäîâàíèÿ îêðóæàþùåãî ìèðà. Ïîýòîìó çà êàæäûì
óðàâíåíèåì èëè åãî ðåøåíèåì íåîáõîäèìî âèäåòü ðåàëüíûé ñëó÷àéíûé
ïðîöåññ â ôèíàíñàõ, ôèçèêå èëè áèîëîãèè.
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1.2 Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

• Ðàññìîòðèì âåëè÷èíó, ðàçëè÷íûå íàáëþäåíèÿ êîòîðîé äàþò íàì íà-
áîð ÷èñåë x1, x2, ... Ýòî ìîãóò áûòü çíà÷åíèÿ åæåäíåâíûõ öåí àêöèè èëè
êîîðäèíàòû áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû. ×èñëà x1, x2, ... ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê âîçìîæíûå ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû x. Íà ïåðâîì ýòàïå èñ-
ñëåäîâàíèÿ ìû íå èíòåðåñóåìñÿ ïîðÿäêîì èõ ïîñòóïëåíèÿ è ìîæåì ýòó
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ïåðåìåøèâàòü.

Äîïóñòèì, xi âñòðå÷àåòñÿ ni ðàç, à îáùåå êîëè÷åñòâî ÷èñåë ðàâíî n.
Ìû íàçûâàåì ñðåäíèì çíà÷åíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû x âûðàæåíèå:

x̄ = 〈x〉 =
1

n

∑
i

xini =
∑
i

xipi =

∞∫
−∞

x P (x) dx, (1.7)

ãäå pi = ni/n � îòíîñèòåëüíûå ÷àñòîòû (èëè âåðîÿòíîñòè) ïîÿâëåíèÿ
òîãî èëè èíîãî xi. Åñëè âñå xi ðàçëè÷íû, òî ñðåäíåå ðàâíî èõ ñóììå,
äåë¼ííîé íà n. ×åì âåðîÿòíåå xi, òåì áîëüøèé âêëàä îíî äà¼ò â ñðåäíåå.

Áîëüøèíñòâî ôèíàíñîâûõ èëè ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí íåïðåðûâíû. Ïðè
áåñêîíå÷íîì ÷èñëå íàáëþäåíèé âìåñòî ñóììû âîçíèêàåò èíòåãðàë.Ïëîò-
íîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé íàçûâàþò òàêóþ ôóíêöèþ P (x),
óìíîæåíèå êîòîðîé íà èíòåðâàë dx äàåò âåðîÿòíîñòü pi òîãî, ÷òî çíà÷å-
íèå x îêàæåòñÿ â îòðåçêå îò x äî x+ dx.

Âåðîÿòíîñòü îáíàðóæèòü ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó x â ëþáîì ìåñòå äèà-
ïàçîíà [−∞..∞] ðàâíà ïëîùàäè ïîä êðèâîé P (x). Ïîíÿòíî, ÷òî òàêîå
äîñòîâåðíîå ñîáûòèå (ëþáîå çíà÷åíèå x) èìååò åäèíè÷íóþ âåðîÿòíîñòü:

P(x)dx = pi

x+dxx

P(x)

∑
i

pi =

∞∫
−∞

P (x)dx = 1. (1.8)

Ýòî ñîîòíîøåíèå íàçûâàþò óñëîâèåì íîðìèðîâêè.

Èíîãäà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà èìååò �çàïðåù¼ííûå� çíà÷åíèÿ. Íàïðè-
ìåð, öåíà èëè êîëè÷åñòâî êðîëèêîâ âñåãäà ïîëîæèòåëüíû. Â ýòîì ñëó÷àå
âåðîÿòíîñòü îáíàðóæèòü x â îáëàñòè x < 0 ðàâíà íóëþ. Ïðè âû÷èñëåíèè
ñðåäíèõ ìû ÷àñòî áóäåì èíòåãðèðîâàòü îò ìèíóñ äî ïëþñ áåñêîíå÷íîñòè.
Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â �çàïðåù¼ííûõ� äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
èíòåðâàëàõ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ðàâíà íóëþ.
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• Åñëè èçâåñòíà ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè, òî ìîæíî íàéòè ñðåäíåå çíà-
÷åíèå ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè F (x) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû x:

〈F (x)〉 = F (x) =

∞∫
−∞

F (x) P (x) dx.

Ìû îáîçíà÷àåì îïåðàöèþ óñðåäíåíèÿ ïðè ïîìîùè äâóõ ýêâèâàëåíòíûõ
ñèìâîëîâ � ôèãóðíûõ ñêîáîê èëè ÷åðòû ñâåðõó. Â ìàòåìàòè÷åñêîé è ôè-
íàíñîâîé ëèòåðàòóðå ðàñïðîñòðàíåíî òàêæå îáîçíà÷åíèå EF (x).
Òàê êàê ñðåäíåå ÿâëÿåòñÿ ñóììîé (èíòåãðàëîì), òî ñðåäíåå ñóììû äâóõ

âûðàæåíèé ðàâíî ñóììå èõ ñðåäíèõ. Êðîìå ýòîãî, çà çíàê ñðåäíåãî ìîæ-
íî âûíîñèòü êîíñòàíòó:

〈α f(x)〉 = α 〈f(x)〉 , 〈f(x) + g(x)〉 = 〈f(x)〉+ 〈g(x)〉 .
Íî ýòî è âñ¼! Íåëèíåéíûå ôóíêöèè, â îáùåì ñëó÷àå, íå ìîãóò áûòü âû-
íåñåíû èç-ïîä çíàêà ñðåäíåãî:

〈
x2
〉
6= 〈x〉2.

• Âòîðîé âàæíåéøåé õàðàêòåðèñòèêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ÿâëÿåòñÿ
å¼ âîëàòèëüíîñòü σ:

σ2 =
〈
(x− x̄)2

〉
=

∞∫
−∞

(x− x̄)2 P (x) dx.

Âîëàòèëüíîñòü σ â �íåôèíàíñîâûõ� ïðèëîæåíèÿõ îáû÷íî íàçûâàåòñÿ
ñðåäíåêâàäðàòè÷íûì îòêëîíåíèåì. Å¼ êâàäðàò σ2 � ýòî äèñïåðñèÿ èëè
âàðèàöèÿ, σ2 = Var(x). Ñðåäíåå çíà÷åíèå x̄ êàê êîíñòàíòó ìîæíî âûíå-
ñòè çà çíàê óñðåäíåíèÿ, ïîýòîìó:

σ2 =
〈
(x− x̄)2

〉
=
〈
x2 − 2xx̄+ x̄2

〉
=
〈
x2
〉
− 2x̄ 〈x〉+ x̄2 =

〈
x2
〉
− 〈x〉2 .

Åñëè ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû èìååò
åäèíñòâåííûé ñèììåòðè÷íûé ìàêñèìóì, òî ñðåäíåå õàðàêòåðèçóåò �íàè-
áîëåå òèïè÷íîå� çíà÷åíèå x. Âîëàòèëüíîñòü � ýòî òèïè÷íûå îòêëîíåíèÿ x
îò ñâîåãî ñðåäíåãî. ×åì ìåíüøå σ, òåì óæå ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè P (x),
è ïðè σ → 0 ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñòàíîâèòñÿ ïðàêòè÷åñêè äåòåðìèíèðî-
âàííîé ñî çíà÷åíèåì x = x̄.
Àíàëîãè÷íî äèñïåðñèè ìîæíî îïðåäåëèòü ìîìåíòû áîëåå âûñîêèõ ïî-

ðÿäêîâ. Òàê, áåçðàçìåðíûå îòíîøåíèÿ

asym =
〈
(x− x̄)3

〉
/σ3, excess =

〈
(x− x̄)4

〉
/σ4 − 3 (1.9)

íàçûâàþòñÿ àñèììåòðèåé è ýêñöåññîì. Àñèììåòðèÿ õàðàêòåðèçóåò �ñêî-
øåííîñòü� ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè è äëÿ ñèììåòðè÷íîé P (x) îíà ðàâíà
íóëþ. Ïðè áîëüøèõ ïîëîæèòåëüíûõ ýêñöåññàõ P (x) ìåäëåííåå óáûâàåò
ïðè óäàëåíèè îò ñðåäíåãî, ÷åì ïðè ìàëûõ.
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• Î÷åíü ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè Ãàóññà, èëè íîð-
ìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ñîîòâåòñòâóþùóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó íà ïðî-
òÿæåíèè ýòèõ ëåêöèé ìû áóäåì îáîçíà÷àòü êàê ε. Ìû íå áóäåì ðàçëè÷àòü
îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ε è ïåðåìåííîé â å¼ ïëîòíîñòè âå-
ðîÿòíîñòè, êîòîðàÿ äëÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò âèä:

P( )

0

0.40

0.24

0.05

1-1-2 2

P (ε) =
e−

1
2 ε

2

√
2π

(1.10)

Ñðåäíåå çíà÷åíèå ε ðàâíî íóëþ 〈ε〉 = 0, à å¼ êâàäðàòà � åäèíèöå〈
ε2
〉

= 1. Ñëåäîâàòåëüíî, äèñïåðñèÿ òàêæå ðàâíà åäèíèöå σ2
ε = 1. Äàëåå

ýòî áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ε ∼ N(0, 1). Åñëè ïåðåé-
òè ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå x = µ + σ ε, òî îíà áóäåò èìåòü ñðåäíåå µ è
âîëàòèëüíîñòü σ (l C4), ïîýòîìó x ∼ N(µ, σ2).

Äëÿ ãàóññîâûõ âåëè÷èí ïîëåçíî çíàíèå ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè, ðàâ-
íîé ñðåäíåìó çíà÷åíèþ îò ýêñïîíåíòû [ñì. (14), ñòð. 312]:

〈eα ε〉 =

∞∫
−∞

eα ε P (ε) dε = eα
2/2. (1.11)

Ðàçëîæåíèå â ðÿä ïî ïàðàìåòðó α ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè (1.11) ïîçâîëÿåò
ëåãêî íàõîäèòü ñðåäíèå ïðîèçâîëüíûõ ñòåïåíåé 〈εn〉 (l H3).

Â ÷àñòíîñòè:
〈
ε4
〉
ðàâíî 3, è, ñëåäîâàòåëüíî, excess = 0. Âû÷èòàíèå

èç áåçðàçìåðíîãî ìîìåíòà ÷åòâ¼ðòîãî ïîðÿäêà òðîéêè â îïðåäåëåíèè ýêñ-
öåññà (1.9) ñâÿçàíî ñ æåëàíèåì ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå �ýòàëîíà� íîð-
ìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Åñëè excess > 0, òî, ñêîðåå âñåãî, ðàñïðåäåëåíèå
èìååò �òîëñòûå õâîñòû�, ò.å. ëåæèò âûøå ãðàôèêà íîðìàëüíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ (ïðè x→ ±∞). Åñëè ýêñöåññ îòðèöàòåëüíûé � íàîáîðîò, íèæå.

Èíòåãðàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì:

F (x) =

x∫
−∞

e−ε
2/2

√
2π

dε (1.12)

ìû íàçûâàåì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà íå ïðåâûøàåò
íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ x.
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• Åñëè èçâåñòíà ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè P (x) âåëè÷èíû x, òî ìû ìî-
æåì íàéòè ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè äëÿ äðóãîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû y,
ñâÿçàííîé ñ x íåêîòîðîé ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòüþ y = f(x). Äëÿ
ýòîãî âû÷èñëÿåòñÿ ñðåäíåå îò ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè F (y). Ýòî ìîæíî
ñäåëàòü, ïðîâåäÿ óñðåäíåíèå ñ èçâåñòíîé ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè P (x):

〈F (y)〉 =

∞∫
−∞

F
(
y
)
P̃ (y) dy =

∞∫
−∞

F
(
f(x)

)
P (x) dx. (1.13)

Òàê êàê P̃ (y) íàì íåèçâåñòíà, ìû èíòåãðèðóåì ñ P (x) è ïîäñòàâëÿåì y =
f(x) â F (...). Ïðè ïîìîùè îáðàòíîé çàìåíû ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü âòîðîé
èíòåãðàë â ïåðâûé. Ìíîæèòåëü ïðè F (y) â ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè
îêàæåòñÿ èñêîìîé ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè P̃ (y) äëÿ y.

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó r = µ+ σ ε, èìå-
þùóþ íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì µ è âîëàòèëüíî-
ñòüþ σ. Íàéä¼ì ðàñïðåäåëåíèå äëÿ x = x0 e

r, ãäå x0 � êîíñòàíòà.

〈F (x)〉 =

∞∫
−∞

F
(
x0e

µ+σ ε
)
e−ε

2/2 dε√
2π

=

∞∫
0

F (x) e−[ln(x/x0)−µ]2/2σ2 dx

xσ
√

2π
.

Ïåðâûé èíòåãðàë � âû÷èñëåíèå ñðåäíåãî ïðè ïîìîùè íîðìàëüíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ. Â í¼ì ïðîâîäèòñÿ çàìåíà x = x0 e

µ+σε, dx = σxdε. Â ðåçóëü-
òàòå ïðè x > 0:

PL(x) =
1

xσ
√

2π
exp

[
−(ln(x/x0)− µ)2

2σ2

]
. (1.14)

Âåðîÿòíîñòü PL(x) íàçûâàåòñÿ ëîãíîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì. Â êà÷å-
ñòâå óïðàæíåíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ âû÷èñëèòü ñðåäíåå 〈x〉 ïðè ïîìîùè PL(x)
èëè ãàóññîâîé ïëîòíîñòè P (ε) (l H4).

• Èñïîëüçóÿ ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû â ñîîòíîøåíèÿõ òèïà x = µ + σε,
ìû íå âûïîëíÿåì àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé ñ êîíêðåòíûìè ÷èñëàìè, à
ñîîáùàåì î ïîòåíöèàëüíîì âû÷èñëåíèè: �åñëè ε îêàæåòñÿ ðàâíûì íåêî-
òîðîìó çíà÷åíèþ, òî x ...� Èíîãäà äåëàþò ðàçëè÷èå â îáîçíà÷åíèÿõ, çàïè-
ñûâàÿ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ïðè ïîìîùè áîëüøîé áóêâû X, à ïðè âû÷èñ-
ëåíèè ñðåäíåãî � ñòðî÷íîé áóêâîé x, êàê ïåðåìåííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ.
Ìû íå áóäåì ýòîãî äåëàòü, òåì íå ìåíåå, íåîáõîäèìî ïîìíèòü îá ýòîì
äîâîëüíî òîíêîì ðàçëè÷èè.
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1.3 Ñîâìåñòíàÿ è óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòè

• Ïóñòü ìû èìååì äåëî ñ äâóìÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè x è y. Â ýòîì
ñëó÷àå íàáëþäàþòñÿ ïàðû ýìïèðè÷åñêèõ çíà÷åíèé {x1, y1}, {x2, y2}, è
ò.ä., âîçíèêàþùèå ñ òîé èëè èíîé ÷àñòîòîé. Ïîýòîìó ìîæíî ãîâîðèòü î
ñîâìåñòíîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè P (x, y) òîãî, ÷òî âåëè÷èíû ïðè-
íèìàþò íåêîòîðûå çíà÷åíèÿ â îêðåñòíîñòè x è y.

Ñîâìåñòíàÿ âåðîÿòíîñòü ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü ñðåäíåå îò ïðîèçâîëü-
íîé ôóíêöèè äâóõ àðãóìåíòîâ:

〈F (x, y)〉 =

∞∫
−∞

F (x, y)P (x, y) dx dy. (1.15)

Åñëè ìû íå èíòåðåñóåìñÿ çíà÷åíèåì âåëè÷èíû y, ìîæíî P (x, y) ïðîèí-
òåãðèðîâàòü ïî âñåì å¼ âîçìîæíûì ðåàëèçàöèÿì è ïîëó÷èòü ïëîòíîñòü
âåðîÿòíîñòè òîëüêî äëÿ âåëè÷èíû x:

∞∫
−∞

P (x, y) dy = P (x). (1.16)

Èíòåãðèðîâàíèå åù¼ ðàç ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè ïî x äàñò åäèíèöó. Ïîýòî-
ìó óñëîâèå íîðìèðîâêè èìååò ôîðìó äâîéíîãî èíòåãðàëà. Îíî ïîëó÷àåò-
ñÿ èç (1.15), åñëè ïîëîæèòü F (x, y) = 1, òàê êàê 〈1〉 = 1.

Îäíîâðåìåííîå èçó÷åíèå x è y íåîáÿçàòåëüíî îçíà÷àåò èõ âðåìåííîå
ñîâïàäåíèå. Íàïðèìåð, â ôèíàíñàõ x ìîæåò áûòü èçìåíåíèåì öåíû çà
äåíü åâðîïåéñêîãî ôîíäîâîãî èíäåêñà, à y � àìåðèêàíñêîãî, òîðãóåìîãî
ïîñëå åâðîïåéñêîãî. Ìåæäó íèìè ñóùåñòâóåò ïðè÷èííàÿ ñâÿçü, ðàçäåë¼í-
íàÿ âðåìåíåì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èçìåíåíèå öåí äâóõ àêöèé x è y çà äåíü
ïðîèñõîäèò îäíîâðåìåííî è çàâèñèò îò âíåøíèõ ñèíõðîíèçèðóþùèõ ôàê-
òîðîâ (íîâîñòè, ìàêðîýêîíîìèêà è ò.ä.).

Êàê ìû óâèäèì â ñëåäóþùåì ðàçäåëå, ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíî-
ñòè P (x, y) îñîáåííî âàæíà, åñëè ìåæäó ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ñóùå-
ñòâóåò íåêîòîðàÿ çàâèñèìîñòü. Ýòà ñâÿçü ìîæåò èìåòü ôóíêöèîíàëüíóþ
ôîðìó y = f(x). Òîãäà, åñëè äëÿ x ðåàëèçóåòñÿ íåêîòîðîå çíà÷åíèå, òî âå-
ëè÷èíà y áóäåò ïîëíîñòüþ ïðåäîïðåäåëåíà. Îäíàêî ÷àùå y = f(x, ξ), ãäå
ξ � òðåòüÿ, �íåíàáëþäàåìàÿ�, ñëó÷àéíàÿ ïåðåìåííàÿ. Îíà ìîæåò áûòü
íåïðåäñêàçóåìûì âíåøíèì âîçäåéñòâèåì, ìåíÿþùèì ïàðàìåòðû ôóíê-
öèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè y = f(x), èëè äèíàìè÷åñêîé ïåðåìåííîé, êîòî-
ðóþ ìû íå ó÷ëè â áîëåå ïðîñòîé ìîäåëè.
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• Êðîìå ñîâìåñòíîé âåðîÿòíîñòè äâóõ âåëè÷èí x è y óäîáíî ââåñòè
óñëîâíóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè. Îíà îòâå÷àåò íà âîïðîñ, �êàêîâà âå-
ðîÿòíîñòü y, åñëè óæå èçâåñòíî çíà÷åíèå âåëè÷èíû x�. Óñëîâíàÿ ïëîò-
íîñòü ðàâíà ñîâìåñòíîé P (x, y), íîðìèðîâàííîé íà âåðîÿòíîñòü óæå äî-
ñòóïíîé èíôîðìàöèè P (x) (ñì. òàêæå ñòð. 299 â ïðèëîæåíèè Ì):

P (x⇒ y) =
P (x, y)

P (x)
. (1.17)

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà äëÿ P (x) ðàññìîòðèì íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå
(1.10), à äëÿ ñîâìåñòíîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè P (x, y) � �äâóìåðíóþ
ïîâ¼ðíóòóþ� ãàóññèàíó:

P (x, y) =
e−(x2+y2+

√
2xy)

π
√

2
, P (x⇒ y) =

e−(x2/2+y2+
√

2xy)

√
π

.

Ñîâìåñòíàÿ è óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòè ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå íèæå:

Îáú¼ì ïîä P (x, y) ðàâåí åäèíèöå, òîãäà êàê ïîä P (x⇒ y) � áåñêîíå÷íî-
ñòè. Íîðìèðîâêà óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè èìååò ñìûñë ïîëó÷åíèÿ ëþáîãî
çíà÷åíèÿ y ïðè äàííîì x:

∞∫
−∞

P (x⇒ y) dy = 1. (1.18)

Ñòîèò ïðîâåðèòü, ÷òî ôîðìóëà (1.18) ñîãëàñóåòñÿ ñ (1.16).

Äëÿ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè ðàñïðîñòðàíåíî îáîçíà÷åíèå P (y|x). Îäíà-
êî íèæå ìû óâèäèì, ÷òî P (x ⇒ y) îêàçûâàåòñÿ áîëåå åñòåñòâåííîé çà-
ïèñüþ ïðè îïèñàíèè öåïî÷åê ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé ñîáûòèé. Â ëþáîì
ñëó÷àå P (x⇒ y), êàê è P (x, y), � ýòî ôóíêöèÿ äâóõ âåùåñòâåííûõ àðãó-
ìåíòîâ.

Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü âàæíà, òàê êàê ïîçâîëÿåò ñâÿçàòü äðóã ñ äðóãîì
ðàçíîîáðàçíûå ñîáûòèÿ, îòðàæàÿ èõ ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííóþ ñâÿçü.
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• Ðàññìîòðèì âåðîÿòíîñòíûå ñâîéñòâà ðóññêîãî ÿçûêà. Êàæäàÿ èç 33-õ
áóêâ, âêëþ÷àÿ ïðîáåë �_�, èìååò ñâîþ âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ å¼ â òåêñòå:

p(_) = 0.163, p(î) = 0.0940, p(å) = 0.0696, ..., p(ú) = 0.0002.

Åñëè ìû õîòèì îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü âñòðå÷è â ïðîèçâîëüíîì ìåñòå
íåêîòîðîé ïîäñòðîêè, íàïðèìåð, �ýò�, ìû äîëæíû ïîäñ÷èòàòü ÷èñëî òà-
êèõ ïîäñòðîê è ðàçäåëèòü íà îáùåå ÷èñëî âñåõ ïîäñòðîê âèäà �**�, ãäå
çâ¼çäî÷êà îáîçíà÷àåò ëþáîé ñèìâîë. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ óñëîâíîé âåðîÿòíî-
ñòè P (ý⇒ ò) ïîÿâëåíèÿ áóêâû �ò�, åñëè ïåðåä íåé ñòîèò �ý�, íåîáõîäèìî
îòîáðàòü âñå ïîäñòðîêè, óäîâëåòâîðÿþùèå ìàñêå �ý*� (�ý�, çàòåì ëþáîé
ñèìâîë �*�), è âûÿñíèòü, ñêîëüêî ñðåäè íèõ �ýò�. Â ðåçóëüòàòå:

p(ýò) = N(ýò)/N(**) = 0.002, p(ý⇒ ò) = N(ýò)/N(ý*) = 0.739,

ãäå N � ÷èñëî ïîäñòðîê, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòâåòñòâóþùåé ìàñêå. Äëÿ
òåêñòà èç n ñèìâîëîâ N(∗∗) = n − 1, à N(ý*) = p(ý) · n. Ïîíÿòíî, ÷òî
êîëè÷åñòâî êàê ñîâìåñòíûõ, òàê è óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé äëÿ äâóõ áóêâ
ðàâíî 332 = 1089.

Âåðîÿòíîñòü âñòðåòèòü â òåêñòå êîíêðåòíóþ áóêâó çàâèñèò îò ïðåäûñ-
òîðèè (ïðåäøåñòâóþùèõ áóêâ). Íàïðèìåð, ïîñëå �ý� âåðîÿòíîñòü ïîÿâ-
ëåíèÿ �ò� â 14 ðàç âûøå, ÷åì áåçóñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ áóêâû
�ò�: p(ò) = 0.051. Íàîáîðîò, íåêîòîðûå ñî÷åòàíèÿ áóêâ êðàéíå ñëîæíî
ïðîèçíîñèìû. Íàïðèìåð, ïîñëå �á� âðÿä ëè ïîÿâèòñÿ �ï�.

Çíàÿ óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè, ìîæíî ñîçäàâàòü ñèíòåòè÷åñêèå òåêñòû.
Òàê, ïî èçâåñòíîé ïðåäûñòîðèè �...cba� íîâàÿ áóêâà �x� ãåíåðèòñÿ ñ âå-
ðîÿòíîñòüþ, ðàâíîé p(...cba ⇒ x). ×åì äëèííåå ïðåäûñòîðèÿ óñëîâíîé
âåðîÿòíîñòè, òåì áîëåå �áëàãîçâó÷íûå� ïîëó÷àþòñÿ ñî÷åòàíèÿ:

B P (x): à àîòîâ÷åè âñ îóâìïéîèéïãóíëðñòê è ðííñàüåîèâîòðë äåíààñëå-
îóåàèîè íø è îõàèîîîîìûçêíò ííñî âðûü òòëìîîîàñ ë ÷îóëâêò;

B P (a ⇒ x): âîëèçëèòîäè íóãðíäàòíóõàê ìèñî î ìåëîâëè îäåòåñòðîñ-
êàñü íóäàòîòîñðàòî ñäîòî ñÿëóøëàíà èíè í äûøåòàçåíîíîðàçàáûò;

B P (ba⇒ x): íå òîëäà ïðè íîé çëîâüþòñÿ äàëüíî êà êîðîâ è ê áû ñëè
êàçàñ òàëè èâà íå æå ñ ïîâñÿ îáûë êàçàêîðíó îá ýòî áû íèêòîëó;

B P (cba⇒ x): íå çàáëþäè îí ìàéòà âòîáû èç ìåñòüþ ñåêðàòíîå è íàäî
ñêàçàëåíèå âäðóã íàøàåò è ïîòîðîòêîñòîð äà âûøå íó çàäåðåäèëî.

Â ïåðâîì ñëó÷àå èñïîëüçîâàíû îäèíî÷íûå âåðîÿòíîñòè è íèêàê íå ó÷èòû-
âàåòñÿ èñòîðèÿ. Âî âòîðîì � òîëüêî ïðåäøåñòâóþùàÿ áóêâà îïðåäåëÿåò
ñëåäóþùóþ, è ò.ä.
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• Â êà÷åñòâå âòîðîãî ïðèìåðà âîñïîëüçóåìñÿ äàííûìè åæåäíåâíûõ öåí
çàêðûòèÿ xt ôîíäîâîãî èíäåêñà S&P500. Âû÷èñëèì åãî ëîãàðèôìè÷å-
ñêèå äîõîäíîñòè rt = ln(xt/xt−1) â ïðîöåíòàõ (l C6). Ðàçîáü¼ì äèàïàçîí
èõ çíà÷åíèé íà ïÿòü èíòåðâàëîâ:

(−∞...−3%), [−3%...−1%), [−1%...+1%], (+1%...+3%], (+3%...+∞).

Òàêèì îáðàçîì, ñîñòîÿíèå ðûíêà áóäóò õàðàêòåðèçîâàòüñÿ îäíîé èç ïÿ-
òè âîçìîæíîñòåé: îò �ïàíèêè� (−∞... − 3%) äî �ýéôîðèè� (+3%...∞).
Ñîîòâåòñòâåííî, êàæäîå rt ñòàíîâèòñÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé,
ïðèíèìàþùåé ïÿòü çíà÷åíèé. Â ýòîì ñëó÷àå ýòî óæå áóäóò íå äîõîäíîñòè,
à íîìåðà ñîñòîÿíèé ðûíêà, íàïðèìåð -2,-1,0,1,2.
Ìîæíî ðàññìîòðåòü ñîâìåñòíóþ âåðîÿòíîñòü p(rt−1, rt) òîãî, ÷òî äâà

ïîñëåäîâàòåëüíûõ äíÿ èìåþò ñîñòîÿíèÿ rt−1 è rt. Êàæäûé äåíü ðåàëè-
çóåòñÿ îäíà èç ïÿòè âîçìîæíîñòåé, ïîýòîìó äëÿ äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ
äíåé áóäåò 25 = 52 ðàçëè÷íûõ êîìáèíàöèé òàêèõ ñîñòîÿíèé: {(0,0); (0,1);
(0,-1);...}. Çà ïåðèîä 1990�2007 ã. ã. áûë n = 4531 òîðãîâûé äåíü. Âåðîÿò-
íîñòè êàæäîãî èç ïÿòè ñîñòîÿíèé èìåëè çíà÷åíèÿ:

p(r) =
(
0.007 0.110 0.761 0.125 0.007

)
.

Äëÿ èõ âû÷èñëåíèÿ íåîáõîäèìî ïîäñ÷èòàòü, ñêîëüêî òîðãîâûõ äíåé îêà-
çûâàåòñÿ â êàæäîì ñîñòîÿíèè, ïîñëå ÷åãî ðàçäåëèòü èõ íà n. Íàèáîëåå
òèïè÷íûìè äëÿ ðûíêà ÿâëÿþòñÿ ñïîêîéíûå äíè [−1%...+ 1%], êîòîðûå
ïðîèñõîäèëè 3451 = 0.76 · 4531 ðàç. Àíàëîãè÷íî áóêâàì èç ïðåäûäóùåãî
ïðèìåðà âû÷èñëÿþòñÿ óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè:

p(rt−1 ⇒ rt) =


0.067 0.167 0.400 0.267 0.100
0.022 0.146 0.651 0.168 0.014
0.004 0.107 0.783 0.102 0.004
0.006 0.084 0.759 0.138 0.013
0.000 0.303 0.515 0.152 0.030

 .

Ïåðâàÿ ñòðîêà â ýòîé ìàòðèöå ñîîòâåòñòâóåò ïåðåõîäó èç ñîñòîÿíèÿ �ïà-
íèêè� â÷åðà â îäíî èç ïÿòè âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé ñåãîäíÿ. Àíàëîãè÷-
íî ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà äà¼ò óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà èç ñîñòîÿíèÿ
�ýéôîðèè�. Îáðàùàåò íà ñåáÿ âíèìàíèå òî, ÷òî âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà èç
�ñïîêîéíîãî� ðûíêà (ñðåäíÿÿ ñòðîêà), ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò ñ áåçóñëîâ-
íûìè âåðîÿòíîñòÿìè p(r). Åñëè æå â÷åðà ðûíîê íå áûë ñïîêîéíûì, âåðî-
ÿòíîñòè îòêëîíÿþòñÿ îò îäíîäíåâíûõ. Îñîáåííî ýòî çàìåòíî (l C5) äëÿ
êðàéíèõ ñòðîê �ïàíèêè� è �ýéôîðèè�. Òàê êàê ïîëíàÿ âåðîÿòíîñòü ïåðåé-
òè õîòü â êàêîå-òî ñîñòîÿíèå ðàâíà åäèíèöå, òî ñóììà ÷èñåë â êàæäîé
ñòðîêå òàêæå ðàâíà åäèíèöå [ ñì. (1.18)].
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1.4 Çàâèñèìîñòü è íåçàâèñèìîñòü

• Âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûìè, åñëè èõ ñîâìåñò-
íàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ôóíêöèé, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ðàñïðåäåëåíèÿì êàæäîé èç âåëè÷èí:

P (x, y) = P1(x)P2(y) .

Ìû ÷àñòî áóäåì îïóñêàòü èíäåêñû è èñïîëüçîâàòü îäíó è òó æå áóêâó
äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé, îòëè÷àÿ èõ àðãóìåíòàìè.
Èç îïðåäåëåíèÿ (1.17) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé óñëîâíàÿ

ïëîòíîñòü P (x⇒ y) = P (y) çàâèñèò òîëüêî îò y. Ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæåò
áûòü åù¼ îäíèì îïðåäåëåíèåì íåçàâèñèìîñòè ñîáûòèé. Åñëè âåðîÿòíîñòü
ñîáûòèÿ y íå çàâèñèò îò òîãî, ïðîèçîøëî èëè íåò x, òî îíè íåçàâèñèìû.
Ñðåäíåå ïðîèçâåäåíèå íåçàâèñèìûõ âåëè÷èí ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ èõ

ñðåäíèõ:

〈x y〉 =

∞∫
−∞

x y P (x)P (y) dxdy = 〈x〉 〈y〉 .

Ïîýòîìó êîâàðèàöèÿ cov(x, y):

cov(x, y) = 〈(x− x̄)(y − ȳ)〉 = 〈xy〉 − 〈x〉 〈y〉 (1.19)

íåçàâèñèìûõ âåëè÷èí íóëåâàÿ. Îáðàòíîå ìîæåò áûòü è íåâåðíûì (l C7).

• Ôóíêöèÿ z = f(x, y) äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí x è y òàêæå ÿâëÿåòñÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ñ íåêîòîðûì ðàñïðåäåëåíèåì P (z). ×òîáû åãî íàé-
òè, íåîáõîäèìî òàê ïðåîáðàçîâàòü ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñðåäíåãî îò
ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè F (z), ÷òîáû ïîëó÷èëñÿ èíòåãðàë òîëüêî ïî z:

〈F (z)〉 =

∞∫
−∞

F
(
f(x, y)

)
P (x, y) dxdy =

∞∫
−∞

F (z)P (z) dz. (1.20)

Íàïðèìåð, åñëè x è y � íåçàâèñèìûå ãàóññîâû ÷èñëà ñ ïðîèçâîëüíûìè
âîëàòèëüíîñòÿìè σx, σy, òî âåëè÷èíà z = x+ y � òîæå ãàóññîâà:

〈F (z)〉 =

∞∫
−∞

F
(
x+ y

)
e−x

2/2σ2
x−y2/2σ2

y
dxdy

2πσxσy
=

∞∫
−∞

F (z)e−z
2/2σ2 dz

σ
√

2π
,

ãäå σ2 = σ2
x + σ2

y. Â äâîéíîì èíòåãðàëå äåëàåòñÿ çàìåíà z = x+ y, u = x,
è ïðîâîäèòñÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî u ïðè ïîìîùè ôîðìóëû (14) íà ñòð.
312 ïðèëîæåíèÿ Ì. Òàêèì îáðàçîì, ñóììà äâóõ íîðìàëüíûõ âåëè÷èí
îêàçûâàåòñÿ íîðìàëüíî ðàñïðåäåë¼ííîé âåëè÷èíîé.
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• Ïóñòü x è y � äâå ñëó÷àéíûå íåçàâèñèìûå âåëè÷èíû ñ ïðîèçâîëüíûì
ðàñïðåäåëåíèåì. Ðàññìîòðèì z, ÿâëÿþùóþñÿ èõ ñóììîé z = x + y. Î÷å-
âèäíî, ÷òî ñðåäíåå ðàâíî ñóììå ñðåäíèõ z̄ = x̄+ ȳ. Íàéä¼ì äèñïåðñèþ:

σ2
z =

〈
(z − z)2

〉
=
〈
(x− x+ y − y)2

〉
= σ2

x + σ2
y + 2 〈(x− x) (y − y)〉 ,

ãäå ïîä çíàêîì ñðåäíåãî ìû âîçâåëè â êâàäðàò è ââåëè âîëàòèëüíîñòè
êàæäîé âåëè÷èíû, íàïðèìåð, σ2

x =
〈
(x− x̄)2

〉
. Åñëè (!) x è y íåçàâè-

ñèìû, òî êîâàðèàöèÿ ìåæäó íèìè (ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå) ðàâíà íóëþ:
〈(x− x) (y − y)〉 = 〈x− x〉 〈y − y〉 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî:

σ2
z = σ2

x + σ2
y.

Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ñóììû n íåçàâèñèìûõ âåëè÷èí:

z = x1 + ...+ xn => σ2
z = σ2

1 + ...+ σ2
n. (1.21)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü x1 +x2 êàê îäíó ñëó÷àéíóþ
âåëè÷èíó è, äîáàâèâ ê íåé x3, ïîëó÷èòü σ

2
z + σ2

3 = σ2
1 + σ2

2 + σ2
3, è ò.ä.

Åñëè âîëàòèëüíîñòè êàæäîãî xi îäèíàêîâû è ðàâíû σ0, òî âîëàòèëü-
íîñòü èõ ñóììû áóäåò óâåëè÷èâàòüñÿ ñ ðîñòîì ÷èñëà ñëàãàåìûõ, êàê
σz = σ0

√
n. Ýòà çàâèñèìîñòü â âèäå êîðíÿ èñêëþ÷èòåëüíî âàæíà è ëåæèò

â îñíîâå âñåõ òåõ ñâîéñòâ øóìàNoise, êîòîðûé ìû ïëàíèðóåì äîáàâëÿòü
ê äåòåðìèíèðîâàííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì.
Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò (1.21) íå çàâèñèò îò âè-

äà ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí xi. Îíè ìîãóò áûòü äàæå ðàçëè÷íûìè. Ãëàâ-
íîå � îíè äîëæíû áûòü íåçàâèñèìûìè.
Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ìû ïîëó÷èëè è äëÿ ñóììû äâóõ íåçàâèñèìûõ

ðàñïðåäåë¼ííûõ ïî Ãàóññó ÷èñåë. Îäíàêî ïðè ýòîì ïëîòíîñòü âåðîÿòíî-
ñòè ñóììû òàêæå îêàçàëàñü ãàóññîâîé. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà z íàçûâàåòñÿ
áåñêîíå÷íî äåëèìîé, åñëè å¼ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû íåçàâèñè-
ìûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë, èìåþùèõ òàêîå æå ðàñïðåäåëåíèå, êàê è z (âîç-
ìîæíî ñ äðóãèìè ïàðàìåòðàìè). Ïðèìåðîì áåñêîíå÷íî äåëèìîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè Ãàóññà, à òàêæå ðàñïðåäåëåíèÿ
Êîøè è ãàììà - ôóíêöèè, ðàññìàòðèâàåìûå â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.
Íà ñàìîì äåëå äëÿ áåñêîíå÷íîé äåëèìîñòè äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ó âñåõ

òð¼õ âåëè÷èí â z = x+y áûëî îäèíàêîâîå ðàñïðåäåëåíèå. Ïðè ýòîì, åñòå-
ñòâåííî, ïîäðàçóìåâàåòñÿ îäèíàêîâàÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ ôîðìà ðàñïðåäå-
ëåíèÿ. Åãî ïàðàìåòðû (â ÷àñòíîñòè, âîëàòèëüíîñòü) áóäóò ðàçëè÷íûìè.
Âîîáùå, äëÿ ïðîèçâîëüíî ðàñïðåäåë¼ííûõ ÷èñåë èõ ñóììà èìååò ðàñ-
ïðåäåëåíèå, îòëè÷íîå îò ðàñïðåäåëåíèÿ êàæäîãî èç ñëàãàåìûõ. Îäíàêî
(1.21) äëÿ íåçàâèñèìûõ âåëè÷èí âûïîëíÿåòñÿ â ëþáîì ñëó÷àå è ÿâëÿåòñÿ
î÷åíü îáùèì ðåçóëüòàòîì.
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• Ïðîñòåéøàÿ ñâÿçü ìåæäó äâóìÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè x è y � ýòî
ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü y = α+ β x. Â îáùåì ñëó÷àå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü
òðåòüÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ, êîòîðóþ ìû èíòåðïðåòèðóåì, êàê �âíåø-
íèé� ñëó÷àéíûé øóì. Ðåçóëüòèðóþùàÿ ìîäåëü ñ êîíñòàíòàìè α è β èìååò
âèä:

y = α + β x+ ξ. (1.22)

Ñ ýòîãî óðàâíåíèÿ îáû÷íî íà÷èíàåòñÿ ïîèñê ñâÿçåé ìåæäó ýìïèðè÷åñêè-
ìè âåëè÷èíàìè.

Îáû÷íî ñ÷èòàþò, ÷òî ñðåäíåå øóìà ðàâíî íóëþ 〈ξ〉 = 0. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå åãî ìîæíî âêëþ÷èòü â ïàðàìåòð α. Ïîòðåáóåì, ÷òîáû äèñïåðñèÿ
�øóìà� ξ (îøèáêà ìîäåëè) áûëà ìèíèìàëüíîé:

σ2
ξ =

〈
ξ2
〉

=
〈
(y − α− β x)2

〉
= min. (1.23)

Âçÿâ ïðîèçâîäíûå ïî α è β, ìîæíî (lH5) íàéòè óðàâíåíèå ðåãðåññèîííîé
ïðÿìîé. Å¼ íàêëîí β ðàâåí:

β =
〈xy〉 − 〈x〉 〈y〉
〈x2〉 − 〈x〉2

=
〈(x− x̄)(y − ȳ)〉

σ2
x

. (1.24)

Èòîãîâîå óðàâíåíèå ìû çàïèøåì â ñèììåòðè÷íîì âèäå ïðîïîðöèîíàëü-
íîñòè áåçðàçìåðíûõ îòêëîíåíèé âåëè÷èí îò ñâîèõ ñðåäíèõ:

y − ȳ
σy

= ρ(x, y)
x− x̄
σx

+
ξ

σy
. (1.25)

Êîýôôèöèåíò ýòîé ïðîïîðöèîíàëüíîñòè íàçûâàåòñÿ êîððåëÿöèåé:

ρxy = ρ(x, y) =
cov(x, y)

σxσy
. (1.26)

Â åãî ÷èñëèòåëå íàõîäèòñÿ êîâàðèàöèîííûé êîýôôèöèåíò (1.19).

Êîððåëÿöèÿ (ρ 6= 0) ìåæäó äâóìÿ âåëè÷èíàìè x, y íå âñåãäà îçíà÷àåò
íàëè÷èå ïðè÷èííîé ñâÿçè y = f(x) èëè x = g(y). Íàïðèìåð, ìîæåò ñó-
ùåñòâîâàòü òðåòüÿ âåëè÷èíà z, âëèÿþùàÿ è íà x, è íà y, ñèíõðîíèçèðóÿ
èõ ïîâåäåíèå. Òàê, ñïàä ìèðîâîé ýêîíîìèêè îêàçûâàåò îäèíàêîâîå âîç-
äåéñòâèå íà äâå íå ñâÿçàííûå äðóã ñ äðóãîì ýêñïîðòíî-îðèåíòèðîâàííûå
îòðàñëè ýêîíîìèêè. �Ëîæíàÿ� êîððåëÿöèÿ âîçíèêàåò òàêæå, åñëè äâå âå-
ëè÷èíû èìåþò ÿâíî âûðàæåííûé âîñõîäÿùèé èëè íèñõîäÿùèé òðåíä
(ñèñòåìàòè÷åñêèé ðîñò èëè ñïàä). Â ýòîì ñëó÷àå ìåæäó íèìè áóäåò ïî-
ÿâëÿòüñÿ çàìåòíàÿ êîððåëÿöèÿ. Ýòà êîððåëÿöèÿ õàðàêòåðèçóåò íàëè÷èå
äåòåðìèíèðîâàííîé ñîñòàâëÿþùåé ðîñòà (l C8).
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• Êîððåëÿöèîííûé êîýôôèöèåíò îïðåäåëÿåò íàêëîí ðåãðåññèîííîé
ïðÿìîé. Îäíàêî âàæíåå òî, ÷òî îí ñëóæèò ìåðîé ïðîãíîñòè÷åñêèõ âîç-
ìîæíîñòåé ëèíåéíîé ìîäåëè. Ïîêàæåì ýòî, ïîäñòàâèâ â çíà÷åíèå íàêëî-
íà (1.24) èñõîäíîå óðàâíåíèå (1.22). Ó÷ò¼ì, ÷òî 〈ξ〉 = 0 è ȳ = α + β x̄:

β =
〈(x− x̄)(β (x− x̄) + ξ)〉

σ2
x

= β +
〈xξ〉
σ2
x

.

Ïîýòîìó 〈xξ〉 = 0, ÷òî ïîçâîëÿåò íàì âû÷èñëèòü äèñïåðñèþ y:

σ2
y =

〈
(y − ȳ)2

〉
=
〈
(β (x− x̄) + ξ)2

〉
= β2σ2

x +
〈
ξ2
〉
.

Òàê êàê β = ρ(x, y)σy/σx, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ îòíîñèòåëüíîé
îøèáêè ìîäåëè:

E =
σξ
σy

=
√

1− ρ2(x, y). (1.27)

Çíà÷åíèå âîëàòèëüíîñòè øóìà σ2
ξ =

〈
ξ2
〉
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îøèá-

êó ëèíåéíîé ìîäåëè y = α + βx. Ïîëåçíî ñðàâíèâàòü å¼ ñ âîëàòèëü-
íîñòüþ σy, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íîé îøèáêîé òðèâèàëüíîé ìîäåëè
y = ȳ. Ìû âèäèì, ÷òî òàêàÿ îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà E çàâèñèò îò êîð-
ðåëÿöèîííîãî êîýôôèöèåíòà. ×åì áëèæå ê åäèíèöå åãî êâàäðàò, òåì
ìåíüøå îøèáêà. Ïðè íóëåâîì ρ îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà ðàâíà åäèíèöå,
è, ñëåäîâàòåëüíî, ëèíåéíàÿ ìîäåëü èìååò òàêóþ æå ïðåäñêàçàòåëüíóþ
ñèëó, êàê è òðèâèàëüíîå óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ëó÷øèì ïðîãíîçîì y

áóäåò åãî ñðåäíåå çíà÷åíèå. ×àñòî ãîâîðÿò î êîýôôèöèåíòå äåòåðìèíà-
öèè R2 = 1−E2 = ρ2. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ïî
ìîäóëþ âñåãäà ìåíüøå åäèíèöû |ρ| 6 1.

• Óðàâíåíèå ëèíåéíîé ìîäåëè (1.22) ìîæåò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ ïî-
ðàçíîìó.
1) Ïðåæäå âñåãî, ýòî ìîäåëü ïðîãíîçèðîâàíèÿ y, åñëè ñòàëî èçâåñòíî

x (â äóõå P (x ⇒ y)). Â ýòîì ñëó÷àå ξ � ýòî âíåøíèé øóì èëè îøèáêà
ìîäåëè, êîãäà �èñòèííàÿ� çàâèñèìîñòü ìåæäó x è y íå òàêàÿ ïðîñòàÿ. Â
ðåçóëüòàòå øóìà y âñåãäà îêàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé. Â îòíîøå-
íèè x âîçìîæíû ðàçëè÷íûå ñèòóàöèè. Íàïðèìåð, ïðè èçó÷åíèè êðèâîé
ñïðîñà x ìîæåò áûòü êîíòðîëèðóåìîé è çàäàâàåìîé èññëåäîâàòåëåì öå-
íîé òîâàðà (íàïðèìåð, ñ ðàâíûì øàãîì). Â ýòîì ñëó÷àå îíà äåòåðìèíè-
ðîâàíà. Îäíàêî ðàçáðîñ â å¼ çíà÷åíèÿõ ïîçâîëÿåò ôîðìàëüíî îïðåäåëèòü
ñðåäíåå x̄ è âîëàòèëüíîñòü σx.
2) ×àñòî áûâàåò, ÷òî è x, è y âûñòóïàþò â êà÷åñòâå ðàâíîïðàâíûõ ñëó-

÷àéíûõ âåëè÷èí. Íàïðèìåð, íà ôîíäîâîì ðûíêå åæåäíåâíûå èçìåíåíèÿ
öåí àêöèé äâóõ êîìïàíèé x è y ñòîõàñòè÷åñêè ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì.
Îáå âåëè÷èíû ñëó÷àéíû è íå çàâèñÿò îò èññëåäîâàòåëÿ.
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1.5 Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

• Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Φ(q) ÿâëÿåòñÿ ôóðüå-îáðàçîì (ñòð.
314) ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû x:

Φ(q) =

∞∫
−∞

eıqx P (x) dx, P (x) =
1

2π

∞∫
−∞

e−ıqx Φ(q) dq.

Ñ å¼ ïîìîùüþ ëåãêî ïîëó÷àòü ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ïðîèçâîëüíûõ ñòåïå-
íåé x. Ïðîâåäÿ îäèí ðàç Ôóðüå-èíòåãðèðîâàíèå è íàéäÿ õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêóþ ôóíêöèþ, ìîæíî çàòåì ïðîñòûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì îïðåäåëÿ-
þòñÿ çíà÷åíèÿ 〈xn〉:

1

ın
dnΦ(q)

dqn

∣∣∣∣
q=0

=

∞∫
−∞

xn P (x) dx = 〈xn〉 .

Õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ìîæíî çàïèñàòü êàê ñðåäíåå îò ýêñïîíåí-
òû: Φ(q) = 〈eıqx〉. Î÷åâèäíî, ÷òî Φ(0) = 1. Êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ
Φ(q) â ðÿä ïî q ÿâëÿþòñÿ ñðåäíèìè ñòåïåíåé âåëè÷èíû x:

Φ(q) = 〈eıqx〉 =
∞∑
n=0

ın 〈xn〉
n!

qn = 1 + ı 〈x〉 q − 1

2

〈
x2
〉
q2 + ... (1.28)

Èíîãäà ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü äåéñòâèòåëüíûé âàðèàíò õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîé ôóíêöèè ñ: q → q/ı è íàçûâàòü å¼ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé:
Φ(q/ı) = φ(q) = 〈eqx〉.

• Äîïóñòèì, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà y ñâÿçàíà ñ x ëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ
y = a+ b x. Òîãäà å¼ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà:

Φy

(
q
)

= 〈eıqy〉 =
〈
eıq(a+bx)

〉
= eıqa

〈
eıqbx

〉
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ëèíåéíîì ïðåîáðàçîâàíèè ïîÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëü-
íàÿ ôàçà, è ïðîèñõîäèò ìàñøòàáèðîâàíèå ïåðåìåííîé q â Φ:

y = a+ b x => Φy(q) = eıqa Φx

(
b q
)
. (1.29)

Åñëè b = 0, òî Φy(q) = eıqa, ÷òî, ó÷èòûâàÿ èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå
äëÿ äåëüòà-ôóíêöèè Äèðàêà (ñòð. 315), ïðèâîäèò ê ïëîòíîñòè âåðîÿòíî-
ñòè P (y) = δ(y− a). Ýòî óæå íå ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, à äåòåðìèíèðîâàí-
íàÿ êîíñòàíòà y = a.
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• Ïðèâåä¼ì ïðèìåðû õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé äëÿ íåêîòîðûõ
âàæíûõ ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé:

Gauss : P (x) =
e−(x−x0)2/2σ2

σ
√

2π
, Φ(q) = eıx0q−σ2q2/2.

Cauchy : P (x) =
a/π

(x− x0)2 + a2
, Φ(q) = eıx0q−a|q|.

Gamma : P (x) =
1

γΓ(µ)

(
x

γ

)µ−1

e−x/γ, Φ(q) =
1

(1− ıγq)µ
.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ Φ(q) ðàñïðåäåëåíèÿ Ãàóññà íåîáõîäèìî âûäåëèòü ïîë-
íûé êâàäðàò â ýêñïîíåíòå. Ôóíêöèÿ Φ(q) Êîøè ïðîùå ïðîâåðÿåòñÿ â
îáðàòíîì íàïðàâëåíèè ïðè âû÷èñëåíèè ïî íåé P (x). Â òðåòüåì ñëó÷àå
ïî ôîðìóëå (16), ñòð. 313, äëÿ ãàììà-ôóíêöèè ïðîâîäèòñÿ ïðÿìîå èíòå-
ãðèðîâàíèå. Çàìåòèì, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Êîøè Φ(q) íå
àíàëèòè÷íà ïî q è ðàñïðåäåëåíèå íå èìååò êîíå÷íûõ ìîìåíòîâ 〈xm〉 ïðè
m > 1.

• Ðàññìîòðèì äâà íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñëà x, y ñ ïðîèçâîëüíûìè
ðàñïðåäåëåíèÿìè P1(x), P2(y) è èõ ñóììó z = x+y. Íàéäåì ïëîòíîñòü âå-
ðîÿòíîñòè P (z) äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû z. Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì ñðåäíåå
îò ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè (ïðåäåëû îò −∞ äî ∞):

〈F (z)〉 =

∫
F (x+ y) P1(x)P2(y) dx dy =

∫
F (z) P1(x)P2(z − x) dx︸ ︷︷ ︸

P (z)

dz,

ãäå ñäåëàíà çàìåíà y = z − x. Ïîýòîìó

P (z) =

∫
P1(x)P2(z − x) dx.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñóììû äâóõ íåçàâèñèìûõ âåëè÷èí ðàâíà
ïðîèçâåäåíèþ èõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé:

Φz(q) =
〈
eıq(x+y)

〉
= 〈eıqx〉 〈eıqy〉 = Φx(q) Φy(q),

ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü ôàêòîì íåçàâèñèìîñòè x è y. Ïîíÿòíî, ÷òî è
â îáùåì ñëó÷àå n íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí xi õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêàÿ ôóíêöèÿ èõ ñóììû áóäåò ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
ôóíêöèé êàæäîãî ñëàãàåìîãî:

z = x1 + ...+ xn => Φz(q) = Φ1(q) · .. · Φn(q).

Åñëè ðàñïðåäåëåíèÿ êàæäîãî xi îäèíàêîâûå, òî Φz(q) = Φn(q). Òåïåðü
ìîæíî ïîêàçàòü ÷òî Ãàóññ, Êîøè è ãàììà � áåñêîíå÷íî äåëèìû (l H6).
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• Ïðè èçó÷åíèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ìû áóäåì àêòèâíî èñïîëüçîâàòü
ôàêò áåñêîíå÷íîé äåëèìîñòè íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè,
åñëè ε1, ..., εn � íåçàâèñèìûå ãàóññîâû âåëè÷èíû ñ íóëåâûì ñðåäíèì è
åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé εi ∼ N(0, 1), òî èõ ñóììà òàêæå ãàóññîâà:

ε1 + ...+ εn = ε
√
n. (1.30)

Ìíîæèòåëü
√
n âûäåëåí äëÿ òîãî, ÷òîáû ε ∼ N(0, 1) [ (1.21), ñòð. 23 ]. Â

ðåçóëüòàòå εi è ε èìåþò îäèíàêîâîå ðàñïðåäåëåíèå ñ îäèíàêîâûìè ïàðà-
ìåòðàìè (ñðåäíåå, ìîìåíòû, è ò.ä.). Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ äëÿ
âåëè÷èíû ε óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Φ(q)n = Φ(

√
n q) è ðàâíà Φ(q) =

e−q
2/2.
Â îáùåì ñëó÷àå ðàñïðåäåëåíèå P (x) íàçûâàþò óñòîé÷èâûì, åñëè äëÿ

ëþáîãî n ñóùåñòâóþò òàêèå êîíñòàíòû an è bn, ÷òî

x1 + ...+ xn = an + bn x, (1.31)

ãäå x1, ..., xn è x èìåþò îäèíàêîâîå ðàñïðåäåëåíèå P (x). Åñëè an = 0, òî
òàêîå ðàñïðåäåëåíèå íàçûâàåòñÿ ñòðîãî óñòîé÷èâûì. Òàêîâûì ÿâëÿåòñÿ
ðàñïðåäåëåíèå Ãàóññà ñ êîíñòàíòîé bn =

√
n.

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå (1.31) ñèëüíåå îãðàíèâàåò êëàññ äîïóñòèìûõ ðàñ-
ïðåäåëåíèé, ÷åì ïðîñòî òðåáîâàíèå áåñêîíå÷íîé äåëèìîñòè. Äåëî â òîì,
÷òî â îïðåäåëåíèè (1.31) ñëåâà è ñïðàâà ñòîÿò ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, èìå-
þùèå ðàñïðåäåëåíèÿ ñ îäèíàêîâûìè ïàðàìåòðàìè, òîãäà êàê äëÿ äåëè-
ìîñòè ýòî íåîáÿçàòåëüíî.
Àíàëîãè÷íî ëèíåéíîìó ìàñøòàáèðîâàíèþ (1.29), äëÿ õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêîé ôóíêöèè óñòîé÷èâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ôóíê-
öèîíàëüíîå óðàâíåíèå:

Φn(q) = eiqanΦ(bnq). (1.32)

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ Ãàóññà è Êîøè óäîâëåòâîðÿþò
ýòîìó óðàâíåíèþ. Â òî æå âðåìÿ ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå, ÿâëÿþùååñÿ áåñ-
êîíå÷íî äåëèìûì, íå ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì. Îáùèå ôóíêöèè, óäîâëåòâî-
ðÿþùèå (1.32), íàçûâàþòñÿ ðàñïðåäåëåíèÿìè Ëåâè-Õèí÷èíà:

Φ(q) = eıqβ−γ[1+ıθ sign(q) tg(πα/2)] |q|α, Φ(q) = eıqβ−γ|q|−ıγθ q ln |q|,

ãäå sign(q) = q/|q| � çíàê q, ïàðàìåòð 0 < α 6 2. Êðîìå ýòîãî, |θ| 6 1,
γ > 0. Ïåðâîå ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ ÷åòûðåõïàðàìåòðè÷åñêèì, à âòî-
ðîå � òð¼õïàðàìåòðè÷åñêèì, è îêàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ïåðâîãî ïðè α→ 1.
Ýòè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì çàäàíèè çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ
ìîãóò îïèñûâàòü ñëó÷àéíûå ÷èñëà ñ �òîëñòûìè õâîñòàìè� (áîëüøèå ýêñ-
öåññû), ÷òî àêòèâíî èñïîëüçóåòñÿ ïðè ìîäåëèðîâàíèè äîõîäíîñòåé ôè-
íàíñîâûõ èíñòðóìåíòîâ.
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• Ðàññìîòðèì n íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí x1, ..., xn èìåþùèõ
ïðîèçâîëüíûå, íî îäèíàêîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ, è èçó÷èì ñâîéñòâà ñóììû:

u =
x1 + ...+ xn√

n

ïðè n → ∞. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî 〈xi〉 = 0, òàê
êàê ñäâèãîì x → x − 〈x〉 âñåãäà ìîæíî ïåðåéòè ê òàêèì ñëó÷àéíûì
âåëè÷èíàì. Â ýòîì ñëó÷àå ñðåäíåå çíà÷åíèå u òàêæå ðàâíî íóëþ. Ñðåäíåå
åãî êâàäðàòà â ñèëó íåçàâèñèìîñòè xi ðàâíî ñðåäíåìó êâàäðàòà x:〈

u2
〉

=

〈
x2

1

〉
+ ...+

〈
x2
n

〉
n

=
〈
x2
〉

= σ2.

Äëÿ îäèíàêîâûõ ïðîèçâîëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé xi ñ Φ(q) ïðè áîëüøèõ
n õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ äëÿ u èìååò âèä:

Φu(q) =

[
Φ

(
q√
n

)]n
=

[
1− σ2

2

q2

n
+ ..

]n
,

ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü óðàâíåíèåì (1.29) è ðàçëîæèëè Φ(q/
√
n) â ðÿä

äî âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè. ×ëåí, ïðîïîðöèîíàëüíûé q, ðàâåí íóëþ,
òàê êàê 〈x〉 = 0. Ïî îïðåäåëåíèþ, ÷èñëî Ýéëåðà ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì
ex = (1 + x/n)n, ïðè n → ∞. Ïîýòîìó õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
è ðàñïðåäåëåíèå äëÿ u ñòðåìÿòñÿ ê ãàóññîâîìó âèäó:

Φu(q)→ e−σ
2q2/2. (1.33)

Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ (l H7) ñòîèò íàéòè àñèììåòðèþ è ýêñöåññ ïðè
áîëüøèõ n äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè Φz(q) = Φn(q).

Ðåçóëüòàò (1.33) ÿâëÿåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî âàæíûì è ôîðìóëèðóåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

�ðàñïðåäåëåíèå ñóììû áîëüøîãî ÷èñëà íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí ñòðåìèòñÿ ê íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ�.

Íàïðèìåð, åñëè íåêîòîðàÿ ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà ïîäâåðæåíà âíåøíèì
íåçàâèñèìûì ñëó÷àéíûì âîçäåéñòâèÿì, òî ÷àùå âñåãî ðàçáðîñ å¼ çíà÷å-
íèé ïîä÷èíÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèþ Ãàóññà. Íà ôèíàíñîâûõ ðûíêàõ öåíà àê-
öèè òàêæå ïîäâåðæåíà ñëó÷àéíûì âîçäåéñòâèÿì ñî ñòîðîíû êîëåáàíèé
ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ. Îäíàêî å¼ ðàñïðåäåëåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâûì.
Ñâÿçàíî ýòî â îñíîâíîì ñ äâóìÿ ïðè÷èíàìè: 1) ñêîððåëèðîâàííîñòüþ
äåéñòâèé ó÷àñòíèêîâ ðûíêà (çà ñ÷¼ò ñèíõðîíèçèðóþùåãî èíôîðìàöèîí-
íîãî ôîíà) è 2) ìåäëåííîé ïåðåîöåíêîé èìè ðèñêà (âîëàòèëüíîñòè) ýòîé
áóìàãè. Ìû âåðí¼ìñÿ ê îáñóæäåíèþ ýòèõ âîïðîñîâ â ãëàâå 8.
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1.6 Ìíîãîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå Ãàóññà∗

• Ïðè èçó÷åíèè ñèñòåì ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ìû áóäåì àêòèâíî
èñïîëüçîâàòü ìàòðè÷íûå è òåíçîðíûå îáîçíà÷åíèÿ. Äëÿ ñîêðàùåíèÿ îïå-
ðàöèè óìíîæåíèÿ ìàòðèö èñïîëüçóåòñÿ äâà òèïà ñîãëàøåíèé:

ηα =
n∑
i=1

Sαi εi = Sαi εi = (S · ε)α. (1.34)

Ïî ïîâòîðÿþùåìóñÿ èíäåêñó âñåãäà ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå, è
çíàê ñóììû îïóñêàåòñÿ. Âûøå òàêîâûì ÿâëÿåòñÿ èíäåêñ �i� âî âòîðîì
ðàâåíñòâå. Ïîâòîðÿþùèåñÿ èíäåêñû, ïî êîòîðûì ïðîâîäèòñÿ ñóììèðîâà-
íèå, íàçûâàþò �íåìûìè�. Â ïðîöåññå âû÷èñëåíèé èõ ìîæíî ïåðåîáîçíà-
÷èòü â ëþáóþ áóêâó, êîòîðàÿ åù¼ íå èñïîëüçóåòñÿ â âûðàæåíèè. Òðåòüå
ðàâåíñòâî â óðàâíåíèè (1.34) � ýòî ìàòðè÷íàÿ ôîðìà òîé æå ñóììû, â êî-
òîðîé ìàòðèöà S = Sαβ è âåêòîð ε = {ε1, ..., εn} ïåðåìíîæàþòñÿ âîîáùå
áåç óïîìèíàíèÿ èíäåêñîâ è çíàêà ñóììèðîâàíèÿ.
Ðàññìîòðèì n íåçàâèñèìûõ ãàóññîâûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èìåþùèõ

íóëåâîå ñðåäíåå è åäèíè÷íóþ äèñïåðñèþ. Ñðåäíåå çíà÷åíèå èõ ïðîèçâå-
äåíèÿ

〈
εiεj
〉
ðàâíî åäèíèöå äëÿ ñîâïàäàþùèõ èíäåêñîâ è íóëþ � äëÿ

ðàçëè÷íûõ. Ïîäîáíàÿ ìàòðèöà áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ñèìâîëîì Êðîíåêåðà:

〈εiεj〉 = δij =

{
1 i = j
0 i 6= j.

Âû÷èñëèì, íàïðèìåð, êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ηα:〈
ηαηβ

〉
= SαiSβj

〈
εiεj
〉

= SαiSβjδij = SαiSβi = SαiS
T
iβ = (SST )αβ. (1.35)

Ïðè ñóììèðîâàíèè ñ ñèìâîëîì Êðîíåêåðà δij â ñóììå îñòàþòñÿ òîëüêî
ñëàãàåìûå ñ i = j. Ïîýòîìó îäíà èç ñóìì (ïî j) è ñèìâîë Êðîíåêåðà èñ-
÷åçàþò, è îñòà¼òñÿ òîëüêî ñóììàöèîííûé èíäåêñ i. Çàòåì ââîäèòñÿ íîâàÿ
ìàòðèöà STiβ = Sβi ñ ïåðåñòàâëåííûìè èíäåêñàìè. Ïîäîáíàÿ îïåðàöèÿ
íàçûâàåòñÿ òðàíñïîíèðîâàíèåì. Â òàáëè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè îíà ñîîò-
âåòñòâóåò ïåðåñòàíîâêå ìåñòàìè ñòðîê è ñòîëáöîâ ìàòðèöû.
Ìàòðèöà S ìîæåò èìååò îáðàòíóþ S−1, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèå:

S · S−1 = S−1 · S = 1,

ãäå 1 = δij � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà (ñèìâîë Êðîíåêåðà). Òàê, äëÿ îïðåäå-
ë¼ííîãî âûøå âåêòîðà η = (η1, ..., ηn) ìîæíî çàïèñàòü:

η = S · ε => ε = S−1 · η,

ãäå ìû óìíîæèëè ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè íà S−1.
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• Ïóñòü ε = (ε1, ..., εn) � ñòàíäàðòíûå íåçàâèñèìûå ãàóññîâûå ñëó÷àé-
íûå âåëè÷èíû εi ∼ N(0, 1), à âåëè÷èíû η = (η1, ..., ηn) ïîëó÷åíû èç íèõ
(1.34) ïðè ïîìîùè ïåðåìåøèâàþùèõ êîýôôèöèåíòîâ Sαβ. Ñðåäíåå çíà÷å-
íèå ïðîèçâåäåíèÿ ηαηβ îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðèöåé äèñïåðñèé (1.35):

Dαβ =
〈
ηαηβ

〉
, D = S · ST ,

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé: Dαβ = Dβα.
Íàéä¼ì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí η. Äëÿ ýòîãî

ââåä¼ì âåêòîð b = (b1, ..., bn) è âû÷èñëèì ñðåäíåå ýêñïîíåíòû îò ñêàëÿð-
íîãî ïðîèçâåäåíèÿ b · η = b1η1 + ...+ bnηn (ïî n íåò ñóììû!):〈

eb·η
〉

=
〈
eb·S·ε

〉
=
〈
ebiSi1ε1

〉
· ... ·

〈
ebiSinεn

〉
= e

1
2{(biSi1)2+...+(biSin)2}.

Ìû âîñïîëüçîâàëèñü íåçàâèñèìîñòüþ âåëè÷èí εi, ðàçáèâ ñðåäíåå ïðîèçâå-
äåíèÿ íà ïðîèçâåäåíèå ñðåäíèõ, è ôîðìóëîé (1.11), ñòð. 16. Â ïîêàçàòåëå
ýêñïîíåíòû ñòîèò ìàòðè÷íîå âûðàæåíèå âèäà:

(biSi1)
2 + ...+ (biSin)

2 = biSik bjSjk = bi Sik S
T
kj bj = b · S · ST · b.

Ïîýòîìó îêîí÷àòåëüíî ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà:

φ(b) =
〈
eb·η
〉

= e
1
2 b·D·b.

Âçÿâ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî bα, íåñëîæíî íàéòè ñðåäíåå îò ëþáîãî ïðî-
èçâåäåíèÿ ηα. Ïðîâåðèì, ÷òî ñðåäíåå

〈
ηαηβ

〉
ðàâíî Dαβ. Âîçüì¼ì ïðîèç-

âîäíóþ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ïî bα. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî b · D · b ðàâíî
biDijbj, èìååì:

∂φ(b)

∂bα
=

1

2
(Dαjbj + biDiα)φ(b) = Dαibi φ(b),

ãäå âî âòîðîì ðàâåíñòâå ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî Dαβ = Dβα. Àíà-
ëîãè÷íî áåð¼òñÿ âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ:

∂2φ(b)

∂bα∂bβ
= Dαβ φ(b) +DαibiDβjbj φ(b).

Ïîëàãàÿ b = 0 è ó÷èòûâàÿ, ÷òî

∂2
〈
eb·η
〉

∂bα∂bβ

∣∣∣
b=0

=
〈
ηαηβ

〉
,

ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ Dαβ =
〈
ηαηβ

〉
. Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ ïðåäëà-

ãàåòñÿ ïðîâåðèòü ñëåäóþùåå òåíçîðíîå âûðàæåíèå:〈
ηαηβηγηk

〉
= DαβDγk +DαγDβk +DαkDβγ.

Òàêèì îáðàçîì, ñðåäíåå ëþáûõ ñòåïåíåé η ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ìàò-
ðèöåé äèñïåðñèè D.
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• Íàéä¼ì òåïåðü ÿâíûé âèä ñîâìåñòíîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè äëÿ
âåëè÷èí η1, ..., ηn. Çàïèøåì ñíà÷àëà ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè äëÿ ε1, ..., εn:

P (ε1, ..., εn) = P (ε1) · ... · P (εn) =
e−

1
2 (ε2

1+...+ε2
n)

(2π)n/2
.

Ïðè çàìåíå ïåðåìåííûõ ηα = Sαβεβ â èíòåãðàëå íåîáõîäèìî èçìåíèòü
ýëåìåíò îáú¼ìà èíòåãðèðîâàíèÿ dnε = dε1...dεn, óìíîæèâ åãî íà ÿêîáèàí:

dnη = det

∣∣∣∣∂ηα∂εβ

∣∣∣∣ dnε = (det S) dnε.

Òàê êàê ïðè òðàíñïîíèðîâàíèè ìàòðèöû å¼ îïðåäåëèòåëü íå èçìåíÿåòñÿ,
à îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ èõ îïðåäåëè-
òåëåé, òî det D = (det S)2 è, ñëåäîâàòåëüíî:

P (η1, ..., ηn) =
e−

1
2 η·D

−1·η

(2π)n/2
√

det D
,

ãäå â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû ïîäñòàâëåíû ε = S−1 · η:

ε2 = S−1
iα ηα S

−1
iβ ηβ = ηαS

−1T
αi S

−1
iβ ηβ = η · S−1T · S−1 · η = η · (S · ST )−1 · η

è èñïîëüçîâàíî ñâîéñòâî îáðàòíûõ ìàòðèö (A · B)−1 = B−1 · A−1 (ñì.
ñòð. 304). Êàê è ëþáàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè, P (η1, ..., ηn) íîðìèðîâàíà
íà åäèíèöó, ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèå äëÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè〈
eb·η
〉
, ìîæíî çàïèñàòü çíà÷åíèå ñëåäóþùåãî n-ìåðíîãî ãàóññîâîãî èíòå-

ãðàëà:
∞∫

−∞

eb·η−
1
2η·D

−1·η dnη = (2π)n/2
√

det D e
1
2 b·D·b. (1.36)

Äî ñèõ ïîð ìû ðàáîòàëè ñ ïåðåìåøàííûìè âåëè÷èíàìè, èìåþùèìè
íóëåâîå ñðåäíåå:

〈
η
〉

= S ·
〈
ε
〉

= 0. Ìîæíî ê íèì ïðèáàâèòü íåêîòîðûé
ïîñòîÿííûé âåêòîð η̄α, êîòîðûé áóäåò èìåòü ñìûñë ñðåäíèõ çíà÷åíèé ηα:

ηα = η̄α + Sαβεβ.

Òîãäà îáùåå n-ìåðíîå ãàóññîâî ðàñïðåäåëåíèå ïðèíèìàåò âèä:

P (η1, ..., ηn) =
e−

1
2 (η−η̄)·D−1·(η−η̄)

(2π)n/2
√

det D
,

ãäå â ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè P (ε1, ..., εn) ïîäñòàâëåíî ε = S−1 · (η − η̄).
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• Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ñëó÷àé n = 2. Çàïèøåì ýëåìåíòû
ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû Dαβ ïðè ïîìîùè òð¼õ íåçàâèñèìûõ êîíñòàíò σ1,
σ2 è ρ:

D =

(
σ2

1 ρ σ1σ2

ρ σ1σ2 σ2
2

)
.

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî îïðåäåëèòåëü D ðàâåí

det D = σ2
1σ

2
2(1− ρ2),

à îáðàòíàÿ ê D ìàòðèöà èìååò âèä:

D−1 =
1

det D

(
σ2

2 −ρ σ1σ2

−ρ σ1σ2 σ2
1

)
.

Â ðåçóëüòàòå ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè äëÿ η1, η2 ìîæåò áûòü
çàïèñàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

P (η1, η2) =
exp{−(x2

1 − 2ρ x1x2 + x2
2)/2(1− ρ2)}

2πσ1σ2

√
1− ρ2

,

ãäå xi = (ηi − η̄i)/σi � îòíîñèòåëüíûå îòêëîíåíèÿ ηi îò ñâîèõ ñðåäíèõ η̄i.
Ïàðàìåòðû σi ÿâëÿþòñÿ âîëàòèëüíîñòÿìè:

〈
(η1 − η̄1)

2
〉

= D11 = σ2
1, à ρ �

êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè: ρ = 〈x1x2〉.
Ìàòðèöà D = SST ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé, òîãäà êàê S â îáùåì ñëó-

÷àå � íåò. Ïîýòîìó D çàâèñèò îò òð¼õ ïàðàìåòðîâ, à S � îò ÷åòûð¼õ,
è îäíîé è òîé æå ìàòðèöå äèñïåðñèè ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü íåñêîëüêî
ðàçëè÷íûõ ìàòðèö S. Òàê, ìîæíî çàïèñàòü:

S =

(
σ1 cosα σ1 sinα
σ2 sin β σ2 cos β

)
,

ãäå ρ = sin(α+β). Ïîíÿòíî, ÷òî âîçìîæíû ðàçëè÷íûå êîìáèíàöèè �óãëîâ�
α è β, äàþùèå îäèí è òîò æå êîððåëÿöèîííûé êîýôôèöèåíò ρ.
Åñëè α = −β, òî ρ = 0, è D ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé, à ïðè σ1 =

σ2 = 1 � åäèíè÷íîé. Ìàòðèöó S, óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ SST = 1,
íàçûâàþò îðòîãîíàëüíîé.
Åñëè α = 0, ρ = sin β, σ1 = σ2 = 1, òî

S =

(
1 0

ρ
√

1− ρ2

)
, D =

(
1 ρ
ρ 1

)
. (1.37)

Òàêàÿ ñìåñü ïåðåâîäèò íåçàâèñèìûå ñòàíäàðòíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû
ε1, ε2 ∼ N(0, 1), 〈ε1 ε2〉 = 0 â ñêîððåëèðîâàííûå η1, η2 ∼ N(0, 1) :{

η1 = ε1

η2 = ρ ε1 +
√

1− ρ2 ε2
=>

〈
η1 η2

〉
= ρ,

〈
η2

1

〉
=
〈
η2

2

〉
= 1.

Ýòî ïîçâîëÿåò, íàïðèìåð, ïðè êîìïüþòåðíîì ìîäåëèðîâàíèè ãåíåðèòü
ñêîððåëèðîâàííûå âåëè÷èíû ïðè ïîìîùè íåñêîððåëèðîâàííûõ.
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1.7 Ìîäåëü àääèòèâíîãî áëóæäàíèÿ

• Êîîðäèíàòà áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû â âîäå èëè öåíà íà ôèíàíñîâîì
ðûíêå x èìåþò òðàåêòîðèþ ñ î÷åíü íåðåãóëÿðíûìè èçëîìàìè. Ïðîñòåé-
øèì å¼ îïèñàíèåì áóäåò ìîäåëü àääèòèâíîãî íåçàâèñèìîãî äèñêðåòíîãî
ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ. Âñå ÷åòûðå ïðèëàãàòåëüíûõ â íàçâàíèè ìîäåëè
îòðàæàþò áàçîâûå ñâîéñòâà ïðîöåññà.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà÷àëüíîå çíà÷åíèå x = x0. Äàëåå x èñïûòûâà-

åò t = 1, 2, ... ñëó÷àéíûõ íåçàâèñèìûõ ãàóññîâûõ èçìåíåíèé (�òîë÷êîâ�),
êàæäîå ñ âîëàòèëüíîñòüþ σ. Â ðåçóëüòàòå x îêàæåòñÿ ðàâíûì íàêîïëåí-
íîé ñóììå òàêèõ èçìåíåíèé:

xt = x0 + σ · (ε1 + ...+ εt), (1.38)

ãäå εi ∼ N(0, 1) � ãàóññîâû ÷èñëà ñ íóëåâûì ñðåäíèì è åäèíè÷íîé äèñ-
ïåðñèåé. Èíäåêñ t ïîêà ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì, îäíàêî â äàëüíåéøåì
ìû ïåðåéä¼ì ê ïðåäåëó íåïðåðûâíîãî âðåìåíè.
Óäîáíî ââåñòè äèñêðåòíóþ ïåðåìåííóþ Âèíåðà:

Wt = ε1 + ...+ εt = ε
√
t. (1.39)

Âòîðîå ðàâåíñòâî ìû çàïèñàëè, òàê êàê ñóììà t ãàóññîâûõ ÷èñåë ñíîâà
ðàâíà ãàóññîâîìó ÷èñëó ñ âîëàòèëüíîñòüþ

√
t (ñòð. 22�23). Ñëó÷àéíûå

÷èñëà, êàê ñ èíäåêñàìè εi, òàê è áåç íèõ ε, ïðåäïîëàãàþòñÿ íîðìèðî-
âàííûìè: 〈ε〉 = 0,

〈
ε2
〉

= 1, ò.å. êàê ε ∼ N(0, 1). Ìîäåëü (1.38) òåïåðü
âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì: xt = x0 + σWt.
Íà÷èíàÿ ñ x0 = 0, áóäåì ãåíåðèòü ñëó÷àéíûå ÷èñëà ε1, ε2, ... è ñòðî-

èòü èõ íàêîïëåííóþ ñóììó. Òàêàÿ òðàåêòîðèÿ íàçûâàåòñÿ âûáîðî÷íîé
òðàåêòîðèåé ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà (1-é ðèñóíîê):

0.4

t=1

t=3

t=5

x

P(x,t)

0

0

t

xt

0

t

xt

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1
2

3

4

5

6

7
8

9

Òàê êàê èçìåíåíèÿ εk áóäóò êàæäûé ðàç íîâûìè, òî ïî-ðàçíîìó áóäóò
ïðîòåêàòü è áëóæäàíèÿ òðàåêòîðèè xt = x(t) (ñì. 2-é ðèñóíîê). Ðàçëè÷-
íûå ðåàëèçàöèè ïðîöåññà áëóæäàíèÿ ïåðåñåêàþò âåðòèêàëüíóþ ïðÿìóþ
t = const â òåõ èëè èíûõ çíà÷åíèÿõ x. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ýòèõ ÷èñåë
ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé.
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Ïîýòîìó, ãîâîðÿ î ïðîöåññå x(t), ìû ïîäðàçóìåâàåì, ÷òî â äàííûé ìî-
ìåíò âðåìåíè x = x(t) èìååò îïðåäåë¼ííîå ðàñïðåäåëåíèå P (x). Â íåêî-
òîðûé äðóãîé ìîìåíò âðåìåíè ðàñïðåäåëåíèå ìîæåò îêàçàòüñÿ èíûì. Ïî-
ýòîìó ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè P (x, t), ñðåäíåå x̄(t) è âîëàòèëüíîñòü σ(t)
áóäóò ôóíêöèÿìè âðåìåíè.

Âîëàòèëüíîñòü àääèòèâíîãî áëóæäàíèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ, êàê
√
t. Ýòî

íàãëÿäíî âèäíî íà 2-ì ðèñóíêå ñ íåñêîëüêèìè ðåàëèçàöèÿìè xt. Èõ �ïó-
÷îê� ïîñòåïåííî ðàñøèðÿåòñÿ. Â ðåçóëüòàòå íåîïðåäåë¼ííîñòü áóäóùåãî
çíà÷åíèÿ xt óâåëè÷èâàåòñÿ. Ìû ìîæåì îáíàðóæèòü xt äîñòàòî÷íî äàëå-
êî îò íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ x0 = 0. Ýòî òàêæå ïðîèëëþñòðèðîâàíî íà
3-ì ðèñóíêå, ãäå ïðåäñòàâëåíû ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè P (x, t), êîòîðûå ñ
òå÷åíèåì âðåìåíè ïîñòåïåííî �ðàñïëûâàþòñÿ�.

Áëóæäàþùèå òðàåêòîðèè íà÷èíàþòñÿ ñ îïðåäåë¼ííîãî íà÷àëüíîãî çíà-
÷åíèÿ x0 = x(t0) â ìîìåíò âðåìåíè t0. Ïîýòîìó, ãîâîðÿ î âåðîÿòíîñòè, ìû
èìååì äåëî ñ óñëîâíîé ïëîòíîñòüþ P (x0, t0 ⇒ x, t). Ïîêà ìîìåíòû âðåìå-
íè t0 è t ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè íîìåðó ñêà÷êà
εk íà î÷åðåäíîì ýòàïå.

Âàæíî ïîíèìàòü, ÷òî xt = x(t) íå ÿâëÿåòñÿ êîíêðåòíîé òðàåêòîðèåé.
Ýòî îäíîâðåìåííàÿ ñîâîêóïíîñòü âñåõ âîçìîæíûõ òðàåêòîðèé ñëó÷àéíî-
ãî ïðîöåññà. Àíàëîãè÷íî, ñëó÷àéíîå ÷èñëî x íå ïîäðàçóìåâàåò êîíêðåò-
íîãî çíà÷åíèÿ, à îáîçíà÷àåò âñå âîçìîæíûå ðåàëèçàöèè, ïîä÷èíÿþùèåñÿ
íåêîòîðîìó ðàñïðåäåëåíèþ P (x). Âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü íà t-îì øàãå xt
îïðåäåëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòÿìè âñåõ èçìåíåíèé εi. Òàê, äèñêðåòíûé âèíå-
ðîâñêèé ïðîöåññ Wt îïðåäåëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè:

P (ε1, ..., εt) = P (ε1) · ... · P (εt),

ãäå ðàâåíñòâî îòðàæàåò íåçàâèñèìîñòü âñåõ εi. Òàêèì îáðàçîì,Wt � ôàê-
òè÷åñêè, ìíîãîìåðíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà.

Îáðàòèì åù¼ ðàç âíèìàíèå íà ñìûñë çàïèñè: ε1 + ... + εt = ε
√
t.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ïðîöåññå ìîäåëèðîâàíèÿ ìû ãåíåðèì t íåçàâèñèìûõ
ãàóññîâûõ ÷èñåë ε1, ε2, ... è ñêëàäûâàåì èõ. Ðåçóëüòàò áóäåò èìåòü òàêèå
æå ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà, êàê îäíî ãàóññîâî ÷èñëî ε ñ åäèíè÷íîé
âîëàòèëüíîñòüþ, óìíîæåííîå íà ôàêòîð

√
t. Ïðè âû÷èñëåíèè ñâîéñòâ

íàêîïëåííîé ñóììû âïîëíå äîñòàòî÷íî ïîëüçîâàòüñÿ âåëè÷èíîé ε, à íå
ñîâìåñòíîé ïëîòíîñòüþ P (ε1, ..., εt). Â ÷àñòíîñòè, åñëè ìû èùåì ñðåäíåå
çíà÷åíèå, â êîòîðîì ó÷àñòâóåò ñóììà ãàóññîâûõ ÷èñåë, åãî âû÷èñëåíèå
ìîæíî óïðîñòèòü, èñïîëüçóÿ òîëüêî îäíî ñëó÷àéíîå ÷èñëî. Îäíàêî, åñëè
íàñ èíòåðåñóåò ñâÿçü ñóìì, ïîëó÷àåìûõ â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè,
òî íåîáõîäèìû íåêîòîðûå óõèùðåíèÿ. Ðàññìîòðèì èõ ïîäðîáíåå.
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• Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðîöåññà áëóæäàíèÿ ñ ñàìèì ñîáîé â ðàçëè÷íûå ìî-
ìåíòû âðåìåíè åãî íåîáõîäèìî ðàçáèâàòü íà íåïåðåêðûâàþùèåñÿ ó÷àñò-
êè âðåìåíè. Ïóñòü ïðîöåññ äëèòñÿ s øàãîâ, à çàòåì åùå â òå÷åíèå t − s.
Ñðàâíèì ñâîéñòâà òðàåêòîðèé â �ìîìåíòû âðåìåíè� s è t (s < t):

Ws = ε1 + ...+ εs,
Wt = ε1 + ...+ εs + εs+1 + ...+ εt.

Âû÷èòàÿ óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì ñóììó t− s ñëó÷àéíûõ ÷èñåë:

Wt −Ws = εs+1 + ...+ εt = ε
√
t− s = Wt−s.

Âòîðîå ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ îòðàæåíèåì òîãî, ÷òî ñóììàðíàÿ âîëàòèëü-
íîñòü t − s íåçàâèñèìûõ ãàóññîâûõ ñëàãàåìûõ áóäåò ðàâíà

√
t− s. Ôàê-

òè÷åñêè, Ws è Wt ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

Ws = εa
√
s,

Wt = εa
√
s+ εb

√
t− s, (1.40)

ãäå εa, εb, êàê è âåçäå â íàøèõ ëåêöèÿõ, � íåçàâèñèìûå ãàóññîâûå ÷èñëà
ñ íóëåâûì ñðåäíèì è åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé. Ïåðâîå èç íèõ � εa � ýêâè-
âàëåíòíî íàêîïëåííîé ñóììå íà÷àëüíûõ s ïðèðàùåíèé, à âòîðîå � εb �
ñîîòâåòñòâóåò íåçàâèñèìûì îò εa ïîñëåäóþùèì t− s ïðèðàùåíèÿì.
Òåïåðü ìîæíî íàéòè êîâàðèàöèþ ìåæäó Ws è Wt. Òàê êàê Wt = 0, òî:

cov(s, t) = 〈WsWt〉 =
〈
εa
√
s ·
(
εa
√
s+ εb

√
t− s

)〉
= s,

â ñèëó òîãî, ÷òî
〈
ε2
a

〉
= 1 è 〈εaεb〉 = 0. Òàêèì îáðàçîì, êîâàðèàöèÿ

çàâèñèò òîëüêî îò íàèìåíüøåãî ÷èñëà s = min(s, t), ïðåäñòàâëÿþùåãî
ñîáîé äëèòåëüíîñòü îáùåé äëÿWs èWt èñòîðèè. Äëÿ ïðîÿñíåíèÿ ñìûñëà
ýòîãî ðåçóëüòàòà çàïèøåì ðåãðåññèîííóþ ïðÿìóþ (1.25) ìåæäó Ws è Wt.
Èõ âîëàòèëüíîñòè ðàâíû

√
s è
√
t, à ñðåäíèå � íóëþ, ïîýòîìó:

Wt√
t

=
cov(s, t)
√
s
√
t

Ws√
s

+
ξ√
t

=> Wt = Ws + ξ.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè èçâåñòíî, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè s ñóììà ðàâíà Ws,
òî íàèëó÷øèì ïðîãíîçîì áóäóùåãî çíà÷åíèÿWt áóäåò óæå èçâåñòíîåWs.
Èç (1.40) ñëåäóåò, ÷òî ëèíåéíàÿ ðåãðåññèîííàÿ ìîäåëü îêàçûâàåòñÿ â äàí-
íîì ñëó÷àå òî÷íîé (l C9). Ïðè ýòîì å¼ �øóìîì� âûñòóïàþò íàêîïëåííûå
ïîñëå ìîìåíòà âðåìåíè s èçìåíåíèÿ: ξ = εs+1 + ...+ εt = εb

√
t− s.

Ìû áóäåì ÷àñòî óñðåäíÿòü ãàóññîâû âåëè÷èíû, ïîýòîìó â êà÷åñòâå
óïðàæíåíèÿ ñòîèò ïðîâåðèòü ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ (i < j < k):

〈WiWjWk〉 = 0,
〈
W 2

i WjWk

〉
= 2i2 + ij,

〈
WiW

2
jWk

〉
= 3ij.

[Ïðîöåññ Wk íåîáõîäèìî ðàçáèòü íà òðè èíòåðâàëà (l C10).]
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• Â çàêëþ÷åíèå ðàçäåëà îòâåòèì íà ñëåäóþùèé âîïðîñ. Åñëè x = x1 â
ìîìåíò âðåìåíè t = t1, òî êàêîâà âåðîÿòíîñòü îáíàðóæèòü åãî íà ñëåäó-
þùåì øàãå t = t2 â çíà÷åíèè x2? Î÷åâèäíî, ÷òî îíà ðàâíà âåðîÿòíîñòè
èçìåíåíèÿ x:

P (x1 ⇒ x2) =
e−ε

2/2

√
2π

=
exp

(
− (x2−x1)2

2(t2−t1)

)
√

2π(t2 − t1)
.

Ìû ïîëîæèëè σ = 1 è çàïèñàëè â ÿâíîì âèäå ãàóññîâó ïëîòíîñòü âåðî-
ÿòíîñòè äëÿ ε = x2−x1. Â ðåçóëüòàòå óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü çàâèñèò îò
îáîèõ àðãóìåíòîâ, ïîýòîìó ñëó÷àéíûå ÷èñëà x1 è x2 ÿâëÿþòñÿ çàâèñèìû-
ìè.
Äèñêðåòíàÿ òðàåêòîðèÿ áëóæäàíèÿ îïèñûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì ñëó÷àé-

íûõ âåëè÷èí xt = {x1, x2, x3, ...}, çàäàþùèõ âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ x íà øà-
ãå t. Èíäåêñ ìîæíî çàïèñàòü â ôóíêöèîíàëüíîé ôîðìå x(t) è ãîâîðèòü î
ñëó÷àéíîé ôóíêöèè, êîòîðàÿ ïîêà îïðåäåëåíà òîëüêî â äèñêðåòíûõ òî÷-
êàõ. Òàêèì îáðàçîì, ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ � ýòî ìíîãîìåðíàÿ âåëè÷èíà.
Äëÿ çàäàíèÿ ñâîéñòâ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà â îáùåì ñëó÷àå íåîáõîäèìî
îïðåäåëèòü ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè P (x1, x2, x3, ...) ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì
àðãóìåíòîâ.
Äëÿ âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà ñèòóàöèÿ ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ, òàê êàê

êàæäîå ñëåäóþùåå xt+1 îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì íåïîñðåäñòâåííî ïðåä-
øåñòâóþùåãî xt è íèêàê íå çàâèñèò îò áîëåå äëèííîé ïðåäûñòîðèè. Ýòîò
ôàêò ìû áóäåì çàïèñûâàòü â ñëåäóþùåì âèäå (l C11):

P (x1, ..., xt ⇒ xt+1) = P (xt ⇒ xt+1). (1.41)

Åñëè èçâåñòíî xt, òî xt+1 áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ çíà÷åíèåì xt è ñëó÷àéíûì
èçìåíåíèåì ε, à íå âñåé èñòîðèåé x1, ..., xt−1. Ïðîöåññû ñ òàêîé �êîðîò-
êîé ïàìÿòüþ� íàçûâàþòñÿ ìàðêîâñêèìè ïðîöåññàìè. Îíè ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé ñëåäóþùåå ïðèáëèæåíèå ïîñëå íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,
äëÿ êîòîðûõ P (x1, ..., xt ⇒ xt+1) = P (xt+1).
Ìàðêîâñêèå ïðîöåññû ïîçâîëÿþò ïðåäñòàâèòü ñîâìåñòíóþ âåðîÿòíîñòü

ëþáîé ðàçìåðíîñòè â âèäå öåïî÷êè óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé. Íàïðèìåð:

P (x1, x2, x3) = P (x1)P (x1 ⇒ x2)P (x2 ⇒ x3). (1.42)

Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà çàïèñûâàåì P (x1, x2, x3) = P (x1, x2)P (x1, x2 ⇒ x3)
ïî îïðåäåëåíèþ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè. Çàòåì èñïîëüçóåì îïðåäåëåíèå
äëÿ P (x1, x2) = P (x1)P (x1 ⇒ x2) è ìàðêîâñêîå óñëîâèå êîðîòêîé ïà-
ìÿòè: P (x1, x2 ⇒ x3) = P (x2 ⇒ x3). Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðîèçîøëî
x1, x2, x3, íåîáõîäèìî, ÷òîáû ñâåðøèëîñü x1. Ïðè óñëîâèè, ÷òî ýòî ïðî-
èçîøëî, äàëåå ðåàëèçîâàëîñü x2, è ò.ä.
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1.8 Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû

Â îáùåì ñëó÷àå ìû íàçûâàåì ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì óïîðÿäî÷åííóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí x1, x2, .... Âìåñòî èíäåêñà, ïå-
ðå÷èñëÿþùåãî âåëè÷èíû, óäîáíî èñïîëüçîâàòü ôóíêöèîíàëüíóþ ôîðìó
x(t). Åñëè ïàðàìåòð t ïðèíèìàåò äèñêðåòíûå çíà÷åíèÿ, òî ìû èìååì äå-
ëî ñ äèñêðåòíûì ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì. Åñëè æå t � íåïðåðûâíîå âðåìÿ,
òî ýòî íåïðåðûâíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ïî âðåìåíè. Â ýòîì ñëó÷àå x(t)
íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíîé ôóíêöèåé. Çàìåòèì, ÷òî îíà ìîæåò áûòü è ðàçðûâ-
íîé, íàïðèìåð, åñëè x(t) â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ðàâíî íåçàâèñèìîé
ãàóñîâîé âåëè÷èíå ε (ãàóññîâûé øóì).
Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ íåîáõîäèìî îïèñûâàòü ñîâìåñòíîé ïëîòíîñòüþ âå-

ðîÿòíîñòè äëÿ êàæäîãî ìîìåíòà âðåìåíè:

P (x1, x2, x3, ...) ≡ P (x1, t1; x2, t2; x3, t3; ...), (1.43)

ãäå ti ÿâíûì îáðàçîì óêàçûâàþò, ê êàêîìó ìîìåíòó âðåìåíè îòíîñèòñÿ
çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû xi. Ïîíÿòíî, ÷òî â ñëó÷àå íåïðåðûâíûõ
ïðîöåññîâ ðàáîòàòü ñ òàêîé ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè äîñòàòî÷íî ñëîæíî.
Ïîýòîìó å¼ ðàçìåðíîñòü ñòàðàþòñÿ óìåíüøèòü. Åñëè ïðîèíòåãðèðîâàòü
ïî âñåì ñëó÷àéíûì âåëè÷èíàì xi, êðîìå îäíîé, ïîëó÷èòñÿ ïëîòíîñòü âå-
ðîÿòíîñòè â ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè P (x, t). Àíàëîãè÷íî ìîæíî
îïðåäåëèòü ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè â äâà ïðîèçâîëüíûõ ìîìåíòà âðåìåíè
P (x1, t1; x2, t2), è ò.ä. Çàìåòèì, ÷òî t, â îòëè÷èå îò x, � ýòî íå ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà, à ïàðàìåòð.

×àñòî ïðîöåññ èçó÷àåòñÿ ïîñëå òîãî, êàê ñòàëî èçâåñòíûì åãî íà÷àëü-
íîå çíà÷åíèå x0 â ìîìåíò âðåìåíè t0. Â ýòîì ñëó÷àå öåëåñîîáðàçíî ïðè-
ìåíÿòü óñëîâíûå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè. Íàïðèìåð, îäíîòî÷å÷íàÿ:

P (x0 ⇒ x1) ≡ P (x0, t0 ⇒ x1, t1)

èëè äâóõòî÷å÷íàÿ:

P (x0 ⇒ x1, x2) ≡ P (x0, t0 ⇒ x1, t1;x2, t2).

Îíè áóäóò îñíîâíûìè îáúåêòàìè ïðè îïèñàíèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ.

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ñîâîêóïíîñòü êîòîðûõ îáðàçóåò ñëó÷àéíûé ïðî-
öåññ, ìîãóò áûòü êàê íåçàâèñèìûìè, òàê è ñâÿçàííûìè. Åñëè âåëè÷èíû
íåçàâèñèìû, ãðàôèê âûáîðî÷íîãî ïðîöåññà áóäåò âûãëÿäåòü, êàê õàîòè-
÷åñêèå âûáðîñû ââåðõ è âíèç îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ. Òàêîé ïðîöåññ íàçû-
âàþò øóìîì. Ïðè íàëè÷èè íåêîòîðîé ñâÿçè ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè
çíà÷åíèÿìè ãðàôèê ìîæåò èìåòü õîòÿ è î÷åíü èçëîìàííóþ, íî âñ¼ æå îò-
íîñèòåëüíî ñâÿçíóþ äèíàìèêó. Ïðèìåðîì ïîäîáíîãî ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ
äèñêðåòíîå àääèòèâíîå áëóæäàíèå, ðàññìîòðåííîå âûøå.
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• Îïèñàíèå ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ, åñëè åãî
ïîëíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè (1.43) èëè ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé óñëîâíàÿ
âåðîÿòíîñòü îáëàäàþò íåêîòîðûìè ñâîéñòâàìè, ïîçâîëÿþùèìè ñâÿçû-
âàòü ïðîøëûå è áóäóùèå çíà÷åíèÿ. Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü êëàññ ñëó-
÷àéíûõ ïðîöåññîâ, äëÿ êîòîðûõ óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü çàâèñèò òîëüêî îò
ïîñëåäíåãî èçâåñòíîãî çíà÷åíèÿ, à íå îò âñåé ïðåäûñòîðèè:

P (..., xt−2, xt−1, xt ⇒ xt+1) =
P (..., xt−2, xt−1, xt, xt+1)

P (..., xt−2, xt−1, xt)
= P (xt ⇒ xt+1),

ãäå îïóùåíû ìîìåíòû âðåìåíè. Êàê ìû óæå ãîâîðèëè, ïîäîáíûå ïðî-
öåññû ÿâëÿþòñÿ ìàðêîâñêèìè. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ìàðêîâîñòè ñîâ-
ìåñòíóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè ìîæíî âû-
ðàçèòü ÷åðåç ïðîèçâåäåíèå óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé P (x1, t1 ⇒ x2, t2), ñì.
(1.42). Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ïîëíîãî îïèñàíèÿ ñâîéñòâ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà
äîñòàòî÷íî çíàíèÿ ôóíêöèè òîëüêî ÷åòûðåõ àðãóìåíòîâ, à íå áåñêîíå÷-
íîãî èõ ÷èñëà, êàê â ôîðìóëå (1.43).

• ×òîáû â ðåçóëüòàòå ýìïèðè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé âûÿñíèòü ôîðìó
äàæå ïðîñòîé óñëîâíîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè P (x0, t0 ⇒ x, t), íåîáõî-
äèìî äîñòàòî÷íî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ.
Ïîýòîìó, êàê è äëÿ îáû÷íûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, âàæíóþ ðîëü èãðà-
þò èíòåãðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà. Åñòåñòâåííî, îíè
ñòàíîâÿòñÿ ôóíêöèÿìè âðåìåíè. Åñëè èçâåñòíî çíà÷åíèå ïðîöåññà x0 â
ìîìåíò âðåìåíè t0, òî óñëîâíîå ñðåäíåå çíà÷åíèå ðàâíî:

x̄(t, x0, t0) =

∞∫
−∞

xP (x0, t0 ⇒ x, t) dx. (1.44)

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâíàÿ äèñïåðñèÿ (êâàäðàò âîëàòèëüíîñòè):

σ2(t, x0, t0) =

∞∫
−∞

(
x− x̄(t)

)2
P (x0, t0 ⇒ x, t) dx. (1.45)

Äàëåå ìû áóäåì ãîâîðèòü î ðåøåíèÿõ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé. Â ñëó÷àå, êîãäà ñëó÷àéíûå âîçäåéñòâèÿNoise íà èçìåíå-
íèå âåëè÷èíû x íåâåëèêè, ñðåäíåå çíà÷åíèå áóäåò ïðèáëèæ¼ííî ñîîòâåò-
ñòâîâàòü ãëàäêîìó ðåøåíèþ îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ áåç ñòîõàñòè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ. Âîëàòèëüíîñòü ïðè ýòîì õàðàêòå-
ðèçóåò òèïè÷íûé �êîðèäîð� êîëåáàíèé ðàçëè÷íûõ ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíî-
ãî ïðîöåññà âîêðóã ýòîãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ.
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• Ñðåäíåå çíà÷åíèå x̄(t) è âîëàòèëüíîñòü σ(t) ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðî-
öåññà íå ïîëíîñòüþ õàðàêòåðèçóþò îñíîâíûå îñîáåííîñòè åãî äèíàìèêè.
Íèæå íà ðèñóíêå ïðèâåäåíû íåñêîëüêî ðåàëèçàöèé äâóõ ðàçëè÷íûõ ïðî-
öåññîâ:

x(t) x(t)

t t

Îíè èìåþò îäèíàêîâîå ñðåäíåå (öåíòðàëüíàÿ ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ) è âîëà-
òèëüíîñòü � òî÷å÷íûé �êîðèäîð�, íàðèñîâàííûé âîêðóã ñðåäíåãî. Òåì íå
ìåíåå õîðîøî âèäíî, ÷òî õàðàêòåð ýòèõ ïðîöåññîâ ðàçëè÷íûé, è ïðàâûé
èìååò ìåíåå �ãëàäêóþ� äèíàìèêó (l C12).

Ïîýòîìó âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ
ñâÿçü �ïðîøëîãî� è �áóäóùåãî�. Îïðåäåëèì àâòîêîâàðèàöèþ ìåæäó äâó-
ìÿ ìîìåíòàìè âðåìåíè t1 < t2 ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðè t = t0 íàáëþäàëîñü
çíà÷åíèå x0 = x(t0):

covt0(t1, t2) =
〈(
xt1 − x̄t1

) (
xt2 − x̄t2

)〉
, (1.46)

ãäå x̄t = 〈x(t)〉 � ñðåäíåå çíà÷åíèå â ìîìåíò âðåìåíè t, à xti = x(ti).
Ïðèñòàâêà �àâòî-� â íàçâàíèè ïîä÷¼ðêèâàåò, ÷òî êîâàðèàöèÿ âû÷èñëÿåòñÿ
ìåæäó âåëè÷èíîé â ìîìåíò âðåìåíè t1 è åé æå â äðóãîé ìîìåíò t2.

Ñðåäíåå îïðåäåëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè óñëîâíîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè
P (x0, t0 ⇒ x, t) è ïðåäïîëàãàåò îäíîêðàòíîå èíòåãðèðîâàíèå ïî x [ñì.
(1.44).] Ôàêòè÷åñêè x̄t çàâèñèò íå òîëüêî îò t, íî è îò íà÷àëüíûõ óñëî-
âèé x0 è t0. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ àâòîêîâàðèàöèîííîé ôóíêöèè íåîáõîäèìî
âûïîëíèòü äâîéíîå èíòåãðèðîâàíèå:

covt0(t1, t2) =

∞∫
−∞

(x1− x̄1)(x2− x̄2)P (x0, t0 ⇒ x1, t1;x2, t2) dx1 dx2, (1.47)

ãäå P (x0, t0 ⇒ x1, t1;x2, t2) � ïëîòíîñòü ñîâìåñòíîé âåðîÿòíîñòè çíà÷åíèé
x1 è x2 â ìîìåíòû âðåìåíè t1 è t2 ïðè óñëîâèè, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè t0
ìû èìååì x0 = x(t0).
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Ýòó âåðîÿòíîñòü ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ìàðêîâñêèå óñëîâíûå âåðîÿò-
íîñòè. Ïî îïðåäåëåíèþ (îïóñêàÿ äëÿ êðàòêîñòè âðåìåíà):

P (x0 ⇒ x1, x2) =
P (x0, x1, x2)

P (x0)
. (1.48)

Äëÿ òð¼õòî÷å÷íîé ñîâìåñòíîé âåðîÿòíîñòè P (x0, x1, x2) çàïèøåì öåïî÷êó
ìàðêîâñêèõ âåðîÿòíîñòåé [ñì. (1.42), ñòð. 37]:

P (x0, x1, x2) = P (x0)P (x0 ⇒ x1)P (x1 ⇒ x2).

Ïîäñòàâëÿÿ å¼ â ôîðìóëó (1.48) è �âîçâðàùàÿ� ìîìåíòû âðåìåíè, îêîí-
÷àòåëüíî ïîëó÷èì:

P (x0, t0 ⇒ x1, t1;x2, t2) = P (x0, t0 ⇒ x1, t1)P (x1, t1 ⇒ x2, t2). (1.49)

Äëÿ íåçàâèñèìûõ âåëè÷èí x1 è x2 ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè
ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ïëîòíîñòåé âåðîÿòíîñòè êàæäîé èç ïåðåìåííûõ. Â
ìàðêîâñêèõ ïðîöåññàõ äëÿ óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé ýòî òîæå ïðîèñõîäèò,
íî ôóíêöèè �öåïëÿþòñÿ� äðóã çà äðóãà, â íàøåì ñëó÷àå � àðãóìåíòîì
x1. Ïîýòîìó â (1.47) íåëüçÿ ðàçäåëèòü èíòåãðàëû, è àâòîêîâàðèàöèÿ â
îáùåì ñëó÷àå íå ðàâíà íóëþ.

Èíäåêñ íà÷àëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè t0 â çàïèñè àâòîêîâàðèàöèîííîãî
êîýôôèöèåíòà ìû áóäåì ÷àñòî îïóñêàòü, îäíàêî îí âñåãäà ïîäðàçóìåâà-
åòñÿ. Êàê è äëÿ âîëàòèëüíîñòè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, àâòîêîâàðèàöèþ
ìîæíî âû÷èñëÿòü ïî ýêâèâàëåíòíîé ôîðìóëå:

cov(t1, t2) = 〈xt1 xt2〉 − 〈xt1〉 〈xt2〉 , (1.50)

ãäå ìû ïåðåìíîæèëè â îïðåäåëåíèè (1.46) ñêîáêè è ðàçáèëè ñðåäíåå ñóì-
ìû íà ñóììó ñðåäíèõ. Çàìåòèì, ÷òî àâòîêîâàðèàöèÿ ïðè t1 = t2 = t
ðàâíà äèñïåðñèè ïðîöåññà: σ2(t) = cov(t, t).

Àâòîêîððåëÿöèÿ ÿâëÿåòñÿ íîðìèðîâàííîé àâòîêîâàðèàöèåé è îïðåäå-
ëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ρ(t1, t2) =
cov(t1, t2)

σ(t1)σ(t2)
. (1.51)

Êàê è äëÿ îáû÷íûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, àâòîêîððåëÿöèÿ ÿâëÿåòñÿ ìå-
ðîé âîçìîæíîñòè ïðîãíîçèðîâàíèÿ áóäóùåãî çíà÷åíèÿ x2 = x(t2), åñëè
íàáëþäàåòñÿ x1 = x(t1). Ïðè ýòîì è x1, è x2 ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè-
÷èíàìè. Äåòåðìèíèðîâàííûì îáû÷íî ñ÷èòàåòñÿ òîëüêî íà÷àëüíîå óñëî-
âèå x0 = x(t0), õîòÿ è ýòî íå îáÿçàòåëüíî.
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1.9 Ìàðòèíãàëû è áåñïëàòíûé ñûð∗

Áåñïëàòíîãî ñûðà, êàê èçâåñòíî, íå áûâàåò. Ýòîò ýâðèñòè÷åñêèé ïðèí-
öèï îêàçûâàåòñÿ ìîùíûì è êîíñòðóêòèâíûì â òåîðèè ôèíàíñîâ.

Åñëè öåíà ïðè áëóæäàíèè â ñðåäíåì íå èçìåíÿåòñÿ, 〈x〉 = x0, òî òàêóþ
ìîäåëü íàçûâàþò ìàðòèíãàëîì. Äëÿ íå¼ ëó÷øèì ïðîãíîçîì áóäóùåé öå-
íû áóäåò òåêóùåå çíà÷åíèå x0. Ýòî î÷åíü îáùàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ êîíöåï-
öèÿ. Íàïðèìåð, â äèñêðåòíîé àääèòèâíîé ìîäåëè x = x0 + ε1 + ... + εn
äëÿ å¼ ìàðòèíãàëüíîñòè íå òðåáóåòñÿ íåçàâèñèìîñòü è ñòàöèîíàðíîñòü
ñëó÷àéíûõ èçìåíåíèé εi öåíû. Äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ èçìåíåíèÿ ìîãóò
áûòü ñêîððåëèðîâàíû, è P (ε1, ..., εn) 6= P (ε1) · ... · P (εn). Åäèíñòâåííîå,
÷òî òðåáóåòñÿ, � ýòî íåèçìåííîñòü öåíû â ñðåäíåì ïðè ëþáîì n:

∞∫
−∞

(ε1 + ...+ εn)P (ε1, ..., εn) dε1...dεn = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ñðåäíåå çíà÷åíèå íàêîïëåííîãî èçìåíåíèÿ öåíû îêàçû-
âàåòñÿ ðàâíûì íóëþ è 〈x〉 = x0. Äëÿ ìàðòèíãàëüíîãî ïðîöåññà íå èìååò
çíà÷åíèÿ, êîãäà íà÷èíàåòñÿ è çàêàí÷èâàåòñÿ íàêîïëåíèå èçìåíåíèÿ. Íà
ëþáîì èíòåðâàëå âðåìåíè îíî äîëæíî áûòü íóëåâûì. ×òîáû ïðîèëëþ-
ñòðèðîâàòü ýòîò âàæíûé ìîìåíò, ðàññìîòðèì äâóõøàãîâîå äèñêðåòíîå
áëóæäàíèå ïî äåðåâó:

x

n
5

6

4

7

5

3

x

n
5

6

8

5

2

4

Èç íà÷àëüíîé öåíû x0 = 5 âîçìîæíû ðàâíîâåðîÿòíûå ïåðåõîäû ê öåíàì
6 è 4 è ò.ä. ïî äåðåâó. Íà ðèñóíêàõ ïðåäñòàâëåíû äâà ðàçëè÷íûõ ïðî-
öåññà. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ íà âòîðîì ýòàïå âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé ðàâíû
{1/4, 1/2, 1/4} è ñðåäíåå çíà÷åíèå öåíû ðàâíî íà÷àëüíîìó:

0.25 · 7 + 0.5 · 5 + 0.25 · 3 = 5, 0.25 · 8 + 0.5 · 5 + 0.25 · 2 = 5.

Îäíàêî äëÿ ïðàâîãî ïðîöåññà ýòî ñâîéñòâî íàðóøàåòñÿ â ïðîìåæóòî÷-
íûõ ñîñòîÿíèÿõ. Ðàññìîòðèì íèæíèé óçåë ïåðâîãî âåòâëåíèÿ ñ öåíîé 4.
Åñëè ìû íàõîäèìñÿ â í¼ì, òî ñðåäíåå çíà÷åíèå áóäóùåé öåíû îòëè÷íî îò
÷åòûðåõ: 0.5 · 5 + 0.5 · 2 = 3.5 6= 4. Ïîýòîìó âòîðîé ïðîöåññ íå ÿâëÿåòñÿ
ìàðòèíãàëîì è ïîçâîëÿåò çàðàáîòàòü, íà÷èíàÿ ñ ñîñòîÿíèé 4 èëè 6.
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• Ïðè îáñóæäåíèè ñòîõàñòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â ëèòåðàòóðå ÷àñòî èñ-
ïîëüçóþò äîñòàòî÷íî ôîðìàëüíûå îáîçíà÷åíèÿ. Ñëåäóÿ Êîëìîãîðîâó,
êîòîðûé ïîñòðîèë àêñèîìàòèêó òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, ãîâîðÿò î âåðîÿò-
íîñòíîì ïðîñòðàíñòâå. Îíî îïðåäåëÿåòñÿ òðîéêîé (Ω,F ,P), ãäå Ω �
ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, F � σ-àëãåáðà ñîáûòèé è P � ðàñ-
ïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé. Ðàçáåð¼ìñÿ ñ êàæäûì èç ýòèõ ïîíÿòèé.

Ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæå-
ñòâî ïðîñòåéøèõ, íå äåëèìûõ äàëåå ñîáûòèé, êîòîðûå íå ìîãóò ïðîèçîé-
òè îäíîâðåìåííî (ïîïàðíî íåñîâìåñòíûå). Íàïðèìåð, ïðè áðîñêå èãðàëü-
íîé êîñòè ýòî ïðîñòðàíñòâî ñîñòîèò èç øåñòè âîçìîæíûõ ñîáûòèé, ñîîò-
âåòñòâóþùèõ âûïàäåíèþ òåõ èëè èíûõ î÷êîâ: Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Àëãåáðà ñîáûòèé F � ýòî ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ ñîñòàâíûõ ñî-
áûòèé, âêëþ÷àÿ ýëåìåíòàðíûå. Äëÿ áðîñêà êîñòè ïðèìåðàìè òàêèõ ñî-
áûòèé ìîãóò áûòü A =�÷èñëî äåëèòñÿ íà 3�=(3 6) è B =�÷èñëî áîëüøå
4�=(5 6). Íàä ñîáûòèÿìè âîçìîæíû îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ A+B, ïåðå-
ñå÷åíèÿ A ·B è îòðèöàíèÿ Ā (ñòð. 298). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àþòñÿ íîâûå
ñîáûòèÿ. Ìíîæåñòâî F ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì, ò.å. ýòè òðè îïåðàöèè âñå-
ãäà ïðèâîäÿò ê ñîáûòèÿì, íàõîäÿùèìñÿ â F . Ìíîæåñòâà è îïåðàöèè,
îáëàäàþùèå òàêèì ñâîéñòâîì, íàçûâàþò σ-àëãåáðîé.

Ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé P � ýòî ôóíêöèÿ p : A 7→ P (A) : A ∈ F ,
êîòîðàÿ ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó ñîáûòèþ A èç F âåùåñòâåííîå
÷èñëî 0 6 p 6 1. Äðóãèìè ñëîâàìè, ýòî âåðîÿòíîñòè âñåõ âîçìîæíûõ ñî-
áûòèé. Óêàçàíèå âåðîÿòíîñòåé P(F), à íå P(Ω), ñóùåñòâåííî äëÿ çàäà÷,
â êîòîðûõ ñîáûòèé èç Ω áåñêîíå÷íî ìíîãî è îíè íåñ÷¼òíû. Âåðîÿòíîñòü
êàæäîãî èç íèõ ìîæåò áûòü ðàâíà íóëþ. Òàê, ðàâíà íóëþ âåðîÿòíîñòü
êîíêðåòíîãî çíà÷åíèÿ x íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Â òî æå âðå-
ìÿ ñîñòàâíîå ñîáûòèå èç F ìîæåò èìåòü îòëè÷íóþ îò íóëÿ âåðîÿòíîñòü
(íàïðèìåð, âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â íåêîòîðûé êîíå÷íûé èíòåðâàë).

Ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé x íàçûâàåòñÿ îáúåêò, âîçìîæíûå ðåàëèçàöèè êî-
òîðîãî ïîïàäàþò â òå èëè èíûå ýëåìåíòû àëãåáðû ñîáûòèé F . Åñëè x �
âåùåñòâåííàÿ âåëè÷èíà, òî â F íàõîäÿòñÿ âñå âîçìîæíûå îòðåçêè âåùå-
ñòâåííîé îñè, â êîòîðûõ ìîæåò íàõîäèòüñÿ x. Ñîîòâåòñòâåííî, P îïðåäå-
ëÿåò âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèé x â òàêèå îòðåçêè.

Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ x(t) � ýòî äèñêðåòíîå xt = x1, x2, ... èëè íåïðåðûâ-
íîå x(t) óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, êîòîðûå ìîãóò
áûòü, íàïðèìåð, öåíàìè ôèíàíñîâîãî èíñòðóìåíòà â ðàçëè÷íûå ìîìåí-
òû âðåìåíè. Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ìîæíî òàêæå ðàññìàòðèâàòü, êàê ìíî-
ãîìåðíóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó x = (x1, x2, ..., xt).
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• Êîíêðåòíàÿ èñòîðèÿ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà x(t) ÿâëÿåòñÿ
ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà àëãåáðû ñîáûòèé F ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà. Åñëè
ðàññìàòðèâàþòñÿ öåíû äî ìîìåíòà âðåìåíè t âêëþ÷èòåëüíî, òî òàêóþ
èñòîðèþ îáû÷íî îáîçíà÷àþò â âèäå Ft. Äëÿ äèñêðåòíîãî ñëó÷àéíîãî ïðî-
öåññà Ft èìååò âèä:

Ft = ..., xt−2, xt−1, xt.

Â îáùåì ñëó÷àå ýòî áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, èäóùàÿ èç ïðîøëî-
ãî.

Åñëè èçâåñòíà íåêîòîðàÿ èñòîðèÿ, òî äëÿ äàííîãî ïðîöåññà ñóùåñòâóåò
îïðåäåë¼ííàÿ âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ ñëåäóþùåãî çíà÷åíèÿ. Ýòà âåðîÿò-
íîñòü ÿâëÿåòñÿ óñëîâíîé, òàê êàê îïèñûâàåò íàñòóïëåíèå ñîáûòèÿ ïðè
óñëîâèè ðåàëèçàöèè äàííîé èñòîðèè.

Ñðåäíåå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà â ìîìåíò âðåìåíè ti ïðè óñëî-
âèè ðåàëèçàöèè òîé èëè èíîé èñòîðèè Fj = ..., xj−1, xj ÷àñòî îáîçíà÷àþò
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

E(xi|Fj) = 〈xi〉j =

∫
xP (...; xj−1, tj−1; xj, tj ⇒ xi, ti) dxi.

Ìàðòèíãàëîì íàçûâàþò òàêîé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, äëÿ êîòîðîãî

E(xi|Fj) = xj, j 6 i. (1.52)

Äðóãèìè ñëîâàìè, ñðåäíåå çíà÷åíèå öåíû â ìîìåíò âðåìåíè ti ðàâíî ïî-
ñëåäíåìó èçâåñòíîìó èñòîðè÷åñêîìó çíà÷åíèþ â ìîìåíò tj.

Äëÿ ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ, êîòîðûå ìû îáñóæäàåì â ýòèõ ëåêöèÿõ,
âåðîÿòíîñòü x(t) çàâèñèò òîëüêî îò åãî çíà÷åíèÿ â ïðîøëîì x(t0) è íå
çàâèñèò îò âñåé ïðåäûäóùåé èñòîðèè. Ìàðêîâñêèé ïðîöåññ áóäåò ìàð-
òèíãàëüíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè t0 < t âûïîëíÿåòñÿ ñî-
îòíîøåíèå:

E(x(t)|x(t0)) ≡ 〈x(t)〉x(t0) =

∞∫
−∞

xP (x0, t0 ⇒ x, t) dx = x(t0) = x0,

ãäå èíäåêñ ó çíàêà ñðåäíåãî îáîçíà÷àåò óñðåäíåíèå ñ óñëîâíîé âåðîÿòíî-
ñòüþ P (x0, t0 ⇒ x, t). Ìîìåíòû âðåìåíè ìîãóò áûòü íîìåðàìè íà äèñ-
êðåòíîé ñåòêå èëè âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè â ìîäåëè íåïðåðûâíîãî âðå-
ìåíè. ×àùå âñåãî ìû ñ÷èòàåì öåíû ôèíàíñîâûõ èíñòðóìåíòîâ ïîëîæè-
òåëüíûìè âåëè÷èíàìè. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè P = 0
ïðè x < 0, è, ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðèðîâàíèå ðåàëüíî áóäåò ïðîèñõîäèòü
îò íóëÿ äî ïëþñ áåñêîíå÷íîñòè.
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• Åñëè ñðåäíÿÿ öåíà ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ñî âðåìåíåì íå óìåíüøàåòñÿ,
òî îí íàçûâàåòñÿ ñóáìàðòèíãàëîì, à åñëè íå óâåëè÷èâàåòñÿ � ñóïåðìàð-
òèíãàëîì. Â îáîçíà÷åíèÿõ óñëîâíîãî ñðåäíåãî ñóáìàðòèíãàë îïðåäåëÿ-
åòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

E(xi|Fj) > xj.

Àíàëîãè÷íî äëÿ ñóïåðìàðòèíãàëà:

E(xi|Fj) 6 xj.

Êàæäûé ìàðòèíãàë ÿâëÿåòñÿ è ñóáìàðòèíãàëîì, è ñóïåðìàðòèíãàëîì.
Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè ïðîöåññ îäíîâðåìåííî îáëàäàåò îáîèìè ñâîéñòâàìè,
òî îí ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãàëîì.
Ðàññìîòðèì ïðîñòîé ïðèìåð. Ïóñòü ïîäáðàñûâàåòñÿ ìîíåòà, è ïðè âû-

ïàäåíèè �îðëà� îäèí èãðîê ïëàòèò äðóãîìó äîëëàð, à ïðè âûïàäåíèè
�ðåøêè� � íàîáîðîò. Òîãäà íàêîïëåííàÿ ñóììà ó êàæäîãî èãðîêà ÿâëÿåò-
ñÿ ñòîõàñòè÷åñêèì ïðîöåññîì, òàê êàê îíà ñëó÷àéíî èçìåíÿåòñÿ ñî âðå-
ìåíåì. Åñëè ìîíåòà ñèììåòðè÷íà è âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ êàæäîé èç
ñòîðîí p = 1/2, òî êàïèòàë êàæäîãî èãðîêà ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãàëîì. Ïðè
ñìåù¼ííîì öåíòðå òÿæåñòè p 6= 1/2 äëÿ ïðîèãðûâàþùåãî â ñðåäíåì èã-
ðîêà ýòî áóäåò ñóïåðìàðòèíãàë, à äëÿ âûèãðûâàþùåãî � ñóáìàðòèíãàë.

• Ìàðòèíãàëüíûå ïðîöåññû îêàçûâàþòñÿ óäîáíîé è î÷åíü îáùåé ìî-
äåëüþ ýôôåêòèâíîãî ðûíêà, íà êîòîðîì íåëüçÿ ãàðàíòèðîâàííî èëè â
ñðåäíåì ïîëó÷àòü ïðèáûëü. Åñëè áû 〈x〉 â áóäóùåì áûëî îòëè÷íî îò x0,
òî ïðè 〈x〉 > x0 òàêîé ôèíàíñîâûé èíñòðóìåíò èìåëî áû ñìûñë ïîêó-
ïàòü, à ïðè 〈x〉 < x0 � ïðîäàâàòü, ïîëó÷àÿ â ñðåäíåì äîõîä | 〈x〉−x0|. Íà
ñàìîì äåëå, öåíû íà ìíîãèõ ðûíêàõ â äîëãîñðî÷íîé ïåðñïåêòèâå ðàñòóò.
Íàïðèìåð, ðîñò ýêîíîìèêè ñîïðîâîæäàåòñÿ ðîñòîì ôîíäîâûõ ðûíêîâ.
Îäíàêî, â ñèëó èõ ñóùåñòâåííîé âîëàòèëüíîñòè, íà îòíîñèòåëüíî êðàò-
êîñðî÷íûõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè ìàðòèíãàëüíàÿ ìîäåëü âïîëíå àäåêâàòíà.
Îíà îáû÷íî ëåæèò â îñíîâå âû÷èñëåíèÿ ñïðàâåäëèâûõ öåí îïöèîíîâ è
äðóãèõ ïðîèçâîäíûõ öåííûõ áóìàã.
Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî, ïðè âñåé ñâîåé ìàòåìàòè÷åñêîé èçÿù-

íîñòè, íåïðåðûâíûå ñòîõàñòè÷åñêèå ïðîöåññû ÿâëÿþòñÿ ëèøü ìîäåëüþ,
ïðè÷¼ì äîñòàòî÷íî îãðàíè÷åííîé. Íà ñàìîì äåëå ðûíêè èìåþò ðàçðûâ-
íóþ äèíàìèêó, òàê êàê ñóùåñòâóþò ïåðèîäû âðåìåíè, êîãäà îíè çàêðûòû
è òîðãîâëÿ íå âåä¼òñÿ. Äîñòàòî÷íî èñêóññòâåííûì ÿâëÿåòñÿ òàêæå äîïó-
ùåíèå î íåïðåðûâíîñòè òîðãîâëè â óëüòðàêîðîòêèõ ïåðèîäàõ âðåìåíè.
Òåì íå ìåíåå, àïïàðàò íåïðåðûâíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ äîñòàòî÷-
íî ýôôåêòèâíî èñïîëüçóåòñÿ â âû÷èñëèòåëüíûõ ôèíàíñàõ è ÿâëÿåòñÿ
îáÿçàòåëüíûì èíñòðóìåíòîì ëþáîãî ôèíàíñîâîãî àíàëèòèêà.
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Ãëàâà 2

Ñòîõàñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ

Ýòà ãëàâà ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâîé. Â íåé ââîäèòñÿ îñíîâíîé ìàòåìàòè÷å-
ñêèé îáúåêò íàøåãî èíòåðåñà � ñòîõàñòè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâ-
íåíèÿ. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ìàêñèìàëüíî íåôîðìàëüíûé, èíòóèòèâ-
íûé ïóòü, ñ÷èòàÿ, ÷òî ïîëó÷åíèå êîíêðåòíûõ ïðàêòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ
âàæíåå, ÷åì ìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãîå èõ îáîñíîâàíèå.
Ñòîõàñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äîñòàòî÷íî åñòåñòâåí-

íûé íåïðåðûâíûé ïî âðåìåíè ïðåäåë äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ,
ðàññìîòðåííûõ â ïðåäûäóùåé ãëàâå. Äàæå ðåøàÿ íåïðåðûâíîå óðàâíå-
íèå, ìû áóäåì ïîñòîÿííî âîçâðàùàòüñÿ ê åãî äèñêðåòíîìó àíàëîãó, êàê
äëÿ ïîëó÷åíèÿ îáùèõ àíàëèòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ, òàê è äëÿ ÷èñëåííî-
ãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Èñêëþ÷èòåëüíî âàæíûì ðåçóëüòàòîì ãëàâû ÿâëÿåòñÿ
ëåììà Èòî, ïðè ïîìîùè êîòîðîé ìû íàó÷èìñÿ íàõîäèòü òî÷íûå ðåøå-
íèÿ óðàâíåíèé â íåêîòîðûõ ïðîñòûõ, íî âàæíûõ äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðè-
ëîæåíèé çàäà÷àõ. Çàòåì îáñóæäàþòñÿ ñïîñîáû âû÷èñëåíèÿ àâòîêîððåëÿ-
öèîííîé ôóíêöèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà è åãî ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà. Â
çàêëþ÷åíèå ìû çàòðîíåì òåìó ñèñòåì óðàâíåíèé, ê êîòîðîé áîëåå ïîñëå-
äîâàòåëüíî âåðí¼ìñÿ â øåñòîé ãëàâå.
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2.1 Óðàâíåíèå Èòî

• Ðàññìîòðèì äèñêðåòíóþ ìîäåëü áëóæäàíèÿ (ñòð. 34), â êîòîðîé, êðî-
ìå ñëó÷àéíûõ òîë÷êîâ εi, íà êàæäîì øàãå ïðîèñõîäèò ïîñòîÿííûé ñäâèã
x íà âåëè÷èíó µ0. ×åðåç n òàêèõ øàãîâ ðåçóëüòèðóþùåå çíà÷åíèå x áóäåò
ðàâíî:

x = x0 + µ0 n+ σ0

√
n ε. (2.1)

Ïàðàìåòð µ0 íàçûâàþò �ñíîñîì� ïðîöåññà. Åñëè µ0 > 0, òî òðàåêòîðèÿ ïî-
ñòåïåííî (â ñðåäíåì) áóäåò ñäâèãàòüñÿ ââåðõ, èíà÷å � âíèç. Íàêîïëåííîå
ñòîõàñòè÷åñêîå èçìåíåíèå ε1 + ...+εn = ε

√
n ïðîïîðöèîíàëüíî ãàóññîâîé

ïåðåìåííîé ε ∼ N(0, 1) ñ íóëåâûì ñðåäíèì è åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé.

Ïóñòü äëèòåëüíîñòü êàæäîãî øàãà � ∆t, è â òå÷åíèå âðåìåíè t − t0
èõ êîëè÷åñòâî ðàâíî n = (t − t0)/∆t. Îáîçíà÷èì äèñïåðñèþ çà åäèíèöó
âðåìåíè ÷åðåç σ2 = σ2

0/∆t, à ñíîñ µ = µ0/∆t. Â ðåçóëüòàòå x ñòàíîâèòñÿ
ñëó÷àéíîé ôóíêöèåé, êîòîðóþ ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

x(t) = x(t0) + µ · (t− t0) + σ
√
t− t0 ε. (2.2)

Â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîãî ãàóññîâîãî ÷èñëà ε áóäåò ïîëó-
÷àòüñÿ òî èëè èíîå x â ìîìåíò âðåìåíè t. Òàêèì îáðàçîì, ïðîöåññ x(t)
èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ìàêñèìóìîì, ñäâèãàþùèìñÿ ñî ñêî-
ðîñòüþ µ, è ñ øèðèíîé, óâåëè÷èâàþùåéñÿ ñî âðåìåíåì ïðîïîðöèîíàëüíî
êîðíþ

√
t− t0.

Ðàññìîòðèì òåïåðü èçìåíåíèå dx = x(t) − x(t0) çà áåñêîíå÷íî ìàëûé
èíòåðâàë dt = t− t0. Â ýòîì ñëó÷àå èç (2.2) ñëåäóåò:

dx = µ dt+ σ δW, (2.3)

ãäå ââåäåíî ôîðìàëüíîå îáîçíà÷åíèå δW = ε
√
dt. Â îòëè÷èå îò îáû÷íûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà dx = a(x, t)dt, ïîäîáíîå óðàâíåíèå
ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìàëîå èçìåíåíèå ïî âðåìåíè â ñòåïåíè 1/2. ×òî-
áû ïîä÷åðêíóòü ýòó íåîáû÷íîñòü, ìû èñïîëüçóåì ñèìâîë �δ�, à íå �d�.
Ïðîöåññ, ïîä÷èíÿþùèéñÿ óðàâíåíèþ (2.3), íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì âè-
íåðîâñêèì ïðîöåññîì.

Òàê êàê ìû ðàññìàòðèâàåì ïðåäåë áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà àääèòèâíûõ èç-
ìåíåíèé (n→∞), òî ãàóññîâîñòü âåëè÷èí εi íà ñàìîì äåëå íå âàæíà. Â
ñèëó âû÷èñëåíèé íà ñòð. 29, ñóììà áîëüøîãî ÷èñëà íåçàâèñèìûõ ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí îêàæåòñÿ ãàóññîâîé âåëè÷èíîé. Âàæíûì ÿâëÿåòñÿ ôàêò èõ
íåçàâèñèìîñòè, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî âîçíèêàåò ìíîæèòåëü

√
t (l C13).
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• Îáùèå ïðîöåññû Èòî ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé �äåôîðìàöèþ� ïðîñòîãî
âèíåðîâñêîãî áëóæäàíèÿ ïðè ïîìîùè ôóíêöèé a(x, t) è b(x, t). Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî ñíîñ µ è âîëàòèëüíîñòü σ � ýòî ôóíêöèè âðåìåíè t, êîòîðûå
ìîãóò òàêæå çàâèñåòü îò çíà÷åíèÿ x:

dx = a(x, t) dt+ b(x, t) δW , (2.4)

ãäå δW = ε
√
dt � áåñêîíå÷íî ìàëûé âèíåðîâñêèé �øóì�, à ε ∼ N(0, 1).

Ôóíêöèÿ a(x, t) íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì ñíîñà, à b(x, t) � êîýôôèöè-
åíòîì âîëàòèëüíîñòè, êâàäðàò êîòîðîãî b2(x, t) íàçûâàþò äèôôóçèåé.
Ëîêàëüíî, åñëè ôóíêöèè a(x, t) è b(x, t) ïðèìåðíî ïîñòîÿííû, ïðîöåññ
Èòî � ýòî îáû÷íîå àääèòèâíîå âèíåðîâñêîå áëóæäàíèå, ïîñòåïåííî èç-
ìåíÿþùåå ñâîè ñâîéñòâà (l C14).

• Óðàâíåíèå Èòî (2.4) ïîçâîëÿåò ëåãêî ìîäåëèðîâàòü âðåìåííóþ äèíà-
ìèêó ïðîèçâîëüíîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîöåññà ïðè ïîìîùè èòåðàöèîí-
íîé ñõåìû

xk+1 = xk + a(xk, tk) ∆t+ b(xk, tk)
√

∆t εk. (2.5)

Äëÿ ýòîãî âûáèðàåòñÿ ìàëûé èíòåðâàë âðåìåíè ∆t è íà÷àëüíîå çíà÷åíèå
x0. Çàòåì ãåíåðèòñÿ íîðìàëüíî ðàñïðåäåë¼ííîå ñëó÷àéíîå ÷èñëî ε1 è âû-
÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùåå çíà÷åíèå x1. Ïîñëå ÷åãî x1 ïîäñòàâëÿåòñÿ íà ìåñòî
x0, âðåìÿ ñäâèãàåòñÿ t1 ⇒ t0 + ∆t. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ ÷èñåë x0, x1, x2,... Ñîîòâåòñòâóþùèé ãðàôèê èìååò
õàðàêòåðíóþ ôðàêòàëüíóþ èçëîìàííîñòü, òèïè÷íóþ äëÿ äèíàìèêè öåí
ôèíàíñîâûõ èíñòðóìåíòîâ èëè áëóæäàþùåé áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû. Çà-
ìåòèì, ÷òî íà êàæäîé èòåðàöèè ãåíåðèòñÿ íîâîå ñëó÷àéíîå ÷èñëî εk.

Ñõîäèìîñòü èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû (2.5) èìååò îäíó îñîáåííîñòü. Ðå-
øàÿ îáû÷íîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå dx = a(x, t) dt â ðàçíîñòÿõ
xk+1 = xk + a(xk, tk) ∆t, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïðè çàäàííûõ íà÷àëü-
íûõ óñëîâèÿõ x0 = x(t0) ðåøåíèå â ìîìåíò âðåìåíè t áóäåò ïîëó÷àòüñÿ
ïðèìåðíî îäíî è òî æå, ñòðåìÿñü ê íåêîòîðîìó ïðåäåëó ïðè óìåíüøå-
íèè âðåìåííîãî øàãà ∆t → 0. Îäíàêî äëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé
ýòî àáñîëþòíî íå òàê! Êàêîé áû ìàëûé èíòåðâàë ∆t ìû íå âûáðàëè, çà
ñ÷¼ò ñëó÷àéíûõ ÷èñåë εk áóäóò ïîëó÷àòüñÿ ðàçëè÷íûå òðàåêòîðèè x(t),
óäàë¼ííûå äðóã îò äðóãà äîñòàòî÷íî äàëåêî.

Ñõîäèìîñòü àëãîðèòìà (2.5) îçíà÷àåò, ÷òî ïðè óìåíüøåíèè ∆t äîëæíû
ê îïðåäåë¼ííîìó ïðåäåëó ñòðåìèòüñÿ ñðåäíåå çíà÷åíèå x̄(t), âîëàòèëü-
íîñòü σ(t) è ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé P (x0, t0 ⇒ x, t) ñëó-
÷àéíîãî ïðîöåññà x(t).
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• Ñíîñ a(x, t) è âîëàòèëüíîñòü b(x, t) èìåþò ïðîñòîé ñìûñë. Åñëè x â
ìîìåíò âðåìåíè t0 ðàâåí x0, òî ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ïåðâîé è âòîðîé ñòåïåíè
åãî èçìåíåíèÿ ÷åðåç áåñêîíå÷íî áëèçêèé èíòåðâàë ∆t→ 0 áóäóò ðàâíû:

〈x− x0〉
∆t

= a(x0, t0),

〈
(x− x0)

2
〉

∆t
= b2(x0, t0), (2.6)

ãäå óñðåäíåíèå ïðîâîäèòñÿ ïðè óñëîâèè x0 = x(t0). Ýòî óòâåðæäåíèå
îçíà÷àåò èñïîëüçîâàíèå óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè ïðè âû÷èñëåíèè ñðåäíåãî:

〈
(x− x0)

k
〉

=

∞∫
−∞

(x− x0)
k P (x0, t0 ⇒ x, t) dx.

Ìîìåíòû âðåìåíè t0 è t ÿâíûì îáðàçîì óêàçûâàþò, êîãäà ïðîèñõîäèò
íàáëþäåíèå x0 è x.
Ïðîâåðèì, ÷òî äèñêðåòíàÿ ñõåìà Èòî (2.5) ïðèâîäèò ê (2.6). Â áåñêî-

íå÷íî áëèçêèé ê t0 ìîìåíò âðåìåíè îòêëîíåíèå îò x0 ìîæíî çàïèñàòü â
ñëåäóþùåì âèäå:

x− x0 = a(x0, t0) ∆t+ b(x0, t0)
√

∆t ε. (2.7)

Íàïîìíþ, ÷òî x è ε � ýòî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, à x0 â äàííîì ñëó÷àå �
êîíñòàíòà íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ. Ñðåäíåå êâàäðàòà îòêëîíåíèÿ ðàâíî:〈

(x− x0)
2
〉

=
〈
a2

0 (∆t)2 + 2a0b0 (∆t)3/2 ε+ b2
0 ∆t ε2

〉
= a2

0 ∆t2 + b2
0 ∆t,

ãäå a0 = a(x0, t0), b0 = b(x0, t0), è ó÷òåíî, ÷òî 〈ε〉 = 0,
〈
ε2
〉

= 1. Ðàçäå-
ëèâ íà ∆t è óñòðåìèâ åãî ê íóëþ, ïîëó÷èì b2(x0, t0). Â (2.7) íà÷àëüíîå
óñëîâèå x0 ñ÷èòàåòñÿ çàäàííîé êîíñòàíòîé, ïîýòîìó óñðåäíÿåòñÿ òîëüêî
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ε.
Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ìîìåíòû áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ

〈
(x− x0)

k
〉

â âåäóùåì ïðèáëèæåíèè ïðîïîðöèîíàëüíû (∆t)k/2 è ïîñëå äåëåíèÿ íà ∆t
ïðè k > 2 áóäóò ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ.

Êëàññ ïðîöåññîâ, ñâîéñòâà êîòîðûõ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿòîëü-
êî áåñêîíå÷íî ìàëûìè ëîêàëüíûìè èçìåíåíèÿìè ïåðâîãî è âòî-
ðîãî ïîðÿäêà (2.6), íàçûâàþòñÿ äèôôóçíûìè.

×òîáû îïðåäåëèòü äèíàìè÷åñêîå ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ òîãî
èëè èíîãî ýìïèðè÷åñêîãî ïðîöåññà, ìîæíî âû÷èñëèòü ñðåäíèå (2.6) â ðàç-
ëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè è ïðè ðàçëè÷íûõ x0. Êðîìå ýòîãî, íåîáõîäèìî
îáÿçàòåëüíî ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ïðîöåññ äèôôóçíûì, ò.å. ñòðåìÿòñÿ
ëè
〈
(x− x0)

k
〉
/∆t ê íóëþ ïðè k > 2 è ∆t → 0. Èíîãäà ýòî ïðîùå, ÷åì

âîññòàíîâëåíèå èç äàííûõ ôóíêöèè ÷åòûðåõ àðãóìåíòîâ P (x0, t0 ⇒ x, t).
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• Ìû ÷àñòî áóäåì çàïèñûâàòü ðåøåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïðè
ïîìîùè ñêàëÿðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ε. Âàæíî ÷¼òêî ïîíèìàòü ñìûñë
òàêîé ñèìâîëèêè. Ïóñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0 íàì èçâåñòíî,
÷òî x = x0. Ïîñëå ýòîãî x íà÷èíàåò èçìåíÿòüñÿ x = x(t). Â êàæäûé ôèê-
ñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè t > t0 âåëè÷èíà x ñëó÷àéíà. Ïðè ïîìîùè
òîãî èëè èíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæíî âûðàçèòü ñëó-
÷àéíóþ âåëè÷èíó ñ îäíèì ðàñïðåäåëåíèåì ÷åðåç ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ñ
äðóãèì. Ïîýòîìó:

x = f(x0, t0, t, ε) (2.8)

îçíà÷àåò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà x â ìîìåíò âðåìåíè t âûðàæàåòñÿ, íà-
ïðèìåð, ÷åðåç ãàóññîâó ñëó÷àéíóþ ïåðåìåííóþ ε, à, ñëåäîâàòåëüíî, ïëîò-
íîñòü âåðîÿòíîñòè P (x0, t0 ⇒ x, t) ìîæíî ïîëó÷èòü íåêîòîðûì ïðåîáðà-
çîâàíèåì èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïðè ïîìîùè (2.8) ëåãêî âû÷èñ-
ëÿþòñÿ ðàçíîîáðàçíûå ñðåäíèå ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà, òàê êàê ñâîéñòâà ε
õîðîøî èçâåñòíû.

Òàêèì îáðàçîì, â ïðîèçâîëüíûé ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè x(t)
� ýòî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ñâîéñòâà êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ ïðè ïîìîùè ε
è çíà÷åíèÿ t. Âðåìÿ èçìåíÿåòñÿ, è èçìåíÿþòñÿ å¼ ñâîéñòâà. Â ðåçóëüòàòå
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà x ïðåâðàùàåòñÿ â ïðîöåññ.

Åñëè ìû ðàññìàòðèâàåì äðóãîé ìîìåíò âðåìåíè, ìû äîëæíû èñïîëü-
çîâàòü äðóãóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ε. Ïóñòü ïðîöåññ íàáëþäàåòñÿ ïîñëå
t0 â ïîñëåäîâàòåëüíûå ìîìåíòû âðåìåíè t1 è t2, òîãäà:

x1 = f(x0, t0, t1, ε1) (2.9)

x2 = f(x0, t0, t2, ε2) = f(x1, t1, t2, ε3). (2.10)

Ïåðâîå óðàâíåíèå (2.9) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì â ìîìåíò âðåìåíè t1. Âåëè÷è-
íà x0 � äåòåðìèíèðîâàííàÿ êîíñòàíòà, çàäàâàåìàÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿ-
ìè. Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü åé x1 � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Å¼ ñëó÷àéíîñòü
îïðåäåëÿåòñÿ ε1. Ïåðâîå ðàâåíñòâî óðàâíåíèÿ (2.10) èìååò àíàëîãè÷íûé
ñìûñë. Îäíàêî ε2 � ýòî íîâàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Çàìåòèì, ÷òî îíà,
âîîáùå ãîâîðÿ, ñòàòèñòè÷åñêè çàâèñèò îò ε1, òàê êàê çíàíèå çíà÷åíèÿ x1

(è, ñëåäîâàòåëüíî, ε1) äà¼ò íàì äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ î âîçìîæ-
íûõ çíà÷åíèÿõ x2. Â ÷àñòíîñòè, ñ÷èòàÿ, ÷òî çàäàíî �íà÷àëüíîå óñëîâèå�
x1 = x(t1), ìû ìîæåì çàïèñàòü âòîðîå ðàâåíñòâî â (2.10). Âåëè÷èíà ε3

îïðåäåëÿåò �ñëó÷àéíîñòü� ïîñëå ìîìåíòà âðåìåíè t1, è, ñëåäîâàòåëüíî,
îíà íåçàâèñèìà îò ε1. Âòîðîå ðàâåíñòâî â (2.10) èìååò ñìûñë ôóíêöèî-
íàëüíîé ñâÿçè ìåæäó ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè x2 è x1, ε3. Çàìåòèì, ÷òî
ôóíêöèÿ f âî âñåõ ñîîòíîøåíèÿõ (2.9), (2.10) îäíà è òà æå, à âñå ñëó÷àé-
íûå âåëè÷èíû εi èìåþò îäèíàêîâîå ðàñïðåäåëåíèå N(0, 1).
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2.2 Îñòàíîâêà ïåðåä âîñõîæäåíèåì

Ïðåæäå ÷åì èçó÷àòü ñïîñîáû ðåøåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé, èìååò ñìûñë îñòàíîâèòüñÿ è ïîðàçìûøëÿòü. Ìû âû-
áðàëè â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè øóìà âåëè÷èíó ε

√
dt. Îíà óìíî-

æàåòñÿ íà íåêîòîðóþ ôóíêöèþ b(x, t) è, òåì ñàìûì, ìîæåò èçìåíÿòü ñî
âðåìåíåì è çíà÷åíèåì x ñâîþ âîëàòèëüíîñòü (âåëè÷èíó øóìà). Îäíàêî
åäèíñòâåíåí ëè ïîäîáíûé âûáîð?

• ×òî, åñëè ðàññìîòðåòü óðàâíåíèÿ áåç êîðíÿ îò âðåìåííîãî èíòåðâà-
ëà? Ïóñòü, íàïðèìåð:

dx = ε dt.

Â ýòîì ñëó÷àå ñêîðîñòü dx/dt � ýòî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ãàóññîâûì
ðàñïðåäåëåíèåì. Ðåøèì óðàâíåíèå â ðàçíîñòÿõ:

x1 = x0 + ε1∆t, x2 = x1 + ε2∆t = x0 + (ε1 + ε2)∆t, ...

×åðåç n èòåðàöèé ïîëó÷èòñÿ ñóììà ãàóññîâûõ ÷èñåë, êîòîðàÿ ñòàòèñòè-
÷åñêè ýêâèâàëåíòíà åäèíñòâåííîìó ãàóññîâîìó ÷èñëó, óìíîæåííîìó íà√
n:

x = x0 + (ε1 + ...+ εn)∆t = x0 + ε
√
n∆t.

Çàïèñûâàÿ èòåðàöèîííûå ðåøåíèÿ, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî â êîíå÷íîì
ñ÷¼òå íåîáõîäèìî áóäåò ñäåëàòü ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ∆t → 0, n → ∞.
Ïðè ýòîì ïðîèçâåäåíèå n∆t = t ðàâíî êîíå÷íîìó èíòåðâàëó âðåìåíè,
ïðîøåäøåìó îò íà÷àëüíîãî ìîìåíòà t0 = 0. Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå èìååò
âèä x = x0 + ε

√
t∆t, è ïðè ∆t→ 0 ñòðåìèòñÿ ê òðèâèàëüíîé êîíñòàíòå

x0. Íè êàêîé ñòîõàñòè÷åñêîé äèíàìèêîé ïîäîáíîå óðàâíåíèå íå îáëàäàåò.

• Ðàññìîòðèì äðóãóþ âîçìîæíîñòü ñî ñëó÷àéíûì øóìîì, òàêæå ïðî-
ïîðöèîíàëüíûì dt:

dx = ε2 dt.

Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå èìååò âèä:

x = x0 + (ε2
1 + ...+ ε2

n) ∆t = u (n∆t) = u t,

ãäå ââåäåíà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà:

u =
ε2

1 + ...+ ε2
n

n
.

Êàêîâû å¼ ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà? Òàê êàê äëÿ âñåõ εi ñïðàâåäëèâî〈
ε2
〉

= 1, òî ñðåäíåå çíà÷åíèå 〈u〉 = 1. Â ïðåäåëå n → ∞, ∆t → 0 ìû
ïîëó÷àåì êîíå÷íîå ðåøåíèå, ïðîïîðöèîíàëüíîå âðåìåíè t = n∆t.
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Íàéä¼ì ñðåäíåå çíà÷åíèå êâàäðàòà u:〈
u2
〉

=
1

n2

n∑
i,j=1

〈
ε2
i ε

2
j

〉
=

1

n2

[
n
〈
ε4
〉

+ (n2 − n)
〈
ε2
〉2
]

= 1 +
2

n
. (2.11)

Â ñóììå ïî i è j óñðåäíÿþòñÿ n2 ñëàãàåìûõ. Èç íèõ n èìåþò îäèíàêîâûå
èíäåêñû òèïà

〈
ε4

1

〉
, à îñòàâøèåñÿ n2− n ñëàãàåìûõ ñ ðàçëè÷íûìè èíäåê-

ñàìè:
〈
ε2

1ε
2
2

〉
, è ò.ä. (l C15). Òàê êàê ñëó÷àéíûå ÷èñëà εi íåçàâèñèìû, òî

ñðåäíåå èõ ïðîèçâåäåíèÿ ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ñðåäíèõ:
〈
ε2

1ε
2
2

〉
=
〈
ε2

1

〉 〈
ε2

2

〉
.

Êðîìå ýòîãî, äëÿ íîðìèðîâàííûõ ãàóññîâûõ âåëè÷èí ìû èìååì:
〈
ε2
〉

= 1,〈
ε4
〉

= 3.

Â ðåçóëüòàòå äèñïåðñèÿ âåëè÷èíû u ðàâíà σ2
u =

〈
u2
〉
− 〈u〉2 = 2/n è

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n→∞. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè
P (u) ïðè n→∞ ñòàíîâèòñÿ áåñêîíå÷íî óçêîé è âûñîêîé â îêðåñòíîñòè
çíà÷åíèÿ u = 1. Ìû èìååì äåëî ñ äåòåðìèíèðîâàííûì ÷èñëîì! Ýòîò
ðåçóëüòàò íå çàâèñèò îò òèïà ðàñïðåäåëåíèÿ ε è ïðåäïîëàãàåò òîëüêî ñó-
ùåñòâîâàíèå êîíå÷íîãî ìîìåíòà ÷åòâ¼ðòîãî ïîðÿäêà

〈
ε4
〉
. Àíàëîãè÷íàÿ

ñèòóàöèÿ è äëÿ óðàâíåíèÿ dx = εm dt (l H8).
Òàêèì îáðàçîì, ÷ëåíû âèäà (δW )2 = ε2 dt â äèôôåðåíöèàëüíîì óðàâ-

íåíèè ïðèâîäÿò ê äåòåðìèíèðîâàííîé äèíàìèêå x(t) = t, òàêîé æå, êàê
è â îòñóòñòâèå ε2. Ýòî óòâåðæäåíèå ÷àñòî çàïèñûâàþò â ñèìâîëè÷åñêîì
âèäå �íåñëó÷àéíîñòè� êâàäðàòà èçìåíåíèÿ âèíåðîâñêîé ïåðåìåííîé:

(δW )2 ∼ dt. (2.12)

Ïîäîáíîå ñîîòíîøåíèå íåîáõîäèìî ïîíèìàòü â ñìûñëå äåòåðìèíèðîâàí-
íîñòè áåñêîíå÷íîé èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû. Îíî ñïðàâåäëèâî è â ñëó-
÷àå, êîãäà dx = σ(x, t) ε2 dt, òàê êàê ëîêàëüíî íà ìàëîì èíòåðâàëå ∆t
ôóíêöèþ σ(x, t) âñåãäà ìîæíî ñ÷èòàòü ïðèìåðíî ïîñòîÿííîé. Ïðè ýòîì
âîçìîæíî ðàçáèåíèå ñêîëü óãîäíî ìàëîãî èíòåðâàëà ∆t íà áîëüøîå êî-
ëè÷åñòâî n èòåðàöèîííûõ øàãîâ.

• Ìû âèäèì, ÷òî àëüòåðíàòèâ äëÿ çàïèñè ìàëîãî øóìà Noise ∼ ε
√
dt

íå òàê è ìíîãî. Òîëüêî ñî÷åòàíèå ε ñ êîðíåì èç dt ñîõðàíÿåò ñâîþ ñëó-
÷àéíîñòü ïðè áåñêîíå÷íîì èòåðàöèîííîì ðåøåíèè óðàâíåíèÿ. Ïîýòîìó
óðàâíåíèÿ Èòî ÿâëÿþòñÿ åñëè è íå åäèíñòâåííûì, òî î÷åíü åñòåñòâåí-
íûì ìåòîäîì ââåäåíèÿ øóìà â äèôôåðåíöèàëüíûå çàêîíû èçìåíåíèÿ
âåëè÷èí ñî âðåìåíåì (l C16).
Åñòåñòâåííî, øóì â ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ íå îáÿçàòåëüíî áóäåò àääèòè-

âåí, êàê â (2.4). Íàïðèìåð, ïàðàìåòð ÷àñòîòû îñöèëëÿòîðà ω âïîëíå ìî-
æåò îêàçàòüñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé. Îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå äëÿ íåãî ìîæ-
íî ðàññìàòðèâàòü îòäåëüíîå äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå òèïà Èòî è ðåøàòü
ñèñòåìó ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé.
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2.3 Ëåììà Èòî

• Ïóñòü ïðîöåññ x(t) ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ Èòî. Ðàññìîòðèì îáû÷-
íóþ ãëàäêóþ ôóíêöèþ F (x, t). Åñëè âìåñòî x â íå¼ ïîäñòàâèòü x(t), òî
F (t) = F

(
x(t), t

)
ñòàíåò ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì. Ïîêàæåì, ÷òî îí òàêæå

ïîä÷èíÿåòñÿ äèôôóçíîìó óðàâíåíèþ Èòî:

dF = A(x, t) dt+B(x, t) δW (2.13)

ñ x = G(F, t), ãäå G � îáðàòíàÿ ê F ôóíêöèÿ. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî
íàéòè ôóíêöèè ñíîñà A è âîëàòèëüíîñòè B, à òàêæå óáåäèòüñÿ, ÷òî
ìîìåíòû áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ ðàâíû íóëþ.

Ðàçëîæèì â ðÿä Òåéëîðà F (x, t) = F (x0 + ∆x, t0 + ∆t) â îêðåñòíîñòè
íà÷àëüíîãî ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ x0 ïî íåáîëüøèì ∆x è ∆t:

F (x, t) = F (x0, t0) +
∂F

∂x0
∆x+

1

2

∂2F

∂x2
0

(∆x)2 + ...+
∂F

∂t0
∆t+ ...,

ãäå âñå ïðîèçâîäíûå ñïðàâà âû÷èñëåíû â òî÷êå x0, t0. Äëÿ ðÿäà îñòàâ-
ëåí ÷ëåí âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî ∆x. Ïðè ïîìîùè (2.7) ìû ìîæåì
çàïèñàòü (∆x)2 â ñëåäóþùåì âèäå:

(∆x)2 =
(
a0 ∆t+ b0 ε

√
∆t+ ...

)2
= b2

0 ε
2 ∆t+ ...,

ãäå îñòàâëåíî âåäóùåå ïðèáëèæåíèå ïî ∆t. Òàêèì îáðàçîì, åñëè â íà-
÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0 ôóíêöèÿ ðàâíà äåòåðìèíèðîâàííîìó ÷èñëó
F0 = F (x0, t0), òî ÷åðåç ìàëûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè, â çàâèñèìîñòè îò
çíà÷åíèÿ ε, ýòî áóäåò ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà âèäà (l C17):

F = F0 +
∂F

∂x0
(a0∆t+ b0 ε

√
∆t) +

b2
0

2

∂2F

∂x2
0

ε2 ∆t+
∂F

∂t0
∆t+ ... (2.14)

Ïî îïðåäåëåíèþ (2.6) êîýôôèöèåíò ñíîñà â ïðåäåëå ∆t→ 0 ðàâåí:

A(x0, t0) =
〈F − F0〉

∆t
= a0

∂F

∂x0
+
b2

0

2

∂2F

∂x2
0

+
∂F

∂t0
,

ãäå ïîäñòàâëåíî ðàçëîæåíèå (2.14) äëÿ F è ó÷òåíî, ÷òî 〈ε〉 = 0,
〈
ε2
〉

= 1.
Àíàëîãè÷íî, äëÿ êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè:

B2(x0, t0) =

〈
(F − F0)

2
〉

∆t
= b2

0

(
∂F

∂x0

)2

.

Äëÿ ìîìåíòîâ áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ â ïðåäåëå ∆t → 0 ïîëó÷àåòñÿ
íîëü. Òàêèì îáðàçîì, ýòî äåéñòâèòåëüíî äèôôóçíûé ïðîöåññ.
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Âûøå óïîìèíàëîñü, ÷òî äëÿ çàïèñè ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ íåêîòîðîãî ïðîöåññà íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü óñëîâíûå
ñðåäíèå åãî èçìåíåíèÿ ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïðè ýòîì ñëåäóåò óáå-
äèòüñÿ, ÷òî ìîìåíòû áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ ïðè ∆t → 0 ñòðåìÿòñÿ ê
íóëþ. Åñëè ýòîãî íå ïðîèñõîäèò, òî ïðîöåññ íå ÿâëÿåòñÿ äèôôóçíûì è
íå ìîæåò áûòü çàïèñàí â ôîðìå Èòî (2.13). Ïîýòîìó íåîáõîäèìà ïîëíàÿ
ïðîâåðêà �äèôôóçíîñòè�, ïðîâåäåííàÿ âûøå.
Ñ÷èòàÿ óðàâíåíèå (2.14) ïåðâûì âû÷èñëåíèåì â áåñêîíå÷íîé èòåðà-

öèîííîé ñõåìå, ìû ìîæåì òàêæå ðàññóæäàòü àíàëîãè÷íî ðàçäåëó §2.2.
Ñóììà ñëàãàåìûõ âèäà ε2∆t ïðèâîäèò ê òàêîìó æå äåòåðìèíèðîâàííîìó
ðåçóëüòàòó, êàê è â îòñóòñòâèå ε2. Ïîýòîìó ìîæíî ïîëîæèòü ε2 → 1.
Òàê êàê íà÷àëüíûé ìîìåíò áûë âûáðàí ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì, çàïè-

øåì äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè F (x, t) â ôîðìå Èòî ïðè ïîìîùè áåñêîíå÷-
íî ìàëîé âèíåðîâñêîé ïåðåìåííîé δW = ε

√
dt:

dF =

(
∂F

∂t
+ a(x, t)

∂F

∂x
+
b2(x, t)

2

∂2F

∂x2

)
dt+ b(x, t)

∂F

∂x
δW . (2.15)

Ýòî ñîîòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ �ëåììîé Èòî�. Îíî èãðàåò î÷åíü âàæíóþ
ðîëü â òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ (l C18).

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â îòñóòñòâèå ñòîõàñòèêè ïîëíûé äèôôåðåíöè-
àë ôóíêöèè F (x, t), â êîòîðóþ ïîäñòàâèëè ðåøåíèå x = x(t) óðàâíåíèÿ
dx = a(x, t)dt, èìååò âèä:

dF =
∂F

∂t
dt+

∂F

∂x
dx =

(
∂F

∂t
+ a(x, t)

∂F

∂x

)
dt. (2.16)

Â îòëè÷èå îò ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ, â äåòåðìèíèðîâàííóþ ÷àñòü ëåììû
Èòî ïðîíèêàþò ôóíêöèÿ äèôôóçèè b2(x, t) è âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî x.
Ïðîèñõîäèò ýòî, êàê ìû âèäåëè, áëàãîäàðÿ êîðíþ

√
dt. Ýòî, â ñâîþ î÷å-

ðåäü, ñâÿçàíî ñî ñâîéñòâàìè ïðîñòîãî àääèòèâíîãî áëóæäàíèÿ, êîòîðîå
ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ïðèáëèæåíèåì ëþáîãî ïðîöåññà Èòî.
Äëÿ âèíåðîâñêîãî óðàâíåíèÿ dx = µ dt + σδW ñ ïîñòîÿííûì ñíîñîì

µ è âîëàòèëüíîñòüþ σ äèôôåðåíöèàë êâàäðàòà òðàåêòîðèè y = x2, â
ñîîòâåòñòâèè ñ (2.15), óäîâëåòâîðÿåò íåëèíåéíîìó óðàâíåíèþ Èòî:

d(x2) = (2µx+σ2) dt+2σ x δW => dy = (2µ
√
y+σ2) dt+2σ

√
y δW.

Äåéñòâóÿ â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè, ïðè ïîìîùè ïîäõîäÿùåé çàìåíû è
ëåììû Èòî ìîæíî ñâîäèòü îäíè óðàâíåíèÿ ê äðóãèì, ðåøåíèå êîòîðûõ
íàì èçâåñòíî. Ðàññìîòðèì ýòîò ïîäõîä ïîäðîáíåå.
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2.4 Òî÷íûå ðåøåíèÿ

• Íåñìîòðÿ íà ïðîñòîé âèä, ñòîõàñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ (2.4) àíàëèòè-
÷åñêè èíòåãðèðîâàòü íå òàê è ïðîñòî èç-çà âèíåðîâñêîãî ÷ëåíà δW . Ýòî
ÿâíî âèäíî â ñëó÷àå êîíå÷íîé ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè (2.5). Êàæäîå ïîñëå-
äîâàòåëüíîå x â èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðå íåëèíåéíûì îáðàçîì çàâèñèò
îò âñåõ ïðåäûäóùèõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë εk (l C19). Òåì íå ìåíåå, ðàññìîò-
ðèì ñèòóàöèè, â êîòîðûõ ìîæíî ïîëó÷èòü òî÷íûå ðåøåíèÿ.

Ïóñòü â ïðîöåññå Èòî ôóíêöèè ñíîñà è âîëàòèëüíîñòè çàâèñÿò òîëüêî
îò âðåìåíè. Îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç f(t) è s(t):

dx = f(t) dt+ s(t) δW. (2.17)

Ýòî óðàâíåíèå ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ ïðè ïîìîùè �äèñêðåòíîé� èíòåðïðå-
òàöèè ñòîõàñòè÷åñêîãî ÷ëåíà δW . Ðàññìîòðèì èòåðàöèè, âûïîëíÿåìûå
ïî ðàçíîñòíîé ñõåìå (2.5):

x1 = x0 + f0∆t+ s0ε1

√
∆t,

x2 = x1 + f1∆t+ s1ε2

√
∆t = x0 + (f0 + f1) ∆t+ (s0ε1 + s1ε2)

√
∆t,

...,

ãäå fk = f(tk) è sk = s(tk). Ïîñëå n èòåðàöèé èòîãîâîå çíà÷åíèå áóäåò
ðàâíî:

x = x0 + (f0 + ...+ fn−1) ∆t+ (s0ε1 + ...+ sn−1εn)
√

∆t.

Ñêîáêè â ïîñëåäíåì ñëàãàåìîì ñîäåðæàò ñóììó íåçàâèñèìûõ ãàóññîâûõ
÷èñåë, êàæäîå èç êîòîðûõ èìååò âîëàòèëüíîñòü sk. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷à-

åòñÿ ãàóññîâî ÷èñëî ñ âîëàòèëüíîñòüþ
√
s2

0 + ...+ s2
n−1. Ïîýòîìó, ïåðåõî-

äÿ ê íåïðåðûâíîìó ïðåäåëó, ïîëó÷àåì (l H9):

x(t) = x(t0) +

t∫
t0

f(τ) dτ +

 t∫
t0

s2(τ) dτ

1/2

ε. (2.18)

Ðåøåíèå (2.18) óðàâíåíèÿ (2.17) ãîâîðèò íàì, ÷òî x(t) ÿâëÿåòñÿ íîð-
ìàëüíî ðàñïðåäåë¼ííûì ñëó÷àéíûì ÷èñëîì ñî ñðåäíèì è äèñïåðñèåé,
çàâèñÿùèìè îò âðåìåíè. Åñëè s(t) � íå êîíñòàíòà, òî áóäóùàÿ íåîïðåäå-
ë¼ííîñòü â çíà÷åíèè x ìîæåò óâåëè÷èâàòüñÿ óæå íå êàê

√
t, à ïî äðóãîìó

çàêîíó.

Ñîîòíîøåíèå (2.18) ïîçâîëÿåò ëåãêî âû÷èñëèòü ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîé-
ñòâà ïðîöåññà, â ÷àñòíîñòè, åãî ñðåäíåå x(t) è âîëàòèëüíîñòü σ(t).
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• Îäíîìåðíîå óðàâíåíèå Èòî äëÿ ïðîöåññà, èìåþùåãî ïðîèçâîëüíûé
ñíîñ a(x, t) è âîëàòèëüíîñòü b(x, t)

dx = a(x, t) dt+ b(x, t) δW, (2.19)

çàìåíîé èíîãäà ìîæíî ñâåñòè ê ÷àñòíîìó ñëó÷àþ (2.17), äëÿ êîòîðîãî
ðåøåíèå óæå èçâåñòíî. Âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé Èòî:

dF =

(
∂F

∂t
+ a(x, t)

∂F

∂x
+
b2(x, t)

2

∂2F

∂x2

)
︸ ︷︷ ︸

f(t)

dt+ b(x, t)
∂F

∂x︸ ︷︷ ︸
s(t)

δW. (2.20)

Ïîäáåðåì F (x, t) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ìíîæèòåëè ïðè δW è dt â (2.20)
îêàçàëèñü ôóíêöèÿìè s(t) è f(t), çàâèñÿùèìè òîëüêî îò âðåìåíè:

∂F

∂x
=

s(t)

b(x, t)
,

∂F

∂t
+ s(t)

[
a(x, t)

b(x, t)
− 1

2

∂b(x, t)

∂x

]
= f(t), (2.21)

ãäå âìåñòî ∂F/∂x â ìíîæèòåëü ïðè dt ïîäñòàâëåíî ïåðâîå óðàâíåíèå
(2.21) è åãî ïðîèçâîäíàÿ ïî x (l H10). Âîçüì¼ì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (2.21) ïî t è âòîðîãî ïî x. Âû÷èòàÿ èõ, ìû ïðèä¼ì ê
óñëîâèþ ñîâìåñòíîñòè:

1

s(t)

∂

∂t

{
s(t)

b(x, t)

}
=

1

2

∂2b(x, t)

∂x2
− ∂

∂x

{
a(x, t)

b(x, t)

}
. (2.22)

Åñëè ïðè äàííûõ a(x, t) è b(x, t) ìîæíî ïîäîáðàòü òàêóþ ôóíêöèþ s(t),
ïðè êîòîðîé óðàâíåíèå (2.22) îáðàòèòñÿ â òîæäåñòâî, òî ìû ïîëó÷èì
ðåøåíèå ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (2.19) â ñëåäóþùåé íåÿâíîé ôîðìå:

F
(
x(t), t

)
= F

(
x(t0), t0

)
+

t∫
t0

f(τ) dτ +

 t∫
t0

s2(τ) dτ

1/2

ε, (2.23)

ãäå ôóíêöèÿ f(t) îïðåäåëÿåòñÿ âòîðûì ñîîòíîøåíèåì (2.21), à F (x, t)
íàõîäèòñÿ èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (2.21) (l C20).

Ðåøåíèå (2.23) � ýòî íåñòàöèîíàðíûé ãàóññîâûé ïðîöåññ äëÿ äåôîð-
ìàöèè x(t) ïðè ïîìîùè íåëèíåéíîé ôóíêöèè F (x, t). Åñòåñòâåííî, ÷òî
ðàçðåøèìîñòü (2.22) ïîçâîëÿåò èíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå Èòî òîëüêî â
ðÿäå ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ. Îäíàêî, êàê ìû óâèäèì íèæå, ýòè ñëó÷àè îõâàòû-
âàþò äîñòàòî÷íî øèðîêèé êëàññ âàæíûõ äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé
ïðîöåññîâ.
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2.5 Ïðîñòûå ñòîõàñòè÷åñêèå ìîäåëè

• Ëîãàðèôìè÷åñêîå áëóæäàíèå îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì:

dx = µx dt+ σ x δW , (2.24)

ãäå µ è σ � êîíñòàíòû ìîäåëè. ×àñòî (2.24) íàçûâàþò ãåîìåòðè÷åñêèì
èëè ýêñïîíåíöèàëüíûì áðîóíîâñêèì áëóæäàíèåì.
Åñëè ñòîõàñòè÷åñêîãî ÷ëåíà íåò (σ = 0), òî ýòî îáû÷íîå óðàâíåíèå

ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà (µ > 0) èëè ñíèæåíèÿ (µ < 0):

dx

dt
= µx => x(t) = x0 e

µt.

Ïîäîáíàÿ çàâèñèìîñòü âîçíèêàåò âî ìíîãèõ ôèçè÷åñêèõ, áèîëîãè÷åñêèõ
è ñîöèàëüíûõ ñèñòåìàõ, îò ðàäèîàêòèâíîãî ðàñïàäà äî ðîñòà ýêîíîìèêè.
Ñëó÷àéíîå âîçäåéñòâèå âíîñèò â ãëàäêóþ äèíàìèêó îïðåäåë¼ííûå êîð-

ðåêòèâû. Ïîäñòàâèì ôóíêöèè ñíîñà a(x, t) = µx è âîëàòèëüíîñòè b(x, t) =
σ x â óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè (2.22) íà ñòð. 57. Â ðåçóëüòàòå äëÿ s(t) ïî-
ëó÷àåòñÿ òðèâèàëüíîå óðàâíåíèå ṡ(t) = 0, ãäå òî÷êà ñâåðõó îáîçíà÷àåò
ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè. Ñëåäîâàòåëüíî, s(t) � ýòî êîíñòàíòà, êîòîðóþ
óäîáíî âûáðàòü ðàâíîé σ. Èíòåãðèðîâàíèå ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (2.21) äà¼ò
F (x, t) = ln x, è, ñîîòâåòñòâåííî, ôóíêöèÿ f(t) ðàâíà µ − σ2/2. Îêîí÷à-
òåëüíîå ðåøåíèå (t0 = 0) èìååò âèä:

x(t) = x0 e
(µ−σ2/2) t+σ

√
t ε. (2.25)

Åñëè â ïðîöåññå Âèíåðà x ìîæåò �óïîëçòè� ïðè áëóæäàíèè â îáëàñòü îò-
ðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé x < 0, òî äëÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé ìîäåëè ýòî íåâîç-
ìîæíî. Ïîäîáíîå ñâîéñòâî ìîæíî áûëî îæèäàòü ñðàçó ïî âèäó (2.24). Ïî
ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ê çíà÷åíèþ x = 0 ñíîñ è âîëàòèëüíîñòü óìåíüøàþòñÿ.
Â ðåçóëüòàòå äèíàìèêà êàê áû çàìîðàæèâàåòñÿ ïðè x→ 0.
Èñïîëüçóÿ èíòåãðàë (1.11) íà ñòð. 16, ëåãêî âû÷èñëèòü ñðåäíåå çíà÷å-

íèå è âîëàòèëüíîñòü â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè:

x̄(t) = x0 e
µt, σx(t) = x̄(t)

√
eσ2t − 1.

Çàìåòèì, ÷òî íåîáõîäèìî ðåøèòåëüíî áîðîòüñÿ ñ èñêóøåíèåì �ïî îáû÷-
íîìó� îáðàùàòüñÿ ñî ñòîõàñòè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè. Íàïðèìåð, ðàçäåëèâ
(2.24) íà x, íåëüçÿ âíåñòè åãî ïîä äèôôåðåíöèàë: dx/x 6= d lnx. Äëÿ
ïîäîáíûõ äåéñòâèé ñëóæèò ëåììà Èòî (2.15) ïî êîòîðîé äëÿ ïðîöåññà
ëîãàðèôìè÷åñêîãî áëóæäàíèÿ d(lnx) = (µ − σ2/2) dt + σ δW . Ôàêòè÷å-
ñêè, ïðè ïîìîùè ýòîé çàìåíû, íàéäåííîé ïî àëãîðèòìó ñòð. 57, ìû è
ïîëó÷èëè ðåøåíèå (2.25).



Ñòîõàñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ 59

Íèæå íà ëåâîì ðèñóíêå ïðèâåäåíû ëîãàðèôìè÷åñêèå áëóæäàíèÿ ñ íó-
ëåâûì ñíîñîì: dx = xδW . Âèäíî, êàê îíè, ïðèæèìàÿñü ê x = 0, òåì
íå ìåíåå, îñòàþòñÿ â ïîëîæèòåëüíîé îáëàñòè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ
íåñèììåòðè÷íîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ x, êîòîðîå â äàííîì ñëó÷àå èìååò
ëîãíîðìàëüíûé âèä. Ñïðàâà äèíàìèêà äîïîëíåíà äåòåðìèíèðîâàííûì
ñíîñîì: dx = 0.05 · x · (dt+ δW ). Îíà èìååò ÿðêî âûðàæåííûé ýêñïîíåí-
öèàëüíûé ðîñò ñî ñòîõàñòè÷åñêèìè êîëåáàíèÿìè âîêðóã ýêñïîíåíòû.
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Ýòè äâà ïðèìåðà íàïîìèíàþò íàì, ÷òî ñòîõàñòè÷åñêèå ïðîöåññû ìîãóò
áûòü êàê ìàëûìè ïîïðàâêàìè ê äåòåðìèíèðîâàííîé äèíàìèêå (ñïðàâà),
òàê è îñíîâíîé ñóòüþ èññëåäóåìîé ñèñòåìû (ñëåâà).

Ââåäÿ âèíåðîâñêèé ïðîöåññ Wt = W (t) = ε
√
t, ðåøåíèå äëÿ ëîãàðèô-

ìè÷åñêîãî áëóæäàíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

x(t) = e(µ−σ2/2)t+σWt.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðîèçâîäíûå äëÿ x(t) = F (t,W ) ðàâíû:

∂x

∂t
= (µ− σ2/2)x,

∂x

∂W
= σ x,

∂2x

∂W 2
= σ2 x.

Âèíåðîâñêîå áëóæäàíèå Wt èìååò íóëåâîé ñíîñ a = 0 è åäèíè÷íóþ âîëà-
òèëüíîñòü b = 1. Ïîýòîìó ïî ëåììå Èòî (2.15) èìååì:

dx =

(
∂x

∂t
+

1

2

∂2x

∂W 2

)
dt+

∂x

∂W
δW = µx dt+ σ x δW.

Ðîëü x òåïåðü èãðàåò ïðîöåññ W , à ôóíêöèÿ F � ýòî x.
Çàäàâàÿ ðàçëè÷íûå ôóíêöèè x = F (t,Wt), óäîâëåòâîðÿþùèå íà÷àëü-

íîìó óñëîâèþ x0 = F (0, 0), ìîæíî íàéòè öåëûé êëàññ òî÷íî ðåøàåìûõ
ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè F (t,Wt) â ëåììó Èòî íåîá-
õîäèìî èñêëþ÷èòü Wt, çàìåíèâ å¼ íà Wt = G(t, x), ãäå G � îáðàòíàÿ ê
F ôóíêöèÿ. Êðîìå ýòîãî êîíñòàíòà x0 äîëæíà ñîêðàòèòüñÿ, òàê êàê ýòî
�âíåøíåå� ê äèíàìèêå óñëîâèå è �ïîðÿäî÷íîå óðàâíåíèå� íå äîëæíî çà-
âèñåòü îò íåãî. Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ ñòîèò ïðîâåðèòü ðåøåíèÿ (R38)
� (R43) èç Ñïðàâî÷íèêà (ñòð. 276). Ê ñîæàëåíèþ, ÷àùå òàêèì ìåòîäîì
ïîëó÷àþòñÿ óðàâíåíèÿ, â êîòîðûõ ñíîñ çàâèñèò îò âîëàòèëüíîñòè øóìà,
÷òî íå î÷åíü åñòåñòâåííî äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé.
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• Ïðîöåññ Îðíøòåéíà - Óëåíáåêà:

dx = −β · (x− α) dt+ σ δW (2.26)

îïèñûâàåò áëóæäàíèå, â êîòîðîì x ïðèòÿãèâàåòñÿ ê óðîâíþ, îïðåäåëÿ-
åìîìó êîíñòàíòîé α. Ïðè ýòîì âîëàòèëüíîñòü σ ñ÷èòàåòñÿ ïîñòîÿííîé.
Åñëè x� α, òî ñíîñ ñòàíîâèòñÿ çàìåòíî îòðèöàòåëüíûì è òÿíåò ïðîöåññ
âíèç. Ïðè îïóñêàíèè x íèæå α ñíîñ îêàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì è â
ñðåäíåì ïîäíèìàåò x(t) ââåðõ. Ïàðàìåòð β > 0 õàðàêòåðèçóåò âåëè÷èíó
�ñèëû ïðèòÿæåíèÿ� ê ðàâíîâåñíîìó çíà÷åíèþ α.

Óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè (2.22) äà¼ò óðàâíåíèå ṡ(t) = βs(t). Ðåøàÿ åãî è
ïåðâîå óðàâíåíèå (2.21) äëÿ F (x, t), ìû êàæäûé ðàç âûáèðàåì êîíñòàíòû
èíòåãðèðîâàíèÿ íàèáîëåå �óäîáíûì ñïîñîáîì�, òàê êàê íà÷àëüíûå óñëî-
âèÿ óæå ó÷òåíû â (2.23), à íàì íåîáõîäèìî íàéòè ïðîñòåéøóþ çàìåíó,
èñêëþ÷àþùóþ x èç ñíîñà è âîëàòèëüíîñòè:

s(t) = σeβt, F (x, t) = xeβt, f(t) = αβeβt.

Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèå çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå (t0 = 0):

x(t) = α +
(
x0 − α

)
e−βt +

σ√
2β

√
1− e−2βt ε. (2.27)

Íåñëîæíî óâèäåòü, ÷òî x(t) îêàçûâàåòñÿ ãàóññîâî ðàñïðåäåë¼ííîé âåëè-
÷èíîé ñî ñðåäíèì è äèñïåðñèåé, çàâèñÿùèìè îò âðåìåíè.

Åñëè β > 0, òî ñðåäíåå ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ ñòðåìèòñÿ ê ðàâíîâåñ-
íîìó óðîâíþ α. Âîëàòèëüíîñòü ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé σ/

√
2β. Ïðè âèíåðîâ-

ñêîì èëè ëîãàðèôìè÷åñêîì áëóæäàíèè x(t) ìîæåò óéòè êàê óãîäíî äàëå-
êî îò ñâîåãî íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ x0. Äëÿ ïðîöåññà (2.26) x(t) �çàïåðòà�
â ñòàòèñòè÷åñêîì êîðèäîðå ñ øèðèíîé, ðàâíîé äâîéíîé âîëàòèëüíîñòè
σ/
√

2β.

Ïðè ìàëûõ β ïðîöåññ Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà ïî ñâîåìó ïîâåäåíèþ ñòà-
íîâèòñÿ î÷åíü áëèçêèì ê îáû÷íîìó âèíåðîâñêîìó áëóæäàíèþ. Òðàåêòî-
ðèÿ x(t) äîñòàòî÷íî äîëãî áëóæäàåò âûøå èëè íèæå α, íå óõîäÿ, òåì
íå ìåíåå, íà áåñêîíå÷íîñòü. Âîëàòèëüíîñòü ñòðåìèòñÿ ê σ/

√
2β, è òåì

áîëüøå, ÷åì ìåíüøå β. Ñëåäîâàòåëüíî, õàðàêòåðíûé êîðèäîð, â êîòîðîì
ïðîèñõîäèò áëóæäàíèå, ïðè ìàëûõ β ðàñøèðÿåòñÿ. Åñëè è σ, è β äî-
ñòàòî÷íî áîëüøèå, x(t) ÷àñòî ïåðåñåêàåò ðàâíîâåñíûé óðîâåíü, íà÷èíàÿ
íàïîìèíàòü îáû÷íûé áåëûé øóì.
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Íàëè÷èå ðàâíîâåñíîãî óðîâíÿ â ìîäåëè Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà ïîëåçíî
äëÿ ðàçëè÷íûõ ôèíàíñîâûõ ïðèëîæåíèé. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå êóðñîâ âà-
ëþò α ìîæåò áûòü ïàðèòåòîì ïîêóïàòåëüíîé ñïîñîáíîñòè (l C21), à äëÿ
ïðîöåíòíîé ñòàâêè - å¼ äîëãîñðî÷íûì çíà÷åíèåì.
Ïðèìåðû ðåàëèçàöèé áëóæäàíèÿ Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà ïðè ðàçëè÷-

íûõ ïàðàìåòðàõ ïðèâåäåíû íèæå. Íà ëåâîì ðèñóíêå β = 0.1, σ = 0.1.
Íà ïðàâîì � β = 1, σ = 0.5. Âåëè÷èíà α â îáîèõ ñëó÷àÿõ ðàâíà åäèíèöå.
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Íåîáõîäèìî ïîìíèòü, ÷òî, åñëè ðåøåíèå âûðàæåíî ÷åðåç âèíåðîâñêóþ
ïåðåìåííóþ Wt, å¼ âñåãäà ìîæíî ïåðåïèñàòü ÷åðåç ãàóññîâó ñëó÷àéíóþ
âåëè÷èíó, çàìåíèâ Wt = ε

√
t. Îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âåðíî. Åñëè

â ðåøåíèè åñòü ε, íåëüçÿ åãî âûðàçèòü ÷åðåç Wt, ïîäñòàâèâ ε → Wt/
√
t.

Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ èìååò ñìûñë ïðîâåðèòü, ÷òî ïîäîáíàÿ çàìåíà â
(2.27) ïðèâîäèò ê ñëó÷àéíîé ôóíêöèè, íå óäîâëåòâîðÿþùåé (2.26).

Ìîæíî îáúåäèíèòü ïîëîæèòåëüíîñòü x è åãî ïðèòÿæåíèå ê ðàâíîâåñ-
íîìó óðîâíþ â ñëåäóþùåé ëîãàðèôìè÷åñêîé ìîäåëè ñ ïðèòÿæåíèåì:

dx = −β x ·
(

ln
x

α
− 1
)
dt+ σ x δW. (2.28)

Åñëè x > α, òî ñíîñ îòðèöàòåëüíûé, à ïðè x < α � ïîëîæèòåëüíûé.
Ìíîæèòåëü x �çàìîðàæèâàåò� äèíàìèêó ïðè ïðèáëèæåíèè ê x = 0. Äëÿ
ýòîé ìîäåëè íåñëîæíî íàéòè òî÷íîå ðåøåíèå (l H11).
Íà ñàìîì äåëå ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ìîäåëü ñ ïðèòÿæåíèåì ÿâëÿåòñÿ ïðî-

ñòîé äåôîðìàöèåé ïðîöåññà Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
x óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (2.26), òî íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî y = ex

áóäåò óäîâëåòâîðÿòü (2.28). Óðàâíåíèå (2.28) òàê æå ñîîòíîñèòñÿ ñ (2.26),
êàê ëîãàðèôìè÷åñêîå áëóæäàíèå ñ ïðîöåññîì Âèíåðà.

Åù¼ îäíó ìîäåëü óìåñòíî íàçâàòü áðîóíîâñêîé ëîâóøêîé:

dx = −β · (x− α) dt + σ · (x− α) δW. (2.29)

×ëåí ñî ñíîñîì îáåñïå÷èâàåò ïðèòÿæåíèå ê óðîâíþ x = α, â îêðåñòíîñòè
êîòîðîãî âîëàòèëüíîñòü ñòàíîâèòñÿ î÷åíü ìàëåíüêîé, à äèíàìèêà � äå-
òåðìèíèðîâàííîé. Â ðåçóëüòàòå ïðîöåññ ðàíî èëè ïîçäíî ãàðàíòèðîâàííî
ïðèòÿãèâàåòñÿ ê çíà÷åíèþ x = α (l H12).
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• Ìîæíî ðàññìîòðåòü îáùåå ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå, ñíîñ è âîëà-
òèëüíîñòü êîòîðîãî íå çàâèñÿò îò âðåìåíè:

dx = a(x) dt+ b(x) δW.

Óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ṡ(t)

s(t)
=

1

2
b b′′ − b

(a
b

)′
= γ, (2.30)

ãäå øòðèõ ïðîèçâîäíàÿ ïî x, òî÷êà � ïî âðåìåíè, è îïóùåíû àðãóìåíòû
ó ôóíêöèé. Ëåâàÿ ÷àñòü çàâèñèò òîëüêî îò âðåìåíè, ïðàâàÿ � òîëüêî îò
x, ïîýòîìó ýòî âûðàæåíèå ðàâíî íåêîòîðîé êîíñòàíòå, êîòîðóþ ìû îáî-
çíà÷èëè ÷åðåç γ. Ïðîèíòåãðèðîâàâ ýòî óðàâíåíèå, íàéä¼ì ñâÿçü ìåæäó
ñíîñîì è âîëàòèëüíîñòüþ:

a =

(
b2
)′

4
+ η b− γb

∫
dx

b
,

ãäå η � åù¼ îäèí ïàðàìåòð.

Åñëè b(x) = σ = const � ìû ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ Îðíøòåéíà-
Óëåíáåêà (2.26), ñòð. 60. Äëÿ b(x) = σx òî÷íî ðåøàåìîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ
ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ìîäåëü ñ ïðèòÿæåíèåì (2.28), ÷àñòíûì ñëó÷àåì êîòî-
ðîé ÿâëÿåòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêîå áëóæäàíèå. Ïðè b(x) = σ

√
x ñíîñ äîëæåí

ÿâíûì îáðàçîì çàâèñåòü îò σ:

a(x) =
σ2

4
+ α
√
x+ 2βx.

Ðåøåíèå òàêîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä (x0 = x(0), β > 0):

x(t) =

[
√
x0 e

βt +
α

2β

(
eβt − 1

)
+

σ√
8β

√
e2βt − 1 ε

]2

.

Åñëè a(x)/b(x) = const, èëè ñíîñà ïðè áëóæäàíèè íåò a(x) = 0, òî
óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè (2.30) óïðîùàåòñÿ:

b′′

2
=
γ

b
.

Óìíîæàÿ åãî íà èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü b′, ïîëó÷àåì ðåøåíèå â íåÿâ-
íîé ôîðìå:

x− α =

∫
db√

β + 4γ ln b
,

ãäå α è β � êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ.
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• Áðîóíîâñêèé ìîñò. Ðàññìîòðèì òåïåðü óðàâíåíèå Èòî ñî ñíîñîì,
çàâèñÿùèì íå òîëüêî îò x, íî è îò âðåìåíè t:

dx = −x− α
T − t

dt+ σ δW . (2.31)

Êîíñòàíòà T � ýòî âûäåëåííîå âðåìÿ â áóäóùåì (t < T ), êîãäà ñíîñ
ñòàíîâèòñÿ áåñêîíå÷íûì. Óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè äà¼ò:

s(t) =
σ

T − t
, F (x, t) =

x

T − t
, f(t) =

α

(T − t)2
. (2.32)

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ðåøåíèå â ñëåäóþùåì âèäå (x0 = x(t0)):

x(t) = α + (x0 − α)
T − t
T − t0

+ σ

√
(t− t0)(T − t)

T − t0
ε.

Ñðåäíåå ïðîöåññà ïðè t→ T ñòðåìèòñÿ ê α. Ïðè ýòîì âîëàòèëüíîñòü îêà-
çûâàåòñÿ ðàâíîé íóëþ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x(t) ãàðàíòèðîâàííî â ïðîöåññå
áëóæäàíèÿ äîñòèãàåò ðàâíîâåñíîãî çíà÷åíèÿ x(T ) = α:
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Íà ðèñóíêàõ â îáîèõ ñëó÷àÿõ α = 1. Ñëåâà σ = 0.1, ñïðàâà σ = 0.05.
Ñîåäèíåíèå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ x0 = x(0) è �êîíå÷íîãî� x(T ) = α ñòîõà-
ñòè÷åñêèìè òðàåêòîðèÿìè è äàëî æèâîïèñíîå íàçâàíèå ïðîöåññó.
Ìîæíî ðàññìîòðåòü áðîóíîâñêèé ìîñò â áîëåå îáùåì ñëó÷àå, ñ ïðîèç-

âîëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, çàâèñÿùèìè îò âðåìåíè:

dx = −β(t) ·
(
x− α(t)

)
dt+ σ(t) δW.

Óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè äàþò:

s(t) = σ(t)e

t∫
t0

β(t)dt

, F (x, t) = x
s(t)

σ(t)
, f(t) = α(t)β(t)

s(t)

σ(t)
.

Äëÿ ÷àñòíîãî âûáîðà β(t) = β/(T − t), α(t) = α, σ(t) = σ, ãäå α, β, T è
σ � êîíñòàíòû ìîäåëè, ïîëó÷àåì ðåøåíèå â ñëåäóþùåì âèäå (t0 = 0):

x(t) = α +
x0 − α
T β

(T − t)β + σ

[
(T − t)
2β − 1

(
1− (T − t)2β−1

T 2β−1

)]1/2

ε.

Çàäàíèåì ôóíêöèè α(t) ìîæíî äîáèòüñÿ ïðîèçâîëüíîãî âûãèáà �ìîñòà�
ââåðõ èëè âíèç.
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2.6 Ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèé

• Ìû çàïèñûâàåì ðåøåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ íà÷àëüíûì
óñëîâèåì x0 = x(t0) ïðè ïîìîùè îäíîé èëè íåñêîëüêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí ε è ãëàäêîé ôóíêöèè âðåìåíè: x(t) = f(x0, t0, t, ε). Òàê êàê ñâîé-
ñòâà ε îáû÷íî õîðîøî èçâåñòíû, òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ïîçâîëÿåò ëåãêî
íàõîäèòü ðàçíîîáðàçíûå ñðåäíèå è ìàðêîâñêóþ ïëîòíîñòü óñëîâíîé âå-
ðîÿòíîñòè P (x0, t0 ⇒ x, t).
Ñàìà ïî ñåáå ôóíêöèÿ f íå ïîçâîëÿåò íàðèñîâàòü îäèíî÷íóþ òðàåêòî-

ðèþ. Åñëè ìû ñãåíåðèì íåêîòîðîå êîíêðåòíîå ÷èñëî ε̃, òî x(t) íå áóäåò
ãðàôèêîì ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà. Ýòî îáû÷íàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ. Íàïðè-
ìåð, äëÿ âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà áåç ñíîñà:

x(t) = x0 + ε
√
t− t0. (2.33)

Íèêàêèõ èçëîìîâ, òèïè÷íûõ äëÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà, òóò, êîíå÷íî, íåò.
Äåëî â òîì, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñâîéñòâ x(t) â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè
íåîáõîäèìî ãåíåðèòü ðàçëè÷íûå ñëó÷àéíûå ÷èñëà ε.
Òåì íå ìåíåå, áëàãîäàðÿ �ìàðêîâîñòè� ïðîöåññîâ �íà÷àëüíûå� óñëîâèÿ

(x0, t0) ìîãóò áûòü çíà÷åíèåì ñëó÷àéíîé ôóíêöèè íà ëþáîì ýòàïå ýâîëþ-
öèè. Â ÷àñòíîñòè, ìû ìîæåì çàïèñàòü ñëåäóþùóþ öåïî÷êó ðåøåíèé:

x1 = f(x0, t0, t1, ε1)
x2 = f(x1, t1, t2, ε2)
x3 = f(x2, t2, t3, ε3), ...,

x0

1
2

3

x1

x2

x3

ãäå èíòåðâàëû âðåìåíè ti− ti+1 � ïðîèçâîëüíû. Òàê êàê ñëó÷àéíûå ïåðå-
õîäû îò îäíîãî ìîìåíòà âðåìåíè (xi, ti) ê ñëåäóþùåìó (xi+1, ti+1) íå ïå-
ðåêðûâàþòñÿ, ñëó÷àéíûå ÷èñëà ε1, ε2, ε3,.. ÿâëÿþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè íåçà-
âèñèìûìè. Ýòî ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü ñðåäíèå, îòíîñÿùèåñÿ ê ðàçëè÷íûì
ìîìåíòàì âðåìåíè, è ñòðîèòü âûáîðî÷íûå òðàåêòîðèè. Ïðè ýòîì âîçíè-
êàþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âëîæåííûõ ôóíêöèé, íàïðèìåð:

x2 = f(f(x0, t0, t1, ε1), t1, t2, ε2).

Â ñëó÷àå âèíåðîâñêîãî áëóæäàíèÿ, âûáèðàÿ ðàâíûé èíòåðâàë τ ìåæäó
ïîñëåäîâàòåëüíûìè ìîìåíòàìè âðåìåíè, ìû ïîëó÷èì:

xt = x0 +
t∑

k=1

εk
√
τ .

Õîòÿ âûðàæåíèå äëÿ xt ïîõîæå íà èòåðàöèîííóþ ñõåìó, ýòî, íà ñàìîì
äåëå, òî÷íîå ñîîòíîøåíèå, è τ ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèì.
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• Ñóùåñòâóþò è äðóãèå ñïîñîáû ïðåäñòàâëåíèÿ òðàåêòîðèè ñëó÷àéíî-
ãî ïðîöåññà. Ðàññìîòðèì äëÿ ïðèìåðà ðàçëîæåíèå Ïàëåÿ-Âèíåðà âèíå-
ðîâñêîãî áëóæäàíèÿ íà èíòåðâàëå âðåìåíè t = [0..T ]:

x(t) = x0 + ε0
t√
T

+
√

2T
∞∑
k=1

εk
sin(πk t/T )

πk
, (2.34)

ãäå εk ∼ N(0, 1) � íåçàâèñèìûå íîðìàëüíî ðàñïðåäåë¼ííûå ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû. Ýòî ðàçëîæåíèå èìååò òàêèå æå ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà,
êàê è ñóùåñòâåííî áîëåå ïðîñòàÿ çàïèñü (2.33). ×òîáû â ýòîì óáåäèòüñÿ,
âû÷èñëèì ñðåäíåå êâàäðàòà

〈
x2
〉
(ïðîñòîå ñðåäíåå ðàâíî 〈x〉 = x0):

〈
x2
〉

= x2
0 +

t2

T
+ 2T

∞∑
k=1

sin2(πk t/T )

π2k2
= x2

0 + t, (2.35)

ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü ñâîéñòâîì íåçàâèñèìîñòè 〈εiεj〉 = 0, åñëè i 6= j
è
〈
ε2
i

〉
= 1. Ðàâåíñòâî

〈
x2
〉

= x2
0 + t ïðîâåðÿåòñÿ ïðè ïîìîùè ôóðüå �

ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè f(t) = t− t2/T íà èíòåðâàëå t = [0..T ] (l H16).

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ òàêîé æå ðåçóëüòàò, êàê è äëÿ (2.33). Ïëîòíî-
ñòè âåðîÿòíîñòè âåëè÷èí (2.33) è (2.34) ñîâïàäàþò, òàê êàê ñóììà ãàóñ-
ñîâûõ ÷èñåë ε0,ε1,... � ýòî îïÿòü ãàóññîâî ÷èñëî, äèñïåðñèÿ êîòîðîãî, êàê
ìû ïîêàçàëè, ðàâíà t.

Äîñòîèíñòâîì ïðåäñòàâëåíèÿ Ïàëåÿ-Âèíåðà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ñ åãî ïî-
ìîùüþ ìîæíî çàïèñûâàòü íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ îäèíî÷íîé òðàåêòî-
ðèè, íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè T . Äëÿ ýòîãî, åñòåñòâåííî, ïðèõî-
äèòñÿ îáðåçàòü ñóììèðîâàíèå íà äîñòàòî÷íî áîëüøîì èíäåêñå k = N .
Çàòåì ãåíåðÿòñÿ íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå ÷èñëà ε0,...,εN , è ôóðüå � ðàç-
ëîæåíèå äà¼ò èçëîìàííóþ êðèâóþ. Íà ðèñóíêàõ íèæå ïðèâåäåíî ïîñëå-
äîâàòåëüíîå óâåëè÷åíèå ÷èñëà ñëàãàåìûõ â ñóììå: N = 10, 20, 100. Ïðè
ýòîì ñëó÷àéíûå ÷èñëà ε0, ε1,.. íà êàæäîì ãðàôèêå ïîâòîðÿþòñÿ:

N=10 N=20 N=100

Âèäíî, ÷òî ñòåïåíü èçëîìàííîñòè òðàåêòîðèè óâåëè÷èâàåòñÿ, ñòðåìÿñü â
ïðåäåëå N →∞ ê íåäèôôåðåíöèðóåìîé ñòîõàñòè÷åñêîé êðèâîé.
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• Èçó÷àÿ ñòîõàñòè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü ðàçëè÷íûé �ÿçûê� è ðàçëè÷íûå ìàòåìàòè÷åñêèå êîíñòðóêöèè.
Êðàòêî ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ïîäõîäû ê ïðåäñòàâëåíèþ ðåøåíèé ñòîõà-
ñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé, èõ ñèëüíûå è ñëàáûå ñòîðîíû.

B Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ÿâëÿåòñÿ áàçîâûì è íàèáîëåå îáùèì ÿçû-
êîì îïèñàíèÿ ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé. Òàê êàê ìû îãðàíè÷èëèñü êëàññîì
ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ, çíàíèå âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà P (x0, t0 ⇒ x, t) ìåæ-
äó äâóìÿ òî÷êàìè ïîçâîëÿåò çàïèñàòü âåðîÿòíîñòü âñåé òðàåêòîðèè. Â
ðåçóëüòàòå ìîæíî âû÷èñëÿòü ðàçíîîáðàçíûå ñðåäíèå, è ò.ï. ×òîáû íàé-
òè P (x0, t0 ⇒ x, t), íåîáõîäèìî ðåøèòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, êîòîðîå ìû ðàññìîòðèì â ÷åòâ¼ðòîé ãëàâå. Íåäî-
ñòàòêîì ýòîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïîëó÷åíèå êîíå÷íîãî ðåçóëüòàòà
èíîãäà òðåáóåò áîëåå êðîïîòëèâûõ âû÷èñëåíèé, ÷åì â ðàìêàõ äðóãèõ ìå-
òîäîâ. Ïðèìåðîì òîìó ñëóæèò îïèñàíèå ïðîöåññà Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà
èëè ïðîöåññà Ôåëëåðà (ñòð. 82).

B Óðàâíåíèÿ äëÿ ñðåäíèõ ìû ðàññìîòðèì â ñëåäóþùåé ãëàâå. Åñëè
öåëüþ èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîèñê ðàçëè÷íûõ ñðåäíèõ çíà÷åíèé ñòîõà-
ñòè÷åñêîãî ïðîöåññà, òî ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé ìîæåò îêàçàòüñÿ ñàìûì
ïðÿìûì è ïðîñòûì ñïîñîáîì. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ñðåä-
íèõ ÷àñòî ïðèâîäÿò ê ïîëåçíûì ñîîòíîøåíèÿì â àñèìïòîòè÷åñêîì ïðå-
äåëå t → ∞ è óäîáíû ïðè ïîñòðîåíèè ïðèáëèæ¼ííûõ ìåòîäîâ. Êðîìå
îãðàíè÷åííîñòè ïîëó÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ, íåäîñòàòîê ïîäõîäà â òîì, ÷òî
ýòè óðàâíåíèÿ îêàçûâàþòñÿ çàìêíóòûìè ëèøü äëÿ îòíîñèòåëüíî óçêîãî
êëàññà çàäà÷.

B Ñâåäåíèå ê èçâåñòíîìó ïðîöåññó ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ðàñïðîñòðàí¼ííûì
ïîäõîäîì. Îáû÷íî ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ âèíåðîâñêèé ïðîöåññW (t) ñ õî-
ðîøî èçó÷åííûìè è ïðîñòûìè ñâîéñòâàìè. Íàïðèìåð, ëîãàðèôìè÷åñêîå
áëóæäàíèå x(t) = x0 exp{(µ − σ2/2)t + σW (t)} ÿâíûì îáðàçîì äåìîí-
ñòðèðóåò äåôîðìàöèþ âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà W (t) â ïðîöåññ x(t). Ïî-
äîáíûå ðåøåíèÿ èùóòñÿ ïðè ïîìîùè ëåììû Èòî è ïîäõîäÿùåé çàìåíû.
Äîñòîèíñòâîì ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ áûñòðîòà ïîëó÷åíèÿ êîíå÷íîãî ðåçóëü-
òàòà (êîãäà ýòî âîçìîæíî). Êðîìå ýòîãî, ìû èìååì ïðîñòóþ çàïèñü äëÿ
âûáîðî÷íûõ òðàåêòîðèé. Íàïðèìåð, ìîæíî ñãåíåðèòü êîíêðåòíóþ òðà-
åêòîðèþ W (t) è, ïîäñòàâèâ å¼ â x

(
t,W (t)

)
, ïîëó÷èòü âûáîðî÷íóþ òðàåê-

òîðèþ ïðîöåññà x(t). Íåäîñòàòêîì ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äëÿ ìíîãèõ
ïðîöåññîâ íàéòè ïðîñòóþ ôóíêöèþ x

(
t,W (t)

)
íå î÷åíü ïðîñòî. Òàê, óæå

äëÿ ïðîöåññà Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà â àðãóìåíòå ôóíêöèè W (t) íåîáõîäè-
ìî äîïîëíèòåëüíî äåôîðìèðîâàòü âðåìÿ, à ïðîöåññ Ôåëëåðà âîîáùå íå
èìååò ïðîñòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïðè ïîìîùè W (t).
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B Ñòîõàñòè÷åñêèå èíòåãðàëû � ýòî íàèáîëåå ïîïóëÿðíûé ñïîñîá êàê
ñòðîãîãî îáîñíîâàíèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé, òàê è çàïèñè èõ ðåøå-
íèÿ ïðè ïîìîùè ñïåöèôè÷åñêèõ îáîçíà÷åíèé. Ñòîõàñòè÷åñêèå èíòåãðà-
ëû ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî íåòðèâèàëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîé êîíñòðóêöèåé.
Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ýòî î÷åíü êðàñèâàÿ è ìîùíàÿ òåõíèêà, èíîãäà ïî-
ëó÷àåìûå ñ å¼ ïîìîùüþ ðåçóëüòàòû îêàçûâàþòñÿ ôîðìàëüíûìè, è âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ èìè äëÿ âû÷èñëåíèÿ, íàïðèìåð, ñðåäíèõ èëè ïëîòíîñòè
âåðîÿòíîñòè íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Ìû áóäåì îáñóæäàòü ñòîõà-
ñòè÷åñêîå èíòåãðèðîâàíèå â ïÿòîé ãëàâå.

B Ñêàëÿðíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â ýòîé êíè-
ãå. Ñòîõàñòè÷íîñòü ôóíêöèè x(t) ìîæíî ïðèäàòü ïðè ïîìîùè îáû÷íîé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ε, íå ÿâëÿþùåéñÿ ïðîöåññîì, è ãëàäêîé ôóíêöèè
âðåìåíè. Âåëè÷èíà ε èìååò îïðåäåë¼ííîå ðàñïðåäåëåíèå. ×àùå âñåãî îíî
ãàóññîâî, îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå ýòî íå îáÿçàòåëüíî. Äàëüøå ìû óâèäèì,
÷òî ïðîñòóþ ôîðìó ðåøåíèþ äëÿ íåêîòîðûõ ïðîöåññîâ ìîæíî ïðèäàòü,
òîëüêî èñïîëüçóÿ äâå èëè áîëåå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, èìåþùèå ñîâìåñò-
íóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè. Çàïèñü ðåøåíèÿ â âèäå x = f(x0, t0, t, ε)
ïîçâîëÿåò ëåãêî íàõîäèòü ðàçëè÷íûå ñðåäíèå. Êðîìå ýòîãî, ôóíêöèÿ f
ýêâèâàëåíòíà çàäàíèþ â íåÿâíîé ôîðìå ìàðêîâñêîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíî-
ñòè P (x0, t0 ⇒ x, t). Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ïîìîùè ñðåäíåãî îò ïðîèçâîëü-
íîé ôóíêöèè F (x) ìîæíî ñäåëàòü ïðåîáðàçîâàíèå, íàïðèìåð, îò ãàóññî-
âîé ïåðåìåííîé ε ê x (çíà÷åíèÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé x0, t0 îïóùåíû):

〈F (x)〉 =

∞∫
−∞

F (x)P (x, t) dx =

∞∫
−∞

F
(
f(ε, t)

)
P (ε) dε,

ãäå P (ε) � ðàñïðåäåëåíèå Ãàóññà. Ïðîâîäÿ âî âòîðîì èíòåãðàëå îáðàòíóþ
çàìåíó x = f(t, ε), ìû ïåðåõîäèì ê ïåðâîìó èíòåãðàëó, è, ñëåäîâàòåëüíî,
ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà â ìîìåíò âðåìåíè t ðàâíà:

P (x0, t0 ⇒ x, t) =
1√
2π

∂g(x, t)

∂x
exp

{
−1

2
g2(x, t)

}
, (2.36)

ãäå g(x, t) � îáðàòíàÿ ê x = f(t, ε) ôóíêöèÿ, ò.å. ε = g(x, t).

Â çàêëþ÷åíèå âûñêàæåì î÷åâèäíóþ èñòèíó. Èñïîëüçîâàíèå òîãî èëè
èíîãî ÿçûêà äîëæíî äèêòîâàòüñÿ â ïåðâóþ î÷åðåäü ñîîáðàæåíèåì ïðî-
ñòîòû. Â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêèå çàäà÷è ðåøàþòñÿ, áîëåå àäåêâàòíûì
ìîæåò îêàçàòüñÿ ëþáîé èç ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ïîäõîäîâ.
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2.7 Àâòîêîððåëÿöèÿ è ñïåêòð

• Â ïåðâîé ãëàâå (ñòð. 40) ìû ãîâîðèëè î òîì, ÷òî âàæíîé õàðàêòåðè-
ñòèêîé ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ ñâÿçü �ïðîøëîãî� è �áóäóùåãî�.
Îíà îïðåäåëÿåòñÿ àâòîêîâàðèàöèåé ìåæäó äâóìÿ ìîìåíòàìè âðåìåíè
t1 < t2 ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðè t = t0 íàáëþäàëîñü çíà÷åíèå x0 = x(t0):

covt0(t1, t2) =
〈(
xt1 − x̄t1

) (
xt2 − x̄t2

)〉
, (2.37)

ãäå x̄t = 〈x(t)〉 � ñðåäíåå çíà÷åíèå â ìîìåíò âðåìåíè t, à xti = x(ti).

Åñëè ðåøåíèå ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âûðà-
æåíî ÷åðåç ãàóññîâó ñëó÷àéíóþ ïåðåìåííóþ ε, òî âû÷èñëåíèå àâòîêîâà-
ðèàöèè ñòàíîâèòñÿ íåñëîæíîé çàäà÷åé. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, âèíåðîâ-
ñêîå áëóæäàíèå ñ íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì x0 = x(t0):

x(t) = x0 + µ · (t− t0) + σ
√
t− t0 ε.

Óäîáíî ïîëîæèòü t0 = 0, t1 = t è t2 = t + τ . Ïðè âû÷èñëåíèè àâòîêîâà-
ðèàöèè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî x, ïðåæäå ÷åì äîñòèãíóòü xt+τ = x(t + τ),
ïðîõîäèò ÷åðåç xt = x(t). Ïîýòîìó ðåøåíèå íåîáõîäèìî ðàçáèòü íà äâà
èíòåðâàëà âðåìåíè [0...t] è [t...t+ τ ]. Ñ÷èòàÿ xt íà÷àëüíûì óñëîâèåì ïðè
τ = 0 äëÿ xt+τ çàïèøåì:

xt+τ = xt + µ τ + σ
√
τ ε. (2.38)

Åñëè áóäóùåå áëóæäàíèå ε íå çàâèñèò îò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ïðîöåññà
xt â ìîìåíò âðåìåíè t, òî 〈xtε〉 = 〈xt〉 〈ε〉 = 0, è:

〈xt+τxt〉 =
〈
x2
t

〉
+ µτ 〈xt〉 .

Òàê êàê:

〈xt〉 = x0 + µt,
〈
x2
t

〉
− 〈xt〉2 = σ2 t,

ëåãêî íàéòè àâòîêîâàðèàöèîííóþ ôóíêöèþ:

cov(t, t+ τ) = 〈xt+τxt〉 − 〈xt+τ〉 〈xt〉 = σ2 t.

Îíà çàâèñèò òîëüêî îò áëèæàéøåãî ê t0 = 0 âðåìåíè t è íå çàâèñèò îò τ .
Ñìûñë ýòîãî ôàêòà ìû îáñóæäàëè ïðè îïèñàíèè äèñêðåòíîãî âèíåðîâ-
ñêîãî ïðîöåññà (ñòð. 36).

Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿþòñÿ àâòîêîâàðèàöèè äëÿ äðóãèõ ñòîõàñòè÷åñêèõ
ïðîöåññîâ. Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ èìååò ñìûñë íàéòè àâòîêîâàðèàöèþ
äëÿ ëîãàðèôìè÷åñêîãî áëóæäàíèÿ (l H13) è áðîóíîâñêîãî ìîñòà (l H14).
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• Äëÿ ïðîöåññà Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà ðåøåíèå:

x(t) = α +
(
x0 − α

)
e−β (t−t0) +

σ√
2β

√
1− e−2β (t−t0) ε (2.39)

ïðè âû÷èñëåíèè àâòîêîâàðèàöèè òàêæå íåîáõîäèìî ðàçáèòü íà äâà èí-
òåðâàëà (l H15). Â ðåçóëüòàòå (t0 = 0):

cov(t, t+ τ) = σ2(t) e−βτ =
σ2

2β

[
1− e−2β t

]
e−βτ . (2.40)

Åñëè ìû ðàññìîòðèì áîëüøîå t, íî êîíå÷íîå τ , òî àâòîêîâàðèàöèÿ
(2.40) áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê âûðàæåíèþ, çàâèñÿùåìó òîëüêî îò ðàçíîñòè
âðåì¼í τ = t2 − t1:

cov(t, t+ τ) → σ2

2β
e−β τ . (2.41)

Ñòàöèîíàðíûì ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì íàçûâàåòñÿ ïðîöåññ, ñâîéñòâà
êîòîðîãî íå çàâèñÿò îò âûáîðà íà÷àëà îòñ÷¼òà âðåìåíè. Ñòàöèîíàðíîñòü
â øèðîêîì ñìûñëå îçíà÷àåò, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå è âîëàòèëüíîñòü íå çà-
âèñÿò îò âðåìåíè x̄(t) = const, σ(t) = const, à êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ
ÿâëÿåòñÿ òîëüêî ôóíêöèåé ðàçíîñòè âðåì¼í cov(t1, t2) = cov(t2 − t1). Ïî
ýòîìó îïðåäåëåíèþ âèíåðîâñêîå è ëîãàðèôìè÷åñêîå áëóæäàíèÿ íå ÿâëÿ-
þòñÿ ñòàöèîíàðíûìè â øèðîêîì ñìûñëå. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ âèíåðîâñêîãî
ïðîöåññà âîëàòèëüíîñòü óâåëè÷èâàåòñÿ ñî âðåìåíåì, à àâòîêîððåëÿöèîí-
íàÿ ôóíêöèÿ çàâèñèò òîëüêî îò ïåðâîãî âðåìåíè t1. Â òî æå âðåìÿ, ýòè
ïðîöåññû ÿâëÿþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè â óçêîì ñìûñëå. Èõ ñðåäíåå è âîëà-
òèëüíîñòü çàâèñÿò îò t − t0 è íå èçìåíÿþòñÿ ïðè ñäâèãå âðåìåíè. Ïðî-
öåññ Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà ñòàíîâèòñÿ ñòàöèîíàðíûì â øèðîêîì ñìûñëå â
àñèìïòîòè÷åñêîì ïðåäåëå t→∞. Ïðè çàäàíèè ïðîèçâîëüíîãî x0, ñèëüíî
îòëè÷àþùåãîñÿ îò α, ïðîöåññ áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê α (áîëüøîé ñíîñ). Ïðè
ïîïàäàíèè â îêðåñòíîñòè ýòîãî ðàâíîâåñíîãî óðîâíÿ íà÷èíàåòñÿ áëóæäà-
íèå, ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà êîòîðîãî íå çàâèñÿò îò òîãî, êàêîå çíà÷åíèå
x0 áûëî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Ïðîèñõîäèò �çàáûâàíèå� íà÷àëü-
íûõ óñëîâèé.

Åñëè êîýôôèöèåíòû ñíîñà è âîëàòèëüíîñòè â ñòîõàñòè÷åñêîì äèôôå-
ðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè Èòî íå çàâèñÿò îò âðåìåíè, òî åãî ðåøåíèå íå
äîëæíî çàâèñåòü îò âûáîðà íà÷àëà îòñ÷¼òà x = f(x0, t − t0, ε). Îíî ÿâ-
ëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì â óçêîì ñìûñëå. Íî òîëüêî â äîñòàòî÷íî ïðîñòûõ
ñèòóàöèÿõ ñðåäíåå è âîëàòèëüíîñòü ïîñòîÿííû è, ñëåäîâàòåëüíî, ñòàöèî-
íàðíû â øèðîêîì ñìûñëå.
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• Ïðåäñòàâèì ñëó÷àéíóþ ôóíêöèþ x(t) â ñëåäóþùåì âèäå:

x(t) = x̄(t) +
∑
k

ξk φk(t),

ãäå ξk � ñëó÷àéíûå íåñêîððåëèðîâàííûå âåëè÷èíû ñ íóëåâûì ñðåäíèì è
åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé. Â îáùåì ñëó÷àå îíè èìåþò íå ãàóññîâî ðàñïðå-
äåëåíèå. Ôóíêöèè φk(t) ÿâëÿþòñÿ îáû÷íûìè íåñëó÷àéíûìè ôóíêöèÿìè
âðåìåíè, à x̄(t) � ñðåäíåå çíà÷åíèå ñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà. Ïîäîáíîå
ïðåäñòàâëåíèå íàçûâàþò êàíîíè÷åñêèì ðàçëîæåíèåì.
Àâòîêîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ è âîëàòèëüíîñòü, â ñèëó íåçàâèñèìîñòè

〈ξiξj〉 = δij ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξi, âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ôóíêöèè φk(t):

cov(t1, t2) =
∑
k

φk(t1)φk(t2), σ2(t) =
∑
k

φ2
k(t).

Â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíûõ â øèðîêîì ñìûñëå ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ â êà-
÷åñòâå áàçèñà φk(t) óäîáíî âûáðàòü ãàðìîíèêè Ôóðüå. Ðàññìîòðèì ñèì-
ìåòðè÷íûé èíòåðâàë âðåìåíè [−T/2..T/2] è ââåä¼ì ÷àñòîòû ωk = 2πk/T .
Òîãäà ñòîõàñòè÷åñêèì àíàëîãîì äåòåðìèíèðîâàííîãî ôóðüå � ðàçëîæå-
íèÿ (ñòð. 314) áóäåò ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:

x(t) = x̄+
∞∑
k=0

{ξk ak cos(ωkt) + ηk bk sin(ωkt)} ,

ãäå ξk, ηk � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå ÷èñëà ñ íóëåâûì ñðåäíèì è åäèíè÷-
íîé âîëàòèëüíîñòüþ. Íàéä¼ì êîâàðèàöèþ:

cov(t1, t2) =
∞∑
k=0

{
a2
k cos(ωkt1) cos(ωkt2) + b2

k sin(ωkt1) sin(ωkt2)
}
.

Äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà êîâàðèàöèÿ çàâèñèò òîëüêî îò ðàçíîñòè âðå-
ì¼í τ = t2 − t1. Ýòî ïðîèçîéä¼ò, åñëè a2

k = b2
k:

cov(t1, t2) = cov(τ) =
∞∑
k=0

a2
k cos(ωkτ),

èëè â ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè êîñèíóñîâ:

a2
k =

2

T

T/2∫
−T/2

cov(τ) cos(ωkτ) dτ.

Êîýôôèöèåíòû a2
k ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòàìè àìïëèòóä è õàðàêòåðèçóþò âêëàä

òîé èëè èíîé ãàðìîíèêè ñ ÷àñòîòîé ωk â ñëó÷àéíûé ïðîöåññ. ×åì îíè
áîëüøå, òåì òèïè÷íåå ñëó÷àéíûå êîëåáàíèÿ ñ ýòîé ÷àñòîòîé.
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Ââåä¼ì ñïåêòðàëüíóþ ôóíêöèþ S(ω) = a2
k/∆ω = a2

k T/2π è óñòðåìèì
T ê áåñêîíå÷íîñòè. Òàê êàê êîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ, â ñèëó îïðåäåëå-
íèÿ, ñèììåòðè÷íà: cov(t1, t2) = cov(t2, t1), òî ñòàöèîíàðíàÿ êîâàðèàöèÿ
áóäåò ÷¼òíîé: cov(−τ) = cov(τ). Ïîýòîìó:

S(ω) =
1

π

∞∫
−∞

cov(τ) cos(ωτ) dτ =
1

π

∞∫
−∞

cov(τ) eiωτ dτ.

Â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñîâåðøàåò íåêîòîðûå íåðå-
ãóëÿðíûå êîëåáàíèÿ âîêðóã ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ. Èíîãäà ýòè êîëåáàíèÿ
îáëàäàþò ñâîéñòâîì êâàçèïåðèîäè÷íîñòè, êîãäà íàáëþäàåòñÿ íåêîòîðàÿ
èçìåíÿþùàÿñÿ, íî âñ¼ æå â ñðåäíåì ñòàáèëüíàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé. Èí-
ñòðóìåíòîì èçó÷åíèÿ ïîäîáíûõ ÿâëåíèé ñëóæèò ñïåêòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ,
ÿâëÿþùàÿñÿ ôóðüå � îáðàçîì ñòàöèîíàðíîé êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèè
cov(τ) = cov(t2 − t1).
Äëÿ ïðîöåññà Îðíøòåéíà - Óëåíáåêà:

S(ω) =
σ2

2βπ

∞∫
−∞

eiωτ−β |τ | dτ =
σ2/π

ω2 + β2
.

Ýòî ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ ñ ìàêñèìóìîì ïðè ω = 0. ×åì ïà-
ðàìåòð β ìåíüøå, òåì áîëåå òèïè÷íûìè áóäóò ìàëåíüêèå ÷àñòîòû êî-
ëåáàíèÿ (áîëüøèå ïåðèîäû). Â ýòîì ñëó÷àå ïðèòÿæåíèå ê ðàâíîâåñíîìó
óðîâíþ ñëàáîå, ïîýòîìó âîçìîæíû áëóæäàíèÿ, óõîäÿùèå äàëåêî è íà-
äîëãî ââåðõ èëè âíèç îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.

• Äî ñèõ ïîð ìû ïðåäïîëàãàëè, ÷òî íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ ñëó÷àéíî-
ãî ïðîöåññà çàôèêñèðîâàíî àáñîëþòíî òî÷íî. Èíîãäà óäîáíî ðàññìàòðè-
âàòü íåêîòîðûé íàáîð íà÷àëüíûõ óñëîâèé, çàäàâàåìûé ïëîòíîñòüþ âå-
ðîÿòíîñòè P (x0). Â ýòîì ñëó÷àå âåëè÷èíà x0 â íàøèõ ðåøåíèÿõ áóäåò
íå êîíñòàíòîé, à ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé. Îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îíà
íå çàâèñèò îò ñâîéñòâ áëóæäàíèÿ â ïîñëåäóþùèå ìîìåíòû âðåìåíè è
〈x0ε〉 = 〈x0〉 〈ε〉 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, äèñïåðñèÿ âèíåðîâñêîãî áëóæäà-
íèÿ:〈

(x(t)− x̄)2
〉

=
〈
(x0 − x̄0 + σ

√
t− t0 ε)2

〉
=
〈
(x0 − x̄0)

2
〉

+ σ2 (t− t0)

ðàâíà ñóììå íåîïðåäåë¼ííîñòè íà÷àëüíûõ óñëîâèé è íåîïðåäåë¼ííîñòè
ïðîöåññà áëóæäàíèÿ σ2

x = σ2
x0

+ σ2 (t − t0). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîä-
ïðàâëÿþòñÿ è âûðàæåíèÿ äëÿ àâòîêîâàðèàöèè.
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2.8 Ïîðîæäàþùèé ïðîöåññ Âèíåðà

Ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñîäåðæèò â êà÷åñòâå øó-
ìà δW èçìåíåíèÿ âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà Wt. Â ðåçóëüòàòå:

êàæäàÿ âûáîðî÷íàÿ òðàåêòîðèÿ âèíåðîâñêîãî áëóæäàíèÿ Wt

ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò âûáîðî÷íóþ òðàåêòîðèþ ïðîèçâîëüíîãî
ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ øóìîì δW .

Äàæå â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ìû íå ìîæåì â ÿâíîì âèäå çàïèñàòü ðåøå-
íèå óðàâíåíèÿ â âèäå ïðîñòîé ôóíêöèè xt = f(t,Wt), ïðåäïîëàãàåòñÿ å¼
ñóùåñòâîâàíèå. Åñëè ó íàñ åñòü íåñêîëüêî ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, óðàâíå-
íèÿ êîòîðûõ ñîäåðæàò îäèí è òîò æå ñòîõàñòè÷åñêèé øóì δW , òî îíè
äîëæíû áûòü ìåæäó ñîáîé ñêîððåëèðîâàíû. Ðàññìîòðèì ïðèìåð:{

dx = f(t) δW
dy = g(t) δW.

(2.42)

Ðåøåíèå êàæäîãî óðàâíåíèÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíî ïðè ïîìîùè ãàóññîâîé
âåëè÷èíû ( (2.18) ñòð. 56). Îäíàêî, íåñìîòðÿ íà îäèíàêîâóþ âèíåðîâñêóþ
ïåðåìåííóþ δW , â ðåøåíèÿõ äîëæíû ñòîÿòü ðàçëè÷íûå ñëó÷àéíûå âåëè-
÷èíû ε è η:

x = x0 +
∑

fi−1 εi
√

∆t = x0 + F (t) ε

y = y0 +
∑

gj−1 εj
√

∆t = y0 +G(t) η,

ãäå äèñïåðñèè ðàâíû:

F 2(t) =

t∫
t0

f 2(τ) dτ, G2(t) =

t∫
t0

g2(τ) dτ

Íà êàæäîé èòåðàöèè, â îáîèõ ñóììàõ ñòîÿò îäèíàêîâûå ñëó÷àéíûå ÷èñëà
εk. Îäíàêî òàê êàê îíè óìíîæàþòñÿ íà ðàçëè÷íûå êîýôôèöèåíòû fi è
gi, ðåçóëüòèðóþùèå ãàóññîâû ÷èñëà áóäóò ñêîððåëèðîâàíû:

F (t)G(t) 〈εη〉 =
∑
i,j=1

fi−1gj−1 〈εiεj〉∆t =
∑
i=1

fi−1gi−1∆t =

t∫
t0

f(τ)g(τ) dτ,

òàê êàê 〈εiεj〉 îòëè÷íî îò íóëÿ òîëüêî ïðè i = j. Òàêèì îáðàçîì:

〈εη〉 = ρ(t) =
1

F (t)G(t)

t∫
t0

f(τ)g(τ) dτ 6= 1. (2.43)

Çàìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå 〈εη〉 çàâèñèò îò âðåìåíè.
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• Ðàññìîòðèì êîíêðåòíîå ïðèìåíåíèå ýòèõ ôîðìóë íà ïðèìåðå ïðî-
öåññà Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà:

dx = −β · (x− α) dt+ σ δW.

Ïåðåéä¼ì ïðè ïîìîùè ëåììû Èòî ê ïðîöåññó y(t) = F (t, x) = eβt (x−α):

dy = σeβt δW => y(t) = y0 +
σ√
2β

√
e2βt − 1 η,

ãäå η ∼ N(0, 1), à y0 = x0−α. Ïîýòîìó ðåøåíèå äëÿ x èìååò âèä (β > 0):

x(t) = α + (x0 − α)e−βt +
σ√
2β

√
1− e−2βt η,

Åñëè ìû èíòåðåñóåìñÿ ñâîéñòâàìè ýòîãî ïðîöåññà êàê òàêîâîãî, äàííîãî
ðåøåíèÿ âïîëíå äîñòàòî÷íî. Îäíàêî, åñëè ìû õîòèì ïðîÿñíèòü åãî ñâÿçü
ñ ïîðîæäàþùèì âèíåðîâñêèì ïðîöåññîì Wt, íåîáõîäèìî çàïèñàòü:

Wt = ε
√
t,

〈
ε η
〉

= ρ =

√
2

βt

1− e−βt
1 + e−βt

,

ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü (2.43) ñ f(t) = 1 è g(t) = σ eβt. Òàê êàê ε è η �
ñêîððåëèðîâàííûå ãàóññîâû ÷èñëà, äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìîìåíòîâ ïðîèçâîëü-
íûõ ïîðÿäêîâ óäîáíî ïåðåéòè ê ïàðå íåçàâèñèìûõ ãàóññîâûõ âåëè÷èí:

ε = ε1, η = ρ ε1 +
√

1− ρ2 ε2.

Â ðåçóëüòàòå:〈
ε2
〉

=
〈
η2
〉

= 1,
〈
εη
〉

= ρ,
〈
ε2η2

〉
= 1 + 2ρ2,

è ò.ä. Òåïåðü ìû ìîæåì âû÷èñëèòü ëþáûå ñòàòèñòèêè, â êîòîðûõ ó÷àñò-
âóþò è ïðîöåññ Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà x, è ïîðîæäàþùèé åãî âèíåðîâñêèé
ïðîöåññ x: 〈

Wt xt
〉

=
σ
√
t√

2β

√
1− e−2βt

〈
εη
〉

=
σ

β

(
1− e−β t

)
.

Åñëè íàñ èíòåðåñóþò ïðåäñêàçàòåëüíûå âîçìîæíîñòè ïîðîæäàþùåãî ïðî-
öåññà, íåîáõîäèìî çàïèñàòü ðåøåíèå ñî ñäâèãîì:

xt+τ = α + (xt − α)e−βτ +
σ√
2β

√
1− e−2βτ η′,

è âû÷èñëèòü: 〈
Wt xt+τ

〉
=
〈
Wt xt

〉
e−βτ =

σ

β
(1− e−βτ),

òàê êàê η′ íà èíòåðâàëå [t...t+ τ ] íå çàâèñèò îò âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà â
ìîìåíò t.



74 Ãëàâà 2.

• Ðàññìîòðèì åù¼ îäíó çàäà÷ó äëÿ äâóõ ïðîöåññîâ ñ îäèíàêîâûì øó-
ìîì δW : {

dx = δW
dy = f(x, t) δW.

Åñëè x0 = x(0) = 0, òî x(t) = Wt � ýòî âèíåðîâñêèé ïðîöåññ, ïðåäîñòàâ-
ëÿþùèé óðàâíåíèþ äëÿ y íå òîëüêî èçìåíåíèÿ δW , íî è íàêîïëåííîå
çíà÷åíèå Wt, îò êîòîðîãî çàâèñèò àìïëèòóäà øóìà.
Áóäåì, êàê îáû÷íî, èñïîëüçîâàòü èòåðàöèîííûé ìåòîä:

xi = x0 +
i∑

j=1

εj
√

∆t

yn = y0 +
n−1∑
i=0

f(xi, ti) εi+1

√
∆t.

Â ðåøåíèè äëÿ yn âåëè÷èíû xi ñîäåðæàò ñóììó ãàóññîâûõ ïåðåìåííûõ ïî
εi âêëþ÷èòåëüíî. Îíè íå çàâèñÿò îò εi+1, ïîýòîìó 〈yn〉 = y0. Àíàëîãè÷íî
âû÷èñëÿåòñÿ äèñïåðñèÿ âòîðîãî ïðîöåññà:

〈
(yn − y0)

2
〉

=
n−1∑
i,j=0

〈f(xi, ti)f(xj, tj) εi+1εj+1〉 ∆t.

Ýòó ñóììó íåîáõîäèìî ðàçáèòü íà òðè ÷àñòè, êîãäà èíäåêñ i ìåíüøå j,
áîëüøå, è ðàâåí: ∑

i,j

=
∑
i<j

+
∑
i>j

+
∑
i=j

.

Ïåðâàÿ è âòîðàÿ ñóììû ðàâíû íóëþ, òàê êàê îíè ñîäåðæàò ÷ëåíû òèïà
〈f(x1, t1)f(x2, t2)ε2ε3〉. Âåëè÷èíà ε3 íå çàâèñèò îò âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àé-
íûõ ÷èñåë, ñðåäíåå ðàçáèâàåòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå ñðåäíèõ è îêàçûâàåòñÿ
ðàâíûì íóëþ 〈ε3〉 = 0. Â ðåçóëüòàòå íåíóëåâîå çíà÷åíèå èìååò ïîñëåäíÿÿ
ñóììà ñî ñëàãàåìûìè òèïà

〈
f 2(x1, t1)ε

2
2

〉
=
〈
f 2(x1, t1)

〉 〈
ε2

2

〉
. Ïîýòîìó äëÿ

äèñïåðñèè èìååì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

σ2(t) =
〈
(y(t)− y0)

2
〉

=

t∫
t0

〈
f 2(x0 + ε

√
τ , τ)

〉
dτ, (2.44)

ãäå â ÿâíîì âèäå ïîäñòàâëåíî ðåøåíèå äëÿ x. Òàêèì îáðàçîì, óñðåäíÿÿ
ñ ãàóññîâîé ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ è âû-
÷èñëÿÿ èíòåãðàë îò îáû÷íîé ôóíêöèè âðåìåíè, ìû ïîëó÷àåì çíà÷åíèå
äèñïåðñèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà. Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî ñíà÷àëà ïðîèñõîäèò
óñðåäíåíèå, è òîëüêî ïîñëå ýòîãî ïðîâîäèòñÿ èíòåãðèðîâàíèå.
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• Ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ îäèíàêîâûì øóìîì ïîçâîëÿò ïðîÿñíèòü åù¼
îäíó âàæíóþ îñîáåííîñòü ñòîõàñòè÷åñêîé ìàòåìàòèêè. Ðàññìîòðèì ñëå-
äóþùèé ïðèìåð ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x0 = x(0) è y0 = y(0):{

dx = δW
dy = x δW.

(2.45)

Ìîæåò ïîÿâèòüñÿ èñêóøåíèå ðàçäåëèòü îäíî óðàâíåíèå íà âòîðîå è ïðî-
èíòåãðèðîâàòü îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå:

dy = x dx ; y − y0 =
x2 − x2

0

2
. (2.46)

Åñëè òàê ìîæíî, òî ðåøåíèå äîëæíî îñòàâàòüñÿ íà äåòåðìèíèðîâàí-
íîé êðèâîé y = y(x). Îäíàêî íà ñàìîì äåëå ýòî íåâåðíî! Äåëî â òîì,
÷òî, õîòÿ ñòîõàñòè÷åñêèé ÷ëåí δW ñîêðàòèëñÿ, äèôôåðåíöèàëû dx, dy
ïî-ïðåæíåìó ÿâëÿþòñÿ èçìåíåíèåì ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ
íåïðèìåíèìû îáû÷íûå ïðàâèëà èíòåãðèðîâàíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, x dx 6=
d(x2)/2 (l C22). Äëÿ ïîäîáíûõ îïåðàöèé ñëóæèò ëåììà Èòî.
Ðåøåíèå ñèñòåìû (2.45) íà ñàìîì äåëå èìååò âèä:{

x = x0 +W

y = y0 + x0W + 1
2 (W 2 − t).

Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìàòðèâàÿ y = F (t,W ), êàê ôóíêöèþ âðåìåíè è W ,
ìû ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé Èòî. Ïðè ýòîì dW = δW , ïîýòîìó
ñíîñ ðàâåí íóëþ a = 0, à âîëàòèëüíîñòü � åäèíèöå b = 1:

dy =

(
∂y

∂t
+

1

2

∂2y

∂W 2

)
dt+

∂y

∂W
δW = (x0 +W ) δW = x δW,

÷òî ñîâïàäàåò ñî âòîðûì óðàâíåíèåì ñèñòåìû (2.45). Â êà÷åñòâå óïðàæ-
íåíèÿ (l H17) ïðåäëàãàåòñÿ ðåøèòü (2.45) ïðè ïîìîùè èòåðàöèé è ïðî-
âåðèòü (l H18) âûïîëíèìîñòü (2.44).
Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìî ïîìíèòü, ÷òî äèôôåðåíöèàëû òèïà dx íå

ÿâëÿþòñÿ îáû÷íûìè �ìàëûìè� ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè x(t). Ýòî ñëó÷àé-
íûå âåëè÷èíû. Íåëüçÿ ïîä äèôôåðåíöèàë �êàê îáû÷íî� �çàòàñêèâàòü�
ôóíêöèè: 2xdx 6= d(x2). Ñëåäóåò òàêæå ïîìíèòü, ÷òî

äèôôåðåíöèàëüíûå ñòîõàñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ � ýòî ëèøü ñèì-
âîëè÷åñêàÿ çàïèñü íåïðåðûâíîãî ïðåäåëà èòåðàöèîííîé ñõåìû.

Íè êîãäà íå áóäåò ëèøíèì ïðîâåðèòü ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ïðè ïîìî-
ùè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íà êîìïüþòåðå. Òî, ÷òî ïðè ýòîì ñëîæíî
ñäåëàòü ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ∆t→ 0, íå äîëæíî îñòàíàâëèâàòü. Â êîíå÷-
íîì ñ÷¼òå, áîëüøèíñòâî ðåàëüíûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ â Ïðèðîäå íà
îïðåäåë¼ííîì âðåìåííîì ìàñøòàáå ÿâëÿþòñÿ äèñêðåòíûìè!
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Ãëàâà 3

Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ñëó÷àéíîé ôóíêöèè x(t) � ýòî ëèøü
îäèí èç âîçìîæíûõ ÿçûêîâ îïèñàíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîöåññà. Â ñèòóà-
öèè, êîãäà ñèñòåìà ýâîëþöèîíèðóåò ñî âðåìåíåì, ñðåäíèå çíà÷åíèÿ òàê-
æå èçìåíÿþòñÿ è ïîä÷èíÿþòñÿ îïðåäåë¼ííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâ-
íåíèÿì. Ôàêòè÷åñêè, èõ ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ïðÿìûì ñïîñîáîì
ïîëó÷åíèÿ ïðàêòè÷åñêè ïîëåçíûõ ðåçóëüòàòîâ.
Ìû íà÷í¼ì ýòó ãëàâó ñ âûâîäà äèíàìè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ñðåä-

íèõ. Ñ åãî ïîìîùüþ áóäåò ïîëó÷åíî ïðîñòîå âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè
âåðîÿòíîñòè â ñèòóàöèè, êîãäà ñèñòåìà èìååò ñòàöèîíàðíûé ðåæèì. Çà-
òåì ìû ïîäðîáíî ïðîàíàëèçèðóåì äâå ñòîõàñòè÷åñêèå çàäà÷è: óðàâíåíèå
Ôåëëåðà è ëîãèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå. Â çàêëþ÷åíèå áóäóò ðàññìîòðåíû
ìåòîä ðàçëîæåíèÿ ñðåäíèõ âåëè÷èí â ñòåïåííîé ðÿä ïî âðåìåíè è êâàçè-
äåòåðìèíèðîâàííîå ïðèáëèæåíèå.

77
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3.1 Äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ ñðåäíèõ

• Äëÿ ïîëó÷åíèÿ èíôîðìàöèè î ñëó÷àéíîì ïðîöåññå x(t) ìîæíî ñíà-
÷àëà ðåøèòü óðàâíåíèå Èòî, à çàòåì âû÷èñëèòü íàáëþäàåìûå õàðàêòåðè-
ñòèêè ïðîöåññà, êîòîðûå, â êîíå÷íîì ñ÷¼òå, ÿâëÿþòñÿ ñðåäíèìè ìåæäó
ðàçëè÷íûìè âåëè÷èíàìè. Áûëî áû çäîðîâî ñðàçó èìåòü óðàâíåíèÿ äëÿ
íàáëþäàåìûõ, èñêëþ÷àÿ ïåðâûé ýòàï.

Ðàññìîòðèì èòåðàöèîííóþ ñõåìó â ìîìåíòû âðåìåíè t è t+ dt:

x(t+ dt) = x+ a(x, t) dt+ b(x, t) ε
√
dt. (3.1)

Çíà÷åíèå ïðîöåññà x = x(t) è ãàóññîâà âåëè÷èíà ε ÿâëÿþòñÿ äâóìÿ íåçà-
âèñèìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè. Â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèÿ (3.1) âîç-
íèêàåò íîâîå ñëó÷àéíîå ÷èñëî x(t+dt). ×òîáû íàéòè åãî ñðåäíåå çíà÷åíèå
íåîáõîäèìî ïðîèíòåãðèðîâàòü ëåâóþ ÷àñòü (3.1) ñ ìàðêîâñêîé ïëîòíî-
ñòüþ P (x0, t0 ⇒ x+ dt, t+ dt). Ýêâèâàëåíòíûé ðåçóëüòàò ïîëó÷èòñÿ ïðè
óñðåäíåíèè ïðàâîé ÷àñòè ñ P (x0, t0 ⇒ x, t)P (ε), ãäå P (ε) � ãàóññîâà ïëîò-
íîñòü âåðîÿòíîñòè. Òàê êàê x è ε íåçàâèñèìû è

〈
ε
〉

= 0, òî óñðåäíåíèå
ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî â (3.1) äà¼ò íîëü, ïîýòîìó:〈

x(t+ dt)
〉

=
〈
x(t)

〉
+
〈
a(x(t), t)

〉
dt.

Ïåðåíîñÿ
〈
x(t)

〉
âëåâî è ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè íà dt, ìû ïðèõîäèì ê äèíà-

ìè÷åñêîìó óðàâíåíèþ äëÿ ñðåäíåãî:

d
〈
x
〉

dt
= ˙〈x〉 =

〈
a(x, t)

〉
. (3.2)

Åñëè a(x, t) = α(t) + β(t)x, òî (3.2) èìååò òó æå ôîðìó, ÷òî è äåòåðìè-
íèðîâàííîå óðàâíåíèå:

˙〈x〉 = α(t) + β(t)
〈
x
〉
.

Ïîýòîìó ïðè ëþáîé âîëàòèëüíîñòè b(x, t) ñðåäíåå çíà÷åíèå ïðîöåññà ñ ëè-
íåéíûì ïî x ñíîñîì ñîâïàäàåò ñ äåòåðìèíèðîâàííûì ðåøåíèåì. Îäíàêî
â íåëèíåéíîì ñëó÷àå ýòî íå òàê!

Àáñîëþòíî àíàëîãè÷íî, óñðåäíÿÿ ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ F = F (x, t),
èçìåíåíèå êîòîðîé ïîä÷èíÿåòñÿ ëåììå Èòî (2.15), ñòð. 55, ïîëó÷àåì:

d 〈F (x, t)〉
dt

=

〈
∂F

∂t
+ a(x, t)

∂F

∂x
+
b2(x, t)

2

∂2F

∂x2

〉
. (3.3)

Âûáèðàÿ òå èëè èíûå ôóíêöèè F (x, t), ìîæíî ïîëó÷èòü ìíîæåñòâî ïî-
ëåçíûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ ñðåäíèõ âåëè÷èí.
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• Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ïðîöåññ Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà:

dx = −β · (x− α) dt+ σ δW,

ðåøåíèå êîòîðîãî â ïðåäûäóùåé ãëàâå ìû âûðàçèëè ÷åðåç ãàóññîâó ïå-
ðåìåííóþ. Â äàííîì ñëó÷àå ñíîñ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïî x, è ñðàçó ïîëó-
÷àåòñÿ çàâèñèìîñòü ñðåäíåãî îò âðåìåíè:

˙〈x〉 = −β
(
〈x〉 − α

)
=> 〈x〉 = α +

(
x0 − α

)
e−βt.

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ïðè t0 = 0 âûáðàíî çíà÷åíèå ñðåäíåãî,
ðàâíîå x0. Âîîáùå, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x = x0, òî ñðåä-
íèå ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíè ïðè t0 = 0 ðàâíû 〈xn〉 = xn0 . Äåéñòâèòåëüíî,
ñðåäíèå äåòåðìèíèðîâàííûõ âåëè÷èí ðàâíû èì ñàìèì, à íà÷àëüíàÿ ïëîò-
íîñòü âåðîÿòíîñòè ðàâíà äåëüòà - ôóíêöèè: P (x0, t0 ⇒ x, t0) = δ(x− x0).
Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïðîèçâîëüíîå íà÷àëüíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé, çàäàâàÿ

〈
xn
〉
â ìîìåíò t0 = 0.

Âûáèðàÿ òåïåðü F = x2, ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ êâàäðàòà:

˙〈x2
〉

= −2β
〈
x2
〉

+ 2αβ
〈
x
〉

+ σ2.

Ôóíêöèÿ
〈
x
〉
íàì èçâåñòíà, è óðàâíåíèå íåñëîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü:〈
x2
〉

=
[
α +

(
x0 − α

)
e−βt

]2
+ γ2

(
1− e−2βt

)
,

ãäå γ = σ/
√

2β. Îòêóäà âîëàòèëüíîñòü ïðîöåññà ðàâíà:

σx(t) = γ
√

1− e−2βt.

Åñëè â çàäà÷å âîçìîæåí ñòàöèîíàðíûé ðåæèì, òî óðàâíåíèÿ äëÿ ñðåä-
íèõ ÷àñòî ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü àñèìïòîòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ âåëè÷èí. Äëÿ
ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè ðàâíîé íóëþ. Òàê,
äëÿ ïðîöåññà Îðíøòåéíà - Óëåíáåêà, âûáèðàÿ F = xn, èìååì:

˙〈xn〉 = 0 =>
〈
xn
〉

= α
〈
xn−1

〉
+ (n− 1)γ2

〈
xn−2

〉
.

Òàê êàê ñðåäíåå åäèíèöû ðàâíî åäèíèöå:
〈
x0
〉

=
〈
1
〉

= 1, èç ýòîãî óðàâ-
íåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèì:〈
x
〉

= α,
〈
x2
〉

= α2 +γ2,
〈
x3
〉

= α3 +3αγ2,
〈
x4
〉

= α4 +6α2γ2 +3γ4.

Åñòåñòâåííî, ýòîò æå ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü è èç àñèìïòîòè÷åñêîãî
ðåøåíèÿ, âûðàæåííîãî ÷åðåç ãàóññîâó ïåðåìåííóþ (ñòð. 60):

x = α + γ ε.

Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî âîçâåñòè x â ñîîòâåòñòâóþùóþ ñòåïåíü è óñðåä-
íèòü, ñ ó÷¼òîì

〈
ε2n+1

〉
= 0,

〈
ε2n
〉

= 1 · 3 · 5 · .. · (2n− 1).
Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ íàéòè ñðåäíåå äëÿ óðàâíåíèÿ:

dx = (α + βx) dt+ (σ + γx) δW (l H19).
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• Èç ñîîòíîøåíèÿ (3.3) íåñëîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå, êîòîðîìó óäî-
âëåòâîðÿåò ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè P (x) â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå. Âûáå-
ðåì ôóíêöèþ F (x), íå çàâèñÿùóþ îò âðåìåíè, è ïîëîæèì ïðîèçâîäíóþ〈
F (x)

〉
ðàâíîé íóëþ. Çàïèøåì óñðåäíåíèå â ÿâíîì âèäå:

∞∫
−∞

P (x)

[
a(x)

∂F

∂x
+
b2(x)

2

∂2F

∂x2

]
dx = 0.

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì ïåðâîå ñëàãàåìîå îäèí ðàç, à âòîðîå � äâà, è ñ÷è-
òàÿ, ÷òî P (x) äîñòàòî÷íî áûñòðî óáûâàåò íà áåñêîíå÷íîñòè, ïîëó÷àåì:

∞∫
−∞

[
−∂(aP )

∂x
+

1

2

∂2(b2 P )

∂x2

]
F (x) dx = 0.

Òàê êàê ôóíêöèÿ F (x) ïðîèçâîëüíà, òî èíòåãðàë áóäåò ðàâåí íóëþ, òîëü-
êî åñëè ðàâíî íóëþ âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ. Â ðåçóëüòàòå ïî-
ëó÷àåòñÿ ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Ôîêêåðà - Ïëàíêà:

∂

∂x

[
a(x)P

]
=

1

2

∂2

∂x2

[
b2(x)P

]
êîòîðîå ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ:

a(x)P =
1

2

∂

∂x

[
b2(x)P

]
.

Äëÿ äèôôóçíûõ ïðîöåññîâ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè áûñòðî óáûâàåò íà
áåñêîíå÷íîñòè, òàê ÷òî ñóùåñòâóþò ñðåäíèå ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíè 〈xm〉.
Ïîýòîìó, óñòðåìèâ x→∞, ìû ïîëó÷èì ñëåâà è ñïðàâà íîëü, ÷òî ïîäòâåð-
æäàåò ïðàâèëüíîñòü âûáîðà íóëåâîé êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ. Òàêèì
îáðàçîì, ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Ôîêêåðà - Ïëàíêà îêàçûâàåòñÿ óðàâíå-
íèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè:

1

2

P ′(x)

P (x)
=
a(x)

b2(x)
− b′(x)

b(x)
, (3.4)

ãäå øòðèõ ó ôóíêöèé � ýòî ïðîèçâîäíàÿ ïî x. Åãî ðåøåíèå èìååò âèä:

P (x) =
C

b2(x)
exp

{
2

∫
a(x)

b2(x)
dx

}
. (3.5)

Êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ C íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè. Âûïîë-
íèìîñòü ýòîãî óñëîâèÿ ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèåì âîçìîæíîñòè ñòàöèîíàðíî-
ãî ðåøåíèÿ. Òàê, äëÿ ëîãàðèôìè÷åñêîãî áëóæäàíèÿ (ñòð. 58) ñî ñíîñîì
a(x) = µx è âîëàòèëüíîñòüþ b(x) = σ x èìååì P (x) ∼ x−2+2µ/σ2

. Íè ïðè
êàêîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðîâ ýòà ôóíêöèÿ íå ìîæåò áûòü îòíîðìèðîâàíà.
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• Â êà÷åñòâå ïðîñòîãî ïðèìåðà ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ôîê-
êåðà - Ïëàíêà ðàññìîòðèì ïðîöåññ Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà:

dx = −β · (x− α) dt+ σ δW.

Èíòåãðèðîâàíèå â (3.5) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè:

P (x) =
1

σ

√
β

π
exp

{
−(x− α)2

σ2/β

}
,

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì Ãàóññà. Â òåðìèíàõ ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí P (x) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

x = α +
σ√
2β

ε,

ãäå ε ∼ N(0, 1) � ãàóññîâà ïåðåìåííàÿ ñ íóëåâûì ñðåäíèì è åäèíè÷íîé
äèñïåðñèåé. Àíàëîãè÷íî, ïðåäëàãàåòñÿ íàéòè (l H20) àñèìïòîòè÷åñêóþ
ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè äëÿ ïðîöåññà dx = −β · (x− α) dt+ σ xν δW .

• Ðàññìîòðèì åù¼ îäíó çàäà÷ó:

dx = σ
√
α2 + x2 δW.

Òàê êàê ñíîñ ðàâåí íóëþ a = 0, òî ñðåäíåå çíà÷åíèå íå èçìåíÿåòñÿ ñî
âðåìåíåì

〈
x
〉

= x0. Äëÿ ñðåäíåãî êâàäðàòà èìååì:

˙〈x2
〉

= σ2 (α2 +
〈
x2
〉
) =>

〈
x2
〉

= (α2 + x2
0) e

σ2 t − α2.

Ïîýòîìó äèñïåðñèÿ ïðîöåññà

σ2
x(t) = (α2 + x2

0)
(
eσ

2 t − 1
)

â ïðåäåëå t → ∞ ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Òåì íå ìåíåå, â ýòîì ñëó-
÷àå ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Ôîêêåðà-Ïëàíêà ïðèâîäèò ê ðàñïðåäåëåíèþ
Êîøè:

P (x) =
α/π

x2 + α2
,

ê êîòîðîìó äåéñòâèòåëüíî ïðèáëèæàåòñÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ïðîöåñ-
ñà. Â ýòîì ñëó÷àå ñòàöèîíàðíîñòü íåñêîëüêî ïàòîëîãè÷íà. Â ÷àñòíîñòè,
íå ñóùåñòâóþò

〈
xn
〉
ïðè n > 1.
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3.2 Ïðîöåññ Ôåëëåðà

• Ðàññìîòðèì ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñëåäóþùåãî âèäà:

dx = −β · (x− α) dt+ σ
√
x δW. (3.6)

Ïðè α > 0, β > 0 ñíîñ ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà
[(2.27), ñòð. 60], íî âîëàòèëüíîñòü øóìà íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé. Áëàãî-
äàðÿ çàâèñèìîñòè îò x â ñòîõàñòè÷åñêîì ÷ëåíå ïðè ïðèáëèæåíèè x(t) ê
íóëþ âåëè÷èíà øóìà ïàäàåò, è äåòåðìèíèðîâàííûé ñíîñ âîçâðàùàåò ïðî-
öåññ ê ðàâíîâåñíîìó óðîâíþ. Òàêèì îáðàçîì, áëóæäàíèå (ïðè íåáîëüøèõ
σ) âñåãäà îñòà¼òñÿ â ïîëîæèòåëüíîé îáëàñòè x > 0. Ìîäåëü (3.6) àêòèâíî
èñïîëüçóåòñÿ â ðàçëè÷íûõ ôèíàíñîâûõ è ýêîíîìè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ.
Íàïðèìåð, x ìîæåò áûòü ïðîöåíòíîé ñòàâêîé èëè êóðñîì âàëþò.

Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè P (x0, t0 ⇒ x, t) èìååò äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêèé
âèä (ñòð. 270). Îäíàêî âûðàæåíèÿ äëÿ ñðåäíèõ çíà÷åíèé x íåñëîæíî
ïîëó÷èòü ïðè ïîìîùè äèíàìè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (3.2):

˙〈x〉 = −β 〈x〉+ αβ => 〈x〉 = α + (x0 − α)e−βt.

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ïðè t0 = 0 âûáðàíî çíà÷åíèå x0 = x(0).
Áëàãîäàðÿ ëèíåéíîñòè ñíîñà âûðàæåíèå äëÿ ñðåäíåãî ñîâïàäàåò ñ ïðî-
öåññîì Îðíøòåéíà - Óëåíáåêà.

Àíàëîãè÷íî äëÿ ñðåäíåãî êâàäðàòà ïðè F = x2 â (3.3) èìååì:

˙〈x2〉 = −2β
〈
x2
〉

+ (2αβ + σ2) 〈x〉 .

Òàê êàê ôóíêöèÿ âðåìåíè 〈x〉 íàì èçâåñòíà, ýòî óðàâíåíèå ëåãêî èíòåãðè-
ðóåòñÿ (l H21) è ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé äèñïåðñèè σ

2
x(t) =

〈
x2
〉
− 〈x〉2:

σ2
x(t) = αγ

[
1− e−βt

]2
+ 2x0 γ

[
1− e−βt

]
e−βt,

ãäå γ = σ2/2β. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî, åñëè x � ðàçìåðíàÿ âåëè÷èíà
(öåíà èëè êîîðäèíàòà), òî òó æå ðàçìåðíîñòü èìåþò ïàðàìåòðû α è γ.
Ïàðàìåòð β èìååò ðàçìåðíîñòü îáðàòíîãî âðåìåíè (βt � áåçðàçìåðíî).

Â îòëè÷èå îò ïðîöåññà Îðíøòåéíà - Óëåíáåêà, âåëè÷èíà äèñïåðñèè
çàâèñèò îò íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ x0, îäíàêî îíà òàêæå ñòðåìèòñÿ ê êîí-
ñòàíòå αγ = ασ2/2β ïðè t → ∞. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ýòà êîíñòàíòà
èìååò äîïîëíèòåëüíûé ìíîæèòåëü α.
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• Ïðè t → ∞ ïðîöåññ èìååò ñòàöèîíàðíûé ðåæèì, ïëîòíîñòü âåðîÿò-
íîñòè êîòîðîãî íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà-Ïëàíêà (ñòð. 80):

P (x) =
C

b2(x)
exp

{
2

∫
a(x)

b2(x)
dx

}
=

C

σ2 x
exp

{∫ (α
x
− 1
) dx

γ

}
.

Ïðîâåäÿ èíòåãðèðîâàíèå, ïîëó÷àåì ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå:

P (x) =
1

γΓ(µ)

(
x

γ

)µ−1

e−x/γ, (3.7)

ãäå µ = α/γ è âñåãäà x > 0. Â çíàìåíàòåëå íîðìèðîâî÷íîãî ìíîæèòåëÿ
ñòîèò ãàììà-ôóíêöèÿ Γ(µ) (ñì. ñòð. 313). Ðàñïðåäåëåíèå èìååò ñëåäóþ-
ùèé ãðàôèê è ñòàòèñòèêè:

P(x)

x
xmax x

〈x〉 = µγ, xmax = (µ− 1)γ

〈xn〉 = µ · (µ+ 1) · .. · (µ+ n− 1) γn.

Çàìåòèì, ÷òî P (0) = 0 òîëüêî ïðè µ > 1 èëè σ2 < 2αβ. Â êà÷åñòâå
óïðàæíåíèÿ (l H22) ïðåäëàãàåòñÿ âûâåñòè ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå
ïðè ïîìîùè óðàâíåíèÿ äëÿ ñðåäíèõ, âûáèðàÿ F (x) = xn.

• Íàéä¼ì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè:

φ(t, p) = 〈ep x〉 , 〈xn〉 =
dnφ(t, p)

dpn

∣∣∣
p=0
.

Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèåì äëÿ ñðåäíèõ ñ F = epx:

1

β

d

dt

〈
ep x
〉

= α p
〈
ep x
〉

+
(
γp2 − p

) 〈
xep x

〉
,

êîòîðîå íåñëîæíî ïðåîáðàçîâàòü â äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ
ôóíêöèè φ = φ(t, p):

1

β

∂φ

∂t
= αpφ+

(
γp2 − p

) ∂φ
∂p
.

Îíî ðåøàåòñÿ (l H23) ïðè ïîìîùè ìåòîäà õàðàêòåðèñòèê (ñòð. 316):

φ(t, p) =
[
1− γ p

(
1− e−βt

)]−α/γ
exp

{
x0p e

−βt

1− γp
(
1− e−βt

)} (3.8)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì φ(0, p) = ep x0. Åñëè ñäåëàòü àíàëèòè÷åñêîå ïðî-
äîëæåíèå â êîìïëåêñíóþ îáëàñòü p→ ıp, òî ïîëó÷èòñÿ õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêàÿ ôóíêöèÿ, ôóðüå-èíòåãðàë îò êîòîðîé äàñò P (x0, 0⇒ x, t).
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• Â ïðåäûäóùåé ãëàâå ìû âèäåëè, ÷òî òî÷íûå ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ
ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ñêàëÿðíóþ ãàóññîâó
ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ε. Ïîäîáíîãî ïðîñòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ïðîöåññà
Ôåëëåðà íå ñóùåñòâóåò. Îäíàêî åãî ìîæíî çàïèñàòü ïðè ïîìîùè äâóõ
ñêàëÿðíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ε è u:

x(t) = x0e
−β t +

√
2x0γ e−β t (1− e−β t) ε+ γ

(
1− e−β t

)
u,

ãäå γ = σ2/2β, à ε è u èìåþò ñëåäóþùóþ ñîâìåñòíóþ ïðîèçâîäÿùóþ
ôóíêöèþ äëÿ ñðåäíèõ:

〈
ek ε+ p u

〉
=

1

(1− p)α/γ
exp

{
k2/2

1− p

}
. (3.9)

Äåéñòâèòåëüíî, íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî:

〈ep x〉 =
〈
ep (f1+f2ε+f3u)

〉
=

1

(1− pf3)α/γ
exp

{
p2f 2

2/2

1− pf3
+ p f1

}
ñîâïàäàåò ñ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé (3.8), åñëè f 2

2 = 2f1 f3, à ôóíêöèè
f1(t), f3(t) èìåþò âèä:

f1(t) = x0e
−βt, f3(t) = γ

(
1− e−β t

)
.

Ïî îòäåëüíîñòè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ε èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ãàóññà, à u �
ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå. Â àñèìïòîòè÷åñêîì ðåæèìå t→∞, x(t)→ γ u íà
ñëó÷àéíûå ñâîéñòâà ïðîöåññà îêàçûâàåò âëèÿíèå òîëüêî âåëè÷èíà u.

• Âçÿòèå ïðîèçâîäíûõ îò ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè
〈
ek ε+ p u

〉
ïî k è p

äà¼ò ðàçëè÷íûå ñðåäíèå äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ε è u:〈
ε2
〉

= 1,
〈
ε4
〉

= 3, 〈u〉 = µ,
〈
u2
〉

= µ (1+µ),
〈
u3
〉

= µ(1+µ)(2+µ),

è èõ ñìåøàííûõ ïðîèçâåäåíèé:

〈εu〉 = 0,
〈
ε2u
〉

= 1 + µ,
〈
εu2
〉

= 0,
〈
ε2u2

〉
= 2 + 3µ+ µ2,

ãäå µ = α/γ.

Ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ ÷åðåç ñêàëÿðíûå âåëè÷èíû ëåãêî ïîçâîëÿåò
íàõîäèòü ðàçëè÷íûå ñðåäíèå. Òàê êàê x = f1 + f2 ε+ f3 u, òî, íàïðèìåð:〈
x2
〉

= f 2
1 + f 2

2

〈
ε2
〉

+ f 2
3

〈
u2
〉

+ 2f1f3

〈
u
〉

= f 2
1 + f 2

2 + µ(1 + µ) f 2
3 + 2µf1f3,

÷òî ïðèâîäèò ê èçâåñòíîìó óæå íàì âûðàæåíèþ äëÿ σ2
x(t).
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• Íàéä¼ì ñîâìåñòíóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ε è u.
Äëÿ ýòîãî ïðè ïîìîùè çàìåí p→ ıp, k → ık ïåðåéä¼ì îò ïðîèçâîäÿùåé
ôóíêöèè ê õàðàêòåðèñòè÷åñêîé è âûïîëíèì ôóðüå-èíòåãðèðîâàíèå:

P (ε, u) =

∞∫
−∞

e−ık ε−ıp u−k
2/2(1−ıp)

(1− ıp)µ
dp dk

(2π)2
.

Èíòåãðàë ïî k âû÷èñëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè ôîðìóëû (14), ñòð. 312:

P (ε, u) =
e−ε

2/2

√
2π

∞∫
−∞

e−ıp (u−ε2/2)

(1− ıp)µ
dp

2π
.

Èíòåãðàë ïî p ñîîòâåòñòâóåò õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ãàììà - ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ (ñòð. 27) c x = u− ε2/2 > 0. Ïîýòîìó ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü
âåðîÿòíîñòè èìååò âèä:

P (ε, u) =

(
u− ε2

2

)µ−3/2
e−u

Γ(µ− 1/2)
√

2π
, u >

ε2

2
. (3.10)

Åñëè u < ε2/2, òî P (ε, u) = 0. Ýòîò ôàêò âàæåí, òàê êàê îãðàíè÷èâàåò
îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ ε, íå ïîçâîëÿÿ ñëó÷àéíîìó ïðîöåññó x(t) ñòàòü
îòðèöàòåëüíûì (ïî êðàéíåé ìåðå, ïðè íåáîëüøèõ σ).

Íèæå ïðåäñòàâëåíà îáëàñòü íåíóëåâîãî çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíî-
ñòè íà ïëîñêîñòè (ε, u) (ñëåâà), è å¼ òð¼õìåðíàÿ ôîðìà (ñïðàâà):

Åñëè ðàñïðåäåëåíèå P (ε, u) ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî ε èëè ïî u, ïîëó÷àþòñÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ êàæäîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû:

P (ε) =
e−ε

2/2

√
2π

, P (u) =
uµ−1 e−u

Γ(µ)
,

ò.å. íîðìàëüíîå è ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ. Âïðî÷åì, ýòîò ôàêò ñëåäóåò èç
âèäà ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè (3.9).
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• ×òîáû íàéòè àâòîêîâàðèàöèîííóþ ôóíêöèþ, íåîáõîäèìî âîñïîëüçî-
âàòüñÿ ñâîéñòâîì ìàðêîâîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîöåññà. Ðåøåíèå âûðà-
æàåòñÿ ÷åðåç äâå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû x(t) = f(x0, t− t0, ε, u), ïîýòîìó:

xt = f(x0, t, ε1, u1), xt+τ = f(xt, τ, ε, u),

ãäå ε, u ñòàòèñòè÷åñêè íå çàâèñÿò îò ε1, u1, è, ñëåäîâàòåëüíî, îò xt. Ïî-
ýòîìó, óìíîæàÿ xt+τ íà xt è óñðåäíÿÿ, ïîëó÷àåì:

〈xt+τxt〉 =
〈
x2
t

〉
e−βτ + α (1− e−βτ) 〈xt〉 ,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî
〈
x

3/2
t ε
〉

=
〈
x

3/2
t

〉〈
ε
〉

= 0, òàê êàê 〈ε〉 = 0, è 〈u〉 = µ = α/γ.
Òàêèì îáðàçîì, àâòîêîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà:

cov(t, t+ τ) = 〈xt+τxt〉 − 〈xt+τ〉 〈xt〉 = σ2
x(t) e

−β τ .

Â àñèìïòîòè÷åñêîì ïðåäåëå áîëüøèõ âðåì¼í t → ∞ ïðîöåññ Ôåëëåðà,
êàê è ïðîöåññ Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà, ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì â øèðîêîì
ñìûñëå. Àâòîêîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ çàâèñèò òîëüêî îò ðàçíèöû âðå-
ì¼í τ è èìååò ñëåäóþùåå ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå (ñòð. 71)

cov(τ) =
ασ2

2β
e−β|τ |, S(ω) =

ασ2/π

ω2 + β2
.

Îò ïðîöåññà Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà ýòè âåëè÷èíû îòëè÷àåò ìíîæèòåëü α.

• Åñëè íàì èçâåñòíî ðåøåíèå îäíîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, òî
ôàêòè÷åñêè ìû çíàåì ðåøåíèå öåëîãî êëàññà óðàâíåíèé, êîòîðûå ïîëó-
÷àþòñÿ èç èñõîäíîãî ïðè ïîìîùè çàìåíû ïåðåìåííîé ïî ëåììå Èòî.

Íàïðèìåð, âñåãäà ìîæíî ïîäõîäÿùåé çàìåíîé âûáðàòü ïðîèçâîëüíóþ
ôóíêöèîíàëüíóþ ôîðìó ó âîëàòèëüíîñòè. Ïðè ýòîì, åñòåñòâåííî, èçìå-
íèòñÿ è ñíîñ. Â óðàâíåíèè Ôåëëåðà âîëàòèëüíîñòü ïðîïîðöèîíàëüíà

√
x.

Åñëè ñäåëàòü çàìåíó x → 2
√
x, ìû ïðèä¼ì ê óðàâíåíèþ ðåëååâñêîãî

òèïà:

dx =

(
ν

x
− β

2
x

)
dt+ σ δW,

ãäå ν = 2αβ−σ2/2. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àþòñÿ äðóãèå óðàâíåíèÿ, ðåøåíèå
êîòîðûõ ñâîäèòñÿ ê ïðîöåññó Ôåëëåðà.
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• Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå áëóæäàíèå ñ ïîñòîÿííûì ñíîñîì è âîëàòèëü-
íîñòüþ, èìåþùåé çàâèñèìîñòü â âèäå êîðíÿ îò x:

dx = a dt+ σ
√
x δW. (3.11)

Ñîâåðøèâ â óðàâíåíèè Ôåëëåðà ïðåäåëüíûé ïåðåõîä β → 0, òàê, ÷òî
αβ → a = const, ïîëó÷àåì ðåøåíèå (3.11) â ñëåäóþùåì âèäå:

x(t) = x0 + σ
√
x0 t ε+

σ2t

2
u, (3.12)

ãäå îò ñíîñà a çàâèñèò ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ε è u, à íå ñàìî ðå-
øåíèå: 〈

ek ε+ p u
〉

=
1

(1− p)2a/σ2 exp

{
k2/2

1− p

}
.

Ïàðàìåòð µ â ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè è ñîâìåñòíîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíî-
ñòè ðàâåí 2a/σ2.

Ñðåäíåå çíà÷åíèå è äèñïåðñèÿ ïðîöåññà ýâîëþöèîíèðóþò ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

x̄(t) = x0 + a t, σ2
x(t) = σ2

(
x0 t+

a t2

2

)
.

Êàê è â ñëó÷àå ñ ïðîöåññîì Ôåëëåðà, íå ïðè ëþáûõ ïàðàìåòðàõ âîçìîæ-
íî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ. Ìû ñ÷èòàåì ïðîöåññ äåéñòâèòåëüíûì, è íàëè÷èå
â âîëàòèëüíîñòè êîðíÿ äåëàåò íåâîçìîæíûì óõîä â îòðèöàòåëüíóþ îá-
ëàñòü. Îäíàêî ïîíÿòíî, ÷òî ïðè a < 0 ïîäîáíàÿ ñèòóàöèÿ âîçìîæíà, åñëè
òîëüêî â òî÷êå x = 0 íå çàäàòü ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, îñòàíàâëèâàþùèõ
èëè îòðàæàþùèõ áëóæäàíèå. Ýòèìè âîïðîñàìè ìû çàéì¼ìñÿ â ñëåäóþ-
ùåé ãëàâå. Ñåé÷àñ æå ìû èçó÷àåì ñòîõàñòè÷åñêèé ïðîöåññ áåç ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé, è åãî ñîáñòâåííàÿ äèíàìèêà äîëæíà óäåðæèâàòü x(t) â ïîëîæè-
òåëüíîé îáëàñòè çíà÷åíèé.

Èç âèäà ñîâìåñòíîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè (3.10) ñëåäóåò, ÷òî µ > 1/2,
è, ñëåäîâàòåëüíî, a > σ2/4. Òàêèì îáðàçîì, ñíîñ äîëæåí áûòü íå òîëü-
êî ïîëîæèòåëüíûì, íî è áîëüøèì ÷åòâåðòè êâàäðàòà âîëàòèëüíîñòè. Â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñòîõàñòè÷åñêèé øóì ìîæåò �âûáèòü� ðåøåíèå â îòðè-
öàòåëüíûå çíà÷åíèÿ.

Åñòåñòâåííî, àíàëîãè÷íûå îãðàíè÷åíèÿ ñóùåñòâóþò è äëÿ ïðîöåññà
Ôåëëåðà. Åñëè α, β è x0 ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè âåëè÷èíàìè, ñíîñ
óðàâíåíèÿ ïðèòÿãèâàåò ðåøåíèå ê ðàâíîâåñíîìó óðîâíþ x = α. Ïðè
ìàëûõ x âîëàòèëüíîñòü øóìà óìåíüøàåòñÿ è äèíàìèêà ñíîñà ïîäíèìàåò
åãî ââåðõ. Îäíàêî òàê ïðîèñõîäèò òîëüêî, åñëè αβ > σ2/4.
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3.3 Ëîãèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

• Äèíàìèêà ðîñòà â óñëîâèÿõ îãðàíè÷åííîñòè ðåñóðñîâ îïèñûâàåòñÿ
ïðè ïîìîùè ëîãèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (ñòð. 10). Ðàññìîòðèì åãî ñòîõà-
ñòè÷åñêèé àíàëîã ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x0 = x(0):

dx = (αx− βx2) dt+ σ x δW.

Ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïèòü ê àíàëèçó çàäà÷è, ñòîèò óìåíüøèòü ÷èñëî
ïàðàìåòðîâ, ïðîâåäÿ ñêåéëèíãîâûå çàìåíû: t → t/α, x → xα/β. Â ýòèõ
ïåðåìåííûõ óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä:

dx = x · (1− x) dt+
√

2γ x δW,

ãäå γ = σ2/2α. Ïðè ìàñøòàáèðîâàíèè âðåìåíè ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì,
÷òî δW = ε

√
dt. Òàêèì îáðàçîì, ñ òî÷íîñòüþ äî ðàçìåðíûõ ïðåîáðàçîâà-

íèé ñâîéñòâà ðåøåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ åäèíñòâåííûì ïàðàìåòðîì γ. Íàéäÿ
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ, ìû âñåãäà ìîæåì ñäåëàòü îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå:

t→ αt, x→ β

α
x, x0 →

β

α
x0.

Â äåòåðìèíèðîâàííîì ñëó÷àå (γ = 0) çàäà÷à èìååò ïðîñòîå ðåøåíèå:

dx

dt
= a(x) = x · (1− x) => x(t) =

1

1− (1− 1/x0) e−t
,

Â ïðåäåëå t→∞, ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì óñëîâèè x0, ðåøåíèå ñòðåìèòñÿ ê
ðàâíîâåñíîìó çíà÷åíèþ x = 1. Åñëè â ýòîé òî÷êå îíî íàõîäèòñÿ ñ ñàìîãî
íà÷àëà x0 = 1, òî ðåøåíèå òàì è îñòà¼òñÿ è íå çàâèñèò îò âðåìåíè.

Êà÷åñòâåííî ýòî ïîâåäåíèå ëåãêî ïîíÿòü. Óðàâíåíèå a(x∞) = 0 èìååò
äâå îñîáûå òî÷êè x∞ = 0 è x∞ = 1. Åñëè ðàçëîæèòü a(x) â îêðåñòíîñòè
îñîáîé òî÷êè â ðÿä ïî îòêëîíåíèÿì îò íå¼, òî óðàâíåíèå ïðèìåò âèä:

dx

dt
= a(x) ≈ a′(x∞) (x− x∞) + ..

Åñëè a′(x∞) > 0, òî ýòî òî÷êà íåóñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ. Äåéñòâèòåëüíî,
ïðè x > x∞ ïðîèçâîäíàÿ dx/dt áóäåò ïîëîæèòåëüíà, è x íà÷í¼ò óâåëè÷è-
âàòüñÿ, óäàëÿÿñü îò x∞. Óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå âîçìîæíî òîëüêî, åñëè
a′(x∞) < 0. Ïîýòîìó äëÿ ëîãèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ åäèíñòâåííîé óñòîé-
÷èâîé òî÷êîé ÿâëÿåòñÿ x∞ = 1. Èìåííî ê íåé, â ïðåäåëå áîëüøèõ âðåì¼í,
è ñòðåìèòñÿ ðåøåíèå.
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• Â ñòîõàñòè÷åñêîì ñëó÷àå ðåøåíèå íàéòè íå òàê ïðîñòî. Äëÿ àíàëè-
çà àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïðè t → ∞ âîñïîëüçóåìñÿ äèíàìè÷åñêèì
óðàâíåíèåì äëÿ ñðåäíèõ (3.3), ñòð. 78, ñ F = lnx è F = x:

˙〈lnx〉 = 1− 〈x〉 − γ
˙〈x〉 = 〈x〉 −

〈
x2
〉
.

Ïîëîæèâ ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè ðàâíûìè íóëþ, ïîëó÷àåì:

〈x〉 = 1− γ,
〈
x2
〉

= 〈x〉 , σ2
x = γ (1− γ) . (3.13)

Êàê ìû âèäèì, ñòîõàñòè÷íûé øóì óìåíüøàåò ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè,
êîòîðàÿ â äåòåðìèíèðîâàííîì ñëó÷àå ñòðåìèòñÿ ê 1. Îáðàòèì âíèìàíèå
íà òî, ÷òî ïîëîæèòåëüíàÿ äèñïåðñèÿ âîçìîæíà òîëüêî ïðè γ < 1. Ñòàöè-
îíàðíîå óðàâíåíèå Ôîêêåðà-Ïëàíêà ïðèâîäèò ê ãàììà-ðàñïðåäåëåíèþ:

P (x) =
1

γΓ(µ)

(
x

γ

)µ−1

e−x/γ,

ãäå µ = (1−γ)/γ. Â îêðåñòíîñòè ìàêñèìóìà xmax = (µ−1)/γ ãàììà - ðàñ-
ïðåäåëåíèå ìîæíî ïðèáëèæ¼ííî îïèñàòü ãàóññèàíîé. Åñëè µ âåëèêî, òî
ìàêñèìóì ñäâèãàåòñÿ âïðàâî, è åãî îòíîñèòåëüíàÿ øèðèíà óìåíüøàåòñÿ.
Àñèììåòðèÿ asym = 2/

√
µ è ýêñöåññ excess = 6/µ ðàñïðåäåëåíèÿ ñòðå-

ìÿòñÿ ê íóëþ ïðè µ→∞. Ïëîòíîñòü P (x) íåñèììåòðè÷íà (ñì. ñòð. 83),
ïîýòîìó õàðàêòåðèñòèêîé çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ìîæåò ñëóæèòü
êàê 〈x〉, òàê è xmax.
• Âûáåðåì òåïåðü â äèíàìè÷åñêîì óðàâíåíèè F = 1/x:

˙〈x−1〉 = (2γ − 1)
〈
x−1
〉

+ 1, (3.14)

îòêóäà: 〈
x−1
〉

=

[
1

x0
+

1

2γ − 1

]
e(2γ−1) t − 1

2γ − 1
. (3.15)

Îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ íåëèíåéíà (1/x 6= 1/x), è ýòî ðåøåíèå íå äà¼ò íàì
âîçìîæíîñòè íàéòè x(t). Çàìåòèì, ÷òî y(t) = 1/x(t), â ñèëó ëåììû Èòî,
óäîâëåòâîðÿåò ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ:

dy =
[
1 + (2γ − 1)y

]
dt−

√
2γ y δW.

Íåñìîòðÿ íà îñîáåííîñòü â çíàìåíàòåëå (3.15), ïðè γ = 1/2 ðåøåíèå íå
îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü. Â ýòîì ëåãêî óáåäèòüñÿ, ðàçëîæèâ ýêñïîíåí-
òó â ðÿä ïðè ìàëûõ 2γ − 1. Â ðåçóëüòàòå ïðåäåë ðåøåíèÿ ïðè γ → 1/2
èìååò âèä:

〈
x−1
〉

= x−1
0 + t. Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü ñðàçó èç

èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (3.14), ïîëîæèâ γ = 1/2.
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• Ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ ìîæíî èññëåäîâàòü ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè. Äëÿ
ýòîãî, ïðè ïîìîùè èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû (ñòð. 49), ãåíåðèòñÿ áîëü-
øîå êîëè÷åñòâî âûáîðî÷íûõ òðàåêòîðèé. Ïî íèì íàõîäÿò ñðåäíåå 〈x〉,
âîëàòèëüíîñòè σx(t) èëè ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè P (x0, t0 ⇒ x, t). Äåòà-
ëè ðåàëèçàöèè ïîäîáíûõ âû÷èñëåíèé íà ÿçûêå C++ ìû ðàññìîòðèì â
äåâÿòîé ãëàâå, à ñåé÷àñ ïðèâåä¼ì ãðàôèêè ïîâåäåíèÿ ñðåäíåãî è âîëà-
òèëüíîñòè ïðîöåññà.

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ âûáåðåì x0 = 1. Ñëåâà íà ðèñóíêàõ
ïðåäñòàâëåíû ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðàõ γ (÷èñëà âîç-
ëå ëèíèé), à ñïðàâà � âîëàòèëüíîñòè:

Åñëè γ < 1, òî ñðåäíåå çíà÷åíèå ñòðåìèòñÿ ê íå íóëåâîìó óðîâíþ 〈x〉 =
1 − γ. Ïðè γ > 1 è ñðåäíåå, è âîëàòèëüíîñòü ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ïðè áîëüøîì ñòîõàñòè÷åñêîì øóìå ðåøåíèå âûðîæäàåòñÿ
â êîíñòàíòó x = 0. Ýòîò ðåçóëüòàò êà÷åñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò äåòåðìè-
íèðîâàííîé çàäà÷è, ãäå ðåøåíèå âñåãäà ñòðåìèëîñü ê x = 1. Ïðè÷èíà
ïîäîáíîãî ïîâåäåíèÿ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ñíîñ óðàâíåíèÿ èìååò òî÷-
êó óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ x = 1. Îíà íå äà¼ò ïðîöåññó ïðè áëóæäàíèè
óõîäèòü äàëåêî ââåðõ. Â ðåçóëüòàòå ïðîèñõîäÿò êîëåáàíèÿ âîêðóã ðàâíî-
âåñíîãî óðîâíÿ, â ïðîöåññå êîòîðûõ, ðàíî èëè ïîçäíî, ïðîöåññ îêàçûâà-
åòñÿ â çíà÷åíèè x = 0. Â ýòîò ìîìåíò ñíîñ è âîëàòèëüíîñòü â óðàâíåíèè
îáðàùàþòñÿ â íîëü, è, íåñìîòðÿ íà íàëè÷èå ñòîõàñòè÷åñêîãî ÷ëåíà, äàëü-
íåéøåå èçìåíåíèå x ïðåêðàùàåòñÿ, òàê êàê dx = 0.

Çíà÷åíèå x = 0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé íåóñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ, è ìàëåé-
øåå âíåøíåå âîçìóùåíèå ìîæåò ðåøåíèå ñ íå¼ ñòîëêíóòü, â òîì ÷èñëå
è â îáëàñòü x < 0. Ïîýòîìó, âîîáùå ãîâîðÿ, ëîãèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå
íåîáõîäèìî äîïîëíèòü ãðàíè÷íûì óñëîâèåì â x = 0.

Åñëè â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ âûáðàòü àñèìïòîòè÷åñêîå çíà÷å-
íèå x0 = 1−γ, òî ïðè íåáîëüøèõ γ ñðåäíåå ñíà÷àëà íåñêîëüêî óâåëè÷èòñÿ,
à çàòåì íà÷èíàåò àñèìïòîòè÷åñêè ïðèáëèæàòüñÿ ê

〈
x
〉

= 1− γ.
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• Ëîãèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò óñòîé÷èâóþ òî÷êó x∞ = 1, ïðè êî-
òîðîé ðåøåíèå äåòåðìèíèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ dx = x(1 − x) dt ïåðå-
ñòà¼ò èçìåíÿòüñÿ. Äëÿ ëþáîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ íåáîëüøîé
âîëàòèëüíîñòüþ òàêæå ìîæíî èçó÷èòü ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ â îêðåñòíîñòè
ïîäîáíîé îñîáîé òî÷êè. Òàê, â óðàâíåíèè

dx = a(x) dt+ b(x) δW

ðàçëîæèì a(x) â ðÿä â îêðåñòíîñòè x∞, ãäå a(x∞) = 0, à äëÿ b(x) âîçüì¼ì
�íóëåâîå� ïðèáëèæåíèå:

dx = a′(x∞) (x− x∞) dt+ b(x∞) δW,

ãäå øòðèõ � ïðîèçâîäíàÿ ïî x.

Åñëè a′(x∞) < 0, òî ýòî íè ÷òî èíîå, êàê óðàâíåíèå Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà,
èìåþùåå ïðè áîëüøèõ t ñëåäóþùåå ðåøåíèå:

x(t)→ x∞ +
b(x∞)√
−2a′(x∞)

ε, (3.16)

ÿâëÿþùååñÿ ñòàöèîíàðíûì ãàóññîâûì ïðîöåññîì ñ ñðåäíèì x∞ è âîëà-
òèëüíîñòüþ b∞/

√
−2a′∞.

Äëÿ ëîãèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

x∞ = 1, a′(x∞) = −1, b(x∞) =
√

2γ,

ïîýòîìó ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå â ïðåäåëå áîëüøèõ âðåì¼í t → ∞ â
ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (3.16) ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

x(t)→ 1 +
√
γ ε, (3.17)

ãäå ε � ãàóññîâî ñëó÷àéíîå ÷èñëî. Àñèìïòîòè÷åñêîå çíà÷åíèå ñðåäíåãî
ðàâíî 1, à äèñïåðñèÿ � γ. Ñðàâíèâàÿ ýòè çíà÷åíèÿ ñ òî÷íûìè (3.13), ìû
âèäèì, ÷òî (3.17) � ëèøü ïåðâîå ïðèáëèæåíèå ïî γ.

Ê òîìó æå, íà ñàìîì äåëå, ñòàöèîíàðíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè äëÿ
ëîãèñòè÷åñêîãî áëóæäàíèÿ - ýòî ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå. Îíî ñòðåìèòñÿ ê
ãàóññîâîìó òîëüêî, êîãäà ïàðàìåòð ñòîõàñòè÷åñêîãî øóìà γ ìàë.

Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçîâàòü ðåøåíèå Îðíøòåéíà - Óëåíáåêà äëÿ íåëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé, èìåþùèõ äåòåðìèíèðîâàííîå ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå,
ìîæíî òîëüêî â ïðåäïîëîæåíèè ìàëîñòè ñòîõàñòè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ.
Òåì íå ìåíåå, ïîäîáíûé ñïîñîá èçó÷åíèÿ ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ î÷åíü ïîëå-
çåí, îñîáåííî â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå.
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3.4 Ðÿäû äëÿ ñðåäíèõ ïî ñòåïåíÿì t ∗

Ðåøåíèå îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî ïðåä-
ñòàâëÿòü â âèäå ðÿäà ïî ñòåïåíÿì t. Àíàëîãè÷íî áóäåì ïîñòóïàòü è â
ñòîõàñòè÷åñêîì ñëó÷àå, îäíàêî â ðÿä ðàçëîæèì íåïîñðåäñòâåííî ñðåäíèå
âåëè÷èíû.

• Äëÿ óðàâíåíèÿ Èòî:

dx = a(x, t) dt+ b(x, t) δW

âîçüì¼ì ïåðâóþ èòåðàöèþ îò íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ x0 = x(t0):

x = x0 + a(x0, t0) (t− t0) + b(x0, t0) ε
√
t− t0.

Ó÷èòûâàÿ
〈
ε
〉

= 0 è
〈
ε2
〉

= 1, âû÷èñëèì, ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíîãî
ïðèáëèæåíèÿ ïî t− t0, ñðåäíåå çíà÷åíèå è ñðåäíåå êâàäðàòà:〈

x
〉

= x0 + a(x0, t0) (t− t0) + ...〈
x2
〉

= x2
0 +

[
2x0 a(x0, t0) + b2(x0, t0)

]
(t− t0) + ...

Ñîîòâåòñòâåííî, äèñïåðñèÿ ïðîöåññà â ýòîì ïðèáëèæåíèè áóäåò ðàâíà
σ2
x(t) = b2(x0, t0) (t − t0) + ... ×òîáû ïîëó÷èòü äàëüíåéøèå ÷ëåíû ðàçëî-
æåíèÿ, âîñïîëüçóåìñÿ äèíàìè÷åñêèì óðàâíåíèåì äëÿ ñðåäíèõ.

• Äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè ðàññìîòðèì ëîãèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå:

dx = x · (1− x) dt+
√

2γ x δW.

Â ýòîì ñëó÷àå: 〈
x
〉

= x0 + x0 (1− x0) t+ f t2 + ...〈
x2
〉

= x2
0 + 2

[
x2

0(1− x0) + γ x2
0

]
t+ ...

Íàéä¼ì êîýôôèöèåíò f . Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì ðàçëîæåíèÿ â óðàâíåíèå
äëÿ ñðåäíåãî:

˙〈x〉 =
〈
x
〉
−
〈
x2
〉
,

îãðàíè÷èâøèñü ïåðâûì ïîðÿäêîì ïî t:

x0 · (1− x0) + 2 f t+ ... = x0 · (1− x0) + x0

[
1− (3 + 2γ)x0 + 2x2

0

]
t+ ...,

îòêóäà:
2

x0
f = 1− (3 + 2γ)x0 + 2x2

0.

Àíàëîãè÷íî íàõîäÿòñÿ ñëåäóþùèå êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ.
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• Íàéä¼ì ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷ëåíà ðàçëî-
æåíèÿ. Âûáèðàÿ â (3.3), ñòð. 78, ôóíêöèþ F (x) = xn, çàïèøåì ñèñòåìó
ñâÿçàííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

˙〈xn〉 = (n+ n (n− 1)γ)
〈
xn
〉
− n

〈
xn+1

〉
,

Ðàçëîæèì ñðåäíèå â ñòåïåííîé ðÿä:〈
xn
〉

= xn0
[
1 + fn,1 t+ fn,2 t

2 + ...
]

= xn0

[
1 +

∞∑
k=1

fn,k t
k

]
.

Ïîäñòàâëÿÿ åãî â óðàâíåíèå äëÿ ñðåäíèõ è ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû
ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ t, ïîëó÷àåì ïðè k = 1, 2, ... ñèñòåìó ðåêóððåíò-
íûõ óðàâíåíèé (fn,0 = 1):

k fn,k = n (1 + (n− 1)γ) fn,k−1 − nx0 fn+1,k−1.

Íà ñèñòåìå àíàëèòè÷åñêèõ ðàñ÷¼òîâ Matematica ôèðìûWolfram Research,
Inc. âû÷èñëåíèÿ ñðåäíåãî ñ òî÷íîñòüþ äî t5 ìîæíî çàïèñàòü òàê:

f[n_ , 0] := 1;
f[n_ ,k_] := (n/k)*((1+(n-1)*g)*f[n,k-1] - x0*f[n+1,k-1]);

av = x0; Do[ av += x0*f[1, k]*t^k, {k, 1, 5}];
Collect[av, t, Simplify]

Ïåðâûå äâå ñòðîêè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðåêóðñèâíîå îïðåäåëåíèå ôóíê-
öèè f . Çàòåì â öèêëå Do ïðîèñõîäèò ñóììèðîâàíèå ðàçëîæåíèÿ ïî t.
Ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà îñóùåñòâëÿåò âûâîä ðåçóëüòàòà, ñãðóïïèðîâàííîãî â
âèäå ìíîæèòåëåé ïðè tn, ê êàæäîìó èç êîòîðûõ ïðèìåíÿåòñÿ îïåðàöèÿ
óïðîùåíèÿ.
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ áîëüøîãî ÷èñëà ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ áîëåå áûñòðîé

áóäåò íåðåêóðñèâíàÿ ðåàëèçàöèÿ ïðîãðàììû:

f[n_ , 0] := 1;
num = 5;
Do[

Do[
f[n,k] = (n/k)*((1+(n-1)*g)*f[n,k-1]-x0*f[n+1,k-1]),

{n, 1, num -k+1}],
{k, 1, num}]

av = x0; Do[ av += x0*f[1, k]*t^k, {k, 1, num }];
Collect[av, t, Simplify]

ãäå â äâîéíîì öèêëå ïî k è n ïðîèñõîäèò ÿâíîå âû÷èñëåíèå êîýôôè-
öèåíòîâ fn,k. Õîòÿ è ðåêóðñèâíóþ ðåàëèçàöèþ ìîæíî óñêîðèòü, íàïèñàâ:
f[n_, k_]:=f[n,k]=(n/k)∗...
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Ïðèâåä¼ì ïåðâûå òðè ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ:〈
x

x0

〉
= 1 +

[
1− x0

]
t+
[
1− (3 + 2γ)x0 + 2x2

0

] t2
2!

+
[
1− (7 + 10γ + 4γ2)x0 + (12 + 16γ)x2

0 − 6x3
0

] t3
3!

+ ...

Àíàëîãè÷íî äëÿ äèñïåðñèè ïðîöåññà σ2
x(t) =

〈
x2
〉
−
〈
x
〉2
:

σ2
x(t)

2γx2
0

= t+
[
4+2γ−6x0

]t2
2!

+
[
12+12γ+4γ2− (48γ+46)x0 +38x2

0

]t3
3!

+ ...

Ïîäîáíûì îáðàçîì ïîëó÷àþòñÿ ðàçëîæåíèÿ äëÿ ìîìåíòîâ ïðîèçâîëüíî-
ãî ïîðÿäêà. Âûðàæåíèÿ íåñêîëüêî óïðîùàþòñÿ, åñëè â êà÷åñòâå íà÷àëü-
íîãî óñëîâèÿ âûáèðàåòñÿ òî÷êà äåòåðìèíèðîâàííîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî
ðàâíîâåñèÿ x0 = 1. Ïðè γ = 0 â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå íå çàâèñèò îò
âðåìåíè. Â ñòîõàñòè÷åñêîé ñèñòåìå îíî äîëæíî ïðîýâîëþöèîíèðîâàòü ê
çíà÷åíèþ: x0 →

〈
x
〉
∞ = 1 − γ. Ïîýòîìó çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè ñóùå-

ñòâóåò:

〈x〉 − 1

2γ
= − t2

2!
+ (3− 2γ)

t3

3!
− (7− 38γ + 4γ2)

t4

4!

+ (15− 334γ + 284γ2 − 8γ3)
t5

5!

− (31− 2146γ + 7012γ2 − 1848γ3 + 16γ4)
t6

6!
+ ...

Ãðàôèêè ðàçëîæåíèé (γ = 1/2) ðàçëè÷íîãî ïîðÿäêà (îò k = 1 äî
k = 10) äëÿ ñðåäíåãî (ñëåâà) è âîëàòèëüíîñòè (ñïðàâà) èìåþò âèä:

Ïîäîáíûå ñòåïåííûå ðàçëîæåíèÿ ÷àñòî ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèìè ðÿ-
äàìè è õîðîøî ðàáîòàþò òîëüêî ïðè ìàëûõ âðåìåíàõ. Îäíàêî èõ ñõî-
äèìîñòü ìîæíî óëó÷øàòü ïðè ïîìîùè ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ, íàïðèìåð,
àïïðîêñèìàöèåé Ïàäý.
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• Åñòåñòâåííî, ìîæíî ñòðîèòü ðàçëîæåíèÿ íå òîëüêî â âèäå ðÿäà ïî
t. Äîñòàòî÷íî óíèâåðñàëüíûì ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðè-
áëèæåíèé. Åãî èäåÿ â ñëåäóþùåì. Âûáåðåì íåêîòîðûå ôóíêöèè φn,0(t),
ÿâëÿþùèåñÿ íóëåâûì ïðèáëèæåíèåì äëÿ

〈
xn
〉
, òàê, ÷òî φn,0(0) = xn0 . Ïîä-

ñòàâëÿÿ èõ â ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé äëÿ ñðåäíèõ, ïîëó÷àåì äèôôåðåí-
öèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Ðåøàÿ èõ, ìû íàéä¼ì áîëåå òî÷íîå ïðèáëèæåíèå
äëÿ ôóíêöèè

〈
xn
〉

= φn,1(t). Ïðè ïîâòîðåíèè ýòîé ïðîöåäóðû áóäåò ïî-
ëó÷àòüñÿ âñ¼ áîëåå òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ ñðåäíèõ. Ïðè ýòîì íà êàæäîé
èòåðàöèè íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü íà÷àëüíîå óñëîâèå φn,k(0) = xn0 . ×åì
óäà÷íåå âûáîð φn,0(t), òåì áûñòðåå áóäóò ñõîäèòüñÿ ê òî÷íîìó çíà÷åíèþ
ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ, è òåì øèðå äèàïàçîí t äëÿ èõ ïðèìåíè-
ìîñòè.

Ðàññìîòðèì ëîãèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå:

˙〈xn〉 = n (1 + (n− 1) γ)
〈
xn
〉
− n

〈
xn+1

〉
.

Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ìîæíî âûáðàòü φn,0(t) = xn0 . Òîãäà â ïåðâîì ïðè-
áëèæåíèè:

φ̇n,1 = n (1 + (n− 1) γ) xn0 − nxn+1
0 ,

îòêóäà:

φn,1 = xn0 + xn0 [1 + n(1− x0) + n(n− 1) γ] t,

è ò.ä. Â ðåçóëüòàòå ñíîâà ïîëó÷àþòñÿ ñòåïåííûå ðÿäû ïî t, â êîòîðûõ
êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ åäèíûì îáðàçîì âûðàæàþòñÿ ÷åðåç n äëÿ
ëþáîãî

〈
xn
〉
.

Äðóãîé âàðèàíò âûáîðà íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ φn,0 = xn0 e
−nt. Â ýòîì

ñëó÷àå:

φn,1 = xn0 + xn0 [1 + (n− 1) γ]
(
1− e−nt

)
− n

n+ 1
xn+1

0

(
1− e−2nt

)
.

Â êà÷åñòâå íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ ìîæíî âûáðàòü ðåøåíèå äåòåðìèíè-
ðîâàííîãî óðàâíåíèÿ. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåìûå ïðèáëèæåíèÿ
îêàæóòñÿ ðÿäàìè ïî âåëè÷èíå âîëàòèëüíîñòè ñòîõàñòè÷åñêîãî øóìà γ.
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3.5 Êâàçèäåòåðìèíèðîâàííîå ïðèáëèæåíèå ∗

• Ðàññìîòðèì îäíîìåðíîå óðàâíåíèå Èòî:

dx = a(x, t)dt+ σ b(x, t) δW

â êîòîðîì èç ôóíêöèè b(x, t) ÿâíûì îáðàçîì âûäåëåí ïàðàìåòð âîëà-
òèëüíîñòè ïðîöåññà σ. Åãî ìû áóäåì ñ÷èòàòü ìàëûì. Ïóñòü ôóíêöèÿ c(t)
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äåòåðìèíèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ:

ċ = a(c, t). (3.18)

Ââåä¼ì íîâûé ïðîöåññ �îòêëîíåíèÿ� îò äåòåðìèíèðîâàííîãî ðåøåíèÿ:

z =
x− c(t)

σ
.

Â ñèëó Ëåììû Èòî îí óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ:

dz =
1

σ
[a(c+ σz, t)− a(c, t)] dt+ b(c+ σz, t) δW,

ãäå âìåñòî ċ ìû ïîäñòàâèëè ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (3.18).
Çàïèøåì óðàâíåíèå äëÿ ñðåäíèõ (3.3), ñòð. 78, âûáðàâ F = zn:

˙〈zn〉 = n
〈
zn−1 [a(c+ σz, t)− a(c, t)]

〉
+
n(n− 1)

2

〈
zn−2b2(c+ σz, t)

〉
.

Ðàçëîæèì â ðÿä Òåéëîðà ïî ïàðàìåòðó σ ôóíêöèè a è b2:

a(c+ σz, t) =
∞∑
k=0

Ak(t) (σz)k, b2(c+ σz, t) =
∞∑
k=0

Dk(t) (σz)k.

Äåòåðìèíèðîâàííîå ðåøåíèå c(t) íàì èçâåñòíî è îïðåäåëÿåò ôóíêöèè
âðåìåíè Ak = Ak(t), Dk = Dk(t). Òàê êàê A0 = a(c(t), t), òî â êâàäðàò-
íûõ ñêîáêàõ óðàâíåíèÿ äëÿ ñðåäíèõ êîýôôèöèåíò A0 ñîêðàùàåòñÿ, è ìû
èìååì:

˙〈zn〉 =
∞∑
k=0

[
nAk+1

〈
zn+k

〉
+
n(n− 1)

2
Dk

〈
zk+n−2

〉]
σk. (3.19)

Ðàçëîæèì â ðÿä ïî ñòåïåíÿì σ ñðåäíèå çíà÷åíèÿ:〈
zn
〉

=
∞∑
i=0

zni (t)σi (3.20)

Â êîýôôèöèåíòàõ zni , n � ýòî âåðõíèé èíäåêñ, à íå ñòåïåíü! Çàìåòèì, ÷òî〈
1
〉

= 1, îòêóäà z0
i = 0 ïðè i > 0 è z0

0 = 1.
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Ïîäñòàâèì ðàçëîæåíèå (3.20) â óðàâíåíèå (3.19). Â ðåçóëüòàòå:
∞∑
i=0

żni (t)σi =
∞∑

k,i=0

[
nAk+1 z

n+k
i +

n(n− 1)

2
Dk z

k+n−2
i

]
σk+i.

Â äâîéíîé ñóììå â ïðàâîé ÷àñòè ñäåëàåì çàìåíó èíäåêñîâ i = i′ − k′,
k = k′. Òàê êàê i > 0, òî k′ < i′. Ïðèðàâíèâàÿ ÷ëåíû ïðè îäèíàêîâûõ
ñòåïåíÿõ σ è îïóñêàÿ øòðèõè ó èíäåêñîâ, ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé:

żni (t) =
i∑

k=0

{
nAk+1 z

n+k
i−k +

n(n− 1)

2
Dk z

k+n−2
i−k

}
. (3.21)

Âûïèøåì íåñêîëüêî å¼ ïåðâûõ óðàâíåíèé:

ż1
0(t) = A1 z

1
0

ż2
0(t) = 2A1 z

2
0 + D0

ż3
0(t) = 3A1 z

3
0 + 3D0 z

1
0

ż4
0(t) = 4A1 z

4
0 + 6D0 z

2
0

...

ż1
1(t) = A1 z

1
1 + A2 z

2
0

ż2
1(t) = 2A1 z

2
1 + 2A2 z

3
0 + D1z

1
0

ż3
1(t) = 3A1 z

3
1 + 3A2 z

4
0 + 3D0 z

1
1 + 3D1z

2
0

...

ż1
2(t) = A1 z

1
2 + A2 z

2
1 + A3 z

3
0

ż2
2(t) = 2A1 z

2
2 + 2A2 z

3
1 + 2A3 z

4
0 + D1z

1
1 + D2z

2
0

...
ż1

3(t) = A1 z
1
3 + A2 z

2
2 + A3 z

3
1 + A4 z

4
0, ...

Òàê êàê íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ó÷òåíû â äåòåðìèíèðîâàííîì ðåøåíèè x0 =
c(t0), òî äëÿ ïðîöåññà z(t) îíè èìåþò âèä z(t0) = 0. Ñîîòâåòñòâåííî
ðàâíû íóëþ è âñå ñðåäíèå

〈
zn
〉
ïðè t = t0. Ñèñòåìó óðàâíåíèé (3.21)

ìîæíî ðåøàòü êàê àíàëèòè÷åñêè, òàê è ÷èñëåííî, èñïîëüçóÿ êîíå÷íûå
ïðèðàùåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ ïî âðåìåíè.
Åñëè â çàäà÷å ïðè t → ∞ âîçìîæåí ñòàöèîíàðíûé ðåæèì, â êîòîðîì

żni = 0, òî, ïðèðàâíÿâ ëåâûå ÷àñòè óðàâíåíèé ê íóëþ, ïîëó÷èì ñèñòåìó
ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè Ak = Ak(∞), Dk = Dk(∞), êîòîðàÿ
ëåãêî ðåøàåòñÿ. Â ÷àñòíîñòè:〈

z
〉

=
A2D0

2A2
1

σ − ...〈
z2
〉

= − D0

2A1
+

D0

4A4
1

(D0(5A
2
2 − 3A1A3)− 3D1A1A2 +D2A

2
1)σ

2 + ...

Îñîáåííî óäîáåí ýòîò ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ñðåäíèõ â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå,
êîãäà ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Ôîêêåðà-Ïëàíêà ðåøèòü ñëîæíî.
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• Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñíà÷àëà òî÷íî ðåøàåìóþ çàäà÷ó
ëîãàðèôìè÷åñêîãî áëóæäàíèÿ:

dx = µx dt+ σ x δW.

Êàê èçâåñòíî (ñòð. 58), ñðåäíèå çíà÷åíèÿ èìåþò âèä:〈
x
〉

= x0 e
µt,

〈
x2
〉

= x2
0 e

2µt+σ2t = x2
0e

2µt

[
1 + σ2t+

σ4t2

2
+ ...

]
.

Òàê êàê óðàâíåíèå ëèíåéíî ïî x, äåòåðìèíèðîâàííîå ðåøåíèå c(t) ñîâïà-
äàåò ñ âûðàæåíèåì äëÿ ñðåäíåãî. Íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ
ðàçëîæåíèÿ ñíîñà è äèñïåðñèè èìåþò âèä:

A1 = µ, D0 = x2
0 e

2µt, D1 = 2x0e
µt, D2 = 1.

Â ðåçóëüòàòå ðÿäû îáðûâàþòñÿ, è óðàâíåíèÿ ïðèíèìàþò âèä:

żni = nµ zni +
n(n− 1)

2

[
x2

0 e
2µt zn−2

i + 2x0e
µt zn−1

i−1 + zni−2

]
.

Ñðåäíåå çíà÷åíèå (n = 1) äëÿ ëþáîé i-é ïîïðàâêè óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-
íåíèÿì ż1

i = µ z1
i . Òàê êàê z(0) = 0, òî âñå z1

i = 0, è, ñëåäîâàòåëüíî,〈
x
〉

= c(t) = x0 e
µt. Äëÿ ñðåäíåãî êâàäðàòà:

ż2
0 = 2µ z2

0 + x2
0 e

2µt => z2
0 = x2

0e
2µt t

ż2
1 = 2µ z2

1 => z2
1 = 0

ż2
2 = 2µ z2

2 + z2
0 => z2

0 = x2
0e

2µt t2/2, ...

Â èòîãå ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå â ðÿä ïî σ òî÷íîãî ðåøåíèÿ.

• Íàéä¼ì òåïåðü ñòîõàñòè÷åñêèå ïîïðàâêè ê äåòåðìèíèðîâàííîìó ðå-
øåíèþ äëÿ áîëåå ñëîæíîãî ëîãèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ:

dx = x · (1− x) dt+ σ x δW.

Åãî äåòåðìèíèðîâàííîå ðåøåíèå èìååò âèä (ñì. ñòð. 10):

c(t) =
[
1− λ e−t

]−1
,

ãäå λ = 1−x−1
0 . Íåíóëåâûå êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ñíîñà è äèñïåðñèè

ðàâíû:

A1 = 1− 2 c(t), A2 = −1, D0 = c2(t), D1 = 2 c(t), D2 = 1.

Â àñèìïòîòè÷åñêîì ïðåäåëå t → ∞ äåòåðìèíèðîâàííîå ðåøåíèå c(t)
ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå, è ïîëó÷åííûå âûøå âûðàæåíèÿ äëÿ 〈z〉,

〈
z2
〉
âîñ-

ïðîèçâîäÿò òî÷íûå çíà÷åíèÿ äëÿ ñðåäíåãî è âîëàòèëüíîñòè (3.13), còð.89.
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Â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû äëÿ ñðåä-
íèõ (3.21) èìååò âèä:

ż1
0(t) =

[
1− 2c(t)

]
z1

0(t) => z1
0(t) =

z0 e
−t

(1− λe−t)2
.

Òàê êàê z(0) = 0, òî, ñëåäîâàòåëüíî, êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ z0 ðàâ-
íà íóëþ, è, ñîîòâåòñòâåííî, ïîïðàâêà ê z, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ σ, òàêæå
ðàâíà íóëþ z1

0(t) = 0. Àíàëîãè÷íî ðàâíû íóëþ z3
1(t) = z2

1(t) = z1
2(t) = 0.

Âåäóùèé ÷ëåí äëÿ
〈
z2
〉
ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ

ż2
0(t) = 2

[
1− 2c(t)

]
z2

0(t) + c2(t),

ðåøåíèå êîòîðîãî ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì z2
0(0) = 0 èìååò âèä:

z2
0(t) =

1− 4λe−t + (2λ2 t+ 4λ− 1)e−2t

2(1− λ e−t)4
.

×åòâ¼ðòàÿ ñòåïåíü
〈
z4
〉
â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè âûðàæàåòñÿ ÷åðåç z2

0 :

z4
0(t) = 3

(
z2

0(t)
)2
.

Íàêîíåö, ïåðâàÿ ïîïðàâêà ê ñðåäíåìó çíà÷åíèþ ðàâíÿåòñÿ:

z1
1(t) = −1− 2(1 + λ(t− 1))e−t + (1− 2λ)e−2t

2(1− λ e−t)3
.

Äàëüøå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ ñòàíîâÿòñÿ äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêèìè. Ïðèâå-
ä¼ì èõ âèä, êîãäà λ = 0, ò.å. íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîöåñ-
ñà ñòàðòóåò ñ àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíîâåñíîãî óðîâíÿ x = 1. Â ýòîì ñëó÷àå
ñðåäíåå çíà÷åíèå äëÿ x ñ òî÷íîñòüþ äî σ4 ðàâíî:

〈x〉 = 1−
(
1− e−t

)2 σ2

2
+ e−t

(
2− 3e−t

) (
2t− 3 + 4e−t − e−2t

) σ4

4
.

Àíàëîãè÷íî äëÿ ñðåäíåãî êâàäðàòà:〈
x2
〉

= 1−
(
1− 4e−t + 3e−2t

) σ2

2
+ ...

Ìû âèäèì, ÷òî ñëîæíîñòü àíàëèòè÷åñêèõ âûðàæåíèé äîñòàòî÷íî áûñòðî
óâåëè÷èâàåòñÿ. Äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ öåëåé èíîãäà èìååò ñìûñë èñïîëüçî-
âàòü ÷èñëåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Â ýòîì
ñëó÷àå ïðè íåáîëüøèõ σ ìû áóäåì ïîëó÷àòü ñðåäíèå çíà÷åíèÿ áûñòðåå,
÷åì ïðè èñïîëüçîâàíèè Ìîíòå-Êàðëî � ìîäåëèðîâàíèÿ.
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Ãëàâà 4

Âåðîÿòíîñòè

Åù¼ îäíèì ñïîñîáîì ïîëó÷åíèÿ èíôîðìàöèè î ïîâåäåíèè ñòîõàñòè-
÷åñêîãî ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå óðàâíåíèé äëÿ óñëîâíîé ïëîòíîñòè
âåðîÿòíîñòè P (x0, t0 ⇒ x, t), êîòîðûì ïîñâÿùåíà ýòà ãëàâà.
Íà ïðîñòûõ ïðèìåðàõ áóäóò ïðîäåìîíñòðèðîâàíû ìåòîäû ðåøåíèÿ ïî-

äîáíûõ óðàâíåíèé. Çàòåì ìû ðàññìîòðèì âîïðîñ î ãðàíè÷íûõ óñëîâè-
ÿõ, êîòîðûå íàèáîëåå åñòåñòâåííûì îáðàçîì ó÷èòûâàþòñÿ ïðè ïîìîùè
óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà-Ïëàíêà. Áóäåò âû÷èñëåíî ñðåäíåå âðåìÿ äîñòèæåíèÿ
ãðàíèöû è ïîñòðîåí ïðîñòîé ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà-Ïëàíêà
ïðè íàëè÷èè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ðåøåíèÿ óðàâíåíèé x(t) = f(t, ε) ìû
÷àñòî çàïèñûâàåì ïðè ïîìîùè ãàóññîâîé ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé ε. Äëÿ
ôóíêöèè äâóõ àðãóìåíòîâ f(t, ε) áóäåò ïîëó÷åíî íåëèíåéíîå äèôôåðåí-
öèàëüíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.
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4.1 Ìàðêîâñêèå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè

• Âåðí¼ìñÿ ê âèíåðîâñêîìó ïðîöåññó ñ íóëåâûì ñíîñîì µ = 0 è åäè-
íè÷íîé âîëàòèëüíîñòüþ. Òàê êàê ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ x(t) çàâèñèò îò
ãàóññîâîé ïåðåìåííîé ε:

x = x0 + ε
√
t− t0 => ε = (x− x0)/

√
t− t0,

òî, âîñïîëüçîâàâøèñü ðàñïðåäåëåíèåì Ãàóññà (ñì. ñòð. 67), ìîæíî çàïè-
ñàòü óñëîâíóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè â âèäå:

P (x0, t0 ⇒ x, t) =
1√

2π (t− t0)
exp

{
−1

2

(x− x0)
2

t− t0

}
. (4.1)

×åì ìåíüøå ðàçíèöà t − t0, òåì áîëåå âûñîêèì è óçêèì áóäåò êîëîêîë
ãàóññèàíû, ñòðåìÿñü â ïðåäåëå t→ t0 ê äåëüòà-ôóíêöèè Äèðàêà:

P (x0, t0 ⇒ x, t) = δ(x− x0) t→ t0. (4.2)

Îíà ðàâíà áåñêîíå÷íîñòè ïðè x = x0 è íóëþ â äðóãèõ òî÷êàõ, òàê, ÷òî
èíòåãðàë ïî x â îêðåñòíîñòè x0 ðàâåí åäèíèöå (ñì. Ïðèëîæåíèå Ì, ñòð.
315). Ôóíêöèè Äèðàêà ðàâíà ëþáàÿ óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ïðè
t = t0. Äåéñòâèòåëüíî, â áåñêîíå÷íî áëèçêèé ê t0 ìîìåíò âðåìåíè îò-
ëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî âåðîÿòíîñòü â îêðåñòíîñòè íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ
x ≈ x0.

Ê äåëüòà-ôóíêöèè Äèðàêà ïðè t→ t0 ñòðåìèòñÿ òàêæå óñëîâíàÿ ïëîò-
íîñòü âåðîÿòíîñòè Êîøè:

P (x0, t0 ⇒ x, t) =
(t− t0)/π

(x− x0)2 + (t− t0)2
. (4.3)

Èíòåãðàë îò ýòîé ôóíêöèè ïî x ðàâåí åäèíèöå, ñðåäíåå çíà÷åíèå � x0. Îä-
íàêî ìîìåíòû âòîðîãî è áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ ðàâíû áåñêîíå÷íîñòè.
Ñîîòâåòñòâåííî ðàâíà áåñêîíå÷íîñòè âîëàòèëüíîñòü. Â ðåçóëüòàòå ñòàíî-
âÿòñÿ âåðîÿòíûìè î÷åíü áîëüøèå âûáðîñû ñëó÷àéíûõ ÷èñåë. Ïîäîáíûå
ïðîöåññû íàçûâàþòñÿ ïðîöåññàìè ñî ñêà÷êàìè. Ó êîëîêîëà ðàñïðåäåëå-
íèÿ ñóùåñòâóåò òèïè÷íàÿ øèðèíà, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ t − t0. Ïî ìåðå
óäàëåíèÿ îò íà÷àëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè ïðîèñõîäèò �ðàñïëûâàíèå� ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé è î÷åíü áûñòðûé óõîä ïðîöåññà îò íà÷àëüíîãî
çíà÷åíèÿ x0. Ïîýòîìó â òåîðèè äèôôóçíûõ ïðîöåññîâ ìû íå ðàññìàòðè-
âàåì ðàñïðåäåëåíèå Êîøè, õîòÿ, êàê ìû óâèäèì ÷óòü íèæå, îíî ÿâëÿåòñÿ
ìàðêîâñêèì.



Âåðîÿòíîñòè 103

• Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ äîëæíà óäîâëåòâî-
ðÿòü îïðåäåë¼ííûì óðàâíåíèÿì. Ðàññìîòðèì òðè ïîñëåäîâàòåëüíûõ ìî-
ìåíòà âðåìåíè t1 < t2 < t3, â êîòîðûõ x(t) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ x1, x2 è
x3. Ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè äëÿ x1 è x3 ðàâíà:

P (x1, x3) =

∫
P (x1, x2, x3)dx2, (4.4)

ãäå äëÿ êðàòêîñòè îïóùåíû âðåìåíà ti. Â (4.4) ìû ñóììèðóåì âñå âîçìîæ-
íûå ðåàëèçàöèè �ïðîìåæóòî÷íîãî� çíà÷åíèÿ x2. Â ðåçóëüòàòå èç òðåõòî-
÷å÷íîé ñîâìåñòíîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ïîëó÷àåòñÿ äâóòî÷å÷íàÿ. Ïîä-
ñòàâèì â ëåâóþ ÷àñòü P (x1, x3) = P (x1)P (x1 ⇒ x3) îïðåäåëåíèå óñëîâ-
íîé âåðîÿòíîñòè, à â ïðàâóþ, ñ ó÷¼òîì ìàðêîâîñòè ïðîöåññà, òð¼õòî÷å÷-
íóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè (ñì. (1.42), íà ñòð. 37):

P (x1, x2, x3) = P (x1)P (x1 ⇒ x2)P (x2 ⇒ x3).

Âîññòàíàâëèâàÿ âðåìåíà, ïîëó÷àåì:

P (x1, t1 ⇒ x3, t3) =

∫
P (x1, t1 ⇒ x2, t2)P (x2, t2 ⇒ x3, t3) dx2. (4.5)

Ýòî èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ×åïìåíà-Êîëìîãîðîâà. Â êà÷åñòâå óïðàæíå-
íèÿ (l H24) èìååò ñìûñë ïðîâåðèòü, ÷òî ýòîìó óðàâíåíèþ óäîâëåòâîðÿåò
ãàóññîâà ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè (4.1). Âòîðîå óïðàæíåíèå (l H25) ñîñòî-
èò â çàïèñè óðàâíåíèÿ ×åïìåíà-Êîëìîãîðîâà äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
ôóíêöèé, åñëè P (x0, t0 ⇒ x, t) = P (x−x0, t− t0), è ïðîâåðêå ìàðêîâîñòè
ðàñïðåäåëåíèÿ Êîøè (4.3).

Óðàâíåíèþ ×åïìåíà-Êîëìîãîðîâà äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ëþáûå âå-
ðîÿòíîñòè ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ. Ïðàâäà â òàêîì âèäå îíî ñëèøêîì îá-
ùåå, è íàì íóæíû åãî áîëåå êîíêðåòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ. Â óðàâíåíèè
(4.5) âðåìåíà t1, t2 è t3 ìîãóò áûòü óäàëåíû äðóã îò äðóãà êàê óãîäíî
äàëåêî. Îäíàêî îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñèòóàöèÿ áåñêîíå÷íî áëèç-
êèõ âðåì¼í. Â ðåçóëüòàòå ãëîáàëüíûå ñâîéñòâà P (x0, t0 ⇒ x, t) îïðåäå-
ëÿþòñÿ èç ðåøåíèé ëîêàëüíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Òàê êàê
óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè èìååò äâå ïàðû àðãóìåíòîâ, òî âîçìîæ-
íû, ïî êðàéíåé ìåðå, äâà óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî {x0, t0} è {x, t}. Èç
(4.5) â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî {x0, t0},
êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ïåðâûì óðàâíåíèåì Êîëìîãîðîâà. Àíàëîãè÷íî âû-
âîäèòñÿ óðàâíåíèå Ôîêêåðà-Ïëàíêà, èëè âòîðîå óðàâíåíèå Êîëìîãîðîâà
îòíîñèòåëüíî {x, t}. Ìû íàéä¼ì åãî ïðè ïîìîùè ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Ýòîò âûâîä ïîêàæåò íåïîñðåäñòâåííóþ ñâÿçü
äâóõ ìàòåìàòè÷åñêèõ àïïàðàòîâ.



104 Ãëàâà 4.

4.2 Óðàâíåíèÿ äëÿ P (x0, t0 ⇒ x, t)

• Íàéä¼ì óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ
x0, t0. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèåì ×åïìåíà-Êîëìîãîðîâà. ×òî-
áû âîçíèêëà ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè t0, íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü t0 è
áåñêîíå÷íî áëèçêîå ê íåìó âðåìÿ t0 + ∆t. Ïîýòîìó äëÿ òð¼õ ïîñëåäî-
âàòåëüíûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè â èíòåãðàëüíîì óðàâíåíèè âîçüì¼ì äâà
ñîñåäíèõ t1 = t0, t2 = t0 + ∆t è îäíî �áóäóùåå� t3 = t:

P (x0, t0 ⇒ x, t) =

∞∫
−∞

P (x0, t0 ⇒ y, t0 + ∆t) P (y, t0 + ∆t⇒ x, t)︸ ︷︷ ︸
(y−x0)

dy.

Èíòåðâàë ∆t ìàë è, ñëåäîâàòåëüíî, âåëè÷èíà y, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìî-
ìåíòó âðåìåíè t0 + ∆t, äîëæíà áûòü áëèçêà ê x0 â ìîìåíò âðåìåíè t0.
Ïîýòîìó ðàçëîæèì â ðÿä Òåéëîðà ïî y−x0, â îêðåñòíîñòè òî÷êè y = x0,
âòîðîé ìíîæèòåëü ïîä èíòåãðàëîì:

P (y, t0 + ∆t⇒ x, t) = P +
∂P

∂x0
(y − x0) +

1

2

∂2P

∂x2
0

(y − x0)
2 + ...,

ãäå P = P (x0, t0 + ∆t ⇒ x, t). Âûíåñåì ìíîæèòåëè, íå çàâèñÿùèå îò y,
çà çíàê èíòåãðàëà. Îïóñêàÿ ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ, çàïèøåì:

P (x0, t0 ⇒ x, t) = P (x0, t0 + ∆t⇒ x, t)

∫
P (x0, t0 ⇒ y, t0 + ∆t) dy

+
∂P

∂x0

∫
(y − x0)P (x0, t0 ⇒ y, t0 + ∆t) dy

+
1

2

∂2P

∂x2
0

∫
(y − x0)

2 P (x0, t0 ⇒ y, t0 + ∆t) dy

+ ...

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèþ íîðìèðîâêè (ïåðåõîä �õîòü êóäà-
íèáóäü�), è èíòåãðàë ðàâåí åäèíèöå. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ïðîñòî P .

Ïåðåíåñ¼ì íàïðàâî P (x0, t0 ⇒ x, t) è ðàçäåëèì îáå ÷àñòè íà ∆t. Ïî
îïðåäåëåíèþ, ïðè ∆t→ 0 ìû ìîæåì çàïèñàòü:

P (x0, t0 + ∆t⇒ x, t)− P (x0, t0 ⇒ x, t)

∆t
→ ∂P (x0, t0 ⇒ x, t)

∂t0
,

÷òî ïðèâîäèò ê ïðîèçâîäíîé ïî íà÷àëüíîìó ìîìåíòó âðåìåíè t0.
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Èíòåãðèðîâàíèå ïî y âî âòîðîì è òðåòüåì ñëàãàåìûõ äà¼ò óñëîâíûå
ñðåäíèå ìîìåíòîâ ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ:

∂P (x0, t0 ⇒ x, t)

∂t0
+

∂P

∂x0

〈(x− x0)〉
∆t

+
1

2

∂2P

∂x2
0

〈
(x− x0)

2
〉

∆t
= 0.

Åñëè áû ìû ïðîäîëæèëè ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà, òî â ýòîì óðàâíåíèè
ñòîÿëè áû òàêæå ìîìåíòû áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ

〈
(x− x0)

3
〉
, è ò.ä.

Îäíàêî äëÿ äèôôóçíûõ ïðîöåññîâ îíè ïî îïðåäåëåíèþ â ïðåäåëå ∆t→ 0
ðàâíû íóëþ (ñì. ñòð. 50).

Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ, êàê îáû÷íî, âû÷èñëÿþòñÿ ïðè ïîìîùè óñëîâíîé
ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè (∆t→ 0):

〈 (x− x0)
m〉 =

∞∫
−∞

(x− x0)
m P (x0, t0 ⇒ x, t0 + ∆t) dx.

Ïðè âû÷èñëåíèè ïðåäåëà ∆t→ 0 ñíà÷àëà íåîáõîäèìî ïðîèíòåãðèðîâàòü,
âû÷èñëèâ ñðåäíåå, çàòåì ïîëó÷åííóþ ôóíêöèþ îò ∆t ðàçäåëèòü íà ∆t,
è òîëüêî ïîñëå ýòîãî óñòðåìèòü ê íóëþ ∆t→ 0.

Ìû âèäèì, ÷òî ñíîñ è äèôôóçèÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïîÿâëÿþòñÿ
êàê â óðàâíåíèÿõ äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà, òàê
è â ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ ïðè çàïèñè èõ ÷åðåç
ðàçíîñòè.

Â ðåçóëüòàòå, ââîäÿ êîýôôèöèåíòû ñíîñà è äèôôóçèè, ïîëó÷àåì �ïåð-
âîå óðàâíåíèå Êîëìîãîðîâà�:

∂P

∂t0
+ a(x0, t0)

∂P

∂x0
+

1

2
b2(x0, t0)

∂2P

∂x2
0

= 0 , (4.6)

ãäå P = P (x0, t0 ⇒ x, t). Çàìåòèì, ÷òî ïðîèçâîäíûå â ýòîì óðàâíåíèè
áåðóòñÿ íå ïî áóäóùèì àðãóìåíòàì x è t, à ïî íà÷àëüíûì x0 è t0.

Åñëè çíà÷åíèå x0 = x(t0) çàäàíî òî÷íî, òî ïåðâîå óðàâíåíèå Êîë-
ìîãîðîâà íåîáõîäèìî ðåøàòü ñ �íà÷àëüíûìè� óñëîâèÿìè â âèäå äåëüòà-
ôóíêöèè Äèðàêà:

P (x0, t0 ⇒ x, t) = δ(x− x0) t→ t0. (4.7)

Åñòåñòâåííî, êðîìå ýòîãî ïðåäïîëàãàåòñÿ íàëè÷èå òåõ èëè èíûõ ãðàíè÷-
íûõ óñëîâèé. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå òðåáóþò äîñòàòî÷íî áûñòðîãî óáû-
âàíèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ïðè óâåëè÷åíèè ðàçíîñòè x − x0 â ëþáîé
ìîìåíò âðåìåíè t > t0.
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• Âûâåäåì òåïåðü âòîðîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè
P (x0, t0 ⇒ x, t) ïî �áóäóùèì� àðãóìåíòàì x, t. Ïóñòü ïðîöåññ Èòî â ìî-
ìåíò âðåìåíè t−∆t èìååò çíà÷åíèå x. Ñïóñòÿ ìàëûé èíòåðâàë âðåìåíè
∆t îí áóäåò èìåòü çíà÷åíèå y:

y = x+ a∆t+ b ε
√

∆t, (4.8)

ãäå a = a(x, t − ∆t), b = b(x, t − ∆t). Âåëè÷èíà x ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé
ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ P (x, t − ∆t) = P (x0, t0 ⇒ x, t − ∆t). Ñëó-
÷àéíîé è íåçàâèñèìîé îò íå¼ áóäåò è ε c ãàóññîâîé ïëîòíîñòüþ P (ε). Â
ðåçóëüòàòå y â ìîìåíò t òàêæå áóäåò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé.

×òîáû íàéòè ðàñïðåäåëåíèå P (y, t) = P (x0, t0 ⇒ y, t), íåîáõîäèìî
âû÷èñëèòü ñðåäíåå îò ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè (ñì. ñòð. 22):

〈F (y)〉 =

∞∫
−∞

F (y)︷ ︸︸ ︷
F (x+ a∆t+ bε

√
∆t )

P (x,ε)︷ ︸︸ ︷
P (x, t−∆t) P (ε) dx dε (4.9)

è ïðåîáðàçîâàòü åãî òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîëó÷èëñÿ îäíîêðàòíûé èí-
òåãðàë c F (y) â ìîìåíò âðåìåíè t. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî, åñëè â (4.8)
x, y è ε � ýòî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ïîòåíöèàëüíî ïðèíèìàþùèå ëþáûå
çíà÷åíèÿ, òî â (4.9) îíè æå âûñòóïàþò â âèäå îáû÷íûõ âåùåñòâåííûõ
ïåðåìåííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ.

Òàê êàê ∆t ìàëo, ðàçëîæèì F (..) â ðÿä, îñòàâëÿÿ ÷ëåíû ïîðÿäêà íå
áîëåå ∆t:

F (x+ a∆t+ bε
√

∆t) = F (x) +
∂F

∂x

(
a∆t+ b ε

√
∆t
)

+
1

2

∂2F

∂x2
b2 ε2 ∆t+ ...

Âñå ôóíêöèè ñïðàâà âû÷èñëåíû â òî÷êå x è â ìîìåíò âðåìåíè t. Çàìå-
òèì, ÷òî â (4.8) ôóíêöèè âû÷èñëÿëèñü â ìîìåíò âðåìåíè t−∆t. Íà ñàìîì
äåëå èõ òîæå íåîáõîäèìî ðàçëîæèòü ïî ∆t. Îäíàêî ýòè ðÿäû áóäóò óìíî-
æàòüñÿ íà ∆t,

√
∆t è îêàæóòñÿ ìàëûìè áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà. Ïîýòîìó

ìîæíî âçÿòü âåäóùåå ïðèáëèæåíèå ðàçëîæåíèÿ è ñ÷èòàòü â äàëüíåéøåì,
÷òî a = a(x, t), b = b(x, t).

Àíàëîãè÷íî ðàñêëàäûâàåòñÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ïî ∆t:

P (x, t−∆t) = P (x, t)− ∂P (x, t)

∂t
∆t+ ...

Ýòèì ñîîòíîøåíèåì ìû ñâÿçûâàåì ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè â äâà áåñêî-
íå÷íî áëèçêèõ ìîìåíòà âðåìåíè, â ðåçóëüòàòå ÷åãî â êîíå÷íîì óðàâíåíèè
ïîÿâèòñÿ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè.
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Ïîäñòàâèì ïîñëåäíèå äâà ðàçëîæåíèÿ â (4.9), âûäåðæèâàÿ ïîðÿäîê
ìàëîñòè ïî ∆t. Èíòåãðèðîâàíèå ïî ε ñâîäèòñÿ ê 〈ε〉 = 0,

〈
ε2
〉

= 1, è â
ðåçóëüòàòå:

〈F (y)〉 =

∞∫
−∞

F (x)P (x, t)dx−∆t

∞∫
−∞

[
F
∂P

∂t
− ∂F

∂x
aP − 1

2

∂2F

∂x2
b2P

]
dx.

Âî âòîðîì èíòåãðàëå F = F (x), P = P (x, t). Ïåðâûé èíòåãðàë ïðåäñòàâ-
ëÿåò îïðåäåëåíèå èñêîìîãî ñðåäíåãî â ìîìåíò âðåìåíè t (ïåðåìåííàÿ
èíòåãðèðîâàíèÿ x ìîæåò áûòü ïåðåîáîçíà÷åíà â y). Ïîýòîìó âòîðîé èí-
òåãðàë äîëæåí áûòü ðàâåí íóëþ. Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì îäèí ðàç âòîðîå
ñëàãàåìîå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ è äâà ðàçà òðåòüå (l C23), ïîëó÷èì F (x),
óìíîæåííóþ íà âûðàæåíèå:

∂P

∂t
+

∂

∂x

[
a(x, t)P

]
− 1

2

∂2

∂x2

[
b2(x, t)P

]
= 0 , (4.10)

êîòîðîå äîëæíî áûòü ðàâíî íóëþ (â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè F (x)). Ýòî
óðàâíåíèå Ôîêêåðà - Ïëàíêà, èëè âòîðîå óðàâíåíèå Êîëìîãîðîâà äëÿ
ïëîòíîñòè óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè P = P (x0, t0 ⇒ x, t).

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà-Ïëàíêà ïîçâîëÿåò íàéòè ïëîòíîñòü âåðî-
ÿòíîñòè óñëîâíîãî ïåðåõîäà. Èìåÿ å¼, ìû ôàêòè÷åñêè çíàåì î ìàðêîâ-
ñêîì ñëó÷àéíîì ïðîöåññå âñ¼. Ìîæåì âû÷èñëÿòü åãî ñðåäíåå, âîëàòèëü-
íîñòü, àâòîêîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ è îòâå÷àòü íà äðóãèå âîïðîñû.

Åñòåñòâåííî, êðîìå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ (4.7), ïðåäïîëàãàåòñÿ íàëè÷èå
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè. Òàê êàê ìû çíàåì, ÷òî
â ìîìåíò âðåìåíè t0 çíà÷åíèå x áûëî ðàâíî x0, òî ñïóñòÿ êîíå÷íûé èí-
òåðâàë âðåìåíè öåíà èëè áðîóíîâñêàÿ ÷àñòèöà íå ìîãóò �çàáëóæäàòü�
áåñêîíå÷íî äàëåêî. Ïîýòîìó ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè íà
áåñêîíå÷íîñòè ðàâíà íóëþ. Ýòî æå òðåáîâàíèå âîçíèêàåò â ñèëó óñëîâèÿ
íîðìèðîâêè:

∞∫
−∞

P (x0, t0 ⇒ x, t) dx = 1, (4.11)

èìåþùåãî ñìûñë âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà �êóäà óãîäíî�.

Òàê êàê äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (4.10) ëèíåéíî îòíîñèòåëüíî
ôóíêöèè P , òî ðåøåíèå íå èçìåíÿåòñÿ ïðè óìíîæåíèè P íà ïðîèçâîëü-
íóþ êîíñòàíòó. Å¼ çíà÷åíèå äîëæíî ôèêñèðîâàòüñÿ ïðè ïîìîùè óñëîâèÿ
íîðìèðîâêè (4.11).



108 Ãëàâà 4.

4.3 Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà-Ïëàíêà

• Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà-Ïëàíêà ðàññìîò-
ðèì ñëó÷àé âèíåðîâñêîãî áëóæäàíèÿ ñ a(x, t) = 0 è b(x, t) = σ:

∂P

∂t
=
σ2

2

∂2P

∂x2
. (4.12)

Ýòî óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè ñ êîýôôèöèåíòîì äèôôóçèè σ2. Èìåí-
íî îíî äàëî íàçâàíèå äèôôóçíûì ïðîöåññàì. Ïðåäñòàâèì P (x, t) (àðãó-
ìåíòû íà÷àëüíûõ óñëîâèé îïóñêàåì) â âèäå ôóðüå-èíòåãðàëà (ñì. Ïðè-
ëîæåíèå Ì, ñòð. 314):

P (x, t) =

∞∫
−∞

φ(k, t) e−ikx
dk

2π
. (4.13)

Ïîäñòàâëÿÿ åãî â (4.12), ïîëó÷àåì äëÿ φ(s, t) ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

∂φ

∂t
= −σ

2k2

2
φ. (4.14)

Ïðè åãî ðåøåíèè âîçíèêàåò ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà, äëÿ îïðåäåëåíèÿ
êîòîðîé íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ íà÷àëüíûì óñëîâèåì:

P (x, t0) = P (x0, t0 ⇒ x, t0) = δ(x− x0) =

∞∫
−∞

e−i(x−x0)k dk

2π
.

Ïîýòîìó ôóðüå-îáðàç ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ïðè t = t0 äîëæåí áûòü
ðàâåí φ(k, t0) = eix0k. Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèå (4.14) èìååò âèä:

φ(k, t) = e−σ
2k2(t−t0)/2+ix0k.

Âûïîëíÿÿ èíòåãðèðîâàíèå (4.13) ïðè ïîìîùè èíòåãðàëà (14), ñòð. 312,
ïðèõîäèì ê ãàóññîâîé ïëîòíîñòè óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè:

P =

∞∫
−∞

e−σ
2k2(t−t0)/2−ik (x−x0) dk

2π
=

1

σ
√

2π(t− t0)
exp

{
− 1

2σ2

(x− x0)
2

(t− t0)

}
.

Âèäíî, ÷òî âîëàòèëüíîñòü â ãàóññèàíå óâåëè÷èâàåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè,
êàê σ

√
t− t0. Ñðåäíåå çíà÷åíèå ðàâíî íà÷àëüíîìó x0. Ïëîòíîñòü âåðîÿò-

íîñòè âîêðóã x0 ñèììåòðè÷íà è ïîñòåïåííî �ðàñïëûâàåòñÿ�, óâåëè÷èâàÿ
ñâîþ øèðèíó. Òàêèì îáðàçîì, ëó÷øèì ïðîãíîçîì áóäóùåãî x áóäåò åãî
íà÷àëüíîå çíà÷åíèå x0.
Àíàëîãè÷íî ìîæíî ðåøèòü óðàâíåíèå Ôîêêåðà-Ïëàíêà, ñîîòâåòñòâó-

þùåå ïðîöåññó: dx = f(t)dt + s(t)δW (l H26), è íåñêîëüêî äëèííåå,
ïðè ïîìîùè ìåòîäà õàðàêòåðèñòèê (ñòð. 316), - äëÿ ïðîöåññà Îðíøòåéíà-
Óëåíáåêà: dx = −β · (x− α) dt+ σδW (l H28).
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• Ìû óæå îáñóæäàëè â êîíöå ðàçäåëà §2.7, ñòð. 71, ÷òî íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ ìîãóò áûòü çàäàíû ñ íåêîòîðîé âåðîÿòíîñòüþ. Íàïðèìåð, ýòî
ïðîèñõîäèò, êîãäà ó÷èòûâàþò íåèçáåæíûå èçìåðèòåëüíûå îøèáêè ïðè
îïðåäåëåíèè x0 = x(t0). Âîçìîæíû è áîëåå ýêçîòè÷åñêèå ñèòóàöèè íà-
÷àëüíîé íåîïðåäåë¼ííîñòè.
Ñ òî÷êè çðåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà-Ïëàíêà ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ðàâíî íå äåëüòà - ôóíêöèè
Äèðàêà, à íåêîòîðîé çàäàâàåìîé ôóíêöèè P0(x0). Äëÿ íå¼ òîæå ìîæíî
çàïèñàòü ôóðüå - ïðåîáðàçîâàíèå:

P0(x0) =

∞∫
−∞

φ0(k) e−ikx0
dk

2π
.

Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ äëÿ âèíåðîâñêîãî áëóæäàíèÿ ñ ó÷¼òîì ýòîãî
íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ìû èìååì:

φ(k, t) = φ0(k) e−σ
2k2(t−t0)/2.

×òîáû ïîëó÷èòü âåðîÿòíîñòü áóäóùèõ çíà÷åíèé x, íåîáõîäèìî âû÷èñ-
ëèòü èíòåãðàë (4.13). Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà íà÷àëüíûå óñëîâèÿ èìå-
þò ãàóññîâó ôîðìó:

P0(x0) =
1

b
√

2π
e−(x0−a)2/2b2 => φ0(k) = eiak−b

2k2/2,

ãäå a - ñðåäíåå çíà÷åíèå, à b - âîëàòèëüíîñòü (îøèáêà èçìåðåíèÿ x0). Â
ýòîì ñëó÷àå ñíîâà ïîëó÷èòñÿ ãàóññîâà ïëîòíîñòü P (x, t), çàâèñÿùàÿ îò
âðåìåíè, íî âîëàòèëüíîñòü â íåé áóäåò çàìåíåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

σ2 (t− t0)→ b2 + σ2 (t− t0).

Äðóãèìè ñëîâàìè, íåîïðåäåë¼ííîñòü â áóäóùåì çíà÷åíèè x îïðåäåëÿåòñÿ
íà÷àëüíîé íåîïðåäåë¼ííîñòüþ b è �ïðèâíåñ¼ííîé� ñëó÷àéíûì áëóæäàíè-
åì σ2 (t− t0). Ýòîò ðåçóëüòàò äëÿ âîëàòèëüíîñòåé ñïðàâåäëèâ è â ñëó÷àå
ïðîèçâîëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ P0(x0). Äåéñòâèòåëüíî, ïîëàãàÿ t0 = 0, ïðè
ïîìîùè ãàóññîâîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ε ∼ N(0, 1) çàïèøåì ðåøåíèå âè-
íåðîâñêîãî ïðîöåññà:

x = x0 + σ
√
t ε.

Ñ÷èòàÿ x0 ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, ïîëó÷àåì:

σ2
x =

〈
(x− x̄)2

〉
=
〈(
x0 − x̄0 − σ

√
t ε
)2
〉

=
〈
(x0 − x̄0)

2
〉

+ σ2 t,

ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü íåçàâèñèìîñòüþ áóäóùåãî áëóæäàíèÿ è íà÷àëü-
íûõ óñëîâèé 〈x0ε〉 = 〈x0〉 〈ε〉 = 0.
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4.4 Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

• Ïðè ëîãàðèôìè÷åñêîì áëóæäàíèè (2.24), ñòð. 58, ëèíåéíàÿ çàâèñè-
ìîñòü ñíîñà è âîëàòèëüíîñòè îò x ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ðåøåíèå ïîëîæè-
òåëüíî x > 0. Îäíàêî íå âñåãäà âîçìîæíî îãðàíè÷èòü äèàïàçîí çíà÷åíèé
ðåøåíèÿ â ðàìêàõ òîëüêî óðàâíåíèé. ×àùå çàäàþòñÿ âíåøíèå ê óðàâíå-
íèþ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Îíè ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûõ òèïîâ.

B Îòðàæàþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èçìåíÿþò çíàê ïðèðàùåíèÿ dx
ïðè äîñòèæåíèè ãðàíèöû. Íàïðèìåð, áðîóíîâñêàÿ ÷àñòèöà, íà êîòîðóþ
äåéñòâóåò ñèëà òÿæåñòè, áóäåò ïîñòåïåííî îïóñêàòüñÿ âíèç. Îäíàêî ñî-
ñóä, â êîòîðîì îíà íàõîäèòñÿ, îãðàíè÷åí ñíèçó äíîì. Ïðè åãî äîñòèæåíèè
÷àñòèöà îòðàçèòñÿ è ïðîäîëæèò áëóæäàíèå â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíè-
åì. Òàê êàê ñèëà òÿæåñòè (ñíîñ) ïðîäîëæàåò äåéñòâîâàòü, ÷àñòèöà áóäåò
ïîñòîÿííî âîçâðàùàòüñÿ è îòðàæàòüñÿ îò ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè. Â ðå-
çóëüòàòå ñî âðåìåíåì óñòàíîâèòñÿ íåêîòîðîå ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå
âåðîÿòíîñòåé êîîðäèíàò è ñêîðîñòè áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû.

B Ïîãëîùàþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðåäïîëàãàþò ïðåêðàùåíèå ïðî-
öåññà ïðè äîñòèæåíèè ãðàíèöû. Åñëè x � êîîðäèíàòà ÷àñòèöû, òî íà
ïîãëîùàþùåé ãðàíèöå îíà óäàëÿåòñÿ èç ïðîñòðàíñòâà. Ïîýòîìó ïîëíàÿ
âåðîÿòíîñòü íàõîæäåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå äîëæíà ñî âðåìåíåì óìåíüøàòü-
ñÿ. Íàèáîëåå åñòåñòâåííàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïîäîáíîé ñèòóàöèè ñîñòîèò â
áëóæäàíèè â îáëàñòè [α..β] áîëüøîãî ÷èñëà ÷àñòèö, êîíöåíòðàöèÿ êîòî-
ðûõ ïðîïîðöèîíàëüíà ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè. Ïî ìåðå äîñòèæåíèÿ ÷à-
ñòèöàìè ãðàíèö îíè óäàëÿþòñÿ, è îáùàÿ êîíöåíòðàöèÿ ïàäàåò.

B Ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íàêëàäûâàþò, êîãäà ïðè äîñòèæå-
íèè íåêîòîðîé ãðàíèöû x = α ïðîèñõîäèò ïåðåìåùåíèå x íà äðóãóþ ãðà-
íèöó x = β, îòêóäà ïðîöåññ ïðîäîëæàåò ðàçâèâàòüñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñî
ñòîõàñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì. Ïðèìåðîì ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëî-
âèé áóäåò áëóæäàíèå áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû âíóòðè êîëüöà, çàïîëíåííîãî
âîäîé. Â ýòîì ñëó÷àå óãëîâàÿ êîîðäèíàòà φ, çàäàþùàÿ å¼ ïîëîæåíèå, îá-
ëàäàåò ñâîéñòâîì ïåðèîäè÷íîñòè, òàê êàê çíà÷åíèÿ φ = 0 è φ = 2π
ýêâèâàëåíòíû.

Ðåøåíèå ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðè íàëè÷èè
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé îáû÷íî óäà¼òñÿ ïîëó÷èòü òîëüêî ÷èñëåííûì îáðàçîì.
Äëÿ ýòîãî ìîäåëèðóåòñÿ ïðîöåññ áëóæäàíèÿ, â êîòîðîì ïðè äîñòèæåíèè
ãðàíèöû ïðîâîäèòñÿ ëîêàëüíîå èçìåíåíèå x â ñîîòâåòñòâèè ñ ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè. Ïî áîëüøîìó ÷èñëó ðåàëèçàöèé ïîäîáíûõ âûáîðî÷íûõ ïðî-
öåññîâ ìîæíî âû÷èñëèòü ñðåäíèå çíà÷åíèÿ èíòåðåñóþùèõ íàñ âåëè÷èí
èëè ïëîòíîñòü óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè.
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• Áîëåå óäîáíûì èíñòðóìåíòîì èçó÷åíèÿ ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû â òàêèõ
ñèòóàöèÿõ ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå Ôîêêåðà - Ïëàíêà (4.10), ñòð. 107, äëÿ
ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè P = P (x0, t0 ⇒ x, t):

∂P

∂t
+

∂

∂x

[
a(x, t)P

]
− 1

2

∂2

∂x2

[
b2(x, t)P

]
= 0.

Ïåðåïèøåì åãî â ñëåäóþùåì âèäå:

∂P

∂t
+
∂J

∂x
= 0, J(x, t) = a(x, t)P − 1

2

∂
[
b2(x, t)P

]
∂x

. (4.15)

Ôóíêöèÿ J(x, t) íàçûâàåòñÿ ïîòîêîì âåðîÿòíîñòè. Ïóñòü ýâîëþöèÿ x
ïðîèñõîäèò â ãðàíèöàõ [α..β]. Ïðè ýòîì îäíà èëè îáå ãðàíèöû ìîãóò
íàõîäèòüñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. Ïðîèíòåãðèðóåì (4.15) ïî x:

dp(t)

dt
= J(α, t)− J(β, t), p(t) =

β∫
α

P (x0, t0 ⇒ x, t) dx. (4.16)

Èçìåíåíèå âåðîÿòíîñòè íàõîæäåíèÿ x â îáëàñòè α < x < β îïðåäåëÿåòñÿ
çíà÷åíèÿìè J íà ãðàíèöàõ îáëàñòè. Óðàâíåíèå (4.15) ÿâëÿåòñÿ çàêîíîì
ñîõðàíåíèÿ â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå, à (4.16) � â èíòåãðàëüíîé. Ñèòó-
àöèÿ ýêâèâàëåíòíà ëþáîìó çàêîíó ñîõðàíåíèÿ. Òàê, ñîõðàíåíèå çàðÿäà â
�îáú¼ìå� [α..β] ïðîèñõîäèò, åñëè ñóììàðíûé òîê íà ãðàíèöå îòñóòñòâóåò
(ñêîëüêî âîøëî çàðÿäîâ çà åäèíèöó âðåìåíè, ñòîëüêî æå è âûøëî).

Äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè áîëåå åñòåñòâåííà àíàëîãèÿ ñ êîíöåíòðà-
öèåé ÷àñòèö â åäèíè÷íîì îáú¼ìå n(x, t). Åñëè îáùåå ÷èñëî ÷àñòèö ðàâíî
N , è âåðîÿòíîñòü íàõîæäåíèÿ â òîé èëè èíîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà ðàâíà
P (x, t), òî êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö ðàâíà n(x, t) = N P (x, t). Â ýòîì ñëó÷àå
òîê âåðîÿòíîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôèçè÷åñêèé ïåðåíîñ ÷àñòèö è îïðå-
äåëÿåòñÿ èõ ñêîðîñòüþ â äàííîé òî÷êå è êîíöåíòðàöèåé J = v n(x, t).

Â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå äèôôåðåíöèàëüíûé è èíòåãðàëüíûé çàêî-
íû ñîõðàíåíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö èìåþò âèä:

∂n

∂t
+∇J = 0, <=>

d

dt

∫
V

n(x, t)dV = −
∫
S

J dS,

ãäå J = v n, v � ñêîðîñòü ÷àñòèö, à ∇J = ∂Jx/∂x + ∂Jy/∂y + ∂Jz/∂z

- äèâåðãåíöèÿ. Âåêòîð ýëåìåíòàðíîé ïîâåðõíîñòè dS íàïðàâëåí ïåðïåí-
äèêóëÿðíî S èç îáú¼ìà V , êîòîðûé îêðóæàåò ïîâåðõíîñòü S, íàðóæó.
Ïîýòîìó òîê, íàïðàâëåííûé èç îáú¼ìà, ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ÷èñëà
÷àñòèö, à âîâíóòðü � ê óâåëè÷åíèþ.
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• Äëÿ îòðàæàþùèõ èëè ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàíèö ïîëíàÿ âåðîÿòíîñòü p
íàõîæäåíèÿ x â èíòåðâàëå [α..β] íå èçìåíÿåòñÿ:

dp(t)

dt
= 0 => J(α, t) = J(β, t).

Ïðè äîñòèæåíèè ïåðèîäè÷åñêîé ãðàíèöû x = α îáúåêò ïåðåíîñèòñÿ â
x = β, òàê ÷òî òîêè íà ãðàíèöàõ îäèíàêîâûå è íå ðàâíû íóëþ. Ïðè ýòîì
ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè íà ãðàíèöàõ äîëæíà ñîâïàäàòü, òàê êàê ôàêòè-
÷åñêè ýòî îäíà òî÷êà ïðîñòðàíñòâà (äëÿ áëóæäàíèÿ âíóòðè êîëüöà ýòî
î÷åâèäíî). Â ñëó÷àå îòðàæàþùèõ ãðàíèö òîêè â òî÷íîñòè íóëåâûå. Ñèì-
âîëè÷åñêè ýòî ïðåäñòàâëåíî íà ðèñóíêàõ íèæå:

Ïðè îòðàæàþùèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ òîê, îòðàæàÿñü, îáðàçóåò ïðÿìîå
è âñòðå÷íîå íàïðàâëåíèÿ, ïîýòîìó ñóììàðíûé ïîòîê íà ãðàíèöå ðàâåí
íóëþ. Ïîãëîùàþùàÿ ãðàíèöà õàðàêòåðèçóåòñÿ íóëåâûì çíà÷åíèåì âåðî-
ÿòíîñòè P (x, t), òàê êàê ÷àñòèöà â ýòîé òî÷êå �èñ÷åçàåò� èç ïðîñòðàíñòâà.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òð¼õ òèïîâ ãðàíèö èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ãðà-
íè÷íûå óñëîâèÿ (P (x, t) = P (x0, t0 ⇒ x, t)):

reflecting : J(α, t) = 0
absorbing : P (α, t) = 0
periodic : J(α, t) = J(β, t), P (α, t) = P (β, t).

Îòðàæàþùàÿ èëè ïîãëîùàþùàÿ ãðàíèöû ìîãóò áûòü â åäèíñòâåííîì
âèäå èëè ñîñóùåñòâîâàòü îäíîâðåìåííî (íàïðèìåð, ñëåâà � îòðàæàþùàÿ
ãðàíèöà, à ñïðàâà � ïîãëîùàþùàÿ). Åñëè ãðàíèöà îäíà, òî îáû÷íî ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ âûïîëíåíèå ïîãëîùàþùåãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íà áåñêîíå÷-
íîñòè P (∞, t) = 0. Ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíèöû ïî ñâîåìó ñìûñëó äîëæíû
ïðèñóòñòâîâàòü îäíîâðåìåííî.

Åñòåñòâåííî, ìîæíî èñïîëüçîâàòü è áîëåå çàòåéëèâûå ãðàíèöû. Íà-
ïðèìåð, ïîëóïðîçðà÷íàÿ ãðàíèöà, íà êîòîðîé ñ íåêîòîðîé âåðîÿòíîñòüþ
ïðîèñõîäèò îòðàæåíèå ÷àñòèöû èëè ïðîõîæäåíèå å¼ ÷åðåç ãðàíèöó. Ïî-
íÿòíî, ÷òî ïîäîáíûõ ïîëóïðîçðà÷íûõ ãðàíèö â ïðîñòðàíñòâå ìîæåò áûòü
íåñêîëüêî. Îäíàêî â áîëüøèíñòâå çàäà÷ äîñòàòî÷íî ïåðå÷èñëåííûõ âû-
øå ãðàíèö òð¼õ òèïîâ.

Óðàâíåíèå Ôîêêåðà-Ïëàíêà äëÿ îäíîé è òîé æå ñèñòåìû ñ ðàçëè÷íûìè
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ïðèâîäèò ê êà÷åñòâåííî îòëè÷àþùèìñÿ ðåøåíè-
ÿì. Ðàññìîòðèì äâà ïðîñòûõ ïðèìåðà.
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• Äëÿ íàãëÿäíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî x � êîîðäèíàòà ÷àñòèöû, êî-
òîðàÿ èñïûòûâàåò ïîñòîÿííûé ñíîñ, ñìåùàÿñü â ñðåäíåì âëåâî (îñü x
íàïðàâëåíà ñëåâà íàïðàâî):

dx = −µdt+ σδW.

Ïóñòü â x = 0 ñóùåñòâóåò îòðàæàþùàÿ ãðàíèöà. Â ýòîì ñëó÷àå âîç-
ìîæíî ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà - Ïëàíêà. Êàêèì áû
íè áûëî íà÷àëüíîå çíà÷åíèå êîîðäèíàòû x0 > 0, ÷àñòèöà ðàíî èëè ïîçä-
íî äîñòèãíåò ãðàíèöû è îòðàçèòñÿ îò íå¼. Îäíàêî ñíîñ áóäåò âñ¼ âðåìÿ
âîçâðàùàòü å¼ îáðàòíî. Â ðåçóëüòàòå óñòàíîâèòñÿ ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿ-
íèå. Ïðè ýòîì âåðîÿòíîñòü íàõîæäåíèÿ ÷àñòèöû â ïðîñòðàíñòâå äîëæíà
óìåíüøàòüñÿ ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò ãðàíèöû. Íàéä¼ì å¼ ÿâíûé âèä, ðåøèâ
ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Ôîêêåðà - Ïëàíêà ñ ∂P/∂t = 0:

−µP (x)− σ2

2
P ′(x) = 0 => P (x) =

2µ

σ2
e−2µx/σ2

.

Íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü íàõîäèì, èíòåãðèðóÿ îò íóëÿ äî áåñêîíå÷íî-
ñòè. Â äàííîì ñëó÷àå òîê ðàâåí íóëþ íå òîëüêî íà îòðàæàþùåé ãðàíèöå,
íî è âî âñ¼ì ïðîñòðàíñòâå. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íå ïîëó÷èëîñü áû ñòàöè-
îíàðíîãî ðåøåíèÿ.

• Ðàññìîòðèì òó æå ñèñòåìó, íî ñ äâóìÿ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíèöàìè
[α..β]. Â ýòîì ñëó÷àå (4.15) èìååì:

−µP (x)− σ2

2
P ′(x) = J0 => P (x) =

J0

µ
+ P0 e

−2µx/σ2

.

Ìû ñíîâà èíòåðåñóåìñÿ ñòàöèîíàðíûì ðåøåíèåì, ïîýòîìó J0 � ýòî êîí-
ñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî x óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà-Ïëàíêà ñ ∂P/∂t = 0.
Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ïîòîêà âåðîÿòíîñòè J(α) = J(β) âûïîëíÿþòñÿ
àâòîìàòè÷åñêè, òàê êàê J(x) = J0 = const. Ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè P (α) = P (β) âûïîëíÿþòñÿ òîëüêî
ïðè P0 = 0. Â ðåçóëüòàòå P (x) ðàâíà êîíñòàíòå J0/µ, çíà÷åíèå êîòîðîé
íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè. Ïîýòîìó, P (x) = 1/(β − α).
Ñìûñë ýòîãî ðåøåíèÿ ëåãêî ïîíÿòü. Ïðè îòðèöàòåëüíîì ñíîñå ÷àñòè-

öà ïîñòåïåííî äðåéôóåò ê ëåâîé ãðàíèöå x = α. Ïðè å¼ äîñòèæåíèè îíà
ïåðåíîñèòñÿ íà ïðàâóþ ãðàíèöó x = β, è ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ. Ïîíÿò-
íî, ÷òî ñî âðåìåíåì óñòàíîâèòñÿ îäíîðîäíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé.
Àíàëîãè÷íî, ïðè áëóæäàíèè áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû âíóòðè êîëüöà âåðî-
ÿòíîñòü å¼ íàõîæäåíèÿ â òîé èëè èíîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà ïîñòåïåííî
ñòàíåò ïîñòîÿííîé. Íàïîìíþ, ÷òî â îòêðûòîì ïðîñòðàíñòâå âåðîÿòíîñòü
ðàñïëûâàåòñÿ è ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà ó ñèñòåìû áûòü íå ìîæåò.
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4.5 Âåðîÿòíîñòü äîñòèæåíèÿ ãðàíèöû ∗

• Íàéä¼ì òåïåðü âåðîÿòíîñòü äîñòèæåíèÿ ïðè áëóæäàíèè ãðàíèö èí-
òåðâàëà [α..β]. Ïóñòü ýòî áóäóò ïîãëîùàþùèå ãðàíèöû, è â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè t0 = 0 ÷àñòèöà íàõîäèòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå α < x0 < β.
Âåðîÿòíîñòü p(x0, t) òîãî, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè t îíà åù¼ íè ðàçó íå
êîñíóëàñü ãðàíèö è íàõîäèòñÿ âíóòðè èíòåðâàëà [α..β], ðàâíà:

p(x0, t) =

β∫
α

P (x0, 0⇒ x, t) dx =

β∫
α

P (x0,−t⇒ x, 0) dx. (4.17)

Âòîðîå ðàâåíñòâî çàïèñàíî äëÿ îäíîðîäíûõ ñèñòåì, ó êîòîðûõ ñíîñ è
âîëàòèëüíîñòü íå çàâèñÿò îò âðåìåíè. Èìåííî èõ ìû ñåé÷àñ è ðàññìîò-
ðèì. Äëÿ òàêèõ ñèñòåì ìîæíî ñäâèíóòü íà÷àëî îòñ÷¼òà âðåìåíè, ñ÷èòàÿ
íà÷àëüíûì t0 = −t, à �êîíå÷íûì� � t = 0. Âîçüì¼ì ïðîèçâîäíóþ ïî t âû-
ðàæåíèÿ (4.17) è âîñïîëüçóåìñÿ ïåðâûì óðàâíåíèåì Êîëìîãîðîâà (4.6),
ñòð. 105. Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå äëÿ p = p(x0, t) èìååò âèä:

a(x0)
∂p

∂x0
+
b2(x0)

2

∂2p

∂x2
0

=
∂p

∂t
. (4.18)

Äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ñïðàâåäëèâî íà÷àëüíîå óñëîâèå â âèäå ôóíê-
öèè Äèðàêà P (x0, 0 ⇒ x, 0) = δ(x − x0). Ïîýòîìó èç (4.17) ñëåäóåò
íà÷àëüíîå óñëîâèå: p(x0, 0) = 1 (÷àñòèöà ãàðàíòèðîâàííî íàõîäèòñÿ â
α < x0 < β). Êðîìå ýòîãî, åñëè x0 îêàçûâàåòñÿ íà ãðàíèöå, âåðîÿòíîñòü
äàëüíåéøåãî ïðåáûâàíèÿ â èíòåðâàëå [α..β] áóäåò ðàâíîé íóëþ, ïîýòîìó:

p(α, t) = p(β, t) = 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç T âðåìÿ äîñòèæåíèÿ îäíîé èç ãðàíèö. Ïîíÿòíî, ÷òî T -
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà è p(x0, t) � ýòî èíòåãðàëüíàÿ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
T > t (�âñ¼ åù¼ íàõîäèòñÿ�). Âåðîÿòíîñòü, ÷òî T < t, ðàâíà 1 − p(x0, t).
Å¼ ïðîèçâîäíàÿ ïî t äàñò ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè òîãî èëè èíîãî âðåìåíè
ïðåáûâàíèÿ â èíòåðâàëå [α..β]. Ïîýòîìó, íàïðèìåð, ñðåäíåå âðåìÿ ïðå-
áûâàíèÿ ðàâíî:

〈T 〉 =

∞∫
0

t
∂

∂t

(
1− p(x0, t)

)
dt =

∞∫
0

p(x0, t) dt.

Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî p(x0,∞) = 0, ò.ê. ÷àñòèöà â îãðàíè÷åííîì ïðîñòðàíñòâå
[α..β] ðàíî èëè ïîçäíî äîñòèãàåò îäíîé èç ãðàíèö. Äëÿ ñðåäíåãî n-òîé
ñòåïåíè îò T ââåä¼ì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå Tn(x0) = 〈T n〉 è íàéä¼ì
óðàâíåíèå, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò ôóíêöèÿ Tn(x0).



Âåðîÿòíîñòè 115

• Ïðîâåäÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì â îïðåäåëåíèè 〈T n〉, ïîëó÷àåì:

Tn(x0) = 〈T n〉 = −
∞∫

0

tn
∂p(x0, t)

∂t
dt = n

∞∫
0

tn−1p(x0, t) dt. (4.19)

Óìíîæèì óðàâíåíèå (4.18) íà ntn−1 è ïðîèíòåãðèðóåì ïî dt:

a(x0)T
′
n(x0) +

b2(x0)

2
T ′′n (x0) = −nTn−1(x0).

Áëàãîäàðÿ íîðìèðîâî÷íîìó óñëîâèþ 〈1〉 = 1 èìååì T0(x0) = 1. Ïîýòîìó
ìû ïîëó÷èëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óðàâíåíèé ñ ïðàâîé ÷àñòüþ, îïðåäå-
ëÿåìîé íà ïðåäûäóùåé èòåðàöèè. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñðåäíåãî âðåìåíè
T (x0) = T1(x0):

a(x0)T
′(x0) +

b2(x0)

2
T ′′(x0) = −1

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè T (α) = T (β) = 0 (åñëè ÷àñòèöà â íà÷àëüíîì
ïîëîæåíèè x0 áûëà íà ãðàíèöå, òî îíà ñðàçó ïîêèíåò ïðîñòðàíñòâî).

Íàïðèìåð, ïðè âèíåðîâñêîì áëóæäàíèè ñ íóëåâûì ñíîñîì µ = 0 è
âîëàòèëüíîñòüþ σ èìååì:

σ2

2
T ′′ = −1 =>

σ2

2
T = −x

2
0

2
+ Ax0 +B,

ãäå A è B � êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïóñòü ïîãëîùàþùèå ãðàíèöû
íàõîäÿòñÿ â òî÷êàõ x = 0, L. Òîãäà ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ T (0) = T (L) = 0
ïðèâîäÿò ê:

〈T 〉 = T (x0) =
x0 (L− x0)

σ2
.

Ìàêñèìàëüíîå ñðåäíåå âðåìÿ 〈T 〉 = L2/4σ2 äîñòèæåíèÿ ãðàíèö ïîëó÷à-
åòñÿ òîãäà, êîãäà â íà÷àëüíûé ìîìåíò ÷àñòèöà íàõîäèòñÿ â öåíòðàëüíîé
÷àñòè èíòåðâàëà x0 = L/2. Â ñèëó ñèììåòðèè çàäà÷è (ñíîñà íåò) ýòîò
ðåçóëüòàò âïîëíå îæèäàåì. Äàæå åñëè x0 íàõîäèòñÿ íåäàëåêî îò x = 0,
òî ïðè L→∞ ñðåäíåå âðåìÿ òàêæå ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.

Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ (l H27) ñòîèò ðåøèòü ýòó æå çàäà÷ó ïðè íåíó-
ëåâîì ñíîñå è ðàññìîòðåòü ïðåäåë �øèðîêîãî� ïðîñòðàíñòâà L→∞.
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4.6 Ðàçëîæåíèå âåðîÿòíîñòè ïî áàçèñó ∗

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ôîêêåðà-Ïëàíêà ñ íå çàâèñÿùèìè îò âðåìåíè
ñíîñîì a(x) è äèôôóçèåé D(x) = b2(x):

∂P

∂t
+

∂

∂x

[
a(x)P

]
− 1

2

∂2

∂x2

[
D(x)P

]
= 0.

Áóäåì èñêàòü åãî ðåøåíèå â âèäå P = uλ(x) e−λt. Ôóíêöèÿ u(x) óäîâëå-
òâîðÿåò óðàâíåíèþ (øòðèõ - ïðîèçâîäíàÿ ïî x):[

a(x)uλ(x)
]′ − 1

2

[
D(x)uλ(x)

]′′
= λuλ(x). (4.20)

Ïðè íàëè÷èè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (ñòð. 111) â èíòåðâàëå [α...β] ýòî óðàâ-
íåíèå ìîæåò ïðèâîäèòü ê äèñêðåòíîìó íàáîðó ðàçðåø¼ííûõ çíà÷åíèé:
λ1, λ2, ... (ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ) è ñîîòâåòñòâóþùèì èì ñîáñòâåííûì
ôóíêöèÿì uλ(x). Èñïîëüçóÿ èõ, ìîæíî çàïèñàòü îáùåå ðåøåíèå óðàâíå-
íèå Ôîêêåðà-Ïëàíêà.
• Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì âèíåðîâñêîå áëóæäàíèå ñ íóëåâûì ñíîñîì

a(x) = 0 è äèôôóçèåé D = σ2. Óðàâíåíèå (4.20) èìååò âèä:

u′′λ(x) + ω2uλ(x) = 0,

ãäå w =
√

2λ/σ. Åãî îáùåå ðåøåíèå õîðîøî èçâåñòíî:

uλ(x) = A sin(ωx) +B cos(ωx).

Ïóñòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ [0..L] ÿâëÿþòñÿ ïîãëîùàþùèìè. Â òî÷êàõ x =
0 è x = L ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè äîëæíà îáðàùàòüñÿ â íóëü: uλ(0) =
uλ(L) = 0. Ïîäñòàíîâêà ðåøåíèÿ â ýòè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðèâîäèò ê
ñëåäóþùèì ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì:

un(x) =

√
2

L
sin(ωnx), ωn =

nπ

L

è n = 1, 2, ... � öåëûå ÷èñëà, íóìåðóþùèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λn =
σ2ω2

n/2. Ìíîæèòåëü
√

2/L ïðè ñîáñòâåííîé ôóíêöèè âûáðàí òàêèì îá-
ðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè:

L∫
0

un(x)um(x)dx =
2

L

L∫
0

sin(ωnx) sin(ωmx)dx = δnm, (4.21)

ãäå δnm � ñèìâîë Êðîíåêåðà, ðàâíûé åäèíèöå ïðè n = m è íóëþ, åñëè
m 6= n. Òåïåðü ìîæíî ðàçëîæèòü îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â áåñêîíå÷-
íûé ðÿä ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì.
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Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäñòàâèì ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè â âèäå ñëåäóþùåé
ñóììû:

P (x0, 0⇒ x, t) =
∞∑
n=0

An un(x) e−λnt.

Áëàãîäàðÿ îðòîãîíàëüíîñòè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé un(x) ìû âñåãäà ìî-
æåì âîññòàíîâèòü êîýôôèöèåíòû ýòîãî ðàçëîæåíèÿ. Èñïîëüçóÿ íà÷àëü-
íîå óñëîâèå P (x0, 0⇒ x, 0) = δ(x− x0) è (4.21), èìååì:

An =

L∫
0

P (x0, 0⇒ x, 0)un(x)dx =

L∫
0

δ(x− x0)un(x)dx = un(x0).

Ïîýòîìó îêîí÷àòåëüíî:

P (x0, 0⇒ x, t) =
2

L

∞∑
n=0

sin(ωnx0) sin(ωnx)e−λnt.

Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè îáùàÿ âåðîÿòíîñòü íàõîæäåíèÿ ÷àñòèöû â äèàïàçîíå
[0..L] óìåíüøàåòñÿ, òàê êàê ÷àñòèöà ðàíî èëè ïîçäíî áóäåò çàõâà÷åíà
îäíîé èç ãðàíèö.

• Òàê æå íàõîäèòñÿ ðåøåíèå äëÿ îòðàæàþùèõ ãðàíèö. Â ýòîì ñëó÷àå
íà ãðàíèöàõ x = 0 è x = L òîê (4.15), ñòð. 111:

J(x, t) = −σ
2

2

∂P (x, t)

∂x
= −σ

2e−λt

2
u′λ(x)

äîëæåí áûòü íóëåâûì, à, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíà íóëþ ïðîèçâîäíàÿ ñîá-
ñòâåííîé ôóíêöèè: u′λ(0) = u′λ(L) = 0. Â ðåçóëüòàòå:

u0(x) =
1√
L
, un =

√
2

L
cos(ωnx), ωn =

nπ

L
,

è n = 1, 2, ... Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòè ôóíêöèè òàêæå îðòîãîíàëüíû.
Ïîýòîìó îêîí÷àòåëüíî:

P (x0, 0⇒ x, t) =
1

L
+

2

L

∞∑
n=0

cos(ωnx0) cos(ωnx)e−λnt.

Ïðè t → ∞ ðåøåíèå ñòðåìèòñÿ ê P (x0, 0 ⇒ x, t) → 1/L, è ÷àñòèöó
ìîæíî ðàâíîâåðîÿòíî âñòðåòèòü â ëþáîé òî÷êå èíòåðâàëà øèðèíîé L.

Ðàññìîòðèì òåïåðü îáùóþ òåîðèþ äëÿ çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå ôóíê-
öèè è çíà÷åíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà-Ïëàíêà.
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• Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Â � ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð (íà-
ïðèìåð, Â = d2/dx2), è ñïðàâåäëèâî óðàâíåíèå ñëåäóþùåãî âèäà:

Âu(x) = λ ρ(x)u(x), (4.22)

ãäå ρ(x) � äåéñòâèòåëüíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ. Åñëè äëÿ ïðîèçâîëü-
íûõ ôóíêöèé ψ(x) è φ(x) âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå:

β∫
α

ψ(x)Âφ(x) dx =

β∫
α

φ(x)Â∗ψ(x) dx, (4.23)

òî îïåðàòîð Â íàçûâàåòñÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííûì. Çâ¼çäî÷êà (êîìïëåêñíîå
ñîïðÿæåíèå) ìîæåò áûòü îïóùåíà äëÿ äåéñòâèòåëüíûõ îïåðàòîðîâ.
Ðàññìîòðèì ðåøåíèÿ un(x), um(x) óðàâíåíèÿ (4.22), ñîîòâåòñòâóþùèå

ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λn è λm. Èñïîëüçóÿ (4.22), çàïèøåì:

β∫
α

u∗m(x)Âun(x) dx = λn

β∫
α

u∗m(x)un(x)ρ(x) dx,

β∫
α

un(x)Â∗u∗m(x) dx = λ∗m

β∫
α

u∗m(x)un(x)ρ(x) dx,

ãäå âî âòîðîì ñîîòíîøåíèè âçÿòî êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå (4.22) è ó÷òå-
íà äåéñòâèòåëüíîñòü ôóíêöèè ρ(x).
Åñëè îïåðàòîð Â ñàìîñîïðÿæ¼ííûé, òî ëåâûå ÷àñòè ýòèõ ðàâåíñòâ

äîëæíû áûòü îäèíàêîâûìè (ψ = u∗m, φ = un). Ïðèðàâíÿåì èõ:

(λn − λ∗m)

β∫
α

u∗m(x)un(x) ρ(x) dx = 0.

Åñëè n = m, òî ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ïîëîæèòåëüíà, è, ñëåäîâà-
òåëüíî, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ � äåéñòâèòåëüíû (λ∗n = λn). Ïðè n 6= m
íóëþ ðàâåí èíòåãðàë, ïîýòîìó ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îðòîãîíàëüíû ñ âå-
ñîì ρ(x). Îïåðàòîð Â � ëèíåéíûé, ñëåäîâàòåëüíî, ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ
îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ. Åãî óäîáíî âûáðàòü
òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè

β∫
α

u∗m(x)un(x) ρ(x) dx = δnm

ñ âåñîâîé ôóíêöèåé ρ(x).
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Òåïåðü ìîæíî çàïèñàòü ðàçëîæåíèå îáùåãî ðåøåíèÿ ïî áàçèñó:

F (x) =
∑

fnun(x), => fn =

β∫
α

F (x)u∗n(x) ρ(x) dx,

ãäå äëÿ êîýôôèöèåíòîâ fn èñïîëüçîâàíî óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè.
Îïåðàòîð Â óðàâíåíèÿ (4.20) íå ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííûì. Óìíî-

æèì îáå ÷àñòè (4.20) íà ôóíêöèþ ρ = ρ(x) è ïîäáåð¼ì å¼ òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå (4.23). Ïðîâåä¼ì èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì:

β∫
α

{
ψρ
(
aφ
)′ − 1

2
ψρ
(
Dφ
)′′}

dx =

β∫
α

{
−
(
ψρ)′aφ− 1

2

(
ψρ
)′′
Dφ

}
dx+ I,

ãäå I � çíà÷åíèÿ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè íà ãðàíèöàõ α è β:

I = ψ ρ aφ
∣∣∣β
α
− 1

2
ψ ρ (Dφ)′

∣∣∣β
α

+
1

2
(ψ ρ)′Dφ

∣∣∣β
α
. (4.24)

Ðàñêðîåì ïðîèçâîäíûå â îáîèõ èíòåãðàëàõ. Îïåðàòîð áóäåò ñàìîñîïðÿ-
æ¼ííûì, åñëè ïðè ïåðåñòàíîâêå ψ è φ ìåñòàìè âîêðóã íåãî ïîëó÷àåòñÿ
òîò æå ðåçóëüòàò (äåéñòâèòåëüíûé ñëó÷àé). Ýòî ïðîèñõîäèò, åñëè:

2ρa = ρD′ −Dρ′ => ρ(x) = exp

∫
D′(x)− 2a(x)

D(x)
dx. (4.25)

Êðîìå ýòîãî, åñòåñòâåííî, äîëæíû èñ÷åçàòü ãðàíè÷íûå ÷ëåíû (I = 0).
Ââåä¼ì â ñîîòâåòñòâèè ñ (4.15) ïëîòíîñòè òîêà âåðîÿòíîñòè:

Jφ = aφ− 1

2
(Dφ)′, Jψ = aψ − 1

2
(Dψ)′.

Ïðè ïîìîùè ýòèõ îïðåäåëåíèé è óðàâíåíèÿ (4.25) äëÿ ôóíêöèè ρ(x),
ãðàíè÷íûé ÷ëåí (4.24) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

I = ρ(x)(ψ(x)Jφ(x)− φ(x)Jψ(x))
∣∣∣β
α

= 0.

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî âñå òðè òèïà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ðàññìîòðåí-
íûõ â ðàçäåëå §4.4, ñòð. 110 ïðèâîäÿò ê íóëåâîìó çíà÷åíèþ I. Òàêèì
îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî îïåðàòîð óðàâíåíèÿ (4.20), óìíîæåííûé íà
ôóíêöèþ ρ(x) (4.25), îêàçûâàåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì. Ïîýòîìó îáùåå ðå-
øåíèå óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà-Ïëàíêà ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

P (x, t) =
∑
n

anun(x)e−λnt, an =

β∫
α

P (x, 0)u∗n(x) ρ(x) dx,

ãäå äëÿ îïðåäåëåíèÿ an èñïîëüçóþòñÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ P (x, 0).
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4.7 Óðàâíåíèå äëÿ x(t, ε) ∗

Ïóñòü ñëó÷àéíûé ïðîöåññ x = f(t, ε) â ìîìåíò âðåìåíè t âûðàæåí
÷åðåç ãàóññîâó ïåðåìåííóþ ε. Íåñìîòðÿ íà ñëó÷àéíîñòü âåëè÷èí, f(t, ε)
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáû÷íóþ ôóíêöèþ äâóõ àðãóìåíòîâ. Íàéä¼ì óðàâ-
íåíèå, êîòîðîìó îíà óäîâëåòâîðÿåò. Ïðè ýòîì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ê f ôóíêöèÿ ε = g(x, t). Íàì ïîòðåáóþòñÿ ïåðåõî-
äû îò ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ f ê g. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì äèôôåðåíöèàëû:

dε = ∂xg dx+ ∂tg dt, dx = ∂εf dε+ ∂tf dt,

ãäå ∂xg = ∂g/∂x, è ò.ä. Ïîäñòàâëÿÿ dx â ïåðâîå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì:

∂εf ∂xg = 1, ∂tg = −∂xg ∂tf, ∂2
xg = ∂x

(
1

∂εf

)
= −∂

2
εf ∂xg

(∂εf)2
. (4.26)

Âûâåäåì ñíà÷àëà óðàâíåíèå äëÿ îáðàòíîé ôóíêöèè g(x, t). Ïóñòü â
ìîìåíò âðåìåíè t ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, îò êîòîðîé çàâèñèò x, ðàâíà ε1.
×åðåç áåñêîíå÷íî ìàëûé èíòåðâàë âðåìåíè â t+ dt ýòî óæå äðóãàÿ ãàóñ-
ñîâà ïåðåìåííàÿ ε2:

ε2 = g
(
x+ dx, t+ dt

)
, ε1 = g(x, t).

Âîçâåä¼ì ε2 â k-òóþ ñòåïåíü εk2 = gk
(
x + dx, t + dt

)
è ðàçëîæèì â ðÿä

äî ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî dt, è äî âòîðîãî ïî dx:

εk2 = εk1 + kgk−1 (g′dx+ ġdt) +
[
k(k − 1)gk−2g′2 + kgk−1g′′

] (dx)2

2
+ ..,

ãäå øòðèõ îáîçíà÷àåò ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî x, à òî÷êà � ïî âðåìåíè.
Â êà÷åñòâå dx ïîäñòàâèì ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå dx = adt + bε

√
dt,

ãäå ñëó÷àéíîå ÷èñëî ε íå çàâèñèò îò ε1. Óñðåäíÿÿ ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè〈
εk2
〉

=
〈
εk1
〉
, 〈ε〉 = 0,

〈
ε2
〉

= 1 è ñäâèãàÿ k → k + 1, ïîëó÷àåì:〈
gk
(
g′ a+ ġ +

D

2
g′′
)

+ kgk−1 D

2
g′2
〉

= 0,

ãäå D = b2 � äèôôóçèÿ ïðîöåññà. Óìíîæèì ýòî ñîîòíîøåíèå íà ïðîèç-
âîëüíûå êîýôôèöèåíòû Fk è ïðîñóììèðóåì ïî k = 0, 1, ...:〈

F (g)

(
g′ a+ ġ +

D

2
g′′
)

+ F ′(g) g′2
D

2

〉
= 0,

ãäå F (g) = F0 + F1g + F2g
2 + .. Ïðè óñðåäíåíèè ïðîèçâîäèòñÿ èíòåãðè-

ðîâàíèå ïî ε1 = g ñ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè P (ε1). Äëÿ ôóíêöèé òèïà
g′(x, t) ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîñëå âçÿòèÿ ïðîèçâîäíîé íåîáõîäèìî âûðà-
çèòü x = f(ε1, t) è ïîäñòàâèòü â g

′(x, t).
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Ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì âòîðîå ñëàãàåìîå â ñðåäíåì:

∞∫
−∞

F ′(ε1)g
′2 D

2
P (ε1) dε1 = −

∞∫
−∞

F (ε1)
∂

∂ε1

[
g′2

D

2
P (ε1)

]
dε1.

Ïðè âû÷èñëåíèè ïðîèçâîäíîé ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ íåÿâíûì äèôôå-
ðåíöèðîâàíèåì:

∂

∂ε1

[
g′2

D

2

]
=

∂

∂x

[
g′2

D

2

]
∂x

∂ε1
=

∂

∂x

[
g′2

D

2

]
1

g′
,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî ∂x/∂ε1 = f ′ = 1/g′ (ñì. (4.26)).

Ââîäÿ ôóíêöèþ ψ(ε1) = −P ′(ε1)/P (ε1), ïîëó÷àåì:〈
F (g)

(
g′ a+ ġ +

D

2
g′′ + g′2

D

2
ψ(ε1)−

∂

∂x

[
g′2

D

2

]
1

g′

)〉
= 0.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ôóíêöèè F ìíîæèòåëü â êðóãëûõ ñêîáêàõ äîë-
æåí áûòü ðàâåí íóëþ, ïîýòîìó äëÿ ε1 = g(x, t) èìååì:

ġ =
1

2

∂D(x, t)

∂x
g′ − a(x, t)g′ − D(x, t)

2

[
ψ(g) g′2 − g′′

]
. (4.27)

Âîñïîëüçîâàâøèñü (4.26), ïîñëå íåñëîæíûõ âû÷èñëåíèé ïîëó÷àåì óðàâ-
íåíèå îòíîñèòåëüíî f(t, ε):

ḟ = a(f, t) − D′(f, t)

2
+

D(f, t)

2

[
ψ(ε)

f ′
+
f ′′

f ′2

]
, (4.28)

ãäå D′ = ∂D/∂f è îïóùåí èíäåêñ ó ε1.

Â äåòåðìèíèðîâàííîì ñëó÷àå (D = 0) ïîëó÷àåòñÿ, êàê è ñëåäîâàëî
îæèäàòü, îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ḟ = a(f, t). Íà-
÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ (4.28) èìååò âèä x(t0, ε) = x0.

Äëÿ ãàóññîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ψ(ε) = ε. Îäíàêî â êà÷åñòâå ñëó÷àéíîãî
÷èñëà ε ìîæíî èñïîëüçîâàòü âåëè÷èíó ñ ïðîèçâîëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì.
Òàê, äëÿ P (ε) ∼ εγ−1e−λε ôóíêöèÿ ψ(ε) = λ− (γ − 1)/ε.

Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ (l H42) ïðåäëàãàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî óðàâíå-
íèÿ (4.27) è (4.28) ñîãëàñóþòñÿ ñ óðàâíåíèåì Ôîêêåðà-Ïëàíêà.
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Ãëàâà 5

Ñòîõàñòè÷åñêèå èíòåãðàëû

Êàê è â îáû÷íîì àíàëèçå, åñëè îïðåäåëåíî ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåí-
öèðîâàíèå, òî åñòåñòâåííî ââåñòè è ñòîõàñòè÷åñêîå èíòåãðèðîâàíèå. Ñî-
îòâåòñòâóþùàÿ òåõíèêà äàñò íàì åù¼ îäèí èíñòðóìåíò ïîëó÷åíèÿ ñîîò-
íîøåíèé äëÿ èíîãäà äîñòàòî÷íî îáùèõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Ýòî î÷åíü
êðàñèâûé ðàçäåë ñòîõàñòè÷åñêîé ìàòåìàòèêè, êîòîðûé ê òîìó æå àêòèâ-
íî èñïîëüçóåòñÿ â ó÷åáíîé è íàó÷íîé ëèòåðàòóðå.
Â äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ ïðèñóòñòâóþò äâà áåñêîíå÷íî ìà-

ëûõ èçìåíåíèÿ � ñíîñ, ïðîïîðöèîíàëüíûé dt, è âîëàòèëüíîñòü øóìà δW .
Ñîîòâåòñòâåííî, âîçìîæíî äâà âèäà èíòåãðàëîâ. Â ïåðâîì ðàçäåëå ìû
ðàññìîòðèì ñòîõàñòè÷åñêèå èíòåãðàëû ïî dt, èçó÷èì èõ îñíîâíûå ñâîé-
ñòâà è íàéä¼ì ïðåäñòàâëåíèå íåêîòîðûõ èíòåãðàëîâ ÷åðåç îáû÷íûå ñëó-
÷àéíûå âåëè÷èíû. Âî âòîðîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ èíòåãðàë Èòî ïî
δW . Äàëåå áóäóò ïîëó÷åíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèå ñòîõàñòè÷å-
ñêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ åäèíñòâåííî, è ðàññìîòðåí èòåðà-
öèîííûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ýòîãî ðåøåíèÿ.

123
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5.1 Ïëîùàäü ïîä òðàåêòîðèåé Âèíåðà

• Äëÿ äàííîé ðåàëèçàöèè n íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ε1, ..., εn,
èìåþùèõ íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ íóëåâûì ñðåäíèì è åäèíè÷íîé
äèñïåðñèåé: εi ∼ N(0, 1), ìû ïîëó÷àåì êîíêðåòíóþ âûáîðî÷íóþ òðàåê-
òîðèþ âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà ñî çíà÷åíèÿìè, çàäàííûìè ïî îñè âðåìåíè
ñ øàãîì ∆t = t/n :

Wn = W (tn) = (ε1 + ...+ εn)
√

∆t = ε
√
n∆t = ε

√
t. (5.1)

Ïðåäåë n→∞ ñîîòâåòñòâóåò íåïðåðûâíîìó ñòîõàñòè÷åñêîìó ïðîöåññó.
Åñëè èñïîëüçîâàòüòàêèå æå ε1, ..., εn ïðè èòåðàöèîííîì ðåøåíèè íåêî-

òîðîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ:

xk+1 = a(xk, tk)∆t+ b(xk, tk) εk
√

∆t,

ïîëó÷èòñÿ âûáîðî÷íûé ïðîöåññ, îäíîçíà÷íî ñâÿçàííûé ñWt. Â ýòîì ñìûñ-
ëå âûáîðî÷íûå ðåøåíèÿ âñåõ óðàâíåíèé ñ îáùèì øóìîì δW = ε

√
dt

ÿâëÿþòñÿ äåôîðìàöèåé îäíîé è òîé æå âûáîðî÷íîé òðàåêòîðèè Wt.

• Íåñìîòðÿ íà èçëîìàííûé âèä ôóíêöèè Wt = W (t), ìîæíî âû÷èñ-
ëèòü ïëîùàäü ïîä íåé, ïðîèíòåãðèðîâàâ îò íóëÿ äî t:

St =

t∫
0

Wτ dτ. (5.2)

Èíòåãðàë, êàê è â îáû÷íîì àíàëèçå, îïðåäåëèì ïðè ïîìîùè èíòåãðàëü-
íîé ñóììû:

St =
n∑
k=1

Wk−1∆t = [ε1 + (ε1 + ε2) + ...+ (ε1 + ...+ εn−1)] (∆t)3/2, (5.3)

ãäå èíòåðâàë [0..t] ðàçáèò íà n îòðåçêîâ äëèòåëüíîñòüþ ∆t. Çíà÷åíèå
ïðîöåññà Âèíåðà â êîíöå k - òîãî îòðåçêà ðàâíî íàêîïëåííîé ñóììå k
ñëó÷àéíûõ íåçàâèñèìûõ ãàóññîâûõ èçìåíåíèé íà êàæäîì îòðåçêå.
Äëÿ äðóãèõ ðåàëèçàöèé ε1, ..., εn ìû ïîëó÷èì äðóãîå çíà÷åíèå, ïîýòîìó

St è àíàëîãè÷íûå èíòåãðàëû ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè ïðîöåññàìè.
Ïðîöåññ St â ìîìåíò âðåìåíè t íå ìîæåò áûòü âûðàæåí ÷åðåç Wt, òàê

êàê çàâèñèò íå òîëüêî îò çíà÷åíèÿWt = W (t), íî è îò ôîðìû òðàåêòîðèè
âî âñå ìîìåíòû âðåìåíè. Òåì íå ìåíåå, äëÿ St ìîæíî ïîëó÷èòü ïðîñòîå
ïðåäñòàâëåíèå ÷åðåç ñêàëÿðíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.
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• Ïåðåãðóïïèðóåì èíòåãðàëüíóþ ñóììó (5.3) ñëåäóþùèì îáðàçîì:[
(n− 1) · ε1 + ...+ 1 · εn−1

]
(∆t)3/2 = η1

√
12 + 22 + ...+ (n− 1)2 (∆t)3/2.

Ñóììà ãàóññîâûõ ÷èñåë ñòàòèñòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà îäíîìó, êîòîðîå ìû
îáîçíà÷èëè ÷åðåç η1 ∼ N(0, 1). Â ðåçóëüòàòå ïîÿâëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé ìíîæèòåëü. Ñóììà ðÿäà 12 + ...+ (n− 1)2 ðàâíà (n− 1)n(2n− 1)/6.
Óñòðåìëÿÿ n→∞, ∆t→ 0, òàê ÷òî n∆t = t, ïîëó÷àåì:

St =

t∫
0

Wτ dτ = η1
t3/2√

3
.

Òàêèì îáðàçîì, St � ýòî ãàóññîâûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ âîëàòèëüíîñòüþ,
óâåëè÷èâàþùåéñÿ ñî âðåìåíåì êàê t3/2, ò.å. St ∼ N(0, t3/3). Îäíàêî ýòî
åù¼ íå âñ¼. Âåëè÷èíà η1 íå ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìîé îò âèíåðîâñêîãî áëóæ-
äàíèÿ Wt. Äåéñòâèòåëüíî, Wt ðàâåí ñóììå ãàóññîâûõ ÷èñåë εk, êîòîðûå
ìû èñïîëüçîâàëè äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà St:

Wt =
[
ε1 + ε2 + ...+ εn−1 + εn

]
(∆t)1/2 = η2

√
t

St =
[
(n− 1) ε1 + (n− 2) ε2 + ...+ 1 εn−1

]
(∆t)3/2 = η1

t3/2√
3
.

Ïåðâàÿ ñòðîêà � ýòî çàïèñü âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà â ìîìåíò âðåìåíè t
÷åðåç íàêîïëåííóþ ñóììó èçìåíåíèé η2 íà êàæäîì èíòåðâàëå. Âòîðàÿ
� ýòî èíòåãðàëüíàÿ ñóììà, ïîëó÷åííàÿ âûøå. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ η1 è η2 �
ýòî ãàóññîâû ÷èñëà N(0, 1). Îäíàêî, îíè ñêîððåëèðîâàíû äðóã ñ äðóãîì:

〈
Wt St

〉
=
〈
η1η2

〉 t2√
3

= (1 + 2 + ...+ n− 1)(∆t)2 =
(n− 1)n

2
(∆t)2 → t2

2
.

Äâå ñêîððåëèðîâàííûå ãàóññîâû ïåðåìåííûå
〈
η1η2

〉
=
√

3/2 ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè (ñì. ñòð. 33) íåçàâèñèìûõ ãàóññîâûõ
÷èñåë ε, η:

η1 =

√
3

2
ε+

1

2
η, η2 = ε.

Ïîýòîìó îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

Wt = ε
√
t, St = (

√
3 ε+ η)

t3/2

2
√

3
=
Wt

2
t+ η

t3/2

2
√

3
. (5.4)

Ïîäîáíîå ïðåäñòàâëåíèå ïîçâîëÿåò ëåãêî âû÷èñëÿòü ðàçëè÷íûå ñðåäíèå,
îòíîñÿùèåñÿ ê îäíîìó ìîìåíòó âðåìåíè, íàïðèìåð

〈
W 2

t S
2
t

〉
= 5 t4/6.
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• Ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå äëÿ St èìååò ïðîñòóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ èí-
òåðïðåòàöèþ. Ïóñòü ïëîùàäü âû÷èñëÿåòñÿ îò t0 äî t, è â ýòèõ òî÷êàõ
W0 = W (t0) è Wt = W (t). Òîãäà â ôîðìóëå (5.4) íåîáõîäèìî çàìåíèòü
Wt íà Wt−W0 è äîáàâèòü íèæíèé ïðÿìîóãîëüíèê ïëîùàäüþ W0 (t− t0):

St =
W0 +Wt

2
(t− t0) + η

(t− t0)3/2

2
√

3
.

W0

Wt

t-t0

Ïëîùàäü òðàïåöèè ìåæäó W0 è Wt ðàâíà (W0 + Wt)(t − t0)/2. Âòîðîå
ñëàãàåìîå, ïðîïîðöèîíàëüíîå ãàóññîâîé âåëè÷èíå η, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ïëîùàäü îòêëîíåíèÿ èñòèííîé òðàåêòîðèè îò ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
W0 è Wt.
Ýòó æå ôîðìóëó ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü, êàê ëèíåéíóþ ìîäåëü ïðåä-

ñêàçàíèÿ ïëîùàäè ïî çíà÷åíèþ íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé òî÷êè òðàåêòîðèè
S = f(W0,Wt). Îøèáêà ïîäîáíîé ìîäåëè ïðîïîðöèîíàëüíà η, è å¼ äèñ-
ïåðñèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ ñî âðåìåíåì êàê (t− t0)3.

• Åñëè èçâåñòíî n + 1 çíà÷åíèé ïðîöåññà W0,W1, ...,Wn, èäóùèõ ñ
øàãîì ∆t íà èíòåðâàëå t − t0 = n∆t, òî ñóììà ïëîùàäåé n òðàïåöèé è
îòêëîíåíèé îò íèõ äàñò ñóììàðíóþ ïëîùàäü:

Sn =

(
W0

2
+W1 + ...+Wn−1 +

Wn

2

)
∆t+ η

√
t− t0

∆t

2
√

3
,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî (η1 + ... + ηn)
√

∆t = η
√
n∆t = η

√
t− t0. Ïðè ∆t → 0

äèñïåðñèÿ ïîïðàâêè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

• Ðàññìîòðèì òåïåðü äâà îòðåçêà âðåìåíè [0...t] è [t...t+ τ ]. Ïëîùàäü
â ìîìåíò âðåìåíè t + τ ðàâíà ïëîùàäè â ìîìåíò t ïëþñ ïëîùàäü íà
ó÷àñòêå äëèòåëüíîñòüþ τ :

St+τ = St +
Wt +Wt+τ

2
τ + η

τ 3/2

2
√

3
.

Âèíåðîâñêèé ïðîöåññ â ìîìåíò âðåìåíè t + τ ìîæíî ðàçáèòü íà ñóììó
äâóõ íåçàâèñèìûõ ïðîöåññîâ Wt+τ = Wt + W̃τ = ε

√
t + ε̃

√
τ , ãäå ε è

ε̃ ïðîïîðöèîíàëüíû íåçàâèñèìûì íàêîïëåííûì èçìåíåíèÿì íà êàæäîì
îòðåçêå âðåìåíè (ñì. ñòð. 68). Ïîýòîìó:

St+τ = St +Wt τ + S̃τ , (5.5)

ãäå ïëîùàäü S̃τ âû÷èñëÿåòñÿ ïîä íåçàâèñèìûì îò Wt ïðîöåññîì W̃τ îò
íóëÿ äî τ è èìååò íóëåâóþ êîððåëÿöèþ ñ St. Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ (l
H40) ñòîèò âûâåñòè ýòî æå ñîîòíîøåíèå íåïîñðåäñòâåííî èç (5.3).
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• Ïëîùàäü ïîä âèíåðîâñêîé òðàåêòîðèåé ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé âå-
ëè÷èíîé, ïîýòîìó ìîæíî îæèäàòü, ÷òî St � áîëåå ãëàäêèé ïðîöåññ, ÷åì
Wt. Ïðîâåðèì ýòî, âû÷èñëèâ àâòîêîððåëÿöèþ. Ïðîöåññû Wt è St èìåþò
íóëåâîå ñðåäíåå, ïîýòîìó èõ äèñïåðñèè ðàâíû ñðåäíèì êâàäðàòîâ:〈

W 2
t

〉
=
〈
ε2
〉
t = t,

〈
S2
t

〉
=
〈
η2
〉 t3

3
=
t3

3
.

Âîñïîëüçóåìñÿ çàïèñüþ (5.5) ïëîùàäè St â äâà ðàçëè÷íûõ ìîìåíòà
âðåìåíè t è t + τ . Òàê êàê S̃τ íåçàâèñèìà îò St è Wt, àâòîêîâàðèàöèÿ
ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ:〈

St St+τ
〉

=
〈
S2
t

〉
+
〈
StWt

〉
τ =

t3

3
+
t2

2
τ,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî
〈
Wt St

〉
= t2/2. Ðàçäåëèâ êîâàðèàöèþ íà âîëàòèëüíîñòè

St è St+τ , ïîëó÷èì àâòîêîððåëÿöèîííûé êîýôôèöèåíò äëÿ S:

ρ(St, St+τ) =

〈
St St+τ

〉√〈
S2
t

〉〈
S2
t+τ

〉 =
1 + 3T/2

(1 + T )3/2
≈ 1− 3

8
T 2 + ...,

ãäå T = τ/t. Àíàëîãè÷íî ïðîâîäÿòñÿ âû÷èñëåíèÿ äëÿ W :

ρ(Wt,Wt+τ) =

〈
WtWt+τ

〉√〈
W 2

t

〉〈
W 2

t+τ

〉 =
1√

1 + T
≈ 1− T + ...

Êîððåëÿöèÿ äëÿ Wt áûñòðåå óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì T ïî ñðàâíåíèþ ñ
êîððåëÿöèåé äëÿ St. Ãðàôè÷åñêè ýòî ïðåäñòàâëåíî íèæå íà ëåâîì ãðà-
ôèêå:

11.0

0.7

T

(St,St+  )

(Wt,Wt+  )

Wt

St

Ñïðàâà ïðèâåäåíû âûáîðî÷íûå òðàåêòîðèè äëÿ Wt è St. Âèäíî, ÷òî St �
ñóùåñòâåííî áîëåå ãëàäêèé ïðîöåññ.

Â ïåðâîé ãëàâå ìû óæå îáñóæäàëè, ÷òî ñâîéñòâà ïðîöåññà â äàííûé
ìîìåíò âðåìåíè õàðàêòåðèçóþò åãî íå ïîëíîñòüþ. Â ÷àñòíîñòè, ñòåïåíü
èçëîìàííîñòè èëè ãëàäêîñòè îïðåäåëÿåòñÿ àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöè-
åé. ×åì áûñòðåå ïðîöåññ çàáûâàåò ñâîþ èñòîðèþ, òåì ñèëüíåå îí èçëîìàí
è òåì áûñòðåå óáûâàåò àâòîêîððåëÿöèÿ.
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• Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü äëÿ
ïðîèçâîëüíîé äåòåðìèíèðîâàííîé ôóíêöèè f(t) è ãàóññîâîãî ÷èñëà η ∼
N(0, 1) ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé:

t∫
0

f(s)Ws ds = σ(t) η, σ2(t) =

t∫
0

[ t∫
s

f(τ) dτ
]2

ds. (5.6)

Åñëè ïðîöåññ Âèíåðà Wt = ε
√
t, òî êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ðàâåí:

ρ =
〈
ε η
〉

=
1

σ(t)
√
t

t∫
0

[ t∫
s

f(τ) dτ
]
ds.

Íàïðèìåð, äëÿ ñòåïåííîé ôóíêöèè f(t) = tn:

t∫
0

snWs ds =

√
2 tn+3/2

√
6 + 7n+ 2n2

η, ρ =

√
6 + 7n+ 2n2

√
2(2 + n)

.

Â îáùåì ñëó÷àå êîððåëÿöèîííûå êîýôôèöèåíòû çàâèñÿò îò âðåìåíè t.
Ïðè âû÷èñëåíèè ñðåäíèõ îò ïðîèçâåäåíèÿ ïðîèçâîëüíûõ ìîìåíòîâ óäîá-
íåå âûðàçèòü η ÷åðåç ε è íåçàâèñèìóþ îò íå¼ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ε1:

η = ρ ε+
√

1− ρ2 ε1.

Òåïåðü âû÷èñëåíèå ñðåäíèõ òèïà
〈
ε2η2

〉
íå ñîñòàâèò òðóäà.

• Åñòåñòâåííî, èíòåãðàë ïî âðåìåíè ìîæíî âû÷èñëÿòü íå òîëüêî îò
âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà, íî è îò ëþáîé ñëó÷àéíîé ôóíêöèè:

It =

t∫
t0

fτ(Wτ) dτ

Èíäåêñ ó ôóíêöèè îçíà÷àåò, ÷òî âîçìîæíà íå òîëüêî çàâèñèìîñòü îò
âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà W , íî è ÿâíàÿ çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè: ft(Wt) =
f(t, Wt), êàê, íàïðèìåð, â (5.6). Ôóíêöèÿ f â îáùåì ñëó÷àå ìîæåò áûòü
ïðîèçâîëüíûì ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì.

Ïîäîáíûå èíòåãðàëû ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè ïðîöåññàìè, òàê êàê ïîäûí-
òåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ñëó÷àéíà, à âåðõíèé ïðåäåë èíòåãðàëà ïåðåìåííûé.
Îáû÷íî òàêèå èíòåãðàëû íå âûðàæàþòñÿ ÿâíûì îáðàçîì ÷åðåç ïðîöåññ
Âèíåðà. Áîëåå òîãî, òîëüêî â ëèíåéíîì ïî Wt ñëó÷àå èíòåãðàë îêàçûâà-
åòñÿ íîðìàëüíî ðàñïðåäåë¼ííûì. Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå ýòî íå òàê.
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• Èñïîëüçîâàíèå ñêàëÿðíûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë ïîçâîëÿåò çàïèñûâàòü
äîñòàòî÷íî îáùèå ôîðìóëû äëÿ ñðåäíèõ çíà÷åíèé ñòîõàñòè÷åñêèõ èíòå-
ãðàëîâ. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, óñðåäíåíèå ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèè gt(Wt)
è èíòåãðàëà ïî âðåìåíè îò ft(Wt). Çàïèøåì â ñèìâîëè÷åñêîì âèäå èíòå-
ãðàëüíóþ ñóììó:

〈
gt(Wt)

t∫
0

fτ(Wτ) dτ
〉

=
〈
gt(ε1 + ...+ εn)

[
f1(ε1) + f2(ε1 + ε2) + ...

]
∆t
〉
,

ãäå ìû äëÿ êðàòêîñòè îïóñòèëè
√

∆t âíóòðè ôóíêöèé. Âîçüì¼ì k-òîå
ñëàãàåìîå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ. ×òîáû óñðåäíèòü åãî ñ ôóíêöèåé g,
íåîáõîäèìî ñãðóïïèðîâàòü â íåé k ïåðâûõ ãàóññîâûõ ÷èñåë â îäíî, à
îñòàâøèåñÿ n− k � âî âòîðîå:

gt(ε1+...+εk+εk+1+...+εn)fk(ε1+...+εk) = gt(εa
√
k+εa

√
n− k)fk(εa

√
k).

Òàê òàê εa è εb � äâà íåçàâèñèìûõ ãàóññîâûõ ÷èñëà, òî ñðåäíåå âû÷èñëèòü
íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà. Ïåðåõîäÿ ê íåïðåðûâíîìó ïðåäåëó, ïîëó÷àåì:

〈
gt(Wt)

t∫
0

fτ(Wτ) dτ
〉

=

t∫
0

〈
gt
(
εa
√
τ + εb

√
t− τ

)
fτ
(
εa
√
τ
)〉
dτ. (5.7)

Íàïðèìåð:

〈
W 2

t

t∫
0

W 2
τ dτ

〉
=

t∫
0

(
3 τ 2 + τ (t− τ)

)
dτ =

7

6
t3.

Àíàëîãè÷íî âûâîäèòñÿ ñðåäíåå äëÿ êâàäðàòà èíòåãðàëà:

〈 t∫
0

fτ(Wτ) dτ

2〉
= 2

t∫
0

dt2

t2∫
0

dt1

〈
ft1
(
ε1

√
t1
)
ft2
(
ε1

√
t1 + ε2

√
t2 − t1

)〉
è åãî îáîáùåíèå äëÿ ìîìåíòà k−òîãî ïîðÿäêà (tk+1 = t):

〈 t∫
t0

fτ(Wτ) dτ

k〉
= k!

k∏
j=1

tj+1∫
t0

dtj

〈
ftj
( j∑
i=1

εi
√
ti − ti−1

)〉
.

Äðóãèå ïîëåçíûå ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî íàéòè â ïðèëîæåíèè �Ñòîõàñòè÷å-
ñêèé ñïðàâî÷íèê�. Èõ èìååò ñìûñë äîêàçàòü â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.
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5.2 Èíòåãðàëû Èòî

• Ðàññìîòðèì òåïåðü åù¼ îäíó âîçìîæíîñòü ââåäåíèÿ ñëó÷àéíûõ èíòå-
ãðàëüíûõ âåëè÷èí. Â îáû÷íîì àíàëèçå ìû ãîâîðèì îá èíòåãðàëå Ðèìàíà-
Ñòèëòüåñà, êîãäà �ïîä äèôôåðåíöèàëîì� ñòîèò ôóíêöèÿ, à íå îáû÷íàÿ
ïåðåìåííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ:

t∫
t0

f(t) dg(t) =
n∑
k=1

fk−1 (gk − gk−1).

Ïîäîáíûì îáðàçîì ìîæíî îïðåäåëèòü è ñòîõàñòè÷åñêèé èíòåãðàë ïî èç-
ìåíåíèþ ôóíêöèè âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà δW . Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì n
áåñêîíå÷íî ìàëûõ îòðåçêîâ ∆t (äëÿ ïðîñòîòû îäèíàêîâîé äëèòåëüíîñòè
∆t = tk − tk−1), ñîäåðæàùèõñÿ â êîíå÷íîì èíòåðâàëå t. Ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî n∆t = t ïðè n→∞ è ∆t→ 0:

f(t,Wt)

Wt

W0
W1

W2

W3

t

f0

t

Çíà÷åíèÿ âèíåðîâñêîãî ïðîöåññàWk = W (tk) íà ãðàíèöàõ îòðåçêîâ çàäà-
íû ñóììîé (5.1), ñòð. 124. Èíòåãðàë ïî èçìåíåíèþ ñëó÷àéíîãî âèíåðîâ-
ñêîãî ïðîöåññà îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

t∫
0

f(τ,W (τ)) δWτ =
n∑
k=1

f
(
tk−1,Wk−1

) [
Wk −Wk−1

]
. (5.8)

Â ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè ìîæåò íàõîäèòüñÿ ëþáîé ñòîõàñòè÷åñêèé
ïðîöåññ, ýâîëþöèÿ êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ âèíåðîâñêîé òðàåêòîðèåé Wt.
Íàïðèìåð, ïðîöåññû Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà èëè Ôåëëåðà íå âûðàæàþòñÿ
â ÿâíîé ôóíêöèîíàëüíîé ôîðìå ÷åðåç Wt, íî ïîëíîñòüþ åþ îïðåäåëÿþò-
ñÿ.

Ñòîèò îáðàòèòü âíèìàíèå íà òîò ôàêò, ÷òî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè �ïîä
äèôôåðåíöèàëîì� âû÷èñëÿþòñÿ íà êðàÿõ îòðåçêîâ: tk = k∆t, à ïîäûí-
òåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ � â åãî ïåðâîé òî÷êå tk−1. Äðóãèìè ñëîâàìè, â äóõå
èòåðàöèîííîãî ðåøåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ñíà-
÷àëà ðåàëèçóåòñÿ ñëó÷àéíîå ÷èñëî Wk−1, à çàòåì îíî èçìåíÿåòñÿ íà âå-
ëè÷èíó δWk = Wk −Wk−1 = εk

√
∆t. Âîîáùå ãîâîðÿ, âîçìîæíû è äðóãèå

îïðåäåëåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî èíòåãðàëà.
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• Âèíåðîâñêèé ïðîöåññ èìååò íóëåâîé ñíîñ a = 0 è åäèíè÷íóþ âîëà-
òèëüíîñòü b = 1. Ïîýòîìó â ñèëó ëåììû Èòî (2.15), ñòð. 55, äëÿ åãî
êâàäðàòà èìååì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

d(W 2
t ) = dt+ 2WtδWt. (5.9)

×òîáû åãî ôîðìàëüíî ïðîèíòåãðèðîâàòü, ìû äîëæíû îïðåäåëèòü:

2

t∫
0

WτδWτ = W 2
t − t. (5.10)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè âûãëÿäèò åñòåñòâåííûì äëÿ îáû÷íûõ
ïðàâèë èíòåãðèðîâàíèÿ, ÷åãî íåëüçÿ ñêàçàòü î âòîðîì. Ïîïðîáóåì ñ íèì
ðàçîáðàòüñÿ. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì ïðåäñòàâëåíèå èíòåãðàëà â âèäå ñóììû:

2
n∑
k=1

Wk−1

[
Wk −Wk−1

]
=

n∑
k=1

[
W 2

k −W 2
k−1 −

(
Wk −Wk−1

)2
]
,

ãäå âûïîëíåíî ýëåìåíòàðíîå àëãåáðàè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå, êîòîðîå ïðî-
ùå ïðîâåðèòü â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè. Ïðè ñóììèðîâàíèè W 2

k −W 2
k−1

âçàèìíî ñîêðàùàþòñÿ, çà èñêëþ÷åíèåì ãðàíèö èíòåãðèðîâàíèÿ. Òàê êàê
íà íèæíåé ãðàíèöå W0 = 0, ìû ïîëó÷àåì W 2

t . Äëÿ òðåòüåãî ÷ëåíà:

t∫
0

(δWτ)
2 =

n∑
k=1

(
Wk −Wk−1

)2
=

n∑
k=1

ε2
k ∆t = u (n∆t) = u t.

Âîîáùå ãîâîðÿ, ýòîò èíòåãðàë îòëè÷àåòñÿ îò ôîðìóëû (5.8), òàê êàê �áåñ-
êîíå÷íî ìàëîå èçìåíåíèå� δW = ε

√
dt ñòîèò â êâàäðàòå. Äëÿ îáû÷íûõ

äåòåðìèíèðîâàííûõ ôóíêöèé ïîäîáíàÿ ñóììà îêàçàëàñü áû ðàâíîé íó-
ëþ. Îäíàêî áëàãîäàðÿ ôàêòîðó

√
dt ýòîò ñòîõàñòè÷åñêèé èíòåãðàë èìååò

êîíå÷íîå çíà÷åíèå. Â ðàçäåëå §2.2, ñòð. 52, ìû âèäåëè, ÷òî âåëè÷èíà
u = (ε2

1 + ... + ε2
n)/n ïðè n → ∞ èìååò íóëåâóþ âîëàòèëüíîñòü σu → 0

è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûì ÷èñëîì ñî çíà÷åíèåì,
ðàâíûì u = 1. Ôàêòè÷åñêè ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè P (u) ïðè áîëüøèõ n
� ýòî χ2 - ðàñïðåäåëåíèå (l C26) ñ î÷åíü óçêèì è âûñîêèì ìàêñèìóìîì
â îêðåñòíîñòè åäèíèöû. Òàêèì îáðàçîì, ñòîõàñòè÷åñêèé èíòåãðàë:

t∫
0

(δWτ)
2 = t, (5.11)

ðàâåí äåòåðìèíèðîâàííîé âåëè÷èíå t, è ìû ïðèõîäèì ê (5.10). ×àñòî
(5.11) çàïèñûâàþò â ñèìâîëè÷åñêîì âèäå (δWt)

2 ∼ dt, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ,
íåâåðíî. Íàïðèìåð, èíòåãðàë îò Wτ(δWτ)

2 íå ðàâåí èíòåãðàëó Wτdτ .
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• Ïðåäñòàâèì ïðè ïîìîùè ñòîõàñòè÷åñêîãî èíòåãðàëà ðåøåíèå íåñòà-
öèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Èòî ñ íóëåâûì ñíîñîì:

dx = f(t) δW => x(t) = x(0) +

t∫
0

f(τ) δWτ .

Ìû âèäåëè ( (2.18) ñòð. 56), ÷òî îíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ãàóññîâó ïåðåìåí-
íóþ ε ∼ N(0, 1), ïîýòîìó:

t∫
0

f(τ) δWτ =

 t∫
0

f 2(τ) dτ

1/2

ε. (5.12)

Åñëè ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ çàâèñèò íå òîëüêî îò âðåìåíè, íî è îò
âèíåðîâñêîé ïåðåìåííîé Wτ , èíòåãðàë óæå íå áóäåò èìåòü íîðìàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå. Îäíàêî, èñïîëüçóÿ ðàññóæäåíèÿ íà ñòð. 74, íåñëîæíî óáå-
äèòüñÿ, ÷òî äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî èíòåãðàëà

It =

t∫
0

f(τ,Wτ) δWτ

ñðåäíåå ðàâíî íóëþ
〈
It
〉

= 0, à äëÿ ñðåäíåãî êâàäðàòà ñïðàâåäëèâî ñëå-
äóþùåå ïðîñòîå ñîîòíîøåíèå:

〈
I2
t

〉
=

t∫
0

〈
f 2(τ, ε

√
τ)
〉
dτ. (5.13)

Òî åñòü, ÷òîáû âû÷èñëèòü
〈
I2
t

〉
, íåîáõîäèìî âîçâåñòè ïîäûíòåãðàëüíóþ

ôóíêöèþ â êâàäðàò, óñðåäíèòü, à çàòåì ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî τ . Ïðè
óñðåäíåíèè ìû èñïîëüçóåì îáû÷íóþ ñëó÷àéíóþ ãàóññîâó âåëè÷èíó ε,
ïðåäñòàâëÿÿ Wτ = ε

√
τ .

Ïîâòîðèâ ðàññóæäåíèÿ íà ñòð. 74, íåñëîæíî çàïèñàòü ñðåäíåå äëÿ ïðî-
èçâåäåíèÿ äâóõ ïðîöåññîâ I1(t1) è I2(t2) ñ ðàçëè÷íûìè ïîäûíòåãðàëüíû-
ìè ôóíêöèÿìè f1 è f2 â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè:

〈
I1(t1)I2(t2)

〉
=

min(t1,t2)∫
0

〈
f1(τ, ε

√
τ)f2(τ, ε

√
τ)
〉
dτ. (5.14)

Ñîîòíîøåíèÿ (5.12)-(5.14) ïîçâîëÿþò âû÷èñëÿòü ñðåäíåå è âîëàòèëü-
íîñòü ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà, åñëè åãî ðåøåíèå âûðàæåíî ÷åðåç ñòîõàñòè÷å-
ñêèé èíòåãðàë. Ðÿä äðóãèõ ïîëåçíûõ ôîðìóë ìîæíî íàéòè â ïðèëîæåíèè
�Ñïðàâî÷íèê�, ñòð. 282.
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• Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ñòîõàñòè÷åñêîãî èíòåãðàëà â âèäå ñóììû
(5.8), àíàëîãè÷íî îáû÷íîìó àíàëèçó ìîæíî äîêàçàòü ñâîéñòâî ëèíåéíî-
ñòè:
t∫

0

[
αf(τ,Wτ) + βg(τ,Wτ)

]
δWτ = α

t∫
0

f(τ,Wτ) δWτ + β

t∫
0

g(τ,Wτ) δWτ ,

ãäå α è β � íåêîòîðûå êîíñòàíòû. Êðîìå ýòîãî, ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ
ìîæíî ðàçáèâàòü íà íåñêîëüêî ÷àñòåé:

t3∫
t1

f(τ,Wτ) δWτ =

t2∫
t1

f(τ,Wτ) δWτ +

t3∫
t2

f(τ,Wτ) δWτ .

Åñòåñòâåííî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âðåìåíà óïîðÿäî÷åíû t1 < t2 < t3.

• Âîñïîëüçóåìñÿ òåïåðü ëåììîé Èòî äëÿ F (t,Wt), ñ÷èòàÿ, ÷òî x(t) =
Wt � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ ñ íóëåâûì ñíîñîì è åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé.

dF =

(
∂F

∂t
+

1

2

∂2F

∂W 2

)
dt+

∂F

∂W
δW.

Èíòåãðèðóÿ ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòü, ìîæíî çàïèñàòü èíòåãðàëüíóþ âåð-
ñèþ ëåììû Èòî (F0 = F (0,W (0))):

F (t,Wt)− F0 =

t∫
0

[
∂F (τ,Wτ)

∂τ
+

1

2

∂2F (τ,Wτ)

∂W 2
τ

]
dτ +

t∫
0

∂F (τ,Wτ)

∂Wτ
δWτ .

Ïîíÿòíî, ÷òî â ýòîì ñîîòíîøåíèè, êàê è âî âñåõ âûøå, íèæíèé ïðåäåë â
èíòåãðàëå ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì ìîìåíòîì âðåìåíè t0. Åñëè ôóíê-
öèÿ F íå çàâèñèò îò âðåìåíè:

F (Wt)− F (0) =
1

2

t∫
0

F ′′(Wτ)dτ +

t∫
0

F ′(Wτ) δWτ , (5.15)

ãäå øòðèõè � ýòî ïðîèçâîäíûå ïî W . Ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæíî èñïîëüçî-
âàòü äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ �ïî ÷àñòÿì�. Íàïðèìåð, åñëè F = W 2, èìååì:

2

t∫
0

Wτ δWτ = W 2
t −

t∫
0

dτ = W 2
t − t.

Ïîäîáíîå ñâåäåíèå èíòåãðàëà ïî δW ê èíòåãðàëó ïî âðåìåíè dτ â ðÿäå
ñëó÷àåâ áûâàåò óäîáíûì. Îäíàêî, åñëè ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ïðè
ýòîì çàâèñèò îò W , âçÿòü òàêîé èíòåãðàë íå ïðîùå, ÷åì ïî δWτ .
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5.3 Êâàäðàòè÷íûé ôóíêöèîíàë ∗

• Ðàññìîòðèì ïðîöåññ, ðàâíûé èíòåãðàëó ïî âðåìåíè îò êâàäðàòà âè-
íåðîâñêîé òðàåêòîðèè:

Ut =

t∫
0

W 2
τ dτ =

[
ε2

1 + (ε1 + ε2)
2 + ...+ (ε1 + ...+ εn)

2
] t2
n2
,

ãäå ìû ñðàçó ïîëîæèëè n∆t = t. Ââåä¼ì ãàóññîâû ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû:

ηk = ε1 + ...+ εk, 〈ηi ηj〉 = Dij = min(i, j).

Èõ ìàòðèöà äèñïåðñèé D èìååò åäèíè÷íûé îïðåäåëèòåëü det D = 1. Äåé-
ñòâèòåëüíî, âû÷èòàÿ èç âñåõ ñòðîê ïåðâóþ ñòðîêó, çàòåì èç âñåõ ëåæà-
ùèõ íèæå âòîðîé � âòîðóþ ñòðîêó, è ò.ä., ìû ïðèõîäèì ê òðåóãîëüíîé
ìàòðèöå ñ åäèíè÷íûìè ýëåìåíòàìè. Íàïðèìåð, äëÿ n = 4 èìååì:

det D = det


1 1 1 1
1 2 2 2
1 2 3 3
1 2 3 4

 = det


1 1 1 1
0 1 1 1
0 1 2 2
0 1 2 3

 = ... = det


1 1 1 1
0 1 1 1
0 0 1 1
0 0 0 1

 .

Ìàòðèöà D îïðåäåëÿåò ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè âåëè÷èí ηk (§1.6, ñòð. 30):

P (η1, ..., ηn) = (2π)−n/2 e−
1
2 ηD

−1 η.

Äëÿ ñêàëÿðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ:

ξ =
Ut
t2

=
η2

1 + ...+ η2
n

n2
,

íàéä¼ì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ:

〈
ep ξ
〉

=

∞∫
−∞

e
p

n2 (η2
1+...+η2

n)P (η1, ..., ηn) d
nη =

∞∫
−∞

e−
1
2 ηA η

(2π)n/2
dnη =

1√
det A

,

ãäå ìàòðèöà A ðàçìåðíîñòè n xn ðàâíà:

A = −2p

n2
1 + D−1. (5.16)

Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè (5.16) íà D è ó÷èòûâàÿ, ÷òî îïðåäåëèòåëü ïðîèçâå-
äåíèÿ ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ îïðåäåëèòåëåé, à det D = 1, ïîëó÷àåì:〈

ep ξ
〉

=

[
det

(
1− 2p

n2
D

)]−1/2

.

Íàì íåîáõîäèìî íàéòè ïðåäåë ýòîãî âûðàæåíèÿ ïðè n→∞.
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• Äëÿ ìàòðèöû D ðàçìåðíîñòè n xn ñ ýëåìåíòàìè Dij = min(i, j) äî-
êàæåì ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

lim
n→∞

det

(
1− x2

n2
D

)
= cos(x).

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî îáðàòíàÿ ê D ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ëåíòî÷íîé:

D−1 =


2 −1 0 0 0
−1 2 −1 0 0
0 −1 2 −1 0
0 0 −1 2 −1
0 0 0 −1 1

 .

Ïîýòîìó An = det (1− λD) = det
(
D−1 − λ

)
, ãäå λ = x2/n2, èëè

An = det


2− λ −1 0 0 0
−1 2− λ −1 0 0
0 −1 2− λ −1 0
0 0 −1 2− λ −1
0 0 0 −1 1− λ

 .

Âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëÿ ïî ïåðâîé êîëîíêå äà¼ò ñëåäóþùåå ðåêóððåíò-
íîå óðàâíåíèå:

An = (2− λ)An−1 − An−2.

Ðåøèì åãî ñíà÷àëà â áîëåå îáùåì ñëó÷àå: An = (α + β)An−1 − αβAn−2.
Ïåðåíîñÿ âëåâî αAn−1 è βAn−1, ïîëó÷èì äâå ãåîìåòðè÷åñêèå ïðîãðåññèè:{

An − αAn−1 = β (An−1 − αAn−2) = βn−2 (A2 − αA1)
An − βAn−1 = α (An−1 − βAn−2) = αn−2 (A2 − βA1).

Åñëè α 6= β, òî ìîæíî èñêëþ÷èòü An−1 è íàéòè An:

An =
A2 − βA1

α(α− β)
αn − A2 − αA1

β(α− β)
βn.

Â íàøåì ñëó÷àå α è β ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ x2−(2−λ)x+1 = 0,
äëÿ êîòîðûõ ìîæíî ñðàçó âçÿòü âåäóùèé ïîðÿäîê ìàëîñòè ïî 1/n:

α ≈ 1 + ı
x

n
, β ≈ 1− ı x

n
, A1 ≈ A2 ≈ 1.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ïðåäåëüíûì îïðåäåëåíèåì ýêñïîíåíòû, ïîëó÷àåì:

An →
1

2

(
1 +

ıx

n

)n
+

1

2

(
1− ıx

n

)n
→ eı x + e−ı x

2
= cos(x),

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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• Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàëó îò êâàäðàòà âèíåðîâñêîé òðàåêòîðèè

Ut =

t∫
0

W 2
τ dτ

ñîîòâåòñòâóåò ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ Êàìåðîíà-Ìàðòèíà:〈
epUt

〉
=

1√
cos(t

√
2p)

= 1 + p
1

2
t2 +

p2

2!

7

12
t4 +

p3

3!

139

120
t6 +

p4

4!

5473

1680
t8 + ...,

è, ñëåäîâàòåëüíî, ñëåäóþùèå ñðåäíèå çíà÷åíèÿ:〈
Ut
〉

=
t2

2
,

〈
U 2
t

〉
=

7

12
t4,

〈
U 3
t

〉
=

139

120
t6,

〈
U 4
t

〉
=

5473

1680
t8, ...

Ïðîöåññ Ut, êàê è St (ñòð. 124), â ìîìåíò âðåìåíè t âûðàæàåòñÿ ÷åðåç
ñêàëÿðíóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ, îäíàêî, îíà èìååò íå ãàóññîâî ðàñïðå-
äåëåíèå:

Ut = ξ t2,
〈
ep ξ
〉

=
1√

cos(
√

2p)
,

òîãäà êàê St = ε t3/2/
√

3, ãäå ε ∼ N(0, 1).

Çíàÿ ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè äëÿ St è Ut, ìîæíî âû÷èñëèòü íåêîòîðûå
ñòîõàñòè÷åñêèå èíòåãðàëû ïî δW . Ïðè ïîìîùè èíòåãðàëüíîé âåðñèè ëåì-
ìû Èòî (5.15), ñòð. 133, â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ ñòîèò ïðîâåðèòü, ÷òî:

t∫
0

W 2
τ δWτ =

W 3
t

3
− St,

t∫
0

W 3
τ δWτ =

W 4
t

4
− 3

2
Ut.

Àíàëîãè÷íî, ïðè ïîìîùè îáùåé èíòåãðàëüíîé ëåììû Èòî ñ ôóíêöèåé,
çàâèñÿùåé îò âðåìåíè, èìååì:

t∫
0

τ δWτ = tWt − St,
t∫

0

τ Wτ δWτ =
t

2
W 2

t −
t2

4
− 1

2
Ut.

Òàêèì îáðàçîì, èçó÷èâ ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà òðåõ áàçîâûõ ïðîöåññîâ
Wt, St è Ut, ìû ìîæåì âû÷èñëÿòü ðàçëè÷íûå ñðåäíèå äëÿ äîñòàòî÷íî øè-
ðîêîãî êëàññà ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, âûðàæàåìûõ ÷åðåç ñòîõàñòè÷åñêèå
èíòåãðàëû.

Ïðîöåññ Ut èìååò íåãàóññîâî ðàñïðåäåëåíèå, îäíàêî ïðîèçâîäÿùàÿ ôóí-
êöèÿ äëÿ íåãî áûëà âû÷èñëåíà ïðè ïîìîùè n-ìåðíîãî èíòåãðàëà Ãàóññà.
Äëÿ èíòåãðàëîâ ïî âðåìåíè îò W 3

t , W
4
t ,... ïîëó÷èòü ïîäîáíûå ïðîñòûå

âûðàæåíèÿ óæå íå ïðîñòî.



Ñòîõàñòè÷åñêèå èíòåãðàëû 137

• Íàéä¼ì ñîâìåñòíóþ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ âèíåðîâñêîãî ïðî-
öåññà è äâóõ èíòåãðàëîâ îò íåãî ïî âðåìåíè:

Wt, St =

t∫
0

Wτ dτ, Ut =

t∫
0

W 2
τ dτ.

Ïåðåõîäÿ ê n ñêîððåëèðîâàííûì ãàóññîâûì âåëè÷èíàì ηk = ε1 + ...+ εk,
èìååì: 〈

eqWt+k St+pUt
〉

= (2π)−n/2
∞∫

−∞

eb η−
1
2 ηA η dη1...dηn.

Ìàòðèöà A è âåêòîð b ðàâíû:

A = −2p t2

n2
1 + D−1, b = k

t3/2

n3/2
u + q

t1/2

n1/2
z,

ãäå u = (1, ..., 1) � åäèíè÷íûé âåêòîð, à z = (0, 0, ..., 0, 1) � âåêòîð, ó
êîòîðîãî îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî ïîñëåäíÿÿ êîìïîíåíòà. Ïðîâåäÿ èíòå-
ãðèðîâàíèå, ïîëó÷àåì: 〈

eqWt+k St+pUt
〉

=
e

1
2 bFb

√
det A

,

ãäå F = A−1 � îáðàòíàÿ ê A ìàòðèöà. Çíà÷åíèå äåòåðìèíàíòà íàì èç-
âåñòíî, îñòàëîñü âû÷èñëèòü ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû. Çàïèøåì åãî ïðè
ïîìîùè âåêòîðîâ u è z

b F b = k2t3
(u F u)

n3
+ 2kq t2

(u F z)

n2
+ q2t

(z F z)

n
, (5.17)

ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî ìàòðèöà F, êàê è A, ñèììåòðè÷íà. Ïåð-
âîå âûðàæåíèå â êðóãëûõ ñêîáêàõ ðàâíî ñóììå âñåõ ýëåìåíòîâ F, âòîðîå
� ñóììå ýëåìåíòîâ ïîñëåäíåé êîëîíêè, à òðåòüå - ýëåìåíòó â íèæíåì ïðà-
âîì óãëó ìàòðèöû.
Òàê êàê ìàòðèöà F ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ê A, ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå

ñîîòíîøåíèÿ:

(D−1 − (λ/n2) 1) F = F · (D−1 − (λ/n2) 1) · F = 1,

ãäå λ = 2p t2. Óìíîæàÿ èõ íà D, ìû ïðèõîäèì ê äâóì ìàòðè÷íûì óðàâ-
íåíèÿì ðàçìåðíîñòè n xn:

F− λ

n2
D · F = D, F− λ

n2
F ·D = D. (5.18)

Íàñ èíòåðåñóåò èõ ðåøåíèå F ïðè áîëüøèõ n.
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Óäîáíî ñðàçó ïåðåéòè ê ïðåäåëó n → ∞, çàìåíèâ äèñêðåòíûå èíäåê-
ñû íà âåùåñòâåííûå ïåðåìåííûå x = i/n, y = j/n, èçìåíÿþùèåñÿ îò
íóëÿ äî åäèíèöû. Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöû ñòàíîâÿòñÿ ôóíêöèÿìè äâóõ
ïåðåìåííûõ, à ñóììû ïðåâðàùàþòñÿ â èíòåãðàëû:

1

n
min(i, j)→ D(x, y) = Dxy = min(x, y),

1

n

n∑
k=1

→
1∫

0

dx.

Íàïðèìåð, âû÷èñëåíèå ñëåäà ìàòðèöû Dij â äèñêðåòíîì è íåïðåðûâíîì
âàðèàíòàõ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Tr D =
1

n

n∑
i=1

i

n
=
n(n+ 1)

2n2
→ 1

2
, Tr D =

1∫
0

xdx =
1

2
.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåì F (x, y) = Fxy = Fij/n. Â ðåçóëüòàòå ìàòðè÷-
íûå óðàâíåíèÿ (5.18) ïðåâðàùàþòñÿ â èíòåãðàëüíûå:

Fxy − λ
1∫

0

Dxz Fzy dz = Dxy, Fxy − λ
1∫

0

FxzDzy dz = Dxy. (5.19)

Ïóñòü äëÿ x < y ýëåìåíò Fxy ðàâåí ôóíêöèè F (x, y). Â ñèëó ñèììåòðèè,
åñëè x > y, òî Fxy = F (y, x). Ðàçáèâàÿ ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ íà òðè
îòðåçêà èç (5.19), ïðè x < y ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:

Fxy − λ
x∫

0

z Fzy dz − λx
y∫

x

Fzy dz − λx
1∫

y

Fyz dz = x, (5.20)

Fxy − λ
x∫

0

z Fzx dz − λ
y∫

x

zFxz dz − λy
1∫

y

Fxz dz = x. (5.21)

Åñëè âçÿòü âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ ïî x îò ïåðâîãî óðàâíåíèÿ è ïî y îò
âòîðîãî, ïîëó÷àòñÿ äâà îñöèëëÿòîðíûõ óðàâíåíèÿ:

∂2Fxy
∂x2

+ λFxy = 0,
∂2Fxy
∂y2

+ λFxy = 0,

ðåøåíèå êîòîðûõ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

F (x, y) = [f1 cos(y
√
λ) + f2 sin(y

√
λ)] cos(x

√
λ)

+ [f3 cos(y
√
λ) + f4 sin(y

√
λ)] sin(x

√
λ),

ãäå fi � íåêîòîðûå êîíñòàíòû, çàâèñÿùèå îò λ.



Ñòîõàñòè÷åñêèå èíòåãðàëû 139

Äëÿ òîãî, ÷òîáû èõ íàéòè, íåîáõîäèìî ïîäñòàâèòü ðåøåíèå, íàïðèìåð,
â ïåðâîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (5.20). Îíî îáðàòèòñÿ â òîæäåñòâî ïðè
ëþáûõ x < y, åñëè f1 = f2 = 0, f3 = 1/

√
λ, f4 = tg(

√
λ) f3. Ñëåäîâàòåëü-

íî, âûðàæåíèå äëÿ ìàòðèöû Fxy ïðè x 6 y èìååò âèä:

Fxy =
sin(x

√
λ)√

λ

[
cos(y

√
λ) + tg(

√
λ) sin(y

√
λ)
]
.

Òåïåðü íåñëîæíî íàéòè ìíîæèòåëè â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû (5.17):

z F z

n
= F11 =

tg(
√
λ)√
λ

,

u F z

n2
=

1∫
0

Fx1 dx =
1

λ

[
1

cos(
√
λ)− 1

]
,

u F u

n3
= 2

1∫
0

y∫
0

Fxy dx dy =
1

λ

[
tg(
√
λ)√
λ
− 1

]
.

Ïîýòîìó îêîí÷àòåëüíî ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà:〈
eqWt+k St+pUt

〉
=

eM/2√
cos(
√
λ)
,

ãäå λ = 2p t2, è

M = q2 t
tg(
√
λ)√
λ

+
k2 t3

3

3

λ

[
tg(
√
λ)√
λ
− 1

]
+ kq t2

2

λ

[
1

cos(
√
λ)
− 1

]
.

Çàìåòèì, ÷òî, åñëè λ = 0, òî〈
eqWt+k St

〉
= e

1
2 (q2t+ 1

3 k
2t3+kqt2)

ñîîòâåòñòâóåò äâóì ñêîððåëèðîâàííûì ãàóññîâûì ñëó÷àéíûì âåëè÷èíàì.
Ïðèâåä¼ì çíà÷åíèå íåêîòîðûõ ñðåäíèõ:〈

Wt St
〉

=
t2

2
,

〈
Wt Ut

〉
=
〈
St Ut

〉
= 0,〈

W 2
t St
〉

=
〈
Wt S

2
t

〉
=
〈
Wt U

2
t

〉
=
〈
St U

2
t

〉
= 0,〈

W 2
t Ut

〉
=

7

6
t3,

〈
S2
t Ut
〉

=
13

30
t5.

Äðóãèå ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî íàéòè â ðàçäåëàõ R57, R61, R62 �Ñòîõàñòè-
÷åñêîãî ñïðàâî÷íèêà� (ñòð. 284).
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5.4 Èíòåãðèðîâàíèå ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé

• Ñòîõàñòè÷åñêèå èíòåãðàëû ÿâëÿþòñÿ òðàäèöèîííûì ñïîñîáîì çàïè-
ñè ðåøåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. �Ïðîèíòåãðè-
ðîâàâ� óðàâíåíèå

dx = a(x, t) dt+ b(x, t) δW,

ìîæíî çàïèñàòü:

x(t) = x(t0) +

t∫
t0

a(x(τ), τ) dτ +

t∫
t0

b(x(τ), τ) δWτ . (5.22)

Ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ âûáðàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû àâòîìàòè÷å-
ñêè âûïîëíÿëîñü íà÷àëüíîå óñëîâèå x0 = x(t0). Íà ñàìîì äåëå (5.22),
êîíå÷íî, íå ðåøåíèå, à èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå, êîòîðîå îáû÷íî ðåøèòü
ñëîæíåå, ÷åì èñõîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå.
Ïðè ôîðìàëüíîì îáîñíîâàíèè ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñíà÷àëà îïðå-

äåëÿåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêîå èíòåãðèðîâàíèå, çàòåì çàïèñûâàåòñÿ èíòåãðàëü-
íîå óðàâíåíèå, è òîëüêî ïîñëå ýòîãî ðàññìàòðèâàþòñÿ äèôôåðåíöèàëü-
íûå óðàâíåíèÿ. Ìû â ýòîé êíèãå ïðèíÿëè îáðàòíóþ ôîðìó èçëîæåíèÿ.

• Åñëè ñíîñ è âîëàòèëüíîñòü íå çàâèñÿò îò x, òî èíòåãðàëüíîå óðàâíå-
íèå îêàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì íåñòàöèîíàðíîãî âèíåðîâñêîãî áëóæäàíèÿ:

x(t) = x(t0) +

t∫
t0

a(τ) dτ +

t∫
t0

b(τ) δWτ .

Êàê ìû çíàåì èç (5.12), ýòîò èíòåãðàë âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñêàëÿðíóþ ãàóñ-
ñîâó âåëè÷èíó ε ∼ N(0, 1):

x(t) = x(t0) +

t∫
t0

a(τ) dτ +

 t∫
t0

b2(τ)

1/2

ε,

è, ñëåäîâàòåëüíî, ñâîäèòñÿ ê îáû÷íûì äåòåðìèíèðîâàííûì èíòåãðàëàì.
Åñòåñòâåííî, ÷òîáû âû÷èñëèòü, íàïðèìåð, êîððåëÿöèþ ñ ïîðîæäàþùèì
âèíåðîâñêèì áëóæäàíèåì, íåîáõîäèìî ó÷åñòü, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå:

〈x(t)Wt〉 =

t∫
t0

b(τ) dτ.

Ïîýòîìó ε â ðåøåíèè è â çàïèñè âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà Wt = ε
√
t ÿâëÿ-

þòñÿ ðàçëè÷íûìè ñêîððåëèðîâàííûìè ñëó÷àéíûìè ÷èñëàìè.
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• Èíîãäà ïðîñòûìè çàìåíàìè ìîæíî óñòðàíèòü çàâèñèìîñòü â óðàâíå-
íèè îò x, òåì ñàìûì ïðåâðàòèâ èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå â ðåøåíèå çàäà-
÷è. Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà óðàâíåíèå Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà:

dx = −β · (x− α) dt+ σδW.

Ñäåëàåì â í¼ì çàìåíó ïåðåìåííûõ y = eβt (x − α). Â ñèëó ëåììû Èòî
íîâûé ïðîöåññ y óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ:

dy = σeβt δW => y(t) = y(0) + σ

t∫
0

eβτ δWτ .

Îòñþäà ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä:

x(t) = α + (x0 − α) e−βt + σ

t∫
0

e−β (t−τ) δWτ .

Îáû÷íî ýòî ðåøåíèå â òàêîì âèäå è îñòà¼òñÿ, à âû÷èñëåíèå ñðåäíèõ ïðî-
âîäèòñÿ ïî ôîðìóëàì, ïîäîáíûì (5.13). Òàê êàê ñðåäíåå ñòîõàñòè÷åñêîãî
èíòåãðàëà ïî δW ðàâíî íóëþ, òî äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ïðîöåññà Îðí-
øòåéíà - Óëåíáåêà èìååì:

〈x(t)〉 = α + (x0 − α) e−βt.

Äèñïåðñèÿ ïðîöåññà σ2
x(t) =

〈
(x− x̄)2

〉
ðàâíÿåòñÿ:

σ2
x(t) =

〈( t∫
0

σ e−β (t−τ) δWτ

)2〉
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñðåäíåãî íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ (5.13), ñòð. 132:

σ2
x(t) = σ2

t∫
0

e−2β(t−s) ds =
σ2

2β

[
1− e−2βt

]
.

Óäîáíåå, êîíå÷íî, ïðè ïîìîùè (5.12) ñðàçó çàïèñàòü ðåøåíèå ÷åðåç ãàóñ-
ñîâó ïåðåìåííóþ ε, à çàòåì âû÷èñëÿòü ñðåäíèå.
Â ñëåäóþùåé ãëàâå (ñòð. 168) ïðè ïîìîùè ìíîãîìåðíîé âåðñèè ëåììû

Èòî ìû ïîëó÷èì èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ ëîãèñòè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ è óðàâíåíèÿ ñ ëèíåéíûì ïî x ñíîñîì è âîëàòèëüíîñòüþ.
Ñòîõàñòè÷åñêèå èíòåãðàëû � ýòî î÷åíü èçÿùíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ êîí-

ñòðóêöèÿ. Îäíàêî äî ñèõ ïîð â ýòèõ ëåêöèÿõ ìû èõ íå èñïîëüçîâàëè,
ïîëó÷àÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äðóãèìè ìåòîäàìè. (l C24).
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5.5 Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé

Ñòîõàñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ çàïèñûâàþò, ÷òîáû îïèñàòü äèíàìèêó íåêî-
òîðîé ðåàëüíîé ñèñòåìû. Åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ àäåêâàòíû,
òî âîïðîñ î åäèíñòâåííîñòè èõ ðåøåíèé îáû÷íî îòõîäèò íà âòîðîé ïëàí.
Òåì íå ìåíåå, îí ðàíî èëè ïîçäíî âñòà¼ò ïåðåä èññëåäîâàòåëåì è ÿâëÿåòñÿ
äîñòàòî÷íî âàæíûì. Ìû ðàññìîòðèì îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ, à çàòåì ïåðåéä¼ì ê èõ ñòîõàñòè÷åñêîìó àíàëîãó. Îäíàêî ñíà-
÷àëà âñïîìíèì íåêîòîðûå óòâåðæäåíèÿ èç àíàëèçà.

• Ìû íàçûâàåì ôóíêöèþ f(x) íåïðåðûâíîé â òî÷êå x = c, åñëè ïðåäå-
ëû ïðè ñòðåìëåíèè ê íåé ñëåâà x→ c−0 è ñïðàâà x→ c+0 ñóùåñòâóþò
è ðàâíû äðóã äðóãó. Òàê, f(x) = 1/x íåïðåðûâíà âî âñåõ òî÷êàõ, êðîìå
x = 0. Ðàçíîñòü f(x+ 0)− f(x− 0) íàçûâàåòñÿ ðàçðûâîì ôóíêöèè. Äëÿ
f(x) = 1/x â x = 0 îí ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè.
Íåïðåðûâíàÿ íà èíòåðâàëå ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà â êàæäîé åãî òî÷êå.

Â ýòîì ñëó÷àå îíà èìååò îãðàíè÷åííûå çíà÷åíèÿ è âñåãäà ñóùåñòâóåò
òàêîå êîíå÷íîå M , ÷òî∣∣f(x)

∣∣ 6M , α 6 x 6 β. (5.23)

Ýòî íåðàâåíñòâî, íàïðèìåð, íå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ôóíêöèé f(x) = 1/x,
f(x) = tg(x) íà èíòåðâàëå −2 6 x 6 2.
Ðàçðûâíàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò êàê óäîâëåòâîðÿòü ýòîìó íåðàâåíñòâó (åñ-

ëè èìååò êîíå÷íûé ðàçðûâ), òàê è íå óäîâëåòâîðÿòü (äëÿ áåñêîíå÷íî-
ãî ðàçðûâà). Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, íå îáðàùàÿñü â áåñêîíå÷íîñòü íà
êîíå÷íîì èíòåðâàëå, âñåãäà åìó óäîâëåòâîðÿåò. Äðóãîå ýêâèâàëåíòíîå
ñâîéñòâî � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà èíòåðâàëå âñåãäà èìååò êîíå÷íîå
ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèÿ.

• Òåîðåìà Ðîëëÿ óòâåðæäàåò, ÷òî, åñëè f(α) = f(β) è â èíòåðâàëå
[α...β] ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) íåïðåðûâíà, òî âñåãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷-
êà γ: α 6 γ 6 β, â êîòîðîé f ′(γ) = 0. Èíòóèòèâíî ýòî ïîíÿòíî. Åñëè
ôóíêöèÿ íå ïîñòîÿííàÿ è f(α) = f(β), òî âíóòðè [α...β] îíà âñåãäà äî-
ñòèãíåò ìèíèìóìà èëè ìàêñèìóìà, â êîòîðûõ ïðîèçâîäíàÿ îáðàòèòñÿ â
íîëü (ëåâûé ðèñóíîê):

Âàæíî ñóùåñòâîâàíèå íà α 6 x 6 β êîíå÷íîé ïðîèçâîäíîé. Íàïðèìåð,
äëÿ f(x) = 1−x2/3 (ðèñóíîê ñïðàâà) âûïîëíÿåòñÿ f(−1) = f(1). Îäíàêî
f ′(x) = −(2/3)/x1/3 íèãäå â èíòåðâàëå [−1...1] â íîëü íå îáðàùàåòñÿ.



Ñòîõàñòè÷åñêèå èíòåãðàëû 143

• Ôîðìóëà êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé Ëàãðàíæà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò
èç òåîðåìû Ðîëëÿ. Åñëè f(α) 6= f(β), òî äëÿ F (x) = f(x) + λx âñåãäà
ìîæíî ïîäîáðàòü òàêîå λ, ÷òî:

F (α) = F (β) => λ = −f(β)− f(α)

β − α
.

Ïîýòîìó ïî òåîðåìå Ðîëëÿ ñóùåñòâóåò òàêîå γ, ÷òî F ′(γ) = f ′(γ)+λ = 0,
è, ñëåäîâàòåëüíî:

f(β)− f(α) = (β − α) f ′(γ) , α 6 γ 6 β. (5.24)

Åñòåñòâåííî, òàêàÿ òî÷êà γ ìîæåò áûòü è íå îäíà, è ìû çíàåì î íåé
òîëüêî òî, ÷òî îíà íàõîäèòñÿ ãäå-òî âíóòðè îòðåçêà [α...β].

• Ëåììà Ãðîíóîëëà - Áåëëìàíà: åñëè äëÿ êîíñòàíò A, B > 0 íà [α...β]
ñïðàâåäëèâî ïåðâîå íåðàâåíñòâî (5.25), òî òîãäà âûïîëíÿåòñÿ è âòîðîå:

f(x) 6 A+B

x∫
α

f(s) ds => f(x) 6 AeB (x−α) . (5.25)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ââåä¼ì ôóíêöèþ:

g(x) =

x∫
α

f(s) ds => g′(x) 6 A+B g(x),

ãäå ìû âçÿëè ïðîèçâîäíóþ îò g(x) è âîñïîëüçîâàëèñü ïåðâûì íåðàâåí-
ñòâîì (5.25). Íåðàâåíñòâî, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò g(x), ïîõîæå íà íåîä-
íîðîäíîå ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå. Ïîñòóïàÿ àíàëîãè÷íî
ýòîìó ñëó÷àþ è ââîäÿ ôóíêöèþ C(x), èìååì:

g(x) = C(x) eBx => C ′(x) 6 Ae−B x.

Èíòåãðèðóÿ åãî îò α äî x è ó÷èòûâàÿ, ÷òî g(α) = 0 è C(α) = 0, ïîëó÷àåì:

C(x) 6
A

B

(
e−Bα − e−Bx

)
=> g(x) 6

A

B

(
eB(x−α) − 1

)
.

Äèôôåðåíöèðóÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî g′(x) = f(x), ìû ïðèõîäèì ê
(5.25). Â ÷àñòíîì ñëó÷àå A = 0 èìååì òàêóþ ôîðìó ëåììû:

f(x) 6 B

x∫
α

f(s) ds => f(x) 6 0 . (5.26)

Ïîýòîìó, åñëè f(x) > 0 è îíà óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîìó íåðàâåíñòâó (5.26),
òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ ðàâíà íóëþ: f(x) = 0.
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• Ðàññìîòðèì òåïåðü îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå:

dx

dt
= a(x, t). (5.27)

Äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâà òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè:

Åñëè â îòêðûòîé îáëàñòè G íà ïëîñêîñòè (x, t) ôóíêöèÿ a(x, t)
íåïðåðûâíà è èìååò íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî x, òî ÷åðåç
ëþáóþ òî÷êó G ïðîõîäèò îäíî è òîëüêî îäíî ðåøåíèå (5.27).

Åñëè ïðîèçâîäíàÿ íåïðåðûâíà, òî â ñîîòâåòñòâèè ñ (5.23) îíà îãðàíè÷å-
íà: |∂a/∂x| 6 M , è ïî ôîðìóëå êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé (5.24) ìû èìååì
íåðàâåíñòâî Ëèïøèöà:

|a(y, t)− a(x, t)| 6M |y − x|, (5.28)

Îíî ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì íåïðåðûâíîñòè ∂a(x, t)/∂x.

Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ (5.27), ïðåäñòàâèâ åãî â ôîðìå èí-
òåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ:

x(t) = x0 +

t∫
t0

a
(
x(τ), τ

)
dt.

Ïóñòü íà èíòåðâàëå [t0 ... t] ñóùåñòâóþò äâà ðåøåíèÿ x(t) è y(t) ñ îäèíàêî-
âûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(t0) = y(t0) = x0. Çàïèøåì èõ â èíòåãðàëüíîé
ôîðìå è âû÷òåì:

y(t)− x(t) =

t∫
t0

{
a
(
y(τ), τ

)
− a
(
x(τ), τ

)}
dt.

Òàê êàê ñóììà ìîäóëåé âñåãäà áîëüøå ìîäóëÿ ñóììû, èìååì:

|y(t)− x(t)| 6
t∫

t0

∣∣a(y(τ), τ
)
− a
(
x(τ), τ

)∣∣ dt 6M

t∫
t0

|y(τ)− x(τ)| dt,

ãäå âî âòîðîì íåðàâåíñòâå ìû âîñïîëüçîâàëèñü óñëîâèåì Ëèïøèöà (5.28).
Â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé Ãðîíóîëëà - Áåëëìàíà (5.26), èç ýòîãî íåðàâåí-
ñòâà ñëåäóåò, ÷òî |y(t)− x(t)| = 0, è, ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèÿ ñîâïàäàþò.

Ïîäîáíîå äîêàçàòåëüñòâî �îò ïðîòèâíîãî� òèïè÷íî äëÿ ìíîãèõ �íåêîí-
ñòðóêòèâíûõ� ðàññóæäåíèé â ìàòåìàòèêå. Çàìåòèì, ÷òî ìû äîêàçàëè,
÷òî, åñëè ïðîèçâîäíàÿ a(x, t) ïî x íåïðåðûâíà, òî ðåøåíèå åäèíñòâåííî.
Äëÿ ðàçðûâíîé ïðîèçâîäíîé ìîæåò ïîÿâèòüñÿ áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ.
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• Áîëüøèíñòâî óðàâíåíèé èìåþò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Îäíàêî áû-
âàþò è èñêëþ÷åíèÿ. Ðàññìîòðèì ïðèìåð:

dx

dt
= 3x2/3 => x1/3 = x

1/3
0 + t− t0. (5.29)

Åñëè íà÷àëüíîå óñëîâèå x0 = x(0) = 0, òî ôîðìàëüíî ðåøåíèå èìååò
âèä x = t3. Îäíàêî íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñëåäóþùàÿ ôóíêöèÿ òàêæå
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (5.29) è óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíûì óñëîâèÿì x(0) = 0:

x(t) =

{
0, t < T
(t− T )3, t > T, T0

x(t)

t

ãäå T � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî. Ïðè÷èíà íåîäíîçíà÷íîñòè - â íàðóøåíèè
óñëîâèÿ Ëèïøèöà (áåñêîíå÷íîñòü ïðîèçâîäíîé a′(x) = 2/x1/3 â x = 0).
Â ðåàëüíîì Ìèðå, åñëè íåêîòîðàÿ ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ (5.29), òî îíà íå
ñäâèíåòñÿ èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ x(0) = 0, åñëè �ðåøàåò� óðàâíåíèå
èòåðàöèÿìè. Ñïóñòÿ ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè T ìîæåò ïðîèçîé-
òè âíåøíåå âîçäåéñòâèå (ôëóêòóàöèÿ), êîòîðîå �ñòîëêí¼ò� èòåðàöèîííûé
ïðîöåññ ñ íóëåâîé îòìåòêè. Ýòî è ïðèâåä¼ò ê íåîäíîçíà÷íîìó ðåøåíèþ
(l C25).

• Êðîìå íåîäíîçíà÷íîñòè, ñ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé ìîæåò ïðîèçîéòè
åù¼ îäíà íåïðèÿòíîñòü. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

dx

dt
= x2 => x(t) =

x0

1− (t− t0)x0
.

×åðåç êîíå÷íîå âðåìÿ t − t0 = 1/x0 îò íà÷àëüíîãî ìîìåíòà ðåøåíèå
îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü. Ïîäîáíàÿ ñèòóàöèÿ íàçûâàåòñÿ �âçðûâîì
ðåøåíèÿ�. Çà ðåäêèìè èñêëþ÷åíèÿìè ïîäîáíûå ìîäåëè íå ñîîòâåòñòâóþò
ðåàëüíûì ñèñòåìàì èëè ÿâëÿþòñÿ ëèøü èõ ãðóáûì ïðèáëèæåíèåì.

• Ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñâÿçàíà îäíà
òîíêîñòü. Íå ëþáàÿ ôóíêöèÿ x = f(x0, t0, t) ñî çíà÷åíèåì x0 = f(x0, t0, t0)
óäîâëåòâîðÿåò õîòü êàêîìó-òî äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ ïåðâîãî
ïîðÿäêà. Òàê, â ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè ôóíêöèè x = x0 + sin(t− t0) íè-
êàêèìè çàìåíàìè è âûáîðîì a(x, t) íå óäàñòñÿ îäíîâðåìåííî èçáàâèòü-
ñÿ è îò x0, è îò t0. Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå ðåøåíèå x = f(x0, t0, t),
ìû äîëæíû òàê åãî ïðåîáðàçîâàòü, ÷òîáû êîíñòàíòû x0, t0, ÿâëÿþùèåñÿ
�âíåøíèìè� ê óðàâíåíèþ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, ñîêðàòèëèñü.
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• Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê ñòîõàñòè÷åñêèì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì.
Òàê êàê ìû ðàáîòàåì ñî ñëó÷àéíûìè ïðîöåññàìè, ðàçëè÷íûå ðåàëèçà-
öèè òðàåêòîðèè x(t) ìîãóò îòëè÷àòüñÿ ñêîëü óãîäíî ñèëüíî. Ãîâîðÿ î
åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ, ìû ïîäðàçóìåâàåì åäèíñòâåííîñòü ïëîòíîñòè
âåðîÿòíîñòè P (x0, t0 ⇒ x, t), êîòîðàÿ âëå÷¼ò çà ñîáîé åäèíñòâåííîñòü
ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ, âîëàòèëüíîñòè, àâòîêîâàðèàöèîííîé ôóíêöèè è ò.ä.

Äîêàæåì, ÷òî äëÿ óðàâíåíèÿ

dx = a(x, t) dt+ b(x, t) δW

ðåøåíèå áóäåò åäèíñòâåííûì, åñëè ïðîèçâîäíûå ïî x ñíîñà a(x, t) è âîëà-
òèëüíîñòè b(x, t) íåïðåðûâíû. Íåïðåðûâíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ïðîèçâîäíûå
îãðàíè÷åíû (íèãäå íå îáðàùàþòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü):∣∣∣∣∂a(x, t)

∂x

∣∣∣∣ 6Ma,

∣∣∣∣∂b(x, t)∂x

∣∣∣∣ 6Mb.

Ïîýòîìó â ñèëó ôîðìóëû Ëàãðàíæà êàæäàÿ èç íèõ óäîâëåòâîðÿåò íåðà-
âåíñòâó Ëèïøèöà:

|a(y, t)− a(x, t)| 6 Ma |y − x|,
|b(y, t) − b(x, t)| 6 Mb |y − x|.

(5.30)

Áóäåì äåéñòâîâàòü òàê æå, êàê è â äåòåðìèíèðîâàííîì ñëó÷àå. Ïåðåéä¼ì
ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ:

x(t) = x0 +

t∫
t0

a
(
x(s), s

)
ds+

t∫
t0

b
(
x(s), s

)
δWs.

Ïóñòü ñóùåñòâóþò äâå ðàçíûå ñëó÷àéíûå ôóíêöèè xt = x(t) è yt = y(t)
ñ îäèíàêîâûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(t0) = y(t0) = x0, êîòîðûå óäîâëå-
òâîðÿþò ýòîìó óðàâíåíèþ. Íàéä¼ì äèñïåðñèþ èõ ðàçíîñòè:

〈
(yt − xt)2

〉
=
〈 t∫

t0

ayx(s) ds+

t∫
t0

byx(s) δWs

2〉
,

ãäå ayx(s) = a
(
y(s), s

)
− a
(
x(s), s

)
, byx(s) = b

(
y(s), s

)
− b
(
x(s), s

)
- ðàçíî-

ñòè ñíîñà èëè âîëàòèëüíîñòè, âû÷èñëåííûå äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ.
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Äëÿ äâóõ n - ìåðíûõ âåêòîðîâ {α1, ..., αn} è {β1, ..., βn} ñêàëÿðíîå ïðî-
èçâåäåíèå âñåãäà ìåíüøå, ÷åì ïðîèçâåäåíèå èõ äëèí (êîñèíóñ óãëà ìåæäó
íèìè ìåíüøå åäèíèöû). Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî Êîøè - Áó-
íÿêîâñêîãî:

(α1β1 + ...+ αnβn)
2 6 (α2

1 + ...+ α2
n) (β2

1 + ...+ β2
n).

Åñëè âñå βi = 1, èìååì òàêîé âàðèàíò ýòîãî íåðàâåíñòâà:

(α1 + ...+ αn)
2 6 n (α2

1 + ...+ α2
n).

Â íàøåì ñëó÷àå n = 2, ïîýòîìó:

〈
(yt − xt)2

〉
6 2
〈 t∫

t0

ayx(s) ds

2〉
+ 2
〈 t∫

t0

byx(s) δWs

2〉
.

Äëÿ ïåðâîãî èíòåãðàëà (òî÷íåå, åãî èíòåãðàëüíîé ñóììû) ñíîâà ïðèìå-
íèì íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî c n = (t−t0)/∆s. Ñðåäíåå çíà÷åíèå
êâàäðàòà ñòîõàñòè÷åñêîãî èíòåãðàëà ïî δW ìîæíî çàïèñàòü ÷åðåç ñðåä-
íåå îò îáû÷íîãî èíòåãðàëà ïî âðåìåíè (5.13), ñòð. 132, ïîýòîìó:

〈
(yt − xt)2

〉
6 2(t− t0)

t∫
t0

〈
a2
yx(s)

〉
ds+ 2

t∫
t0

〈
b2
yx(s)

〉
ds.

Âîñïîëüçóåìñÿ òåïåðü íåðàâåíñòâàìè Ëèïøèöà (5.30), âîçâåäÿ èõ â êâàä-
ðàò. Â ðåçóëüòàòå:

〈
(yt − xt)2

〉
6M

t∫
t0

〈
(yt − xt)2

〉
ds,

ãäå M = 2(t − t0)M
2
a + 2M 2

b . Ñðåäíåå ðàçíîñòè ðåøåíèé
〈
(yt − xt)

2
〉
�

ýòî îáû÷íàÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè, ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿ ëåììó Ãðîíóîëëà �
Áåëëìàíà (5.26), ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî

〈
(yt − xt)2

〉
= 0.

Ñðåäíåå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì ñ ïîëîæèòåëüíîé ïëîòíîñòüþ âåðîÿò-
íîñòè. Âåëè÷èíà (yt − xt)

2 òàêæå ïîëîæèòåëüíà. Èíòåãðàë îò ïîëîæè-
òåëüíîé ôóíêöèè ìîæåò áûòü ðàâåí íóëþ, òîëüêî êîãäà îíà ðàâíà íóëþ.
Â ðåçóëüòàòå ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî x(t) = y(t), è ðåøåíèå åäèí-
ñòâåííî.
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5.6 Ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé

Ïðè ðàçëîæåíèè ñðåäíèõ âåëè÷èí â ðÿä ïî tn (ñòð. 95) ìû óïîìèíàëè
ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé êàê îäèí èç èòåðàöèîííûõ ñïîñî-
áîâ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ. Ðàññìîòðèì åãî òåïåðü ïîäðîáíåå, èñïîëüçóÿ
ñòîõàñòè÷åñêîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ñî ñíîñîì è âîëàòèëüíîñòüþ, íå
çàâèñÿùèìè îò âðåìåíè:

x(t) = x0 +

t∫
0

a
(
x(τ)

)
dτ +

t∫
0

b
(
x(τ)

)
δWτ .

Èäåÿ ìåòîäà ñîñòîèò â âûáîðå íåêîòîðîãî íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ ñëó÷àé-
íîé ôóíêöèè x0(t), óäîâëåòâîðÿþùåãî íà÷àëüíîìó óñëîâèþ x0(0) = x0,
è ïîëó÷åíèè ïîïðàâîê ê íåìó ïî ñëåäóþùåé ñõåìå:

xk+1(t) = x0 +

t∫
0

a
(
xk(τ)

)
dτ +

t∫
0

b
(
xk(τ)

)
δWτ .

Â ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò èçâåñòíàÿ ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ xk(t), íàéäåííàÿ íà
ïðåäûäóùåé èòåðàöèè. Â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèé ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþ-
ùåå ïðèáëèæåíèå ê ðåøåíèþ. Çàìåòèì, ÷òî íà êàæäîé èòåðàöèè òåêóùåå
ïðèáëèæåíèå óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíîìó óñëîâèþ xk(0) = x0. Âîîáùå ãî-
âîðÿ, òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ïîäîáíàÿ ïðîöåäóðà ïðè áåñêîíå÷íîì å¼
ïðèìåíåíèè ñõîäèòñÿ ê òî÷íîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ. Ìû íå áóäåì ýòîãî
äåëàòü, à ðàññìîòðèì ïðèìåð å¼ èñïîëüçîâàíèÿ.

Â êà÷åñòâå íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ âûáåðåì íà÷àëüíîå óñëîâèå x0. Òî-
ãäà ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû a0 = a(x0) è b0 = b(x0) âûíîñÿòñÿ çà èíòåãðàë,
è ïåðâàÿ èòåðàöèÿ èìååò âèä:

x1(t) = x0 + a0 t+ b0Wt. (5.31)

Òàê êàê Wt = ε
√
t, ïðè t → 0 ìû ôàêòè÷åñêè ïîëó÷èëè èòåðàöèîííóþ

ñõåìó äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ:

x1(t) = x0 + a0 t+ b0 ε
√
t, (5.32)

êîòîðàÿ àêòèâíî èñïîëüçîâàëàñü â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ. Ïîíÿòíî, ÷òî îíà
ðàáîòàåò òåì ëó÷øå, ÷åì ìåíüøå ïðîøëî âðåìåíè t îò íà÷àëüíîãî ìîìåí-
òà t0 = 0. Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé âûðàæåíèå (5.32) ÷àñòî íàçûâàåòñÿ ñõåìîé Ýéëåðà.
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Ðàçëîæèì ñíîñ è âîëàòèëüíîñòü â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè x0:

a(x) = a0 + a′0 (x− x0) + ..., b(x) = b0 + b′0 (x− x0) + ...,

ãäå a′0 = a′(x0) è b′0 = b′(x0). Ïîäñòàâëÿÿ èõ è (5.31) â èíòåãðàëüíîå
óðàâíåíèå, äëÿ âòîðîé èòåðàöèè èìååì:

x2(t) = x1(t) + a′0a0
t2

2
+ a′0b0

t∫
0

Wτ dτ + b′0a0

t∫
0

τ δWτ + b′0b0

t∫
0

WτδWτ .

Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì (ñì. Ñïðàâî÷íèê
R54, ñòð. 282) è èçâåñòíûì èíòåãðàëîì ïî δW îò W (5.10), ñòð. 131:

t∫
0

τ δWτ = tWt − St,
t∫

0

Wτ δWτ =
1

2

(
W 2

t − t
)
.

Ñ èõ ïîìîùüþ ïåðåïèøåì âòîðîå ïðèáëèæåíèå ê ðåøåíèþ:

x2(t) = x1(t) +
1

2
b′0b0(W

2
t − t) + b′0a0 tWt + a′0a0

t2

2
+
(
a′0b0 − a0b

′
0

)
St.

Èíòåãðàë ïî âðåìåíè St îò âèíåðîâñêîé ïåðåìåííîé ÷åðåç Wt íå âûðà-
æàåòñÿ. Îäíàêî, åñëè âèíåðîâñêèé ïðîöåññ âûðàæåí ÷åðåç ãàóññîâó ïåðå-
ìåííóþWt = ε

√
t, òî òàêîé èíòåãðàë âûðàæàåòñÿ ÷åðåç äâå íåçàâèñèìûå

ãàóññîâû ïåðåìåííûå ε, η ∼ N(0, 1), ñì. (5.4), ñòð. 125:

St =

t∫
0

Ws ds =
(√

3 ε+ η
) t3/2

2
√

3
.

Ïîýòîìó äëÿ âòîðîãî ïðèáëèæåíèÿ ê ðåøåíèþ ìîæíî çàïèñàòü:

x2(t) = x0 + b0ε
√
t+ a0t+

1

2
b′0b0 (ε2 − 1) t

+ b′0 a0 εt
3/2 +

(
a′0b0 − a0b

′
0

)(√
3 ε+ η

) t3/2
2
√

3
+ a′0a0

t2

2
.

(5.33)

Òàê æå, êàê è ñõåìà Ýéëåðà, ýòî ñîîòíîøåíèå ðàáîòàåò òåì ëó÷øå, ÷åì
ìåíüøå t. Îäíàêî ýòîò ðÿä èìååò âòîðîé ïîðÿäîê ìàëîñòè ïî t è ÿâëÿ-
åòñÿ áîëåå òî÷íûì. Ïåðâóþ ñòðîêó â ýòîì ðåøåíèè (òî÷íîñòü ïîðÿäêà t)
íàçûâàþò ñõåìîé Ìèëñòåéíà. Ìû âîñïîëüçóåìñÿ åþ è áîëåå òî÷íûì âû-
ðàæåíèåì (5.33) â äåâÿòîé ãëàâå äëÿ óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè ÷èñëåííîãî
ðåøåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
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Ãëàâà 6

Ñèñòåìû óðàâíåíèé

Îäíîìåðíûå ñòîõàñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïîçâîëÿþò îïèñûâàòü òîëüêî
ñðàâíèòåëüíî ïðîñòûå ñèñòåìû. Äàæå äëÿ îáû÷íîãî ôèçè÷åñêîãî îñöèë-
ëÿòîðà íåîáõîäèìî ðåøàòü ñèñòåìó èç äâóõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà.
Ðåàëüíîñòü â îáùåì ñëó÷àå � ìíîãîìåðíà. Îíà äà¼ò íàì ìíîæåñòâî ïðè-
ìåðîâ äîñòàòî÷íî ñëîæíûõ, íî èñêëþ÷èòåëüíî èíòåðåñíûõ ñëó÷àéíûõ
ïðîöåññîâ.
Êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, ìû íà÷í¼ì ñ äèñêðåòíûõ ïðîöåññîâ, îáîá-

ùåíèå êîòîðûõ íà íåïðåðûâíûé ñëó÷àé ïðèâåä¼ò íàñ ê ñèñòåìå ñòîõàñòè-
÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ôàêòè÷åñêè, ýòà ãëàâà ïîâòîðÿåò
áîëüøèíñòâî ðåçóëüòàòîâ ïðåäûäóùèõ ãëàâ. Äëÿ òåõ, êòî óâåðåííî âëàäå-
åò òåíçîðíîé è ìàòðè÷íîé àëãåáðîé, ñîîòâåòñòâóþùèå îáîáùåíèÿ ñëóæàò
ëèøü ñïîñîáîì ïîâòîðåíèÿ óæå èçâåñòíîãî ìàòåðèàëà. Ïîñëå âûâîäà îñ-
íîâíûõ ìíîãîìåðíûõ óðàâíåíèé áóäóò ðàññìîòðåíû ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ
çàäà÷.
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6.1 Ñêîððåëèðîâàííûå áëóæäàíèÿ

• Ïðåêðàñíûì ïðèìåðîì ñêîððåëèðîâàííûõ áëóæäàíèé ÿâëÿåòñÿ ôè-
íàíñîâûé ðûíîê. Íà í¼ì îäíîâðåìåííî èçìåíÿþòñÿ âî âðåìåíè öåíû òû-
ñÿ÷ ôèíàíñîâûõ àêòèâîâ. Èõ äèíàìèêà îáðàçóåò n-ìåðíûé ñëó÷àéíûé
ïðîöåññ x(t) = {x1(t), ..., xn(t)}. Èíîãäà ýòè àêòèâû ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü íåçàâèñèìûì îáðàçîì, îäíàêî â áîëüøèíñòâå ñâî¼ì îíè òåñíî ñâÿ-
çàíû. Ïîäîáíàÿ ñâÿçü îáû÷íî âîçíèêàåò çà ñ÷¼ò âíåøíèõ ñèíõðîíèçèðó-
þùèõ ôàêòîðîâ íîâîñòèéíîãî èëè ìàêðîýêîíîìè÷åñêîãî õàðàêòåðà. Íà-
ïðèìåð, öåíû àêöèé êîìïàíèé èç îäíîãî ñåêòîðà ýêîíîìèêè åæåäíåâíî
èçìåíÿþòñÿ äîñòàòî÷íî ñèíõðîííî. Åù¼ áîëåå æåñòêàÿ ñâÿçü âîçíèêàåò
íà ðûíêå äåðèâàòèâîâ. Â ýòîì ñëó÷àå, õîòÿ öåíà ôüþ÷åðñà èëè îïöèîíà
èñïûòûâàåò ñëó÷àéíûå êîëåáàíèÿ, îíà, òåì íå ìåíåå, òåñíî ñâÿçàíà ñ äðó-
ãîé ñòîõàñòè÷åñêîé âåëè÷èíîé � ôèíàíñîâûì àêòèâîì, ëåæàùèì â îñíîâå
äåðèâàòèâà. Â êîíå÷íîì ñ÷¼òå, ôèíàíñîâûé ðûíîê äîëæåí îïèñûâàòüñÿ
åäèíîé, è äîñòàòî÷íî áîëüøîé ñèñòåìîé ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé.

• Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà äâà ñëó÷àéíûõ äèñêðåòíûõ ïðîöåññà, íàêîïëåí-
íûå èçìåíåíèÿ êîòîðûõ ðàâíû:

xt = η(1) + η(2) + ...+ η(t) = η
√
t

yt = ζ(1) + ζ(2) + ...+ ζ(t) = ζ
√
t.

(6.1)

Íåñêîëüêî òÿæåëîâåñíàÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ çàïèñü íîìåðà èçìåíåíèÿ ïîç-
âîëèò íàì íå ïóòàòüñÿ ïðè îïèñàíèè ìíîæåñòâà ïðîöåññîâ. Ìû ïî-ïðåæíåìó
ñ÷èòàåì, ÷òî êàæäîå èçìåíåíèå η(i) íå çàâèñèò îò ïðåäûäóùåãî è ÿâëÿåò-
ñÿ ãàóññîâûì. Àíàëîãè÷íî äëÿ ζ(i). Ïîýòîìó ñóììû ðàâíû

√
t, óìíîæåí-

íîìó íà ãàóññîâó ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, êîòîðóþ äëÿ ïåðâîãî ïðîöåññà
ìû îáîçíà÷èëè ÷åðåç η, à äëÿ âòîðîãî � ÷åðåç ζ. Îäíàêî òåïåðü äîïîëíè-
òåëüíî ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà êàæäîì ýòàïå èçìåíåíèÿ ïðîöåññû ñêîððå-
ëèðîâàíû äðóã ñ äðóãîì:

〈η(i) ζ(j)〉 = ρ δij, 〈η(i) η(j)〉 = 〈ζ(i) ζ(j)〉 = δij, (6.2)

ãäå δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà, ðàâíûé åäèíèöå ïðè i = j è íóëþ â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå. Ýòî î÷åíü ïîõîæå íà ôîíäîâûé ðûíîê, íà êîòîðîì åæå-
äíåâíûå èçìåíåíèÿ öåí äâóõ àêöèé ñêîððåëèðîâàíû 〈η(1)ζ(1)〉 = ρ, íî
èçìåíåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ äíåé, êàê äëÿ îäíîé áóìàãè 〈η(1)η(2)〉, òàê
è ïîïàðíî 〈η(1)ζ(2)〉, ïðàêòè÷åñêè ðàâíû íóëþ.

Ïðîöåññû (6.1) ñî ñâîéñòâàìè èçìåíåíèé (6.2) áóäåì íàçûâàòü ñêîððå-
ëèðîâàííûìè äèñêðåòíûìè âèíåðîâñêèìè áëóæäàíèÿìè.
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• Àíàëîãè÷íî îäíîìåðíîìó ïðîöåññó ìîæíî âû÷èñëèòü ðàçëè÷íûå ñî-
îòíîøåíèÿ ìåæäó ñðåäíèìè. Òàê, ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè s ìû çíàåì
çíà÷åíèå xs. Äà¼ò ëè ýòà èíôîðìàöèÿ âîçìîæíîñòü ïðåäñêàçàòü yt â íåêî-
òîðûé ïîñëåäóþùèé ìîìåíò t > s? Íàéä¼ì êîððåëÿöèîííûé êîýôôèöè-
åíò ìåæäó xs è yt. Äëÿ ýòîãî ðàçîáü¼ì �âðåìÿ� íà äâà èíòåðâàëà [1, ..., s]
è [s+ 1, ..., t]:

xs = η
√
s

yt = ζ
√
s+ ζ ′

√
t− s.

Âåëè÷èíû η è ζ ïðîïîðöèîíàëüíû íàêîïëåííûì ïåðâûì s èçìåíåíèÿì
êàæäîãî èç ïðîöåññîâ. Ñðåäíåå èõ ïðîèçâåäåíèÿ òîæå ðàâíî ρ:

〈ηζ〉
√
s
√
s =

〈[
η(1) + ...+ η(s)

][
ζ(1) + ...+ ζ(s)

]〉
= sρ,

òàê êàê ïðè ïåðåìíîæåíèè ñêîáîê ïîñëå óñðåäíåíèÿ âûæèâóò òîëüêî s
ïàð ñ îäèíàêîâûìè èíäåêñàìè. Íàêîïëåííûå èçìåíåíèÿ ζ ′ âòîðîãî ïðî-
öåññà íå çàâèñÿò îò ïðåäûñòîðèè è íå ñêîððåëèðîâàíû íè ñ ζ, íè ñ η.
Ïîýòîìó êîâàðèàöèÿ ðàâíà:

cov(yt, xs) = 〈ytxs〉 =
〈
(ζ
√
s+ ζ ′

√
t− s) η

√
s
〉

= sρ.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ëèíåéíîé ðåãðåññèîííîé ìîäåëè âîçíèêàåò ñëåäóþ-
ùàÿ ñâÿçü ìåæäó ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè:

yt√
t

=
sρ
√
s
√
t

xs√
s

+
ξ√
t

=> yt = ρ xs + ξ,

ãäå, êàê è ðàíüøå, ξ � îøèáêà ïðåäñêàçàíèÿ ìîäåëè (ñëó÷àéíûé øóì
íàøåãî �íåçíàíèÿ� ðàçâèòèÿ ïðîöåññà ïîñëå ìîìåíòà âðåìåíè s).

Ïî îòäåëüíîñòè êàæäûé èç ïðîöåññîâ � ýòî îáû÷íîå âèíåðîâñêîå äèñ-
êðåòíîå áëóæäàíèå ñ íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì, ðàâíûì íóëþ. Åñëè ìû çíà-
åì ys â ìîìåíò âðåìåíè s, òî ïðîãíîç åãî â ìîìåíò t ðàâåí yt = ys + ξ

(ñì. ñòð. 36). Åñëè íàì èçâåñòíî òîëüêî íà÷àëüíîå çíà÷åíèå y0 = 0, òî
ëó÷øèì ïðîãíîçîì yt áóäåò íîëü. Â ñëó÷àå, êîãäà ïðîöåññ xt íå çàâèñèì
îò yt, çíàíèå xs íàì íå ïîìîæåò äëÿ ïðîãíîçà yt. Îäíàêî äëÿ ñêîððåëèðî-
âàííûõ ïðîöåññîâ ýòî íå òàê. Åñëè ρ > 0 è xs íàõîäèòñÿ â ïîëîæèòåëüíîé
îáëàñòè, òî è yt âåðîÿòíåå áóäåò íàõîäèòüñÿ òàì æå. Õîòÿ ýòîò ïðîãíîç
íå çàâèñèò îò òîãî, ñîâïàäàþò ëè ìîìåíòû âðåìåíè t = s èëè t � s, è
âåëè÷èíà åãî îøèáêè ξ óâåëè÷èâàåòñÿ ñî âðåìåíåì t− s.
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• ×òîáû ïðè ïîìîùè êîìïüþòåðà ñìîäåëèðîâàòü ñêîððåëèðîâàííûå
áëóæäàíèÿ, íàì íåîáõîäèìî óìåòü ãåíåðèòü ñëó÷àéíûå ãàóññîâû ÷èñëà c
êîððåëÿöèîííûì êîýôôèöèåíòîì ρ ìåæäó íèìè. Äëÿ ýòîãî ïðîùå âñåãî
âçÿòü äâå íåñêîððåëèðîâàííûå âåëè÷èíû ε1 è ε2 è âû÷èñëèòü ñëåäóþùóþ
èõ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ (ñì. ñòð. 33):{

η = ε1

ζ = ρ ε1 +
√

1− ρ2 ε2
=>

〈
η ζ
〉

= ρ,
〈
η2
〉

=
〈
ζ2
〉

= 1.

Ñâîéñòâà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí η è ζ ëåãêî ïðîâåðèòü ïðÿìûì âû÷èñëåíè-
åì, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ

〈
εi
〉

= 0,
〈
ε2
i

〉
= 1 è

〈
ε1 ε2

〉
= 0.

Íèæå íà êàæäîì èç ðèñóíêîâ ïðèâåäåíû ðåàëèçàöèè áëóæäàíèÿ äâóõ
ñêîððåëèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ:

-20

0

15

0 100

=0.9 =-0.9

-6

0

12

100

Â ïåðâîì ñëó÷àå êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè äîñòàòî÷íî âûñîê ρ = 0.9. Âî
âòîðîì îí òàêîé æå ïî ìîäóëþ, íî îòðèöàòåëüíûé ρ = −0.9.

• Çàïèøåì i-òûé ñòîõàñòè÷åñêèé ïðîöåññ â ôóíêöèîíàëüíîì âèäå äëÿ
èíäåêñà âðåìåíè t:

xi(t) = ηi(1) + ...+ ηi(t) = ηi
√
t. (6.3)

Ôàêòè÷åñêè ηi(k) ìîæíî ñ÷èòàòü íå ôóíêöèåé, à ïðîñòî ñïîñîáîì ðàç-
ëè÷åíèÿ ãàóññîâûõ ÷èñåë. Âåëè÷èíû ηα(k), ηβ(k) îòíîñÿòñÿ ê îäíîìó ìî-
ìåíòó âðåìåíè è ðàâíû èçìåíåíèþ α-ãî è β-ãî ïðîöåññà.
Îò ñêîððåëèðîâàííûõ âåëè÷èí ηi ïðè ïîìîùè ìàòðèöû S ìîæíî ïå-

ðåéòè ê íåñêîððåëèðîâàííûì εi: ηi = Sij εj (ñì. §1.6 ñòð. 30). Â ýòîì
ñëó÷àå:

xi(t) =
t∑

k=1

ηi(k) =
t∑

k=1

Sijεj(k) = Sijεj
√
t = S ε

√
t,

ãäå èñïîëüçîâàíû ñìåøàííûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ñóììû ïî k â ÿâíîì âèäå
è ñóììû ïî j â ðåçóëüòàòå åãî ïîâòîðåíèÿ.
Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû εj(k) j-òîãî ïðîöåññà â ìîìåíò âðåìåíè k íå

çàâèñÿò äðóã îò äðóãà. Ïîýòîìó ìû, êàê îáû÷íî, çàìåíÿåì èõ íà èòîãîâîå
ñóììàðíîå ñëó÷àéíîå èçìåíåíèå εj, óìíîæåííîå íà ôàêòîð

√
t.
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• Â íåïðåðûâíîì ïðåäåëå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü m íåçàâèñèìûõ
âèíåðîâñêèõ áëóæäàíèé W(t) = (W1(t), ...,Wm(t)), êàæäîå èç êîòîðûõ
îïðåäåëÿåòñÿ ñóììîé áåñêîíå÷íî áîëüøîãî ÷èñëà N → ∞ ãàóññîâûõ
èçìåíåíèé, êàæäîå èç êîòîðûõ ïðîèñõîäèò çà áåñêîíå÷íî ìàëîå âðåìÿ
∆t→ 0:

Wα(t) =
(
εα(1) + ...+ εα(N)

)√
∆t = εα

√
N∆t→ εα

√
t.

Èçìåíåíèÿ ýòèõ ïðîöåññîâ δW ÿâëÿþòñÿ øóìîì äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ïå-
ðåìåííûõ x = (x1, ..., xn) òîé èëè èíîé ñèñòåìû. Íàïðèìåð, âåêòîð x
ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé öåíû ðàçëè÷íûõ èíñòðóìåíòîâ íà ôèíàíñî-
âîì ðûíêå èëè êîîðäèíàòû, çàäàþùèå ïîëîæåíèå áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû
â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå êîëè÷åñòâî m ïîðîæäà-
þùèõ (ñì. §2.8, ñòð. 72) ïðîöåññîâ Âèíåðà ìîæåò áûòü îòëè÷íî îò ÷èñëà
n èíòåðåñóþùèõ íàñ ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé x. Îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
m 6 n. Íàïðèìåð, âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, êîãäà îäèí è òîò æå îäíîìåðíûé
øóì m = 1 îêàçûâàåò âîçäåéñòâèå íà n ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû.
Îäíàêî ÷àùå ó êàæäîé ïåðåìåííîé ñîñòîÿíèÿ ñâîé øóì, è, ñëåäîâàòåëü-
íî, m = n.

Ìíîãîìåðíîå âèíåðîâñêîå áëóæäàíèå ñ ïðîèçâîëüíûìè ñíîñàìè è âî-
ëàòèëüíîñòÿìè ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

xi(t) = µi t+ σiαWα(t).

Ïî ïîâòîðÿþùåìóñÿ èíäåêñó α ïðîèñõîäèò ñóììèðîâàíèå, êîòîðîå ïåðå-
ìåøèâàåò ïðè ïîìîùè ìàòðèöû σiα íåçàâèñèìûå âèíåðîâñêèå ïðîöåññû
Wα(t). Â îáùåì ñëó÷àå i = 1, ..., n, à α = 1, ...,m. Åñëè n = m è ìàòðè-
öà σiα ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé, òî xi(t) ÿâëÿþòñÿ íåñêîððåëèðîâàííûìè.
Èíà÷å σiα çàäàþò íå òîëüêî âîëàòèëüíîñòè ïðîöåññîâ, íî è êîýôôèöèåí-
òû èõ êîððåëÿöèè.

Àíàëîãè÷íî îäíîìåðíîìó ñëó÷àþ ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå, êîòîðîìó
óäîâëåòâîðÿåò ýòîò ïðîöåññ, èìååò âèä:

dxi = µi dt+ σiα δWα,

èëè â ìàòðè÷íûõ îáîçíà÷åíèÿõ:

dx = µ dt+ σ δW,

ãäå µ = (µ1, ...., µn) � âåêòîð ñíîñà, îïðåäåëÿþùèé äåòåðìèíèðîâàííóþ
ñîñòàâëÿþùóþ èçìåíåíèÿ ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé x(t).
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6.2 Ñèñòåìû ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé

• Â îáùåì ñëó÷àå ñèñòåìà ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé çàïèñûâàåòñÿ â
âèäå:

dxi = ai(x, t) dt+ biα(x, t) δWα, (6.4)

ãäå i = 1, ..., n, ïî ïîâòîðÿþùåìóñÿ èíäåêñó α = 1, ...,m ïðåäïîëàãàåòñÿ
ñóììèðîâàíèå, è â îáùåì ñëó÷àå n 6= m. Ìîæíî îïóñòèòü íå òîëüêî çíàê
ñóììû, íî è èíäåêñû, çàïèñàâ ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå â ìàòðè÷íîì
âèäå:

dx = a(x, t) dt+ b · δW, (6.5)

ãäå a � âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ, à b � ìàòðè÷íàÿ, ðàçìåðíîñòè n xm. Âåêòîð
âèíåðîâñêèõ ïåðåìåííûõ, êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, çàïèñûâàåòñÿ ÷åðåç
ãàóññîâû ñëó÷àéíûå ÷èñëà:

δW = {δW1, ..., δWm} = {ε1, ..., εm}
√
t = ε ·

√
t. (6.6)

Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 〈εαεβ〉 = δαβ, à ýôôåêòû êîððåëÿöèè ïåðåíîñèòü
íà ìàòðèöó biα. Ñêîððåëèðîâàííûå âåëè÷èíû ε′α ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç
íåñêîððåëèðîâàííûå ïðè ïîìîùè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ε′ = S · ε,
ïîýòîìó ñòîõàñòè÷åñêèé ÷ëåí â óðàâíåíèè Èòî ñî ñêîððåëèðîâàííûìè
âèíåðîâñêèìè ïåðåìåííûìè b′ · ε′

√
dt ýêâèâàëåíòåí (b′ · S) · ε

√
dt.

• ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ ïðè ïîìîùè âûáîðà ìàëî-
ãî èíòåðâàëà âðåìåíè ∆t. Ïîñëå ýòîãî ãåíåðèòñÿ âåêòîð m íîðìàëüíî
ðàñïðåäåë¼ííûõ ÷èñåë ε = {ε1, ..., εm} è âû÷èñëÿåòñÿ íàáîð çíà÷åíèé
ïðîöåññîâ â ñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè. Äëÿ ïåðâîé èòåðàöèè:

xi = x0i + ai(x0, t0) ∆t+ biα(x0, t0) εα
√

∆t. (6.7)

Ïðîöåññû x(t) = {x1(t), ..., xn(t)} ìû âñåãäà íóìåðóåì, íà÷èíàÿ ñ èíäåêñà
1, à íóëåâîé èíäåêñ x0i - ýòî çíà÷åíèå i-òîãî ïðîöåññà â ìîìåíò âðåìåíè
t0, ò.å. x0i = xi(t0).

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñìûñë êîýôôèöèåíòîâ ñíîñà îïðåäåëÿåòñÿ
ñðåäíèì 〈xi − x0i〉 /∆t = ai(x0, t0), à äèôôóçèÿ:

〈(xi − x0i) (xj − x0j)〉
∆t

= biα(x0, t0) bjα(x0, t0) = (b · bT )ij (6.8)

ïðè ∆t→ 0 ñòðåìèòñÿ ê ïðîèçâåäåíèþ ìàòðèö âîëàòèëüíîñòè, ãäå bTij =
bji - îïåðàöèÿ òðàíñïîíèðîâàíèÿ (ïåðåñòàíîâêè) èíäåêñîâ.
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• Îáîáùèì ëåììó Èòî íà n-ìåðíûé ñëó÷àé. Ïóñòü F (x, t) � äèôôå-
ðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Ðàçëîæèì å¼ â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè
x0, t0:

F (x, t) = F (x0, t0) +
∂F

∂t
∆t+

∂F

∂xi
∆xi +

1

2

∂2F

∂xi∂xj
∆xi∆xj + ... (6.9)

Ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïðîâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå, è âñå ôóíêöèè
â ïðàâîé ÷àñòè âû÷èñëÿþòñÿ â òî÷êå x0, t0. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (6.7):

∆xi = ai(x0, t0)∆t+ biα(x0, t0) εα
√

∆t. (6.10)

Èçìåíåíèå ôóíêöèè dF = F (x, t)− F (x0, t0) ïîä÷èíÿåòñÿ ñòîõàñòè÷å-
ñêîìó óðàâíåíèþ Èòî:

dF = A(x0, t0) dt+Bα(x0, t0) δWα. (6.11)

Ïîäñòàâëÿÿ (6.10) â (6.9) è ñîõðàíÿÿ ÷ëåíû ïîðÿäêà
√

∆t, ∆t, ïîëó÷àåì:

F − F0 ≈
(
∂F

∂t
+
∂F

∂xi
ai +

1

2

∂2F

∂xi∂xj
biαbjβεαεβ

)
∆t+

∂F

∂xi
biαεα

√
∆t.

Ñíîñ A(x0, t0) ïî îïðåäåëåíèþ ðàâåí ïðåäåëó 〈F − F0〉 /∆t ïðè ∆t→
0 è íàõîäèòñÿ ñ ó÷¼òîì ñîîòíîøåíèé 〈εαεβ〉 = δαβ. Äëÿ äèôôóçèè, â
ñîîòâåòñòâèè ñ (6.8), èìååì:〈

(F − F0)
2
〉

∆t
=

∂F

∂xi

∂F

∂xj
biαbjα = BαBα.

Ïîýòîìó ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ ñêàëÿðíîé ôóíêöèè n + 1 ïåðå-
ìåííûõ F (x, t), â êîòîðóþ âìåñòî àðãóìåíòîâ x ïîäñòàâëåíû ñëó÷àéíûå
ïðîöåññû x(t), çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

dF =

(
∂F

∂t
+
∂F

∂xi
ai +

1

2

∂2F

∂xi∂xj
biαbjα

)
dt+

∂F

∂xi
biα δWα. (6.12)

Åñëè ôóíêöèÿ F � íå ñêàëÿðíàÿ, à âåêòîðíàÿ, òî ýòî ñîîòíîøåíèå ñïðà-
âåäëèâî äëÿ êàæäîé èç å¼ êîìïîíåíò.

Ââåäÿ ñèìâîë ñëåäà ìàòðèöû, ðàâíîãî ñóììå äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ
Tr A = Aαα = A11 + ... + Ann, ìîæíî çàïèñàòü ëåììó Èòî â ìàòðè÷íîì
âèäå:

dF =

(
∂F

∂t
+
∂F

∂x
· a +

1

2
Tr

[
bT · ∂

2F

∂x2
· b
])

dt+
∂F

∂x
· b · δW, (6.13)

ãäå ∂2F/∂x2 � ìàòðèöà âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ.
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• Ïîëó÷èì ìíîãîìåðíîå óðàâíåíèå Ôîêêåðà-Ïëàíêà. Äëÿ ýòîãî íåîá-
õîäèìî ïîâòîðèòü ðàññóæäåíèÿ èç îäíîìåðíîé çàäà÷è. Ðàññìîòðèì ñëó-
÷àéíûé âåêòîð y = x(t) â ìîìåíò âðåìåíè t è ïðåäøåñòâóþùèé åìó
x = x(t−∆t) â ìîìåíò âðåìåíè t−∆t. Îíè ñâÿçàíû äèôôóçíûì ñòîõà-
ñòè÷åñêèì ïðîöåññîì:

y = x + a ∆t+ b · ε
√

∆t,

ãäå âåêòîðíàÿ a = ai(x, t − ∆t) è ìàòðè÷íàÿ b = biα(x, t − ∆t) ôóíê-
öèè âû÷èñëåíû â ìîìåíò âðåìåíè t −∆t. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïëîòíîñòü
âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû x ðàâíà P (x, t − ∆t). Ðàñïðåäåëåíèå
äëÿ ãàóññîâîé ïåðåìåííîé íàì èçâåñòíî. ×òîáû íàéòè ðàñïðåäåëåíèå äëÿ
âåëè÷èíû y, íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü ñðåäíåå îò ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè
F (y) ñ èçâåñòíûìè ïëîòíîñòÿìè P (x, t−∆t) è P (ε):

〈F (y)〉 =

∞∫
−∞

F (y)︷ ︸︸ ︷
F (x + a∆t+ b · ε

√
∆t) ·

P (x,ε)︷ ︸︸ ︷
P (x, t−∆t) P (ε1, ..., εm) dnxdmε.

Ðàçëîæèì ïåðâûé ìíîæèòåëü â ðÿä ïî ìàëîé âåëè÷èíå a ∆t+ b ε
√

∆t:

F (y) = F (x) +
∂F

∂xi
(ai∆t+ biαεα

√
∆t)

+
1

2

∂2F

∂xi∂xj
(ai∆t+ biαεα

√
∆t) (aj∆t+ bjβεβ

√
∆t),

ãäå ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì, êàê è ðàíüøå, ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììè-
ðîâàíèå. Ïî ∆t ðàñêëàäûâàåì òàêæå P (x, t−∆t).

Ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî âñåì εi ïðîèñõîäèò óñðåäíåíèå, êîòîðîå äà¼ò
〈εα〉 = 0 è 〈εαεβ〉 = δαβ. Â ðåçóëüòàòå, ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ íà ñòð. 107,
ïîëó÷àåì:

∂P

∂t
+
∂(aiP )

∂xi
− 1

2

∂2

∂xi∂xj

[
biαbjαP

]
= 0 . (6.14)

ãäå ai = ai(x, t), biα = biα(x, t), à P = P (x0, t0 ⇒ x, t) - óñëîâíàÿ ïëîò-
íîñòü âåðîÿòíîñòè. Åñëè â ìîìåíò âðåìåíè t0 çíà÷åíèå x0 èçâåñòíî òî÷íî,
òî äëÿ ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ íà÷àëüíîå óñëîâèå â âèäå
n - ìåðíîé äåëüòà - ôóíêöèè Äèðàêà, ðàâíîé ïðîèçâåäåíèþ îäíîìåðíûõ
ôóíêöèé ïî êàæäîé êîîðäèíàòå: P (x0, t0 ⇒ x, t0) = δ(x− x0).
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• Àíàëîãè÷íî âûâîäèòñÿ óðàâíåíèå äëÿ ïðîèçâîäíîé îò ñðåäíåãî:

d
〈
F
(
x(t), t

)〉
dt

=

∞∫
−∞

∂

∂t

[
F (x, t)P (x0, t0 ⇒ x, t)

]
dnx.

Ðàñêðûâàÿ ïðîèçâîäíóþ ïðîèçâåäåíèÿ è ïîäñòàâëÿÿ ∂P/∂t èç óðàâíåíèÿ
Ôîêêåðà - Ïëàíêà, ïîëó÷àåì äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äëÿ ñðåäíèõ:

d
〈
F
(
x(t), t

)〉
dt

=

〈
∂F

∂t
+ ai

∂F

∂xi
+

1

2
biαbjα

∂2F

∂xi∂xj

〉
. (6.15)

Êàê è ëåììó Èòî, ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæíî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîé ôîðìå
ïðè ïîìîùè ñèìâîëà ñëåäà Tr. Óñðåäíåíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïðè óñëîâèè,
÷òî â ìîìåíò âðåìåíè t âåêòîð ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà áûë ðàâåí x0 = x(t0).

Óðàâíåíèå äëÿ ñðåäíåãî ñïðàâåäëèâî è äëÿ âåêòîðíûõ èëè òåíçîðíûõ
ôóíêöèé, òàê êàê âûâîäèòñÿ íåçàâèñèìî äëÿ êàæäîé èç êîìïîíåíò. Âû-
áèðàÿ F = xν è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ∂xν/∂xi = δνi, ïîëó÷àåì âðåìåííóþ äèíà-
ìèêó ñðåäíåãî â êîìïîíåíòíîé è ìàòðè÷íîé ôîðìå:

˙〈xν〉 = 〈aν(x, t)〉 , ˙〈x〉 = 〈a(x, t)〉 . (6.16)

Òîëüêî äëÿ ëèíåéíûõ ïî x ñíîñîâ äèíàìèêà ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ áóäåò
ñîâïàäàòü ñ ðåøåíèåì äåòåðìèíèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ. Ôóíêöèîíàëüíàÿ
çàâèñèìîñòü âîëàòèëüíîñòè b(x, t) ïðè ýòîì ðîëè íå èãðàåò. Åñëè ñíîñ
íåëèíååí ïî x, òî ôóíêöèÿ 〈x〉 = x(t) áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò äåòåðìèíèðî-
âàííîãî ðåøåíèÿ ñ b = 0.

Ïðîèçâîäíûå îò ïðîèçâåäåíèÿ xµxν âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñèìâîë Êðîíå-
êåðà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∂(xµxν)

∂xi
= xµδνi + xνδµi,

∂2(xµxν)

∂xi∂xj
= δµjδνi + δνjδµi.

Ïîýòîìó, âûáèðàÿ F â òåíçîðíîì âèäå F = xµxν, ìîæíî çàïèñàòü óðàâ-
íåíèå äëÿ ñðåäíåãî îò ïðîèçâåäåíèÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ:

˙〈xµxν〉 = 〈xµaν + xνaµ + bναbµα〉 . (6.17)

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñâ¼ðòêè (ñóììèðîâàíèÿ) ïî èíäåêñàì µ è ν èìååì ìàò-
ðè÷íîå âûðàæåíèå äëÿ èçìåíåíèÿ êâàäðàòà ˙〈x2〉 = 2 〈x · a〉+ Tr

〈
b · bT

〉
.
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6.3 Ñòîõàñòè÷åñêèé îñöèëëÿòîð

• Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðåøåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîé çàäà÷è â äâóõ èçìåðå-
íèÿõ n = m = 2 ðàññìîòðèì äâèæåíèå ïî îêðóæíîñòè ñ ÷àñòîòîé ω è ïî-
ñòåïåííûì óìåíüøåíèåì ðàäèóñà. Äåòåðìèíèðîâàííàÿ âåðñèÿ ïîäîáíîé
ñïèðàëè ìîæåò èìåòü ñëåäóþùóþ çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò îò âðåìåíè:

x

y
t

{
x(t) = e−λt (x0 cosωt− y0 sinωt)
y(t) = e−λt (x0 sinωt+ y0 cosωt)

B Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ: x0 = x(0), y0 = y(0).
B Ðàäèóñ: r(t) =

√
x2 + y2 = r0 e

−λt.

Ïðèìåðû ñèñòåì ñ òàêèì ïîâåäåíèåì ìû ðàññìîòðèì â ñëåäóþùåé ãëàâå.
Ñåé÷àñ íàøà öåëü � ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå ñòîõàñòè÷åñêîé äèíàìèêè.
Äëÿ ýòîãî íàéä¼ì ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé ñëåäóþùåãî âèäà:{

dx = (−λx− ω y) dt + σ δWx

dy = (+ω x− λ y) dt + σ δWy.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî øóì δWx = εx
√
t, δWy = εy

√
t ïî êàæäîé êîîðäèíà-

òå íåñêîððåëèðîâàí. Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ (l H29) ñòîèò çàïèñàòü ýòó
æå ñèñòåìó äëÿ ñêîððåëèðîâàííîãî øóìà.

• Çàâèñèìîñòü ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ îò âðåìåíè íàõîäèì èç (6.16):{
ẋ = −λx− ω y
ẏ = +ω x− λ y.

Óìíîæèì âòîðîå èç óðàâíåíèé íà ìíèìóþ åäèíèöó ı (ı2 = −1) è ñëî-
æèì èõ. Â ðåçóëüòàòå äëÿ êîìïëåêñíîé âåëè÷èíû z = x+ ıy è ïàðàìåòðà
Λ = λ − ıω ïîëó÷èì �îäíîìåðíîå� óðàâíåíèå ż = −Λ z. Îíî ëåãêî èíòå-
ãðèðóåòñÿ:

z(t) = e−Λt z0 = e−λ t+ıω t z0 = e−λt(cosωt+ ı sinωt)z0,

ãäå z0 = z(0) = x0 + ıy0 � íà÷àëüíîå óñëîâèå. Ïðèðàâíÿâ äåéñòâèòåëüíóþ
è ìíèìóþ ÷àñòè: {

x(t) = e−λt (x0 cosωt− y0 sinωt)
y(t) = e−λt (x0 sinωt+ y0 cosωt),

(6.18)

ïîëó÷àåì ðåøåíèå äëÿ ýâîëþöèè ñðåäíèõ çíà÷åíèé êîîðäèíàò â âèäå
ñïèðàëè. Ïî êàæäîé êîîðäèíàòå ïðîèñõîäÿò çàòóõàþùèå ïåðèîäè÷åñêèå
êîëåáàíèÿ. Ïàðàìåòð ω ÿâëÿåòñÿ èõ ÷àñòîòîé, λ � ñêîðîñòüþ çàòóõàíèÿ.
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• Íàéä¼ì òåïåðü, êàê âåä¼ò ñåáÿ ñðåäíåå çíà÷åíèå êâàäðàòà ðàññòîÿ-
íèÿ îò íà÷àëà êîîðäèíàò. Âîñïîëüçóåìñÿ ìàòðè÷íîé çàïèñüþ óðàâíåíèÿ
(6.17) äëÿ ñðåäíåãî ˙〈x2〉 = 2 〈x · a〉+ Tr

〈
b · bT

〉
. Â íàøåì ñëó÷àå:

x =

(
x
y

)
, a =

(
−λx− ωy
+ωx− λy

)
, b = σ

(
1 0
0 1

)
.

Ïîýòîìó ïîëó÷àåì:

˙
x2 = −2λx2 + 2σ2 => x2(t) =

σ2

λ
+

(
x2

0 + y2
0 −

σ2

λ

)
e−2λt.

Òàêèì îáðàçîì, êîãäà êîëåáàíèÿ �çàòóõíóò� (t → ∞), îñòàíåòñÿ íåíóëå-
âàÿ äèñïåðñèÿ êâàäðàòà, òåì áîëüøàÿ, ÷åì ìåäëåííåå ïðîèñõîäèëî çàòó-
õàíèå! Ýòîò ðåçóëüòàò ñâèäåòåëüñòâóåò î ñòàáèëèçèðóþùåé ðîëè ñèëüíî-
ãî òðåíèÿ (áîëüøèå λ) ïðè âíåøíèõ ñòîõàñòè÷åñêèõ òîë÷êàõ. Íåñìîòðÿ
íà òî, ÷òî λ íàõîäèòñÿ â çíàìåíàòåëå, îñîáåííîñòè ïðè λ = 0 íåò. Ðàñ-
êëàäûâàÿ ýêñïîíåíòó, íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè λ = 0 ñðåäíåå ðàâíî
x2 = x2

0 + y2
0 + 2σ2t. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî, êàê è â âèíåðîâñêîì áëóæäàíèè,

âíåøíèå òîë÷êè ñî âðåìåíåì ðàçìûâàþò êðóãîâóþ òðàåêòîðèþ. Íàéòè
àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå x2(t), y2(t), xy(t) â ñèòóàöèè ñêîððåëèðîâàííî-
ãî øóìà ïðåäëàãàåòñÿ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ (l H30).

• Âûðàçèì ðåøåíèå çàäà÷è ÷åðåç ãàóññîâû ïåðåìåííûå. Â êîìïëåêñ-
íûõ îáîçíà÷åíèÿõ ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò êîìïàêòíûé âèä:

dz = −Λ z dt+ σ δW,

ãäå δW = ε
√
dt, ε = εx + ıεy � êîìïëåêñíîå ãàóññîâî ÷èñëî, à z è Λ

îïðåäåëåíû âûøå. Ïåðåéä¼ì, ïðè ïîìîùè ôîðìóëû Èòî, ê ïåðåìåííîé
F = zeΛt. Å¼ äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå íå áóäåò ñîäåðæàòü ñíîñà:

dF = σeΛtδW = S(t) δW,

ãäå S(t) = σ eΛt. Ðåøèì óðàâíåíèå dF = S(t) δW èòåðàöèÿìè (k = 1...n):

F = F0 +
∑

S(tk−1)ε(tk)
√

∆t.

Êàê ôóíêöèÿ S(t), òàê è εk ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíûìè âåëè÷èíàìè, ïîýòî-
ìó íåîáõîäèìà îïðåäåë¼ííàÿ îñòîðîæíîñòü ïî ñâîðà÷èâàíèþ ýòîé ñóììû
â îäíî ãàóññîâî ÷èñëî. Ðàñïèøåì äåéñòâèòåëüíûå è ìíèìûå ÷àñòè:∑

[Sx + ıSy][εx + ıεy]
√

∆t =
∑

[(Sxεx − Syεy︸ ︷︷ ︸
|S| ε′x

) + ı(Sxεy + Syεx︸ ︷︷ ︸
|S| ε′y

)]
√

∆t,

ãäå |S| =
√
S2
x + S2

y � ìîäóëü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà, à ε
′
x, ε

′
x � íîâûå íåñêîð-

ðåëèðîâàííûå
〈
ε′xε
′
y

〉
= 0 ãàóññîâû ÷èñëà.
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Îïóñêàÿ øòðèõè è ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ (ñòð.
56), ìû ìîæåì îêîí÷àòåëüíî çàïèñàòü:

F (t) = F (t0) +

 t∫
t0

|S(τ)|2dτ

1/2

ε,

ãäå ε = εx+ıεy � ïî-ïðåæíåìó êîìïëåêñíàÿ ãàóññîâà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà.
Çàìåòèì, ÷òî äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè âûðàæåíèÿ ε′ = eıαε

ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè ãàóññîâûìè ÷èñëàìè. Äåéñòâèòåëüíî, ðàñïèøåì
èõ â ÿâíîì âèäå:

ε′x = εx cosα− εy sinα
ε′y = εx sinα + εy cosα

Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ïðîâåðÿåì
〈
ε′2x
〉

=
〈
ε′2y
〉

= 1 è
〈
ε′xε
′
y

〉
= 0. Ïîýòî-

ìó ìíîæèòåëè òèïà eıωt ïåðåä êîìïëåêñíûì ãàóññîâûì ÷èñëîì ìîæíî
îïóñêàòü, òàê êàê eıαε ñòàòèñòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî ïðîñòî ε
Ïðîâîäÿ èíòåãðèðîâàíèå äëÿ |S(τ)|2 = σ2 e2λτ è ó÷èòûâàÿ, ÷òî z =

F e−Λt, z0 = F0, äëÿ t0 = 0 ïîëó÷àåì:

z = z0 e
−λt+ıωt +

σ√
2λ

√
1− e−2λt ε (6.19)

èëè â ÿâíîì âèäå äëÿ äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòåé:

x(t) = x(t) +
σ√
2λ

√
1− e−2λt εx

y(t) = y(t) +
σ√
2λ

√
1− e−2λt εy,

ãäå x(t) è y(t) � ñðåäíèå, îïðåäåëÿåìûå âûðàæåíèÿìè (6.18). Â êà÷åñòâå
óïðàæíåíèÿ ñòîèò íàéòè x2(t), y2(t), xy(t) è ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü
óðàâíåíèé äëÿ ñðåäíèõ (l H31).
Êâàäðàò âåëè÷èíû |z|2 = x2 + y2 ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì ðàäèóñ-âåêòîðà,

äëÿ êîòîðîãî óæå èçâåñòíî ñðåäíåå çíà÷åíèå. Ñäåëàåì ýòî åù¼ ðàç ïðè
ïîìîùè (6.19): 〈

|zt|2
〉

= |z0|2 e−2λt +
σ2

λ

(
1− e−2λt

)
.

Îáðàùàåì âíèìàíèå íà òî, ÷òî
〈
|ε|2
〉

= 〈εε∗〉 =
〈
ε2
x + ε2

y

〉
= 2, ãäå çâ¼ç-

äî÷êà îáîçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå.
Â ðåøåíèè, àíàëîãè÷íî îäíîìåðíîìó ñëó÷àþ, ìîæíî âûðàçèòü z â ìî-

ìåíò âðåìåíè t+ τ ÷åðåç z â ìîìåíò t:

zt+τ = zte
−λτ+ıωτ +

σ√
2λ

√
1− e−2λτ ε,

÷òî ëåãêî ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü, íàïðèìåð, ñðåäíåå 〈zt z∗t+τ〉 (l H32).
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• Ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ t → ∞ ðåøåíèå çàáûâàåò íà÷àëüíûå óñëî-
âèÿ, è ñðåäíèå ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Ðàñïðåäåëåíèå ñòàíîâèòñÿ ñòàöèîíàð-
íûì ïî êàæäîé èç êîîðäèíàò. Îäíàêî ýòî íå îçíà÷àåò, ÷òî ïåðèîäè÷åñêèå
ñâîéñòâà ñèñòåìû èñ÷åçàþò. ×òîáû â ýòîì óáåäèòüñÿ, íàéä¼ì êîâàðèàöè-
îííóþ ôóíêöèþ, íàïðèìåð, ïî êîîðäèíàòå x. Âûðàæàÿ ðåøåíèå îòíîñè-
òåëüíî íà÷àëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè t, èìååì:

xt+τ = e−λτ (xt cosωτ − yt sinωτ) +
σ√
2λ

εx
√

1− e−2λτ

Íàéäåì covxx(t, t+ τ) = 〈xtxt+τ〉 − 〈xt〉 〈xt+τ〉 â ïðåäåëå t→∞. Òàê êàê
â ýòîì ñëó÷àå 〈xt〉 = 〈yt〉 = 〈xtyt〉 = 0, à

〈
x2
t

〉
= σ2/2λ, ïîëó÷àåì, êàê

è ñëåäîâàëî îæèäàòü, ñòàöèîíàðíóþ êîâàðèàöèîííóþ ôóíêöèþ, çàâèñÿ-
ùóþ òîëüêî îò τ > 0:

covxx(t, t+ τ)→ cov(τ) =
σ2

2λ
e−λτ cosωτ.

Îíà îêàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé ñäâèãà τ . Ôóðüå-îáðàç êîâàðè-
àöèîííîé ôóíêöèè õàðàêòåðèçóåò ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà ïðîöåññà (ñòð.
68):

S(Ω) =
2

π

∞∫
0

cov(τ) cos(Ωτ) dτ =
σ2

2π

[
1

λ2 + (Ω + ω)2
+

1

λ2 + (Ω− ω)2

]
.

Òàêèì îáðàçîì, ñïåêòð èìååò ìàêñèìóì â îêðåñòíîñòè Ω = ω. Îí òåì
óæå, ÷åì ìåíüøå ïàðàìåòð çàòóõàíèÿ λ. Òåì íå ìåíåå, ýòî íå ñòðîãî ïåðè-
îäè÷åñêîå äâèæåíèå, òàê êàê �òèïè÷íàÿ� ÷àñòîòà �ðàçìàçàíà� è ñäâèíóòà
ïåðâûì ñëàãàåìûì â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ.
Íà ëåâîì ðèñóíêå íèæå ïðåäñòàâëåíà òðàåêòîðèÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî îñ-

öèëëÿòîðà ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ âðåìåíàõ, êîãäà íà÷àëüíûå óñëîâèÿ
óæå �çàáûòû�. Ñïðàâà � êîëåáàíèÿ ïî êàæäîé êîîðäèíàòå:

y

x

x

y

Ñèñòåìû, îáëàäàþùèå ïîäîáíûì ïîâåäåíèåì, ìû ðàññìîòðèì â ñëåäóþ-
ùåé ãëàâå, à ñåé÷àñ ðåøèì ìíîãîìåðíîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå.
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6.4 Ëèíåéíûå ìíîãîìåðíûå ìîäåëè

• Íàéä¼ì ðåøåíèå ëèíåéíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ïî j � ñóììà):

dxi = Aij (xj − cj) dt+Bij δWj.

Ïîñòîÿííûé âåêòîð cj ìîæíî óáðàòü ñäâèãîì xj → xj + cj. Â ðåøåíèè
äåëàåòñÿ îáðàòíûé ñäâèã. Ïîýòîìó áóäåì èçó÷àòü îäíîðîäíîå óðàâíåíèå,
êîòîðîå çàïèøåì â ìàòðè÷íîé ôîðìå:

dx = A · x dt+ B · δW,

ãäå A è B � íå çàâèñÿùèå îò x è âðåìåíè ìàòðèöû.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñðåäíåãî ïðîùå âñåãî ñðàçó âîñïîëüçîâàòüñÿ ñîîòíî-
øåíèåì (6.16):

ẋ = A · x => x = eAt · x0, (6.20)

ãäå x0 � âåêòîð íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ. Åñëè ìû õîòèì �âåðíóòü� c, òî
ïîòðåáóþòñÿ äâå çàìåíû: x→ x− c è x0 → x0 − c.

• Ìîíîòîííàÿ çàâèñèìîñòü îò t â ìàòðè÷íîé çàïèñè ðåøåíèÿ (6.20) îá-
ìàí÷èâà. Ðàññìîòðèì ñòîõàñòè÷åñêèé îñöèëëÿòîð èç ïðåäûäóùåãî ðàç-
äåëà: (

dx

dy

)
=

(
−λ −ω
ω −λ

)
·
(
x

y

)
+ σ

(
δWx

δWy

)
. (6.21)

Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöó A ìîæíî ðàçáèòü íà ñóììó äâóõ ìàòðèö:

A =

(
−λ −ω
ω −λ

)
= ω q− λ1, 1 =

(
1 0
0 1

)
, q =

(
0 −1
1 0

)
.

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî:

q2 = −1, q3 = −q, q4 = 1, q5 = q, ...

Òàê êàê ìàòðèöû 1 è q êîììóòèðóþò äðóã ñ äðóãîì (q ·1 = 1 ·q), ýêñïî-
íåíòà ñóììû ðàçáèâàåòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå eAt = e−1λt eqωt. Ðàñêëàäûâàÿ
âòîðîé ìíîæèòåëü ïî ñòåïåíÿì t è ó÷èòûâàÿ àíàëîãè÷íîå ðàçëîæåíèå
äëÿ ñèíóñà è êîñèíóñà, ðåøåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå:(

x̄
ȳ

)
= e−λt

(
cosωt − sinωt
sinωt cosωt

)(
x0

y0

)
. (6.22)

Îíî æå âûøå áûëî ïîëó÷åíî äðóãèì ìåòîäîì. Òàêèì îáðàçîì, �ìîíîòîí-
íàÿ� çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè â ìàòðè÷íûõ ñîîòíîøåíèÿõ âïîëíå ìîæåò
ïðåâðàòèòüñÿ â ïåðèîäè÷åñêóþ ôóíêöèþ.
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• Íàéä¼ì áîëåå ïðàêòè÷íîå, ÷åì (6.20), ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ðåøåíèÿ
ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ. Áóäåì åãî èñêàòü â âèäå:

x(t) = u eat => A · u = au. (6.23)

Ïîñòîÿííûé âåêòîð u ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ìàòðèöû A, à ïà-
ðàìåòð �a�� å¼ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì. Ïåðåíîñÿ (au) â ëåâóþ ÷àñòü,
ïîëó÷àåì ñèñòåìó îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî u, êîòîðàÿ èìå-
åò íåíóëåâîå ðåøåíèå, òîëüêî åñëè å¼ äåòåðìèíàíò ðàâåí íóëþ:

det(A− a1) = 0.

Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì è ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì
n-òîé ñòåïåíè ïî a. Îáû÷íî îíî èìååò n ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé a1, ..., an.
×àñòü èç íèõ ìîæåò îêàçàòüñÿ êîìïëåêñíûìè. Äëÿ êàæäîãî èç íèõ ìû
ðåøàåì óðàâíåíèå (6.23) è íàõîäèì ñîáñòâåííûå âåêòîðà u(k). Âíèìàíèå!
Âåðõíèé èíäåêñ � ýòî íîìåð ñîáñòâåííîãî âåêòîðà, à íå åãî êîìïîíåíòà.

Òåïåðü îáùåå ðåøåíèå äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ âåêòîðà ïåðåìåííûõ ñî-
ñòîÿíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

x(t) =
∑
k

µk u(k) eakt, x0 =
∑
k

µk u(k), (6.24)

ãäå µk � ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû, âûðàæàþùèåñÿ ÷åðåç íà÷àëüíûå óñëî-
âèÿ x0 = x(0). Ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé â èñõîäíîå óðàâíåíèå ìîæíî ïðî-
âåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî ðåøåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèé ak áóäåò ïðèâîäèòü ê ýêñïîíåíöèàëüíî óìåíüøàþùèìñÿ
(Re ak < 0) èëè óâåëè÷èâàþùèìñÿ (Re ak > 0) ðåøåíèÿì. Ìíèìàÿ ÷àñòü
ñîîòâåòñòâóåò êîëåáàòåëüíûì ðåæèìàì.

Åñëè ìàòðèöà A ñèììåòðè÷íà, òî ñîáñòâåííûå âåêòîðà ìîæíî âû-
áðàòü îðòîãîíàëüíûìè: u(α) ·u∗(β) = δαβ (çâ¼çäî÷êà � êîìïëåêñíîå ñîïðÿ-
æåíèå). Â ýòîì ñëó÷àå µk = x0 · u∗(k).

Êîãäà µk âûðàæåíû ÷åðåç x0, ìîæíî íàéòè ÿâíîå ïðåäñòàâëåíèå ýêñïî-
íåíòû îò ìàòðèöû. Äåéñòâèòåëüíî, èç (6.20), âçÿâ ïðîèçâîäíóþ ïî êîìïî-
íåíòàì íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ, èìååì

[
eAt
]
αβ

= ∂xα/x0β. Â ÷àñòíîñòè, åñëè

ñîáñòâåííûå âåêòîðà îðòîãîíàëüíû (µk = x0 · u∗(k)), òî:[
eAt
]
αβ

=
∑
k

u(k)
α u

∗(k)
β eakt. (6.25)

Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ (l H33) ïðåäëàãàåòñÿ íàéòè e
At äëÿ ìàòðèöû 2x2,

ó êîòîðîé A12 = A22 = 0. Íåîáõîäèìî ýòî ñäåëàòü ïðÿìûì ðàçëîæåíèåì
ýêñïîíåíòû ïðè ïîìîùè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.
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• Âûðàçèì òåïåðü ðåøåíèå ñòîõàñòè÷åñêîé ëèíåéíîé ñèñòåìû ÷åðåç
ãàóññîâû ïåðåìåííûå. Ââåä¼ì íîâûé âåêòîð y, óäîâëåòâîðÿþùèé, ïî ëåì-
ìå Èòî (6.13), ñòð. 157, ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ:

y = e−At · x => dy = e−At B δW = G(t) δW.

Ìàòðèöà G(t) = e−At B çàâèñèò òîëüêî îò âðåìåíè, ïîýòîìó ðåøåíèå
ýòîãî óðàâíåíèÿ ëåãêî íàéòè ïðè ïîìîùè èòåðàöèîííîãî ìåòîäà:

yµ(t) = yµ(t0) +
∑
k

Gµα(tk)εα(tk)
√

∆t = yµ(t0) + gµαεα.

Ñóììà íåçàâèñèìûõ ãàóññîâûõ ÷èñåë εα(tk) ñíîâà ïðîïîðöèîíàëüíà ãàóñ-
ñîâîìó ÷èñëó, êîòîðîå óäîáíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû íåçàâèñèìûõ
âåëè÷èí εα (âòîðîå ðàâåíñòâî). Íàéä¼ì çíà÷åíèÿ gµα. Äëÿ ýòîãî âû÷èñ-
ëèì ñðåäíåå îò

〈(
y(t)− y(t0))µ(y(t)− y(t0)

)
ν

〉
:

gµαgνβ 〈εαεβ〉 =
∑
k,l

Gµα(tk)Gνβ(tl) 〈εα(tk)εβ(tl)〉∆t.

Ó÷èòûâàÿ íåçàâèñèìîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí 〈εα(tk)εβ(tl)〉 = δα,βδk,l è
〈εαεβ〉 = δα,β, à òàêæå ïåðåõîäÿ ê íåïðåðûâíîìó ïðåäåëó ∆t → 0, ïîëó-
÷àåì (t0 = 0):

gµαgνα =
∑
i

Gµα(ti)Gνα(ti)∆t =

t∫
0

Gµα(τ)Gνα(τ) dτ,

èëè:

g(t) · gT (t) =

t∫
0

e−Aτ B BTe−A
T τ dτ. (6.26)

Íàïîìíþ, ÷òî (A ·B)T = BT ·AT (ñì. ñòð. 304). Ðåøåíèå äëÿ y çàïèøåì
â ìàòðè÷íîì âèäå, ó÷èòûâàÿ, ÷òî y0 = x0 ïðè t = 0:

y = x0 + g(t) · ε

Ïîýòîìó, òàê êàê x = eAt y, îêîí÷àòåëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ
ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé èìååò âèä:

x(t) = x̄(t) + S(t) · ε, (6.27)

ãäå S = eAt g. Âåêòîð ε = {ε1, ..., εn} ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð íåçàâè-
ñèìûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë ñ ãàóññîâûì ðàñïðåäåëåíèåì, èìåþùèì íóëåâîå
ñðåäíåå è åäèíè÷íóþ äèñïåðñèþ, à x̄(t) � ñðåäíåå çíà÷åíèå (6.20), (6.24).
Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ (l H34) ïðåäëàãàåòñÿ íàéòè ìàòðèöó eAt äëÿ
äâóõìåðíîãî îñöèëëÿòîðà è ïðîâåðèòü ðåøåíèå (6.27).
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• Âû÷èñëèì ìàòðèöó äèñïåðñèé:

Dαβ = 〈(x− x̄)α(x− x̄)β〉 = SαiSβj 〈εiεj〉 =
[
S ST

]
αβ

=
[
eA t g gT eA

T t
]
αβ
.

Ó÷èòûâàÿ (6.26), èìååì:

D(t) = S ST =

t∫
0

eA(t−τ) B BT eA
T (t−τ) dτ. (6.28)

Ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæíî (l H38) ñðàçó ïîëó÷èòü èç óðàâíåíèÿ äëÿ ñðåä-
íèõ (6.17), ñòð. 159, èç êîòîðûõ ñëåäóåò ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå:

Ḋ = A ·D + D ·AT + B ·BT . (6.29)

Åñëè ñóùåñòâóåò ñòàöèîíàðíûé ðåæèì, òî Ḋ = 0 è óðàâíåíèå (6.29) ïîç-
âîëÿåò ëåãêî íàéòè D.

• Ðàñïðåäåëåíèå äëÿ x èìååò ãàóññîâûé âèä, ïîýòîìó, çíàÿ ìàòðèöó
äèñïåðñèé, ìîæíî çàïèñàòü ìàðêîâñêóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè:

P (x0, 0⇒ x, t) =
1

(2π)n/2
√

det D(t)
exp

[
−1

2
(x− x̄)αD

−1
αβ(t) (x− x̄)β

]
,

ãäå D−1 � îáðàòíàÿ ìàòðèöà äèñïåðñèé è x̄ = x̄(t) � ñðåäíèå çíà÷åíèÿ äè-
íàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ. Îíè ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò ñâîéñòâà ïðîöåññà.
Â ÷àñòíîñòè, õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ (l H35):

〈eıp·x〉 = eıp·x̄−
1
2 p·D·p

ïîçâîëÿåò ëåãêî íàõîäèòü ìîìåíòû ïðîèçâîëüíûõ ïîðÿäêîâ.

• Ïðè ïîìîùè (6.27), (6.28) íåñëîæíî (l H39) íàéòè êîâàðèàöèîííóþ
ìàòðèöó:

covαβ(t, t+τ) = 〈xα(t)xβ(t+ τ)〉−〈xα(t)〉 〈xβ(t+ τ)〉 = D(t) eA
T τ . (6.30)

Åñëè â ïðåäåëå t→∞ ó ñèñòåìû ñóùåñòâóåò ñòàöèîíàðíûé ðåæèì, òî â
ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà äèñïåðñèé D ñòàíîâèòñÿ ïîñòîÿííîé, à êîâàðèàöèÿ
çàâèñèò òîëüêî îò ðàçíîñòè âðåì¼í τ .

• Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòì ðåøåíèÿ ëèíåéíîé çàäà÷è ñëåäóþùèé:
B Íàõîäèì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è âåêòîðà ìàòðèöû A.
B Çàïèñûâàåì ðåøåíèå äëÿ ñðåäíèõ (6.24) è âûðàæàåì µk ÷åðåç x0.
B Ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèÿ

[
eAt
]
αβ

= ∂xα/x0β íàõîäèì eAt.
B Âû÷èñëÿåì ìàòðèöó äèñïåðñèé Dαβ.
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6.5 Ìíîãîìåðèå ïîìîãàåò îäíîìåðèþ

• Ðàññìîòðèì ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ ïðè ïîìî-
ùè ñòîõàñòè÷åñêîãî èíòåãðàëà. Ïóñòü ó íàñ åñòü ñèñòåìà óðàâíåíèé n x 1
ñ îäèíàêîâûì øóìîì dxα = aα dt + bα δW . Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè
F = F (t,x) â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ âåðñèÿ ëåììû Èòî
(6.12), ñòð. 157 (ñóììèðîâàíèå ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì):

dF =

[
∂F

∂t
+ aα

∂F

∂xα
+
bαbβ

2

∂2F

∂xα∂xβ

]
dt+ bα

∂F

∂xα
δW.

Ïóñòü x = {x,W}, ãäå x = x(t) � ðåøåíèå íåêîòîðîãî îäíîìåðíîãî ñòî-
õàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ dx = a(x) dt + b(x) δW , à W � ïîðîæäàþùèé
âèíåðîâñêèé ïðîöåññ ñ íóëåâûì ñíîñîì è åäèíè÷íîé âîëàòèëüíîñòüþ. Â
ýòîì ñëó÷àå ëåììà Èòî äëÿ ôóíêöèè F = F (t, x,W ) èìååò âèä:

dF =

[
∂F

∂t
+ a

∂F

∂x
+
b2

2

∂2F

∂x2
+ b

∂2F

∂x∂W
+

1

2

∂2F

∂W 2

]
dt+

[
b
∂F

∂x
+
∂F

∂W

]
δW.

Âñåãäà ïîäõîäÿùèì âûáîðîì F :

F (t, x,W ) = f(t, z) = f

(
t,

∫
dx

b(x)
−W

)
ìîæíî (l H41) âîëàòèëüíîñòü (ìíîæèòåëÿ ïðè δW ) ñäåëàòü ðàâíîé íóëþ.
Ïîäñòàâëÿÿ F = f(t, z) â ëåììó Èòî, ïîëó÷àåì:

df =

(
∂f

∂t
+

[
a(x)

b(x)
− b′(x)

2

]
∂f

∂z

)
dt.

Åñëè âûáîðîì ôóíêöèè f óäà¼òñÿ äîáèòüñÿ, ÷òîáû ìíîæèòåëü ïðè dt
çàâèñåë òîëüêî îò t è W , òî ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü,
âûðàçèâ ðåøåíèå â ÿâíîì âèäå ÷åðåç ïîðîæäàþùèé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ
Wt. Òàê êàê ìíîæèòåëü ïðè dt íå äîëæåí çàâèñåòü îò x, òî ÷àñòíàÿ
ïðîèçâîäíàÿ ïî x ðàâíà íóëþ, è ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

∂2f

∂t∂z
+

[
a(x)

b(x)
− b′(x)

2

]
∂2f

∂z2
+ b(x)

[
a(x)

b(x)
− b′(x)

2

]′
∂f

∂z
= 0.

Ýòî óðàâíåíèå äîïóñêàåò ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ f(t, z) = eλt f(z):

λ+

[
a(x)

b(x)
− b′(x)

2

]
µ+ b(x)

[
a(x)

b(x)
− b′(x)

2

]′
= 0,

ãäå λ, µ � íåêîòîðûå êîíñòàíòû, êîòîðûå íåîáõîäèìî ïîäîáðàòü òàê, ÷òî-
áû ýòî ñîîòíîøåíèå îáðàùàëîñü â òîæäåñòâî. Òîãäà f(t, z) = eλ t+µ z.
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• Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ëîãèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (ñòð. 88):

dx = x · (1− x) dt+
√

2γ x δW. (6.31)

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî µ = −
√

2γ, λ = 1− γ, F = e(1−γ) t+
√

2γ Wt/x,

dF = e(1−γ) t+
√

2γ Wt dt => F =
1

x0
+

t∫
0

e(1−γ) τ+
√

2γ Wτ dτ,

ãäå ïðè èíòåãðèðîâàíèè ó÷òåíî íà÷àëüíîå óñëîâèå F0 = F (0) = 1/x0, è
x0 = x(0). Ïîýòîìó ðåøåíèå (6.31) ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

x(t) = x0 e
(1−γ) t+

√
2γ Wt

1 + x0

t∫
0

e(1−γ) τ+
√

2γ Wτ dτ

−1

. (6.32)

Çàìêíóòàÿ ôîðìà (6.32) ìîæåò áûòü ïîëåçíà ïðè ïîñòðîåíèè ïðèáëèæ¼í-
íûõ ìåòîäîâ, îäíàêî, ê ñîæàëåíèþ, ïîëó÷èòü ñ å¼ ïîìîùüþ êîíêðåòíûå
ðåçóëüòàòû (íàïðèìåð, ñðåäíåå x̄(t)), âîîáùå ãîâîðÿ, íå ïðîñòî.

• Ïðîñòîå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ðåøåíèÿ èìååò òàêæå ëè-
íåéíîå ïî x ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå:

dx = (α + βx) dt+ σ x δW.

Â ýòîì ñëó÷àå µ = σ, λ = (σ2/2)−β, è äëÿ ïðîöåññà y = x e−(β−σ2/2) t−σWt

ïîëó÷àåì óðàâíåíèå:

dy = α e−(β−σ2/2)t−σWt dt.

Ïîýòîìó ðåøåíèå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñòîõàñòè÷åñêèé èíòåãðàë:

x(t) = e(β−σ2/2)t+σWt

x0 + α

t∫
0

e−(β−σ2/2)s−σWsds

 ,
êîòîðûé ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü ñðåäíèå:

〈
x(t)

〉
= x0

〈
e(β−σ2/2)t+σε

√
t
〉

+ α
〈
e(β−σ2/2)t+σWt

t∫
0

e−(β−σ2/2)s−σWsds
〉
.

Ïåðâîå ñðåäíåå âû÷èñëÿåòñÿ îáû÷íûì îáðàçîì, à äëÿ âòîðîãî íåîáõîäè-
ìî èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó (5.7), ñòð. 129:

〈
x(t)

〉
= x0 e

βt + α

t∫
0

〈
e(β−σ2/2)t+σ(ε1

√
s+ε2

√
t−s) e−(β−σ2/2)s−σε1

√
s
〉
ds,

èëè
〈
x(t)

〉
= x0 e

βt + α
β

(
eβt − 1

)
. Çàìåòèì, ÷òî

〈
x(t)

〉
â äàííîì ñëó÷àå

ïðîùå íàéòè ïðè ïîìîùè äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ ñðåäíèõ.
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• Èíîãäà ìíîãîìåðíûå ñèñòåìû ïîçâîëÿþò íàõîäèòü òî÷íûå ðåøå-
íèÿ îäíîìåðíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ðàññìîòðèì áëóæäàíèå â
n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ñ÷èòàÿ, ÷òî ïî êàæäîé êîîðäèíàòå ðåàëèçóåòñÿ
ïðîöåññ Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà ñ íóëåâûì ðàâíîâåñíûì óðîâíåì è îäèíà-
êîâûì ïðèòÿæåíèåì ê íåìó:

dxi = −β
2
xi dt+

σ

2
δWi.

Áëóæäàíèÿ ïðåäïîëàãàþòñÿ íåñêîððåëèðîâàííûìè, ñ îäíîé âîëàòèëüíî-
ñòüþ øóìà. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, ðàâíûé êâàäðàòó ðàäèóñ-
âåêòîðà y(t) = x2

1 + ...+ x2
n. Íàéä¼ì ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå, êîòîðîìó

îí ïîä÷èíÿåòñÿ. Â äàííîì ñëó÷àå ai = −βxi/2, bij = σδij/2. Ïðîèçâîä-
íûå îò y ðàâíû ∂y/∂xi = 2xi, ∂

2y/∂xi∂xj = 2δij, è ïî ëåììå Èòî (6.12),
ñòð. 157 èìååì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

dy = −β ·
(
y − nσ2

4β

)
dt+ σ xi δWi.

Ñóììó ñòîõàñòè÷åñêèõ ÷ëåíîâ â ýòîì óðàâíåíèè ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç
åäèíñòâåííóþ âèíåðîâñêóþ ïåðåìåííóþ:

ωi δWi = ωi εi
√
dt = ε

√
dt = δW,

ãäå ωi = xi/
√
y. Äåéñòâèòåëüíî, ñóììà ãàóññîâûõ ÷èñåë ñíîâà äà¼ò ãàóñ-

ñîâî ÷èñëî, è, òàê êàê ω2
1 + ...+ω2

n = 1, îíî èìååò åäèíè÷íóþ äèñïåðñèþ.
Âîîáùå ãîâîðÿ, âåëè÷èíû ωi(t) ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè ôóíêöèÿìè. Îäíà-
êî íà êàæäîì øàãå èòåðàöèîííîãî ðåøåíèÿ îíè ïðèíèìàþò îïðåäåë¼ííîå
çíà÷åíèå, íî òàê, ÷òî ñóììà èõ êâàäðàòîâ âñåãäà ðàâíà åäèíèöå. Ïîýòîìó
ìû è ïåðåõîäèì â óðàâíåíèè ê ñêàëÿðíîé âèíåðîâñêîé ïåðåìåííîé δW .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ îäíîìåðíîå óðàâíåíèå Ôåëëåðà:

dy = −β · (y − α) dt+ σ
√
y δW,

ñ ðàâíîâåñíûì óðîâíåì, ðàâíûì α = nσ2/4β. Åãî ðåøåíèå âûðàæàåòñÿ
÷åðåç èçâåñòíûå íàì ñëó÷àéíûå ïðîöåññû Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà (ñòð. 60):

xi(t) = x0i e
−βt/2 +

σ

2
√
β

√
1− e−βt εi

è n íåçàâèñèìûõ ãàóññîâûõ âåëè÷èí {ε1, ..., εn}.
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• Ðåøåíèå îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ äîëæíî çàâèñåòü îò îäíîé êîíñòàí-
òû íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ y0 = y(0). Â ïîëó÷åííîå ðåøåíèå âõîäèò n íåçàâè-
ñèìûõ êîíñòàíò x0i, ñîîòâåòñòâóþùèõ íà÷àëüíûì óñëîâèÿì ïî êàæäîé
êîîðäèíàòå. Ïîêàæåì, ÷òî îíè, òåì íå ìåíåå, �ñâîðà÷èâàþòñÿ� â åäèí-
ñòâåííóþ êîíñòàíòó y0 = x2

01 + ... + x2
0n. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì ðåøåíèå â

ñëåäóþùåì âèäå:

y(t) =
n∑
i=1

(
x0iµ(t) +

1√
2
s(t)εi

)2
= y0µ

2(t) +
√

2y0 s(t)µ(t) ε+ s2(t)u,

ãäå µ(t) = e−βt/2, s(t) =
√
γ(1− e−βt), γ = σ2/2β è ââåäåíû äâå íîâûå

ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ε è u:

ε =
n∑
i=1

ωiεi, u =
1

2

n∑
i=1

ε2
i ,

n∑
i=1

ω2
i = 1.

Ñóììà êâàäðàòîâ �âåñîâ� ωi = x0i/
√
y0 ðàâíà åäèíèöå. Ïîýòîìó âåëè-

÷èíà ε èìååò ãàóññîâî ðàñïðåäåëåíèå ñ íóëåâûì ñðåäíèì è åäèíè÷íîé
äèñïåðñèåé, à u ïîä÷èíÿåòñÿ χ2-ðàñïðåäåëåíèþ ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû
(l C26). Òàê êàê îáå ýòè âåëè÷èíû çàâèñÿò îò îäíèõ è òåõ æå ãàóññîâûõ
÷èñåë ε1, ..., εn, îíè íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Îäíàêî èõ ñîâìåñòíàÿ
ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé íå çàâèñèò îò âåñîâ ωi, è, ñëåäîâàòåëüíî, îò
êîíñòàíò íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ x0i. Äåéñòâèòåëüíî, íàéä¼ì ïðîèçâîäÿùóþ
ôóíêöèþ:

φ(k, p) =
〈
ek ε+ p u

〉
=

n∏
i=1

∞∫
∞

ek ωiεi+p
ε2i
2 −

ε2i
2
dεi√
2π

=
e
k2/2
1−p

(1− p)n/2
. (6.33)

Ââåäåíèå ìíèìîé åäèíèöû k → ık, p → ıp ïðåâðàùàåò ïðîèçâîäÿùóþ
ôóíêöèþ â õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ, ôóðüå-èíòåãðàë îò êîòîðîé ðàâåí ïëîò-
íîñòè âåðîÿòíîñòè P (ε, u). Ðàçëîæåíèå â ðÿä ïî k è p ïðîèçâîäÿùåé
ôóíêöèè ïîçâîëÿåò ëåãêî íàéòè ðàçëè÷íûå ñðåäíèå äëÿ ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí ε è u.

Ïîäîáíîå ïðåäñòàâëåíèå áûëî ïîëó÷åíî â òðåòüåé ãëàâå ïðè èçó÷åíèè
ïðîöåññà Ôåëëåðà (ñòð. 82). Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ìû íà÷àëè ñ n ïðîöåñ-
ñîâ Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà, öåëî÷èñëåííûé ïàðàìåòð n â ðåøåíèè ìîæíî
àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèòü â îáëàñòü íåïðåðûâíûõ çíà÷åíèé n = 2α/γ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîöåññ y(t) çàâèñèò îò åäèíñòâåííîé êîíñòàíòû íà-
÷àëüíîãî óñëîâèÿ y0 = y(0) è äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ε è u, èìåþùèõ
ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå (6.33).
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6.6 Íåêîòîðûå òî÷íûå ðåøåíèÿ ∗

• Ðàññìîòðèì íåñòàöèîíàðíîå ìíîãîìåðíîå ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå:

dxi = fi(t) dt+ siα(t) δWα. (6.34)

Ïðè åãî ðåøåíèè èòåðàöèÿìè ïîëó÷àòñÿ ðÿäû ñëåäóþùåãî âèäà:

xi(t) = xi(t0)+
[
fi(t0)+fi(t1)+...

]
∆t+

[
siα(t0)εα(t0)+siα(t1)εα(t1)+...

]√
∆t.

Ïîñëåäíèé ÷ëåí ÿâëÿåòñÿ ñóììîé íåçàâèñèìûõ ãàóññîâûõ ñëó÷àéíûõ ÷è-
ñåë. Ïîýòîìó ðåøåíèå (6.34) ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

xi(t) = x̄i(t) + Siα(t) εα, (6.35)

ãäå ïî α ïî-ïðåæíåìó ïðîèçâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå, è

x̄i(t) = xi(t0) +

t∫
t0

fi(τ) dτ, Dij = SiαSjα =

t∫
t0

siα(τ)sjα(τ) dτ.

ßâíûé âèä ìàòðè÷íîé ôóíêöèè Siα(t) îáû÷íî íå òðåáóåòñÿ. Íåñòàöèî-
íàðíîå ãàóññîâî áëóæäàíèå ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðîì ñðåäíèõ
çíà÷åíèé x̄i(t) è ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé äèñïåðñèé:

D = Dij = 〈(xi − x̄i)(xj − x̄j)〉 =

t∫
t0

siα(τ)sjα(τ) dτ =

t∫
t0

s(τ) · sT (τ) dτ.

×åðåç íèõ âûðàæàåòñÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ñðåäíèõ (äåéñòâè-
òåëüíûé àíàëîã õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè):

φ(p) = 〈ep·x〉 = ep·x̄
〈
ep·S·ε

〉
= ep·x̄+ 1

2 p·D·p.

Óñðåäíåíèå ïðîâîäèòñÿ ïîêîìïîíåíòíî äëÿ êàæäîãî ãàóññîâîãî ÷èñëà ε =
{ε1, ..., εn} ïðè ïîìîùè ôîðìóëû (1.11), ñòð. 16.
Ìîìåíòû ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà íàõîäÿòñÿ âçÿòèåì ÷àñòíûõ ïðîèç-

âîäíûõ îò φ(p). Íàïðèìåð, äëÿ:

eijkl = 〈(xi − x̄i)(xj − x̄j)(xk − x̄k)(xl − x̄l)〉 =
∂φ(p)

∂pi∂pj∂pk∂pl

∣∣∣∣
p=0

ïîëó÷àåì:

eijkl = DijDkl +DikDjl +DilDjk.

Çàìåòèì, ÷òî ýòî âûðàæåíèå àâòîìàòè÷åñêè ñèììåòðè÷íî ïî âñåì ÷åòû-
ðåì èíäåêñàì.
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• Èçìåíåíèÿ öåí ðàçëè÷íûõ ôèíàíñîâûõ èíñòðóìåíòîâ (íàïðèìåð, àê-
öèé) îáû÷íî ñêîððåëèðîâàíû äðóã ñ äðóãîì. Ïðîñòåéøåé ìîäåëüþ ÿâëÿ-
åòñÿ ìíîãîìåðíîå ëîãàðèôìè÷åñêîå áëóæäàíèå. Â ýòîì ñëó÷àå îòíîñè-
òåëüíîå èçìåíåíèå öåíû � ýòî n-ìåðíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ:

dxi
xi

= µi dt+
n∑
j=1

σij δWj.

(!) Ñåé÷àñ ìû èñïîëüçóåì ÿâíîå îáîçíà÷åíèå äëÿ ñóììû, à íå ñîãëàøåíèå
î ñóììèðîâàíèè ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì.

Äèñïåðñèÿ îòíîñèòåëüíûõ èçìåíåíèé äâóõ àêöèé âûðàæàåòñÿ ÷åðåç
ìàòðèöó σij. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ íåáîëüøîãî èíòåðâàëà âðåìåíè∆t, ïðåä-
ñòàâèâ δWj = εj

√
∆t, èìååì:〈(

∆xi
xi
− µi∆t

)(
∆xj
xj
− µj∆t

)〉
=

n∑
k,l=1

σik σjl 〈εkεl〉∆t =
n∑
k=1

σik σjk∆t.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ ïåðåéä¼ì, êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, ê íà-
òóðàëüíîìó ëîãàðèôìó îò xi. Òîãäà ïî ëåììå Èòî èìååì:

d lnxi =

(
µi −

1

2

n∑
j=1

σ2
ij

)
dt+

n∑
j=1

σijδWj.

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x0i = xi(0), âûðàæåííîå
÷åðåç ãàóññîâû ïåðåìåííûå, èìååò âèä:

xi(t) = x0i exp

{(
µi −

1

2

n∑
j=1

σ2
ij

)
t+

n∑
j=1

σijεj
√
t

}
.

Ñðåäíåå çíà÷åíèå ýêñïîíåíöèàëüíî èçìåíÿåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ, îïðåäå-
ëÿåìîé ïàðàìåòðîì µi:

〈xi(t)〉 = x0i e
µit.

Àíàëîãè÷íî, ñðåäíåå çíà÷åíèå êâàäðàòà èìååò âèä:

〈
x2
i (t)
〉

= x2
0i exp

{
2µit+

n∑
j=1

σ2
ij t

}
.

Áîëåå ïîäðîáíî ê âîïðîñó ñòîõàñòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ôèíàíñîâûõ ðûíêîâ
ìû âåðí¼ìñÿ â âîñüìîé ãëàâå.
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• Êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, íåêîòîðóþ ñèñòåìó ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé ìîæíî ïîïûòàòüñÿ ñâåñòè ê ïðîñòîìó íåñòàöèîíàðíîìó ñëó÷àþ.
Äëÿ ýòîãî ïîäáåð¼ì òàêóþ âåêòîðíóþ ôóíêöèþ F = Fk(x, t), êîòîðàÿ
�óáèðàåò� x èç óðàâíåíèÿ (ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ñíîâà ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ ñóììèðîâàíèå):

dFk =

(
∂Fk
∂t

+
∂Fk
∂xγ

aγ +
1

2

∂2Fk
∂xi∂xj

biαbjα

)
︸ ︷︷ ︸

fk(t)

dt+
∂Fk
∂xi

biα︸ ︷︷ ︸
skα(t)

δWα.

Ïóñòü b−1
iα � îáðàòíàÿ ê biα ìàòðèöà. Òîãäà äëÿ ôóíêöèé âîëàòèëüíîñòè

skα(t) ìîæíî çàïèñàòü:

∂Fk
∂xi

biα = skα(t) =>
∂Fk
∂xi

= skα(t) b−1
αi . (6.36)

Äëÿ íåñòàöèîíàðíîãî ñíîñà fk(t):

fk(t) =
∂Fk
∂t

+ skα b
−1
αγ aγ −

1

2
skα b

−1
αγ

∂bγβ
∂xj

bjβ, (6.37)

ãäå ìû ïîäñòàâèëè (6.36) è âîñïîëüçîâàëèñü ñîîòíîøåíèåì:

∂b−1

∂xj
= −b−1 · ∂b

∂xj
· b−1

êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì b−1 · b = 1 ïî xj.
Âîçüì¼ì ïðîèçâîäíóþ âûðàæåíèÿ (6.36) ïî t è ïðîèçâîäíóþ ïî xi îò

(6.37). Âû÷èòàÿ èõ, ïîëó÷àåì óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè â ñëåäóþùåì âèäå:

∂

∂t

[
skα(t) b−1

αi

]
+ skα(t)

∂

∂xi

[
b−1
αγ

(
aγ −

1

2

∂bγβ
∂xj

bjβ

)]
= 0. (6.38)

Êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, åñëè ïðè äàííûõ ai(x, t) è bij(x, t) óäà¼òñÿ
ïîäîáðàòü òàêèå ôóíêöèè âðåìåíè skα(t), ÷òî (6.38) îáðàùàåòñÿ â òîæ-
äåñòâî, òî ðåøåíèå ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ çàïèñûâàåòñÿ â íåÿâíîì
âèäå:

Fk(x(t), t) = Fk(x0, t0) +

t∫
t0

fk(τ) dτ + Siα(t) εα, (6.39)

ãäå εα � íîðìèðîâàííûå íåçàâèñèìûå ãàóññîâû ñëó÷àéíûå ÷èñëà, à

Siα(t)Sjα(t) =

t∫
t0

siα(τ)sjα(τ) dτ.

Ïðèâåä¼ì ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ ýòîãî àëãîðèòìà.
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• Äëÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííîé ìàòðèöåé A è çàâè-
ñÿùèìè îò âðåìåíè âåêòîðîì c(t) è ìàòðèöåé B(t):

dxi =
[
Aijxj + cj(t)

]
dt+Bij(t) δWj,

óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè (6.38) è åãî ðåøåíèå èìåþò âèä:

d

dt
(s ·B−1) = −(s ·B−1) ·A => s(t) = s(t0) ·B−1(t0) · e−A t ·B(t).

Ïðè èñïîëüçîâàíèè àëãîðèòìà ïîèñêà òî÷íîãî ðåøåíèÿ íàì äîñòàòî÷íî
íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè, òàê êàê ôàêòè÷åñêè ìû
èùåì íàèáîëåå ïðîñòóþ çàìåíó F(x, t), ïðèâîäÿùóþ èñõîäíîå óðàâíå-
íèå ê íåñòàöèîíàðíîìó âèíåðîâñêîìó ïðîöåññó (6.34). Ïîýòîìó âûáåðåì
íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ ìàòðèöû s â ñëåäóþùåì âèäå s(t0) = B(t0) è,
ñëåäîâàòåëüíî:

s(t) = e−A t ·B(t).

Â ðåçóëüòàòå ôóíêöèè çàìåíû F(x, t) (6.36) è ñíîñà f(t) (6.37) ðàâíû:

F(x, t) = e−A t · x, f(t) = e−A t · c(t).

Îêîí÷àòåëüíîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ íåñòàöèîíàðíûì ãàóññîâûì ïðîöåññîì:

x(t) = eA (t−t0)x0 +

t∫
t0

eA·(t−τ) · c(τ) dτ + G · ε,

ãäå x0 = x(t0) � íà÷àëüíîå óñëîâèå. Ìàòðèöà G = eA t·S(t) óäîâëåòâîðÿåò
ñîîòíîøåíèþ, îïðåäåëÿþùåìó ìàòðèöó äèñïåðñèè ïðîöåññà:

D = G ·GT = eAt ·
t∫

t0

ssT dτ · eAT t =

t∫
t0

eA(t−τ) ·B(τ)BT (τ) · eAT (t−τ) dτ.

Åñëè c = 0, à B ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé ìàòðèöåé, òî ýòè ôîðìóëû ñîâïà-
äàþò ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå.

Â ñëó÷àå, êîãäà ìàòðèöà A çàâèñèò îò âðåìåíè, âìåñòî e−At íåîáõî-
äèìî èñïîëüçîâàòü ìàòðèöó Φ(t), óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ Φ̇(t) =
−Φ(t) · A(t). ßâíûé âèä Φ(t) ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç A(t), îäíàêî äëÿ
ýòîãî íåîáõîäèìû ñïåöèàëüíûå îáîçíà÷åíèÿ, óïîðÿäî÷èâàþùèå ìàòðè-
öû, òàê êàê èíòåãðàë îò ìàòðèöû A(τ) ïî èíòåðâàëó [t0, ..., t] â îáùåì
ñëó÷àÿ íå êîììóòèðóåò ñ ìàòðèöåé A(t) â ìîìåíò âðåìåíè t.
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6.7 Êàê ðåøàòü ñòîõàñòè÷åñêèå çàäà÷è?

Ïîäâåä¼ì èòîãè ðàññìîòðåííûõ âûøå ìåòîäîâ àíàëèçà ñòîõàñòè÷åñêèõ
çàäà÷. Îñíîâíûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè èíñòðóìåíòàìè îïèñàíèÿ ýâîëþöèè
ñèñòåìû, ïðè âîçäåéñòâèè íà íå¼ ñëó÷àéíûõ ôàêòîðîâ, ÿâëÿþòñÿ ñòîõà-
ñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå è óðàâíåíèå Ôîêêåðà-Ïëàíêà.
Îáû÷íî èìåííî ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå áóäåò èñõîäíûì, òàê êàê îíî
îïåðèðóåò òåðìèíàìè èçìåíåíèÿ íàáëþäàåìûõ ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ ñè-
ñòåìû (êîîðäèíàòà, èìïóëüñ, êîëè÷åñòâî îñîáåé, öåíà è ò.ï.). ×àñòî ñòîõà-
ñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùå-
íèåì óæå èçâåñòíîãî äåòåðìèíèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ ýâîëþöèè ñèñòåìû,
ê êîòîðîìó äîáàâëÿåòñÿ ÷ëåí øóìîâîãî âîçäåéñòâèÿ, ïðîïîðöèîíàëüíûé
δW.

Ôóíêöèè ñíîñà è âîëàòèëüíîñòè ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âìåñòå ñ
íà÷àëüíûìè è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ïîëíîñòüþ çàäàþò èçó÷àåìóþ ñè-
ñòåìó. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ óñëîâèé ìîæåò áûòü âûáðàíî êîíêðåòíîå
çíà÷åíèå ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ x0 â ìîìåíò âðåìåíè t0, èëè íåêîòîðàÿ
èõ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè P (x0). Çíàíèå ñíîñà è âîëàòèëüíîñòè ïîçâîëÿ-
åò ëåãêî çàïèñàòü óðàâíåíèå Ôîêêåðà-Ïëàíêà, êîòîðîå îáû÷íî îêàçûâà-
åòñÿ áîëåå óäîáíûì ïðè íàëè÷èè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.

Êîãäà ñòîõàñòè÷åñêîå îïèñàíèå ïðèìåíÿåòñÿ ê ðåàëüíîé (åñòåñòâåííîé
èëè èñêóññòâåííîé) ñèñòåìå, âàæíî ïîíèìàòü ïîðÿäîê çíà÷åíèé ïàðàìåò-
ðîâ, âõîäÿùèõ â ôóíêöèè ñíîñà è âîëàòèëüíîñòè. Âîçìîæíî, íåêîòîðûìè
÷ëåíàìè â óðàâíåíèè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü èëè ðàññìàòðèâàòü èõ êàê ïî-
ïðàâêè ê áîëåå ïðîñòîìó óðàâíåíèþ. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, íåîáõîäèìî
ïîíèìàòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ñòîõàñòèêà âåäóùèì ïðèáëèæåíèåì â óðàâíåíèè
èëè íåáîëüøèì âîçìóùåíèåì äåòåðìèíèðîâàííîãî ñëó÷àÿ.

×àñòî ïðè ïîìîùè ñêåéëèíãîâûõ çàìåí x → αx è t → βt è ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî âûáîðà êîíñòàíò α è β ìîæíî óìåíüøèòü ÷èñëî çíà÷èìûõ
ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû, ñâåäÿ èõ ê ðàçìåðíûì âåëè÷èíàì, õàðàêòåðèçóþ-
ùèì òèïè÷íûå ìàñøòàáû âðåìåíè è ïåðåìåííûå ñîñòîÿíèÿ.

Ïîëíûì ðåøåíèåì ñòîõàñòè÷åñêîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêàÿ ïëîò-
íîñòü âåðîÿòíîñòè P (x0, t0 ⇒ x, t). Îíà ìîæåò áûòü çàäàíà â âèäå ðå-
øåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ x = f(t, ε), âûðàæåííîãî ÷åðåç ñêà-
ëÿðíóþ ñëó÷àéíóþ ïåðåìåííóþ ε, èëè â ÿâíîì âèäå, êàê ôóíêöèÿ, óäî-
âëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ Ôîêêåðà - Ïëàíêà. Çíàíèå ïëîòíîñòè âåðîÿò-
íîñòè ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ðàçëè÷íûå èíòåãðàëüíûå âåëè÷èíû � ñðåäíåå
çíà÷åíèå, âîëàòèëüíîñòü, àâòîêîâàðèàöèþ è ò.ï. Èíîãäà èìåííî îíè èí-
òåðåñóþò èññëåäîâàòåëÿ, à íå ïîëíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè.
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Ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå ïðè¼ìû, ïîçâîëÿþùèå ïîëó÷èòü èíôîðìàöèþ
îá èçó÷àåìîé ñòîõàñòè÷åñêîé ñèñòåìå

B Åñëè çàäà÷à äîïóñêàåò òî÷íîå ðåøåíèå, òî èíîãäà åãî ìîæíî íàéòè
íåïîñðåäñòâåííî èç ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Äëÿ ýòîãî ñëóæèò àëãî-
ðèòì íà ñòð. 57.

B Ïðè ïîìîùè ôîðìóëû Èòî è ïîäõîäÿùåé çàìåíû ôóíêöèé ìîæíî
ïîïûòàòüñÿ ñâåñòè èñõîäíîå óðàâíåíèå ê äðóãîìó, òî÷íîå èëè ïðèáëèæ¼í-
íîå ðåøåíèå êîòîðîãî ïîëó÷èòü ïðîùå. Â ÷àñòíîñòè, âñåãäà âîçìîæíî
èçìåíèòü ôóíêöèîíàëüíóþ çàâèñèìîñòü âîëàòèëüíîñòè øóìà, èçìåíÿÿ
ïðè ýòîì, åñòåñòâåííî, è ñíîñ óðàâíåíèÿ

B Åñëè ñèñòåìà ïðè äëèòåëüíîé ýâîëþöèè âûõîäèò íà ñòàöèîíàðíîå
ðåøåíèå, òî åãî óäîáíî ïîëó÷àòü ïðè ïîìîùè ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ
Ôîêêåðà - Ïëàíêà. Äëÿ îäíîìåðíûõ çàäà÷ ïðè ýòîì äîñòàòî÷íî ðåøèòü
îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, êîòîðîå îáû÷íî ëåãêî èí-
òåãðèðóåòñÿ. Ñòàöèîíàðíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü
àñèìïòîòè÷åñêèå ñðåäíèå çíà÷åíèÿ íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí.

B Ïðè ïîìîùè äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ ñðåäíèõ ìîæíî ïîëó-
÷àòü âàæíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó íàáëþäàåìûìè âåëè÷èíàìè. Èíîãäà
óäà¼òñÿ íàéòè ÿâíîå èçìåíåíèå âî âðåìåíè èëè ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå,
êîãäà âñå èëè ÷àñòü ñðåäíèõ âåëè÷èí ïåðåñòàëà èçìåíÿòüñÿ. Â ïîñëåä-
íåì ñëó÷àå ìîæíî ïîëó÷èòü ïðîìåæóòî÷íîå ìåæäó ñòàöèîíàðíûì è äè-
íàìè÷åñêèì ðåøåíèåì. Ïðè ýòîì îäíè ïåðåìåííûå ñîñòîÿíèÿ ÿâëÿþòñÿ
êîíñòàíòàìè, à ýâîëþöèÿ äðóãèõ â ýòîì ïðåäåëå óïðîùàåòñÿ.

B Âûÿâëåíèå îñîáûõ òî÷åê, â êîòîðûõ ñíîñ îáðàùàåòñÿ â íîëü, è ëè-
íåàðèçàöèÿ óðàâíåíèé â èõ îêðåñòíîñòè äà¼ò âàæíóþ êà÷åñòâåííóþ èí-
ôîðìàöèþ î õàðàêòåðå ðåøåíèé (ñì. íèæå). Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî ïðî-
âåñòè àíàëèç âîçìîæíûõ áèôóðêàöèé ñèñòåìû ïðè èçìåíåíèè çíà÷åíèé
å¼ ïàðàìåòðîâ. Âîîáùå, ðåøåíèå äåòåðìèíèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ îáû÷íî
äîëæíî ïðåäøåñòâîâàòü àíàëèçó áîëåå ñëîæíîé ñòîõàñòè÷åñêîé çàäà÷è.

B Åñëè â çàäà÷å åñòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, òî ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðÿäà ïî îðòîãîíàëüíîìó áàçèñó ñîáñòâåííûõ
ôóíêöèé (ñòð. 116).

B Åñòåñòâåííî, ìíîãèå ïðàêòè÷åñêè èíòåðåñíûå çàäà÷è íå ïîçâîëÿþò
ïîëó÷èòü òî÷íîãî ðåøåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå íà ïîìîùü ïðèõîäÿò ïðèáëè-
æåííûå èëè ÷èñëåííûå ìåòîäû, êîòîðûå ìû ðàññìîòðèì â äåâÿòîé ãëàâå.
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• Êàê è â äåòåðìèíèðîâàííîì, ñëó÷àå âàæíî óìåòü ïîíèìàòü õàðàê-
òåð ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé, íå ðåøàÿ èõ
íåïîñðåäñòâåííî. Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà äâóìåðíóþ çàäà÷ó ñ
óðàâíåíèÿìè:

dx = f(x, y)dt+ σ1α(x, y) δWα

dy = g(x, y)dt+ σ2α(x, y) δWα.

Ïî èíäåêñó α ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóììèðîâàíèå îò åäèíèöû äî äâóõ, à êîìïî-
íåíòû âåêòîðà δWα = {δWx, δWy} ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè áåñêîíå÷íî
ìàëûìè èçìåíåíèÿìè âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íåêîòîðîé òî÷êå x0, y0 ñíîñû îáîèõ óðàâíåíèé
îáðàùàþòñÿ â íîëü:

f(x0, y0) = g(x0, y0) = 0.

Òàêàÿ òî÷êà íàçûâàåòñÿ îñîáîé. Èìååò ñìûñë âûÿñíèòü ïîâåäåíèå ðåøå-
íèÿ â å¼ îêðåñòíîñòè. Äëÿ ýòîãî ôóíêöèè f(x, y), g(x, y) ðàçëîæèì â ðÿä
Òåéëîðà äî ñëàãàåìûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî îòêëîíåíèÿì îò îñî-
áîé òî÷êèX(t) = x(t)−x0, Y (t) = y(t)−y0. Äëÿ ìàòðèöû âîëàòèëüíîñòè
σiα = σiα(x0, y0) âîçüì¼ì íóëåâîå ïðèáëèæåíèå, âû÷èñëèâ å¼ çíà÷åíèå â
îñîáîé òî÷êå:

dX = (fxX + fy Y ) dt+ σ1αδWα

dY = (gxX + gy Y ) dt+ σ2αδWα,

ãäå êîíñòàíòà fx � ýòî ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ∂f(x0, y0)/∂x0, âû÷èñëåííàÿ
â îñîáîé òî÷êå (x0, y0), è àíàëîãè÷íî fy, gx, gy. Åñëè èçó÷èòü ïîâåäå-
íèå ðåøåíèé ýòèõ óðàâíåíèé, ìû ïîéì¼ì, êàê âåäóò ñåáÿ â îêðåñòíîñòè
îñîáîé òî÷êè (ïðè ìàëûõ îòêëîíåíèÿõ îò íå¼ X, Y ) è ðåøåíèÿ îáùåãî
óðàâíåíèÿ. Ïîäîáíîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå ìû ðàññìàòðèâàëè â ðàçäåëå
§6.4, ñòð. 164.
Óðàâíåíèÿ äëÿ ñðåäíåãî ñîâïàäàþò ñ äåòåðìèíèðîâàííûìè óðàâíåíè-

ÿìè. Èõ ðåøåíèå ìîæíî èñêàòü â âèäå X̄(t) = Aeλt, Ȳ (t) = Beλt, ãäå
ïàðàìåòð λ óäîâëåòâîðÿåò õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ:

det

(
fx − λ fy
gx gy − λ

)
= (fx − λ)(gy − λ)− fygx = 0.

Ýòî êâàäðàòíîå îòíîñèòåëüíî λ óðàâíåíèå èìååò äâà ðåøåíèÿ λ1, λ2.

Ïðèìåð ïîäîáíîãî êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà ñèñòåìû óðàâíåíèé ìû ðàñ-
ñìîòðèì â ñåäüìîé ãëàâå â ðàìêàõ ìîäåëè �Îõîòíèê - Æåðòâà� (ñòð. 198),
à ïîêà ïðèâåä¼ì êëàññèôèêàöèþ îñîáûõ òî÷åê â äâóìåðíîì ñëó÷àå.
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Âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè:

B λ1 < 0, λ2 < 0 � óñòîé÷èâûé óçåë, ê êîòîðîìó ðåøåíèå ñòðåìèòñÿ
è â êîòîðîì ìîæåò íàõîäèòüñÿ ñêîëü óãîäíî äîëãî. Ïðè íåáîëüøèõ îò-
êëîíåíèÿõ îò îñîáîé òî÷êè îòðèöàòåëüíûé ñíîñ áóäåò âîçâðàùàòü x, y
îáðàòíî. Åñòåñòâåííî, êàê ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ, òàê è âîçâðàò ê íåìó
èìåþò íåðåãóëÿðíûé, ñòîõàñòè÷åñêèé õàðàêòåð. Â ÷àñòíîñòè, ñòîõàñòèêà
ìîæåò âûòîëêíóòü ðåøåíèå èç îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè, óâåäÿ åãî â
äðóãóþ ÷àñòü ïðîñòðàíñòâà ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ.

B λ1 > 0, λ2 > 0 � íåóñòîé÷èâûé óçåë, êîòîðûé ðåøåíèå ïîêèäàåò
ïðè ëþáîì ìàëîì âîçìóùåíèè, êîòîðûõ â ñòîõàñòè÷åñêîì ìèðå äîñòà-
òî÷íî. Åñëè ïðåäûäóùèé ñëó÷àé ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü êàê äâèæåíèå â
ïîòåíöèàëå â âèäå äâóõìåðíîãî ïàðàáîëîèäà, òî â ýòîì ñëó÷àå ïàðàáî-
ëîèä ïåðåâ¼ðíóò, è ðåøåíèå îõîòíî ñ íåãî ñîñêàëüçûâàåò, óäàëÿÿñü îò
îñîáîé òî÷êè.

B λ1 λ2 < 0 � êîìáèíàöèÿ äâóõ ïðåäûäóùèõ ñëó÷àåâ, íàçûâàåìàÿ ñåä-
ëîì. Â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ fx, fy, gx, gy, ýòî ñåäëî îïðå-
äåë¼ííûì îáðàçîì ïîâ¼ðíóòî â ïðîñòðàíñòâå x, y. Âäîëü îäíîãî íàïðàâ-
ëåíèÿ (�îñè ëîøàäè�) íåáîëüøèå îòêëîíåíèÿ áóäóò âîçâðàùàòü ðåøåíèå
îáðàòíî ê îñîáîé òî÷êå. �Ïåðïåíäèêóëÿðíî ëîøàäè� íàõîäèòñÿ íàïðàâ-
ëåíèå íàèáîëüøåé íåóñòîé÷èâîñòè.

B λ1,2 = a± i ω. Åñëè a < 0, òî ýòî çàòóõàþùèé êîëåáàòåëüíûé ðåæèì,
íàçûâàþùèéñÿ ôîêóñîì. Ïðè a > 0 êîëåáàíèÿ ñàìîâîçáóæäàþòñÿ. Åñëè
a = 0, òî â ñèñòåìå âîçíèêàþò íåçàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé ω

(öåíòð). Êàê ìû âèäåëè âûøå, â ñòîõàñòè÷åñêîì ñëó÷àå äàæå ïðè a < 0
äâèæåíèå ïîëíîñòüþ íå îñòàíàâëèâàåòñÿ è ïðîèñõîäèò êâàçèïåðèîäè÷å-
ñêîå êîëåáàíèå âîêðóã îñîáîé òî÷êè.

Íåîáõîäèìî ïîìíèòü, ÷òî àíàëèç ðåøåíèÿ â îêðåñòíîñòè îñîáîé â ëè-
íåéíîì ïðèáëèæåíèè áóäåò êîððåêòåí òîëüêî â ñëó÷àå íåáîëüøîé âîëà-
òèëüíîñòè. Ïðè àíàëèçå è ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà-Ïëàíêà ìû
âèäåëè, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íîå ðåøåíèå (3.13), ñòð. 89, äëÿ ñðåäíèõ
ñîâïàäàåò ñ ëèíåéíûì ïðèáëèæåíèåì òîëüêî â ïðåäåëå ìàëûõ âîëàòèëü-
íîñòåé σ. Ýòî æå ñïðàâåäëèâî è äëÿ ìíîãîìåðíîãî ñëó÷àÿ.

Ðàçëè÷íûå òèïû îñîáûõ òî÷åê îáëàäàþò êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íûì ïîâå-
äåíèåì ðåøåíèÿ â èõ îêðåñòíîñòè. Åñëè ìû íà÷í¼ì ìåäëåííî èçìåíÿòü
ïàðàìåòðû ñèñòåìû, òî â êàêîé-òî ìîìåíò îíà ñêà÷êîì ìîæåò ïåðåéòè
èç îäíîãî òèïà ðåøåíèÿ â äðóãîé. Ãîâîðÿò, ÷òî ïðè ýòîì ïðîèçîøëà áè-
ôóðêàöèÿ, ïåðåñòðîéêà ðåøåíèÿ. Àíàëèç ïîäîáíûõ âîçìîæíîñòåé â èçó-
÷àåìûõ ñèñòåìàõ èñêëþ÷èòåëüíî âàæåí.
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Ãëàâà 7

Ñòîõàñòè÷åñêàÿ ïðèðîäà

Â ýòîé ãëàâå ïðèâåäåíû ïðèìåðû ïðèðîäíûõ ñèñòåì, êîòîðûå åñòå-
ñòâåííûì îáðàçîì îïèñûâàþòñÿ ïðè ïîìîùè ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ýòè ñèñòåìû îõâàòûâàþò øèðîêèé ñïåêòð ïðèëî-
æåíèé îò ôèçèêè äî áèîëîãèè, îäíàêî íå òðåáóþò ãëóáîêèõ ïîçíàíèé
â ñîîòâåòñòâóþùèõ îáëàñòÿõ. Áîëüøèíñòâî ðàçäåëîâ íå ñâÿçàíû äðóã ñ
äðóãîì è ìîãóò áûòü ïðî÷èòàíû â ëþáîì ïîðÿäêå, íåçàâèñèìî äðóã îò
äðóãà. Ïåðâîå ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â 1908 ãîäó
çàïèñàë Ïîëü Ëàíæåâåí (Paul Langevin). Èìåííî ñ íåãî íà÷èíàåòñÿ ýòà
ãëàâà.
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7.1 Òåîðèÿ áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ

Ðàññìîòðèì ñôåðè÷åñêóþ ÷àñòèöó ðàäèóñà a. Ïðè äâèæåíèè ñî ñêîðî-
ñòüþ v â æèäêîñòè ñ âÿçêîñòüþ η íà íå¼ äåéñòâóþò ñèëà òðåíèÿ, ïðî-
ïîðöèîíàëüíàÿ ñêîðîñòè Ff = −6πηav, ñèëà òÿæåñòè Fg = mg è ñèëà
Àðõèìåäà Fa = −ρ0gV = −Fg · (ρ0/ρ), ãäå ρ0 � ïëîòíîñòü âîäû, à ρ � áðî-
óíîâñêîé ÷àñòèöû. Åñëè, êðîìå ýòèõ ñèë, ÷àñòèöà ïîäâåðæåíà õàîòè÷å-
ñêèì òîë÷êàì ñî ñòîðîíû ìîëåêóë âîäû, òî ñèñòåìó óðàâíåíèé äâèæåíèÿ
ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå (óðàâíåíèÿ Ëàíæåâåíà):

dx = v dt
dv = (γg − v/τ) dt+ σ δW,

z

y

v

Fg

Ff

gFa

ãäå τ = m/6πηa è γ = 1 − ρ0/ρ. Ïåðâîå óðàâíåíèå � ýòî îïðåäåëåíèå
ñêîðîñòè, âòîðîå � çàêîí Íüþòîíà mdv/dt = F, à σ õàðàêòåðèçóåò èí-
òåíñèâíîñòü âîçäåéñòâèÿ ñî ñòîðîíû ìîëåêóë. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïà-
äåíèÿ g = 9.8 ì/ñ2 íàïðàâëåíî âíèç: x = (x, y, z), g = (0, 0,−g).

Ñäåëàåì îöåíêè âåëè÷èí, âõîäÿùèõ â óðàâíåíèÿ. Âÿçêîñòü âîäû η ∼
10−3 êã/(ì c), òèïè÷íûé ðàçìåð áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû a ∼ 10−6 ì, ìàññà
m ∼ 4 · 10−15 êã (ïëîòíîñòü ρ ∼ 103 êã/ì3). Ïîýòîìó τ ∼ 2 · 10−7 ñ.

Ïðåíåáðåæ¼ì ñíà÷àëà ñèëîé òÿæåñòè (γ ≈ 0 åñëè ρ0 ≈ ρ). Òàê êàê
ñèñòåìà ëèíåéíà, óðàâíåíèÿ äëÿ ñðåäíèõ ñîâïàäàþò ñ êëàññè÷åñêèìè:

˙〈x〉 = 〈v〉 , ˙〈v〉 = −〈v〉 /τ,

è ëåãêî èíòåãðèðóþòñÿ:

〈v〉 = v0 e
−t/τ , 〈x〉 = x0 + v0τ − v0τ e

−t/τ .

Åñëè t � τ ∼ 2 · 10−7 ñ, òî ñðåäíåå çíà÷åíèå ñêîðîñòè ñòàíîâèòñÿ ðàâ-
íûì íóëþ ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì çíà÷åíèè v0. Íàéä¼ì ñðåäíèå êâàäðàòîâ
äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ (6.17), ñòð. 159:

˙〈xµxν〉 = 〈xµaν + xνaµ + bναbµα〉 . (7.1)

Â äàííîì ñëó÷àå xν =
(
x, v

)
, è

aν =
(
v, −v/τ

)
, bνα = σ

(
0 0
0 1

)
, bναbµα = b · bT = σ2

(
0 0
0 1

)
,

ãäå ýëåìåíòû â bνα ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìàòðèöû 3x3 äëÿ êàæäîé ñòåïåíè
ñâîáîäû êîîðäèíàòû è èìïóëüñà.
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Ïðîñóììèðóåì (7.1) ïî µ = ν = 4, 5, 6, ò.å. ïî êîîðäèíàòàì ñêîðîñòè
(âòîðàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ïåðåìåííàÿ):

˙〈v2〉 = −2

τ

〈
v2
〉

+ 3σ2 =>
〈
v2
〉

=
3

2
τσ2 +

(
v2

0 −
3

2
τσ2

)
e−2t/τ .

Ïðè t � τ áðîóíîâñêàÿ ÷àñòèöà çàáûâàåò íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ñêîðîñòè
v0, è ñðåäíåå å¼ êâàäðàòà ñòðåìèòñÿ ê âåëè÷èíå 3τσ2/2. Ýòîò ðåçóëüòàò
ìîæíî ñðàçó ïîëó÷èòü èç óðàâíåíèÿ, ïîëîæèâ ˙〈v2〉 = 0.
Òåìïåðàòóðà ïðîïîðöèîíàëüíà ñðåäíåé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ìîëåêóë

âîäû. Â ïðîöåññå ïîñòîÿííîãî ñòîëêíîâåíèÿ ñ áðîóíîâñêîé ÷àñòèöåé èõ
êèíåòè÷åñêèå ýíåðãèè âûðàâíèâàþòñÿ, ïîýòîìó:

3

2
kT =

m
〈
v2
〉

2
=

3

4
τσ2m => τσ2 =

2kT

m
,
〈
v2
〉

=
3kT

m
,

ãäå k = 1.4 10−23 Äæ/Ê � ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà, ñâÿçûâàþùàÿ òåìïå-
ðàòóðó è ýíåðãèþ. Â ðåçóëüòàòå ìû íàøëè çàâèñèìîñòü âîëàòèëüíîñòè
âíåøíèõ âîçäåéñòâèé ñî ñòîðîíû ìîëåêóë σ îò ìàêðîñêîïè÷åñêè èçìåðè-
ìûõ âåëè÷èí � òåìïåðàòóðû T è âÿçêîñòè æèäêîñòè η. Ïðè êîìíàòíîé
òåìïåðàòóðå T ∼ 300 K òèïè÷íàÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ ñêîðîñòü ðàâíà〈
v2
〉1/2

=
√

3kT/m ∼ 2 · 10−3 ì/ñ. Çàìåòèì, ÷òî ìîëåêóëû âîäû, èìåÿ
ìàññó m0 ∼ 3 · 10−26 êã, îáëàäàþò ñóùåñòâåííî áîëåå âûñîêîé ñêîðîñòüþ
∼ 600 ì/ñ. Êðîìå ýòîãî, ïðè ïëîòíîñòè âîäû ρ0 = 103 êã/ì3 ðàññòîÿíèå
ìåæäó ìîëåêóëàìè d ≈ (m0/ρ0)

1/3 ∼ 3 · 10−10 ì, ÷òî ñðàâíèìî ñ èõ ðàç-
ìåðîì. Ýòî îçíà÷àåò ïëîòíóþ óïàêîâêó ìîëåêóë è î÷åíü ÷àñòûå òîë÷êè
ìîëåêóë ïî áðîóíîâñêîé ÷àñòèöå. Ïîýòîìó íåïðåðûâíîå ñòîõàñòè÷åñêîå
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â äàííîì ñëó÷àå áîëåå ÷åì óìåñòíî.
Ñâåðí¼ì óðàâíåíèÿ (7.1) ïî µ = ν = 1, 2, 3 è µ = 1, 2, 3, ν = 4, 5, 6

(ìîæíî ðåøèòü ñíà÷àëà óðàâíåíèÿ äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû îòäåëüíî, à
çàòåì ñëîæèòü ýòè ðåøåíèÿ):

˙〈x2〉 = 2 〈xv〉 , ˙〈xv〉 = −1

τ
〈xv〉+

〈
v2
〉
.

Íàéä¼ì àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå. Åñëè ˙〈xv〉 = 0, òî ñêàëÿðíîå ïðîèç-
âåäåíèå êîîðäèíàòû íà ñêîðîñòü ðàâíî êîíñòàíòå 〈xv〉 = τ

〈
v2
〉
. Ïîýòîìó

ñðåäíåå çíà÷åíèå êâàäðàòà êîîðäèíàòû ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ ðàâíî:〈
x2
〉
− x2

0 = 2τ
〈
v2
〉
t =

kT

πηa
t = a2 t

τσ
.

Òàêèì îáðàçîì, äèñïåðñèÿ êâàäðàòà ðàäèóñ-âåêòîðà ñî âðåìåíåì óâåëè-
÷èâàåòñÿ ëèíåéíî. Ýòîò ýôôåêò íàáëþäàåòñÿ â ýêñïåðèìåíòå. Ïðè êîì-
íàòíîé òåìïåðàòóðå ïàðàìåòð τσ = πηa3/kT ∼ 1 c îïðåäåëÿåò òåìïû
òèïè÷íîãî äðîæàíèÿ áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû (l C27).
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• Åñëè ïëîòíîñòü ÷àñòèöû ρ âûøå, ÷åì ó âîäû ρ0, òî γ > 0 è óðàâíåíèå
äëÿ ñðåäíåé ñêîðîñòè

˙〈v〉 = γ g − 1

τ
〈v〉

ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî â àñèìïòîòè÷åñêîì ïðåäåëå ÷àñòèöà îïóñêàåòñÿ
âíèç â ñðåäíåì ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ:

〈v〉 = τ γ g + (v0 − τ γ g) e−t/τ → τ γ g ∼ γ a

1
.

Åñòåñòâåííî, ðàíî èëè ïîçäíî íà å¼ ïóòè îêàæåòñÿ äíî ñîñóäà. Ïðîèçîé-
ä¼ò îòðàæåíèå îò íåãî è ñíîâà áëóæäàíèå ñî ñíîñîì âíèç. Â ðåçóëüòà-
òå âîçíèêíåò ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïî êîîðäèíàòàì è ñêîðîñòÿì.
×òîáû íàéòè åãî, ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ôîêêåðà-Ïëàíêà:

∂P

∂t
+
∂(aiP )

∂xi
− 1

2

∂2

∂xi∂xj

[
biαbjαP

]
= 0,

èìåþùåå â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå ∂P/∂t = 0 ñëåäóþùèé âèä:

v
∂P

∂x
+
∂
[
(γ g − v/τ)P

]
∂v

− σ2

2

∂2P

∂v2
= 0.

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòîìó óðàâíåíèþ óäîâëåòâîðÿåò ôóíêöèÿ:

P (x,v) = P0e
−βE(x,v), E(x,v) =

mv2

2
− γ mgx,

ãäå β = 1/kT . Âåëè÷èíà E(x,v) ÿâëÿåòñÿ ýíåðãèåé ÷àñòèöû (êèíåòè÷å-
ñêàÿ ïëþñ ïîòåíöèàëüíàÿ). Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò P (x,v) ∼ e−βE èìååò
äîñòàòî÷íî îáùèé õàðàêòåð è íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì Ãèááñà. ×åì
ìåíüøå ýíåðãèÿ ñèñòåìû, òåì áîëåå âåðîÿòíî òàêîå ñîñòîÿíèå.

Åñëè îñü z íàïðàâëåíà ââåðõ, òî gx = −gz. Ïðè íîðìèðîâêå ïëîòíîñòè
âåðîÿòíîñòè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îòðàæàþùàÿ ïîâåðõíîñòü äíà ñîñóäà
ðàñïîëîæåíà â òî÷êå z = 0. Ïî ìåðå ïîäú¼ìà ïî z âåðîÿòíîñòü âñòðåòèòü
áðîóíîâñêóþ ÷àñòèöó ýêñïîíåíöèàëüíî ïàäàåò:

P (z) =
λ

a
e−λ z/a, λ = γ

mga

kT
=

4πg

3kT
(ρ− ρ0) a

4,

ãäå áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð λ õàðàêòåðèçóåò òåìïû ñïàäà âåðîÿòíîñòè,
åñëè ðàññòîÿíèå âûðàæåíî â ðàäèóñàõ ÷àñòèöû. Ïðè ôèêñèðîâàííîé ïëîò-
íîñòè áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé îêàçûâàåòñÿ î÷åíü
÷óâñòâèòåëüíûì ê å¼ ðàçìåðó.
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• Ðàáîòà Ëàíæåâåíà áûëà èíñïèðèðîâàíà òåîðèåé áðîóíîâñêîãî äâè-
æåíèÿ Àëüáåðòà Ýéíøòåéíà (Albert Einstein), îïóáëèêîâàííîé â 1905 ã.
Åãî ðàññóæäåíèÿ âûãëÿäåëè ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïóñòü êîîðäèíàòà áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû x ïðåòåðïåâàåò ñëó÷àéíûå èç-

ìåíåíèÿ ε ïî îäíîé îñè è ôóíêöèÿ P (x, t) ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ âåðîÿò-
íîñòè íàéòè å¼ â òî÷êå x. Åñëè â ìîìåíò âðåìåíè t− τ êîîðäèíàòà áûëà
x−ε, òî, èçìåíèâøèñü íà ε â òå÷åíèå ìàëîãî âðåìåíè τ , â ìîìåíò âðåìåíè
t îíà ñòàíåò ðàâíîé x. Ïðîèçâåäåíèå âåðîÿòíîñòè íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ
P (x−ε, t−τ) è âåðîÿòíîñòè íåçàâèñèìîãî îò íåãî èçìåíåíèÿ φ(ε) äàñò âå-
ðîÿòíîñòü êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèÿ P (x, t), êîòîðóþ íóæíî ïðîñóììèðîâàòü
ïî âñåì âîçìîæíûì çíà÷åíèÿì ε:

P (x, t) =

∞∫
−∞

P (x− ε, t− τ) φ(ε) dε.

Ðàçëîæèì óðàâíåíèå â ðÿä äî ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî τ è âòîðîãî ïî ε:

P (x, t) =

∞∫
−∞

[
P (x, t)− ∂P (x, t)

∂t
τ − ∂P

∂x
ε+

∂2P

∂x2

ε2

2
+ ...

]
φ(ε)dε.

Åñëè íàïðàâëåíèÿ ðàâíîâåðîÿòíû, òî 〈ε〉 = 0. Ââîäÿ êîíå÷íîå îòíîøåíèå
σ2
x =

〈
ε2
〉
/τ , äëÿ P (x, t) â ïðåäåëå τ → 0 ïîëó÷àåì:

∂P

∂t
=
σ2
x

2

∂2P

∂x2
. (7.2)

Ýòî óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè ñîîòâåòñòâóåò âèíåðîâñêîìó áëóæäà-
íèþ dx = σxδW ñ äèñïåðñèåé x, ëèíåéíî óâåëè÷èâàþùåéñÿ ñî âðåìåíåì.

• Çàïèñûâàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé Ëàíæåâåíà, ìû èñõîäèëè èç äâóõ äè-
íàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ x è v. Ïðè ýòîì ñðåäíåå çíà÷åíèå v áûñòðî (ïðè
t� τ ) ñòðåìèëîñü ê ïîñòîÿííîìó çíà÷åíèþ, òîãäà êàê �äèíàìèêîé îáëà-
äàëà� ïåðåìåííàÿ x. Âîçüì¼ì âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû Ëàíæåâåíà è â
íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ïîëîæèì dv = 0. Âûðàçèâ èç íåãî vdt è ïîäñòàâèâ
åãî â ïåðâîå óðàâíåíèå, ïîëó÷èì:

dx = γ gτdt+ στ δW = − τ
m
∇V (x)dt+

(
2kT

τ

m

)1/2

δW,

ãäå V (x) - â îáùåì ñëó÷àå ïðîèçâîëüíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèöû,
à ∇ � å¼ ãðàäèåíò. Ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîìó ñòîõàñòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ
óðàâíåíèå Ôîêêåðà - Ïëàíêà áûëî ïîëó÷åíî Ñìîëóõîâñêèì â 1906 ã.
Ïîäîáíûé ñïîñîá óñòðàíåíèÿ áûñòðî èçìåíÿþùèõñÿ ïåðåìåííûõ ÿâ-

ëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî îáùèì è ìîùíûì ïðèáëèæåííûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ
ðàçëè÷íûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ çàäà÷.
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7.2 Ñòîõàñòè÷åñêèé îñöèëëÿòîð

• Ìíîæåñòâî ìåõàíè÷åñêèõ, ýëåêòðîìàãíèòíûõ, áèîëîãè÷åñêèõ è ñî-
öèàëüíûõ ñèñòåì îïèñûâàþòñÿ îñöèëëÿòîðíûìè óðàâíåíèÿìè. Äëÿ îïðå-
äåë¼ííîñòè ìû ðàññìîòðèì îäíîìåðíûé ìåõàíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð ìàñ-
ñîé m, ïîäâåðæåííûé òðåíèþ è âíåøíèì ñòîõàñòè÷åñêèì âîçäåéñòâèÿì.
Îïðåäåëåíèå èìïóëüñà è çàêîí Íüþòîíà â ýòîì ñëó÷àå èìåþò âèä:

m
dx

dt
= p,

dp

dt
= F,

ãäå ñèëà ñîñòîèò èç òð¼õ êîìïîíåíò:

F = − (k + Noise1)x︸ ︷︷ ︸
elastic force

− (2λ+ Noise2) p︸ ︷︷ ︸
friction force

+ Noise3.︸ ︷︷ ︸
external force

Ñèëà óïðóãîñòè ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå îòêëîíåíèÿ îò ïîëîæåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ x. Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîýôôèöèåíò óïðóãîñòè k èñïûòû-
âàåò ñòîõàñòè÷åñêèå èçìåíåíèÿ, êîòîðûå ñèìâîëè÷åñêè îáîçíà÷åíû ÷ëå-
íîì Noise1. Çíàê ìèíóñ ïåðåä óïðóãîé ñèëîé îçíà÷àåò, ÷òî îíà ñòðåìèòñÿ
âåðíóòü ÷àñòèöó íàçàä, ê ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ. Ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ
òåì áîëüøå, ÷åì áîëüøå ñêîðîñòü (èìïóëüñ) ÷àñòèöû. Òàê ïðîèñõîäèò
ïðè äâèæåíèè â ñðåäå (âîçäóõ, âîäà). Ñîïðîòèâëåíèå ñòðåìèòñÿ îñòàíî-
âèòü äâèæåíèå. Áóäåì òàêæå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êîýôôèöèåíò ñîïðîòèâ-
ëåíèÿ ïîäâåðæåí ñòîõàñòè÷åñêèì âîçäåéñòâèÿì Noise2. Íàêîíåö, òðåòüÿ
ñîñòàâëÿþùàÿ ñèëû � ýòî øóì Noise3, êîòîðûé ìîæåò áûòü, íàïðèìåð,
âíåøíèìè ñëó÷àéíûìè òîë÷êàìè.
Âñå òðè ñòîõàñòè÷åñêèå êîìïîíåíòû, â çàâèñèìîñòè îò ñèòóàöèè, ìîæ-

íî ðàññìàòðèâàòü êàê â êà÷åñòâå íåçàâèñèìûõ, òàê è â êà÷åñòâå çàâè-
ñèìûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Â îáùåì ñëó÷àå ìåæäó íèìè ñóùåñòâóþò
íåêîòîðûå êîððåëÿöèîííûå êîýôôèöèåíòû. Ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé íåçà-
âèñèìûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ âîçäåéñòâèé, ñ÷èòàÿ, ÷òî îíè èìåþò ðàçëè÷íóþ
ïðè÷èíó, è ïîýòîìó íåñêîððåëèðîâàíû.
Áóäåì ðàáîòàòü â ñèñòåìå åäèíèö, äëÿ êîòîðîé m = 1, k = 1 (l C28).

Ñòîõàñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå èìåþò âèä:{
dx = p dt
dp = −x dt− 2λ p dt+ σ1 x δW1 + σ2 p δW2 + σ3 δW3,

ãäå σ1 � âîëàòèëüíîñòü êîýôôèöèåíòà óïðóãîñòè, σ2 � ñèëû òðåíèÿ, à σ3 �
âíåøíåãî øóìà. Âèíåðîâñêèå ïåðåìåííûå δW1, δW2 è δW3 ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé èçìåíåíèÿ òð¼õ íåçàâèñèìûõ ïðîöåññîâ.
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• Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà îáùèé ñëó÷àé, çàïèñàâ ñèñòåìó:

dx = a dt+ b · δW,

ñî ñëåäóþùèìè âåêòîðàìè è ìàòðèöàìè:

x =

(
x
p

)
, a =

(
p

−x− 2λp

)
, b =

(
0 0 0
σ1x σ2p σ3

)
, δW =

δW1

δW2

δW3

 .

Äëÿ ôóíêöèè F (x) = F (x, p) êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ âîñïîëüçóåìñÿ äè-
íàìè÷åñêèì óðàâíåíèåì äëÿ ñðåäíèõ (ñòð. 159):

d

dt
〈F (x)〉 =

〈
∂F

∂x
· a +

1

2
Tr

[
bT · ∂

2F

∂x2
· b
]〉

,
∂2F

∂x2
=

(
Fxx Fxp
Fpx Fpp

)
,

ãäå Fxx � âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî x, Fxp � ïðîèçâîäíàÿ ïî x è p, è ò.ä.
Ïîäñòàâëÿÿ ìàòðèöû è ïåðåìíîæàÿ èõ, ïîëó÷àåì (l H43):

d

dt

〈
F (x, p)

〉
=
〈
pFx − (x+ 2λp)Fp

〉
+

1

2

〈
(σ2

1x
2 + σ2

2p
2 + σ2

3)Fpp

〉
.

Âûáîð F = x è F = p ïðèâîäèò ê ñèñòåìå óðàâíåíèé, ñîâïàäàþùèõ ñ
äåòåðìèíèðîâàííûìè (ñíîñ ëèíååí!):{

˙〈x〉 =
〈
p
〉

˙〈p〉 = −
〈
x
〉
− 2λ

〈
p
〉
.

Å¼ ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x0 = x(0), p0 = p(0) èìååò âèä:
〈
x
〉

=
(
x0 cosωt+ p0+λx0

ω sinωt
)
e−λt〈

p
〉

=
(
p0 cosωt− x0+λp0

ω sinωt
)
e−λt,

(7.3)

ãäå ω =
√

1− λ2 (ìû ñ÷èòàåì, ÷òî òðåíèå ìàëî è λ < 1). Ïðè âûâîäå (7.3)
ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ àëãîðèòìîì íà ñòð. 164 èëè ïðèâåñòè ñèñòåìó ê
îäíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà (l H44).
Âûáîð F = x2, p2, xp ïðèâîäèò ê ñèñòåìå óðàâíåíèé äëÿ ìîìåíòîâ:

˙〈x2
〉

= 2
〈
xp
〉

˙〈xp〉 =
〈
p2
〉
−
〈
x2
〉
− 2λ

〈
xp
〉

˙〈p2
〉

= −2
〈
xp
〉

+ σ2
1

〈
x2
〉

+ (σ2
2 − 4λ)

〈
p2
〉

+ σ2
3.

(7.4)

Ýòà íåîäíîðîäíàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ëåãêî ðåøàåòñÿ. Îäíàêî, òàê êàê óðàâíåíèå äëÿ ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé îêàçûâàåòñÿ êóáè÷åñêèì, âûðàæåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ äîñòàòî÷íî
ãðîìîçäêèìè. Íèæå ìû ðàññìîòðèì ÷àñòíûå ñëó÷àè ýòîé ñèñòåìû.
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• Åñëè 4λ > σ2
1 + σ2

2, ñèñòåìà èìååò ñòàöèîíàðíûé ðåæèì ïðè t→∞,
â êîòîðîì:

〈
x2
〉

=
〈
p2
〉

=
σ2

3

4λ− σ2
1 − σ2

2

,
〈
xp
〉

= 0. (7.5)

Ïðè λ > 0 ñðåäíèå ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, è ìàòðèöà äèñïåðñèè îêàçûâàåòñÿ
äèàãîíàëüíîé:

D =
σ2

3

4λ− σ2
1 − σ2

2

(
1 0
0 1

)
.

Êàæäàÿ ðàçíîâèäíîñòü øóìà óâåëè÷èâàåò äèñïåðñèè, íî ïî-ðàçíîìó. Òðå-
íèå λ èãðàåò ñòàáèëèçèðóþùóþ ðîëü, óìåíüøàÿ D.

Çàìåòèì, ÷òî äèíàìèêà ïðè t → ∞ ïðîäîëæàåòñÿ òîëüêî, åñëè ñó-
ùåñòâóåò âíåøíèé øóì (σ3 6= 0). Åñëè σ3 = 0, ñòàöèîíàðíûé ðåæèì
òàêæå ñóùåñòâóåò, íî îí âûðîæäàåòñÿ â ïîëíîå çàòóõàíèå êîëåáàíèé, è〈
x2
〉

=
〈
p2
〉

= 0. Ïðè÷èíà ïîäîáíîãî ïîâåäåíèÿ òà æå, ÷òî è ó ëîãèñòè-
÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (ñòð. 90).

• Ïóñòü äåòåðìèíèðîâàííîé ñîñòàâëÿþùåé òðåíèÿ íåò λ = 0, à ôëóê-
òóàöèè óïðóãîñòè è òðåíèÿ èìåþò îäèíàêîâûå àìïëèòóäû σ1 = σ2 = σ.
Ââåä¼ì ýíåðãèþ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà:

E =
x2 + p2

2
.

Èç (7.4) ñëåäóåò, ÷òî å¼ ñðåäíåå çíà÷åíèå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ:

d

dt

〈
E
〉

= σ2
〈
E
〉

+
σ2

3

2
,

à, ñëåäîâàòåëüíî, âîçðàñòàåò ñî âðåìåíåì:

〈
E
〉

=

(
E0 +

σ2
3

2σ2

)
eσ

2t − σ2
3

2σ2
, E0 =

x2
0 + p2

2

2
.

Åñëè ñòîõàñòè÷åñêîå âîçäåéñòâèå îáóñëîâëåíî òîëüêî âíåøíèìè òîë÷êà-
ìè (σ1 = σ2 = 0), òî ðîñò íå òàêîé áûñòðûé è àíàëîãè÷åí âèíåðîâñêîìó
óâåëè÷åíèþ íåîïðåäåë¼ííîñòè 〈E〉 = E0 + σ2

3 t/2. Òàê æå, êàê è áðîóíîâ-
ñêàÿ ÷àñòèöà ïîä âíåøíèì âîçäåéñòâèåì â ñðåäíåì óäàëÿåòñÿ îò íà÷àëü-
íîãî ïîëîæåíèÿ, òàê è êâàäðàò àìïëèòóäû îñöèëëÿòîðà ïðè λ = 0 â
ñðåäíåì óâåëè÷èâàåòñÿ.



Ñòîõàñòè÷åñêàÿ ïðèðîäà 189

• Åñëè ñóùåñòâóþò òîëüêî âíåøíèå òîë÷êè (σ1 = σ2 = 0), òî ñòîõàñòè-
êà èìååò ïîñòîÿííóþ âîëàòèëüíîñòü σ3 = σ:{

dx = p dt
dp = −x dt− 2λ p dt+ σ δW.

Ïîäîáíóþ ñèñòåìó ìû ðàññìàòðèâàëè â øåñòîé ãëàâå (ñòð. 160). Îíà îá-
ëàäàåò òî÷íûì ðåøåíèåì, êîòîðîå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç äâå íåçàâèñèìûå
ãàóññîâû ïåðåìåííûå. Âîñïîëüçóåìñÿ îáùèì àëãîðèòìîì ðåøåíèÿ ñèñòå-
ìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (ñì. ñòð. 164) ñ ìàòðèöàìè:

A =

(
0 1
−1 −2λ

)
, B =

(
0 0
0 σ

)
.

×òîáû íàéòè eAt, ïðîäèôôåðåíöèðóåì (7.3) ïî x0 è p0:

eAt =

(
ω cosωt+ λ sinωt sinωt

− sinωt ω cosωt− λ sinωt

)
e−λt

ω
.

Ïðè ïîìîùè ýòîé ìàòðèöû, èíòåãðèðóÿ (6.28), ñòð. 167, ìîæíî íàéòè
äèñïåðñèþ êîîðäèíàòû è èìïóëüñà:{

Dxx(t)
Dpp(t)

}
=
σ2

4λ
− σ2

4λω2

[
1− λ2 cos(2ωt)± λω sin(2ωt)

]
e−2λt.

Âåðõíèé çíàê ñîîòâåòñòâóåò äèñïåðñèè äëÿ x: Dxx =
〈
x2
〉
−
〈
x
〉2
, à íèæ-

íèé � äëÿ p: Dpp =
〈
p2
〉
−
〈
p
〉2
. Äèñïåðñèÿ ïðîèçâåäåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ

ïåðåìåííûõ Dxp(t) =
〈
xp
〉
−
〈
x
〉〈
p
〉
èìååò âèä:

Dxp(t) =
σ2

2ω2
sin2(ωt) e−2λt

è ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè t → ∞ è λ > 0. Â ðåçóëüòàòå, â ñòàöèîíàðíîì
ðåæèìå (t→∞) ìàòðèöà äèñïåðñèé äèàãîíàëüíà (7.5), ïîýòîìó àâòîêî-
âàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà cov(τ) ðàâíà eA

T |τ | ñ ìíîæèòåëåì σ2/4λ.

Ïðè îòñóòñòâèè òðåíèÿ λ = 0, ω = 1:

D(t) =
σ2

2

(
t− sin t cos t sin2 t

sin2 t t+ sin t cos t

)
, eAt =

(
cos t sin t
− sin t cos t

)
è, êàê ìû âèäåëè âûøå, ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà íåò. Äèñïåðñèè ïî x è p
ðàñòóò âî âðåìåíè, ñîâåðøàÿ ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ. Àâòîêîâàðèàöè-
îííàÿ ìàòðèöà cov(t, t+ τ) ïîëó÷àåòñÿ ïåðåìíîæåíèåì D(t) è eA

T |τ |.
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7.3 Äðîæàíèå çåìíîé îñè

Íàøà Çåìëÿ, íåñìîòðÿ íè íà ÷òî, âðàùàåòñÿ âîêðóã ñâîåé îñè ñ ïåðèî-
äîì, ðàâíûì ïðèìåðíî 24 ÷àñà. Åñëè íî÷üþ â õîðîøóþ ïîãîäó äëèòåëü-
íîå âðåìÿ ñìîòðåòü íà çâ¼çäíóþ �ñôåðó� ó íàñ íàä ãîëîâîé, âèäíî, ÷òî
îíà �ïîâîðà÷èâàåòñÿ� âîêðóã íåêîòîðîé òî÷êè â îêðåñòíîñòè Ïîëÿðíîé
çâåçäû (â ñåâåðíîì ïîëóøàðèè). Èìåííî òóäà íàïðàâëåíà ìãíîâåííàÿ
îñü âðàùåíèÿ Çåìëè.

Åñëè áû íàøà ïëàíåòà áûëà àáñîëþòíî òâ¼ðäûì òåëîì, òî å¼ äèíàìèêà
ïîä÷èíÿëàñü áû óðàâíåíèÿì Ýéëåðà. Âûáåðåì ñèñòåìó îòñ÷¼òà, æåñòêî
ñâÿçàííóþ ñ Çåìëåé, íàïðàâèâ îñü z ê ñåâåðíîìó ïîëþñó, à x è y ðàñïîëî-
æèâ â ïëîñêîñòè ýêâàòîðà. Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè Çåìëÿ ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ñèììåòðè÷íûé ýëëèïñîèä (øàð, íåñêîëüêî ñïëþñíóòûé âäîëü îñè
z). Ïîýòîìó å¼ ìîìåíòû èíåðöèè, âû÷èñëåííûå â ýòîé ñèñòåìå, ðàâíû
Jz = J1 = 2Mr2

2/5 è Jx = Jy = J2 = M(r2
1 + r2

2)/5, ãäå M � ìàññà Çåìëè,
à ri � ðàäèóñû ýëëèïñîèäà â íàïðàâëåíèè ê ïîëþñó r1 è â ýêâàòîðèàëüíîé
ïëîñêîñòè r2. Óðàâíåíèÿ Ýéëåðà äëÿ ñâîáîäíîãî âðàùåíèÿ èìåþò âèä:

J1 Ω̇z = 0

J2 Ω̇x + (J1 − J2) ΩzΩy = 0

J2 Ω̇y + (J2 − J1) ΩzΩx = 0.

Âåêòîð Ω = {Ωx,Ωy,Ωz} � ýòî óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ. Îíà íàïðàâ-
ëåíà âäîëü ìãíîâåííîé îñè âðàùåíèÿ è ïî ìîäóëþ ðàâíà Ω = dφ/dt

ïîâîðîòó íà ìàëûé óãîë dφ çà âðåìÿ dt. Ïðîåêöèè Ω âû÷èñëåíû â ñè-
ñòåìå îòñ÷¼òà, ñâÿçàííîé ñ Çåìë¼é. Ïîýòîìó, êîãäà ìû íàõîäèìñÿ íà å¼
ïîâåðõíîñòè, ïîëîæåíèå íàáëþäàåìîãî öåíòðà �çâ¼çäíîé ñôåðû� çàäà¼ò-
ñÿ Ω.

Ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû ïðèâîäèò ê ïîñòîÿíñòâó ïðîåêöèè óãëîâîé
ñêîðîñòè Ωz = const. Äâà âòîðûõ ÿâëÿþòñÿ îñöèëëÿòîðíûìè è èìåþò
ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ:

Ωx = A cos(ωt)
Ωy = A sin(ωt)
Ωz = const

ω = Ωz (J1 − J2)/J2

z

23o

Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð Ω âðàùàåòñÿ ïî ïîâåðõíîñòè êîíóñà ñ óãëîâîé ÷à-
ñòîòîé ω. Ïîäîáíîå âðàùåíèå ìû íàáëþäàåì, çàïóñêàÿ äåòñêèé âîë÷îê,
êîòîðûé, áûñòðî âðàùàÿñü âîêðóã ñâîåé îñè, îäíîâðåìåííî ìåäëåííî ïî-
âîðà÷èâàåò îñü âðàùåíèÿ ïî ïîâåðõíîñòè êîíóñà.
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Îáû÷íî ðàçëè÷àþò äâà òèïà âðàùåíèÿ ìãíîâåííîé îñè. Ìåäëåííîå ñ
áîëüøîé àìïëèòóäîé � ýòî ïðåöåññèÿ. Äîïîëíèòåëüíûå íåáîëüøèå ïåðè-
îäè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ ýòîãî äâèæåíèÿ � ýòî íóòàöèÿ.

Äëÿ Çåìëè M = 5.976 1024 êã, r1 = 6356.8 êì, r2 = 6378.2 êì. Ïåðè-
îä âðàùåíèÿ âäîëü ãëàâíîé îñè ñîîòâåòñòâóåò 24 ÷àñàì, ïîýòîìó Ωz =
2π/24 = 7.27 10−5 c−1. Òàê êàê (J1−J2)/J2 = (r2

2− r2
1)/(r2

2 + r2
1) = 1/298,

òî ïðåöåññèîííûé ïåðèîä ñîñòàâëÿåò ïðèìåðíî 300 äíåé è áûë ïðåäñêà-
çàí åù¼ Ýéëåðîì. Çåìíîé íàáëþäàòåëü äîëæåí íàáëþäàòü ïðåöåññèþ
(íóòàöèþ), êàê ìåäëåííîå ïåðåìåùåíèå öåíòðà âðàùåíèÿ �íåáåñíîé ñôå-
ðû� ïî îêðóæíîñòè îòíîñèòåëüíî �íåïîäâèæíûõ� çâ¼çä. Òàêîå èçìåíåíèå
ïîëîæåíèÿ çåìíîé îñè âïåðâûå îáíàðóæèë àñòðîíîì ×àíäëåð â 1891 ã.

Îäíàêî íàáëþäàåìîå äâèæåíèå âðàùåíèÿ çåìíîé îñè îêàçûâàåòñÿ ñó-
ùåñòâåííî ñëîæíåå è íîñèò ñòîõàñòè÷åñêèé õàðàêòåð. Êîîðäèíàòû x =
Ωx è y = Ωy ÿâëÿþòñÿ óãëîâûìè (íàïðàâëåíèå !), îäíàêî, òàê êàê èõ êîëå-
áàíèÿ î÷åíü íåâåëèêè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îñü âðàùåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè
Çåìëè �ðèñóåò� âîêðóã ñåâåðíîãî ïîëþñà ñîîòâåòñòâóþùóþ êðèâóþ. Äëÿ
ïåðåõîäà ê ìåòðàì óãëû â ðàäèàíàõ íåîáõîäèìî óìíîæèòü íà ðàäèóñ Çåì-
ëè. Åñëè óñòðàíèòü î÷åíü ìåäëåííóþ òðåíäîâóþ ñîñòàâëÿþùóþ (âåêîâîå
äâèæåíèå), êîëåáàíèÿ ïî x è y âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

-0.2

0

0.2

-0.2

0

0.2

1960 2010

x

y

-0.25

0

0.25

-0.25 0 0.25

y

x

Ñëåâà ïðåäñòàâëåíî äâèæåíèå ïðîåêöèè Çåìíîé îñè (arcsec) 2000-2008
(òî÷êè � åæåäíåâíûå íàáëþäåíèÿ), à ñïðàâà � îòäåëüíî ïî êàæäîé îñè
çà ïåðèîä 1960-2008. Ìàêñèìàëüíîå îòäàëåíèå îò îñè ñîñòàâëÿåò îêîëî
0.3 arcsec (1arcsec=4.848 · 10−6 rad). Ïîýòîìó íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè ýòî
ïðèâîäèò ê ìàêñèìàëüíîìó ðàäèóñó 9 ì. Â ñðåäíåì îí ðàçà â äâà ìåíüøå.

Ñïåêòðàëüíûé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòè êîëåáàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñóì-
ìîé äâóõ ãàðìîíèê ñ ïåðèîäîì 365 äíåé è 433 äíÿ. Ïåðâàÿ ïåðèîäè÷-
íîñòü ñîâïàäàåò ñ äëèòåëüíîñòüþ ãîäà. Âòîðàÿ îêàçûâàåòñÿ êâàçèïåðèî-
äè÷åñêîé. Àìïëèòóäà ïåðâîé ãàðìîíèêè îêîëî 0.09, à âòîðîé � 0.15.
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Íàáëþäàåìûå ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ àìïëèòóäû (áèåíèÿ) ñâÿçàíû
ñî ñëîæåíèåì ýòèõ äâóõ ãàðìîíèê. Òàê, íàïðèìåð, åñëè êîëåáàíèÿ èìåþò
ðàçëè÷íóþ ÷àñòîòó ω1 è ω2 è îäèíàêîâûå àìïëèòóäû, èõ ñóììà ðàâíà:

A cos(ω1t) + A cos(ω2t) = 2A cos

(
ω1 − ω2

2
t

)
cos

(
ω1 + ω2

2
t

)
.

Åñëè ω1 ≈ ω2, òî ïåðâûé ìíîæèòåëü èìååò áîëüøîé ïåðèîä èçìåíå-
íèÿ �àìïëèòóäû� êîëåáàíèé ñî ñðåäíåé ÷àñòîòîé (ω1 + ω2)/2 (âòîðîé
ìíîæèòåëü). Ðåçóëüòèðóþùàÿ ïåðèîäè÷íîñòü áèåíèé ñîñòàâëÿåò 6.35 ëåò
((1/365− 1/433)−1).

Ïðèâåä¼ì äèíàìèêó ðàññòîÿíèÿ îò öåíòðà r =
√
x2 + y2:

<r>=0.17

0

0.1

0.2

0.3

1960 1965 1970 1975 1980 1985 1990 1995 2000 2005 2010

Ñðåäíåå çíà÷åíèå 〈r〉 = 0.17. Õîðîøî âèäíî, ÷òî áèåíèå íå ÿâëÿåòñÿ
ñòðîãî ïåðèîäè÷åñêèì, à íîñèò ñòîõàñòè÷åñêèé õàðàêòåð.

Îäíà èç íàèáîëåå ïðîñòûõ ìîäåëåé ÷àíäëåðîâñêèõ êîëåáàíèé áûëà
ïðåäëîæåíà Êîëìîãîðîâûì. Óðàâíåíèÿ Ýéëåðà ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëå-
äóþùåì âèäå:

dΩx = ωΩy dt

dΩy = −ωΩx dt,

ãäå ω = Ωz (J1 − J2)/J2. Çåìëÿ íå ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî òâ¼ðäûì òåëîì.
Êëèìàòè÷åñêèå äâèæåíèÿ ìàññ âîäû, çåìëåòðÿñåíèÿ è äðóãàÿ âíóòðåí-
íÿÿ àêòèâíîñòü ïðèâîäÿò ê ïîñòîÿííîìó èçìåíåíèþ òåíçîðîâ èíåðöèè.

Â ðåçóëüòàòå ïîòåðè ýíåðãèè íà ïðåîäîëåíèå âÿçêîñòè (ïëàñòè÷íîñòè
Çåìëè) îñü âðàùåíèÿ ðàíî èëè ïîçäíî îêàçàëàñü áû ñîâìåù¼ííîé ñ îñüþ
ñèììåòðèè è íèêàêîé íóòàöèè íå áûëî áû. Ââåä¼ì çàòóõàíèå íóòàöèè
ñ ïàðàìåòðîì λ è ñòîõàñòè÷åñêèå èçìåíåíèÿ îñè âðàùåíèÿ â ðåçóëüòàòå
àêòèâíîñòè Çåìëè. Îáîçíà÷èì x = −Ωx, y = Ωy è çàïèøåì óðàâíåíèÿ
ñòîõàñòè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà:

dx = (−λx− ω y) dt + σ δWx

dy = (+ω x− λ y) dt + σ δWy.

Èõ ìàòåìàòè÷åñêèå ñâîéñòâà ìû ïîäðîáíî èçó÷àëè â ðàçäåëå §6.3, ñòð.
160. Â ÷àñòíîñòè, ïîñëå çàòóõàíèÿ âîçíèêàåò êâàçèïåðèîäè÷åñêîå äâèæå-
íèå ñ òèïè÷íûì ðàäèóñîì σ/

√
λ è ÷àñòîòîé ω.
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•Íàéä¼ì, êàê âåä¼ò ñåáÿ ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà êîîðäèíàò r =
√
x2 + y2:

∂r

∂x
=

1

r

(
x
y

)
,

∂2r

∂x2
=

1

r3

(
y2 −xy
−xy x2

)
.

Ïðè ïîìîùè ôîðìóëû Èòî ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

dr =

[
σ2

2r
− λr

]
dt+

σ

r
(x δWx + y δWy).

Ñòîõàñòè÷åñêèé ÷ëåí ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç îäíîìåðíóþ âèíåðîâñêóþ
ïåðåìåííóþ:

x δWx + y δWy

r
=
x εx + y εy

r

√
dt = ε

√
dt = δW.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ìû ðåøàåì óðàâíåíèå èòåðàöèÿìè, êàêèå áû íè áû-
ëè çíà÷åíèÿ x, y ê íåêîòîðîìó ìîìåíòó âðåìåíè, ñóììà íåçàâèñèìûõ îò
íèõ ãàóññîâûõ ÷èñåë εx, εy ñíîâà äà¼ò ãàóññîâî ÷èñëî. Òàê êàê x

2+y2 = r2,
òî îíî èìååò åäèíè÷íóþ äèñïåðñèþ. Â ðåçóëüòàòå, äëÿ ðàäèóñà ìîæíî
çàïèñàòü îäíîìåðíîå óðàâíåíèå ðýëååâñêîãî òèïà:

dr =

[
σ2

2r
− λr

]
dt+ σδW.

Ñíîñ óðàâíåíèÿ èìååò ðàâíîâåñíóþ òî÷êó r∞ = σ/
√

2λ, â êîòîðîé îá-
ðàùàåòñÿ â íîëü. Åñëè ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà êîîðäèíàò ñóùåñòâåííî
áîëüøå r∞, òî äåòåðìèíèðîâàííàÿ ÷àñòü äèíàìèêè íà÷èíàåò óìåíüøàòü
ðàäèóñ, è íàîáîðîò. Ïîýòîìó r ñîâåðøàåò õàðàêòåðíûå ñòîõàñòè÷åñêèå
êîëåáàíèÿ âîêðóã ýòîãî ðàâíîâåñíîãî ïîëîæåíèÿ.

Òàê êàê ðåøåíèÿ äëÿ x(t) è y(t) èçâåñòíû, ìû àâòîìàòè÷åñêè èìååì
òî÷íîå ðåøåíèå ðýëååâñêîãî óðàâíåíèÿ, âûðàæåííîå ÷åðåç äâå ñëó÷àéíûå
ãàóññîâû âåëè÷èíû. Â àñèìïòîòè÷åñêîì ïðåäåëå, êîòîðûé ìû íàáëþäàåì
ïðè èçó÷åíèè âðàùåíèÿ Çåìëè, ðàäèóñ êîëåáàíèé îñè ðàâåí:

r =
σ2

√
2β

√
ε2
x + ε2

y.

Â ÷àñòíîñòè, ñðåäíåå çíà÷åíèå ðàäèóñà ñîñòàâëÿåò r̄ =
√
πσ/2

√
λ.

Íà ñàìîì äåëå, ìîäåëü Êîëìîãîðîâà ÿâëÿåòñÿ î÷åíü óïðîù¼ííîé èìè-
òàöèåé ñòîõàñòè÷åñêèõ êîëåáàíèé. Â ÷àñòíîñòè, â íåé ïðèñóòñòâóåò òîëü-
êî îäíà ïåðèîäè÷åñêàÿ êîìïîíåíòà, è, êàê ñëåäñòâèå, íåò íàáëþäàåìûõ
áèåíèé ñ ïåðèîäîì â 6.35 ëåò.
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7.4 Ýëåêòðîííûé øóì

Â ýëåêòðîòåõíè÷åñêèõ ïðèáîðàõ âñåãäà ïðèñóòñòâóåò øóì. Åñëè â îò-
ñóòñòâèå ìóçûêè óâåëè÷èòü ãðîìêîñòü óñèëèòåëÿ, òî áóäåò ñëûøíî õà-
ðàêòåðíîå øèïåíèå. Âåëè÷èíà øóìà ñâÿçàíà ñ òåìïåðàòóðîé, â êîòîðîé
íàõîäèòñÿ ñèñòåìà, è áûëà ýêñïåðèìåíòàëüíî èññëåäîâàíà â 1928 ã. Äæîí-
ñîíîì è òåîðåòè÷åñêè îáúÿñíåíà â ýòîì æå ãîäó Íàéêâèñòîì.
Îñíîâíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõ â ýëåêòðè÷å-

ñêîé öåïè, ÿâëÿþòñÿ íàïðÿæåíèå (ðàçíèöà ïîòåíöèàëîâ) U ìåæäó äâóìÿ
òî÷êàìè è ïðîõîäÿùèé ïî íåé òîê I. Òîê ðàâåí âåëè÷èíå çàðÿäà ÷àñòèö,
ïåðåñåêàþùèõ ñå÷åíèå ïðîâîäà çà åäèíèöó âðåìåíè: I = dQ/dt.
Áîëüøèíñòâî ýëåêòðîòåõíè÷åñêèõ óñòðîéñòâ ñîñòîÿò èç òð¼õ ýëåìåí-

òàðíûõ äåòàëåé � ðåçèñòîðà, êîíäåíñàòîðà è èíäóêòèâíîñòè:

R C L

U = RI U =
Q

C
U = L

dI

dt
Ðåçèñòîðîì ÿâëÿåòñÿ ëþáîé ïðîâîäíèê, �çàòðóäíÿþùèé� ïðîõîæäå-

íèå ïî íåìó çàðÿäîâ òàê, ÷òî ñïðàâåäëèâ çàêîí Îìà: U = RI, ãäå R �
êîíñòàíòà, íàçûâàåìàÿ ñîïðîòèâëåíèåì.
Êîíäåíñàòîðîì ìîæåò âûñòóïàòü òåëî, ñïîñîáíîå íàêàïëèâàòü çàðÿä.

Íàïðèìåð, äâå ïàðàëëåëüíûå ìåòàëëè÷åñêèå ïëàñòèíû, ñîäåðæàùèå çà-
ðÿäû ïðîòèâîïîëîæíîãî çíàêà. Êîíäåíñàòîð õàðàêòåðèçóåòñÿ ¼ìêîñòüþ
C, çàâèñÿùåé îò åãî ìàòåðèàëà è ôîðìû. ×åì áîëüøå íàêîïëåíî çàðÿäà,
òåì âûøå ðàçíèöà ïîòåíöèàëîâ ïëàñòèí êîíäåíñàòîðà: U = Q/C. Ïðè
çàðÿäêå êîíäåíñàòîð âíóòðè ñåáÿ óâåëè÷èâàåò ýíåðãèþ E = Q2/2C ýëåê-
òðè÷åñêîãî ïîëÿ.
Èíäóêòèâíîñòü � ýòî àêòèâíûé ýëåìåíò, ðåàãèðóþùèé íà èçìåíåíèå

òîêà. Äëÿ íå¼ ñïðàâåäëèâ çàêîí Îìà â âèäå: U = LdI/dt. Èíäóêòèâíîñòü
íàêàïëèâàåò ýíåðãèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ðàâíóþ E = LI2/2.
Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîå ñîåäèíåíèå ýòèõ òðåõ ýëåìåíòîâ.

L

C

RU RI +
Q

C
+ L

dI

dt
= δU.

Â îòñóòñòâèå âíåøíåãî èñòî÷íèêà ñóììàðíîå ïàäåíèå íàïðÿæåíèÿ íà
âñåõ ýëåìåíòàõ UR+UC +UL äîëæíî áûòü ðàâíî íóëþ (çàìêíóòàÿ öåïü).
Îäíàêî â ñèëó òåïëîâûõ ôëóêòóàöèé ýòî íå òàê. Îáîçíà÷èì êîëåáàíèÿ
íàïðÿæåíèÿ ÷åðåç δU .
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Ñ÷èòàÿ èõ âèíåðîâñêèìè ñ ïîñòîÿííîé âîëàòèëüíîñòüþ è ó÷èòûâàÿ
îïðåäåëåíèå òîêà, ìîæíî çàïèñàòü ñèñòåìó ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé â
ñëåäóþùåì âèäå: {

dQ = I dt
dI = −(αQ+ 2βI) dt+ σδW,

ãäå α = 1/LC, β = R/2L è δU = LσδW . Íàøà çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæ-
äåíèè âåëè÷èíû àìïëèòóäû øóìà σ. Â åãî îòñóòñòâèå (σ = 0) ñèñòåìó
ìîæíî ïðèâåñòè ê åäèíñòâåííîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà:

d2Q

dt2
+ 2β

dQ

dt
+ αQ = 0.

Ýòî óðàâíåíèå ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, èñïûòûâàþùåãî òðåíèå. Âî-
îáùå àíàëîãèÿ ñ ìåõàíèêîé äîñòàòî÷íî òåñíàÿ. ÇàðÿäQ è òîê I ÿâëÿþòñÿ
äèíàìè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè ñèñòåìû. Çàðÿä àíàëîãè÷åí êîîðäèíàòå îñ-
öèëëÿòîðà, à òîê � èìïóëüñó. Îò íèõ òàêæå çàâèñèò ýíåðãèÿ, íàêàïëèâàå-
ìàÿ êîíäåíñàòîðîì è èíäóêòèâíîñòüþ. Èç óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñëåäóåò:

E(Q, I) =
LI2

2
+
Q2

2C
=>

dE

dt
= −RI2. (7.6)

Óìåíüøåíèå ýíåðãèè ïðîèñõîäèò èç-çà òåïëîâûõ ïîòåðü íà ðåçèñòîðå,
ðàâíûõ RI2. Åñëè ñîïðîòèâëåíèÿ íåò, òî ýíåðãèÿ ñîõðàíÿåòñÿ è ïðîèñ-
õîäÿò íåçàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ. Ïðè ýòîì ýíåðãèÿ ïåðèîäè÷åñêè ïåðå-
õîäèò èç ýëåêòðè÷åñêîé â êîíäåíñàòîðå (�ïîòåíöèàëüíàÿ�) â ìàãíèòíóþ
(�êèíåòè÷åñêàÿ�) íà èíäóêòèâíîñòè, è îáðàòíî.

Ñòîõàñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ëèíåéíû, ïîýòîìó ðåøåíèÿ äëÿ ñðåäíèõ
çíà÷åíèé òîêà è çàðÿäà ñîâïàäàþò ñ äåòåðìèíèðîâàííûìè. Â íàøåì ñëó-
÷àå ìàòðèöà ñèñòåìû A è å¼ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ èìåþò âèä:

A =

(
0 1
−α −2β

)
a1,2 = −β ± iω,

ãäå ω =
√
α− β2. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñîïðîòèâëåíèå íåâåëèêî è

4L/C > R2. Ïî ñòàíäàðòíîìó àëãîðèòìó (ñòð. 165) íåñëîæíî íàéòè:

Q(t) =
[
Q0 cosωt+ ( I0 + βQ0)/ω) sinωt

]
e−βt

I(t) =
[
I0 cosωt− (βI0 + αQ0)/ω) sinωt

]
e−βt.

(7.7)

Âîçìîæíî, áîëåå áûñòðûé ïóòü � ýòî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿä-
êà â âèäå Q(t) = (A cosωt + B sinωt)e−βt è îïðåäåëåíèå êîíñòàíò ïðè
ïîìîùè íà÷àëüíûõ óñëîâèé Q0 = Q(0), I0 = Q̇(0).
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• Åñëè íåêîòîðàÿ ñèñòåìà èìååò òåìïåðàòóðó T , ìîæíî âîñïîëüçîâàòü-
ñÿ ðàñïðåäåëåíèåì Ãèááñà (ñòð. 184) è çàïèñàòü ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè
äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ â ñëåäóþùåì âèäå:

P (I,Q) = P0 e
−E(I,Q)/kT . (7.8)

Îíà óäîâëåòâîðÿåò ñòàöèîíàðíîìó óðàâíåíèþ Ôîêêåðà-Ïëàíêà:

∂(aiP )

∂xi
− 1

2

∂2

∂xi∂xj

[
BikBjkP

]
= 0.

Â äàííîì ñëó÷àå xα = {Q, I} è

aα = {I, −αQ− 2βI}, Bij = σ

(
0 0
0 1

)
, B ·BT = σ2

(
0 0
0 1

)
.

Ïîýòîìó:

I
∂P

∂Q
− αQ ∂P

∂I
− 2β

∂(IP )

∂I
− σ2

2

∂2P

∂I2
= 0.

Ïîäñòàâëÿÿ (7.8) è ó÷èòûâàÿ (7.6), ïîñëå ïðîñòûõ âû÷èñëåíèé íàõîäèì
ñâÿçü ìåæäó âîëàòèëüíîñòüþ è òåìïåðàòóðîé:

(Lσ)2 = 2 kT R.

Òàêèì îáðàçîì, ôëóêòóàöèè íàïðÿæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ âèíåðîâñêèì øóìîì
ñ äèñïåðñèåé, ïðîïîðöèîíàëüíîé òåìïåðàòóðå è ñîïðîòèâëåíèþ:

δU =
√

2 kT R δW =>
〈
δU 2

〉
= 2 kT R dt. (7.9)

Äèñïåðñèþ çàðÿäà è òîêà â óñòîÿâøåìñÿ ðåæèìå (t→∞) ìîæíî íàéòè
èç óðàâíåíèÿ äëÿ äèñïåðñèè (6.29), ñòð. 167. Ïîëîæèâ Ḋ = 0, èìååì:

A ·D + D ·AT + B ·BT = 0,

îòêóäà:

D =
σ2

4αβ

(
1 0
0 α

)
= kT

(
C 0
0 1/L

)
, (7.10)

÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ (7.8) è n−ìåðíûì ãàóññîâûì ðàñïðåäå-
ëåíèåì íà ñòð. 342. Çàìåòèì, ÷òî

〈
Q2
〉

= kTC,
〈
I2
〉

= kT/L, ïîýòîìó â
ñðåäíåì ýíåðãèÿ ìåæäó êîíäåíñàòîðîì è èíäóêòèâíîñòüþ ðàñïðåäåëåíà
ïîðîâíó. Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèé ïðåäëàãàåòñÿ íàéòè ìàòðèöó äèñïåð-
ñèé ïðè ïðîèçâîëüíîì t (l H45), à òàêæå êîâàðèàöèþ è ñïåêòðàëüíóþ
ôóíêöèþ â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå (l H46).



Ñòîõàñòè÷åñêàÿ ïðèðîäà 197

• Òåïëîâûå ôëóêòóàöèè òîêà âîçíèêàþò íà ðåçèñòîðå è â îòñóòñòâèå
êîëåáàòåëüíîãî êîíòóðà. Äëÿ îòäåëüíîãî ýëåêòðîíà ñ çàðÿäîì q ñïðàâåä-
ëèâî óðàâíåíèå äâèæåíèÿ:

m
dv

dt
= −γv − qE .

Íà ýëåêòðîí äåéñòâóþò äâå ñèëû � ñîïðîòèâëåíèå ñî ñòîðîíû êðèñòàëëè-
÷åñêîé ðåø¼òêè (òðåíèå) è ýëåêòðè÷åñêàÿ ñèëà â ïîëå E . Åñëè â ïðîâîä-
íèêå äëèíîé l ïîëå îäíîðîäíî U = lE , òî â óñòîÿâøåìñÿ ðåæèìå (v̇=0)
èç óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñëåäóåò v = −qE/γ = −qU/lγ. Ïóñòü n � êîí-
öåíòðàöèÿ ýëåêòðîíîâ. Çà âðåìÿ ∆t ñå÷åíèå ñîïðîòèâëåíèÿ ïëîùàäüþ S
ïåðåñåêàåò (qn)S∆x çàðÿäîâ. Äëÿ ýëåêòðîíà q < 0, ïîýòîìó òîê ðàâåí:

I =
dQ

dt
= −qnS∆x

∆t
= −nqvS =

q2nS

γl
U.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî çàêîíó Îìà R = U/I ñîïðîòèâëåíèå ðàâíî:

R =
γl

q2nS
.

Êîãäà âíåøíèõ ïîëåé íåò, íî åñòü ýëåêòðè÷åñêîå ñòîõàñòè÷åñêîå âîçäåé-
ñòâèå ñî ñòîðîíû òåïëîâûõ êîëåáàíèé äðóãèõ çàðÿäîâ, èìååì ñëåäóþùåå
ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ:

dv = − γ
m
v dt− σ δW,

ãäå δE = (σm/q)δW � ôëóêòóàöèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Àíàëîãè÷íî
áðîóíîâñêîìó äâèæåíèþ íàõîäèì ñòàöèîíàðíîå çíà÷åíèå êâàäðàòà ñêî-
ðîñòè:

〈
v2
〉

= mσ2/2γ. Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿm
〈
v2
〉
/2 ðàâíà kT/2 (îäíà

ñòåïåíü ñâîáîäû), ïîýòîìó σ2 = 2kTγ/m2.

Åñëè â ïðîâîäíèêå N = nSl ýëåêòðîíîâ, òî ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó
íèìè l/N è ôëóêòóàöèè ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ δUi = (l/N)δE . Èõ ñóììà
ðàâíà ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ íà ðåçèñòîðå. Òàê êàê δW = ε

√
dt, N = nSl,

ïîëó÷àåì:

δU =
l

N

N∑
i=1

δEi =
l

N

σm

q

N∑
i=1

εi
√
dt =

l

N

σm

q
(
√
N ε)

√
dt =

√
2kTR δW,

è, ñëåäîâàòåëüíî, ñíîâà ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ Íàéêâèñòà (7.9).
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7.5 Õèùíèêè è èõ æåðòâû

Ðàññìîòðèì ïðèìåð î÷åíü ïðîñòîé ìîäåëè, îïèñûâàþùåé äèíàìèêó
ïîïóëÿöèè äâóõ âèäîâ æèâûõ ñóùåñòâ. Îäíè èç íèõ áóäóò áåçîáèäíû-
ìè êðîëèêàìè (�æåðòâû�), à âòîðûå � êîâàðíûìè ëèñàìè (�õèùíèêè�).
Äåòåðìèíèðîâàííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò âèä:{

ẋ = αx− µxy − β x2

ẏ = −γ y + ν xy.

Êîëè÷åñòâî êðîëèêîâ îáîçíà÷åíî ÷åðåç x, à ëèñ � ÷åðåç y. Òî÷êà íàä
ïåðåìåííîé, êàê îáû÷íî, - ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè. Êðîëèêè ðàçìíîæà-
þòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ëîãèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì, îäíàêî èõ ñìåðòíîñòü
çàâèñèò òàêæå îò âñòðå÷è ñ õèùíèêîì, êîòîðàÿ òåì âåðîÿòíåå, ÷åì áîëü-
øå æåðòâ è õèùíèêîâ. Ïîýòîìó â óðàâíåíèå äîáàâëåí ÷ëåí −µx y. Ïî-
ïóëÿöèÿ ëèñ ïðè îòñóòñòâèè ïèòàíèÿ âûìèðàåò (−γy). Ïîëîæèòåëüíûé
ïðèðîñò âîçìîæåí òîëüêî ïðè àêòèâíîé è íåäðóæåñòâåííîé âñòðå÷å ñ
êðîëèêàìè (+ν xy). Åñëè ðåñóðñû ïèòàíèÿ äëÿ êðîëèêîâ íå îãðàíè÷åíû
(β = 0), òî ýòó ñèñòåìó íàçûâàþò óðàâíåíèÿìè Ëîòêà-Âîëüòåððà (Lotka-
Volterra equation, predator-prey equations).
Ìîäåëü ñîäåðæèò áîëüøîå ÷èñëî ïàðàìåòðîâ. Íå âñå èç íèõ èìåþò

ñóùåñòâåííîå çíà÷åíèå ïðè àíàëèçå êà÷åñòâåííûõ ñâîéñòâ ïîâåäåíèÿ ðå-
øåíèÿ. Ïîýòîìó öåëåñîîáðàçíî óìåíüøèòü èõ êîëè÷åñòâî. Äëÿ ýòîãî ñäå-
ëàåì ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàñøòàáà: x⇒ ax, y ⇒ by è t⇒ τt, ãäå êîíñòàíòû
a, b è τ ÿâëÿþòñÿ �åäèíèöàìè èçìåðåíèÿ� ÷èñëåííîñòè îñîáåé è âðåìåíè.
Ïîäñòàâèì ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ â óðàâíåíèÿ (ïðè ýòîì ẋ ⇒ (a/τ)ẋ) è
âûáåðåì a = 1/ντ , b = 1/µτ è τ = 1/γ.
Òîãäà, ñ òî÷íîñòüþ äî ìàñøòàáèðîâàíèÿ, ñèñòåìà óðàâíåíèé ñòàíîâèò-

ñÿ äâóõïàðàìåòðè÷åñêîé è çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:{
ẋ = −xy + ω2 x− 2λx2

ẏ = xy − y,

ãäå ω2 = α/γ, 2λ = β/ν. Å¼ êà÷åñòâåííûé àíàëèç íà÷èíàåòñÿ ñ îïðåäåëå-
íèÿ îñîáûõ òî÷åê, â êîòîðûõ ẋ = ẏ = 0:{

x∞ · (−y∞ + ω2 − 2λx∞) = 0

y∞ · (x∞ − 1) = 0.

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òðè ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé:{
x∞ = 1, y∞ = ω2−2λ

}
;
{
x′∞ = y′∞ = 0

}
;
{
x′′∞ = ω2/2λ, y′′∞ = 0

}
.

Ïîñëåäíèå äâà äîñòàòî÷íî òðèâèàëüíû è ñâîäÿòñÿ â ïåðâîì ñëó÷àå ê
ïîëíîìó âûìèðàíèþ âñåõ îñîáåé, à âî âòîðîì � ê âûìèðàíèþ õèùíèêîâ.
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Ðàññìîòðèì ðåøåíèÿ ñèñòåìû â îêðåñòíîñòè ïåðâîé îñîáîé òî÷êè. Ââå-
ä¼ì îòêëîíåíèÿ ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèé X = x − x∞, Y = y − y∞ è
ðàçëîæèì ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèé â ðÿä ïî X = {X, Y }:{

Ẋ = −2λX − Y
Ẏ = (ω2 − 2λ)X

Ẋ = A ·X, A =

(
−2λ −1

ω2 − 2λ 0

)
.

Ýòî ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå áóäåì ðåøàòü ñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè,
ðàññìîòðåííûìè â ðàçäåëå §6.4, ñòð. 164. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå
a2 + 2λ a+ω2− 2λ = 0 äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A èìååò äâà
ðåøåíèÿ:

a1,2 = −λ± i
√
ω2 − 2λ− λ2.

Åñëè ïèùåâûå ðåñóðñû æåðòâ íå îãðàíè÷åíû λ = 0, òî â ñèñòåìå óñòà-
íàâëèâàþòñÿ íåçàòóõàþùèå ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé ω. Ïðè
λ 6= 0 ýòè êîëåáàíèÿ áóäóò çàòóõàþùèìè. Êîëåáàòåëüíîãî ðåæèìà íå
áóäåò, åñëè λ î÷åíü âåëèêî. Â ýòîì ñëó÷àå îáà ðåøåíèÿ îòðèöàòåëüíû è
äåéñòâèòåëüíû.
Áèôóðêàöèÿ â ñèñòåìå âîçíèêàåò, êîãäà ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå ñòà-

íîâèòñÿ ðàâíûì íóëþ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ λ0 =
√

1 + ω2 − 1.
Ïðè λ > λ0 ðåøåíèå óðàâíåíèé ìîíîòîííî çàòóõàåò, à ïðè λ < λ0 ïðîèñ-
õîäèò êà÷åñòâåííàÿ ïåðåñòðîéêà è âîçíèêàþò êîëåáàíèÿ, ñíà÷àëà ñèëüíî
çàòóõàþùèå, à ïî ìåðå óìåíüøåíèÿ λ ïîñòåïåííî ïåðåõîäÿùèå â ïåðèî-
äè÷åñêèå.

x(t)

y(t)

x0=1  y0=0.1

0

1

2

25 50
0

1
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25 50

x0=1  y0=1

x(t)

y(t)

Âûøå ïðåäñòàâëåíà äèíàìèêà ÷èñëåííîñòè îñîáåé ïðè λ = 0, è ω = 0.5.
Íà ëåâîì ðèñóíêå íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ x0 = 1 è y0 = 0.1, à íà ïðà-
âîì: x0 = 1 è y0 = 1. Åñëè íà÷àëüíîå îòêëîíåíèå îò òî÷êè ðàâíîâåñèÿ
x∞ = 1, y∞ = 0.25 íåâåëèêî, êîëåáàíèÿ áóäóò ïðàêòè÷åñêè ãàðìîíè÷å-
ñêèìè. Îäíàêî ïðè ñóùåñòâåííûõ îòêëîíåíèÿõ íà÷èíàþò ñêàçûâàòüñÿ
íåëèíåéíîñòè, è �ñèíóñîèäà� ñòàíîâèòñÿ ñèëüíî èñêàæ¼ííîé.
Ñòîèò îáðàòèòü âíèìàíèå íà ñäâèã êðèâûõ îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà.

Êîãäà ëèñ ìàëî � êðîëèêè áûñòðî ðàçìíîæàþòñÿ. Ýòî ïðèâîäèò ê ðîñòó
÷èñëåííîñòè ëèñ, ÷òî òîðìîçèò ðîñò ïîïóëÿöèè êðîëèêîâ. Êàê è ëþáàÿ
êîëåáàòåëüíàÿ ñèñòåìà, ìîäåëü �õèùíèê-æåðòâà� îáëàäàåò èíåðòíîñòüþ.
Ïîýòîìó ïîïóëÿöèÿ ëèñ ïðîäîëæàåò óâåëè÷èâàòüñÿ, òîãäà êàê ðÿäû êðî-
ëèêîâ ñòðåìèòåëüíî ðåäåþò.
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Ïðè îïèñàíèè ðåàëüíûõ ïîïóëÿöèé ýòà ìîäåëü îáëàäàåò îäíèì íåïðè-
ÿòíûì ñâîéñòâîì. Åñëè íà÷àëüíîå çíà÷åíèå õèùíèêîâ çàìåòíî îòëè÷à-
åòñÿ îò ðàâíîâåñèÿ, òî èõ ÷èñëåííîñòü èñïûòûâàåò î÷åíü áîëüøèå êî-
ëåáàíèÿ, ïðèæèìàÿñü â ìèíèìóìå ê íóëåâîìó çíà÷åíèþ. Òàê, âûøå, íà
ïðàâîì ãðàôèêå (x0 = 1, y0 = 1), ÷èñëåííîñòü ëèñ ïàäàåò äî 0.02 (â 50
ðàç), òîãäà êàê ïîïóëÿöèÿ êðîëèêîâ èçìåíÿåòñÿ òîëüêî â 4 ðàçà. Ýòîò
ýôôåêò íàçûâàþò àòòî-ëèñüåé ïðîáëåìîé (atto-fox problem), òàê êàê
èíîãäà ïðè ìîäåëèðîâàíèè ÷èñëåííîñòü õèùíèêîâ ïàäàåò ïðàêòè÷åñêè
äî íóëÿ (�àòòî� � ýòî 10−18 ÷àñòü ÷åãî ëèáî).

Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ îãðàíè÷åííûõ ðåñóðñîâ. Åñëè ω = 0.5, òî êðèòè-
÷åñêîå çíà÷åíèå λ0 = 0.12. Âûáåðåì λ = 0.01 (ñëåâà) è λ = 0.05 (ñïðàâà):
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Çàòóõàíèå íàãëÿäíî âèäíî òàêæå íà ôàçîâîé äèàãðàììå â ïëîñêîñòè
(x, y). Íèæå íà ïåðâîì ðèñóíêå ïðåäñòàâëåíû ôàçîâûå êðèâûå ïðè ðàç-
ëè÷íûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ è íåîãðàíè÷åííûõ ðåñóðñàõ (λ = 0). Ïðè
ýòîì âñåãäà x0 = 1, à y0 ìåíÿåòñÿ îò 0.2 äî 0.8 c øàãîì 0.1. Íà âòîðîì
è òðåòüåì ðèñóíêàõ ïðèâåäåíà åäèíè÷íàÿ òðàåêòîðèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ
çàòóõàþùèì êîëåáàíèÿì ñ λ = 0.01 è λ = 0.05 îò òî÷êè x0 = 1, y0 = 0.8:
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• Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê ñòîõàñòè÷åñêîé çàäà÷å. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðîæ-
äàåìîñòü ïîäâåðæåíà ñëó÷àéíûì ôàêòîðàì, òàê ÷òî îòíîñèòåëüíûé ïðè-
ðîñò dx/x ÿâëÿåòñÿ âèíåðîâñêèì øóìîì ñ àìïëèòóäîé sx äëÿ êðîëèêîâ
è sy äëÿ ëèñ: {

dx = (−xy + ω2 x− 2λx2) dt+ x sx δWx

dy = ( xy − y) dt+ y sy δWy.

Ëèíåàðèçîâàííûå â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè óðàâíåíèÿ èìåþò ðåøåíèå
äëÿ ñðåäíèõ, àíàëîãè÷íîå äåòåðìèíèðîâàííîìó ñëó÷àþ.
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Äëÿ êîëåáàòåëüíîãî ðåæèìà ñðåäíÿÿ ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè êðîëè-
êîâ ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå, à ëèñ � ê ω2 − 2λ. Òàê êàê ñíîñ óðàâíåíèé íå
ëèíååí, ýòî, íà ñàìîì äåëå, ëèøü ïåðâîå ïðèáëèæåíèå ê òî÷íîìó àñèìï-
òîòè÷åñêîìó ïðåäåëó. Íàéä¼ì åãî ïðè ïîìîùè óðàâíåíèÿ äëÿ ñðåäíèõ
(6.15), ñòð. 159. Âûáèðàÿ F = lnx è F = ln y è ïîëîæèâ ïðîèçâîäíûå ïî
âðåìåíè ðàâíûìè íóëþ, ïîëó÷àåì:

x̄ = 1 +
s2
y

2
, ȳ = ω2 − 2λ− λs2

y −
s2
x

2
.

Ðàâíîâåñíîå çíà÷åíèå ñðåäíåé ÷èñëåííîñòè êðîëèêîâ óâåëè÷èâàåòñÿ çà
ñ÷¼ò ôëóêòóàöèè ðîæäàåìîñòè ëèñ, à ÷èñëåííîñòü ëèñ óìåíüøàåòñÿ (ïî
ñðàâíåíèþ ñ äåòåðìèíèðîâàííûì ñëó÷àåì) îò øóìîâ îáîèõ ïîïóëÿöèé.
Àíàëîãè÷íî, âûáîð F = x è F = y ïîçâîëÿåò íàéòè σ2

x =
〈
(x− x̄)2

〉
�

äèñïåðñèþ êîëåáàíèÿ ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè êðîëèêîâ âîêðóã ñðåäíèõ:

σ2
x =

1

4λ

[
s2
x + (ω2 − 2λ) s2

y − λs4
y

]
.

è êîýôôèöèåíò êîâàðèàöèè:

cov(x, y) = −s
2
x

2
ȳ.

Îí èìååò îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î �ïðîòèâîôàçíî-
ñòè� äèíàìèêè ëèñ è êðîëèêîâ.
Ðàññìîòðèì ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèé x(t), y(t) ñî ñëåäóþùèìè ïàðà-

ìåòðàìè: ω = 0.5, λ = 0.01, sx = 0.05, sy = 0:
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2

100 200 300

x(t)

y(t)

Êàê è â ñëó÷àå ëèíåéíîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, êîëåáàòåëüíûé
ðåæèì ïðîäîëæàåòñÿ è ïðè íàëè÷èè çàòóõàíèÿ (ïàðàìåòð λ). Îäíàêî
ýòî êîëåáàíèå îêàçûâàåòñÿ êâàçèïåðèîäè÷åñêèì ñ ïëàâàþùèì ïåðèîäîì
è àìïëèòóäîé.
Â ïðèðîäå íå ïðîèñõîäèò ãëàäêèõ êîëåáàíèé ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèé.

Èõ äèíàìèêà ñóùåñòâåííî ñòîõàñòè÷íà. Ïðè ýòîì ñòîõàñòè÷íîñòü íå ÿâ-
ëÿåòñÿ �äîñàäíûì� øóìîì, êîòîðûé èñêàæàåò òåîðåòè÷åñêè ãëàäêóþ äè-
íàìèêó, à ïðèâîäèò ê ýôôåêòó ïîÿâëåíèÿ êîëåáàíèé, êîãäà â äåòåðìè-
íèðîâàííîé ñèñòåìå îíè èñ÷åçàþò. Îãðàíè÷åííîñòü ïèùåâûõ ðåñóðñîâ
êðîëèêîâ èãðàåò ñòàáèëèçèðóþùóþ ðîëü â ñèñòåìå, îñëàáëÿÿ àòòî-ëèñèé
ýôôåêò.
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Ãëàâà 8

Ñòîõàñòè÷åñêîå îáùåñòâî

Â ýòîé ãëàâå ñîáðàíû íåêîòîðûå ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ
ìåòîäîâ ê ôèíàíñîâûì ðûíêàì è ýêîíîìèêå. Âîëàòèëüíûé õàðàêòåð öåí
è ýêîíîìè÷åñêèõ èíäèêàòîðîâ ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî äèíàìèêà ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî ñòîõàñòè÷åñêîé, è ÷ëåí δW â
óðàâíåíèÿõ Èòî èãðàåò âåäóùóþ ðîëü.
Ñíà÷àëà ìû ñäåëàåì íåáîëüøîé ýêñêóðñ â ôèíàíñîâûå ðûíêè è ýì-

ïèðè÷åñêèå ñâîéñòâà öåí ôèíàíñîâûõ èíñòðóìåíòîâ. Çàòåì ðàññìîòðèì
òåîðèþ äèâåðñèôèêàöèè è áåòà - êîýôôèöèåíòû. Ñòîõàñòè÷åñêèå ìåòî-
äû îêàçûâàþòñÿ î÷åíü ïîëåçíûìè ïðè èçó÷åíèè ñëîæíûõ ôèíàíñîâûõ
èíñòðóìåíòîâ. Ïðèìåðîì òàêîãî èíñòðóìåíòà ÿâëÿåòñÿ îïöèîí. Ìû ðàñ-
ñìîòðèì îñíîâíûå åãî ñâîéñòâà è äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè âûâåäåì
ôîðìóëó Áëýêà-Øîóëçà. Ïîñëå ýòîãî áóäåò ðàññìîòðåíà ïðîñòàÿ îäíî-
ôàêòîðíàÿ ìîäåëü êðèâîé äîõîäíîñòè.

203
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8.1 Ôèíàíñîâûå ðûíêè

Äîñòàòî÷íî óñëîâíî ôèíàíñîâûå ðûíêè ìîæíî ðàçäåëèòü íà ÷åòûðå
îñíîâíûå ãðóïïû:

• Ðûíîê àêöèé (stock market), èëè ôîíäîâûé ðûíîê, ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé áèðæåâóþ è âíåáèðæåâóþ òîðãîâëþ êîðïîðàòèâíûìè ïðàâà-
ìè. Àêöèîíåðíûå îáùåñòâà ïðè ïîìîùè ïðîâåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ
ýìèññèé àêöèé ìîãóò ïðèâëåêàòü ñðåäñòâà äëÿ ðàçâèòèÿ ñâîåãî áèç-
íåñà. Ìîëîäûå êîìïàíèè ïîëó÷àþò ñòàðòîâûé êàïèòàë, ïðîäàâ ÷àñòü
óñòàâíîãî ôîíäà (IPO). Àêöèîíåðû êîìïàíèè ðàññ÷èòûâàþò íà òî,
÷òî ñòîèìîñòü èõ àêöèé ñî âðåìåíåì ïîâûñèòñÿ, à ÷àñòü ïðèáûëè
áóäåò âûïëà÷èâàòüñÿ â êà÷åñòâå äèâèäåíäîâ.

• Ðûíîê îáëèãàöèé (bond market) ïîçâîëÿåò êîìïàíèÿì è ãîñóäàð-
ñòâó ïîëó÷àòü äåíåæíûå ñðåäñòâà ó èíâåñòîðîâ ïîä ôèêñèðîâàííûé
ïðîöåíò. Ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà, âîçíèêàþùàÿ íà ðûíêå îáëèãàöèé, îïðå-
äåëÿåò ñòîèìîñòü äåíåã, êîòîðûå íàïðàâëÿþòñÿ íà ðàñøèðåíèå áèç-
íåñà êîìïàíèè. Âûïóñê îáëèãàöèé � ýòî áîëåå äîðîãîé ñïîñîá ïðèâëå-
÷åíèÿ ñðåäñòâ, ÷åì ýìèññèÿ àêöèé, îäíàêî ïðè ýòîì íå ïðîèñõîäèò
ðàçìûâàíèÿ êàïèòàëà óæå ñóùåñòâóþùèõ èíâåñòîðîâ. Ïîêóïàòåëü
îáëèãàöèè ïîëó÷àåò ôèêñèðîâàííûé äîõîä, çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àåâ
áàíêðîòñòâà êîìïàíèè èëè îáúÿâëåíèÿ äåôîëòà ãîñóäàðñòâîì.

• Âàëþòíûé ðûíîê (foreign exchange market) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñî-
îáùåñòâî áàíêîâ è äðóãèõ ôèíàíñîâûõ îðãàíèçàöèé, îñóùåñòâëÿþ-
ùèõ îïåðàöèè ïî êîíâåðòàöèè îäíîé âàëþòû â äðóãóþ. Âàëþòíûé
ðûíîê ðàáîòàåò êðóãëîñóòî÷íî. Òðè îñíîâíûå ãðóïïû ó÷àñòíèêîâ
ðûíêà � ýòî èìïîðò¼ðû, êîòîðûå ïîêóïàþò èíîñòðàííóþ âàëþòó, è
ýêñïîðò¼ðû, êîòîðûå å¼ ïðîäàþò. Êðîìå íèõ, â ñîâðåìåííîì ìèðå âå-
ñîìóþ ðîëü èãðàþò ôèíàíñîâûå êîìïàíèè, èçìåíÿþùèå ñîñòàâ ñâîèõ
ïîðòôåëåé, ïåðåõîäÿ èç ðûíêà îäíîé ñòðàíû íà ðûíîê äðóãîé. Èõ
âëèÿíèå íà êóðñû âàëþò î÷åíü âåëèêî.

• Òîâàðíûå ðûíêè (commodity market) � ýòî îðãàíèçîâàííûå ïëî-
ùàäêè ïî òîðãîâëå ñòàíäàðòèçèðîâàííûìè âèäàìè òîâàðîâ. Ê òàêî-
âûì îòíîñÿòñÿ íåôòü, çîëîòî, ñåðåáðî, çåðíî, êîôå è ò.ï. Êàæäûé âèä
òîâàðà èìååò ÷¼òêèé ñòàíäàðò êà÷åñòâà, çà êîòîðûì ñëåäèò áèðæà.
Èìåííî ñòàíäàðòèçàöèÿ ïðåâðàùàåò òîâàðíûé êîíòðàêò â ôèíàíñî-
âûé èíñòðóìåíò ñî ñâîéñòâàìè, êîòîðûå ïðèñóùè âñåì îñòàëüíûì
ôèíàíñîâûì àêòèâàì.
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Íà ôèíàíñîâûõ ðûíêàõ òîðãóþòñÿ êàê �ñïîòîâûå� ôèíàíñîâûå èí-
ñòðóìåíòû = àêòèâû (àêöèè, âàëþòà è ò.ä.), òàê è ïðîèçâîäíûå îò íèõ �
äåðèâàòèâû (ôüþ÷åðñû è îïöèîíû).

Ôüþ÷åðñ (futures) - ýòî êîíòðàêò (îáÿçàòåëüñòâî) íà ïîêóïêó èëè ïðî-
äàæó àêòèâà â îïðåäåë¼ííûé ìîìåíò â áóäóùåì. Åñëè àêöèÿ ñåãîäíÿ
ñòîèò 100$ (öåíà íà ñïîòå), òî äâà êîíòðàãåíòà ìîãóò äîãîâîðèòüñÿ î
òîì, ÷òî îäèí êóïèò, à äðóãîé, ñîîòâåòñòâåííî, ïðîäàñò ýòó àêöèþ ïî
öåíå, íàïðèìåð, 110$ (ôüþ÷åðñíàÿ öåíà) ñ ïîñòàâêîé ÷åðåç îäèí ãîä. Èíî-
ãäà ðåàëüíàÿ ïåðåäà÷à àêöèè ìîæåò íå ïðîèñõîäèòü. Òîãäà ôüþ÷åðñíûé
êîíòðàêò ñòàíîâèòñÿ ðàçíîâèäíîñòüþ ïàðè, ïðè êîòîðîì îäíà ñòîðîíà
âûïëà÷èâàåò äðóãîé ñóììó, ðàâíóþ ðàçíîñòè ìåæäó ôüþ÷åðñíîé è ôàê-
òè÷åñêîé öåíîé àêöèè íà ìîìåíò èñïîëíåíèÿ êîíòðàêòà. Íàïðèìåð, ÷å-
ðåç ãîä öåíà àêöèè îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé 90$. Â ýòîì ñëó÷àå ïîêóïàòåëü
äîëæåí áóäåò âûïëàòèòü ïðîäàâöó ÷èñòóþ ðàçíèöó â 20$=110-90.

Ãàðàíòîì ïîäîáíûõ ñäåëîê âûñòóïàåò êëèðèíãîâàÿ ïàëàòà áèðæè. Äëÿ
çàêëþ÷åíèÿ ôüþ÷åðñíîãî êîíòðàêòà è ïðîäàâåö, è ïîêóïàòåëü äîëæíû
ïåðå÷èñëèòü íà ñâîé áèðæåâîé ñ÷¼ò îïðåäåë¼ííóþ ñóììó (íà÷àëüíóþ
ìàðæó). Èìåííî îíà èñïîëüçóåòñÿ êëèðèíãîâîé ïàëàòîé äëÿ âûïëàòû
äîõîäà ñòîðîíå, êîòîðàÿ �âûèãðàëà ïàðè�. Â çàâèñèìîñòè îò âîëàòèëüíî-
ñòè öåíû àêòèâà, ëåæàùåãî â îñíîâå ôüþ÷åðñà, íà÷àëüíàÿ ìàðæà ìîæåò
ñîñòàâëÿòü ïîðÿäêà 5-10% îò åãî òåêóùåé ñòîèìîñòè. Åñëè ïîêóïàòåëü
êóïèë ôüþ÷åðñíûé êîíòðàêò (çàíÿë äëèííóþ ïîçèöèþ), à ïðîäàâåö, ñî-
îòâåòñòâåííî, ïðîäàë ôüþ÷åðñ (çàíÿë êîðîòêóþ ïîçèöèþ), òî â äàëüíåé-
øåì îíè íå âçàèìîäåéñòâóþò äðóã ñ äðóãîì. Ïîðÿäîê âñåõ ðàñ÷¼òîâ íà
ñåáÿ ïðèíèìàåò áèðæà. Ôüþ÷åðñíàÿ öåíà â ðåçóëüòàòå òîðãîâ åæåäíåâíî
èçìåíÿåòñÿ. Åñëè, ïðè íåáëàãîïðèÿòíîì å¼ äâèæåíèè, ïîçèöèÿ íà÷èíàåò
ïðèíîñèòü óáûòîê, íåîáõîäèìî äîâíîñèòü ñðåäñòâà íà áèðæåâîé ñ÷¼ò. Â
ëþáîé ìîìåíò äî äàòû ïîñòàâêè îòêðûòàÿ ïîçèöèÿ ìîæåò áûòü �çàêðûòà�
ïóò¼ì ïîêóïêè èëè ïðîäàæè âñòðå÷íîãî êîíòðàêòà.

Îïöèîí � ýòî êîíòðàêò, êîòîðûé äàåò åãî îáëàäàòåëþ ïðàâî êóïèòü (îï-
öèîíû call = êîëë) èëè ïðîäàòü (îïöèîíû put = ïóò) íåêîòîðûé àêòèâ
ïî îãîâîðåííîé öåíå èñïîëíåíèÿ xs (strike price) â îïðåäåëåííîå âðåìÿ â
áóäóùåì (äàòà èñòå÷åíèÿ). Â îòëè÷èå îò ôüþ÷åðñà, îïöèîí � ýòî ïðàâî,
à íå îáÿçàòåëüñòâî, ïîýòîìó ïîêóïàòåëü îò íåãî ìîæåò îòêàçàòüñÿ. Òîò
æå, êòî ïðîäàë (âûïèñàë) îïöèîí, áåð¼ò íà ñåáÿ îáÿçàòåëüñòâî èñïîëíèòü
åãî ïî òðåáîâàíèþ âëàäåëüöà îïöèîíà. Â ñëó÷àå åâðîïåéñêîãî îïöèîíà äà-
òà ðåàëèçàöèè ïðàâà ôèêñèðîâàíà. Äëÿ àìåðèêàíñêîãî, âëàäåëåö ìîæåò
âîñïîëüçîâàòüñÿ ñâîèì ïðàâîì â ëþáîé ìîìåíò äî äàòû èñòå÷åíèÿ. Îáà
âèäà îïöèîíîâ ìîãóò òîðãîâàòüñÿ â ëþáîé ñòðàíå.
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• Êëþ÷åâûì ïàðàìåòðîì ôèíàíñîâîãî èíñòðóìåíòà ÿâëÿåòñÿ åãî öåíà
xt. Èìåííî å¼ êîëåáàíèÿ ñëóæàò îòëè÷íîé îáëàñòüþ ïðèëîæåíèÿ ñòîõà-
ñòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ è èñòî÷íèêîì ïðèáûëè èëè óáûòêà äëÿ ó÷àñòíèêîâ
ðûíêà. Èçìåíåíèå öåíû èëè äîõîäíîñòü ôèíàíñîâîãî àêòèâà ìîæíî èç-
ìåðÿòü ïðè ïîìîùè ëîãàðèôìè÷åñêîãî îòíîøåíèÿ (l C6) öåí â íà÷àëå
xt−1 è êîíöå xt âðåìåííîãî ïåðèîäà:

rt = ln
xt
xt−1

= lnxt − lnxt−1.

Â êà÷åñòâå ïåðèîäà ìîæåò âûñòóïàòü äåíü, ÷àñ, ìèíóòà è ò.ä.

Ïðîñòåéøåé ìîäåëüþ äèíàìèêè öåíû ÿâëÿåòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêîå áëóæ-
äàíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çà äåíü îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå öåíû ñîñòàâ-
ëÿåò rn = ln(xn/xn−1). Òîãäà ÷åðåç n äíåé, íà÷èíàÿ ñ öåíû x0, ìû ïðèä¼ì
ê çíà÷åíèþ:

xn = xn−1 exp rn = x0 exp(r1 + ...+ rn) = x0 exp(r).

Öåíà ïðè ïîäîáíîì áëóæäàíèè âñåãäà îñòà¼òñÿ ïîëîæèòåëüíîé. Åñëè ñëó-
÷àéíûå ÷èñëà r = µ+ σε ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè ãàóññîâûìè âåëè÷èíà-
ìè ñî ñðåäíèì µ è âîëàòèëüíîñòüþ σ, òî ñðåäíåå çíà÷åíèå áóäóùåé öåíû
ðàâíî:

〈xn〉 = x0e
µ+σ2/2.

Öåíà â ñðåäíåì íå áóäåò èçìåíÿòüñÿ (ìàðòèíãàë), åñëè äîõîäíîñòü îòðè-
öàòåëüíà: µ = −σ2/2.

Íåïðåðûâíûì àíàëîãîì ëîãàðèôìè÷åñêîãî áëóæäàíèÿ áóäåò ïðîöåññ
ñëåäóþùåãî âèäà (ñòð. 58):

dx = µx dt+ σ x δW.

Â ýòîì ñëó÷àå x̄(t) = x0e
µt, è åñëè µ = 0, òî x̄(t) = x0.

Âîëàòèëüíîñòü σ è ñðåäíþþ äîõîäíîñòü µ îáû÷íî èçìåðÿþò â ãîäîâûõ
âåëè÷èíàõ (ò.å. óñðåäíÿÿ ãîäîâûå èçìåíåíèÿ öåí). Ïîýòîìó, åñëè âðåìÿ
t çàäàíî â äîëÿõ ãîäà, òî äîõîäíîñòü çà ïåðèîä t áóäåò ðàâíà µt = µ t, à
âîëàòèëüíîñòü σt = σ

√
t.

Ïðè ðàññìîòðåíèè, íàïðèìåð, ýâîëþöèè ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè ñòîõà-
ñòè÷åñêîå âîçäåéñòâèå áûëî âàæíîé, íî âñ¼ æå ïîïðàâêîé ê äåòåðìèíèðî-
âàííîé äèíàìèêå. Íà ôèíàíñîâûõ ðûíêàõ ñòîõàñòèêà ÿâëÿåòñÿ ãëàâíîé
îñîáåííîñòüþ ñèñòåìû, è âîëàòèëüíîñòü èçìåíåíèÿ öåíû îáû÷íî ñóùå-
ñòâåííî âûøå, ÷åì äîëãîñðî÷íûé å¼ ñíîñ. Òàê, òèïè÷íûé ðîñò ôîíäîâîãî
ðûíêà ñîñòàâëÿåò îêîëî µ =7% â ãîä, òîãäà êàê ãîäîâàÿ âîëàòèëüíîñòü
σ =16% (â ñïîêîéíûå ïåðèîäû).
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• Ïî÷åìó ðûíêè âîëàòèëüíû? Ýòî ôóíäàìåíòàëüíûé âîïðîñ âñåé ôè-
íàíñîâîé òåîðèè. Ïðîñòåéøåå îáúÿñíåíèå, ñâÿçàííîå c íåïðîãíîçèðóå-
ìûì âîçäåéñòâèåì íà ðûíêè ñî ñòîðîíû âíåøíèõ ôàêòîðîâ (ýêîíîìè-
÷åñêèå, ïîëèòè÷åñêèå íîâîñòè, îò÷åòû êîìïàíèé è ò.ï.), - ëèøü ÷àñòü
ïðàâäû.

Âî-ïåðâûõ, ðûíêè î÷åíü ÷àñòî íåàäåêâàòíî ðåàãèðóþò íà íîâîñòè. Åñ-
ëè îíè âíóòðåííå ãîòîâû ê äâèæåíèþ â ñîîòâåòñòâóþùåì íàïðàâëåíèè,
òî ëþáûå, ñàìûå íåçíà÷èòåëüíûå ñîáûòèÿ ýòî äâèæåíèå âûçîâóò. È íà-
îáîðîò, èíîãäà äîñòàòî÷íî ñåðüåçíûå íîâîñòè íèêàê íå ñêàçûâàþòñÿ íà
öåíàõ. Ïðè ýòîì àíàëèòèêè, æóðíàëèñòû, à âñëåä çà íèìè ó÷àñòíèêè
ðûíêà óìóäðÿþòñÿ ïîâòîðÿòü àáñîëþòíî ôàíòàñòè÷åñêèå îáúÿñíåíèÿ òî-
ãî, ïî÷åìó ÷¼ðíîå íà ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ áåëûì, è íàîáîðîò.

Âî-âòîðûõ, íîâîñòè áûâàþò ðàçíûìè. Â òå÷åíèå íåäåëè èëè äàæå äíÿ
ìîãóò ïðèõîäèòü ñîîáùåíèÿ ñ äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûì ïîçèòè-
âîì. È òîëüêî Ðûíîê çíàåò, íà ÷òî îí äåéñòâèòåëüíî îòðåàãèðóåò.

Âîëàòèëüíîñòü ìîæåò âîçíèêàòü èç-çà ñëó÷àéíûõ âíóòðåííèõ ôàêòî-
ðîâ. Èíîãäà êðóïíûå èãðîêè ïåðåñìàòðèâàþò ñîñòàâ ñâîèõ èíâåñòèöè-
îííûõ ïîðòôåëåé, óõîäÿò ñ ðûíêà èëè âîçâðàùàþòñÿ íà íåãî. Îäíàêî
ýòè ñîáûòèÿ ÿâëÿþòñÿ îòíîñèòåëüíî íåçíà÷èòåëüíûìè è ñëóæàò, ñêîðåå,
íåáîëüøèì òîë÷êîì äëÿ Ðûíêà. Îòêëèêíåòñÿ ëè îí íà íåãî, çàðàíåå
ïðåäñêàçàòü î÷åíü ñëîæíî. Íàêîíåö, âîëàòèëüíîñòü ìîæåò áûòü ïðèñó-
ùà äèíàìèêå ñàìîãî Ðûíêà, îñîáåííî åñëè óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ýòó
äèíàìèêó, ÿâëÿþòñÿ íåëèíåéíûìè è îáëàäàþò õàîòè÷åñêèì ðåæèìîì ïî-
âåäåíèÿ (ò.í. äåòåðìèíèðîâàííûé õàîñ).

Âîëàòèëüíîñòü ðûíêîâ � ÿâëåíèå íåèçáåæíîå. Ïîíÿòíî, ÷òî, åñëè öå-
íà âñ¼ âðåìÿ äîñòàòî÷íî áûñòðî ðàñò¼ò, ëþáîé êóïèâøèé ýòîò èíñòðó-
ìåíò ïîëó÷èò ãàðàíòèðîâàííóþ ïðèáûëü. Îäíàêî âå÷íûõ ôèíàíñîâûõ
äâèãàòåëåé íå áûâàåò. Ôèíàíñîâûå ðûíêè, â êîíå÷íîì èòîãå, ÿâëÿþòñÿ
ñîîáùåñòâîì ðàçóìíûõ ñóùåñòâ, îáúåäèíåíèå êîòîðûõ ïîñðåäñòâîì ñèí-
õðîíèçèðóþùåãî âëèÿíèÿ öåí è äðóãîé èíôîðìàöèè ïðèâîäèò ê îáðà-
çîâàíèþ î÷åíü ñëîæíîé ñèñòåìû. Îíà îòðàæàåò ïñèõîëîãèþ îòäåëüíîãî
÷åëîâåêà è â òî æå âðåìÿ îáëàäàåò ñîáñòâåííûì óíèêàëüíûì ïîâåäåíèåì,
÷àñòî íåáëàãîçâó÷íî íàçûâàåìûì �ïñèõîëîãèåé òîëïû�.

Ðûíêè î÷åíü ñóáúåêòèâíû, ñóåâåðíû, ïîäâåðæåíû ìàññîâûì ôîáèÿì
è çàáëóæäåíèÿì. Î÷åíü ÷àñòî ëîæíûå ýêîíîìè÷åñêèå è ôèíàíñîâûå òåî-
ðèè, ïðèíÿòûå âñåìè, ñòàíîâÿòñÿ âïîëíå îáúåêòèâíûìè, âîçäåéñòâóÿ íà
ðûíîê. Ïðè ýòîì íå âàæíî, âåðíû ëè òåîðèè � âàæíî, âåðÿò ëè â íèõ íà
äàííîì ýòàïå. Ýòà ñóáúåêòèâíîñòü è ñîñòàâëÿåò ïðèðîäó ðûíêîâ.
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8.2 Ýìïèðè÷åñêèå çàêîíîìåðíîñòè

• Ôðàêòàëüíîñòü. Åñëè ïîñòðîèòü ãðàôèêè äèíàìèêè öåí íà ðàç-
ëè÷íûõ âðåìåííûõ èíòåðâàëàõ è çàêðûòü îñü âðåìåíè, òî äàæå ñàìûé
îïûòíûé òðåéäåð, ñêîðåå âñåãî, íå îòëè÷èò ìåñÿ÷íûé ãðàôèê îò ìèíóò-
íîãî. Íèæå ïðèâåäåí êóðñ EUR ê USD. Íà ïåðâîì ðèñóíêå êàæäàÿ òî÷êà
ÿâëÿåòñÿ åæåäíåâíûì êóðñîì, íà âòîðîì � ÷àñîâûì, è íà òðåòüåì � åæå-
ìèíóòíûì:

days minuteshours

Ôðàêòàëüíîñòü � ýòî ñàìîïîäîáíîñòü îáúåêòà èëè ïðîöåññà íà ðàçëè÷íûõ
ìàñøòàáàõ. Òàêèå íåïðåðûâíûå ñòîõàñòè÷åñêèå ïðîöåññû, êàê áðîóíîâ-
ñêîå áëóæäàíèå, àâòîìàòè÷åñêè îáëàäàþò ñâîéñòâîì ôðàêòàëüíîñòè.
• Îòñóòñòâèå ïàìÿòè. Åñëè âû÷èñëèòü êîððåëÿöèîííûå êîýôôèöè-

åíòû ìåæäó èçìåíåíèåì öåíû â÷åðà è ñåãîäíÿ, ìû ïîëó÷èì (â ðàìêàõ
ñòàòèñòè÷åñêîé ïîãðåøíîñòè) íóëåâîå çíà÷åíèå. Íèæå â òàáëèöå ïðèâåäå-
íû àâòîêîððåëÿöèè åæåäíåâíûõ äîõîäíîñòåé èíäåêñà S&P500 ñî ñäâèãîì
îò îäíîãî äî âîñüìè äíåé ck = cor(rt, rt−k):

n c1 c2 c3 c4 c5 c6 c7 c8
1950-2006 14338 0.09 -0.02 -0.01 0.01 -0.02 -0.02 -0.03 0.01
1950-1959 2510 0.09 -0.10 -0.01 0.05 0.01 -0.02 -0.03 0.05
1960-1969 2489 0.15 -0.03 0.04 0.07 0.01 -0.01 0.03 0.04
1970-1979 2526 0.25 -0.01 0.02 0.00 -0.03 -0.06 -0.01 -0.01
1980-1994 3791 0.08 0.03 -0.01 -0.02 -0.01 -0.02 -0.04 -0.01
1995-2003 2267 -0.01 -0.03 -0.03 0.01 -0.05 -0.01 -0.04 0.01
2004-2006 775 -0.03 -0.08 0.02 -0.03 0.01 -0.01 -0.02 -0.04

Âèäíî, ÷òî çíà÷åíèÿ àâòîêîððåëÿöèé î÷åíü ìàëû. Ñòàíäàðòíàÿ îøèáêà
èõ âû÷èñëåíèÿ ïî n íàáëþäåíèÿì ðàâíà 1/

√
n. Ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.68 îò-

êëîíåíèå âûáîðî÷íîé àâòîêîððåëÿöèè îò èñòèííîé ñîñòàâëÿåò îäíó ñòàí-
äàðòíóþ îøèáêó, à ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.96 � äâå. Æèðíûì øðèôòîì îòìå÷å-
íû çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ìîæíî ñòàòèñòè÷åñêè çíà÷èìî ñ÷èòàòü îòëè÷íûìè
îò íóëÿ. Òàê, çà âåñü ïåðèîä êîððåëÿöèÿ â÷åðàøíåãî è ñåãîäíÿøíåãî èç-
ìåíåíèÿ öåíû c1, ñ òî÷êè çðåíèÿ ôîðìàëüíîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî ïîäõîäà,
èìååò îòëè÷íîå îò íóëÿ çíà÷åíèå 0.09± 0.01. Îäíàêî ýòîò ðåçóëüòàò ñâÿ-
çàí ñ äåéñòâèòåëüíî âûñîêîé àâòîêîððåëÿöèåé â ïðîøëîì (1960-1980). Â
íàñòîÿùåå âðåìÿ çíà÷èìîé êîðîòêîé ïàìÿòè ó ðûíêà íåò.
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•Ïàìÿòü âîëàòèëüíîñòè. Â îòëè÷èå îò äîõîäíîñòåé, ìåæäó èõ êâàä-
ðàòàìè r2

t èëè ìîäóëÿìè |rt| ñóùåñòâóþò çàìåòíûå àâòîêîððåëÿöèè. Ìîæ-
íî ðàññìàòðèâàòü àâòîêîððåëîãðàììû ìåæäó ñàìûìè ðàçëè÷íûìè ìåðà-
ìè, õàðàêòåðèçóþùèìè àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó èçìåíåíèÿ öåíû, à íå å¼
çíàê. Ýòî ìîãóò áûòü âîëàòèëüíîñòè, âû÷èñëåííûå çà íåáîëüøèå íåïå-
ðåêðûâàþùèåñÿ èíòåðâàëû âðåìåíè σt, àìïëèòóäà ðàçìàõà öåíû a =
lnH/L, ãäå H � ìàêñèìàëüíîå, à L � ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå çà ïåðèîä,
èëè êîìáèíèðîâàííûå ìåðû, íàïðèìåð, v = a− |r|/2.
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Âûøå ïðèâåäåíû êîððåëîãðàììû cs(v) = cor(vt, vt−s) äëÿ ðàçëè÷íûõ ìåð
åæåäíåâíîé âîëàòèëüíîñòè è òî÷å÷íàÿ äèàãðàììà äëÿ äâóõ ïîñëåäîâà-
òåëüíûõ äíåé, êîòîðàÿ èìååò õàðàêòåðíóþ ôîðìó êîìåòû. Â êà÷åñòâå
äàííûõ èñïîëüçîâàëñÿ êóðñ EUR ïðîòèâ USD çà ïåðèîä 2004-2008 ãîäîâ.

•Íå ñîâñåì ãàóññîâîñòü. Åñëè èçó÷èòü ñâîéñòâà ýìïèðè÷åñêîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ äëÿ äîõîäíîñòåé íåêîòîðîãî ôèíàíñîâîãî èíñòðóìåíòà, òî
îíî, ñêîðåå âñåãî, îêàæåòñÿ íå ãàóññîâûì. Òèïè÷íîå ðàñïðåäåëåíèå âû-
ãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

P(r) ln P(r)
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Íà ïåðâîì ðèñóíêå ïðèâåäåíà ñòàíäàðòíàÿ ãèñòîãðàììà, à òîíêàÿ ëè-
íèÿ ñîîòâåòñòâóåò ðàñïðåäåëåíèþ Ãàóññà. Íà òðåòüåì ãðàôèêå òî æå â
ëîãàðèôìè÷åñêîì ìàñøòàáå. Âòîðîé ãðàôèê ÿâëÿåòñÿ ãðàôîì íîðìàëü-
íîé âåðîÿòíîñòè (l C29). Ýìïèðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå îáû÷íî èìååò çà-
ìåòíûé ýêñöåññ è àñèììåòðèþ. Åãî õâîñòû (àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå
ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè) ÿâëÿþòñÿ �òîëñòûìè�, ò.å. ëåæàò âûøå ãðàôè-
êà íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ñóùåñòâåííûå îòêëîíåíèÿ
äîõîäíîñòè îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ïðîèñõîäÿò ÷àùå, ÷åì â �íîðìàëüíîì
ñëó÷àå�.
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• Êðàõè è ìèíèêðàõè. Îäíà èç ïðè÷èí (èëè ñëåäñòâèé ¨̂ ) íåãàóñ-
ñîâîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé äîõîäíîñòåé - ýòî âîçíèêíîâåíèå íà
ðûíêå òàê íàçûâàåìûõ êðàõîâ, ïðîÿâëÿþùèõñÿ ÷àùå âñåãî â îáâàëüíîì
ïàäåíèè öåí íà îäèí èëè ìíîæåñòâî ñõîæèõ ôèíàíñîâûõ àêòèâîâ.
Ñàìûìè çàïîìèíàþùèìèñÿ ÿâëÿþòñÿ îäíîäíåâíûå îáâàëû. Ñ íà÷àëà

1987 ã. ôîíäîâûé ðûíîê Àìåðèêè ðîñ óñêîðåííûìè òåìïàìè (îêîëî 40%
ãîäîâûõ). Â ðåçóëüòàòå ïóçûðü ñîêðóøèòåëüíî ëîïíóë. Çà îäèí äåíü, â
ïîíåäåëüíèê 19-ãî îêòÿáðÿ 1987 ãîäà, èíäåêñ S&P500 îáðóøèëñÿ áîëåå
÷åì íà 20% (ëåâûé ðèñóíîê):
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Ñîáûòèÿ ìåíüøåãî ìàñøòàáà, íî âñ¼ æå î÷åíü íåïðèÿòíûå, ïðîèñõîäÿò
íà ðûíêå äîñòàòî÷íî ÷àñòî. Íà ïðàâîì ðèñóíêå ïðèâåäåí ïðèìåð �ïðàçä-
íîâàíèÿ� äåñÿòèëåòèÿ îêòÿáðüñêîãî êðàõà 1987-ãî (l C30).
• Ñêîððåëèðîâàííîñòü ðûíêîâ. Öåíû ôèíàíñîâûõ èíñòðóìåíòîâ

èìåþò ñèëüíî ñêîððåëèðîâàííóþ äèíàìèêó. Åñëè ïðåäñêàçàòü èçìåíåíèÿ
öåíû çà äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïåðèîäà î÷åíü ñëîæíî, òî èçìåíåíèå öåí
ðàçëè÷íûõ àêòèâîâ çà îäèí èíòåðâàë âðåìåíè ñâÿçàíû î÷åíü òåñíî. Ïî-
ëîæèòåëüíûå �íàñòðîåíèÿ� â òå÷åíèå äíÿ, ñêîðåå âñåãî, ïðèâåäóò ê ðîñòó
àêöèé áîëüøèíñòâà êîìïàíèé, è íàîáîðîò.
Íèæå íà ðèñóíêå ïðåäñòàâëåíà äèíàìèêà ôîíäîâûõ èíäåêñîâ S&P500

(ÑØÀ) è FTSE (Âåëèêîáðèòàíèÿ) çà ïåðèîä 1991-2007:

FTSE
0%
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100%

150%

200%

1991 2007

S&P500 r̄i σi SP500 XOM GE C MSFT

SP500 10 13 0.63 0.74 0.75 0.63
XOM 22 20 0.63 0.41 0.40 0.31
GE 11 17 0.74 0.41 0.59 0.50
C 0 20 0.75 0.40 0.59 0.42
MSFT 10 21 0.63 0.31 0.50 0.42

Õîðîøî âèäíà ñèíõðîííîñòü èõ ïîâåäåíèÿ. Ñïðàâà îò ðèñóíêà ïðèâåäå-
íû êîððåëÿöèîííûå êîýôôèöèåíòû åæåäíåâíûõ èçìåíåíèé öåí àêöèé
íåñêîëüêèõ êðóïíåéøèõ àìåðèêàíñêèõ êîìïàíèé (ïåðèîä 2003-2007, n =
1258) è èõ ãîäîâàÿ äîõîäíîñòü è âîëàòèëüíîñòü.
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•Íåñòàöèîíàðíîñòü ðûíêîâ. Íàâåðíîå, íàèáîëåå õàðàêòåðíûì ñâîé-
ñòâîì ðûíêîâ ÿâëÿåòñÿ èõ íåñòàöèîíàðíîñòü. Ñòàòèñòè÷åñêèå ïàðàìåðû
ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ öåíû èçìåíÿþòñÿ ñî âðåìåíåì. Íàïðèìåð, ïðè
îáñóæäåíèè �îòñóòñòâèÿ ïàìÿòè� ìû âèäåëè, ÷òî ïåðâûé àâòîêîððåëÿöè-
îííûé êîýôôèöèåíò c1 = cor(rt, rt−1) ñ 1950 ãîäà ïðåòåðïåë çàìåòíóþ
ýâîëþöèþ.

Åù¼ áîëåå çàìåòíî íåñòàöèîíàðíîñòü ïðîÿâëÿåòñÿ äëÿ âîëàòèëüíîñòè
ðûíêà, êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåò ñòåïåíü åãî �íåðâîçíîñòè�. Ðàññìîòðèì
òèïè÷íûå çíà÷åíèÿ åæåäíåâíûõ äîõîäíîñòåé äëÿ öåíû ôèíàíñîâîãî èí-
ñòðóìåíòà. Íèæå ñëåâà îíè ïðåäñòàâëåíû â âèäå ñòîëáèêîâ (ââåðõ r > 0,
âíèç � r < 0). Äëÿ ñðàâíåíèÿ ñïðàâà ïðèâåäåíû ñòàöèîíàðíûå ñëó÷àéíûå
÷èñëà ñ ãàóññîâûì ðàñïðåäåëåíèåì:

Âèäíî, ÷òî �¼æèê� äîõîäíîñòè ðåàëüíûõ öåí çíà÷èòåëüíî ìåíåå îäíîðîä-
íûé. Ïåðèîäû íèçêîé âîëàòèëüíîñòè (ìàëåíüêèå ñòîëáèêè) ÷åðåäóþòñÿ
ñî çíà÷åíèÿìè âûñîêîé âîëàòèëüíîñòè. Çàâèñèìîñòü âîëàòèëüíîñòè îò
âðåìåíè ìîæíî âîññòàíàâëèâàòü ïðè ïîìîùè ðàçëè÷íûõ ìåòîäèê. Íèæå
ïðèâåäåí ïðèìåð òàêîãî âû÷èñëåíèÿ σ(t) äëÿ èíäåêñà S&P500:

0

1

2

3

1990 1992 1994 1996 1998 2000 2002 2004 2006 2008

(t):       S&P500

Âèäíî, ÷òî σ(t) èçìåíÿåòñÿ â íåñêîëüêî ðàç.

Ó÷¼ò íåñòàöèîíàðíîñòè âîëàòèëüíîñòè ïîçâîëÿåò äàòü ïðîñòîå îáúÿñ-
íåíèå îïèñàííîìó âûøå ýôôåêòó ïàìÿòè âîëàòèëüíîñòè è íåãàóññîâî-
ñòè ðàñïðåäåëåíèÿ. Àêêóðàòíîå âûäåëåíèå äîëãîñðî÷íîé äèíàìèêè σ(t)
ïîëíîñòüþ óñòðàíÿåò ïàìÿòü âîëàòèëüíîñòè è ñóùåñòâåííî ñíèæàåò
íå ãàóññîâîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ äîõîäíîñòåé. Áîëåå ïîäðîáíîå îáñóæäåíèå
ýòèõ âîïðîñîâ âûõîäèò çà ðàìêè êíèãè. Äåòàëè ìîæíî íàéòè â ñòàòüå
àâòîðà �Ïëàñòè÷íîñòü âîëàòèëüíîñòè�, äîñòóïíîé ÷åðåç Èíòåðíåò.
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8.3 Äèâåðñèôèêàöèÿ

Ó÷àñòíèêè ðûíêà ðåäêî ïîêóïàþò òîëüêî îäèí ôèíàíñîâûé èíñòðó-
ìåíò. ×àùå îíè ôîðìèðóþò èíâåñòèöèîííûé ïîðòôåëü, ñîäåðæàùèé â
ñâî¼ì ñîñòàâå ìíîãî ðàçëè÷íûõ àêòèâîâ, íàïðèìåð, àêöèé. Ïîýòîìó ïå-
ðåä èíâåñòîðîì ñòîèò çàäà÷à âûáîðà îïòèìàëüíîãî ñîñòàâà ïîðòôåëÿ.
Èçìåíåíèÿ öåíû ëþáîé àêöèè â äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ìîìåíòà âðå-

ìåíè ïðàêòè÷åñêè íåçàâèñèìû. Îäíàêî ìåæäó ñîáîé èçìåíåíèÿ öåí ðàç-
ëè÷íûõ àêöèé çà îäèí è òîò æå ïåðèîä âðåìåíè ÷àñòî îêàçûâàþòñÿ
ñóùåñòâåííî ñêîððåëèðîâàííûìè. Ýòîò ôàêò íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ïðè
ôîðìèðîâàíèè ïîðòôåëÿ.
Ðàññìîòðèì n êîìïàíèé, àêöèè êîòîðûõ ìîæíî êóïèòü íà ðûíêå. Ïóñòü

èçìåíåíèå öåíû àêöèè i-é êîìïàíèè õàðàêòåðèçóåòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé
äîõîäíîñòüþ ri(t) = ln(xi(t)/xi(t − 1)) ≈ dxi/xi. Äîõîäíîñòü ri(t) ìî-
æåò âêëþ÷àòü òàêæå äèâèäåíäíûé äîõîä. Âåçäå â ýòîì ðàçäåëå íèæíèé
èíäåêñ îáîçíà÷àåò íîìåð êîìïàíèè, à íå ìîìåíò âðåìåíè.
Ïðè ôîðìèðîâàíèè ïîðòôåëÿ íåîáõîäèìî ïðèíÿòü ðåøåíèå, êàêóþ äî-

ëþ wi èìåþùèõñÿ äåíåã Π ïîòðàòèòü íà ïîêóïêó àêöèé i-òîé êîìïàíèè.
Åñëè å¼ öåíà ðàâíà xi è èõ êóïëåíî Ni øòóê, òî wi = Nixi/Π. Ñóììà
âñåõ äîëåé â ïîðòôåëå äîëæíà ðàâíÿòüñÿ åäèíèöå:

Π =
n∑
i=1

Nixi =>
n∑
i=1

wi = w1 + w2 + ...+ wn = 1.

Ïðèìåì ìîäåëü, â êîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíûå äîõîäíîñòè äàííîé àê-
öèè ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè ñòàöèîíàðíûìè ñëó÷àéíûìè ÷èñëàìè, èìå-
þùèìè ñðåäíåå r̄i è âîëàòèëüíîñòü σi. Òîãäà è ñóììàðíàÿ äîõîäíîñòü
ïîðòôåëÿ èç n àêöèé çà ôèêñèðîâàííûé ïåðèîä âðåìåíè òàêæå áóäåò
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé:

r =
n∑
i=1

wiri = w1r1 + w2r2 + ...+ wnrn,

èìåþùåé ñâî¼ ñðåäíåå çíà÷åíèå:

r̄ =
n∑
i=1

wir̄i (8.1)

è âîëàòèëüíîñòü:

σ2 =
〈
(r − r̄)2

〉
=

n∑
i,j=1

wiwj 〈(ri − r̄i)(rj − r̄j)〉 =
n∑

i,j=1

wiDij wj, (8.2)

ãäå Dij � êîâàðèàöèîííûå êîýôôèöèåíòû äîõîäíîñòåé ìåæäó àêöèÿìè
i-é è j-é êîìïàíèé.
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Âûáðàâ â ïîðòôåëå òîò èëè èíîé íàáîð âåñîâ w1, ..., wn, ìû äëÿ íåãî
ïîëó÷èì íåêîòîðóþ ñðåäíþþ äîõîäíîñòü r̄ è âîëàòèëüíîñòü σ. Åñëè ïå-
ðåáðàòü âñå âîçìîæíûå ïîðòôåëè, òî íà ïëîñêîñòè (σ, r̄) ïîëó÷èòñÿ ïî-
õîæàÿ íà çîíòèê îáëàñòü, íàçûâàåìàÿ äîñòèæèìûì ìíîæåñòâîì:

r

A

BP

S

Èç äîñòèæèìîãî ìíîæåñòâà âûáèðàåòñÿ òàêîé ïîðòôåëü, êîòîðûé ïðè
ôèêñèðîâàííîé âîëàòèëüíîñòè èìååò ìàêñèìàëüíûé äîõîä, èëè ïðè ôèê-
ñèðîâàííîé äîõîäíîñòè � ìèíèìàëüíóþ âîëàòèëüíîñòü. Òàêèì ïîðòôå-
ëÿì íà ðèñóíêå ñîîòâåòñòâóåò êðèâàÿ AB, òàê íàçûâàåìîå ýôôåêòèâíîå
ìíîæåñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, çàôèêñèðîâàâ σ (òî÷êà S) è ïîäíèìàÿñü
âäîëü ïðÿìîé SP äëÿ ïîëó÷åíèÿ íàèáîëüøåãî äîõîäà, ìû ïîïàä¼ì â
òî÷êó P íà êðèâîé AB. Àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå ñïðàâåäëèâî è ïðè
äâèæåíèè â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè.

Êðèâàÿ AB ÿâíûì îáðàçîì îòðàæàåò ðàñõîæåå ýìïèðè÷åñêîå óòâåð-
æäåíèå î òîì, ÷òî ÷åì áîëüøå äîõîä, òåì âûøå ðèñê, è íàîáîðîò. Ïðè
ýòîì: ìåðîé èçìåðåíèÿ ðèñêà ñëóæèò âîëàòèëüíîñòü ïîðòôåëÿ. Èí-
òóèòèâíî ýòî ïîíÿòíî. ×åì áîëüøå âîëàòèëüíîñòü, òåì áîëåå âåðîÿòíû
ñóùåñòâåííûå îòêëîíåíèÿ äîõîäíîñòè ïîðòôåëÿ îò ñðåäíåãî, â òîì ÷èñëå
è â îòðèöàòåëüíóþ îáëàñòü óáûòêîâ.

• Èíâåñòîð èìååò îïðåäåëåííóþ ñâîáîäó â âûáîðå òî÷êè íà êðèâîé
ýôôåêòèâíîãî ìíîæåñòâà. Îäíàêî ýòà ñâîáîäà èñ÷åçàåò, åñëè ïîìèìî ïî-
êóïêè àêöèé ïëàíèðóåòñÿ ðàçìåñòèòü ÷àñòü ñðåäñòâ â íåêîòîðûé àêòèâ
ñ ãàðàíòèðîâàííîé äîõîäíîñòüþ rf (risk-free). Â êà÷åñòâå òàêîãî àêòèâà
ìîæåò âûñòóïàòü, íàïðèìåð, áàíêîâñêèé äåïîçèò èëè íàäåæíàÿ îáëèãà-
öèÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èíâåñòîð âûáðàë ïîðòôåëü àêöèé ñ äîõîäíîñòüþ
rM è âîëàòèëüíîñòüþ σM . Òîãäà êîìáèíàöèþ èç ýòîãî ïîðòôåëÿ è áåç-
ðèñêîâîãî äåïîçèòà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê íîâûé ïîðòôåëü èç äâóõ
àêòèâîâ. Îäèí � ñ ïàðàìåòðàìè (σM , r̄M), äðóãîé - ñ (0, rf). Äåïîçèò èìå-
åò íóëåâóþ âîëàòèëüíîñòü è íóëåâóþ êîððåëÿöèþ ñ ïîðòôåëåì, òàê êàê
íåçàâèñèìî îò ñèòóàöèè íà ðûíêå îí âñåãäà ïðèíîñèò îäèí è òîò æå äîõîä
rf .



214 Ãëàâà 8.

Ïóñòü â àêöèè âëîæåíà ÷àñòü äåíåã w1 = w, à îñòàëüíûå w2 = 1 − w
ðàçìåùåíû â áåçðèñêîâîì àêòèâå. Òîãäà óðàâíåíèÿ (8.1), (8.2) äëÿ äâóõ
àêòèâîâ èìåþò âèä:

r̄ = w rM + (1− w)rf

σ = w σM .

Èñêëþ÷àÿ w = σ/σM , ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ïðÿìîé:

r̄(σ) = rf +
rM − rf
σM

σ. (8.3)

Ýòà ïðÿìàÿ äîëæíà ïðîõîäèòü êàê ìîæíî âûøå, ò.å. ïðè ôèêñèðîâàííîé
âîëàòèëüíîñòè äàâàòü ìàêñèìàëüíûé äîõîä. Îäíà å¼ òî÷êà (0, rf) çàêðåï-
ëåíà, à äðóãàÿ íàõîäèòñÿ âíóòðè ìíîæåñòâà ïîðòôåëåé. Ïîýòîìó âûøå
âñåõ (ñàìàÿ äîõîäíàÿ) áóäåò ïðÿìàÿ, êàñàþùàÿñÿ ñâåðõó ýôôåêòèâíîé
ãðàíèöû:

r

rf

M

P

ΜP

rM

rP

B

Òî÷êà êàñàíèÿ M � �êàñàòåëüíûé ïîðòôåëü� � îäíîçíà÷íî îïðåäå-
ëÿåòñÿ áåçðèñêîâîé ñòàâêîé rf è ñòàòèñòè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè àêöèé.
Ýôôåêòèâíûì ìíîæåñòâîì òåïåðü ñòàíîâèòñÿ îòðåçîê rfM è åãî �ïðî-
äîëæåíèå� MB ïî ãðàíè÷íîé êðèâîé ýôôåêòèâíîãî ìíîæåñòâà.

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå ðàçìåùåíèÿ â áåçðèñêîâîì àêòèâå äàæå íåáîëü-
øîé ÷àñòè ñðåäñòâ èíâåñòîðà íàèáîëåå îïòèìàëüíûì ïîðòôåëåì àêöèé
îêàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíûé ïîðòôåëü. Ðàöèîíàëüíûé èíâåñòîð ìîæåò óïðàâ-
ëÿòü ñâîèìè ðèñêàìè òîëüêî ïóò¼ì âûáîðà äîëè w ñðåäñòâ, êîòîðûå
îí âêëàäûâàåò â àêöèè, íî íå ñòðóêòóðîé ýòîãî ïîðòôåëÿ. Äîñòàòî÷íî
íåîæèäàííûé äëÿ èíòóèöèè ðåçóëüòàò!

Êàñàòåëüíûé ïîðòôåëü M ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âûäåëåííóþ òî÷êó ýô-
ôåêòèâíîãî ìíîæåñòâà. Îí ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîìó íà-
êëîíó ïðÿìîé:

k =
r̄ − rf
σ

= max.

Ýòî îòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì Øàðïà.
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• Äîõîäíîñòè àêöèé ñèëüíî ñêîððåëèðîâàíû. Ïîýòîìó èíîãäà èñïîëü-
çóþò ìîäåëü ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè äîõîäíîñòè àêöèè è ðûíêà â öåëîì:

ri = αi + βi rM + ξi, (8.4)

ãäå ri � åæåäíåâíîå èëè åæåíåäåëüíîå èçìåíåíèå öåíû (äîõîäíîñòü) i−òîé
àêöèè, à rM � èçìåíåíèå ôîíäîâîãî èíäåêñà, òàêîãî, êàê S&P500 èëè Dow.
Âåëè÷èíû ξi ñ÷èòàþòñÿ ñëó÷àéíûìè âîçäåéñòâèÿìè íà êîíêðåòíóþ áó-
ìàãó, íå çàâèñÿùèìè îò ðûíî÷íûõ êîëåáàíèé rM , ò.å. 〈rMξi〉 = 〈rM〉 〈ξi〉.
Ýòî ëèíåéíàÿ ìîäåëü (ñòð. 24), ïîýòîìó íàêëîí ïðÿìîé, õàðàêòåðèçó-
þùèé ÷óâñòâèòåëüíîñòü èçìåíåíèÿ öåíû i-é áóìàãè ê èçìåíåíèþ öåíû
ðûíêà â öåëîì (áåòà - êîýôôèöèåíò), ðàâåí:

βi =
〈(ri − r̄i)(rM − r̄M)〉

σ2
M

.

Çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà βi íå îãðàíè÷åíû ïðåäåëàìè [-1...1]. Åñëè áåòà
áîëüøå åäèíèöû (σi > σM), ýòî îçíà÷àåò, ÷òî áóìàãà â ìîìåíò ïàäå-
íèÿ ðûíêà, ñêîðåå âñåãî, òàêæå óïàäåò, ïðè÷åì ñèëüíåå, ÷åì ðûíîê, à
ïðè ðîñòå, íàîáîðîò, � îáãîíèò åãî. Îòðèöàòåëüíûå áåòû (êðàéíå ðåä-
êîå ÿâëåíèå) è ïîëîæèòåëüíûå ñðåäíèå äîõîäíîñòè r̄i äàþò âîçìîæíîñòü
èíâåñòèðîâàòü â áóìàãè, ñóäüáà êîòîðûõ ðàçâèâàåòñÿ â ïðîòèâîôàçå ñ
ðûíêîì. Áóìàãè ñ βi < 1 íàçûâàþò îáîðîíèòåëüíûìè.
Ïåðåõîä ê ëèíåéíîé ìîäåëè (8.4) ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü

âû÷èñëåíèå êîâàðèàöèîííûõ êîýôôèöèåíòîâ â ïîðòôåëüíîé òåîðèè:

〈(ri − r̄i)(rj − r̄j)〉 = βiβj σ
2
M + ξij, ξij =

〈
(ξi − ξ̄i)(ξj − ξ̄j)

〉
.

Â ÷àñòíîñòè:
σ2
i = β2

i σ
2
M + σ2

ξi
.

Ãîâîðÿò, ÷òî âîëàòèëüíîñòü àêöèè ñîñòîèò èç äâóõ ñîñòàâëÿþùèõ � îá-
ùåðûíî÷íîãî ðèñêà β2

i σ
2
M è ñîáñòâåííîãî ðèñêà áóìàãè σ2

ξi
= ξii.

Åñëè ïðåíåáðå÷ü âåëè÷èíàìè ξij, òî âîëàòèëüíîñòü ïîðòôåëÿ (8.2), ñî-
ñòàâëåííîãî èç n àêöèé ñ âåñîâûìè êîýôôèöèåíòàìè wi, áóäåò ðàâíà:

σ2 =
n∑

i,j=1

wiwj 〈(ri − r̄i)(rj − r̄j)〉 = σ2
M

n∑
i,j=1

wiwjβiβj =

[
σM

n∑
i=1

wiβi

]2

.

Âìåñòî êâàäðàòè÷íîé ïðîáëåìû îïòèìèçàöèè ïîëó÷àåòñÿ çàäà÷à ëèíåé-
íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ò.å. ïîèñê ìàêñèìóìà âûðàæåíèÿ r̄ =

∑
wir̄i

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
∑
wi = 1,

∑
wiβi = σ/σM è 0 6 wi 6 1. Ðåøàÿ çàäà÷ó

äëÿ ðàçëè÷íûõ σ, ìû ïîëó÷èì ýôôåêòèâíîå ìíîæåñòâî r̄(σ). Åñòåñòâåí-
íî îíî áóäåò íåñêîëüêî îòëè÷àòüñÿ îò òî÷íîãî, íàéäåííîãî èç ñîîòíîøå-
íèé (8.1), (8.2).
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8.4 Ïîðòôåëü íà âñþ æèçíü

• Ïóñòü èíâåñòîð íà÷èíàåò ñâîþ êàðüåðó ñ êàïèòàëà 0. Îí ôîðìèðóåò
ïîðòôåëü èç n àêöèé, öåíû xi(t) êîòîðûõ ñòîõàñòè÷åñêèì îáðàçîì èçìå-
íÿþòñÿ ñî âðåìåíåì. Ïîýòîìó åãî êàïèòàë òàêæå èçìåíÿåòñÿ, êàê Π(t).
Åñòåñòâåííî, îáîãàùåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ñàìîöåëüþ, è çà êàæäóþ åäèíèöó
âðåìåíè dt îí ïîòðåáëÿåò ÷àñòü êàïèòàëà, ìàêñèìèçèðóÿ ñâî¼ óäîâîëü-
ñòâèå ¨̂ . Êàêîâà â ýòîì ñëó÷àå îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ èíâåñòèðîâàíèÿ?
Ýòó çàäà÷ó èçó÷àëè â 1969 ã. Ðîáåðò Ìåðòîí è Ïîë Ñàìóýëüñîí.
Åñëè êîëè÷åñòâî àêöèé êàæäîãî âèäà â ïîðòôåëå ðàâíî Ni(t), òî èçìå-

íåíèå åãî ñòîèìîñòè çà ìàëûé èíòåðâàë âðåìåíè ïîñëå èçúÿòèÿ ðàâíî:

dΠ =
n∑
i=1

Ni(t) dxi − c(t)Π(t) dt.

Ìû äëÿ ïðîñòîòû ñ÷èòàåì, ÷òî ïîòðåáëåíèå c(t)Π(t) ïðîïîðöèîíàëüíî
êàïèòàëó. Ìåðòîí íà ñàìîì äåëå äîêàçàë ýòî óòâåðæäåíèå.
Ïóñòü öåíû íà àêöèè èñïûòûâàþò ñòàöèîíàðíîå ëîãàðèôìè÷åñêîå áëóæ-

äàíèå:
dxi
xi

= µi dt+
n∑
j=1

σij δWj,

ãäå µi � äîõîäíîñòè àêöèé, à ìàòðèöà σij îïðåäåëÿåò èõ êîâàðèàöèè. Â
ýòîì ðàçäåëå ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ñóììèðîâàíèå íå ïîäðàçóìåâà-
åòñÿ, åñëè ýòî ÿâíî íå óêàçàíî çíàêîì ñóììû. Ïîäñòàâëÿÿ dxi â óðàâíåíèå
ïîðòôåëÿ è ââîäÿ âåñà wi = Nixi/Π êàæäîé àêöèè, ïîëó÷àåì íåñòàöèî-
íàðíîå ëîãàðèôìè÷åñêîå áëóæäàíèå:

dΠ

Π
= f(t) dt+ s(t) δW. (8.5)

Ñíîñ è âîëàòèëüíîñòü ïîðòôåëÿ îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè:

f(t) =
n∑
i=1

µiwi(t)− c(t), s2(t) =
n∑

i,j=1

wi(t)Dijwj(t),

ãäå D = σ · σT � êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà. Ïåðåõîä îò íåñêîëüêèõ ñòî-
õàñòè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ δWi = εi

√
dt ê îäíîé δW = ε

√
dt ìû ñäåëàëè

ñòàíäàðòíûì îáðàçîì:
n∑

i,j=1

wi(t)σijεj
√
dt = s(t)ε

√
dt.

Ñóììà n ãàóññîâûõ ÷èñåë � ñíîâà ãàóññîâî ÷èñëî, ìíîæèòåëü ïåðåä êîòî-
ðûì íàõîäèòñÿ ïîñëå âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò è óñðåäíåíèÿ.
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• Âåñ wi(t) êàæäîé àêöèè â ïîðòôåëå è óäåëüíîå ïîòðåáëåíèå c(t) çà-
äàþòñÿ èíâåñòîðîì. Â ðåçóëüòàòå ôóíêöèè f(t) è s(t) â óðàâíåíèè (8.5)
ÿâëÿþòñÿ ôèêñèðîâàííûìè. Ïåðåõîäÿ ê ln Π ïðè ïîìîùè ëåììû Èòî,
èìååì:

d ln Π =

[
f(t)− 1

2
s2(t)

]
dt+ s(t) δW.

Îòêóäà, âîñïîëüçîâàâøèñü (2.18), ñòð. 56, ïîëó÷àåì òî÷íîå ðåøåíèå:

ln
Π(t)

Π0
=

t∫
0

[
f(τ)− 1

2
s2(τ)

]
dτ +

 t∫
0

s2(τ)dτ

1/2

ε,

ãäå, êàê îáû÷íî, ε - ãàóññîâà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ 〈ε〉 = 0 è
〈
ε2
〉

= 0.

• Ïîñòîÿííîå èçúÿòèå ñóìì v = c(t)Π(t) îáëàäàåò äëÿ èíâåñòîðà îïðå-
äåë¼ííîé ïîëåçíîñòüþ (utility) U = U(v). Ýòî ïîíÿòèå äîñòàòî÷íî óìî-
çðèòåëüíî, íî î÷åíü ïîïóëÿðíî â ýêîíîìè÷åñêîé ëèòåðàòóðå. Îñíîâíûå
ãèïîòåçû òåîðèè ïîëåçíîñòè ñîñòîÿò â òîì, ÷òî 1) ôóíêöèÿ U(v) ÿâëÿ-
åòñÿ âûïóêëîé, è 2) îíà ðàñò¼ò ìåäëåííåå ëèíåéíîé ôóíêöèè. Êàæäàÿ
äîïîëíèòåëüíàÿ åäèíèöà áëàã (âûðàæåííàÿ â äåíüãàõ v), â ëþáîì ñëó-
÷àå, ïðèíîñèò óäîâîëüñòâèå. Îäíàêî áîëüøå äâóõ êîòëåò íå ñúåøü è ïÿòè
áóòûëîê âèíà íå âûïüåøü. Ïîýòîìó ïîñòåïåííî, ñ óâåëè÷åíèåì v, äî-
ïîëíèòåëüíîé ïîëåçíîñòè ïîëó÷àåòñÿ âñ¼ ìåíüøå, è ðîñò ôóíêöèè U(v)
çàìåäëÿåòñÿ. ×àñòî ôóíêöèþ ïîëåçíîñòè âûáèðàþò â ñòåïåííîì âèäå
U(v) = vγ, ñ ïàðàìåòðîì 0 < γ < 1 èëè â ëîãàðèôìè÷åñêîì U(v) = ln v.
Ðàññìîòðèì âàðèàíò ñòåïåííîé çàâèñèìîñòè.

Âû÷èñëèì ñðåäíåå çíà÷åíèå ïîëåçíîñòè Ut = 〈U(v)〉 = cγ(t) 〈Πγ(t)〉 â
ìîìåíò âðåìåíè t. Óñðåäíåíèå ïðîâîäèòñÿ ïðè ïîìîùè (1.11) íà ñòð. 16:

Ut = Πγ
0 c

γ(t) e
γ
t∫

0

f(τ) dτ+γ2−γ
2

t∫
0

s2(τ) dτ
.

Ïîäñòàâëÿÿ ÿâíûé âèä ôóíêöèé f(t) è s(t), èìååì:

Ut = Πγ
0 c

γ(t) exp

t∫
0

γ

[
n∑
i=1

µiωi(τ)− c(τ)− 1− γ
2

n∑
i,j=1

wi(τ)Dijwj(τ)

]
dτ .

Âûáîð îïðåäåë¼ííûõ ñòðàòåãèé èíâåñòèðîâàíèÿ ωi(τ) è èçúÿòèÿ (ïîòðåá-
ëåíèÿ) c(τ) íà ïðîòÿæåíèè âðåìåíè τ = [0...t] ïðèâîäèò ê íåêîòîðîìó
ñðåäíåìó çíà÷åíèþ ïîëåçíîñòè â ìîìåíò âðåìåíè t. Îäíàêî ïîëó÷åíèå
ìàêñèìàëüíîé ñèþìèíóòíîé ïîëåçíîñòè òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ ãëàâíîé öå-
ëüþ èíâåñòîðà. Òàê â ÷¼ì æå ñìûñë åãî æèçíè?
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• Ïî Ìåðòîíó è Ñàìóýëüñîíó, èíâåñòîð äîëæåí ìàêñèìèçèðîâàòü ñóì-
ìàðíóþ äèñêîíòèðîâàííóþ ïîëåçíîñòü, ïîëó÷àåìóþ íà ïðîòÿæåíèè âñåé
ñâîåé æèçíè. È åñëè îí íå çàêîí÷åííûé ýãîèñò, äîïîëíèòåëüíóþ ïîëåç-
íîñòü îí ïîëó÷àåò îò îñòàòî÷íîãî êàïèòàëà, ïåðåäàâàåìîãî ïî íàñëåäñòâó.
Ìàòåìàòè÷åñêè ýòî ìîæåò áûòü âûðàæåíî â ñëåäóþùåì âèäå:

T∫
0

e−ρτ Uτ dτ + θ e−ρT UT +

T∫
0

λ(τ)

[
1−

n∑
i=1

wi(τ)

]
dτ = max. (8.6)

Ïåðâûé èíòåãðàë ñóììèðóåò âñå ïîëó÷àåìûå îò èçúÿòèé ñðåäíèå ïîëåç-
íîñòè Ut. Ïðè ýòîì ïàðàìåòð ρ àíàëîãè÷åí ñòàâêå äèñêîíòèðîâàíèÿ äå-
íåæíûõ ïîòîêîâ (l C31). ×åì ïîçæå ïîëó÷åíî óäîâîëüñòâèå, òåì ìåíüøå
åãî âêëàä â ñìûñë æèçíè. Âòîðîå ñëàãàåìîå ÿâëÿåòñÿ ïîëåçíîñòüþ çàâå-
ùàåìîãî èíâåñòîðîì êàïèòàëà (bequest valuation function) â ôèíàëüíûé
ìîìåíò åãî æèçíè T . Ïàðàìåòð θ õàðàêòåðèçóåò ñòåïåíü åãî íå ýãîèñòè÷-
íîñòè, è îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ íåáîëüøèì 0 < θ � 1 ¨̂ . Ïîëåçíîñòü îò
çàâåùàíèÿ èìååò òàêóþ æå ôóíêöèîíàëüíóþ ôîðìó, êàê è îò ïîòðåáëå-
íèÿ. Â ïðèíöèïå, ìîæíî ðàññìîòðåòü è äðóãèå çàâèñèìîñòè. Ïîñëåäíåå
ñëàãàåìîå ïîÿâëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà
λ(t) (ñòð. 318). Ìû èùåì ýêñòðåìóì ïðè äîïîëíèòåëüíîì òðåáîâàíèè
ðàâåíñòâà ñóììû âåñîâ åäèíèöå â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè.
• Íàéä¼ì ýêñòðåìóì (ñòð. 320) ôóíêöèîíàëà (8.6) ïî ôóíêöèÿì λ(t) è

ωk(t) (l H47): 
1 =

n∑
i=1

wi

α = µk − (1− γ)
n∑
i=1

Dkiωi,

(8.7)

ãäå α ïðîïîðöèîíàëüíà ìíîæèòåëþ Ëàãðàíæà λ è äîëæíà ðàññìàòðè-
âàòüñÿ êàê n+ 1-ÿ íåèçâåñòíàÿ ïåðåìåííàÿ. Çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè îò-
ñóòñòâóåò, è wi îïðåäåëÿþòñÿ èç ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.
Òåïåðü ìîæíî óïðîñòèòü âûðàæåíèå äëÿ ñðåäíåé ïîëåçíîñòè:

Ut = Πγ
0 e

ztcγ(t)G(t), G(t) = e
−γ

t∫
0

c(τ)τ
,

ãäå âåëè÷èíà z:

z = γ

n∑
i=1

µiωi −
γ − γ2

2

n∑
i,j=1

wiDij wj

çàâèñèò îò ñòàòèñòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ àêöèé, ôóíêöèè ïîëåçíîñòè è íàé-
äåííûõ èç (8.7) ïîñòîÿííûõ âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ ωi.
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• Ïîñëå ïîäñòàíîâêè îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé âåñîâ ωi ôóíêöèîíàë äëÿ
îïòèìèçàöèè ïðèíèìàåò âèä:

T∫
0

e(z−ρ)τcγ(τ)G(τ) dτ + θ e(z−ρ)T cγ(T )G(T ) = max. (8.8)

Ïðîâàðüèðóåì åãî (l H48) ïî ôóíêöèè óäåëüíîãî ïîòðåáëåíèÿ c(t):

cγ−1(t) e(z−ρ)tG(t)−
T∫
t

e(z−ρ)τ cγ(τ)G(τ) dτ − θ e(z−ρ)T cγ(T )G(T ) = 0.

Ýòî èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî c(t). Ïîëîæèâ t = T , ïîëó÷à-
åì ãðàíè÷íîå óñëîâèå c(T ) = 1/θ. Åñëè âçÿòü ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè,
èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ïåðåéä¼ò â îáû÷íîå óðàâíåíèå ëîãèñòè÷åñêîãî
òèïà (1.2), ñòð. 10, ñ ðåøåíèåì (ïðè α 6= 0 è c(T ) = 1/θ):

ċ = −ν c+ c2 => c(t) =
ν

1 + (θν − 1) eν(t−T )
. (8.9)

ãäå ν = (ρ − z)/(1 − γ). Âàæíûì ñëåäñòâèåì (8.7) è (8.9) ÿâëÿåòñÿ òî,
÷òî âûáîð ïîðòôåëÿ íå çàâèñèò îò ðåøåíèÿ ïî ñòðàòåãèè èçúÿòèé.

• Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà èíâåñòîðó äîñòóïíû òîëüêî äâà
àêòèâà � äåïîçèò ñ ôèêñèðîâàííîé äîõîäíîñòüþ rf è àêöèÿ ñ âîëàòèëü-
íîñòüþ σ è äîõîäíîñòüþ r. Äîëÿ ñðåäñòâ ðàçìåùàåìûõ â äåïîçèòå, ðàâíà
ω1 = 1− ω, à â àêöèÿõ ω2 = ω. Ìàòðèöû äèñïåðñèé Dij, äîõîäíîñòè µi è
âåñîâ ωi èìåþò âèä:

D =

(
0 0
0 σ2

)
, µ =

(
rf
r

)
, ω =

(
1− ω
ω

)
.

Ðåøàÿ ñèñòåìó (8.7), ïîëó÷àåì:

ω =
r − rf

(1− γ)σ2
, z = γrf +

γ

2

(r − rf)2

(1− γ)σ2
.

Ìû âèäåëè (8.3), ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ýôôåêòèâíîå ìíîæåñòâî ÿâëÿ-
åòñÿ ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè (0, rf) è (σ, r). Âûáîð ðàñïðåäåëåíèÿ
ñðåäñòâ ìåæäó ýòèìè äâóìÿ àêòèâàìè âûãëÿäåë àáñîëþòíî ïðîèçâîëü-
íûì. Òåîðèÿ Ìåðòîíà ñâÿçûâàåò çíà÷åíèå âåñà ω è âûïóêëîñòè ïîëåç-
íîñòè γ. Áîëåå ïîäðîáíûé àíàëèç òåîðèè ïîæèçíåííîãî èíâåñòèðîâàíèÿ
öåëåñîîáðàçíî ïðîñëåäèòü ïî êëàññè÷åñêîé ðàáîòå Ìåðòîíà.
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8.5 Îïöèîíû

Îïöèîííûé êîíòðàêò õàðàêòåðèçóåòñÿ öåíîé èñïîëíåíèÿ (strike price)
xs, äàòîé èñòå÷åíèÿ T (expiry date) è òåêóùåé ñòîèìîñòüþ (ïðåìèåé)
C (call) èëè P (put). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñåãîäíÿ àêöèÿ ñòîèò x0 = 100$.
Å¼ öåíà äîñòàòî÷íî âîëàòèëüíà, è ÷åðåç ãîä îíà ìîæåò ñòîèòü êàê äîðîæå
100$, òàê è äåøåâëå. Ïóñòü íà ðûíêå ìîæíî êóïèòü îïöèîííûé êîíòðàêò
call ïî öåíå C = 10$ íà ïðàâî ïðèîáðåñòè àêöèþ çà xs = 90$ ÷åðåç ãîä.
Òîò, êòî ïîêóïàåò êîíòðàêò, ïëàòèò ïðîäàâöó 10$. Ýòî åãî ìàêñèìàëüíûå
ðàñõîäû. Åñëè ÷åðåç ãîä àêöèÿ íà ðûíêå áóäåò ñòîèòü x = 115$, òî, êóïèâ
å¼ ó âûïèñàâøåãî îïöèîííûé êîíòðàêò ïî 90$ è òóò æå ïðîäàâ íà ðûíêå,
âëàäåëåö êîíòðàêòà çàðàáîòàåò 115− 90 = 25$. Çà âû÷åòîì óïëà÷åííîé
ïðåìèè åãî äîõîä áóäåò ðàâåí 15$. Åñëè æå öåíà íà ðûíêå ÷åðåç ãîä áóäåò
ìåíüøå, ÷åì 90$, îò ñâîåãî ïðàâà ïîêóïàòü ïî 90$ âëàäåëåö îòêàæåòñÿ,
çàôèêñèðîâàâ óáûòîê 10$. Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà äîõîäà âëàäåëüöà
call-êîíòðàêòà ïðè ñóùåñòâåííîì ðîñòå öåíû àêöèè íå îãðàíè÷åíà, òîãäà
êàê âîçìîæíûå óáûòêè íå ïðåâûøàþò ïåðâîíà÷àëüíî óïëà÷åííîé ïðå-
ìèè. Äëÿ òîãî, êòî âûïèñûâàåò (ïðîäà¼ò) êîíòðàêò, ñèòóàöèÿ îáðàòíàÿ.
Îí ðèñêóåò ïîëó÷èòü íåîãðàíè÷åííûå óáûòêè, è, åñòåñòâåííî, çàêëàäû-
âàåò ýòî â âåëè÷èíó ïðåìèè.
Ïðåìèÿ îïöèîíà ÿâëÿåòñÿ åãî öåíîé è, êàê ëþáàÿ ôèíàíñîâàÿ öåíà,

îêàçûâàåòñÿ î÷åíü âîëàòèëüíîé. Îäíàêî, ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ê äàòå
èñòå÷åíèÿ îíà ñòðåìèòñÿ ê îïðåäåë¼ííîìó çíà÷åíèþ, êîòîðîå íàçûâàþò
âíóòðåííåé ñòîèìîñòüþ îïöèîíà. Ðàññìîòðèì å¼ çíà÷åíèå â ìîìåíò
èñòå÷åíèÿ îïöèîíà â çàâèñèìîñòè îò òåêóùåé öåíû àêòèâà x:

xxs

C

x-xs

call option

xxs

P

xs-x

put option

Åñëè ïðè èñòå÷åíèè call-êîíòðàêòà öåíà àêòèâà x, ëåæàùåãî â îñíîâå
îïöèîíà, ìåíüøå öåíû èñïîëíåíèÿ xs, òî åãî âëàäåëüöó íåò ñìûñëà ïî-
êóïàòü àêòèâ, è òàêîå ïðàâî íè÷åãî íå ñòîèò. Åñëè æå öåíà àêòèâà x
íà ðûíêå âûøå, ÷åì xs, âëàäåëåö call-îïöèîíà ïîëó÷àåò äîõîä, ðàâíûé
ðàçíîñòè ðûíî÷íîé öåíû àêòèâà è öåíû èñïîëíåíèÿ x − xs. Ýòî è åñòü
ñòîèìîñòü îïöèîíà. Äèàãðàììû ñòîèìîñòè îïöèîíîâ îäíîâðåìåííî ÿâëÿ-
þòñÿ äèàãðàììàìè äîõîäà âëàäåëüöà îïöèîíà â ìîìåíò åãî èñïîëíåíèÿ.
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• Íàéä¼ì îáùóþ ôîðìóëó äëÿ ñïðàâåäëèâîé öåíû åâðîïåéñêîãî îï-
öèîíà â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Îáû÷íî äëÿ ýòîãî èñïîëüçóþò
ñëåäóþùóþ èäåþ. Ïðåäïîëîæèì, íèêîìó äîñòîâåðíî íå èçâåñòíî, âûðàñ-
òåò àêòèâ èëè íåò. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åãî öåíà x â ìîìåíò èñïîëíåíèÿ, â
ñðåäíåì, äîëæíà áûòü òàêîé æå, êàê è ñåãîäíÿ x = x0. Îäíàêî, â ñèëó
âîëàòèëüíîñòè ðûíêà ñóùåñòâóåò ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé W (x) òî-
ãî, ÷òî x áóäåò èìåòü áîëüøåå èëè ìåíüøåå çíà÷åíèå, ÷åì x0. Áóäóùàÿ
ñòîèìîñòü call-îïöèîíà ðàâíà óñðåäíåíèþ âñåõ âîçìîæíûõ ðåàëèçàöèé
öåíû x â ìîìåíò èñòå÷åíèÿ êîíòðàêòà:

〈C〉 =

∞∫
0

C(x)W (x)dx =

xs∫
0

0W (x)dx+

∞∫
xs

(x− xs)W (x)dx. (8.10)

Òàê êàê äèàãðàììà ñòîèìîñòè îïöèîíà ïðè åãî èñòå÷åíèè ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ëîìàíóþ max(x− xs, 0), òî èíòåãðàë ðàçáèâàåòñÿ íà äâà, ïåðâûé
èç êîòîðûõ ðàâåí íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ call- è, àíàëîãè÷íî, äëÿ put-
îïöèîíîâ ñðåäíåå çíà÷åíèå ïðåìèé â ìîìåíò èñòå÷åíèÿ ðàâíî:

〈C〉 =

∞∫
xs

(x− xs)W (x)dx, 〈P 〉 =

xs∫
0

(xs − x)W (x)dx. (8.11)

Ïîäñòàíîâêà â (8.11) òîé èëè èíîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíî-
ñòåé áóäóùåé öåíû x áóäåò äàâàòü ðàçëè÷íûå ôîðìóëû âåëè÷èíû ïðåìèè.
Òàêèì îáðàçîì, ïðåìèÿ îïöèîíà äîëæíà ðàâíÿòüñÿ âåëè÷èíå, êîòîðàÿ
íå ïîçâîëÿåò íè ïîêóïàòåëþ, íè ïðîäàâöó â ñðåäíåì ïîëó÷èòü äîõîä.

xx0 xs

C(x)W(x)

xx0xs

P(x) W(x)

call option put option

Ïðè óâåëè÷åíèè ñòðàéêîâîé öåíû xs ëîìàíàÿ ëèíèÿ âíóòðåííåé ñòîè-
ìîñòè call-îïöèîíà C(x) = max(x − xs, 0) ñäâèãàåòñÿ âïðàâî. Ïîýòîìó
çíà÷åíèå èíòåãðàëà è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðåìèÿ ïàäàåò. Ïðè óìåíüøåíèè
xs, íàîáîðîò, â çîíó �äåéñòâèÿ� êîëîêîëà ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ W (x)
ïîïàäàåò ïðÿìàÿ x− xs, è ïðåìèÿ âîçðàñòàåò. Äëÿ put âñ¼ íàîáîðîò.
Àíàëîãè÷íî, ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ê äàòå èñòå÷åíèÿ íåîïðåäåë¼ííîñòü

áóäóùåé öåíû àêòèâà x (øèðèíà �êîëîêîëà�) óìåíüøàåòñÿ. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ïðåìèÿ call- è put- îïöèîíîâ óìåíüøàåòñÿ (ïðè íåèçìåííîì x).
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• Ïîíÿòíî, ÷òî, åñëè äî èñòå÷åíèÿ êîíòðàêòà åùå åñòü âðåìÿ, ñòîè-
ìîñòü îïöèîíà áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò åãî âíóòðåííåé ñòîèìîñòè (IV =
intrinsic value). Íàäáàâêà ê íåé çà ñ÷¼ò íåîïðåäåëåííîñòè çíà÷åíèÿ öåíû
àêòèâà â áóäóùåì íàçûâàåòñÿ âðåìåííîé ñòîèìîñòüþ îïöèîíà: (TV =
time value).

Ïðåìèÿ = Âíóòðåííÿÿ ñòîèìîñòü + Âðåìåííàÿ ñòîèìîñòü.

Ãðàôè÷åñêè ýòî ñîîòíîøåíèå ïðåäñòàâëåíî äâóìÿ îòðåçêàìè TV è IV íà
êðèâîé öåíû îïöèîíà â íåêîòîðûé ìîìåíò äî äàòû îêîí÷àíèÿ êîíòðàêòà:

xxs

C P

xxs

IV

TV

IV

TV

in-the moneyout-of-the money in-the money out-of-the money

Ãîâîðÿò, ÷òî call-îïöèîí íàõîäèòñÿ �â äåíüãàõ� (in-the money), åñëè òå-
êóùàÿ öåíà àêòèâà âûøå, ÷åì ñòðàéêîâàÿ x0 > xs, èíà÷å îïöèîí �âíå
äåíåã� (out-of-the money). Put-îïöèîí èìååò ïåðåâåðíóòóþ îòíîñèòåëüíî
xs äèàãðàììó ñòîèìîñòè, è åãî âëàäåëåö çàðàáàòûâàåò ïðè ïàäåíèè öåíû
àêòèâà, ïîýòîìó äëÿ íåãî òåðìèíîëîãèÿ îáðàòíàÿ.

• Âû÷òåì óðàâíåíèÿ (8.11) îäíî èç äðóãîãî è ââåä¼ì ñðåäíþþ öåíó
àêòèâà â áóäóùåì 〈x〉, êîòîðóþ íà �ýôôåêòèâíîì ðûíêå� îáû÷íî ïðåä-
ïîëàãàþò ðàâíîé òåêóùåìó çíà÷åíèþ 〈x〉 = x0. Òîãäà 〈x〉 + P − C = xs.
Ó÷¼ò ñòîèìîñòè äåíåã âíîñèò â ýòî ñîîòíîøåíèå íåêîòîðûå èçìåíåíèÿ.
Ñôîðìèðóåì ïîðòôåëü, êóïèâ àêöèþ çà x0, put-îïöèîí íà íå¼ +P , è

çàíÿâ êîðîòêóþ ïîçèöèþ ïî call-îïöèîíó �−C�. Ñòîèìîñòü òàêîãî ïîðò-
ôåëÿ x+P (x)−C(x) èçìåíÿåòñÿ c èçìåíåíèåì öåíû x, îäíàêî, íåçàâèñè-
ìî îò å¼ çíà÷åíèÿ, â ìîìåíò èñòå÷åíèÿ êîíòðàêòà ñòîèìîñòü ïîðòôåëÿ
áóäåò â òî÷íîñòè ðàâíà ñòðàéêîâîé êîòèðîâêå xs. Äåéñòâèòåëüíî:

x+ P − C =

{
x + 0 − (x− xs) = xs x > xs
x + (xs − x) − 0 = xs x < xs

.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ôîðìèðîâàíèè x+P−C ïîðòôåëÿ ìû â áóäóùåì, ÷å-
ðåç âðåìÿ τ , ãàðàíòèðîâàííî ïîëó÷èì xs. C ó÷¼òîì ñòîèìîñòè äåíåã r (l
C31) òàêîé àêòèâ äîëæåí ñåãîäíÿ ñòîèòü xse

−rτ . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ
ïðîñòîå ðàâíîâåñíîå ñîîòíîøåíèå:

x0 + P − C = xse
−rτ , (8.12)

êîòîðîå íàçûâàþò call-put ïàðèòåòîì (call-put parity):
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• ×óâñòâèòåëüíîñòü ïðåìèè (öåíû) îïöèîíà ê èçìåíåíèþ òåêóùåé êî-
òèðîâêè àêòèâà x0 è óìåíüøåíèþ âðåìåíè äî åãî èñòå÷åíèÿ õàðàêòåðè-
çóþò ñëåäóþùèå êîýôôèöèåíòû:

∆ =
∂C

∂x0
, Γ =

∂2C

∂x2
0

, Θ =
∂C

∂t
.

Çíàÿ çíà÷åíèÿ ∆ è Γ, ìîæíî îöåíèòü, íàñêîëüêî èçìåíèòñÿ öåíà îïöèîíà
ïðè íåáîëüøîì èçìåíåíèè êîòèðîâêè àêòèâà: x − x0. Äëÿ ýòîãî íåîáõî-
äèìî ðàçëîæèòü ïðåìèþ â ðÿä Òåéëîðà:

C(x) = C0 + ∆ · (x− x0) +
1

2
Γ · (x− x0)

2. (8.13)

Ïîäîáíàÿ íåëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü C(x) ïîçâîëÿåò côîðìèðîâàòü èç
îïöèîíà C è àêòèâà x ïîðòôåëü ñ îïðåäåë¼ííûìè ñâîéñòâàì. Êóïèì call-
îïöèîí (äàþùèé ïðàâî íà îäíó àêöèþ) è, âçÿâ â äîëã ∆ = ∂C/∂x0 øòóê
àêöèé, ïðîäàäèì èõ íà ðûíêå (çàéì¼ì êîðîòêóþ ïîçèöèþ). Ñòîèìîñòü
òàêîãî ïîðòôåëÿ ñîñòàâèò Π(x) = C(x)−∆ ·x. Åñëè öåíà àêöèé óâåëè÷è-
âàåòñÿ, òî êîðîòêàÿ ïîçèöèÿ ïðèíîñèò óáûòîê, îäíàêî ñòîèìîñòü îïöèîíà
ðàñò¼ò, êîìïåíñèðóÿ åãî.
Ïðè ìàëûõ îòêëîíåíèÿõ öåíû àêöèè x îò íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ x0 ïðå-

ìèÿ áóäåò ìåíÿòüñÿ ëèíåéíî: C(x) ≈ C0 + ∆ · (x − x0), à ñòîèìîñòü
ïîðòôåëÿ C −∆ · x áóäåò ïîñòîÿííîé, òàê êàê èçìåíåíèå ñòîèìîñòè îï-
öèîíà ïîëíîñòüþ êîìïåíñèðóåòñÿ èçìåíåíèåì êîðîòêîé ïîçèöèè. Äåëü-
òà åäèíèö ïðîäàííîãî àêòèâà íà êàæäûé îïöèîí íàçûâàåòñÿ ïðàâèëîì
äåëüòà-õåäæèðîâàíèÿ.
Ðàññìîòðèì, êàê èçìåíèòñÿ ñòîèìîñòü òàêîãî ïîðòôåëÿ ïðè ó÷¼òå êî-

ýôôèöèåíòà Γ. Åñëè ñïóñòÿ âðåìÿ τ ïîñëå ôîðìèðîâàíèÿ ïîðòôåëÿ öåíà
àêöèè èçìåíèëàñü ñ x0 äî x, òî äîõîä R(x, τ) = Π(x) − Π(x0) äåëüòà-
íåéòðàëüíîãî ïîðòôåëÿ ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä Òåéëîðà ïî èçìåíåíèþ
öåíû è âðåìåíè:

R(x, τ) =
Γ

2
· (x− x0)

2 −Θ · τ.

×åì áîëåå ñèëüíûå êîëåáàíèÿ ïðîèñõîäÿò íà ðûíêå (â ëþáóþ ñòîðîíó!),
òåì áîëüøèé äîõîä ìû ïîëó÷àåì. Îäíàêî, åñëè öåíà àêòèâà íå èçìåíÿåò-
ñÿ (x ≈ x0), òî öåíà îïöèîíà óìåíüøàåòñÿ, è ñî âðåìåíåì ýòîò ïîðòôåëü
áóäåò ïðèíîñèòü óáûòîê (ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå).
Ïóñòü íà ðûíêå îæèäàþòñÿ âàæíûå íîâîñòè, íî, ïðèâåäóò ëè îíè ê

ðîñòó èëè ïàäåíèþ, çàðàíåå íå èçâåñòíî. Îäíàêî, åñëè åñòü óâåðåííîñòü
â íåèçáåæíîñòè ¨̂ ñóùåñòâåííîãî äâèæåíèÿ öåíû, ìîæíî ïîñòðîèòü ∆-
íåéòðàëüíûé ïîðòôåëü è ïîëó÷èòü ïðèáûëü. Ïîäîáíàÿ ñòðàòåãèÿ íàçû-
âàåòñÿ âåðîÿòíîñòíûì àðáèòðàæîì.
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8.6 Ôîðìóëà Áëýêà-Øîóëçà

• Íàéä¼ì çíà÷åíèå ïðåìèè åâðîïåéñêîãî îïöèîíà â ðàìêàõ ìîäåëè ëî-
ãàðèôìè÷åñêîãî áëóæäàíèÿ:

xn = xn−1 exp(rn) = x0 exp(r1 + r2 + ...+ rn) = x0 exp(r). (8.14)

Åñëè èòîãîâàÿ äîõîäíîñòü ÷åðåç n òîðãîâûõ äíåé ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì
÷èñëîì ñ ãàóññîâûì ðàñïðåäåëåíèåì r = µ + σε, òî ðàñïðåäåëåíèå äëÿ
öåíû áóäåò ëîãíîðìàëüíûì (ñòð. 17):

WL(x) =
1

xσ
√

2π
exp

[
−(ln(x/x0)− µ)2

2σ2

]
.

Âîëàòèëüíîñòü ñî âðåìåíåì óâåëè÷èâàåòñÿ σ = σ0

√
τ , ãäå σ0 � âîëàòèëü-

íîñòü åäèíèöû âðåìåíè. Åñëè τ èçìåðÿåòñÿ â äîëÿõ ãîäà, òî σ0 áóäåò
ãîäîâîé âîëàòèëüíîñòüþ äîõîäíîñòè.
ÏîäñòàâëÿÿWL(x) â (8.11) è ïðîâîäÿ èíòåãðèðîâàíèå (l H49) äëÿ ñðåä-

íåé öåíû call îïöèîíà â ìîìåíò åãî èñòå÷åíèÿ, ïîëó÷àåì:

〈C〉 = x̄F

[
1

σ
ln

(
x̄

xs

)
+
σ

2

]
− xsF

[
1

σ
ln

(
x̄

xs

)
− σ

2

]
, (8.15)

ãäå x̄ = 〈x〉 = x0e
µ+σ2/2 � ñðåäíåå çíà÷åíèå öåíû, à F (z) � èíòåãðàëüíîå

íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå (1.12), ñòð. 16. Àíàëîãè÷íî íàõîäèòñÿ öåíà
ïðåìèè put-îïöèîíà. Â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî ïðîñòî ïåðåñòàâèòü ìå-
ñòàìè xs è x̄.
Äëÿ äèíàìèêè àêòèâà, ëåæàùåãî â îñíîâå îïöèîíà, ìîæíî çàêëàäû-

âàòü ðàçëè÷íûå ïàðàìåòðû ñíîñà µ (äîõîäíîñòè) è âîëàòèëüíîñòè σ. Îä-
íàêî îáû÷íî ñ÷èòàþò, ÷òî íà ýôôåêòèâíîì ðûíêå ñðåäíåå áóäóùåé öåíû
ðàâíÿåòñÿ òåêóùåìó çíà÷åíèþ x̄ = x0.
Åñëè ó÷èòûâàåòñÿ ñòîèìîñòü çàèìñòâîâàíèÿ (âðåìåííàÿ ñòîèìîñòü äå-

íåã) (l C31), òî íåîáõîäèìû íåêîòîðûå èçìåíåíèÿ. Ïóñòü àêòèâ ãàðàíòè-
ðîâàííî èëè â ñðåäíåì ÷åðåç âðåìÿ τ áóäåò ñòîèòü 〈x〉. Òîãäà ñåãîäíÿ ñ
ó÷¼òîì ïðîöåíòíîé ñòàâêè r îí äîëæåí ñòîèòü x0 = 〈x〉 e−rτ . Àíàëîãè÷-
íî äëÿ öåíû îïöèîíà: C = 〈C〉 e−rτ . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì èçâåñòíóþ
ôîðìóëó Ôèøåðà Áëýêà è Ìàéðîíà Øîóëçà:

C = x0F

[
1

σ
ln

(
x0 e

rτ

xs

)
+
σ

2

]
− xse−rτF

[
1

σ
ln

(
x0 e

rτ

xs

)
− σ

2

]
.

Îíà áûëà âûâåäåíà â 1973 ã., â ãîä îòêðûòèÿ öåíòðàëèçîâàííîé ïëîùàä-
êè ïî òîðãîâëå îïöèîíàìè â ×èêàãî (CBOE). Ðàññìîòðèì åù¼ îäèí ïîä-
õîä ê å¼ âûâîäó, êîòîðûé, ê òîìó æå, áóäåò ïðèìåíèì è ê àìåðèêàíñêèì
îïöèîíàì.
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• Åñëè öåíà x àêòèâà, ëåæàùåãî â îñíîâå îïöèîííîãî êîíòðàêòà, èñ-
ïûòûâàåò ëîãàðèôìè÷åñêîå áëóæäàíèå (ñòð. 58):

dx = µx dt+ σ x δW,

òî ïðåìèÿ îïöèîíà C = C(x, t) òàêæå îêàçûâàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêîé âåëè-
÷èíîé. Å¼ èçìåíåíèå, â ñèëó ëåììû Èòî (2.15, ñòð. 55), ðàâíî:

dC =

[
∂C

∂t
+ µx

∂C

∂x
+
σ2 x2

2

∂2C

∂x2

]
dt+ σ x

∂C

∂x
δW.

Ïóñòü ñôîðìèðîâàí äåëüòà-õåäæèðîâàííûé ïîðòôåëü, ñîñòîÿùèé èç âû-
ïèñàííîãî (ïðîäàííîãî) call-îïöèîíà ñ ïðåìèåé C è êóïëåííûõ ∆ åäèíèö
áàçîâîãî àêòèâà (íàïðèìåð, àêöèè), ãäå ∆ = ∂C/∂x. Ðåçóëüòèðóþùèé
ïîðòôåëü:

Π(x, t) = ∆ · x− C(x, t) (8.16)

ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé öåíû àêòèâà x è òåêóùåãî âðåìåíè t.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè ìàëûõ èçìåíåíèÿõ öåí êîýôôèöèåíò ∆ ÿâëÿ-
åòñÿ ïîñòîÿííûì. Òîãäà èçìåíåíèå ñòîèìîñòè ïîðòôåëÿ ðàâíî:

dΠ = ∆ · dx− dC.

Ôàêòè÷åñêè, ìû êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ïåðåôîðìèðîâûâàåì ïîðòôåëü,
êóïèâ ∆ àêöèé. Ïîñëå èçìåíåíèÿ öåí dx, dC âûáèðàåòñÿ íîâàÿ ∆, è ò.ä.

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ äëÿ dx è dC, ìû ïîëó÷èì èçìåíåíèå ñòîèìî-
ñòè ïîðòôåëÿ, êîòîðîå íå çàâèñèò îò ñòîõàñòè÷åñêîé ïåðåìåííîé δW è
ñíîñà µ. Åñëè íåêîòîðûé ïîðòôåëü ãàðàíòèðîâàííî óâåëè÷èâàåò ñâîþ
ñòîèìîñòü, òî íà ýôôåêòèâíîì ðûíêå ýòîò ðîñò äîëæåí áûòü ýêâèâàëåí-
òåí èçìåíåíèþ áàíêîâñêîãî äåïîçèòà Πrdt ñ íà÷àëüíîé ñóììîé Π:

dΠ = −
[
∂C

∂t
+
σ2x2

2

∂2C

∂x2

]
dt = Πrdt.

Åñëè â ïðàâóþ ÷àñòü ïîäñòàâèòü Π èç (8.16) è ïåðåéòè êî âðåìåíè, îñòàâ-
øåìóñÿ äî èñòå÷åíèÿ îïöèîíà τ = T − t, òî ïîëó÷èòñÿ óðàâíåíèå Áëýêà-
Øîóëçà:

∂C

∂τ
+ rC =

σ2

2
x2 ∂

2C

∂x2
+ rx

∂C

∂x
. (8.17)

Äëÿ åãî ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî çàäàòü íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ.
Èìåííî ðàçëè÷íûé èõ âûáîð ïðèâîäèò ê îòëè÷àþùèìñÿ ðåçóëüòàòàì äëÿ
îïöèîíîâ åâðîïåéñêîãî è àìåðèêàíñêîãî òèïà.
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• Ðåøèì (8.17) äëÿ îïöèîíîâ åâðîïåéñêîãî òèïà. �Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ�
ïðè τ = 0 (òî÷íåå, �êîíå÷íûå� â ìîìåíò èñòå÷åíèÿ) èìåþò âèä:

C(x, 0) = max(x− xs, 0). (8.18)

Â óðàâíåíèè (8.17) ñòîèò èçáàâèòüñÿ îò ìíîæèòåëåé x ïðè ïðîèçâîäíûõ.
Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ïåðåéòè ê ïåðåìåíîé y = lnx. Ñëåäóþùàÿ çàìåíà
C = eαy+βτU(y, τ), ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå êîíñòàíò α è β, ïîçâîëÿåò
èçáàâèòüñÿ îò ÷ëåíà ñ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ïî y, ïðîïîðöèîíàëüíîãî U .
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè (l H50):

∂U

∂τ
=
σ2

2

∂2U

∂y2
.

Ìû âèäåëè (ñòð. 108), ÷òî åãî ÷àñòíûì ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ãàóññèàíà:

P (y, τ ; y0) =
1

σ
√

2πτ
exp

(
−(y − y0)

2

2σ2τ

)
.

Îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ â âèäå ñóììû ÷àñòíûõ
ðåøåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçëè÷íûì çíà÷åíèÿì y0:

U(y, τ) =

∞∫
−∞

u(y0)P (y, τ ; y0)dy0. (8.19)

Ôóíêöèÿ P (y, τ ; y0) èìååò åäèíñòâåííûé ìàêñèìóì â òî÷êå y = y0. Åãî
çíà÷åíèå P (y0, τ ; y0) = 1/σ

√
2πτ ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè τ → 0.

Øèðèíà �êîëîêîëà� P (y, τ ; y0) ïðè ýòîì ñòðåìèòñÿ ê íóëþ (δ - ôóíêöèÿ
Äèðàêà, ñòð. 315). Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ðåøåíèå â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè (ïðè τ = 0) ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé u(x):

U(y, 0) =

∞∫
−∞

u(y0)δ(y − y0)dy0 = u(y).

Ïîýòîìó u(y) èìååò ñìûñë íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè U(y, τ = 0).

Ñ ó÷¼òîì ïðîäåëàííûõ çàìåí: U(y, τ) = e−αy−βτC(ey, τ) íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ (8.18) âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

u(y) = U(y, 0) = e−αy max(ey − xs, 0).

Ïîäñòàâëÿÿ u(y) è ãàóññîâó ïëîòíîñòü P (y, τ ; y0) â îáùåå ðåøåíèå (8.19),
ìû ïîëó÷èì ôîðìóëó Áëýêà-Øîóëçà (l H50)
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• Äëÿ îïöèîíîâ àìåðèêàíñêîãî òèïà ñèòóàöèÿ ñëîæíåå. Êðîìå íà÷àëü-
íûõ óñëîâèé (8.18), íåîáõîäèìî òàêæå ó÷èòûâàòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ.
Àìåðèêàíñêèé call-îïöèîí, â îòëè÷èå îò åâðîïåéñêîãî, íå ìîæåò ñòîèòü
ìåíüøå ñâîåé âíóòðåííåé ñòîèìîñòè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå åãî ìîæíî êó-
ïèòü çà C è, ñðàçó èñïîëíèâ ïî ñòðàéêîâîé öåíå xs, ïîëó÷èòü ãàðàíòèðî-
âàííûé äîõîä (x− xs)− C. Ïðåìèÿ åâðîïåéñêîãî put-îïöèîíà ïðè áîëü-
øèõ ïðîöåíòíûõ ñòàâêàõ è x0 < xs, íàîáîðîò, ìîæåò îïóñêàòüñÿ íèæå
âíóòðåííåé ñòîèìîñòè (l C32).

Ïîýòîìó â ñëó÷àå àìåðèêàíñêîãî îïöèîíà ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ (8.17)
íåîáõîäèìî âñ¼ âðåìÿ ñëåäèòü çà òåì, ÷òîáû ïðåìèÿ áûëà âûøå âíóòðåí-
íåé ñòîèìîñòè. Ýòà ïðîöåäóðà íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé ñî ñâîáîäíûìè îãðà-
íè÷åíèÿìè (free boundary problem). Îáû÷íî îíà ðåøàåòñÿ ÷èñëåííî íà
äèñêðåòíîé ðåø¼òêå (x, τ). Äðóãîé ïîäõîä � èñïîëüçîâàíèå áèíîìèàëü-
íîé ìîäåëè ýâîëþöèè öåíû, â êîòîðîé èç äàííîãî ñîñòîÿíèÿ âîçìîæíû
òîëüêî äâà ïåðåõîäà � ââåðõ è âíèç.

• Âîëàòèëüíîñòü äîõîäíîñòè öåíû àêòèâà, ëåæàùåãî â îñíîâå îïöèîíà,
ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì ïàðàìåòðîì, êîòîðûé îïðåäåëÿåò åãî ñòîèìîñòü. Ðàç-
ëè÷àþò èñòîðè÷åñêóþ è ïîäðàçóìåâàåìóþ (implied) âîëàòèëüíîñòü. Ïåð-
âàÿ âû÷èñëÿåòñÿ íà îñíîâàíèè èñòîðè÷åñêèõ äàííûõ, à âòîðóþ ðûíîê çà-
êëàäûâàåò â îïöèîííûå ôîðìóëû, ñòàðàÿñü ñäåëàòü íåêîòîðûé ïðîãíîç
áóäóùåé âîëàòèëüíîñòè. Ïîäðàçóìåâàåìàÿ âîëàòèëüíîñòü ìîæåò áûòü
âîññòàíîâëåíà èç öåí ðàçëè÷íûõ îïöèîíîâ. Íà áèðæå CBOE âû÷èñëÿåò-
ñÿ äàæå èíäåêñ ïîäðàçóìåâàåìîé âîëàòèëüíîñòè VIX.

Îáû÷íî ïîäðàçóìåâàåìàÿ âîëàòèëüíîñòü íåñêîëüêî âîçðàñòàåò ïðè îò-
êëîíåíèÿõ öåíû èñïîëíåíèÿ xs îò òåêóùåé öåíû àêòèâà x0, îáðàçóÿ ïà-
ðàáîëîïîäîáíóþ çàâèñèìîñòü σ(xs), íà ïðîôåññèîíàëüíîì æàðãîíå èìå-
íóåìóþ êðèâîé óëûáêè.

• Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå Áëýêà-
Øîóëçà è îäíîèì¼ííàÿ ôîðìóëà äëÿ öåíû îïöèîíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ìîäåëü, áàçèðóþùóþñÿ íà ðÿäå äîïóùåíèé. Ïðåæäå âñåãî, ïðåäïîëàãà-
åòñÿ, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå èçìåíåíèé öåíû ÿâëÿåòñÿ ëîãíîðìàëüíûì è ñòà-
öèîíàðíûì. Åñëè ñòàòèñòè÷åñêèå ïàðàìåòðû äèíàìèêè öåí (â ïåðâóþ
î÷åðåäü, âîëàòèëüíîñòü) íå èçìåíÿþòñÿ, òî äîõîäíîñòè äåéñòâèòåëüíî
èìåþò áëèçêîå ê íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèå. Îäíàêî ðåàëüíûå ôèíàí-
ñîâûå ðûíêè íåñòàöèîíàðíû, âîëàòèëüíîñòü èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì, è
ïðîñòîå ëîãàðèôìè÷åñêîå áëóæäàíèå îêàçûâàåòñÿ î÷åíü ãðóáûì ïðèáëè-
æåíèåì ê ðåàëüíîñòè. Âî-âòîðûõ, íåïðåðûâíîå ïåðåñòðàèâàíèå ïîðòôå-
ëÿ äëÿ âûïîëíåíèÿ ∆-õåäæèðîâàíèÿ íà ñàìîì äåëå çàòðóäíåíî çàìåòíîé
ðàçíèöåé ìåæäó êîòèðîâêàìè bid è ask ó ìàðêåò-ìåéêåðîâ.
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8.7 Êðèâàÿ äîõîäíîñòè

• Ïóñòü B(τ, t) � ýòî ñòîèìîñòü áåñêóïîííîé îáëèãàöèè (âåêñåëÿ) â
ìîìåíò âðåìåíè t ñ äàòîé ïîãàøåíèÿ te, ò.å. ÷åðåç èíòåðâàë τ = te − t.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî å¼ íîìèíàëüíàÿ ñòîèìîñòü ðàâíà åäèíèöå, è, ñëåäî-
âàòåëüíî, B(0, te) = 1. Áåñêóïîííàÿ îáëèãàöèÿ ýêâèâàëåíòíà äåïîçèòó
ñ åäèíè÷íîé ñòîèìîñòüþ â êîíöå. Ôóíêöèÿ B(τ, t) ïðè ýòîì îáîçíà÷à-
åò ñóììó B(τ, t) < 1, êîòîðóþ íåîáõîäèìî ðàçìåñòèòü íà äåïîçèòå ïîä
ñòàâêó r(τ, t), ÷òîáû ÷åðåç âðåìÿ τ åãî âåëè÷èíà ðàâíÿëàñü åäèíèöå.

Ïðîöåíòíûé äîõîä îáëèãàöèè â ìîìåíò âðåìåíè t ðàâåí:

B(τ, t) = e−r(τ,t) τ => r(τ, t) = −1

τ
lnB(τ, t).

Ôóíêöèÿ äâóõ àðãóìåíòîâ r(τ, t) ÿâëÿåòñÿ ñòàâêîé çàèìñòâîâàíèÿ íà
ñðîê τ = te−t â ìîìåíò âðåìåíè t. Ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ t ê äàòå ïîãàøå-
íèÿ te ñòîèìîñòü îáëèãàöèè âîçðàñòàåò, ñòðåìÿñü ê ñâîåìó íîìèíàëüíîìó
çíà÷åíèþ, íî äåëàåò ýòî íåðàâíîìåðíî, òàê êàê ìîæåò èçìåíÿòüñÿ è ñòàâ-
êà.

• Â ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè t ôóíêöèÿ rτ = r(τ, t), çàâèñÿ-
ùàÿ îò âðåìåíè äî èñòå÷åíèÿ τ , íàçûâàåòñÿ êðèâîé äîõîäíîñòè (yield
curve). Îíà îïðåäåëÿåò âðåìåííóþ ñòðóêòóðó ïðîöåíòíûõ ñòàâîê (term
structure of interest rates). Åñëè íà ðûíêå ïðèñóòñòâóþò îáëèãàöèè (äåïî-
çèòû) ñ ðàçëè÷íûìè äëèòåëüíîñòÿìè îáðàùåíèÿ τ1, τ2, .., òî, âû÷èñëÿÿ èõ
ýôôåêòèâíûå äîõîäíîñòè, ìû ïîëó÷èì, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷íûå çíà÷å-
íèÿ ïðîöåíòíûõ ñòàâîê r1, r2, ... Èõ ñîâîêóïíîñòü è ôîðìèðóåò êðèâóþ
äîõîäíîñòè rτ .

Êðèâàÿ äîõîäíîñòè ïîñòîÿííî èçìåíÿåòñÿ rτ = rτ(t). Îíà ìîæåò ñäâè-
ãàòüñÿ ââåðõ èëè âíèç, êîãäà âñå ñòàâêè èçìåíÿþòñÿ íà îäíó âåëè÷èíó,
èëè îïðåäåë¼ííûì îáðàçîì èçãèáàòüñÿ. Ïðîãíîçèðîâàíèå ôîðìû êðèâîé
äîõîäíîñòè ÿâëÿåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî âàæíîé çàäà÷åé äëÿ âñåõ ó÷àñòíè-
êîâ ôèíàíñîâûõ ðûíêîâ.

• Êðàòêîñðî÷íîé ïðîöåíòíîé ñòàâêîé (short term rate) r0(t) íàçû-
âàþò çíà÷åíèå ïðîöåíòíîé ñòàâêè â ìîìåíò âðåìåíè t ñ èñòå÷åíèåì äå-
ïîçèòà �òóò æå�: r0(t) = r(0, t). Åñòåñòâåííî, ìãíîâåííûõ äåïîçèòîâ íå
áûâàåò, îäíàêî, åñëè àïïðîêñèìèðîâàòü ðåàëüíûå äàííûå äëÿ çíà÷åíèé
rτ íåêîòîðîé ãëàäêîé ôóíêöèåé, òî îáû÷íî îíà èìååò íåíóëåâîå çíà÷å-
íèå â òî÷êå τ = 0. Õîðîøèì àíàëîãîì êðàòêîñðî÷íûõ ñòàâîê ÿâëÿåòñÿ
ðûíîê áàíêîâñêèõ íî÷íûõ çàèìñòâîâàíèé äëÿ ïîääåðæàíèÿ ðåçåðâíûõ
òðåáîâàíèé Íàöèîíàëüíîãî áàíêà.
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• Ðàññìîòðèì ïðèìåð ïðîñòîé îäíîôàêòîðíîé ìîäåëè îïèñàíèÿ êðè-
âîé äîõîäíîñòè. Â íåé ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äèíàìèêà öåí B(t, te) âåêñåëÿ
ñ äàòîé èñòå÷åíèÿ te ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ äèíàìèêîé êðàòêîñðî÷íîé
ñòàâêè r0(t) = r(0, t). Îíà ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ôàêòîðîì, çàäàþùèì
êðèâóþ äîõîäíîñòè. Íàïîìíþ, ÷òî, åñëè íàì èçâåñòíà ôóíêöèÿ äâóõ àð-
ãóìåíòîâ B(t, te), òî ôàêòè÷åñêè èçâåñòíû è ôîðìà êðèâîé äîõîäíîñòè
rτ(t) = r(τ, t), ãäå τ = te − t, è å¼ ýâîëþöèÿ t.
Ðàññìîòðèì ïîðòôåëü, ñîñòîÿùèé èç äâóõ áåñêóïîííûõ îáëèãàöèé ñ

äàòàìè ïîãàøåíèÿ t1 è t2. Ïóñòü îòíîøåíèå ñóììû, íà êîòîðóþ êóïëåí
ïåðâûé âåêñåëü B1 = B(t, t1), êî âòîðîìó B2 = B(t, t2) ðàâíî êîýôôèöè-
åíòó ν. Ïðè ýòîì âòîðîé âåêñåëü ïðîäàí (êóïëåí â êîðîòêóþ). Â ñëó÷àå
áàíêà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü âûäàííûé êðåäèò ñî ñðîêîì τ1 = t1 − t è
ïîëó÷åííûé äåïîçèò íà τ2 = t2 − t. Ñóììàðíûé ïîðòôåëü ðàâåí:

Π = B1 − ν B2.

Â ðàìêàõ îäíîôàêòîðíîé ìîäåëè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñòîèìîñòü îáëè-
ãàöèé çàâèñèò îò êðàòêîñðî÷íîé ïðîöåíòíîé ñòàâêè B = B(r0, t − te),
êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîä÷èíÿåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêîìó ïðîöåññó:

dr0 = µ(r0, t) dt+ σ(r0, t) δW.

Â ýòîì ñëó÷àå ñòîèìîñòü ïîðòôåëÿ òàêæå áóäåò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, è
â ñèëó ëåììû Èòî åãî èçìåíåíèå ðàâíî:

dΠ =

[
∂B1

∂t
+ µ(r0, t)

∂B1

∂r0
+
σ2(r0, t)

2

∂2B1

∂r2
0

]
dt+ σ(r0, t)

∂B1

∂r0
δW

− ν

[
∂B2

∂t
+ µ(r0, t)

∂B2

∂r0
+
σ2(r0, t)

2

∂2B2

∂r2
0

]
dt− ν σ(r0, t)

∂B2

∂r0
δW.

Âûáåðåì äîëþ ν òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû èçìåíåíèå ïîðòôåëÿ íå çàâè-
ñåëî îò ñòîõàñòè÷åñêîé êîìïîíåíòû δW :

∂B1

∂r0
= ν

∂B2

∂r0
. (8.20)

Òîãäà ÷ëåíû, ïðîïîðöèîíàëüíûå δW , ñîêðàòÿòñÿ, è äèíàìèêà ïîðòôåëÿ
îêàæåòñÿ ïîëíîñòüþ äåòåðìèíèðîâàííîé. Åñëè öåíà íåêîòîðîãî áåçðèñ-
êîâîãî àêòèâà (â íàøåì ñëó÷àå ïîðòôåëÿ èç äâóõ îáëèãàöèé) ãàðàíòèðî-
âàííî èçìåíÿåòñÿ íà dΠ:

dΠ = r0(t) Π dt,

òî ýòî èçìåíåíèå ïðîïîðöèîíàëüíî êðàòêîñðî÷íîé ïðîöåíòíîé ñòàâêå.
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Ïðèðàâíÿåì ëåâûå ÷àñòè ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ è óðàâíåíèÿ, ïîëó÷åííîãî
ïî ëåììå Èòî, ïîäñòàâèâ çíà÷åíèå äëÿ ν (8.20):

∂B1

∂t
+ µ

∂B1

∂r0
+
σ2

2

∂2B1

∂r2
0

− r0B1

∂B1

∂r0

=

∂B2

∂t
+ µ

∂B2

∂r0
+
σ2

2

∂2B2

∂r2
0

− r0B2

∂B2

∂r0

.

Ëåâàÿ ÷àñòü âûðàæåíèÿ çàâèñèò îò t1, à ïðàâàÿ � îò t2. Îáå ýòè äàòû
íåçàâèñèìû, ïîýòîìó óðàâíåíèå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ, åñëè åãî ÷àñòè ðàâ-
íû íåêîòîðîé ôóíêöèè, êîòîðàÿ íå çàâèñèò îò âðåìåíè èñòå÷åíèÿ îáëè-
ãàöèè. Å¼ ïðèíÿòî âûáèðàòü ïðîïîðöèîíàëüíîé ôóíêöèè σ, â ñëåäóþùåì
âèäå λ(r0, t)σ(r0, t). Ïîýòîìó îêîí÷àòåëüíî èìååì:

∂B

∂t
+
(
µ− λσ

) ∂B
∂r0

+
σ2

2

∂2B

∂r2
0

− r0B = 0 , (8.21)

ãäå B = B(r0, t, te), µ = ν(r0, t), σ = σ(r0, t) è λ = λ(r0, t). Ýòî óðàâíåíèå
îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ ôóíêöèÿìè � âîëàòèëüíîñòüþ ïðîöåíòíîé ñòàâ-
êè σ(r0, t) è ñíîñîì ñ óñòðàí¼ííûì ðèñêîì (risk adjusted drift): µ(r0, t)−
λ(r0, t)σ(r0, t). Ïîñëå èõ çàäàíèÿ ìîæíî îïðåäåëèòü çàâèñèìîñòü îò âðå-
ìåíè îáëèãàöèè ñ ïðîèçâîëüíîé äàòîé èñòå÷åíèÿ te, à, ñëåäîâàòåëüíî, è
êðèâóþ äîõîäíîñòè. Å¼ ôîðìà áóäåò ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿòüñÿ îäíîé òî÷-
êîé � òåêóùèì çíà÷åíèåì êðàòêîñðî÷íîé ïðîöåíòíîé ñòàâêè r0.

Äëÿ ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ òðåáóåòñÿ çàäàíèå íà-
÷àëüíîãî óñëîâèÿ. Â ñëó÷àå ñ îáëèãàöèåé îíî âûáèðàåòñÿ â ñëåäóþùåì
âèäå: B(r0, te, te) = 1, òàê êàê â ìîìåíò èñòå÷åíèÿ ñòîèìîñòü îáëèãàöèè
ðàâíÿåòñÿ åäèíèöå.

Çàìåòèì, ÷òî â ïðèâåäåííûõ âûøå ðàññóæäåíèÿõ ôóíêöèÿ B, âîîáùå
ãîâîðÿ, ìîãëà áûòü öåíîé ñàìûõ ðàçíîîáðàçíûõ ôèíàíñîâûõ èíñòðóìåí-
òîâ, ïîâåäåíèå êîòîðûõ òåñíî ñâÿçàíî ñ ïîâåäåíèåì ïðîöåíòíîé ñòàâêè.
Íàïðèìåð, ýòî ìîæåò áûòü êîëë-îïöèîí íà êðàòêîñðî÷íóþ ïðîöåíòíóþ
ñòàâêó ñ äàòîé èñòå÷åíèÿ te è ñòðàéêîâîé öåíîé K. Äëÿ íåãî íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ áóäóò èìåòü ñëåäóþùèé âèä: B(r0, te, te) = max(r0(te)−K, 0). Â
ñëó÷àå ñ îïöèîíàìè àìåðèêàíñêîãî òèïà, êðîìå ýòîãî, íåîáõîäèìî íàêëà-
äûâàòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ.

Íåñìîòðÿ íà �òåîðåòè÷åñêèé� õàðàêòåð ðàññìîòðåíèÿ äèíàìèêè êðè-
âîé äîõîäíîñòè, ìû èìååì ñóùåñòâåííî ôåíîìåíîëîãè÷åñêóþ ñîñòàâëÿþ-
ùóþ â ëèöå íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé, ÿâëÿþùèõñÿ êîýôôèöèåíòàìè â óðàâ-
íåíèè (8.21). Ðàññìîòðèì îäèí èç ïðèìåðîâ èõ âûáîðà.
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• Èçâåñòíàÿ ìîäåëü Âàñè÷êà (Vasicek, 1977) ïîëó÷àåòñÿ, åñëè çàäàòü
ñòîõàñòè÷åñêóþ äèíàìèêó äëÿ áëóæäàíèÿ êðàòêîñðî÷íîé ïðîöåíòíîé
ñòàâêè â âèäå ïðîöåññà Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà (ñòð. 60):

dr0 = −β · (r0 − α) dt+ σ δW,

ãäå α, β, σ � êîíñòàíòû ìîäåëè. Â ðàìêàõ ìîäåëè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
ôóíêöèÿ λ(r0, t) = λ òàêæå ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé. Â ðåçóëüòàòå
óðàâíåíèå äëÿ öåíû îáëèãàöèè:

∂B

∂t
+
(
γ − β r0

) ∂B
∂r0

+
σ2

2

∂2B

∂r2
0

− r0B = 0 (8.22)

çàâèñèò îò òð¼õ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè β, σ, γ = βα − λσ è �íà÷àëüíîãî�
óñëîâèÿ B(te, te) = 1 (l C33).

Ïåðåéä¼ì ê âðåìåíè τ = te − t, îñòàâøåìóñÿ äî èñòå÷åíèÿ îáëèãàöèè,
è ââåä¼ì ïðîöåíòíóþ ñòàâêó B(r0, τ) = e−r(r0,τ) τ , êîòîðàÿ àññîöèèðóåò-
ñÿ ñ äàííîé îáëèãàöèåé (êðèâóþ äîõîäíîñòè). Ýòà êðèâàÿ îïðåäåëÿåòñÿ
åäèíñòâåííûì ôàêòîðîì r(r0, τ) � êðàòêîñðî÷íîé ïðîöåíòíîé ñòàâêîé. Â
ðåçóëüòàòå:

∂r

∂τ
−
(
γ − β r0

) ∂r
∂r0

+
σ2τ

2

(
∂r

∂r0

)2

− σ2

2

∂2r

∂r2
0

+
r − r0

τ
= 0. (8.23)

Ïðè ðåøåíèè ýòîãî óðàâíåíèÿ íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü �íà÷àëüíîå� óñëî-
âèå r(r0, 0) = r0, èìåþùåå ñìûñë ðàâåíñòâà ïðîöåíòíîé ñòàâêè å¼ êðàòêî-
ñðî÷íîìó çíà÷åíèþ, êîãäà äî èñòå÷åíèÿ îáëèãàöèè âðåìåíè óæå íå îñòà-
ëîñü. Ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
(8.23) ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

r(r0, τ) =
1

τ

[
r0 b(τ) +

(
τ − b(τ)

)
r∞ +

σ2

4β
b2(τ)

]
, (8.24)

ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ r∞ = γ/β − σ2/2β2 è:

b(τ) =
1

β

(
1− e−β τ

)
. (8.25)

Ïðè ìàëûõ τ ñïðàâåäëèâî ïðèáëèæ¼ííîå ñîîòíîøåíèå b(τ) ≈ τ .

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ðåøåíèå (8.24) óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíîìó óñëî-
âèþ r(r0, 0) = r0, à ïðè τ →∞ ðàâíÿåòñÿ r(r0,∞) = r∞. Â äàííîé ìîäåëè
óëüòðàäîëãîñðî÷íàÿ ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà r∞ íå çàâèñèò îò òåêóùåãî çíà÷å-
íèÿ êðàòêîñðî÷íîé ñòàâêè r0 è îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî å¼ ñòîõàñòè÷åñêèìè
ïàðàìåòðàìè σ, β, α è êîíñòàíòîé λ.
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Ãëàâà 9

Êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå

Èíîãäà ìîäåëèðîâàíèå íà êîìïüþòåðå ïîâåäåíèÿ ñëîæíûõ ñòîõàñòè-
÷åñêèõ ñèñòåì � åäèíñòâåííûé ñïîñîá èõ èññëåäîâàòü. Ýòà ãëàâà ðàññ÷è-
òàíà íà ×èòàòåëÿ, êîòîðûé ëþáèò íå òîëüêî ôîðìóëû, íî è àëãîðèòìû.
Ïðîãðàììèðîâàíèå � ëèøü çàïèñü íà î÷åíü îãðàíè÷åííîì è ôîðìàëèçî-
âàííîì àíãëèéñêîì ÿçûêå ÷¼òêî ôèêñèðîâàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåé-
ñòâèé. Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîæåò áûòü âûïîëíåíà ÷åëîâåêîì, êîì-
ïüþòåðîì èëè èíîïëàíåòÿíèíîì. Ëþáàÿ èç ïðîãðàìì ëåãêî ïåðåâîäèòñÿ
íà ÷åëîâå÷åñêèé ÿçûê, îäíàêî ðåçóëüòàò áóäåò çàíèìàòü áîëüøå ìåñòà è,
â ñèëó íåîäíîçíà÷íîñòè åñòåñòâåííîãî ÿçûêà, ìîæåò èìåòü ìíîæåñòâåí-
íîå òîëêîâàíèå. Ãëàâà íå ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ îáó÷åíèÿ ïðîãðàììèðîâà-
íèþ íà ÿçûêå C++. Äëÿ ýòîãî ëó÷øå îáðàòèòüñÿ ê ëþáîìó èç ìíîãî-
÷èñëåííûõ ïîñîáèé. Â òî æå âðåìÿ ìû ïî õîäó äåëà áóäåì ïðèâîäèòü
íåêîòîðûå îñîáåííîñòè C++, êîòîðûå ïîìîãóò ÷òåíèþ òåêñòà ïðîãðàìì.

233
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9.1 Îñíîâû ÿçûêà C++

Êîìïüþòåð îïåðèðóåò ñ öåëûìè (int) è âåùåñòâåííûìè (�oat) ÷èñ-
ëàìè. Êàæäîå ÷èñëî õðàíèòñÿ â ïåðåìåííîé ñ îïðåäåë¼ííûì íàçâàíèåì.
×òîáû îïå÷àòêà â å¼ èìåíè íå ïðèâåëà ê íåäîðàçóìåíèþ, âñå ïåðåìåííûå
ïåðå÷èñëÿþòñÿ äî èõ èñïîëüçîâàíèÿ:

int i, j; // îáúÿâëåíû äâå öåëûå ïåðåìåííûå i , j
float x, y, z; // òðè âåùåñòâåííûå ïåðåìåííûå x , y , z

ßçûê ðàçëè÷àåò èìåíà, íàïèñàííûå ïðîïèñíûìè èëè ñòðî÷íûìè áóêâà-
ìè. Êàæäàÿ çàêîí÷åííàÿ ìûñëü çàâåðøàåòñÿ òî÷êîé ñ çàïÿòîé, à ïîñëå
äâóõ ñëåøåé �//� èä¼ò ïðîèçâîëüíûé òåêñò, ÿâëÿþùèéñÿ êîììåíòàðèåì
ïðîãðàììèñòà ê ëèñòèíãó àëãîðèòìà. Ñ ÷èñëàìè ìîæíî ïðîèçâîäèòü âñå-
âîçìîæíûå àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè:

x = 3.5; y = 2; // çàäà¼ì íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ x è y
z = x*y; // âû÷èñëÿåì z , êàê èõ ïðîèçâåäåíèå
x = -(z+y)/3; // x òåïåðü ïðèíèìàåò íîâîå çíà÷åíèå

Âñå äåéñòâèÿ àëãîðèòìà îñóùåñòâëÿþòñÿ ñâåðõó âíèç è ñëåâà íàïðàâî,
ïîýòîìó ïåðåìåííàÿ x ñíà÷àëà ðàâíà 3.5, çàòåì, ïîñëå âû÷èñëåíèÿ z =
7 = 3.5 ∗ 2, â òðåòüåé ñòðîêå èçìåíÿåò ñâî¼ çíà÷åíèå íà -3. Êðîìå àðèô-
ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, ñóùåñòâóåò áîëüøîå ÷èñëî ìàòåìàòè÷åñêèõ ôóíê-
öèé, íàïðèìåð, sin(x), íàòóðàëüíûé ëîãàðèôì log(x), è ò.ä. Â êà÷åñòâå
ðàçäåëèòåëÿ äåñÿòè÷íûõ ðàçðÿäîâ èñïîëüçóåòñÿ òî÷êà.

Ïðè ðàáîòå ñ öåëûìè ÷èñëàìè íåîáõîäèìî ïîìíèòü î íåêîòîðûõ îñî-
áåííîñòÿõ. Åñëè â àðèôìåòè÷åñêîì âûðàæåíèè ïðèñóòñòâóþò òîëüêî
öåëûå ÷èñëà, òî è ðåçóëüòàò ïîëó÷èòñÿ öåëûì. Èíîãäà ýòî ìîæåò ïðè-
âåñòè ê íåîæèäàííûì ýôôåêòàì. Òàê, 7/2 ðàâíî 3 (öåëàÿ ÷àñòü), à íå
3.5, êàê áûëî áû â ñëó÷àå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

Íåîáõîäèìî òàêæå ïîìíèòü, ÷òî êîìïüþòåð íå ñïîñîáåí ïðîâîäèòü âû-
÷èñëåíèÿ ñ áåñêîíå÷íîé òî÷íîñòüþ. Äëÿ öåëûõ ÷èñåë ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå, âûøå êîòîðîãî áóäåò ïðîèñõîäèòü
ïåðåïîëíåíèå. Äëÿ 32-õ ðàçðÿäíûõ êîìïüþòåðîâ öåëûå ÷èñëà ïî ìîäóëþ
ìåíüøå, ÷åì 2'147'483'648.

Àíàëîãè÷íàÿ ïðîáëåìà ñóùåñòâóåò è äëÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Îíè
îãðàíè÷åíû êàê ïî ðàçìåðó, òàê è ïî òî÷íîñòè (êîëè÷åñòâó ñîõðàíÿåìûõ
ðàçðÿäîâ ÷èñëà). Äëÿ âû÷èñëåíèé, òðåáóþùèõ âûñîêîé òî÷íîñòè, ëó÷øå
ðàáîòàòü íå ñ �oat, à ñ double âåùåñòâåííûìè ïåðåìåííûìè, äàþùèìè
�äâîéíóþ� òî÷íîñòü ïî ñðàâíåíèþ ñ �oat. Ìû áóäåì äëÿ îáîçíà÷åíèÿ
âåùåñòâåííûõ ÷èñåë èñïîëüçîâàòü òèï Float, êîòîðûé ìîæåò áûòü èëè
îáû÷íûì âåùåñòâåííûì, èëè âåùåñòâåííûì ñ óäâîåííîé òî÷íîñòüþ.
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Äëÿ ýòîãî â ñàìîì íà÷àëå ïðîãðàììû íåîáõîäèìî âñòàâèòü ñòðîêó:

typedef double Float; // âåùåñòâåííûé òèï ,

êîòîðàÿ âî âñ¼ì êîäå çàìåíèò Float íà double. Ïðè æåëàíèè âñåãäà ìîæíî
âåðíóòüñÿ ê áîëåå áûñòðîìó òèïó �oat, èçìåíèâ òîëüêî îäíó ýòó ñòðîêó.

C-ïîäîáíûå ÿçûêè îáëàäàþò ðÿäîì ñîêðàù¼ííûõ îáîçíà÷åíèé, êîòî-
ðûå äåëàþò èõ î÷åíü ëàêîíè÷íûìè. Òàê, î÷åíü ÷àñòî ïðè âû÷èñëåíèè
ñóììû íåîáõîäèìî ïðèáàâëÿòü ê ïåðåìåííîé ÷èñëî, à ðåçóëüòàò ñëîæå-
íèÿ ñíîâà ïîìåùàòü â ýòó æå ïåðåìåííóþ. Äëÿ ñîêðàùåíèÿ ýòîé îïåðà-
öèè èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàïèñü:

x+=2; // ýêâèâàëåíòíî x = x + 2
x++; // ýêâèâàëåíòíî x = x + 1

Çíàê ++ â íàçâàíèè ÿçûêà îáîçíà÷àåò ïåðåõîä íà îäèí óðîâåíü âûøå
ïî ñðàâíåíèþ ñ åãî ïðàðîäèòåëåì, ÿçûêîì C. Àíàëîãè÷íî, ñóùåñòâóþò
îïåðàòîðû −=, *=, /= è −−.
Îïåðàòîðû óâåëè÷åíèÿ ++ è óìåíüøåíèÿ −− ÷èñëà íà åäèíèöó ìîæ-

íî ñòàâèòü êàê ïîñëå ïåðåìåííîé, òàê è ïåðåä íåé. Åñëè îïåðàòîð ñòîèò
ïåðåä ïåðåìåííîé, òî îíà ñíà÷àëà èçìåíÿåòñÿ, à òîëüêî çàòåì ó÷àñòâóåò
â âû÷èñëåíèÿõ. Åñëè æå îïåðàòîð ñòîèò ïîñëå ïåðåìåííîé, òî å¼ èçìåíå-
íèå ïðîèçâîäèòñÿ â ïîñëåäíþþ î÷åðåäü. Òàê, åñëè x=1, òî âûðàæåíèå y
= (x++); ïðèâåä¼ò ê y=1, à âûðàæåíèå y = (++x); � ê çíà÷åíèþ y=2.
Àíàëîãè÷íî è äëÿ îïåðàòîðà −−.

• Íàñòîÿùèé àëãîðèòì íà÷èíàåòñÿ ïðè ïîÿâëåíèè îïåðàöèè âåòâëåíèÿ:

if(x<2) // åñëè x ìåíüøå 2 ,
y=5; // òî y ïðèñâîèòü çíà÷åíèå 5

Ñðàçó ïîñëå if òî÷êà ñ çàïÿòîé íå ñòàâèòñÿ, òàê êàê ìûñëü åù¼ íå çà-
êîí÷åíà. Äâèãàÿñü ñâåðõó âíèç ïî àëãîðèòìó è äîéäÿ äî òàêîé êîìàíäû,
êîìïüþòåð ïðîâåðÿåò òåêóùåå çíà÷åíèå ïåðåìåííîé x, è òîëüêî â òîì
ñëó÷àå, åñëè îíà ìåíüøå äâóõ, ïðèñâàèâàåò y çíà÷åíèå 5. Èíà÷å ïåðå-
ìåííàÿ y íå èçìåíÿåòñÿ è ïðîãðàììà âûïîëíÿåòñÿ äàëüøå. Óñëîâíûé
îïåðàòîð ìîæåò èìåòü è áëîê �èíà÷å�:

if(x<2) // åñëè x ìåíüøå 2 ,
y=5; // òî y ïðèñâîèòü 5

else{ // èíà÷å :
y=7; z=8; // y ïðèñâîèòü 7 , à z 8 .

}

Åñëè â áëîêàõ if èëè else âûïîëíÿåòñÿ íå îäíî, à íåñêîëüêî äåéñòâèé,
òî îíè çàêëþ÷àþòñÿ â ôèãóðíûå ñêîáêè {..}. Â êà÷åñòâå óñëîâèé ìîæíî
èñïîëüçîâàòü ñèìâîë ðàâåíñòâà ïåðåìåííûõ x==y è íåðàâåíñòâà x!=y.
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• Íåêîòîðûå äåéñòâèÿ ïðèõîäèòñÿ äåëàòü ïîâòîðíî. Äëÿ ýòîãî ñëóæàò
îïåðàòîðû öèêëà while è for. Îïåðàòîð while âûïîëíÿåò íàáîð êîìàíä,
çàêëþ÷¼ííûõ â ôèãóðíûå ñêîáêè, äî òåõ ïîð, ïîêà èñòèííî âûðàæåíèå,
ñòîÿùåå â êðóãëûõ ñêîáêàõ (ïîäîáíî îïåðàòîðó if). Òàê, åñëè íåîáõîäèìî
ïðîñóììèðîâàòü öåëûå ÷èñëà îò 1 äî 9, ìû äîëæíû íàïèñàòü:

int sum = 0; // íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ñóììû
int i = 1; // ïåðâîå ÷èñëî
while(i<10){ // ïîêà i <10 , âûïîëíÿåì âñ¼ â { . . }

sum += i; // ñóììèðóåì öåëûå ÷èñëà îò 1 äî 9
i++; // óâåëè÷èâàåì i íà åäèíèöó : i=i+1

}

Ïåðâîíà÷àëüíî öåëàÿ ïåðåìåííàÿ i èìååò çíà÷åíèå 1. Âíóòðè ôèãóðíûõ
ñêîáîê îíà âñ¼ âðåìÿ óâåëè÷èâàåòñÿ íà åäèíèöó è äîáàâëÿåòñÿ â ïåðå-
ìåííóþ sum. Âñå ýòî ïðîèñõîäèò äî òåõ ïîð, ïîêà i ìåíüøå 10. Òàêèì
îáðàçîì ïîëó÷àåòñÿ ðåçóëüòàò sum=1+2+...+9=45.
Îïåðàòîð for èìååò òðè ñåêöèè: èíèöèàëèçàöèÿ, óñëîâèå, ïðè êîòîðîì

öèêë ïðîäîëæàåòñÿ, è îïåðàöèÿ, ïðîèçâîäÿùàÿñÿ â êîíöå êàæäîé èòåðà-
öèè. Êîä äëÿ ñóììèðîâàíèÿ öåëûõ ÷èñåë, ýêâèâàëåíòíûé ïðèâåäåííîìó
âûøå, èìååò âèä:

int sum = 0; // íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ñóììû
for(int i=1; i<10; i++) // ñ i =1, ïîêà i <10 , óâåëè÷èâàòü i

sum += i; // ñóììèðóåì öåëûå ÷èñëà îò 1 äî 9

Åñëè â ñïèñêå îïåðàòîðîâ, êîòîðûå íåîáõîäèìî âûïîëíÿòü, íåñêîëüêî
ðàç èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî îäèí îïåðàòîð, ôèãóðíûå ñêîáêè ìîæíî íå ñòà-
âèòü. Îòñòóïû ïåðåä îïåðàòîðàìè, ïîïàäàþùèìè ïîä äåéñòâèå êîìàíä
if, while èëè for, äåëàþòñÿ äëÿ ïîâûøåíèÿ ÷èòàåìîñòè êîäà.
Âíóòðè öèêëîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü êîìàíäû break; èëè continue;.

Ïåðâàÿ ïðåêðàùàåò âûïîëíåíèå öèêëà è âûõîäèò èç áëîêà îïåðàòîðîâ.
Âòîðàÿ, íàîáîðîò, ïðîäîëæàåò âûïîëíåíèå öèêëà, íî ïðèâîäèò ê ïðîâåð-
êå, íå âûïîëíÿÿ â äàííîì òàêòå öèêëà îïåðàòîðû, èäóùèå íèæå continue;.
Òàê, óæå äâàæäû ðåàëèçîâàííîå âûøå ñóììèðîâàíèå ÷èñåë ìîæåò

áûòü âûïîëíåíî òàêæå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

int sum = 0, i=1; // íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ñóììû è ÷èñëà
while (1){ // áåñêîíå÷íûé öèêë

if(i >=10) break; // ïðåêðàùåíèå öèêëà , åñëè i >=10
sum += i; // ñóììèðóåì öåëûå ÷èñëà îò 1 äî 9
i++; // óâåëè÷èâàåì ñ÷¼ò÷èê íà 1

}

Â C++ ëþáîå öåëîå ÷èñëî, îòëè÷íîå îò íóëÿ, ñ÷èòàåòñÿ �èñòèíîé�, ïî-
ýòîìó öèêë while(1) íèêîãäà íå îñòàíàâëèâàåòñÿ. Îäíàêî, åñëè i áîëüøå
èëè ðàâíî 10, îïåðàòîð break åãî ïðåðûâàåò.
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• Ïðè ðàáîòå ñ äàííûìè èõ íåîáõîäèìî ãäå òî õðàíèòü. Äëÿ ýòîãî ñëó-
æàò ìàññèâû. Îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îáû÷íûå ïåðåìåííûå, êîòîðûå â
ìàòåìàòèêå ìû îáîçíà÷àåì âåëè÷èíîé ñ èíäåêñîì ai, bi. Ïðè îáúÿâëåíèè
ìàññèâà â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ çàäà¼òñÿ êîëè÷åñòâî åãî ýëåìåíòîâ. Â ìàñ-
ñèâ ìîæíî ñðàçó ïîìåñòèòü íàáîð ÷èñåë, ïåðå÷èñëèâ èõ ÷åðåç çàïÿòóþ â
ôèãóðíûõ ñêîáêàõ:

float a[10]; // ìàññèâ èç 10 ÷èñåë
float b[3] = {1, 3, 0}; // ìàññèâ èç 3−õ ÷èñåë : 1 , 3 , 0

a[0] = 5*b[2]; // îïåðàöèè ñ ýëåìåíòàìè ìàññèâà

Ìàññèâû â ÿçûêå C++ èìåþò íóìåðàöèþ ñ íóëÿ. Ïîýòîìó ïåðâûé ýëå-
ìåíò ìàññèâà � ýòî a[0], à ïîñëåäíèé � a[9] (b[0] è b[2] ñîîòâåòñòâåííî).

• Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ïðîãðàììû îáû÷íî âûâîäÿòñÿ íà ýêðàí èëè â
ôàéë. Äëÿ ýòîãî ñëóæèò ôóíêöèÿ printf. Ïåðâûì å¼ àðãóìåíòîì ÿâëÿ-
åòñÿ ñòðîêà, çàêëþ÷¼ííàÿ â äâîéíûå êàâû÷êè, â êîòîðîé ìîãóò ðàñïîëà-
ãàòüñÿ ïðîèçâîëüíûé òåêñò è êîìàíäû, îïðåäåëÿþùèå, êàê íåîáõîäèìî
ôîðìàòèðîâàòü âûâîäèìûå ÷èñëà. Ñîáñòâåííî ÷èñëà, êîòîðûå âûâîäÿò-
ñÿ, ïåðå÷èñëÿþòñÿ ÷åðåç çàïÿòóþ ïîñëå ñòðîêè ôîðìàòèðîâàíèÿ. Êîìàí-
äû ôîðìàòèðîâàíèÿ âñåãäà íà÷èíàþòñÿ ñî çíàêà ïðîöåíòà %. Èõ êîëè÷å-
ñòâî è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äîëæíû ñîâïàäàòü ñ ïåðåìåííûìè, èäóùèìè
ïîñëå ñòðîêè ôîðìàòèðîâàíèÿ:

printf("Ku-ku\n"); // âûâîä ñòðîêè è ïåðåõîä íèæå
printf("i=%d,j=%d", i,j);// âûâîä äâóõ öåëûõ (%d ) ïåðåìåííûõ
printf("x=%g\n", x); // âûâîä âåùåñòâåííîãî (%g ) ÷èñëà
printf("x=%4.2f\n", x); // òî æå, ñ 2−ìÿ äåñÿòè÷íûìè çíàêàìè

• Ìèíèìàëüíàÿ ïðîãðàììà, êîòîðóþ ïîéì¼ò êîìïèëÿòîð è êîòîðàÿ
âûâåäåò íà ýêðàí (â êîíñîëü) íàäïèñü �Hi Stochastic World!�, èìååò ñëå-
äóþùèé âèä:

#include <stdio.h> // ïîäêëþ÷åíèå áèáëèîòåêè âûâîäà

void main() // ãëàâíàÿ ïðîöåäóðà ïðîãðàììû
{

printf("Hi Stochastic World !\n");
}

Îñíîâíîé êóñîê êîäà void main(){...} ÿâëÿåòñÿ ãëàâíîé ïðîöåäóðîé, òå-
ëî êîòîðîé, íàõîäÿùååñÿ â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ, íà÷èíàåò âûïîëíÿòüñÿ
ïðè çàïóñêå ïðîãðàììû. Âîñïîëüçîâàâøèñü áåñïëàòíûìè êîìïèëÿòîðà-
ìè bcc32.exe èëè gcc.exe, ìîæíî îòêîìïèëèðîâàòü ýòîò òåêñò, ïîìåù¼í-
íûé â ôàéë �hi.cpp�, â âûïîëíÿåìûé ôàéë �hi.exe� ïðè ïîìîùè êîìàíäû
�bcc32.exe hi.cpp�.
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9.2 Ñòàòèñòèêè

• Åñëè íåêîòîðûå êóñêè êîäà èñïîëüçóþòñÿ íåñêîëüêî ðàç, òî èõ ñòîèò
îôîðìèòü, êàê ïðîöåäóðó èëè ôóíêöèþ. Îòëè÷èå ìåæäó íèìè ñîñòîèò
â òîì, ÷òî ôóíêöèÿ âîçâðàùàåò çíà÷åíèå îïðåäåë¼ííîãî òèïà, òîãäà êàê
ïðîöåäóðà � íåò. Ïåðåä èìåíåì ôóíêöèè óêàçûâàåòñÿ å¼ òèï (int, �oat è
ò.ä.), à ïåðåä èìåíåì ïðîöåäóðû ïèøåòñÿ ñëîâî void, ÷òî îçíà÷àåò �ïó-
ñòîòà�, ò.å. îòñóòñòâèå âîçâðàùàåìîãî çíà÷åíèÿ. Ïðîöåäóðà èëè ôóíêöèÿ
ìîãóò èìåòü ñïèñîê àðãóìåíòîâ, íåîáõîäèìûõ èì äëÿ ïðîâåäåíèÿ âû÷èñ-
ëåíèé. Äëÿ êàæäîé ïåðåìåííîé èç ñïèñêà àðãóìåíòîâ óêàçûâàåòñÿ å¼ òèï
è ìîãóò áûòü çàäàíû çíà÷åíèÿ ïî óìîë÷àíèþ. Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ
ìîæåò áûòü âûçâàíà áåç ýòèõ àðãóìåíòîâ.

Çàïèøåì ïðîãðàììó, âû÷èñëÿþùóþ ñðåäíåå çíà÷åíèå ðÿäà äàííûõ:

#include <stdio.h> // ïîäêëþ÷åíèå áèáëèîòåêè âûâîäà
typedef double Float; // âåùåñòâåííûé òèï

Float Aver(Float *x, int n) // ñðåäíåå ìàññèâà x äëèíîé n
{

if(n<1) return 0; // íåò äàííûõ − âûõîäèì
Float av = 0; // íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ñóììû
for(int i=0; i<n; i++)

av += x[i]; // ñóììèðóåì äàííûå
return av/n; // ñðåäíåå çíà÷åíèå <x>

}

void main() // ãëàâíàÿ ïðîöåäóðà ïðîãðàììû
{

const int n = 5; // êîëè÷åñòâî äàííûõ â ìàññèâå
Float x[n] = {-2.7, -0.2, -1.4, -1.0, -0.5};
Float av = Aver(x, n);
printf("average =%g\n", av);

}

Êîëè÷åñòâî äàííûõ â ìàññèâå ïîìå÷åíî ñëîâîì const. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
n � íå ïåðåìåííàÿ, à êîíñòàíòà, è îíà íå ìîæåò èçìåíÿòüñÿ ïî õîäó àë-
ãîðèòìà. Äëÿ îáúÿâëåíèÿ ñòàòè÷åñêîãî ìàññèâà íåîáõîäèìî óêàçûâàòü
åãî ðàçìåð òîëüêî ïðè ïîìîùè êîíñòàíòû. Â öèêëå ìû ñêëàäûâàåì âñå
ýëåìåíòû ìàññèâà. Ïîñëå îïåðàòîðà return â ôóíêöèè èä¼ò òî çíà÷åíèå,
êîòîðîå ìû õîòèì âåðíóòü. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî ñóììà çíà÷åíèé ìàññèâà,
äåë¼ííàÿ íà èõ êîëè÷åñòâî.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ïåðåä èìåíåì ìàññèâà x â àðãóìåíòàõ ôóíê-
öèè Aver ñòîèò çâ¼çäî÷êà. Ýòî óêàçàòåëü íà èìÿ ìàññèâà, ïîçâîëÿþùèé
îòëè÷èòü åãî îò îáû÷íîé ñêàëÿðíîé ïåðåìåííîé.
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• Äàëåå ìû áóäåì âû÷èñëÿòü ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ ïðî-
öåññîâ ïî êîíå÷íîìó ÷èñëó n âûáîðî÷íûõ òðàåêòîðèé. Âûÿñíèì, êàêîé
òèïè÷íîé îøèáêè ïðè ýòîì ìîæíî îæèäàòü.
Ïî n èçìåðåíèÿì âåëè÷èíû x íàéä¼ì àðèôìåòè÷åñêîå ñðåäíåå:

x̃ =
x1 + ...+ xn

n
=

1

n

n∑
i=1

xi, (9.1)

êîòîðîå ïîìå÷åíî òèëüäîé, ÷òîáû íå ñìåøèâàòü åãî ñ �èñòèííûì� ñðåä-
íèì ïî áåñêîíå÷íîìó ÷èñëó íàáëþäåíèé x̄. Áóäåì íàçûâàòü x̃ âûáîðî÷-
íûì ñðåäíèì. Åñëè ïîâòîðèòü ýêñïåðèìåíò, òî ïîëó÷èòñÿ äðóãîé íàáîð
èçìåðåíèé xi è, ñëåäîâàòåëüíî, äðóãîå âûáîðî÷íîå ñðåäíåå x̃. Íà ñàìîì
äåëå, ðåçóëüòàò êàæäîãî èçìåðåíèÿ xi ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñëó÷àé-
íóþ ïåðåìåííóþ. Âûáîðî÷íîå ñðåäíåå, ÿâëÿþùååñÿ ñóììîé òàêèõ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí, åñòåñòâåííî, òàêæå îêàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíûì. Òàêèì îá-
ðàçîì,

âûáîðî÷íîå ñðåäíåå � ýòî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, õàðàêòåðèçóþùà-
ÿñÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, ñðåäíèì, âîëàòèëüíîñòüþ è ïëîòíîñòüþ
ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé.

Óñðåäíåíèå âñåõ âîçìîæíûõ âûáîðî÷íûõ ñðåäíèõ äàñò íàì �èñòèííîå�
ñðåäíåå:

〈x̃〉 =
1

n

n∑
i=1

〈xi〉 =
n

n
〈x〉 = x̄. (9.2)

Èíòóèòèâíî ïîíÿòíî, ÷òî, ÷åì áîëüøå ìû âîçüì¼ì ÷èñåë, òåì áëèæå âû-
áîðî÷íîå ñðåäíåå îêàæåòñÿ ê �èñòèííîìó�. Äðóãèìè ñëîâàìè, âîëàòèëü-
íîñòü âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî äîëæíà óìåíüøàòüñÿ ñ ðîñòîì n. Äåéñòâè-
òåëüíî, âû÷èñëèì åãî äèñïåðñèþ:

σ2
x̃ =

〈
x̃2
〉
− 〈x̃〉2 =

1

n2

n∑
i,j=1

〈xixj〉 − x̄2.

Âñå xi ÿâëÿþòñÿ ðàâíîïðàâíûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè. Äâîéíàÿ ñóì-
ìà ïî i, j ñîäåðæèò n2 ñëàãàåìûõ. Èç íèõ n ñ îäèíàêîâûìè èíäåêñàìè
i = j, à îñòàëüíûå n2 − n � ñ íå ñîâïàäàþùèìè ðàâíîïðàâíûìè èíäåêñà-
ìè i 6= j. Ïîýòîìó â ñóììå áóäåò n ñëàãàåìûõ âèäà

〈
x2

1

〉
è n2 − n âèäà

〈x1x2〉 (ñì. òàêæå l C15):

σ2
x̃ =

1

n2

[
n
〈
x2

1

〉
+ (n2 − n) 〈x1x2〉

]
− 〈x〉2 .

Åñëè ðàçëè÷íûå èçìåðåíèÿ xi è xj ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè
âåëè÷èíàìè, òî 〈x1x2〉 = 〈x1〉 〈x2〉 = 〈x〉2. Ñîîòâåòñòâåííî,

〈
x2

1

〉
=
〈
x2
〉
.
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Â èòîãå ïîëó÷àåì ôîðìóëó, ñâÿçûâàþùóþ âîëàòèëüíîñòü âûáîðî÷íîãî
ñðåäíåãî n ÷èñåë è äèñïåðñèþ σ2 =

〈
x2
〉
− 〈x〉2 ïî âñåé ãåíåðàëüíîé

ñîâîêóïíîñòè (áåñêîíå÷íîé âûáîðêå):

σx̃ =
σ
√
n
.

Òàêèì îáðàçîì, âîëàòèëüíîñòü âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî óáûâàåò, êàê êî-
ðåíü êâàäðàòíûé èç n. Íà ñàìîì äåëå îíà óìåíüøàåòñÿ äîñòàòî÷íî ìåä-
ëåííî. Åñëè ìû õîòèì ñíèçèòü îøèáêó èçìåðåíèÿ âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî
â 10 ðàç, òî íåîáõîäèìî óâåëè÷èòü ÷èñëî èçìåðåíèé â 100 ðàç!
Òèïè÷íûé äèàïàçîí, â êîòîðûé ìîæåò ïîïàñòü âûáîðî÷íîå ñðåäíåå

êàê ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, èìååò âèä:

x̃ = x̄± σ√
n
.

Â ñëó÷àå íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òàêàÿ çàïèñü îçíà÷àåò, ÷òî âûáî-
ðî÷íîå ñðåäíåå, ïîëó÷åííîå ïî n èçìåðåíèÿì, îòêëîíÿåòñÿ îò èñòèííîãî
ñðåäíåãî íå áîëåå, ÷åì íà σ/

√
n ñ âåðîÿòíîñòüþ ïîðÿäêà 0.68.

Åñòåñòâåííî, ÷òî ðåàëüíàÿ σ ðàñïðåäåëåíèÿ îáû÷íî íåèçâåñòíà. Îäíà-
êî å¼ òîæå ìîæíî îöåíèòü ïî êîíå÷íîé âûáîðêå σ̃. Â ýòîì ñëó÷àå ñðåä-
íåå ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè x̄ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå äèàïàçîíà ñ
t ñòàíäàðòíûìè îøèáêàìè:

x̄ = x̃± t σ̃√
n
. (9.3)

Ïðè áîëüøèõ n, â ñèëó ïðåäåëüíîé òåîðåìû, îòêëîíåíèå îò ñðåäíåãî
îáû÷íî ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ñ âîëàòèëüíîñòüþ
σ/
√
n. Ïîýòîìó âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â äàííîé ñåðèè èçìåðåíèé x̃ îòêëî-

íèòñÿ îò x̄ íà âåëè÷èíó, íå ïðåâûøàþùóþ a = tσn, σn = σ/
√
n, ðàâíà:

p(x̄− a 6 x̃ 6 x̄+ a) =

x̄+a∫
x̄−a

e
− (x−x̄)2

2σ2
n

dx

σn
√

2π
=

a/σn∫
−a/σn

e−z
2/2

√
2π

dz = Φ(a/σn).

Çàäàâàÿ òå èëè èíûå çíà÷åíèÿ t = 1, 2, 3 (ðàñøèðÿÿ èíòåðâàë), ìû ìîæåì
ïîâûøàòü âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ èñòèííîãî ñðåäíåãî â äèàïàçîí (9.3).
×àñòî èñïîëüçóåìûå çíà÷åíèÿ âåðîÿòíîñòåé Φ(1) = 0.683, Φ(2) = 0.955
è Φ(3) = 0.997.
Åñëè σ/x̄ ∼ 1, òî îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà èçìåðåíèÿ ñðåäíåãî áóäåò

ðàâíà 1/
√
n. ×òîáû äîñòè÷ü òî÷íîñòè 10−3 (2-3 çíà÷àùèõ öèôð) íåîáõî-

äèìî ïîñòàâèòü ìèëëèîí ýêñïåðèìåíòîâ (n = 1000000).
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• Äëÿ îöåíêè äèñïåðñèè ïî íåáîëüøîé âûáîðêå èç n ÷èñåë xi íåîáõîäè-
ìû îïðåäåëåííûå óõèùðåíèÿ. Ïðîñòîå àðèôìåòè÷åñêîå óñðåäíåíèå ïðè
âû÷èñëåíèè ìîìåíòîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòåïåíåé ïðèâîäèò ê íåâåðíûì
ðåçóëüòàòàì.
Åñëè ìû âîçüì¼ì âûáîðêó èç n ÷èñåë x1, ..., xn è ïî íèì âû÷èñëèì

âûáîðî÷íóþ äèñïåðñèþ, óñðåäíÿÿ êâàäðàòû îòêëîíåíèé (xi − x̃)2 îò âû-
áîðî÷íîãî ñðåäíåãî x̃, òî ïîëó÷èòñÿ íåêîòîðîå çíà÷åíèå íå ñîâïàäàþùåå
ñ èñòèííîé äèñïåðñèåé ðàñïðåäåëåíèÿ D =

〈
(x− x̄)2

〉
. Ýòîò ýêñïåðèìåíò

ìîæíî ïîâòîðèòü áîëüøîå ÷èñëî ðàç. Ñëó÷àéíûå ÷èñëà áóäóò ðàçíûìè, è,
àíàëîãè÷íî âûáîðî÷íîìó ñðåäíåìó, ðàçíûìè áóäóò âûáîðî÷íûå äèñïåð-
ñèè. Æåëàòåëüíî, ÷òîáû ïîñëå óñðåäíåíèÿ ïî âñåì ýêñïåðèìåíòàëüíûì
âûáîðî÷íûì äèñïåðñèÿì ïîëó÷èëñÿ ðåçóëüòàò, ñîâïàäàþùèé ñ äèñïåð-
ñèåé ðåàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ýòî ïðîèçîéä¼ò, òîëüêî åñëè ìû áóäåì
âû÷èñëÿòü âûáîðî÷íóþ äèñïåðñèþ ïðè ïîìîùè ñëåäóþùåé ôîðìóëû:

D̃ =
1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x̃)2, x̃ =
1

n

n∑
i=1

xi. (9.4)

Çàìåòèì, ÷òî â îïðåäåëåíèè âûáîðî÷íîé äèñïåðñèè â çíàìåíàòåëå ñòîèò
n−1 à íå n, êàê áûëî áû ïðè ïðîñòîì àðèôìåòè÷åñêîì óñðåäíåíèè. Òàêàÿ
îöåíêà íàçûâàåòñÿ íåñìåùåííîé, òàê êàê èìåííî îíà â ñðåäíåì áóäåò
ïðèâîäèòü ê èñòèííîé äèñïåðñèè D. Äåéñòâèòåëüíî, âîçâåäÿ â êâàäðàò,
ïåðåïèøåì âûáîðî÷íóþ äèñïåðñèþ â ñëåäóþùåì âèäå:

D̃ =
1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x̃)2 =
1

n− 1

n∑
i=1

x2
i −

n

n− 1
x̃2.

Óñðåäíèì ýòî âûðàæåíèå ïî áîëüøîìó ÷èñëó ðåàëèçàöèé âîçìîæíûõ âû-
áîðîê (ïî âñåé ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè):〈
D̃
〉

=
1

n− 1

n∑
i=1

〈
x2
i

〉
− 1

n(n− 1)

n∑
i,j=1

〈xixj〉 =
n− 1

n− 1

(〈
x2
〉
− 〈x〉2

)
= D.

Âû÷èñëåíèå äâîéíîé ñóììû ïðîâîäèòñÿ òàêæå, êàê è ïðè âûâîäå σx̃. Ïî-
ýòîìó, åñëè ðåçóëüòàòû íàáëþäåíèé xi ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåçàâè-
ñèìûå ñëó÷àéíûå ÷èñëà, òî óñðåäíåíèå âûáîðî÷íîé äèñïåðñèè ñ ôàêòî-
ðîì 1/(n − 1) áóäåò ïðèâîäèòü ê �èñòèííîé� äëÿ âñåé ãåíåðàëüíîé ñîâî-
êóïíîñòè.
Åñòåñòâåííî, ïîäîáíàÿ ïîïðàâêà ñóùåñòâåííà òîëüêî äëÿ ìàëûõ n, êî-

ãäà ñòàòèñòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðåçóëüòàòîâ è òàê ìàëà. Çàìåòèì òàêæå,
÷òî íåñìåù¼ííîñòü äèñïåðñèè D̃, âîîáùå ãîâîðÿ, íå îçíà÷àåò íåñìåù¼í-

íîñòè âîëàòèëüíîñòè σ̃ =
√
D̃.
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• Ñîáåð¼ì ÷àñòî èñïîëüçóþùèåñÿ ñòàòèñòè÷åñêèå ôóíêöèè â ôàéëå
�stat.cpp�:

#include <stdio.h> // p r i n t f
#include <stdlib.h> // srand
#include <math.h> // s q r t , l o g
typedef double Float; // âåùåñòâåííûé òèï
//−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
inline Float Sqr(Float v){ return v*v; } // êâàäðàò ÷èñëà
//−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
Float Aver(Float *x, int n) // ñðåäíåå ìàññèâà x äëèíîé n
{

if(n<1) return 0; // íåò äàííûõ − âûõîäèì
Float av = 0; // íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ñóììû
for(int i=0; i<n; i++)

av += x[i]; // ñóììèðóåì äàííûå
return av/n; // ñðåäíåå çíà÷åíèå <x>

}
//−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
Float Sigma(Float *x, int n)// âîëàòèëüíîñòü ìàññèâà x
{

if(n<2) return 0; // íåò äàííûõ − âûõîäèì
Float av = 0, di=0; // íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ñóììû
for(int i=0; i<n; i++){

av += x[i]; // ñóììèðóåì äàííûå
di += x[i]*x[i];

}
av/=n; di/=n; di -=av*av; // äèñïåðñèÿ
di*= Float(n)/(n-1); // ïîïðàâêà íà íåñìåù¼ííîñòü
return di >0? sqrt(di):0; // âîëàòèëüíîñòü

}
//−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
Float Max(Float *x, int n) // ìàêñèìóì ìàññèâà x äëèíîé n
{

if(n<1) return 0; // íåò äàííûõ − âûõîäèì
Float max = x[0]; // íà÷àëüíîå çíà÷åíèå
for(int i=1; i<n; i++)

if(max <x[i]) max=x[i];
return max;

}
//−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
Float Min(Float *x, int n) // ìèíèìóì ìàññèâà x äëèíîé n
{

if(n<1) return 0; // íåò äàííûõ − âûõîäèì
Float min = x[0]; // íà÷àëüíîå çíà÷åíèå
for(int i=1; i<n; i++)

if(min >x[i]) min=x[i];
return min;

}
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// Ãèñòîãðàììà âåðîÿòíîñòåé p äëÿ ìàññèâà x äëèíîé n
// Èíòåðâàë [ min . . max ] ðàçáèò íà m îòðåçêîâ
// Åñëè x [ i ]<min èëè x [ i ]>max îí íå ïîïàäàåò â p ,
// ïîýòîìó ñóììà âåðîÿòíîñòåé ìîæåò áûòü ìåíüøå åäèíèöû
//
void Histo(Float *x,int n,Float *p,int m,Float min ,Float max)
{

for(int k=0; k<m; k++) p[k]=0;

if(n<1) return; // íåò äàííûõ − âûõîäèì
if(max <min){Float tmp=max; max=min; min=tmp; }
Float w=max -min;
if(w<=0) return;

for(int i=0; i<n; i++){
int k=int(m*(x[i]-min)/w);
if(k>=0 && k<m) p[k]++;

}

for(int k=0; k<m; k++) // íîðìèðóåì âåðîÿòíîñòè
p[k]/=n;

}

Ïðè îáúÿâëåíèè ôóíêöèè âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò Sqr ïåðåä òèïîì Float

ñòîèò äèðåêòèâà êîìïèëÿòîðó inline. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êîä ôóíêöèè
áóäåò âñòàâëÿòüñÿ êàæäûé ðàç â òîì ìåñòå ãäå îíà âûçûâàåòñÿ. Ðàçìåð
ïðîãðàììû îêàæåòñÿ áîëüøå, íî îíà áóäåò áûñòðåå, òàê êàê èñêëþ÷à-
þòñÿ ïåðåõîäû â ïàìÿòè ê áëîêó òåëà ôóíêöèè (êîä îáû÷íûõ ôóíêöèé
íàõîäèòñÿ â îäíîì ìåñòå, è ïðè èõ âûçîâå ïðîèñõîäèò ïåðåìåùåíèå ïî
ïàìÿòè ê íèì è îáðàòíî).

Ïðè âû÷èñëåíèè âîëàòèëüíîñòè â ôóíêöèè Sigma ó÷èòûâàåòñÿ ïîïðàâ-
êà, äåëàþùàÿ äèñïåðñèþ (êâàäðàò âîëàòèëüíîñòè) íåñìåù¼ííîé âåëè÷è-
íîé. Êðîìå ýòîãî, èñïîëüçóåòñÿ âàðèàíò óñëîâíîãî îïåðàòîðà if:
x = (óñëîâèå_âûïîëíÿåòñÿ)? çíà÷åíèå_åñëè_äà : çíà÷åíèå_åñëè_íåò;

Îñòàëüíûå ôóíêöèè îñîáûõ êîììåíòàðèåâ íå òðåáóþò. Îòìåòèì òîëü-
êî, ÷òî ïðîöåäóðà Histo âû÷èñëÿåò âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ ñëó÷àéíûõ
÷èñåë â îäèí èç m îäèíàêîâûõ èíòåðâàëîâ ìåæäó min è max. Åñëè ìû
õîòèì îöåíèòü ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè, ýëåìåíòû ìàññèâà p[i] íåîáõî-
äèìî ðàçäåëèòü íà ∆x = (max−min)/m.

Ôàéë �stat.cpp� â äàëüíåéøåì áóäåò ïîäêëþ÷àòüñÿ ê ïðîãðàììàì ïðè
ïîìîùè êîìàíäû #include, è äîëæåí ðàñïîëàãàòüñÿ â òîé æå äèðåêòî-
ðèè, ãäå íàõîäèòñÿ îñíîâíàÿ ïðîãðàììà. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû ïî-
ïîëíèì ýòó áèáëèîòåêó ôóíêöèÿìè äëÿ ãåíåðàöèè ñëó÷àéíûõ ÷èñåë.
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9.3 Ñëó÷àéíûå ÷èñëà

• Ïðè ïðîâåäåíèè ÷èñëåííûõ ìîäåëèðîâàíèé íàì íåîáõîäèìî óìåòü ãå-
íåðèòü ñëó÷àéíûå ÷èñëà. Ñîâðåìåííûå êîìïüþòåðû â áîëüøèíñòâå ñâî¼ì
ÿâëÿþòñÿ öèôðîâûìè, à íå àíàëîãîâûìè óñòðîéñòâàìè. Ïîýòîìó âîçìîæ-
íà òîëüêî ãåíåðàöèÿ ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë, ÿâëÿþùèõñÿ ðåçóëüòàòîì
ðàáîòû íåêîòîðîãî äåòåðìèíèðîâàííîãî àëãîðèòìà. Â îñíîâå ïîëó÷åíèÿ
ñëó÷àéíûõ ÷èñåë ñ ðàçëè÷íûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè ëåæèò ãåíåðàòîð ðàâ-
íîìåðíî ðàñïðåäåë¼ííûõ, îáû÷íî öåëûõ ÷èñåë èç äèàïàçîíà [0...max].
Ïîíÿòíî, ÷òî, åñëè íåîáõîäèìî âåùåñòâåííîå ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåë¼í-
íîå ÷èñëî â äèàïàçîíå [0...1], òî öåëîå ñëó÷àéíîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà ìàê-
ñèìàëüíîå çíà÷åíèå max.
Â C++ åñòü âñòðîåííàÿ ôóíêöèÿ rand(), âîçâðàùàþùàÿ öåëîå, ðàâíî-

ìåðíî ðàñïðåäåë¼ííîå ñëó÷àéíîå ÷èñëî â äèàïàçîíå îò íóëÿ äî êîíñòàíòû
RAND_MAX, êîòîðàÿ â áîëüøèíñòâå êîìïèëÿòîðîâ ðàâíà 32767.
Åñëè â ïðîãðàììå ïðè ïîìîùè rand() ãåíåðèòü ñëó÷àéíûå ÷èñëà, òî

ïðè å¼ ïîâòîðíîì çàïóñêå ïîëó÷èòñÿ â òî÷íîñòè òàêàÿ æå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ÷èñåë. ×òîáû å¼ èçìåíèòü, ìîæíî â íà÷àëå âûçâàòü ôóíêöèþ
srand(seed), ãäå öåëîå ÷èñëî seed çàäà¼ò �íîìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè� ñëó-
÷àéíûõ ÷èñåë. Åñëè ïåðåäàòü â ýòó ôóíêöèþ êîëè÷åñòâî ñåêóíä, ïðîøåä-
øèõ ñ 1970 ã., âîçâðàùàåìîå ôóíêöèåé time(0), òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
áóäóò ïîëó÷àòüñÿ êàæäûé ðàç ðàçíûå.
Íèæå â ïðèìåðå ïðîèñõîäèò ãåíåðàöèÿ äåñÿòè ñëó÷àéíûõ âåùåñòâåí-

íûõ ÷èñåë èç äèàïàçîíà 0 6 x 6 1:

#include <time.h> // äëÿ ôóíêöèè t ime
#include <stdlib.h> // äëÿ ôóíêöèé rand , srand
#include <stdio.h> // äëÿ ôóíêöèè p r i n t f
typedef double Float; // âåùåñòâåííûé òèï

void main(void)
{

srand(time (0) % RAND_MAX ); // "âñòðÿõèâàåì" ãåíåðàòîð
for(int i=0; i<10; i++)

printf("%12.8f\n", Float(rand ()) / RAND_MAX );
}

Åñëè çàêîììåíòèðîâàòü srand, òî ïðè ïîñëåäîâàòåëüíûõ âûçîâàõ ïðî-
ãðàììû ðÿä ñëó÷àéíûõ ÷èñåë áóäåò ïîëó÷àòüñÿ îäèí è òîò æå. Îïåðàöèÿ
% îáîçíà÷àåò îñòàòîê îò äåëåíèÿ. Íàïðèìåð, 47%10 ðàâíî 7. Ñ å¼ ïîìî-
ùüþ ìû îáðåçàåì çíà÷åíèå seed âåëè÷èíîé RAND_MAX-1. Äëÿ ïðåîáðàçî-
âàíèÿ öåëûõ ÷èñåë â âåùåñòâåííûå èñïîëüçóåòñÿ îïåðàöèÿ Float(rand()).
Íàïîìíþ, ÷òî 1/2 ðàâíî 0, òîãäà êàê Float(1)/2 ðàâíî 0.5.
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• Â îñíîâå àëãîðèòìà rand() ëåæèò ôîðìóëà, ïîäîáíàÿ ñëåäóþùåé:

xt+1 = (16807 · xt) mod (231 − 1). (9.5)

Íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî öåëîãî ÷èñëà x0 6= 0, çàäàâàåìîãî ïðè ïîìîùè
ôóíêöèè srand(), ïðè êàæäîì âûçîâå rand() ïðîèñõîäèò âû÷èñëåíèå íî-
âîãî ïñåâäîñëó÷àéíîãî ÷èñëà íà îñíîâå ïðåäûäóùåãî. Ìàãè÷åñêèå êîí-
ñòàíòû, èñïîëüçóþùèåñÿ â ýòîì àëãîðèòìå, ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè ÷èñëà-
ìè, è êà÷åñòâî ãåíåðàòîðà ñóùåñòâåííî îò íèõ çàâèñèò. Ðåàëèçàöèÿ ýòîãî
àëãîðèòìà èìååò âèä:

unsigned int gRndSeed = 1; // ïîñëåäíåå ñëó÷àéíîå ÷èñëî

inline void SRnd(unsigned int seed) // çàäàíèå gRndSeed
{

gRndSeed = (seed ==0)? 1: seed;
}
//−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
inline unsigned int RndI() // ðàâíîìåðíîå ñë . ÷èñëî
{

return gRndSeed = (16807L*gRndSeed) % 2147483647L;
}

Îò õîðîøåãî ãåíåðàòîðà ìû îæèäàåì âûïîëíåíèÿ ÷åòûðåõ òðåáîâàíèé:

1) ñëó÷àéíûå ÷èñëà ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû;
2) îíè íåçàâèñèìû;
3) èõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò áîëüøîé ïåðèîä ïîâòîðåíèÿ;
4) îíè ðàçëè÷íû.

Ïîñëåäíèå äâà òðåáîâàíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè. Íàïðèìåð ïëî-
õîé ãåíåðàòîð ìîæåò, èìåÿ ôîðìàëüíî áîëüøîå RAND_MAX, âûäàâàòü òîëü-
êî, ñêàæåì 1000 ðàçëè÷íûõ ÷èñåë, ïåðåñòàâëÿÿ èõ ñàìûì ðàçíîîáðàçíûì
îáðàçîì. Ïðè ýòîì ïåðèîä ïîâòîðåíèÿ áóäåò âåëèê, íî ïðè ïîñòðîåíèè âå-
ùåñòâåííîãî ãåíåðàòîðà èç âñåãî êîíòèíóóìà ìû áóäåì ïîëó÷àòü òîëüêî
1000 ñëó÷àéíûõ çíà÷åíèé. Êàê ìû óâèäèì íèæå, ýòà ïðîáëåìà ïðèñóùà
êàê áèáëèîòå÷íîé ôóíêöèè rand(), òàê è àëãîðèòìó (9.5).
Ïîýòîìó ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ãåíåðàòîð ñëó÷àéíûõ ÷èñåë, îñíîâàí-

íûé íà ýôôåêòå ïåðåïîëíåíèÿ 32-ðàçðÿäíûõ öåëûõ ÷èñåë. Ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä:

inline unsigned int RndU() // ðàâíîìåðíîå ñë . ÷èñëî
{

return gRndSeed = gRndSeed *1664525L + 1013904223L;
}

Èìåííî îíà áóäåò â äàëüíåéøåì èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ãåíåðàöèè ðàâíî-
ìåðíî ðàñïðåäåë¼ííûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë.
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• Ïðîâåä¼ì ñðàâíåíèå ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ òð¼õ ãåíåðàòîðîâ rand(),
RndI() è RndU(). Áóäåì ñðàçó ðàáîòàòü ñ âåùåñòâåííûìè ñëó÷àéíûìè
÷èñëàìè â äèàïàçîíå [0...1]. Òàê, àëãîðèòì ïåðåïîëíåíèÿ RndU() èìååò
ñëåäóþùóþ âåùåñòâåííóþ ðåàëèçàöèþ:

inline Float Rnd() // ðàâíîìåðíîå ñë . ÷èñëî [ 0 . . 1 ]
{

return Float(RndU ()) / Float(0 xffffffff );
}

Êîíñòàíòà 0xffffffff ÿâëÿåòñÿ çàïèñüþ ìàêñèìàëüíîãî áåççíàêîâîãî
öåëîãî 232 − 1 â øåñòíàäöàòåðè÷íîé ñèñòåìå èñ÷èñëåíèÿ. Åñëè öåëûå
÷èñëà ãåíåðÿòñÿ ïðè ïîìîùè rand(), äåëèòü íåîáõîäèìî íà RAND_MAX, à
äëÿ RndI() � íà 2147483647 = 231 − 1.

Â êà÷åñòâå ñòàòèñòèê, õàðàêòåðèçóþùèõ ðàâíîìåðíîñòü ñëó÷àéíûõ
÷èñåë, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñðåäíåå, òî÷íîå çíà÷åíèå êîòîðîãî ðàâíî〈
x
〉

= 1/2, êâàäðàò ñðåäíåãî
〈
x2
〉

= 1/3, ìèíèìàëüíîå xmin = 0 è ìàêñè-
ìàëüíîå çíà÷åíèå xmin = 1. Êðîìå ýòîãî, áóäåì âû÷èñëÿòü ñðåäíåêâàä-
ðàòè÷íîå îòêëîíåíèå âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ â îäèí èç m îäèíàêîâûõ
èíòåðâàëîâ, íà êîòîðûå ðàçîáü¼ì äèàïàçîí [0..1]:

zm =
n

m

m∑
k=1

(
pk −

1

m

)2

,

ãäå n � ÷èñëî ñãåíåð¼ííûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë, pk = nk/n, à nk-êîëè÷åñòâî
÷èñåë, ïîïàâøèõ â k-é èíòåðâàë. Ìû óìíîæèëè ýòó ñòàòèñòèêó íà n, òàê
êàê ïîäîáíîå îòêëîíåíèå óáûâàåò, êàê 1/n, ïîýòîìó ïðè ëþáûõ n îíà
áóäåò ïðèìåðíî ïîñòîÿííîé. Çíàÿ zm, ìîæíî ïî χ2-êðèòåðèþ îöåíèòü
äîñòîâåðíîñòü ãèïîòåçû î ðàâíîìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè, îäíàêî ìû áóäåì
èñïîëüçîâàòü zm òîëüêî äëÿ ñðàâíåíèÿ ðàçëè÷íûõ ãåíåðàòîðîâ.

Õàðàêòåðèñòèêàìè íåçàâèñèìîñòè áóäóò ñëóæèòü êîâàðèàöèîííûå êî-
ýôôèöèåíòû äëÿ ìîìåíòîâ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë, óìíîæåííûå íà

√
n:

cjk =
√
n
[〈
xjtx

k
t−1

〉
−
〈
xjt
〉〈
xkt−1

〉]
Â ñëó÷àå íåçàâèñèìûõ âåëè÷èí ÷èñåë îíè äîëæíû áûòü ðàâíû íóëþ.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîëè÷åñòâà ðàçëè÷íûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë, âûäàâàåìûõ
ãåíåðàòîðîì, âîñïîëüçóåìñÿ áèáëèîòå÷íûì êëàññîì map êîòîðûé õðàíèò
ïàðû �êëþ÷-çíà÷åíèå�. Â íàøåì ñëó÷àå êëþ÷îì áóäåò ñëóæèòü ñëó÷àéíîå
÷èñëî, à çíà÷åíèåì � êîëè÷åñòâî åãî ïîÿâëåíèé. Êëàññ map ñðàâíèòåëü-
íî áûñòðî èùåò è âñòàâëÿåò íîâûå ÷èñëà, è åãî ðàçìåð size ñîîáùàåò î
êîëè÷åñòâå ðàçëè÷íûõ êëþ÷åé (ñëó÷àéíûõ ÷èñåë).
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#include "stat.cpp" // ñòàòèñòè÷åñêàÿ áèáëèîòåêà
#include <map.h> // map [ ]
map <Float ,unsigned int > lst;

const int n = 1000000; // âåëè÷èíà âûáîðêè
const int nex = 1000; // ÷èñëî ýêñïåðèìåíòîâ
const int m = 100; // ÷èñëî èíòåðâàëîâ

void main(void)
{

Float a[nex], s[nex], z[nex];
Float c11[nex], c22[nex], c12[nex], c21[nex];
Float min[nex], max[nex], size[nex];
Float p[m];
for(int ex=0; ex <nex; ex++){ // ïðîâîäèì 1000 ýêñïåðèìåíòîâ

srand(ex+1); // "âñòðÿõèâàåì" ãåíåðàòîðû
SRnd(ex+1);
a[ex]=s[ex]=0; // ñðåäíåå è êâàäàðàò ñðåäíå ã î
c11[ex]=0; // êîâàðèàöèè
c12[ex]=c21[ex]=c22[ex]=0;
max[ex]=0; min[ex]=1; // ìàêñèìàëüíîå è ìèíèìàëüíîå
Float rnd , rnd1=Rnd (); // òåêóùåå è ïðåäûäóùåå ÷èñëî
lst.clear (); // î÷èùàåì õýø−òàáëèöó
for(int k=0; k<m; k++) p[k]=0;

for(int i=0; i<n; i++,rnd1=rnd){
rnd = Rnd();
a[ex]+=rnd;
s[ex]+=rnd*rnd;
c11[ex]+=rnd*rnd1; c12[ex]+= rnd*Sqr(rnd1);
c21[ex]+=Sqr(rnd)*rnd1; c22[ex]+=Sqr(rnd*rnd1);
lst[rnd ]++;
int k=int(rnd*m); if(k>=m) k=m-1; if(k<0) k=0;
p[k]++;
if(max[ex]<rnd) max[ex]=rnd;
if(min[ex]>rnd) min[ex]=rnd;

}
a[ex]/=n; s[ex]/=n;
c11[ex]/=n; c11[ex]=(c11[ex]-a[ex]*a[ex])* sqrt(Float(n));
c12[ex]/=n; c12[ex]=(c12[ex]-a[ex]*s[ex])* sqrt(Float(n));
c21[ex]/=n; c21[ex]=(c21[ex]-a[ex]*s[ex])* sqrt(Float(n));
c22[ex]/=n; c22[ex]=(c22[ex]-s[ex]*s[ex])* sqrt(Float(n));
z[ex]=0;
for(int k=0; k<m; k++) { z[ex]+=Sqr((p[k]/n) -1.0/m); }
z[ex]*= Float(n)/m;
size[ex] = Float(lst.size ())/n;
printf("%d\n", ex);

}
printf("%g\t%g\n",Aver(a,nex),Sigma(a,nex)/sqrt(nex)); // . . .

}
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• Ïîñëå ïîëó÷åíèÿ íà îñíîâàíèè nex ýêñïåðèìåíòîâ ìàññèâîâ ñî ñòà-
òèñòèêàìè ïðè ïîìîùè ôóíêöèé Aver(), Sigma(), íàõîäÿùèõñÿ â ôàéëå
stat.cpp, âû÷èñëÿþòñÿ ñðåäíåå çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè è îäíà ñòàíäàðòíàÿ
îøèáêà: Sigma(a, nex)/sqrt(nex). Íèæå â òàáëèöàõ ñòàíäàðòíàÿ îøèáêà
èñïîëüçóåòñÿ äëÿ âûâîäà òîëüêî çíà÷àùèõ öèôð â ñòàòèñòèêå è óêàçû-
âàåòñÿ â âèäå èíäåêñà. Òàê, íàïðèìåð, 0.0253 îçíà÷àåò, ÷òî â ïîñëåäíåì
çíàêå ìîæåò áûòü îøèáêà, ò.å. 0.025± 0.003. Ïðèâåä¼ì ðåçóëüòàòû ðàáî-
òû ïðîãðàììû:

11 12 21 22 size/n

RndU 0.0033 0.0043 0.0033 0.0033 1.000000
rand 0.0013 0.0013 0.0023 0.0013 0.032767
RndI 0.252 0.273 0.273 0.283 0.049

Êîððåëÿöèîííûå ñâîéñòâà RndU è rand ïðèìåðíî îäèíàêîâû, à äëÿ RndI
� çàìåòíî õóæå. Ãåíåðàòîð RndU ñóùåñòâåííî ëó÷øå ïî êîëè÷åñòâó ðàç-
ëè÷íûõ ÷èñåë, êîòîðûå îí ãåíåðèò. Òàê, íà âûáîðêå èç n = 1000000
îí âûäà¼ò âñå ÷èñëà ðàçëè÷íûìè, òîãäà êàê äëÿ rand ðàçëè÷íûõ ÷èñåë
òîëüêî RAND_MAX=32767. Àíàëîãè÷íàÿ ïðîáëåìà è ó RndI, ê òîìó æå èõ
êîëè÷åñòâî ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ gRndSeed.

Åñëè íàì íåîáõîäèìî ðàâíîìåðíî çàïîëíèòü íåêîòîðûé îòðåçîê òî÷êà-
ìè (íàïðèìåð, ïðè Ìîíòå-Êàðëî âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà), òî, èñïîëüçóÿ
rand èëè RndI, ìû ïîëó÷èì îêîëî 105 òî÷åê, è ïðîâåäåíèå áîëüøåãî ÷èñ-
ëà ýêñïåðèìåíòîâ ñòàíîâèòñÿ áåññìûñëåííûì.

Ñòàòèñòèêè ðàâíîìåðíîñòè èìåþò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:〈
x
〉 〈

x2
〉

z100 min max

RndU 0.499991 0.333321 0.009895 0.000000 0.9999999
rand 0.499991 0.333321 0.010095 0.000000 1.0000000
RndI 0.50041 0.33371 0.731 0.0000191 0.99998592

Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ó ïåðâûõ äâóõ ãåíåðàòîðîâ â ïðåäåëàõ ñòàíäàðòíîé
îøèáêè ñîâïàäàþò ñ òî÷íûìè çíà÷åíèÿìè. Ãåíåðàòîð RndI õóæå êàê ïî
ýòèì ïîêàçàòåëÿì, òàê è ïî ñòåïåíè ðàâíîìåðíîñòè äëÿ m = 100 èíòåð-
âàëîâ z100.

Â äàëüíåéøåì äëÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåë¼ííûõ ÷èñåë ìû áóäåì èñ-
ïîëüçîâàòü RndU(). Ñ ïîìîùüþ RndU(), à òî÷íåå, å¼ âåùåñòâåííîãî àíà-
ëîãà Rnd(), ìîæíî ïîëó÷àòü è íîðìàëüíî ðàñïðåäåë¼ííûå ÷èñëà, êîòî-
ðûå, ñîáñòâåííî, íàì è íåîáõîäèìû äëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé. Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùèé àëãîðèòì.
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• Äëÿ ãåíåðàöèè íîðìàëüíî ðàñïðåäåë¼ííîãî ñëó÷àéíîãî ÷èñëà ñ íóëå-
âûì ñðåäíèì è åäèíè÷íîé âîëàòèëüíîñòüþ ñëóæèò ìåòîä Áîêñà-Ìèëëåðà.
Ïåðåéä¼ì îò ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåë¼ííûõ íà èíòåðâàëå [0..1] ÷èñåë x1 è
x2 ê ïåðåìåííûì: y1 =

√
−2 lnx1 cos(2πx2), y2 =

√
−2 lnx1 sin(2πx2). Êî-

ëè÷åñòâî ÷èñåë, ïîïàâøèõ â íåêîòîðóþ îáëàñòü äâóõìåðíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà Ω, îïðåäåëÿåòñÿ äâîéíûì èíòåãðàëîì. Ïðè çàìåíå ïåðåìåííûõ â
èíòåãðàëå îáú¼ì óìíîæàåòñÿ íà ÿêîáèàí:∫

Ω

dx1dx2 =

∫
Ω

∣∣∣∣∣ ∂x1

∂y1

∂x1

∂y2
∂x2

∂y1

∂x2

∂y2

∣∣∣∣∣ dy1dy2 =

∫
Ω

1√
2π

e−
y2
1
2

1√
2π

e−
y2
2
2 dy1dy2.

Òàêèì îáðàçîì, ïåðåìåííûå y1 è y2 ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè (èíòåãðàëû
ðàñùåïëÿþòñÿ) è èìåþò íîðìàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ.
Ôóíêöèè cos è sin âû÷èñëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî äîëãî. ×òîáû èçáåæàòü

ðàáîòû ñ íèìè, âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì ïðè¼ìîì. Âûáåðåì îáëàñòü
èíòåãðèðîâàíèÿ â âèäå êðóãà ñ åäèíè÷íûì ðàäèóñîì è öåíòðîì â íà÷àëå
êîîðäèíàò. Áóäåì ñëó÷àéíûì îáðàçîì ðàâíîìåðíî çàïîëíÿòü åãî òî÷êà-
ìè. Ïóñòü v1 è v2 � êîîðäèíàòû òî÷êè âíóòðè êðóãà v2

1 + v2
2 = r2 < 1.

Â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ v1 = r cosα, v2 = r sinα. Òàê êàê v1 è v2

ðàñïðåäåëåíû ðàâíîìåðíî, òî è ïîëÿðíûé óãîë α áóäåò ðàâíîìåðíî ðàñ-
ïðåäåë¼í â èíòåðâàëå [0..2π]. Ïîýòîìó äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ cos è
sin ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ îòíîøåíèÿìè v1/r è v2/r:

Float RndG() // ã àó ñ ñ î âî ñë . ÷èñëî
{

static int was = 0; // áûëà ëè âû÷èñëåíà ïàðà ÷èñåë
static Float r = 0; // ïðåäûäóùåå ñëó÷ . ÷èñëî èç ïàðû
if(was){was=0; return r;}// r èç ïðåäûäóùèõ âû÷èñëåíèé

Float s, v1 ,v2;
do{ // æä¼ì ïîïàäàíèÿ â êðóã

v1 = 2*Rnd()-1; // òî÷êà â êâàäðàòå [ −1 . . 1 ]
v2 = 2*Rnd()-1;
s=v1*v1 + v2*v2; // êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ îò öåíòðà

}while(s>=1.0 || s==0);

was = 1;
r = v1*sqrt(-2*log(s)/s); // ïåðâîå ÷èñëî ( çàïîìíèëè )
return v2*sqrt(-2*log(s)/s); // âòîðîå ÷èñëî ( âåðíóëè )

}

Ïåðåìåííûå was è r îáúÿâëåíû â ôóíêöèè RndG, êàê ñòàòè÷åñêèå (static).
Ïî çàâåðøåíèè ðàáîòû ôóíêöèè èõ çíà÷åíèÿ áóäóò ñîõðàíåíû, è ïðè ñëå-
äóþùåì âûçîâå ìû áóäåì èìåòü çíà÷åíèå îäíîãî èç ñëó÷àéíûõ ãàóññîâûõ
÷èñåë, âû÷èñëåííûõ íà ïðåäûäóùåé èòåðàöèè.
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9.4 Ìîäåëèðîâàíèå ñòîõàñòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ

Ðàññìîòðèì àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ îäíîìåðíîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðî-
öåññà:

dx = a(x, t)dt+ b(x, t)δW.

Åñëè çàäàíî íà÷àëüíîå óñëîâèå x0 = x(0), òî ïîñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ
ïðîöåññà xk = x(tk) ïîëó÷àþòñÿ ïðè ïîìîùè èòåðàöèîííîé ñõåìû (ñòð.
49):

xk+1 = xk + a(xk, tk) ∆t+ b(xk, tk)
√

∆t εk.

×åì ìåíüøå âðåìåííîé øàã ∆t, òåì áëèæå áóäóò ñâîéñòâà ïîëó÷àåìîãî
âûáîðî÷íîãî ïðîöåññà ê òî÷íîìó ðåçóëüòàòó:

#include "stat.cpp" // ôàéë ñ RndG( )

inline Float a(Float x, Float t){ return 0; } // ñíîñ
inline Float b(Float x, Float t){ return x; } // âîëàò .

void main()
{

FILE *out = fopen("ito.out", "w");

SRnd(time (0)); // "âñòðÿõèâàåì" ãåíåðàòîð

Float step = 0.1; // øàã ïî âðåìåíè äëÿ òàáóëÿöèè x
const int num = 100; // ÷èñëî òî÷åê òàáóëÿöèè
int lag = 1000; // êîëè÷åñòâî äðîáëåíèé øàãà s t e p

Float dt=step/lag , sqrt_dt=sqrt(dt);

Float x=1; // íà÷àëüíîå çíà÷åíèå x
Float t=0; // â ìîìåíò âðåìåíè t
fprintf(out , "%g\t%g\n", t, x);

for(int k=1; k<=num; k++){
for(int j=0; j<lag; j++, t+=dt)

x += a(x,t)*dt + b(x,t)*RndG ()* sqrt_dt;

fprintf(out , "%g\t%g\n", t, x);
fflush(out);

}
fclose(out); // çàêðûâàåì ôàéë

}

Ðàçáåð¼ì ýòîò êîä. Äèðåêòèâîé include ìû âñòàâëÿåì êîä èç ôàéëà
�stat.cpp�, â êîòîðîì ñîäåðæèòñÿ ôóíêöèÿ RndG, îïèñàííàÿ â ïðåäûäó-
ùåì ðàçäåëå. Òàê êàê ýòî íàø ôàéë è îí íàõîäèòñÿ â òîé æå äèðåêòîðèè,
ãäå ïðîèñõîäèò êîìïèëÿöèÿ îñíîâíîé ïðîãðàììû, ìû çàêëþ÷àåì åãî èìÿ
â äâîéíûå êàâû÷êè.
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Äàëåå èäóò îïèñàíèÿ ôóíêöèé ñíîñà è âîëàòèëüíîñòè. Â ïðèìåðå âû-
øå âûáðàí ïðîöåññ ëîãàðèôìè÷åñêîãî áëóæäàíèÿ ñ íóëåâûì ñíîñîì è
åäèíè÷íîé âîëàòèëüíîñòüþ (ñòð. 58).
Â ãëàâíîé ôóíêöèèmain îòêðûâàåòñÿ ôàéë ñ èìåíåì �ito.out�. Â íåãî

áóäóò ïîìåùàòüñÿ ðåçóëüòàòû ðàáîòû ïðîãðàììû. Äëÿ ýòîãî îáúÿâëÿ-
åòñÿ ïåðåìåííàÿ (óêàçàòåëü) out òèïà FILE, çíà÷åíèå êîòîðîé çàäà¼òñÿ
ôóíêöèåé fopen. Ïîñëåäíèé å¼ àðãóìåíò �w� îïðåäåëÿåò ñïîñîá îòêðûòèÿ
ôàéëà. Â äàííîì ñëó÷àå ýòî áóäåò âíîâü ñîçäàâàåìûé ôàéë, îòêðûâàþ-
ùèéñÿ äëÿ çàïèñè.
Ôóíêöèÿ SRnd �âñòðÿõèâàåò� ãåíåðàòîð ñëó÷àéíûõ ÷èñåë. Â ðåçóëüòà-

òå ïðè êàæäîì çàïóñêå ïðîãðàììû áóäåò ïîëó÷àòüñÿ íîâàÿ ðåàëèçàöèÿ
ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà.
Â ïðîãðàììå âû÷èñëÿåòñÿ num = 100 çíà÷åíèé ñëó÷àéíîãî ïðîöåñ-

ñà x(t), ñ ðàâíûì øàãîì ïî âðåìåíè: t = 0, step, 2 · step, ..., num · step.
Êàæäûé èíòåðâàë ìåæäó âû÷èñëÿåìûìè çíà÷åíèÿìè x ðàçáèâàåòñÿ íà
áîëüøîå ÷èñëî lag òî÷åê, âðåìÿ ìåæäó êîòîðûìè ðàâíî dt = step/lag.

x x

t t
x0 x0

step step

Äëÿ âû÷èñëåíèé èñïîëüçóåòñÿ äâà âëîæåííûõ öèêëà. Âíåøíèé ïî k ïðè-
âîäèò ê âûâîäó x(step), x(2step),... òîãäà êàê âíóòðåííèé ïî j, ïðè ïîìî-
ùè èòåðàöèîííîé ôîðìóëû, âû÷èñëÿåò ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ ñëó÷àé-
íîãî ïðîöåññà. Äëÿ óñêîðåíèÿ âû÷èñëåíèé ìû èñïîëüçóåì ïåðåìåííóþ
sqrt_dt, â êîòîðîé õðàíèòñÿ

√
dt. Íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ïðîöåññà x0 = 1

â ìîìåíò âðåìåíè t0 = 0 çàäà¼òñÿ ïåðåä âûïîëíåíèåì öèêëîâ.
Âûâîä â ôàéë îñóùåñòâëÿåòñÿ ôóíêöèåé fprintf, êîòîðàÿ àíàëîãè÷-

íà printf, íî ïåðâûì àðãóìåíòîì óêàçûâàåòñÿ ôàéëîâàÿ ïåðåìåííàÿ, â
êîòîðóþ íàïðàâëÿåòñÿ âûâîä. Ôóíêöèÿ fflush(out) ïðèâîäèò ê íåìåä-
ëåííîìó ïîìåùåíèþ äàííûõ â ôàéë, ïîýòîìó, åñëè ïðåðâàòü âûïîëíåíèå
ïðîãðàììû, ÷àñòü ïîñ÷èòàííûõ ê ýòîìó ìîìåíòó ðåçóëüòàòîâ áóäåò íà-
õîäèòüñÿ â ôàéëå. Ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà çàêðûâàåò ôàéë. Ýòîò òåêñòîâûé
ôàéë ìîæíî îòêðûòü, íàïðèìåð, â Excel è ïîñòðîèòü ãðàôèê ñîîòâåò-
ñòâóùåãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà.
Ñèìâîë �\t� â ôóíêöèè fprintf îáîçíà÷àåò òàáóëèðîâàíèå è ïîíè-

ìàåòñÿ Excel â êà÷åñòâå ðàçäåëèòåëÿ êîëîíîê. Ìîæíî åãî çàìåíèòü íà
çàïÿòóþ �,�, è, ïðèäàâ ôàéëó ðàñøèðåíèå �.csv�, ïîëó÷èòü ôîðìàò, âîñ-
ïðèíèìàåìûé áîëüøèíñòâîì ïðîãðàìì îáðàáîòêè äàííûõ.
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• Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîäåëèðóåòñÿ ñèñòåìà ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé. Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà äâóõìåðíûé îñöèëëÿòîð ñ çàòó-
õàíèåì (ñòð. 160), èìåþùèé ñêîððåëèðîâàííûé øóì

〈
δWx δWy

〉
= ρ dt:{

dx = (−λx− ω y) dt + σ δWx

dy = (+ω x− λ y) dt + σ δWy.

Ïðîãðàììà íà C++, âûäàþùàÿ ðåàëèçàöèþ òðàåêòîðèè ñîîòâåòñòâóùåãî
ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà x(t), y(t), èìååò âèä:

#include "stat.cpp" // ôàéë ñ RndG( )

void main()
{

FILE *out = fopen("ito.out", "w");

SRnd(time (0)); // "âñòðÿõèâàåì" ãåíåðàòîð

Float step = 0.1; // øàã ïî âðåìåíè äëÿ òàáóëÿöèè x , y
const int num = 1000; // ÷èñëî òî÷åê òàáóëÿöìì
int lag= 1000; // êîëè÷åñòâî äðîáëåíèé øàãà s t e p

Float w=0.5, lm=0.01, si=1, rho =0.1;
Float x=1, y=0, t=0, x1, y1, r1, r2;

Float dt=step/lag ,sqrt_dt=sqrt(dt), rho1=sqrt(1-rho*rho);

fprintf(out , "%g\t%g\t%g\n", t, x, y);
for(int k=1; k<=num; k++){

for(int j=0; j<lag; j++, t+=dt){
r1=RndG (); r2=rho*r1+rho1*RndG ();
x1 = x + (-lm*x-w*y)*dt + si*r1*sqrt_dt;
y1 = y + (-lm*y+w*x)*dt + si*r2*sqrt_dt;
x=x1; y=y1;

}
fprintf(out , "%g\t%g\t%g\n", t, x, y);

}
fclose(out); // çàêðûâàåì ôàéë

}

Ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå îò îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ ñîñòîèò â èñïîëüçîâà-
íèè ïðîìåæóòî÷íûõ ïåðåìåííûõ x1 è y1. Ìû äîëæíû ñíà÷àëà âû÷èñ-
ëèòü ïðèðàùåíèå êàæäîé èç ïåðåìåííûõ, è ëèøü çàòåì èõ óâåëè÷èòü.
Åñëè áû ýòî íå áûëî ïðîäåëàíî, òî âî âòîðîì óðàâíåíèè äëÿ y ñòîÿëî
áû x íå èç ïðåäûäóùåé èòåðàöèè, à óæå èçìåí¼ííîå. Â êà÷åñòâå óïðàæ-
íåíèÿ ñòîèò ñðàâíèòü ðàáîòó ýòîãî àëãîðèòìà è àëãîðèòìà, â êîòîðîì
ñòîÿëî áû ïðîñòî x+ = ... è y+ = .... Îáðàòèì òàêæå âíèìàíèå íà ãå-
íåðàöèþ ñêîððåëèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë r1 è r2 ñ êîýôôèöèåíòîì
êîððåëÿöèè ρ =rho.
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• Ïîêà ñèñòåìû óðàâíåíèé èìåþò íåáîëüøóþ ðàçìåðíîñòü, äëÿ êàæ-
äîé ñòåïåíè ñâîáîäû ââîäèòñÿ îòäåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ. Îäíàêî, ðàíî èëè
ïîçäíî íåîáõîäèìî ïåðåõîäèòü ê ìàññèâàì, îñîáåííî, åñëè óðàâíåíèå èìå-
åò êîìïàêòíóþ âåêòîðíóþ ôîðìó.

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ñèñòåìó ñëåäóþùåãî âèäà:

dxi = −xi r dt+ δWi,

ãäå r =
√
x2

1 + ...+ x2
n � ðàññòîÿíèå äî íà÷àëà êîîðäèíàò â n-ìåðíîì

äåêàðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Òàê êàê ñíîñ âåêòîðà x = {x1, ..., xn} âñåãäà
íàïðàâëåí ê íà÷àëó êîîðäèíàò, áëóæäàíèå áóäåò âñ¼ âðåìÿ îñòàâàòüñÿ â
åãî îêðåñòíîñòè. Ñî âðåìåíåì óñòàíîâèòñÿ ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå
âåðîÿòíîñòåé.

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïîäîáíûõ óðàâíåíèé íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ìàñ-
ñèâû çíà÷åíèé íà ïðåäûäóùåé è òåêóùåé èòåðàöèÿõ, à òàêæå çàäàòü
íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ:

const int n = 10;
Float x[n], x1[n];

for(int i=0; i<n; i++) x[i]=0;

Äëÿ îáúÿâëåíèÿ ðàçìåðà ñòàòè÷åñêèõ ìàññèâîâ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü
êîíñòàíòû (const). Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ âûáðàíî íà÷àëî êî-
îðäèíàò.

Îñíîâíîé öèêë èòåðàöèîííûõ ðàñ÷¼òîâ èìååò ñëåäóþùèé âèä:

for(int k=1; k<=num; k++){
for(int j=0; j<lag; j++){

Float r=0;
for(int i=0; i<n; i++) r+=x[i]*x[i];
r=sqrt(r);

for(int i=0; i<n; i++)
x1[i] = x[i] - x[i]*r*dt + RndG ()* sqrt_dt;

for(int i=0; i<n; i++)
x[i] = x1[i];

}
}

Ïðè ïîìîùè çíà÷åíèé x[i], ïîëó÷åííûõ íà ïðåäûäóùåé èòåðàöèè, âû÷èñ-
ëÿåòñÿ ðàäèóñ-âåêòîð r. Çàòåì â öèêëå ïðîèñõîäèò îïðåäåëåíèå íîâûõ
çíà÷åíèé êîîðäèíàò, êîòîðûå ïðèñâàèâàþòñÿ â ìàññèâ x1. Òîëüêî ïîñëå
òîãî, êàê âñå íîâûå çíà÷åíèÿ âû÷èñëåíû, îíè ñíîâà ïîìåùàþòñÿ â ìàññèâ
ðåøåíèé x.
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9.5 Îøèáêè âû÷èñëåíèé è óñêîðåíèå ñõîäèìîñòè

Åñëè ìû õîòèì íàéòè èçìåíåíèå âî âðåìåíè ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ èëè
âîëàòèëüíîñòè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà, íåîáõîäèìî ñîçäàòü áîëüøîå êîëè-
÷åñòâî âûáîðî÷íûõ òðàåêòîðèé, íà îñíîâàíèè êîòîðûõ ïðîâåñòè ñîîòâåò-
ñòâóþùåå óñðåäíåíèå. Íà êîíå÷íûå ðåçóëüòàòû ìîãóò îêàçûâàòü âëèÿíèå
îøèáêè òð¼õ âèäîâ:

1) Êîíå÷íîñòü âûáîðêè
2) Êîíå÷íîñòü âðåìåííîãî øàãà
3) Îøèáêè îêðóãëåíèé

Ñòàòèñòè÷åñêèå îøèáêè êîíå÷íîñòè âûáîðêè äîñòàòî÷íî õîðîøî êîí-
òðîëèðóåìû ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèé, ïðèâåäåííûõ â ðàçäåëå §9.2. Ïðè
ðàñ÷¼òå ëþáîé èíòåãðàëüíîé âåëè÷èíû v (ñðåäíåå, êâàäðàò ñðåäíåãî, è
ò.ä.) íåîáõîäèìî âû÷èñëÿòü òàêæå âûáîðî÷íóþ âîëàòèëüíîñòü σ̃v ýòîé
âåëè÷èíû. Ñòàíäàðòíàÿ îøèáêà, êîòîðóþ ìû áóäåì ïîëó÷àòü äëÿ âûáî-
ðî÷íîãî ñðåäíåãî ṽ ïî n ýêñïåðèìåíòàì, ðàâíà σ̃v/

√
n. Ïðè íåîáõîäèìî-

ñòè ìîæíî îïðåäåëèòü äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû, â êîòîðûå ñ çàäàííîé
äîñòîâåðíîñòüþ ïîïàäàåò èñòèííîå ñðåäíåå çíà÷åíèå.

Ïðîñòûì ðåöåïòîì ïðîâåðêè íàëè÷èÿ îøèáîê îêðóãëåíèÿ ìîæåò áûòü
ïåðåõîä îò äâîéíîé òî÷íîñòè double ê îäèíàðíîé �oat äëÿ òèïà Float.
Åñëè ðåçóëüòàòû ïðè ýòîì èçìåíÿþòñÿ íåñóùåñòâåííî (íà òîé æå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ ÷èñåë), òî âñ¼ íîðìàëüíî. Òàê êàê ìû îïðåäå-
ëèëè òèï Float â íà÷àëå ôàéëà stat.cpp, äëÿ ïîäîáíîé ïðîâåðêè äîñòà-
òî÷íî èçìåíèòü òîëüêî îäíó ñòðîêó.

Ðàññìîòðèì òåïåðü âåëè÷èíó îøèáîê, ñâÿçàííûõ ñ êîíå÷íîñòüþ âðå-
ìåííîãî øàãà â èòåðàöèîííîé ñõåìå. ×òîáû ñòàòèñòè÷åñêèå îøèáêè íå
ìåøàëè, âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì ïðè¼ìîì. Êàê èçâåñòíî, êîíêðåòíàÿ
òðàåêòîðèÿ âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò ëþáóþ òðàåê-
òîðèþ äèôôóçíîãî ïðîöåññà, åñëè å¼ èçìåíåíèÿ ñòîÿò â ñòîõàñòè÷åñêîì
÷ëåíå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (ïîðîæäàþùèé ïðîöåññ: ñòð. 72).

Äëÿ ïðîöåññîâ, òî÷íûå ðåøåíèÿ êîòîðûõ âûðàæàþòñÿ ÿâíûì âèäîì
÷åðåç âèíåðîâñêóþ ïåðåìåííóþ x = f(t,Wt), ìîæíî âû÷èñëèòü ñðåäíþþ
àáñîëþòíóþ îøèáêó ðàñõîæäåíèÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ è ÷èñëåííîãî:

E =
〈
|x(tk)− xexact(tk)|

〉
Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü äèñêðåòíóþ òðàåêòîðèþ Âèíåðà ïðè ïî-
ìîùè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ ãàóññîâûõ âåëè÷èí ε1, ..., εn è, èñ-
ïîëüçóÿ èõ æå, ïîñòðîèòü èòåðàöèîííóþ ñõåìó.
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• Äëÿ óðàâíåíèÿ dx = a(x) dt + b(x) δW áàçîâàÿ èòåðàöèîííàÿ ñõå-
ìà, êîòîðîé ìû ïîëüçîâàëèñü íà ïðîòÿæåíèè êíèãè, íàçûâàåòñÿ �ñõåìîé
Ýéëåðà�:

xk+1 = xk + ak ∆t+ bk εk
√

∆t,

ãäå εk ∼ N(0, 1), à ak = a(xk), bk = b(xk). Åñòåñòâåííî, ñàì Ýéëåð î ñòîõà-
ñòè÷åñêèõ óðàâíåíèÿõ íå ñëûøàë, à èñïîëüçîâàë ïîäîáíîå ïðèáëèæåíèå
äëÿ ðåøåíèÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
×åì ìåíüøå èíòåðâàë âðåìåíè ∆t, òåì áëèæå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà-

÷åíèé ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà xk = x(tk) íàõîäèòñÿ ê íåïðåðûâíîé òðàåêòî-
ðèè xexact(t) â ìîìåíòû âðåìåíè tk. Åñëè äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé óìåíüøåíèå øàãà èòåðàöèîííîé ñõåìû äëÿ ïîâû-
øåíèÿ òî÷íîñòè ðåøåíèÿ îáû÷íî íå âûçûâàåò îñîáûõ ñëîæíîñòåé, òî â
ñòîõàñòè÷åñêîì ñëó÷àå ñèòóàöèÿ çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå. ×òîáû ïîëó÷èòü
ñðåäíåå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ñ îòíîñèòåëüíîé òî÷íîñòüþ 10−3,
íåîáõîäèìî ïðîäåëàòü îêîëî ìèëëèîíà ýêñïåðèìåíòîâ. Â ðåçóëüòàòå âðå-
ìåííûå çàòðàòû ñòàíîâÿòñÿ â ìèëëèîí ðàç áîëüøå, ÷åì â äåòåðìèíèðî-
âàííîì ñëó÷àå. Ïîíÿòíî, ÷òî, åñëè ïðè êàæäîì èç òàêèõ ýêñïåðèìåíòîâ,
óìåíüøàÿ ∆t, ìû äîëæíû âûïîëíÿòü áîëüøîå ÷èñëî èòåðàöèé, òî ñèòó-
àöèÿ ñòàíîâèòñÿ êðèòè÷åñêîé. Ïîýòîìó âàæíóþ ðîëü èãðàþò ðàçëè÷íûå
ìåòîäû óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû.
Â §5.6, ñòð. 148, ïðè ðàññìîòðåíèè ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëè-

æåíèé ìû ïîëó÷èëè ñëåäóþùóþ èòåðàöèîííóþ ñõåìó:

xk+1 = xk + ak ∆t+ bk εk
√

∆t

+ b′kbk (ε2
k − 1)

∆t

2

+ b′k ak εk (∆t)3/2 +
(
a′kbk − akb′k

) [√3

2
εk +

1

2
ηk

]
(∆t)3/2

√
3

+ a′kak
(∆t)2

2
,

ãäå a′k = a′(xk), b
′
k = b′(xk), à η ∼ N(0, 1) � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ñòàòè-

ñòè÷åñêè íå çàâèñÿùàÿ îò ε. Äîáàâëåíèå ê ñõåìå Ýéëåðà âòîðîé ñòðîêè
íàçûâàåòñÿ ñõåìîé Ìèëñòåéíà. Òðåòüÿ ñòðîêà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì ïðè-
áëèæåíèåì ïî âðåìåíè, è äîáàâëåíèå å¼ ìû áóäåì íàçûâàòü ìîäèôèöèðî-
âàííîé ñõåìîé Ìèëñòåéíà. Íîâîå ñëó÷àéíîå ÷èñëî ηk âîçíèêàåò áëàãî-
äàðÿ èíòåãðàëó îò âèíåðîâñêîé òðàåêòîðèè St, êîòîðûé, ÿâëÿÿñü ñëó÷àé-
íûì ïðîöåññîì, çàâèñèò îò ôîðìû Wt, ïîýòîìó íå îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî
çíà÷åíèåì Wt = ε

√
t â ìîìåíò âðåìåíè t. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η ïðîïîð-

öèîíàëüíà ïëîùàäè îòêëîíåíèÿ îò òðàïåöèè, ñîåäèíÿþùåé íà÷àëüíîå è
êîíå÷íîå çíà÷åíèÿ âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà íà èíòåðâàëå [t, t + ∆t] (ñì.
§5.1, ñòð. 124).
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Ðàññìîòðèì ïðîãðàììó, âû÷èñëÿþùóþ ñðåäíèå îøèáêè ïðè èñïîëüçî-
âàíèè ìîäèôèöèðîâàííîé ñõåìû Ìèëñòåéíà

#include "stat.cpp" // ôàéë ñ RndG( )

const int nex = 10000; // êîëè÷åñòâî ýêñïåðèìåíòîâ

void main()
{

SRnd(time (0)); // "âñòðÿõèâàåì" ãåíåðàòîð

Float x0=1; // íà÷àëüíîå çíà÷åíèå x
Float t0=0, t1=1; // íà÷àëüíîå è êîíå÷íîå âðåìÿ
Float err[nex]; // êâàäðàòû îøèáîê

for(Float dt =0.01; dt >=0.0001; dt *=0.1){
Float sqrt_dt=sqrt(dt);

for(int ex=0; ex <nex; ex++){ // ýêñïåðèìåíòû
Float x=x0, t=t0, w=0;
while(t<t1){

Float r = RndG ();
x += x*dt + x*r*sqrt_dt + 0.5*x*(r*r-1)*dt

+ x*r*dt*sqrt_dt + 0.5*x*dt*dt;

w += r;
t += dt;

}
w*= sqrt_dt;
err[ex] = fabs(x-x0*exp(w+0.5*t));

}
Float av = Aver (err ,nex);
Float si = Sigma(err ,nex)/sqrt(nex);
printf("%12.8f\t%12.8f\t%12.8f\n",dt ,av ,si);

}
}

Â äàííîì ñëó÷àå èñïîëüçîâàíî ëîãàðèôìè÷åñêîå áëóæäàíèå

dx = x dt+ x δW.

Âî âíåøíåì öèêëå ïðîèñõîäèò òàáóëèðîâàíèå âðåìåííîãî øàãà ∆t. Äàëåå
ïðîâîäèòñÿ nex ýêñïåðèìåíòîâ, äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ ïî èòåðàöèîííîé
ñõåìå âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà â ìîìåíò âðåìåíè t1,
êîòîðîå ñðàâíèâàåòñÿ ñ òî÷íûì

x(t) = x0 e
Wt+t/2,

êîòîðîå çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ âèíåðîâñêîé ïåðåìåííîé w â òîò æå ìîìåíò
âðåìåíè.
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Ïðèâåä¼ì ðåçóëüòàòû äëÿ ëîãàðèôìè÷åñêîãî áëóæäàíèÿ íà èíòåðâàëå
âðåìåíè t = [0...1]. Íèæå â òàáëèöå ïðèâåäåíû àáñîëþòíûå îòêëîíåíèÿ
òðàåêòîðèè ïðîöåññà îò òî÷íîãî ðåøåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ âðåìåííûõ øà-
ãîâ ∆t è èòåðàöèîííûõ ñõåì. Óñðåäíåíèå îøèáîê ïðîâîäèëîñü ïî 10000
ýêñïåðèìåíòàì:

Ñõåìà ∆t = 10−2 ∆t = 10−3 ∆t = 10−4

Ýéëåðà EE 1.6·10−1 4.9·10−2 1.5·10−2

Ìèëñòåéíà EM 2.7·10−2 2.6·10−3 2.5·10−4

Ìîäèôèöèðîâàííàÿ E2 8.7·10−3 9.0·10−4 9.0·10−5

Ïðè ïîñòîÿííîì ïðèìåíåíèè èòåðàöèîííîé ñõåìû îøèáêà ñî âðåìåíåì
íàêàïëèâàåòñÿ, è ñ ðîñòîì t äîñòàòî÷íî áûñòðî óâåëè÷èâàåòñÿ. Ýòîò ðîñò
ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûì, è íà èíòåðâàëå t = [0.5, ..., 3] äëÿ ñõåì Ýé-
ëåðà, Ìèëñòåéíà è ìîäèôèöèðîâàííîé Ìèëñòåéíà ìîæåò áûòü àïïðîê-
ñèìèðîâàí ôóíêöèÿìè:

EE = 0.39 e1.33 t (∆t)1/2, EM = 0.61 e1.42 t ∆t, E2 = 0.23 e1.34 t ∆t.

Åñòåñòâåííî, êîíñòàíòû â ýòèõ ôóíêöèÿõ çàâèñÿò îò âèäà óðàâíåíèÿ, îä-
íàêî ýêñïîíåíöèàëüíàÿ çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè è ñòåïåííàÿ îò øàãà èòå-
ðàöèîííîé ñõåìû ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî óíèâåðñàëüíûìè. Òàêèì îáðàçîì:
1) ñ óâåëè÷åíèåì äèàïàçîíà âðåìåíè t îøèáêè íàêàïëèâàþòñÿ î÷åíü áûñò-
ðî; 2) ñõåìû Ìèëñòåéíà ñóùåñòâåííî ëó÷øå ñõåìû Ýéëåðà, èõ îøèáêà
áûñòðåå óáûâàåò ñ óìåíüøåíèåì èíòåðâàëà ∆t.
Íèæå ïðèâåäåí ïðèìåð äèíàìèêè îøèáîê â âèäå èõ íàòóðàëüíîãî ëî-

ãàðèôìà, êàê ôóíêöèè âðåìåíè t äëÿ ∆t = 10−2 è 10−3. Ïðÿìûå ëèíèè
â ýòîì ìàñøòàáå îçíà÷àþò ýêñïîíåíöèàëüíóþ çàâèñèìîñòü îò t.

y = 1.35x - 6.13

y = 1.33x - 8.39

y = 1.33x - 10.68

-12

-10

-8

-6

-4

-2

1 1.5 2 2.5 t

ln E2 t=0.0001

t=0.01

t=0.001

Íà ñàìîì äåëå, ëîãàðèôìè÷åñêîå áëóæäàíèå, ÿâëÿÿñü ëèíåéíîé çàäà÷åé,
äîñòàòî÷íî êîìôîðòíî äëÿ ëþáîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ïî êðàé-
íåé ìåðå, ïîêà çíà÷åíèÿ ïðîöåññà â ñèëó ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà ñðåäíå-
ãî çíà÷åíèÿ íå ñèëüíî âûðîñëè. Â ÷àñòíîñòè, â ìîäèôèöèðîâàííîé ñõåìå
Ìèëñòåéíà íå çàäåéñòâîâàí ÷ëåí ñî ñëó÷àéíûì ÷èñëîì η.
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9.6 Âû÷èñëåíèå ñðåäíèõ

Ïðèâåä¼ì ïðîñòîé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ñðåäíèõ õàðàêòåðèñòèê ïðî-
öåññà ïî ñîâîêóïíîñòè âûáîðî÷íûõ òðàåêòîðèé. Äëÿ ýòîãî ââåä¼ì ìàñ-
ñèâû ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ è âîëàòèëüíîñòè, òàáóëèðîâàííûå â num òî÷-
êàõ. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé áóäåì ïîäñ÷èòûâàòü
÷àñòîòó ïîïàäàíèÿ â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè òðàåêòîðèè â îäèí èç m
ïîäûíòåðâàëîâ â èíòåðâàëå ìåæäó min è max. Äëÿ ýòîãî ââåä¼ì äâóõ-
ìåðíûé ìàññèâ p. Ïåðâûé åãî èíäåêñ áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü òàáóëèðîâàí-
íîìó ñ øàãîì step âðåìåíè, à âòîðîé � íîìåðó èíòåðâàëà.

Âñå ýòè îáúÿâëåíèÿ èìåþò âèä:

#include "stat.cpp" // ôàéë ñ RndG( )

inline Float a(Float x, Float t){ return 0; } // ñíîñ
inline Float b(Float x, Float t){ return sqrt (1+x*x); } // âîëàò .

void main()
{

SRnd(time (0)); // "âñòðÿõèâàåì" ãåíåðàòîð

Float x0=0; // íà÷àëüíîå çíà÷åíèå x
Float t0=0; // â ìîìåíò âðåìåíè t

Float step = 0.1; // øàã ïî âðåìåíè äëÿ òàáóëÿöèè x
const int num = 100; // ÷èñëî òî÷åê òàáóëÿöìì
int lag = 1000; // äðîáëåíèé øàãà
Float dt=step/lag , sqrt_dt=sqrt(dt);

const int m = 100; // ÷èñëî òî÷åê ãèñòîãðàììû
Float min=-1, max =1; // äèàïàçîí äëÿ ãèñòîãðàììû
Float w=max -min;

Float av[num+1], di[num +1];
Float p[num +1][m]; // ãèñòðîãðàììà
for(int k=0; k<=num; k++){

av[k]=di[k]=0;
for(int i=0; i<m; i++) p[k][i]=0;

}
av[0]=x0; di [0]=0;

Äàëüøå ìû â öèêëå ïî ex ïðîâîäèì nex ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, â
êàæäîì èç êîòîðûõ ñîçäà¼ì âûáîðî÷íóþ òðàåêòîðèþ, è íàêàïëèâàåì
ñðåäíåå çíà÷åíèå â ìàññèâå av è ñðåäíåå êâàäðàòà â ìàññèâå di. Êðîìå
ýòîãî, óâåëè÷èâàåì ñ÷¼ò÷èê ïîïàäàíèé â ïîäûíòåðâàëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ãèñòîãðàììû.
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Ïðîäîëæåíèå ïðîãðàììû âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
int nex = 1000000; // êîëè÷åñòâî âûáîðî÷íûõ òðàåêòîðèé
for(int ex=1; ex <=nex; ex++){ // ýêñïåðèìåíòû

Float x=x0, t=t0;
for(int k=1; k<=num; k++){

for(int j=0; j<lag; j++, t+=dt)
x += a(x,t)*dt + b(x,t)*RndG ()* sqrt_dt;

av[k] += x; // ñðåäíåå çíà÷åíèå
di[k] += x*x; // ñðåäíåå êâàäðàòà
int i=m*(x-min)/w;
if(i>=0 && i<m) p[k][i]++;

}

if(ex %100==0 && ex!=1){
printf("ex=%8d\n", ex);
FILE *out = fopen("ito.out", "w");
for(int k=0; k<=num; k++){

Float ak = av[k]/ex;
Float dk = di[k]/ex-ak*ak;
dk = dk >0? sqrt(dk): 0;
fprintf(out ,"%g\t%12.5f\t%12.5f",k*step ,ak,dk);
for(int i=0; i<m; i++)

fprintf(out ,"\t%12.5f" ,(p[k][i]/ex)*m/w);
fprintf(out , "\n");

}
fclose(out);

}
}

}

Îäèí ðàç â ñòî ýêñïåðèìåíòîâ (ïîñëåäíèé if) ïðîèñõîäèò âûâîä ïðîìåæó-
òî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ â ôàéë "ito.out". Äëÿ ýòîãî âû÷èñëÿåòñÿ îñòàòîê
îò äåëåíèÿ íîìåðà ýêñïåðèìåíòà íà 100 è âûâîä ïðîèñõîäèò, åñëè îí ðà-
âåí íóëþ è ýòî íå ïåðâûé ýêñïåðèìåíò. Â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèÿ ìîæíî
ïðåðâàòü â ëþáîé ìîìåíò, ïîëó÷èâ íåêîòîðûå ïðîìåæóòî÷íûå ðåçóëüòà-
òû. Åñëè ðåäàêòîð ïðîñìîòðà ôàéëîâ â îïåðàöèîííîé ñèñòåìå àâòîìàòè-
÷åñêè ïåðåãðóæàåò èçìåíèâøèéñÿ ôàéë, òî â í¼ì ìîæíî ïðîñìàòðèâàòü
äèíàìèêó òåêóùèõ âû÷èñëåíèé.

Â ôàéë âûâîäÿòñÿ: âðåìÿ, âîëàòèëüíîñòü è ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíî-
ñòåé. Êàæäàÿ ñòðîêà ñîîòâåòñòâóåò îäíîìó ìîìåíòó âðåìåíè. Çàìåòèì,
÷òî ïðè âûâîäå ÷àñòîò ìû íîðìèðóåì èõ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îíè ðàâ-
íÿëèñü ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé. Ïðè âû÷èñëåíèè âîëà-
òèëüíîñòè, íà âñÿêèé ñëó÷àé, ïðè âçÿòèè êîðíÿ ïðîâåðÿåòñÿ çíàê äèñ-
ïåðñèè. Âîîáùå ãîâîðÿ, äèñïåðñèÿ âñåãäà ïîëîæèòåëüíà, îäíàêî èç-çà
îøèáîê îêðóãëåíèÿ, ïðè íóëåâîé σ, âîçìîæíû î÷åíü ìàëåíüêèå îòðèöà-
òåëüíûå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ìîãóò âûçâàòü ñáîé ïðîãðàììû.
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Â ïðèëîæåíèè ñîáðàíû îñíîâíûå ôîðìóëû, ñâÿçàííûå ñ îäíîìåðíû-
ìè è ìíîãîìåðíûìè ñòîõàñòè÷åñêèìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿ-
ìè. Ïðèâåäåíû òî÷íûå èëè àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûå ðåøåíèÿ. Â òåõ ñëó-
÷àÿõ, êîãäà óðàâíåíèå îáñóæäàëîñü â êíèãå, äåëàåòñÿ ñíîñêà íà ñîîòâåò-
ñòâóþùèé íîìåð ñòðàíèöû.
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I Îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ òåîðèè

R1: Ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ôóíê-
öèÿìè ñíîñà a(x, t) è âîëàòèëüíîñòè b(x, t):

dx = a(x, t) dt+ b(x, t)δW,

ãäå δW = ε
√
t � âèíåðîâñêèé øóì, à ε ∼ N(0, 1) � ãàóññîâî ñëó÷àéíîå

÷èñëî ñ íóëåâûì ñðåäíèì è åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé. Èòåðàöèîííàÿ ñõåìà:

xk+1 = xk + a(xk, tk) ∆t+ b(xk, tk)
√

∆t εk.

Ñòàðòóåì ñ x0 = x(t0), è äàëåå êàæäûé ðàç ãåíåðèì íîâîå, íåçàâèñèìîå
ãàóññîâî ñëó÷àéíîå ÷èñëî εk.

R2: Äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè F = F (x, t), åñëè x = x(t) � ñëó÷àéíûé
ïðîöåññ, îïðåäåëÿåòñÿ ëåììîé Èòî (ñòð. 55):

dF =

(
∂F

∂t
+ a(x, t)

∂F

∂x
+
b2(x, t)

2

∂2F

∂x2

)
dt+ b(x, t)

∂F

∂x
δW.

Ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ F ïîëó÷àåì ïîñëå çàìåíû x = G(F, t), ãäå
G � îáðàòíàÿ ê F ôóíêöèÿ.

R3: Ïëîòíîñòü óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè P = P (x0, t0 ⇒ x, t) óäîâëåòâî-
ðÿåò óðàâíåíèþ Ôîêêåðà-Ïëàíêà (ñòð. 107):

∂P

∂t
+

∂

∂x

[
a(x, t)P

]
− 1

2

∂2

∂x2

[
b2(x, t)P

]
= 0

è ïåðâîìó óðàâíåíèþ Êîëìîãîðîâà (ñòð. 105):

∂P

∂t0
+ a(x0, t0)

∂P

∂x0
+

1

2
b2(x0, t0)

∂2P

∂x2
0

= 0.

Óðàâíåíèþ Ôîêêåðà-Ïëàíêà ìîæíî ïðèäàòü ôîðìó çàêîíà ñîõðàíåíèÿ:

∂P

∂t
+
∂J

∂x
= 0, J(x, t) = aP − 1

2

∂
[
b2 P

]
∂x

.

Âîçìîæíû ñëåäóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (ñòð. 110):

reflecting : J(a, t) = 0
absorbing : P (a, t) = 0
periodic : J(a, t) = J(b, t), P (a, t) = P (b, t).

Åñëè íà÷àëüíîå óñëîâèå x0 çàäàíî òî÷íî, òî P (x0, t0 ⇒ x, t0) = δ(x−x0).
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R4: Ñðåäíåå îò ôóíêöèè F = F (x, t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (ñòð.
78):

d 〈F 〉
dt

=

〈
∂F

∂t
+ a(x, t)

∂F

∂x
+
b2(x, t)

2

∂2F

∂x2

〉
.

Â ñëó÷àå F = x è F = x2:

˙〈x〉 = 〈a(x, t)〉 , ˙〈x2〉 =
〈
2xa(x, t) + b2(x, t)

〉
,

ãäå òî÷êà � ïðîèçâîäíàÿ ñðåäíåãî ïî âðåìåíè. Äëÿ ëèíåéíîãî ïî x ñíîñà
óðàâíåíèå äëÿ ñðåäíåãî 〈x〉 ñîâïàäàåò ñ äåòåðìèíèðîâàííûì.

R5: Âàæíûé êëàññ òî÷íûõ ðåøåíèé ìîæíî íàéòè (ñòð. 57), åñëè óäà-
¼òñÿ ïîäîáðàòü ôóíêöèþ s(t), óäîâëåòâîðÿþùóþ òîæäåñòâó:

1

s(t)

∂

∂t

{
s(t)

b(x, t)

}
=

1

2

∂2b(x, t)

∂x2
− ∂

∂x

{
a(x, t)

b(x, t)

}
.

Òîãäà, ðåøàÿ óðàâíåíèÿ:

∂F

∂x
=

s(t)

b(x, t)
,

∂F

∂t
+ s(t)

[
a(x, t)

b(x, t)
− 1

2

∂b(x, t)

∂x

]
= f(t)

íàõîäèì F (x, t) è f(t), ïðè ïîìîùè êîòîðûõ çàïèñûâàåì ðåøåíèå:

F
(
x(t), t

)
= F

(
x(t0), t0

)
+

t∫
t0

f(τ) dτ +

 t∫
t0

s2(τ) dτ

1/2

ε.

R6: Ðåøåíèå x = f(t, ε), âûðàæåííîå ÷åðåç ñëó÷àéíóþ ïåðåìåííóþ ε,
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (ñòð. 120):

ḟ = a(f, t) − D′(f, t)

2
+

D(f, t)

2

[
ψ(ε)

f ′
+
f ′′

f ′2

]
,

ãäå ψ(ε) = −P ′(ε)/P (ε), è P (ε) � ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè äëÿ ε, òî÷êà �
ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè, øòðèõ � ïî ε, à D = b2, D′ = ∂D/∂x. Â ñëó÷àå
ãàóññîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ψ(ε) = ε. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ x0 = f(t0, ε).

Óðàâíåíèå äëÿ îáðàòíîé ôóíêöèè ε = g(x, t):

ġ =
1

2

∂D(x, t)

∂x
g′ − a(x, t)g′ − D(x, t)

2

[
ψ(g) g′2 − g′′

]
.

Øòðèõ òåïåðü � ïðîèçâîäíàÿ ïî x.
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R7: Ñèñòåìà ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé n x m îòíîñèòåëüíî ïåðåìåí-
íûõ ñîñòîÿíèÿ x = {x1, ..., xn} èìååò âèä:

dxα = aα(x, t) dt+ b(x, t)αβ δWβ.

Ïî ïîâòîðÿþùåìóñÿ èíäåêñó, åñëè èíîå íå îãîâîðåíî, ïðåäïîëàãàåòñÿ
ñóììèðîâàíèå. Ñòîõàñòè÷åñêèé øóì δWα = εα

√
dt âûðàæàåòñÿ ÷åðåç m

íåñêîððåëèðîâàííûõ ãàóññîâûõ ÷èñåë: εα = {ε1, ..., εm}.

R8: Ëåììà Èòî (ñòð. 157) äëÿ ôóíêöèè n+ 1 ïåðåìåííûõ F = F (x, t):

dF =

(
∂F

∂t
+
∂F

∂xi
ai +

1

2

∂2F

∂xi∂xj
biαbjα

)
dt+

∂F

∂xi
biα δWα.

Ìàòðè÷íàÿ ôîðìà (bT � òðàíñïîíèðîâàíèå, Tr � ñëåä ìàòðèöû):

dF =

(
∂F

∂t
+
∂F

∂x
· a +

1

2
Tr

[
bT · ∂

2F

∂x2
· b
])

dt+
∂F

∂x
· b · δW,

R9: Óðàâíåíèå Ôîêêåðà - Ïëàíêà (ñòð. 158) äëÿ P = P (x0, t0 ⇒ x, t):

∂P

∂t
+
∂(aiP )

∂xi
− 1

2

∂2

∂xi∂xj

[
biαbjαP

]
= 0.

Ôóíêöèè ñíîñà è âîëàòèëüíîñòè çàâèñÿò îò òåêóùåãî çíà÷åíèÿ x è âðå-
ìåí: ai = ai(x, t), biα = biα(x, t).
Ïåðâîå óðàâíåíèå Êîëìîãîðîâà äëÿ P = P (x0, t0 ⇒ x, t):

∂P

∂t
+ ai

∂P

∂x0i
+
biαbjα

2

∂2P

∂x0i∂x0j
= 0.

ãäå x0 = {x01, ..., x0n} � ïåðåìåííûå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ, â êîòîðûõ âû-
÷èñëåíû ñíîñ è âîëàòèëüíîñòü ai = ai(x0, t0), biα = biα(x0, t0)

R10: Óðàâíåíèå Ôîêêåðà-Ïëàíêà èìååò âèä çàêîíà ñîõðàíåíèÿ:

∂P

∂t
+
∂Ji
∂xi

= 0, Ji = aiP −
1

2

∂

∂xj

[
biαbjαP

]
.

Âåðîÿòíîñòü p(t) íàõîæäåíèÿ â îáú¼ìå V , îêðóæåííîì ïîâåðõíîñòüþ S:

p(t) =

∫
V

P (x, t)dV,
dp

dt
= −

∫
S

JdS.

Ýëåìåíò ïëîùàäè dS ïåðïåíäèêóëÿðåí ïîâåðõíîñòè è íàïðàâëåí íàðóæó.
Âåðîÿòíîñòü p(t) óìåíüøàåòñÿ, åñëè ïîëîæèòåëåí ïîòîê èç îáú¼ìà.
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R11: Äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äëÿ ñðåäíèõ (ñòð. 159):

d
〈
F
(
x(t), t

)〉
dt

=

〈
∂F

∂t
+ ai

∂F

∂xi
+

1

2
biαbjα

∂2F

∂xi∂xj

〉
.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ:

˙〈x〉 = 〈a(x, t)〉

è ñðåäíåãî êâàäðàòà:

˙〈xµxν〉 = 〈xµaν + xνaµ + bναbµα〉 .

Ñâ¼ðòêà ïî èíäåêñàì:

˙〈x2〉 = 2 〈x · a〉+ Tr
〈
b · bT

〉
.

R12: Êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, íåêîòîðóþ ñèñòåìó ñòîõàñòè÷åñêèõ
óðàâíåíèé ìîæíî ïîïûòàòüñÿ ñâåñòè ê ïðîñòîìó íåñòàöèîíàðíîìó ñëó-
÷àþ (ñòð. 174), íàéäÿ ìàòðèöó skα(t), óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ:

∂

∂t

[
skα(t) b−1

αi

]
+ skα(t)

∂

∂xi

[
b−1
αγ

(
aγ −

1

2

∂bγβ
∂xj

bjβ

)]
= 0.

Òîãäà, íàéäÿ F (x, t) èç óðàâíåíèÿ:

∂Fk
∂xi

= skα(t) b−1
αi

è íåñòàöèîíàðíûé ñíîñ:

fk(t) =
∂Fk
∂t

+ skα b
−1
αγ aγ −

1

2
skα b

−1
αγ

∂bγβ
∂xj

bjβ,

ðåøåíèå çàïèøåì â ñëåäóþùåì âèäå:

Fk(x(t), t) = Fk(x0, t0) +

t∫
t0

fk(τ) dτ + Siα(t) εα,

ãäå εα � íîðìèðîâàííûå íåçàâèñèìûå ãàóññîâû ñëó÷àéíûå ÷èñëà, à

Siα(t)Sjα(t) =

t∫
t0

siα(τ)sjα(τ) dτ.
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II Ïðîöåññ Âèíåðà

R13: Âèíåðîâñêîå áëóæäàíèå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì ïðåäåëîì äèñ-
êðåòíîé ìîäåëè ñóììû n íåçàâèñèìûõ íîðìàëüíî ðàñïðåäåë¼ííûõ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí. Åñëè, íà÷èíàÿ ñî çíà÷åíèÿW (0) = 0, â òå÷åíèå âðåìåíè
t ïðîèçîøëî n ãàóññîâûõ èçìåíåíèé è ∆t = t/n, òî ïðè n→∞:

Wt = (ε1 + ε2 + ...+ εn)
√

∆t = ε
√
n∆t = ε

√
t.

Òàêèì îáðàçîì, â ìîìåíò âðåìåíè t ïðîöåññ èìååò ãàóññîâî ðàñïðåäåëå-
íèå ñ íóëåâûì ñðåäíèì è äèñïåðñèåé, ðàâíîé t: Wt ∼ N(0, t)

R14: Ñðåäíèå âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà.

〈f(Wt)〉 =
〈
f
(
ε
√
t
)〉

〈f(Wt1,Wt2)〉 =
〈
f
(
ε1

√
t1, ε1

√
t1 + ε2

√
t2 − t1

)〉
,

ãäå ε1, ε2, ... � íåçàâèñèìûå ãàóññîâû ÷èñëà, à t1 < t2 < t3 < ...
Â îáùåì ñëó÷àå (t0 = 0, W (0) = 0):

〈f(Wt1, ..,Wtn)〉 =

〈
f
(
ε1

√
t1, ε1

√
t1 + ε2

√
t2 − t1, ...,

n∑
k=1

εk
√
tk − tk−1

)〉
.

R15: Ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè äëÿ ñðåäíèõ (t1 < t2 < t3 < ..).〈
epWt

〉
= e

1
2 p

2t〈
ep1Wt1

+p2Wt2

〉
= e

1
2 (p2

1t1+p2
2t2+2p1p2t1)〈

ep1Wt1
+p2Wt2

+p3Wt3

〉
= e

1
2 (p2

1t1+p2
2t2+p2

3t3+2p1(p2+p3)t1+2p2p3t2)〈
ep1Wt1

+p2Wt2
+p3Wt3

+p4Wt4

〉
= e

1
2 (p2

1t1+p2
2t2+p2

3t3+p2
4t4)

· e
1
2 (2p1(p2+p3+p4)t1+2p2(p3+p4)t2+2p3p4t3)

R16: Íåêîòîðûå ñðåäíèå çíà÷åíèÿ (t1 < t2 < t3 < ..).〈
W 2n

t

〉
= 1 · 3 · 5 · ... · (2n− 1) · tn,

〈
W 2n+1

t

〉
= 0.

äâóòî÷å÷íûå:

〈Wt1Wt2〉 = t1,
〈
W 2

t1
W 2

t2

〉
= 2t21 + t1t2,

〈
W 3

t1
W 3

t2

〉
= 6t31 + 9t21t2

Åñëè ñóììà ñòåïåíåé íå÷¼òíà, òî:〈
W n

t1
Wm

t2

〉
= 0, n+m = 1, 3, 5, 7, ...
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R17: Ðàçëîæåíèå Ïàëåÿ-Âèíåðà (íà èíòåðâàëå t = [0..T ]):

W (t) = ε0
t√
T

+
√

2T
∞∑
k=1

εk
sin(πk t/T )

πk
.

R18: Ðàçëîæåíèå Êàðõóíåíà-Ëîýâà (íà èíòåðâàëå t = [0..T ]):

W (t) =
√

2T
∞∑
k=0

εk
sin
(
π(k + 1/2) t/T

)
π(k + 1/2)

.

R19: Âèíåðîâñêîå áëóæäàíèå ñî ñíîñîì (ñòð. 48):

dx = µ dt+ σ δW

ÿâëÿåòñÿ áàçîâûì ïðîöåññîì, èìåþùèì ïîñòîÿííûå ñíîñ µ è âîëàòèëü-
íîñòü σ. Åãî ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x0 = x(t0) èìååò âèä:

x(t) = x0 + µ · (t− t0) + σ ε
√
t− t0.

Ñðåäíåå çíà÷åíèå è âîëàòèëüíîñòü σ2
x =

〈
(x− x̄)2

〉
:

x̄(t) = x0 + µ · (t− t0), σx(t) = σ
√
t− t0.

Àâòîêîâàðèàöèÿ:

cov(t, t+ τ) = 〈(xt − x̄t)(xt+τ − x̄t+τ)〉 = σ2 (t− t0).

Óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè:

P (x0, t0 ⇒ x, t) =
1

σ
√

2π (t− t0)
exp

{
− (x− x0 − µ · (t− t0))2

2σ2 (t− t0)

}
.

Ýâîëþöèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ïðè µ = 1, σ = 1 â ðàçëè÷íûå ìî-
ìåíòû âðåìåíè:

t=1

t=2
t=3

t=4
t=5

0

0.4

-10 -5 0 5 10 15 20
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III Óðàâíåíèÿ ñ ëèíåéíûì ïî x ñíîñîì, n = 1

Åñëè ñíîñ è âîëàòèëüíîñòü íå çàâèñÿò îò âðåìåíè, òî ðåøåíèå íå èçìå-
íèòñÿ ïðè ñäâèãå íà÷àëüíîãî ìîìåíòà. Ïîýòîìó íèæå t0 = 0, è äëÿ åãî
âîññòàíîâëåíèÿ íåîáõîäèìî t → t − t0. Âåçäå ε � ãàóññîâà ñëó÷àéíàÿ âå-
ëè÷èíà ñ 〈ε〉 = 0,

〈
ε2
〉

= 1. Íà÷àëüíîå óñëîâèå x0 = x(t0). Åñëè ðåøåíèå
âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïðîöåññ Âèíåðà Wt, ýòî óêàçûâàåòñÿ ÿâíûì îáðàçîì.

R20: Ëîãàðèôìè÷åñêîå áëóæäàíèå (ñòð. 58):

dx = µx dt+ σ x δW.

Ðåøåíèå:
x(t) = x0 e

(µ−σ2/2) t+σWt.

Ñðåäíåå çíà÷åíèå è âîëàòèëüíîñòü:

x̄(t) = x0 e
µt, σx(t) = x̄(t)

√
eσ2t − 1.

Àâòîêîâàðèàöèÿ:

cov(t, t+ τ) = x2
0e
µ·(2t+τ)

[
eσ

2t − 1
]
.

R21: Ïðîöåññ Îðíøòåéíà - Óëåíáåêà (ñòð. 60):

dx = −β · (x− α) dt+ σ δW

ïðè β > 0 îïèñûâàåò áëóæäàíèå ñ ïðèòÿæåíèåì ê óðîâíþ α.
Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ:

x(t) = α +
(
x0 − α

)
e−βt +

σ√
2β

√
1− e−2βt ε.

Ñðåäíåå çíà÷åíèå è âîëàòèëüíîñòü:

x̄(t) = α +
(
x0 − α

)
e−βt, σx(t) =

σ√
2β

√
1− e−2βt.

Àâòîêîâàðèàöèÿ:
cov(t, t+ τ) = σ2

x(t) e
−βτ .

Ïðè β > 0 â ñòàöèîíàðíîì ïðåäåëå t→∞ ñïåêòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ:

S(ω) =
σ2/π

ω2 + β2
.

Ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ x èìååò ãàóññîâó ôîðìó ñî ñðåäíèì
çíà÷åíèåì x̄ = α è âîëàòèëüíîñòüþ σ/

√
2β.
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R22: Ïðîöåññ Âèíåðà ñ ëèíåéíîé âîëàòèëüíîñòüþ:

dx = µ dt+ σ x δW.

Ñðåäíåå çíà÷åíèå:

x̄(t) = x0 + µ t

Äèñïåðñèÿ (λ = µ/σ2):

σ2
x(t) =

[
(x0 + λ)2 + λ2

] (
eσ

2t − 1
)
− 2µ (x0 + λ) t− µ2 t2.

Ïðîöåññ y = F (t, x,W ) = x e
σ2

2 t−σWt óäîâëåòâîðÿåò ñòîõàñòè÷åñêîìó

óðàâíåíèþ dy = µ e
σ2

2 t−σWt dt, ïîòîìó èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ðå-
øåíèÿ x(t) èìååò âèä:

x(t) = e−
σ2

2 t+σWt

x0 + µ

t∫
0

e
σ2

2 s−σWsds

 .
Åñëè Wt = ε1

√
t, òî ïðè ìàëûõ σ äëÿ y ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå:

x(t) =

[
x0 + µt− (

√
3ε1 + ε2)

µσ t3/2

2
√

3
+ ...

]
e−

σ2

2 t+σε1

√
t,

ãäå ε1, ε2 � íåçàâèñèìûå ãàóññîâû ÷èñëà.

R23: Ôåëëåðîâñêîå áëóæäàíèå ñ ïîñòîÿííûì ñíîñîì (ñòð. 87):

dx = µ dt+ σ
√
x δW.

Ðåøåíèå:

x(t) = x0 + σ
√
x0 t ε+

σ2t

2
u,

ãäå ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ε, u ðàâíà (ñì. R69):〈
ek ε+ p u

〉
=

1

(1− p)2µ/σ2 exp

{
k2/2

1− p

}
.

Ñðåäíåå çíà÷åíèå è äèñïåðñèÿ ïðîöåññà:

x̄(t) = x0 + a t, σ2
x(t) = σ2

(
x0 t+

a t2

2

)
.
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R24: Ïðîöåññ Ôåëëåðà (ñòð. 82, 168):

dx = −β · (x− α) dt+ σ
√
x δW

c íà÷àëüíûì óñëîâèåì x0 = x(0) è γ = σ2/2β èìååò ðåøåíèå:

x(t) = x0e
−β t +

√
2x0γ e−β t (1− e−β t) ε+ γ

(
1− e−β t

)
u,

ãäå ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ε è u èìååò âèä (ñì. R69):〈
ek ε+ p u

〉
=

1

(1− p)α/γ
exp

{
k2/2

1− p

}
.

Ñðåäíåå çíà÷åíèå è äèñïåðñèÿ ïðîöåññà:

x̄(t) = α +
(
x0 − α

)
e−βt, σ2

x(t) = αγ
[
1− e−βt

]2
+ 2x0γ

[
1− e−βt

]
e−βt.

Àâòîêîâàðèàöèîííàÿ è ñïåêòðàëüíàÿ (ïðè t→∞) ôóíêöèè:

cov(t, t+ τ) = σ2
x(t) e

−βτ , S(ω) =
ασ2/π

ω2 + β2
.

Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ x:

〈ep x〉 =
1

(1− p f3)
µ exp

{
p f1

1− p f3

}
,

ãäå f1 = x0e
−βt, f3 = γ (1− e−βt), à µ = α/γ = 2αβ/σ2

Ïðè β > 0 ñóùåñòâóåò ñòàöèîíàðíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè:

P (x) =
1

γΓ(µ)

(
x

γ

)µ−1

e−x/γ.

Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ïðè ïðîèçâîëüíîì t:

P (x0, 0⇒ x, t) =
e−f1/f3

f3
Iµ−1

(
2
√
xf1

f3

)(
x

f1

)µ−1
2

e−x/f3,

ãäå Iq(z) � ìîäèôèöèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ Áåññåëÿ:

Iq(z) =
∞∑
k=0

(z/2)2k+q

k!Γ(k + 1 + q)
,

óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ: z2I ′′q (z) + zI ′q(z)− (z2 + q2)Iq(z) = 0.
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R25: Ïðîöåññ Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà ñ ëèíåéíîé âîëàòèëüíîñòüþ:

dx = −β · (x− α) dt+ σ x δW.

Ñðåäíåå çíà÷åíèå:
x̄(t) = α +

(
x0 − α

)
e−βt.

Äèñïåðñèÿ:

σ2
x(t) =

α2σ2

2β − σ2
+

2ασ2(x0 − α)

β − σ2
e−βt − (x0 − α)2 e−2βt

+

[
x2

0 −
2α2β

2β − σ2
+

2(x0 − α)αβ

β − σ2

]
e(−2β+σ2)t.

Ïðè β > 0 ñòðåìèòñÿ ê ñòàöèîíàðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñ ïëîòíîñòüþ:

P (x) ∼ x−2−λ exp
[
−αλ/x

]
, λ =

2β

σ2

Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ:

x(t) = e−(β+σ2/2)t+σWt

x0 + αβ

t∫
0

e(β+σ2/2)s−σWsds

 .
R26: Ëèíåéíûé ñíîñ è âîëàòèëüíîñòü (ñòð. 331):

dx = (α + βx) dt + (σ + γx) δW.

Ñðåäíåå çíà÷åíèå:

x(t) = −α
β

+

(
x0 +

α

β

)
eβt.

Ñðåäíåå êâàäðàòà (α̃ = α + σγ, βn = nβ + γ2):

x2(t) =
2α̃α− βσ2

ββ2
− 2α̃(α + βx0)

ββ1
eβ t +

[
x2

0 +
2α̃x0

β1
+

2α̃α + β1σ
2

β1β2

]
eβ2t,

R27: Áðîóíîâñêàÿ ëîâóøêà (ñòð. 327):

dx = −β · (x− α) dt + σ · (x− α) δW.

Ðåøåíèå:
x = α + (x0 − α) e−(β+σ2/2) t+σ

√
tε.

Ñðåäíåå çíà÷åíèå è âîëàòèëüíîñòü:

x̄(t) = α + (x0 − α) e−βt, σx(t) = |x0 − α| e−βt
√
eσ2t − 1.
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R28: Îòñóòñòâèå çàâèñèìîñòè îò x (ñòð. 56):

dx = f(t) dt+ s(t) δW.

Ðåøåíèå:

x(t) = x(t0) +

t∫
t0

f(τ) dτ +

 t∫
t0

s2(τ) dτ

1/2

ε.

Ñðåäíåå çíà÷åíèå è äèñïåðñèÿ:

x̄(t) = x(t0) +

t∫
t0

f(τ) dτ, σ2
x(t) =

t∫
t0

s2(τ) dτ.

R29: Áðîóíîâñêèé ìîñò (ñòð. 63):

dx = −x− α
T − t

dt+ σ δW.

Ðåøåíèå ñ x0 = x(t0):

x(t) = α + (x0 − α)
T − t
T − t0

+ σ

√
(t− t0)(T − t)

T − t0
ε.

Ñðåäíåå çíà÷åíèå è äèñïåðñèÿ:

x̄(t) = α + (x0 − α)
T − t
T − t0

, σ2
x(t) = σ2 (t− t0)(T − t)

T − t0
.

R30: Ñòåïåííîé áðîóíîâñêèé ìîñò (ñòð. 63):

dx = −β · x− α
T − t

dt+ σ δW.

Ðåøåíèå ñ x0 = x(t0):

x(t) = α +
x0 − α
T β

(T − t)β + σ ·
[

(T − t)
2β − 1

(
1− (T − t)2β−1

T 2β−1

)]1/2

ε.
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R31: Íåñòàöèîíàðíîå ëîãàðèôìè÷åñêîå áëóæäàíèå

dx = a(t)x dt+ b(t)x δW.

Ðåøåíèå:

x(t) = x0 exp


t∫

0

(
a(τ)− 1

2
b2(τ)

)
dτ +

 t∫
0

b2(τ) dτ

1/2

ε

 .

Ñðåäíåå çíà÷åíèå:

x̄(t) = x0 exp

t∫
0

a(τ) dτ.
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IV Óðàâíåíèÿ ñ íåëèíåéíûì ïî x ñíîñîì, n = 1

R32: Ëîãàðèôìè÷åñêèé ïðîöåññ Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà (ñòð. 327):

dx = −β x ·
(

ln
x

α
− 1
)
dt+ σ x δW.

Ðåøåíèå:

ln
x(t)

α
= 1− σ2

2β
+

[
ln
x0

α
− 1 +

σ2

2β

]
e−βt +

σ√
2β

√
1− e−2βt ε.

Ñðåäíåå çíà÷åíèå:

x̄(t) = α exp

{
1− σ2

2β
+

(
ln
x0

α
− 1 +

σ2

2β

)
e−βt +

σ2

4β

(
1− e−2βt

)}
.

R33: Ëîãèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå x (ñòð. 89):

dx = (αx− βx2) dt+ σx δW

óäîáíî ðàññìàòðèâàòü â áåçðàçìåðíîì âèäå:

dx = x (1− x) dt+
√

2γ x δW,

ãäå γ = σ2/2α. Ïåðåõîä ê èñõîäíîìó óðàâíåíèþ îñóùåñòâëÿåòñÿ çàìåíà-
ìè t→ αt, x→ (β/α)x, x0 → (β/α)x0. Ðàçëîæåíèå â ðÿä ïî t ñðåäíåãî:〈

x

x0

〉
= 1 +

[
1− x0

]
t+
[
1− (3 + 2γ)x0 + 2x2

0

] t2
2!

+
[
1− (7 + 10γ + 4γ2)x0 + (12 + 16γ)x2

0 − 6x3
0

] t3
3!

+ ..

Ïðè α, β > 0 ñóùåñòâóåò ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå (t→∞) ñ ïëîòíî-
ñòüþ âåðîÿòíîñòè:

P (x) =
1

γΓ(µ)

(
x

γ

)µ−1

e−x/γ

ãäå µ = (1−γ)/γ. Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ è âîëàòèëüíîñòü â àñèìïòîòè÷åñêîì
ïðåäåëå t→∞:

〈x〉 = 1− γ,
〈
x2
〉

= 〈x〉 , σ2
x = γ (1− γ) .

Ðåøåíèå ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ñòîõàñòè÷åñêèé èíòåãðàë:

x(t) = x0 e
(1−γ) t+

√
2γ Wt

1 + x0

t∫
0

e(1−γ) τ+
√

2γ Wτ dτ

−1

.
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R34: Ðýëååâñêèé ïðîöåññ

dx =
(α
x
− βx

)
dt+ σ δW.

Ñðåäíåå êâàäðàòà:

x2(t) = x2
0 e
−2βt +

2α + σ2

2β

(
1− e−2βt

)
.

Ñòàöèîíàðíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè (γ = (α/σ2) + 1/2):

P (x) =
2(β/σ2)γ

Γ (γ)
x2α/σ2

e−βx
2/σ2

.

Àñèìïòîòè÷åñêè ñòàöèîíàðíûå ñðåäíèå:

x =
σ√
β

Γ(γ + 1/2)

Γ(γ)
, x2 =

2α + σ2

2β
.

R35: Íåëèíåéíûé ñíîñ ñ âîëàòèëüíîñòüþ
√
x

dx =

(
σ2

4
+ α
√
x+ 2βx

)
dt+ σ

√
x δW.

Ðåøåíèå ñ x0 = x(0), β > 0:

x(t) =

[
√
x0 e

βt +
α

2β

(
eβt − 1

)
+

σ√
8β

√
e2βt − 1 ε

]2

.

R36: Ñòåïåííîå óðàâíåíèå

dx = −m
2
σ2 x2k−1 dt+ σ xk δW.

Åñëè m è k � öåëûå ÷èñëà, òî óðàâíåíèå äëÿ ñðåäíèõ:

˙〈xn〉 =
n(n−m− 1)

2
σ2
〈
xn+2k−2

〉
ïðè n = m+ 1:

〈
xm+1

〉
= xm+1

0 . Íàïðèìåð, (λ = σx0):

dx = − σ2 x3 dt+ σ x2 δW => 〈x〉 = x0

[
1− λ2 t

]
dx = −2σ2 x3 dt+ σ x2 δW => 〈x〉 = x0

[
1− 2λ2 t+ 3λ4 t2

]
dx = −3σ2 x3 dt+ σ x2 δW => 〈x〉 = x0

[
1− 3λ2 t+ 9λ4 t2 − 15λ6 t3

]
Êâàäðàòè÷íàÿ âîëàòèëüíîñòü σx2 ñëèøêîì ñèëüíàÿ, è ðåøåíèå íå óäåð-
æèâàåòñÿ ó ðàâíîâåñíîãî â �äåòåðìèíèðîâàííîì� ñëó÷àå óðîâíÿ x = 0.
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R37: Äåôîðìàöèÿ âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà

Äëÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè G(x) (øòðèõ � ïðîèçâîäíàÿ ïî x):

dx =
1

G′(x)

[
µ+

σ2

2

(
1

G′(x)

)′ ]
dt+

σ

G′(x)
δW.

Ðåøåíèå c x0 = x(0), Wt = ε
√
t:

G(x) = G(x0) + µ t+ σWt.

Ðåøåíèÿ â R38 −R43 ïîëó÷àþòñÿ èëè ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà ñî ñòð. 57,
èëè ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå ôóíêöèè G(x).

R38: Ñòåïåííûå ñíîñ è âîëàòèëüíîñòü ñ ν 6= 1

dx =
[
µxν +

ν

2
σ2 x2ν−1

]
dt+ σ xν δW.

Ðåøåíèå ñ x0 = x(0), Wt = ε
√
t:

x(t) =
[
x1−ν

0 + (1− ν) (µ t+ σWt)
]1/(1−ν)

.

Â ÷àñòíîñòè:

dx = 3x1/3 dt+ 3x2/3 δW.

èìååò ðåøåíèå:

x(t) =
[
x

1/3
0 +Wt

]3

.

è ñðåäíèå (λ = t/x
2/3
0 ):〈

x
〉

= x0

[
1 + 3λ

]〈
x2
〉

= x2
0

[
1 + 15λ+ 45λ2 + 15λ3

]〈
x3
〉

= x3
0

[
1 + 36λ+ 378λ2 + 1260λ3 + 945λ4

]〈
x4
〉

= x4
0

[
1 + 66λ+ 1485λ2 + 13860λ3 + 51975λ4 + 62370λ5 + 10395λ6

]
.

Ïðè x0 = 1 è t = 1:
〈
x
〉

= 4,
〈
x2
〉

= 76,
〈
x3
〉

= 2620,
〈
x4
〉

= 140152.

R39: Êâàäðàò âèíåðîâñêîãî áëóæäàíèÿ

dx = (2µ
√
x+ σ2) dt+ 2σ

√
x δW.

Ðåøåíèå

x = (x
1/2
0 + µt+ σWt)

2.
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R40: Ñíîñ, ïðîïîðöèîíàëüíûé âîëàòèëüíîñòè

dx = (µ− σ2 x) (α2 − x2) dt+ σ · (α2 − x2) δW.

Ðåøåíèå ñ x0 = x(0), Wt = ε
√
t:

x = α th
(

ath
(x0

α

)
+ α · (µt+ σWt)

)
,

ãäå ath � ãèïåðáîëè÷åñêèé àðêòàíãåíñ.

R41: Ñíîñ, ïðîïîðöèîíàëüíûé âîëàòèëüíîñòè-2

dx = (µ+ σ2 x) (α2 + x2) dt+ σ · (α2 + x2) δW.

Ðåøåíèå ñ x0 = x(0), Wt = ε
√
t:

x = α tg
(

arctg
(x0

α

)
+ α · (µt+ σWt)

)
,

R42: Cèíóñ

dx =

(
µ
√
α2 − x2 − σ2

2
x

)
dt+ σ

√
α2 − x2 δW.

Ðåøåíèå ñ x0 = x(0), Wt = ε
√
t:

x = α sin
(

arcsin
(x0

α

)
+ α · (µt+ σWt)

)
,

R43: Ãèïåðáîëè÷åñêèé ñèíóñ

dx =

(
µ
√
α2 + x2 +

σ2

2
x

)
dt+ σ

√
α2 + x2 δW.

Ðåøåíèå ñ x0 = x(0), Wt = ε
√
t:

x = α sh
(

ash
(x0

α

)
+ α · (µt+ σWt)

)
,

ãäå ash(x)-ãèïåðáîëè÷åñêèé àðêñèíóñ.
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R44: Àñèìïòîòè÷åñêèé Êîøè

dx = σ
√
α2 + x2 δW.

Ñðåäíåå çíà÷åíèå è äèñïåðñèÿ:〈
x
〉

= x0, σ2
x(t) = (α2 + x2

0)
(
eσ

2 t − 1
)
.

Ïðè t→∞ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ñòðåìèòñÿ ê ðàñïðåäåëåíèþ Êîøè:

P (x) =
α/π

α2 + x2
.
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V Ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ îäèíàêîâûì øóìîì

R45: Ëèíåéíîå óðàâíåíèå: {
dx = δW
dy = x δW.

Ðåøåíèå ïîëó÷àåòñÿ ïî ôîðìóëå Èòî çàìåíîé F = y − x2/2:{
x = x0 + ε

√
t

y = y0 + x0 ε
√
t+ 1

2 (ε2 − 1) t.

Âîëàòèëüíîñòè:

σ2
x = y2

0 t+
t2

2
, σ2

y = t.

R46: Áðîóíîâñêîå äâèæåíèå íà ñïèðàëè:{
dx = µx dt− σy δW
dy = µ y dt+ σx δW.

Ðåøåíèå ïîëó÷àåòñÿ ïåðåõîäîì ê êîìïëåêñíîìó z = x+ iy:{
x =

[
x0 cos(σWt) + y0 sin(σWt)

]
e(µ+σ2/2)t

y =
[
y0 cos(σWt)− x0 sin(σWt)

]
e(µ+σ2/2)t.

R47: Ëèíåéíûé ñíîñ ñ îäèíàêîâûì øóìîì:{
dx = (α1 + β1 x+ γ1 y) dt+ σ1 δW
dy = (α2 + β2 x+ γ2 y) dt+ σ2 δW.
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VI Ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Åñëè ÿâíûì îáðàçîì íå óêàçàí çíàê ñóììèðîâàíèÿ è íå îãîâîðåíî
ïðîòèâíîå, ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóììèðîâàíèå.

R48: Íåñòàöèîíàðíîå áëóæäàíèå (ñòð. 172):

dxi = fi(t) dt+ siα(t) δWα.

Ðåøåíèå:
xi(t) = x̄i(t) + Siα(t) εα,

ãäå ñðåäíåå çíà÷åíèå è ìàòðèöà äèñïåðñèè:

x̄i(t) = xi(t0) +

t∫
t0

fi(τ) dτ, Dij = SiαSjα =

t∫
t0

siα(τ)sjα(τ) dτ

ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ:

〈ep·x〉 = ep·x̄+ 1
2 p·D·p.

R49: Ëèíåéíîå óðàâíåíèå â n èçìåðåíèÿõ x = {x1, ..., xn} (ñòð. 164):

dx = A · x dt+ B · δW,

ãäå A è B � ïîñòîÿííûå ìàòðèöû, íà÷àëüíîå óñëîâèå: x0 = x(0) .

x(t) = eAt · x0 =
∑
k

µk u(k) eakt, x0 =
∑
k

µk u(k),

ãäå A · u(k) = ak̂ u(k). Äèñïåðñèÿ Dαβ = 〈(xα − x̄α)(xα − x̄α)〉 :

Ḋ = A ·D + D ·AT + B ·BT .

Â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå ïðè Ḋ = 0. Â îáùåì ñëó÷àå D(t):

D(t) =

t∫
0

eA(t−τ) B BT eA
T (t−τ) dτ.

Ìàòðèöà eAt íàõîäèòñÿ èç âûðàæåíèÿ äëÿ ñðåäíèõ
[
eAt
]
αβ

= ∂x̄α/∂x0β.

Ðåøåíèå ÷åðåç n íåçàâèñèìûõ ãàóññîâûõ ÷èñåë ε = {ε1, ..., εn}:

x(t) = x̄(t) + S · ε, D = S · ST , 〈ep·x〉 = ep·x̄+ 1
2p·D·p.

Àâòîêîâàðèàöèÿ:

covαβ(t, t+ τ) = 〈xα(t)xβ(t+ τ)〉 − 〈xα(t)〉 〈xβ(t+ τ)〉 = D(t) eA
T τ .
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R50: Çàòóõàþùèé îñöèëëÿòîð n = 2 (ñòð. 160):{
dx = (−λx− ω y) dt + σ δWx

dy = (+ω x− λ y) dt + σ δWy.

Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ:

x(t) = e−λt (x0 cosωt− y0 sinωt)
y(t) = e−λt (x0 sinωt+ y0 cosωt).

Ïîëíîå ðåøåíèå xα = {x, y}, âûðàæåííîå ÷åðåç äâå íåçàâèñèìûå ãàóññî-
âû ïåðåìåííûå ε = {εx, εy}:

x(t) = x(t) +
σ√
2λ

εx
√

1− e−2λt

y(t) = y(t) +
σ√
2λ

εy
√

1− e−2λt.

Ìàòðèöà äèñïåðñèé Dαβ = 〈(x− x̄)α(x− x̄)β〉 äèàãîíàëüíà:

D11(t) = D22(t) =
σ2

2λ

[
1− e−2λt

]
, D12(t) = D21(t) = 0.

Àâòîêîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà:

cov(t, t+ τ) =
σ2

2λ

[
1− e−2λt

]
e−λτ

(
cosωτ sinωτ
− sinωτ cosωτ

)
.

R51: Ëîãàðèôìè÷åñêîå áëóæäàíèå (ñòð. 173), ñóììû ïî i � íåò:

dxi
xi

= µi dt+
n∑
j=1

σij δWj.

Ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x0i = xi(0):

xi(t) = x0i exp

{(
µi −

1

2

n∑
j=1

σ2
ij

)
t+

n∑
j=1

σijεj
√
t.

}
Ñðåäíåå çíà÷åíèå:

〈xi(t)〉 = x0i e
µit.

Ñðåäíåå çíà÷åíèå êâàäðàòà:

〈
x2
i (t)
〉

= x2
0i exp

{
2µit+

n∑
j=1

σ2
ij t

}
.
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VII Ñòîõàñòè÷åñêèå èíòåãðàëû Èòî

R52: Îïðåäåëåíèå. Èíòåðâàë [0..t] ðàçáèò íà n îòðåçêîâ îäèíàêîâîé
äëèòåëüíîñòè ∆t = tk − tk−1, ãäå tk = k∆t. Ïðè n→∞ è ∆t→ 0 èìååì
êîíå÷íûé ïðåäåë: n∆t = t. Çíà÷åíèÿ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè âû÷èñ-
ëÿþòñÿ â íà÷àëå îòðåçêîâ. Ñîêðàùåíèå fs(Ws) îáîçíà÷àåò âîçìîæíóþ
çàâèñèìîñòü ôóíêöèè îò âðåìåíè f(s,Ws).

t∫
0

fs(Ws) δWs =
n∑
k=1

f
(
tk−1,Wk−1

) [
Wk −Wk−1

]
.

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Wk −Wk−1 = εk
√

∆t � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âå-
ëè÷èíû, à Wk = (ε1 + ...+ εk)

√
∆t.

R53: Ñâîéñòâà ëèíåéíîñòè è ðàçäåëèìîñòè

t∫
0

[
αfs(Ws) + βgs(Ws)

]
δWs = α

t∫
0

fs(Ws) δWs + β

t∫
0

gs(Ws) δWs,

ãäå α è β � íåêîòîðûå êîíñòàíòû.

t3∫
t1

fs(Ws) δWs =

t2∫
t1

fs(Ws) δWs +

t3∫
t2

fs(Ws) δWs.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âðåìåíà óïîðÿäî÷åíû t1 < t2 < t3.

R54: Ëåììà Èòî

Ft(Wt)− F0(W0) =

t∫
0

[
∂Fs(Ws)

∂s
+

1

2

∂2Fs(Ws)

∂W 2
s

]
ds+

t∫
0

∂Fs(Ws)

∂Ws
δWs.

Åñëè ôóíêöèÿ íå çàâèñèò îò âðåìåíè (F = F (W )):

F (Wt)− F (W0) =
1

2

t∫
0

F ′′(Ws)ds+

t∫
0

F ′(Ws) δWs.

Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì (F = f(t)W )

t∫
0

f(s) δWs = f(t)Wt −
t∫

0

Ws f
′(s) ds.
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R55: Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ äëÿ èíòåãðàëîâ ïî W . Ïðè óñðåäíåíèè èñïîëü-
çóþòñÿ íåçàâèñèìûå ãàóññîâû ÷èñëà ε1, ε2, ... ∼ N(0, 1).〈 t∫

0

fs(Ws) δWs

〉
= 0.

Ñðåäíåå êâàäðàòà èíòåãðàëà:〈  t∫
0

fs(Ws) δWs

2 〉
=

t∫
0

〈
f 2
s (ε
√
s)
〉
ds.

Äëÿ äâóõ èíòåãðàëîâ ñ ðàçëè÷íûìè ïîäûíòåãðàëüíûìè ôóíêöèÿìè:〈 t1∫
0

fs(Ws) δWs

t2∫
0

gτ(Wτ) δWτ

〉
=

min(t1,t2)∫
0

〈
fs
(
ε
√
s
)
gs
(
ε
√
s
)〉
ds.

R56: Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ äëÿ èíòåãðàëîâ ïî âðåìåíè. Ïðè óñðåäíåíèè
èñïîëüçóþòñÿ íåçàâèñèìûå ãàóññîâû ÷èñëà ε1, ε2, ... ∼ N(0, 1).

〈 t∫
0

fs(Ws) ds

〉
=

t∫
0

〈
fs(ε
√
s)
〉
ds.

Ñðåäíåå çíà÷åíèå îò êâàäðàòà èíòåãðàëà:〈 t∫
0

fs(Ws) ds

2〉
= 2

t∫
0

ds

s∫
0

dτ
〈
fτ
(
ε1

√
τ
)
fs
(
ε1

√
τ + ε2

√
s− τ

)〉
.

Ìîìåíò k−òîãî ïîðÿäêà:〈 t∫
t0

fs(Ws) ds

k〉
= k!

t∫
t0

dtk

tk∫
t0

dtk−1...

t2∫
t0

dt1

〈 k∏
j=1

ftj
( j∑
i=1

εi
√
ti − ti−1

)〉
.

Ïðîèçâåäåíèå ñ ôóíêöèåé îò ïðîöåññà Âèíåðà:〈
gt(Wt)

t∫
0

fs(Ws) ds

〉
=

t∫
0

〈
gt
(
ε1

√
s+ ε2

√
t− s

)
fs
(
ε1

√
s
)〉
ds.
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R57: Áàçîâûå èíòåãðàëüíûå ïðîöåññû.
Äàëåå, ïîìèìî âèíåðîâñêîãî Wt = ε

√
t, ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîöåññû:

St =

t∫
0

Wτ dτ = η
t3/2√

3
, Ut =

t∫
0

W 2
τ dτ = ξ t2.

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ε, η ∼ N(0, 1) è ξ èìåþò ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè:〈
eq ε+k η

〉
= e(q2+

√
3 qk+k2)/2,

〈
ep ξ
〉

=
1√

cos (
√

2p)

Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ñîâìåñòíîé ôóíêöèè
〈
eq ε+k η+p ξ

〉
ñïðàâåäëèâî âûðà-

æåíèå:

exp
{
q2

2
tg(
√

2p)√
2p

+ k2

2
3
2p

[
tg(
√

2p)√
2p
− 1
]

+
√

3
2 kq 2

2p

[
1

cos(
√

2p)
− 1
]}

√
cos(
√

2p)

Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ:〈
ξ
〉

=
1

2
,

〈
ξ2
〉

=
7

12
,

〈
ξ3
〉

=
139

120
,

〈
ξ4
〉

=
5473

1680
,

〈
ξ5
〉

=
51103

4320
.

Ñìåøàííûå ñðåäíèå:〈
ε η
〉

=

√
3

2
,

〈
ε2 η
〉

=
〈
ε η2
〉

= 0,
〈
ε3 η
〉

=
〈
ε η3
〉

=
3
√

3

2〈
ε2n+1 ξ

〉
= 0,

〈
ε2 ξ
〉

=
7

6
,

〈
ε4 ξ
〉

=
11

2〈
η2n+1 ξ

〉
= 0,

〈
η2 ξ
〉

=
13

10
,

〈
η4 ξ
〉

=
63

10

Åñëè η1 ∼ N(0, 1), íåçàâèñèìàÿ îò ε, òî:

St =
Wt

2
t+ η1

t3/2

2
√

3
.

Àâòîêîâàðèàöèîííûå ñðåäíèå:〈
WtWt+τ

〉
= t,

〈
St St+τ

〉
=
t3

3
+
t2

2
τ
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R58: Ýëåìåíòàðíûå èíòåãðàëû ïî dt.

t∫
0

Wτ dτ = St

t∫
0

W 2
τ dτ = Ut

t∫
0

Sτ dτ = (t+ 1)St − tWt

R59: Ýëåìåíòàðíûå èíòåãðàëû ïî δW .

t∫
0

δWτ = Wt

t∫
0

Wτ δWτ =
1

2
(W 2

t − t)

t∫
0

W 2
τ δWτ =

1

3
W 3

t − St

t∫
0

W 3
τ δWτ =

1

4
W 4

t −
3

2
Ut

t∫
0

τ δWτ = tWt − St

t∫
0

τ Wτ δWτ =
t

2
W 2

t −
t2

4
− 1

2
Ut
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R60: Èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f(t) çàâèñèò îò âðåìåíè.

t∫
0

f(s) δWs = σ1 η1,

t∫
0

f(s)Ws ds = σ2 η2,

ãäå äèñïåðñèè ïðîöåññîâ ðàâíû:

σ2
1 =

t∫
0

f 2(s) ds, σ2
2 =

t∫
0

[ t∫
s

f(τ) dτ
]2

ds,

à η1 è η2 � íîðìèðîâàííûå ñêîððåëèðîâàííûå ãàóññîâû âåëè÷èíû. Åñëè
ïðîöåññ Âèíåðà Wt = ε

√
t, òî êîýôôèöèåíòû êîððåëÿöèè ðàâíû:

〈
ε η1

〉
= ρ1 =

1

σ1

√
t

t∫
0

f(s) ds,

〈
ε η2

〉
= ρ2 =

1

σ2

√
t

t∫
0

[ t∫
s

f(τ) dτ
]
ds,

〈
η1 η2

〉
= ρ =

1

σ1 σ2

t∫
0

f(s)
[ t∫
s

f(τ) dτ
]
ds,

Äëÿ ñòåïåííîé ôóíêöèè f(t) = tn:

t∫
0

sn δWs =
tn+1/2

√
1 + 2n

η1,

t∫
0

snWs ds =

√
2 tn+3/2

√
6 + 7n+ 2n2

η2,

ñ êîððåëÿöèîííûìè êîýôôèöèåíòàìè:

ρ1 =

√
1 + 2n

1 + n
, ρ2 =

√
6 + 7n+ 2n2

√
2(2 + n)

, 2ρ =
2 + n

1 + n
ρ1ρ2.

Ïðåäñòàâëåíèå çàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí η1, η2 ÷åðåç ε è ïàðó
íåçàâèñèìûõ îò íå¼ è äðóã äðóãà ãàóññîâûõ ÷èñåë ε1, ε2:

η1 = ρ1 ε+
√

1− ρ2
1 ε1, η2 = ρ2 ε+

ρ− ρ1ρ2√
1− ρ2

1

ε1+

√
1− ρ2

2 −
(ρ− ρ1ρ2)2

1− ρ2
1

ε2.
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R61: Íåêîòîðûå ñðåäíèå äëÿ èíòåãðàëà:

t∫
0

W n(τ) dτ = ξn t
1+n/2

Ïðîñòûå ñðåäíèå:

〈ξ2n〉 =
1 · 3 · 5 · ... · (2n− 1)

n+ 1
, 〈ξ2n+1〉 = 0.

Ìîìåíòû äëÿ ξ1:

〈ξ1〉 = 0,
〈
ξ2

1

〉
=

1

3
,

〈
ξ3

1

〉
= 0,

〈
ξ4

1

〉
=

1

3
,

〈
ξ5

1

〉
= 0,

〈
ξ6

1

〉
=

5

9
.

Ìîìåíòû äëÿ ξ2:

〈ξ2〉 =
1

2
,
〈
ξ2

2

〉
=

7

12
,
〈
ξ3

2

〉
=

139

120
,
〈
ξ4

2

〉
=

5473

1680
,
〈
ξ5

2

〉
=

51103

4320
.

Ìîìåíòû äëÿ ξ3:

〈ξ3〉 = 0,
〈
ξ2

3

〉
=

9

5

〈
ξ3

3

〉
= 0,

〈
ξ4

3

〉
=

41877

350
.

R62: Íåêîòîðûå ñðåäíèå äëÿ èíòåãðàëà:

Wm(t)

t∫
0

W n(τ) dτ = ξm,n t
m+n

2 +1

Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξm,n:

〈ξn,m〉 = 0, n+m = 2k + 1 = 1, 3, 5, ...

Íå íóëåâûå ñðåäíèå:

〈ξ1,1〉 =
1

2
, 〈ξ2,2〉 =

7

6
, 〈ξ1,3〉 = 1 〈ξ3,1〉 =

3

2
.

〈ξ1,5〉 =
15

4
, 〈ξ2,4〉 = 4, 〈ξ3,3〉 =

9

2
, 〈ξ4,2〉 =

11

2
, 〈ξ5,1〉 =

15

2
.
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R63: Ôîðìóëà Èòî äëÿ n-êðàòíîãî èíòåãðàëà

t∫
0

.. t4∫
0

 t3∫
0

 t2∫
0

δWt1

 δWt2

 δWt3...

 δWtn =
tn/2

n!
hn

(
Wt√
t

)
,

ãäå hn(z) � ïîëèíîìû Ýðìèòà:

hn(z) = (−1)nez
2/2d

ne−z
2/2

dzn
.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå n = 2

t∫
0

 s∫
0

δWτ

 δWs =

t∫
0

Ws δWs =
t2/2

2!
h2

(
Wt√
t

)
=

1

2
(W 2

t − t).

R64: Äèôôåðåíöèàë ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ïðîèçâîëüíûõ ïðîöåññîâ x(t),y(t):

d(xy) = x dy + y dx+ dx dy,

èëè â èíòåãðàëüíîé ôîðìå:

t∫
0

xs dys = xtyt − x0y0 −
t∫

0

ys dxs −
t∫

0

dxs dys.

R65: Íåðàâåíñòâà:

〈[ t2∫
t1

fs(Ws) δW
]4〉

6 36 (t2 − t1)
t2∫
t1

〈
f 4
s (Ws)

〉
dt

〈[ ∞∫
0

fs(Ws) δW
]4〉

6 36
〈[ ∞∫

0

f 2
s (Ws) dt

]2〉
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VIII Ñêàëÿðíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

R66: Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå:

P( )

0

0.40

0.24

0.05

1-1-2 2

P (ε) =
1√
2π

e−
1
2 ε

2

.

Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ:
〈ep ε〉 = ep

2/2

Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ:〈
ε2n
〉

=
(2n)!

2n n!
= 1 · 3 · 5 · ... · (2n− 1),

〈
ε2n+1

〉
= 0.

Â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ:〈
ε2
〉

= 1,
〈
ε4
〉

= 3,
〈
ε6
〉

= 15,
〈
ε8
〉

= 105,
〈
ε10
〉

= 945.

Âåðîÿòíîñòü îòêëîíåíèÿ îò ñðåäíåãî:

Φn =

n∫
−n

P (ε) dε, Φ1 = 0.6827, Φ2 = 0.9545, Φ3 = 0.9973.

R67: Ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå:

P(x)

x

xmax x

P (x) =
1

γΓ(µ)

(
x

γ

)µ−1

e−x/γ.

Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ:

〈ep x〉 =
1

(1− γp)µ

Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ:

〈x〉 = µγ,
〈
x2
〉

= µ(µ+ 1)γ2, 〈xn〉 = µ · (µ+ 1) · ... · (µ+ n− 1) γn.

Ïîëîæåíèå ìàêñèìóìà: xmax = (µ− 1)γ, àñèììåòðèÿ 2/
√
µ, ýêñöåññ 6/µ.
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R68: χ
2 - ðàñïðåäåëåíèå ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Ñóììà êâàäðàòîâ íåçàâèñèìûõ ãàóññîâûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë:

u = ε2
1 + ...+ ε2

n.

ïîä÷èíÿåòñÿ ãàììà-ðàñïðåäåëåíèþ ñ µ = n/2, γ = 2:

Pn(u) =
1

2n/2Γ(n/2)
un/2−1e−u/2.

Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ:

〈ep x〉 =
1

(1− 2p)n/2
.

Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ: 〈u〉 = n,
〈
u2
〉

= 2n+ n2.

R69: Ñìåñü χ
2 è íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèé.

Äëÿ n íåçàâèñèìûõ ãàóññîâûõ ÷èñåë îïðåäåëèì:

η =
ε1 + ...+ εN√

N
, u =

ε2
1 + ...+ ε2

N√
2

.

Îáîçíà÷àÿ µ = N/2, çàïèøåì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ è ïëîòíîñòü âå-
ðîÿòíîñòè ïðè u > ε2/2 (ïðè u < ε2/2, P (ε, u) = 0):

〈
ek η+ p u

〉
=

1

(1− p)µ
exp

{
k2/2

1− p

}
. P (ε, u) =

e−u
(
u− ε2/2

)µ−3/2

Γ(µ− 1/2)
√

2π

Ñðåäíèå ïî η � ýòî Ãàóññ, ïî u � ãàììà ñ γ = 1:〈
η2n
〉

= 1 · 3 · 5 · ... · (2n− 1),
〈
η2n+1

〉
= 0.

〈un〉 = µ(µ+ 1) · ... · (µ+ n− 1).

Ñðåäíèå ñìåøàííûõ ïðîèçâåäåíèé:

〈ηu〉 = 0
〈
η2n+1um

〉
= 0,〈

η2u
〉

= 1 + µ,
〈
η4u
〉

= 3(2 + µ),〈
η2u2

〉
= 2 + 3µ+ µ2,

〈
η4u2

〉
= 3(6 + 5µ+ µ2),〈

η2u3
〉

= 6 + 11µ+ 6µ2 + µ3,
〈
η4u3

〉
= 3(24 + 26µ+ 9µ2 + µ3),〈

η4u4
〉

= 3(120 + 154µ+ 71µ2 + 14µ3 + µ4).
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IX Íåêîòîðûå ïîëåçíûå ñîîòíîøåíèÿ

R70: Ãàóccîâû èíòåãðàëû

∞∫
−∞

e−αx
2+βx dx =

√
π

α
eβ

2/4α

∞∫
−∞

e−αx
2−β/x2

dx =

√
π

α
e−2
√
αβ

∞∫
−∞

e−α(x−x1)2−β (x−x2)2

dx =

√
π

α + β
e−αβ(x2−x1)2/(α+β)

R71: Èíòåãðàë âåðîÿòíîñòåé

erf(z) =
2√
π

z∫
0

e−x
2

dx.

Ñâîéñòâà:

erf(−z) = − erf(z), erf(∞) = 1, erf(0) = 0.

Ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ðÿäîâ:

erf(z) =
2√
π

∞∑
n=0

(−1)n

n!

z2n+1

2n+ 1
=

2√
π
e−z

2
∞∑
n=0

2n

1 · 3 · ... · (2n+ 1)
· z2n+1.

Îáùèé ãàóññîâûé èíòåãðàë:

∞∫
0

e−αx
2+βx dx =

1

2

√
π

α
eβ

2/4α

[
1 + erf

(
β

2
√
α

)]
.
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R72: Ãàììà-ôóíêöèÿ, Re z > 0

∞∫
0

xz−1e−xdx = Γ(z).

Ñâîéñòâà ãàììà-ôóíêöèè:

Γ(n+ 1) = n!, Γ(1/2) =
√
π, Γ(z + 1) = z Γ(z),

Γ(z)Γ(1− z) =
π

sin(πz)
, Γ(2z) =

22z−1

√
π

Γ(z) Γ(z +
1

2
)

Ôîðìóëà Ñòèðëèíãà:

n! ≈
√

2πn
(n
e

)n
R73: Èíòåãðàëû, ñâîäÿùèåñÿ ê ãàììà-ôóíêöèè.

Íèæå B(p, q) = Γ(p) Γ(q)/Γ(p+ q) � áåòà-ôóíêöèÿ, è p > 0, q > 0:

∞∫
0

xp−1 e−a x
q

dx =
Γ(p/q)

q ap/q

π/2∫
0

(cosφ)2p−1 (sinφ)2q−1 dφ =
1

2
B(p, q)

1∫
0

(1− t)p−1 tq−1 dt = B(p, q)

∞∫
0

zq−1

(1 + z)p+q
dz = B(p, q)

R74: Ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè.

shx =
ex − e−x

2
, chx =

ex + e−x

2
, th =

ex − e−x

ex + e−x
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Â äîñòàòî÷íî îáøèðíûõ ïðèëîæåíèÿõ ñîäåðæàòñÿ âàæíûå ôàêòû èç
òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà è ìàòðè÷íîé àëãåáðû.

295



296

I Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé

Âåðîÿòíîñòü õàðàêòåðèçóåò ÷àñòîòó, ñ êîòîðîé ïðîèñõîäèò ñîáûòèå.
Åñëè ìû ïðîèçâåëè íåêîòîðûé îïûò (èñïûòàíèå) n ðàç, è ïðè ýòîì ñî-
áûòèå �A� ïðîèçîøëî nA ðàç, òî ïðè áîëüøèõ n îòíîøåíèå p(A) = nA/n
áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê îïðåäåë¼ííîìó çíà÷åíèþ. Ïîíÿòíî, ÷òî îíî âñåãäà
ïîëîæèòåëüíî è ìåíüøå åäèíèöû: 0 6 p(A) 6 1.

Íå ñòîèò ïóòàòü íåçíàíèå è âåðîÿòíîñòü. Âåðîÿòíîñòè ëåãêî îïðåäå-
ëÿþòñÿ, åñëè â çàäà÷å åñòü îïðåäåë¼ííàÿ ñèììåòðèÿ. Íàïðèìåð, âåðîÿò-
íîñòü âûïàäàíèÿ �ðåøêè� ïðè ïîäáðàñûâàíèè ìîíåòû ðàâíà 1/2. Àíà-
ëîãè÷íî äëÿ êîñòè (êóáèêà ñ øåñòüþ ãðàíÿìè) âûïàäåíèå ëþáîé ãðàíè
ðàâíîâåðîÿòíî è ðàâíî 1/6. Äëÿ åâðîïåéñêîé ðóëåòêè ñ 18-þ êðàñíûìè
ÿ÷åéêàìè, 18-þ ÷¼ðíûìè è îäíèì çåðî âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ øàðèêà
íà ëþáóþ èç 37 ÿ÷ååê, âêëþ÷àÿ çåðî, ðàâíà 1/37.

Çíàíèå âåðîÿòíîñòåé ïîçâîëÿåò ëåãêî ïîäñ÷èòûâàòü, íàïðèìåð, ñðåä-
íèé äîõîä â àçàðòíûõ èãðàõ èëè ôèíàíñîâûõ îïåðàöèÿõ. Åñëè ìû ïîëó-
÷àåì äîõîäû Ri > 0 èëè óáûòêè Ri < 0 ñ âåðîÿòíîñòÿìè pi, òî íàø äîõîä
â ñðåäíåì áóäåò ñîñòàâëÿòü âåëè÷èíó:

R̄ = R1p1 +R2p2 + ...+Rqpq =

q∑
i=1

Ripi.

Ñìûñë ýòîé ôîðìóëû î÷åíü ïðîñò. Åñëè ìû ñäåëàåì áîëüøîå ÷èñëî ïî-
ïûòîê n, òî ñðåäè íèõ n1 ðàç ïîëó÷èì äîõîä R1, n2 � äîõîä R2, è ò.ä.
Ñóììàðíûé äîõîä Rtot = R1n1 + ... + Rqnq. Ñðåäíèé äîõîä çà îäíó èãðó
R̄ ðàâåí Rtot/n, à âåðîÿòíîñòè ïîëó÷èòü äîõîä Ri îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç
pi = ni/n.

Ïðèìåð: Ñðàâíèì äîõîä, ïîëó÷àåìûé ïðè èñïîëüçîâàíèè äâóõ ñòðàòåãèé èãðû íà
ðóëåòêå: (1) ñòàâèì 1$ íà ÿ÷åéêó; (2) ñòàâèì 1$ íà öâåò. Ïðè óãàäûâàíèè êîíêðåòíîé
ÿ÷åéêè êàçèíî âûïëà÷èâàåò 35$ íà ïîñòàâëåííûé 1$ (âåðîÿòíîñòü ýòîãî 1/37), èíà÷å
(ñ âåðîÿòíîñòüþ 36/37) ñòàâêà òåðÿåòñÿ. Ïðè óãàäûâàíèè öâåòà (18 ÿ÷ååê) êàçèíî
âûïëà÷èâàåò 1$, èíà÷å (îñòàëüíûå 19-òü ÿ÷ååê) ñòàâêà òåðÿåòñÿ.

Ñðåäíèé �äîõîä� îáå ñòðàòåãèè áóäóò äàâàòü îäèíàêîâûé:

R̄ = (35$) · 1

37
− (1$) · 36

37
= − 1

37
$

R̄ = ( 1$) · 18

37
− (1$) · 19

37
= − 1

37
$,

õîòÿ ïîíÿòíî, ÷òî âòîðàÿ ÷àùå ïðèíîñèò ïðèÿòíûå ìèíóòû âûèãðûøà.
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• Ðàçëè÷àþò ýëåìåíòàðíûå è ñîñòàâíûå ñîáûòèÿ. Íàïðèìåð, ïðè
áðîñêå êîñòè ýëåìåíòàðíûì ñîáûòèåì áóäåò âûïàäåíèå îäíîé èç ãðàíåé:
{1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6}. Ñîñòàâíîå ñîáûòèå A=�âûïàâøèå î÷êè äå-
ëÿòñÿ íà òðè�: {3, 6}, èëè B=�âûïàëî áîëüøå 4-õ�: {5, 6}. Òàêèì îáðàçîì,
ñîñòàâíûå ñîáûòèÿ ñîñòîÿò èç ýëåìåíòàðíûõ.

Äâà ñîáûòèÿ íàçûâàþò íåñîâìåñòíûìè èëè íåïåðåñåêàþùèìèñÿ, åñ-
ëè îíè íå èìåþò íè îäíîãî îáùåãî ýëåìåíòà. Ïðè áðîñêå îäíîé êîñòè
íå ìîæåò âûïàñòü ñðàçó è 1, è 5. Íå ìîæåò îäíîâðåìåííî ïðîèçîéòè
A = {2, 4, 6}=�÷¼òíûå î÷êè� è B = {1, 3, 5}=�íå÷¼òíûå î÷êè�. Äëÿ íåñîâ-
ìåñòíûõ ñîáûòèé A è B âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðîèçîéä¼ò èëè îäíî, èëè
äðóãîå, ðàâíà:

p(A+B) = p(A) + p(B) .

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ìû ïðîâîäèì îïûò n ðàç, òî ñîáûòèå A ïðîèçîéä¼ò
nA ðàç, à ñîáûòèå B � nB ðàç. Ïîíÿòíî, ÷òî ñîñòàâíîå ñîáûòèå �èëè A,
èëè B� ïðîèñõîäèò nA+B = nA + nB ðàç (åñëè îíè íå ìîãóò ïðîèçîéòè
îäíîâðåìåííî!).

Âñå ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ Ai ñîñòàâëÿþò ïîëíóþ ãðóïïó, ò.å. âñå îíè
ïîïàðíî íåñîâìåñòíû, à ñóììà èõ âåðîÿòíîñòåé ðàâíà åäèíèöå.

•Íàãëÿäíî ïîëíóþ ãðóïïó ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé ìîæíî ïðåäñòàâèòü,
êàê íåêîòîðîå ìíîæåñòâî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ äðóã ñ äðóãîì îáëàñòåé.
Ïðè ýòîì ïëîùàäü êàæäîé îáëàñòè ïðîïîðöèîíàëüíà âåðîÿòíîñòè äàí-
íîãî ñîáûòèÿ:

A

Ïðàâèëî ñëîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììèðîâàíèå ïëî-
ùàäåé òàêèõ îáëàñòåé. Ñîñòàâíîå ñîáûòèå A âêëþ÷àåò â ñåáÿ íåñêîëüêî
ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé-îáëàñòåé, è p(A) ðàâíà ñóììå èõ âåðîÿòíîñòåé.

Ñóììàðíàÿ ïëîùàäü âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé ðàâíà åäèíèöå. Åñëè
íåêîòîðîå ñîñòàâíîå ñîáûòèå A èìååò âåðîÿòíîñòü p(A), òî âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî îíî íå ïðîèçîéä¼ò (Ā), ðàâíà p(Ā) = 1− p(A).
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• Äâà ñëîæíûõ (ñîñòàâíûõ) ñîáûòèÿ A, B ìîãóò èìåòü îáùèå ýëå-
ìåíòàðíûå ñîáûòèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ãîâîðèì, ÷òî îíè ïåðåñåêàþòñÿ.
×òîáû îíè ñîâìåñòíî ðåàëèçîâàëèñü, íåîáõîäèìî íàñòóïëåíèå õîòÿ áû
îäíîãî ýëåìåíòàðíîãî ñîáûòèÿ èç èõ ïåðåñå÷åíèÿ.

Òîò ôàêò, ÷òî ñâåðøèëèñü è A, è B, îáîçíà÷àþò êàê A ·B. Ñîâìåñòíîå
íàñòóïëåíèå ýòèõ äâóõ ñîáûòèé íàçûâàþò òàêæå èõ ïåðåñå÷åíèåì.

Àíàëîãè÷íî, åñëè ïðîèçîøëî èëè A, èëè B, èëè îáà, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ñëó÷èëîñü îäíî èç ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé èç A èëè èç B. Òàêîå îáúåäè-
íÿþùåå ëîãè÷åñêîå 'èëè' îáîçíà÷àþò A + B, è ãîâîðÿò îá îáúåäèíåíèè
ñîáûòèé.

Íàïðèìåð, ïðè áðîñêå êîñòè ñîáûòèÿ A=�âûïàâøèå î÷êè äåëÿòñÿ íà
òðè�: {3,6}, è B=�âûïàëî áîëüøå 4-õ�: {5,6}, èìåþò ïåðåñå÷åíèå A · B:
{6} è îáúåäèíåíèå A+B: {3,5,6}.

Íà ðèñóíêàõ íèæå ñèìâîëè÷åñêè ïðåäñòàâëåíû îïåðàöèè ïåðåñå÷åíèÿ
A · B, îáúåäèíåíèÿ A + B è îòðèöàíèÿ Ā. Ðåçóëüòàò ñîîòâåòñòâóþùåé
îïåðàöèè îáîçíà÷åí ò¼ìíûì öâåòîì.

p(A)
1-p(A)

p(A) p(B)

p(A+B)p(A B)

p(A) p(B)

Ñðàâíèâàÿ çàøòðèõîâàííûå ïëîùàäè íåñëîæíî âûðàçèòü âåðîÿòíîñòü
ñîáûòèÿ A+B (èëè A, èëè B, èëè îáà) ÷åðåç âåðîÿòíîñòü îäíîâðåìåííîãî
íàñòóïëåíèÿ A ·B (è A, è B):

p(A+B) = p(A) + p(B)− p(A ·B) = 1− p(Ā · B̄).

Äåéñòâèòåëüíî, âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A + B ðàâíà ñóììàðíîé ïëîùàäè
p(A) è p(B) ìèíóñ ïëîùàäü èõ ïåðåñå÷åíèÿ p(A ·B), êîòîðóþ ìû ó÷èòû-
âàåì äâàæäû, îäèí ðàç â p(A), äðóãîé ðàç â p(B) (ñì. ïåðâûé ðèñóíîê
âûøå). Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ áîëåå îáùåå ñîîòíîøåíèå:

p(A+B + C + ...) = 1− p(Ā · B̄ · C̄ · ...).

Äðóãèìè ñëîâàìè, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðîèçîéä¼ò õîòÿ áû îäíî ñîáû-
òèå, ìåíüøå åäèíèöû íà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íå ïðîèçîéä¼ò íè îäíî èç
ñîáûòèé.
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• Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü õàðàêòåðèçóåò ÷àñòîòó íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ
A ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðîèçîøëî ñîáûòèå B:

p(B ⇒ A) =
p(A ·B)

p(B)
p(A) p(B)AB

×òîáû ïðîèçîøëî A ïðè íàñòóïëåíèè ñîáûòèÿ B, íåîáõîäèìî ñâåðøåíèå
ñîâìåñòíîãî ñîáûòèÿ (A è B). Èìåííî åìó ïðîïîðöèîíàëüíà óñëîâíàÿ âå-
ðîÿòíîñòü. Òàê êàê íàì èçâåñòíî, ÷òî B ïðîèçîøëî, òî âñ¼ ïðîñòðàíñòâî
ýëåìåíòàðíûõ âåðîÿòíîñòåé ñæèìàåòñÿ äî ðàçìåðîâ B. Íî, ïîñêîëüêó åãî
ïëîùàäü íå ðàâíà åäèíèöå, ìû äëÿ íîðìèðîâêè äåëèì íà p(B).

Ýòî ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå è ïî-äðóãîìó. Ïóñòü ìû ïðîâåëè n èñïû-
òàíèé, è èç íèõ ñîáûòèå B ïðîèçîøëî nB ðàç, ñîáûòèå A � nA, à îäíîâðå-
ìåííî îíè ñëó÷èëèñü nAB ðàç. Ïðè âû÷èñëåíèè óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè íàñ
èíòåðåñóåò âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A âî âñåõ ñèòóàöèÿõ, êîãäà ïðîèñõîäèëî
B. Îòíîøåíèå ÷èñëà òàêèõ ñîáûòèé nAB ê îáùåìó ÷èñëó ñîáûòèé nB è
äà¼ò íàì óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü p(B ⇒ A) = nAB/nB = (nAB/n)/(nB/n).

Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü ÷ðåçâû÷àéíî âàæíà, òàê êàê ïîçâîëÿåò ñâÿçàòü
äðóã ñ äðóãîì ðàçíîîáðàçíûå ñîáûòèÿ, õàðàêòåðèçóÿ ïðè÷èííî-ñëåäñòâåí-
íóþ ñâÿçü. Ìû ãîâîðèì, ÷òî, åñëè Öåíòðàëüíûé Áàíê ïîäíèìåò ó÷¼òíóþ
ñòàâêó, òî, ñêîðåå âñåãî, ôîíäîâûé ðûíîê îòðåàãèðóåò ïàäåíèåì. Îáà
ñîáûòèÿ ÿâëÿþòñÿ âåðîÿòíîñòíûìè, íî îíè ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì, è
âåðîÿòíîñòü ïàäåíèÿ ðûíêà ïîâûøàåòñÿ, åñëè ïðîèñõîäèò ïîäú¼ì ïðî-
öåíòíûõ ñòàâîê.

Äâà ñîáûòèÿ A è B íàçûâàþò íåçàâèñèìûìè, åñëè âåðîÿòíîñòü ñî-
áûòèÿ A íå çàâèñèò îò íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ B è ðàâíà p(A) â ëþáîì
ñëó÷àå. Äëÿ íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé p(B ⇒ A) = p(A) = p(A · B)/P (B),
è, ñëåäîâàòåëüíî,

p(A ·B) = p(A)p(B) . (6)

Òàêèì îáðàçîì, íåçàâèñèìîñòü � ýòî, ñ îäíîé ñòîðîíû, äîñòàòî÷íî ñïåöè-
ôè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó çíà÷åíèÿìè âåðîÿòíîñòåé (ïëîùàäåé îáëà-
ñòåé), êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ñîáûòèÿì A, B, A · B. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ýòî âàæíåéøåå ñâîéñòâî îòñóòñòâèÿ ìåæäó íèìè ñâÿçè. Òàê, ïðè áðîñà-
íèè 2-õ êîñòåé âûïàäåíèå îïðåäåë¼ííîé ãðàíè íà êàæäîé èç íèõ íå çàâè-
ñèò îò äðóãîé. Ïîýòîìó âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü, íàïðèìåð, äâå åäèíèöû
ðàâíà (1/6)(1/6) = 1/36.
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II Âåêòîðíûé àíàëèç

Âåêòîð � ýòî íàáîð èç n ÷èñåë a = (a1, ..., an), êîòîðûå íàçûâàþò êîì-
ïîíåíòàìè âåêòîðà. Âåêòîðàìè ÿâëÿþòñÿ: ïîëîæåíèå òåëà â ïðîñòðàí-
ñòâå, åãî ñêîðîñòü, íàáîð âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ, îïðåäåëÿþùèõ äîëþ
i-òîé àêöèè â èíâåñòèöèîííîì ïîðòôåëå, çíà÷åíèå ÂÂÏ, ïðîèçâåäåííîå
i−òîé ñòðàíîé, è ò.ä.
Âåêòîðà ìîæíî ñêëàäûâàòü (ïîêîìïîíåíòíî), ïîëó÷àÿ íîâûé âåêòîð:

a + b = (a1 + b1, ..., an + bn),

è óìíîæàòü íà ÷èñëî µa = (µa1, ..., µan). Äëÿ äâóõ âåêòîðîâ ââîäèòñÿ
îïåðàöèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ðàâíàÿ ÷èñëó (ñêàëÿðó):

a · b = a1b1 + a2b2 + ...+ anbn =
n∑
i=1

aibi.

Ñîîòâåòñòâåííî, äëèíà âåêòîðà:

|a| =
√

a · a =
√
a2

1 + a2
2 + ...+ a2

n,

ÿâëÿåòñÿ n-ìåðíûì îáîáùåíèåì òåîðåìû Ïèôàãîðà. Êîñèíóñ óãëà ìåæäó
äâóìÿ âåêòîðàìè îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

cosα =
a · b
|a| |b|

.

Åñëè îí ðàâåí íóëþ, òî ãîâîðÿò, ÷òî âåêòîðû íîðìàëüíû (ïåðïåíäèêó-
ëÿðíû) äðóã äðóãó.

Äëÿ íåñêîëüêèõ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé âàæíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
óìíîæåíèé, è â îáùåì ñëó÷àå

(a · b) · c 6= a · (b · c).

Äåëî â òîì, ÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå ìû óìíîæàåì âåêòîð c íà ÷èñëî (a·b), à
âî âòîðîì � äðóãîé âåêòîð a íà ÷èñëî (b ·c). Åñëè c è a èìåþò ðàçëè÷íîå
íàïðàâëåíèå, òî óìíîæåíèåì íà ÷èñëî íåëüçÿ ñäåëàòü èõ îäèíàêîâûìè.

Ê âåêòîðàì, â îáùåì ñëó÷àå, íåîáõîäèìî îòíîñèòüñÿ, êàê ê àáñòðàêòíî-
ìó íàáîðó èç n ÷èñåë, äëÿ êîòîðûõ ââåäåíû îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíî-
æåíèÿ íà ÷èñëî, à òàêæå îïåðàöèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Íàïðèìåð,
âåðîÿòíîñòè âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê âåê-
òîð p = (p1, ..., pn), à óñëîâèå íîðìèðîâêè çàïèñûâàòü â âèäå p · u = 1,
ãäå u = (1, ..., 1).
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• Â äâóõìåðíîì ñëó÷àå n = 2 â äåêàðòîâûõ ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäè-
íàòàõ (x, y) âåêòîð a = (ax, ay) èìååò ïðîñòîé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë
íàïðàâëåííîãî îòðåçêà ñ ïðîåêöèÿìè íà îñè x è y, ðàâíûìè ax è ay:

Ñ îñÿìè êîîðäèíàò óäîáíî ñâÿçàòü äâà åäèíè÷íûõ (i 2 = j 2 = 1), íîð-
ìàëüíûõ (i · j = 0) âåêòîðà. Ëþáîé âåêòîð òîãäà ìîæåò áûòü ðàçëîæåí
ïî ýòîìó áàçèñó (i, j):

a = ax i + ay j,

ãäå ax = a1 = a · i, ay = a2 = a · j � ïðîåêöèè âåêòîðà íà îñè x

è y. Ïðåäñòàâèâ a è b â òàêîì âèäå, íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî a · b =
axbx + ayby.
Àíàëîãè÷íî, â òð¼õìåðíîì ñëó÷àå n = 3 ââîäÿò òðè åäèíè÷íûõ âçà-

èìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ âåêòîðà i, j è k. Ëþáîé âåêòîð â òð¼õìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå ìîæåò áûòü ïî íèì ðàçëîæåí: a = ax i + ay j + az k.
Ãåîìåòðè÷åñêè ñëîæåíèå âåêòîðîâ îïèñûâàåòñÿ ïðàâèëîì ïàðàëëåëî-

ãðàììà, à óìíîæåíèå íà ÷èñëî µ âî ñòîëüêî æå ðàç óäëèíÿåò âåêòîð:

a

b
a + b

c

2c

-c

Ïðàâèëî ïàðàëëåëîãðàììà èìååò ïðîñòóþ ôèçè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ.
Åñëè äâà ìûøîíêà òàùàò êóñîê ñûðà â ðàçíûå ñòîðîíû è ñ ðàçëè÷íûìè
ñèëàìè a è b, òî èõ îáùåå óñèëèå áóäåò íàïðàâëåíî ïî äèàãîíàëè a + b.

• Â îáùåì ñëó÷àå íàáîð èç n âåêòîðîâ e1,...,en íàçûâàþò áàçèñîì, åñëè
îíè ÿâëÿþòñÿ ïîëíîé ñèñòåìîé ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ. Ëèíåé-
íàÿ íåçàâèñèìîñòü îçíà÷àåò, ÷òî íè îäèí èç âåêòîðîâ áàçèñà íå ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè îñòàëüíûõ âåêòîðîâ, à
ïîëíîòà ãàðàíòèðóåò, ÷òî ïðîèçâîëüíûé âåêòîð a = (a1, ..., an) ìîæåò
áûòü ðàçëîæåí ïî ýòîìó áàçèñó:

a = a1e1 + ...+ anen =
n∑
i=1

aiei.

Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ðàâíà ÷èñëó áàçèñíûõ âåêòîðîâ. Âåêòîðû
áàçèñà, âîîáùå ãîâîðÿ, íå îáÿçàòåëüíî äîëæíû áûòü ïåðïåíäèêóëÿðíû
äðóã äðóãó è èìåòü åäèíè÷íóþ äëèíó.
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• Äëÿ òð¼õìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà (â êîòîðîì ìû æèâ¼ì) ìîæíî ââåñòè
åù¼ îäíó îïåðàöèþ ìåæäó âåêòîðàìè, íàçûâàåìóþ âåêòîðíûì ïðîèçâå-
äåíèåì. Â îòëè÷èå îò ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ÷èñëî, âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå � ýòî âåêòîð:

a× b = (a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1) = det

 i j k
a1 a2 a3

b1 b2 b3

 ,

ãäå i, j,k � áàçèñíûå âåêòîðû, à det � îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû (ñòð. 308).
Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå îáëàäàåò ðÿäîì âàæíûõ ñâîéñòâ, êîòîðûå ìîæ-
íî ïðîâåðèòü â ïîêîìïîíåíòíîì âèäå. Ïðåæäå âñåãî, îíî àíòèñèììåòðè÷-
íî:

a× b = −b× a.

Äëÿ ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñïðàâåäëèâî �ïðàâèëî íàõàëüñòâà�, ïðè
êîòîðîì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå �âûòàëêèâàåò� îäèí âåêòîð èç âåêòîð-
íîãî, ñäâèãàÿ âñåõ âïðàâî:

c · (a× b) = (c× a) · b.

Íàêîíåö, ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ïðàâèëî �á'àö ìèíóñ ö'àá�, êîòîðîå íóæíî
ïðîèçíîñèòü ñ óäàðåíèåì íà ïåðâóþ áóêâó ¨̂ :

a× (b× c) = b (a · c)− c (a · b).

Äëèíà âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà ñèíóñó óãëà ìåæäó
âåêòîðàìè |a×b| = |a||b| sinα. Â ÷àñòíîñòè, åñëè âåêòîðû ïàðàëëåëüíû,
òî èõ âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî íóëþ. Âåêòîð a × b ïåðïåíäèêóëÿ-
ðåí ïëîñêîñòè, â êîòîðîé ëåæàò a è b. Åãî íàïðàâëåíèå (ââåðõ èëè âíèç)
îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó øòîïîðà. Åñëè îò âåêòîðà a ê âåêòîðó b âêðó-
÷èâàòü øòîïîð, òî åãî íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ áóäåò óêàçûâàòü â ñòîðîíó
a× b.

b

a

a b

a

c b

a

b |a b|

Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå èìååò ïðîñòîé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë è ïî
ìîäóëþ ðàâíî ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà, îáðàçîâàííîãî âåêòîðàìè a è
b. Ñîîòâåòñòâåííî, ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå c · (a×b) ïî ìîäóëþ ðàâíî
îáúåìó ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ a, b è c.
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• Ïðè ïîìîùè âåêòîðîâ ìîæíî îïèñûâàòü ðàçëè÷íûå ãåîìåòðè÷åñêèå
îáúåêòû â ïðîñòðàíñòâå. Òàê, ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé èìååò
âèä:

r = r0 + nt,
n

tn

r0

r

,

ãäå âåêòîð n íàïðàâëåí âäîëü ïðÿìîé, à r0 � íåêîòîðàÿ òî÷êà, ëåæàùàÿ
íà íåé. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü âåêòîð r âûõîäèò èç íà÷àëà êîîðäèíàò (êðó-
æîê íà ñõåìå) â íàïðàâëåíèè ïðîèçâîëüíîé òî÷êè íà ïðÿìîé, ïîëîæåíèå
êîòîðîé íàñ èíòåðåñóåò. Ðàäèóñ-âåêòîð r0 íàïðàâëåí â ôèêñèðîâàííóþ
òî÷êó, ÷åðåç êîòîðóþ ïðîõîäèò ïðÿìàÿ. Ïðÿìàÿ ïîëíîñòüþ çàäà¼òñÿ ýòîé
òî÷êîé è íàïðàâëåíèåì n. Âñåãäà ìîæíî ïîäîáðàòü òàêîé ñêàëÿðíûé ïà-
ðàìåòð t, ÷òîáû âåêòîð tn îêàçàëñÿ â òî÷íîñòè ìåæäó òî÷êàìè r è r0. Èç
ãåîìåòðè÷åñêîãî ñëîæåíèÿ ýòèõ âåêòîðîâ è ïîëó÷àåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêîå
óðàâíåíèå ïðÿìîé. Åãî òàêæå ìîæíî ïåðåïèñàòü â ÿâíîì êîîðäèíàòíîì
âèäå:

x− x0

nx
=
y − y0

ny
=
z − z0

nz
= t,

ãäå x, y, z � êîìïîíåíòû âåêòîðà r (êîîðäèíàòû òî÷êè íà ïðÿìîé).

Ïëîñêîñòü çàäà¼òñÿ ïðè ïîìîùè ôèêñèðîâàííîé òî÷êè r0, ÷åðåç êî-
òîðóþ îíà ïðîõîäèò, è ïåðïåíäèêóëÿðíîãî ê íåé âåêòîðà n. Ðàçíèöà
âåêòîðà ê ïðîèçâîëüíîé òî÷êå íà ïëîñêîñòè r è r0 ëåæèò â ýòîé ïëîñêî-
ñòè, ïîýòîìó ïåðïåíäèêóëÿðíà ê n. Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå ïëîñêîñòè
ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(r− r0) · n = 0,

n

r-r0

rr0

Ñîîòâåòñòâåííî, óðàâíåíèå ïëîñêîñòè â êîîðäèíàòíîì âèäå ìîæåò áûòü
çàïèñàíî, êàê x nx + y ny + z nz = d, ãäå d = r0n.

Ñôåðà ðàäèóñà R � ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê, ðàâíîóäàë¼ííûõ îò öåíòðà:

(r− r0)
2 = R2,

r0

r

r-r0

Å¼ óðàâíåíèå â âåêòîðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ çàäà¼òñÿ ÷èñëîì R è âåêòîðîì
ïîëîæåíèÿ öåíòðà îêðóæíîñòè r0.
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III Òåíçîðíàÿ è ìàòðè÷íàÿ àëãåáðà

Ìàòðèöà � ýòî íàáîð ÷èñåë, óïîðÿäî÷åííûõ â âèäå ïðÿìîóãîëüíîé
òàáëèöû. Êîìïîíåíòû âåêòîðà èìåþò òîëüêî îäèí èíäåêñ ai, òîãäà êàê
ó ìàòðèöû èõ äâà: aij.

Ðàññìîòðèì êâàäðàòíóþ ìàòðèöó A:

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...
an1 an2 . . . ann

 .

Çàìåòèì, ÷òî ïåðâûé èíäåêñ ÷èñåë aij óâåëè÷èâàåòñÿ ïðè ïåðåõîäå ê ñëå-
äóþùåé ñòðîêå, à âòîðîé � ê ñëåäóþùåìó ñòîëáöó. ×èñëà aij íàçûâàþò
ýëåìåíòàìè ìàòðèöû, à ÷èñëà, èìåþùèå îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ èíäåêñîâ
aii, - äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè.

Êàê è â ñëó÷àå ñ âåêòîðàìè, ìàòðèöû ìîæíî ïîýëåìåíòíî ñêëàäûâàòü
è óìíîæàòü íà ÷èñëî:

C = α A + β B => cij = α aij + β bij.

Êðîìå ýòîãî, ââîäèòñÿ îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèö äðóã íà äðóãà, â
ðåçóëüòàòå êîòîðîé îïÿòü ïîëó÷àåòñÿ ìàòðèöà. Äëÿ ìàòðèö A è B ñ ýëå-
ìåíòàìè aij è bij ìàòðèöà C, ðàâíàÿ èõ ïðîèçâåäåíèþ, èìååò ýëåìåíòû:

cij =
n∑
k=1

aik bkj. (7)

Â òàáëè÷íîé ôîðìå óìíîæåíèå ìàòðèö ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå �ïðà-
âèëà ëîìà�. ×òîáû ïîëó÷èòü cij, íåîáõîäèìî âçÿòü i-þ ñòðîêó ìàòðèöû
A (ëîì) è ïðîáèòü èì äûðó â ñòåíêå èç j-ãî ñòîëáèêà ìàòðèöû B:

C = A ·B =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...
an1 an2 . . . ann

 ·

b11 b12 . . . b1n

b21 b22 . . . b2n
...

... . . . ...
bn1 bn2 . . . bnn

 .

Ïîñëå ýòîãî íà ìåñòå äûðû â ìàòðèöå C çàïèñàòü ñóììó ïðîèçâåäåíèé
ýëåìåíòîâ ëîìà è ñòåíêè: cij = ai1b1j + ai2b2j + ...+ ainbnj.
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• Èç îïðåäåëåíèÿ (7) âèäíî, ÷òî ïðè ïåðåìíîæåíèè ìàòðèö èõ ìîæíî
ãðóïïèðîâàòü ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì (óìíîæåíèå àññîöèàòèâíî):

(A ·B) ·C = A · (B ·C),

íî íåëüçÿ ïåðåñòàâëÿòü ìåñòàìè (óìíîæåíèå íå êîììóòàòèâíî):

A ·B 6= B ·A.

Ò.å. âñ¼ ñ òî÷íîñòüþ äî íàîáîðîò ïî ñðàâíåíèþ ñî ñêàëÿðíûì óìíîæåíè-
åì âåêòîðîâ! Íåîáõîäèìî ïîìíèòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö íå ÿâëÿåòñÿ
îáû÷íûì àðèôìåòè÷åñêèì óìíîæåíèåì. Ýòî ñîêðàùåíèå äëÿ äîñòàòî÷íî
ñïåöèôè÷åñêîãî ñïîñîáà âû÷èñëåíèÿ (7) ýëåìåíòîâ cij èç aij è bij.

• Èç ìàòðèöû A ìîæíî ïîëó÷èòü íîâóþ,òðàíñïîíèðîâàííóþ ìàòðèöó
AT , â êîòîðîé ñòîëáöû è ñòðî÷êè ïåðåñòàâëåíû ìåñòàìè:

AT =


a11 a21 . . . an1

a12 a22 . . . an2
...

... . . . ...
a1n a2n . . . ann

 .

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ýëåìåíòû ìàòðèöû A ðàâíû aij, òî â òðàíñïîíèðî-
âàííîé ìàòðèöå AT îíè áóäóò ïîëó÷åíû ïåðåñòàíîâêîé èíäåêñîâ: aTij =
aji. Ìàòðèöà, êîòîðàÿ íå ìåíÿåòñÿ ïðè òðàíñïîíèðîâàíèè aij = aji, íà-
çûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íîé. Òàêîé òèï ìàòðèö âñòðå÷àåòñÿ â ôèíàíñàõ è
ýêîíîìèêå î÷åíü ÷àñòî.

• Îñîáîå çíà÷åíèå èìååò åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, â êîòîðîé âñå ýëåìåíòû
ðàâíû íóëþ, çà èñêëþ÷åíèåì äèàãîíàëüíûõ, ðàâíûõ åäèíèöå. Òàê, äëÿ
n = 3 èìååì:

1 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .

Óìíîæåíèå åäèíè÷íîé ìàòðèöû íà ëþáóþ A íå ìåíÿåò ýòó ìàòðèöó:

1 ·A = A · 1 = A.

Çàìåòèì, ÷òî åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ìîæåò áûòü ïåðåñòàâëåíà ìåñòàìè ñ
ëþáîé ìàòðèöåé. Ýòî ëåãêî ïðîâåðèòü íàïðÿìóþ, óìíîæàÿ ïðîèçâîëü-
íóþ ìàòðèöó íà åäèíè÷íóþ ñëåâà èëè ñïðàâà. Âîîáùå ãîâîðÿò, ÷òî äâå
ìàòðèöû êîììóòèðóþò, åñëè ðåçóëüòàò èõ óìíîæåíèÿ íå çàâèñèò îò
èõ ïîðÿäêà. Åùå ðàç ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ýòî íå òàê, è çà
ïîðÿäêîì ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö íåîáõîäèìî âíèìàòåëüíî ñëåäèòü.
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• Äëÿ ýëåìåíòîâ åäèíè÷íîé ìàòðèöû ñóùåñòâóåò ñïåöèàëüíîå îáîçíà-
÷åíèå, ïðèäóìàííîå Êðîíåêåðîì:

δij =

{
1 i = j
0 i 6= j.

Ñèìâîë δij �ñúåäàåò� ñóììó, â êîòîðîé ó÷àñòâóåò, è ïîñëå ýòîãî �ãèáíåò�,
çàìåíÿÿ âåçäå ñóììàöèîííûé èíäåêñ íà ñâîé âòîðîé:

n∑
j=1

δij aj = ai.

Äåéñòâèòåëüíî, â ñóììå ïî j îêàæóòñÿ ðàâíûìè íóëþ âñå ñëàãàåìûå, çà
èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ, êîãäà j = i. Íà ìåñòå ñèìâîëà aj ìîæåò ñòîÿòü
ëþáàÿ ìàòðèöà ajp èëè òåíçîðíûå âûðàæåíèÿ òèïà ajpq.

• Ìàòðèöà A èìååò îáðàòíóþ ìàòðèöó A−1, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñëå-
äóþùåå óðàâíåíèå:

A−1 ·A = A ·A−1 = 1.

Îáðàòíàÿ ìàòðèöà A−1 ïðè ïåðåìíîæåíèè ìîæåò áûòü ïåðåñòàâëåíà ìå-
ñòàìè ñ A, ñëåäîâàòåëüíî, îíè êîììóòèðóþò äðóã ñ äðóãîì. Äåéñòâè-
òåëüíî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî A ·A−1 = 1. Äîêàæåì âûðàæåíèå äëÿ ïåðå-
ñòàâëåííûõ ìàòðèö A−1 ·A = 1. Óìíîæèì åãî ñëåâà íà ìàòðèöó A:

A ·A−1 ·A = A · 1 = A => (A ·A−1) ·A = 1 ·A = A.

Òàê êàê óìíîæåíèå åäèíè÷íîé ìàòðèöû íà ëþáóþ ìàòðèöó äà¼ò å¼ æå,
ìû ïðèõîäèì ê òîæäåñòâó. Äðóãîå âàæíîå òîæäåñòâî:

(A ·B)−1 = B−1 ·A−1,

ïðîâåðÿåòñÿ óìíîæåíèåì ñëåâà èëè ñïðàâà íà A ·B.

• Â ìàòðè÷íûõ îáîçíà÷åíèÿõ ìîæíî çàïèñàòü è âåêòîð w, ïðåäñòà-
âèâ åãî â âèäå ñòîëáèêà èç n ÷èñåë. Ïðè óìíîæåíèè ìàòðèöû íà âåêòîð
ïîëó÷àåòñÿ äðóãîé âåêòîð, ðàâíûé:

w′i =
n∑
k=1

aikwk,

w′1...
w′n

 =

a11 . . . a1n
... . . . ...
an1 . . . ann

 ·
w1

...
wn

 .

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ïðàâèëî ëîìà äåéñòâóåò è â ýòîì ñëó÷àå, òîëüêî
ñòåíêîé ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûé ñòîëáèê âåêòîðà w.

Óäîáíî è äëÿ âåêòîðà ââîäèòü òàêæå ïîíÿòèå òðàíñïîíèðîâàíèÿ, ïðè
êîòîðîì ñòîëáèê ïðåâðàùàåòñÿ â ñòðî÷êó: wT =

(
w1 . . . wn

)
.
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• Òðàíñïîíèðîâàííûå âåêòîðû ïîçâîëÿþò êîìïàêòíî çàïèñûâàòü êâàä-
ðàòè÷íûå ôîðìû:

n∑
i,j=1

wi aij wj =
(
w1 . . . wn

)
·

a11 . . . a1n
... . . . ...
an1 . . . ann

 ·
w1

...
wn

 = wT ·A ·w.

Óìíîæåíèå ñòðîêè íà ìàòðèöó âûïîëíÿåòñÿ ïî òîìó æå ïðàâèëó ëîìà,
òîëüêî ëîì òåïåðü ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé ñòðîêîé. Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà
� ýòî ÷èñëî, è å¼ ìîæíî âû÷èñëÿòü â ëþáîì ïîðÿäêå:

wT ·A · w = (wT ·A) · w = wT · (A · w).

Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íå èçìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåñòàíîâêå wi è wj, ïîýòîìó
ìàòðèöà aij ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé: aij = aji. Òî÷íåå, ëþáóþ ìàòðèöó
mij ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ñèììåòðè÷íîé aij = (mij +mji)/2
è àíòèñèììåòðè÷íîé ìàòðèö bij = (mij −mji)/2, òàê ÷òî:

mij = aij + bij.

Â êâàäðàòè÷íîé ôîðìå àíòèñèììåòðè÷íàÿ bij = −bji ñîñòàâëÿþùàÿ ïðî-
èçâîëüíîé ìàòðèöû ñîêðàùàåòñÿ.

• Ôóíêöèÿ îò ìàòðèöû ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ñòåïåííîãî ðÿäà. Íàïðè-
ìåð, ýêñïîíåíòà � ýòî ñîêðàù¼ííàÿ çàïèñü áåñêîíå÷íîãî ðÿäà:

eA = 1 +
A

1!
+

A2

2!
+ ...

Èíòåãðàë îò ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòû ìîæíî âû÷èñëèòü ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

t∫
0

eAτdτ =
∞∑
k=0

t∫
0

Akτ k

k!
dτ =

∞∑
k=0

Ak tk+1

(k + 1)!
= A−1 ·

[
eAt − 1

]
,

ãäå A−1 � îáðàòíàÿ ê A ìàòðèöà, à A0 = 1 � åäèíè÷íàÿ.

• Âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé ìàòðèöû ÿâëÿåòñÿ ñóììà å¼ äèàãîíàëüíûõ
ýëåìåíòîâ:

Tr A = a11 + a22 + ...+ ann.

Ýòî ÷èñëî íàçûâàþò ñëåäîì ìàòðèöû è îáîçíà÷àþò ïðè ïîìîùè ñèìâîëà
Tr èëè Sp.
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IV Îïðåäåëèòåëè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

• Äëÿ êâàäðàòíîé ìàòðèöû ðàçìåðîì 2x2 ââåä¼ì ÷èñëî, êîòîðîå íàçû-
âàåòñÿ îïðåäåëèòåëåì ìàòðèöû:

det A = det

(
a11 a12

a21 a22

)
= a11a22 − a12a21.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ det A íåîáõîäèìî âçÿòü ïðîèçâåäåíèå ýëå-
ìåíòîâ ìàòðèöû �êðåñò � íàêðåñò� è âû÷åñòü èõ äðóã èç äðóãà. Â êà÷å-
ñòâå óïðàæíåíèÿ ñòîèò ïðîâåðèòü, ÷òî îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ ëþ-
áûõ äâóõ ìàòðèö ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ îïðåäåëèòåëåé êàæäîé èç íèõ:

det(A ·B) = det A · det B. (8)

Ýòî î÷åíü ëþáîïûòíîå ñâîéñòâî. Óìíîæåíèå ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ ñïåöèôè-
÷åñêîé ïðîöåäóðîé (ïðàâèëî �ëîìà�). Ïîýòîìó ñóùåñòâîâàíèå äëÿ êàæ-
äîé ìàòðèöû ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùåãî îáû÷íîìó àðèôìåòè÷åñêîìó ïðà-
âèëó ïåðåìíîæåíèÿ (8), ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî íåîæèäàííûì.
Îïðåäåëèòåëü ñ òåì æå ñâîéñòâîì ìîæíî ââåñòè è äëÿ ìàòðèöû 3x3:

det A = a11 det

(
a22 a23

a32 a33

)
− a12 det

(
a21 a23

a31 a33

)
+ a13 det

(
a21 a22

a31 a32

)
.

×òîáû åãî âû÷èñëèòü, íåîáõîäèìî âçÿòü ýëåìåíòû ïåðâîé ñòðîêè è äëÿ
êàæäîãî èç íèõ âû÷åðêíóòü èç ìàòðèöû ñòðîêó è ñòîëáåö, â êîòîðîì
ýòîò ýëåìåíò ñòîÿë. Çàòåì íàéòè îïðåäåëèòåëü ïîëó÷èâøåéñÿ ìàòðèöû
2x2 è óìíîæèòü åãî íà ýòîò ýëåìåíò. Âñå òàêèå ïðîèçâåäåíèÿ íåîáõîäè-
ìî ñëîæèòü ñî çíàêîì ïëþñ, åñëè ñóììà íîìåðà ñòðîêè è ñòîëáèêà, â
êîòîðîì ñòîèò ýëåìåíò, ÷¼òíàÿ, è ñî çíàêîì ìèíóñ, åñëè íå÷¼òíàÿ.
Ýòî îïðåäåëåíèå ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà ìàòðèöó ïðîèçâîëüíîé ðàç-

ìåðíîñòè, âû÷èñëÿÿ å¼ îïðåäåëèòåëü ðåêóððåíòíûì îáðàçîì, ñâîäÿ åãî
ê ñóììå (ðàçíîñòè) îïðåäåëèòåëåé ìàòðèö ñ ðàçìåðíîñòüþ íà åäèíèöó
ìåíüøå. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû 2x2 òîæå âû÷èñëÿåòñÿ ïî ýòîìó ïðàâè-
ëó, åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî îïðåäåëèòåëü �ìàòðèöû� 1x1 ðàâåí å¼ ýëåìåíòó.
Ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ ëþáîé äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû îïðåäåëèòåëü ðàâåí

ïðîèçâåäåíèþ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ:

det

a1 0 0
0 a2 0

0 0 . . .

 = a1 · a2 · ...

Ïðîèçâåäåíèå äâóõ äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö ñíîâà äà¼ò äèàãîíàëüíóþ. Ïî-
íÿòíî, ÷òî ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ ïðàâèëî (8).
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• Îïðåäåëèòåëè îáëàäàþò ðÿäîì ïîëåçíûõ äëÿ èõ âû÷èñëåíèÿ ñâîéñòâ:

B Òðàíñïîíèðîâàíèå íå èçìåíÿåò îïðåäåëèòåëÿ det AT = det A.

B Ïåðåñòàíîâêà äâóõ ñòðîê èëè ñòîëáöîâ ìåíÿåò çíàê îïðåäåëèòåëÿ.

B Îïðåäåëèòåëü íå èçìåíèòñÿ, åñëè ê ëþáîé ñòðîêå ïîýëåìåíòíî ïðè-
áàâèòü äðóãóþ ñòðîêó, óìíîæåííóþ íà ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî λ. Òî æå è
äëÿ ñòîëáöîâ.

• Â ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ ÷àñòî âîçíèêàþò ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíå-
íèé îòíîñèòåëüíî n íåèçâåñòíûõ:

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...
an1 an2 . . . ann

 ·

x1

x2
...
xn

 =


b1

b2
...
bn

 .

Ýòó ñèñòåìó ìîæíî ïåðåïèñàòü â ìàòðè÷íûõ îáîçíà÷åíèÿõ è äàæå ñðàçó
ïîëó÷èòü å¼ ìàòðè÷íîå ðåøåíèå (óìíîæèâ ñëåâà íà A−1):

A · x = b => x = A−1 · b.

Åñòåñòâåííî, äëÿ ðåàëüíîãî ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî óìåòü íàõîäèòü îáðàò-
íóþ ìàòðèöó A−1 ê èñõîäíîé ìàòðèöå ñèñòåìû A. Ðåøåíèÿ ñèñòåìû
ìîæíî âûðàçèòü ïðè ïîìîùè ôîðìóë Êðàììåðà:

xi =
∆i

∆
,

ãäå ∆ = det A � îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A, à ∆i � îïðåäåëèòåëè ìàòðèö,
ïîëó÷åííûõ èç A â ðåçóëüòàòå çàìåíû i-ãî ñòîëáèêà íà ñòîëáèê b.

Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü ñèñòåìû óðàâíåíèé ðàâíà íóëþ: A · x = 0, òî ðå-
øåíèå, îòëè÷íîå îò íóëÿ, ñóùåñòâóåò òîëüêî â ñëó÷àå, åñëè det A = 0.
Òàêàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé.

• Îïðåäåëèòåëè ïîçâîëÿþò íàõîäèòü îáðàòíóþ ìàòðèöó. Äëÿ ýòîãî
íåîáõîäèìî êàæäûé ýëåìåíò èñõîäíîé ìàòðèöû çàìåíèòü íà îïðåäåëè-
òåëü ìàòðèöû, ïîëó÷åííîé âû÷¼ðêèâàíèåì ñòðîêè è ñòîëáöà, íà ïåðåñå-
÷åíèè êîòîðûõ îí ñòîèò. Çàòåì óìíîæèòü åãî íà -1, åñëè ñóììà íîìåðà
ñòîëáèêà è ñòðîêè íå÷¼òíàÿ. Ïîñëå ýòîãî êàæäûé ýëåìåíò ïîëó÷èâøåéñÿ
ìàòðèöû äåëÿò íà îïðåäåëèòåëü èñõîäíîé è òðàíñïîíèðóþò.

Ïðèìåð: Íàéòè îáðàòíóþ ìàòðèöó:

A =

2 1 0
6 4 2
1 0 0

 , A−1 =
1

2

0 2 −4
0 0 1
2 −4 2

T

=

 0 0 1
1 0 −2
−2 0.5 1

 .
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• Äëÿ ìàòðèöû A ðåøèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âèäà:

A · u = λu, (9)

ãäå λ � íåêîòîðîå ÷èñëî, íàçûâàåìîå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ìàòðèöû,
à uT = (u1, ..., un) � ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ñîáñòâåííûé âåêòîð.
Óðàâíåíèå (9) � ýòî ñèñòåìà îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé ñ íóëåâîé ïðàâîé

÷àñòüþ: (A − λ1) · u = 0. Îíà èìååò îòëè÷íîå îò íóëÿ ðåøåíèå, òîëüêî
åñëè å¼ îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ:

det


a11 − λ a12 . . . a1n

a21 a22 − λ . . . a2n
...

... . . . ...
an1 an2 . . . ann − λ

 = 0.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå n-é ñòåïåíè îò-
íîñèòåëüíî λ, èìåþùåå, âîîáùå ãîâîðÿ, n ðåøåíèé: λ1,λ2,...,λn.
Äëÿ êàæäîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λα ïîñëå ðåøåíèÿ (9) ïîëó÷àåòñÿ

ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ñîáñòâåííûé âåêòîð u(α) = (u
(α)
1 , ..., u

(α)
n ). Âåðõíèé

èíäåêñ � ýòî íîìåð ñîáñòâåííîãî âåêòîðà, à íå åãî êîìïîíåíòà!
• Âàæíûé äëÿ ïðèëîæåíèé ñëó÷àé � äåéñòâèòåëüíûå ñèììåòðè÷íûå

ìàòðèöû, äëÿ êîòîðûõ AT = A èëè aij = aji. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äåé-
ñòâèòåëüíîé ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû âñåãäà äåéñòâèòåëüíû, à ñîáñòâåí-
íûå âåêòîðû � îðòîãîíàëüíû. Îðòîãîíàëüíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ðàâíî íóëþ:

u(α) u(β) =
n∑
i=1

u
(α)
i u

(β)
i = δαβ. (10)

Òàê êàê óðàâíåíèÿ (9) ëèíåéíû, ñîáñòâåííûé âåêòîð âñåãäà ìîæíî óìíî-
æèòü íà êîíñòàíòó, âûáðàâ å¼ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îí ñòàë åäèíè÷íûì.

Ïðèìåð: Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è âåêòîðà äëÿ ìàòðèöû A:

A =

(
1 2
2 −2

)
=> det

(
1− λ 2

2 −2− λ

)
= λ2 + λ− 6 = 0 => λ1 = −3, λ2 = 2.

Äëÿ êàæäîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ðåøèì ñèñòåìó óðàâíåíèé:(
1 2
2 −2

)
·

(
u
(1)
1

u
(1)
2

)
= −3

(
u
(1)
1

u
(1)
2

)
=> u

(1)
2 = −2u

(1)
1 .

Àíàëîãè÷íî u
(2)
1 = 2u

(2)
2 . Ïîýòîìó, ñ ó÷¼òîì (10), èìååì:

u(1) =
1√
5

(
1
−2

)
, u(2) =

1√
5

(
2
1

)
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• Ñîáñòâåííûå âåêòîðà è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ èñïîëüçóþòñÿ äëÿ äèà-
ãîíàëèçàöèè êâàäðàòè÷íûõ ôîðì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû èìååì âûðàæå-
íèå âèäà:

F = xT ·A · x =
n∑

i,j=1

xiaijxj.

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ è ïåðåéä¼ì ê âåëè÷èíàì yi:

xi =
n∑

α=1

u
(α)
i yα, (11)

ãäå u
(α)
i � ñîáñòâåííûå âåêòîðà ìàòðèöû A. Òîãäà:

F =
n∑

i,j,α,β=1

yβu
(β)
i aiju

(α)
j yα =

n∑
i,α,β=1

yβu
(β)
i λαu

(α)
i yα =

n∑
α=1

λαy
2
α,

ãäå ìû ñíà÷àëà âîñïîëüçîâàëèñü óðàâíåíèåì íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ,
à çàòåì îðòîãîíàëüíîñòüþ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé è ñâ¼ðòêîé ñ ñèìâîëîì
Êðîíåêåðà.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè íàì èçâåñòíû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è âåêòîðà

ìàòðèöû A, ìû âñåãäà ìîæåì íàéòè òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò,
êîòîðîå äèàãîíàëèçèðóåò êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó xT ·A · x.
• Åù¼ îäíî çàìå÷àòåëüíîå ñâîéñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñîñòîèò â

òîì, ÷òî èõ ïðîèçâåäåíèå äà¼ò îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû:

det A =
n∏
i=1

λi = λ1 · λ2 · ... · λn. (12)

Äîêàæåì ýòî, ââåäÿ ìàòðèöó C = cαβ = u
(β)
α . Äëÿ íå¼ ñïðàâåäëèâî ñîîò-

íîøåíèå:

(CT ·C)αβ =
n∑
i=1

cTαiciβ =
n∑
i=1

ciαciβ =
n∑
i=1

u
(α)
i u

(β)
i = δαβ.

Òàê êàê äåòåðìèíàíò ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ èõ äå-
òåðìèíàíòîâ, òî det CT det C = 1. Ââåä¼ì ìàòðèöó A′ = CT ·A ·C. Å¼
îïðåäåëèòåëü ðàâåí: det A′ = det CT det A det C = det A. Ìàòðèöó A′

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

A′αβ =
n∑

i,j=1

CiαAijCjβ =
n∑

i,j=1

u
(α)
i Aiju

(β)
j =

n∑
i=1

λβu
(α)
i u

(β)
i = λβδαβ,

ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü óðàâíåíèåì íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîîòíî-
øåíèåì îðòîãîíàëüíîñòè. Òàê êàê A′ äèàãîíàëüíà è det A = det A′, ìû
ïðèõîäèì ê (12).
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V Ïîëåçíûå èíòåãðàëû

• Ðàññìîòðèì ãàóññîâûé èíòåãðàë (èëè èíòåãðàë Ýéëåðà-Ïóàññîíà):

I =

∞∫
−∞

e−x
2

dx.

Îí âû÷èñëÿåòñÿ â êîîðäèíàòàõ (r, φ): x = r cosφ, y = r sinφ, êàê
äâîéíîé èíòåãðàë.

I2 =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

e−x
2−y2

dxdy =

2π∫
0

∞∫
0

e−r
2

rdrdφ = 2π

∞∫
0

e−r
2

d
r2

2
= π,

ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ (r, φ) ýëå-
ìåíò ïëîùàäè ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ äóãè rdφ íà èçìåíåíèå ðàäèóñà dr:
dxdy = rdφ dr. Ýòî ñëåäóåò èç ÿêîáèàíà èëè ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæå-
íèé (ýëåìåíò äóãè ðàâåí rdφ, òàê êàê äëÿ ïîëíîãî èçìåíåíèÿ φ = [0..2π]
ïîëó÷àåòñÿ äëèíà îêðóæíîñòè 2πr).

x = r cosφ
y = r sinφ

x2 + y2 = r2

dx dy = r dr dφ

Èçâëåêàÿ êâàäðàòíûé êîðåíü è äåëàÿ çàìåíó x→ x
√
α, ïîëó÷àåì:

I(α) =

∞∫
−∞

e−αx
2

dx =

√
π

α
. (13)

Ïîëåçíûé ïðè¼ì � âçÿòèå ïðîèçâîäíûõ ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòåé ïî ïàðàìåò-
ðó äëÿ ïîëó÷åíèÿ èíòåãðàëîâ îò ÷¼òíûõ ñòåïåíåé x2n. Èíòåãðàë îò íå÷åò-
íûõ ñòåïåíåé x, â ñèëó àíòèñèììåòðè÷íîñòè ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè,
ðàâåí íóëþ. Åñëè âûäåëèòü ïîëíûé êâàäðàò â âûðàæåíèè −αx2 + βx,

ïîëó÷èì −α ·
[
(x− β/2α)2 − β2/4α2

]
. Â ðåçóëüòàòå ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ

ñëåäóþùèé èíòåãðàë:

∞∫
−∞

e−αx
2+βx dx =

√
π

α
eβ

2/4α . (14)

Ïðè ïîìîùè çàìåíû x′ = x− β/2α îí ñâîäèòñÿ ê (13).
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• Åù¼ îäíó ïîëåçíóþ ôîðìóëó ìîæíî ïîëó÷èòü íà îñíîâå èíòåãðàëà:

I(α) =

∞∫
0

e−αxdx = − 1

α
e−αx

∣∣∣∣∞
0

=
1

α
.

Âçÿâ n ðàç ïðîèçâîäíóþ ïî α è îïðåäåëèâ ôàêòîðèàë ÷èñëà n! = 1·2·..·n,
ïîëó÷àåì:

∞∫
0

xne−αxdx =
n!

αn+1
. (15)

Èíòåãðàëû òàêîãî òèïà âñòðå÷àþòñÿ äîñòàòî÷íî ÷àñòî, ïîýòîìó äëÿ
íèõ ââåäåíî ñïåöèàëüíîå îáîçíà÷åíèå â âèäå ãàììà-ôóíêöèè:

Γ(z) =

∞∫
0

xz−1e−xdx . (16)

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, óáåæäàåìñÿ, ÷òî Γ(z + 1) = zΓ(z). Â ÷àñòíîñòè,
äëÿ öåëûõ àðãóìåíòîâ: Γ(n+ 1) = n!. Äëÿ ïîëóöåëûõ àðãóìåíòîâ ãàììà-
ôóíêöèÿ ñâîäèòñÿ ê ãàóññîâûì èíòåãðàëàì. Òàê, Γ(1/2) =

√
π.

Ïðè ïîìîùè (15) ìîæíî ïîëó÷èòü ôîðìóëó, ïîçâîëÿþùóþ âû÷èñëÿòü
ôàêòîðèàë ïðè áîëüøèõ n. Ïðåäñòàâèì xne−x â âèäå ef(x). Ôóíêöèÿ
f(x) = −x + n lnx èìååò ìàêñèìóì â òî÷êå x0 = n, òàê êàê f ′(x0) =
−1 + n/x0 = 0. Ðàçëîæèì å¼ â ðÿä â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè (f ′(n) = 0):

f(x) = f(n) + f ′′(n)(x− n)2/2 + .. = −n+ n lnn− (x− n)2/2n+ ...

Ïîýòîìó

n! ≈ e−n+n lnn

∞∫
0

e−
(x−n)2

2n dx ≈ e−n+n lnn

∞∫
−∞

e−
(x−n)2

2n dx = e−n+n lnn
√

2πn.

Âî âòîðîì èíòåãðàëå íèæíèé ïðåäåë çàìåí¼í íà −∞, òàê êàê ïðè áîëü-
øîì n ìàêñèìóì ýêñïîíåíòû óõîäèò äàëåêî âïðàâî è ñòàíîâèòñÿ âñ¼ áî-
ëåå óçêèì, ïîýòîìó èíòåãðàë îò−∞ äî 0 ïðàêòè÷åñêè ðàâåí íóëþ. Òàêèì
îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ôîðìóëó Ñòèðëèíãà:

n! ≈
√

2πn
(n
e

)n
,

êîòîðàÿ óæå ïðè n = 10 äàåò îòíîñèòåëüíóþ îøèáêó, ìåíüøóþ 1%.
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VI Èíòåãðàëû è ðÿäû Ôóðüå

• Äëÿ öåëûõ ÷èñåë n, m è ı2 = −1 ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà:

b∫
a

eı2π(n−m) t/T dt

T
= δnm =

{
1 n = m
0 n 6= m,

(17)

ãäå T = b − a, à δnm � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Ðàññìîòðèì ïåðèîäè÷åñêóþ
ôóíêöèþ ñ ïåðèîäîì T : f(t + T ) = f(t). Ïðåäñòàâèì å¼ íà èíòåðâàëå
t = [a...b] â âèäå ñëåäóþùåãî ðÿäà:

f(t) =
∞∑

k=−∞

cke
ı2πkt/T = c0 + c1e

ı2πt/T + c−1e
−ı2πt/T + ... (18)

×òîáû f(t) áûëà äåéñòâèòåëüíà f ∗(t) = f(t), äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ñîîò-
íîøåíèÿ: c∗k = c−k. Äëÿ ôóíêöèè f(t), ïðè ïîìîùè (17), ìîæíî íàéòè
êîýôôèöèåíòû ck è òåì ñàìûì îïðåäåëèòü Ôóðüå-ðàçëîæåíèå:

b∫
a

f(t)e−ı2πnt/T
dt

T
=

∞∑
m=−∞

cm

b∫
a

eı2π(m−n)t/T dt

T
=

∞∑
m=−∞

cmδmn = cn.

Åñëè çàïèñàòü ck = (ak− ibk)/2, òî ðàçëîæåíèå äåéñòâèòåëüíîé ôóíêöèè
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå áåñêîíå÷íîé ñóììû âèäà:

f(t) = c0 +
∞∑
k=1

[
ak cos(wkt) + bk sin(wkt)

]
.

×àñòîòû wk = 2πk/T íàçûâàþò ãàðìîíèêàìè.

• Ðàññìîòðèì ñèììåòðè÷íûé èíòåðâàë [a, b] = [−T/2, T/2] è ââåä¼ì
êîýôôèöèåíòû φk = T ck. Îáîçíà÷èâ tk = 2πk/T , çàïèøåì ðÿä Ôóðüå:

f(x) =
∞∑

k=−∞

φk e
ı tkx

1

T
, φk =

T/2∫
−T/2

f(x) e−ı tkx dx.

Óñòðåìèì T → ∞. Âåëè÷èíó tk ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê íåïðåðûâ-
íóþ ïåðåìåííóþ, èçìåíåíèå êîòîðîé ðàâíî ∆t = tk − tk−1 = 2π/T . Ïî
îïðåäåëåíèþ èíòåãðàëà âûðàæåíèå äëÿ f(x) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

f(x) =
1

2π

∞∫
−∞

φ(t) eı tx dt, φ(t) =

∞∫
−∞

f(x) e−ı tx dx, (19)

ãäå φ(t) ñòàíîâèòñÿ ôóíêöèåé ïàðàìåòðà t = tk. Ñîîòíîøåíèÿ (19) íàçû-
âàþòñÿ èíòåãðàëüíûì ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèåì.
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• Ïîíÿòíî, ÷òî ïîäñòàíîâêà îäíîãî óðàâíåíèÿ (19) â äðóãîå äîëæíî
ïðèâîäèòü ê òîæäåñòâåííîìó ðåçóëüòàòó:

φ(t) =

∞∫
−∞

 ∞∫
−∞

φ(s) eısx
ds

2π

 e−ı tx dx =

∞∫
−∞

 ∞∫
−∞

eı x·(s−t)
dx

2π

φ(s) ds.

Îáîçíà÷èì âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ âî âòîðîì ðàâåíñòâå â âèäå
ñëåäóþùåé ôóíêöèè:

δ(s− t) =
1

2π

∞∫
−∞

eıx·(s−t) dx. (20)

Òîãäà òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðèíèìàåò ôîðìó:

φ(t) =

∞∫
−∞

φ(s) δ(s− t) ds. (21)

Ôóíêöèÿ (20) ñî ñâîéñòâîì (21) íàçûâàåòñÿ δ-ôóíêöèåé Äèðàêà. Âîñïîëü-
çóåìñÿ (17) íà èíòåðâàëå [−T/2, T/2], îáîçíà÷èâ ïåðåìåííóþ èíòåãðèðî-
âàíèÿ ÷åðåç x:

1

2π

T/2∫
−T/2

eı(tn−tm)x dx =
T

2π
δnm.

Ïðè T → ∞ ýòî âûðàæåíèå ñòðåìèòñÿ ê ôóíêöèè Äèðàêà. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, åñëè tn 6= tm îí ðàâåí íóëþ. Ïîýòîìó:

δ(s− t) =

{
∞ s = t
0 s 6= t

.

Ýòî ñóùåñòâåííî ðàçðûâíàÿ ôóíêöèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ íåïðåðûâíûì àíàëî-
ãîì ñèìâîëà Êðîíåêåðà. Â ñèëó å¼ îáùåãî ñâîéñòâà (21) ìîæíî òàêæå
çàïèñàòü óñëîâèå �íîðìèðîâêè�:

∞∫
−∞

δ(s− t) ds = 1.

Äðóãèìè ñëîâàìè, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî δ(0) = ∞, èíòåãðàë (ïëîùàäü)
îò ýòîé ôóíêöèè ðàâåí åäèíèöå. Òàê êàê δ-ôóíêöèÿ ðàâíà íóëþ âåçäå,
çà èñêëþ÷åíèåì δ(0), èíòåãðàë íà ñàìîì äåëå ìîæåò áûòü ïî ëþáûì
ïðåäåëàì, âêëþ÷àþùèì òî÷êó îñîáåííîñòè ôóíêöèè Äèðàêà. Îòìåòèì
òàêæå î÷åâèäíîå ñâîéñòâî ñèììåòðè÷íîñòè: δ(−x) = δ(x).
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VII Ìåòîä õàðàêòåðèñòèê

Äîñòàòî÷íî ÷àñòî âîçíèêàþò ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-
íûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà:

n∑
i=1

Yi(x1, ..., xn)
∂φ

∂xi
= 0, (22)

ãäå Yi(x1, ..., xn) � çàäàííûå ôóíêöèè n ïåðåìåííûõ, à φ = φ(x1, ..., xn) �
íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ.

Òàê êàê ýòî óðàâíåíèå ëèíåéíîå, òî äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâ ïðèíöèï ñó-
ïåðïîçèöèè. Åñëè φ1 = φ1(x1, ..., xn) è φ2 = φ2(x1, ..., xn) � äâà ðåøåíèÿ
(22), òî èõ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ φ = C1 φ1 + C2 φ2 ñ ïîñòîÿííûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè òîæå áóäåò ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

Åñëè óðàâíåíèå íåîäíîðîäíîå è ñîäåðæèò â ïðàâîé ÷àñòè ôóíêöèþ:

n∑
i=1

Yi(x1, ..., xn)
∂φ

∂xi
= Yn+1(x1, .., xn),

åãî ìîæíî ñâåñòè ê îäíîðîäíîìó. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ôóíêöèþ n+ 1
àðãóìåíòîâ w(x1, ..., xn, φ) = C = const, ðàâíóþ êîíñòàíòå. Ñîîòâåò-
ñòâåííî, å¼ äèôôåðåíöèàë áóäåò ðàâåí íóëþ:

dC = 0 =
n∑
i=1

∂w

∂xi
dxi +

∂w

∂φ
dφ.

Çàïèøåì â ÿâíîì âèäå äèôôåðåíöèàë äëÿ dφ:

dC = 0 =
n∑
i=1

∂w

∂xi
dxi +

∂w

∂φ

n∑
i=1

∂φ

∂xi
dxi =>

∂φ

∂xi
= −∂w

∂xi
/
∂w

∂φ
.

Ïîäñòàâëÿÿ â íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå ïðîèçâîäíóþ ∂φ/∂xi ïîëó÷àåì îä-
íîðîäíîå óðàâíåíèå:

n∑
i=1

Yi
∂φ

∂xi
= Yn+1 =>

n∑
i=1

Yi
∂w

∂xi
+ Yn+1

∂w

∂φ
= 0.

Åñëè íåîäíîðîäíîñòü âèäà Yn+1φ, òî îíà óñòðàíÿåòñÿ çàìåíîé φ = eψ.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (22) ìîæåò áûòü ñâåäåíî
ê ðåøåíèþ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Äëÿ
ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä õàðàêòåðèñòèê.
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• Ìåòîä õàðàêòåðèñòèê. Ðàññìîòðèì n ïåðåìåííûõ x1, ..., xn. Çàïè-
øåì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ñèììåòðè÷íîì âèäå:

dx1

Y1
=
dx2

Y2
= ... =

dxn
Yn

, (23)

ãäå Yi = Yi(x1, ..., xn) � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè. Ïóñòü çàâèñèìîé ïåðå-
ìåííîé áóäåò x1. Òîãäà (23) ñîîòâåòñòâóåò n−1 äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâ-
íåíèÿì:

dx2

dx1
=
Y2

Y1
,

dx3

dx1
=
Y3

Y1
, ...,

dxn
dx1

=
Yn
Y1
.

Äëÿ ðåøåíèÿ n − 1 óðàâíåíèé ïîòðåáóåòñÿ n − 1 íà÷àëüíûõ óñëîâèé,
è, ñëåäîâàòåëüíî, n − 1 íåçàâèñèìûõ êîíñòàíò. Ðåøåíèÿ áóäóò âûãëÿ-
äåòü â ñëåäóþùåì âèäå xi = fi(x1, C1, ..., Cn−1). Èõ ìîæíî ðàçðåøèòü
îòíîñèòåëüíî Ci, çàïèñàâ Ci = gi(x1, ..., xn). Ïîäîáíûå ïîñòîÿííûå ôóíê-
öèè íàçûâàþòñÿ èíòåãðàëàìè ñèñòåìû. Åñëè ìû âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíóþ
ôóíêöèþ F (g1, ..., gn−1) = C = const, òî îíà áóäåò îáùèì èíòåãðàëîì
ñèñòåìû, åñëè gi � èíòåãðàëû.

Ðàññìîòðèì òåïåðü íåêîòîðûé èíòåãðàë ñèñòåìû:

C = φ(x1, ..., xn).

Äèôôåðåíöèàë êîíñòàíòû ðàâåí íóëþ, ïîýòîìó:

n∑
i=1

∂φ

∂xi
dxi = 0. (24)

Óðàâíåíèÿ (23) ìîæíî çàïèñàòü â âåêòîðíîì âèäå: dx = λY, ãäå λ
� ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà, à x = (x1, ..., xn), Y = (Y1, ..., Yn). Äðóãèìè
ñëîâàìè, âåêòîðà dx è Y ÿâëÿþòñÿ ïàðàëëåëüíûìè. Âûðàæåíèå (24) ýê-
âèâàëåíòíî óòâåðæäåíèþ î ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè äâóõ âåêòîðîâ � ãðàäè-
åíòà ∂φ/∂xi è dx. Òàê êàê dx è Y ïàðàëëåëüíû, òî ïåðïåíäèêóëÿðíûìè
áóäóò òàêæå ãðàäèåíò è Y. Ïîýòîìó:

n∑
i=1

Yi(x1, ..., xn)
∂φ

∂xi
= 0. (25)

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ðåøèòü óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (25),
íåîáõîäèìî íàéòè èíòåãðàëû ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (23)
è ñ èõ ïîìîùüþ ïîñòðîèòü îáùèé èíòåãðàë C = φ(x1, ..., xn), êîòîðûé è
áóäåò ðåøåíèåì (25).
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VIII Ýêñòðåìóì è ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà

• Ýêñòðåìóì (ìèíèìóì èëè ìàêñèìóì) ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ
F (x1, ..., xn) íàõîäèòñÿ òàê æå, êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå. Äëÿ ýòîãî
íåîáõîäèìî âçÿòü ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî êàæäîé ïåðåìåííîé è ïðè-
ðàâíÿòü èõ ê íóëþ. Ðåøåíèå ïîëó÷èâøåéñÿ ñèñòåìû n óðàâíåíèé è áóäåò
ñîîòâåòñòâîâàòü ýêñòðåìóìó ôóíêöèè.

×òîáû ïîíÿòü, êàê âåä¼ò ñåáÿ ôóíêöèÿ â òî÷êå ýêñòðåìóìà {x̄1, ..., x̄n},
ìîæíî çàïèñàòü ðÿä Òåéëîðà â å¼ îêðåñòíîñòè:

F (x1, ..., xn) = F (x̄1, ..., x̄n) +
n∑

i,j=1

aij (xi − x̄i)(xj − x̄j) + ...

Ïåðâûå ïðîèçâîäíûå F ðàâíû íóëþ (óñëîâèå ýêñòðåìóìà), ïîýòîìó ðàç-
ëîæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó. Çíàêè ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé ìàòðèöû aij îïðåäåëÿþò õàðàêòåð ýêñòðåìóìà. Òàê êàê aij ÿâëÿ-
åòñÿ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé, òî ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
å¼ âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü äèàãîíàëüíîé (ñòð. 311) è ïðîàíàëèçèðîâàòü ïî
êàæäîé êîîðäèíàòå, ìèíèìóì ýòî èëè ìàêñèìóì.

Íàïðèìåð, åñëè F (x, y) = x2 +y2, òî ýòî ìèíèìóì, F (x, y) = −x2−y2

� ìàêñèìóì, à F (x, y) = x2 − y2 � ýòî ïîâåðõíîñòü, ïîõîæàÿ íà ñåäëî
(âäîëü îñè x ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò, à âäîëü y � óìåíüøàåòñÿ).

• Èíîãäà âîçíèêàþò çàäà÷è, â êîòîðûõ íåîáõîäèìî íàéòè ìàêñèìóì
èëè ìèíèìóì ïðè íàëè÷èè îãðàíè÷åíèé. Íàïðèìåð, íàñ èíòåðåñóåò òî÷-
êà (x1, ..., xn), ìàêñèìèçèðóþùàÿ ôóíêöèþ F (x1, ..., xn) è îäíîâðåìåííî
íàõîäÿùàÿñÿ íà ïîâåðõíîñòè G(x1, ..., xn) = 0. Óñëîâèÿ îãðàíè÷åíèé íà-
çûâàþò ñâÿçÿìè.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé äâóõ ïåðåìåííûõ F (x, y) ïðè îãðàíè÷åíèè
G(x, y) = 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óðàâíåíèå ñâÿçè G(x, y) = 0 ïîçâîëÿåò
âûðàçèòü y ÷åðåç x: y = g(x). Òîãäà ìû ïîëó÷èì îáû÷íóþ îäíîìåðíóþ
çàäà÷ó îïòèìèçàöèè, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðîé íåîáõîäèìî âçÿòü ïðîèçâîä-
íóþ ôóíêöèè F (x, g(x)) ïî x è ïðèðàâíÿòü å¼ ê íóëþ:

∂F

∂x
+
∂F

∂y
g′(x) = 0. (26)

Ðåøèâ ýòî óðàâíåíèå, ìû ïîëó÷èì òî÷êó ýêñòðåìóìà {x0, y0 = g(x0)}.
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• Íà ïðàêòèêå íå âñåãäà óäà¼òñÿ ðåøèòü óðàâíåíèå G(x, y) = 0. Â ýòîì
ñëó÷àå ìîæíî âçÿòü äèôôåðåíöèàë åãî ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè è âûðàçèòü
ïðîèçâîäíóþ g(x):

dG =
∂G

∂x
dx+

∂G

∂y
dy = 0 => g′(x) =

dy

dx
= −∂G/∂x

∂G/∂y
.

Ïîäñòàâëÿÿ å¼ â (26), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå òîëüêî äëÿ ôóíêöèé F è G:

∂F

∂x

∂G

∂y
=
∂F

∂y

∂G

∂x
. (27)

Ýòî æå óðàâíåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü, ìèíèìèçèðóÿ ñëåäóþùóþ ôóíê-
öèþ òðåõ ïåðåìåííûõ:

L(x, y, λ) = F (x, y) + λ G(x, y). (28)

Äåéñòâèòåëüíî, âçÿâ ïðîèçâîäíûå ïî x è y è ïðèðàâíÿâ èõ ê íóëþ, ïîëó-
÷èì óðàâíåíèÿ:

∂F

∂x
+ λ

∂G

∂x
= 0,

∂F

∂y
+ λ

∂G

∂y
= 0.

Èñêëþ÷àÿ èç íèõ λ, ìû ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ (27). Åñëè æå âçÿòü ïðî-
èçâîäíóþ L ïî λ è ïðèðàâíÿòü å¼ ê íóëþ, òî ïîëó÷èòñÿ ñâÿçü G(x, y) = 0.
Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå äâóõ ïåðåìåííûõ èìååòñÿ òðè ñïîñîáà ïîèñêà

ýêñòðåìóìà ïðè íàëè÷èè îãðàíè÷åíèÿ. Åñëè îäíà ïåðåìåííàÿ âûðàæàåò-
ñÿ ÷åðåç äðóãóþ ïðè ïîìîùè óðàâíåíèÿ ñâÿçè, òî ðåøàåòñÿ óðàâíåíèå
(26). Èíà÷å � (27) èëè îïòèìèçèðóåòñÿ ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà (28).

• Â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå îêàçûâàåòñÿ áîëåå óäîáíûì òðåòèé ñïîñîá. Åñ-
ëè íàì íåîáõîäèìî íàéòè ýêñòðåìóì ôóíêöèè F (x1, ..., xn) ïðè íàëè÷èè
m-îãðàíè÷åíèé Gk(x1, ..., xn) = 0, òî âû÷èñëÿåòñÿ ýêñòðåìóì ôóíêöèè
Ëàãðàíæà îò n+m ïåðåìåííûõ:

L(x1, ..., xn, λ1, ..., λm) = F (x1, ..., xn) +
m∑
k=1

λk Gk(x1, ..., xn).

Ïðîèçâîäíûå ïî λi ïðèâîäÿò ê ñâÿçÿì Gk(x1, ..., xn) = 0, à ïðîèçâîä-
íûå ïî xi ìîæíî çàïèñàòü â âèäå âåêòîðíûõ óðàâíåíèé ïðè ïîìîùè ãðà-
äèåíòà ∇ = {∂/∂x1, ..., ∂/∂xn}:

∇F +
m∑
k=1

λk ∇Gk = 0.

Ïîðÿäîê äåéñòâèé îáû÷íî ñëåäóþùèé. Ñíà÷àëà ðåøàþò ýòè n óðàâíåíèé
è íàõîäÿò ïîëîæåíèå ýêñòðåìóìà, êàê ôóíêöèþ λk: xi = fi(λ1, ..., λm), i =
1, ..., n. Çàòåì ïîäñòàâëÿþò èõ â óðàâíåíèÿ ñâÿçè è ïîëó÷àþò m óðàâíå-
íèé, èç êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ λk.
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IX Âàðèàöèÿ ôóíêöèîíàëà

Ôóíêöèîíàëîì ìû íàçûâàåì îáúåêò, ïðè ïîìîùè êîòîðîãî êàæäîé
ôóíêöèè ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðîå ÷èñëî. Ïðîñòåéøèì ïðèìå-
ðîì ôóíêöèîíàëà ÿâëÿåòñÿ îïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë:

F [f ] =

b∫
a

f(x) dx.

Ïðè ïîäñòàíîâêå â èíòåãðàë ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ
áóäóò ïîëó÷àòüñÿ íåêîòîðûå ÷èñëà � çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà.
Ïåðåõîäÿ ê äèñêðåòíîìó ïðåäñòàâëåíèþ èíòåãðàëà, ïîäîáíûå ôóíêöè-

îíàëû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèè áîëüøîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ:

F (f1, ..., fn) =
n∑
i=1

fi∆x,

ãäå ∆x = (b− a)/n, à fi = f(a+ i∆x).
Àíàëîãè÷íî îáû÷íûì ôóíêöèÿì ðåøàåòñÿ çàäà÷à ïîèñêà ýêñòðåìóìà

(ìàêñèìóìà èëè ìèíèìóìà) ôóíêöèîíàëà. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî íàéòè
ôóíêöèþ, äëÿ êîòîðîé ôóíêöèîíàë äà¼ò, íàïðèìåð, íàèáîëüøåå çíà÷å-
íèå. Â äèñêðåòíîì ïðèáëèæåíèè çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà ïîèñêó ýêñòðåìó-
ìà ôóíêöèè n ïåðåìåííûõ f1, ..., fn. Íåîáõîäèìî âçÿòü ïðîèçâîäíûå ïî
fk è ïðèðàâíÿòü èõ ê íóëþ. Âçÿòèå ïðîèçâîäíîé îò ôóíêöèîíàëà íàçû-
âàåòñÿ åãî âàðèàöèåé è â íåïðåðûâíîì ïðåäåëå îáîçíà÷àåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

∂F (f1, ..., fn)

∂fk
→ δF [f ]

δf(x)
.

Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ âçÿòèå âàðèàöèè äîñòàòî÷íî òðèâèàëüíî, îäíà-
êî, åñëè âñòðå÷àþòñÿ äâîéíûå èíòåãðàëû, òî íåîáõîäèìà îïðåäåë¼ííàÿ
îñòîðîæíîñòü. Íàïðèìåð, äëÿ

1∫
0

f 2(y)

y∫
0

f 4(z)dzdy ≈
[
f 2

1 (f 4
1 )+f 2

2 (f 4
1 +f 4

2 )+f 2
3 (f 4

1 +f 4
2 +f 4

3 )+...
]
∆z∆y

âàðèàöèÿ ïî f(x) áóäåò ðàâíà:

2f(x)

x∫
0

f 4(z)dz + 4f 3(x)

1∫
x

f 2(y)dy.

Îáðàùàåì âíèìàíèå íà íèæíèé ïðåäåë âî âòîðîì èíòåãðàëå. Ïðîâåðèòü
ýòî ñîîòíîøåíèå ïðîùå âñåãî, âçÿâ ïðîèçâîäíóþ ðÿäà ïî íåêîòîðîìó êîí-
êðåòíîìó çíà÷åíèþ fk, íàïðèìåð, ïî f5.
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Åñòåñòâåííî, ïðåäñòàâëÿòü êàæäûé ðàç ôóíêöèîíàëû â âèäå èíòåãðàëü-
íûõ ñóìì � äîñòàòî÷íî óòîìèòåëüíîå çàíÿòèå. Óäîáíåå èñïîëüçîâàòü
ôóíêöèè Äèðàêà δ(x) è Õýâèñàéäà Θ(x):

δ(x) =

{
∞ x = 0
0 x 6= 0,

Θ(x) =

{
0 x < 0
1 x ≥ 0.

Ôóíêöèÿ Äèðàêà îáîáùàåò íà íåïðåðûâíûé ñëó÷àé ñèìâîë Êðîíåêåðà:

∂fi
∂fj

= δij → δf(y)

δf(x)
= δ(y − x).

Ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ Õýâèñàéäà ïîçâîëÿåò áîðîòüñÿ ñ ïðåäåëàìè èíòå-
ãðèðîâàíèÿ, çàâèñÿùèìè îò âðåìåíè. Ïðåäûäóùèé ïðèìåð ìîæíî çàïè-
ñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

I[f ] =

1∫
0

1∫
0

f 2(y) f 4(z) Θ(y − z) dzdy.

Âû÷èñëÿÿ âàðèàöèþ ïðîèçâåäåíèÿ àíàëîãè÷íî ïðîèçâîäíîé ïðîèçâåäå-
íèÿ, ïîëó÷àåì:

δI

δf(x)
=

1∫
0

1∫
0

[
2f(y)δ(y − x) f 4(z) + f 2(y) 4f 3(z)δ(z − x)

]
Θ(y − z) dzdy.

Ïðîèíòåãðèðóåì ñ ôóíêöèåé Äèðàêà (ñòð. 315):

δI

δf(x)
=

1∫
0

2f(x) f 4(z)Θ(x− z) dz +

1∫
0

f 2(y) 4f 3(x) Θ(y − x)dy.

Ôóíêöèÿ Õýâèñàéäà îãðàíè÷èâàåò ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ, è îêîí÷à-
òåëüíûé ðåçóëüòàò èìååò âèä:

δI

δf(x)
= 2f(x)

x∫
0

f 4(z)dz + 4f 3(x)

1∫
x

f 2(y)dy.

Ïîäîáíàÿ òåõíèêà ïðèìåíèìà è òîãäà, êîãäà ôóíêöèîíàë çàâèñèò îò ïðî-
èçâîäíîé ôóíêöèè. Â ýòîì ñëó÷àå:

δf ′(y)

δf(x)
=

d

dy

δf(y)

δf(x)
= δ′(y − x).

Äàëüíåéøåå èíòåãðèðîâàíèå ñ ïðîèçâîäíîé îò äåëüòà-ôóíêöèè δ′(x− y)
îñóùåñòâëÿåòñÿ �ïî ÷àñòÿì�.



322



H: Ïîìîùü

Â ýòîé ãëàâå ïðèâåäåíû ðåøåíèÿ çàäà÷, êîòîðûå â îñíîâíîì òåêñòå
áûëè ïîìå÷åíû ñèìâîëîì (l Hi).
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• H1 Ðåøåíèå ëîãèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.

Ñäåëàâ çàìåíó x(t) = 1/y(t) äëÿ y(t), ïîëó÷àåì ëèíåéíîå óðàâíåíèå:

ẏ = −αy + β.

Ðåøèì ñíà÷àëà îäíîðîäíîå óðàâíåíèå ẏ = −αy => y = Ae−αt, ãäå
A � êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ. Ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ èùåì
â âèäå y = A(t) e−αt, è äëÿ ôóíêöèè A(t) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå:

Ȧ = βeαt.

Ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå è èíòåãðèðóÿ, íàõîäèì A(t) = A0 + (β/α) eαt. Â
ðåçóëüòàòå y(t) = A0 e

−αt + β/α. Íà÷àëüíîå óñëîâèå y(0) = 1/x0 = A0 +
β/α ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü êîíñòàíòó A0 = 1/x0 − β/α.
• H2 Ðåøåíèå îñöèëëÿòîðíîãî óðàâíåíèÿ.

Âçÿâ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè îò îïðåäåëåíèÿ èìïóëüñà ẋ = p/m è
ïîäñòàâèâ â íå¼ óðàâíåíèå Íüþòîíà äëÿ óïðóãîé ñèëû ṗ = −kx, èìååì:

ẍ+ ω2 x = 0,

ãäå äâå òî÷êè íàä x � âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè, à ω =
√
k/m. Ïî-

äîáíûå ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè ðåøàþòñÿ
ïîäñòàíîâêîé x(t) = eık t, ãäå ı � ìíèìàÿ åäèíèöà, à k � êîíñòàíòà, îïðå-
äåëÿåìàÿ èç êâàäðàòíîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ k2 = ω2 èëè
k = ±ω. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àþòñÿ äâà ÷àñòíûõ ðåøåíèÿ, ñóììà êîòîðûõ
ñ ïðîèçâîëüíûìè êîíñòàíòàìè äà¼ò îáùåå ðåøåíèå:

x(t) = C1 e
ıωt + C2 e

−ıωt.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé Ýéëåðà eiα = cosα + ı sinα, ïîëó÷àåì ðå-
øåíèå â âèäå ñóììû êîñèíóñà è ñèíóñà ñ ÷àñòîòîé ω. Îñòàëîñü çàäàòü
íà÷àëüíûå óñëîâèÿ.

• H3 Ýêñöåññ è äðóãèå ìîìåíòû ðàñïðåäåëåíèÿ Ãàóññà.

Âîñïîëüçóåìñÿ ñðåäíèì îò ýêñïîíåíòû (1.11), ñòð. 16:

〈eα ε〉 = eα
2/2.

Ðàçëîæèì â ðÿä ïî α ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ:

1 + 〈ε〉 α +
〈
ε2
〉 α2

2!
+
〈
ε3
〉 α3

3!
+
〈
ε4
〉 α4

4!
+ .. = 1 + α2/2 +

α4/22

2!
+ ...

Ïðèðàâíèâàÿ ñëàãàåìûå ñ îäèíàêîâûìè ñòåïåíÿìè α, ïîëó÷àåì:

〈ε〉 = 0,
〈
ε2
〉

= 1,
〈
ε3
〉

= 0,
〈
ε4
〉

= 3.
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• H4 Ñðåäíåå ëîãíîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.
Âû÷èñëèì ñðåäíåå çíà÷åíèå

〈x〉 = x0 〈er〉 = x0 e
µ 〈eσε〉 = x0 e

µ+σ2/2,

ãäå èñïîëüçîâàíà ôîðìóëà (1.11) íà ñòð. 16. Ïîëó÷àåòñÿ ëþáîïûòíûé è
âàæíûé ðåçóëüòàò. Åñëè µ = −σ2/2, òî ñðåäíåå çíà÷åíèå 〈x〉 = x0. Ïðè
ýòîì ñðåäíåå ëîãàðèôìà � îòðèöàòåëüíî: 〈ln(x/x0)〉 = 〈r〉 = µ < 0.

• H5 Ðåãðåññèîííàÿ ïðÿìàÿ.
Âçÿâ ïðîèçâîäíûå

〈
(α + β · x− y)2

〉
ïî α, β è ïðèðàâíÿâ èõ ê íóëþ:

2 〈α + βx− y〉 = 0,

2 〈x · (α + βx− y)〉 = 0,

ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ α è β:{
α + β 〈x〉 = 〈y〉
α 〈x〉+ β

〈
x2
〉

= 〈xy〉 .

Îíà ëåãêî ðåøàåòñÿ è äà¼ò íàêëîí ïðÿìîé, ðàâíûé:

β =
〈xy〉 − 〈x〉 〈y〉
〈x2〉 − 〈x〉2

=
〈(x− x̄)(y − ȳ)〉

σ2
x

= ρ(x, y)
σy
σx
,

è α = ȳ − βx̄.
• H6 Áåñêîíå÷íàÿ äåëèìîñòü Ãàóññà, Êîøè è ãàììà.
Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ äëÿ n ãàóññîâûõ ÷èñåë ðàâíà:

φz(k) =
[
eix0k−σ2k2/2

]n
= ein x0k−nσ2k2/2.

Ïîýòîìó ñðåäíåå ñóììû ðàâíî nx0, ãäå x0 � ñðåäíåå êàæäîãî ñëàãàåìîãî,
à âîëàòèëüíîñòü σz =

√
nσ.

Äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Êîøè:

φz(k) = einx0k−na|k|

â n ðàç óâåëè÷èâàþòñÿ è ñðåäíåå çíà÷åíèå, è øèðèíà ðàñïðåäåëåíèÿ a.
Äëÿ ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ:

φz(k) =
1

(1− iγk)nµ

ïàðàìåòð γ íå èçìåíÿåòñÿ, à µ óâåëè÷èâàåòñÿ â n ðàç.
Çàìåòèì, ÷òî, åñëè äëÿ Ãàóññà è Êîøè ñóììà äâóõ ðàñïðåäåëåíèé ñ

ëþáûìè ïàðàìåòðàìè ñíîâà äà¼ò èñõîäíîå ðàñïðåäåëåíèÿ, òî äëÿ ãàììà-
ðàñïðåäåëåíèÿ ó íèõ äîëæíû áûòü îäèíàêîâûå γ (!).
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• H7 Ýêñöåññ ñóììû z = x1 + ...+ xn.

Áóäåì âû÷èñëÿòü ñðåäíèå 〈zm〉 ïðè ïîìîùè õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíê-
öèè φz(k) = φn(k). Äëÿ ýòîãî âîçüì¼ì å¼ ïðîèçâîäíûå (îïóñêàÿ àðãóìåíò
k):

φ′z = nφn−1 φ′

φ′′z = n(n− 1)φn−2 φ′2 + nφn−1 φ′′

φ′′′z = n(n− 1)(n− 2)φn−3 φ′3 + 3n(n− 1)φn−2 φ′ φ′′ + nφn−1 φ′′′

φ′′′′z = n(n− 1)(n− 2)(n− 3)φn−4 φ′4 + 6n(n− 1)(n− 2)φn−3 φ′2 φ′′

+ 3n(n− 1)φn−2 φ′′2 + 4n(n− 1)φn−2 φ′ φ′′′ + nφn−1 φ′′′′.

Áóäåì ñ÷èòàòü, äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî ñðåäíèå 〈xi〉 = 0 (÷òî âñåãäà ìîæíî
ñäåëàòü ñîîòâåòñòâóþùèì ñäâèãîì). Ïîýòîìó φ′(0) = 0. Êðîìå ýòîãî,

〈zm〉 = φ
(m)
z (0)/im, 〈xm〉 = φ(m)(0)/im è φ(0) = 1. Â ðåçóëüòàòå:〈

z2
〉

= n
〈
x2
〉〈

z3
〉

= n
〈
x3
〉〈

z4
〉

= n
〈
x4
〉

+ 3n(n− 1)
〈
x2
〉2
.

Ýêñöåññ ðàñïðåäåëåíèÿ z ðàâåí:

excess =

〈
z4
〉

〈z2〉2
− 3 =

1

n

〈
x4
〉

〈x2〉2
+ 3

n− 1

n
− 3→ 0.

Â ïðåäåëå n → ∞ ýêñöåññ ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì íóëþ. Íåñëîæíî âèäåòü,
÷òî è àñèììåòðèÿ òàêæå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Èìåííî ãàóññîâî ðàñïðåäå-
ëåíèå îáëàäàåò íóëåâîé àñèììåòðèåé (îíî ñèììåòðè÷íî) è íóëåâûì ýêñ-
öåññîì.

• H8 Äåòåðìèíèðîâàííîñòü dx = εm dt.

Ðåøàåì èòåðàöèÿìè:

x(t) = x0 + u t, u =
εm1 + ...+ εmn

n
.

Ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû u âûÿñíÿþòñÿ, êàê è â
ñëó÷àå m = 1, 2. Å¼ ñðåäíåå ðàâíî íóëþ äëÿ íå÷¼òíûõ m è 〈εm〉 äëÿ
÷¼òíûõ. Äëÿ êâàäðàòà ïîëó÷àåì:

〈
u2
〉

=
1

n2

n∑
i,j=1

〈
εmi ε

m
j

〉
=

1

n2

[
n
〈
ε2m
〉

+ (n2 − n) 〈εm〉2
]
.

Ïîýòîìó äèñïåðñèÿ
〈
u2
〉
− 〈u〉2 =

(〈
ε2m
〉
− 〈εm〉2

)
/n→ 0 ïðè n→∞.
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• H9 Ðåøåíèå íåñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ.√
s2

0 + ...+ s2
n−1

√
∆t =

√
(s2

0 + ...+ s2
n−1)∆t.

Â ïðåäåëå ∆t→ 0 ñóììà ïîä êîðíåì ïðåâðàùàåòñÿ â èíòåãðàë îò s2(t).

• H10 Òî÷íîå ðåøåíèå ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.

∂F

∂x
=

s(t)

b(x, t)
=>

∂2F

∂x2
= − s(t)

b2(x, t)

∂b(x, t)

∂x
= − s

b2

∂b

∂x
.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ïðîèçâîäíûå â äåòåðìèíèðîâàííóþ ÷àñòü ôîðìóëû Èòî
è ïðèðàâíèâàÿ å¼ ê f(t), ïîëó÷èì âòîðîå óðàâíåíèå (2.21) íà ñòð. 57

• H11 Ëîãàðèôìè÷åñêèé ïðîöåññ Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà.

s(t) = σeβt, F (x, t) = eβt lnx, f(t) =

[
β(1 + lnα)− σ2

2

]
eβt.

Ïîñëå ýëåìåíòàðíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷àåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.28):

ln
x(t)

α
= 1− σ2

2β
+

[
ln
x0

α
− 1 +

σ2

2β

]
e−βt +

σ√
2β

√
1− e−2βt ε.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà ÷ëåí σ2/2β â ñíîñå. Ñðåäíåå çíà÷åíèå öåíû ïîëó-
÷àåòñÿ ïðè ïîìîùè ôîðìóëû (1.11), ñòð. 16:

x̄(t) = α exp

{
1− σ2

2β
+

(
ln
x0

α
− 1 +

σ2

2β

)
e−βt +

σ2

4β

(
1− e−2βt

)}
.

Â àñèìïòîòè÷åñêîì ïðåäåëå t→∞ ñðåäíåå ñòðåìèòñÿ ê óðîâíþ αe1−σ2/4β.
Ðåøåíèå ìîæíî òàêæå ïîëó÷èòü, ñäåëàâ ïðè ïîìîùè ôîðìóëû Èòî

çàìåíó y = lnx. Ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ y èìååò ôîðìó îáû÷íîãî
ïðîöåññà Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà.

• H12 Áðîóíîâñêàÿ ëîâóøêà.

s(t) = σ, F (x, t) = ln |x− α|, f(t) = −β − σ2/2,

è, ñîîòâåòñòâåííî, ðåøåíèå çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

x = α + (x0 − α) e−(β+σ2/2) t+σ
√
tε. (29)

Ýòî ðåøåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü ñðàçó èç (2.25), ñòð. 58, çàìåíàìè x→ x−α,
x0 → x0 − α. Ñðåäíåå çíà÷åíèå è âîëàòèëüíîñòü ðàâíû:

x̄(t) = α + (x0 − α) e−βt, σ(t) = |x0 − α| e−βt
√
eσ2t − 1.

Âèäíî, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå ñòðåìèòñÿ ê α, à σ � ê íóëþ, åñëè β > σ2/2.
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• H13 Àâòîêîâàðèàöèÿ ëîãàðèôìè÷åñêîãî áëóæäàíèÿ.

Ìû óæå âû÷èñëÿëè ñðåäíåå ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà è ñðåäíåå êâàäðàòà:

〈xt〉 = x0

〈
e(µ−σ2/2)t+σ

√
t ε
〉

= x0e
µt,

〈
x2
t

〉
= x2

0 e
(2µ+σ2)t.

Ðåøåíèå â ìîìåíò âðåìåíè t+ τ ìû çàïèñûâàåì â âèäå:

xt+τ = xt e
(µ−σ2/2)τ+σ

√
τ ε,

ãäå ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ε íå çàâèñèò îò xt = x(t). Ïîýòîìó:

〈xt+τxt〉 =
〈
x2
t

〉 〈
e(µ−σ2/2)τ+σ

√
τ ε
〉

=
〈
x2
t

〉
x0e

µτ .

Àâòîêîâàðèàöèÿ îêîí÷àòåëüíî ðàâíà :

cov(t, t+ τ) = x2
0e
µ·(2t+τ)

[
eσ

2t − 1
]
.

• H14 Àâòîêîâàðèàöèÿ áðîóíîâñêîãî ìîñòà.

Çàïèøåì ðåøåíèå â ìîìåíò âðåìåíè t+ τ â ñëåäóþùåì âèäå:

xt+τ = α + (xt − α)
T − t− τ
T − t

+ σ

√
τ · (T − t− τ)

T − t
ε.

Ïîýòîìó:

〈xt+τxt〉 =
T − t− τ
T − t

[〈
x2(t)

〉
− 〈x(t)〉2

]
.

Îêîí÷àòåëüíî:

cov(t, t+ τ) = σ2 (T − t− τ)
t− t0
T − t0

.

• H15 Àâòîêîâàðèàöèÿ ïðîöåññà Îðíøòåéíà - Óëåíáåêà.

Çàïèøåì ðåøåíèå îòíîñèòåëüíî ìîìåíòà t:

xt+τ = α + (xt − α)e−βτ +
σ√
2β

√
1− e−2βτ ε.

Ñðåäíåå ïðîèçâåäåíèÿ, â ñèëó íåçàâèñèìîñòè xt è ε, ðàâíî:

〈xt+τxt〉 = α 〈xt〉+
(〈
x2
t

〉
− α 〈xt〉

)
e−βτ .

Ïîýòîìó

cov(t, t+ τ) = 〈xt+τxt〉 − 〈xt+τ〉 〈xt〉 = (
〈
x2
t

〉
− 〈xt〉2) e−βτ .
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• H16 Ôóðüå-ðàçëîæåíèå f(t) = t− t2/T íà èíòåðâàëå t = [0..T ].

Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëàìè ïðèëîæåíèÿ M íà ñòð. 314:

f(t) =
∞∑

k=−∞

cke
i2πkt/T , cn =

T∫
0

f(t)e−i2πnt/T
dt

T
.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ ñ f(t) = tm óäîáíî ñíà÷àëà âû÷èñëèòü ñëå-
äóþùóþ �ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ�:

T∫
0

eα t−i2πnt/T
dt

T
=

eαT − 1

αT − i2πn
.

Âçÿâ ïðîèçâîäíûå ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè ïî α ïðè çíà÷åíèè α = 0, ìû
ïîëó÷èì íåîáõîäèìûå íàì èíòåãðàëû:

T∫
0

t e−i2πnt/T
dt

T
=

iT

2πn
,

T∫
0

t2 e−i2πnt/T
dt

T
=

T 2

2πn

(
1

πn
+ i

)
.

Îíè ñïðàâåäëèâû äëÿ n 6= 0. Êîýôôèöèåíò ïðè n = 0 âû÷èñëÿåòñÿ
ïðÿìûì èíòåãðèðîâàíèåì:

T∫
0

(
t− t2

T

)
dt

T
=
T

6
.

Ïîýòîìó ðàçëîæåíèå â ðÿä Ôóðüå èìååò âèä:

t− t2

T
=
T

π2

[
π2

6
−
∞∑
k=1

cos(2πkt/T )

k2

]
.

×àñòü â ñóììå, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ ñèíóñàì, ñîêðàùàåòñÿ â ñèëó å¼ íå÷¼ò-
íîñòè è ÷¼òíîñòè ck. Îñòàþòñÿ òîëüêî êîñèíóñû. Çàìåòèì, ÷òî, åñëè t = 0,
òî ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèé ðÿä:

∞∑
k=1

1

k2
=
π2

6
.

Ïðåäñòàâèì òåïåðü ïî ôîðìóëå cos(2α) = 1− 2 sin2(α) êîñèíóñ äâîéíîãî
óãëà è ó÷ò¼ì çíà÷åíèå ýòîãî ðÿäà. Â ðåçóëüòàòå:

t− t2

T
=

2T

π2

∞∑
k=1

sin2(πkt/T )

k2
.
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• H17 Ðåøåíèå ñèñòåìû ñâÿçàííûõ óðàâíåíèé èòåðàöèÿìè.{
dx = δW
dy = x δW.

Èòåðàöèîííàÿ ñõåìà èìååò âèä:{
xk = xk−1 + εk

√
∆t.

yk = yk−1 + xk−1 εk
√

∆t.

Äëÿ ïåðåìåííîé x, n−ÿ èòåðàöèÿ xn = x0 + (ε1 + ... + εk)
√

∆t ñâîðà÷è-
âàåòñÿ â îäíî ãàóññîâî ÷èñëî xk = x0 + ε

√
t, ãäå t = n∆t. Äëÿ yn:

yn = y0 +x0 ·(ε1 + ...+εn)
√

∆t+[ε1ε2 +(ε1 +ε2)ε3 +(ε1 +ε2 +ε3)ε4 + ...]∆t.

Ìíîæèòåëü ïðè x0 � ñíîâà ε
√
t. Â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ñòîÿò âñå íåïî-

âòîðÿþùèåñÿ ïðîèçâåäåíèÿ εiεj ñ i < j. Ýòîò ðÿä ìîæíî ïåðåïèñàòü:

ε1ε2 + (ε1 + ε2)ε3 + (ε1 + ε2 + ε3)ε4 + ... =
1

2
(ε1 + ...+ εn)

2− 1

2
(ε2

1 + ...+ ε2
n).

Ââîäÿ ñëó÷àéíîå ÷èñëî u = (ε2
1 + ...+ ε2

n)/n, ïîëó÷àåì ðåøåíèå:

yn = y0 + x0 ε
√
t+ (ε2 − u2)

t

2
.

Â ðàçäåëå §2.2, ñòð. 52 ìû âèäåëè, ÷òî âåëè÷èíà u íå ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé
è ôàêòè÷åñêè ðàâíà åäèíèöå u = 1 ïðè n→∞ è ∆t→ 0.

• H18 Âû÷èñëåíèå ñðåäíèõ äëÿ ñèñòåìû ñâÿçàííûõ óðàâíåíèé.

Çàïèøåì ðåøåíèå ïðè ïîìîùè ãàóññîâîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû:

y = y0 + x0W +
1

2
(W 2 − t) = y0 + x0 ε

√
t+

1

2
(ε2 − 1) t

Òàê êàê
〈
ε
〉

= 0,
〈
ε2
〉

= 1, î÷åâèäíî, ÷òî
〈
y
〉

= y0. Íàéä¼ì äèñïåðñèþ:

〈
(y − y0)

2
〉

= x2
0 t
〈
ε2
〉

+ x0t
3/2
〈
ε3 − ε

〉
+
t2

4

〈
ε4 − 2ε2 + 1

〉
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
〈
ε4
〉

= 3, ïîëó÷àåì
〈
(y − y0)

2
〉

= x2
0 t + t2/2. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, ïðè ïîìîùè (2.44), ñòð. 74, èìååì:

〈
(y(t)− y0)

2
〉

=

t∫
0

〈
(x0 + ε

√
τ)2
〉
dτ =

t∫
0

[x2
0 + τ ]dτ,

÷òî ïðèâîäèò ê òîìó æå ðåçóëüòàòó.
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• H19 Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ äëÿ ëèíåéíîãî ïî x ïðîöåññà.
Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå:

dx = (α + βx) dt+ (σ + γx) δW.

Âûáèðàÿ F (x) = xk, k = 1, 2, ..., èìååì:

˙
xk = k

[
β +

k − 1

2
γ2

]
xk + k [α + σ · (k − 1)γ]xk−1 +

k(k − 1)σ2

2
xk−2.

Ýòî ïðîñòîå íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî xk(t) ñ ôóíêöèÿìè
âðåìåíè xk−1(t) è xk−2(t), âèä êîòîðûõ ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùèõ óðàâ-
íåíèé. Íàïðèìåð, äëÿ k = 1 ñïðàâåäëèâî (3.2), ñòð. 78, ïîýòîìó

ẋ = α + β x => x(t) = −α
β

+

(
x0 +

α

β

)
eβt.

Äëÿ êâàäðàòà (k = 2):

˙
x2 = (2β + γ2)x2 + 2(α + σγ)x+ σ2.

Òàê êàê x̄(t) íàì èçâåñòíà, óðàâíåíèå ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ. Ïîëó÷èì ñíà-

÷àëà ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ
˙
x2 = (2β + γ2)x2 â âèäå x2 =

Ae(2β+γ2)t. Ñ÷èòàÿ, ÷òî êîíñòàíòà A ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé âðåìåíè, ïîä-
ñòàâëÿÿ â íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå, íàéä¼ì äëÿ A(t) èíòåãðèðóåìîå óðàâ-
íåíèå. Â ðåçóëüòàòå:

x2(t) =
2α̃α− βσ2

ββ2
− 2α̃(α + βx0)

ββ1
eβ t +

[
x2

0 +
2α̃x0

β1
+

2α̃α + β1σ
2

β1β2

]
eβ2t,

ãäå α̃ = α+ σγ, βn = nβ + γ2, è â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ âûáðàíî
x2(0) = x2

0. Äëÿ ñðåäíèõ áîëåå âûñîêèõ ñòåïåíåé áóäóò ïîÿâëÿòüñÿ âñ¼
íîâûå ýêñïîíåíòû.

• H20 Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé.

dx = −β · (x− α) dt+ σ xν δW.

Â ýòîì ñëó÷àå (λ = 2β/σ2, γ = αλ) òàêæå âîçìîæíî ñòàöèîíàðíîå ðåøå-
íèå ñ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòåé:

P (x) ∼


xγ−1 exp

[
−λx

]
ν = 1/2,

x−2ν exp
[
−λx2−2ν/(2− 2ν) + γx1−2ν/(1− 2ν)

]
ν 6= 1/2, 1

x−2−λ exp
[
−γ/x

]
ν = 1.

Ïðè ν = 1 âñåãäà P (0) = 0, è íîðìèðîâî÷íûé èíòåãðàë èìååò êîíå÷íîå
çíà÷åíèå, õîòÿ ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ óáûâàåò äîñòàòî÷íî ìåäëåííî.
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• H21 Ïðîöåññ Ôåëëåðà.
Èùåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äëÿ

〈
x2
〉
â âèäå

〈
x2
〉

= A(t) e−2βt. Äëÿ ôóíê-
öèè A(t) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå:

Ȧ = (2αβ + σ2)
[
αe2βt + (x− α)eβt

]
.

Ó÷èòûâàÿ íà÷àëüíîå óñëîâèå
〈
x2
〉

= x2
0 ïðè t0 = 0, ïîëó÷àåì:〈

x2
〉

= x2
0e
−2βt + (2αβ + σ2)

[
α

2β

(
1− e−2βt

)
+
x0 − α
β

(
e−βt − e−2βt

)]
.

Òåïåðü íåñëîæíî íàéòè äèñïåðñèþ.

• H22 Ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ óðàâíåíèÿ Ôåëëåðà.
Âûáèðàÿ â äèíàìè÷åñêîì óðàâíåíèè äëÿ ñðåäíèõ (3.2), ñòð. 78, ôóíê-

öèþ F = xn, ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé ñ n = 1, 2, ...:

˙〈xn〉 = −nβ 〈xn〉+ nαβ
〈
xn−1

〉
+
n(n− 1)

2
σ2
〈
xn−1

〉
.

Â àñèìïòîòè÷åñêîì ïðåäåëå t → ∞ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè îò 〈xn〉
ðàâíà íóëþ, ïîýòîìó:

〈xn〉 = γ(µ− 1 + n)
〈
xn−1

〉
,

ãäå γ = σ2/2β, µ = α/γ. Ïóñòü f(x) = f0 +f1x+f2x
2 + .. � ïðîèçâîëüíàÿ

ôóíêöèÿ. Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ñðåäíèõ, ìîæíî çàïèñàòü:

〈f(x)〉 = γ(µ− 1) 〈f(x)/x〉+ γ 〈f ′(x)〉 .

Ñðåäíåå � ýòî èíòåãðàë ñ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè. Ïîýòîìó:

∞∫
0

[
f(x)− γµ− 1

x
f(x)− γf ′(x)

]
P (x) dx = 0.

Ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ âûáðàíû â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîëîæèòåëüíîñòüþ
x. Åñëè âîëàòèëüíîñòü σ íåâåëèêà è β > 0, α > 0, ñíîñ −β · (x − α)
íå áóäåò �ïîäïóñêàòü� x ê íóëþ, ãäå äèíàìèêà êâàçèäåòåðìèíèðîâàíà.
Ïîýòîìó ïîëîæèì â êà÷åñòâå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿò-
íîñòè P (0) = 0, P (∞) = 0. Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå
ïîä èíòåãðàëîì è òðåáóÿ â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè f(x), ÷òîáû ìíîæèòåëü
ïðè íåé áûë ðàâåí íóëþ, ïîëó÷àåì:

P ′(x)

P (x)
=
µ− 1

x
− 1

γ
=> P (x) =

(x/γ)µ−1

γΓ(µ)
e−x/γ.
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• H23 Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè.

Óðàâíåíèå

1

β

∂φ

∂t
+
(
p− γp2

) ∂φ
∂p

= αpφ

íåîáõîäèìî ñäåëàòü îäíîðîäíûì ïðè ïîìîùè çàìåíû φ = eψ. Â ðåçóëü-
òàòå îíî îêàçûâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíûì ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé:

βdt

1
=

dp

p− γp2
=
d lnφ

αp
.

Èõ ðåøåíèÿ èìåþò âèä:

p eβt

1− γp
= C1 , lnφ+

α

γ
ln (1− γ p) = C2,

ãäå C1 è C2 � êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ. Îáùåå ðåøåíèå çàïèñûâàåòñÿ â
âèäå ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè ω(C1, C2) = C, ðàâíîé êîíñòàíòå. Âûðàæàÿ
èç íå¼ φ, ïåðåïèøåì ðåøåíèå â âèäå:

φ(t, p) = (1− γ p)−α/γ Φ

(
p e−βt

1− γp

)
.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ Φ(z) ïðè ïîìîùè íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ φ(0, p) = ep x0

(ñðåäíåå ïðè t0 = 0 ðàâíî x0 = x(0)):

Φ

(
p

1− γp

)
= (1− γ p)α/γ ep x0.

Ââîäÿ z = p/(1− γp), íåñëîæíî ïîëó÷èòü:

Φ(z) = (1 + γz)−α/γ exp

{
zx0

1 + γz

}
.

Ïîýòîìó îêîí÷àòåëüíîå ðåøåíèå èìååò âèä:

φ(t, p) =
[
1− γ p

(
1− e−βt

)]−α/γ
exp

{
x0p e

−βt

1− γp
(
1− e−βt

)} .
Âèäíî, ÷òî φ(0, p) = ep x0. Êðîìå ýòîãî, φ(t, 0) = 1. Ýòî ñëåäóåò èç ïðåä-
ñòàâëåíèÿ φ(t, p) â âèäå ñðåäíåãî φ(t, p) = ep x.
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• H24 Ìàðêîâîñòü ãàóññîâîé ïëîòíîñòè.

Ïðè ïîäñòàíîâêå ãàóññîâûõ ïëîòíîñòåé âåðîÿòíîñòè â óðàâíåíèå ×åï-
ìåíà - Êîëìîãîðîâà â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû âîçíèêíóò ñëàãàåìûå ñëå-
äóþùåãî âèäà:

(x1 − x0)
2

t1 − t0
+

(x− x1)
2

t− t1
.

Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè è ñîáèðàÿ ÷ëåíû ñ x1, íåñëîæíî âûäåëèòü ïîëíûé
êâàäðàò, ñîäåðæàùèé x1. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

t− t0
(t1 − t0)(t− t1)

[
x1 −

x0 · (t− t1) + x · (t1 − t0)
t− t0

]2

+
(x− x0)

2

t− t0
.

Èíòåãðèðîâàíèå ïî x1 ñâîäèòñÿ ê îáû÷íîìó ãàóññîâîìó èíòåãðàëó, è
îïÿòü ïîëó÷àåòñÿ óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò x0, t0 è
x, t.

• H25 Ìàðêîâîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ Êîøè.

Ïóñòü

P (x0, t0 ⇒ x, t) = P (x− x0, t− t0) =

∞∫
−∞

eik(x−x0) φ(k, t− t0)
dk

2π
.

Óìíîæèì óðàâíåíèå ×åïìåíà - Êîëìîãîðîâà (4.5), ñòð. 103, íà e−ik(x3−x1)

è ïðîèíòåãðèðóåì ïî x3:

φ(k, t3−t1) =

∞∫
−∞

e−ik(x2−x1)P (x2−x1, t2−t1) e−ik(x3−x2)P (x3−x2, t3−t2)dx2dx3,

îòêóäà:

φ(k, t3 − t1) = φ(k, t3 − t2)φ(k, t2 − t1).

Òåïåðü, âîñïîëüçîâàâøèñü õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ
Êîøè (ñòð. 26), íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî îíî óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
×åïìåíà-Êîëìîãîðîâà.
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• H26 Ðåøåíèå óðàâíåíèå Ôîêêåðà-Ïëàíêà äëÿ dx = f(t)dt+ s(t)δW .
Óðàâíåíèå Ôîêêåðà - Ïëàíêà èìååò âèä:

∂P

∂t
+ f(t)

∂P

∂x
− s2(t)

2

∂2P

∂x2
= 0.

Ïðåäñòàâèì P (x, t) â âèäå ôóðüå-èíòåãðàëà. Äëÿ ôóíêöèè φ(k, t) èìååì
óðàâíåíèå:

∂φ(k, t)

∂t
− i k f(t)φ(k, t) +

s2(t)

2
k2φ(k, t) = 0.

Ðàçäåëèì ïåðåìåííûå:

dφ

φ
=

[
ı k f(t)− s2(t)

2
k2

]
dt.

Ïðîèíòåãðèðîâàâ, ïîëó÷àåì:

φ(k, t) = exp

ı k x0 + ik

t∫
t0

f(τ)dτ − k2

2

t∫
t0

s2(τ)dτ

 .

Ñðàâíèâàÿ φ(k, t) ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé íà ñòð. 26, ìû âèäèì,
÷òî ðåçóëüòèðóþùåå ðàñïðåäåëåíèå P (x, t) ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâûì ñ ñîîòâåò-
ñòâóþùèìè ñðåäíèì è âîëàòèëüíîñòüþ, çàâèñÿùèìè îò âðåìåíè. Ýòîò
ðåçóëüòàò ìû óæå ïîëó÷àëè èòåðàöèîííûìè ìåòîäàìè (2.18) íà ñòð. 56.

• H27 Âðåìÿ äîñòèæåíèÿ ãðàíèö ïðè âèíåðîâñêîì áëóæäàíèè.

µT ′ +
σ2

2
T ′′ = −1 => µT +

σ2

2
T ′ = A− x0,

ãäå A � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Ðåøàåì ñïåðâà îäíîðîäíîå óðàâíåíèå ñ
íóëåâîé ïðàâîé ÷àñòüþ, è èùåì ðåøåíèå â âèäå T (x0) = C(x0)e

−2µx0/σ
2

.
Â ðåçóëüòàòå:

T (x0) =
σ2

2µ2
+
A− x0

µ
+Be−2µx0/σ

2

= A′ − 1

µ
x0 +Be−2µx0/σ

2

,

ãäå B � åù¼ îäíà êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïóñòü ïîãëîùàþùèå ãðà-
íèöû íàõîäÿòñÿ â òî÷êàõ x = 0, L. Òîãäà ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ T (0) =
T (L) = 0 ïðèâîäÿò ê:

T (x0) =
L

µ

e−2µx0/σ
2 − 1

e−2µL/σ2 − 1
− x0

µ
.

Ïðåäåë áîëüøèõ L íåîáõîäèìî îòäåëüíî ðàññìàòðèâàòü äëÿ ñëó÷àÿ µ > 0
è µ < 0. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ñíîñ íàïðàâëåí ê íà÷àëó êîîðäèíàò, òî ñðåäíåå
âðåìÿ êîíå÷íî T = x0/|µ|.
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• H28 Óðàâíåíèå Ôîêêåðà - Ïëàíêà ïðîöåññà Îðíøòåéíà - Óëåíáåêà.

Äëÿ ñîêðàùåíèÿ ôîðìóë ïðîäåëàåì ñäâèã ïåðåìåííîé x → x − α. Â
êîíå÷íîì ðåøåíèè ìû ñäåëàåì îáðàòíûé ñäâèã. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ-
íåíèå Ôîêêåðà-Ïëàíêà èìååò âèä:

∂P

∂t
= β

∂(xP )

∂x
+
σ2

2

∂2P

∂x2
. (30)

Ïåðåéä¼ì îò óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè P (x, t) ê õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíê-
öèè φ(s, t):

φ(x, t) =

∞∫
−∞

eisx P (x, t) dx.

Óìíîæèì óðàâíåíèå (30) íà eisx è ïðîèíòåãðèðóåì îò ìèíóñ äî ïëþñ
áåñêîíå÷íîñòè:

∂φ

∂t
= β

∞∫
−∞

eisx
∂(xP )

∂x
dx+

σ2

2

∞∫
−∞

eisx
∂2P

∂x2
dx.

Òàê êàê ôóíêöèÿ P (x, t) íà ãðàíèöàõ èíòåãðèðîâàíèÿ (±∞) ðàâíà íóëþ,
ìû ìîæåì ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî ÷àñòÿì îäèí ðàç ïåðâûé èíòåãðàë è äâà
ðàçà � âòîðîé:

∂φ

∂t
= −is β

∞∫
−∞

eisx xP dx− σ2s2

2

∞∫
−∞

eisxP dx.

Èíòåãðàë â ïîñëåäíåì ñëàãàåìîì â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåí φ, à â ïåðâîì �
ïðîèçâîäíîé φ ïî s, êîòîðàÿ �îïóñêàåò� âíèç èç ýêñïîíåíòû òðåáóåìûé
ìíîæèòåëü x. Â ðåçóëüòàòå ôóíêöèÿ φ(s, t) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó
óðàâíåíèþ:

∂φ

∂t
+ βs

∂φ

∂s
= −σ

2s2

2
φ. (31)

Ýòî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà ðåøàåòñÿ ïðè ïîìî-
ùè ìåòîäà õàðàêòåðèñòèê (ñì. Ïðèëîæåíèå Ì, ñòð. 316). Äëÿ ýòîãî ñäå-
ëàåì çàìåíó φ = ew. Òàê êàê dφ = ewdw, èëè dw = dφ/φ, íåñëîæíî
ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ:

dt =
ds

βs
,

dφ

φ
= −σ

2

2β
s ds

äëÿ õàðàêòåðèñòèê.
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Èõ ðåøåíèÿ ñâîäÿòñÿ ê òàáëè÷íûì ïðîèçâîäíûì è èìåþò âèä:

s = C1 e
βt, φ = C2 e

−σ2s2/4β,

ãäå C1 è C2 � ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû. Îáùèì èíòåãðàëîì ýòîé ñèñòåìû
óðàâíåíèé áóäåò ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ:

F (C1, C2) = F
(
s e−βt, φ eσ

2s2/4β
)

= C = const,

êîòîðóþ ìîæíî ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî φ, ââåäÿ ïðîèçâîëüíóþ ôóíê-
öèþ f . Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

φ(s, t) = e−σ
2s2/4β f

(
s e−βt

)
.

Íà÷àëüíîå óñëîâèå, â ñèëó èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ δ - ôóíê-
öèè Äèðàêà (20, ñòð. 315), ïðèâîäèò ê õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè:
φ(s, t0) = eix0s â ìîìåíò âðåìåíè t0. Ïîýòîìó, îáîçíà÷àÿ z = s e−βt0,
ìîæíî íàéòè ôóíêöèþ f :

eix0s = e−
σ2s2

4β f
(
s e−βt0

)
=> f(z) = exp

[
σ2z2e2βt0

4β
+ ix0z e

βt0

]
.

Îêîí÷àòåëüíî ôóðüå-îáðàç ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ðàâåí:

φ(s, t) = exp

[
−σ

2s2

4β

(
1− e−2β·(t−t0)

)
+ ix0s e

−β·(t−t0)

]
.

Åãî èíòåãðèðîâàíèå ñ e−isx/2π äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè
P ïðèâîäèò ê ãàóññîâîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñ ñîîòâåòñòâóùèìè äèñïåðñèÿ-
ìè è ñðåäíèì.

P (x0, t0 ⇒ x, t) =
1√

2πD(t, t0)
exp

{
−1

2

[
x− x̄(t, t0)

]2
D(t, t0)

}
,

ãäå:

x̄(t, t0) = α +
(
x0 − α

)
e−β(t−t0), D(t, t0) =

σ2

2β

(
1− e−2β·(t−t0)

)
.

Ñòîèò îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî ïðÿìîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóùåãî äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Èòî äëÿ ïðîöåññà Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà âû-
ãëÿäèò ñóùåñòâåííî ïðîùå, ÷åì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà-Ïëàíêà. Òåì
íå ìåíåå, ñîâïàäåíèå ðåçóëüòàòîâ äîëæíî íàñ ðàäîâàòü ¨̂ .
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• H29 Óðàâíåíèÿ îñöèëëÿòîðà ñ ó÷¼òîì êîððåëÿöèè.{
dx = −λx− ω y + σ δWx

dy = +ω x− λ y + ρσ δWx + σ
√

1− ρ2 δWy.

Â ñòîõàñòè÷åñêîé ÷àñòè ïðîâåäåíî ïåðåìåøèâàíèå âèíåðîâñêèõ ïåðåìåí-
íûõ δWx = εx

√
t è δWy = εy

√
t ñ êîýôôèöèåíòîì ρ äëÿ âîçíèêíîâåíèÿ

êîððåëÿöèè. Ñàìè ãàóññîâûå ïåðåìåííûå εx è εy ïî-ïðåæíåìó ñ÷èòàåì
íåçàâèñèìûìè. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìàòðèöû b ìû âçÿëè äèàãîíàëüíóþ ìàò-
ðèöó ñêîððåëèðîâàííûõ âåëè÷èí è óìíîæèëè å¼ íà (1.37), ñòð. 33:

b =

(
σ 0
0 σ

)
·
(

1 0

ρ
√

1− ρ2

)
=

(
σ 0

ρσ σ
√

1− ρ2

)
.

• H30 Àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå äëÿ ñðåäíèõ îñöèëëÿòîðà.
Â óðàâíåíèÿõ (6.17), ñòð. 159, ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëîæèì µ = ν = 1,

µ = ν = 2 è µ = 1, ν = 2. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà:
˙
x2 = −2λx2 − 2ω xy + σ2

˙
y2 = −2λ y2 + 2ω xy + σ2

ẋy = −2λxy + ω · (x2 − y2) + ρσ2.

Êîãäà ñðåäíèå ïåðåñòàþò èçìåíÿòüñÿ, èõ ïðîèçâîäíàÿ ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé
íóëþ: 

−2λx2 − 2ω xy + σ2 = 0

−2λ y2 + 2ω xy + σ2 = 0

−2λxy + ω · (x2 − y2) + ρσ2 = 0.

Å¼ ðåøåíèåì ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå àñèìïòîòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ñðåäíèõ:

xy → 1

2

ρσ2λ

ω2 + λ2
, x2 → σ2

2λ
− 1

2

ρσ2ω

ω2 + λ2
, y2 → σ2

2λ
+

1

2

ρσ2ω

ω2 + λ2
.

• H31 Ñðåäíèå ìîìåíòû äëÿ îñöèëëÿòîðà.
Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ êâàäðàò êîîðäèíàò ðàâíû:

x2(t) = x2(t) +
σ2

2λ

(
1− e−2λt

)
,

y2(t) = y2(t) +
σ2

2λ

(
1− e−2λt

)
.

Äëÿ ñìåøàííîãî ñðåäíåãî:

xy(t) = x(t) y(t).

Ïðîâåðêà óðàâíåíèé äëÿ ñðåäíèõ ïðîâîäèòñÿ ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé â (l
H30) ïðè ρ = 0, ñ èñïîëüçîâàíèåì óðàâíåíèé ẋ = −λx−ωy, ẏ = −λy+ωx.
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• H32 Êîìïëåêñíàÿ êîâàðèàöèÿ äëÿ çàòóõàþùåãî îñöèëëÿòîðà.
Âû÷èñëèì êîìïëåêñíóþ êîâàðèàöèîííóþ ôóíêöèþ 〈zt z∗t+τ〉, ðàâíóþ

ñëåäóþùåé êîìáèíàöèè: 〈xt xt+τ〉 − 〈yt yt+τ〉 + i(〈xt yt+τ〉 − 〈yt xt+τ〉). Çà-
ïèøåì:

zt+τ = zte
−λτ+iωτ +

σ√
2λ

√
1− e−2λτ ε.

Òàê êàê 〈εzt〉 = 〈ε〉 〈zt〉 = 0, ïîëó÷àåì:

〈zt z∗t+τ〉 =
〈
|zt|2

〉
e−λτ−iωτ =

〈
|zt|2

〉
e−λτ (cosωτ − i sinωτ).

Àâòîêîâàðèàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé. Ýòî ïðèâîäèò ê òî-
ìó, ÷òî â ñèñòåìå âîçíèêàþò êâàçèïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñ �ïëàâàþ-
ùåé� ÷àñòîòîé.
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• H33 Ìàòðèöà ñ A12 = A22 = 0.

Ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè ïðîâåðÿåì:

A =

(
α 0
β 0

)
=> Am = αm−1A.

Ïîýòîìó:

eAt = 1 + At+
αAt2

2!
+
α2At3

3!
+ .. = 1 +

1

α
A

(
αt+

(αt)2

2!
+

(αt)3

3!
+ ...

)
,

èëè îêîí÷àòåëüíî:

eAt = 1 +
eαt − 1

α
A.

Òàêèì îáðàçîì, áåñêîíå÷íûé ðÿä, êîòîðûì ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëüíàÿ ìàò-
ðè÷íàÿ çàïèñü eAt, ïðîïîðöèîíàëåí ïåðâîé ñòåïåíè ìàòðèöû.

Âû÷èñëåíèå ïðè ïîìîùè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé âûãëÿäèò ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

det

(
α− a 0
β −a

)
= a · (a− α) = 0.

Ïîýòîìó èìååòñÿ äâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ a1 = 0 è a2 = α. Óðàâíåíèÿ
íà ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùèì ðåøåíèÿì:

u(1) =

(
0
1

)
, u(2) =

(
α
β

)
.

Çàïèøåì íà÷àëüíîå óñëîâèå:

µ1

(
0
1

)
+ µ2

(
α
β

)
=

(
x0

y0

)
îòêóäà µ2 = x0/α, µ1 = y0 − x0β/α. Ïîýòîìó:

x =

(
x
y

)
=
y0α− x0β

α

(
0
1

)
+
x0e

αt

α

(
α
β

)
.

Òåïåðü ìîæíî çàïèñàòü:

[
eAt
]
ij

=
∂xi
∂x0j

=

(
eαt 0

(eαt − 1)β/α 1

)
,

÷òî ñîâïàäàåò ñ ïîëó÷åííûì âûøå ïðÿìûì ðàçëîæåíèåì ýêñïîíåíòû.
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• H34 Äâóõìåðíûé îñöèëëÿòîð èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.
Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðèâîäèò ê äâóì ðàçëè÷íûì ñîáñòâåí-

íûì çíà÷åíèÿì:

det

(
−λ− a −ω
ω −λ− a

)
= 0, => a = −λ± iω.

Ðåøàåì òåïåðü óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííûå ôóíêöèè. Íàïðèìåð, äëÿ ïåð-
âîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ:(

−λ −ω
ω −λ

)
·
(
u1

u2

)
=

(
−λu1 − ωu2

ωu1 − λu2

)
= (−λ+ iω)

(
u1

u2

)
.

Îòêóäà u2 = −i u1. Àíàëîãè÷íî ïîñòóïàåì ñî âòîðûì ñîáñòâåííûì çíà-
÷åíèåì. Â ðåçóëüòàòå ñîáñòâåííûå âåêòîðû èìåþò âèä:

u(1) =
1√
2

(
1
−i

)
, u(2) =

1√
2

(
1
i

)
.

Ïðîèçâîëüíûå ìíîæèòåëè ïðè âåêòîðàõ âûáðàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
âûïîëíÿëîñü óñëîâèå íîðìèðîâêè u ·u∗ = 1. Õîòÿ ìàòðèöà A íå ÿâëÿåò-
ñÿ ñèììåòðè÷íîé, ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñîáñòâåííûå âåêòîðà îðòîãîíàëüíû,
ïîýòîìó:

eAt =
2∑

k=1

u(k)
α u

∗(k)
β eakt =

1

2

(
1 i

−i 1

)
e−λt+iωt +

1

2

(
1 −i
i 1

)
e−λt−iωt.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé Ýéëåðà eiωt = cos(ωt) + i sin(ωt), ïîëó÷àåì
óæå èçâåñòíîå íàì ïðåäñòàâëåíèå:

eAt = e−λt
(

cosωt − sinωt
sinωt cosωt

)
.

Îòêóäà íåñëîæíî ïîëó÷èòü ñðåäíåå çíà÷åíèå (6.22) ñî ñòð. 164. Íàéä¼ì
òåïåðü ìàòðèöó S. Òàê êàê B äèàãîíàëüíà, òî BBT = 1σ2

S · ST = 1σ2

t∫
0

e2λτdτ => S = 1
σ√
2λ

√
e2λt − 1

(ìàòðèöà AT ïîëó÷àåòñÿ èç A çàìåíîé ω → −ω). Îêîí÷àòåëüíî:

x(t) = x̄(t) +
σ√
2λ

(
cosωt − sinωt
sinωt cosωt

)(
ε1

ε2

)√
1− e−2λt.

Òàê êàê îðòîãîíàëüíîå ïåðåìåøèâàíèå íåçàâèñèìûõ ãàóññîâûõ ÷èñåë äà-
¼ò ñíîâà ïàðó íåçàâèñèìûõ ãàóññîâûõ ÷èñåë, ìàòðèöó â ðåøåíèè ìîæíî
îïóñòèòü.
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• H35 Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ n-ìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Ãàóññà.
Ñàìûé ïðîñòîé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ïðè ïîìîùè (6.27), (6.28), ñòð. 166:

φ(p) = 〈eıp·x〉 = eıp·x̄
〈
eıp·S·ε

〉
,= eıpx̄−

1
2 pDp.

ãäå â ñèëó íåçàâèñèìîñòè εi ñðåäíåå ðàçáèâàåòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå ñðåä-
íèõ, êàæäîå èç êîòîðûõ âû÷èñëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè (1.11), ñòð. 16.
Ìîæíî òàêæå âûïîëíèòü ïðÿìîå èíòåãðèðîâàíèå:

φ(p) =

∫
exp

[
ıp · x− 1

2
(x− x̄) ·D−1 · (x− x̄)

]
dx1..dxn

(2π)n/2
√

det D(t)
.

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ x = x̄ + R · y. ßêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ
det(∂x/∂y) = det R = 1 (R � îðòîãîíàëüíà R ·RT = 1). Ïîýòîìó:

φ(p) = eipx̄
∫

exp

[
ıp R y − 1

2
y ·RT D−1 R · y

]
dy1..dyn

(2π)n/2
√

det D(t)
.

Ñèììåòðè÷íóþ ìàòðèöó D âñåãäà ìîæíî äèàãîíàëèçîâàòü. Äëÿ n = 3:

D̃ = RT ·D ·R =

D1 0 0
0 D2 0
0 0 D3

 .

Èíòåãðàë ðàñïàäàåòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå n îäíîìåðíûõ ãàóññîâûõ èíòåãðà-
ëîâ âèäà (1.11) ñòð. 16. Äåòåðìèíàíò íå èçìåíÿåòñÿ ïðè îðòîãîíàëüíîì
ïðåîáðàçîâàíèè è ðàâåí det D = D1 ·D2 · ... ·Dn. Íàïðèìåð äëÿ y1:

∞∫
−∞

eipαRα1y1− 1
2 y

2
1D
−1
1

dy1√
2πD1

=

∞∫
−∞

eipαRα1

√
D1ε− 1

2 ε
2 dε√

2π
= e−

1
2 (pαDα1)2D1.

Â ðåçóëüòàòå ïðîèçâåäåíèå èíòåãðàëîâ ðàâíî:
n∏
k=1

exp

{
−1

2
pαRαkDk pβRβk

}
= exp

{
−1

2
p ·R D̃ RT · p

}
.

Óìíîæèâ D̃ = RT · D · R ñëåâà íà R, à ñïðàâà íà RT , ïîëó÷èì D =
R · D̃ ·RT .
Ìàòðèöà R, äèàãîíàëèçèðóþùàÿ D, ïîçâîëÿåò çàïèñàòü ðåøåíèå ñè-

ñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ñëåäóþùåì âèäå (l H36):

xα(t) = x̄α(t) + Sαβ(t) εβ, Sαβ = R ·

√D1 0 0
0
√
D2 0

0 0
√
D3

 ·RT . (32)

Ñòîëáèêè ìàòðèöû Rαβ = u
(β)
α ðàâíû ñîáñòâåííûì âåêòîðàì (l H37), à

Di � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû äèñïåðñèé D · u(β) = dβ̂u
(β).
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• H36 Âîëàòèëüíîñòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

Ïðîùå âñåãî ïðîâåðèòü ñîîòíîøåíèå (32), ñòð. 342, âû÷èñëèâ äèñïåð-
ñèþ ðåøåíèÿ:

Dαβ = SαiSβj 〈εiεj〉 = SαiSβi,

ïîýòîìó: D = S · ST = R · D̃ ·RT = D, ãäå ó÷òåíî, ÷òî√D1 0 0
0
√
D2 0

0 0
√
D3

 ·
√D1 0 0

0
√
D2 0

0 0
√
D3

 =

D1 0 0
0 D2 0
0 0 D3

 = D̃.

• H37 Ìàòðèöà îðòîãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Ðàññìîòðèì äåéñòâèòåëüíóþ ñèììåòðè÷íóþ ìàòðèöóD. Çàïèøåì óðàâ-
íåíèå íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ D ·u(β) = dβ̂ u(β) è óñëîâèå îðòîãîíàëüíî-

ñòè ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ u(α) ·u(β) = δαβ. Øëÿïêà íàä èíäåêñîì îçíà÷à-
åò, ÷òî, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî îí ïîâòîðÿåòñÿ, ïî íåìó íåò ñóììèðîâàíèÿ.
Ðàññìîòðèì ìàòðèöó Rαβ = u

(β)
α , ñîñòàâëåííóþ èç ñòîëáèêîâ ñîáñòâåí-

íûõ âåêòîðîâ. Äëÿ íå¼ ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå:

RiαDijRjβ = u
(α)
i Diju

(β)
j = dβ̂u

(α)
i u

(β)
i = dβ̂ δαβ.

Ïîýòîìó ìàòðèöà RT D R ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé. Íà å¼ äèàãîíàëÿõ
íàõîäÿòñÿ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû D.

• H38 Óðàâíåíèå äëÿ âîëàòèëüíîñòè.

Âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèåì óðàâíåíèÿ äëÿ ñðåäíèõ (6.17), ñòð. 159:

˙〈xµxν〉 = 〈xµAναxα + xνAµαxα +BναBµα〉 .

Ó÷èòûâàÿ ˙〈xµ〉 = Aµα 〈xα〉, íåñëîæíî çàïèñàòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ-
íåíèå äëÿ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû Dµν = 〈xµxν〉 − 〈xµ〉 〈xν〉:

Ḋ = A ·D + D ·AT + B ·BT .

Åãî ðåøåíèå èùåòñÿ â âèäå D(t) = eAtS(t)eA
T t, ÷òî ïðèâîäèò ê (6.28).

• H39 Àâòîêîâàðèàöèÿ ëèíåéíîãî ïðîöåññà.

Çàïèøåì ðåøåíèå îòíîñèòåëüíî ìîìåíòà t:

xβ(t+ τ) =
[
eA τx(t)

]
β

+ σβi(τ)εi.

×òîáû ïîëó÷èòü êîâàðèàöèþ, âû÷èñëÿåì ñðåäíèå è âû÷èòàåì èõ:

〈xα(t)xβ(t+ τ)〉 =
[
eA τ

]
βγ
〈xα(t)xγ(t)〉 ,

〈xα(t)〉 〈xβ(t+ τ)〉 =
[
eA τ

]
βγ
〈xα(t)〉 〈xγ(t)〉 .
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• H40 Ñâÿçü äâóõ ïëîùàäåé ïîä âèíåðîâñêîé òðàåêòîðèåé.
Ïóñòü n = t/∆s, m = τ/∆s, òîãäà:

St+τ = [ε1 + (ε1 + ε2) + ...+ (ε1 + ...+ εn)] (∆s)3/2

+ [(ε1 + ...+ εn + εn+1) + ...+ (ε1 + ...+ εn+m)] (∆s)3/2.

Ñâåðí¼ì ñóììó â ïåðâîé ñòðîêå â St, à âî âòîðîé ñòðîêå âûíåñåì ñóììó
ε1 + ...+ εn êîòîðàÿ âñòðå÷àåòñÿ m ðàç:

St+τ = St+m ·(ε1 + ...+εn) (∆s)3/2 +[εn+1 + ...+(εn+1 + ...+εn+m)] (∆s)3/2.

Ââîäÿ Wt è íåçàâèñèìûé îò St è Wt ïðîöåññ S̃τ , îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

St+τ = St +Wt τ + S̃τ .

• H41 Îáíóëåíèå ñòîõàñòè÷åñêîé ÷àñòè ëåììû Èòî.
Óðàâíåíèå äëÿ F (x,W ):

b(x)
∂F

∂x
+
∂F

∂W
= 0.

ëåãêî ðåøàåòñÿ ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê ñòð. 316:

dx

b(x)
=
dW

1
=>

∫
dx

b(x)
−W = C = const.

Ïîýòîìó îáùåå ðåøåíèå ðàâíî:

F (x,W ) = f

(∫
dx

b(x)
−W

)
,

ãäå f � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ. Åñëè ìû ó÷èòûâàåì çàâèñèìîñòü îò âðå-
ìåíè, ôóíêöèþ F (t, x,W ) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

F (t, x,W ) = f

(
t,

∫
dx

b(x)
−W

)
.
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• H42 Óðàâíåíèÿ äëÿ g(x, t) è Ôîêêåðà-Ïëàíêà.

Ñðåäíåå îò ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè ìîæíî âû÷èñëèòü êàê ïðè ïîìîùè
ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè P (x, t) = P (x0, t0 ⇒ x, t), òàê è óñðåäíÿÿ ïî ε ñ
ïëîòíîñòüþ P (ε):

∫
F (x)P (x, t)dx =

∫
F (f(t, ε))P (ε) dε =

∫
F (x)P (g)

∂g

∂x
dx,

ãäå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ñäåëàíà çàìåíà ε = g(x, t) è f(t, g(x, t)) = x.
Ïîýòîìó ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ðàâíà:

P (x, t) = P (g)g′(x, t).

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ñîîòíîøåíèå â óðàâíåíèå Ôîêêåðà-Ïëàíêà:

Ṗ + (aP )′ − 1

2
(DP )′′ = 0,

ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ g:

ġ′ − ġg′ψ + a′g′ − ag′2ψ + ag′′

− 1

2
D′′g′ +D′g′2ψ −D′g′′ − D

2

(
(ψ2 − ψ′)g′3 − 3g′′g′ψ + g′′′

)
= 0.

Âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèåì äëÿ g:

ġ =
1

2
D′g′ − ag′ − D

2

[
ψ(g) g′2 − g′′

]
.

Âîçüì¼ì ïðîèçâîäíóþ ïî x

ġ′ =
D′′

2
g′ +

D′

2
g′′ − a′g′ − ag′′ − D′

2
[ψg′2 − g′′]− D

2
[ψ′g′3 + 2ψg′g′′ − g′′′].

Ïîäñòàâëÿÿ äâà ïîñëåäíèõ ñîîòíîøåíèÿ â óðàâíåíèå Ôîêêåðà-Ïëàíêà,
ïðèõîäèì ê òîæäåñòâó.
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• H43 Ïåðåìíîæåíèå ìàòðèö ñòîõàñòè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà.

∂2F

∂x2
· b =

(
Fxx Fxp
Fpx Fpp

)
·
(

0 0 0
σ1x σ2p σ3

)
=

(
σ1xFxp σ2 pFxp σ3 Fxp
σ1xFpp σ2 pFpp σ3 Fpp

)
Ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö

bT ·
(
∂2F

∂x2
· b
)

=

0 σ1x
0 σ2p
0 σ3

 · (σ1xFxp σ2pFxp σ3 Fxp
σ1xFpp σ2pFpp σ3 Fpp

)

äà¼ò ìàòðèöó 3x3 ñ äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè σ2
1x

2 Fpp, σ
2
2p

2 Fpp, σ
2
3 Fpp,

ñóììà êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ñëåäîì.

• H44 Ðåøåíèå óðàâíåíèé äëÿ ñðåäíèõ ñòîõàñòè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà

{
˙〈x〉 =

〈
p
〉

˙〈p〉 = −
〈
x
〉
− 2λ

〈
p
〉
.

Âîçüì¼ì ïðîèçâîäíóþ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ïî âðåìåíè è ïîäñòàâèì ˙〈p〉
èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ, à

〈
p
〉

= ˙〈x〉 âûðàçèì èç ïåðâîãî. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èì óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà:

¨〈x〉+ 2λ ˙〈x〉+
〈
x
〉

= 0.

Èùåì ðåøåíèå â âèäå
〈
x
〉

= eγt. Äëÿ γ ïîëó÷àåì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå

γ2 + 2λγ + 1 = 0 ñ ðåøåíèåì γ = −λ ± ı
√

1− λ2, åñëè λ < 1. Îáùåå
ðåøåíèå áóäåò ñóììîé äâóõ íåçàâèñèìûõ ÷àñòíûõ ñ ïðîèçâîëüíûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè. Òàê êàê ïî ôîðìóëå Ýéëåðà eıφ = cosφ+ ı sinφ, èìååì:〈

x
〉

=
[
A cos(ωt) +B sin(ωt)

]
e−λt,

ãäå ω =
√

1− λ2. Íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ x0 = x(0) äà¼ò A = x0.
Íàéä¼ì òåïåðü ñðåäíåå çíà÷åíèå èìïóëüñà:〈

p
〉

= ˙〈x〉 =
[
(Bω − Aλ) cos(ωt)− (Aω +Bλ) sin(ωt)

]
e−λt.

Òàê êàê p0 = p(0), ïîëó÷àåì çíà÷åíèå âòîðîé êîíñòàíòû Bω − Aλ = p0.
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• H45 Ìàòðèöà äèñïåðñèé êîëåáàòåëüíîãî êîíòóðà.
ßâíûé âèä äëÿ ìàòðèöû äèñïåðñèè ïðè ïðîèçâîëüíîì t:

DQQ =
σ2

4αβ

[
1− e−2βt

ω2

(
α− β2 cos(2ωt) + βω sin(2ωt)

)]
DII =

σ2

4β

[
1− e−2βt

ω2

(
α− β2 cos(2ωt)− βω sin(2ωt)

)]
DQI = DIQ =

σ2

2ω2
e−2βt sin2(ωt).

Ïðè t→∞ äèñïåðñèè ñòðåìÿòñÿ ê (7.10), ñòð. 196.

• H46 Êîâàðèàöèÿ è ñïåêòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ êîëåáàòåëüíîãî êîíòóðà.
Óðàâíåíèÿ (7.7), ñòð. 195, äàþò íàì eAt. Ñ åãî ïîìîùüþ çàïèøåì àâ-

òîêîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó ïðîöåññà (6.30), ñòð. 167, â ñòàöèîíàðíîì
ðåæèìå:

cov(τ) = D eA
T τ =

σ2 e−βτ

4αβ

(
ω cosωt+ β sinωt −α sinωt

α sinωt αω cosωt− αβ sinωt

)
.

Ñïåêòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ, íàïðèìåð, äëÿ òîêà ðàâíà:

S(Ω) =
2

π

∞∫
0

cov22(τ) cos(Ωτ)dτ =
σ2

π

Ω2

(Ω2 − α)2 + 4β2Ω2
.

Îíà äîñòèãàåò ìàêñèìóìà ïðè ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòå Ω =
√
α = 1/

√
LC,

è òåì óæå, ÷åì ìåíüøå ïàðàìåòð β (ñîïðîòèâëåíèå).
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• H47 Âàðüèðîâàíèå ôóíêöèîíàëà ïî ωk(t).

Âû÷èñëèì ñíà÷àëà âàðèàöèþ ïî ñêàëÿðíîé ôóíêöèè ω(t) îò:

I =

T∫
0

A(τ)e

τ∫
0

B(ω(τ1))dτ1
dτ = A2e

B1 + A3e
B1+B2 + A4e

B1+B2+B3 + ...

Èíòåãðàëüíûå ñóììû ïðåäñòàâëåíû â ñèìâîëè÷åñêîì âèäå, è èíäåêñ ñîîò-
âåòñòâóåò ìîìåíòó âðåìåíè. Âîçüì¼ì ïðîèçâîäíóþ, íàïðèìåð, ïî ω(t3):

∂I

∂ω(t3)
=
[
A4e

B1+B2+B3 + A5e
B1+B2+B3+B4 + ...

] ∂B3

∂ω(t3)
.

Ïîýòîìó âàðèàöèÿ ýòîãî ôóíêöèîíàëà ðàâíà:

δI

δw(t)
=
∂B(ω)

∂ω

T∫
t

A(τ)e

τ∫
0

B(ω(τ1))dτ1
dτ.

Â íàøåì ñëó÷àå:

δ

δwk(t)

T∫
0

e−ρτ Uτ dτ =
∂S

∂ωk(t)

T∫
t

e−ρτ Uτ dτ,

ãäå

S = γ

[
n∑
i=1

µiωi(t)− c(t)−
1− γ

2

n∑
i,j=1

wi(t)Dijwj(t)

]
.

Ðàâíàÿ íóëþ âàðèàöèÿ âñåõ òð¼õ ñëàãàåìûõ ïðèâîäèò ê:

∂S

∂ωk(t)
ψ(t)− λ(t) = 0,

ãäå ψ(t) ñîäåðæèò èíòåãðàëû, çàâèñÿùèå îò ω. Òàê êàê â ìåòîäå Ëàãðàí-
æà λ � íåçàâèñèìàÿ îò ω ôóíêöèÿ, ââåäÿ íîâóþ íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ
α = λ/ψ, ïîëó÷àåì íåîáõîäèìîå óðàâíåíèå.
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• H48 Âàðüèðîâàíèå ôóíêöèîíàëà ïî c(t).

Âçÿòèå âàðèàöèè ïî c(t) ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé çàäà÷å.
Îáðàòèì âíèìàíèå íà âòîðîå ñëàãàåìîå ðåçóëüòàòà, â êîòîðîì íèæíèé
ïðåäåë èíòåãðàëà ðàâåí t. Äëÿ íåãî âàðèàöèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ðàâíà

T∫
0

e−ρτ
δcγ(τ)

δc(t)
e

τ∫
0

S(τ1)dτ1
dτ +

T∫
0

e−ρτcγ
δ

δc(t)

[
e

τ∫
0

S(τ1)dτ1

]
dτ.

Âòîðîå ñëàãàåìîå èìååò âèä:

T∫
0

e−ρτcγ
δ

δc(t)

[
e

τ∫
0

S(τ1)dτ1

]
dτ =

∂S

∂c(t)

T∫
t

e−ρτ Uτ dτ = −γ
T∫
t

e−ρτ Uτ dτ

Âàðüèðîâàíèå ìîæíî ïðîâîäèòü è ïðè ïîìîùè äåëüòà-ôóíêöèè Äèðàêà:
δc(τ)/δc(t) = δ(τ − t) è ñòóïåíüêè Θ(τ − t) (ôóíêöèÿ Õýâèñàéäà) äëÿ
óñòðàíåíèÿ çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè â ïðåäåëàõ èíòåãðèðîâàíèÿ.

• H49 Ôîðìóëà Áëýêà-Øîóëçà.

Ñðåäíÿÿ öåíà call-îïöèîíà â ìîìåíò èñòå÷åíèÿ ðàâíà:

〈C〉 =

∞∫
xs

(x− xs) exp

[
−(ln(x/x0)− µ)2

2σ2

]
dx

xσ
√

2π
.

Ñäåëàåì çàìåíó ε = [ln(x/x0)− µ]/σ, σdε = dx/x.

〈C〉 =

∞∫
a

(x0e
µ+σε − xs)e−ε

2/2 dε√
2π
,

ãäå a = [ln(xs/x0) − µ]/σ. Ðàçîáü¼ì èíòåãðàë íà äâà. Âòîðîå ñëàãàåìîå
ðàâíî èíòåãðàëüíîìó ãàóññîâîìó ðàñïðåäåëåíèþ:

∞∫
a

e−ε
2/2 dε√

2π
= 1− F (a) = F (−a), F (a) =

a∫
−∞

e−ε
2/2 dε√

2π
.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ñâîäèòñÿ òàêæå ê èíòåãðàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ïîñëå
âûäåëåíèÿ ïîëíîãî êâàäðàòà σε−ε2/2 = −(ε−σ)2/2+σ2/2. Â ðåçóëüòàòå:

〈C〉 = x0e
µ+σ2/2F (−a+ σ)− xsF (−a).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ ëîãàðèôìè÷åñêîãî áëóæäàíèÿ ñðåäíåå çíà÷åíèå öåíû
ðàâíî x = x0e

µ+σ2/2, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå (8.15), ñòð. 224.
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• H50 Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Áëýêà-Øîóëçà äëÿ åâðîïåéñêîãî îïöèîíà.

Ðåøèì óðàâíåíèå Áëýêà-Øîóëçà

∂C

∂τ
+ rC =

σ2

2
x2 ∂

2C

∂x2
+ rx

∂C

∂x

äëÿ îïöèîíîâ åâðîïåéñêîãî òèïà. �Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ� ïðè τ = 0 (òî÷íåå,
�êîíå÷íûå� â ìîìåíò èñòå÷åíèÿ) èìåþò âèä:

C(x, 0) = max(x− xs, 0). (33)

Ïðåæäå âñåãî èçáàâèìñÿ â óðàâíåíèè îò ìíîæèòåëåé x ïðè ïðîèçâîä-
íûõ. Äëÿ ýòîãî ïåðåéä¼ì ê íîâîé ïåðåìåííîé y = ln(x), x = ey:

∂C

∂τ
+ rC =

σ2

2

∂2C

∂y2
+R

∂C

∂y
,

ãäå R = r − σ2/2. Ñëåäóþùåé çàìåíîé èçáàâèìñÿ îò ÷ëåíà ñ ïåðâîé
ïðîèçâîäíîé ïî y. Äëÿ ýòîãî ââåä¼ì íîâóþ ôóíêöèþ C = eαy+βτU(y, τ),
ãäå α è β � íåêîòîðûå êîíñòàíòû:

∂U

∂τ
+ βU + rU =

σ2

2

(
∂2U

∂y2
+ 2α

∂U

∂y
+ α2U

)
+R

(
∂U

∂y
+ αU

)
.

Âûáåðåì α = −R/σ2, β = −r − R2/2σ2 òàê, ÷òîáû ñëàãàåìûå, ñîäåðæà-
ùèå ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ ïî y è ÷ëåí, ïðîïîðöèîíàëüíûé U , ñîêðàòè-
ëèñü. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè:

∂U

∂τ
=
σ2

2

∂2U

∂y2
.

Ìû âèäåëè (ñòð. 108), ÷òî åãî ÷àñòíûì ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ãàóññèàíà:

P (y, τ ; y0) =
1

σ
√

2πτ
exp

(
−(y − y0)

2

2σ2τ

)
.

Òàê êàê óðàâíåíèå ëèíåéíîå, òî åãî îáùåå ðåøåíèå ïîëó÷àåòñÿ â âèäå
ñóììû ÷àñòíûõ ðåøåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçëè÷íûì çíà÷åíèÿì y0:

U(y, τ) =

∞∫
−∞

u(y0)P (y, τ ; y0)dy0.

Ôóíêöèÿ P (y, τ ; y0) èìååò åäèíñòâåííûé ìàêñèìóì â òî÷êå y = y0. Åãî
çíà÷åíèå P (y0, τ ; y0) = 1/σ

√
2πτ ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè τ → 0.

Øèðèíà �êîëîêîëà� P (y, τ ; y0) ïðè ýòîì ñòðåìèòñÿ ê íóëþ (δ - ôóíêöèÿ
Äèðàêà, ñòð. 315).
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Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ðåøåíèå â íà÷àëüíûé ìîìåíò (ïðè τ = 0) ñîâ-
ïàäàåò ñ ôóíêöèåé u(y):

U(y, 0) =

∞∫
−∞

u(y0)δ(y − y0)dy0 = u(y).

Ïîýòîìó u(y) èìååò ñìûñë íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè U(y, τ = 0).
Ñ ó÷¼òîì ïðîäåëàííûõ íàìè çàìåí: U(y, τ) = e−αy−βτC(ey, τ) íà÷àëü-

íûå óñëîâèÿ (33) âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

u(y) = U(y, 0) = e−αy max(ey − xs, 0).

Ïîýòîìó îáùåå ðåøåíèå ðàâíî:

U(y, τ) =

∞∫
lnxs

(ey0 − xs)
e−αy0

σ
√

2πτ
exp

(
−(y − y0)

2

2σ2τ

)
dy0.

Íèæíèé ïðåäåë äà¼ò ôóíêöèÿ max, îòëè÷íàÿ îò íóëÿ ïðè ey0 > xs èëè
y0 > lnxs. Ñäåëàåì çàìåíó z = (y0 − y)/σ

√
τ :

U(y, τ) =

∞∫
(lnxs−y)/σ

√
τ

[
e(1−α)(y+σ

√
τ z) − xse−α(y+σ

√
τ z)
] e−z2/2

√
2π

dz.

Â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû âîçíèêàþò âûðàæåíèÿ âèäà −z2/2 + az, êîòî-
ðûå ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê ýêâèâàëåíòíîìó âèäó −(z − a)2/2 + a2/2.
Ïîñëå çàìåíû z → z − a èíòåãðàë ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì:

U(y, τ) = e(1−α)y+(1−α)2σ2τ/2F (d1)− xse−αy+α2σ2τ/2F (d2) ,

ãäå:

d1,2 =
y − lnxs
σ
√
τ
± (1− α)σ

√
τ ,

∞∫
x

e−z
2/2

√
2π

dz = F (−x).

Ó÷èòûâàÿ ñäåëàííûå çàìåíû C(x, τ) = eαy+βτU(y, τ) è y = ex, ìû ïî-
ëó÷èì ôîðìóëó Áëýêà-Øîóëçà. Äëÿ ïðåìèè put-îïöèîíà âñåãäà ìîæíî
âîñïîëüçîâàòüñÿ ñîîòíîøåíèåì call-put ïàðèòåòà P = C − x0 + xse

−rτ .
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C: Ïðèìå÷àíèÿ

Â òåêñòå ñèìâîëîì (l Ci) îòìå÷åíû ïðèìå÷àíèÿ ïîä íîìåðîì i. Èõ
èìååò ñìûñë ïðîñìàòðèâàòü, òîëüêî åñëè ê ìîìåíòó ïîÿâëåíèÿ ýòîãî
ñèìâîëà âîçíèêëî íåïîíèìàíèå èëè íåñîãëàñèå ñ Àâòîðîì. Âïîëíå âîç-
ìîæíî, ÷òî ïîä ñîîòâåòñòâóþùèì íîìåðîì áóäåò íàõîäèòüñÿ îòâåò èëè
áîëåå èëè ìåíåå óáåäèòåëüíûå äîïîëíèòåëüíûå àðãóìåíòû. Åñëè âñ¼ ÿñ-
íî, òî ê Ïðèìå÷àíèÿì ìîæíî îáðàòèòüñÿ â ñàìîì êîíöå, äëÿ ïîëó÷åíèÿ
áîëåå äåòàëüíîé êàðòèíû ïðèðîäû íàøåãî ñòîõàñòè÷åñêîãî Ìèðà.
ß î÷åíü íàäåþñü, ÷òî ïðèìå÷àíèÿ íå ïîäìåíÿþò è íå îòâëåêàþò îò

îñíîâíîãî èçëîæåíèÿ, à ïîìîãàþò óíèêàëüíî ìûñëÿùèì ñóùåñòâàì, ïðè
íåîáõîäèìîñòè, ñîãëàñîâûâàòü èõ ìåíòàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ñ àíàëîãè÷-
íûì ïðîñòðàíñòâîì Àâòîðà.
Åñòåñòâåííî, ÷òî îòâåòû íà ÂÑÅ âîïðîñû íåëüçÿ íàéòè äàæå â Ïðèìå-

÷àíèÿõ....
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• C1 Àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå ëîãèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (ñòð. 10).
Åñëè ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ:

dx

dt
= a(x)

ñòðåìèòñÿ ê êîíñòàíòå x∞, å¼ ìîæíî íàéòè, ïîëîæèâ dx/dt = 0 èëè
a(x∞) = 0. Ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ íàçûâàþòñÿ îñîáûìè òî÷êàìè.
×òîáû âûÿñíèòü, óñòîé÷èâî èëè íåò ðåøåíèå â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè,
íåîáõîäèìî ðàçëîæèòü â ðÿä Òåéëîðà ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ:

dx

dt
= a′(∞) (x− x∞) + ...

Åñëè a′(∞) < 0, òî òî÷êà x = x∞ óñòîé÷èâà, òàê êàê ïðè íåáîëüøèõ
îòêëîíåíèÿõ îò íå¼ èçìåíåíèå dx áóäåò èìåòü çíàê, âîçâðàùàþùèé x

îáðàòíî ê x∞. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x > x∞, ïðîèçâîäíàÿ îòðèöàòåëüíà,
è x íà÷èíàåò óìåíüøàòüñÿ. Ïðè x < x∞ ïðîèçâîäíàÿ ïîëîæèòåëüíà, è x
óâåëè÷èâàåòñÿ. Â ñëó÷àå ëîãèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ a′(∞) = −α, ïîýòîìó
x∞ = α/β ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ.

Ïîäîáíûé ïóòü èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ ðåøåíèÿ îêàçûâàåòñÿ îñîáåííî
ïîëåçíûì â ñëó÷àå ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Îí äà¼ò âàæ-
íóþ èíôîðìàöèþ, êîãäà òî÷íîå ðåøåíèå ïîëó÷èòü íå óäà¼òñÿ.

• C2 Êðîëèêè-êàííèáàëû (ñòð. 10). Åñëè ãîâîðèòü î ëîãèñòè÷åñêîì
óðàâíåíèè áîëåå äåòàëüíî, òî åãî èíòåðïðåòàöèÿ ìåíåå ðîìàíòè÷íà. Â
ñëó÷àå íåõâàòêè ïèùè ìû äîëæíû áûëè áû çàïèñàòü íåêîòîðóþ ñèñòåìó
óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ è äèíàìèêó �êîëè÷åñòâà� òðàâû. Â îäíîìåð-
íîì âèäå óðàâíåíèå áîëåå åñòåñòâåííî îïèñûâàåò êðîëèêîâ-êàííèáàëîâ,
êîòîðûå, ê òîìó æå, àêòèâíî ïóòåøåñòâóþò. Ïóñòü ïðè êàæäîé âñòðå-
÷å äâóõ êðîëèêîâ ñóùåñòâóåò âåðîÿòíîñòü ïîåäàíèÿ îäíîé îñîáüþ äðó-
ãîé (èëè óáèéñòâî íåïðèãëÿíóâøåãîñÿ ñîáðàòà). Ñìåðòíîñòü áóäåò ïðî-
ïîðöèîíàëüíà ÷èñëó òàêèõ âñòðå÷. Ïðè àêòèâíîé ìèãðàöèè è îáùåíèè
êðîëèêîâ-óáèéö îíà áóäåò êàê ðàç ïðîïîðöèîíàëüíà ÷èñëó âîçìîæíûõ
ïàð, ò.å. x2.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïàðàìåòð α ÿâëÿåòñÿ íà ñàìîì äåëå ÷èñòîé ðàçíè-
öåé ìåæäó ðîæäàåìîñòüþ è ñìåðòíîñòüþ îñîáåé îò �åñòåñòâåííûõ� ïðè-
÷èí. Åñëè îí ïîëîæèòåëåí, òî ðîæäàåòñÿ êðîëèêîâ áîëüøå, ÷åì óìèðàåò
çà òî æå âðåìÿ. Ðîæäàåìîñòü è ñìåðòíîñòü íå âçàèìîäåéñòâóþùèõ äðóã
ñ äðóãîì îñîáåé ïðîïîðöèîíàëüíà èõ êîëè÷åñòâó.
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• C3 Ðàçíîâèäíîñòè ñòîõàñòèêè (ñòð. 12). Ñðàâíèòåëüíî íåäàâíèì
îñîçíàíèåì ïðèðîäû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ÿâèëñÿ òîò ôàêò,
÷òî íåðåãóëÿðíîå, ñëó÷àéíîå ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ ìîæåò âîçíèêàòü è ó àá-
ñîëþòíî äåòåðìèíèðîâàííûõ óðàâíåíèé, áåç êàêîãî-ëèáî âíåøíåãî �øó-
ìîâîãî� âîçäåéñòâèÿ. Ýòîò ýôôåêò òèïè÷åí äëÿ íåêîòîðûõ ñèñòåì íåëè-
íåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Èõ ðåøåíèå áûñòðî �çàáûâàåò�
íà÷àëüíûå óñëîâèÿ è íà÷èíàåò �ïðèòÿãèâàòüñÿ� ê îïðåäåë¼ííûì êðèâûì
â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé. Ýòî î÷åíü êðàñèâûé è íåîæèäàííûé ðåçóëü-
òàò. Ïîäîáíàÿ äåòåðìèíèðîâàííàÿ äèíàìèêà îáû÷íî íå èìååò òî÷íûõ
àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé è òðåáóåò ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Ïîõîæåå
ïîâåäåíèå âîçìîæíî è â ëèíåéíûõ ñèñòåìàõ, íî ñî ñëó÷àéíûì �âíåøíèì�
âîçäåéñòâèåì. Â ýòîì ñëó÷àå èíîãäà ìîæíî ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íî ïðîñòûå
ñòîõàñòè÷åñêèå ðåøåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò äâà âèäà ñëó÷àéíîñòè â ïîâåäåíèè ñèñòåìû
� �íåëèíåéíàÿ�, íî ãëàäêàÿ ïî ñâîåé ïðèðîäå, è èçíà÷àëüíî �èçëîìàííî�-
ñòîõàñòè÷íàÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî áîëåå îáùèì áóäåò ïóòü èõ îáúåäèíåíèÿ
â åäèíîé íåëèíåéíîé ñòîõàñòè÷åñêîé äèíàìèêå. Èìåííî ýòîò ñëó÷àé ìû
èìååì íà ïðàêòèêå â ñëîæíûõ ñèñòåìàõ. Îïèñûâàþùèå èõ óðàâíåíèÿ ÿâ-
ëÿþòñÿ íåëèíåéíûìè è, êðîìå ýòîãî, ñóùåñòâóþò �âíåøíèå� ñëó÷àéíûå
âîçäåéñòâèÿ, âîçíèêàþùèå èëè â ðåçóëüòàòå äåéñòâèòåëüíî âíåøíèõ ôàê-
òîðîâ, èëè ïî ïðè÷èíå �îãðóáëåíèÿ�, íåó÷èòûâàíèÿ íåêîòîðûõ âàæíûõ
îñîáåííîñòåé âíóòðåííåé äèíàìèêè ñèñòåìû.

• C4 Ãàóññîâî ðàñïðåäåëåíèå ñ ïðîèçâîëüíîé âîëàòèëüíîñòüþ (ñòð.
16). Ïóñòü ìû èñïîëüçóåì íîðìèðîâàííóþ ñëó÷àéíóþ ãàóññîâó âåëè÷èíó
ε ñ íóëåâûì ñðåäíèì è åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé. Òîãäà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
x = µ + σε èìååò ñðåäíåå µ è âîëàòèëüíîñòü σ. Â ýòîì ëåãêî óáåäèòüñÿ
ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì:

〈x〉 = µ+ σ 〈ε〉 = µ,
〈
x2
〉

= µ2 + 2µσ 〈ε〉+ σ2
〈
ε2
〉

= µ2 + σ2,

ãäå ìû ó÷ëè, ÷òî 〈ε〉 = 0, è
〈
ε2
〉

= 1. Ïîýòîìó äèñïåðñèÿ
〈
x2
〉
−〈x〉2 = σ2.

• C5 Ñòàòèñòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ìàòðèöû âåðîÿòíîñòåé (ñòð. 21).
Ïðèìåð íîñèò èëëþñòðàòèâíûé õàðàêòåð. Ìû íå áóäåì îáñóæäàòü ñòà-
òèñòè÷åñêîé çíà÷èìîñòè ñäåëàííîãî âûâîäà î ðàçëè÷èè âåðîÿòíîñòåé ïå-
ðåõîäîâ èç ñïîêîéíîãî è íå ñïîêîéíîãî ñîñòîÿíèé. Çàìåòèì òîëüêî, ÷òî,
åñëè èñòèííàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà p, òî âûáîðî÷íàÿ âåðîÿòíîñòü p̃ ïðè
t = 1, 2, 3 ñ âåðîÿòíîñòÿìè 0.683, 0.955, 0.997 ïîïàäàåò â äèàïàçîí |p̃ −
p| 6 t

√
p · (1− p)/n, ãäå n ÷èñëî âñåõ íàáëþäåíèé. Äëÿ p, áëèçêèõ ê

íóëþ èëè åäèíèöå, è ìàëûõ n íåîáõîäèìî, äëÿ îöåíêè ñòàòèñòè÷åñêîé
çíà÷èìîñòè, èñïîëüçîâàòü ðàñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè.
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• C6 Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ äîõîäíîñòü (ñòð. 21, 206).
Ïðè ðàññìîòðåíèè äèíàìèêè öåí ôèíàíñîâûõ èíñòðóìåíòîâ âàæíîé

õàðàêòåðèñòèêîé ÿâëÿåòñÿ èõ îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå. Ïóñòü x1 è x2 �
êîòèðîâêè (öåíû) ïðè çàêðûòèè òîðãîâ â êîíöå äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ
äíåé. Òîãäà îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå öåíû ðàâíî

r =
x2 − x1

x1
=> x2 = (1 + r)x1,

è îáû÷íî âûðàæàåòñÿ â ïðîöåíòàõ. Åñëè íåêòî êóïèë â÷åðà ôèíàíñîâûé
èíñòðóìåíò ïî öåíå x1, òî íà ñåãîäíÿ åãî äîõîä îò èçìåíåíèÿ ýòîé öåíû
íà âëîæåííûå äåíüãè êàê ðàç è ñîñòàâèò âåëè÷èíó r, êîòîðóþ ïîýòîìó
íàçûâàþò äîõîäíîñòüþ.
Èíîãäà îêàçûâàåòñÿ áîëåå óäîáíîé ëîãàðèôìè÷åñêàÿ äîõîäíîñòü, âû-

÷èñëÿåìàÿ êàê ðàçíîñòü íàòóðàëüíûõ ëîãàðèôìîâ öåí:

r̃ = lnx2 − lnx1 = ln

(
x2

x1

)
=> x2 = er̃ x1.

È â ïåðâîì, è âî âòîðîì ñëó÷àå íà÷àëüíàÿ öåíà x1 óìíîæàåòñÿ íà ôàê-
òîð (1+r) èëè er̃. Ïîíÿòíî, ÷òî ýòè äâå äîõîäíîñòè ìåæäó ñîáîé ñâÿçàíû
r̃ = ln(1 + r). Ïðè êîëåáàíèÿõ ìåíåå 10% îòíîñèòåëüíîå è ëîãàðèôìè÷å-
ñêîå èçìåíåíèÿ ÷èñëåííî áëèçêè, à ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ r àñèìïòîòè-
÷åñêè ðàâíû. Äëÿ íàòóðàëüíîãî ëîãàðèôìà ñïðàâåäëèâà ïðèáëèæ¼ííàÿ
ôîðìóëà ln(1 + r) ≈ r, ïîýòîìó:

ln

(
x2

x1

)
= ln

(
1 +

x2 − x1

x1

)
≈ x2 − x1

x1
.

Îòëè÷èÿ ìåæäó äâóìÿ ñïîñîáàìè èçìåðåíèÿ äîõîäíîñòè ñêàçûâàþòñÿ
ëèøü ïðè áîëüøèõ êîëåáàíèÿõ, óñèëèâàÿ ïàäåíèå è çàíèæàÿ ðîñò:

(x2 − x1)/x1 -32% -16% -8.0% -4.0% 4.0% 8.0% 16% 32%
ln(x2/x1) -39% -17% -8.3% -4.1% 3.9% 7.7% 15% 28%

Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ìåðà r = ln(x2/x1) îáû÷íî ëó÷øå, ÷åì ìóëüòèïëè-
êàòèâíàÿ r = (x2 − x1)/x1, òàê êàê îíà óñòðàíÿåò ïðèñóùóþ ïðîöåíòàì
íåàääèòèâíîñòü. Êàê èçâåñòíî, (x + 1%) − 1% 6= x, ïîýòîìó, åñëè ñåãî-
äíÿ öåíà âûðîñëà íà 1%, à íà ñëåäóþùèé äåíü óïàëà íà 1%, òî èòîãîâîå
îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå áóäåò ìåíüøå íóëÿ.
Ñëîæåíèå æå ëîãàðèôìè÷åñêèõ äîõîäíîñòåé â òî÷íîñòè ðàâíî îòíîøå-

íèþ êîíå÷íîé è íà÷àëüíîé öåí:

ln
x1

x0
+ ln

x2

x1
+ ...+ ln

xn
xn−1

= ln
xn
x0
.

Ïîýòîìó êîððåêòíåå âû÷èñëÿòü, íàïðèìåð, ñðåäíþþ äîõîäíîñòü èìåííî
â ëîãàðèôìè÷åñêèõ âåëè÷èíàõ.
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• C7 Çàâèñèìîñòü ïðè íóëåâîé êîððåëÿöèè (ñòð. 22). Ðàññìîòðèì ïðî-
ñòîé ÷àñòíûé ïðèìåð. Ïóñòü x = ε è y = ε2−1. Ãàóññîâî ñëó÷àéíîå ÷èñëî
ε èìååò íóëåâîå ñðåäíåå è åäèíè÷íóþ äèñïåðñèþ. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî
x è y èìåþò íóëåâûå ñðåäíèå. Áîëåå òîãî:

〈x y〉 =
〈
ε3 − ε

〉
= 0.

Îäíàêî ýòî íå îçíà÷àåò, ÷òî âåëè÷èíû x è y íåçàâèñèìû. Íàïðèìåð,〈
x2 y2

〉
=
〈
ε6 − 2ε4 + ε2

〉
= 15− 2 · 3 + 1 = 10 6=

〈
x2
〉 〈

y2
〉

= 2.

Â äàííîì ñëó÷àå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñâÿçàíû ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñè-
ìîñòüþ y = x2−1, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèììåòðè÷íóþ ïàðàáîëó.

• C8 Ëîæíàÿ êîððåëÿöèÿ (ñòð. 24). Òåðìèí �ëîæíàÿ�, âîçìîæíî, íåñêîëü-
êî íåóäà÷íûé. Îäíàêî îí ïîä÷¼ðêèâàåò ðàçíèöó ìåæäó ñêîððåëèðîâàí-
íûìè x è y ïðè ñóùåñòâîâàíèè ïðè÷èííîé ñâÿçè è ïðè å¼ îòñóòñòâèè.
Åñëè ìåæäó öåíîé òîâàðà è ñïðîñîì íà íåãî ñóùåñòâóåò êîððåëÿöèÿ, òî
îíà îáóñëîâëåíà ñâÿçüþ y = f(x), â êîòîðîé x (öåíà) ÿâëÿåòñÿ ïðè÷è-
íîé, à y (ñïðîñ) � ñëåäñòâèåì. Êîãäà æå â äâóõ ðàçëè÷íûõ ëàáîðàòîðèÿõ
èññëåäóþò äèíàìèêó ðàçìíîæåíèÿ ìóøåê äðîçîôèë, òî ñêîððåëèðîâàí-
íîñòü ÷èñëåííîñòè èõ ïîïóëÿöèé x(t) è y(t) íå èìååò ïðÿìîé ïðè÷èííîé
ñâÿçè è ÿâëÿåòñÿ �ëîæíîé�.

• C9 Êîððåëÿöèÿ íå ýêâèâàëåíòíà ëèíåéíîé ìîäåëè. (ñòð. 36) Õîòÿ
êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò â ðàìêàõ ëè-
íåéíîé ìîäåëè (ñòð. 24), îí èìååò áîëåå îáùèé ñìûñë. Äàæå åñëè çàâèñè-
ìîñòü íåëèíåéíà, íàëè÷èå êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè (ρ 6= 0) ñâèäåòåëü-
ñòâóåò î ñóùåñòâîâàíèè ñòàòèñòè÷åñêîé ñâÿçè ìåæäó âåëè÷èíàìè. Ïðè
ëþáîé y = f(x), åñëè èçâåñòíà èõ ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè
P (x, y), ìû ìîæåì âû÷èñëèòü êîððåëÿöèîííûé êîýôôèöèåíò. Äëÿ íåçà-
âèñèìûõ âåëè÷èí P (x, y) = P (x)P (y) è êîððåëÿöèÿ ðàâíà íóëþ. Åñòå-
ñòâåííî, îáðàòíîå èíîãäà íå âåðíî. Íóëåâàÿ êîððåëÿöèÿ íå îáÿçàòåëüíî
ñâèäåòåëüñòâóåò îá îòñóòñòâèè ñâÿçè (l C7), è íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü
ìîìåíòû áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ: 〈xnym〉.
Â ñèòóàöèè, êîãäà èñòèííàÿ ñâÿçü y = f(x) íåèçâåñòíà, ìû, òåì íå

ìåíåå, ìîæåì èñïîëüçîâàòü ëèíåéíóþ ìîäåëü ñ êîýôôèöèåíòîì êîððåëÿ-
öèè â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà. Åñòåñòâåííî, îíà áóäåò èìåòü áîëüøóþ îøèá-
êó, íî ýòî ëó÷øå, ÷åì ïîëíîå îòñóòñòâèå ïðîãíîçà.

Â ñëó÷àå áëóæäàíèÿ ñâÿçü ìåæäó íàêîïëåííîé ñóììîé â ìîìåíò âðå-
ìåíè s è t ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé. Ïîýòîìó â ýòîì ñìûñëå ëèíåéíàÿ ìîäåëü
îêàçûâàåòñÿ òî÷íîé. Âîîáùå ãîâîðÿ, ýòîãî ìîãëî è íå áûòü.
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• C10 Ìàíèïóëèðîâàíèå ñ ñóììàìè ãàóññîâûõ âåëè÷èí (ñòð. 36) Äëÿ
Wk íåîáõîäèìî çàïèñàòüWk = εa

√
i+εb
√
j − i+εc

√
k − j. Òðè ñëó÷àéíûõ

÷èñëà εa, εb è εc ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè èçìåíåíèÿìè íà êàæäîì ýòàïå.
Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ òèïà ε1 + ... + εt = ε

√
t ÿâëÿþòñÿ

íå òîæäåñòâàìè, à ñòàòèñòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè ïîäñòàíîâêàìè. Â
÷àñòíîñòè, ε1 sin t+ε2 cos t = ε íåëüçÿ ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü ïî âðåìåíè.

• C11 Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü ñ äëèííîé èñòîðèåé (ñòð. 37) îïðåäåëÿ-
åòñÿ, êàê îáû÷íî, ÷åðåç ñîâìåñòíóþ âåðîÿòíîñòü:

P (x1, ..., xt ⇒ xt+1) =
P (x1, ..., xt+1)

P (x1, ..., xt)

Åñëè âñå çíà÷åíèÿ x íåçàâèñèìû, òî ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü ðàâíà ïðî-
èçâåäåíèþ P (x1, ..., xt) = P (x1) · ... · P (xt), è, ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâíàÿ
âåðîÿòíîñòü çàâèñèò òîëüêî îò ïîñëåäíåãî àðãóìåíòà. Â ñëó÷àå ñ âèíå-
ðîâñêèì áëóæäàíèåì ýòî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ íåçàâèñèìûõ âåëè÷èí ε.

• C12 Ïî÷åìó îäèíàêîâû âîëàòèëüíîñòè? (ñòð. 40). Ìîæåò ïîêàçàòü-
ñÿ, ÷òî áîëåå èçëîìàííûé ïðîöåññ íà ïðàâîì ðèñóíêå ñòð. 40 ÿâëÿåòñÿ
�áîëåå âîëàòèëüíûì�. Ýòî íå òàê. Èçëîìàííîñòü ñàìà ïî ñåáå ÿâëÿåòñÿ
ïðèçíàêîì âîëàòèëüíîñòè íå x(t), à åãî èçìåíåíèÿ. Íàïîìíþ, ÷òî, êîãäà
ãîâîðèòñÿ î âîëàòèëüíîñòè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà, ìû ôèêñèðóåì çíà÷å-
íèå t è èçó÷àåì ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû x â ýòîò
ìîìåíò âðåìåíè. Ïðè ýòîì èçëîìàííîñòü óæå íå èãðàåò íèêàêîé ðîëè.
Âîëàòèëüíûì áóäåò ïðîöåññ, èìåþùèé áîëüøèå ðàçáðîñû âîêðóã ñðåäíå-
ãî. Íà îáåèõ êàðòèíêàõ ýòè ðàçáðîñû ïðàêòè÷åñêè îäèíàêîâû (òî÷å÷íûå
ëèíèè). Ïîýòîìó äèíàìèêà ñðåäíåãî è âîëàòèëüíîñòè ìîæåò áûòü àáñî-
ëþòíî îäèíàêîâîé, íî ïðîöåññû � ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûìè.

• C13 Íåïðèíöèïèàëüíîñòü ãàóññîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (ñòð. 48). Ïðè
îïèñàíèè ñòîõàñòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ìû ïîñòîÿííî èñïîëüçóåì ñëó÷àéíîå
÷èñëî ñ íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì. Ìîæåò ñëîæèòüñÿ îøèáî÷íîå âïå-
÷àòëåíèå î íåêîòîðîé îãðàíè÷åííîñòè òåîðèè. Ýòî íå òàê. Ìû ðàññìàòðè-
âàåì íåïðåðûâíûå ïðîöåññû, è, ñëåäîâàòåëüíî, îïåðèðóåì ñ áåñêîíå÷íî
ìàëûìè. Ñóììà ñëó÷àéíûõ ÷èñåë ïðè áîëüøîì ÷èñëå ñëàãàåìûõ èìååò
íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ïîýòîìó ê íåìó î÷åíü áûñòðî áóäåò ñòðå-
ìèòüñÿ ñòîõàñòè÷åñêîå èçìåíåíèå ñëó÷àéíîé ôóíêöèè äàæå äëÿ íåáîëü-
øîãî èíòåðâàëà âðåìåíè. Íà ñàìîì äåëå, ãëàâíûì îãðàíè÷åíèåì ñòîõà-
ñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ôîðìå Èòî ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîñòü øóìà, òî
åñòü ñóùåñòâîâàíèå åãî ñðåäíèõ â ïðîèçâîëüíûõ ñòåïåíÿõ. Òàê, äëÿ ïëîò-
íîñòè âåðîÿòíîñòè Êîøè ýòî óæå íåñïðàâåäëèâî, è ïîäîáíûå ñëó÷àéíûå
ïðîöåññû íàçûâàþò ïðîöåññàìè ñî ñêà÷êàìè.
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• C14 Óðàâíåíèå Èòî � ýòî äåôîðìàöèÿ ïðîöåññà Âèíåðà (ñòð. 49).
Çàïèñûâàÿ óðàâíåíèÿ (êàê îáû÷íûå, òàê è ñòîõàñòè÷åñêèå), ìû â áîëü-
øèíñòâå ñëó÷àåâ èñïîëüçóåì ãëàäêèå, äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè ñíî-
ñà è âîëàòèëüíîñòè. Â îêðåñòíîñòè òåêóùèõ çíà÷åíèé x è t èõ âñåãäà
ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä Òåéëîðà. Ïîýòîìó â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè (ïðè
�áîëüøîì óâåëè÷åíèè�) óðàâíåíèå Èòî ÿâëÿåòñÿ âèíåðîâñêèì èçìåíåíè-
åì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû x ñ ïîñòîÿííûì ñíîñîì è âîëàòèëüíîñòüþ. Ïðè
äðóãèõ x è t ñíîñ è âîëàòèëüíîñòü áóäóò äðóãèìè. Â ýòîì ñìûñëå ïðîèñ-
õîäèò äåôîðìàöèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ âèíåðîâñêîãî áëóæäàíèÿ,
÷òî ïîçâîëÿåò íàì îïèñàòü î÷åíü øèðîêèé êëàññ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ñ
ïîâåäåíèåì, ñóùåñòâåííî îòëè÷àþùèìñÿ îò ïðîñòîãî àääèòèâíîãî áëóæ-
äàíèÿ. Ðàñïðåäåëåíèå P (x, t) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû x â ìîìåíò âðåìåíè t
â îáùåì ñëó÷àå ìîæåò îêàçàòüñÿ óæå íå ãàóññîâûì.

• C15 Óñðåäíåíèå ñóììû εiεj (ñòð. 53). Íàãëÿäíî âñå ñëàãàåìûå â ñóììå
ìîæíî ïåðå÷èñëèòü ïðè ïîìîùè ìàòðèöû nxn:

ε1ε1 ε1ε2 . . . ε1εn
ε2ε1 ε2ε2 . . . ε2εn
... . . . ...

εnε1 εnε2 . . . εnεn


Íà äèàãîíàëè ðàñïîëîæåíû ÷ëåíû ñóììû ñ îäèíàêîâûìè èíäåêñàìè. Âñå
îñòàëüíûå èìåþò ðàçëè÷íûå èíäåêñû. Â ìàòðèöå n2 ýëåìåíòîâ, n èç êî-
òîðûõ äèàãîíàëüíûå. Îñòàëüíûå n2 − n èìåþò ðàçëè÷íûå èíäåêñû.

• C16 Åäèíñòâåííîñòü óðàâíåíèÿ Èòî (ñòð. 53). Ñäåëàííîå óòâåðæäå-
íèå íà ñàìîì äåëå îçíà÷àåò ñëåäóþùåå. Åñëè ìû ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íî
ìàëîå èçìåíåíèå x â âèäå:

dx = a0(x, t) dt+
∞∑
k=1

ak(x, t) ε
kdt+ b(x, t) ε

√
dt,

òî åãî èòåðàöèîííîå ðåøåíèå áóäåò ýêâèâàëåíòíî ñòîõàñòè÷åñêîìó óðàâ-
íåíèþ â ôîðìå Èòî:

dx = a(x, t) dt+ b(x, t)ε
√
dt,

ãäå a(x, t) � íåêîòîðàÿ êîìáèíàöèÿ ôóíêöèé ak(x, t). ×ëåíû âèäà εm
√
dt

áóäóò ïðèâîäèòü ê ðàñõîäÿùèìñÿ èòåðàöèîííûì ðåøåíèÿì, ïîýòîìó âî-
îáùå íåäîïóñòèìû.
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• C17 Ìàëî ëè ε
√

∆t? (ñòð. 54). Ñóùåñòâóåò îïðåäåë¼ííàÿ ñëîæíîñòü,
ñâÿçàííàÿ ñ áåñêîíå÷íî ìàëûìè âåëè÷èíàìè âèäà ε

√
∆t. Ïîíÿòíî, ÷òî

∆t ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Îäíàêî ýòîãî íåëüçÿ ñêàçàòü î ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíå ε. Ïîòåíöèàëüíî îíà ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî áîëüøîé. Òåì íå
ìåíåå, ðàñïðåäåëåíèå Ãàóññà óáûâàåò ñ ðîñòîì ε î÷åíü áûñòðî. Ïîýòîìó
âåðîÿòíîñòü çàìåòíûõ çíà÷åíèé ε êðàéíå íèçêà. Òàêèì îáðàçîì, ðàçëîæå-
íèå, â êîòîðîì ó÷àñòâóþò ñëó÷àéíûå ÷èñëà, íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü â
ñìûñëå î÷åíü âûñîêîé âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî ε

√
∆t îêàæåòñÿ áåñêîíå÷íî

ìàëîé ¨̂ .

• C18 ×òî òàêîå dF? (ñòð. 55). Íåñìîòðÿ íà àíàëîãèè, íå ñòîèò çà-
áûâàòü, ÷òî îáû÷íàÿ ôóíêöèÿ F (x, t) ïîñëå òîãî, êàê â íå¼ ïîäñòàâèëè
âìåñòî x ñëó÷àéíûé ïðîöåññ x(t), ïåðåñòà¼ò áûòü îáû÷íîé ôóíêöèåé. Òå-
ïåðü ýòî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, à òî÷íåå, ïðîöåññ. Ïîýòîìó å¼ èçìåíåíèå
dF íåîáõîäèìî ïîíèìàòü â ñìûñëå äèñêðåòíîé èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû
ñî ñòðåìëåíèåì ∆t ê íóëþ. Ïðè ýòîì ñâÿçûâàåòñÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
F (t+ ∆t) ñ òàêæå ñëó÷àéíûìè F (t) è ε.

• C19 Íåëèíåéíîñòü èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (ñòð. 56). Ïðîùå âñåãî
â ýòîì óáåäèòüñÿ, ïîïûòàâøèñü ðåøèòü êàêóþ-íèáóäü �ïðîñòóþ� çàäà÷ó.
Ïóñòü, íàïðèìåð dx = x2δW . Òîãäà:

x1 = x0 + x2
0 ε1

√
∆t

x2 = x1 + x2
1 ε2

√
∆t

= x0 + x2
0 (ε1 + ε2)

√
∆t+ 2x3

0 ε1ε2 ∆t+ x4
0 ε

2
1ε2 (∆t)3/2, ...

• C20 Ïîèñê òî÷íîãî ðåøåíèÿ (ñòð. 57). Èñïîëüçîâàíèå ôîðìóëû (2.22)
íà ñòð. 57 ñâîäèò ïîèñê ïîäõîäÿùåé çàìåíû â óðàâíåíèè Èòî ê ïðîñòîìó
àëãîðèòìó ïîäáîðà ôóíêöèè s(t). Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ðåøåíèå ìîæåò
áûòü çàïèñàíî â íåÿâíîé ôîðìå (2.23), ýòîò ïîäáîð ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî
òðèâèàëüíîé ïðîöåäóðîé. Çíàÿ s(t), çàòåì ïî ôîðìóëàì (2.21) ïîñëåäî-
âàòåëüíî íàõîäÿòñÿ F (x, t) è f(t), â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷àåòñÿ ðåøåíèå.
Ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ ýòîãî àëãîðèòìà ïðèâåäåíû â ðàçäåëå §2.5.
• C21 Ïàðèòåò ïîêóïàòåëüíîé ñïîñîáíîñòè (ñòð. 61) - ýòî îòíîøåíèå

öåí îäíîòèïíûõ òîâàðîâ â äâóõ ñòðàíàõ, âûðàæåííûõ â íàöèîíàëüíûõ
âàëþòàõ. Ñòîèìîñòü ÷àøêè êîôå â Àìåðèêå â äîëëàðàõ ÑØÀ áóäåò îò-
ëè÷àòüñÿ îò öåíû òàêîé æå ÷àøêè â Åâðîïå. Åñëè â Àìåðèêå êîôå ñòîèò
2 USD, à â Åâðîïå 1.8 EUR, òî ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî �ñïðàâåäëèâûì êîôåé-
íûì êðîññ-êóðñîì� (2 USD = 1.8 EUR) äîëæåí áûòü EUR/USD = 1.1 = 2
/ 1.8. Åñòåñòâåííî, îáû÷íî ðàññìàòðèâàþò êîðçèíó (íàáîð) îäíîòèïíûõ
òîâàðîâ.



C: Ïðèìå÷àíèÿ 361

• C22 Ïî÷åìó íåëüçÿ ðåøèòü èòåðàöèÿìè óðàâíåíèå áåç δW? (ñòð.
75). Èòåðàöèîííàÿ âåðñèÿ (2.46), ñòð. 75:

yk − yk−1 = xk−1(xk − xk−1)

íå ìîæåò áûòü ïîñëåäîâàòåëüíî ðåøåíà, òàê êàê íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âè-
äå yk = f(yk−1). Êîãäà x(t) � äåòåðìèíèðîâàííàÿ âåëè÷èíà, ìû ìîæåì
ñ÷èòàòü å¼ èçìåíåíèÿ xk − xk−1 = ∆x ðàâíûìè íåêîòîðîé êîíñòàíòå. Çà-
äàâàÿ å¼ è íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå x0, y0, ìû ïîëó÷èì ñòàíäàðòíóþ ñõåìó
Ýéëåðà äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Â ñòî-
õàñòè÷åñêîì ñëó÷àå xk − xk−1 íå ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé. Ýòî ñëó÷àéíàÿ
ôóíêöèÿ, â íàøåì ïðèìåðå ðàâíàÿ èçìåíåíèþ âèíåðîâñêîé ïåðåìåííîé
ε
√
dt.

• C23 Óðàâíåíèå Ôîêêåðà-Ïëàíêà (ñòð. 107). Åñëè íåò îñîáûõ ãðàíè÷-
íûõ óñëîâèé, ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè íà áåñêîíå÷íîñòè äîëæíà áûñòðî
óáûâàòü, òàê, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëè êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ ñðåäíèõ ïðîèç-
âîëüíîé ñòåïåíè

〈
xk
〉
.

• C24 ×òî ïåðâè÷íî, óðàâíåíèå èëè èíòåãðàë? (ñòð. 141). Â ýòîì ìåñòå
ñòîèò îáðàòèòü âíèìàíèå íà îòëè÷èå ïîäõîäà, ðàçâèâàåìîãî â ýòèõ ëåêöè-
ÿõ, îò òðàäèöèîííûõ ó÷åáíèêîâ ïî ñòîõàñòè÷åñêèì äèôôåðåíöèàëüíûì
óðàâíåíèÿì. Îáû÷íî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ñíà÷àëà íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ñòî-
õàñòè÷åñêèé èíòåãðàë è åãî ñâîéñòâà, à çàòåì íà ýòîé îñíîâå ðàáîòàòü ñî
ñòîõàñòè÷åñêèìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè.

Â íàøåì ïîäõîäå ìû èñõîäèì èç èòåðàöèîííîé èíòåðïðåòàöèè ñòîõà-
ñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Ïîýòîìó â áîëüøèíñòâå ñëó-
÷àåâ íåîáõîäèìîñòü â ñòîõàñòè÷åñêîì èíòåãðèðîâàíèè íå âîçíèêàåò. Êà-
êîé ïóòü ïðîùå è ñòðîæå � ñóäèòü ×èòàòåëþ.

• C25 Ïî÷åìó ñóùåñòâóþò íåîäíîçíà÷íûå ðåøåíèÿ? (ñòð. 145). Åñ-
ëè ðàññóæäåíèå î ôëóêòóàöèè, îáúÿñíÿþùåé íåîäíîçíà÷íîñòü ðåøåíèÿ,
ïîêàçàëîñü ñëèøêîì ëåãêîâåñíûì, òî ñòîèò ïîïðîáîâàòü îòâåòèòü íà âî-
ïðîñû - �Îòêóäà Çåìëå èçâåñòíî, ÷òî îíà äîëæíà äâèãàòüñÿ âîêðóã Ñîëí-
öà â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèÿìè Íüþòîíà?� è �Êàê îíà èõ ðåøàåò?� ¨̂ .
Ïðè âñåé âèäèìîé íåñåðü¼çíîñòè ýòèõ âîïðîñîâ îíè, íà ñàìîì äåëå, î÷åíü
ãëóáîêèå è çàñòàâëÿþò çàäóìàòüñÿ íàä ñîîòíîøåíèåì îáúåêòèâíûõ ñóù-
íîñòåé îêðóæàþùåãî ìèðà (ïëàíåòû) è ñóáúåêòèâíûõ êîíöåïöèé (óðàâ-
íåíèÿ), ïîðîæäàåìûõ íàøèì èíòåëëåêòîì.
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• C26 χ
2 - ðàñïðåäåëåíèå (ñòð. 171,131). Ïóñòü n ñëó÷àéíûõ íåçàâèñè-

ìûõ âåëè÷èí ðàñïðåäåëåíû íîðìàëüíî ñ íóëåâûì ñðåäíèì è åäèíè÷íîé
âîëàòèëüíîñòüþ. Íàéä¼ì ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè äëÿ ñëåäóþùåé èõ êîì-
áèíàöèè (0 6 u <∞):

u = x2
1 + ...+ x2

n.

Âû÷èñëèì ñðåäíåå ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè F (u):

〈F (u)〉 =

∞∫
0

F (u)Pn(u)du =

∞∫
−∞

...

∞∫
−∞

F (x2
1 + ...+x2

n)e
− 1

2 (x2
1+...+x2

n) dx1..dxn
(2π)n/2

.

Ïåðâûé èíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ îáùåé ôîðìóëîé äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñðåäíåãî
âñåãäà ïîëîæèòåëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû u > 0, äëÿ êîòîðîé Pn(u <
0) = 0. Âòîðîå âûðàæåíèå âû÷èñëÿåò òî æå ñðåäíåå ïðè ïîìîùè n ãàóñ-
ñîâûõ èíòåãðàëîâ äëÿ êàæäîé èç âåëè÷èí xi.

Ââåä¼ì äëèíó ðàäèóñ-âåêòîðà r =
√
x2

1 + ...+ x2
n â n−ìåðíîì ïðî-

ñòðàíñòâå. Èç ñîîáðàæåíèé ðàçìåðíîñòè ïîíÿòíî, ÷òî îáú¼ì n-ìåðíîãî
øàðà áóäåò ïðîïîðöèîíàëåí V ∼ rn. Â ÷àñòíîñòè, ïëîùàäü êðóãà (n = 2)
ðàâíà S = πr2, à îáú¼ì øàðà (n = 3): V = (4π/3)r3. Ïîýòîìó ýëå-
ìåíò îáú¼ìà dV = dx1..dxn â n-ìåðíûõ ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ðàâåí
dV = rn−1drdΩ, ãäå dΩ � ýëåìåíò îáúåìà, îïðåäåëÿåìûé îñòàëüíûìè,
�óãëîâûìè� êîîðäèíàòàìè. Òàê êàê ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ çàâèñèò
òîëüêî îò r, òî èíòåãðàë ïî dΩ áóäåò ðàâåí íåêîòîðîé êîíñòàíòå. Ïî-
ýòîìó, ó÷èòûâàÿ, ÷òî r2 = u, à dr = du/2

√
u, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó

âûðàæåíèþ:

Pn(u) = C un/2−1 e−u/2.

Êîíñòàíòà C íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè. Â ðåçóëüòàòå îêîí÷à-
òåëüíî ïîëó÷àåì:

Pn(u) =
1

2n/2Γ(n/2)
un/2−1e−u/2 , (34)

ãäå Γ(z) � ãàììà-ôóíêöèÿ (ñòð. 313). Ýòó ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè íàçû-
âàþò χ2-ðàñïðåäåëåíèåì (õè-êâàäðàò), à ïàðàìåòð n - ÷èñëîì ñòåïåíåé
ñâîáîäû.

χ2-ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ. Åãî
ñðåäíåå 〈u〉 = n è âîëàòèëüíîñòü σu =

√
2n.

×èñëåííîå çíà÷åíèå ïëîùàäè ïîä χ2-ðàñïðåäåëåíèåì íà èíòåðâàëå u =
[x...∞] ìîæíî íàéòè, âûçâàâ â Excel ôóíêöèþ �ÕÈ2ÐÀÑÏ(x, n)�. Â ÷àñò-
íîñòè, �ÕÈ2ÐÀÑÏ(0, n)=1�.
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• C27 Âðåìåííûå ìàñøòàáû áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ (ñòð. 183). Âîîá-
ùå ãîâîðÿ, ìû èìååì äâà âèäà äâèæåíèÿ, è, ñëåäîâàòåëüíî, äâà âðåìåí-
íûõ ìàñøòàáà áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû. Òàê, ñêîðîñòü, ñâÿçàííàÿ ñ òåìïå-

ðàòóðîé
〈
v2
〉1/2 ∼ 2 · 10−3 ì/ñ, âîçíèêàåò ìåæäó ñîóäàðåíèÿìè ìîëåêóë

âîäû è î÷åíü áûñòðî èçìåíÿåò ñâî¼ íàïðàâëåíèå. Ôàêòè÷åñêè, îïòè÷å-
ñêèìè ìåòîäàìè îíà íå íàáëþäàåìà. Ñêîðîñòü äðîæàíèÿ, ïðèâîäÿùàÿ ê
ðàñïëûâàíèþ äèñïåðñèè â çíà÷åíèÿ êîîðäèíàòû, èìååò ïîðÿäîê ðàâíûé
ðàçìåðó ÷àñòèöû, äåë¼ííîé íà îäíó ñåêóíäó τσ = πηa3/kT . Èìåííî îíà
ðåãèñòðèðóåòñÿ, êîãäà íàáëþäàþò â ìèêðîñêîï áðîóíîâñêóþ ÷àñòèöó.

• C28 Ñèñòåìû åäèíèö ñòîõàñòè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà (ñòð. 186). Áó-
äåì ñ÷èòàòü, ÷òî èñõîäíûå óðàâíåíèÿ èìåþò ñëåäóþùèé âèä:{

mdx = p dt
dp = −kx dt− 2λ p dt+ σ1 x δW1 + σ2 p δW2 + σ3 δW3.

ÏóñòüM � åäèíèöà èçìåðåíèÿ ìàññû, L � äëèíû, à T � âðåìåíè. Òàê êàê
δW ∼

√
T , òî êîíñòàíòû èìåþò ñëåäóþùèå ðàçìåðíîñòè:

m ∼M, k ∼ M

T 2
, λ ∼ 1

T
, σ1 ∼

M

T 3/2
, σ2 ∼

1

T 1/2
, σ3 ∼

ML

T 3/2
.

Èç íèõ âîçìîæíî ñîñòàâèòü, ïî ìåíüøåé ìåðå, ÷åòûðå êîìáèíàöèè, èìå-
þùèå ðàçìåðíîñòü âðåìåíè T . Îäíàêî íàèáîëåå åñòåñòâåííûì áóäåò îò-
íîøåíèå

√
m/k ∼ T , òàê êàê â íàøåì àíàëèçå ìû ñ÷èòàåì, ÷òî m è k,

â îòëè÷èå îò äðóãèõ êîíñòàíò, âñåãäà èìåþò íåíóëåâîå çíà÷åíèå. Ëþáî-
ïûòíî, ÷òî ðàçìåðíîñòü äëèíû âîçìîæíî îáåñïå÷èòü òîëüêî ïðè ïîìîùè
âîëàòèëüíîñòè σ3. Äëÿ äåòåðìèíèðîâàííîé îñöèëëÿòîðíîé ñèñòåìû, â ñè-
ëó å¼ ëèíåéíîñòè, åñòåñòâåííîé åäèíèöû äëèíû íåò, è îíà îïðåäåëÿåòñÿ
òîëüêî íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (àìïëèòóäà êîëåáàíèé).

• C29 Ãðàôîì íîðìàëüíîé âåðîÿòíîñòè (ñòð. 209) ÿâëÿåòñÿ çàâèñè-
ìîñòü y = f(r), ïîëó÷àåìàÿ èç óðàâíåíèÿ FN(y) = F ((r − r̄)/σr), ãäå
FN(y) � èíòåãðàëüíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, à F (r) � ýìïèðè÷åñêîå
èíòåãðàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ äîõîäíîñòåé. Åñëè ýìïèðè÷åñêîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå F (r) ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâûì, òî ýòîò ãðàô äîëæåí áûòü ïðÿìîé
ëèíèåé.
Ñòðîèòü ýìïèðè÷åñêóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòî.

Ïóñòü âñå íàáëþäàåìûå äîõîäíîñòè r1, ..., rn ðàçëè÷íû. Îòñîðòèðóåì èõ
â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ. Òîãäà F (ri) ðàâíÿåòñÿ i/n. Èíòåãðàëüíîå ðàñïðå-
äåëåíèå âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

FN(y) =

y∫
−∞

e−ε
2/2 dε√

2π
.
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• C30 Ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ôèíàíñîâûõ äàííûõ (ñòð. 210).
×åëîâåê ëó÷øå âîñïðèíèìàåò âèçóàëüíóþ èíôîðìàöèþ, ÷åì ÷èñëî-

âóþ, ïîýòîìó íà ôèíàíñîâûõ ðûíêàõ î÷åíü ïîïóëÿðíî ãðàôè÷åñêîå ïðåä-
ñòàâëåíèå öåí. ×àùå âñåãî èñïîëüçóþò ñëåäóþùèå òðè ñïîñîáà:

B Ëèíåéíàÿ äèàãðàììà (line) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëîìàíóþ ëèíèþ, â
êîòîðîé öåíû çàêðûòèÿ (Close) ñîåäèíåíû îòðåçêàìè.

B Ñòîëáèêè (bars) îòðàæàþò êàæäûé ïåðèîä, íàïðèìåð, äåíü, â âèäå
âåðòèêàëüíîé ëèíèè, ñîåäèíÿþùåé ìèíèìàëüíóþ è ìàêñèìàëüíóþ
öåíû, à òàêæå íåáîëüøîé ÷¼ðòî÷êè íà íåé, ñîîòâåòñòâóþùåé öåíå
çàêðûòèÿ. Èíîãäà ñòàâÿòñÿ äâå ÷¼ðòî÷êè äëÿ öåíû îòêðûòèÿ (âëåâî)
è öåíû çàêðûòèÿ (âïðàâî).

B Ñâå÷êè (candles) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðÿìîóãîëüíèêè ìåæäó öåíîé
îòêðûòèÿ è çàêðûòèÿ ðûíêà. Åñëè öåíà çà ïåðèîä âûðîñëà, òî ñâå÷êà
èìååò ñâåòëûé öâåò, åñëè óïàëà � òî ò¼ìíûé. Äîïîëíèòåëüíî ââåðõ
è âíèç îò ñâå÷êè îòõîäÿò âåðòèêàëüíûå îòðåçêè, ïîêàçûâàþùèå ìè-
íèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå öåíû çà ïåðèîä.

Íèæå ïðåäñòàâëåíû âñå òðè ñïîñîáà îòðàæåíèÿ ðåçóëüòàòîâ åæåäíåâ-
íûõ òîðãîâ àêöèÿìè êîìïàíèè Microsoft â òå÷åíèå íåäåëè:
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105
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Åñòåñòâåííî, â êà÷åñòâå âðåìåííîãî ïåðèîäà ìîæåò áûòü âûáðàí íå
òîëüêî äåíü. Ïîïóëÿðíûìè ÿâëÿþòñÿ ÷àñîâûå èëè ìèíóòíûå ãðàôèêè
äëÿ äåòàëèçàöèè âíóòðèäíåâíîé òîðãîâëè, à òàêæå íåäåëüíûå è ìåñÿ÷-
íûå äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ î äîëãîñðî÷íîé äèíàìèêå. Îáû÷íî
öåíû çàêðûòèÿ è îòêðûòèÿ äëÿ ìèíóòíûõ è ÷àñîâûõ èíòåðâàëîâ âðå-
ìåíè ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò, òîãäà êàê ó äíåâíûõ è íåäåëüíûõ ìîãóò
íàáëþäàòüñÿ ùåëè (gaps).
Ñóùåñòâóåò îáøèðíûé ïëàñò �ýçîòåðè÷åñêèõ� çíàíèé, ïðåòåíäóþùèõ

íà òî, ÷òî ïî âíåøíåìó âèäó ãðàôèêîâ ìîæíî ïðîãíîçèðîâàòü áóäóùèå
çíà÷åíèÿ öåí ôèíàíñîâûõ èíñòðóìåíòîâ. Ñïåöèàëèñòû ïî òåõíè÷åñêîìó
àíàëèçó ðèñóþò òðåíäû, ëèíèè ïîääåðæêè, ñîïðîòèâëåíèÿ, òðåóãîëüíè-
êè è äðóãèå ôèãóðû, íà îñíîâàíèè êîòîðûõ äåëàåòñÿ âûâîä î äàëüíåéøåì
íàïðàâëåíèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà.
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• C31 Ñòîèìîñòü äåíåã (ñòð. 218,222,224).

Äîëëàð, ïîëó÷åííûé ñåãîäíÿ, è äîëëàð, ïîëó÷åííûé çàâòðà, � ýòî äâà
ðàçíûõ äîëëàðà. Äåíüãè èìåþò ñâîþ âðåìåííóþ ñòîèìîñòü. Ïðè ðàçìå-
ùåíèè íà äåïîçèòå ñóììû S0 ïîä ãîäîâóþ ïðîöåíòíóþ ñòàâêó r ìû ÷åðåç
ãîä ïîëó÷èì S1 = (1 + r)S0. Åñëè ýòó ñóììó ìîæíî ñíîâà ðàçìåñòèòü íà
äåïîçèòå (ðåèíâåñòèðîâàòü) ïîä òó æå ïðîöåíòíóþ ñòàâêó, òî ÷åðåç
äâà ãîäà àêòèâû áóäóò ðàâíû S2 = (1 + r)S1 = (1 + r)2S0, è ò.ä. Òàêèì
îáðàçîì, åñëè âðåìÿ t èçìåðÿòü â ãîäàõ, òî ÷åðåç t = 1, 2, 3, ... ëåò ìû
èìååì:

St = S0 · (1 + r)t = S0 e
r̃t,

ãäå r̃ = ln(1 + r). Ýòó ôîðìóëó óäîáíî ðàññìàòðèâàòü íå òîëüêî ïðè
öåëûõ t, íî è ïðè äðîáíûõ, ñ÷èòàÿ, ÷òî îíà îïðåäåëÿåò íåïðåðûâíîå âîç-
ðàñòàíèå äåïîçèòíîãî âêëàäà ìåæäó äàòàìè íà÷èñëåíèÿ ïðîöåíòîâ. Ïðè
ðàñ÷¼òàõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàê ìóëüòèïëèêàòèâíóþ (r), òàê è ëîãà-
ðèôìè÷åñêóþ (r̃) ñòàâêó.

Ðàññìîòðèì òåïåðü îáðàòíóþ ê äåïîçèòó ñèòóàöèþ. Åñëè ÷åðåç âðåìÿ
t ìû ïîëó÷èì ñóììó St, òî ñêîëüêî ìû ãîòîâû çàïëàòèòü ñåãîäíÿ çà
òàêóþ âîçìîæíîñòü? Äðóãèìè ñëîâàìè, êàêîâà âðåìåííàÿ ñòîèìîñòü
áóäóùèõ äåíåæíûõ ïîñòóïëåíèé? Âûðàçèâ â äåïîçèòíîé ôîðìóëå ñòîè-
ìîñòü äåíåã S0 ñåãîäíÿ ÷åðåç èõ áóäóùóþ ñòîèìîñòü St, ïîëó÷èì:

S0 =
St

(1 + r)t
=

St
er̃t
.

Ãîâîðÿò, ÷òî áóäóùèå âûïëàòû äèñêîíòèðóþòñÿ (óìåíüøàþòñÿ) äëÿ ïî-
ëó÷åíèÿ èõ òåêóùåé öåíû. Äëÿ âûáîðà ìåæäó íåñêîëüêèìè èíâåñòèöè-
îííûìè âîçìîæíîñòÿìè èõ ïðèâîäÿò ê ñåãîäíÿøíåé ñòîèìîñòè è ñðàâíè-
âàþò ñ àëüòåðíàòèâíîé âîçìîæíîñòüþ ðàçìåùåíèÿ ñðåäñòâ íà äåïîçèòå.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêîòîðûé àêòèâ íà ïðîòÿæåíèè n ëåò åæåãîäíî
äà¼ò ñóììû (ôèíàíñîâûå ïîòîêè) C1, ..., Cn. Êàêîâà ñïðàâåäëèâàÿ ñòîè-
ìîñòü òàêîãî àêòèâà ñåãîäíÿ? Èäåÿ å¼ âû÷èñëåíèÿ îñíîâàíà íà ìåòîäå
àíàëîãèé. Åñëè áóäåò ñôîðìèðîâàí íàáîð äåïîçèòîâ, êîòîðûå ãåíåðÿò
ýêâèâàëåíòíûé äåíåæíûé ïîòîê, òî åãî âåëè÷èíà äîëæíà ðàâíÿòüñÿ ñòî-
èìîñòè àêòèâà, òàê êàê îíè áóäóò íåðàçëè÷èìû. ×òîáû ÷åðåç ãîä ïî-
ëó÷èòü C1, ñåãîäíÿ â áàíêå íåîáõîäèìî ðàçìåñòèòü ãîäîâîé äåïîçèò íà
ñóììó C1/(1 + r). ×òîáû ÷åðåç äâà ãîäà ïîëó÷èòü C2, ïîòðåáóåòñÿ åù¼
îäèí äåïîçèòíûé äîãîâîð ñ ïðàâîì ðåèíâåñòèðîâàíèÿ ïðîöåíòîâ è íà-
÷àëüíîé ñóììîé C2/(1 + r)2, è ò.ä. Âñå ýòè äåïîçèòíûå êîíòðàêòû äàþò
íà÷àëüíóþ ñóììó, êîòîðàÿ è áóäåò ãåíåðèòü ïîòîêè C1, ..., Cn. Ïîýòîìó
áóäóùèå äåíåæíûå ïîòîêè íåîáõîäèìî äèñêîíòèðîâàòü è ñëîæèòü.
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• C32 Åâðîïåéñêèå îïöèîíû â êàðòèíêàõ (ñòð. 227). Ðàññìîòðèì ñòî-
èìîñòü call-îïöèîíà ïî ôîðìóëå Áëýêà-Øîóëçà, êàê ôóíêöèþ òåêóùåé
öåíû àêòèâà x0 ïðè ôèêñèðîâàííîì ñòðàéêå xs = 150 è ãîäîâîé âîëà-
òèëüíîñòè σ = 15%. Íà êàæäîì ðèñóíêå ñâåðõó âíèç ïðèâåäåíî ïî ïÿòü
êîíòðàêòîâ ñ ÷èñëîì êàëåíäàðíûõ äíåé 360, 180, 90, 30 è 0 äî èñòå÷åíèÿ
îïöèîíà.
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Åñëè ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé áóäóùåé öåíû W (x) èìååò ìàêñèìóì
ïðè x = x0 è äîñòàòî÷íî áûñòðî óáûâàåò ïðè îòêëîíåíèÿõ îò íåãî, òî
ñèëüíûé ñäâèã x0 âïðàâî ïðèâîäèò (8.11) äëÿ ïðåìèè îïöèîíà ê âûðàæå-
íèþ C = 〈x〉−xse−r t ∼ x0−xse−r t. Ïîýòîìó àñèìïòîòè÷åñêàÿ âðåìåííàÿ
ñòîèìîñòü îïöèîíà âûøå åãî âíóòðåííåé ñòîèìîñòè x0−xs. Ïðè íóëåâîé
ïðîöåíòíîé ñòàâêå è î÷åíü çíà÷èòåëüíûõ îòêëîíåíèÿõ òåêóùåé êîòèðîâ-
êè îò ñòðàéêîâîé âðåìåííàÿ ñòîèìîñòü îïöèîíà ðàâíà íóëþ. Ñëåâà îò
ñòðàéêà âðåìåííàÿ ñòîèìîñòü call-îïöèîíà âñåãäà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.
Öåíà call-îïöèîíà ïðè ïðî÷èõ ðàâíûõ óñëîâèÿõ ïîâûøàåòñÿ ñ óâåëè-

÷åíèåì ïðîöåíòíîé ñòàâêè. Äëÿ åâðîïåéñêîãî put-îïöèîíà, íàîáîðîò, âå-
ëè÷èíà ïðåìèè ïàäàåò ïðè óâåëè÷åíèè ïðîöåíòíîé ñòàâêè è ìîæåò îêà-
çàòüñÿ íèæå åãî âíóòðåííåé ñòîèìîñòè:
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Âàæíî ïîìíèòü, ÷òî ïðè ðîñòå öåíû x0 ïðåìèè call-îïöèîíîâ ðàñòóò,
à ïðåìèè put-îïöèîíîâ ïàäàþò, è íàîáîðîò; ðîñò ïðîöåíòíîé ñòàâêè
óâåëè÷èâàåò öåíó call-îïöèîíà è óìåíüøàåò put.
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• C33 Íà÷àëüíîå èëè êîíå÷íîå óñëîâèå? (ñòð. 231). Îáðàòèì âíèìàíèå
íà íåêîòîðóþ ëèíãâèñòè÷åñêóþ îñîáåííîñòü òåðìèíà �íà÷àëüíîå óñëî-
âèå�. Íà ñàìîì äåëå îíî íå íà÷àëüíîå, à êîíå÷íîå, òàê êàê âðåìÿ ðàçâè-
âàåòñÿ îò ïðîèçâîëüíîãî ìîìåíòà t < te ê ôèíàëüíîìó t = te. Îäíàêî
âñåãäà ìîæíî ïåðåéòè ê ïåðåìåííîé τ = te−t, äëÿ êîòîðîé íà÷àëüíîå çíà-
÷åíèå τ = 0 äåéñòâèòåëüíî áóäåò íà÷àëüíûì óñëîâèåì B(τ = 0) = 1 ïðè
ðåøåíèè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Ïåðåìåííàÿ τ = te − t èìååò
ñìûñë âðåìåíè, îñòàâøåãîñÿ äî èñòå÷åíèÿ îáëèãàöèè. Ïî ñâîåìó ñìûñëó
îíî óìåíüøàåòñÿ, ñòðåìÿñü ê íóëþ.
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