
Ãëàâà 2

Ìàòåìàòèêà âåðîÿòíîñòåé

Íàóêà íà÷èíàåòñÿ, êîãäà ñóùíîñòè, î êîòîðûõ ìû ãîâîðèì, ñòàíîâÿòñÿ âå-
ëè÷èíàìè, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ìîæíî èçìåðèòü. ×èñëà � ýòî ôóíäàìåíò ëþáîé
òåîðèè, îíè æå ÿâëÿþòñÿ å¼ êîíå÷íîé öåëüþ.
Â ôèçèêå è õèìèè ïðîöåññ èçìåðåíèÿ íå ìîæåò áûòü ñäåëàí ñêîëü óãîäíî

òî÷íûì. Â áèîëîãèè è ñîöèàëüíûõ íàóêàõ ñèòóàöèÿ åù¼ áîëåå ñëîæíàÿ. Ïðè
ïðîâåäåíèè îäíîòèïíûõ íàáëþäåíèé ïîëó÷àþòñÿ ðàçëè÷íûå ðåçóëüòàòû, êàêè-
ìè áû òî÷íûìè �ïðèáîðàìè� è ìåòîäèêàìè ìû íå ïîëüçîâàëèñü. Ñîöèàëüíàÿ,
ýêîíîìè÷åñêàÿ ñðåäà ïîñòîÿííî èçìåíÿåòñÿ, ÿâëÿÿñü â èçâåñòíîé ìåðå ñóáúåê-
òèâíîé è ïîäâåðæåííîé ìíîãî÷èñëåííûì âíåøíèì è âíóòðåííèì ñëó÷àéíûì
ôàêòîðàì. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî óìåòü íåéòðàëèçîâàòü íåèçáåæíóþ íåòî÷íîñòü
ýìïèðè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé.
�Âåðîÿòíîñòü� ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ ñèíîíèìîì ê ñëîâó �áóäóùåå�. Çíà÷åíèå öå-

íû ôèíàíñîâîãî èíñòðóìåíòà ÷åðåç ãîä, çàâòðà, èëè äàæå ÷åðåç îäíó ìèíóòó
ñóùåñòâóåò òîëüêî â âèäå ñïåêòðà âîçìîæíîñòåé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ìîæåò
ðåàëèçîâàòüñÿ. Ìåòîäû ìàòåìàòèêè âåðîÿòíîñòåé ëåæàò â îñíîâå áîëüøèíñòâà
ñîâðåìåííûõ ôèíàíñîâûõ òåîðèé, êîòîðûå ó÷èòûâàþò ñëó÷àéíûé, ñòîõàñòè÷å-
ñêèé õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ èññëåäóåìûõ îáúåêòîâ. Âåðîÿòíîñòíûå çàêîíîìåðíî-
ñòè, îïðåäåëÿþùèå äèíàìèêó öåí íà ôèíàíñîâûõ ðûíêàõ, ëåæàò â îñíîâå òåî-
ðèè äèâåðñèôèêàöèè, äåðèâàòèâîâ è ìåòîäîâ ïðîãíîçèðîâàíèÿ.
Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì áàçîâûé ñòîõàñòè÷åñêèé �ÿçûê�, êîòîðûé áóäåò

èñïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì. Îñíîâíûì îáúåêòîì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíàÿ ïåðå-
ìåííàÿ, ðàñïðåäåëåíèå å¼ âåðîÿòíîñòåé, èíòåãðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè è êîð-
ðåëÿöèîííûå ñâÿçè ñ äðóãèìè âåëè÷èíàìè.
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2.1 Ñðåäíåå

Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ âåëè÷èíó, ðàçëè÷íûå íàáëþäåíèÿ (èçìåðåíèÿ) êîòî-
ðîé äàþò íàì íàáîð ÷èñåë x1, x2, ... Ýòî ìîãóò áûòü çíà÷åíèÿ åæåäíåâíûõ öåí
ôèíàíñîâîãî èíñòðóìåíòà èëè äîõîäíîñòè íåêîòîðîé òîðãîâîé ñèñòåìû. Íà-
ïðèìåð, åæåäíåâíûå ëîãàðèôìè÷åñêèå èçìåíåíèÿ â ïðîöåíòàõ àìåðèêàíñêîãî
ôîíäîâîãî èíäåêñà S&P500 â òå÷åíèå íåäåëè äî è ïîñëå îêòÿáðüñêîãî êðàõà
1987 ãîäà èìåëè çíà÷åíèÿ:

x = -0.54, 1.64, -3.00, -2.37, -5.30, -22.9, 5.20, 8.71, -4.00, -0.01

×èñëà x1, x2, .., xn ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê âîçìîæíûå ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû x. Íà ïåðâîì ýòàïå èññëåäîâàíèÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå xi íåçàâè-
ñèìû äðóã îò äðóãà. Èíûìè ñëîâàìè, ìû íå èíòåðåñóåìñÿ ïîðÿäêîì èõ ïîñòóï-
ëåíèÿ è ìîæåì ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ïåðåìåøàòü.

• Ïóñòü çíà÷åíèå xi âñòðå÷àåòñÿ ni ðàç, à îáùåå êîëè÷åñòâî ÷èñåë ðàâíî n.
Ìû íàçûâàåì àðèôìåòè÷åñêèì ñðåäíèì, èëè ïðîñòî ñðåäíèì x âåëè÷èíó:

x̄ = ⟨x⟩ = 1

n

∑
i

xini =
∑
i

xipi =

∞∫
−∞

x P (x)dx, (2.1)

ãäå pi = ni/n - îòíîñèòåëüíûå ÷àñòîòû (èëè âåðîÿòíîñòè, ñòð.450) ïîÿâëå-
íèÿ òîãî èëè èíîãî çíà÷åíèÿ xi. Åñëè âñå xi ðàçëè÷íû, òî ñðåäíåå ðàâíî èõ
ñóììå, äåë¼ííîé íà n. ×åì âåðîÿòíåå çíà÷åíèå xi, òåì áîëüøèé âêëàä îíî äà¼ò
â ñðåäíåå.

Áîëüøèíñòâî ôèíàíñîâûõ âåëè÷èí � ýòî âåùåñòâåííûå ÷èñëà, ïîýòîìó óäîá-
íî ïåðåéòè ê íåïðåðûâíîìó ïðåäåëó, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî âìåñòî ñóììû âîç-
íèêàåò èíòåãðàë. Íà ðèñóíêå çàøòðèõîâàííàÿ îáëàñòü äàåò ÷àñòîòó òîãî, ÷òî
çíà÷åíèå x áóäåò îêàçûâàòüñÿ â èíòåðâàëå îò x äî x+ dx. Òàêèì îáðàçîì, P (x)
� ýòî ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé:

P(x)

pi = P(x) dx

x x+dx

dx

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ âåðîÿòíîñòè pi íåîáõîäèìî óìíîæèòü ôóíêöèþ P (x) íà èíòåð-
âàë dx. Èíòåãðàë (ñòð.494) � ýòî ñîêðàùåííîå îáîçíà÷åíèå ïðîöåäóðû âû÷èñ-
ëåíèÿ ïëîùàäè ïîä êðèâîé, ðàâíîé ñóììå óçêèõ ñòîëáèêîâ øèðèíîé dx.
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• Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî x ïðèíèìàåò êàêîå-ëèáî çíà÷åíèå, ðàâíà åäèíèöå è
ñîîòâåòñòâóåò ïîëíîé ïëîùàäè ïîä êðèâîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ:∑

i

pi =

∞∫
−∞

P (x)dx = 1.

Ýòî ðàâåíñòâî íàçûâàþò óñëîâèåì íîðìèðîâêè.

• Ìåäèàííûì ñðåäíèì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû x ÿâëÿåòñÿ òàêîå çíà÷åíèå me,
äëÿ êîòîðîãî ÷èñëî íàáëþäåíèé, ìåíüøèõ ìåäèàííîãî (x < me) è áîëüøèõ
(x > me), îäèíàêîâî. Ïîýòîìó ñëåâà è ñïðàâà îò me ïëîùàäè ïîä êðèâîé P (x)
ñîâïàäàþò è ðàâíû 1/2. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìåäèàííîãî ñðåäíåãî â ñëó÷àå êîíå÷íî-
ãî íàáîðà n ÷èñåë x1,.., xn èõ íåîáõîäèìî îòñîðòèðîâàòü â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ.
Òîãäà ìåäèàíà äëÿ íå÷¼òíûõ n áóäåò ðàâíà öåíòðàëüíîìó ÷èñëó, à äëÿ ÷¼òíûõ
� ñåðåäèíå ìåæäó äâóìÿ öåíòðàëüíûìè ÷èñëàìè. Äëÿ 10-òè èçìåíåíèé S&P500:
x̄ = −2.26%, à me = −1.46% = (−2.37− 0.54)/2.

−22.9, −5.3, −4.00, −3.00, −2.37, −0.54, −0.01, 1.64, 5.20, 8.71

Â äàííûõ, èìåþùèõ áîëüøèå âûáðîñû, ìåäèàííîå ñðåäíåå çà÷àñòóþ áîëåå àäåê-
âàòíî õàðàêòåðèçóåò âåëè÷èíó x, ÷åì îáû÷íîå àðèôìåòè÷åñêîå ñðåäíåå. Â ðóñ-
ñêîé âåðñèè Excel ñðåäíåå âû÷èñëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè âûçîâà ôóíêöèè ÑÐÇÍÀ×(),
à äëÿ ìåäèàííîãî ñðåäíåãî ïðåäíàçíà÷åíà ôóíêöèÿ ÌÅÄÈÀÍÀ().
Âîçìîæíà ïðîìåæóòî÷íàÿ ìåæäó ìåäèàíîé è ñðåäíèì ìåðà, êîãäà îòáðàñû-

âàþò ÷åòâåðòü ñàìûõ áîëüøèõ è ñàìûõ ìàëåíüêèõ çíà÷åíèé, à ïî îñòàâøèìñÿ
âû÷èñëÿþò ïðîñòîå àðèôìåòè÷åñêîå ñðåäíåå -1.48 = (-3.00-2.37-0.54-0.01)/4.

• Íàèáîëåå âåðîÿòíîå çíà÷åíèå mo íàçûâàþò ìîäîé. Â òî÷êå ìîäû ïëîòíîñòü
âåðîÿòíîñòè äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ P (mo) = max. Áîëü-
øèíñòâî ðàñïðåäåëåíèé, âñòðå÷àþùèõñÿ íà ïðàêòèêå, èìåþò íå áîëåå îäíîãî
ìàêñèìóìà, è, ñîîòâåòñòâåííî, ìîäà îáû÷íî õîðîøî îïðåäåëåíà:

max

P(x)

mo me x

1/2

Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ íå ñèììåòðè÷íîãî âîêðóã ìîäû ðàñïðåäåëåíèÿ P (x)
àðèôìåòè÷åñêîå ñðåäíåå, ìåäèàíà è ìîäà èìåþò ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ. Êàæäàÿ
èç ýòèõ âåëè÷èí òàê èëè èíà÷å õàðàêòåðèçóåò ñëó÷àéíûå ÷èñëà, èõ íàèáîëåå
�òèïè÷íûå� çíà÷åíèÿ.
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• Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ñðåäíåå ëþáîé ôóíêöèè R(x):

R(x) = ⟨R(x)⟩ =
∑
i

R(xi) · pi =
∞∫

−∞

R(x) · P (x) dx. (2.2)

Íàïðèìåð, åñëè R(x) ðàâíà äîõîäó, ïîëó÷àåìîìó ïðè òîì èëè èíîì çíà÷åíèè
ñëó÷àéíîãî ïàðàìåòðà x, òî ôîðìóëà (2.2) äà¼ò íàì âåëè÷èíó ñðåäíåãî äîõîäà
êàê âçâåøåííóþ ñóììó âñåõ âîçìîæíûõ äîõîäîâ (ñòð. 450).
Ìû íå áóäåì ðàçëè÷àòü ïðè îáîçíà÷åíèè ñðåäíåãî ÷åðòó ñâåðõó èëè ôèãóð-

íûå ñêîáêè, èñïîëüçóÿ äëÿ êîðîòêèõ âûðàæåíèé ÷åðòó, à äëÿ äëèííûõ � ñêîáêè.
Â ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå äëÿ ñðåäíåãî ⟨R⟩ èñïîëüçóþò òàêæå ñëåäóþùèå
îáîçíà÷åíèÿ: E(R) èëè M(R). Ñðåäíåå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëîì, òàê êàê, ïîä-
ñòàâëÿÿ â èíòåãðàë èëè ñóììó òó èëè èíóþ ôóíêöèþR(x), ìû ïîëó÷àåì (ñòàâèì
åé â ñîîòâåòñòâèå) ÷èñëî.
Ïðè âû÷èñëåíèè ñðåäíåãî îò ôóíêöèè ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé x çà çíàê óñðåä-

íåíèÿ ìîæíî âûíîñèòü êîíñòàíòó è ðàçáèâàòü ñðåäíåå íà ñëàãàåìûå:

⟨αf(x)⟩ = α ⟨f(x)⟩ , ⟨f(x) + g(x)⟩ = ⟨f(x)⟩+ ⟨g(x)⟩ .

Íî ýòî è âñ¼! Íåëèíåéíûå ôóíêöèè, â îáùåì ñëó÷àå, íå ìîãóò áûòü âûíåñåíû
èç-ïîä çíàêà ñðåäíåãî (ñóììû èëè èíòåãðàëà):

⟨
x2
⟩
̸= ⟨x⟩2, ⟨

√
x⟩ ̸=

√
⟨x⟩.

• Ýòî ñâîéñòâî ñðåäíåãî ïðèâîäèò ê ðàçëè÷íûì íåîáû÷íûì ýôôåêòàì, ÷àñòî
ïðîÿâëÿþùèìñÿ ïðè ïðîâåäåíèè ôèíàíñîâûõ âû÷èñëåíèé. Ðàññìîòðèì çàáàâ-
íûé ïàðàäîêñ Ñèãåëÿ (Siegel, 1972). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñåãîäíÿ êóðñ åâðî ïî
îòíîøåíèþ ê äîëëàðó ðàâåí åäèíèöå x =¿/�=1, è èçâåñòíî, ÷òî ðàâíîâåðîÿò-
íî îí ìîæåò âûðàñòè äî 2 èëè îïóñòèòüñÿ äî 1/2. Â êàêîé âàëþòå öåëåñîîáðàçíî
äåðæàòü ñâîè ñðåäñòâà? Ñðåäíåå çíà÷åíèå áóäóùåãî êóðñà áîëüøå åäèíèöû:

⟨x⟩ =
2∑

i=1

xi · pi = 2 · 1
2
+

1

2
· 1
2
=

5

4
> 1,

ïîýòîìó åâðî âûãëÿäèò ïðåäïî÷òèòåëüíåå. Îäíàêî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, êóðñ äîë-
ëàðà ê åâðî 1/x =�/¿ òàêæå ðàâíîâåðîÿòíî ïðèìåò çíà÷åíèÿ 1/2 è 2, ïîýòîìó
åãî ñðåäíåå çíà÷åíèå òîæå îêàçûâàåòñÿ áîëüøå åäèíèöû. Òàê êàêàÿ æå èç âàëþò
áîëåå äîõîäíà?
Ïðè÷èíà âîçíèêíîâåíèÿ ïàðàäîêñà ñîñòîèò â òîì, ÷òî, â îáùåì ñëó÷àå:

1/ ⟨x⟩ ̸= ⟨1/x⟩ .

Ñèòóàöèÿ îñëîæíÿåòñÿ, åñëè ñåãîäíÿ íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü �ñïðàâåäëèâîå�
çíà÷åíèå ôîðâàðäíîãî êóðñà ñ ïîñòàâêîé â áóäóùåì. Åñëè åãî çíà÷åíèå ðàâ-
íî ñðåäíåìó áóäóùèõ êóðñîâ, òî ôîðâàðäû íå óäîâëåòâîðÿþò åñòåñòâåííîìó
ñîîòíîøåíèþ ⟨¿/�⟩ · ⟨�/¿⟩ = 1.
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• Åù¼ îäíà íåîáû÷íàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò ïðè ðàññìîòðåíèè ñðåäíåãî îò
ëîãàðèôìà öåíû. Òàê êàê

⟨ln x⟩ ̸= ln ⟨x⟩ ,
òî ñòîèìîñòü íåêîòîðîãî ôèíàíñîâîãî àêòèâà x ìîæåò â ñðåäíåì óâåëè÷èâàòü-
ñÿ, â òî âðåìÿ êàê ëîãàðèôìè÷åñêàÿ äîõîäíîñòü îò åãî îáëàäàíèÿ áûòü îòðè-
öàòåëüíîé. Íàïðèìåð, åñëè íà÷àëüíàÿ öåíà x0 ðàâíîâåðîÿòíî â äâà ðàçà óâåëè-
÷èâàåòñÿ 2x0 èëè â 4 ðàçà óìåíüøàåòñÿ x0/4, íåñëîæíî âèäåòü (l ñòð.550), ÷òî
ñðåäíÿÿ ëîãàðèôìè÷åñêàÿ äîõîäíîñòü îòðèöàòåëüíà, õîòÿ ñðåäíÿÿ ñòîèìîñòü
àêòèâà ðàñò¼ò: ⟨

ln
x

x0

⟩
= − ln

√
2 < 0, ⟨x⟩ = 9x0

8
> x0.

Ñòîèò ëè èíâåñòèðîâàòü â òàêîé àêòèâ?

• Îòìåòèì åù¼ ïåòåðáóðãñêèé ïàðàäîêñ (Áåðíóëè, 1713). Ïóñòü áóäóùèå öåíû
xk = 2k = 2, 4, 8, .. ôèíàíñîâîãî èíñòðóìåíòà ðåàëèçóþòñÿ ñ âåðîÿòíîñòÿìè
pk = 1/2k = 1/2, 1/4, 1/8, .. Êàêàÿ åãî òåêóùàÿ öåíà ÿâëÿåòñÿ ñïðàâåäëèâîé è
äëÿ ïîêóïàòåëÿ è äëÿ ïðîäàâöà? Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ⟨x⟩ ðàâíî áåñêîíå÷íîñòè.
Îäíàêî âðÿä ëè êòî-ëèáî ãîòîâ çàïëàòèòü îäèí ìèëëèîí çà ýòîò èíñòðóìåíò, òàê
êàê ñ âåðîÿòíîñòüþ p1+ ..+ p19 =0.999998 îí ïîëó÷èò óáûòîê (x20 = 220 ∼ 106).

• Ïðîèñõîæäåíèå ïîäîáíûõ ïàðàäîêñîâ ñâÿçàíî ñ íåêðèòè÷íûì �àáñîëþòè-
çèðîâàíèåì� ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ êàê åäèíñòâåííîé ìåðû, õàðàêòåðèçóþùåé âîç-
ìîæíóþ ðåàëèçàöèþ ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ. Â Ñòîõàñòè÷åñêîì Ìèðå áóäóùåå
ìíîãîâàðèàíòíî è îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè P (x), à
íå îäíèì ÷èñëîì ⟨x⟩. Íàïðèìåð, äâå ðàçëè÷íûå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè áóäóùåé
öåíû ìîãóò èìåòü îäèíàêîâûå ñðåäíèå, îäíàêî ýòî íå îçíà÷àåò, ÷òî îíè ýêâè-
âàëåíòíû äëÿ èíâåñòîðà. Íàïðîòèâ, äëÿ íèõ ìîãóò áûòü ðàçëè÷íû ìåäèàíà,
ìîäà èëè âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü äîõîä. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò îïðåäåë¼í-
íûå êðèòåðèè äëÿ âûáîðà ìåæäó ýòèìè èíâåñòèöèîííûìè âîçìîæíîñòÿìè.
Íå ìåíåå âàæíûì ÿâëÿåòñÿ íåïðèÿòèå ðèñêà è æåëàíèå ÷àùå ïîëó÷àòü ïîëî-

æèòåëüíûå ýìîöèè. Â ðåçóëüòàòå ñèëüíî íåñèììåòðè÷íàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíî-
ñòè, äàþùàÿ áîëüøèå äîõîäû ñ ìàëîé âåðîÿòíîñòüþ, äëÿ áîëüøèíñòâà îêàæåòñÿ
ìåíåå ïðåäïî÷òèòåëüíîé, ÷åì áîëåå ñèììåòðè÷íàÿ, äàæå ïðè îäèíàêîâûõ ñðåä-
íèõ çíà÷åíèÿõ. Èìååò ñìûñë ñðàâíèòü ñîáñòâåííîå âîñïðèÿòèå äâóõ òîðãîâûõ
ñòðàòåãèé, îäíà èç êîòîðûõ ðàâíîâåðîÿòíî äà¼ò äîõîä 0 èëè 2, à âòîðàÿ, òîæå
èìåÿ ñðåäíåå ðàâíîå 1, â äåâÿòè ñëó÷àÿõ èç äåñÿòè ïðèíîñèò óáûòîê -1, è òîëüêî
ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.1 äîõîä 19.
Îñòàâëÿÿ äàëüíåéøèå ðàçìûøëåíèÿ ôèëîñîôñêîãî õàðàêòåðà ×èòàòåëþ, çà-

ìåòèì, ÷òî ëó÷øå ñòðîèòü òàêèå òîðãîâûå ñòðàòåãèè, êîòîðûå èìåþò ñèììåò-
ðè÷íóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ, ïðèíîñÿ çàìåòíóþ ïðèáûëü íåçàâèñèìî îò
ñïîñîáîâ âû÷èñëåíèÿ ñðåäíåãî è äðóãèõ âåðîÿòíîñòíûõ êðèòåðèåâ ⌣̈.
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2.2 Âîëàòèëüíîñòü

Íå ñìîòðÿ íà òî, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé P (x) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò
ñâîéñòâà ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé x, íà ïðàêòèêå îêàçûâàåòñÿ óäîáíåå ïîëüçîâàòü-
ñÿ íå âñåé ôóíêöèåé P (x), à ëèøü íåñêîëüêèìè èíòåãðàëüíûìè ïàðàìåòðàìè,
êîòîðûå å¼ äîñòàòî÷íî ïîëíî õàðàêòåðèçóþò.

Íàèáîëåå âàæíûì (ïîñëå ñðåäíåãî) ïàðàìåòðîì ÿâëÿåòñÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷-
íàÿ îøèáêà σ, èëè, íà ôèíàíñîâîì æàðãîíå, âîëàòèëüíîñòü (volatility) âåëè-
÷èíû x:

σ2 = D =
⟨
(x− x̄)2

⟩
=
∑
i

(xi − x̄)2 pi =

∞∫
−∞

(x− x̄)2 P (x)dx, (2.3)

Ñèãìà (âîëàòèëüíîñòü) � ýòî êîðåíü èç ñóììû êâàäðàòîâ îòêëîíåíèÿ êàæäî-
ãî xi îò ñðåäíåãî x̄. Êâàäðàò ñèãìû íàçûâàþò äèñïåðñèåé D èëè ìîìåíòîì
2-ãî ïîðÿäêà. Âîëàòèëüíîñòü õàðàêòåðèçóåò ñòåïåíü �ðàçìàçàííîñòè�, øèðèíû
ðàñïðåäåëåíèÿ, ò.å. ïîêàçûâàåò, íàñêîëüêî ñèëüíî xi ìîãóò íà ïðàêòèêå îòêëî-
íÿòüñÿ îò ñðåäíåãî x̄. Â Excel âîëàòèëüíîñòü äàííûõ âû÷èñëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè
âûçîâà ôóíêöèè ÑÒÀÍÄÎÒÊËÎÍ().

• Äèñïåðñèþ ìîæíî âû÷èñëèòü åù¼ îäíèì ñïîñîáîì. Äëÿ ýòîãî ðàñêðîåì
êâàäðàò â îïðåäåëåíèè (2.3):⟨

(x− x̄)2
⟩
=
⟨
x2 − 2x̄ · x+ x̄2

⟩
=
⟨
x2
⟩
− ⟨2x̄ · x⟩+ x̄2.

Ìíîæèòåëü 2x̄ ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîì, è åãî âñåãäà ìîæíî âûíåñòè çà ñóììó (èíòå-
ãðàë) óñðåäíåíèÿ, à òàê êàê îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ñðåäíåãî ⟨x⟩ è x̄ ýêâèâàëåíòíû:
⟨2x̄ · x⟩ = 2x̄ · ⟨x⟩ = 2 ⟨x⟩2, òî ìû ïðèõîäèì ê äâóì ñïîñîáàì âû÷èñëåíèÿ äèñ-
ïåðñèè:

σ2 = D =
⟨
(x− x̄)2

⟩
=
⟨
x2
⟩
− ⟨x⟩2 . (2.4)

Äèñïåðñèÿ ðàâíà èëè ñðåäíåìó êâàäðàòó ðàçíîñòè âåëè÷èíû è å¼ ñðåäíåãî, èëè
ðàçíîñòè ñðåäíåãî êâàäðàòà è êâàäðàòà ñðåäíåãî ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ⌣̈.

Óìåñòíî åù¼ ðàç îáðàòèòü âíèìàíèå íà ïðîñòîé, íî âàæíûé ôàêò. Ñðåäíåå
êâàäðàòà è êâàäðàò ñðåäíåãî � ýòî äâå áîëüøèå ðàçíèöû:

⟨
x2
⟩
=
∑
i

x2ipi, ⟨x⟩2 =

(∑
i

xipi

)2

.

Ò.å. â ïåðâîì ñëó÷àå ìû ñíà÷àëà âîçâîäèì â êâàäðàò, à çàòåì ñóììèðóåì, à âî
âòîðîì � íàîáîðîò: a2 + b2 ̸= (a+ b)2. Ìû îïÿòü ñòàëêèâàåìñÿ ñ îñîáåííîñòÿìè
âû÷èñëåíèÿ ñðåäíèõ äëÿ íåëèíåéíûõ ôóíêöèé.
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• ×òîáû âèçóàëüíî ïðåäñòàâèòü ñåáå ôèíàíñîâûé ñìûñë âîëàòèëüíîñòè, ðàñ-
ñìîòðèì åæåäíåâíûå èçìåíåíèÿ â ïðîöåíòàõ öåíû íåêîòîðîãî ôèíàíñîâîãî èí-
ñòðóìåíòà (àêöèè, èíäåêñà) ñ íåáîëüøèì ñðåäíèì è âûñîêîé âîëàòèëüíîñòüþ
(èìåííî ýòî îáû÷íî è íàáëþäàåòñÿ íà ïðàêòèêå). Åñëè âîëàòèëüíîñòü σ = 2%,
òî ìû áóäåì íàáëþäàòü ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ åæåäíåâíûõ äîõîäíîñòåé:

-2%

0%

2%=2%:

Äëÿ áîëåå âîëàòèëüíîé áóìàãè ñ σ = 4% äèàãðàììà áóäåò âûãëÿäåòü çíà÷è-
òåëüíî áîëåå �ïóøèñòîé� èëè, â çàâèñèìîñòè îò ìèðîâîñïðèÿòèÿ, � �êîëþ÷åé�:

-4%

0%

4%
=4%:

-2%

2%

Êîëþ÷åñòü öåíîâîé äèíàìèêè ÷àñòî îòîæäåñòâëÿþò ñ ðèñêîâàííîñòüþ öåí-
íîé áóìàãè. Ìå÷òà èíâåñòîðà � ýòî âûñîêèå ñðåäíèå äîõîäíîñòè ïðè íèçêèõ
âîëàòèëüíîñòÿõ, äðóãèìè ñëîâàìè, ìàêñèìàëüíîñòü îòíîøåíèÿ Øàðïà: x̄/σ.

Åñëè ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè ñèììåòðè÷íî è åãî ìàêñèìóì ñîâïàäàåò ñî
ñðåäíèì, òî âîëàòèëüíîñòü èíîãäà íàçûâàþò ñòàíäàðòíîé îøèáêîé, òàê êàê
îíà õàðàêòåðèçóåò íàèáîëåå òèïè÷íûé äèàïàçîí ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû âîêðóã å¼ ñðåäíåãî:

x = x̄± σ = [x̄− σ ... x̄+ σ].

Äëÿ ñèëüíî íåñèììåòðè÷íûõ ðàñïðåäåëåíèé äèàïàçîí x̄ ± σ óæå íå ñòîëü
�õàðàêòåðåí�. Íàïðèìåð, äëÿ ïðèâåäåííîãî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ïðèìåðà ñ
xi = {−1, 19} è pi = {0.9, 0.1} íåñëîæíî ïîëó÷èòü ⟨x⟩ = 1, à

⟨
x2
⟩
= 37. Ïîýòîìó

âîëàòèëüíîñòü σ = 6. Îäíàêî äèàïàçîí 1±6 ìàëî ÷òî îòðàæàåò äëÿ ïîíèìàíèÿ
âîçìîæíûõ çíà÷åíèé xi.

Äëÿ ñèììåòðè÷íîãî ñëó÷àÿ ñ xi = {0, 2} è pi = {0.5, 0.5} èìååì ⟨x⟩ = 1,
σ = 1 è äèàïàçîí x = 1± 1 âïîëíå ñîîòâåòñòâóåò äåéñòâèòåëüíîñòè.

Çàìåòèì, ÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå âîëàòèëüíîñòü â øåñòü ðàç âûøå, ÷åì âî âòî-
ðîì. Èìåííî ýòî áûëî èíòåãðàëüíîé ïðè÷èíîé íåïðèÿòèÿ áîëåå âûñîêîãî ðèñêà,
àññîöèèðóåìîãî ñ âîëàòèëüíîñòüþ.
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2.3 Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

• Íà ïðàêòèêå ÷àñòî âîçíèêàåò ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè, áëèçêàÿ ê íîðìàëü-
íîìó ðàñïðåäåëåíèþ èëè ðàñïðåäåëåíèþ Ãàóññà:

P (x) =
1

σ
√
2π

exp

[
−(x− x̄)2

2σ2

]
. (2.5)

Îíî õàðàêòåðíî äëÿ ñèòóàöèè, êîãäà íà ïåðåìåííóþ x îêàçûâàåò âîçäåéñòâèå
ìíîæåñòâî íåñâÿçàííûõ äðóã ñ äðóãîì âíåøíèõ ôàêòîðîâ, è îíà ôëóêòóèðóåò
âîêðóã ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ. Îäíàêî òåðìèí �íîðìàëüíîå� íå äîëæåí ââîäèòü â
çàáëóæäåíèå. Ýìïèðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé èíîãäà ìîæåò ñóùå-
ñòâåííî îòëè÷àòüñÿ îò íîðìàëüíîãî.
Ôóíêöèÿ (2.5) îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè � x̄ è σ. Äëÿ íîðìàëüíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ ìîäà, ìåäèàííîå è àðèôìåòè÷åñêîå ñðåäíèå ñîâïàäàþò ïî âå-
ëè÷èíå è ðàâíû ïàðàìåòðó x̄. Ïàðàìåòð σ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âîëàòèëüíîñòü
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû x (l ñòð.550).

0.40/σ

0.24/σ

0.05/σ

σx+ 2σx+σx-2σx- x3σx- 3σx+

Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé x = x̄ è èç-
ìåíÿåò ñâîþ êðèâèçíó â òî÷êàõ ïåðåãèáà x = x̄ ± σ. Â ìàêñèìóìå ïëîòíîñòü
âåðîÿòíîñòè äîñòèãàåò çíà÷åíèÿ P (x̄) = 1/σ

√
2π ≈ 0.40/σ. ×åì áîëüøå σ, òåì

�êîëîêîë� ðàñïðåäåëåíèÿ øèðå è íèæå. Ïîýòîìó ïðè áîëüøèõ σ áîëåå âåðîÿòíû
ñóùåñòâåííûå îòêëîíåíèÿ âåëè÷èíû x îò ñâîåãî ñðåäíåãî x̄.

• Äëÿ ïîëó÷åíèÿ âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà îêàæåòñÿ â èí-
òåðâàëå x = [x1..x2], íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü èíòåãðàë îò x1 äî x2: Â ñëó÷àå
ðàñïðåäåëåíèÿ Ãàóññà ïîñëå çàìåíû z = (x− x̄)/σ ýòà âåðîÿòíîñòü ìîæåò áûòü
çàïèñàíà â ñëåäóþùåì âèäå:

p(x1 6 x 6 x2) =

x2∫
x1

P (x) dx =

(x2−x̄)/σ∫
(x1−x̄)/σ

e−z2/2

√
2π

dz. (2.6)

Â ðåçóëüòàòå ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ x̄, σ, è îíè
�ïåðåáèðàþòñÿ� â ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ.
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• Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, ðàñïðåäåë¼ííóþ ïî Ãàóññó ñ ïàðàìåòðàìè
x̄ = 0, σ = 1. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ìû áóäåì íàáëþäàòü å¼ â èíòåðâàëå [−x...x],
îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ëàïëàñà:

Φ(x) =

x∫
−x

e−z2/2

√
2π

dz.

Ïðè x = 0 ïëîùàäü ïîä êðèâîé ðàâíà íóëþ, ïîýòîìó Φ(0) = 0. ×àñòî èñïîëü-
çóåìûå çíà÷åíèÿ Φ(1) = 0.683, Φ(2) = 0.955, Φ(3) = 0.997. Ïðè áîëüøèõ x
ôóíêöèÿ Ëàïëàñà ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå (óñëîâèå íîðìèðîâêè). Ê òîìó æå îíà
íå÷¼òíàÿ (àíòèñèììåòðè÷íàÿ) ôóíêöèÿ Φ(−x) = −Φ(x).
Âåðîÿòíîñòü îòêëîíåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû x ñ ïðîèçâîëüíûìè ïàðàìåò-

ðàìè x̄, σ îò ñðåäíåãî íå áîëåå, ÷åì íà ∆x â ñîîòâåòñòâèè ñ (2.6) ðàâíà:

p(x̄−∆x 6 x 6 x̄+∆x) = Φ

(
∆x

σ

)
.

Â ÷àñòíîñòè, âåðîÿòíîñòü îòêëîíåíèÿ íà âåëè÷èíó, íå ïðåâûøàþùóþ ïàðàìåòð
σ, ðàâíà Φ(1σ/σ) = Φ(1) = 0.68, èëè ðåàëèçóåòñÿ â 68% ñëó÷àåâ. Àíàëîãè÷íî,
îòêëîíåíèå íå áîëåå, ÷åì íà äâå ñèãìû Φ(2σ/σ) = Φ(2) = 0.95, ïðîèñõîäèò â
95% ñëó÷àåâ. Ýêñïîíåíòà óáûâàåò î÷åíü áûñòðî, ïîýòîìó ïîïóëÿðíî ïðàâèëî
òðåõ ñèãì, êîòîðîå ñ âîçìîæíîé âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè 0.003=1-0.997 ïðåäñêà-
çûâàåò, ÷òî âûáðàííûé íàóãàä xi áóäåò ëåæàòü â äèàïàçîíå x̄± 3σ.

• Èíòåãðàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ìû íàçûâàåì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àé-
íàÿ âåëè÷èíà íå ïðåâûøàåò íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ x. Äëÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè x̄ = 0 è σ = 1 èìååì:

F (x) =

x∫
−∞

e−z2/2

√
2π

dz.

F(x)

x

1

0.5

0

Ýòà ôóíêöèÿ, êàê è Φ(x), íå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç áîëåå ýëåìåíòàðíûå. Â Excel
F (x) ìîæíî âû÷èñëèòü ïðè ïîìîùè âûçîâà ÍÎÐÌÑÒÐÀÑÏ(x). Ïîíÿòíî, ÷òî
F (∞) = 1 è F (0) = 1/2 (l ñòð.550). Èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé íåñëîæíî
ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ (l ñòð.550):

F (−x) = 1− F (x), Φ(x) = 2F (x)− 1.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ èíòåãðàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (ñòð.496) äà¼ò
ôóíêöèþ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ F ′(x) = P (x).
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2.4 Îòêëîíåíèå îò íîðìàëüíîñòè

Äëÿ õàðàêòåðèñòèêè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè êðîìå âîëàòèëüíîñòè ïî-
ëåçíûìè îêàçûâàþòñÿ òàêæå è ìîìåíòû îòêëîíåíèÿ îò ñðåäíåãî áîëåå âûñîêèõ
ñòåïåíåé, ÷åì âòîðàÿ. Îíè íàçûâàþòñÿ àñèììåòðèåé è ýêñöåññîì:

asym =

⟨
(x− x̄)3

⟩
σ3

, excess =

⟨
(x− x̄)4

⟩
σ4

− 3 . (2.7)

Ïîñëå äåëåíèÿ ìîìåíòîâ íà σ â ñîîòâåòñòâóþùåé ñòåïåíè îíè, â îòëè÷èå îò
ñðåäíåãî è âîëàòèëüíîñòè, ñòàíîâÿòñÿ áåçðàçìåðíûìè. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ â Excel
àñèììåòðèè íóæíî âûçâàòü ôóíêöèþ ÑÊÎÑ(), à äëÿ ýêñöåññà � ÝÊÑÖÅÑÑ().

Àñèììåòðèÿ õàðàêòåðèçóåò ñòåïåíü è íàïðàâëåíèå ñêîøåííîñòè ðàñïðåäåëå-
íèÿ îòíîñèòåëüíî ñðåäíåãî. Åñëè àñèììåòðèÿ ðàâíà íóëþ, ðàñïðåäåëåíèå, âåðî-
ÿòíåå âñåãî, ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî òî÷êè x = x̄. Åñëè îíà ïîëîæèòåëüíà,
òî ó ðàñïðåäåëåíèÿ áîëåå òîëñòûé è äëèííûé �õâîñò� ñïðàâà, åñëè îòðèöàòåëü-
íà, òî ñëåâà îò x̄. Äëÿ àñèììåòðè÷íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñðåäíåå, ìîäà è ìåäèàíà
(ñòð.35), âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷íû.

asym>0 asym<0 excess=0

excess>0

Ýêñöåññ ïîêàçûâàåò, íàñêîëüêî ìåäëåííî óáûâàåò âåðîÿòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ
ïðè áîëüøèõ îòêëîíåíèÿõ îò ñðåäíåãî. Â ñëó÷àå ðàñïðåäåëåíèÿ Ãàóññà ýêñöåññ
ðàâåí íóëþ, äëÿ ýòîãî èç áåçðàçìåðíîãî ìîìåíòà ñïåöèàëüíî âû÷èòàþò òðîéêó
(l ñòð.551). Åñëè ðàñïðåäåëåíèå íà áåñêîíå÷íîñòè óáûâàåò ìåäëåííåå, ÷åì ðàñ-
ïðåäåëåíèå Ãàóññà, òî ýêñöåññ áóäåò ïîëîæèòåëüíûì, èíà÷å � îòðèöàòåëüíûì.

Ïîëîæèòåëüíîñòü ýêñöåññà îçíà÷àåò íàëè÷èå �òîëñòûõ õâîñòîâ� â ãðàôèêå
ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè. À ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ÷àùå,
ïî ñðàâíåíèþ ñ �íîðìàëüíûì� ñëó÷àåì (ãàóññîâî ðàñïðåäåëåíèå), ìîãóò ïðîèñ-
õîäèòü ðåäêèå ñîáûòèÿ. Íàïðèìåð, îáâàëû íà ôîíäîâîì ðûíêå!

Òàê æå, êàê è â ñëó÷àå ñ âîëàòèëüíîñòüþ, ìîæíî âû÷èñëÿòü àñèììåòðèþ è
ýêñöåññ ïðè ïîìîùè ðàçëè÷íûõ ôîðìóë. Òàê, äëÿ àñèììåòðèè, âîçâîäÿ â òðåòüþ
ñòåïåíü ïîä çíàêîì óñðåäíåíèÿ, ïîëó÷àåì:

asym · σ3 =
⟨
x3
⟩
− 3

⟨
x2
⟩
⟨x⟩+ 2 ⟨x⟩3 .

Ïîýòîìó çíà÷åíèå àñèììåòðèè ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïðè ïîìîùè òð¼õ ñðåäíèõ.
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• Ïðè âû÷èñëåíèè àñèììåòðèè è ýêñöåññà íåîáõîäèìî ïîìíèòü, ÷òî îíè î÷åíü
÷óâñòâèòåëüíû ê ðåäêèì ñîáûòèÿì èëè îøèáî÷íûì âûáðîñàì äàæå ïðè áîëü-
øîì êîëè÷åñòâå íàáëþäåíèé xi.
Ôîíäîâûé èíäåêñ S&P500 ÿâëÿåòñÿ ïðåêðàñíûì �ïîëèãîíîì� äëÿ ïðîâåäå-

íèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé. Èíäåêñ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óñðåäíåíèå öåí
500 êðóïíåéøèõ àìåðèêàíñêèõ êîìïàíèé è îòðàæàåò îáùåå �íàñòðîåíèå� ôîí-
äîâîãî ðûíêà. Íà �nance.yahoo.com äîñòóïíû èñòîðè÷åñêèå äàííûå ñ 1950 ãîäà.
Â êà÷åñòâå ñëó÷àéíûõ ÷èñåë áóäåì ðàññìàòðèâàòü åæåäíåâíûå îòíîñèòåëüíûå
ëîãàðèôìè÷åñêèå èçìåíåíèÿ èíäåêñà â ïðîöåíòàõ: xt = ln(pt/pt−1).
Åñëè çà 57 ëåò (1950-2007) âû÷èñëèòü àñèììåòðèþ è ýêñöåññ âåëè÷èí xt, òî

ïîëó÷àòñÿ ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû (ïåðâàÿ ñòðîêà):

n min me max x̄ σ asym excess x > x̄ > 1σ > 2σ > 3σ
14591 -22.9 0.045 8.7 0.031 0.897 -1.30 34.3 51.1 23 4.8 1.2

14589 -9.0 0.044 5.6 0.031 0.876 -0.33 5.9 51.1 23 5.2 1.4

Â 1987 ãîäó ïðîèçîøåë îáâàë ðûíêà. Â ïîíåäåëüíèê, 19-ãî îêòÿáðÿ, èíäåêñ ê
çàêðûòèþ óïàë íà -22.9%. Ïîñëå ýòîãî âî âòîðíèê è ñðåäó ïðîèçîøëî ñòðåìè-
òåëüíîå âîññòàíîâëåíèå íà 5.2% è 8.7% ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè ýòè òðè èñêëþ-
÷èòåëüíûõ äíÿ çàìåíèòü íà îäíî ñóììàðíîå èçìåíåíèå íà -9.0%, òî çíà÷åíèÿ
àñèììåòðèè è ýêñöåññà ðàäèêàëüíî èçìåíÿòñÿ (âòîðàÿ ñòðîêà). Îáðàòèì âíè-
ìàíèå, ÷òî ÷èñëî òîðãîâûõ äíåé n, âçÿòûõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ
ïàðàìåòðîâ, ðàâíÿëîñü î÷åíü áîëüøîìó äëÿ ïðàêòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè ÷èñëó
n = 14591.

• Áîëåå óñòîé÷èâûì ê âûáðîñàì ïðèçíàêîì îòêëîíåíèÿ îò íîðìàëüíîñòè ìî-
æåò ñëóæèòü äîëÿ ÷èñåë, îòêëîíèâøèõñÿ îò ñðåäíåãî áîëåå, ÷åì íà σ, 2σ è 3σ.
Â òàáëèöå ïîñëåäíèå òðè êîëîíêè ñîîòâåòñòâóþò ïðîöåíòó äíåé, äëÿ êîòîðûõ
|x − x̄| > nσ. Â ñëó÷àå íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ýòè ÷èñëà äîëæíû áûòü
ðàâíû (32, 4.6, 0.27)%. Âèäíî, ÷òî �ðåäêèå ñîáûòèÿ� (> 3σ) íà ôîíäîâîì ðûíêå
ïðîèñõîäÿò â 5 ðàç ÷àùå, ÷åì â íîðìàëüíîì ñëó÷àå. Èçìåíåíèÿ æå, ìåíüøèå
ñèãìû, ïðîèñõîäÿò íà òðåòü ðåæå.
Äîëÿ ïðèìåðîâ, êîòîðûå áîëüøå ñðåäíåãî, íå âñåãäà õàðàêòåðèçóåò çíàê àñèì-

ìåòðè÷íîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ. Íàïðèìåð, äëÿ èíäåêñà S&P500 êðàõè ïðîèñõîäÿò
äîñòàòî÷íî ðåäêî, íî îíè áîëüøèå ïî âåëè÷èíå, ïîýòîìó åãî àñèììåòðèÿ îòðè-
öàòåëüíà. Òåì íå ìåíåå, ÷èñëî äíåâíûõ èçìåíåíèé, áîëüøèõ ñðåäíåãî (êîëîíêà
x > x̄), áûëî ðàâíî 51%, ò.å. âåðîÿòíîñòü ðîñòà ðûíêà íåìíîãî áîëüøå, ÷åì åãî
ïàäåíèÿ.
Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ îáû÷íî òðåáóåòñÿ ïðåäâàðèòåëüíàÿ

ïîäãîòîâêà è âåðèôèêàöèÿ (ïðîâåðêà) äàííûõ. Íàïðèìåð, èñêëþ÷åíèå ÿâíûõ
âûáðîñîâ. Ñëåäóåò, îäíàêî, ó÷èòûâàòü, ÷òî ïðîöåäóðà ýòà äîñòàòî÷íî ïðîèç-
âîëüíà, è çëîóïîòðåáëÿòü åþ íå ñòîèò.
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2.5 Ýìïèðè÷åñêèå ðàñïðåäåëåíèÿ

• Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé íåáîëüøîãî êîëè÷åñòâà çíà÷åíèé íåïðåðûâíîé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Íàïðèìåð, çà 20 ëåò (1987-2006 ã.) åæåêâàðòàëüíûå èçìå-
íåíèÿ (â ïðîöåíòàõ) ðåàëüíîãî Âàëîâîãî Âíóòðåííåãî Ïðîäóêòà ÑØÀ (GDP
â öåíàõ 2000 ã.) äàþò íàì n = 80 ÷èñåë:

n min me max x̄ σx asym excess x > x̄ > 1σ > 2σ > 3σ
80 -0.80 0.73 1.8 0.75 0.50 -0.34 0.58 48.8 26 6.3 1.3

Ðàçîáü¼ì íåêîòîðûé äèàïàçîí (îáû÷íî [xmin..xmax]) íà èíòåðâàëû [xi..xi+1] ñ
ðàâíîé øèðèíîé ∆x è ïîäñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî ïîïàäàíèé ýìïèðè÷åñêèõ äàííûõ
â êàæäûé èç èíòåðâàëîâ. Âûáîð øèðèíû èíòåðâàëîâ äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëåí,
è ñêîðåå ïðåñëåäóåò öåëü äîñòèæåíèÿ ýñòåòè÷åñêîãî áàëàíñà ìåæäó �ãëàäêî-
ñòüþ� ðàñïðåäåëåíèÿ è áîëüøèì ÷èñëîì òî÷åê íà êðèâîé. ×àñòî ðåêîìåíäóþò
âûáèðàòü ÷èñëî èíòåðâàëîâ, ðàâíîå 1 + 1.4 lnn (ôîðìóëà Ñòåðäæåðñà).
Â ñëó÷àå ñ GDP çàäàäèì ∆x = 0.3 è ðàñïîëîæèì èíòåðâàëû òàê, ÷òîáû

ñåðåäèíà öåíòðàëüíîãî ïðèøëàñü íà x̄ = 0.75 (ñì. ôàéë 02_stat.xls):

ëåâàÿ ãðàíèöà x1 -0.9 -0.6 -0.3 0.0 0.3 0.6 0.9 1.2 1.5

ïðàâàÿ ãðàíèöà x2 -0.6 -0.3 0.0 0.3 0.6 0.9 1.2 1.5 1.8

êîëè÷åñòâî ni 1 2 2 9 14 22 17 6 7

ïëîòíîñòü P (x) 0.04 0.08 0.08 0.38 0.58 0.92 0.71 0.25 0.29

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ÷àñòîòû ìîæíî áûëî ñðàâíèâàòü ñ òåîðåòè÷åñêèìè ôóíêöè-
ÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ, íåîáõîäèìî ni ðàçäåëèòü íà îáùåå êîëè÷åñòâî ÷èñåë n = 80
(âåðîÿòíîñòü) è íà øèðèíó èíòåðâàëà (ïëîòíîñòü): P (x) = (ni/n)/∆x.
Òàê êàê èíòåðâàëîâ íåìíîãî, åñòåñòâåííî ïðåäñòàâèòü ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè

â âèäå ãèñòîãðàììû (ñòîëáèêîâ):

-0.9 -0.6 -0.3 0.0 0.3 0.6 0.9 1.2 1.5 1.8

0.2

0.4

0.6

0.8

0.0

1.0

2.1

Ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ � ýòî íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè x̄ = 0.75 è
σ = 0.50. Âèäíî, ÷òî ôîðìóëà Ãàóññà äîñòàòî÷íî õîðîøî îïèñûâàåò ýìïèðè-
÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòîò, îäíàêî íåáîëüøèå àñèììåòðèÿ è ýêñöåññ âñ¼ æå
ñêàçûâàþòñÿ.
Ëþáîïûòíî, ÷òî íóëåâîé èëè îòðèöàòåëüíûé ýêñöåññ � äîñòàòî÷íî ðåäêîå ÿâ-

ëåíèå äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èçìåíåíèé ðàçëè÷íûõ ýêîíîìè÷åñêèõ è ôèíàíñîâûõ
âåëè÷èí.



ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÅÉ 45

• Ïîñòðîèì òåïåðü ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè äëÿ 14589 åæåäíåâíûõ ëî-
ãàðèôìè÷åñêèõ èçìåíåíèé xt = ln pt/pt−1 ôîíäîâîãî èíäåêñà S&P500 (ëåâàÿ
äèàãðàììà). ×òîáû óâèäåòü ïîâåäåíèå �õâîñòîâ� ðàñïðåäåëåíèÿ, íåîáõîäèìî ïå-
ðåéòè ê lnP (x). Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñò¼ò î÷åíü ìåäëåííî, ïîýòîìó â
ëîãàðèôìè÷åñêîì ìàñøòàáå óäîáíî ñðàâíèâàòü ñèëüíî ðàçëè÷àþùèåñÿ çíà÷å-
íèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ðàñïðåäåëåíèå Ãàóññà ïðåâðàùàåòñÿ â ïàðàáîëó (ïóíêòèð), à
ýìïèðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå èìååò ñëåäóþùèé âèä (ïðàâàÿ äèàãðàììà):

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

-3% -2% -1% 0% 1% 2% 3%

1950-2007P(x)

-7

-5

-3

-6% -4% -2% 0% 2% 4% 6%

1950-2007ln P(x)

Ñïëîøíûå ëèíèè íà ïðàâîì ðèñóíêå ñîîòâåòñòâóþò ðàñïðåäåëåíèþ Ëàïëàñà:

P (x) =
λ

2
e−λ|x−x̄| ,

èìåþùåìó âîëàòèëüíîñòü σ =
√
2/λ è ýêñöåññ excess = 3 (l ñòð.551). Âèäíî,

÷òî ðàñïðåäåëåíèå Ëàïëàñà ñóùåñòâåííî ëó÷øå, ÷åì ðàñïðåäåëåíèå Ãàóññà.
Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ìåòîäèê ïîäáîðà àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè P (x) è ïðî-

âåðêè å¼ àäåêâàòíîñòè. Îäèí èç êðèòåðèåâ, ïðåäëîæåííûé Êîëìîãîðîâûì � ýòî
ìèíèìèçàöèÿ ìàêñèìàëüíîãî îòêëîíåíèÿ D ýìïèðè÷åñêîãî èíòåãðàëüíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ Fn(x) îò òåîðåòè÷åñêîãî F (x):

D = max
x

|Fn(x)− F (x)|, ãäå F (x) =

x∫
−∞

P (z)dz.

Íà ðèñóíêå ñëåâà äàíû ýìïèðè÷åñêîå èíòåãðàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå (ñïëîøíàÿ
ëèíèÿ) è ãàóñcîâî (ïóíêòèðíàÿ). Íà ïðàâîì ðèñóíêå � îòêëîíåíèÿ ýìïèðè÷å-
ñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îò ãàóññîâîãî (ïóíêòèð) è ëàïëàñîâîãî (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ):

Âèäíî, ÷òî íàèáîëüøåå îòêëîíåíèå ýìïèðè÷åñêîãî èíòåãðàëüíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ ïðîèñõîäèò â îêðåñòíîñòè x̄± σ.



46 ÃËÀÂÀ 2.

• Ðàññìîòðèì òàêæå ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ìîäóëÿ èçìåíå-
íèÿ rt = | ln pt/pt−1| èíäåêñà S&P500 çà ïåðèîä 1950-2006 (âñåãäà rt > 0):

n min me max r̄ σ asym excess ⟩ 1σ ⟩ 2σ ⟩ 3σ
14338 0.0 0.448 9.0 0.619 0.617 2.71 15.1 13 4.3 1.7

Èíòåãðàëüíûå ïàðàìåòðû ñâèäåòåëüñòâóþò î ñóùåñòâåííîì îòêëîíåíèè îò íîð-
ìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â äàííîì ñëó÷àå. Îáðàùàþò íà ñåáÿ âíèìàíèå òàêæå
áëèçêèå çíà÷åíèÿ äëÿ ñðåäíåãî è âîëàòèëüíîñòè.
Ýìïèðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå íå èìååò ìàêñèìóìà â îêðåñòíîñòè ñðåäíåãî

çíà÷åíèÿ è ìîíîòîííî ñïàäàåò ïðè óâåëè÷åíèè rt. Ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåò-
ñòâóåò íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ (r̄, σ), à ñïëîøíàÿ � îáû÷íîé ýêñïîíåíòå
(ëåâàÿ äèàãðàììà):
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y = 1.620 exp(-1.653x)

R
2
 = 0.993

P(r)

r

y = 0.064x
2
 - 1.913x + 0.660

R
2
 = 0.995

y = -1.653x + 0.482

R
2
 = 0.993
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Ñïðàâà ïðåäñòàâëåí ëîãàðèôì ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Âèäíî, ÷òî ýìïèðè÷åñêèå
äàííûå â ëîãàðèôìè÷åñêîì ìàñøòàáå äîñòàòî÷íî õîðîøî ëîæàòñÿ íà ïðÿìóþ
ëèíèþ. Ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò òð¼õïàðàìåòðè÷åñêîé ïàðàáîëå è ïðàê-
òè÷åñêè íå óëó÷øàåò àïïðîêñèìàöèè.

Òàêèì îáðàçîì, àáñîëþòíûå èçìåíåíèÿ ôîíäîâîãî èíäåêñà çà ïåðèîä 1950-
2006 â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî îïèñàòü ïîêàçàòåëüíûì (ýêñïîíåíöèàëü-
íûì) ðàñïðåäåëåíèåì:

P (r) = λ e−λr .

Àíàëîãè÷íîå ðàñïðåäåëåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ìîäóëåé èçìåíåíèé öåí ñàìûõ
ðàçíîîáðàçíûõ ôèíàíñîâûõ èíñòðóìåíòîâ íà ðàçëè÷íûõ âðåìåííûõ èíòåðâà-
ëàõ. Äëÿ ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñðåäíåå çíà÷åíèå è âîëàòèëüíîñòü ñîâ-
ïàäàþò ⟨r⟩ = σr = 1/λ (l ñòð.552). Íàïðèìåð, êóðñ åâðî ê äîëëàðó äëÿ ìîäóëåé
÷àñîâûõ èçìåíåíèé èìååò ñðåäíåå 0.082 è âîëàòèëüíîñòü 0.092, è íåïëîõî, â ëî-
ãàðèôìè÷åñêîì ìàñøòàáå, ëîæèòñÿ íà ïðÿìóþ.
Äëÿ ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñïðàâåäëèâî âàæíîå ñîîòíîøåíèå:

P (x1 + x2) = P (x1) · P (x2).

Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ ñòîèò âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ àñèììåòðèè asym = 2 è
ýêñöåññà excess = 6 ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (l ñòð.552) è, ñðàâíèâ èõ ñ
ýìïèðè÷åñêèìè, ñäåëàòü âûâîä î õàðàêòåðå ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè r ≫ σ.
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• Îáîáùåíèåì ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå
ñ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè λ è α (x > 0):

P (x) =
λα

Γ(α)
xα−1 e−λx . (2.8)

Ýòî ðàñïðåäåëåíèå èìååò íóëåâóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ïðè x < 0, ò.å. îïè-
ñûâàåò âñåãäà íå îòðèöàòåëüíóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó. Åãî èíòåãðàëüíûå ïàðà-
ìåòðû: x̄ = α/λ, σ =

√
α/λ, asym = 2/

√
α è excess = 6/α (l ñòð.552).

Ìîæíî òàêæå îáîáùèòü è ðàñïðåäåëåíèÿ Ëàïëàñà, äëÿ óñòðàíåíèÿ èç íåãî
�íå ãëàäêîãî� ìîäóëÿ: P (x) ∼ exp

[
−λ ·

√
(x− x̄)2 + µ2

]
.

• Ðàñïðåäåëåíèÿ èçìåíåíèé öåí ðàçëè÷íûõ ôèíàíñîâûõ èíñòðóìåíòîâ îáëà-
äàþò ëþáîïûòíûì ñâîéñòâîì íàëè÷èÿ �òîëñòûõ õâîñòîâ� (fat) ïî ñðàâíåíèþ ñ
ðàñïðåäåëåíèåì Ãàóññà. Ïðè áîëüøèõ îòêëîíåíèÿõ îò ñðåäíåãî ðàñïðåäåëåíèå
èíîãäà àïïðîêñèìèðóþò àñèìïòîòè÷åñêèì ñòåïåííûì çàêîíîì:

P (x) ∼ A|x|−µ, x → ±∞.

Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ óáûâàåò ìåäëåííåå, ÷åì ýêñïîíåíöèàëüíàÿ èëè ãàóññîâà.
Çàìåòèì, ÷òî ïðè áîëüøèõ µ ýêñïîíåíöèàëüíàÿ è ñòåïåííàÿ àñèìïòîòèêè ìîãóò
ñîâïàäàòü, òàê êàê (1 + ax/µ)−µ → exp(−ax), ïðè µ → ∞.
Äëÿ îáíàðóæåíèÿ ñòåïåííîé çàâèñèìîñòè íåîáõîäèìî ñòðîèòü ãðàôèê ïëîò-

íîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ â ëîãàðèôìè÷åñêîì ìàñøòàáå ïî îáîèì îñÿì, òàê êàê â
ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷èòñÿ ïðÿìàÿ: lnP (x) ∼ −µ · ln x. Ê ñîæàëåíèþ íàä¼æíîñòü
âîññòàíîâëåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ íåâûñî-
êà èç-çà ìàëîãî ÷èñëà ïðèìåðîâ ïðè |x− x̄|/σx ≫ 1.
Ê ñòåïåííîìó ïîâåäåíèþ ñ µ = 2 ïðèâîäèò ðàñïðåäåëåíèå Êîøè:

P (x) =
a/π

a2 + x2
. (2.9)

Ýòà ïëîòíîñòü èìååò íóëåâîå ñðåäíåå, õàðàêòåðíóþ øèðèíó a, îäíàêî íå îáëà-
äàåò êîíå÷íîé âîëàòèëüíîñòüþ σ è ìîìåíòàìè áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ.
Ñóùåñòâóåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò, â êîòîðûõ èçó÷àþòñÿ ôóíêöèîíàëü-

íûå çàâèñèìîñòè ýìïèðè÷åñêèõ ðàñïðåäåëåíèé èçìåíåíèé öåí íà ôèíàíñîâûå
èíñòðóìåíòû. Ýòà äåÿòåëüíîñòü, áåçóñëîâíî, ïðåäñòàâëÿåò çíà÷èòåëüíûé àêà-
äåìè÷åñêèé èíòåðåñ. Îäíàêî â ñèëó ñóùåñòâåííîé íåñòàöèîíàðíîñòè ðûíêîâ è,
ñëåäîâàòåëüíî, ìàëîãî ÷èñëà äàííûõ äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ çàâèñèìîñòè â �íîâåé-
øåé èñòîðèè�, îíà íå èìååò áîëüøîãî ïðàêòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ. Òåì íå ìåíåå,
îáùåïðèíÿòûì ðåçóëüòàòîì ýòèõ èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ðàñïðå-
äåëåíèå öåí ñóùåñòâåííî íåíîðìàëüíî, ñ òîëñòûìè õâîñòàìè, ïðèâîäÿùèìè ê
çàìåòíîìó ýêñöåññó, è, ñëåäîâàòåëüíî, ê âûñîêîé âåðîÿòíîñòè �ðåäêèõ ñîáûòèé�,
îáû÷íî ïðîÿâëÿþùèõñÿ íà ðûíêå â ôîðìå ôèíàíñîâûõ êðàõîâ.
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2.6 Ëîãíîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà ëîãàðèôìè÷åñêèå èçìåíåíèÿ öåíû x èìåþò íîð-
ìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Âîçíèêàåò âîïðîñ � êàêîâà ïðè ýòîì ïëîòíîñòü ðàñïðå-
äåëåíèÿ äëÿ ñàìîé öåíû. Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì äâå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû
r è x, ñâÿçàííûå ñîîòíîøåíèåì x = erx0 èëè r = ln(x/x0), ãäå x0 = const �
íà÷àëüíàÿ öåíà. Âåëè÷èíà r èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè r̄,
σ, òðåáóåòñÿ íàéòè ðàñïðåäåëåíèå äëÿ âñåãäà ïîëîæèòåëüíîé öåíû x.
Âû÷èñëèì ñíà÷àëà ñðåäíåå çíà÷åíèå öåíû (l ñòð. 553), ñ÷èòàÿ, ÷òî äîõîäíî-

ñòè îïèñûâàþòñÿ ôóíêöèåé Ãàóññà P (r):

⟨x⟩ = x0 ⟨er⟩ = x0

∞∫
−∞

erP (r)dr = x0 exp

(
r̄ +

σ2

2

)
, (2.10)

Ýôôåêòèâíûì èëè ìàðòèíãàëüíûì ðûíêîì íàçûâàåòñÿ ìîäåëü, â êîòîðîé
ñðåäíÿÿ öåíà îñòà¼òñÿ íåèçìåííîé: ⟨x⟩ = x0. Â ýòîì ñëó÷àå:

r̄ = −
σ2

2
. (2.11)

Ýòî äîâîëüíî çàáàâíûé ðåçóëüòàò, îçíà÷àþùèé, ÷òî äëÿ ïîñòîÿíñòâà ñðåäíåé
öåíû íåîáõîäèìî, ÷òîáû ëîãàðèôìè÷åñêîå èçìåíåíèå áûëî â ñðåäíåì îòðè-
öàòåëüíûì. Ìû âèäåëè, ÷òî ⟨ln x⟩, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ðàâíî ln ⟨x⟩. Ïîýòîìó
ñðåäíåå îòíîøåíèå ⟨ln(x/x0)⟩ ìîæåò áûòü ðàâíî 0, íî ïðè ýòîì ⟨x⟩ ̸= x0.
Âîëàòèëüíîñòü öåíû âû÷èñëÿåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, è, åñòåñòâåííî, íå

ñîâïàäàåò ñ âîëàòèëüíîñòüþ ëîãàðèôìè÷åñêîé äîõîäíîñòè:

σx = x̄ ·
√

exp(σ2)− 1 ≈ x̄ σ. (2.12)

×åì áîëüøå âîëàòèëüíîñòü ëîãàðèôìè÷åñêîé äîõîäíîñòè σ, òåì áîëüøàÿ áó-
äåò âîëàòèëüíîñòü öåíû σx. Îáû÷íî σ ∼ 1% = 0.01, ïîýòîìó ïðèáëèæåííîå
ðàâåíñòâî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ.

• Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ öåíû íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü
ñðåäíåå çíà÷åíèå ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè x:

⟨F (x)⟩ =
∞∫

−∞

F
(
x0e

r
)
e−(r−r̄)/2σ2 dr

σ
√
2π

=

∞∫
0

F (x) PL(x) dx.

Ïåðâûé èíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèåì òàêîãî ñðåäíåãî ïðè ïîìîùè íîðìàëü-
íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû r. Åñëè ìû ñìîæåì ïðè ïîìîùè
çàìåí ïðåîáðàçîâàòü ýòîò èíòåãðàë âî âòîðîé, òî ôóíêöèÿ PL(x) ïî îïðåäåëå-
íèþ è áóäåò ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè ïîëîæèòåëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû x.
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Ïðîâåä¼ì â èíòåãðàëå ïî r çàìåíó r → x = x0e
r, dr = dx/x. Â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷èì ñòàíäàðòíîå âûðàæåíèå äëÿ ñðåäíåãî ïîëîæèòåëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû x:

PL(x) =
1

xσ
√
2π

exp

[
−(ln(x/x̄) + σ2/2)2

2σ2

]
,

ãäå PL(x) íàçûâàþò ëîãíîðìàëüíîé ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ, à ñðåäíåå öå-
íû x̄ = x0 exp(r̄ + σ2/2). Òàê êàê öåíà x âñåãäà îñòà¼òñÿ ïîëîæèòåëüíîé, òî
ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ å¼ âåðîÿòíîñòè ðàâíà íóëþ ïðè x < 0.

Òàêèì îáðàçîì, õîòÿ îòíîñèòåëüíûå èçìåíåíèÿ îïèñûâàþòñÿ ñèììåòðè÷íûì
íîðìàëüíûì çàêîíîì Ãàóññà, öåíà áóäåò èìåòü íåñèììåòðè÷íûé ëîãíîðìàëü-
íûé âèä:

0.4

0.3

0.2

0.1

1 2 3 4 5

x

x=2, =1

x=3, =0.25

x=5, =1

PL(x)

Ëîãíîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå èìååò íå íóëåâûå àñèììåòðèþ è ýêñöåññ:

asym = (eσ
2

+ 2)
√
eσ2 − 1 ≈ 3σ, excess = e4σ

2

+ 2e3σ
2

+ 3e2σ
2 − 6 ≈ 16σ2.

Ìîäà (ìàêñèìóì) ëîãíîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå:

m0 = x̄e−3σ2/2 ≈ x̄, PL(m0) =
eσ

2

x̄σ
√
2π

≈ 1

σx
√
2π

.

Ïðè ìàëåíüêîé âîëàòèëüíîñòè èçìåíåíèé öåíû σ ëîãíîðìàëüíîå è íîðìàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèÿ èìåþò âûñîêèé óçêèé ìàêñèìóì â îêðåñòíîñòè x = m0 ≈ x̄ è
ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò.

Ïðèìåí¼ííûé âûøå ïðè¼ì ïîñòðîåíèÿ íåèçâåñòíîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé èçâåñòíîé âåëè÷èíû, äîñòà-
òî÷íî îáùèé. Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäå-
ëåíèÿ êóðñà: x =¿/�, ñ÷èòàÿ, ÷òî îíî, â ñèëó ñèììåòðèè, òàêîå æå, êàê è ó
îáðàòíîãî êðîññ-êóðñà y = 1/x =�/¿ (l ñòð. 553).
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2.7 Ñòàòèñòè÷åñêèå ðàñïðåäåëåíèÿ ∗

Áîëüøèíñòâî ðàñïðåäåëåíèé, ïðèìåíÿþùèõñÿ â ñòàòèñòèêå, âûâîäÿòñÿ èç
íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàþò ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó u,
ÿâëÿþùóþñÿ íåêîòîðîé êîìáèíàöèåé u = f(x1, .., xn) íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ
÷èñåë xi. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî èíäåêñîì ìû ñåé÷àñ íóìåðóåì íå ðåçóëüòàòû
èçìåðåíèé, à ðàçëè÷íûå ñëó÷àéíûå ÷èñëà. Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè íåçàâèñèìûõ
âåëè÷èí ïî îïðåäåëåíèþ (ñòð.453) ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ âåðîÿòíîñòåé êàæäîé èç
íèõ:

P (x1, .., xn) = P (x1) · .. · P (xn).

Ñðåäíåå íåêîòîðîé ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè ⟨F (u)⟩ ìîæíî âû÷èñëèòü äâóìÿ
ñïîñîáàìè: 1) èìåÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè Pn(u), äëÿ u âû÷èñëèòü îäíîêðàòíûé
èíòåãðàë; 2) ïðè ïîìîùè P (x1, .., xn) ïðîèçâåñòè n � êðàòíîå èíòåãðèðîâàíèå
ïî xi îò F (u) = F (f(x1, .., xn)). Ðåçóëüòàò â îáîèõ ñëó÷àÿõ äîëæåí, åñòåñòâåííî,
ïîëó÷èòüñÿ îäèíàêîâûì:

⟨F (u)⟩ =
∫

F (u) · Pn(u) du =

∫
F (f(x1, .., xn)) · P (x1)..P (xn) dx1..dxn.

Ïîýòîìó, ÷òîáû íàéòè ðàñïðåäåëåíèå äëÿ u, íåîáõîäèìî ñâåñòè n � êðàòíûé
èíòåãðàë ê îäíîêðàòíîìó. Òîãäà ôóíêöèÿ, ñòîÿùàÿ ìíîæèòåëåì ïðè F (u), è
îêàæåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû u.

Íàïðèìåð, åñëè êàæäàÿ âåëè÷èíà xi ðàñïðåäåëåíà íîðìàëüíûì îáðàçîì, òî
ñóììà èõ êâàäðàòîâ u = x21 + .. + x2n èìååò äîâîëüíî ñïåöèôè÷åñêîå ðàñïðåäå-
ëåíèå, êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íîå ïðè n = 1, 2 è n > 2:

0

0.1

0.2

0 1 2 3 4

n=3

n=4

n=1

n=2

0

0.1

0.2

0.3

-3 -1 1

P(x) Pn(u)

x u

Çàìåòèì, ÷òî åñëè xi èçìåíÿëèñü â äèàïàçîíå îò ìèíóñ äî ïëþñ áåñêîíå÷íî-
ñòè, òî âñåãäà ïîëîæèòåëüíàÿ âåëè÷èíà u áóäåò èìåòü ðàñïðåäåëåíèå, îòëè÷íîå
îò íóëÿ, òîëüêî â èíòåðâàëå [0..∞]. Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî âûâîä ýòîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ.
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• Ïóñòü n ñëó÷àéíûõ íåçàâèñèìûõ âåëè÷èí ðàñïðåäåëåíû íîðìàëüíî ñ íóëå-
âûì ñðåäíèì è åäèíè÷íîé âîëàòèëüíîñòüþ. Íàéä¼ì ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè äëÿ
ñëåäóþùåé èõ êîìáèíàöèè (0 6 u < ∞):

u = x21 + ..+ x2n.

Âû÷èñëèì ñðåäíåå ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè F (u):

⟨F (u)⟩ =
∞∫
0

F (u)Pn(u)du =

∞∫
−∞

..

∞∫
−∞

F (x21 + ..+ x2n)e
−1

2 (x
2
1+..+x2

n)
dx1..dxn
(2π)n/2

.

Ïåðâûé èíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ îáùåé ôîðìóëîé äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñðåäíåãî âñåãäà
ïîëîæèòåëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû u > 0, äëÿ êîòîðîé Pn(u < 0) = 0. Âòîðîå
âûðàæåíèå âû÷èñëÿåò òî æå ñðåäíåå ïðè ïîìîùè n ãàóññîâûõ èíòåãðàëîâ äëÿ
êàæäîé èç âåëè÷èí xi.

Ââåä¼ì äëèíó ðàäèóñ-âåêòîðà r =
√

x21 + ..+ x2n â n−ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.
Èç ñîîáðàæåíèé ðàçìåðíîñòè ïîíÿòíî, ÷òî îáú¼ì n-ìåðíîãî øàðà áóäåò ïðî-
ïîðöèîíàëåí V ∼ rn. Â ÷àñòíîñòè, ïëîùàäü êðóãà (n = 2) ðàâíà S = πr2, à
îáú¼ì øàðà (n = 3): V = (4π/3)r3. Ïîýòîìó ýëåìåíò îáú¼ìà dV = dx1..dxn â
n-ìåðíûõ ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ðàâåí dV = rn−1drdΩ, ãäå dΩ � ýëåìåíò
îáúåìà, îïðåäåëÿåìûé îñòàëüíûìè, �óãëîâûìè� êîîðäèíàòàìè. Òàê êàê ïîäûí-
òåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ çàâèñèò òîëüêî îò r, òî èíòåãðàë ïî dΩ áóäåò ðàâåí íåêî-
òîðîé êîíñòàíòå. Ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ, ÷òî r2 = u, à dr = du/2

√
u, ïðèõîäèì ê

ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ:

Pn(u) = C · un/2−1 · e−u/2.

Êîíñòàíòà C íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè (l ñòð.553). Â ðåçóëüòàòå îêîí-
÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

Pn(u) =
1

2n/2Γ(n/2)
un/2−1e−u/2 , (2.13)

ãäå Γ(z) � ãàììà-ôóíêöèÿ (ñòð. 502). Ýòó ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè íàçûâàþò χ2

- ðàñïðåäåëåíèåì (õè-êâàäðàò), à ïàðàìåòð n - ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû.

χ2 � ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ðàññìîòðåííîãî ðàíåå ãàììà-
ðàñïðåäåëåíèÿ (2.8, ñòð.47), ñëåäîâàòåëüíî, åãî ñðåäíåå ⟨u⟩ = n è âîëàòèëüíîñòü
σu =

√
2n.

×èñëåííîå çíà÷åíèå ïëîùàäè ïîä χ2 � ðàñïðåäåëåíèåì íà èíòåðâàëå u =
[x..∞] ìîæíî íàéòè, âûçâàâ â Excel ôóíêöèþ �ÕÈ2ÐÀÑÏ(x, n)�. Â ÷àñòíîñòè,
�ÕÈ2ÐÀÑÏ(0, n)=1�.
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• Åñëè îäíà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà x íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåíà, à âòîðàÿ, íå
çàâèñÿùàÿ îò íå¼ y èìååò χ2 ðàñïðåäåëåíèå c n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, òî ìîæíî
ðàññìîòðåòü èõ îòíîøåíèå âèäà (−∞ < t < ∞):

t =
x√
y/n

=
x√

(x21 + ..+ x2n)/n
.

Êàê è âûøå, âû÷èñëÿåì ñðåäíåå ïðè ïîìîùè ïðîèçâåäåíèÿ ïëîòíîñòåé âåðî-
ÿòíîñòè ñëó÷àéíûõ ÷èñåë x è y. Äëÿ x ýòî íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, à äëÿ y
� ðàñïðåäåëåíèå χ2:

⟨F (t)⟩ =
∞∫

−∞

∞∫
0

F

(
x√
y/n

)
e−x2/2 dx√

2π
· yn/2−1e−y/2 dy

2n/2Γ(n/2)
.

Åñëè ñäåëàòü çàìåíó t = x/
√
y/n è s = y, òî äâîéíûå èíòåãðàëû ðàñùåïëÿþòñÿ

è èíòåãðàë ïî s ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ (l ñòð.554). Â ðåçóëüòàòå äëÿ âåëè÷èíû t
ïîëó÷àåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû:

Pn(t) =
Γ((n+ 1)/2)√
πn Γ(n/2)

(
1 +

t2

n

)−(n+1)/2

.

Ïðè áîëüøèõ n âûðàæåíèå (1 + t2/n)−(n+1)/2 ñòðåìèòñÿ ê e−t2/2 (ñì. ÷èñëî
Ýéëåðà, ñòð.445) è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà ñòðåìèòñÿ ê íîð-
ìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñ x̄ = 0, σ = 1. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå n = 1 ïîëó÷àåòñÿ
ðàñïðåäåëåíèå Êîøè (2.9, ñòð.47).
Íèæå íà ðèñóíêàõ ïðåäñòàâëåíû ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà ïðè n = 1 è 4, è

ðàçíèöà èíòåãðàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà è Ãàóññà ïðè ðàçëè÷íûõ n:

0.1

0.2

0.3

-3 -1 1

P(t)

t

n=1

n=4

n=2
n=4
n=10

n=30

-0.08

0.08

-5
5

FS(x)-FG(x)

Ñðåäíåå çíà÷åíèå ⟨t⟩ = 0, à äèñïåðñèÿ ïðè n > 2 ðàâíà
⟨
t2
⟩
= n/(n − 2) è

áåñêîíå÷íà ïðè n = 1, 2. Åñëè n > 4, òî ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà èìååò ýêñöåññ,
ðàâíûé 6/(n − 4). Ñðåäíåå çíà÷åíèå ⟨tµ⟩ âû÷èñëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè èíòåãðàëà
(51 ñòð.503), ñ çàìåíîé â í¼ì t2 = z.
Ïëîùàäü ïîä Pn(t) â èíòåðâàëå t = [−x...x] ìîæåò áûòü íàéäåíà â Excel

âûçîâîì ôóíêöèè �1-ÑÒÜÞÄÐÀÑÏ(x, n, 2)�.
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• Ðàññìîòðèì òåïåðü äâå íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû x è y, èìåþùèå
χ2 ðàñïðåäåëåíèÿ ñ n è m ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ñîîòâåòñòâåííî. Ââåä¼ì íîâóþ
ïåðåìåííóþ f , ðàâíóþ èõ íîðìèðîâàííîìó îòíîøåíèþ (0 6 f < ∞):

f =
x/n

y/m
=

(x21 + ..+ x2n)/n

(y21 + ..+ y2m)/m
.

Ñðåäíåå çíà÷åíèå ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè îò ïåðåìåííîé f âû÷èñëÿåòñÿ ïðè
ïîìîùè äâîéíîãî èíòåãðàëà, ñîäåðæàùåãî ïðîèçâåäåíèå äâóõ χ2 ïëîòíîñòåé
âåðîÿòíîñòè äëÿ ïåðåìåííîé x è y:

⟨F (f)⟩ =
∞∫
0

∞∫
0

F

(
x ·m
y · n

)
xn/2−1e−x/2 dx

2n/2Γ(n/2)
· ym/2−1e−y/2 dy

2m/2Γ(m/2)
.

Ââåäåíèå ïåðåìåííûõ f = (x · m)/(y · n) è g = x + y ïîçâîëÿåò ðàçäåëèòü
èíòåãðàë (l ñòð.554). Ðåçóëüòèðóþùàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè äëÿ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû f íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì Ôèøåðà:

Pn,m(f) = µ
Γ((n+m)/2)

Γ(n/2)Γ(m/2)

(µf)n/2−1

(1 + µf)(n+m)/2
,

ãäå µ = n/m. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî, åñëè n = 1, ðàñïðåäåëåíèå ñèíãóëÿðíî
(ðàâíî áåñêîíå÷íîñòè) â òî÷êå f = 0. Ïðè n > 2 è ëþáûõ çíà÷åíèÿõ m ðàñ-
ïðåäåëåíèå èìååò åäèíñòâåííûé ìàêñèìóì ïðè µf0 = (n− 2)/(m+ 2). Ñðåäíåå
çíà÷åíèå ⟨f⟩ = m/(m− 2) ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïîìîùè áåòà-ôóíêöèè (51 ñòð.503).
Íà ðèñóíêå ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè ðàñïðåäåëåíèÿ Ôèøåðà ïðè ðàçëè÷íûõ

êîìáèíàöèÿõ n è m.

0

0.2

0.4

0.6

0.8

0 1 2

n=1, m=10

n=10, m=20

f

P(f)

Ïëîùàäü ïîä Pn,m(f) â èíòåðâàëå f = [x..∞] ïðè ïîìîùè Excel âû÷èñëÿåòñÿ
êàê �FÐÀÑÏ(x, n,m)�.
Çàìåòèì, ÷òî âñå ïðèâåäåííûå â ýòîì ðàçäåëå ôóíêöèè Excel â ðàçëè÷íûõ

ðóñèôèöèðîâàííûõ âåðñèÿõ ýëåêòðîííîé òàáëèöû, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîãóò èìåòü
íåñêîëüêî ðàçëè÷íîå íàïèñàíèå. Ïîýòîìó äëÿ èõ óòî÷íåíèÿ èìååò ñìûñë îáðà-
òèòüñÿ ê ïîäñêàçêå Excel è íå çàáûòü âêëþ÷èòü îïöèþ �Ïàêåò àíàëèçà� â ìåíþ
�Ñåðâèñ - Íàäñòðîéêè�.
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2.8 Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ∗∗

Çàïèøåì íåïðåðûâíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå (ñòð.506) äëÿ ïëîòíîñòè âåðî-
ÿòíîñòè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû x:

ϕ(t) =

∞∫
−∞

eitx P (x) dx, P (x) =
1

2π

∞∫
−∞

e−itx ϕ(t) dt.

Ôóíêöèÿ ϕ(t) íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé. Ýòî íàçâàíèå ïðîèñõîäèò îò
å¼ î÷åíü ïîëåçíîãî ñâîéñòâà � áûñòðî ïîëó÷àòü ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ñòåïåíåé x:

1

in
dnϕ(t)

dtn

∣∣∣∣
t=0

=

∞∫
−∞

xn P (x) dx = ⟨xn⟩ .

Òàêèì îáðàçîì, ïðîâåäÿ îäèí ðàç Ôóðüå � èíòåãðèðîâàíèå è íàéäÿ ïðîèçâîäÿ-
ùóþ ôóíêöèþ, çàòåì ìîæíî ïðîñòûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïîëó÷àòü çíà÷åíèå
ìîìåíòîâ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû x. Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ îáúåêòîì,
ýêâèâàëåíòíûì ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè èëè èíòåãðàëüíîé âåðîÿòíîñòè, è áû-
âàåò î÷åíü ïîëåçíà â ïðèëîæåíèÿõ. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî å¼ ìîæíî òàêæå
çàïèñàòü êàê ñðåäíåå ñëåäóþùåãî âèäà: ϕ(t) =

⟨
eitx
⟩
.

Ïðèâåä¼ì ïðèìåðû ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé äëÿ íåêîòîðûõ âàæíûõ ðàñïðå-
äåëåíèé âåðîÿòíîñòè:

Ãàóññ : P (x) =
e−(x−x0)

2/2σ2

σ
√
2π

, ϕ(t) = eix0t−σ2t2/2.

Êîøè : P (x) =
a/π

(x− x0)2 + a2
, ϕ(t) = eix0t−a|t|.

Ãàììà : P (x) =
λα

Γ(α)
xα−1 e−λx, ϕ(t) =

1

(1− it/λ)α
.

Íàïðèìåð, äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ñðåäíåå çíà÷åíèå êâàäðàòà x íîðìàëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ, ñíà÷àëà âîçüì¼ì ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ. Â òî÷êå t = 0 îíà ðàâíà:

⟨x⟩ = 1

i

dϕ(t)

dt

∣∣∣∣
t=0

=
1

i
(ix0 − σ2t) eix0t−σ2t2/2

∣∣∣∣
t=0

= x0.

Àíàëîãè÷íî, âçÿâ âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ, ïîëó÷èì
⟨
x2
⟩
= σ2 + x20, è ò.ä.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ϕ(t) ðàñïðåäåëåíèÿ Ãàóññà íåîáõîäèìî âûäåëèòü ïîëíûé
êâàäðàò â ýêñïîíåíòå. Ôóíêöèÿ ϕ(t) Êîøè ïðîùå ïðîâåðÿåòñÿ â îáðàòíîì íà-
ïðàâëåíèè, âû÷èñëÿÿ ïî íåé P (x). Â òðåòüåì ñëó÷àå � ïî ôîðìóëå äëÿ ãàììà-
ôóíêöèè ïðîâîäèòñÿ ïðÿìîå èíòåãðèðîâàíèå.
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• Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà y íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî äåëèìîé, åñëè å¼ ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå ñóììû íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë:

y = x1 + ..+ xn.

Ýòî âàæíîå ñâîéñòâî, êîòîðîå áóäåò ëåæàòü â îñíîâå ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé ñòîõà-
ñòè÷åñêîé äèíàìèêè ôèíàíñîâûõ öåí. Íàïðèìåð, xi ìîãóò áûòü åæåäíåâíûìè
èçìåíåíèÿìè öåíû y.
Ïðè ïîìîùè ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ϕ(t) ÷èñåë xi ìîæíî ïîëó÷èòü ïðîèçâî-

äÿùóþ ôóíêöèþ, è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàñïðåäåëåíèå äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû y.
Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì ñðåäíåå çíà÷åíèå ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè F (y). Ïëîòíîñòü
âåðîÿòíîñòè íåçàâèñèìûõ ÷èñåë P (x1, .., xn) = P (x1) · .. · P (xn), ïîýòîìó:

⟨F (y)⟩ =
∫

F (x1 + ..+ xn) P (x1) · .. · P (xn) dx1..dxn.

Ïîäñòàâèì âìåñòî P (xi) èõ ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèå ïðè ïîìîùè ïðîèçâîäÿùåé
ôóíêöèè. Êðîìå ýòîãî, äîáàâèì åù¼ îäèí èíòåãðàë ïî y, ââåäÿ δ-ôóíêöèþ Äè-
ðàêà (ñòð.506). Â ñèëó å¼ ñâîéñòâ èíòåãðèðîâàíèå ïî y âåðí¼ò íàñ ê ïåðâîíà-
÷àëüíîìó âûðàæåíèþ, ïîýòîìó ýòè äâà ïðåäñòàâëåíèÿ ñðåäíåãî ýêâèâàëåíòíû:

⟨F (y)⟩ = 1

(2π)n

∫
F (y)δ(x1+ ..+ xn− y) ϕ(t1) · .. · ϕ(tn)e−ix⃗t⃗ dx1..dxn dt1..dtn dy.

Ïðåäñòàâèâ δ - ôóíêöèþ â èíòåãðàëüíîé ôîðìå ïî ïåðåìåííîé t (ñòð.506)

δ(x1 + ..+ xn − y) =
1

2π

∞∫
−∞

eit·(x1+..+xn−y) dt,

ïîëó÷èì �ðàñùåïëåíèå� èíòåãðàëà ïî êàæäîìó èç xk:

⟨F (y)⟩ = 1

2π

∫
F (y)e−ity

[
n∏

k=1

1

2π

∫
ϕ(tk)e

ixk·(t−tk) dxk dtk

]
dtdy.

Èíòåãðàëû ïî xk ïðèâîäÿò ê ôóíêöèÿì Äèðàêà δ(t − tk), èíòåãðèðîâàíèå ñ
êîòîðûìè ïî tk äà¼ò íàì îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò:

⟨F (y)⟩ =
∫

F (y)

[
1

2π

∫
ϕn(t) e−ity dt

]
dy.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé y ðàâíà n-
òîé ñòåïåíè ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè xi (èëè èõ ïðîèçâåäåíèþ, åñëè îíè èìåþò
ðàçíûå ðàñïðåäåëåíèÿ).
Òåïåðü íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ñóììà íîðìàëüíî ðàñïðåäåë¼ííûõ ÷èñåë áóäåò

ñíîâà íîðìàëüíî ðàñïðåäåë¼ííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ñî ñðåäíèì nx̄0 è âî-
ëàòèëüíîñòüþ σ

√
n. Àíàëîãè÷íûì ñâîéñòâîì îáëàäàþò ðàñïðåäåëåíèå Êîøè c

èòîãîâûìè ïàðàìåòðàìè (x0n, an) è ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå ñ (λ, αn).
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2.9 Ðàñïðåäåëåíèå Áåðíóëè

Öåíû ôèíàíñîâûõ èíñòðóìåíòîâ óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü â âèäå íåïðåðûâíûõ
÷èñåë. Îäíàêî íà ñàìîì äåëå îíè äèñêðåòíû, òàê êàê âñåãäà ñóùåñòâóåò ìèíè-
ìàëüíîå èçìåíåíèå öåíû (öåíò, ïóíêò è ò.ï.). Êðîìå ýòîãî, ðÿä çàäà÷ åñòåñòâåí-
íûì îáðàçîì îïèñûâàåòñÿ â òåðìèíàõ èìåííî äèñêðåòíûõ âåðîÿòíîñòåé.
Ðàññìîòðèì ïðîñòîé ïðèìåð. Ïóñòü â êîíöå òîðãîâîãî äíÿ ïîäâîäÿòñÿ åãî

ðåçóëüòàòû � óäà÷íûé (íåò óáûòêîâ) èëè íåóäà÷íûé (ïîëó÷åíû óáûòêè). Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî ðåçóëüòàòû òðåéäåðà äîñòàòî÷íî ñòàáèëüíû è ñóùåñòâóåò âåðî-
ÿòíîñòü p óäà÷íîãî äíÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò â÷åðàøíåãî ðåçóëüòàòà. Çàäàäèìñÿ
âîïðîñîì:

�êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íà ïðîòÿæåíèè n òîðãîâûõ äíåé m

èç íèõ îêàæåòñÿ óäà÷íûìè?�.

Îáîçíà÷èì óäà÷íûé äåíü êàê �1�, à íåóäà÷íûé êàê �0�. Åñëè n = 4, à m = 2, òî
âîçìîæíû ñëåäóþùèå âàðèàíòû èñòîðèè: 1100, 1010, 1001, 0110, 0101, 0011.
Âñå âîçìîæíûå èñòîðèè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå äåðåâà. Ðàññìîòðèì ñèòó-

àöèþ, êîãäà òðåéäåð êàæäûé äåíü èëè çàðàáàòûâàåò îäèí äîëëàð, èëè òåðÿåò
åãî ⌣̈. Â ýòîì ñëó÷àå ñóììàðíûé äîõîä (èëè óáûòîê) â äîëëàðàõ áóäåò ðàâåí
ðàçíîñòè óäà÷íûõ è íåóäà÷íûõ äíåé x = m− (n−m) = 2m−n. Åãî áëóæäàíèå
âî âðåìåíè ìîæíî ïðåäñòàâèòü ïðè ïîìîùè äåðåâà ïåðåõîäîâ. Òàê, â ñëó÷àå
÷åòûð¼õ ïåðèîäîâ îíî âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì (ëåâûé ðèñóíîê):

x

n=

1

1

1

1

1
1

1

1

2

3

3

4

6

4

Pn(m)

1 2 3 40

0

1

-1

0

2

-2

3

1

1

-3

x

n 0

0
=1

0

2
=C

C

1

1
=C

0

1
=C

2

2
=C

Íà÷èíàÿ ñ íóëåâîãî äîõîäà, ïîñëå ïåðâîãî òîðãîâîãî äíÿ ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü
1 èëè -1. Íà âòîðîé äåíü âîçìîæíû óæå òðè âàðèàíòà. Åñëè ïðåäûäóùèé äåíü
áûë íåóäà÷íûì, òî íåóäà÷è ìîãóò ïðîäîëæèòüñÿ (ñóììàðíûé �äîõîä� = -2), èëè
áóäåò ïîëó÷åí äîõîä, è ñóììàðíûé ðåçóëüòàò ñòàíåò ðàâíûì íóëþ. Àíàëîãè÷-
íî äëÿ ïåðâîãî óäà÷íîãî äíÿ. Áëóæäàÿ ñëåâà íàïðàâî ïî âåòâÿì âîçìîæíûõ
ïåðåõîäîâ ýòîãî äåðåâà, ìû áóäåì ïîëó÷àòü ðàçëè÷íûå ðåàëèçàöèè èñòîðèè.
Íà ïðàâîì ðèñóíêå öèôðû âîçëå óçëîâ äåðåâà ïîêàçûâàþò, ñêîëüêèìè ïóòÿìè

ìîæíî â ýòîò óçåë ïîïàñòü. Òàê êàê â ëþáîé óçåë âõîäÿò òîëüêî äâà ïóòè èç
äâóõ ïðåäøåñòâóþùèõ óçëîâ, òî äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü ÷èñëî ñïîñîáîâ
ïîïàäàíèÿ â íåãî, íåîáõîäèìî ñëîæèòü öèôðû äâóõ ïðåäøåñòâóþùèõ óçëîâ.
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Îáîçíà÷èì ÷èñëî ñïîñîáîâ ïîïàäàíèÿ â óçåë ÷åðåç Cm
n , ãäå n = 1, 2, .. � íîìåð

äíÿ, à m = 0, 1, .., n � íîìåð óçëà ïî âûñîòå (÷èñëî óäà÷íûõ äíåé). Ìû ìîæåì
çàïèñàòü (m � èíäåêñ, à íå ñòåïåíü!):

Cm
n = Cm

n−1 + Cm−1
n−1 , C0

n = Cn
n = 1. (2.14)

Âåëè÷èíû Cm
n íàçûâàþòñÿ áèíîìèàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè è ÷àñòî âñòðå÷à-

þòñÿ â êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷àõ.

Èõ çíà÷åíèå ìîæíî ïðÿìî ïîëó÷èòü ïðè ïîìîùè ðåêóððåíòíûõ ôîðìóë (2.14)
èëè âû÷èñëèòü ÷èñëî âàðèàíòîâ ðàññòàíîâêè m åäèíèö â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(èñòîðèè) èç n öèôð. Ïåðâóþ åäèíèöó ìîæíî ïîñòàâèòü íà îäíî èç n ìåñò.
Äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ n âàðèàíòîâ âòîðóþ åäèíèöó ìîæíî ïîñòàâèòü íà îäíî
èõ îñòàâøèõñÿ ñâîáîäíûõ n − 1 ìåñò. Ïîýòîìó äëÿ äâóõ �ðàçëè÷èìûõ� åäèíèö
ñóùåñòâóåò n · (n − 1) ñïîñîáîâ, è ò.ä. Òàê êàê âñå m åäèíèö íà ñàìîì äåëå
íå ðàçëè÷èìû, òî ÷èñëî ïîëó÷åííûõ êîìáèíàöèé íåîáõîäèìî ðàçäåëèòü íà m!
ïîâòîðÿþùèõñÿ âàðèàíòîâ:

Cm
n =

n · (n− 1) · .. · (n−m+ 1)

m!
=

n!

m!(n−m)!
.

Ôàêòîðèàë m! = 1 · 2 · .. · m ðàâåí ÷èñëó âîçìîæíûõ ïåðåñòàíîâîê m îáúåê-
òîâ (â íàøåì ñëó÷àå åäèíèö). Ðàññóæäåíèå àíàëîãè÷íî. Ïåðâûé îáúåêò ìîæíî
ïîñòàâèòü íà m ìåñò, âòîðîé íà îäíî èç îñòàâøèõñÿ m− 1 ìåñò, è ò.ä.

Åñëè âåðîÿòíîñòü óäà÷íîãî äíÿ p, òî äëÿ íåóäà÷íîãî îíà ðàâíà 1−p. Ïîýòîìó
â êàæäîì èç âàðèàíòîâ èñòîðèè m íåçàâèñèìûõ óäà÷íûõ äíåé è n−m íåóäà÷-
íûõ ïðîèçîéäóò ñ âåðîÿòíîñòüþ pm(1− p)n−m. Êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ âîçìîæ-
íûõ èñòîðèé (ñïîñîáîâ ïîïàäàíèÿ â äàííîå ñîñòîÿíèå) ðàâíî Cm

n . Â ðåçóëüòàòå
ñóììàðíàÿ âåðîÿòíîñòü m óäà÷íûõ äíåé (â ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè!) áóäåò
ðàâíà:

Pn(m) = Cm
n pm(1− p)n−m .

Å¼ íàçûâàþò ðàñïðåäåëåíèåì Áåðíóëè (èëè áèíîìèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì).
Ñóììà âñåõ âåðîÿòíîñòåé äîëæíà áûòü ðàâíà åäèíèöå:

n∑
m=0

Pn(m) = 1.

Ýòî ñîîòíîøåíèå âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè è, êàê îáû÷íî, íàçûâàåòñÿ íîð-
ìèðîâî÷íûì óñëîâèåì.
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• Âûøå äëÿ íåïðåðûâíûõ ðàñïðåäåëåíèé ìû ââåëè ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ
â âèäå ôóðüå - ïðåîáðàçîâàíèÿ. Â ñëó÷àå äèñêðåòíûõ ðàñïðåäåëåíèé áîëåå óäîá-
íîé îêàçûâàåòñÿ ñòåïåííàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ. Äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Áåð-
íóëè å¼ ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

ϕ(s) =
n∑

m=0

smPn(m) = (1− p+ s · p)n.

Â ýòîì íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ðàñêëàäûâàÿ (1 − p + s · p)n â ðÿä Òåéëîðà, áåðÿ
ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîèçâîäíûå ïî s. Êîýôôèöèåíòû ïðè ñòåïåíÿõ sm îêàæóòñÿ â
òî÷íîñòè ðàâíû áèíîìèàëüíûì êîýôôèöèåíòàì, óìíîæåííûì íà pm(1− p)n−m.
Â ÷àñòíîñòè ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà (áèíîì Íüþòîíà):

(p+ q)n =
n∑

m=0

Cm
n pmqn−m.

Ïðîèçâîäíûå ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ïî s â òî÷êå s = 1 ïîçâîëÿþò ëåãêî
âû÷èñëèòü ñðåäíåå ðàçëè÷íûõ ñòåïåíåé m:

⟨m⟩ =
n∑

m=0

mPn(m) = ϕ′(1) = np.

Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ: ϕ′′(1) = ⟨m · (m− 1)⟩ =
⟨
m2
⟩
− ⟨m⟩ = n · (n − 1) · p2.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäíåå è äèñïåðñèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Áåðíóëè èìåþò ñëåäóþùèå
çíà÷åíèÿ:

m̄ = ⟨m⟩ = np, σ2 =
⟨
m2
⟩
− ⟨m⟩2 = np · (1− p). (2.15)

Ñðåäíåå ÷èñëî óäà÷íûõ äíåé îïðåäåëÿåò âåðîÿòíîñòü óäà÷è òðåéäåðà p = m̄/n.
Àíàëîãè÷íûìè âû÷èñëåíèÿìè ìîæíî ïîëó÷èòü àñèììåòðèþ è ýêñöåññ ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ Áåðíóëè:

asym =
1− 2p

σ
, excess =

1− 6p · (1− p)

σ2
.

Îíî ñòàíîâèòñÿ ñèììåòðè÷íûì asym = 0 äëÿ ðàâíîâåðîÿòíîãî ñëó÷àÿ p = 1/2.
Ñ ðîñòîì n âîëàòèëüíîñòü óâåëè÷èâàåòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, ýêñöåññ ñòðåìèòñÿ ê
íóëþ. Êàê ìû óâèäèì íèæå, ïðè n → ∞ ðàñïðåäåëåíèå Áåðíóëè ñòðåìèòñÿ ê
íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ.
Èíîãäà óäîáíåå ïðè ïîìîùè çàìåíû s = et ïåðåéòè ê ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè:

ϕ(t) = (1− p+ et · p)n =
n∑

m=0

emtPn(m).

Å¼ ïðîèçâîäíûå ïî t â òî÷íîñòè ðàâíû ìîìåíòàì
⟨
mk
⟩
= ϕ(k)(0), îäíàêî ñàìè

ïðîèçâîäíûå ñòàíîâèòñÿ áðàòü íåñêîëüêî ñëîæíåå.
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• Íàðèñóåì ðàñïðåäåëåíèå äèñêðåòíûõ âåðîÿòíîñòåé Áåðíóëè ïðè n = 10 è
ðàçëè÷íûõ âåðîÿòíîñòÿõ óäà÷è p:

0.0

0.1

0.2

0.3

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0.0

0.1

0.2

0.3

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0.0

0.1

0.2

0.3

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

p=0.2 p=0.5 p=0.7

Ìàêñèìóì ðàñïðåäåëåíèÿ îêàçûâàåòñÿ â îêðåñòíîñòè ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ⟨m⟩.
Äèñïåðñèÿ äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ, êîãäà p = 1/2, ïîýòîìó ïðè ñóùå-
ñòâåííûõ îòêëîíåíèÿõ îò 1/2 ðàñïðåäåëåíèå ñòàíîâèòñÿ áîëåå óçêèì è âûñîêèì,
ïðèæèìàÿñü ê êðàþ äèàïàçîíà m = [0..n].
Îòìåòèì, ÷òî âîëàòèëüíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ Áåðíóëè (2.15) ïðîïîðöèîíàëüíà

êîðíþ èç ÷èñëà òîðãîâûõ äíåé n:

σ =
√
n · σ0,

ãäå σ0 =
√

p · (1− p) � âîëàòèëüíîñòü îäíîãî äíÿ. Ýòî ñîîòíîøåíèå áóäåò èã-
ðàòü êëþ÷åâóþ ðîëü ïðè îïèñàíèè ñòîõàñòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Îíî ÿâëÿåòñÿ
äîñòàòî÷íî îáùèì ðåçóëüòàòîì, ãëàñÿùèì, ÷òî áóäóùàÿ íåîïðåäåë¼ííîñòü óâå-
ëè÷èâàåòñÿ, êàê êîðåíü êâàäðàòíûé èç âðåìåíè.
Íàãëÿäíî ýòîò ôàêò ìîæíî óâèäåòü íà áèíîìèàëüíîì äåðåâå, êîòîðîå ñ ðî-

ñòîì n ðàñøèðÿåò ÷èñëî ñâîèõ âåòîê, à, ñëåäîâàòåëüíî, ðàçëè÷íûõ âîçìîæíûõ
áóäóùèõ ñîñòîÿíèé è èõ èñòîðèé.

• Ïðè áîëüøèõ n ôàêòîðèàëû ÷èñåë â Cm
n ðàñòóò î÷åíü áûñòðî, è äëÿ èõ

âû÷èñëåíèÿ ðàçóìíåå èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó Ñòèðëèíãà (ñòð.502)

n! ≈
√
2πn

(n
e

)n
.

Ñ å¼ ïîìîùüþ, ââåäÿ êîíå÷íîå îòíîñèòåëüíîå îòêëîíåíèå m îò åãî ñðåäíåãî
x = (m− m̄)/σ, ìîæíî (l ñòð. 555) ïîëó÷èòü àñèìïòîòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ Áåðíóëè, êîòîðîå ïðè áîëüøèõ n ñòðåìèòñÿ ê:

Pn(m) =
1

σ
√
2π

e−(m−m̄)2/2σ2

, (2.16)

ãäå m̄ = np, à σ2 = np · (1− p).
Òàêèì îáðàçîì, íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âîçíèêàåò ïðè äîñòàòî÷íî îáùèõ

ïðåäïîëîæåíèÿõ è ïîýòîìó ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ â ïðèðîäå. Íàïðèìåð, åñëè ê íåêî-
òîðîé âåëè÷èíå x ñëó÷àéíî ïðèáàâëÿþòñÿ èëè âû÷èòàþòñÿ ìíîãî íåáîëüøèõ
ïðèðàùåíèé ∆ è ýòè âîçäåéñòâèÿ ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, òî x îêàçûâàåòñÿ
ðàñïðåäåë¼ííîé íîðìàëüíûì îáðàçîì.
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2.10 Ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ∗

Äðóãîå ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âîçíèêàåò èç ðàñïðåäåëåíèÿ Áåðíóëè â
ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âåðîÿòíîñòü p î÷åíü ìàëà, à n, íàîáîðîò, âåëèêî, íî èõ
ïðîèçâåäåíèå êîíå÷íî n · p = λ = const. Òàê êàê p = λ/n, ðàñïðåäåëåíèå Áåð-
íóëè ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

Pn(m) = Cm
n · pm · (1− p)n−m =

n · (n− 1) · .. · (n−m+ 1)

m!

(
λ

n

)m(
1− λ

n

)n−m

.

Ðàçäåëèì êàæäûé ìíîæèòåëü â ÷èñëèòåëå áèíîìèàëüíîãî êîýôôèöèåíòà íà n.
Â ðåçóëüòàòå èìååì:

Pn(m) =
λm

m!
· 1 ·

(
1− 1

n

)
· .. ·

(
1− m− 1

n

)
· (1− λ/n)n

(1− λ/n)m
.

Óñòðåìèì òåïåðü n ê áåñêîíå÷íîñòè, ñ÷èòàÿ λ è m êîíå÷íûìè. Òàê êàê ïî îïðå-
äåëåíèþ ÷èñëà Ýéëåðà (1− λ/n)n → e−λ, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

Pn(m) =
(np)m

m!
e−np . (2.17)

Ýòè âåðîÿòíîñòè íàçûâàþò ðàñïðåäåëåíèåì Ïóàññîíà. Çàìåòèì, ÷òî íîðìèðî-
âî÷íîå óñëîâèå ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà ñîâïàäàåò ñ ðàçëîæåíèåì â áåñêîíå÷-
íûé ðÿä Òåéëîðà ôóíêöèè enp (ñóììà ïî m îò 0 äî ∞).
Ôîðìóëû (2.16), (2.17) ÿâëÿþòñÿ ïðèáëèæåíèÿìè ê ðàñïðåäåëåíèþ Áåðíóëè,

êîòîðûå õîðîøî ðàáîòàþò óæå ïðè n > 10. Ãàóññîâî ïðèáëèæåíèå íåîáõîäèìî
èñïîëüçîâàòü ïðè p ∼ 0.5, à ïóàññîíîâî � ïðè p ∼ 0.
Åñòåñòâåííî, ñëóæèòü ðàñïðåäåëåíèåì óäà÷íûõ äíåé âåðîÿòíîñòè Ïóàññîíà

íå ìîãóò ⌣̈. Îäíàêî ñóùåñòâóåò äðóãîé ôèíàíñîâûé ïðîöåññ, êîòîðûé îïèñû-
âàåòñÿ (2.17). Ïóñòü äëèòåëüíîñòü òîðãîâîãî äíÿ t íà áèðæå ðàçáèòà íà î÷åíü
áîëüøîå ÷èñëî n ìàëåíüêèõ èíòåðâàëîâ âðåìåíè ∆t = t/n. Â êàæäûé èç èíòåð-
âàëîâ ìîæåò ñ íåáîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ p ïðîèñõîäèòü îäíà òîðãîâàÿ ñäåëêà.
Òàê êàê ∆t è p î÷åíü ìàëû, ñäåëêà ñ áîëüøåé âåðîÿòíîñòüþ 1−p íå ïðîèçîéä¼ò.
Âåðîÿòíîñòü ñäåëêè áóäåò òåì áîëüøå, ÷åì äëèííåå èíòåðâàë âðåìåíè: p = λ∆t,
ãäå λ � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.
Ïîäñòàâèì â ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà n = t/∆t è p = λ∆t:

P (m, t) =
(λt)m

m!
e−λt . (2.18)

Ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà â òàêîé �âðåìåííîé� ôîðìå îïèñûâàåò ìíîæåñòâî
ôèçè÷åñêèõ è ñîöèàëüíûõ ïðîöåññîâ (âåðîÿòíîñòè ïðèõîäà m ïîñåòèòåëåé â
ìàãàçèí çà âðåìÿ t, ÷èñëî çâîíêîâ íà òåëåôîííóþ ñòàíöèþ, âûëåòà ýëåêòðîíîâ
èç êàòîäà è ò.ä.)
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• Ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà, îïèñûâàþùåå ðåäêèå ñîáûòèÿ, âñòðå÷àåòñÿ äîñòà-
òî÷íî ÷àñòî, ïîýòîìó èìååò ñìûñë ðàññìîòðåòü åù¼ îäèí ñïîñîá åãî âûâîäà.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç P (m, t) âåðîÿòíîñòüm ñäåëîê çà âðåìÿ t. Êàê è âûøå, ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî âåðîÿòíîñòü îäíîé ñäåëêè çà íåáîëüøîé èíòåðâàë âðåìåíè ∆t

ïðîïîðöèîíàëüíà åãî äëèòåëüíîñòè p = λ∆t.
Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ê ìîìåíòó t + ∆t íà áèðæå çà äåíü ïðîèçîéä¼ò m

ñäåëîê, ðàâíà:

P (m, t+∆t) = P (m− 1, t) · λ∆t+ P (m, t) · (1− λ∆t).

Äåéñòâèòåëüíî, ñóùåñòâóåò äâå âîçìîæíîñòè. Ëèáî ê ìîìåíòó t áûëî m − 1
ñäåëîê, è ñ âåðîÿòíîñòüþ λ∆t ïðîèçîøëà åù¼ îäíà, ëèáî óæå áûëî m ñäåëîê, è
çà∆t íå ïðîèçîøëî íè îäíîé ñ âåðîÿòíîñòüþ 1−λ∆t. Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî èíòåðâàë
∆t î÷åíü ìàë, è áîëåå îäíîé ñäåëêè ïðîèçîéòè íå ìîæåò. Îáðàòèì âíèìàíèå íà
òî, ÷òî åñëè áû ýòî áûëî íå òàê, òî â ïåðâîé ÷àñòè ñòîÿëî áû áîëüøå äâóõ
ñëàãàåìûõ.
Ïåðåïèøåì ýòî óðàâíåíèå â ñëåäóþùåì âèäå:

P (m, t+∆t)− P (m, t)

∆t
= λ · P (m− 1, t) · −λ · P (m, t).

Óñòðåìèâ ∆t ê íóëþ, ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå:

∂P (m, t)

∂t
= λ · P (m− 1, t)− λ · P (m, t).

Äëÿ åãî ðåøåíèÿ óäîáíî ââåñòè ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ:

g(s, t) =
∞∑

m=0

sm · P (m, t).

Ñ÷èòàÿ P (−1, t) = 0, íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî îíà óäîâëåòâîðÿåò ïðîñòîìó
äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ:

∂g(s, t)

∂t
= λ · (s− 1) · g(s, t).

Åãî ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ:

g(s, t) = eλ·(s−1)·t.

Ìû âûáðàëè íà÷àëüíîå óñëîâèå g(s, 0) = 1, òàê êàê ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïðè
t = 0 íè îäíîé ñäåëêè åù¼ íåò è, ñëåäîâàòåëüíî, P (0, 0) = 1, à âñå îñòàëüíûå
P (m, 0) = 0, åñëè m > 0. Ðàçëàãàÿ âûðàæåíèå äëÿ g(s, t) â ñòåïåííîé ðÿä ïî s,
ïîëó÷àåì âåðîÿòíîñòè (2.18).
Ïðè m ̸= 0 âåðîÿòíîñòü äîñòèãàåò ìàêñèìóìà ïðè t = m/λ. Âåðîÿòíîñòü

îòñóòñòâèÿ ñîáûòèé (m = 0) ñ ðîñòîì âðåìåíè ýêñïîíåíöèàëüíî óìåíüøàåòñÿ
P (0, t) = e−λt.
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2.11 Êîððåëÿöèÿ

Äâå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû x è y ìîãóò áûòü ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé íåêîòî-
ðîé ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòüþ, îäíàêî âíåøíèå ïîìåõè èëè äðóãèå, áîëåå
ãëóáîêèå ïðè÷èíû ïðèâîäÿò ê òîìó, ÷òî ýòà çàâèñèìîñòü ÿâëÿåòñÿ íå äåòåðìè-
íèðîâàííîé (òî÷íî îïðåäåë¼ííîé), à ñòîõàñòè÷åñêîé (ñëó÷àéíîé).

Âàæíî ïîíèìàòü, ÷òî ýòî íå âñåãäà îçíà÷àåò çàâèñèìîñòü y îò x èëè íà-
îáîðîò. Âûÿâëåíèå ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííûõ îòíîøåíèé òðåáóåò áîëåå ãëóáîêîãî
àíàëèçà. Ðå÷ü èäåò òîëüêî î òîì, ÷òî íà ãðàôèêå (x, y) òî÷êè ýìïèðè÷åñêèõ
íàáëþäåíèé {(x1, y1), .., (xn, yn)} ðàñïðåäåëåíû íå õàîòè÷åñêèì îáëàêîì, à �ïðè-
òÿãèâàþòñÿ� ê íåêîòîðûì ôóíêöèîíàëüíûì ëèíèÿì y = f(x).

Ïîäîáíóþ çàâèñèìîñòü èíîãäà ìîæíî îïèñàòü â âèäå y = f(x) + ε, ãäå ε �
ñëó÷àéíàÿ ïåðåìåííàÿ, ìîäåëèðóþùàÿ âíåøíèé àääèòèâíûé øóì, êîòîðûé íà-
ðóøàåò äåòåðìèíèðîâàííûé õàðàêòåð ôóíêöèè f(x). Ïðè îäíîì è òîì æå çíà-
÷åíèè x êàæäûé ðàç áóäóò ïîëó÷àòüñÿ ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ y, òàê êàê âåëè÷èíà
ε áóäåò ïðè ýòîì íåïðåäñêàçóåìî ðàçíîé. Íà ñàìîì äåëå ýòî íå åäèíñòâåííûé
ñïîñîá îïèñàíèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ çàâèñèìîñòåé, îäíàêî îí ñàìûé ïðîñòîé, è ìû
íà÷í¼ì èìåííî ñ íåãî.

Âîçìîæíû äâå èíòåðïðåòàöèè íàáîðà òî÷åê {(x1, y1), .., (xn, yn)}.
Ïóñòü ïðè ðàçëè÷íûõ çàäàííûõ ðåêëàìíûõ áþäæåòàõ xi ïîëó÷èëèñü íåêî-

òîðûå çíà÷åíèÿ ñóììàðíûõ ïðîäàæ yi. Â ýòîì ñëó÷àå íàñ èíòåðåñóåò ñâÿçü
y = f(x), â êîòîðîé x ÿâëÿåòñÿ êîíòðîëèðóåìîé ïåðåìåííîé, êîòîðîé ìû ìî-
æåì óïðàâëÿòü, â òîì ÷èñëå è ïðè ïðîâåäåíèè ìàðêåòèíãîâîãî èññëåäîâàíèÿ.
Íàñ èíòåðåñóåò, êàêîâî áóäåò çíà÷åíèå y, åñëè â ñëåäóþùèé ðàç ìû çàäàäèì
îïðåäåë¼ííîå x. Ïðè ýòîì ñâÿçü îêàçûâàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêîé, òàê êàê îíà ïîä-
âåðæåíà âíåøíåìó �øóìó�, âîçäåéñòâóþùåìó òîëüêî íà y.

Äðóãàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò, íàïðèìåð, íà ôîíäîâîì ðûíêå, êîãäà èçó÷àåòñÿ
ñâÿçü ìåæäó èçìåíåíèåì èíäåêñà êîðçèíû àêöèé x è èçìåíåíèåì öåíû íåêî-
òîðîé àêöèè y. Â ýòîì ñëó÷àå îáå ïåðåìåííûå ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè, íå êîí-
òðîëèðóåìûìè íàìè âåëè÷èíàìè, ìåæäó êîòîðûìè, òåì íå ìåíåå, ñóùåñòâóåò
íåêîòîðàÿ çàâèñèìîñòü. Ìû íå çíàåì, êàêîâî áóäåò ñëåäóþùåå èçìåíåíèå ðû-
íî÷íîãî èíäåêñà, îäíàêî ñ òîé èëè èíîé ñòåïåíüþ äîñòîâåðíîñòè ìîæåì ïðåä-
ñêàçàòü, ÷òî ïðîèçîéä¼ò ñ öåíîé àêöèè, åñëè èíäåêñ ïîìåíÿåòñÿ îïðåäåë¼ííûì
îáðàçîì.

Åñëè ìåæäó x è y åñòü ñâÿçü, òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ íà òî÷å÷íîé äèàãðàììå
(ïëîñêîñòè (x, y)) òî÷êè áóäóò �ïðèòÿãèâàòüñÿ� ê íåêîòîðîé ëèíèè. Äëÿ ïåðâîãî
òèïà äàííûõ xi ìîãóò èäòè ñ ðàâíûì øàãîì, òîãäà êàê âî âòîðîì ñëó÷àå, ñêîðåå
âñåãî, îíè áóäóò ñóùåñòâåííî íåðàâíîìåðíû.
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• Ïðîñòåéøèì âèäîì ñâÿçè ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ. Äëÿ ïðîâåäåíèÿ
ïðÿìîé ïî ýìïèðè÷åñêèì äàííûì (xi, yi) ïðèìåíÿþò ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàä-
ðàòîâ. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïðÿìàÿ ïðîõîäèò íàèëó÷øèì îáðàçîì, åñëè ñóììà êâàä-
ðàòîâ îòêëîíåíèé îò íå¼ ïî îñè y (ïåðâûé ñïîñîá) èëè ïî îñè x (âòîðîé ñïîñîá)
ìèíèìàëüíû. Âîçìîæåí è òðåòèé ñïîñîá, â êîòîðîì ìèíèìèçèðóþòñÿ êðàò÷àé-
øèå ðàññòîÿíèÿ äî ïðÿìîé:

x

y

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ïåðâûé ìåòîä. Ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ
ïàðàìåòðàìè a è b, íàõîæäåíèå êîòîðûõ è ÿâëÿåòñÿ íàøåé öåëüþ. Ñóììà êâàä-
ðàòîâ îòêëîíåíèé îò ïðÿìîé ïî îñè y èìååò âèä:

n∑
i=1

(
a+ b · xi − yi

)2
= min

è äîëæíà áûòü ìèíèìàëüíîé.

• Ïðåäñòàâèì ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü â ñëåäóþùåì âèäå:

y = a+ b · x+ ε,

ãäå a è b � íåêîòîðûå êîíñòàíòû, à ε � ñëó÷àéíûé øóì, äåëàþùèé äåòåðìèíè-
ðîâàííóþ ôóíêöèþ y = a+b ·x ñòîõàñòè÷åñêîé. Íà ôèíàíñîâûõ ðûíêàõ ðåäêî
óäà¼òñÿ ñòàâèòü êîíòðîëèðóåìûå ýêñïåðèìåíòû ⌣̈, ïîýòîìó ìû áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî x, y, ε � ýòî ñëó÷àéíûå ÷èñëà, ñâÿçàííûå ëèíåéíûì ñîîòíîøåíèåì. Îäíàêî
âñå âûâåäåííûå íèæå ôîðìóëû áóäóò ñïðàâåäëèâû è äëÿ ñèòóàöèè êîíòðîëè-
ðóåìîãî x. Ïðîñòî â ýòîì ñëó÷àå çíàêè óñðåäíåíèÿ ⟨..⟩ íóæíî ïîíèìàòü, êàê
ïðîñòîå àðèôìåòè÷åñêîå ñðåäíåå ïî âñåì ýìïèðè÷åñêèì ïàðàì {(xi, yi)}.
Ïóñòü ñðåäíåå çíà÷åíèå øóìà ðàâíî íóëþ ⟨ε⟩ = 0, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó-

÷àå åãî âñåãäà ìîæíî âêëþ÷èòü â êîíñòàíòó a. ×òîáû îïðåäåëèòü ïàðàìåòðû
íàèáîëåå ïîäõîäÿùåé ïðÿìîé, íåîáõîäèìî ìèíèìèçèðîâàòü äèñïåðñèþ øóìà:

σ2
ε =

⟨
ε2
⟩
=
⟨
(a+ b · x− y)2

⟩
= min. (2.19)

Âîçüì¼ì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ýòîãî âûðàæåíèÿ ïî a, b è ïðèðàâíÿåì èõ ê
íóëþ:

∂σ2
ε/∂a = 2 ⟨a+ bx− y⟩ = 0,

∂σ2
ε/∂b = 2 ⟨x · (a+ bx− y)⟩ = 0.
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Òàêèì îáðàçîì, ïàðàìåòðû ïðÿìîé a è b óäîâëåòâîðÿþò ëèíåéíîé ñèñòåìå èç
äâóõ óðàâíåíèé: {

a+ b ⟨x⟩ = ⟨y⟩
a ⟨x⟩+ b

⟨
x2
⟩
= ⟨xy⟩ .

Îíà ëåãêî ðåøàåòñÿ è äà¼ò íàêëîí ïðÿìîé, ðàâíûé:

b =
⟨xy⟩ − ⟨x⟩ ⟨y⟩
⟨x2⟩ − ⟨x⟩2

=
⟨(x− x̄)(y − ȳ)⟩

σ2
x

= c(x, y)
σy
σx

,

ãäå âîëàòèëüíîñòè ïî îñÿì x è y ðàâíû σx è σy, à âåëè÷èíà

c(x, y) =
γ(x, y)

σxσy
=

⟨(x− x̄)(y − ȳ)⟩
σxσy

(2.20)

íàçûâàåòñÿ êîððåëÿöèîííûì êîýôôèöèåíòîì (correlation). Ñðåäíåå ïðîèçâåäå-
íèå îòêëîíåíèé γ(x, y), ñòîÿùåå â ÷èñëèòåëå, íàçûâàþò êîâàðèàöèåé (covariance).
Óðàâíåíèå ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè óäîáíî çàïèñàòü â ñèììåòðè÷íîì âèäå:

y − ȳ

σy
= c(x, y) · x− x̄

σx
, (2.21)

òàê, ÷òî êîððåëÿöèÿ îêàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ìåæäó
äâóìÿ áåçðàçìåðíûìè íîðìèðîâàííûìè âåëè÷èíàìè.

• Åñëè áû ïðè ïîèñêå îïòèìàëüíîé ïðÿìîé ìèíèìèçàöèÿ îòêëîíåíèÿ ïðî-
èçâîäèëàñü íå ïî âåðòèêàëè, à ïî ãîðèçîíòàëè, òî ìû ïîëó÷èëè áû òàêèå æå
ñîîòíîøåíèÿ ñ ïåðåñòàíîâêîé x è y ìåñòàìè:

x− x̄

σx
= c(x, y) · y − ȳ

σy
. (2.22)

Ïîíÿòíî, ÷òî íàêëîíû ïðÿìûõ, ïîëó÷åííûå êàæäûì èç ìåòîäîâ, íåñêîëüêî îò-
ëè÷àþòñÿ, ñîâïàäàÿ òîëüêî ïðè c(x, y) ∼ ±1. Ìîæíî ïîëó÷èòü ðåãðåññèîííîå
óðàâíåíèå è â ñëó÷àå òðåòüåãî ñïîñîáà, êîãäà ìèíèìèçèðóþòñÿ ðàññòîÿíèÿ òî-
÷åê ê ïðÿìîé (ñòð.555).

• Èíîãäà â òåîðåòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ íåîáõîäèìî òåñòèðîâàòü ëèíåéíóþ çàâè-
ñèìîñòü áåç ñâîáîäíîãî ÷ëåíà (a = 0). Â ýòîì ñëó÷àå, âîîáùå ãîâîðÿ, ⟨ε⟩ ̸= 0.
Òåì íå ìåíåå, ìû ìîæåì àíàëîãè÷íî, ïðè ïîìîùè ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðà-
òîâ, ìèíèìèçèðîâàòü âîëàòèëüíîñòü σε øóìà äëÿ çàâèñèìîñòè y = bx + ε. Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå îïòèìàëüíîé ïðÿìîé:

y =
⟨xy⟩
⟨x2⟩

· x.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè àïïðîêñèìàöèè äàííûõ â Excel ìîæíî çàôèêñèðîâàòü (a = 0)
è ïîëó÷èòü íàêëîí ïðÿìîé è âåëè÷èíó îøèáêè àïïðîêñèìàöèè.
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• Ïîëó÷åííûå âûøå ôîðìóëû îïòèìàëüíîé ñ òî÷êè çðåíèÿ �âåðòèêàëüíîãî�
ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ïðÿìîé ïðèâîäÿò ê ëþáîïûòíîìó ñîîòíîøåíèþ
ìåæäó x è øóìîì ε. Ïîäñòàâèì â îïðåäåëåíèå êîððåëÿöèè ëèíåéíóþ çàâèñè-
ìîñòü y = a+bx+ε è å¼ óñðåäíåíèå ȳ = a+bx̄ (íàïîìíèì, ÷òî ìû íå ðàçëè÷àåì
â îáîçíà÷åíèè ñðåäíåãî ôèãóðíûå ñêîáêè è ÷åðòó ñâåðõó, à ⟨ε⟩ = 0):

c(x, y) =
⟨(x− x̄)(y − ȳ)⟩

σxσy
=

⟨(x− x̄)(b(x− x̄) + ε)⟩
σxσy

= b
σx
σy

+
⟨(x− x̄)ε⟩

σxσy
,

Òàê êàê íàêëîí ïðÿìîé b = c(x, y)σy/σx, à ⟨ε⟩ = 0, òî â ðåçóëüòàòå èìååì:

⟨xε⟩ = 0. (2.23)

Åñòåñòâåííî, ýòî ñîîòíîøåíèå ñïðàâåäëèâî êàê äëÿ ñëó÷àéíîãî x, òàê è äëÿ
äåòåðìèíèðîâàííîãî íàáîðà êîíòðîëèðóåìûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

• Êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè îïðåäåëÿåò íàêëîí ïðÿìîé b. Îäíàêî âàæíåå òî,
÷òî îí ñâÿçàí ñ âîëàòèëüíîñòüþ øóìà. Äåéñòâèòåëüíî:

σ2
y =

⟨
(y − ȳ)2

⟩
=
⟨(

b · (x− x̄) + ε
)2⟩

= b2σ2
x +

⟨
ε2
⟩
,

ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü ïîëó÷åííûì âûøå ñîîòíîøåíèåì ⟨xε⟩ = 0. Òàê êàê
b = c(x, y)σy/σx, òî äëÿ âîëàòèëüíîñòè øóìà ε2ε =

⟨
ε2
⟩
îêîí÷àòåëüíî èìååì:

E =
σε
σy

=
√
1− c2(x, y) . (2.24)

Ïîýòîìó, ÷åì áëèæå c2(x, y) ê íóëþ, òåì áîëüøå âåëè÷èíà îòêëîíåíèÿ äàííûõ
îò ïðÿìîé. Ïðè c2(x, y) = 1, íàîáîðîò, îòêëîíåíèÿ ðàâíû íóëþ è âñå òî÷êè íà-
õîäÿòñÿ íà ïðÿìîé. Îòðèöàòåëüíûé êîýôôèöèåíò ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî
ïðÿìàÿ èìååò îòðèöàòåëüíûé íàêëîí, ò.å. ÿâëÿåòñÿ íèñõîäÿùåé. Êîððåëÿöèÿ
âåëè÷èíû ñàìà ñ ñîáîé ðàâíà åäèíèöå: c(x, x) = 1. Èç (2.24) ñëåäóåò, ÷òî êîððå-
ëÿöèîííûé êîýôôèöèåíò c(x, y) âñåãäà ëåæèò â ïðåäåëàõ îò -1 äî 1. Çàìåòèì,
÷òî íà ãðàôèêàõ â Excel îáû÷íî ïðèâîäèòñÿ âåëè÷èíà R2 = 1− E2 = c2(x, y).

• Ïîñëå ïðîâåäåíèÿ àïïðîêñèìàöèè äàííûõ ïðÿìîé íåîáõîäèìî èçó÷èòü ïî-
âåäåíèå îñòàòêîâ ìîäåëè: εi = yi − a− b · xi. Âàæíû íå òîëüêî ñòàòèñòè÷åñêèå
ñâîéñòâà ε (íàïðèìåð, ÿâëÿþòñÿ ëè îíè ãàóññîâûìè), íî è èõ ïîâåäåíèå êàê
ôóíêöèÿ x èëè y. Åñëè îñòàòêè îêàçûâàþòñÿ â ãîðèçîíòàëüíîé ïîëîñå, òî ýòî
ñâèäåòåëüñòâóåò îá èõ ïîñòîÿíñòâå è ñëóæèò ïðèçíàêîì äîñòàòî÷íîé àäåêâàò-
íîñòè ìîäåëè. Îäíàêî ýòà ïîëîñà ìîæåò èìåòü ïåðåìåííóþ øèðèíó, íàïðèìåð,
ðàñøèðÿÿñü ïðè óâåëè÷åíèè x èëè y. Ýòî ñèãíàëèçèðóåò îá îòñóòñòâèè ïîñòîÿí-
ñòâà âîëàòèëüíîñòè îøèáêè σε. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòè
äàííûõ. Èíîãäà ïîëîñà îøèáîê äîñòàòî÷íî ïðè÷óäëèâî âûãèáàåòñÿ, ÷òî, ñêîðåå
âñåãî, ñâÿçàíî ñ íåëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ ìåæäó x è y.
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2.12 Çàâèñèò ëè y îò x?

• Êîððåëÿöèîííûé êîýôôèöèåíò èãðàåò î÷åíü âàæíóþ ðîëü â ðàçëè÷íûõ
ïðèëîæåíèÿõ ýêîíîìè÷åñêèõ è ôèíàíñîâûõ òåîðèé, õàðàêòåðèçóÿ íàëè÷èå ñâÿ-
çè ìåæäó âåëè÷èíàìè. Ïîèñê òàêîé ñâÿçè � ïåðâîî÷åðåäíàÿ çàäà÷à ëþáîãî èñ-
ñëåäîâàíèÿ. Åñëè âåëè÷èíû îêàçûâàþòñÿ çàâèñèìûìè, òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
x è y ïðèíèìàþò íåêîòîðûå çíà÷åíèÿ, î÷åâèäíî, áóäåò óæå ôóíêöèåé äâóõ ïå-
ðåìåííûõ P (x, y). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñðåäíèõ íåîáõîäèìî ñóììèðîâàòü ïî âñåì
âîçìîæíûì çíà÷åíèÿì êàê x, òàê è y ñ âåñîâûìè êîýôôèöèåíòàìè, ðàâíûìè
ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè P (x, y). Åñëè ìåæäó âåëè÷èíàìè íèêàêîé ñâÿçè íåò (íå
òîëüêî ëèíåéíîé), òî ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè P (x, y) ðàâíà ïðîèçâå-
äåíèþ ðàñïðåäåëåíèé êàæäîé èç âåëè÷èí P1(x)P2(y) (ñòð.453):

⟨f(x)g(y)⟩ =
+∞∫

−∞

f(x)g(y)P (x, y)dxdy =

+∞∫
−∞

f(x)P1(x)dx

+∞∫
−∞

g(y)P2(y)dy.

Ïîýòîìó ñðåäíåå ïðîèçâåäåíèå äâóõ íåçàâèñèìûõ âåëè÷èí ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ
èõ ñðåäíèõ: ⟨f(x)g(y)⟩ = ⟨f(x)⟩ ⟨g(y)⟩. Â ÷àñòíîñòè, ⟨xy⟩ = ⟨x⟩ ⟨y⟩. Íà ñàìîì
äåëå, åñëè çàäóìàòüñÿ, ýòî äîñòàòî÷íî åñòåñòâåííûé ïðèçíàê îòñóòñòâèÿ ñòàòè-
ñòè÷åñêîé ñâÿçè ìåæäó x è y. Â ýòîì ñëó÷àå êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ðàâåí
íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî, êîâàðèàöèÿ:

γ(x, y) = ⟨(x− x̄)(y − ȳ)⟩ = ⟨x− x̄⟩ ⟨y − ȳ⟩ = 0,

åñëè x è y � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Îäíàêî, êàê ìû óâèäèì â ñëå-
äóþùåé ãëàâå, îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî. Èç ðàâåíñòâà c(x, y) = 0 àâ-
òîìàòè÷åñêè íå ñëåäóåò îòñóòñòâèå ñòîõàñòè÷åñêîé çàâèñèìîñòè.

Ïðè ïîñòðîåíèè íà äâóìåðíîé ïëîñêîñòè ïàð òî÷åê, ìåæäó êîòîðûì íåò ñòî-
õàñòè÷åñêîé çàâèñèìîñòè, ìû ïîëó÷èì ðàçìûòîå îáëàêî:

x

y

0 0

x x

y y

Åñëè ðàñïðåäåëåíèå x è y èìååò ìàêñèìóì, òî ýòî îáëàêî áóäåò èìåòü �ñãó-
ùåíèÿ� â îêðåñòíîñòè òî÷êè (x̄, ȳ). Åñëè âîëàòèëüíîñòü σx áîëüøå, ÷åì σy, òî
îáëàêî áóäåò âûòÿíóòî âäîëü îñè x, èíà÷å � âäîëü îñè y.
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• Êîððåëÿöèÿ ìåæäó äâóìÿ âåëè÷èíàìè x, y íå âñåãäà îçíà÷àåò íàëè÷èå
ïðè÷èííîé ñâÿçè y = f(x) èëè x = g(y). Íàïðèìåð, ìîæåò ñóùåñòâîâàòü òðåòüÿ
âåëè÷èíà z, îêàçûâàþùàÿ âëèÿíèå è íà x, è íà y, ñèíõðîíèçèðóÿ èõ ïîâåäåíèå.
Òàê, îáùèé ñïàä ìèðîâîé ýêîíîìèêè ìîæåò îêàçûâàòü îäèíàêîâîå âîçäåéñòâèå
íà äâå íå ñâÿçàííûå äðóã ñ äðóãîì, íî ýêñïîðòíî-îðèåíòèðîâàííûå îòðàñëè
ýêîíîìèêè.
�Ëîæíàÿ� êîððåëÿöèÿ òàêæå âîçíèêàåò, êîãäà äâå âåëè÷èíû èìåþò ÿâíî âû-

ðàæåííûé âîñõîäÿùèé èëè íèñõîäÿùèé òðåíä. Â ýòîì ñëó÷àå ìåæäó íèìè áóäåò
ïîÿâëÿòüñÿ çàìåòíàÿ êîððåëÿöèÿ. Îäíàêî ýòà êîððåëÿöèÿ õàðàêòåðèçóåò ëèøü
íàëè÷èå äåòåðìèíèðîâàííîé ñîñòàâëÿþùåé ðîñòà. Áîëåå èíòåðåñíûì ÿâëÿåòñÿ
âîçìîæíàÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü ñèíõðîííîñòè îòêëîíåíèé âåëè÷èí îò
ýòîé äåòåðìèíèðîâàííîé äèíàìèêè.
Íàïðèìåð, íà ôîíäîâîì ðûíêå îáû÷íî áåññìûñëåííî âû÷èñëÿòü êîððåëÿöèþ

ìåæäó öåíàìè àêöèé. Ñóùåñòâåííî èíôîðìàòèâíåå áóäåò êîððåëÿöèÿ ìåæäó èõ
îòíîñèòåëüíûìè èçìåíåíèÿìè (äîõîäíîñòÿìè) çà íåêîòîðûé ïåðèîä.
Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà äâå ðàñòóùèå àêöèè PG è INTC çà ïåðèîä

1995-2000 ã. Äèíàìèêà öåí xt è yt ïðèâåäåíà íà ëåâîé äèàãðàììå. Ñïðàâà äàíî
ðàñïðåäåëåíèå èõ åæåäíåâíûõ äîõîäíîñòåé rt = ln(xt/xt−1).

ln xt

ln yt

ln xt/xt-1

ln yt/yt-1

PG

INTC
1

2

3

4

95 96 97 98 99 00 -10%

0%

10%

-10%

0%

10%

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî àêöèè ñèíõðîííî ðàñòóò, èõ äîõîäíîñòè ìåæäó ñîáîé ñâÿçà-
íû î÷åíü ñëàáî. Â äàííîì ñëó÷àå, åñëè ìû âû÷èñëèì êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè
ìåæäó öåíàìè, òî ïîëó÷èì çíà÷åíèå 0.80, òîãäà êàê êîððåëÿöèÿ ìåæäó äîõîä-
íîñòÿìè ðàâíà 0.10 (ïðàâûé ðèñóíîê).
Çàìåòèì, ÷òî âû÷èñëåíèå êîððåëÿöèé ìåæäó öåíàìè àêöèé èìååò ñìûñë

òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè îíè èñïûòûâàþò íåðåãóëÿðíûå êîëåáàíèÿ c áîëüøèìè
ïåðèîäàìè, áåç ÿâíî âûðàæåííîãî ïîâûøàþùåãî èëè ïîíèæàþùåãî òðåíäà. Â
ýòîì ñëó÷àå êîððåëÿöèîííûé êîýôôèöèåíò äà¼ò äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ
î ñâÿçè ýòèõ êîëåáàíèé. Ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî åæåäíåâíûå äîõîäíîñòè àêöèé
ìåæäó ñîáîé ñâÿçàíû î÷åíü ïëîõî, îäíàêî íà äëèòåëüíûõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè
èõ öåíû èñïûòûâàþò ñóùåñòâåííî ñêîððåëèðîâàííûå êîëåáàíèÿ. Íåîáõîäèìî,
ïðàâäà, îáÿçàòåëüíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòà ñêîððåëèðîâàííîñòü íå îáóñëîâëåíà äå-
òåðìèíèðîâàííîé ñîñòàâëÿþùåé ðîñòà.
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• Ðàññìîòðèì òåïåðü ñòîõàñòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè ìåæäó ðåàëüíûìè ýêîíî-
ìè÷åñêèìè è ôèíàíñîâûìè âåëè÷èíàìè.

Ïóñòü íàñ èíòåðåñóåò ïðîãíîç çíà÷åíèÿ íåêîòîðîãî ìàêðîýêîíîìè÷åñêîãî ïà-
ðàìåòðà yt. Ñêîðåå âñåãî, îí áóäåò çàâèñåòü îò âñåé ïðåäûñòîðèè y è ïðåäûñòî-
ðèè ìíîæåñòâà äðóãèõ ìàêðîýêîíîìè÷åñêèõ âåëè÷èí xt. Ïîäîáíûå óðàâíåíèÿ
äëÿ xt, yt, .. îáðàçóþò äîñòàòî÷íî ñëîæíóþ, âîîáùå ãîâîðÿ, íåëèíåéíóþ ìîäåëü.

Êàê äëÿ çàïèñè ýòèõ óðàâíåíèé, òàê è äëÿ ñîçäàíèÿ ðåôëåêòîðíîãî ïîíèìà-
íèÿ (èíîãäà èëëþçîðíîãî) ýêîíîìè÷åñêèõ çàêîíîìåðíîñòåé èññëåäîâàòåëè èùóò
ïðîñòûå ëèíåéíûå ñâÿçè ìåæäó ðàçëè÷íûìè âåëè÷èíàìè. Äëÿ ýòîãî ñëîæíóþ
ìíîãîôàêòîðíóþ ìîäåëü çàìåíÿþò íà ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü ìåæäó òåêóùèì
y è çíà÷åíèåì x, îòñòîÿùèì íà s ïåðèîäîâ â ïðîøëîå:

yt = a+ b · xt−s + εt.

×àñòü øóìà εt îáóñëîâëåíà âíåøíèìè ôàêòîðàìè, îäíàêî äðóãàÿ åãî ñîñòàâëÿ-
þùàÿ âîçíèêàåò èç-çà ñèëüíîãî óïðîùåíèÿ ìîäåëè. Ðàññìîòðèì äâà ïðèìåðà.

• ×åì áîëüøå ïðîèçâåäåíî âàëîâîãî âíóòðåííåãî ïðîäóêòà Y â ñòðàíå, òåì,
ñêîðåå âñåãî, áîëüøå áóäåò ïîòðà÷åíî C íàñåëåíèåì. Ïîýòîìó â áîëüøèíñòâå
ýêîíîìè÷åñêèõ ìîäåëåé ïðåäïîëàãàåòñÿ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ïîòðåáëåíèÿ:

C = C(Y ) = a+ b · Y.

Åæåãîäíûå äàííûå â ôèêñèðîâàííûõ öåíàõ ïî ÂÂÏ è ïîòðåáëåíèþ â ÑØÀ
çà ïåðèîä 1955 - 2007 ã. èìåëè ñëåäóþùèé âèä (ëåâûé ãðàôèê):
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Ïîäîáíîå ïðåäñòàâëåíèå ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ìàëîèíôîðìàòèâíî è ñîçäà¼ò
âïå÷àòëåíèå î÷åíü òåñíîé ëèíåéíîé ñâÿçè. Òàê êàê ìîæíî ïîëîæèòü a = 0, ïî-
ñìîòðèì, êàê èçìåíÿëîñü ñî âðåìåíåì îòíîøåíèå C/Y (ïðàâûé ãðàôèê). Äèà-
ãðàììà óæå çàìåòíî èíôîðìàòèâíåå è çàâèñèìîñòü ñòàëà äèíàìè÷åñêîé.

Åù¼ áîëåå òîíêèå äåòàëè ôóíêöèè ïîòðåáëåíèÿ ïðîÿâëÿþòñÿ ïðè àíàëèçå
ñâÿçè îòíîñèòåëüíûõ èçìåíåíèé. Â ëèíåéíîé ìîäåëè ñ a = 0: C = b ·Y , ïîýòîìó
äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî îòíîñèòåëüíûõ èçìåíåíèé: ∆C/C = ∆Y/Y .
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Íàíåñ¼ì ýòè âåëè÷èíû (â ïðîöåíòàõ) íà òî÷å÷íóþ äèàãðàììó (ëåâûé ãðà-
ôèê). Âèäíî, ÷òî ëèíåéíàÿ ñâÿçü ñòàëà ìåíåå âûðàæåííîé:

cor

s

y = 0.715x+1.2%
R2 = 0.803

y = 0.972x

R2 = 0.656
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Ïðàâàÿ äèàãðàììà ïîêàçûâàåò çàâèñèìîñòü êîððåëÿöèîííîãî êîýôôèöèåíòà
ìåæäó èçìåíåíèÿìè s ëåò íàçàä: cor = c(∆Ct/Ct,∆Yt−s/Yt−s). Îñòðûé ìàêñè-
ìóì êîððåëÿöèè 0.67 ïðè s = 0 ãîâîðèò î òîì, ÷òî àìåðèêàíöû òóò æå òðàòÿò
òî, ÷òî ïîëó÷àþò ⌣̈.

• Â êà÷åñòâå âòîðîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì çàâèñèìîñòü ìåæäó ñðåäíåé çà
êâàðòàë ïðîöåíòíîé ñòàâêîé rt è êâàðòàëüíûìè èçìåíåíèÿìè èíäåêñà öåí (äå-
ôëÿòîð) πt = ∆Pt/Pt Àìåðèêè (ëåâûé ãðàôèê). Âû÷èñëèì cor = c(rt, πt−s), ñî
ñäâèãîì (ëàãîì) â s êâàðòàëîâ (ïðàâûé ãðàôèê). Ïàäåíèå êîýôôèöèåíòà êîððå-
ëÿöèè ïðè s < 0 îçíà÷àåò, ÷òî èìåííî ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà çàâèñèò îò èíôëÿöèè,
à íå íàîáîðîò. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî öåíòðîáàíê ïîäíèìàåò ó÷¼òíóþ ñòàâêó
ïîñòåïåííî, íàáëþäàÿ çà ïðîèçâåäåííûì ýôôåêòîì. Ëåâûé ãðàôèê ïîñòðîåí
äëÿ ïðîöåíòíîé ñòàâêè rt è èíôëÿöèè πt−2:

Ñòîèò îáðàòèòü âíèìàíèå íà äâà ëþáîïûòíûõ ôàêòà. Âî-ïåðâûõ, íåò ñó-
ùåñòâåííîãî ïèêà íà ãðàôèêå êîððåëÿöèè â îêðåñòíîñòè íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ
ëàãà s. Â ýòîì ñìûñëå îí êà÷åñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò êîððåëîãðàììû äëÿ C(Y ).
Ýòî ñèãíàëèçèðóåò î íåäîñòàòî÷íîé àäåêâàòíîñòè äèñêðåòíîé ëîêàëüíîé ìî-
äåëè. Âî-âòîðûõ, ìû íà ñàìîì äåëå âèäèì ÿâíîå ïðîÿâëåíèå ðåãóëÿòèâíîãî
âîçäåéñòâèÿ íà ýêîíîìèêó, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ íå ýêîíîìè÷åñêîé, à ïîëèòè÷åñêîé
çàêîíîìåðíîñòüþ. Îáðàòíàÿ æå ýêîíîìè÷åñêàÿ ñâÿçü s < 0, íà îñíîâàíèè êîòî-
ðîé ⌣̈ è ïðèíèìàåòñÿ ïîëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ïî ïîâûøåíèþ ïðîöåíòíîé ñòàâêè,
èìååò äîñòàòî÷íî ñëàáûé êîððåëÿöèîííûé êîýôôèöèåíò.
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