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Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ñâåò îêàçûâàåò äàâëåíèå íà îáúåêòû.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîâåäåíèå ïðîáíîãî çàðÿäà â ïîëå ïëîñêîé
ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû òàêîâî, ÷òî åãî èìïóëüñ íå óâåëè÷è-
âàåòñÿ ñî âðåìåíåì. Ýòî âñòóïàåò â êàæóùååñÿ ïðîòèâîðå÷èå ñ
ôàêòîì ñóùåñòâîâàíèÿ ñâåòîâîãî äàâëåíèÿ. Â ðàáîòå óòî÷íÿþò-
ñÿ óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè ñîâìåñòíûõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ïîëÿ
è çàðÿäîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî ñâåòîâîå äàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòà-
òîì ñàìîäåéñòâèÿ çàðÿäà. Ìîìåíò æå èìïóëüñà çàðÿäà â ïîëå
ïëîñêîé âîëíû ñ êðóãîâîé ïîëÿðèçàöèåé íå ðàñò¼ò äàæå ïîñëå
ó÷¼òà ýôôåêòà ñàìîäåéñòâèÿ.
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1 Ââåäåíèå

Õîðîøî èçâåñòíûì òåîðåòè÷åñêèì è ýêñïåðèìåíòàëüíûì ôàêòîì ÿâ-
ëÿåòñÿ íàëè÷èå ñâåòîâîãî äàâëåíèÿ è ìîìåíòà èìïóëüñà, ïåðåíîñèìîãî
ïîëÿðèçîâàííîé ïî êðóãó ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíîé. Òåì íå ìåíåå, íå
ñìîòðÿ íà áîëåå ÷åì ñòîëåòíþþ èñòîðèþ ýòîãî âîïðîñà, èíîãäà, íà îñ-
íîâå çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ, äåëàþòñÿ íåâåðíûå çàêëþ÷åíèÿ è îáúÿñíåíèÿ
ñîîòâåòñòâóþùèõ ýôôåêòîâ.
Òàê, ïðè îáñóæäåíèè äâèæåíèÿ ïðîáíîãî çàðÿäà â ïîëå ýëåêòðîìàã-

íèòíîé âîëíû, ÷àñòî äåëàåòñÿ ññûëêà íà ñîâìåñòíûå çàêîíû ñîõðàíå-
íèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ è çàðÿäîâ. Íàïðèìåð, óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî
ñìåùåíèå çàðÿäà â íàïðàâëåíèè âîëíîâîãî âåêòîðà ñâÿçàíî ñî ñâåòîâûì
äàâëåíèåì, à çàêðó÷èâàíèå òðàåêòîðèè â íàïðàâëåíèè ïîëÿðèçàöèè � ñ
ìîìåíòîì èìïóëüñà âîëíû. Îäíàêî áåç íåêîòîðûõ âàæíûõ îãîâîðîê ïî-
äîáíûå ïðåäñòàâëåíèÿ îêàçûâàþòñÿ íåâåðíûìè.
Òî, ÷òî ñèòóàöèÿ íå ñòîëü îäíîçíà÷íà, ñëåäóåò èç èçâåñòíîãî õàðàêòåðà

ïîâåäåíèÿ çàðÿäà â ïîëå ïëîñêîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû. Íàïðèìåð,
åñëè âîëíà èìååò ëèíåéíóþ ïîëÿðèçàöèþ, òî ñóùåñòâóåò èíåðöèàëüíàÿ
ñèñòåìà îòñ÷¼òà â êîòîðîé çàðÿä îïèñûâàåò âîñüì¼ðêó, â ñðåäíåì îñòàâà-
ÿñü íà îäíîì è òîì æå ìåñòå ([1], [2], ïðèëîæåíèå C). Åãî òðàåêòîðèÿ ïðè-
âåäåíà íèæå íà ëåâîì ðèñóíêå. Â ëþáîé äðóãîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà ñêîðîñòü
çàðÿäà âäîëü âîëíîâîãî âåêòîðà â ñðåäíåì îêàçûâàåòñÿ ïîñòîÿííîé. Ïî-
äîáíîå �èãíîðèðîâàíèå� ïðîáíûì çàðÿäîì ñâåòîâîãî äàâëåíèÿ, êîòîðîå
íàïðàâëåíî ïî âîëíîâîìó âåêòîðó, âûãëÿäèò íåñêîëüêî íåîæèäàííûì.
Àíàëîãè÷íî âåä¼ò ñåáÿ çàðÿä â ïîëå âîëíû ñ êðóãîâîé ïîëÿðèçàöèåé.

Â ýòîì ñëó÷àå îí ìîæåò äâèãàòüñÿ ïî îêðóæíîñòè â ïëîñêîñòè, ïåðïåí-
äèêóëÿðíîé âîëíîâîìó âåêòîðó ([1], [2], ïðèëîæåíèå B). Â òàêîé ñèñòåìå
îòñ÷¼òà çàðÿä âîîáùå íå èçìåíÿåò ñâîåé ñêîðîñòè âäîëü âîëíîâîãî âåêòî-
ðà, ïî êîòîðîìó, ñîáñòâåííî, è íàïðàâëåíî ñâåòîâîå äàâëåíèå (íèæå ïðà-
âûé ðèñóíîê). Íå ìåíÿåòñÿ òàêæå íà÷àëüíûé ìîìåíò èìïóëüñà çàðÿäà
(îòñóòñòâóåò �ïîãëîùåíèå� ìîìåíòà èìïóëüñà ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû).

Âîçíèêàåò âîïðîñ: ïî÷åìó ïîäîáíûå îñîáåííîñòè ïîâåäåíèÿ çàðÿäà â
ïîëå âîëíû íå ñîãëàñóþòñÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè çàêîíàìè ñîõðàíåíèÿ?
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2 Ñîõðàíåíèå ýíåðãèè ïîëÿ è çàðÿäîâ

Íàïîìíèì âûâîä çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè-èìïóëüñà [1]. Ïðè ïîìî-
ùè ñëåäóþùèõ êîìáèíàöèé íàïðÿæ¼ííîñòåé ïîëÿ (c = 1):

W =
E2 +B2

8π
, P =

E×B

4π
(1)

è óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà íåñëîæíî ïîëó÷èòü òåîðåìó Ïîéíòèíãà:

∂W

∂t
+∇P+ Ej = 0, (2)

ãäå j � ïëîòíîñòü òîêà, ñòîÿùàÿ â óðàâíåíèÿõ Ìàêñâåëëà. Ôèçè÷åñêèé
ñìûñë ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ óñòàíàâëèâàåòñÿ â ðåçóëüòàòå åãî èíòåãðèðî-
âàíèÿ ïî íåêîòîðîìó îáú¼ìó:

d

dt

∫
W dV +

∮
P dS = −

∫
Ej dV = −

n∑
k=1

qk ukE(rk),

ãäå ïðèìåíåíà òåîðåìà Ãàóññà, à äëÿ òîêà çàïèñàíà ñóììà δ - ôóíêöèé
(ò.å. ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âíóòðè îáú¼ìà íàõîäÿòñÿ n òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ).
Èçìåíåíèå ýíåðãèè äâèæåíèÿ çàðÿäà E = m/

√
1− u2 ðàâíî ñêàëÿðíî-

ìó ïðîèçâåäåíèþ ñêîðîñòè çàðÿäà u íà ñèëó F:

dE
dt

= uF = u (qE+ qu×B) = quE.

Ïîýòîìó èíòåãðàëüíàÿ òåîðåìà Ïîéíòèíãà çàïèñûâàåòñÿ òàêèì îáðàçîì:

d

dt

{∫
W dV +

n∑
k=1

Ek

}
= −

∮
P dS. (3)

Ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ñóììàðíàÿ ýíåð-
ãèÿ ïîëÿ è çàðÿäîâ. Ýòà ýíåðãèÿ èçìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåñå÷åíèè ãðàíèöû
îáú¼ìà ïîòîêîì ýíåðãèè (èìïóëüñîì ïîëÿ P).
Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â äèôôåðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè (2) íàõîäÿòñÿ

òîêè, ñòîÿùèå â óðàâíåíèÿõ Ìàêñâåëëà. Ýòî òå çàðÿäû, êîòîðûå ñîçäà-
þò ïîëå. Ïðè ïîëó÷åíèè èíòåãðàëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ (3) óæå ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ, ÷òî íà ýòè çàðÿäû èñõîäíîå ïîëå äåéñòâóåò ñèëîé Ëîðåíöà. Ýòî
�èçìåíåíèå� òèïà çàðÿäîâ è îïðåäåëÿåò óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè çàêîíà
ñîõðàíåíèÿ (3).
×àùå âñåãî ïðè ðåøåíèè ýëåêòðîäèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ ñ÷èòàþò, ÷òî

åñòü íåêîòîðûå çàäàííûå çàðÿäû è òîêè, êîòîðûå ñîçäàþò ïîëå (ýòî ïîëå
ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà). Êðîìå ýòîãî,
ñóùåñòâóþò ïðîáíûå çàðÿäû, êîòîðûå â ýòîì ïîëå äâèæóòñÿ ïîä âîçäåé-
ñòâèåì ñèëû Ëîðåíöà. Èõ äâèæåíèå íå èçìåíÿåò âíåøíåãî ïîëÿ, à ñàìè
çàðÿäû íå èçëó÷àþò.
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Íåñìîòðÿ íà èñêóññòâåííîñòü ïîäîáíîãî àëãîðèòìà, îí ïîçâîëÿåò òî÷-
íî ðåøèòü ìíîãèå çàäà÷è è îêàçûâàåòñÿ íåïëîõèì ïåðâûì ïðèáëèæåíèåì
ê ðåàëüíîñòè. Â ðàìêàõ òàêîãî ïðèáëèæåíèÿ îáû÷íî è ðàññìàòðèâàåòñÿ
äâèæåíèå ïðîáíîãî çàðÿäà â ïîëå ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû.
Ïëîñêàÿ âîëíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â ïóñòîì ïðîñòðàíñòâå, â êîòîðîì

ïëîòíîñòü òîêà j â óðàâíåíèè (2) ðàâíà íóëþ. Ïîýòîìó ñîâìåñòíîãî çà-
êîíà ñîõðàíåíèÿ �ïîëÿ + çàðÿäû� â ìîäåëè ïðîáíîãî çàðÿäà ïðîñòî íå
âîçíèêàåò. Â îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîé äâèæåòñÿ ïðîáíûé çàðÿä,
íåò çàðÿäîâ, ñîçäàþùèõ ïîëå ïëîñêîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû.
Ýòó æå ìûñëü ìîæíî âûñêàçàòü ïî äðóãîìó. Ñîâìåñòíûé çàêîí ñîõðà-

íåíèÿ äëÿ ïîëÿ è çàðÿäîâ ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ÷àñòü ýíåðãèè (èìïóëüñà
èëè ìîìåíòà èìïóëüñà) ïîëÿ ïåðåäà¼òñÿ çàðÿäàì. Ñàìî ïîëå ïðè ýòîì
äîëæíî òåðÿòü ýíåðãèþ. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ðåøåíèè çàäà÷è î ïîâåäåíèè
ïðîáíîãî çàðÿäà ýòîãî íå ïðîèñõîäèò. Âíåøíåå äëÿ íåãî ïîëå îñòà¼òñÿ
áåç èçìåíåíèÿ è, åñòåñòâåííî, íå ìîæåò ïîòåðÿòü ýíåðãèþ, êîòîðàÿ �ïå-
ðåäà¼òñÿ� çàðÿäó.
Àáñîëþòíî òà æå ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò ïðè äâèæåíèè, íàïðèìåð, â ýëåê-

òðîñòàòè÷åñêîì ïîëå. Åñëè ìàãíèòíîãî ïîëÿ íåò, òî ïëîòíîñòü èìïóëüñà
P è ìîìåíòà èìïóëüñà r × P ïîëÿ ðàâíû íóëþ. Îäíàêî ýòî íå ìåøàåò
ïðîáíîìó çàðÿäó èçìåíÿòü ñâîé èìïóëüñ è ìîìåíòà èìïóëüñà. Õîòÿ îí èõ
�ïîëó÷àåò� ïðè âîçäåéñòâèè íà íåãî âíåøíåãî ïîëÿ, íèêàêîãî îòíîøåíèÿ
ê çàêîíàì ñîõðàíåíèÿ ïîëÿ è çàðÿäîâ ýòî íå èìååò.
Êîãäà æå ìîæíî ïðèìåíÿòü çàêîí ñîõðàíåíèÿ (3)? Î÷åâèäíî òîãäà,

êîãäà çàðÿäû îäíîâðåìåííî ñîçäàþò ïîëå è ïîäâåðãàþòñÿ åãî âîçäåé-
ñòâèþ. Â ýòîì ñëó÷àå íåò ðàçäåëåíèÿ íà ïðîáíûå çàðÿäû è âíåøíåå ïî-
ëå. Íåñìîòðÿ íà ìàòåìàòè÷åñêóþ ñëîæíîñòü ïîäîáíîé çàäà÷è, èìåííî åé
ñîîòâåòñòâóåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ïîëÿ è çàðÿäîâ.
Íàïðèìåð, åñëè ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà ïîãëîùàåòñÿ ïëàñòèíêîé èç

íåêîòîðîãî ìàòåðèàëà, ýòîé ïëàñòèíêå ïåðåäà¼òñÿ ýíåðãèÿ, èìïóëüñ è ìî-
ìåíò èìïóëüñà âîëíû. Êàê è �ïîëîæåíî� äëÿ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ìîæíî
íå ðàññìàòðèâàòü äåòàëè âçàèìîäåéñòâèÿ âîëíû è ïëàñòèíêè, ïîäñ÷èòàâ
âåëè÷èíû, âõîäÿùèå â (3) äî è ïîñëå âçàèìîäåéñòâèÿ.
Íà ìèêðîóðîâíå ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû ñâÿçàí

ñ òåì, ÷òî çàðÿäû ïëàñòèíêè èñïûòûâàþò âîçäåéñòâèå ñî ñòîðîíû âîëíû
è íà÷èíàþò èçëó÷àòü. Ýòî èçëó÷åíèå �ãàñèò� èñõîäíóþ âîëíó, â ðåçóëü-
òàòå ÷åãî ïðîèñõîäèò å¼ ïîãëîùåíèå. Â ýòîì ñëó÷àå â çàêîíå ñîõðàíåíèÿ
(3) �ïîñëå âçàèìîäåéñòâèÿ� äîëæíû ñòîÿòü íàïðÿæ¼ííîñòè íå ïàäàþùåé
âîëíû, à ñóììàðíîãî ïîëÿ, âîçíèêàþùåãî â ðåçóëüòàòå ñëîæåíèÿ ïîëÿ
èñõîäíîé âîëíû è âòîðè÷íûõ âîëí îò çàðÿäîâ ïëàñòèíû.
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3 Ñâåòîâîå äàâëåíèå

Èíòåðåñíî ïðîñëåäèòü êàê âîçíèêàåò ñâåòîâîå äàâëåíèå, êîãäà ìû íà-
÷èíàåì ó÷èòûâàòü èçëó÷åíèå ïðîáíîãî çàðÿäà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî åãî
ñêîðîñòü íåâåëèêà, è çàïèøåì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ñ ó÷¼òîì ëîðåíöåâ-
ñêîé ñèëû òîðìîæåíèÿ [1]:

mv̇ = eE+ e [v ×B] +
2

3
e2 v̈, (4)

ãäå ïî-ïðåæíåìó èñïîëüçóåòñÿ ñèñòåìà åäèíèö, â êîòîðîé c = 1. Äëÿ âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ ñêîðîñòè ñâåòà íåîáõîäèìî âñå âåëè÷èíû, èìåþùèå ðàçìåð-
íîñòü âðåìåíè â íåêîòîðîé ñòåïåíè, óìíîæèòü íà �c� â òîé æå ñòåïåíè.
Êðîìå ýòîãî çàðÿä è íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ äåëÿòñÿ íà �c�.
Áóäåì èçìåðÿòü âðåìÿ â îáðàòíûõ åäèíèöàõ ÷àñòîòû ω ýëåêòðîìàã-

íèòíîé âîëíû, à ðàññòîÿíèÿ â åäèíèöàõ äëèí âîëí. Äëÿ ýòîãî ñäåëàåì
ñëåäóþùèå çàìåíû:

t 7→ t/ω, r 7→ r/ω.

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ â ýòèõ åäèíèöàõ èìååò âèä:

v̇ =
α

E0
(E+ v ×B) + µ v̈, (5)

ãäå E0 � àìïëèòóäà âîëíû è ââåäåíû äâà áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðà α è µ.
Ïåðâûé ïàðàìåòð îïðåäåëÿåòñÿ ìîùíîñòüþ ïàäàþùåé ýëåêòðîìàãíèò-
íîé âîëíû (âîññòàíàâëèâàåì êîíñòàíòó c):

α =
eE0

ωmc
= λ

(
reI0
πmc3

)1/2

∼ 3 · 10−12+n/2, (6)

ãäå re = e2/mc2 = 2.8 · 10−15 ì � êëàññè÷åñêèé ðàäèóñ ýëåêòðîíà (m �
ìàññà ýëåêòðîíà), λ = 2πc/ω = 500 íì � äëèíà âîëíû ñâåòà è ìîùíîñòü
ñâåòîâîé âîëíû íà åäèíèöó ïëîùàäè ðàâíà I0 = cE2

0/4π = 10n Âò/ì2.
Íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè I0 ∼ 103 Âò/ì2 (ò.å. n = 3). Äëÿ íàèáîëåå ìîù-
íûõ ëàçåðíûõ óñòàíîâîê èíòåíñèâíîñòü äîñòèãàåò 1024 Âò/ì2 (n = 24),
ïðàâäà, äëÿ î÷åíü êîðîòêèõ èìïóëüñîâ.
Âòîðîé áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð çàäà÷è ñâÿçàí ñ èçëó÷åíèåì çàðÿäà:

µ =
2

3

e2ω

mc3
=

4π

3

re
λ

∼ 2 · 10−8. (7)

Ïîýòîìó äëÿ áîëüøèíñòâà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ óñëîâèé, ïîçâîëÿþùèõ
èçìåðèòü ñâåòîâîå äàâëåíèå, µ < α ≪ 1. Êðîìå ýòîãî ìàëûì ïàðàìåò-
ðîì ìû áóäåì ñ÷èòàòü ñêîðîñòü ÷àñòèöû (v ≪ 1), èçìåðÿåìóþ â åäèíèöàõ
ñêîðîñòè ñâåòà.
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Êàê èçâåñòíî, óðàâíåíèå (4) íå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå óäîâëåòâîðèòåëüíûì.
Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñâîáîäíîãî çàðÿäà îíî ïðèâîäèò ê ôèçè÷åñêè áåññìûñ-
ëåííîìó ñàìîóñêîðÿþùåìóñÿ ðåøåíèþ. ×òîáû èçáåæàòü ïîäîáíûõ òðóä-
íîñòåé áóäåì ñ÷èòàòü ðåàêöèþ èçëó÷åíèÿ ìàëîé è ðåøàòü óðàâíåíèå (4)
ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé [1]. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà íàéä¼ì
äâèæåíèå çàðÿäà âî âíåøíåì ïîëå áåç ó÷¼òà èçëó÷åíèÿ:

v̇ =
α

E0
(E+ v ×B). (8)

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ýòî óðàâíåíèå ïî âðåìåíè è âûðàçèâ v̇ ñ åãî æå
ïîìîùüþ, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå äëÿ ñèëû ñàìîäåéñòâèÿ:

µv̈ ≈ αµ

E0

(
dE

dt
+ v × dB

dt

)
+

α2µ

E2
0

[E×B], (9)

ãäå îïóùåíî ñëàãàåìîå ïîðÿäêà α2µv.
Ðàññìîòðèì ïîëÿðèçîâàííóþ ïî êðóãó ïëîñêóþ âîëíó, ðàñïðîñòðàíÿ-

þùóþñÿ â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè z (Ez = Bz = 0):

Ex = E0 cos(t− z), Ey = E0 sin(t− z), Bx = −Ey, By = Ex.

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (5) â êîìïîíåíòàõ èìååò âèä:
v̇x = α (1− vz) cos(t− z) + µv̈x,

v̇y = α (1− vz) sin(t− z) + µv̈y,

v̇z = αvx cos(t− z) + αvy sin(t− z) + µv̈z.

(10)

Èíòåãðèðóÿ ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ è ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî µv̇ âûðàæåíèå
(8), èìååì:{

vx = α sin(t− z) + αµ (1− vz) cos(t− z) + α (s0 − µc0),

vy = −α cos(t− z) + αµ (1− vz) sin(t− z) + α (c0 + µs0),
(11)

ãäå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ÷àñòèöà
íàõîäèëàñü â òî÷êå z = z0 è èìåëà íóëåâóþ ñêîðîñòü, à s0 = sin z0,
c0 = cos z0. Òðåòüå óðàâíåíèå ñèñòåìû (10) ñ ó÷¼òîì (9) èìååò âèä:

v̇z = α2µ+ α (vx + µvy) cos(t− z) + α (vy − µvx) sin(t− z), (12)

ãäå îïóùåíû ñëàãàåìûå ïîðÿäêà αµv2. Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè
(12) ïðèâîäèò â ñðåäíåì ê ëèíåéíîìó ðîñòó ñî âðåìåíåì ñêîðîñòè çàðÿ-
äà âäîëü âîëíîâîãî âåêòîðà. Åñòåñòâåííî â îòñóòñòâèè èçëó÷åíèÿ çàðÿäà
(µ = 0) ýòîãî ñëàãàåìîãî íåò. Åãî ïðîèñõîæäåíèå ñâÿçàíî ñ ïîñëåäíèì
÷ëåíîì â âûðàæåíèè äëÿ ñèëû òðåíèÿ Ëîðåíöà (9), êîòîðûé ïðîïîðöè-
îíàëåí äàâëåíèþ ïîëÿ P = [E×B]/4π.
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4 Äâèæåíèå çàðÿäà

Ðåøåíèå çàïèñàííûõ âûøå óðàâíåíèé ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ïàðàìåò-
ðè÷åñêîì âèäå, òàêæå êàê ýòî ñäåëàíî â ïðèëîæåíèè A. Îäíàêî ìû ðàñ-
ñìàòðèâàåì ñëó÷àé ìàëûõ ñêîðîñòåé è ìàëûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà α.
Ïîýòîìó èìååò ñìûñë ñðàçó çàïèñàòü ðåøåíèå â âåäóùåì ïðèáëèæåíèè
ïî α. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ïðîåêöèè ñêîðîñòè çàðÿäà â ïëîñêîñòè x, y

(11) èìåþò ïîðÿäîê α. Ïîýòîìó èç (12) ñëåäóåò, ÷òî vz èìååò ïîðÿäîê
α2. Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ïî α2 èìååì v̇z = 0 èëè z = z0. Ïîýòîìó ñ
òî÷íîñòüþ äî α2 â óðàâíåíèÿõ (11) ìîæíî ïîëîæèòü z = z0:{

vx = α sin(t− z0) + αµ cos(t− z0) + α (s0 − µc0),

vy = −α cos(t− z0) + αµ sin(t− z0) + α (c0 + µs0),
(13)

ãäå îïóùåí ÷ëåí αµvz, èìåþùèé ïîðÿäîê α3µ. Àíàëîãè÷íî â (12):

v̇z = α2µ+ α (vx + µvy) cos(t− z0) + α (vy − µvx) sin(t− z0). (14)

Ïîäñòàâëÿÿ â ïðàâóþ ÷àñòü vx è vy èç (13), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå:

v̇z = α2µ+ α2 sin t,

èíòåãðèðóÿ êîòîðîå, èìååì:

vz = α2µ t+ α2(1− cos t). (15)

Òàêèì îáðàçîì, ïðîäîëüíàÿ ñêîðîñòü çàðÿäà â ñðåäíåì ëèíåéíî óâåëè÷è-
âàåòñÿ ñî âðåìåíåì. Âîññòàíîâèì ðàçìåðíûå êîíñòàíòû â âûðàæåíèè äëÿ
ñðåäíåé ñèëû, äåéñòâóþùåé íà çàðÿä â íàïðàâëåíèè âîëíîâîãî âåêòîðà:

m¯̇vz = mα2µ =
2

3

e4E2
0

m2c3
=

8

3
πr2e ·

cE2
0

4π
= S · P. (16)

Ëþáîïûòíî, ÷òî, ñ òî÷íîñòüþ äî ÷èñëîâîãî ìíîæèòåëÿ ñèëà, äåéñòâó-
þùàÿ íà çàðÿä ðàâíà ñòàíäàðòíîìó ñâåòîâîìó äàâëåíèþ P = cE2

0/4π
óìíîæåííîìó íà �ýôôåêòèâíóþ ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè� S ýëåêòðîíà ñ
êëàññè÷åñêèì ðàäèóñîì re = e2/mc2. Íàïðèìåð, åñëè îáû÷íûé øàðèê
ðàäèóñà r ïîëíîñòüþ ïîãëîùàåò, ïàäàþùåå íà íåãî èçëó÷åíèå ïëîñêîé
âîëíû òî åãî ýôôåêòèâíàÿ ïëîùàäü, îáðàù¼ííàÿ â ñòîðîíó ñâåòîâîãî
ïîòîêà áóäåò ðàâíà S = πr2. Ïðàâäà â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå äëèíà
âîëíû ñâåòà ñóùåñòâåííî áîëüøå, ÷åì êëàññè÷åñêèé ðàäèóñ ýëåêòðîíà,
ïîýòîìó ìîäåëü ïîãëîùåíèÿ ñâåòà ïîâåðõíîñòüþ áåç ó÷¼òà äèôðàêöèè íå
ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíîé. Êàê âïðî÷åì è ïðåäñòàâëåíèå îá ýëåêòðîíå â âèäå
øàðèêà ñ ðàäèóñîì re.

8



Ïóñòü çàðÿä ïðè t = 0 ïîêîèëñÿ â òî÷êå x = y = 0, z = z0. Òîãäà åãî
êîîðäèíàòû èçìåíÿþòñÿ ñî âðåìåíåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x = α(s0 − µc0) t− α cos(t− z0) + αµ sin(t− z0) + α(c0 + µs0),

y = α(c0 + µs0) t− α sin(t− z0)− αµ cos(t− z0)− α(s0 − µc0),

z = z0 + α2µ t2/2 + α2 (t− sin t).

Ýòà òðàåêòîðèÿ èìååò ñïèðàëåîáðàçíóþ ôîðìó. Ýòà ñïèðàëü íàêëîíåíà
ê îñè z è óñêîðåíî âäîëü íå¼ ðàñòÿãèâàåòñÿ. Ïðåäñòàâèì ñîâîêóïíîñòü
çàðÿäîâ ñ ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè z0, è óñðåäíèì ïî ðàçëè÷íûì z0. Òîãäà
â ñðåäíåì òàêîå �îáëàêî� çàðÿäîâ äâèãàåòñÿ âäîëü îñè z c óñêîðåíèåì α2µ,
íàõîäÿñü âíóòðè ðàñøèðÿþùåãîñÿ êîíóñà.

Íàéä¼ì ïðîåêöèþ ìîìåíòà èìïóëüñà çàðÿäà íà âîëíîâîé âåêòîð. Ïðÿ-
ìîå âû÷èñëåíèå M = r × mv ïðèâîäèò ê çíàêîïåðåìåííîé ôóíêöèè
âðåìåíè ñ ðàñòóùåé àìïëèòóäîé. Ñâÿçàíî ýòî ñ òåì, ÷òî ñïèðàëü òðà-
åêòîðèè çàðÿäà ïîñòîÿííî óäàëÿåòñÿ îò íà÷àëà îòñ÷¼òà. ×òîáû ó÷åñòü
ýòî, ïåðåéä¼ì â ñèñòåìó îòñ÷¼òà, íà÷àëî êîòîðîé äâèæåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

r̄0(t) = {α(s0 − µc0) t, α(c0 + µs0) t, z0 + α2t+ α2µ t2/2}.

Ïðîåêöèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà (r−r̄0)×m (v− ˙̄r0) â ýòîé ñèñòåìå â ñðåäíåì
ïîñòîÿííà:

Mz = mα2(1 + µ2)(1− cos t). (17)

Ïðîåêöèè ìîìåíòà íà îñè x è y çàâèñÿò îò íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ ÷àñòè-
öû z0 (ôàçû ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû):

Mx = −α (s0 − µc0)Mz, My = −α (c0 + µs0).

Ïðè óñðåäíåíèè èõ ïî ðàçëè÷íûì z0 îíè îêàçûâàþòñÿ ðàâíûì íóëþ.

Òàêèì îáðàçîì, äàæå ïðè ó÷¼òå ñàìîäåéñòâèÿ, â ðàññìîòðåííîì âûøå
ïðèáëèæåíèè íå ïðîèñõîäèò ïîñòîÿííîãî óâåëè÷åíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà
÷àñòèöû, êîòîðîå îáû÷íî îæèäàþò îò ïîëÿðèçîâàííîé ïî êðóãó âîëíû.
Èñõîäíî íåïîäâèæíàÿ ÷àñòèöà ïðèîáðåòàåò â ñðåäíåì ïîñòîÿííûé ìî-
ìåíò âäîëü îñè z, êîòîðûé â äàëüíåéøåì íå óâåëè÷èâàåòñÿ, èñïûòûâàÿ
êîëåáàíèÿ ñî âðåìåíåì. Âûðàæåíèå (17) îòëè÷àåòñÿ îò àíàëîãè÷íîãî äëÿ
ïðîáíîãî çàðÿäà áåç ñàìîäåéñòâèÿ (µ = 0) ëèøü ïîñòîÿííûì ìíîæèòå-
ëåì 1 + µ2, êîòîðûé â ðàññìàòðèâàåì ïðèáëèæåíèè ìîæíî îïóñòèòü.

Â îòëè÷èå îò ìîìåíòà èìïóëüñà, èìïóëüñ ÷àñòèöû â íàïðàâëåíèè âîë-
íîâîãî âåêòîðà, ïîñëå ó÷¼òà ýôôåêòà ñàìîäåéñòâèÿ, íà÷èíàåò óâåëè÷è-
âàòüñÿ ñî âðåìåíåì, ÷òî ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ñâåòîâîå äàâëåíèå.
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5 Ðåëÿòèâèñòñêèé ñëó÷àé

Ðåëÿòèâèñòñêîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ñ ó÷¼òîì ñèëû òðåíèÿ Ëîðåíöà
èìååò âèä [1]:

m
dV ν

dτ
= eF νβVβ +

2e2

3

(
d2V ν

dτ 2
− V νV β d

2Vβ

dτ 2

)
,

ãäå V ν � 4-ñêîðîñòü, F νβ � 4-òåíçîð ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ è τ = t/γ
� ñîáñòâåííîå âðåìÿ ÷àñòèöû, ãäå γ = 1/

√
1− v2. Ðåëÿòèâèñòñêîå âûðà-

æåíèå äëÿ ñèëû òðåíèÿ Ëîðåíöà ïðè ìàëûõ ñêîðîñòÿõ ïðîïîðöèîíàëüíî
v̈ è ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì ê 4-ñêîðîñòè.

Ïåðåõîäÿ ê áåçðàçìåðíûì êîîðäèíàòàì è âðåìåíè t 7→ t/ω, r 7→ r/ω,
èìååì:

dV ν

dτ
=

α

E0
F νβVβ + µ

(
d2V ν

dτ 2
− V νV β d

2Vβ

dτ 2

)
,

ãäå êàê è ðàíüøå E0 � ïîñòîÿííàÿ, ðàâíàÿ õàðàêòåðíîé íàïðÿæ¼ííîñòè
ïîëÿ, à êîíñòàíòû α è µ îïðåäåëåíû â (6) è (7).

Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì èòåðàöèé ïî ïàðàìåòðó µ. Äëÿ ýòîãî, â âûðà-
æåíèå äëÿ ñèëû òðåíèÿ ïîäñòàâèì ñèëó Ëîðåíöà áåç ó÷¼òà èçëó÷åíèÿ. Â
ðåçóëüòàòå èìååì [1]:

dV ν

dτ
=

α

E0
F νβVβ +

αµ

E0

dF νβ

dτ
Vβ +

α2µ

E2
0

F νβFβσV
σ +

α2µ

E2
0

(FβσV
σ)(F βγVγ)V

ν.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñâ¼ðòêà ïðîèçâîëüíîãî 4-âåêòîðà Aβ ñ 4-òåíçîðîì ïîëÿ
èìååò ñëåäóþùèå êîìïîíåíòû:

F νβAβ = {EA, EA0 +A×B},

à êîìïîíåíòû 4-ñêîðîñòè ðàâíû V ν = γ{1,v}, ïåðåïèøåì óðàâíåíèå äâè-
æåíèÿ â 3-ìåðíîì âèäå:

d(γv)

dt
=

α

E0
(E+ v ×B) + γ

αµ

E0

(dE
dt

+ v × dB

dt

)
+

α2µ

E2
0

E×B

+
α2µ

E2
0

[(vE)E+ (vB)B−B2v + (vE)2γ2v − (E+ v ×B)2γ2v].

Ïåðâàÿ ñòðîêà â ýòîì óðàâíåíèè çà èñêëþ÷åíèåì ëîðåíöåâñêîãî ôàêòîðà
γ ñîîòâåòñòâóåò ðàññìîòðåííîé ðàíåå íåðåëÿòèâèñòñêîé äèíàìèêå.
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Ïîäñòàâëÿÿ íàïðÿæ¼ííîñòè ïîëÿðèçîâàííîé ïî êðóãó ïëîñêîé âîëíû
E = E0 {C, S, 0}, B = E0 {−S,C, 0}, ãäå C = cos(t − z), S = sin(t − z),
äëÿ ïðîåêöèé ñêîðîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ âîëíîâîìó âåêòîðó èìååì:

d(γvx)

dt
= α (1− vz)C − αµγ (1− vz)

2S − α2µvxγ
2 (1− vz)

2,

d(γvy)

dt
= α (1− vz)S + αµγ (1− vz)

2C − α2µvyγ
2 (1− vz)

2.

Óðàâíåíèå äëÿ ïðîäîëüíîé ïðîåêöèè ñêîðîñòè èìååò âèä:

d(γvz)

dt
= α [vxC+vyS]−αµγ(1−vz) [vxS−vyC]+α2µ (1−vz)

[
1−γ2(vz−v2z)

]
.

Ðåøèì ýòó ñèñòåìó ÷èñëåííî è ñðàâíèì ñ âûðàæåíèåì äëÿ ñèëû, ïîëó-
÷åííîé â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðèáëèæåíèè. ×òîáû ýôôåêò ñâåòîâîãî äàâ-
ëåíèÿ áûë çàìåòåí âûáåðåì êîíñòàíòû α è µ äîñòàòî÷íî áîëüøèìè. Êàê
è ðàíüøå, ñ÷èòàåì, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè çàðÿä áûë íåïî-
äâèæåí. Íèæå íà ëåâîì ãðàôèêå ïðèâåäåíà ôóíêöèÿ vz(t) ïðè α = 0.5,
µ = 0.1. Âðåìÿ ðàâíîå t = 2π ≈ 6.28 ñîîòâåòñòâóåò îäíîìó ïåðèîäó êîëå-
áàíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû. Íà ïðàâîì ãðàôèêå ïàðàìåòðû óìåíü-
øåíû â 5 ðàç è ïóíêòèðîì èçîáðàæåíî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå (15), ïî-
ëó÷åííîå â ðàìêàõ íåðåëÿòèâèñòcêîãî óðàâíåíèÿ.

Ñêîðîñòü çàðÿäà vz â íàïðàâëåíèè âîëíîâîãî âåêòîðà ðàñò¼ò, ïîñòå-
ïåííî ïðèáëèæàÿñü ê åäèíèöå (ñêîðîñòè ñâåòà). Íàëè÷èå â óðàâíåíèè
ôàêòîðà 1 − vz �çàìîðàæèâàåò� äèíàìèêó ïðè vz → 1. Â óëüòðàðåëÿòè-
âèñòñêîì ñëó÷àå àìïëèòóäà êîëåáàíèé ñêîðîñòè óìåíüøàåòñÿ, à ïåðèîä
ýòèõ êîëåáàíèé ðàñò¼ò. Ïîïåðå÷íûå êîìïîíåíòû ñêîðîñòè âåäóò ñåáÿ àíà-
ëîãè÷íî äèíàìèêå áåç ó÷¼òà ñèëû òðåíèÿ èçëó÷åíèåì (ïðèëîæåíèå B).
Åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè z0 = 0, òî ñêîðîñòü çàðÿäà âäîëü îñè
x èñïûòûâàåò ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ è â ñðåäíåì îñòà¼òñÿ ðàâíîé íó-
ëþ. Êîìïîíåíòà âäîëü îñè y òàêæå ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿåòñÿ. Îäíàêî
îíà ïðèîáðåòàåò â ñðåäíåì îòëè÷íîå îò íóëÿ çíà÷åíèå γvy ≈ α.

11



6 Çàêëþ÷åíèå

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà ïîëÿ + çàðÿäîâ íå ïðèìåíèì ê
ïðîáíîìó, íåèçëó÷àþùåìó çàðÿäó. Òîëüêî ó÷¼ò òðåíèÿ èçëó÷åíèåì ïðè-
âîäèò ê ïîÿâëåíèþ óñêîðåíèÿ çàðÿäà âäîëü âîëíîâîãî âåêòîðà ýëåêòðî-
ìàãíèòíîé âîëíû. Äðóãèìè ñëîâàìè ñâåòîâîå äàâëåíèå âîçíèêàåò â ðå-
çóëüòàòå âçàèìîäåéñòâèÿ çàðÿäà ñ ñîáñòâåííûì èçëó÷åíèåì, âîçíèêàþ-
ùèì â ðåçóëüòàòå âîçäåéñòâèÿ íà íåãî âíåøíåãî ïîëÿ ýëåêòðîìàãíèò-
íîé âîëíû. Ñàìà ïî ñåáå ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà íå îêàçûâàåò íà çàðÿä
äàâëåíèÿ (ïî êðàéíåé ìåðå äî òåõ ïîð, ïîêà çàðÿä ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê
ïðîáíûé è èãíîðèðóþòñÿ ýôôåêòû, ñâÿçàííûå ñ åãî èçëó÷åíèåì).
Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â ðàññìîòðåííîì ïðèáëèæåíèè íå âîçíèêàåò ýô-

ôåêòà óâåëè÷åíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà çàðÿäà, êîòîðûé îáû÷íî ïðèïèñû-
âàåòñÿ ïîëÿðèçîâàííîé ïî êðóãó ïëîñêîé âîëíå.

Ìàòåðèàëû ýòèõ çàìåòîê âîçíèêëè â ðåçóëüòàòå îáñóæäåíèÿ âîïðîñà
î ñïèíå ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû íà ôîðóìå dxdy.ru. Àâòîð áëàãîäàðèò
ó÷àñòíèêîâ ôîðóìà ñ íèêàìè Munin, Pulse è Îbar çà ìíîãî÷èñëåííûå
ñòèìóëèðóþùèå äèñêóññèè è íåòðèâèàëüíûå ìûñëè.
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Ïðèëîæåíèÿ

A Äâèæåíèå çàðÿäà â ïîëå ïëîñêîé âîëíû

Ðàññìîòðèì ïëîñêóþ ìîíîõðîìàòè÷åñêóþ ýëåêòðîìàãíèòíóþ âîëíó ñ
ýëëèïòè÷åñêîé ïîëÿðèçàöèåé, ðàñïðîñòðàíÿþùóþñÿ âäîëü îñè z:

Ex = E0 cos(ωt−kz), Ey = σE0 sin(ωt−kz), Bx = −Ey, By = Ex.

Åñëè âîëíà èìååò ëèíåéíóþ ïîëÿðèçàöèþ, òî σ = 0, à äëÿ êðóãîâîé
ïîëÿðèçàöèè σ = ±1. ×àñòîòà âîëíû ðàâíà ω, âîëíîâîé âåêòîð k = ω è
âûáðàíà ñèñòåìà åäèíèö â êîòîðîé c = 1.
Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ ÷àñòèöû ñ ìàññîé m è çàðÿäîì e èìåþò âèä:

ṗ =
dp

dt
= eE+ ev ×B.

Áóäåì èçìåðÿòü âðåìÿ â îáðàòíûõ åäèíèöàõ ÷àñòîòû, à ðàññòîÿíèÿ â
åäèíèöàõ äëèí âîëí. Äëÿ ýòîãî ñäåëàåì ñëåäóþùèå çàìåíû:

t 7→ t/ω, r 7→ r/ω.

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ â ýòèõ åäèíèöàõ èìååò âèä:

ṗ =
m

E0
α (E+ v ×B), α =

eE0

ωm
.

Çàïèøåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â êîìïîíåíòàõ:
ṗx = a (1− vz) cos(t− z),

ṗy = b (1− vz) sin(t− z),

ṗz = avx cos(t− z) + bvy sin(t− z),

(18)

ãäå äëÿ ñîêðàùåíèÿ ââåäåíû êîíñòàíòû a = αm, b = σαm. Èçìåíåíèå
ýíåðãèè äâèæåíèÿ E = m/

√
1− v2, ñ ó÷¼òîì (18) ðàâíî:

dE
dt

= vṗ = vxṗx + vyṗy + vzṗz =
dpz
dt

.

Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâ çàêîí ñîõðàíåíèÿ:

E − pz = π0 = E0 − pz0 = const, (19)

ãäå E0, pz0 � ýíåðãèÿ ÷àñòèöû è ïðîåêöèÿ èìïóëüñà íà îñü z â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè t = 0. Ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ (18) ëåãêî èíòåãðèðóþòñÿ:

px = px0 + a [sin(t− z) + s0],
py = py0 − b [cos(t− z)− c0],

(20)

ãäå c0 = cos(z0), s0 = sin(z0) è íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ êîîðäèíàòû z0 è
ïðîåêöèé èìïóëüñà px0, py0 ñîîòâåòñòâóþò ìîìåíòó âðåìåíè t = 0.
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Ðåøåíèå áóäåì èñêàòü â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå, èñïîëüçóÿ âìåñòî âðå-
ìåíè t ïàðàìåòð

τ = t− z(t) + z0.

Äëÿ íåãî τ̇ = 1− ż = 1− vz. Èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ (19) è ñâÿçè ýíåðãèè
èìïóëüñà è ñêîðîñòè pz = Evz èìååì:

E τ̇ = π0 (21)

èëè ó÷èòûâàÿ çàâèñèìîñòü ýíåðãèè îò ñêîðîñòè

dτ =
π0
E(t)

dt =
π0
m

√
1− v2(t) dt.

Òàêèì îáðàçîì, ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ π0/m, ïàðàìåòð
τ ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âðåìåíåì çàðÿäà. Ïðîèçâîäíàÿ τ̇ > 0 âñåãäà ïî-
ëîæèòåëüíà, ïîýòîìó ñîáñòâåííîå âðåìÿ τ è âðåìÿ ëàáîðàòîðíîé (íåïî-
äâèæíîé) ñèñòåìû îòñ÷¼òà t ñâÿçàíû ìîíîòîííî ðàñòóùåé çàâèñèìîñòüþ.
Èñïîëüçóÿ ââåäåííûé ïàðàìåòð τ è ñîîòíîøåíèå p = Ev, ñèñòåìó (20)

ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

E ẋ = px0 + a [sin(τ − z0) + s0],
E ẏ = py0 − b [cos(τ − z0)− c0].

(22)

Êðîìå ýòîãî èç (21), (19) è òðåòüåãî óðàâíåíèÿ (18) ñëåäóåò óðàâíåíèå
äëÿ ýíåðãèè:

Ė = ẋa cos(τ − z0) + ẏb sin(τ − z0). (23)

Óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (22) ïîçâîëÿþò âûðàçèòü êîîðäèíàòû ÷àñòèöû ÷å-
ðåç ïàðàìåòð τ . Òàê êàê E ẋ = E τ̇ dx/dτ = π0 dx/dτ è àíàëîãè÷íî äëÿ ẏ,
ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ èìååì:

x = x0 +
px0 + as0

π0
τ − a

π0
[cos(τ − z0)− c0],

y = y0 +
py0 + bc0

π0
τ − b

π0
[sin(τ − z0) + s0].

Òðåòüÿ êîîðäèíàòà ðàâíà z = z0 + t− τ .
Óìíîæàÿ (23) íà E , ïîäñòàâëÿÿ â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (22) è äåëÿ

îáå ÷àñòè íà E τ̇ = π0, ïîëó÷àåì:

dE
dτ

=
apx0 + a2s0

π0
cos(τ−z0)+

bpy0 + b2c0
π0

sin(τ−z0)+
a2 − b2

2π0
sin(2τ−2z0).

Èíòåãðèðóÿ, íàõîäèì çàâèñèìîñòü ýíåðãèè îò ïàðàìåòðà τ :

E = E0 +
apx0 + a2s0

π0
[sin(τ − z0) + s0]−

bpy0 + b2c0
π0

[cos(τ − z0)− c0]

− a2 − b2

2π0
[cos2(τ − z0)− c20].
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Îñòàëîñü íàéòè ñâÿçü âðåìåíè è ïàðàìåòðà τ . Ïðîèíòåãðèðîâàâ óðàâíå-
íèå (22): Edτ = π0dt, ïîëó÷àåì:

t =
E0
π0

τ − apx0 + a2s0
π2
0

[cos(τ − z0)− c0 − s0τ ]

− bpy0 + b2c0
π2
0

[sin(τ − z0) + s0 − c0τ ]

− a2 − b2

4π2
0

[cos(τ − z0) sin(τ − z0) + c0s0 + (1− 2c20)τ ].

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ äàþò îáùåå ðåøåíèå çàäà÷è äâèæåíèÿ çàðÿäà â ïîëå
ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû.
Èíîãäà íåîáõîäèìî óñðåäíÿòü òå èëè èíûå ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû. Óñðåä-

íåíèå ïî ôèçè÷åñêîìó âðåìåíè t, îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

⟨f(τ)⟩ = lim
T→∞

1

T

T∫
0

f(τ) dt = lim
T→∞

1

T

τ(T )∫
0

f(τ)

τ̇
dτ.

Ââåä¼ì ïàðàìåòð íàêëîíà ìåæäó ôèçè÷åñêèì âðåìåíåì t è ïàðàìåòðîì
τ â àñèìïòîòè÷åñêîì ðåæèìå:

τ0
π0

= lim
τ→∞

t

τ
.

Òàê êàê ïðè óñðåäíåíèè íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü ïðåäåë, òî ôóíêöèþ τ(T )
íà âåðõíåé ãðàíèöå èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæíî çàìåíèòü íà Tπ0/τ0. Ïåðåîáî-
çíà÷àÿ ïåðåìåííóþ, ïî êîòîðîé áåð¼òñÿ ïðåäåë T 7→ Tτ0/π0 è ó÷èòûâàÿ,
÷òî E τ̇ = π0, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

⟨f(τ)⟩ = lim
T→∞

1

T

T∫
0

f(τ) E(τ)
τ0

dτ. (24)

Êàê ìû óâèäèì äàëåå, åñëè α ≪ 1, òî t ≈ τ è ïðè óñðåäíåíèè ìîæ-
íî èíòåãðèðîâàòü èñõîäíóþ ôóíêöèþ ïðîñòî ïî τ . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
íåîáõîäèìî ïîëüçîâàòüñÿ áîëåå òî÷íîé ôîðìóëîé (24).
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B Êðóãîâàÿ ïîëÿðèçàöèÿ

Ïóñòü σ = ±1, a = mα, b = ±mα. Ðåøåíèå äîñòàòî÷íî ïðîñòî âû-
ãëÿäèò, åñëè ÷àñòèöà â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ïîêîèòñÿ p0x = p0y =
p0z = 0, π0 = E0 = m. Âðåìÿ è ýíåðãèÿ â ïàðàìåòðè÷åñêîé çàïèñè ðàâíû:

t = τ + α2 (τ − sin τ), E/m = 1 + α2 (1− cos τ). (25)

Êîîðäèíàòû ÷àñòèöû

x = x0 + α[τs0 + c0 − cos(τ − z0)],

y = y0 ± α[τc0 − s0 − sin(τ − z0)],

z = z0 + α2 (τ − sin τ).

Êîìïîíåíòû èìïóëüñà:

px/m = α [s0 + sin(τ − z0)],

py/m = ±α [c0 − cos(τ − z0)],

pz/m = α2 [1− cos τ ].

(26)

Íàïîìíèì, ÷òî c0 = cos z0, s0 = sin z0.

Òàê êàê ÷àñòèöà â ñðåäíåì ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ óäàëÿåòñÿ îò íà-
÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ, ìîìåíò èìïóëüñà îòíîñèòåëüíî òî÷êè r = {x0, y0, z0}
áóäåò èñïûòûâàòü îñöèëëÿòîðíûå êîëåáàíèé ñ âîçðàñòàþùåé àìïëèòó-
äîé. ×òîáû ó÷åñòü ýòî óäàëåíèå áóäåì âû÷èñëÿòü ìîìåíò îòíîñèòåëüíî
ñðåäíåãî ïîëîæåíèÿ çàðÿäà r̄ = {x̄, ȳ, z̄} (óñðåäíåíèå ïî τ ):

x̄ = x0 + α[τs0 + c0], ȳ = y0 ± α[τc0 − s0], z = z0 + α2 τ.

Òîãäà ïðîåêöèè ìîìåíòà èìïóëüñà M = (r− r̄)× p ðàâíû:

Mz = ±mα2 (1− cos τ),

Mx = −α sin(z0)Mz, My = ∓α cos(z0)Mz.

Òàêèì îáðàçîì, ýíåðãèÿ è ìîìåíò èìïóëüñà èñïûòûâàþò ïåðèîäè÷å-
ñêèå êîëåáàíèÿ. Ê íà÷àëüíîé ýíåðãèè E0 = m ïåðèîäè÷åñêè äîáàâëÿåò-
ñÿ âåëè÷èíà 2mα2, çàòåì ýíåðãèÿ ïàäàåò ê èñõîäíîìó çíà÷åíèþ, è ò.ä.
Ñðåäíèé ïðèðîñò ýíåðãèè ïîëîæèòåëåí. Â ïîëå âîëíû ÷àñòèöà ñíîñèòñÿ
íå òîëüêî â íàïðàâëåíèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû, íî è â ïåðïåíäèêóëÿð-
íîì íàïðàâëåíèè, çàâèñÿùåì îò çíà÷åíèÿ ôàçû âîëíû (êîîðäèíàòû z0
÷àñòèöû â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè).
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Íèæå íà ðèñóíêàõ ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü t îò τ äëÿ ïîêîÿùåéñÿ â íà-
÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ÷àñòèöû. Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ α ñïðà-
âåäëèâî ðàâåíñòâî t ≈ τ :

Ñîâïàäåíèå ñîáñòâåííîãî âðåìåíè τ è âðåìåíè ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû t

ñâèäåòåëüñòâóåò, ÷òî ìàëîìó ïàðàìåòðó α ñîîòâåòñòâóåò íåðåëÿòèâèñò-
ñêîå äâèæåíèå ÷àñòèöû. Â ÷àñòíîñòè, â âåäóùåì ïî α ïðèáëèæåíèè, äåëÿ
(26) íà ýíåðãèþ (25) ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ äëÿ êîìïîíåíò ñêî-
ðîñòè:

vx = α [s0 + sin(τ − z0)] +O(α3),

vy = ±α [c0 − cos(τ − z0)] +O(α3),

vz = α2 (1− cos τ) +O(α4).

Â âûáðàííîé ñèñòåìå åäèíèö ñêîðîñòü èçìåðÿåòñÿ â åäèíèöàõ ñêîðîñòè
ñâåòà. Ïîýòîìó êîíñòàíòà α õàðàêòåðèçóåò òèïè÷íóþ ñêîðîñòü ÷àñòèöû
â ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê ðàñïðîñòðàíåíèþ âîëíû ïëîñêîñòè. Â ïðîäîëüíîì
íàïðàâëåíèè, ïðèîáðåòàåìàÿ â ñðåäíåì ñêîðîñòü ñóùåñòâåííî ìåíüøå è
â ýòîì ïðèáëèæåíèè ðàâíà α2.

Åñëè x0 = y0 = z0 = 0, òî èçíà÷àëüíî íåïîäâèæíûé çàðÿä â ñðåäíåì
ñìåùàåòñÿ ïî îñè z è y, ñîâåðøàÿ êîëåáàíèÿ ñ îãðàíè÷åííîé ïî îñè x

àìïëèòóäîé (b = a):

Íàïðàâëåíèå ñìåùåíèÿ çàðÿäà â ïëîñêîñòè xy çàâèñèò îò åãî íà÷àëüíîãî
ïîëîæåíèÿ z0 (ôàçû âîëíû) è ñîñòàâëÿåò ñ îñüþ y óãîë ðàâíûé z0.
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• Çàïèøåì òåïåðü âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãèè çàðÿäà â âîëíå ñ êðóãîâîé
ïîëÿðèçàöèåé ñ ïðîèçâîëüíûì íà÷àëüíûì èìïóëüñîì (b = a):

E = E0 +
a

π0
(px0 + as0) [sin(τ − z0) + s0]−

a

π0
(py0 + ac0) [cos(τ − z0)− c0].

Ýíåðãèÿ íå áóäåò èçìåíÿòüñÿ ñî âðåìåíåì (E = E0), åñëè

px0 = −a sin z0, py0 = −a cos z0. (27)

Â ýòîì ñëó÷àå: t = (E0/π0)τ. Èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ (19) ñëåäóåò, ÷òî èì-
ïóëüñ âäîëü îñè z îñòà¼òñÿ ïîñòîÿííûì (pz = pz0). Òðàåêòîðèÿ ÷àñòèöû
â ïëîñêîñòè xy ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ:

x = x0 −
a

π0
[cos(τ − z0)− c0], y = y0 −

a

π0
[sin(τ − z0) + s0],

ãäå

π0 = E0 − pz0, E0 =
√

m2 + a2 + p2z0.

Åñëè pz0 = 0, òî t = τ è ÷àñòèöà âðàùàåòñÿ ïî îêðóæíîñòè ñ ÷àñòîòîé,
ðàâíîé ÷àñòîòå âîëíû. Åñëè æå pz0 ̸= 0, òî òðàåêòîðèÿ ÷àñòèöû ÿâëÿåòñÿ
ñïèðàëüþ, ïðè÷¼ì ÷àñòîòà âðàùåíèÿ ïî ýòîé ñïèðàëè òåì ìåíüøå, ÷åì
áûñòðåå ÷àñòèöà äâèæåòñÿ âäîëü îñè z. Íàïðèìåð, äëÿ x0 = y0 = z0 = 0
óðàâíåíèå äâèæåíèÿ èìåþò âèä:

x = R−R cos(Ωt), y = −R sin(Ωt),

ãäå ïàðàìåòðû ñ âîññòàíîâëåííûìè ðàçìåðíûìè êîíñòàíòàìè ðàâíû:

Ω = ω
(
1− c pz0

E0

)
, R =

eac2/ω2

E0 − c pz0
.

Ïðè äâèæåíèè ÷àñòèöû ïðîòèâ îñè z (íà âñòðå÷ó âîëíå) ÷àñòîòà å¼ âðà-
ùåíèÿ ïî ñïèðàëè, íàîáîðîò, óâåëè÷èâàåòñÿ.
Äâèæóùàÿñÿ ïî îêðóæíîñòè ÷àñòèöà èìååò ïîñòîÿííûå ýíåðãèþ è ìî-

ìåíò èìïóëüñà. Ïîäîáíûì ñâîéñòâîì îáëàäàåò òàêæå äâèæåíèå ÷àñòè-
öû â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå. Ïðàâäà, â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ðàäèóñ
îêðóæíîñòè ìîæåò áûòü ëþáîé (ïðè äàííîì ìàãíèòíîì ïîëå) è îïðåäå-
ëÿåòñÿ íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ ÷àñòèöû. Ïðè äâèæåíèè â ïîëå ýëåêòðîìàã-
íèòíîé âîëíû ðàäèóñ ñòðîãî ôèêñèðîâàí.
Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî ïîäîáíîå ðåøåíèå âîçíèêàåò, òîëüêî ïðè âûïîëíåíèè

ñïåöèôè÷åñêîãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ (27). Ïîäîáíîå ñîñòîÿíèå çàðÿäà ÿâ-
ëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì è ïðè íåáîëüøèõ îòêëîíåíèÿõ îò (27) �îñü ñïèðà-
ëè� íà÷èíàåò íàêëîíÿòñÿ îò îñè z, à ýíåðãèÿ ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿòüñÿ
ñî âðåìåíåì.
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C Ëèíåéíàÿ ïîëÿðèçàöèÿ

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé ëèíåéíîé ïîëÿðèçàöèè b = 0 (ýëåêòðè÷å-
ñêîå ïîëå íàïðàâëåíî ïî îñè x, ìàãíèòíîå ïî îñè y). Ïóñòü ÷àñòèöà â
ìîìåíò âðåìåíè t = 0 äâèæåòñÿ âäîëü îñè z (px0 = py0 = 0, pz0 ̸= 0) è
íàõîäèòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò x0 = y0 = z0 = 0. Òîãäà:

t =
E0
π0

τ +
m2

4π2
0

α2 (τ − sin τ cos τ), E = E0 +
m2

2π0
α2 sin2 τ.

Êîîðäèíàòû ÷àñòèöû â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå ðàâíû:

x =
m

π0
α (1− cos τ), y = 0, z =

(
pz0 +

m2

4π0
α2

) τ

π0
− a2

8π2
0

sin(2τ).

Êîìïîíåíòû èìïóëüñà ÷àñòèöû:

px = mα sin τ, py = 0, pz = pz0 +
m2

2π0
α2 sin2 τ.

Ïóñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ÷àñòèöà äâèæåòñÿ ïðîòèâ íàïðàâëå-
íèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû ñ èìïóëüñîì pz0 = −m2α2/4π0, èëè, ó÷èòû-
âàÿ ñîîòíîøåíèå π0 =

√
m2 + p2z0 − pz0:

pz0
m

= − α2/4√
1 + α2/2

.

Òîãäà âîëíà �îñòàíîâèò� ÷àñòèöó, è äàëåå îíà íà÷í¼ò îïèñûâàòü �âîñü-
ì¼ðêó�, ëåæàùóþ â íàïðàâëåíèè îñè x (ëåâûé ðèñóíîê, a = m = 1).
Åñëè æå pz0 = 0, òî îíà ïðèîáðåò¼ò ïîñòîÿííóþ (â ñðåäíåì) ñêîðîñòü
âäîëü îñè z ïî ïèëîîáðàçíîé òðàåêòîðèè (ïðàâûé ðèñóíîê):

Çàìåòèì, ÷òî ïðè òàêîì äâèæåíèè ýíåðãèÿ ÷àñòèöû ïåðèîäè÷åñêè èçìå-
íÿåòñÿ, èìåÿ ñðåäíåå çíà÷åíèå, êîòîðîå ïðåâûøàåò íà÷àëüíîå E0. Îòìå-
òèì åù¼ çíà÷åíèå ìîìåíòà èìïóëüñà ÷àñòèöû äëÿ ñëó÷àÿ 8-êè:

Mx = 0, My = − mα3

4 + 2α2
cos3 τ, Mz = 0.

Ñðåäíåå çíà÷åíèå êîìïîíåíò ìîìåíòà ïî τ (ìàëûå α) ðàâíî íóëþ.
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Èíòåðåñíî, ÷òî, åñëè ïîêîÿùàÿñÿ ÷àñòèöà èìååò îòëè÷íóþ îò íóëÿ íà-
÷àëüíóþ êîîðäèíàòó z0 ̸= 0, òî áóäåò ïðîèñõîäèòü å¼ ñíîñ âäîëü îñè
x (âäîëü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ). Íèæå íà ëåâîì ðèñóíêå z0 = 0.1, à íà
ïðàâîì z0 = −0.1 è â îáîèõ ñëó÷àÿõ a = m = 1:

Çàïèøåì ðåøåíèÿ äëÿ êîîðäèíàòû è èìïóëüñà âäîëü îñè x (a = αm):

x = α [c0 − cos(τ − z0) + s0τ ], px = mα [s0 + sin(τ − z0)].

Ïðè ýòîì âäîëü îñè y ÷àñòèöà íå äâèæåòñÿ (py = 0). Â ýòîì ñëó÷àå ñâÿçü
ìåæäó âðåìåíåì è ïàðàìåòðîì τ äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêà:

t =
[
1 +

α2

4

(
2− cos(2z0)

)]
τ

+
α2

8

[
3 sin(2z0)− sin(2τ − 2z0) + 4 sin(τ − 2z0)− 4 sin(τ)

]
.

Ýíåðãèÿ ÷àñòèöû ðàâíà:

E
m

= 1 +
α2

2
(c20 + 2s20) +

α2

2

[
2s0 sin(τ − z0)− cos2(τ − z0)

]
.

Âîîáùå, òðàåêòîðèÿ çàðÿäà, â çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé, ìî-
æåò áûòü äîñòàòî÷íî çàòåéëèâîé. Íèæå ïðèâåäåíû òðàåêòîðèè çàðÿäà
ïðè x0 = y0 = 0, px0 = py0 = 0 è ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ z0, pz0:

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ α = 1.
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